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PROLOGO

Este trabajo de tesis tiene el propdsito de generar conocimiento escrito para las futuras
generaciones de la carrera de Mecéanica y areas afines, interesadas en la modelacion,
programacion y simulacion cinematica de robots, maquinas y mecanismos.

Los mecanismos han sido estudiados desde hace mas de 500 afios. Sin embargo, en el siglo
pasado su estudio fue desarrollado en forma sistematica. Los mecanismos forman parte de
un gran numero de maquinas. Proporcionan movimientos complejos y se usan para
incrementar las fuerzas en diversos dispositivos.

El estudio de los mecanismos puede realizarse de dos maneras: una asociada con el analisis
de los movimientos, mas propiamente, la cinematica y otra la sintesis, es decir, el disefio de
las formas de los mecanismos. Uno de los mecanismos méas estudiados, por su sencillez y
multiples aplicaciones, es el compuesto por 4 barras.

Por otro lado, diversas herramientas matematicas y metodos de modelacion han sido
desarrollados para el analisis y sintesis de mecanismos. El algebra compleja en su
representacion euleriana y los métodos geométricos han sido usados para el modelado de
los mecanismos. Actualmente, se han sistematizado y parametrizado las rotaciones finitas
de multicuerpos rigidos. Dicha sistematizacion fue hecha en el contexto del algebra
compleja.

De tal sistematizacion fue posible caracterizar cuatro trasformaciones lineales; dos
reflexiones y dos rotaciones. La primera rotacion fue caracterizada usando la operacion
multiplicativa usual definida sobre el conjunto de las parejas ordenas de nimeros reales en
tanto la segunda rotacion fue desarrollada por medio de una nueva operacion binaria
Ilamada variante.

En este trabajo de tesis se modela el problema de sintesis de un mecanismo de cuatro
barras, para este caso, se analizara el problema de conduccién de cuerpo rigido con 3,4y 5
puntos de precision. Se usara la rotacion variante para construir los modelos.
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El objetivo es aplicar el algebra hipercompleja, en este caso, el algebra de ndmeros
complejos, para modelar diversos tipos de mecanismos y de esta forma construir el sistema
de aplicaciones derivadas de la sistematizacion y parametrizacion de las rotaciones finitas
de cuerpos rigidos en el plano.

Este trabajo de tesis pertenece a la linea de investigacién: Aplicaciones del algebra
hipercompleja a la modelacion cinematica y dinamica de multicuerpos rigidos,
recientemente  desarrollada por la Universidad La Salle Noroeste y por el Instituto
Tecnoldgico Superior de Cajeme ambas instituciones estan integradas a la Red ALFA.
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RESUMEN

En este trabajo de tesis se utiliza una rotacion variante definida en el espacio vectorial de
nameros complejos para construir el modelo de sintesis de un mecanismo de 4 barras para
el problema de conduccion de cuerpo rigido con 3, 4 y 5 puntos de precision. Los modelos
son generados por medio de un meétodo paso a paso el cual consiste de definir sistemas
moviles en cada configuracion del mecanismo. Se usa los pasos generales del método de la
ciencia para sistematizar los modelos[1]. El sistema general de ecuaciones e incognitas fue
de 20 x 28 para el caso de los tres puntos de precision, el cual se redujo a un sistema de 12
x 12 introduciendo restricciones de configuracion y area de trabajo. Para el caso de cuatro
puntos de precision, el modelo de sintesis tiene asociado un sistema de ecuaciones e
incgnitas de 28 x 36, y para el de 5 puntos de precision, es de 36 x 42, los cuales fueron
reducidos a sistemas cuadrados de 20 x 20 y 28 x 28 respectivamente. La programacion del
modelo para tres puntos de precision fue realizada en el paquete de calculd formal
MATHEMATICA V4.

Palabras claves: Modelacion, mecanismo, sintesis, numeros complejos, algebra

hipercompleja
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INTRODUCCION

A través del desarrollo del presente trabajo de tesis se intentara cumplir los objetivos
siguientes:

e Modelar el problema de sintesis para conduccién de cuerpo rigido con tres, cuatro y
cinco puntos de precision usando la rotacion variante del algebra de los nimeros
complejos [1].

e Programar y simular el modelo para tres puntos de precision en Mathematica V4

[2].
1.1 Mecanismos y tipos de sintesis

Un mecanismo es un conjunto de eslabones conectados entre si para realizar una tarea
deseada [3].

Para garantizar el cumplimiento adecuado de la tarea es necesario realizar el andlisis y la
sintesis cinematica. El andlisis cinemético se efectla a partir de un mecanismo dado, del
cual se estudia su geometria, dimensiones, velocidad angular y aceleracién angular, con el
fin de determinar las caracteristicas del movimiento del mecanismo. En él se plantean dos
problemas fundamentales llamados: “directo” e “inverso”, que determinan la posicién y
orientacion de un punto cineméaticamente admisible del multicuerpo y resuelven la
configuracién que debe adoptar para una posicién y orientacién dadas, respectivamente.

La etapa de sintesis es el proceso de disefio de un mecanismo que cumpla con un conjunto
de tareas especificas de movimientos [4]. El problema formulado determina las longitudes
de los miembros del eslabonamiento [5] y puede ser clasificado en alguna de las siguientes
categorias de acuerdo con el tipo de tarea que realiza el mecanismo:

12



Conduccidn de cuerpo rigido o generacion de movimiento: que consiste en el disefio de
un mecanismo que conduzca un cuerpo, no directamente unido a tierra, por “n”
posiciones y orientaciones especificas sucesivas deseadas, a las cuales se les conoce
como puntos de precision o prescritos, partiendo de una cierta configuracion llamada
inicial u original. Como por ejemplo un contenedor de un cargador frontal, elevadores
en camiones de carga y una puerta levadiza de garaje.

Generacion de funciones de una variable o movimiento coordinado de la entrada y
salida de la posicidon, velocidad y/o aceleracion. En la que se estudia el método de
seleccién de las longitudes de los eslabones de un multicuerpo, con objeto de que la
variable de salida sea una funcién especifica de la variable de entrada. Ejemplo de ello,
el mecanismo de una valvula reguladora en los automoviles, donde el mecanismo
transforma las rotaciones de las levas a posiciones deseadas de la valvula en los
automoviles.

Generacion de trayectoria: se centra en la generacion de curvas del acoplador, el cual
debe pasar por “n” posiciones sucesivas partiendo de una posicion inicial, y cuya
trayectoria es de interés en la realizacion de una cierta funcion. Por ejemplo la curva
con forma de un mecanismo recorredor de peliculas, un mecanismo recolector agricola
para cosechar cebollas.

1.2 Métodos de analisis y sintesis

Tradicionalmente el analisis y sintesis de un mecanismo se realiza por diversos métodos
segun las necesidades del proyecto pudiendo representarse los movimientos de los
mecanismos mediante diversas herramientas matematicas tales como:

e EI método grafico desarrollado en los trabajos presentados en [6], [7], [8], en los que
el andlisis de limita a una o dos posiciones del mecanismo.

e Las coordenadas generalizadas utilizadas en [9] para analizar mecanismos con
configuraciones restringidas como los mecanismos de cadena cerrada.

e El método matricial o de matrices homogéneas desarrollado en [10], [11], [12], [13]
utilizado tanto para mecanismos planos y espaciales, en los cuales la utilizacion de los
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vectores en los mecanismos es considerablemente mas sencillo por medio de
transformaciones lineales en arreglos matriciales.

e Recientemente se han parametrizado y sistematizado las rotaciones finitas de
multicuerpos rigidos en el plano, dicha sistematizacion fue realizada en el espacio
vectorial de nimeros complejos [1]. Los resultados del desarrollo de tal sistematizacion
fueron aplicados en [4], [5], [14], [15],[16] para modelar los movimientos de robots y
para disefiar o realizar la sintesis de mecanismos planos.

Cabe sefialar que en el trabajo desarrollado en [1] se han parametrizado y sistematizado las
rotaciones y reflexiones de multicuerpos rigidos definidas en el espacio vectorial de
nameros complejos. En dicho trabajo se demostré que existen dos trasformaciones lineales
que caracterizan dos rotaciones y dos trasformaciones lineales que se identifican con dos
reflexiones. Una de las trasformaciones lineales es llamada rotacion variante. Con la
operacion variante y su trasformacion conjugada se caracteriza la rotacion variante la cual
es ortogonal y de determinante positivo.

En base a lo anteriormente descrito y tomando en consideracién los trabajos realizados en
[1], [15].[16] y [17] (en los que se modela el problema de sintesis de un mecanismo de 4
barras usando el algebra de los quaterniones para generar el modelo), se desarrolla el
presente trabajo de tesis con propésito de mostrar que las configuraciones obtenidas al
modelar el problema de sintesis asociado con un mecanismo de cuatro barras usando la
rotacion variante son equivalentes a las configuraciones obtenidas en el modelo propuesto
en [4]. En dicho trabajo se analizé el problema de sintesis usando la rotacion usual definida
en el espacio vectorial de los nUmeros complejos.

Dado a que en este trabajo de tesis se pretende modelar el problema de sintesis de
posicionamiento de un mecanismo de cuatro barras plano usando la rotacién variante, se
usara el siguiente método para cumplir con este fin [15], [16]
1) Definir concretamente el problema especifico y todas las condiciones en torno al
problema y sus restricciones.
2) Asociar por cada punto de precisién un mecanismo de 4 barras.
3) Caracterizar el problema por medio de un modelo de la teoria de conjuntos.
4) Definir vectores de posicion sobres los eslabones de los mecanismos y puntos de
precision.

14



5) Construir ecuaciones de lazo que relacionen los puntos de precision, los vectores
relacionados con los eslabones de los mecanismos y los pivotes.

6) Asociar bases locales sobres puntos de articulacion de los mecanismos.

7) Escribir las ecuaciones de lazo en términos de las bases locales.

8) Asociar una base inercial sobre el origen de coordenadas. Representar los cambios
de base del sistema inercial sobre cada uno de los sistemas locales en forma
secuenciada. Dicha representacion se realiza usando trasformaciones lineales que
caractericen una rotacion.

9) Representar las ecuaciones de lazo del paso 7) en términos de las rotaciones de la
base inercial, las ecuaciones de norma unitaria y las relaciones geométricas de las
rotaciones con los elementos del espacio vectorial usado para el modelado.

10) Determine el nimero de ecuaciones e incognitas del sistema. Si el sistema del paso
anterior no es cuadrado, entonces establezca restricciones hasta determinar un
modelo cuadrado. Formular el problema de sintesis.

1.3 Conceptos basicos de mecanismos

En esta seccion se definiran los conceptos basicos de la cinematica de cuerpos rigidos en
dos planos y de los mecanismos, asi como algunos conceptos de interés relacionados con la
mecatronica, esto con el proposito de proporcionar un marco de referencia sobre el cual se
desarrolla el presente trabajo de tesis.

1.3.1 Mecatronica

Desde su introduccién en la década de los 70°s [18], el término Mecatrénica, ( "mecha” de
mecanismos y "tronics" de electrénica), ha implicado el desarrollo de la industria en el
disefio y creacion de nuevos productos, procesos o sistemas con la integracion de
componentes mecanicos y electrénicos controladas por computadoras inteligentes. En
consecuencia la definicion mas aceptable del término es la propuesta por [19]:"Mecatronica
es la combinacion sinérgica de la ingenieria mecanica de precision, de la electrénica, del
control automatico y de los sistemas para el disefio de productos y procesos".

Un sistema mecatronico tiene dos componentes principales: Sistema controlador y sistema
controlado [20], como se muestra en la figura 1.1 . El sistema controlado es el proceso
mecénico que esta en contacto con el mundo, con todos sus sensores y actuadores. Los
rasgos distintivos de un sistema mecatronico de otros sistemas son los tres sub-sistemas
usados por el sistema controlador que son sistemas de percepcion, de representacion del
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conocimiento, planeacion y control. El sistema inteligente es normalmente incluido en la
planificacion y subsistema de control. Aqui, basado en la informacion recogida por los
sensores, los métodos de inteligencia computacional se explotan para planear un curso de
accién que permitira al sistema controlado lograr las tareas dadas [20]

Sistema Mecatronico

E-—- e | conocimiento I
Procaso da
moritores
Slst.errna Sisterma controlador
Irteligents ;
Percepcion Becusion I
Sensores Actuadores
Sistema Controlads
Proceso
Mecanico

Figura I..1 Descripcion del sistema de la mecatrdnica

De esta manera al aplicar una filosofia de integracion de todos los sistemas descritos en el
disefio de productos y sistemas se obtienen ventajas importantes como son mayor
flexibilidad, versatilidad, nivel de "inteligencia” de los productos, seguridad y confiabilidad
asi como un bajo consumo de energia entre otras. Estas ventajas se traducen en un producto
con mas orientacion hacia el usuario y que puede producirse rapidamente a un costo
reducido.

1.4 Mecanica

Como ya se describio anteriormente, un sistema mecatronico esta formado por un sistema

mecénico, un sistema electrénico y un sistema inteligente. Esta seccién se abocara a los

sistemas mecanicos en cuanto a su disefio, por lo que en los siguientes parrafos se

presentan los conceptos basicos para entender un sistema mecanico partiendo del concepto

mismo de la mecanica, como se define y esta conformado un mecanismo, hasta el disefio
16



del mismo mediante la sintesis confrontando el método matricial y el método de numero
complejos.

La mecanica estd definida como aquella ciencia que describe y predice las condiciones de
reposo 0 movimiento de los cuerpos bajo la accion de fuerzas [21], la cual se divide en tres
areas, como se muestra en la figura 1.2, la mecénica de los cuerpos rigidos, la mecanica de
los cuerpos deformables y la mecanica de los fluidos.

MECATRONICA

M dinica de
ko= Cuerpos
Deformables

Particula (

Traslacion
E biow . Plano
General

Figura I. 2 Esquema del sistema de la Mecanica

En la mecanica de los cuerpos rigidos se identifican dos caminos: la estatica y dinamica; la

primera trata del analisis de los sistemas en reposo por lo que el tiempo no es considerado
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como un factor determinante y la segunda trata del andlisis de los sistemas en movimiento,
en los que sus condiciones y pardmetros de interés se ven afectados por el tiempo.

La dinamica a su vez se divide en dos areas: la cinética, que considera los efectos de las
fuerzas sobre el movimiento de los cuerpos y la cinematica, que se ocupa solamente de los
aspectos geométricos del movimiento externo de los cuerpos sin tomar en consideracion las
fuerzas que los producen [22].

La teoria de los cuerpos rigidos supone que el volumen de un cuerpo rigido se deforma bajo
el efecto de fuerzas externas, pero estas deformaciones son de magnitud despreciable si se
comparan con las dimensiones caracteristicas del solido, por lo que considera a los cuerpos
rigidos como indeformables. En la medicion de desplazamientos, velocidades, vy
aceleraciones, tales deformaciones volumétricas pueden ser omitidas sin introducir errores
considerables [17]. Considerando lo anterior se supondra que la distancia entre dos puntos
cualesquiera del cuerpo rigido se mantendra constante en magnitud durante todo momento,
dada su indeformabilidad.

1.5 Movimiento plano de un cuerpo rigido

Es posible someter un cuerpo rigido a tres tipos de movimiento: traslacion, rotacion
alrededor de un eje fijo y movimiento plano general [23], como se muestra en la figura 1.3.
La traslacion ocurre si cualquier segmento lineal del cuerpo permanece paralelo a la
direccién original durante el movimiento. Cuando un cuerpo rigido rota en torno a un eje
fijo, todas las particulas del cuerpo, excepto aquellas que se encuentran sobre el eje de
rotacion, se mueven sobre trayectorias circulares. Cuando un cuerpo esta sujeto a un
movimiento plano general, experimenta una combinacion de traslacion y rotacion, donde la
traslacion ocurre dentro de un plano de referencia y la rotacion, sobre un eje perpendicular
a dicho plano [23].

ﬂ‘
s

a) bj c)

Figura .3 Movimientos de un cuerpo rigido: a) Rotacidn, b) Traslacién, ¢) Movimiento plano general
Las posiciones sucesivas de un cuerpo rigido en movimiento describen un “lugar

geométrico” comunmente Ilamado “trayectoria”, cuya longitud esta definida por las
diferentes posiciones que el cuerpo ocupa conforme varia el tiempo [17]. El movimiento de
18



un cuerpo sera de tipo espacial, plano o lineal, si se requiere de tres, dos o una coordenada
para describir su trayectoria, respectivamente.

1.6 Mecanismos y robots

De acuerdo con [24], un robot es un manipulador automético servo controlado,
reprogramable, polivalente, capaz de posicionar y orientar piezas, Utiles o dispositivos
especiales, siguiendo trayectorias variables reprogramables, para la ejecucion de tareas
variadas. Asi mismo [25], define al robot industrial como una maquina programable, de
proposito general, que posee ciertas caracteristicas antropomorficas, es decir, con
caracteristicas basadas en la figura humana, como se muestra en la figura 1.4

MEED  oumm
) i .-“"-'-'"___'-__j

: DEDOS |

5 MANO '

~ .
WUNECA,
Y 5 |

CINTLRA,

Figura 1.4. Caracteristicas antropomorficas de un robot

Normalmente dicho robot tiene la forma de uno o varios brazos terminados en una murieca.
Su unidad de control incluye un dispositivo de memoria y ocasionalmente de percepcion
del entorno. EIl trabajo de este robot es ciclico, pudiéndose adaptar a otra sin cambios
permanentes en su material. Su diferencia con las maquinas simples, reside en que éstas
disefiadas para realizar tareas simples, y un robot puede ser reprogramado para una
variedad de tareas [24].

19



Por otro lado un manipulador esta disefiado para simular brazos humanos y movimiento de
manos. Dicho manipulador representa un ejemplo de cadenas cineméticas abiertas como se
muestra en la figura 1.5. Mecanicamente, es el componente principal de un robot y esta
formado por una serie de elementos estructurales solidos o eslabones unidos mediante
articulaciones que permiten un movimiento relativo entre cada dos eslabones consecutivos.

Figura 1.5 Esquema de un manipulador

Una maquina es un dispositivo operado mecanica, eléctrica, o electronicamente para
realizar una tarea. Asi mismo la maquina se define como una combinacién de cuerpos
rigidos, cuya conexion permite que sus elementos se muevan con movimientos relativos
definidos y transmitan fuerzas con el fin de realizar un trabajo [24].

En cinemética, un mecanismo es un medio para transmitir, controlar, o restringir
movimientos relativos. Por otro lado, en cinética se define a un mecanismo como una
combinacion de cuerpos rigidos o resistentes, formados y conectados para moverse entre si
con movimientos relativos definidos cuyo proposito es el de transferir movimientos y/o
fuerzas de una fuente de potencia a una salida [4].

El término mecanismo se aplica también, a la combinacion de cuerpos geométricos que
constituyen una maquina o parte de una maquina, los cuales transmiten fuerzas,
movimientos, y energia de manera predeterminada [3]. Los movimientos que son eléctrica,
magnética, y neumaticamente operados se excluyen del concepto de mecanismo.

La diferencia entre la maquina y el mecanismo es que la maquina transforma energia para
realizar un trabajo, mientras que el mecanismo no necesariamente realiza esta funcion. El
término maquinaria generalmente significa maquinas y mecanismos.

El mecanismo maés utilizado, dada su sencillez, es el de cuatro barras [4]. Dicho mecanismo
es el eslabonamiento plano de cadena cerrada mas simple que tiene tres miembros maviles
(mas un miembro fijo) y cuatro juntas rotacionales, como se muestra en la figura 1.6.
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Figura 1.6 Esquema de un mecanismo de cuatro barras

Por otro lado, si un eslabonamiento de cuatro barras no proporciona el desemperio
requerido para una aplicacion particular, usualmente se considera como siguiente
alternativa uno de seis eslabonamientos, ver figura 1.7

A\

A\

Eslabonamiento Watt | Eslabonamiento Watt Il Eslabonamiento Stephenson |

2

Eslabonamiento Stephenson Il Eslabonamiento Stephenson il Eslabonamiento Stevenson

Figura 1.7 Mecanismos de seis barras
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1.7. Componentes de un mecanismo

Un eslabonamiento es un multicuerpo formado por eslabones o barras generalmente
consideradas rigidas, conectadas por juntas como pasadores 0 juntas prismaticas, las cuales
forman cadenas abiertas, cerradas o0 compuestas [4].

Por otro lado el término eslabén rigido o muchas veces llamado simplemente eslabon, es
una idealizacion utilizada en el estudio de mecanismos que no considera deflexiones ni
deformaciones en los miembros de las maquinas [3]. Un eslabon se define como un cuerpo
rigido que tiene dos o mas elementos conectados a otros cuerpos con el propdsito de
transmitir fuerzas 0 movimientos.

En un mecanismo se necesita por lo menos de un eslabon con posicion fija a la tierra
(eslabédn fijo) que determine el movimiento de los demas eslabones durante el movimiento.
Como se muestra en la figura 1.8, los eslabones se clasifican de acuerdo con el nimero de
nodos o puntos de unién que contienen. EI nimero de nodos le da su nombre al eslabén:
Binario = dos nodos, Terciario = tres nodos y asi sucesivamente [15]

Eslabones

Binario .
- Cuaternario

> 3

Figura 1.8 Tipos de eslabones en el plano

Por otro lado, a la combinacion de eslabones y pares (juntas) sin un eslabén fijo se les
llama “cadena cinematica”, la cual es un ensamble de eslabones y juntas interconectados
(multicuerpo) de modo que proporcionen un movimiento de salida controlado en respuesta
a un movimiento de entrada proporcionado [25] Las cadenas cinematicas se clasifican en
cadenas cerradas, abiertas y compuestas. La figura 1.9 muestra dichas cadenas. En la
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primera cada eslabdn esta conectado a dos 0 mas eslabones formando un lazo cerrado. En el
caso de la cadena cinemaética abierta cada eslabdn se conecta a otro eslabon formando un
solo lazo abierto. Por ultimo las cadenas compuestas se forman de eslabones binarios y
miembros de otro orden para formar dos 0 mas circuitos cerrados [25].

a) b) c)

Figura 1.9 Cadena cinematica: a) Abierta, b) Cerrada y ¢) Compuesta

Los eslabones que componen un mecanismo se conectan por medio de juntas o pares
cinematicos, los cuales se definen como la conexion entre dos o mas eslabones que
permiten algin movimiento potencial entre los eslabones conectados en un mecanismo [3].
Los pares pueden clasificarse respondiendo a diversas caracteristicas:

e Por el tipo de contacto entre los elementos ya sea de la clase par superior o
inferior.

e Por el nimero de grados de libertad: Rotacional 1 GDL, Prismatica o Deslizante 1
GDL.

e Por el tipo de cierre de la junta, que puede ser debida a su forma que permita la
unién o el cierre o debida a la aplicacion de una fuerza externa que la mantenga en
contacto o cierre.

e Por el nimero de eslabones conectados u orden de la junta que se define como el
numero de eslabones conectados menos uno.

En un par cinematico superior o de union media, los elementos acoplados estan en contacto
por medio de un punto o una recta, como en el caso de los engranajes, discos de levas,
guiadores [11].

En un par cinematico inferior o de union completa, los elementos hacen contacto superficial
debido a que la geometria de acoplamiento en los “pareados” es idéntica. En un mecanismo
planar los pares inferiores se subdividen en pares rotacionales y prismaticos.
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En los mecanismos pueden presentarse seis tipos de pares inferiores, como se muestra en la
tabla I.1:

Un par rotacional mantiene unidos los ejes de dos cuerpos rigidos. Dos cuerpos rigidos
restringidos por un par de rotacion tienen un movimiento rotatorio independiente alrededor
de su eje comun. Por consiguiente, un par rotacion elimina cinco grados de libertad en
mecanismo espacial. GDL = 1.

Un par prismatico mantiene dos ejes de dos cuerpos rigidos alineados y no permite ninguna
rotacion. Dos cuerpos rigidos restringidos por este tipo de par podran tener un movimiento
de traslacion independiente a lo largo de un eje. Por consiguiente, un par prismatico elimina
cinco grados de libertad en mecanismo espacial. GDL = 1.

El par helicoidal mantiene dos ejes de dos cuerpos rigidos alineados y permite un
movimiento helicoidal (de tornillo). Dos cuerpos rigidos restringidos por un par helicoidal
producen un movimiento de traslacion a lo largo del eje y un movimiento de rotacién
correspondiente alrededor del eje. Por consiguiente, un par helicoidal elimina cinco grados
de libertad en mecanismo espacial. GDL=1

Un par cilindrico mantiene los ejes de dos cuerpos rigidos alineados. Dos cuerpos rigidos
gue son parte de este tipo de sistema tendran un movimiento de traslacion independiente a
lo largo del eje y un movimiento de rotacion alrededor del eje. Por consiguiente, un par
cilindrico elimina cuatro grados de libertad del mecanismo espacial. GDL= 2.

Un par esférico se mantiene unido dos centros esféricos. Dos cuerpos rigidos conectados
podran rotar relativamente alrededor de los ejes X, y y z, pero no habré ninguna traslacion a
lo largo de cualquiera de estos ejes. Por consiguiente, un par esférico elimina tres grados de
libertad en mecanismo espacial. GDL = 3.

Un par plano mantiene unidas las superficies de dos cuerpos rigidos. Dos cuerpos rigidos
conectados por este tipo de par tendran dos movimientos de translacién independientes en
el plano, y un movimiento de rotacion alrededor del eje perpendicular al plano. Por
consiguiente, un par plano elimina tres grados de libertad en mecanismo espacial. GDL =
3.
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Tipo de junta | Par inferior (I) | Simbolo Grados de | Representacion Esquemética Posible Configuracion Ejemplo
0 par superior Libertad Descriptivo
®
Rotacional | R 1 Un pasador fijo
0 que permite solo la
rotacion
Una barra recta
Prismatica | P 1 que solo permite el
X deslizamiento
Un tornillo
Helicoidal | H 1 impulsor o una
X666 barra helicoidal
Un brazo que
Cilindrica | o 2 permite tanto
X660 rotacién como
deslizamiento
Una junta esférica
Esférica | S 3 que permite
0,0,y rotacion en 3
direcciones
angulares
Una Superficie
Plana | PL 3 restringida que
X,y,0 permite rotacion y
movimiento
paralelo al plano
de la superficie
Junta U La junta universal
Universal | U 2 Hooke combina 2
0, ——C‘)\\' pares rotatorios
G
Engranaje S G 2 __@,_ Engranajes
Rodar y
trasladar
Par de Levas H * 2 * Disco de levas y
Rodar y seguidores
trasladar

Tabla 1.1 Pares o juntas inferiores y superiores en un mecanismo
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1.7.1 Grados de libertad

Los grados de libertad (GDL) de un cuerpo rigido se definen como el numero de
parametros independientes requeridos para especificar la posiciéon que tiene cada eslabon,
relativa a un marco de referencia o a un punto fijo [3]. Asi mismo, se definen como el
namero minimo de variables que se requiere para especificar de manera Unica la
configuracién de un mecanismo [11]. La figura 1.10 muestra un cuerpo rigido en un plano.
Para determinar el GDL de este cuerpo se debe considerar de cuantas maneras distintas
puede moverse la barra. En un plano bidimensional hay 3 GDL, es decir, la barra puede
trasladarse a lo largo del eje de “X”, trasladarse a lo largo del eje de “Y” y puede rotarse
sobre su centroide [26].

. )
Figura 1.10 Grados de libertad de un cuerpo rigido en el plano

Un cuerpo rigido en el espacio como se muestra en la figura 1.11 tiene 6 GDL, es decir, tres
movimientos transmitidos a lo largo del los ejes X, Y, y Z y tres movimientos rotacionales
alrededor de los ejes X, Y, Z respectivamente.
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Figura 1.11. Grados de libertad de un cuerpo rigido en el espacio

Cualquier cuerpo rigido no restringido tiene seis grados de libertad en el espacio y tres
grados de libertad en un plano. Cada junta o par cinematico restringe la movilidad del
sistema, es decir, reducen los grados de libertad de un mecanismo. Como en el caso de la
figura 1.12 que muestra un par de rotacion, un par prismatico y un par superior, los pares
reducen el nimero de los grados de libertad. Si se tiene un par mas inferior (figura .11 a,b),
se reducen los grados de libertad a 2. De igual manera si se tiene un par superior se
reducen los grados de libertad a 1.
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Figura 1.12 a) Par de Rotacion, b) Par Prismatico, ¢) Par Superior

La influencia de una restriccién cinematica en el movimiento de cuerpos rigidos tiene dos
aspectos intrinsecos que son los aspectos geométricos y los aspectos fisicos. En otras
palabras, es posible analizar el movimiento de los cuerpos rigidos restringidos por sus
relaciones geomeétricas o usando la segunda Ley de Newton.

Para encontrar el numero de grados de libertad para un mecanismo planar se aplica la
“ecuacion de Gruebler” [11]:

GDL=3(n-1)-2P
Donde:
GDL = indica los grados de libertad del mecanismo
n = es el nimero de eslabones
Pi= es el nimero de pares inferiores de un grado de libertad

Asi, si se desea obtener el nimero de grados de libertad de los siguientes eslabonamientos
se tiene que:

n=3 P=3
GDL =3(n-1)-2P
GDL =3(3-1)-2(3)
GDL=0

Figura 1.13  Mecanismo de 3 Barras

n=4 P=4
GDL=3(n-1)-2P,
GDL =3(4-1)-2(4)
GDL=1

e et ™
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mo de 4 Barras

n=5 P=6
GDL=3(n-1)-2P,
GDL =3(5-1)-2(6)
GDL=0

e et r e T

Figura I.15 Mecanismo de 5 Barras
1.8 Modelo de Sintesis para conduccion de cuerpo rigido usando la rotacion usual

En el trabajo desarrollado en [17], se construyd el modelo de sintesis para conduccion de
cuerpo rigido para tres y cuatro puntos de precisién de un mecanismo de cuatro barras.
Dicho modelo fue construido usando la transformacion lineal desarrollada en [1] la cual
representa una rotacion llamada comdnmente “usual”, el modelo obtenido se caracterizo
por un sistema de ecuaciones e incognitas no cuadrado; esto es, de 28x20. Para cuadrar el
modelo fue necesario introducir restricciones, lo que condujo a un sistema cuadrado de 12
ecuaciones con 12 incdgnitas. Los modelos asociados con el problema de sintesis [17]
fueron programados y simulados en la plataforma Visual Basic 6.

El objetivo de este trabajo es modelar el mismo mecanismo, o mas bien dicho, los
problemas de sintesis descritos en [17] usando una rotacion caracterizada por otra
operacion binaria multiplicativa llamada variante [1], con el propdsito de mostrar que los
modelos obtenidos en dicha rotacion son equivalentes a los modelos desarrollados usando
la rotacion usual y con esto generalizar las aplicaciones de la sistematizacion del algebra de
numeros complejos desarrollada en [17].

Cabe sefialar que existen diferencias entre las propiedades del sistema que caracteriza la
rotacion usual y el sistema que caracteriza la rotacién variante. Sin embargo las
transformaciones lineales de ambas rotaciones son equivalentes, puesto que son
ortogonales y de determinante positivo.

Por ello, estrictamente hablando, ambos sistemas no son iguales en términos de sus
propiedades, lo que implica una clara diferenciacion entre las aplicaciones del algebra

usando la rotacion usual y la rotacion variante. De ello se pretende concluir, al final de este
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trabajo que la aplicacion de la rotacion variante al modelado del problema de sintesis es una
nueva herramienta matematica que formard parte de las diferentes herramientas usadas
para el analisis y disefio de multicuerpos rigidos en el plano.

1.9 Resumen del capitulado

En este trabajo de tesis se modelaran los problemas de sintesis para conduccién de cuerpo
rigido de tres, cuatro y cinco puntos de precision asociados con un mecanismo de cuatro
barras. Para tales propésitos se usara la rotacion variante desarrollada en [16] y un método
de modelacién descrito en [15]. Se programard en la plataforma de calculo formal
Mathematica V4 [2] anicamente el modelo para tres de precision, dejando para un futuro
trabajo como el presente la programacion de los modelos de cuatro y cinco puntos de

precision.

Este trabajo de tesis estd compuesto por cinco capitulos los cuales se resumen a
continuacion:

En el capitulo 1 se define el problema general de sintesis y sus casos particulares.

En el capitulo 2 se presentan el marco tedrico de la rotacion variante y el método de
modelacion desarrollado en [15],[16].

En el capitulo 3 se construye el modelo de sintesis para cinco puntos de precision.

En el capitulo 4 se construye el modelo de sintesis para cuatro puntos de precision.

En el capitulo 5 se construye el modelo de sintesis para tres puntos de precision.

Finalmente se presentan las conclusiones derivadas del trabajo y dos apéndices, el primero

muestra el marco tedrico de la rotacion variante y el segundo describe la programacion del
modelo para tres puntos de precision.
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CAPITULO 1

Definicion del problema y restricciones

Introduccion. En este capitulo se define el problema por solucionar en esta tesis, asi como
sus restricciones fundamentales. Es importante mencionar que se lleva una gran ventaja en
cualesquiera investigacion si se define correctamente el problema. En este capitulo seran
usados los pasos generales del Método Cientifico con el proposito de sistematizar el
problema de sintesis de un mecanismo de 4 barras. De acuerdo con [27], los pasos
generales de dicho método son:

1) Motivo de la investigacion.
2) Definicion del problema.
3) Restricciones.
4) Hipotesis y premisas.
5) Proceso de sistematizacion o desarrollo del problema.
6) Solucion.
7) Pruebas de la solucion.
En este capitulo seran aplicados los pasos del 1) al 4).

1.1 Definicion del problema y restricciones

Considere ahora el siguiente problema:
Se requiere disefiar un dispositivo para transportar un cuerpo de una posicion inicial a una
posicion final.

Las restricciones del problema son:
1) El dispositivo de trasporte debe ser un mecanismo de 4 barras (Ry).
2) El disefio del dispositivo debe ser dimensional (R2).
3) El cuerpo (caja) por trasportar es rigido (R3).
4) El cuerpo debe pasar por cinco puntos intermedios antes de alcanzar la posicion final
(Ra).
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5) El cuerpo debe pasar, en cada punto, con una orientacion preestablecida y conocida
(Rs).

6) Las coordenadas de los puntos de anclaje del mecanismo (pivotes) son fijas y
conocidas (Rg).

7) ElI movimiento del mecanismo esta restringido por un area de trabajo fija y conocida
(Ro).

8) Las coordenadas de los puntos de precisidn son conocidas (Rg).

9) La configuracion del eslabon acoplador es arbitraria (Ro).

Descripcion del problema:

“Una banda (B;) transporta una caja “C”” del punto “a” al punto ““b”” como se muestra en
la figura 1.1. La caja debera localizarse pasado un tiempo en el punto *““g” situado en la
banda (B) pasando por tres puntos intermedios llamados ““d™, “e” y “f”” . Se asume que
el transporte de “C” de banda a banda serd por medio de un mecanismo plano de cuatro
barras. Las orientaciones de la caja en cada punto de precision son ya, v, vs ,us Yy s
como se muestra en la figura 1.1. La configuracion del mecanismo esta restringida a un
area de trabajo fija y conocida”.

Figura 1.1 Caracterizacion del problema
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1.2 Hipotesis y premisas

En sintesis, el problema de esta tesis consiste en determinar las longitudes principales de un
mecanismo de 4 barras de tal forma que la caja (cuerpo rigido por trasportar) pueda

moverse de banda a banda pasando por los puntos de precision y con las orientaciones
mostradas en la figura 1.1. En términos l6gicos la hipotesis que guiara al problema hacia la
solucion es:

1)
2)

3)

Existe el problema y su solucién.

La solucion del problema depende de las relaciones que existen entre los puntos de
apoyo del mecanismo, su configuracion, puntos de precision y los desplazamientos
angulares del cuerpo rigido conducido.

Los axiomas son los siguientes:

Axioma 1 -Las relaciones posicionales y angulares entre los puntos de apoyo del
mecanismo, la configuraciéon del mismo, los puntos de precision y los
desplazamientos angulares del cuerpo rigido conducido estan definidas por
ecuaciones de lazo.

Axioma 2 - Las posiciones angulares del cuerpo rigido conducido son equivalentes
a las posiciones angulares del eslabdn acoplador en cada punto de precision
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CAPITULO 2

El marco tedrico y el método de modelacion

Introduccion. En este capitulo se presenta un breve resumen del marco tedrico que sera
utilizado para sustentar el método de modelacion del problema de sintesis. Solo se describe
un resumen del algebra de los nimeros complejos relacionada con la rotacién variante y en
el apéndice A se presenta todo la sistematizacion de dicha algebra. Se presentan los pasos
por seguir para construir el modelo [16].

2.1 El algebra de los nimeros complejos

Sobre el conjunto R? se definen dos operaciones binarias: ® : K2 x R2 > R? y ®@: R x
R? - R? mediante los cuales, las parejas (R, @ ) y (R% ®) forman dos grupos, uno
aditivo y otro no conmutativo multiplicativo, respectivamente. Se demuestra que la terna
(R% @, ®) es un cuerpo conmutativo [2].

Las operaciones @ : R x B2 > R*> y © : B2 x R* > R? se definen de la manera
siguiente:
) (@ b)® (o, B)=(a+a,b+p) (2.1)
ii) (a, b) ® (cu, B) = (-acL + bp, aB + boy),
V (a, b), (a,B) € R

Cabe sefialar que la operacién® : R? x R? — R? es no asociativa y conmutativa [ ]. Por
otro lado, en R* se define un producto interno, esto es, <e, o> : R% x R* — R? y una norma
le] : R*> > Ry, por tanto, la estructura (R?, @, ®, <e, &>, |e|) es un espacio vectorial
normado y con producto interno llamado el espacio vectorial de los nimeros complejos.
Por otro lado, sean p = (a, b) € R%, g=(&, ) € R Entonces

q
P

p®( ® p,
p®p ® p=-(a°+b% 0),
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i) po®g® q®p=-2@a+bp0)

Aqui, p e R%es el conjugado de p = (a, b) € R Por otro lado, la transformacion lineal R :
R* —> R? definida por:

R2<p,q>=ﬁ-m ; qeRfijo (2.2)

es una rotacion variante [2]. Ademas, p, g € R? son dos complejos de norma unitaria
definidos por:

1) p={po, p}, po’+p°=1 (2.3)
2) q={0o, 0}, o +a’=1

Finalmente, las relaciones entre los componentes de los complejos p,g € R* vy las
componentes de las rotaciones son las siguientes [2]:

1) p={po, P1}; Po € R; po=-Cos 6, (2.4)
pre N, p1=-(+Sen o)

2)q={do, d1}; o N; go=-Cos O,
qre R, qu=-(xSen0,)

Aqui, 01, 6, € R son desplazamientos angulares.

2.2 Método de modelacién

En esta seccion se presenta el proceso de sistematizacion con el cual se construira el
modelo de sintesis relacionado con el mecanismo de 4 barras motivo de estudio en este

trabajo de tesis [15],[16]. El proceso de sistematizacion sera realizado paso a paso; esto es:

1) Definir concretamente el problema especifico y todas las condiciones en torno al
problema y sus restricciones.

2) Asociar por cada punto de precision un mecanismo de 4 barras.

3) Caracterizar el problema por medio de un modelo de la teoria de conjuntos.
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4) Definir vectores de posicion sobres los eslabones de los mecanismos y puntos de
precision.

5) Construir ecuaciones de lazo que relacionen los puntos de precision, los vectores
relacionados con los eslabones de los mecanismos y los pivotes.

6) Asociar bases locales sobres puntos de articulacion de los mecanismos.

7) Escribir las ecuaciones de lazo en términos de las bases locales.

8) Asociar una base inercial sobre el origen de coordenadas. Representar los cambios
de base del sistema inercial sobre cada uno de los sistemas locales en forma
secuenciada. Dicha representacion se realiza usando trasformaciones lineales que
caractericen una rotacion.

9) Representar las ecuaciones de lazo del paso 7) en términos de las rotaciones de la
base inercial, las ecuaciones de norma unitaria y las relaciones geométricas de las
rotaciones con los elementos del espacio vectorial usado para el modelado.

10) Determine el nimero de ecuaciones e incognitas del sistema. Si el sistema del paso

anterior no es cuadrado, entonces establezca restricciones hasta determinar un
modelo cuadrado. Formule el problema de sintesis.
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CAPITULO 3

Modelacion del problema de sintesis para cinco puntos de precision

Introduccion. En este capitulo se construye en modelo de sintesis de un mecanismo de 4
barras para el problema de conduccion de cuerpo rigido: cinco puntos de precision. Se usara el
método descrito en el capitulo 2 para construir dicho modelo. Antes se procedera a definir
nuevamente el problema particular.

3.1 Definicion del problema y restricciones

En esta seccién se plantea el problema por solucionar en esta tesis, asi como sus
restricciones fundamentales. Considere el siguiente problema:

““Se requiere modelar el problema de sintesis de un mecanismo”
Las restricciones (R,) fundamentales son las siguientes:

e EIl mecanismo estd compuesto por 4 eslabones rigidos conectados por juntas
rotacionales (R;).

e El problema de sintesis es de conduccion de cuerpo rigido (Ry).
e Seanalizaran cinco puntos de precision (Rs).
e Las coordenadas de los puntos de precision son conocidas (Ry).

e Los desplazamientos angulares relacionados con las posiciones de la
conduccién del cuerpo rigido son conocidas (Rs).

e Las coordenadas de los pivotes que conectan al mecanismo con la tierra del
sistema so conocidos (Rg).

e El eslabon acoplador es rigido (R7).

e Esfijay conocida el area de trabajo (Rs).
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El problema formulado anteriormente y sus restricciones se sintetizan de la manera siguiente:

“Encuéntrese un modelo que permita determinar las dimensiones principales de los eslabones
gue componen un mecanismo tal que:

Ri= R,
R,= R,
Rs= R,
Ri= R,
Rs= R,
Rs= R,
R;= R,
Rs= R,

sean satisfechas.”

3.2 El problema de sintesis para conduccion de cuerpo rigido cinco puntos de precision

El primer paso que debe ser dado para construir el modelo de sintesis, es definir mas
especificamente el problema, esto es, sus caracteristicas fundamentales. Considere el siguiente
problema:

“Una banda (B;) transporta una caja “C” del punto “a’ al punto “b>> como se muestra en la
figura 3.1. La caja debera localizarse pasado un tiempo en el punto “g” situado en la banda
(B2) pasando por tres puntos intermedios llamados ““d”, “e” y “f” . Se asume que el
transporte de “C” de banda a banda sera por medio de un mecanismo plano de cuatro
barras.”
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Figura 3.1. Caracterizacion del problema

La caja “C”, ademas de pasar por los puntos b, d, e, fy g debera satisfacer las orientaciones
W1, W2, W3, Vs, s € Ry el area de trabajo “Ar”.

Las restricciones particulares del problema son:
1) Lacaja “C” es rigida.
2) No se considera el movimiento de las bandas y el analisis se centra en los puntos b, d
e, fyg.
3) El mecanismo no debe salir del area de trabajo.
4) La configuracion del eslabdn acoplador es arbitraria.
5) La orientacion del eslabdn acoplador debe ser igual a w1, w2, w3, wa, s € R.
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3.3 Configuraciones del mecanismo

De acuerdo con el paso 2) descrito en el capitulo 2, se debe asociar una configuracién de un
mecanismo por cada punto de precision relacionado con el problema de conduccion de cuerpo
rigido. Dichas configuraciones se muestran en la figura 3.2.

Jlllll E{:I T J4""

Figura 3.2. Configuraciones del mecanismo

Es importante mencionar que, en realidad, no existen cinco mecanismos sino mas bien un
mecanismo Yy cuatro configuraciones. Lo que se busca es que las dimensiones del mecanismo
inicial (Mcg1) sean las mismas que las asociadas con las configuraciones y que, por ello, el
mecanismo pueda trasportar la caja C de banda a banda. Notese que en realidad lo que busca
determinar son las dimensiones de los eslabones del mecanismo; esto es, su disefio
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dimensional primario o de configuracion primaria. Ademas, las configuraciones del
mecanismo mostradas en la figura 3.2 permitiran relacionar, en primara instancia, los pivotes
con los puntos de precision.

3.4 Modelo de configuracion en términos de la teoria de conjuntos

Una vez definido el mecanismo y sus configuraciones, el siguiente paso es caracterizar un
modelo de configuracion por medio de la teoria de conjuntos[15]. Considere que existen los
cinco mecanismos, entonces los multicuerpos Mcg1, Mcg2, Mcgs, Mcg4, Mcgs mostrados en la
figura 3.2, se pueden representar en términos de la union de la manera siguiente:
Mcp1=E1 UE, UEs UE, (3.1)
Mce2=E1" UEY UES UES
Mces=E1”” UEY" UES” U E”
Mcea=E;”" UEy”" UE” UE,

MCBS = El”” U EZ”” U E3”” U E4””

Por otro lado, las juntas que conectan a los eslabones pueden ser representadas en términos de
intersecciones, esto es:

(MCB1) J1=E1nE4 J2=E1nE2 (3.2)
J3=E2NE3 JA=E3NE4
(MCB2) JI'=El'nE4 J2’=E1"nE2
J3’=E2’NE3 J4' =E3" N E4
(MCB3) J1”=E1” nE4” J2” =E1l” nE2”
J37=E2” nE3” J4" = E3” nE4”
(MCB4) J1I""=E1"”" nE4” J2’7 =EL’” N E2”
J37""=E2"" N E3”’ J4 =E3" NE4”
(MCB5) J1””" =E1"" nE4"™ J2 = E1”" mE27”
J37 = B2 M E3” J4 = B3 N E4AT
Aqui,
Es=Es =B =E/7=E7 (3.3)
=W ===
Ja=3 =3,""=3"=0,"""
Obsérvese que lo que se busca en realidad es que la siguiente relacion sea satisfecha:
Mcg1 = Mcs2 = Mces= Mcea= Mcas (3.4)
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3.5 Vectores de posicién

En esta seccion se aplica el paso 4) del método de modelacion descrito en el capitulo 2 de esta
tesis. Dicho paso consiste en asociar vectores de posicién sobre el mecanismo y sus
configuraciones con el proposito de relacionar los pivotes, puntos de precision y eslabones del
mecanismo. La figura 3.3 muestra los vectores de posicion asociados con el multicuerpo
motivo de estudio en este trabajo de tesis.

Figura 3.3. Vectores de posicion
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Los vectores de posicién mostrados en la figura 3.3 se pueden escribir de la manera siguiente:

(Mcga1) Li=2-1 , Lo=b-2 (3.5)
Ls=b-3 |_4 =3-4
(Mce) Lir=5-1 =d-5
Ly=d-6 |_4 =64
(Mcgs) Li-=7-1 , Ly=e-7
Ly-=e-8 , L4 =8-4
(Mcga) Li~=9-1 =f-9
Ly~ =f-10 L =10-4
(Mces) Ly =11-1 =0-
Ly~ =g-12 , |_ =12-4
Ademas,
rgp=d->b (3.6)
ren=€-D0b
rep=~Ff-Db
Fgb=g-Db

Dichos vectores estan definidos sobre los puntos de precision. Obsérvese que existen puntos
que relacionan los vectores definidos en las expresiones (3.5) y (3.6) lo que permitird, en la
siguiente seccion construir un sistema de ecuaciones de lazo.

3.6 Ecuaciones de lazo

El objetivo ahora es encontrar un modelo que permita relacionar los pivotes, el mecanismo y
sus configuraciones, asi como los puntos de precision. Para ello, sera usada la premisa o
axioma 1 descrito en la seccion 1.2 del capitulo 1 de esta tesis. Obsérvese en la figura 3.3 que
dichas relaciones se pueden determinar de la manera siguiente:

(Piv1) LebLeoraw=L’gL (3.7)
Liglbgres=L1" @ L

Ligbhrerm=L"" L)’
Liogbheregp=L" gL
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(Piv 2)

O, en forma equivalente:
(Piv 1)

(Piv 2)

LioLlspran=Ls @Ls’
LigLls@ren=Ls" @ Ls”

L ER]

LagLls@rn=Lad" @ L3’

Ligls@rgn=Ls"" @ L3’

rap=Li’g L) -(LigLy)
rep=Li” @ L2”-(Li@ L)
rn=Li"" @ L~ (Lig Lo)
rap=L"" oL~ (Lig L)

L oL~ (LigLs)

Li” @ Ls”- (Lag La)
Li” @ L™~ (La @ La)
=L @ L7 (Lag L)

|W
=
o

I~
D
I

&

|W
=

3
|

(3.8)

Notese que el sistema de ecuaciones descrito anteriormente esta dado en términos de la
operacion aditiva definida en el espacio vectorial de numeros complejos. Por otro lado, las
expresiones (3.8) son conocidas como ecuaciones de lazo [5]. Sin embargo, las expresiones 0
ecuaciones de lazo descritas anteriormente solo describen posiciones en términos de
coordenadas cartesianas y no expresan informacion referente con las posiciones angulares del
mecanismo y sus configuraciones y las posiciones angulares del cuerpo rigido por trasportarse.
Para poder medir dichos desplazamientos angulares se asociaran, en la seccion siguiente,
sistemas locales moviles de referencia.

3.7 Sistemas de referencia locales

Considere que sobre las juntas que conectan los eslabones del mecanismo en estudio y sus
configuraciones se asocian sistemas locales de referencia mdéviles de tal forma que dichos
sistemas se fijen a los eslabones y roten con ellos. Dichos sistemas son ortogonales y se

muestran en la figura 3.4
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1 . : . .
Observe que las bases & e R? estan asociadas con el mecanismo de referencia (Mcs1) y las

1 1 1 1 , : : :
bases & e R Die \? Cie R?y die R%stan relacionadas con las cuatro configuraciones
Mcs2, Mcas, Mcaa, Mcgs. Por otro lado, las relaciones entre los desplazamientos angulares de

cuerpo rigido por trasportarse y las posiciones angulares del mecanismo y sus configuraciones

11 111 11} 111 11
estan dadas por las bases € e R 8 e K2, bre ®?, 0 e R2y i e R esto es

consecuencia del axioma 2 descrito en la seccion 1.2 del capitulo 1 de este trabajo de tesis.

Figura 3.4. Sistemas locales
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Los vectores de posicion mostrados en la figura 3.4 pueden ser escritos en términos de sus
longitudes (I ) y las componentes de las bases locales asociadas (e, a, b, c y d) ; esto es:

(Mcg1) Li=lee! (3.9)
Lo=lee"
Li=lge et
Li=lyeeY
(Mcg) L=l eay
Ly =1 ea"
Ly =1y e g

L=l e
(Mcgs) Ly =1 e by
L =1 e by"
Ly =1y oy
Lo =1 e by
(Mces) L=l e g
L =1 ey
Ly =13 e g
Lo =17 e g™
(Mces) Ly =1 e dy!
L =1 ey
Ls =15 e dy™

LA: — |41111 ° glu

Aqul', Il, |2’ |3’ I4, Ill’ I21, |31, I41’ I111’ I211’ I311’ I411’ I1111’ I211!’ |311,’ I4111, |11111’ I21,11’ |31!,1’ |4111,
e R son las longitudes principales de los eslabones (medidas de junta a junta) que deben
satisfacer las siguientes relaciones:

Il - I]_’ - |1”= |1111= |11111 (310)
|2 - Izs — |211: |2111: |211’1

I3 - |31 — |311: |3111: |3

I4 e |4’ - |4”: I4”’: I4””
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Con las expresiones (3.9) es posible escribir las ecuaciones de lazo (3.7) y (3.8) en términos de

los sistemas locales mdviles. Esto se haré en la seccion siguiente.

3.8 Ecuaciones de lazo en términos de los sistemas locales.

En esta seccidn se usaran las expresiones para representar las ecuaciones de lazo (3.7) en
funcion de las bases locales; esto es:

heel@hee @rap=lea'glea" (3.11)

(Piv 1)
heel@lee ! @ren=liob' @l eb"
heel@hee " @rm=heci@lec"
heel'@hee @rop=liod’ @l ed"
(Piv 2) leet@lhee " @rop=lear @lsea™

O, equivalentemente:

lbeer" @lhoe! @ren=lseb™ qlseb™

lieer @lee @rmpm=lhecY @lyec

lieetV@loe!" @rop=liedi™ @lsed™

r_g,g=|1°§11®|2°§1u—[|1'§f@|2'§;u] (3.12)

(Piv 1)
rep=liob'@beb~[lieelglhee]
rip=heci@hec-[Lheel@lhee]
rop=hoedi@lhed"-[lieelqlee]

(Piv 2) rap=laeat™@lea —[lee/Y @lsoes™]

f_g,pz|4°D;u@|3°91m—[|4°§1u@|3°§_m]

r_mz|4°9;u(-9|3°9;m—[|4°§;u@|3°§;m

rgp=laedi™plhedi™—[lyee™ q@lzoe™

Cabe sefialar que las expresiones (3.12) requieren ser escritas en términos de un sistema fijo
inercial o candnica. Dicho sistema se localiza en el origen de coordenadas seguin se muestra en

la figura 3.4.
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3.9 Sistema inercial y rotaciones

Para poder expresar las relaciones angulares entre el mecanismo y sus configuraciones es
necesario considerar lo siguiente:

1)

2)

3)

4)

5)

Las bases g;', g, &', & € % son rotaciones de la canonica g; € R

Las bases a;', 3", a'"", & € % son rotaciones de las bases g/', g, g, g € R

Las bases bi', b", bi"", b™ € % son rotaciones de las bases a;', 3", &, a™ € K2

Las bases ¢!, ¢i", ¢, ¢'¥ € %7 son rotaciones de las bases b}, b, bj™, b € %2

v

Las bases dj', d;", di", d"¥ € % son rotaciones de las bases ¢j', ¢;", ¢i'", ¢i' € R

Estd consideracion permitira modelar los cambios de base del sistema inercial sobre los
sistemas moviles del mecanismo y sus configuraciones. De acuerdo con el capitulo 2 de esta
tesis, la trasformacion lineal descrita por la expresion (2.2) puede ser usada para modelar las
rotaciones de la base local sobre las mdviles. Dichas rotaciones se expresan en términos de
nameros complejos de la manera siguiente:

(Mcg1)

(Mcg)

(Mcgs)

er' = Ro(p, €1) =p®e

er' =Rz (q, &) =q®e

e =Rz (r, &) “r®e

e’ =Ra (s, &) “s®e,

4' =R (P, er) =Ry (P, Rz (p, &) = PR®p®e
4" =R (Q, &) =Rz (Q, Rz (7, £1)) = Q®q®e
"' =R, (R, &) =R (R, Rz (1, &1)) = R®r®e
a1 =R (S, 81™) =R2 (S, R2 (s, 1)) = S®s®e

bi'=R, (P, &1') =R, (P, R2 (P, &1)) =Rz (P”, Rz (P, Rz (P, €1)))
by =R, (Q", &1") =Rz (Q", Rz (Q, &1")) =Rz (Q", Rz (Q, Rz (a1, €1)))
“QeQ®q®e
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bi" =R, (R’ &) =R2 (R, Rz (R, &) =Rz (R, R2 (R, Ra (1, &)
= R®R®r®eg,
b =Rz (S", &) =Rz (S, Rz (S, 1)) =Rz (S”, Rz (S, Rz (5, 1))
= S®S®s®e
(Mcga) &' = R (P, bi) = Ry (P, Ry (P, 1) = Ra (P, Ra (P”, Rz (P, Rz (p, £0))))
- POPRP®p®e
¢'=R:(Q”,b") =R (Q”,R2(Q", &) =Rz (Q”", Rz (Q", Rz (Q, Rz (0.1)))
~Q®Q®Q®q®e
=Ry (R”,b") =Rz (R”, Rz (R*, ")) =Rz (R”", Rz (R’, Rz (R,(Ra(r, £1))))
-~ R'OQR®RQr®e,
G =Ry (S, 01M)= R (S R2 (S", &™) =Rz (S”, R2 (87, Rz (S,(R2 (5, €0)))
—- SRS RS®s®e,
(Mces) di' = R (P, ') = Ro(P”", R2 (P, b1))= Ro (P, R (P, Rz (P”, Rz (P, R
(P.eU)))) = P"R@P ®PR®P® p®e,
di" =R (Q",¢i') =R (Q”, R (Q, b)) =R2 (Q”", R2 (Q”", R2 (Q", R2 (Q,
R2(9.1))))) =Q"®Q®Q®Q®q®e,
d"=R, (R, &™) =R, (R, R, (R, b)) =R, (R””’, R (R””, Rz (R, Rz (R,
(Ra(r, £1)))))= R"®R"®R®R QO Qe,
Y =R, (S, c1™¥)=R2 (S, R2 (S”, b1™) =R2(S”, R2 (S””, R2 (S”, R2 (S, (R>
(5, e))))= SRS RS ®S ®s®e,

Aqul" P”’, P”, P’, P, p, Q”’, Q”, Q’, Q, q’ R”’, R”, R’, R’ r, S”’, S”, S’, S, S E 9_{2 Son
numeros complejos de norma unitaria. Cabe sefialar que con las expresiones (3.12) es posible
escribir las ecuaciones de lazo (3.10) en funcion de la base inercial.
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3.10 Ecuaciones de lazo, ecuaciones de norma y relaciones geométricas

Las ecuaciones de lazo (3.12) se escriben al considerar las relaciones (3.13) de la manera
siguiente:

(Pv1) rep=he{popoe}te e {Qegeet-[he{poet®e{qgag}]l  (314)

ren=he{pPePopeet ® k*{QgeQeqeelt -[he{prel o l2°

{q®i}]

rn=he{PePeP®peet® L {g@QeQ@q®e t-[h*{pmel @
loe{q®e }]

lip =h e {P"2P@PR®P®p®e, + ® 2*{Q7®Q@QeQ®q®e, } ~ [l *

{p®i} S |2’{q®i}]
(Piv 2) Tan=lie{sS@s®e} ® e {R@r®e t-[lkel{sel ® elreel]

Lep=he{s@s®seet ® b {RerR®r@e} - [Le{sget @bl
{r®i}]
rip=le{S®5Rs®@s®e } ® k*{R'GRGR@r®e } - [le{sce} @

5o {r@e}]

Tgp =l e {S7RS®S®S®s®e, } ® 3 * {R" IR GROR@r@e t ~ [l
{s@egt @ beireelt]
Note que las ecuaciones anteriores proporcionan la informacion de todo el sistema de analisis,

pues estan relacionados todos y cada una de las variables involucradas. Ademas, el sistema
(3.14) esta formado por 16 ecuaciones escalares. Por otro lado, las ecuaciones de norma
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unitaria se describen, de acuerdo con la expresion (2.3) del capitulo 2 de esta tesis, de la
manera siguiente:

P 2P m (3.15)

Q=Q" ¢ +Q =1

R”,ZHZ R,,,Oz + R,,, 12 - 1

‘S,,,ZH :S,,, 02 + S,,, 12 -1

‘P,,ZHZP,,OZ +P” 12 -1
‘Q,,ZHZQ,,OZ + Q,, 12 -1

R?=R"¢*+R =1

§77=8" " +87 1 =1

P2=P 4P =1
QY=Q+Q =1
R,ZHZ Ro*+R %=1

§7?|=8"¢* +8 4’ =1

P?|=P+Ps?=1
Q°/=Qs*+Q =1

R?|=R¢* +Rs* = 1

$?=S¢’ +S=1
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p=po’+pi=1
q°|=do"+0q,"= 1
r=rd+r?=1

‘82H=502 +s2=1

Observe que las ecuaciones de norma son no lineales. Por otro lado, las relaciones geométricas
entre las componentes de las rotaciones y los nimeros complejos, estan dadas por la relacién

(2.4) del capitulo 2 de esta tesis; esto es:

P ={P o P 1}

Q" ={Q" 0, Q""" 1};

R™ ={R” o, R 1},

7 ={S"" 0,7 1},

P” e {P” O’ P” l};

Q" ={Q” 0, Q" 1};

R ={R” o R 1}

S” - {S” O’ S” 1};

P’ o e %R,
P’ 1 e %R,
Q"o e R,
Q" 1e®R,
R g e R,
R’ 1 € m,
S e R,
S71eN,
P’ o€ R,
P’ e R,
Q7oe R,
Q71e R,
R’ o e R,
R e R,
S7 e R,

S 1 e,

P =-Cosy1
P’ 1 =-(+ Sen i)
Q"7 o=-Cosy,
Q"1 =-(+Seny2)
R o =-Cos 3
R*’ 1 =-(£ Sen y3)
S’ o=-CoS s
S 1=-(£Senvyy)
P’ o =-Cos B1

P’ 1= -(i Sen [31)

Q” 0= -Cos Bz
Q1 =-(£ Sen By)
R’ o =-Cos 3

R, = -(i Sen Bg)
S o =-Cos B4
Sy = -(i Sen [34)
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P*={P" o, P 1}

Q' ={Q 0, Q" 1};

R’={R’o, R" 1};

S={S, S 1};

P:{Po,Pl};

Q:{QO!Q].};

R={Ro R1};

S={So,81};

P={po pi};

d={d0 q1};

r={ro ri};

s={so, S1};

P’y e R,
P’1e %R,
Q' oe N,
Q' 1eN,
R’ o € R,
R’ 1 € %R,
S0 e R,
S’1e R,
Poe R,
Pie®R,
Qoe R,
Qie R,
Roe R,
R1ie®N,
Soe R,
S1eR,
Poe R,
p1eR,
go € R,

q1e R,
Iro € R,
r{ e R,
So € R,
S1€ R,

P’ o =-Cos ¢1

P’ 1=-(+Sen ¢1)

Q’ 0= -Cos ¢2
Q’ 1= -(i Sen (1)2)
R’ o =-Cos o3

R’ 1 =-(£ Sen ¢3)
S’ o =-Cos ¢4

S’ 1=-(£Sen ¢g)
Po=-Cos oy
P1=-(+Senay)
Qo =-Cos a3
Q1=-(£Sen ay)
Ro=-Cos a3
R1=-(£Sen ay)
So=-Cos a4

S 1 =-(£ Sen o)
po=-Cos 0;

p1=-(+Sen6y)

qo=-Cos 0,
g1=-(=Sen 0Oy
ro=-Cos 03
r1=-(£ Sen 65)
So=-Cos 04

S1=-(+Sen 6,)
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3.11 Sistema de ecuaciones y formulacién del problema de sintesis

En esta seccidon se discutira el conjunto de ecuaciones e incognitas a partir del cual se
formulara el problema de sintesis. Segun las expresiones (3.15) y (3.16) existen 36 ecuaciones
asociadas con el sistema; estas son: 16 ecuaciones escalares relacionadas con las ecuaciones
de lazo y 20 ecuaciones asociadas con las normas unitarias. Por otro lado se tiene 44
incognitas; estas son: 12 de longitud relacionadas con las dimensiones de los eslabones que
componen al mecanismo de referencia y 32 incdgnitas de componentes de las rotaciones; esto
es, los desplazamientos angulares y los ejes, dos por cada complejo asociado. Por tanto, el
sistema esta formado por 36 ecuaciones y 44 incognitas

Cabe sefialar que solucionar un sistema de ecuaciones no cuadrado implica la existencia de
maultiples soluciones. Es necesario, por tanto, determinar un sistema cuadrado de tal forma que
sea posible obtener una solucién unica.

Considere las restricciones siguientes:

1) Condicidn de rigidez del eslabén acoplador.

2) Restriccion del area de trabajo.

Las consecuencias ldgicas de dichas restricciones son las siguientes:

1) Siog, ¢2, B2y y2 € R son conocidos, entonces Q, Q*, Q”*, Q”** e RK? son conocidos.
2) SiQ,Q’,Q", Q""" e R?son conocidos, entonces R, R’, R’’, R”*” e %% son conocidos.

3) P,P,P", P e SRzy S,S°,S"”, 8" e RPson complejos de control en el area de trabajo.

La figura 3.5 muestra los angulos relacionados con el area de trabajo controlable del
mecanismo.
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Piv 2

Figura 3.5. Angulos asociados con los pivotes de los mecanismos

Las consideraciones anteriores permiten establecer un sistema cuadrado de 28 ecuaciones no
lineales y 28 incognitas del tipo polinomial. La formulacion formal del problema de sintesis es
la siguiente [15]:

54



3.11.1 Planteamiento del problema de sintesis para conduccion de cuerpo rigido (cinco
puntos de precision)

“Dados los puntos de precision I'qp € R% Fep € R, Fep € R, Fgp € K% Kpivi, Yeivi) € €x
€, Kpiva, Ypive) € €x &, P ={P" o, P’ 1}, Q" ={Q"" 0, Q""" 1}, R’ ={R’""(,R”""1},S’”’
={S"0, 81}, P ={P"o,P" 1}, Q7 ={Q0, Q" 1},R” ={R"0, R 1}, S = {870, S’ 1},
=l =R = s =IP I =1Q7] = [R"[=]s"
lba lsae R, PP ={P"0,P"1},Q ={Q 0, Q" 1},R"={R",R"1}, S’ = {S"0, S" 1}, P={Po, P

11 Q={Q0, Q1}, R={Ro,R1},S={S0o, S1}, p={po, P21}, d={d0, qs}, r={ro, r1}, s=
{so, 1} tal que las expresiones (3.14) sean satisfechas y

con H p =1, encuentre I 1, Iy 2,

P o*+P (%=
Qo +Q =1
Ro*+R’1*=1
S +S 1 =1
P +P,2=1
Qo' +Qq°=1
Ri’+R.°=1
So*+S, =1
p02+p12 =1
q02+q12: 1
roe+r=1
So”+81° =17,

El problema arriba escrito forma un sistema de 28 ecuaciones con 28 incégnitas del tipo
polinomial no lineal.

El modelo para cinco puntos de precision es valido siempre que las condicionantes de cuerpo
rigido y el &rea de trabajo sean consideradas. Note ademas, que para cada sistema de nimeros
complejos (P, Q’, R, S’) y (P, Q’”’, R, S’”’) propuesto, debe encontrarse las
dimensiones del mecanismo, y los complejos (p, g, r,s),(P,Q,R,S)y (P’,Q’,R’,S’) .
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En sintesis el modelo por solucionar es el siguiente:

1) Ecuaciones (3.14)

Piv1) rep=he{pepeel® e{Qeqeelt-[he{prel® e{qgee}]

ren=he{P@PepRet®le{QeQeqeet-[lhe{peet® e {qgre}]

ren=he{PePRP®pee t ® e {Q@QeQ®qee t " [he{prelt ® 2

{q®i}]

Iy = h » {P"@P@PRPRp®Re} ® I * {Q7®Q®Q®Q®q®e } ~ [ h *

{peet @ le{gee ]

(Pv2) ran=le{sos0e}® e {Roroe}-[ke{soe}t® he{rae}]

lep=lie{s@s®@s®et ® b {ROR@roe - [le{s®el @ ke{reel}]

Tip =l e {S7®5R®S®s®e } ® s * {R@ROROr®e t ~[lee{s@et @ lse
{r®g}]

Top=lie{S7RS@S@S®s®e, } @ b * {R"GRGRIR®@re } ~[l1e{s®e }

@ le{ree}]
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P o®+P (%=

Q' o’+Q °=1
Ro*+R’1*=1
S’ +S P =1

P?+P%=1
Qo’+Q°=1
Ro®+R2=1
Se?+S.°=1
p02+p12=1
q02+q12:1
roe+ri?=1

S()2 + 512 =1
2) Incdgnitas

2.1) De dimension: o, lpo, lp3, 34 € R

2.2) Angulares: P*={P’o, P*1}, Q" ={Q’0, Q" 1}, R’={R’0, R"1}, S’ = {87, S’ 1},
P={Po,P1},Q={Q0, Q1}, R={Ro,R1}, S={S0, S1}, p={po, p1},
d={do, g}, r={ro,ra}, s={so,s1}.

3) Datos conocidos

3.1) Coordenadas de los puntos de precision: I'gp € R Fep € R, Fipe K2y Tgp € KA
3.2) Coordenadas de los pivotes: (Xpiv1, Yrivi) € € X &, (Xpiv2, Ypiv2) € € X €.
3.3) Parametros de los complejos: P*”’={P*""o,P*"" 1}, Q’’={Q’"" 0, Q""" 1},
R7={R™ 0, R 1}, S7"={S""0, 8™ 1}, P ={P"0, P13, Q" ={Q"0, Q" 1},
R”={R",,R"1},S”={S"(,S"" 1}.
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3.12 Algunas consideraciones sobre la solucion del problema

En esta seccion se discuten algunas consideraciones relacionadas con el problema y su
solucion. En otras palabras, se realizara una sintesis del proceso de sistematizacion descrito en
la seccion anterior.

En primer lugar, el problema formulado en la seccion 3.1 de este capitulo, ha sido satisfecho al
plantear el problema de sintesis para conduccion de cuerpo rigido: cinco puntos de precision.
Ademas, el modelo fue realizado siguiendo los pasos del método descrito en el capitulo 2 de
esta tesis.

En segundo lugar, los modelos se enmarcaron dentro de las restricciones del problema con lo
cual se concluye que tales modelos satisfacen las restricciones. Ademas, la hipdtesis
formulada en la seccion 1.2 también fue satisfecha y, en consecuencia, las premisas 0 axiomas
de referencia también fueron satisfechos [1], [15].

En este sentido se concluye, finalmente, que la solucion del problema existe, es consistente y
Unica para el marco de referencia bésico (reglas de sintesis) y auxiliar (reglas de analisis).
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CAPITULO 4

Modelacion del problema de sintesis para cuatro puntos de precision

Introduccion. En este capitulo se construye en modelo de sintesis de un mecanismo de 4
barras para el problema de conduccion de cuerpo rigido: cuatro puntos de precision. Se usara
el método descrito en el capitulo 2 para construir dicho modelo. Antes se procedera a definir
nuevamente el problema particular.

4.1 Definicion del problema y restricciones

En esta seccién se plantea el problema por solucionar en esta tesis, asi como sus
restricciones fundamentales. Considere el siguiente problema:

““Se requiere modelar el problema de sintesis de un mecanismo”
Las restricciones (R,) fundamentales son las siguientes:

e EIl mecanismo estd compuesto por 4 eslabones rigidos conectados por juntas
rotacionales (R;).

e El problema de sintesis es de conduccion de cuerpo rigido (Ry).
e Se analizaran cuatro puntos de precision (Rj).
e Las coordenadas de los puntos de precision son conocidas (Ry).

e Los desplazamientos angulares relacionados con las posiciones de la
conduccién del cuerpo rigido son conocidas (Rs).

e Las coordenadas de los pivotes que conectan al mecanismo con la tierra del
sistema so conocidos (Rg).

e El eslabon acoplador es rigido (R7).

e Esfijay conocida el area de trabajo (Rs).
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El problema formulado anteriormente y sus restricciones se sintetizan de la manera siguiente:

“Encuéntrese un modelo que permita determinar las dimensiones principales de los eslabones
gue componen un mecanismo tal que:

R = R,
R,= R,
Rs= R,
Re= R,
Rs= R,
Rs= R,
R;= R,
Rs= R,

sean satisfechas.”

4.2 El problema de sintesis para conduccion de cuerpo rigido cuatro puntos de precision

El primer paso que debe ser dado para construir el modelo de sintesis, es definir mas
especificamente el problema, esto es, sus caracteristicas fundamentales. Considere el siguiente
problema:

“Una banda (B;) transporta una caja “C”” del punto “a’ al punto ““b>> como se muestra en la
figura 4.1. La caja debera localizarse pasado un tiempo en el punto “f”” situado en la banda
(B2) pasando por dos puntos intermedios llamados “d”” y “e”. Se asume que el transporte de
“C” de banda a banda sera por medio de un mecanismo plano de cuatro barras.”
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Figura 4.1. Caracterizacion del problema

La caja “C”, ademas de pasar por los puntos b, d, e, y f debera satisfacer las orientaciones v,
W2, W3, a4 € Ry el &rea de trabajo “Ar”.

Las restricciones particulares del problema son:

1) Lacaja “C” es rigida.

2) No se considera el movimiento de las bandas y el analisis se centra en los puntos b, d
eyf.

3) El mecanismo no debe salir del &rea de trabajo.

4) La configuracion del eslabon acoplador es arbitraria.

5) La orientacion del eslabon acoplador debe ser igual a w1, vz, ys3, s € R.
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4.3 Configuraciones del mecanismo

De acuerdo con el paso 2) descrito en el capitulo 2, se debe asociar una configuracién de un
mecanismo por cada punto de precision relacionado con el problema de conduccion de cuerpo
rigido. Dichas configuraciones se muestran en la figura 4.2.

Ja

Ji’ J4

3" . "

Ji 3o
Es T

Figura 4.2. Configuraciones del mecanismo

Es importante mencionar que, en realidad, no existen cuatro mecanismos sino mas bien un

mecanismo Yy tres configuraciones. Lo que se busca es que las dimensiones del mecanismo

inicial (Mcg1) sean las mismas que las asociadas con las configuraciones y que, por ello, el

mecanismo pueda trasportar la caja C de banda a banda. N6tese que en realidad lo que busca
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determinar son las dimensiones de los eslabones del mecanismo; esto es, su disefio
dimensional primario o de configuracion primaria. Ademas, las configuraciones del
mecanismo mostradas en la figura 4.2 permitiran relacionar, en primara instancia, los pivotes
con los puntos de precision.

4.4 Modelo de configuracién en términos de la teoria de conjuntos

Una vez definido el mecanismo y sus configuraciones, el siguiente paso es caracterizar un
modelo de configuracion por medio de la teoria de conjuntos[15]. Considere que existen los
cuatro mecanismos, entonces los multicuerpos Mcg1, Mca2, Mces, Mcg4 mostrados en la figura
4.2 ,se pueden representar en términos de la union de la manera siguiente:

MCBl = El |\ Ez |\ E3 |\ E4 (41)
Mc|32 = El’ |\ Ez’ |\ E3’ o E4’
MCB3 = E11’ u E2’1 u E3’1 u E4’1

MCB4 — El”, U E2111 U E3111 U E4111

Por otro lado, las juntas que conectan a los eslabones pueden ser representadas en términos de
intersecciones, esto es:

(MCB1) J1=El1nE4 , J2=El1nE2 (4.2)
J3=E2NE3 , JA=E3NE4

(MCB2) J1’=El’ nE4’ , J2’=E1'nE2
J3'=E2’ N E3’ , A =E3 NE4

(MCB3) J1” =E1” nE4” . J27=E1” NE2”
J3"" = E2"" N E3” . J4” =E3" NE4”

(MCB4) J1I""=E1'"” nE4 | J2’" =El'"" NnE2™”
3" =E2""NE3”  , M =E3 NE4”

Aqui,
Es=Es =E, =EJ” (4.3)

Jl e Jl’ - Jl” - ‘]1”’

J4 = J4’ = \]4” = J4’”

Obsérvese que lo que se busca en realidad es que la siguiente relacion sea satisfecha:
Mce1 = Mcs2 = Mcas= Mcas4 (4.4)
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4.5 Vectores de posicion

En esta seccion se aplica el paso 4) del método de modelacion descrito en el capitulo 2 de esta
tesis. Dicho paso consiste en asociar vectores de posicién sobre el mecanismo y sus
configuraciones con el proposito de relacionar los pivotes, puntos de precision y eslabones del
mecanismo. La figura 4.3 muestra los vectores de posicion asociados con el multicuerpo
motivo de estudio en este trabajo de tesis.

Figura 4.3. Vectores de posicion
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Los vectores de posicién mostrados en la figura 4.3 se pueden escribir de la manera siguiente:

(Mce1)

(Mcez)

(Mcgs)

(Mcga)
Ademas,

rgp=d->

ren=€-D0b
rf'b:f—b

Li=2-1 , Ly=b-2 (4.5)
Li=b-3 . |_4:3 4

Ly=5-1 , Ly=d-5

Ly=d-6 . L4:6 4

L-=7-1 , Ly=e-7

Ly-=e-8 L4 =8-4

L-=9-1 =f-9

Ly~ =f-10 L =10-4

(4.6)

Dichos vectores estan definidos sobre los puntos de precision. Obsérvese que existen puntos
que relacionan los vectores definidos en las expresiones (4.5) y (4.6) lo que permitira, en la
siguiente seccidn construir un sistema de ecuaciones de lazo.

4.6 Ecuaciones de lazo

El objetivo ahora es encontrar un modelo que permita relacionar los pivotes, el mecanismo y
sus configuraciones, asi como los puntos de precision. Para ello, sera usada la premisa o
axioma 1 descrito en la seccion 1.2, del capitulo 1 de esta tesis. Obsérvese en la figura 4.3 que
dichas relaciones se pueden determinar de la manera siguiente:

(Piv 1)

(Piv 2)

Ligbheran=Li"’@ L2’

LieL:eren=L" @ L2”
LiebLern=L"g¢L™”

LioLls@ran=Ls @Ls’

LigLls@ren=Ls" @ L3
Liglsgrm=LJ" ¢ L3’
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O, en forma equivalente:

(Piv1) rap=Li’ gLy -(LigLy) (4.8)
ren=Li" @ L2”"-(Ligo L2)
rin=L"" o L2"’- (Lig Lo)

(Piv 2) rap=Ls @ La’'-(Lag L3)
ren=Ls" @ L3 (La L3)
rip=Ls @Ls’”-(Ls @ L3)

Notese que el sistema de ecuaciones descrito anteriormente esta dado en términos de la
operacion aditiva definida en el espacio vectorial de nimeros complejos. Por otro lado, las
expresiones (4.8) son conocidas como ecuaciones de lazo [5]. Sin embargo, las expresiones o
ecuaciones de lazo descritas anteriormente solo describen posiciones en términos de
coordenadas cartesianas y no expresan informacion referente con las posiciones angulares del
mecanismo Yy sus configuraciones y las posiciones angulares del cuerpo rigido por trasportarse.
Para poder medir dichos desplazamientos angulares se asociaran, en la seccion siguiente,
sistemas locales moviles de referencia.

4.7 Sistemas de referencia locales

Considere que sobre las juntas que conectan los eslabones del mecanismo en estudio y sus
configuraciones se asocian sistemas locales de referencia moviles de tal forma que dichos
sistemas se fijen a los eslabones y roten con ellos. Dichos sistemas son ortogonales y se
muestran en la figura 4.4

1 . : . .
Observe que las bases & e R? estan asociadas con el mecanismo de referencia (Mcs1) y las

1 1 1 , : . .
bases & e R?, bie R? y Ci e R? estan relacionadas con las tres configuraciones Mcgz, Mcgs,
Mcgs. Por otro lado, las relaciones entre los desplazamientos angulares de cuerpo rigido por

trasportarse y las posiciones angulares del mecanismo y sus configuraciones estan dadas por

il il w u . .
las bases €1 e R, 81 e W%, D1 e WPy &1 e N2 esto es consecuencia del axioma 2

descrito en la seccidn 1.2 del capitulo 1 de este trabajo de tesis.
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Figura 4.4. Sistemas locales

Los vectores de posicion mostrados en la figura 4.4 pueden ser escritos en términos de sus
longitudes(l ) y las componentes de las bases locales asociadas (e, a, by ¢ ); esto es:

(Mcg1) Li=lee (4.9)
Ly=lee"
Ly=lzee"
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(Mcg2) L=l eay
L=l e "
Ly =1y e ™
Ly =1y o™

(Mcgs) Ly’ =1 e by
Ly =1, e byt
Ls” =15 e byt
Ly =1y e by

(Mcga) L' =1 et
Ly =1 e cy"
L =13 e gyt

Lo =15 e cr™

Aqui, I, 1o, 13, ba, 107, 127, 157, 147, 177, 177 17, 177, 177, 1777, 13777, 1777 e R son las longitudes
principales de los eslabones (medidas de junta a junta) que deben satisfacer las siguientes
relaciones:

|1 = |1’ = |1”: |1’” (410)

L=1=1"=1,

=137 =13"=13

=17 =1"=14

Con las expresiones (4.9) es posible escribir las ecuaciones de lazo (4.7) y (4.8) en términos de
los sistemas locales moviles. Esto se hard en la seccion siguiente.

4.8 Ecuaciones de lazo en términos de los sistemas locales.

En esta seccidn se usaran las expresiones para representar las ecuaciones de lazo (4.7) en
funcion de las bases locales; esto es:

(Piv 1) Iy e Q;l @l Q;u @lap=1l1 Q;l @le Q;u (4.11)
heel@leel @rep=lieb'qlyeb"

heel@lee ! @rm=heci@lec"
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(Piv 2) lbeet@lhoe! @rap=lhea™ glyoa™

lLbeer @lhoe! @ren=lsebi™ qlseb™

leetWghee" @rim=lhec" glec"
O, equivalentemente:
(Piv 1) rgp=1h °§;169 I2 ‘Q;u— [ |1°§f@ |2°§;u] (4.12)

rep=heb'gheb—[Lheetqloes]

rip=heclghec'-[heelglee]
(Piv 2) rap=lhhea glhoeay -[liee™” @lyoes™]

rep=laob™ @lieb —[lhoe glsoe”]

rip=lec¥@laec —[laeel glsee

Cabe sefialar que las expresiones (4.12) requieren ser escritas en términos de un sistema fijo
inercial o canodnica. Dicho sistema se localiza en el origen de coordenadas segun se muestra en
la figura 4.4.

4.9 Sistema inercial y rotaciones

Para poder expresar las relaciones angulares entre el mecanismo y sus configuraciones es
necesario considerar lo siguiente:

1) Lasbases g, ¢, g, g™ € %? son rotaciones de la canénica g; € R®
2) Las bases af', a;", ", a™ e % son rotaciones de las bases g/, g;'", ', &'~ € R

3) Las bases by', b, bi'", b’ € %? son rotaciones de las bases a;', a;", a;'", &' € R°.

4) Las bases ¢i', ¢i', ¢i'", ¢i' € %2 son rotaciones de las bases bj', b;", b"", b

Esta consideracion permitird modelar los cambios de base del sistema inercial sobre los
sistemas moviles del mecanismo y sus configuraciones. De acuerdo con el capitulo 2 de esta

tesis, la trasformacion lineal descrita por la expresion (2.2) puede ser usada para modelar las
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rotaciones de la base local sobre las mdviles. Dichas rotaciones se expresan en términos de
numeros complejos de la manera siguiente:

(Mcg1) er' = Ra(p, €1) =p®e (4.13)
e =Rz (q, &) =q®e
er' =Rz (r, &) “roe
e =Rz (5. 8) =5®e
(Mcg2) a' =R, (P, &) =Rz (P, Rz (p, &) = PR®p®e
ar =Ry (Q, &) =R2 (Q, Rz (g, &1)) = Q®q®eg
a'' =R2 (R, er'") =R (R, Rz (r, &) = R®roe

@V =Ry (S, er) =R (S, Rz (5, €1)) = § ®s®e

(Mcgs) by' =Ry (P, &) =Rz (P’, Rz (P, &1)) =Rz (P”, Rz (P, Rz (p, €1)))
b =R, (Q", &") =Rz (Q", R2(Q, &) =Rz (Q", Rz (Q, Rz (g, €1)))
-ge0eqes
b =R, (R”, &™) =Rz (R”, Rz (R, &1)) =Rz (R”, Rz (R, Rz (I, £1)))
~ROR®r®e
b =Ry (S’ 1) =Rz (S", R2 (S, &1M)) =Rz (S, Rz (S, Rz (5, £1)))
= S®S®s®e
(Mcga) ¢ = R (P b)) = Ro (P, R2 (P, 1) = Ra (P, Rz (P", Rz (P, Rz (P, £0))))

=~ PPOPRP®p®e,

¢"=R:(Q, b)) =R (Q”, Rz (Q’, a1")) =R2 (Q”", R2 (Q’, R2 (Q, R2(0.€1))))
—Q'®Q®Q®q®e,

i =R, (R, bi™) =Rz (R”, Rz (R, ar'™)) =Rz (R, Ry (R’, Rz (R,(Ra(I, £1))))
~R'QR®R®r®e;

1V =Ry (S, bi™)=R2 (S, R2 (S”, ™)) =R2 (S””, R2 (S°, Rz (S,( Rz (5, £1))))

—- SRS RS®s®e,
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Aqui, P” P, P,p,Q”,Q,Q,q R, R, R, 1, S 5", S,s e R son nimeros complejos de
norma unitaria. Cabe sefialar que con las expresiones (4.12) es posible escribir las ecuaciones
de lazo (4.10) en funcion de la base inercial.

4.10 Ecuaciones de lazo, ecuaciones de normay relaciones geométricas

Las ecuaciones de lazo (4.12) se escriben al considerar las relaciones (4.13) de la manera
siguiente:

Pivl) rap=he{popeel @ lhe{Qeqeet-[he{peel®e{qgoel}] (4.14)

Ten=hie{P@P@pRet ® e {QeQeqeet-[heipwete ke {gme }]

Lin=he{P@PePepeet® ke {Qg@QeQeq®ee }-[he{prel®l2°

{qg®e ]

(Piv2) rep=lie{s@s0et ® ke {ROr®et-[lhe{soelt®be{rael]

Tep=lie{s@s@s®et @ ke {ROR@reet-[lie{sgelt @ he{r®el]

Lip=1lie{S"RSRS@s®e t ® B* {R@GRAR®@r®e t—[le{sgel @ lse
{r®i}]

Note que las ecuaciones anteriores proporcionan la informacion de todo el sistema de analisis,
pues estan relacionados todos y cada una de las variables involucradas. Ademas, el sistema
(4.14) estd formado por 12 ecuaciones escalares. Por otro lado, las ecuaciones de norma
unitaria se describen, de acuerdo con la expresion (2.3) del capitulo 2 de esta tesis, de la
manera siguiente:
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p2f=p 24P 2= (4.15)
020" 2+ Q7 2 =1

RZ=R"Z+R 2= 1

§2=8"?+S %=1

P2=P 4Py =1

Q?%=Q " +Q’=1
R?=R¢+R /=1
§2=8"0"+8 " =1

P?|=Ps+Ps =1
Q2H=Q02+Q12=1
R?|=R¢* +Rs* = 1

$%=S¢*+8°=1

p¥=po’+pa’=1
q%|=qc+q.2=1

rf=rd+r?=1

‘SZHZSOZ +s.2=1

Observe que las ecuaciones de norma son no lineales. Por otro lado, las relaciones geométricas
entre las componentes de las rotaciones y los nimeros complejos, estan dadas por la relacién
(2.4) del capitulo 2 de esta tesis; esto es:
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P = {P” o, P 1},

Q" ={Q" 0 Q" i}

R” e {R” 01 R” 1};

§7={8"0,S" 1}

PP ={P’ o, P 1}

Q ={Q 0, Q" 1}

R’={R’o, R’ 1};

S’ = {S’ 0, S 1};

P:{Po,Pl};

Q={Qo Q1};

R:{Ro,Rl};

S:{So,sl};

P o e R,
P”1 e R,
Q7 oe R,
Q1€ %R,
R”7oe R,
R 1 e R,
S7oeR,
S7i1eR,
P’oe R,
P’1e %R,
Qoe R,
Q1eN,
R’ g € R,
R’1 e R,
S’oe R,
S’1e R,
Poe R,
Pi1eNR,
Qoe R,
Qi1e R,
Ro e R,
R1e®R,
Soe R,

SleSR,

P o =-Cos Bl

P’ 1 =-(xSen B1)

Q” 0= -Cos Bz
Q”l = -(i Sen Bz)
R’ o =-Cos B3

R’ 1 =-(% Sen B3)
S o =-Cos B4

S 1=-(+Sen Bs)
P’ o =-Cos ¢1

P 1= -(i Sen (I);L)

Q’ o =-Cos ¢
Q" 1=-(£ Sen ¢2)
R’ o =-Cos ¢3

R’ 1 =-(£ Sen ¢3)
S’ 9 =-Cos ¢4
S’ 1 =-(% Sen ¢s)
Po=-Cosay
P1=-(£Sen o)
Qo =-Cos a3
Qi1=-(xSenay)
Ro=-Cos as
R1=-(£ Sen ag)
So=-Cos as

S1=-(+ Sen o)
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p={po pi}; Poe R, P o=-Cos 0,

p1e R, p1=-(£Sen 6y)
q={q0 01}; qoe R, qo=-Cos 6,

g1 € R, q1=-(+Sen 06,)
r={ro, ri}; roe R, ro=-Cos 03

rp e R, r=-(+ Sen 063)
s={so,S1}; Soe R, So=-Cos 04

S1 €N, S1=-(+Sen 0By

4.11 Sistema de ecuaciones y formulacion del problema de sintesis

En esta seccién se discutira el conjunto de ecuaciones e incognitas a partir del cual se
formulara el problema de sintesis. Segun las expresiones (4.15) y (4.16) existen 28 ecuaciones
asociadas con el sistema; estas son: 12 ecuaciones escalares relacionadas con las ecuaciones
de lazo y 16 ecuaciones asociadas con las normas unitarias. Por otro lado se tiene 36
incognitas; estas son: 8 de longitud relacionadas con las dimensiones de los eslabones que
componen al mecanismo de referencia y 28 incdgnitas de componentes de las rotaciones; esto
es, los desplazamientos angulares y los ejes, dos por cada complejo asociado. Por tanto, el
sistema esta formado por 28 ecuaciones y 36 incognitas

Cabe sefialar que solucionar un sistema de ecuaciones no cuadrado implica la existencia de
multiples soluciones. Es necesario, por tanto, determinar un sistema cuadrado de tal forma que
sea posible obtener una solucién unica.

Considere las restricciones siguientes:

1) Condicidn de rigidez del eslabon acoplador.

2) Restriccion del area de trabajo.

74



Las consecuencias logicas de dichas restricciones son las siguientes:
1) Siag, ¢2 y P2 € Rson conocidos, entonces Q, Q’, Q”” € %2 son conocidos.

2) SiQ,Q’, Q" e K% son conocidos, entonces R, R”, R** e %% son conocidos.

3) P,P",P” e R?y S, S’, S e R son complejos de control en el 4rea de trabajo.

La figura 4.5 muestra los angulos relacionados con el area de trabajo controlable del
mecanismo.

Piv 2

Figura 4.5. Angulos asociados con los pivotes de los mecanismos
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Las consideraciones anteriores permiten establecer un sistema cuadrado de 20 ecuaciones no
lineales y 20 incognitas del tipo polinomial. La formulacion formal del problema de sintesis es
la siguiente [15]:

4.11.1 Planteamiento del problema de sintesis para conduccién de cuerpo rigido (cuatro
puntos de precision)

“Dados los puntos de precisién I qp € R Iep € R2 Fip € RE Keivs, Yeivi) € € x €, (Kpiv 2,
Ypiv2) € €x& P ={P7 o, P71}, Q" ={Q"0, Q" 1}, R"={R”’,R”1},S”" ={S",S" 1}, P’
={P’0 P11 Q' ={Q 0 Q 1} R ={R'o R}, S ={S0, S}, con |[P"| = [Q"| = |R"
=|s"|=|P|=|Q|=|R"| =S| =1,encuentre lps, vz, lpz ls4s € R*,P={Po, P1},Q =

{Q0, Q1},R={R0o,R1}, S={S0, S1}, p={po, P1}, d={do, s}, r ={ro, ra}, s={so, S1}
tal que las expresiones (4.14) sean satisfechas y

P’ +P.2=1
Qo’+Q. =1
R’ +R:%=1
Se?+S.°=1
p02+p12=1
q02+q12:1

r02+r12 =1

So”+81° =17,

El problema arriba escrito forma un sistema de 20 ecuaciones con 20 incégnitas del tipo
polinomial no lineal.

El modelo para cuatro puntos de precision es valido siempre que las condicionantes de cuerpo
rigido y el &rea de trabajo sean consideradas. Note ademas, que para cada sistema de nimeros
complejos (P’, Q’, R’, S") y (P’, Q”°, R”’, S’’) propuesto, debe encontrarse las dimensiones
del mecanismo, y los complejos (p, g, r,s), (P, Q, R, S).
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En sintesis el modelo por solucionar es el siguiente:

1) Ecuaciones (4.14)

Piv1) rap=he{pepeel @ le{Qeqeet-[he{peel® e{qgoel]

Ten=he{P@PepRet®le{QeQeqeelt-[he{iprete ke{gre }]

Lp=he{P@PePepeet ® e {Q@QeQ®q®@e }-[he{p@elt ® e

{q®i}]

Piv2) rap=lie{s@s@et @ he{Re@reet-[lie{seel ® e{rael]

lep=lie{S@s®@s®e }t ® *{ReROr®e}t-[he{see} @ be{roel]

Lin=lie {S"®5®sS@s®e, } ® L * {R'®@ROR@r@e }-[lie{s@el @ lae

{roet]
y
Po*+P°=1
Qo +Q =1
R’ +R:%=1
S¢*+S.2=1
pol+pii=1
q02+q12= 1

r02+r12 =1
Soz‘|'512 =1
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2) Incégnitas

21) De dimension: |211, Ib,21 |b13, |3,4 € SR+.
2.2) Angulares: P={Po,P1},Q={Qo0, Q1}, R={Ro, R1}, S={S¢, S1},
P={po, P}, d={qo, q1}, r=A{ro, re}, s={so,s1}.

3) Datos conocidos

3.1) Coordenadas de los puntos de precision: Igp € R Fep € K%Y Fip € R

3.2) Coordenadas de los pivotes: (Xpiv1, Ypivi) € € x &, (Xpiv2, Ypiv2) € ExE.
3.3) Parametros de los complejos: P’={P*" o, P’ 1}, Q" ={Q"" 0, Q" 1}, R” ={R"" o, R’ 1},
"={8"70,S71}, P’ ={P"0, P"1}, Q" ={Q’0, Q" 1}, R" ={R’0, R"1}, S’ = {80, S" 1}

4.12 Algunas consideraciones sobre la solucion del problema

En esta seccion se discuten algunas consideraciones relacionadas con el problema y su
solucidn. En otras palabras, se realizara una sintesis del proceso de sistematizacion descrito en
la seccidn anterior.

En primer lugar, el problema formulado en la seccién 4.1 de este capitulo, ha sido satisfecho al
plantear el problema de sintesis para conduccion de cuerpo rigido: cuatro puntos de precision.
Ademas, el modelo fue realizado siguiendo los pasos del método descrito en el capitulo 2 de
esta tesis.

En segundo lugar, los modelos se enmarcaron dentro de las restricciones del problema con lo
cual se concluye que tales modelos satisfacen las restricciones. Ademas, la hipotesis
formulada en la seccion 1.2 también fue satisfecha y, en consecuencia, las premisas o axiomas
de referencia también fueron satisfechos [1], [15].

En este sentido se concluye, finalmente, que la solucion del problema existe, es consistente y
unica para el marco de referencia basico (reglas de sintesis) y auxiliar (reglas de analisis).
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CAPITULO 5

Modelacion del problema de sintesis para tres puntos de precision

Introduccion. En este capitulo se construye en modelo de sintesis de un mecanismo de 4
barras para el problema de conduccion de cuerpo rigido: tres puntos de precision. Se usara el
método descrito en el capitulo 2 para construir dicho modelo. Antes se procedera a definir
nuevamente el problema particular.

5.1 Definicién del problemay restricciones

En esta seccién se plantea el problema por solucionar en esta tesis, asi como sus
restricciones fundamentales. Considere el siguiente problema:

““Se requiere modelar el problema de sintesis de un mecanismo”
Las restricciones fundamentales son las siguientes:

e EIl mecanismo estd compuesto por 4 eslabones rigidos conectados por juntas
rotacionales (R;).

e El problema de sintesis es de conduccion de cuerpo rigido (Ry).
e Seanalizaran tres puntos de precision (R3).
e Las coordenadas de los puntos de precision son conocidas (Ry).

e Los desplazamientos angulares relacionados con las posiciones de la
conduccién del cuerpo rigido son conocidas (Rs).

e Las coordenadas de los pivotes que conectan al mecanismo con la tierra del
sistema so conocidos (Rg).

e El eslabon acoplador es rigido (R7).

e Esfijay conocida el area de trabajo (Rs).
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Por otro lado, el problema formulado anteriormente y sus restricciones se sintetizan de la
manera siguiente:

“Encuéntrese un modelo que permita determinar las dimensiones principales de los eslabones
que componen un mecanismo tal que:

Ri= R,
R,= R,
R:= R,
Re= R,
Rs= R,
Rs= R,
R;= R,
Rs= R,

sean satisfechas.”

5.2 El problema de sintesis para conduccion de cuerpo rigido tres puntos de precision

El primer paso que debe ser dado para construir el modelo de sintesis, es definir mas
especificamente el problema, esto es, sus caracteristicas fundamentales. Considere el siguiente
problema:

“Una banda (B;) transporta una caja “C” del punto “a’ al punto “b>> como se muestra en la
figura 5.1. La caja debera localizarse en el punto ““e”” situado en la banda (B,) pasando por el
punto intermedio llamado ““d”’. Se asume que el transporte de “C”” de banda a banda sera por
medio de un mecanismo plano de cuatro barras.”
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Figura 5.1. Caracterizacién del problema

La caja “C”, ademaés de pasar por los puntos b, d y e, debera satisfacer las orientaciones v,
2, w3 € Ry el area de trabajo “Ar”.

Las restricciones particulares del problema son:
1) Lacaja“C” es rigida.
2) No se considera el movimiento de las bandas y el analisis se centra en los puntos b, d
ye.
3) El mecanismo no debe salir del &rea de trabajo.
4) La configuracién del eslabdn acoplador es arbitraria.
5) La orientacion del eslabon acoplador debe ser igual a w1, vz, 3 € R.
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5.3 Configuraciones del mecanismo

De acuerdo con el paso 2) descrito en el capitulo 2, se debe asociar una configuracién de un
mecanismo por cada punto de precision relacionado con el problema de conduccion de cuerpo
rigido. Dichas configuraciones se muestran en la figura 5.2.

Figura 5.2. Configuraciones del mecanismo

Es importante mencionar que, en realidad, no existen tres mecanismos sino mas bien un

mecanismo y dos configuraciones. Lo que se busca es que las dimensiones del mecanismo

inicial (Mcg1) sean las mismas que las asociadas con las configuraciones y que, por ello, el

mecanismo pueda trasportar la caja C de banda a banda. Nétese que, en realidad lo que se
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busca determinar son las dimensiones de los eslabones del mecanismo; esto es, su disefio
dimensional primario o de configuracion primaria. Ademas, las configuraciones del
mecanismo mostradas en la figura 5.2 permitiran relacionar, en primara instancia, los pivotes
con los puntos de precision.

5.4 Modelo de configuracion en términos de la teoria de conjuntos

Una vez definido el mecanismo y sus configuraciones, el siguiente paso es caracterizar un
modelo de configuracion por medio de la teoria de conjuntos[15]. Considere que existen los
tres mecanismos, entonces los multicuerpos Mcg1, Mcg2, Y Mcgs mostrados en la figura 5.2 se
pueden representar en términos de la unién de la manera siguiente:

MCBl = El |\ Ez |\ E3 v E4 (51)
Mc|32 = El’ |\ Ez’ |\ E3’ o E4’

'\/ICB3 — El” U E2” U E3” U E4”

Por otro lado, las juntas que conectan a los eslabones pueden ser representadas en términos de
intersecciones, esto es:

(Mce1) JW=E1NnE, R=EiNnE (5.2)
J3=E;NE; Ja=EsnEy
(Mcgo) W=E’NES ' =E’NEY
J3' =B’ NE3’ Ji=Es’ NnES
(Mcgs) Ji”=Ei"" NnEs” 3 =E" NnEy”’
J3 =B mEs” =B By
Aqui,
Es=Es =E,” (5.3)
Ji=d’=3"
Ja=d4 =47
Obsérvese que, lo que se busca en realidad es que la siguiente relacion sea satisfecha:
Mcs1 = Mcs2 = Mcas (5.4)
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5.5 Vectores de posicidon

En esta seccion se aplica el paso 4) del método de modelacion descrito en el capitulo 2 de esta
tesis. Dicho paso consiste en asociar vectores de posicién sobre el mecanismo y sus
configuraciones con el proposito de relacionar los pivotes, puntos de precision y eslabones del
mecanismo. La figura 5.3 muestra los vectores de posicion asociados con el multicuerpo
motivo de estudio en este trabajo de tesis.

Figura 5.3. Vectores de posicion
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Los vectores de posicion mostrados en la figura 5.3 se pueden escribir de la manera siguiente:

(Mce) Li=2-1 , Lo=b-2 (5.5)
Lz=b-3 , La=3-4

(Mcgz2) L;’=5-1 , L)y’=d-5
Ly=d-6 , Lis=6-4

(Mcgs) L7 =7-1 , L=e-7
Ly’ =e-8 , Ls7=8-4

Ademas,
fap=d-b (5.6)
rep=€->b

Dichos vectores estan definidos sobre los puntos de precision. Obsérvese que existen puntos
que relacionan los vectores definidos en las expresiones (5.5) y (5.6) lo que permitira, en la
siguiente seccion construir un sistema de ecuaciones de lazo.

5.6 Ecuaciones de lazo

El objetivo ahora es encontrar un modelo que permita relacionar los pivotes, el mecanismo y
sus configuraciones, asi como los puntos de precision. Para ello, sera usada la premisa o
axioma 1 descrito en la seccion 1.2, del capitulo 1 de esta tesis. Obsérvese en la figura 5.3 que
dichas relaciones se pueden determinar de la manera siguiente:

(Piv 1) LoLoraw=L" @l (5.7)

Ligbhigres=Li" @ L2

(Piv 2) LiglLis@rapn=Ls @ L3’
LigLls@ren=Ls" @ L3”
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O, en forma equivalente:

(Piv1) rap=Li’ gLy -(LigLy) (5.8)
ren=Li" @ L2”"-(Ligo L2)

(Piv 2) rap=La @ Ls3’'-(Lag L3)
ren=Ls" @ L3”-(Lag L3)

Notese que el sistema de ecuaciones descrito anteriormente esta dado en términos de la
operacion aditiva definida en el espacio vectorial de numeros complejos. Por otro lado, las
expresiones (5.8) son conocidas como ecuaciones de lazo [5]. Sin embargo, las expresiones o
ecuaciones de lazo descritas anteriormente solo describen posiciones en términos de
coordenadas cartesianas y no expresan informacion referente con las posiciones angulares del
mecanismo Yy sus configuraciones y las posiciones angulares del cuerpo rigido por trasportarse.
Para poder medir dichos desplazamientos angulares se asociaran, en la seccién siguiente,
sistemas locales moviles de referencia.

5.7 Sistemas de referencia locales

Considere que sobre las juntas que conectan los eslabones del mecanismo en estudio y sus
configuraciones se asocian sistemas locales de referencia moviles de tal forma que dichos
sistemas se fijen a los eslabones y roten con ellos. Dichos sistemas son ortogonales y se
muestran en la figura 5.4

Observe que las bases Qile R? estan asociadas con el mecanismo de referencia (Mcsa) y las

bases §1le Ry Qile %2 estan relacionadas con las dos configuraciones Mcg, Y Mcgs. Por otro
lado, las relaciones entre los desplazamientos angulares de cuerpo rigido por trasportarse y las
posiciones angulares del mecanismo y sus configuraciones estan dadas por las bases er''e R?,
lee Ry D;me R?, esto es consecuencia del axioma 2 descrito en la seccién 1.2 del capitulo

1 de este trabajo de tesis.
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Figura 5.4. Sistemas locales

Los vectores de posicidn mostrados en la figura 5.4 pueden ser escritos en términos de sus
longitudes (I) y las componentes de las bases locales asociadas (e, a, y b) ; esto es:

(Mcga) Li=le gf (5.9)
Ly=lee"
Ly=l3eg™

Li=lyeef”
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(Mcg2) L=l eay
L=l e "
Ly =1y e ™
[ A

(Mcgs) Ly’ =1 e by
L =1 e by"
Ls” =15 e byt

Ly =1y e by

Aqui, 1, Io, 15, la, 127, 127, 137, 147, 1077, 177, 1377, 177 € R™ son las longitudes principales de los
eslabones (medidas de junta a junta) que deben satisfacer las siguientes relaciones:

|1 = |1, = |1” (510)
|2 = |2’ =1,
|3 = |3’ =13
|4 = |4’ =1,

Con las expresiones (5.9) es posible escribir las ecuaciones de lazo (5.7) y (5.8) en términos de
los sistemas locales moviles. Esto se hara en la seccion siguiente.

5.8 Ecuaciones de lazo en términos de los sistemas locales.

En esta seccidon se usaran las expresiones para representar las ecuaciones de lazo (5.7) en
funcion de las bases locales; esto es:

(Piv 1) heel@hee ' @rap=hea'glea" (5.11)

heel'@hee @ren=liobi'qlob"

(Piv 2) LbeetW@hoe!" @rap=lhea glyea™

lbeetY glhee @rep=liob™ glsehb™
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O, equivalentemente:

(Piv1) rap=hearghea-[Lhoeelglee] (5.12)

rep=lhoeb'@heb—[leelgloe]

(Piv 2) Fap=liea™@lea —[lhee/Y @lsoes™]

f_g,gz|4°D;u@|3°blm—[|4°§1u@|3°§1m

Cabe sefialar que las expresiones (5.12) requieren ser escritas en términos de un sistema fijo
inercial o canodnica. Dicho sistema se localiza en el origen de coordenadas segun se muestra en
la figura 5.4.

5.9 Sistema inercial y rotaciones

Para poder expresar las relaciones angulares entre el mecanismo y sus configuraciones es
necesario considerar lo siguiente:

1) Lasbases g}, g", ¢, g™ e %? son rotaciones de la canénica g; € R?

2) Las bases af', a;", ", a™ e %” son rotaciones de las bases g/, g;'", ', &'~ € R

3) Las bases by', b, bi'", b’ € %? son rotaciones de las bases a;', a;", a;'", "> € K.

Esta consideracion permitird modelar los cambios de base del sistema inercial sobre los
sistemas moviles del mecanismo y sus configuraciones. De acuerdo con el capitulo 2 de esta
tesis, la trasformacion lineal descrita por la expresion (2.2) puede ser usada para modelar las
rotaciones de la base local sobre las mdviles. Dichas rotaciones se expresan en términos de
numeros complejos de la manera siguiente:

(Mcg1) ' =Ro(p, &) = pRe (5.13)
Qlu =R2(q, &1) “q®e
e =Ry (1, e1) “ree

e =R (s, &) =s®e
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(Mce2) a'=R;(P,et) =R (PR (p. €)= p® pRe
' =R (Q &) =R (Q R (9. 8)) = Q@ ®e
a"=R (R e =R (R R (€)= R@r ®e

v =R (S, &™) =R:(S,R2 (5, 8)) = S@s®e

(Mcgs) bi'=R, (P’,a') =R, (P’, Rz (P, &1)) =Rz (P’, Rz (P, Rz (p, €1)))

=~ PRP®p®e

bi"=R, (Q, &1") =R, (Q", R2 (Q, &1")) =Rz (Q’, Rz (Q, Rz (q, £1)))
“Q®Q®q®e

b =R, (R", &™) =Ry (R", Rz (R, 1)) =Rz (R, Rz (R, Ra (r, €1)))
= ROROr®e

bi™ =Ry (5", &™) = R2 (S, Rz (S, &™) =Rz (S”, R2 (S, Rz (5, £1)))
= SRS ®s®e

Aqui, P’,P,p,Q’,Q,q,R", R, 1, S, S, s € R% son nlimeros complejos de norma unitaria. Cabe
sefialar que con las expresiones (5.13) es posible escribir las ecuaciones de lazo (5.10) en
funcion de la base inercial.

5.10 Ecuaciones de lazo, ecuaciones de norma y relaciones geometricas

Las ecuaciones de lazo (5.12) se escriben al considerar las relaciones (5.13) de la manera

siguiente:
Piv1) rap=he{popeel @ lhe{Qeqeet-[he{peel®e{qgoel] (5.14)

Ten=hie{pP@Pepet®le{QeQeqeelt-[heiprete ke{gre }]

(Piv 2) Tan=lie{S@s®e } ® b*{R@ree - [lhe{s®et @ be{r®e}]
Tep=lie{s@s@s®et @ ke {ROR@roet-[lie{sgelt @ he{r®el]
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Note que las ecuaciones anteriores proporcionan la informacion de todo el sistema de analisis,
pues estan relacionados todos y cada una de las variables involucradas. Ademas, el sistema
(5.14) esta formado por 8 ecuaciones escalares. Por otro lado, las ecuaciones de norma unitaria
se describen, de acuerdo con la expresion (2.3) del capitulo 2 de esta tesis, de la manera
siguiente:

P'2 ‘:P' 02 + P' 12 - 1 (515)

Q*

R 2

‘:Q’02+Q,12:1

‘: R,C)Z"'R,12: 1

Sw:852+812:1

P?|=P+Ps?=1
QZHZQOZ"‘lez 1

RZHZROZ + R12 =1

SZHZSOZ +Sj_2 =1

p*l=pd+pii=1
Q% =d0’+q:’=1

rf=ri+r=1

‘SZH=SOZ +5.2=1

Observe que las ecuaciones de norma son no lineales. Por otro lado, las relaciones geométricas
entre las componentes de las rotaciones y los nimeros complejos, estan dadas por la relacion
(2.4) del capitulo 2 de esta tesis; esto es:
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P ={P" o, P"1};
Q" ={Q"0, Q" 1};
R'={R o, R 1};
S ={S"0, S 1},
P={Po P}
Q={Qo Qi}
R={Ro,R};
S={So S1};
p={popi}
q={d0 91}
r={rori};
s={so s1};

P’y e R,
P’1e %R,
Q' oe N,
Q' 1eN,
R’ o € R,
R’ 1 € %R,
S0 e R,
S’1e R,
Poe R,
Pie®R,
Qoe R,
Qie R,
Roe R,
R1ie®N,
Soe R,
S1e%R,
Poe R,
p1eR,
go € R,
q1€ R,
roe R,
rpe R,
So € R,

S1 e R,

P’ o =-Cos ¢1

P’ 1=-(+Sen ¢1)

Q’ 0= -Cos ¢2
Q’ 1= -(i Sen (1)2)
R’ o =-Cos o3

R’ 1 =-(£ Sen ¢3)
S’ o =-Cos ¢4

S’ 1=-(£Sen ¢g)
Po=-Cos oy
P1=-(+Senay)
Qo =-Cos a3
Q1=-(£Sen ay)
Ro=-Cos a3
R1=-(+Sen ay)
So=-Cos a4

S 1 =-(£ Sen o)
po=-Cos 0
p1=-(£ Sen 61)
qo=-Cos 0,
q1=-(£Sen 06,)
ro=-Cos 03
r1=-(£ Sen 65)
So=-Cos 04

S1=-(+Sen 06,)
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5.11 Sistema de ecuaciones y formulacién del problema de sintesis

En esta seccidon se discutira el conjunto de ecuaciones e incognitas a partir del cual se
formulara el problema de sintesis. Segln las expresiones (5.15) y (5.16) existen 20 ecuaciones
asociadas con el sistema; estas son: 8 ecuaciones escalares relacionadas con las ecuaciones de
lazo y 12 ecuaciones asociadas con las normas unitarias. Por otro lado, se tiene 28 incognitas;
estas son: 4 de longitud relacionadas con las dimensiones de los eslabones que componen al
mecanismo de referencia y 24 incognitas de componentes de las rotaciones; esto es, los
desplazamientos angulares y los ejes, dos por cada numero complejo asociado. Por tanto, el
sistema esta formado por 20 ecuaciones y 28 incognitas

Cabe sefalar que solucionar un sistema de ecuaciones no cuadrado implica la existencia de
multiples soluciones. Es necesario, por tanto, determinar un sistema cuadrado de tal forma que
sea posible obtener una solucion unica.

Considere las restricciones siguientes:

1) Condicion de rigidez del eslabén acoplador.

2) Restriccion del area de trabajo.

Las consecuencias logicas de dichas restricciones son las siguientes:
1) Siazy ¢2 € R son conocidos, entonces Q, Q* e K2 son conocidos.

2) SiQ, Q' e R?son conocidos, entonces R, R’ € R? son conocidos.

3) P,P’ e R?y S, S” e R?son complejos de control en el &rea de trabajo.

La figura 5.5 muestra los angulos relacionados con el area de trabajo controlable del
mecanismo.
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Figura 5.5. Angulos asociados con los pivotes de los mecanismos

Las consideraciones anteriores permiten establecer un sistema cuadrado de 12 ecuaciones no
lineales y 12 incdgnitas del tipo polinomial. La formulacion formal del problema de sintesis es
la siguiente [15]:

94



5.11.1 Planteamiento del problema de sintesis para conduccion de cuerpo rigido (tres
puntos de precision)

“Dados los puntos de precisionr 4 € R? Fep € R Kpiv, Yeiva) € € X g, Kpiva, Yriva) € € X
e P ={PoP 1} Q={Q0Q i} R={R R }S={05 3} P={PoP}Q=
Qo Qb R={Ro Ruk S={S0 Subconp| =[Q| =[R|=|s|=[P|=[Q|=

H R H = H S H =1, encuentre |2,1, Ib,2, Ib,3, |3’4 c SJ{‘“’ p= {p ) 1}’ g= {q o q 1}, r= {r o F 1}, S

={s o, s 1} tal que las expresiones (5.14) sean satisfechas y

p02+p12=1
q02+q12:1
r02+r12:1

Soz+312:1".

El problema arriba escrito forma un sistema de 12 ecuaciones con 12 incognitas del tipo
polinomial no lineal.

El modelo para tres puntos de precision es valido siempre que las condicionantes de cuerpo
rigido y el &rea de trabajo sean consideradas. Note ademas que, para cada sistema de nimeros
complejos (P, Q, R, S) y (P’, Q’, R’, S’) propuesto, debe encontrarse las dimensiones del
mecanismo y los complejos (p, q, I, S).

En sintesis el modelo por solucionar es el siguiente:

1) Ecuaciones (5.14)

PVD rap=11e{POPOa} @ 3, (Q®ADe} )1, (PO&} @ 24908}

reb=11e {FOPOPOCy @ |5, (QOQRBABEY )1 ,(POEHD 5,

{9®81]
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PV ab=14e{S®5®0y @ 3o (ROTO} 140 (38} @ 34" ®0y;

"8y

p02+p12:1
q02+q12:1
roo+ri°=1

Sp2+s.2=1".
2) Incégnitas
2.1) De dimension: oy, lpo, lps, 134 € R,
2.2) Angulares: p={po,p1}, d={q0, g1}, r={ro,r1}, s={so, S1}

3) Datos conocidos

3.1) Coordenadas de los puntos de precision: rgp € R2y rep € R2
3.2) Coordenadas de los pivotes: (Xpiv1, Yrivi) € € X €, (Xpiv2, Ypiv2) € € X €.

3.3) Parametros de los complejos: P’ ={P’o,P" 1}, Q" ={Q’ 0, Q" 1}, R’ ={R’ o, R’ 1},
S={S0S1},P={Po,P1},Q={Q0, Q1},R={Ro,R1},S={S0 S1}.
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5.12 Algunas consideraciones sobre la solucion del problema

En esta seccion se discuten algunas consideraciones relacionadas con el problema y su
solucion. En otras palabras, se realizara una sintesis del proceso de sistematizacion descrito en
la seccion anterior.

En primer lugar, el problema formulado en la seccion 5.1 de este capitulo, ha sido satisfecho al
plantear el problema de sintesis para conduccién de cuerpo rigido: tres puntos de precision.
Ademas, el modelo fue realizado siguiendo los pasos del método descrito en el capitulo 2 de
esta tesis.

En segundo lugar, los modelos se enmarcaron dentro de las restricciones del problema con lo
cual se concluye que tales modelos satisfacen las restricciones. Ademas, la hipdtesis
formulada en la seccion 1.2 también fue satisfecha y, en consecuencia, las premisas 0 axiomas
de referencia también fueron satisfechos [1], [15].

En este sentido se concluye, finalmente, que la solucion del problema existe, es consistente y
Unica para el marco de referencia bésico (reglas de sintesis) y auxiliar (reglas de analisis).
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CONCLUSIONES

A través del desarrollo del presente trabajo de tesis se cumplieron los objetivos siguientes:

e Modelar el problema de sintesis para conduccion de cuerpo rigido con tres, cuatro y
cinco puntos de precision usando la rotacion variante del algebra de los nimeros

complejos [1].

e Programar y simular el modelo para tres puntos de precision en Mathematica V4

[2].

En este trabajo de tesis se han construido las ecuaciones que gobiernan el problema de
sintesis para conduccion de cuerpo rigido relacionado con mecanismo de 4 barras. Para tal
propdsito, se ha utilizado la rotacidn variante definida en el espacio vectorial de nimeros
complejos y un método de modelacion paso a paso. Los resultados obtenidos de este trabajo

de tesis se resumen en los puntos siguientes:

1) EIl modelo de sintesis para el caso del mecanismo estudiado se caracteriza
por un sistema de 20 ecuaciones polinomiales no lineales con 28 incognitas.

2) Al introducir las restricciones de cuerpo rigido del eslabon acoplador y las
condiciones del area de trabajo el sistema de ecuaciones se redujo de 20x28
a un sistema cuadrado de 12x12.

3) Para el caso de cuatro puntos de precision, el modelo de sintesis tiene
asociado un sistema de ecuaciones e incognitas de 28 x 36 y se redujo a un
sistema de 20 x 20.

4) Para 5 puntos de precision el modelo fue de 36 x 42 y reducido a 28 x 28

5) EI método usado para modelar el problema de sintesis es funcional en el

sentido de ordenar el analisis y la modelacion.

98



Finalmente, futuros trabajos por desarrollar relacionados con este informe son los

siguientes:

Programacién y simulacion de los problemas de sintesis para conduccion de cuerpo
rigido: 4 y 5 puntos de precision.

e Analisis de mecanismos usando una rotacion variante de quaterniones.

e Modelacion del problema de sintesis entrada - salida.

e Modelacion y simulacion de sintesis espacial.
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APENDICE A

A.1 Otraoperacion binaria multiplicativa
Considérese entonces la operacion ®: R% x R2—>R? definida por [1]:
(a,b) ® (o, B)=(-ac + bB, ap + ba) (A1)

Se estudiaran ahora las propiedades de dicha operacion a través de los resultados siguientes

[1]:
Teorema A.1. La operacion ®: R% x R%—>%? es no asociativa.
Demostracién. Sean p=(a,b), g= (a,B), r= (c,d), entonces,
P®@®r) =(ab)® {(a.p)® (c,d)}
= (a,b) ®{ (-ac + pd, ad + Bc) }
=(-a(-ac+pd)+b (ad + Bc), a(ad+pc) +b (-ac + pd))
= (aac- apd + bad + bfc, aad + apc - bac + bpd)

= (c (ac + bB) + d(ba-ap), (ac+ bB) d + (ap- ba))c).

También,
(p®g)®r  ={(a,b) ®(a,p)}® (c,d) =(-ao + bp, ap + ba) ® (c,d)

= (-c (-0 + bp) + d(aB + bat), d(-ac. + bp) + ¢ (@B + ba) )

=(c (ao. - bp) +d (ap + ba), d (-ac + bP) + c(ap- ba) ).
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Por tanto,

P®@@®r)=(p®q) ®r.

1
a?+b’

Teorema A.2 El elemento g:

entonces, p® 1 =p.

(b?-a? 2ba), es tal que si p = (a, b),

Demostracion. En efecto, seanp =(a, b) y 1= («, f) tal que p® 1 =p, esto es:

@ b)® (o, P)=(-ax+bp ap+ba) =(a,b),
Por tanto,
-aa+bp =a | af+ba =h.

Al resolver este sistema de ecuaciones, se obtiene que:
__ 1 b _
a=-=(a-bp) , af-—(a-bp) =h.
a a

Por tanto, Aa® + b?) = 2ba. Esto es = %. También,
a

a:_lm_zwa): 1
a  a‘+b’" a’+b

1

a2+b2(¥-¥,2ba)

Por tanto, }:

Teorema A.3. Sea p = (a, b) € )2, entonces, el elemento p’ =

p®p=1.
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Demostracion. En efecto, seap’ = (a, B) tal que p * p’ = 1, esto es,

1

@ b)® (o B) = (-aa+bp af+ba) = — - (b?-a? 2ba).
a“+
Entonces,
3 _ 1 2_ .2 _
a+bf=—— (b°-a") , af+ba=2ab.
a“+b
Esto es,
1 2 2. D
a=- b™-a%) + =4
(a2+b2)a( ) aﬂ
Por tanto,
g P ey g L o
a(a’+b?) a a’+b
Esto es,
2
@+2 ) p= 1, (2a0+2 - 2))
a a“+b a
1 b® b 2,2 _D
= ———(ab+—= )= ———— (@ +b) ==
a2+b2( a) a(a2+b2)( ) a
Por tanto,
a’+b*, b
( " )ﬂ—g,
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De donde, S= ,
p a’+b’ y
1 2 ., b b _ 1 2., .22
=- b*-a") + = (——)= -b*+a"+b
a(a2+b2)( a (371 p?) a(a2+b2){ }
__a
Cat+b?’
1 1
Por tanto, p’ = ———— (3, b) = ——— p.
P a2+b2( ) a2+bZIO
]

Teorema A.4. Sean p, g, r € R2 Entonces, las siguientes propiedades distributivas son

satisfechas:
P®(q®r) =p®q ® p®T,
(PP q)®r=p®r @ q®r.

Demostracién. En efecto, sean p = (a, b), g = (&, B y r = (c, d), entonces

P®(d®r)=@ b ® (a+c, f+d)
=(-a(a+c)+b(B+d), b(a+c)+a(s+d))

=(-aatbp af+ba)® (-ac+bd, ad + bc)
=@ b)®(e, P @ (a,b)® (c,d)
=p®qDp®T.
Ademas,
(p@g)®r=(a+a b+p ® (c,d)

=(c@a+tag+tdbd+p, d@+a)+c(+p)

= (-ca+db,da+ch) @ (-ca+dgp da+cp)
=(a,b)® (c,d) ® (o, p) ® (c,d)
=p®r® q®r.
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Teorema A.5. Laoperacion ®: R? x R2>R? es conmutativa. En efecto si p = (a, b),
g=(a, p), entonces,

P®A=(@ b)® (o H=(-ac+bp ba+ap)=(-ca+ pb, ab+pa)
=(a, A® (ab)=q® p.
Los siguientes resultados son satisfechos para la operaciéon ® [2] : R? x R*—>R>.

Teorema A.6. Sean p = (a, b) € R?, q=(c, ) € K> Entonces

® p=-(a®+b? 0),

S
=)
®
T
I
Tl

i) p®q® q®p=-2aa+hp0).

Demostracion. En efecto,

p®qg=(a,b)® (a,B) =(-ao + bB, ap + ba)= (-ac. + bB , -ap - bar)
=(a,-})® (a,-b)=q ® p,
También,

P®p=(@b® (@-b)=(-a%-b%0)=-(a’+b%0).

Finalmente, se tiene que:

P®g=(a,-b)® (o, B) = (-ax-bp -ba+ap),
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q®p=(o,-p)® (a,b)=(-aa-pb, -fa+ab),
Por tanto,

PO®Y® q®p= -2(aa+bp 0).
Tomando en cuenta la transformacion Tr : zr — R, definida en incisos anteriores, se observa
que la siguiente relacion es satisfecha:

1 _ —_
<pﬂ>=-zﬁ{p@q®q®p}

A.2 Otra parametrizacion de rotaciones

Se presenta ahora una transformacion lineal R, (p, ®): R? — R?, p e R*fijo, que se construira
al tomar el conjugado de la transformacion p; (p,e):R*> — R, definida en la seccién anterior.
Tal transformacion resultara ser una rotacion, puesto que serd ortogonal y su determinante
sera positivo. Se estudiaran también algunas otras representaciones de la transformacién aqui
construida. Sea entonces la transformacion R, (p, ¢): R* — R?, definida por [1] :

Ro(p.a)=— p®( .V qe%R. (A2.1)

1
Ipl
Algunas propiedades de la transformacion definida anteriormente seran estudiadas a

continuacion.

Teorema A.7. La transformacion R, (p, ®): R> — R? es lineal ortogonal de determinante
positivo.

Demostracién. En efecto, siendo p, g, r € %%y tomando en cuenta la distributividad de la

operacion @ :R?x R? — R? el teorema 1.16 y la conmutatividad de la multiplicacion, se
obtiene que:
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1 —— 1
Rz(p,q®r)=mp@(q® r)Em {p®g®p®r}

{p®q@p@r} {Q@p®r®p}

{p®q®p@r}

= RZ (p!q) ) RZ (p,r).

También,

1 1
Rz (p,aq) :H p@(aq)zam P® q=aRy(p,q).

Finalmente,

(R,(p,a).R,(p,1)) =—%TR { R,(p.9q) ® R,(p.r) ® R,(p,r) ® R,(p,q) }

o' {II I
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Al desarrollar esta ultima expresion se obtiene el resultado buscado pues, siendo p= (a,b), q=
(o,B), y r=(c,d), se tiene que:

(P®Q)®(p®T)® (p®r)® (p® q)=-2]p| (co +dp,0)

==2|p|" T'{(a. 0}

Por tanto,

<Rz (p,q), Rz (p,r) >=<q, r>.
Finalmente, al observar que:

R, (pey) = (@b) ®(L0) = — (~a-b),
Ip]| Ip]|

R,(P.8,) =~ @b) ®(0.1) = — (b-a),
Ip Ip|

la matriz de R, (p, ): R*> —> R?, esta dada por:

1(-a b
MRZ“’"):M(—b —aj’
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de donde det M_,. =1

Ry (p,

Teorema A.8. La transformacion Ry(p, e): R*> — R? puede ser representada en la forma
siguiente:

1 1
Ra(p, o) = H{—a I-bW}= —H{a 1+b W3,

donde | : %% —>%? es la transformacion identidad y la transformacion W: R* —>%? estd dada

por

W=-e, ® ex+e ®es.

Demostracién. En efecto, es suficiente con observar que la matriz de R, (p,e ): R? —>%? puede
escribirse en la forma siguiente:

S O Y T o A Y

Para encontrar la representacion exponencial de la transformacion R, (p, o) : R? >R?, es
necesario interpretar fisicamente los parametros de la misma en términos de la geometria
definida por el producto interno usual en R°. Para esto, es de fundamental importancia el
resultado presentado en el teorema siguiente.

Teorema A.9. Sea u = (qo, 01) €R?% p= (a,b) eR?y v=Ry(p,u) eR? entonces las siguientes
igualdades son satisfechas:

Cos0=- ia , Sen G:iib,
o] Il

donde 6 es el angulo formado por los vectores u, v.
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Demostracién. En efecto, el coseno del angulo formado por los vectores u, v esta dado por:

(Uu,R,(p,u)) (u,R,(p,u))

Cos 0 = =
Jull R (p, w)] Jul’
= {< (d6.94), -aq, +bq,,~aq, —bg,))}
Julf 'Iel ||
1 a
= —p——{-aq -ag;}=——.
[T 1Y ]

Ademas, de la relacion Sen?0 + Cos? 0 = 1, se obtiene:

Sen?6 =1-Cos

APl ey -
|| || el || ||

Por tanto, Sen 6 =+ ﬁ

Al utilizar el teorema anterior, se obtiene la siguiente representacion de la transformacion
Ra(p,e): R2>R?:

Corolario A.1. La transformacion Ra(p,e): 3% —%R?, admite la siguiente representacion:

R2(p,¢)=Cos0 | £Sen0 W.

Demostracion. En efecto,

Ro(p, ») = —m(a 1+b W)= _H%H{_H p[Cose 1 +|p[senow}
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—Cosej +SenO W.

Teorema A.10. Sea q = (qo, 1) €R*y p =(a, b) € R entonces, la siguiente igualdad es

satisfecha:

b b
qxRa(p,q) = —MH q es= (00, —HH al).

Demostracion. En efecto,

d x Ra(p,q) = go {R2(p,q)2 - d1 Ra(p,q)1} €3

B

{~adodi-bgo’ +adoq:-ba:i’}es

©

b b
=yl =0.0-rlal

Corolario A.2. Sea q = (qo., 1) R p = (a, b)eR?, entonces, la igualdad siguiente es

satisfecha:
axRz(p.g) = (0,0, + Sen 6 |qf").

Demostracion. El resultado se obtiene de combinar los teoremas 1.9 y A.10
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APENDICE B

B.1 Cddigo del Programa en Mathematica V4 [27]

Rob[p_, q_] := {-p[[1]]*a[[1]] + p[[2]*al[2]]. -p[[1]]*all2]]
- pll21T*al[1]1};

Conj[p_] := {p[[1]], -p[[2]]}

Nm[p_] := p[[1]]"2 + p[[2]]"2

Funcién Multiplicacion de la rotacién variante de
complejos

Funcion del conjugado

Funcion de la norma

el ={1,0};e2={0, 1},

Definicion de la base inercial

P1 = {25, 15}, Coordenadas de los puntos de precision

P2 = {12, 20},

P3 = {0, 15};

P21 =P2 - P1; Vectores definidos entre los puntos de precision
P31 =P3-P1,

ClearAll[p2, p3, g2, g3, 12, 13, s2, s3]

Limpieza de variables

B2 = 20*Degree; B3= 25*Degree;
alfa2 = 30*Degree; alfa3 = 30*Degree;
gama2 = 15*Degree; gama3 = 20*Degree;

Desplazamientos angulares de la manivela
Desplazamientos angulares del acoplador
Desplazamientos angulares del seguidor

p2 =-{Cos [B2], Sin[B2]};

p3 = -{Cos[B3], Sin[B3]};

g2 = -{Cos[alfa2], Sin[alfa2]};
g3 = -{Cos[alfa3], Sin[alfa3]};

r2 = -{Cos[gama2], Sin[gama2]};
r3 = -{Cos[gama3], Sin[gama3]};

Parametros de rotacion correspondientes
Manivela

Acoplador

Seguidor

s2=Q2,
s3=03;

Consideraciones de rigidez

ClearAll[ell, e21, e31, e41, all, a21, a31, a4l,
b11, b21, b31, b41, p1, g1, rl, s1,
pll, p12, ql11, q12,r1l,r12, s11, s12]

Limpieza de variables

pl=N[{pll, p12}]; ql=N[{qll, q12}];
rl = N[{rl11,r12}]; s1=N[{sl1,s12}];

Calculo de las bases locales de los mecanismos
virtuales

ell = N[Rob[p1, el]];
e21 = N[Rob[q1, e1]];
e31 = N[Rob[r1, el]];
e41 = N[Rob[s1, el]];
all = N[Rob[p2, el1]];
a21 = N[Rob[g2, e21]];
a3l = N[Rob[r2, e31]];
a4l = N[Rob[s2, e41]];
b1l = N[Rob[p3, a11]];
b21 = N[Rob[qg3, a21]];
b31 = N[Rob][r3, a31]];
b41 = N[Rob[s3, a41]];

Bases asociadas a la primera configuracion
(Mecanismo 1)

Bases asociadas a la segunda configuracion
(Mecanismo 2)

Bases asociadas a la tercera configuracion
(Mecanismo 3)

ClearAll[I2, i, Id, 14, EC1, EC2, EC3, EC4]

Limpieza de variables

EC1 = Simplify[I2 a1l + li a21 - li e21 - 12 e11- P21];
EC2 = Simplify[l12 b11 + li b21 - li e21 - 12 e11- P31];
EC3 = Simplify[l4 a31 + Id a41 - Id e41 - 14 e31-P21];
EC4 = Simplify[l4 b31 + Id b41 - Id e41 - 14 e31-P31];

Ecuaciones de lazo(pivote 1)
Ecuaciones de lazo(pivote 2)

sol = FindRoot[{
EC1[[1]] == 0,
EC1[[2]] == 0,

Solucién al sistema de ecuaciones
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EC2[[1]] == 0,
EC2[[2]] == 0,
EC3[[1]] == 0,
EC3[[2]] == 0,
ECA[[1]] == 0,
ECA[[2]] == 0,
Nm[pl] ==1,
Nm[gl] ==1,
Nm[rl] ==1,
Nm[sl]==11},
{12, 90},

{li, 120},

{ld, 25},

{14, 60},
{p11, 0},
{p12, 1},
{011, 0},
{012, 1},
{rl1, 0},

{r12, 1},
{s11, 0},
{s12, 1},
MaxlIterations -> 250];

Condiciones iniciales para resolver el sistema

12 =12 /. sol[[1]];
li=1i/ sol[[2]];

Id = Id /. sol[[3]];

14 =14 /. sol[[4]];
pll = pll/. sol[[5]];
pl2 = pl2 /. sol[[6]];
g11 =ql1/. sol[[7]];
g12 = q12 /. sol[[8]];
r11 =r11/. sol[[9]];
r12 =rl12 /. sol[[10]];
s11 =s11/. sol[[11]];
s12 =512 /. sol[[12]];

Definicion del vector solucién

ClearAll[l1, 02, O4]

Limpieza de variables

1I1=12ell +lie2l-1de4l - 14 e31;
02=P1-lie2l1-12el1;
04 =P1-I1de4l-14e31,

Resultados que definen la configuracion del
mecanismo

Marco

Pivote O2

Pivote O4

Print["Longitudes" ]

Print["manivela: ", 12 ]

Print["acoplador izq.: ", Ii]

Print["acoplador der. ", Id ]

Print["seguidor: ", 14 ]

Print[" "]

Print["Configuraci\[OAcute]n inicial" ]
Print["manivela: ", N[2*ArcCos[p11]*180/Pi ],
"\[CenterDot]"]

Print["acoplador izq.: ', N[2*ArcCos[q11]*180/Pi],
"\[CenterDot]"]

Print["acoplador der.: ", N[2*ArcCos[s11]*180/Pi],
"\[CenterDot]" ]

Print["seguidor: ", N[2*ArcCos[r11]*180/Pi], "\[CenterDot]"

Impresién de la solucion
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]
Print[" "]

Print["Pivotes"]
Print["02: ", 02 ]
Print["O4: ", 04 ]

Pivotes
02 : {18.2406, -0.0560388}
04 : {18.3425, -4.928}

Graficacion y simulacién
Se redefinen bases bij para graficar cada
configuracidn del mecanismo. El primer

subindice esta asociado al eslabon, mientras que el

segundo subindice se asocia
a la j-ésima configuracion del mecanismo:

bi[l]=ell,  bi[2]=all;  bi[3] =bll
b2[1]=e21;  b2[2]=a21;  b2[3] =h21
b3[1]=e31; b3[2]=a31l;  b3[3] =h3l

Bases asociadas

For[t=1,t<=3,t+=1,

esll = Line[{02, 02 + 11}];

esl2 = Line[{02, 02 + 12 b1[t]}];

esl3 =

Polygon[{O2 + 12 b1[t], O2 + 12 b1[t] + li b2[t], O2 + I1
+ 14 b3[t],
02 + 12 b1[t]}];

esld = Line[{O2 + 11, 02 + 11 + 14 b3[t]}];

pprec = {Point[P1], Point[P2], Point[P3]};

or2 = Point[O2];

ord = Point[O4];

marco = Graphics[{AbsoluteThickness[1.5], es11}];

manivela = Graphics[{AbsoluteThickness[1.5],
RGBColor[0, 0, 1], es12}];

acoplador = Graphics[{Hue[1], es13}];

seguidor = Graphics[{AbsoluteThickness[1.5],
RGBColorl0, 1, 0], es14}];

puntos = Graphics[{PointSize[0.01], RGBColor[1, 0, 1],
pprec}];

pivotel = Graphics[{PointSize[0.01], or2}];

pivote2 = Graphics[{PointSize[0.01], or4}];

Show[marco, manivela, acoplador, seguidor, puntos,
pivotel, pivote2,

Axes -> True, PlotRange -> {{-40, 40}, {-40, 40}},

Subrutina de graficacion

AxesLabel -> {"x", "y"}, DefaultFont -> {"Times", 8}]];
y
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