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Introd ucciónl 

~'I(].nlu¡lnien¿o, obJclivo y Ju"Uj¡:Cacion 

La cromodimímica cuántica (QCD) es la teoría de las interacciones fuerte". Sinl 
elllbClT'go pnI'D bCljClS €llerg1us, 1(1 descripción de el espectro lw,drónico bDsa,do e11 1¡J1 
QCD 1'("ll1ta difícil debido a la (,Sl.rtlc:tlll'rt no lineal ele la. teoría. Una forma ele 
él.L1CéH el problerna es por rnedio de rnodelos esqllernClticos. F;j llSO de est.os rnodelos 
es cornÚn en la física donde la estructura de 1nu(:ho:::; cuerpos puede ser invc:::;tigadal 
introduciendo grados de libcrLad .Y SUb ilcopblllienLob. El lIlodelo CbCjUl-IIW cico de 
Lipkill [1] es lULO dc los lll<-Í.S ralIlOS()~ en física IllH:lcar. LoC'i rcqucrinÜcntos el ClllUplir 

de un modelo csquónatico para la QCD óiOll: 

• Poder dc~cribir c~tl'llctl1ra~ hásicas de: QCJ) para bajas y altas cTl(:rg{m~ . 

• Debe ser resoluble con exactitud. que significa a lo rniÍs diagonaliDlf nÚIIlcri
Ullllcn1 c: llnn lllilt,nz. 

¡ln modelo '111(' ,ulllph ('Sl'" req11crilllicnl.os pwiJablcllleule uo exisla ,l<;birlo a 101 

complicado de la estructura no lineal de la QCD. Sin embargo se puede construir 
un modelo que "ea tan cercano como sea posible. En [21 be presenta UlI modelo que 
cumple los requerimiento" anteriOl'es. El modelo e"tlÍ basado en los modelob de tipol 
I.ipkin que consisten de dos niveles pan) lél descripciÓn de quarks yantiquarks. Ilel 
rnDnef(l sirnibr él [1] en [3] el sector de ferrniones es descrito por dos niveles, uno 
él, energíDs -» :y otro D energíél -0....'( (ver figllrD,_ Estó es lél, irnél.gen de DiT'é)('. pél,rD 
ferllliones, donde los amiqllarks son ohsenndos como agujeros en el nivel inferior. Ell 
valor U)j esl.a lijado a IllI kI,io de b !!lasa dd llÚCJt;O (O,TVicV'!. El nivd a lJi(;cV 

es oCllpado por pan:~ de: gllloncs con espin c('lo.1 

1 



2 INTRODUCCIÓN 

üJ¡ 

------(¡)¡ 

La degeneración de cada nivel de fermión es 20, que se refiere al espín, color, 
sabor y eventualmente otros grados de libertad. Si consideramos únicamente espín 
(n 8 ), sabor (n r) y color (n() tenemos que, 20 = n 8 • n r . ne' [1] de donde obtenemos 
tomrmdo ns 2, nt; 3 y nf 3 qnc 20 2·3·3 18. 

Los quarks y antiquarks reales son identificados de tal manera que los quarks 
reales son descritos por fermiones en el nivel superior y los antiquarks reales por 
agujeros en el nivel inferior. 

Para temperatura cero y sin interacciones el nivel de menor energía se llena 
con fermiones. Los operadores de creación (aniquilación) de estos fermiones son 
c;'(I,ül.fo-i (cG(l,Olj'o-i), utilizando notación covariante y contravariante para los índices. 

El símbolo (1, O)f se refiere al sabor. donde (1, O) es la notación de sabor para 
eS' (j (3), f es la notación corta para hipercarga Y. isospin T y tercera componente 
Tz , () representa los dos componentes del spin ±~, i denota el nivel 1 o 2 y (} los 
restantes grados de libertad que en el caso de ser color tenemos 3 [4]. 

Los operadores así definidos contienen los principales grados de libertad de QCD. 
Estos grados de libertad aparecen a todas las Aquí los quarks y antiquarks 
son los constituyentes de las bajas ene7yías entre 0- 2GcV y tienen poco en común 
(excepto por los números cuánticos mencionados) con los quarks y antiquarks a altas 
energías. 

Los operadores de creación y aniquilación de quark (al, a) antiquark (b, bi ) que
dan definidos en términos de los operadores e y el 

I ' 
0Gj'o- = C;yj'o-l' 

(J0Jo- = cct.fo-I , (1) 

La descripción de los pares quark-antiquark del modelo estan dados por las 
ecuaciones de /31 y /3 [1]. 

(2) 
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Estás dos ecnaciones descrihen la creaciÓn v aniqnilacion de pares quark-antiqmukl 
-2]. Esta. dcscripcic)ll es COIllplicada para. la cOIls\'nH:cÜlIl explícit (l de (:~tad()~ hac-ic 

y el criIcnlo de los elementos matriz, el cnál entra en conflicto con una idea de unl 
modelo sencillo. Un camino para re,;olver este problemas eb mapear a bosoneb. 

F,.I lTlél,peO (1 bosones es 

(3) 

donde los operadores de la derecba silt.lsIacCll las relaciones de connlul ilcion nOrIl1all 
de [,osones. 

(4) 

E·stos P;-l.J'(:f-) se; Pllcdcn aproxnnnr en pnrncrn 111st;-l.ncia con h()sOTlC:s '{l.,A)}"_"'.H 

hL-S,V1 y 1/'.18
-11. [)onde A es mm not.ación corta pnra el ",hor lA. ,\) qne Jlllede 

tomar los valores O ti L S denota el espín siendo O para espín ent ero solamen
te v 1 si se incluYe espín semientero. Esto da cuatro combinaciones posibles de 
A.8]: [O. O]. [0.1] [1. O]. y1. 1]. El caso con A - 1 Y S - O va a jng:H nn pa

pe! illlporLallk en eslá leSÜi. Esk caso liene ocho grados de libertad, por lo que 
'" ve illvolucmdo lJ(il). Ulla posihle cil,[¡,¡m de grupos es I/(R) :J ()(R) ::J SU(:\) di 
cual juega UIl pilpellllUy ÜllporUlllle en oislelllas de l!lm:hos gluones .Y en e! l!lodelo 
e,;quemático para QCD a bajas ellergía,; :2].1 

El grupo U(8) se ve invohlCrado en Vélrios problenléls. por ejelnplo un gll10n tiene 
ocho colores de libertad y por Ullllo la parle de color puede oer descrilo por di 
gnlpo (j(H). CorIlO d ;;l11on licIW c-ipill (lIliÜCIIl(ÜiullIlcnlc tn:t-: grados de libcrlnd'j. 
1111 "isl clm, de g11101W" cs descri 1.0 por I j (2'1) :J (j (R) .~ I j (:\) [ií] Y he aq 11i o\.w cj cm plo 
donde aparece U(8). El grupo U(í3) eb reducido al grupo de color 81/(3) y el grupol 
U (3) e,; reducido al grupo de spin SO(3), con bpill entero,; ,;olamente. La reduccion 
esté) da,el'::l en [5, 6]. Sin ernba,rgo 1él COTlstrllccioTl de est.a,dos es Tnenos conocida,. Enl 
}] encont.r;:nnos el priTner iTlt.eTlt.ol 

La necesiClnd Cle la forllla explícita Cle los estados es el uí.lclllo Cle los coeficien
tes de Clc:bscll-Gordnll priTrlordinlcs pr-l.ra dctcnnilln.l" !;-u"; tr(-ln~icion(:s y pr()picdadc~ 

de decaimiento de los hadroneb. Así como pam ID cadena U(8) ) O(í5) ) SU(3). 
el c:iílcLtlo de de estos coeficientes tiene relevancia debido a la necesidad de poderl 
cé11cubr probabilidades de decaimiento. A meTllldo las propiedélCles del grupo \' sul 
é),lgébriJ son usadas IXlriJ, 1;:1 obt.enciÓn de los coeficientes, por ejernplo en [8] enCOTl

tralIlOS d uso parn el grupo 51(/(2)'y en [q, HL 11] para el grupo 8(/(~~). Sill (:lIll)(l,rgo 

csloC'i Ill{>todos solo se pnicLicall con grupos de: rango pequco: cs por eso la lH'ccsidad 
de hacer lln hosqllejo de lIH~¡'odos Ill(íc-i pníclico~. 



4 [:\ITT{() D ¡; ccre) \' 

Objetivo y metas. 

F;l cá1cnlo de las propiedades de (]rcaimicnto en el modelo esqnemMico de Clel) 
para hajac-i clwrgÍas [2. 12] puede ~cr lIllly Ünport .:llltc: para decidir 1.:1 (:xÜ,,;tcllcia () Hol 

exislcncia dd pCll¡,aqua[k CH d moddo esqu{,nm¡ico '1:\, U. Lí, 16, 171J 
Ull pri1l1er e illlpOT'tél,llte puso lw,cin 1(1 construcción de e::;tndo::; de Tlluchos gluo

nes o quarkb-alltiquarlu) es expresar lo::) estados bDse parD lab l'eprebentaciones irre
ducibles (irrep) de lJ(b). Los coeficientes de Cleb"ch-Gordan (CGC) son entonce" 
ohtenidos corno integrales sobre un prodncto de tres polinomios. 

Solo se ilmtmrán las ideas básicas ¡Xml obtener cce para el ejemplo de SU(3) ::J 

SOr:;). Hay varios ¡["bajos public"dos para los [!;WPOS sur:\) y SO(:\) Cll d que di 
c.:íkulo de los coeficientes de Clchsch-Gordall ~c hacen de 111(1.11('1"(1 elegante [1St perol 

el lIll:lüdü 110 es aplicable para grupos de rango IlWyOI". 

En el ca"o del m6delo m6tivo de este trabajo. para el grupo lJ(b) (81/(í3)) y enl 
general para el grupo rJ (n.) (S~ (J (n)) 110 eb necesario conocer todat:l IDs repl'eDentacio

nes ineducible", i,e. solo los simétricas [N: o [h, h"h,,] con tretO renglones. Por tantol 
los rnétoclos directos son rnás pra,cticos.1 

El objetivo es construir los cee de I/(S), en este trab"jo consideraremos 1ml 
prohlclua. Ill(ít-: sencillo SI (/ (~n =:; O( ~n ~ d cllal l ¡Cll(: las siguicIll CC'i caracl crisl icasl 

importantes: 

~ Los resllltélClos son conocidos. Además que fueron desc1lbiertos por métodosl 
rna8 PlegtHltp8 va, rnencionados pero IlO extendible8. 

Lo rneto de este trab"jo es rnostmr opartir de SUl:J) el camlTlO ¡xrpr obtener losl 
cee de grupos nlÓs grandes SrJ(n).1 

Un rnétodo sirnilar al prop1lesto en este tralxrjo se 11tiliz6 paro el [!;l'llpO UUi) 

[m 20].1 
L~tc trabajo COIlc-iistc: de (:würo capítlllos (:11 el C.:lpít llio 1 se 11(1c(' lUl(} n:vüüólll 

de los conceptob de teoría de grupos necesariotO ¡xua el desarrollo de IOb siguiente" 
(;;Jpítulo~~ aclenu:Ít:l de ilut:ltral' un ejeulplo concreto para sr/(:'2) ~l De enullción DIgnnosl 
retOultados para 81/(:3), En el capítulo 2 tOe desarrolla el método propuesto paral 
aUlCérr el problerno 81/(:}) ,,) Ol.:}), se cornparÓn los resultados obtenidos con losl 
:VD existentes V se seTl;::lIa, lél, ideD básic(l. Fin el tercer capitulo se ha,bla sobre losl 
avances en la [!;enepr.li,aci6n del rnétodo " I/(S), timrlmente en el último Célpítlllol 
]'))(' TI C J () I!C) rtJ ()~ lil S COl)(" 1 11:-"; i () TJ( 's 1 



Capítulo 1 

Teoría de grupos. 

DrfinicionC8 y nociones básicas. 

1.1. Grupos 

este capítulo solamente haré mellClOn de la teoría de grupos básica y de 
relevancia para este trabajo. Si se requiere de justificación o demostración de los 
teoremas mencionados dirigirse a [4. 21. 22]' además que en cada teorema mencio
nado se hará referencia a la bibliografía correspondiente. 

1.1.1. Grupos 

Un grupo es un conjunto no vacío e, con una operación binaria * en e tal que 
si :r, y, z E e se cumple que 

(a) (:r: * :/j) * Z = :r: * (:/j * z). 

(b) Existe e E O. tal que e * :r: = :r: * e = :r:, se dice que e es el elemento identidad 
en G. 

(c) Existe :r-1 E e, tal que :r*.1:-1 = .1:- 1 *.1: = C. A .1:- 1 se le conoce como el inverso 
~ 

Si en el grupo e se tiene que \/.1:, y E e 
• :r * y = y * .1: se dice que e es un grupo conmutativo o abcliano. 

Al cardinal de un grupo O lo llamamos el orden del grupo y se le denota 101. 
Si a, b son elementos de un grupo e se dice que b es conjugado de a si y solo 

si existe v E e tal que 
b = ww-1 . (1.1 ) 

1 



2 CAPÍTULO 1. TEORÍA DE GRUPOS. 

Sea G un grupo y H = {(a, b) E G x Glb es conjugado de a}. H es una relación de 
equivalencia en G y los conjuntos de la partición de G inducida por R se llaman las 
clases conjugadas de G. 

1.1.2. Ejemplos 

l. Sea G = {l. -1} e Z y * la multiplicación usual en Z. G es un grupo abeliano 
con respecto a la operación *. 

* 1 -1 
1 1-1 

-1 -1 1 

Vemos que 1 es la identidad y cada elemento es su propio inverso. El orden 
del grupo es 2. 

2. Sea G = {O, 1. 2} e Z y * la adición módulo 3. es decir. si a, b E G tal que 
a + b = 3q + r con q, TEZ, el resultado de la operacion * es O ~ T ~ 2. 

* O 1 2 
O O 1 2 
1 120 
220 1 

Vemos que la operación es asociativa y conmutativa. G con la operación * es 
un grupo abeliano. El grupo es de orden 3. 

1.2. Grupo Simétrico 

Sea .JN = {l. 2, 3, ... , N} el conjunto de los N primeros nÚmeros enteros positi
vos. Definimos S'N como 

SN = {f : .JN ---+ .JN I f es biyectiva} (l.2) 

El conjunto SN con la composición de funciones como la operación * es un grupo. 
A S';v se le conoce como el gT'lLpO simétrico de gmdo N. N! 

Si J E SN, a J la podemos denotar como 

donde fi = f(i). 



1.2. CRUPO SnVIÉTRJCO 3 

Un ejemplo de permutacióll de grado 8 es 

. (12345678) 
.1=23154768_ 

Sean il: i2,···, ir distintos enteros en {1, 2, 3, ... , TI}. Si f E SN es tal que 

y 

f(x) = x 'íh: g {il: i 2 ,···, ir} 

.r es llamado un T-ciclo o un ciclo de longitud T, el r-ciclo .r se denota como 
(i1 , i 2 , ... , ir). Los 2-ciclos son también llamados transposiciones, y estás solo mue
ven a dos elementos en J v . 

Dos permutaciones a, (] E S¡v son ajenas si todoi movido por una de ellas, 
queda fijo por la otra: n(i) =J i, entonces ¡3(i) = i, Y si O(i) =J i. entonces n(i) = i. 
Una familia /]1, (12, ... , /1t de permutaciones es ajena si cada par de ellas son ajenas. 

Toda permutación a E S¡v es un ciclo o un producto de ciclos ajenos. 
Del ej em plo anterior descompongamos .r en ciclos ajenos, para ello observamos 

que en el renglón superior tenemos el dominio de f. Sabemos que f(l) = 2. f(2) = 3 
Y f(3) = 1 cerrando un ciclo. el cual escribimos como (123). Ahora comenzamos con 
cualquier otro número en la línea superior, cligamos el 8, notamos que f(8) = 8 
dando el ciclo (8). Continuando de la misma manera encontramos los ciclos (45) Y 
(67). Por consiguiente la permutación f la podemos expresar como 

f = (123)(45)(67)(8) ó f = (123)(45)(67). 

Los ciclos de la descomposición anterior son ajenos. 
Si IV ~ 2, entonces toda n E SN es un producto de transposiciones [4, 21]. 
Cada r-ciclo (il: i 2 , ... , ir) se puede descomponer en transposiciones de la SI-

guiente forma (i1i2 )(i1i:i) ... (i1ir-1)(i1i,,). 
Decimos que dos permutaciones n, ;3 E S¡v tiene la nlisnta estructura cíclica 

si sus factorizaciones en ciclos ajenos tienen el mismo nÚmero de T-ciclos para cada 
T. 

Si í, a E S¡v entonces nía -1 tiene la misma estructura de ciclo que í. 
Por ejemplo. si I = (13)(247)(5)(6) Y n = (256)(143)(7), entonces 

cqn-1 = (cdn3)(n2n4n7)(n5)(n6) = (41)(537)(6)(2). 

Una permutación de S¡v actÚa en un conjunto de N símbolos. Supongamos que 
expresamos la permutación en ciclos ajenos y sea l/l el nÚmero de 1-ciclos, l/2 el 
número de 2-ciclos ..... l/N el número de IV -ciclos entonces 

(1,3) 



4 CAPÍTULO 1. TEORÍA DE GRUPOS. 

Si una permutación está expresada en ciclos ajenos, se dice que tiene la estructura 
cíclica (1"'1,21/2 , ••• , NI/N), o brevemente. (v). Las permutaciones de SN que tienen 
la misma estructura (v) forman una clase conjugada en SN' 

Sea (X) = Xl: :r:2, . .. , XN una lista de enteros no negativos tales que 

(1.4 ) 

la lista (X) induce una clase conjugada de elementos en SN, a saber. la clase formada 
por todas las permutaciones de SN que tiene la estructura cíclica (Fl, 2X2

, ••• , N,TN). 
El número s de listas (X) es el número de clases conjugadas de SN' 

Si 

VI + V2 + V;i + ... + VN Al, 

v2 + v;i + ... + vN A2. 

AN, (l.5) 

con 
(l.6) 

entonces 

(l. 7) 

Al: A2, A:i,' .. , AN es una partición de N que denotaremos como (Al: A2,"" AN)' 
inversamente dada una partición hay una estructura de ciclo correspondiente: 

VI Al - A2, 

V2 A2 - A3' 

Cada partición (Al, A2,' .. ,AN) induce una clase conjugada en SN' 
Como otro ejemplo consideremos Ó E 8:3 tal que 

( 1 2 3) 
(/J= 2 3 1 

(i) es un 3-ciclo 
1) = (123). 

(l.8) 

Es claro que (123) = (312) = (231). Descomponiendo (/J en transposiciones tenemos 

1) = (12)(13) (l.9) 



1.3. REPRESENTACIONES DE GRUPOS. 

Los elementos de 8:i son e, (123), (132), (12), (13), (23). Las particiones (A) de 3 
son (300), (210) Y (111). por comodidad denotaremos las particiones como (3), (21) 
Y (fi). Usando (1.8)encontramos la estructura cíclica correspondiente a cada parti
ción, siendo estás (1 3

). (1 1 ,21
) Y (31

) respectivamente. 

8:i (f3
) (12) (3) 
e (13) (123) 

(12) (132) 
(23) 

Cada columna en la tabla es una clase conjugada con la correspondiente estruc
tura cíclica en el renglón superior. 

1.3. Representaciones de Grupos. 

Sea G un grupo y F un campo. Una F-representación JJ(G) de G es un homomor
fismo de G en el grupo de transformaciones lineales no singulares de algÚn espacio 
vectorial V sobre el campo F de dimensión finita. La dimensión de V es el grado de 
JJ (G). U na F -representación es fiel si es un monomorfismo. Dos F -representaciones 
JJ(G), I),(G) son equivalentes si tienen como base un espacio vectorial V y V' 
respectivamente y existe una transformación lineal no singular,',' de V a V' tal que 

JJ(H) = ,','-lJJ'(H),',' VH E G. 

Una representación de G es una F-representación de G para algÚn campo F. 
Si V es un espacio vectorial n-dimensional sobre un campo F entonces el grupo 

de transformaciones no singulares lineales de V es isomorfo al grupo de matrices no 
singulares n x n con coeficientes en F. U na F -representación de grado n de G, puede 
ser igualmente definida como un homomorfismo de G al grupo de matrices n x n no 
singulares con coeficientes en F. 

Sea V el espacio vectorial de una F-representación JJ(G) de G. Un subespacio 
JJ( G) invariante de V es un subespacio \IV de V tal que 

JJ(H) \IV ~ \IV VH E G. 

Si \IV es un subespacio JJ( G) invariante de V entonces JJ( G) define una F
representación de G con espacio vectorial base ~V y otra representación con espacio 
base V/\IV. Estas representaciones son llamadas constituyentes de JJ(G). Una F
representación JJ( G) de G en un espacio vectorial V es F-irreducible si 0, V son 
los únicos subespacios JJ(G) invariantes de V. JJ(G) es F-reducible si no es F
irreducible. JJ( G) es completamente reducible si 



6 CAPÍTULO 1. TEORÍA DE GRUPOS. 

donde cada Vi es un subespacio n( G) invariante de V y F-irreducible. Es claro que 
F-reclucibilidacL F-irreducibilidad y reducibilidnd completa son todas preservadas 
si n( G) es remplazada por una F-representación similar. 

En términos de matrices es de fácil verificación que la F-representación n(G) de 
e es F-reducible si y solo si existe una matriz no singular S con entradas en F tal 
que 

S-ID(R)S = i\( H) 
O 

C(H) 
B(R) 

donde i\(H), /3(H) son las constituyentes de n(G). 

VRE e, 

Además n( G) es completamente reducible si y solo si existe una matriz no sin
gular S con coeficientes en F tal que 

O 

S-ID(R)S = VRE e, 

donde /Ji es F-irredllcible. 

Sea F un campo. Sea G un grupo y sea n( G) una F-representación de G. Para 
HE G sea tra(H) la traza de n(H). La función tra(:r:) es llamada el caracter de G 
en la F-representación n(G) y se denotara X(H). 

A partir de aquí todas las representaciones n( G) de un grupo G con espacio 
vectorial V seraÍl sobre el campo C y cuando digamos reducibilidad o irreducibilidad 
se entenderá C-reducibilidad o C-irreducibilidad a menos que se diga lo contrario. 

Solamente trabajaremos con representaciones n( G) de un grupo G completa
mente reducibles, por lo que una representación n( G) reducible significa una repre
sentación n( G) completamente reducible 

Para hacer distinción entre representaciones de un grupo e no similares haremos 
uso de un superíndice D(II) (e) para distinguirlas, de manera similar, distinguiremos 
los caracteres de una representación D(II) (e) de un grupo e con X(II). 

Representaciones similares de e tienen el mismo conjunto de caracteres, además 
que elementos conjugados en e siempre tienen el mismo caracter. 

Si etiquetamos las clases de conjugación de e como K 1 , K'2, ... , Kv donde v es el 
número de clases en e, la representación es descrita por un conjunto de caracteres 
Xl, . ... Xv' Los caracteres de representaciones irreducibles son usualmente llamados 
caracteres primitivos o caracteres simples. 

Considerando una representación arbitraria D reducible. D puede ser expresado 
en términos de representaciones irreducibles 

(1.10) 
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donde las (Lv son enteros> o. Tomando la traza de esta ecuación para un elemento 
R en la clase Ki de un grupo G 

. ,,",. (v) 
Xi = ~al/Xi . (1.11) 

lL 

El caracter Xi de una represelltación reducible JJ es llamado caracter compuesto. 
Como vemos un caracter compuesto es una combinación lineal de caracteres simples 
con coeficientes enteros positivos. 

Para obtener el coeficientr au de una representación irreduciblr en una repre
sentación JJ( G) de un grupo G con caracter Xi para un elemento H en una clase 
conjugada Ki de G hacemos uso de la ecuación [21] 

(1.12) 

Si una representacion JJ( G) de un grupo G es irreducible sus caracteres deben 
satisfacer 

(1.13) 

La ecuación (1.13) nos da un criterio simple de irreducibilidad [21]. 
En un grupo de orden finito el número de representaciones no-similares e irredu

cibles rs finito, rs más, el número de rrpresrntaciones no-similares r irreduciblrs de 
un grupo finito es igual al número de clases conjugadas en el grupo. 

Otro rrsultado importantr dice que el cuadrado de las dimensiones de las rrpre
sentaciones irreducibles es igual al orden del grupo, esto es 

,,",2 
g= ~nv 

v 

(1.14) 

donde q es el orden de un grupo G y nv es la dimensión de la representación v, la 
suma es sobre todas las representaciones irreducibles. 

1.4. Diagramas de Y oung 

El problema de encontrar todos las representaciones irreducibles del grupo simétri
co SN es uno de los ejemplos clásicos de técnicas algebraicas. 

El teorema de Frobenius da una conexión entre los caracteres simples de un 
grupo G y los caracteres de cualquiera de sus subgrupos. 

Separamos los elementos de G en clases conjugadas Ki. el número de elementos 
en Ki es gi. Denotemos los caracteres simples de G por X)p) de una representación 
D (/)) (G) de G. Sea H un su bgru po de G, para formar H tomamos hi elementos de los 
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gi elementos de la clase K i , de estos hi elementos solamente h il elementos están en 
la clase Ki l' 1Ii2 estón en la clase Ki2 , etc .. donde las KiT son clases ccmj ugada de JI. 

Denotemos los caracteres simples de // como (/J¡~) y la correspondiente representación 
por fl. (11) (!!). Si al menos un elemento de la clase Ki de G está en el subgrupo // se 
cumple [21] 

(1.15) 

Si la clase Ki no tiene dementos en H tenemos que 

V (J, (1.16) 

donde (J denota todas las representaciones irreducibles de // no similares. Regresando 
a considerar todas las clases conjugadas en G que tienen al menos un elemento en 
H, 

(1.17) 

donde del lado izquierdo tenemos un caracter compuestol!){(a) de G. 

Hay un caracter simple el cual conocemos para cualquier grupo, llamado el ca
racter de la representación identidad. X~O) = 1 para toda i. Esto implica que (/Ji~) = 1 
para toda lT obteniendo en (1.17) , 

(1.18) 

Las cantidades gh{ f.rJih son un caracter compuesto de G. La ecuación (1.18) es 
aplicable a cualquier subgrupo H de G. 

Por ejemplo para cualquier SN conocemos dos caracteres simples, el caracter 
simétrico. con 1 para toda pennutación: y el ,Ultisimétrico, con 1 para pennutaciones 
pares y -1 para permutaciones impares. 

Para S2 tenemos 

1 1 

82 : 
(12) (2) 

Xl 1 1 

X 
(2) 1 -1 

Donde el número de elementos en la clase es mostrado encima del símbolo de la 
partición. Para 8:3 conocemos 
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1 3 2 
(f3

) (2, 1) (3) 
5:i : Xl 1 1 1 

X 
(2) 1 -1 1 

X(:3) 

La clase (3) de 8 3 no tiene elementos en 52. por tanto el caracter compuesto es 
O. Comenzando con c,iP) (i.e., X(l) en 52). (l.17) da 

6 1 
1) = 2"·3 = l. (l.19) 

Obtuvimos los caracteres compuestos 3, l. o. Usando (l.12) 

1 '"""" ¡. (1) 1 , , - ¿ g/V¡XI = 6(1 ·3 + 3·1 + 2 . O) = 1 
9 1 

(l. 20) 

tenemos que X contiene a X(l) una vez. Sustrayendo obtenemos los caracteres 2, O, -lo 
Estos son caracteres simples pues cumplen (l.13), t [1 . 2:2 + 3 . 02 + 2 . (_1)2] = l. 
Entonces b tabla pma S;l es 

1 3 2 
(f3

) (2, 1) (3) 
5:3 : Xl 1 1 1 

X 
(2) 1 -1 1 

X(:i) 2 O -1 

Dado un grupo G de orden g, teniendo gl elementos en la clase K¡ de G. Si un 
subgrupo H de G tiene orden h y contiene h¡ elementos de la clase K¡ entonces el 
conjunto de números 

(1I) gh¡ 
XI =

q¡h 

formán un caracter compuesto de G [21]. 

(l.21) 

A partir de (l.21) se puede resolver completamente el problema de encontrar las 
CH.,LVLHA' irreducibles del grupo simétrico. 

La manera de resolver el problema es a partir de la ecuación (l.21) que nos da un 
caracter compuesto X(1I) de 5¡v para cada subgrupo H. Considerando una pmtición 
(A) = (Al: A2, ... ,AN) de IV con 

Al + A2 + ... + Av = IV 
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se construve un sLlbgrupo de e distribuvcndo los símbolos 1,2" , , , N cnb particiÓnl 
[Al: <lgrllJmlllos Al sílllbolos por lln lado, A2 símbolos ,listiut,os por otro lacIo. etc. 
na d(:cciÓll de: sÍlllbolos el! c.:lda. (lgrllpaciÓn es irn:lcv.:llllc:). ConslruÜnos el grupol 

siln{~trico del COTljllTlto de; Al sírJlhol()~ n.l qllC llarnmnos CA!. Se: Itr-l.u; lo nliSTrlO pnn-l.1 
coda Illl0 de los Otr'Ob conjuntos. Tomamo" el producto directo de grupos (recordemosl 
que no tienen bímbolo" en común). El producto directq 

es un subgrupo de S". Ubando (1.21) se obtiene el caracter compue"to de S¡y el cuall 
etiquetamos CO!110 q"~) Cada particiÓn (A) de (N) eóe puede operar con ella por estel 
caIlIlno. 

El nÚmero de particiones de N es igual al nÚmero de clases de 8¡y. Se pnlebal 
que las (]A son vectores linealmente independientes. El resultado de Frobenius es unal 
forn11lla 91W (h todos los caracteres simples de S.,. 

Como ejemplo consideremos S1 y construyamos el sl1hgrupo correspondiente al 
la particiÓn (22 '). 

Donde formamos el grupo simdrico de 1, 2 y l1mltiplicamos con el grupo simdricol 
['o!lna,lo ,le;:L ·'1.0(22) = r,. (12), (:1:1), (12)(:1.'1). Ll onle;u del SllbgIll]lO es /¡ = 2121 = 

'1. Considerando las daeóes de 8 4, (:1), (~:¡1), (2'), (11), la daeóe (:1) no tiene clemenToos 
ell el subgrupo y la clase (31) tampoco, la clase (22

) tiene un ele!llento, la clase (21') 
tiene do" elementos y la clase (14

) tiene Ull elemellto. COIl esto" datos y u,;¡mdol 
[1.21) obtenemos los caracteres c01Tl]ll1estos 

(1 1) (21") (2') (:\1) (:1) 
6 2 2 O 01 

LélS cantida,des qS;>') son los coeficientes de cieno lTmhinornio el Clléll se const.ru:ye 
cn ~2r. Obtcnicn,lo la c(;l1a(;i()]~ 

(1.22) 
(.\) pcrml 

dondel 

pura coda da"e 1 con estructura cíclico (l ce. :2D :F .... ), 

r = 1, ... , n. (121) 

Lula dcrivaciÓll dd cllllIHja.do gCIlc!".:ll (1.22). se: IlS.:lIOn iV v.:lri.:lblcs :¡:,:j 
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Aplicamos (l.22) a 8 1 

donde L xi, etc., implica una suma sobre todas las permutaciones de Índices la cual 
da distintos monomios. Similarmente 

(l) = (21 2
) : 

(l) = (22
) : 

(1) = (31) : 

(l)=(4): 

82(81)2 = (xi + ... + X~)(Xl + ... + xnY 

[L·7:T + 2 L:r1.7:2l[L:r~l 

Lxi + 2 L X{X2 + 2 L xix~ + 2 L Xi X2X:i; 

(82)2 = (L xf)2 = Lxi + 2 L xTx~: 

8:3 8 1 = (L :r:f)(L .7:2) = L :r; + L ·7::f + 2; 

De estas ecuaciones formamos la matriz de (/J¡~). transponemos la matriz y en

tonces (A) señala renglones y (l) columnas: 

(l) = (14)1 (21:2)6 (2:2r3 (31 )8 (4)6 

(A) = (4) 1 1 1 1 1 
(31 ) 4 2 O 1 O 
(22) 6 2 2 O O 

(21 2
) 12 2 O O O 

(11
) 24 O O O O 

De está matriz se pueden determinar los caracteres simples xi~). 
A partir de la ecuación (l.22) podemos encontrar el conjunto completo de ca

racteres compuestos (/p,) para SN. Frobenius dió una ecuación similar la cual da 
directamente todos los caracteres simples X(A). A saber 

(l.25) 
(A) P 

Donde JJ(x·d esta definido como 

i<j 

~ -' ) jJx.m-1 er,TrI-2 ••• er' . er' O 
~ Uj 1 "":2 ""m-l""m· (l.26) 

E 
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A partir de 1.25 se pueden derivar métodos gráficos. 
Por ejemplo para la clase conjugada del elemento identidad en SN, esto es, la 

clase (In). Del lado izquierdo de (1.25) es solo n(Xi)(~ Xi)n. Comenzamos con n(x·d 

y multiplicamos sucesivamente TI veces con ~ Xi. Entonces X¡~:,) es el coeficiente de 

en (1.25). Comenzamos a partir de 

D() LA p m-1 m-2 o :Ei = up .7: 1 .7:2 ... . 7: m -1.7:m . 

p 

Si multiplicamos por ~ :E¡ incrementamos una de las potencias por una unidad. 
Pero si en algún momento dos de los exponentes llegan a ser iguales. el término se 
hace cero. ::-Jotmnos que si elevamos el grado del polinomio en lUlO en cada ocación. 
debemos siempre elevar la potencia de Xl a lo menos tan rápido como X2. etc. 
El o b j eti vo final es elevar la potencia de :E 1 por A 1, es decir, :Ei por A¡. ::\Iientras 
hacemos esto un factor a la vez, debemos estar seguros que cada vez que el número 
de multiplicaciones por ;E1 es más grande que el número de multiplicaciones de 
:(;2. etc. El número total de caminos por el cual podemos llegar es el grado de la 
representación (A). 

Por ejemplo, supongamos que nosotros desearnos obtener la dimensión de la 
representación irreducible de 8 4 correspondiente a (A) = (2,1 2

). Entonces debemos 
elevar la potencia de :(;1 por 2, :(;2 y x::¡ por 1. En otras palabras desearnos llegar a 
:EI.7:2:E:3 aplicando un :E factor a la vez, siempre teniendo más .7:1 que :E2, .7:2 que .7::3, 

etc. Los posibles caminos de hacer esto son 

Hay tres permutaciones, entonces la dimensión de la representación asociada 
con (2,1 2

) es 3. Si ahora remplazamos :E1 por "punto en la primera linea", :E2 por 
"punto en la segunda linea" , etc. Llegamos a un método gráfico con dos puntos en 
la primera linea (:d) y un punto en la segunda y tercera linea (X2X;:¡), Obtenernos 
las gráficas 

• • D D 

• ó 

• D 

en el segundo diagrama usamos cajas en lugar de puntos. Por el mismo procedimiento 
a cada partición corresponde una gráfica: 

(4): D D D D (3, 1) : 
D D D 
D 

(2) : 
D D 
D D 
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D D 
(2,1): D 

D 

D 
D 
D 
D 

Las maneras posibles de hacer aplicaciones regulares son: 

(4): ITJ ~ QJ [i] n=1 

(3,1) : ITJ~QJ ITJQJ[i] ITJ~[i] 
[i] ~ QJ 

(2:2) : ITJ~ ITJQJ n=2 I3lI4l I2lI4l 

ITJQJ 
n=3 

n=1 

13 

TI = 3 

Existe un método gráfico similar al anterior que se puede utilizar para calcular 
caracteres. Para encontrar el caracter x¡~) en (1.25) debemos encontrar el coeficiente 

d Al +m-l A2+m-2 Am e :E 1 ·'C2 ... . 'C m . 

Una aplicación regular de li puntos se obtiene aplicando puntos en la línea q-ésima 
hasta que excede el nÚmero de puntos a el nÚmero de puntos en la línea anterior 
por lUlO; entonces vamos a la línea precedente y aplicamos el mismo procedimiento. 

Si un conjunto de Ti puntos es puesto en un número impar de líneas decimos que 
es un aplicación paT. si los puntos son puestos en nÚmero impar de líneas es una 
aplicación impar y da un signo negativo a la gráfica. 

La regla general para encontrar el caracter en la representación (),) de la clase (l) 
teniendo ciclos de longitud 11 ,1:2, ... , se hace considerando la gráfica de la partición 
(),) y mediante diferentes aplicaciones sucesivas de h, [2, ... , etc .. puntos, el caracter 

x¡~) es igual al nÚmero de gráficas que contienen aplicaciónes pares mas el nÚmero 
de gráficas que contienen aplicaciones impares. 
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Por ejemplo encontremos el caracter xg'~~). Primero dibujamos la gráfica (3,1) 

D D D 
D 

Haremos lUla aplicación regular de 2, 1 Y 1 puntos. Estas aplicaciones pueden ser 
hechas en cualquier orden. Aplicamos primero un par de puntos que etiquetamos 
como L después un punto (2) y finalmente un punto (3). Los dos puntos pueden ser 
agregados de dos nWllenlS 

(a) : [JJ[JJO 
O 

o (b) [JJ D D 
[JJ 

Ahora hacemos la aplicación regular de 2 

(al) : [JJ[JJ~ 
D 

(a2) : 
[JJ[JJD 
~ 

Solmnente tenemos una opción en cadn caso pma 3 

(al) : (a2) : [JJ[JJQJ 
~ 

(b) [JJ ~ D 
[JJ 

(b) tE ~ QJ 

En (al) y (a2) los dos l's están en la misma línea. por tanto no contiene aplicaciones 
impares. En (b) los l's están en distintas líneas. por tanto (b) contiene una aplicación 
nnpar. Obtenemos +1 de (al) , +1 de (a2) y -1 de (b). 

(:=U) +1 + 1 1 1 X(2,J2) = - = (1.27) 

1.5. Grupos Continuos. 

Un grupo continuo o un grupo topológico consiste de : 

• Una variedad l n-dimensional JI . 

• Una operación que mapea cada par de puntos a. b en la variedad a otro punto 
e en la variedad. 

En generaL un gT'LlpO contúnw T-paTarnétTico tiene todos sus elementos etiquetados 
por ("-parámetros que varían continuamente al. a2 .. ... aro entonces los elementos del 
grupo son H( al, ... , ar ) = H( a). Grupos cuyos elementos pueden ser etiquetados por 
un número finito de pmámetros que varían continuamente se dice que son un grupo 

1 Vease [36, p.5?] para la definición de variedad 



!i mlUPos COYTrYUOS lf) 

conlÚuw (indo. El rango de variaciÓn de los panÍll1ctros no cst,á especificado, cst,os 
j1lle(len "nrinr (le -ex:: i1 +X o j1lle(len estar contenidos en nn domino finito. Si ell 
dominio (le variación es finit.o, la variedad del grnpo se dice qne es carada. 

Loo requerimientos para que los elementos II(a) formen un grupo continuo bonl 
iguales que ¡mm el grupo finito. Debe de haber un conjunto de valores de los paráme
tros liO 1 al q llC 

'1 /8' ( . ~ ,) 

pam toda (1. R(a ll ) es e! elemcnto identidad de! grupo. Pm conveniencia se to
m n r:1. (Jo = D. Aderni1s para cnalqnier "nlm de (J. podernos encontm.r 1m valm () 1.:1.11 

que: 
IH(iJ.1H(Il) = H(u)H(iJ.) = H(O) ( 1.29) 

enl.onccs H( a) es el demcnto iuverso de H( Illl 

lI(a) [1I(al: 1 (UD) 

El producto de dos elementos del conjnnto debe pertenecer al conjuI!T.o. Dado los 
valores de los ¡mmrnet.ros (J y h. podernos encontrar un conjunto de valores de los 
pa,rarnetros e téll que: 

IH(e) - H(bJH((J). ( 1 . :31 " . , 

El parámetro c es nna función renl de los parámetros reales (J y b : 

Ch = Odlll .... , u,: IJI .... , h,.)). k = 1. .... r. (1:\2) 

o. de lflanera abreYiadDI 

(U3) 

Hasta aq1l1 l()~ rcqllcriTnicnt()~ ~Oll l()~ TnisHlos tnnto pnl'a grllp()~ fillitos () dC:llll
lnerablet:l. pero ahora requerillloD adenu:Ít:l que los pDriulletros de un producto t:leanl 

funciones analíticas de los panüllet,ros de los factores. Est.o es~ que la función ant,erior 
po:::;ea derivadas de todo:::; los ordenes con respecto a alllbos arg\.uIlentos. SinÜlanIlente 
requerirnos que a en ]¡¡ ecuación [1.29) S8,r 11na función amrlítica de (1. Al grupo que 
c11mple con las condiciones anteriores se le conoce como Grupo de Lie r-pa.mmétrico. 

E,str-l.Tno~ intcJ'(:s;-l.dos princ:ipnlrnente e11 grllpos dc tran~foT'Tnncione:s. Los re~lllta

dos :-llltel'101'(:s para este tipo de grnpos los podenlo~ rcc~cribir de: la signicntc fonna. 

e n grupo ele Lie r -pn.mmétrie(J (te tmnsforma.ciones es 1111 gr11po (le transfmllln.
cim:rJ.:s 

i = 1, ... ,11 

pedimos que J sea ulIa función analítica (le los panlmetros o. 
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Un grupo continuo de trallflfofln<1cioncs debe satisfacer todos los rcqucrinÜcnt,os 
de grupo, entonces para una transformación etiquct.ada por un conjunto de parmne
(ros iL, se jJllcdc Cllcontrar un conjunto dc pawlIletros ¡¡ [<11 que 

:r/l = f(:r'; a) = fUCE: u): a) = /¡/. 

Si aplicarllos una sucesi6n de transforln<1cioncsl 

1/ 
;.D¡ 

li(:E" o o o, :r,,: u" o o., (Ir) 

(1.34) 

(1.35) 

(1.:)(;) 

se requiere que el rebultllClo perteneZcD al conjullto. Eb decir debe exibtir Ull ccmjlllltol 
de valoreb de los parólIletros Cl, o o • , Cr tal que: 

/,(:1:1,. o o, L,,: Cl, o o. oC,.) (1.37) 

los parámetros e deben ser funciÓn de los parámetros a \" bl 

(¡dur, o o o o (J.,.: blo o o o o br ), (US) 

se él,surne qlle bs fUTlc.iones 01,: son élTlél.Htic<::lS y qlle (1 en 1<::1 eCllCl,ciÓn ll.34) semi 
fllllciones analíticas de (Jo También existe un conjunto de valores de los parámetrosl 
(Jo el eun.! corresponde n In tmnsfornmeiÓn idemid"dl 

;[' f(:e; aO) Lo (1.:)9) 

en general tOlnarClllOS un igual a ccro.1 

HDciendo uso de IDb ecuaciones anterioreb obtenemos 

;r;' l¡(;/; b) = flfl el;: (1), o o o, I;,(;¡;: a): b)1 

I fi(:e. e] 
F fi(:C' Óly: b)) (UD) 

abre-viadarll€llte €bCTibirenlüb 

f(f(:c; a): b) ¡·(r (J(a: b)) . " " 
(1.41) 

esta última ecuación es una identidad en x, a y bo 

11.5.1. Transformaciones Infinitesimales.1 

El estudio de Ins propiedades infinitesimales de los grupos ele Lie. esto cs. Insl 
propicd.:ldcs del gnll)O c('lC.:lllaS al d(:lIlCIllo id(:lll idad llOC'i llevaní al cOllccpl () del 
generadores infinitesimales y álgeoras de Lic.¡ 
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Partiendo de la ecuación (1.41) que expresa las restricciones para las funciones fi 
que forman un grupo de transformaciones continuas. Vemos que la transformación 
:J:' = f (x: a) toma los puntos de la posición :J: a la posición x'. Suponemos que 
la transformación con parámetros a toma a :r y lo manda a .T'. Si tomamos un 
parámetro cercano a a digamos a 6a de tal forma que a :J' lo manda a:J:' &c'. 
entonces hay dos alternativas de camino para ir de :)::' a:)::' + (1:.e' 

.T' + d:r' = J(.T; o. + 60.) 

:r' = J(.T; 0.) , d' J'(' - ) :r + .:r =:r; óo., 

de manera general tenemos 

.T~ = JlT 1, ... , :rn ; 0.1, ... , 0.,.) i = 1, ... , n (1.42) 

, l' f' ( , ,- - ) Xi + (Xi = , i :J: l' ... , :J:n : 61, ... , Ól' : 

(1.43) 
k=l 

a/ + da/ (1.44) 

~ [1)/(a 1 , ... ,al';b1 , ... ,bl')] -
do.¡ ~ ab

m 
60.m 

rn-1 ' a=O 

l' 

L ()¡m(o.)eSo. m; (1.45) 
k=-l 

para a = O. e1rn(0) eS/m,' Resolviendo (1.45) para las 6's en términos de da's. 
tenemos 

l' 
eSo. k = L 1!Jkl(0.)do.k (1.46) 

k=l 

donde las matrices1J y e satisfacen 

(O) = 6k( 
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sustituyendo en (1.43) obtenemos 

r 

d:¡:' = L Uili,(X')lj)k/(a)dak (1.47) 
k,l=l 

Q 

(1.48) 

En la ecuación (1.48) consideramos las x"s como funciones de los parámetros a. La 
coordenada x es el valor inicial de las :¡:"s para a = O. 

Si examinamos el cambio de una función F(x) bajo las transformaciones infini
tesimales (1.42) encontramos 

dF = 
n uF n uF r _ L ~d:ri = L ~ L [Ji k (:r)ó(].z 

u.7:¡ u.7:¡ 
i-1' i-1' k-1 

(1.49) 

Los operadores 
n d 

X p = L UiP(X)~J-
;-1 (Xi 

(1. 50) 

son llamados los operadores infinitesimales del grupo. 
Un resultado importante con respecto al comnmutador [Xi, X j ] = XiXj - XjXi 

dice que el conmntac1or de operadores infinitesimales es expresable en trrminos c1e 
operadores infinitesimales. Se tiene que 

(1.51) 

donde los coeficientes C;O" son la estT1u~tum constante del grupo de Lie, claramente 

(1.52) 

además de qne los operadores infinitesimales cumplen con la identidad de Jacobi. 

(1. 53) 

La representación lineal de un grupo de Lie es difinido de igual forma que para 
grupos finitos. Cada elemento H del grupo se asocia con un operador lineal JJ( H). El 
operador JJ( H) actua sobre un espacio vectorial de vectores lV un espacio euclidiano 



!i mlUPos COYTrYUOS lc) 

de dimensión finila o un espacio de Ililbert en el cuiíl un producto escalar positivo 
ddinido eh. 1/;2) esl.{, ddillido. 

La representnción (jebe sn.tistacer los re(]l1erimientos llslmles 

1/)( I?¡) /)(!?2) 
~/)~l~~~,)----~---------------------'\~1~.5~4~) 

El prolJlcllla de ellconl,rar las rcprescllUlciollCo irreducilJlco del g;rupo de Lie be 
pllede al (lun din:d aIlH'ul (' () se puede: considerar el pro blcnw rd.:lcioll.:ldo de CIl

c.ontrDr ID T'epreselltac101le~ irreducibles de Sll úlgebrD de Lie. A cél,dCl elemellto dell 
algebm /1 se le Doocía UlI opemdor lineal /J(/l) en un espDcio vectorial o de Hilbert 
y rcq ucnnlO:::; q lle 

f)(/l + Ii) 

/J(n/l) 

f)(/1) - f)(Ii) 

(t/J(/l) 

f)(/1)f)(1i) - f)(Ii)f)(/I) = [f)(/l). f)(Ii)1 

La rcpn'bcntación del cílgcbra ~irvc C01IlO int,cflncdiario y be IllucsLra que la rc
presenLacióll del ülg;ebra se puede eXl,ender para dar una represenLacióll del g;rupol 
de Lie.1 

En el pnlceso de encontrar 111s reprebentilciones irreducibles de 1111 ;í.lgebra semi
,irnplc, el teorcma de Casimir es eXT,rcmadamcnTc usado.1 

Si los elementos base del iílgebra son X" el operador de Casimir es definido como 

le} = qlHI X()X(j (1.56) 

esle operador conmula COll lodos los operadores de la represenlacióll. DOllde gpa es 
]n invcr~a de 1111(-) forrJln, hilillenl sirn{;tr1cn n,sociadn, ;-1 dos dCHlcntos del r-í.lgrhr:-l.l 

Considerando lln<-l. 1'(:prc~clltaci()n irreducihle;, el operador e conHlllta con todosl 

lOe opcra.dores de In representación y por el lema de Sdlllr es llll lrlnltip[o dd opcra.dorl 
unidad. Entonces el operador (' tiene un valor nÚmerico fijo en una representaciÓn 
irreduci ble dada y el va,lor es usado panl ca,racterizDr la represeTltacioTl irrechlCible. 

Par.:l grupoc-i cC)lIlpacLos y()(J" = _r)fJa C'H UIla base apropiada. el opc:rador dC' Casi

nlir parn este caso es 

(1. 57) 
11' 

1.5.2. Representación equivalente bosónica 

El grupo unitario fI(n) t.iene n2 generadores (\/11 con (i\ ¡JI = L ... ~ n) los cuales 
satisfacen In regla. de conmUTaciónl 

[C,'im, C,'jn] '1 CQ' ( . ,)0) 
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En la naturaleza encontramos bósones y fermiones. Cada uno de estos tiene sus 
operadoretl que cumplen la relación de conmutación y anticonnmtación botlónica y 

fenniónica retlpectivamente. Aqui tomaremotl como ejemplo lotl operadoretl botlónicotl 
lotl cualetl notl tlerán de utilidad para tleccionetl potlterioretl de etlte trabajo. 

Contlideremotl bótlonetl y una potlible repretlentación de (¡im = bJ bm como genera

doretl. tli bI, bm. tlon operadoretl de creación y aniquilación con la regla de conmutación 

[bm , bJ] = 6irn · Se puede mostrar que satisfacen (1.58), es decir, 

(1.59) 

En general, son requeridos varios operadores de Casimir para caracterizar una 
repretlentación irreducible completamente. El número de operadoretl requeridotl etl 
igual al mngo del álgebra el cuál se define como el nÚmero máximo de generadores 
que conmutan entre si. 

1.6. Series y coeficientes de Clebsch-Gordan. 

El producto de Kronecker juega un papel importante en la teoría de tlitltematl aco
pladotl y en la derivación de reglatl de tlelección. El producto de dcm repretlentacionetl 
irreducibletl del grupo G debe tler en general reducible [21. 25]. 

Una de latl ecuacionetl principaletl etl [21] 

(1.60) 

el cual da el número de vecetl au que la repretlentación irreducible /JU etl contenida 
en la representación D(uXjl) v Xt(u) es el caracter de la representación adjunta (J 

Los nÚmeros au son los coeficientes en la expansión de D(jl) x D(u) en represen
taciones irredllcibles: 

(1.61) 

Ésta expansión es llamada la serie de Clebsch-Gordan. Una notación más conveniente 
es: 

(1. 62) 

esto es, (/IV(J) es el nÚmero de veces que D(u) ocurre en el producto de Kronecker 
de D(jJ) y D(l/). Claramente, (/IV(J) = (VJI(J). 
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Los coeficientes surgen del problema de encontrar todas las representaciones 
irreducibles las cuales están contenidas en el producto de Kronecker de dos re
presentaciones irreducibles. Para aplicaciones físicas el problema de encontrar las 
funciones bases para las representaciones las cuales están contenidas en el produc
to de Kroneckcr es de suma importancia. Por ejemplo tomemosn¡i funciones bases 
I/Jjl (j = 1, ... ,nl/ ) para la representación irreducible f)Jl(O). y n¡; funciones base 
(/J'( (l = L ... ,Tll/) para la representación irreducible jJV(O). Queremos encontrar n)., 
funciones w; (,') = 1, ... , n).,) las cuales son combinaciones lineales de productos 1/)j Ói , 
y éstas forman una base para la representación D().,) (e). Sabemos que tal conjunto 

. t 1 t' D().,) , 'd D(I/) D(I/) t '1' ( \).../.. O eX1s.e 80 .amen.e Sl esta conteIll a en x , es.o es , so o slfIV /\ r o 

si (llVA) > l. se van a formar conjuntos independientes wf).,). Hay de hecho (¡LVA) 
"combinaciones lineales independientes" de funciones producto. Para distinguir es
tos diferentes conjuntos, se usará la notación W~).,T,\),,') = 1, ... ,n)." T)., = 1, ... , (VIJ.A) 
que es las multiplicidades de A en el producto (V¡LA). Las funciones wf>\T,\) deben ser 
combinaciónes lineales de los productOSI/)jl (/J'( (Se usa la convención de suma sobre 
letras latinas repetidas. la suma sobre letras griegas será mostrada explícitamente). 

(l.63) 

Los coeficientes (f1.j, vil AT)., s) son llamados Coeficientes de Clebsch- Cardan. (Otros 
nombres son coeficientes de Wigneren caso de SU(2) o coeficientes adición- vector). 

El total de funciones Wf).,T,\) es igual al número de funciones producto (/J'(: 

(l.64) 

Entonces los coeficientes forman (f1.j, vi I AT).,S) una matriz de grado n¡;T1 W 

A partir de ésta relación y su inversa obtenemos las siguientes ecuaciones: 

1.7. 

L)f1..7', vl'IAT).,s) (AT).,sl¡lj, vl) 
~ 

El grupo SU(2). 

6, ,,6T
, T 6c.,1 

AA AI'\ Oc 
(l. 65) 

(l.66) 

Los generadores de un grupo de Lie son determinados por elementos del grupo 
los cuales son infinitesimalmente cercanos al elemento unidad [4, 2l. 22, 23]. 

Los generadores de SU(n). pueden ser elegidos como (n xn) matrices hermitianas 
linealmente independientes con traza igual a cero [4]. 
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Un caso que estudiarcmos más a profundidad es con n = 2. En este caso los 
generadores de SU(2) pueden ser matrices 2 x 2 matrices hermitianas y traza igual 
a ccro, tcnicndo 22 - 1 = 3 gcneradorcs. 

Proponcmos 

(1.67) 

Estas son matrices linealmente independientes. La relación de conmutación de las 
Ji es 

[AA] 2' A 
O"i,O"j = Zf¡jkO"k· (1.68) 

En lugar de trabajar con (¡i' es más convenientes usar cS'¡ = ~(¡i, como generadores, 
simplificando las rcglas de conmutación 

donde (i.Jk cs el tcnsor Lcvi-Civita y tienc las propiedades 

si (ijk) = (123), Y permutacioncs ciclicas 

si (ijk) = (213), Y permutacines ciclicas 

en los demás. 

(1.69) 

(1. 70) 

Ko existe un par de generadores que conmuten {c~l: 8 2 , g:=¡}. El nÚmero máximo 
de generadores que conmutan es triviaL i.e. 1. lo cual determina el rango de SU(2) 
a uno. Por tanto existe un solo operador de Casimir [4] que es 

(1.71) 

A partir de lo presentado en esta seccion deduciremos en lo siguiente. los nÚmeros 
cuánticos y su espectro de eigenvalores [4, 26. 27]. 

1.7.1. Definiciones. 

En mecánica clásica, el vcctor de momento angular es definido corno el producto 
cruz del vector de posición r y el vector momellto lineal [J; 

I~ = T X P (1. 72) 



17. EL GRUPO SU(2). 2" 
d 

La I.rall~ición a la :\Icciínica Cuiíntica ~e hace reemplaDlnclo la variable de lllO

llH'lllo por el O]",w,!or '27] 

I¡J -inv_ (U3) 

implicando 

1174', 
- -

LJ s.:llldo (1. 72), (:~ iluIlcdial () o b tc:llcr las rdacic)lH'c-i de COIUllU La,CÜlIl peUa. loC'i COIUpO

ncnl,c, del operador dcllllolllcnl-ü ClllgubL 

(Uo) 

E~t()s connl11tadoJ'(:s definell el lnOHlcnto anglllm' en lncc:-ínicn cl1(-íntica y c~tn ddllli
ciÓn es ndu; general pues adrnite nÚrneros cnanticos sernienteros corno 'vererIlOS Infl,:) 

adelante. Si el 1110111(;111-0 angular total L es la SUfn11 de 1l10lIlClltOS angulares L(II) Id 
H:la,cioIlCS de connlul.:lciÚll (1.70) suu validas par.:l 1.:1 c-iUIlW Lalubi{;ll. Cou [,{ 

1, = L I/n
) v (U6) 

rDra este propübito. denotarenlüb los operadoreb dellllOlnelltü angular por J :Y USéL
Ternos ID convenciÓn de expresa,r el lT10Tnento é),nguléH en llTlid;::¡cles de h. Pa,f(l las 
rela,ciones de conlTmtaciÓn resultal 

J,. J,. 1177', 
- -

La (:cllaci()ll (l.77) es d punto de: partida de: lluestIn illveslignciúll y d obj(:Livo es 

S[lcal' toda la información posible de: esta definición.1 
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~.7.2. Interpretación física del álgebra de SU(2).1 

Allllque los cOnlpOllellte~ del opeT'c),(Jol' lnomellto él.llgulcll' 110 COllHmti:Hl consigol 

mismos. es fácil mostrar que el cuadrado de operador del momento <lngLÜ111j 

connnlt.a, con cCl,dél uno de sus c.omponentes 

r 2 I J .·h = (l. k = /L l/, .C. 

(1.78) 

(1.79) 

Lac-i (:cllacic)ll('C'i (1. 77) Y (1.7~)) Cc-i\'all Sllj(:Las a. intcrprc\'aciollCS iit-:icas. Ec-i posiblel 

Cllcontrar l()~ c:igcnv!-llorcs sin11l1t:-lllC()~ de )2 y de uno de los cOlnpow:lltC:f-), digarnosl 

J::: uniCéLIllente; pero es ilnpo:::ible de ellcontrDI lo::: eigellyalores de J.T ~l ,iy allllÜ:31IlOI 

ticrnpo, Pcn~nlld() l()~ ()p(:r;-l.dorc~ corJlO IJlnJ,l'1cCS podcrn()~ decir que )2 y Jo puedenl 

ser diagonali7.ados en la misrrm representacion Jlero no los mms componentes J,. yl 
.]'1' Fisicamente esto significa que podemos saber a lo n1llcho, la magnitLld del vectorl 
del I!lOlnC1ÜO anglüar y tóH proyección en lUlO de los ejetó. La pw,vel'CiÓll ,obre lo~1 

otros dos ejes no p1leden ser determinados. Sí V'i m es la eigen±1lnción dd operndorl 
J2 y J" ' elltoncd 

l' J-'I)jll) IJj'I/)jm (UO) 

y 

.1::;'1/) inl rn.'I/)int" (11-11 ) 

En la ccuauon antcrior~ i y rn son los nÚIIlcros cÚantico:::; usados para definir lal 
cigcn[ullciÓn y los corrcspondicnt,cs cigcnvalorcs dcllofl operadores :::;on '(Ji y ¡JI , )Jo
s()tr()~ csLanlOS ill\'crcsa.doC'i ell encontrar que valores plwdcll hHllaI" j y In y Cll\'OllCCS 

loC'i cigcllvaloIcs lJj .v In. 

Definirnos dos opcT'ndorcs diferelltes JI Y J los cllales llaTnnrcrn()~ opcradoJ'(:sl 

de éL::)cellt:lü :y de::)cellt:lo. 

./r ± iJ,! (U2) 

F .. St.él, TloTnenclat.llT'D llegará él ser oEn;ia,.:v su rol cornprendido. Las siguientes re](lcionesl 

de conmlüación ¡)[jeden ser facilmen1.e obt enidas~ 

. 2 I .] . h oj 

[.Iz L] ±·h 

1[.1+· L] 2Jz (un) 



17. EL GRUPO SU(2). 2" .J 

GCllCfillIlOS una llUC\'(1 [unciÓn <I> para pCflnÚir a J+ operar sobre '~'')jm J' ~abcr si c:~tnl 

lllwvn función es una cigenfunción de los operadores j2 y J,. Sea 

<l>± . 

entonces 

') 

J~ J -.ll/J-¡rn 

11.:-i5 ) 

donde se usó la ecuación l.l.:-iO). Al10m se aplica J, 

./'./+':-'.1m 

(.J=.J, = .h)').1m' 

lJ'<llldo la <'CW,,:i,íll (l.Ri) O!J[CIlCIllOS 

1- ./ 1. l. J, 1 )1:'" " 
1 (m ± 1 )<1>+. ( U., 0) 

Encontramos que <I>_ es una eigenhmción de los operadores J2 y J,. El cigenvnlor 
de los opcrndo1'(;:-; )2 llO UUrl hin pero el cigC:Hva!OT' de el opC:T'<-l.dor J 3 C~ mnncntado 

o disminuido por una unidDd. E, precisamente por ebta razón que los operador .h 
son llamados oJlPradores de ascenso y descenso. 

1.7.3. Espectro de los eigenvalores. 

De la discusión anterior eb olJúo que 'In puede tomDl' UlI espectro de valore, 
diferente:.; por llna llTlidnd pnn-l. 1111 v;-doY' dado de J Es f{¡ci] de: lrlOstn-l.T' que los 

'vD,lores que Tri puede tOHl<::lr estaY] Dcota,dos JXH'é) llTl i da,do. Pa,ra esto. consiclerenlOs 
la siguiente relaciÓn: 

1= (rl; (1.87) 

UOlldc los c!cI1wlll ()~ di.:lgoualcs del operador clladrado llcflnit iallO J, y .Jy SOll po
~itiv()s o cero. 

.) ru l/e 2: O. (1.88) 

Esto significa que los y!lIores de rn son acotados para un valor dado de j. Denotelllos 
el valor mínimo de 'In por 'In 1 Y el valor mlÍb alto pO!' 11/2, entonceb tenemos 

rnl. l/Il - L ... ~ ni,'). (l.R9) 
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y se sigue que se deben satisfacer las relaciones 

J+t'~jrn2 

J_'Il'jro] 

O. 
O. 

(UlO) 

(1.91) 

Operando J_ sobre la izquierdD de la eCUDci6n (1.90) y J+ en la izquierdu de lal 
ecnación (1.91), obtenemos 

Donde 

De ahí ~alcll la::; t::iguicnlcs rd(lciollct)~ 

Ilu - 1112(1112 + 1) 

llj - [11'1(1111 -1) 

De lab ecuaciones (1.90) Y (1.97). obtenemos 

O. 
o. 

o. 
O. 

11rJ.,(m2+1) - mlllnl-1). 

ql]e implic:¡l 

(1.92) 

(un) 

(1.94 ) 

(1.95) 

(Ulfi) 

( 1.97) 

(1.98) 

(1.99) 

donde m, - m] es positivo en nuestra elección, de ahí se sigue que m] - -m,. Sil 
etiqlletarIlos los valores 1I1(í,s altos por j cntoIlces el espectro de loC'i valores de ni esl 
daclo por 

-j. -j + 1. .... j - 1. j. (1100 ) 

Hny 2) II valores de 111 y entonces 2) 1 debe ser m] ellWro. ~:sto significa qne 2) 
es un entero y entonces j debe ser entero o ,elllientero. Csamlo la ecuaci6n (1.90) 01 
[1.97), obtenemos los valores del operador J2 

II11 - j(j - 1). lU(1) 

nr:~lJln'}lll()~ l()~ lr:~lJ11,1d()~ ()}¡1(11Iid()~ Par1 i)T)n~ r]¡-'1r1 r]¡-,GnicjÓn de la tlH'c¡Ínjcn cll¡ÍnLi I 

en dd 1l10lIlClÜO angular dado por la CClla,CÜlIl (1.77)~ lienlos lnosLrado qlU: el cigcn
,-a1or del operador j2 es j (j + 1) donde j puede tomar ,-a1ores enteros o scmicnteros 
y para un j dado. d cigcnv.:llor dd opcrador ./Z qucda acot.ado por j. 
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Se ha mostrado quc a partir dc una eigcnfunción se puedrn grnerar todas 
las 27 + 1 cigenfunciones para un eigenvalor fijo 7 por los operadores J±. También 
se puede mostrar que son definidas univocamente excepto por un factor de fase [4]. 
y acorde a la elección de la fase se satisface 

.i+l!)jm 

.i _l!)jm 

¡.fU + 1) - m(m + 1)1!)j,m+l Y 

¡.fU + 1) - m(m -1)1!)j,m-l con 

.L =0 (l.102) 

Los 2j + 1 eigenvectores son transformados unos a otros por los operadores J±, .]2 y 
.iz . Aplicando estos operadores. i.e. en el contexto de operadores de rotación. siem
pre obtenemos eigenvectores o sus combinaciones lineales como resultado. En otras 
palabras, el espacio vectorial de dimensión 1 creado por 
es invariante bajo la aplicación de los operadores del momento angular. Por tanto 
podemos llamar a este un subespacio invariante. Esto nos lleva a la expresión de 
una representación irreducible del grupo de rotaciones. 

En general hay muchos estados para un par de valores .f y m los cuales pueden 
ser denotados por 'l!)njm. Donde TI es un nuevo número cuántico que distingue entre 
estos estados. 

A continuación usando las relaciones obtenidas con anterioridad (ver ecuación 
l.1(2), se puede calcular la representación matricial de los operadores del momento 
angular [4]. 

En el caso del momento angular .f = ~ obtenemos 

() 
,1 

JI) mm' = Sx = "2 

(l.103) 

Ahora consideremos el caso en el cual combinamos dos momentos angulares )1 y )2 
los cuales formán un momento angular total .J . 

A A A 

.i = .h + .h· (l.104 ) 

Ya vimos que el operador suma del momento angular obedece las relaciones 
de conmutación que el momento angular individual. Sean 1!)h rn l Y el conjunto 

de eigenfunciones ortonormales de los operadores .J~, .J¡z y .Ji, .J2z respectivamente, 
tenemos que 

y 

y (l.105) 
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Pensemos por ejemplo en un problema de dos Plectrones, en el que cada partículal 
SÜllplc es d(:~crita por 1.:1 fUllciún de onda '('/-'jllnl (1) Y 'l,i>hm-:!.(2). La l1111CÜlIl de Dlldal 
j,ul al del lIlOlIlcnLo angular de los dos dcctTOIH'c-i Cc-i\'ú dada por '(:-)jrrJl. 2), COll \llll 
rrloYncnto angular tot;-ll j y sn C:OYnpOllcntc rn.. Las cig'CllfullcioYlcS de: l()~ opcradoJ'(:sl 

dd IllOI!lC1ÜO angular total .7" y .7, son dCllotado, por U)jm (L 2), Escribilllo,U'Jm 

1 ¡ , : 11 ' (2', L f "¡ ¡ 1 ¡ ¡' I COIno e pro e Ileto '(:'Jj¡;ll¡ '(')';2;1)2" a. l~I~Cl()l~ ~,(' OIl( a. loLa. [)lW( e ser (cscul.:l COlllO \lUa. 

I ' "1' 1 1 ¡ , ' 11 ' ,2, 
COIIl )lnaUon 111ca el' prü( uctü~ 'C))l;Tl l '1/-:)2;TI'2' 

Vjm(L 2) ¿ UI Ill l.hnl 2 jrn)'(:>;~;1I1'(:>;~;n2' (U06) 
Inl,in2 

L()~ C()c1.iciculcC'i (hnl'1.hnl,')liru) lllllcsLran la dcpcllcia dc: los nÚnwfos cwí,nLicos. Ec-i

tos son los yn conocidos coeficientes de Clehsch-Gordan. SegÚn el acoplamiento (lell 
nlülnento angular :b] telleIllOt:l .h - .hl S; j S; .h - ,h COlno yerelIlOS HHís abDjo. 

La relación (1.10(j) da la tnmsformación del espacio de Hilbert, generado por losl 
yectores ortollOlTllalet:l (')jllnl Y '1~'hn)2 DI conjunto generado por 'I/')jm. AL continuaciónl 
encontra,rernos 1(18 condiciones IXlri:l.lél, eVél,lllCl,ciÓn de los coeficientes Chrn'1.hrn2.ljrn). 
Apliccl.TYloS ·r a b IXlne desél,copla,dt::l 1;'>'ilUl,¡ (>.j)'/nJ 

1

""· )(., 1,)·:11.:21 = D (l/11 + IIl2, )1'fl.2)'Jlfl.2 .JIU '(.')j¡;n¡'(.')j2;1l2' (U07) 
ml·m 2! 

De la mis11ln forma actnan(lo, sobre la parte acoplada ¡¡'1 m tenemos 

n/"/¡')jn¡ (UOS) 

LD blUIW sobre 1n1 -va de -.h :s; tll'1 S; .71 i.:1nalógellnente para el caso de lr¿.'2 quel 
ton];:=¡ los '\/;]lor83 -'12 < l112 < h. De 1(18 condiciones é),nteriores ,l lél, condicion del 
independencia lineal tenernos qlle 

o, ( U(9) 

Esto irnplicél qlle los coeficientes 1.,h1n1.hmlIJm) se hacen cero pam m el m1 + In2' 

i,c, rn. ,1<;['" satishu'r 111 = 1111 + 1112, Podcmos r"ducir la doiJlc SUlll,üoria dc (1.106) 
haciendo rn'2 = In - nil. llegando el 

(1.110) 

El biguiellte paso es calcular los valores posibleD pDra el nÚrllel'Ü cuúlltico j. USDlllosl 
que 

1

2 J t'--'jnl j(j + 1)1;'1"'· (1.111) 
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Sabemos que - j ::; rn ::; j. De la relación anterior que rn = rn1 + rn'2 tenemos 

mma,y = ,71 + ,h· (l.112) 

lo que implica que 

.7max (l.113) 

A partir de estos resultados los valores que) puede tomar son [4]: 

)1 +)2 

J= 
)1 +)2 - 1 

(l.114) 

Para simplificar el siguiente procedimiento haremos uso de la notación de Dirac, el 
bracket. La ecuación (l.106) se escribe como (suma sobre Índices repetidos) 

(l.115) 

AqUÍ Imlm2) representa el producto Imlm2) = 1)lml)l,hm2). Los nÚmeros ,71 y,h 
son omitidos, y deben ser considerados como números fijos para cualquier rn1 Y rn'2 
que aparezca. El elemento matriz es 

(rn 1rn'2ljrn) =.1 mI (1) (2) (1, 2) dVí dV'2. (l.116) 

Acorde a nuestra notación previa (l.106), el coeficiente de Clebsch-Gordan es 

(l.117) 

De la ortogonalidad de ambos conjunto base deducimos 

(l.118) 

En lo siguiente buscaremos una relación de recurrenCIa para los coeficientes de 
Clebsch-Gordan. Comenzando por 

El operador de momento angular en componentes esféricas es 

Jo (l.119) 
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Aplicando J ,,(1.115) obtenernos 

11.120) 

Csmldo (1.102) encontramos ql]e 

[.1(j + 1) -m(III.+ 1)];ljnr+ 1) {[,hUI + 1) - mi (111] + 1)];lml + 1m")"+1 

[,hCh + 1) -ll/o(m2 + 1)]jlrn¡1I12 + 1)} X (lII¡rn21i1ll) (1.121) 

Sustituyendo (l.llo) del lado izquierdo obtenemobl 

(1.122) 

Aquí be introdujo In~ 111] + 1 en el primer término del lado derecho y en el segundol 
lórmino Ae hiLO m; = )))2 + 1. La suma dem~ v'<1 desdc -,h il ,h, .Y m; va dCACle -,h 
a ,h L" razón es porque el factor de los términos m~ = ,h + 1 Y nlS =.12 + 1 se hacenl 
cero en (1.121). Entonces en (1.122). los térrninos con rni - ,h + 1 Y m; - .12 + 1 nol 
cOlllribuycn. Silnilauncntc Cllcont.ralIlOS que lOb l(:IIniIlos COll In'] - -j] ,y r¡¿~ - -.h 
en (1.122) !)(')"!,clH'ccn al vector mdo 1 - ,h - 1.111.0) Y IrIIl, -,h - 1) en (1.121) yl 
no contri lmycn al n"nltado, rII.; y Irl.;) son índices dc la s111wl.toria que podcTnosl 

renombmrlos de nuevo como mi 
IIn]'ln2), 

m~ y 1n2 111; , Comparando el factor del mis mol 

Xj + 1) - 11 Ir I 1/ + 1) P (III¡ rn2 j rn + 1) 
1 

= [hlh + 1) -rII¡(rn¡ -1)P(III.¡-1.11121i1ll) 

f+-[M,h + 1) - m2(rn2 - 1)]j)(rn¡m2 - 1I.1m). 

HcpitiCIldo el proceso COll .~ nos da ItII resulLado aniílogo 

= [jd)] -1) - m](m] + 1)Hm] -1m'2Ijm) 

(1124) 

Estás relaciones de reCLll'l'encia nos permiten derivill' los cocflcienl.es de Clebsch
Cordan pam un rnmnento angubr j. pero diferente m. A partir de estos últinwsl 
c(:ua('iOlleS PO(l(~IlIOc-i ('valuar los CO(:Ücicnlcs de Clc:b~(:h-G()n1(l1l (Irl.lIrI-2IjIrI-).1 

Estn iClca fue usncla también pnm construir Coeficientes de Clcbsch-GorClan del 
SU!:\) [10],1 
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~ .8. Teorema de Wigner-Eckart. 

Definimos 2k+l operudore" t¿") (q -le, -k+L"" le) que son los componenteb 
de un opemdor irreducible de la siguiente forma [íl], 

¡; 

¿ 1;;(klJ'I/~I"lklJ) 1"] lr) . . _,) 

q'=-kl 

Sean los vectores base 1 Tj In), v el elemento lllí1triL (T,/ fII'II~''') Tjrn), de uul 
opemdor irreducible, F,ste esb dado por el producto de un elernento Yrléltri7 reducido 
(T'/IITI!") liT)), el cllalno depende ele m, mi y '1, Y Illl coeficiente de Clebsch-Gordan 

( ,,, 'IAlk'l ') , '11\' "'1 Alk'l ') T)m T,/ 'T)m = Umk(1) m )\T,] T" T,] . 

Lll demostraciÓn "e puede encontnH en [8], 

1.8.1. Coeficientes de Wigner para S'lJ(:'l). 

( 1.126) 

La letrD O:' ln ViJ1nos el llSél,r pDl'iJ repre::-:entClT' un COlljUllto de etiqlletns uSDdu,s p;],1'DI 
distinguir bases ortonormales dentro de una representación irreducible r (Ap) de 
8U (:3), El coeficiente de v"igner (r, n,:r "el" Irel) p eb definido como un elemento de 
una trans[onnación unitaria cntre representaciones irreducibles ortollornlülcs aco
pladas y no I1copladas de SUI,;')' El indice p es ll1W etiqueta de Yrlllltiplicic]¡)(j ye" 
usacb pl1ra distinguir entre rnultiples ocurrencia" de f en el producto f 1 X f 2 [28], 

Aquí cr - fAMA pam la cadena de grupo cI1T1ÓnicI1 SUr;}) -.J SU(2) '8 U(l) 01 
(f = klAJ pmu SI/(:n ~ SO(:l) dOlldc k es el íudice el<; uudtiplicidae[ para (A,II) 
[28], 

EllcOIuua de \VigllCl ('U d ca", S/J(:\) ~ SIJ(21 8 (j(l) está dado por2S] 

¿ (11(11, 1 2(121 In)¡r(I¡III¡" 111')/" 
1" 

El coeficiente de Clchsch-Cordml se ]llwdc facr,ori/ar corno 

¡llf¡A¡!\1A,: f2f2!\2MA, ffA;1"',)" 

1= (I¡(¡A¡: 1'2(2A211'( A)p(A¡!\{", A2M A2 AM.,) , (l.l2R) 

El primcl fact.or dd bdo delecho de b ('ul<lci{¡u (l.l2S 1 se llama codiciell1.c isoescalm 
y d s(\~lll[([O ract.or 'éS simplemeut.e lIll codicieu1c de C;lcbsch-(~ordau ,le S(j (2) [2S]. 
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n .9. Resumen.1 

lla~La aquí hClnos dado un rcpa:::;o (1 la teoría de grupo~ nccu:lcnia para l"OIllpreIl
Cler el tema central de In tesis. Comenzamos con la definición del grupo finito. Comol 
ejemplo trabajamos con el grupo simétrico. Introdujimos las definiciones Cle In, tah/nl 
.iI d-iagmnw de Young haciendo mm di"tinc:ión entre estiÍs dos. l:no de los puntosl 
ilTlportallte::; qlle se lnellcionó eb lél, represelltacióll de gnlpos, cnTéJ.cteres e irrechlCi

bilidad de una repreoentación. Cou este último puuto tenniuCllllmi la revisión sobrel 
grupos finitos. POfltcrionncntc de una fnancra breve aborda1I10s el t,en1.:1. de gruposl 
continuos T-parametricos de Lie v sus generadores. De estos Últimos vimos dos del 
sus propiedades, In, connl1ltativiClaCl y In iClentidad de Jacohi. Continuamos con unal 
represellLacióll equiv<llcllle Cll el espacio de !Jo"olleCi .Y el porquc de la ulilizacióll del 
este espncio. Vimos 1111:1 noción CId operador de Casimir. 

De lm~ ~ccciolles rnns irnport;-l.ntc~ es el q11e se rcfiere a coeficientes y series del 
Clcbcch-Cordan pUCo oon partc relevante para oecciones pOéiteriorcs. 

I'inalmeute trabDjDlllos cou má" detalle el ejemplo del grupo SU('2) lwciendol 
cn[aAls en su llnportnncin clcn1 rn de la fiskn cuántica. )Jcnciolliunos lns fónnulas del 
reCllrrencia importantes para In obtención de coeficientes de Clcbsch-Gonlan. 

Como sección final Cle este capít.ulo hablamos del Teorema de Wigner-Eclmrt 
para el grupo ¡-"~U(;~) qlU: jllganí lUl p(1pd lIllpOrLanLC deIltro dc 1(1 gCllclali:;,aciÓlll 

CId método propuesto a grupos mayores. Para 11lnyor facilidad en se introdujo lal 
notación de Dime. 



Capítulo 2 

El caso SU(3). 

Después de habcr revisado todos los elementos básicos y necesarios pmceden;mos al 

desarrollo matemático para la obtención de los coeficientes de Clebsch-Gordan que nos 

servirá de ejemplo para nn trabajo posterior con U(8) 

2.1. Reducción de SU(3). 

Como ejemplo tomaremos la cadena de grupos 

SU(3) ::J SO(3) ::J SO(2) 

(~:M)k rn. (2.1) 

donde (~: {1) denota a las representaciones irreducibles de SU(3) y k la multiplicidad, 
1 es el momento angular y TrI su proyección. Consideraremos solo representaciones 
irreducibles de tipo (N: O), las cuales son simétricas. Esta consideración se debe 
a que para el caso de la cadena de grupos U(8) ::J SU(3) solo nos interesan las 
representaciones irreducibles [N] totalmente simétricas. Así como también en el caso 
más sencillo. i. e. SU(3) ::J SU(2) para las representaciones irreducibles (N: O) hay 
soluciones analíticas con que comparar [11]. Para este tipo de representaciones el 
Índice de multiplicidad es k = 1 siempre. 

El primer paso es la construcción de polinomios representando estados de máximo 
peso en SO(3), i.e. ::-Jecesitamos resolver las ecuaciones de eigenvalores con TrI = l 

NPNU(bl ) 

lPNlz(bl ) 

o. (2.2) 

Para esto. los acoplamientos elementales (también llamados epd's. "elementary per
misible diagram" o "Integrity basis") [29] tienen que ser construidos, es decir. un 

33 
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conjunto completo de acoplamientos básicos ell términos de operadores bosóllicos de 
creación b~) (TrI = O, ±1) de tal forma que todos los estados de máximo peso para 
un momento angular tlean obtenidc)tJ por un número ele oscilación ele quanUltl total 
IV [30.31]. Hay dos epd's [30. 31]. i.e. 

A 

/3 

b~l 
-V'3[bt .~ bt]bO] 

(bi .IJf). 

donde la última igualdad de (2.3) se define como 

¿(-l)mbl bl 
m -m 

rn=O 

-2b~1b~1 + (bb)'2· 

La relación entre indice covariante y contravariante es la siguiente 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

y además sa bemos que por ser bósones cumplen las relaciones ele conmutación 

Reescribiendo (2.4) tenemos 

""' bt bt m ~m 
m=O 

2b~lbl +1 + (bbr2
• 

(2.6) 

(2.7) 

Por la regla de conmutación (2.6) podemos interpretar los operadores bm como de
rivada ~. Si hacemos b . = ,,!L. b =,,!L V b+ 1 = ,,!L tenemos 

Db;n +1 rJ.T1· ° rJ.T2 u Dx.3 

[j2 fj2 
(b·b) = 2-,.-+~. 

(JI; 1 ·7::3 (JI; 2 
(2.8) 

El estado de máximo peso no normalizado está dado como 

(2.9) 

Esto nos permite generar todos los estados del momento angular para un N fijo. 
Con referencia a [8] un estado en general I IV l TrI) se escribe como 

I ) - 4 (1 i)n (1) I ) N 1 rn - ., n lb· b Ylm b O (2.10) 
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donde ¡1nl es la normalización y Ylm son armónicos esféricos sólidos. Tomando ell 
cuenta que TI = 7 para !i nl , tenemos que [8. 31] 

Anl [(2" + 21 :7[1)1I(2T1)1I]

1 

(2l+1)!!(i )1 
---,- b+1 . 

47f-!. 

(2.11) 

(2.12) 

Por conveniencia no hemos tomado en cuenta la fase (-l)n en !i nl que está en la 
referencia [31]. Ahora construyamos el estado IN l l) usando la ecuación (2.10) con 
rn = 1 el cual será un estado de máximo peso y de donde podremos sacar su factor 
de normalización. Así tenemos 

IN 1 1) 

Ar' l(bl . bi ) N;I (21 + 1)!! (l t )110) 
, 4íTl! )+1 (2.13) 

Haciendo la sustitución de (2.11) y simplificando el factor obtenemos 

IN 1 1) = 

1 

bl . b' -2- b O 
[ 

(2l + 1)!! ] 2 (J. .~)N-I ( i )11 ) 
(2n + 2l + 1)!!(2n)!!l! +1· 

(2.14) 

Esta Última ecuación (2.14) nos da el estado de máximo peso en SO(3) normalizado 
con Ull factor de llornwlizacioll ~11 

1 

[ 
(2l+1)!! ]2 

(2n + 21 + 1)!!(2n)!!l! 
(2.15) 

Hasta aquí ya construimos los estados de máximo peso normalizados. 
El mismo resultado se puede obtener partiendo de (2.10), aplicando el hermi

tiano conjugado del lado izquierdo y usando métodos algébraicos manuales [31] o 
algébraicos numéricos [32]. Es importante notar que para el caso de U (8) hay que 
usar métodos algébraicos numéricos porque los manuales dejarán de ser manejables. 

2.1.1. Construcción de un estado con m # l. 
Ahora continuaremos con la construcción de estados. El estado IN l m) con 

mil lo expresamos como 

IN l m) = N/~~mIN ll) (2.16) 

donde IN l l) es el estado de máximo peso normalizado, N es el factor de normali
zación del nuevo estado y I~~m es el operador de descenso aplicado (l - m) veces. 
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Para encontrar el [a(;t,or de nOflnaliza(;iÓn haccnlos el producto con su conj ugado .vI 
ObÜ\tlCIJ)osl 

(2.17) 

A ntes de contiTllHH' con la, dechlCción 'v€;:nnos COTno es b a,plicél,ción de un open:¡dorl 

de ascenso 1, 1 ¡] llTl estélClo //'_1 N / TrI) 

In-I 

L+ L"IN /1) 2:>,,-1-kL,L]L~IN 11) (2. Hí) 

i1=l ¿ /,,,-1-'2(1 ¡,,')/i' 1,\:"') ti J , " , . - . (2] 9) 
k~O 

En ln últinw igualdad lNllTlOS quel 

'2/'0 . ('2. '20) 

y 

(2.21 ) 

Continuando con el algebr¡] a partir de (2.19) tenemosl 

n 1 ti 11 

IL 1,,,-12(1 - k) 1 N 1 1) /.,,-1 (21n - 2 L k) 1 N 1 1) (2.22) 
k-O 1,:-01 

y 

lfI=ll 

211/ - 2 ¿A 21n - n(n - 1:1 
Ik~iI 

1/('2/- n + 1). ('2.'23) 

o htcncmos finnlnwntc qnc la aplicación eld opcrador elc crcnción cs 

L Ion N 11) = n(21- n + l)//,IIN 11). (2.21) 

Para darnos una idea si hay alguna [oIlllula para el caso general hacclllos una segundal 
aplic(l.cióll dd operador de CH'(l.CÜlIl ,y ob~crVaIllOc-i <¡lU: 

/.¡ /." 1 N 1 1) 1, 1 n(21- n - 1 )//'-lIN 11) 

1/(1/ - 1)(21 - n + 1)(21- n - 2)//' "IN 11). (2.2G) 



2.1. REDUCCIÓN DE SU(3). 37 

Con estos resultados en cuenta hacemos la prop?1Csta de la formula para p <n 

I¡~I/~IN ll) = n!(2l-TI+p) /on-PIN ll). 
(n - p)!(2l -n)! -

(2.26) 

La demostración la haremos por inducción. La base de inducción ya la comprobamos 
con las ecuaciones (2.24) y (2.25). Suponernos la formula (2.26) válida para p, queda 
por demostrar que es valida para p + l. i. e. 

L+ n!(2l - TI + p)! Ln-PIN 1 1) 
(n - p)!(2l -n)! -

Tl!(2l-n+p)! ()( .) n-p - 1
1 ) 

()'( )' n-p 21-n+p+1L_ Nll n - p . 21- n . 

n!(2l- n + (p + 1))! //-(p+l) IN ll) 
(n - (p + 1))!(2l - n)! -

que es lo que queriamos demostrar y por tanto es válida la formula (2.26). 

(2.27) 

Ahora ya podemos continuar con la construcción del estado arbitrario. Usando la 
ecuación (2.26) tornando a p = l- m y n = l- m. sustituyendo en (2.17) obtenernos 

N 2 (N lll/}-m/}-mIN ll) = N 2 (l- m)!(2l)! (N lllN ll) = l. (2.28) 
+ - (2l - l + m)! 

Para encontrar el factor de normalización usamos que (N III N ll) = 1 

y despejando N tenernos 

N'2 _( l---c-_·_m_.) !---c-( 2_l_)! = 1 
(1+rn)! 

N = 
(1 + m)! 

(1- rn)!(21)!' 

(2.29) 

(2.30) 

En este punto hemos obtenido aparte de la expresión de los estados de máximo 
peso, también la expresión de estados arbitrario TrI T l con la ayuda de operadores 
de descenso /~_. 

2.1.2. Coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3) ::J SO(3) ::J 

SO(2). 

Los cec de SU(3) ::J SO(3) ::J SO(2) están relacionados con la integración de 
tres polinomios normalizados para el caso de representaciones irreducibles totalmen
te simétricas. 

(2.31) 
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La notación (2.:31) la podernos ver corno: 

(2.:321 

Si aplicalllos el '!"OIUWl de Wigner-Eckarl de SU (2) [,1] a (2.:\2) o!Jlenelllos: 

liNr lo ln:rlT'x, 1, ",JI!') N" 1, In") = (1, nI"I¡ nI·¡113m:l)(No 13 Wv, I (/¡I'IIIN, 1,). 

1(2.33) 

Del lado derecho de la igmddad tenemos llll codiciente de Clcbsch-Cordan y 1ml 
elemento doble reducido de SI!(2J. Pero por otro lado podemos "plicé1r a (2.:32) ell 
Teore1na de vYigner-Ecbrt de SU(3) [28 

KN:1 1:; 1n:IIF':" 1, m, (I))IN, b m,) = 

((N",O)l/, fII,,(N¡,O)l/, 1l1¡I(N"Oll /:1 Illr),(N,IIJ-\JbilIIIN,), 

ED donde' ilborrl 1c'ne'mo~ dCl] ]nelo de'rC'cbn de' lE! ('('lJ¡-jr-j61-1 lID coC'Gcjcl-llc el,-, ClclbAC'h 

Gordau y \lU elellleul,o triple reeh lcielo de S (j (:\). En esl c caso solo hay lIll ÜI,iplicidades 
igwrl a 1 en el prod\lclo ( !V" O) X (N LO) Y por lo tllllto uo aparece la Slllll<l toria del 
la ccuaciÓn (1.127). Sin clnh.:lrgo lnanLcndn:1110S p = 1 (:11 la nol aCi()ll dd codiciclltC 

de Clcbsch-Cordan y el elemento triple redncidoj 
AllDlizClT'elnOS l111 CDSO nmy pu,rtículu,r dOllde los polinonlios de i1HJices 1 y;3 semi 

de mlÍximo peso ell 80(3) de esta mallera el elemento (!V:ll:lI:l1 /\,1,1, (b i ) IN2121:l -/1) 
puede ser céllclll<::ldo lls;:=¡ndo <::lnnÓnicos esféricos _8]. Par;:=¡, esto torn<::lYnosl 

ni:] lJI 
IIll Ir 

1m] + rn2 7111 

1] + ni, /:1> 

A PllIlir de (2.:\!í) podemos ebl\lcir quel 

(2.:\6) 

ad(:111iís que 1'2 ddw Clllnplir C011 las desigllald.:ldes 

(2.37) 

Tomando esto,; valoreb y tiu,;tituyelldo en (2.:32), (2.33) y (2,:34) tenemos 

(NolrIJlPvlI111(ht)l:V,VJ I¡) = (12/3 1¡,I¡I¡1/3/:r)(:V:l IrllP.v1 11(1i)IIN,I,) 

F ((N",O)1I,lj-l1, (N1,O)111111(Nr,O)1IJ,l)1((N"O)IIIP:xoj(l})II(N"O))I. 
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El elemento matriz puede ser obtenido usando los resultados para armónicos 
esféricos sólidos dado en [8] esta manera de obtenerlos de forma analítica se vuelve 
complicado para grupos de rango mavor. Otra forma más práctica es aplicando 
directamente el polinomio (1 PN:1l:Jl:J (b) al lado derecho y usando la relación Ir = a~!n 
para calcularlo algebraicamente a través de un programa como MATHE:\IATICA 
[32]. 

La ecuación (2.38) es nuestro punto de partida para la generalización a U (8). Sin 
embargo para fines de U (8) el elemento correspondiente será calculado algebraica
mente, usando las relaciones de conrnutacion de los operadores de ascenso-descenso y 
las expresiónes equivalentes de IL en términos de operadores bosónicos que veremos 
mcls adelante. 

De la primera línea de la ecuación (2.38) mostraremos como calcular el elemento 
del lado izquierdo para un caso en particular. Y como ya conocemos los coeficientes 
de Clebsch-Gordan de SU(2) entonces el elemento (N?, l?'IWNI /1 (bi )IIN2 l2) doble 
reducido puede ser calculado. A partir de este elemento doble reducido podemos 
obtener todos los elementos (N:il:im?'1 fJNI/pnl (bj-)IN2l2m2) los cuales ya no son estados 
de máximo peso. Este es el primer paso. 

El segundo paso se hace a partir de la misma ecuación (2.38) pero en la se
gunda línea en donde tenemos que determinar el elemento de matriz triple reducido 
(N:3111 PN1 (bl ) 111 N:2) 1· Para realizar el cálculo de este elemento haremos uso de un caso 
especial en el que queda igualado a (N:il?,m?'I/JNI/pnl (b l )IN2l2m2). Del paso anterior 
este ultimo elemento ya es conocido para cualquier caso, por lo que podemos calcu
lar el elemento triple reducido. En este punto tenemos lo necesario para calcular los 
coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3) para estas representaciones partículares. 

En lo que resta del trabajo procederemos a encontrar la forma analítica de los 
coeficientes y comparar con resultados existentes. 

Para realizar el cálculo del elemento (N?,l?,l?'WNI/I/I (bi )IN2l2l?, - h) usando el 
operador de descenso IL necesitamos conocer su aplicación al estado de máximo 
peso. definimos 

y IL está dado por 

L_ = V2 L (1 7nl11 7n211 -1)b~nl(-1)1-m2Ir2 

V2(10,1 -111 -1)b);b1+(1 -1,1011 -l)b~l(-l)bÜ 

bl¡b1 +b~lbü 
d d 

:E:2-.. -. + ·7::3~· 
dXl (;:1:2 

Usando IL podemos calcular 

(O IPN:1 l:J l:J(b)PN1 h dbi )PN2 /2 l:J-ll(bl)IO) 

(2.39) 

(2.40) 

(2.41) 
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donde I/JN212h-l¡ (bt ) 10) se obtiene aplicando 1~~-(i3-I¡) I fJN21212 (bt ) 10). Por tanto el 
estado normalizado que se obtiene es 

(2.42) 

Si hacemos 

t 
b+ 1 :EI 

bi 
o :E:2 

t b_ 1 T;i· (2.43) 

Podemos hacer el cálculo del elemento (N3l3[;iWN¡I¡I¡ (bi )IN2l2l3 - [1) de manera 
algébraica. usando la representación de operadores bosónicos de IL. 

Por otro lado ese mismo elemento corno ya }l(1 biarnos mencionado anteriormente 
es calculado en [8] con normalización !l nl y armónicos esféricos sólidos Ylm haciendolo 
de esa manera tenemos que 

l 

L [(2h + 1)(2l2 + 1)] 2: 
( ) (1111,121:3 -1111 rn) 

471 21 + 1 
1m 

donde se utilizó 

(2.45) 

De la ortonormalidad de los armónicos esfóricos obtenemos las condiciones para 
1 y rn. Siendo estas condiciones 1 = 1:3 y rn = 1:3 que implica 

([1 h, [2 l3 - hl l3 [;i)(h 0, [2 0l[;i O). (2.46) 

En el Último renglón el elemento (h [ll2 l3 - h Il3 [;i) aparece nuevamente por lo tanto 
comparando con la ecuación (2.38) se tiene que 

¡ 

(2h + 1)(2l2 + 1) 2: 

( ) 
(11 0,12 011:3 O). 

471 21:3 + 1 

(2.47) 
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Hasta aquí ya resolvimos la primera parte de la ecuación (2.38). Para la segunda 
parte es decir con referencia al segundo renglón de la misma ecuación (2.38) toma
remos l111CVmncnte un caso particular pl1ra fi1cilitar el cálculo, i.c. N¡ l¡, N). ' 2 

Y N:3 = 1:3· LI1 ecuación se escribe de la siguiente forma 

(N3N3N3IPNININl (bi ) IN2 N:2 N:2) = 

((N:2,O)l N).N:2, (N¡,O)l N¡N¡I(N3,0)1 N3N3) ((N3, 0)IIIP(N1,ü)(bi)III(N¿, O)) 
= ((N2 , 0)lN2 , (NI, 0)N1 11(N;i: 0)lN3h 

(N:2N:2, N¡ N¡IN3N3) ((N3, O) 1 1 IP(N1 ,ü) (bi ) 111 (N)., O)) (2.48) 

La última igualdad salió usando la ecuación (l.128) en donde aparece un factor 
iso escalar. LI1 ml1nem de cl1lculmlo yl1 fue mencionl1do con I1nterioridl1d 111 hablar 
del elemento (N;il;i13WN¡IJi¡ (b l )IN2l2l;i - h). Pero en el caso considerado el factor 
isoescalar y el coeficente de Clesbch-Gordan de SU(2) son iguales a 1 por ser aco
plamientos line111es teniendo finalmente 

De la ecuación (2.47) sustituyendo los nuevos valores para ll, 12 Y l;i tenemos 

(2.50) 

El coeficiente de Clebsch-Gordl1n de esta Últiml1 ecuación tiene unl1 forml1 mlalítiCi1 
conocida que esta dada por 
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Sustituimos (2.51) en (2.50) y usando el resultado (2.49) obtenemos 

Tomando ahora N:~ NI + N2~ N:~ NI N2 Y Ni N2 NI para una mayor 
. l·fi . / 1· d (2N3+1)11 I I 1 ·1· 1 . / slInp 1 caClOn y sa )len o que (21V3+ÚI" = (2N3)11 = :2,\1:1 N;j! PO( emos eScn)1r a ecuaClOn 

(2.52) como 

A partir de (2.47) obtuvimos 

4íT(2n3 + 2l:i + 1)!!(2h + 1)(2l2 + 1) 

1 
:2 

1 
:2 

(2.53) 

(2.54) 

Para obtener la Última igualdad escribimos de forma explicíta el coeficiente de 
Clebsch-Gordan de SU(2). Definimos para fines posteriores (nk = Nk

:/
k

) 

1 

(2.55) 
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Usando (2.33) Y la segunda igualdad de (2.48) tenemos 

([2 m 2, '1m111:3m:3)(N3':31IPN,I, (!J
'
)IINJ2) = 

43 

((N:2 0) 11AN1, O) 1' 1 11 (N30) 11:3) 1 ([2 m 2, ' 1 m111:3m:3) ((N3, O) 111P(NI ,O) (!Ji) 111 (N2 , O)) 
(2.56) 

En esta última ecuación ya conocernos los elementos doble y triple reducido, 
ecuaciones (2.55) y (2.53) respectivamente, notamos que aparece en ambos lados el 
mismo coeficiente de Clebsch-Gordan de SU(2) por lo que se anularán cuando des
pejamos el elemento isoescalar y sustituyendo las ecuaciones (2.55) y (2.53) llegamos 
a 

(2.57) 

Con esta última ecuación y los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(2) ya 
conocidos podernos calcular los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3) que es 
nucstro objctivo final. 

A continuacion haremos comparaciones con resultados particulares. En [9] tene
lIlQS 

((A, O)L - 1; (1, O)lll(A + 1, O)L) = 

Para obtener ese resultado tornarnos los siguientes valores 

N2 A 

NI 1 

N:3 A+1 

l2 I~ - 1 

l, 1 

l3 L 

y sustituirnos en (2.55) obteniendo 

l :2 

1 

I~ [(A + I~ + 2)!!(A + 1 - 1~)!!3(2/~ - 1)!0!2!]:2 
X = (!~ _ 1)!2!0! 3!!0!(A + l)!!(A - 2 + 1)!!(2A + 1)! 

Finalmente hacernos las sustituciones correspondiente en (2.57) 

(2.58) 

(2.60) 

(2.61) 
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Está Última ecuación es igual a (2.58). 
Por otro lado en [18] se tiene la siguiente formula analítica 

1 
((>'lO)/~l, (A20)/~211(AO)/<i) = 4[1 + (_l)AI+LI][l + (-1)A2+L2](!~lO/~20IU))· 

1 
2: 

Usando la ecuación (2.54) sin expresar de forma explícita el coeficiente de Clebsh
Cordan de SU(2) y la ecuación (2.57) en donde sustituimos Ni = Ai, li = I~i con 
i = L 2 Y N;i = A, l;i = I~ tenernos 

1 

[ 
(2/~1 + 1)(2/~2 + 1)Al!A2!(A - 1~3)!!(A + A + 1)!! ] 2: 

(2L + 1)A!(A1 - L¡)!!(A2 - L:2)!!(A1 + L 1 + 1)!!(A2 + L:2 + 1)!! 

que es igual a (2.62) excepto por el factor H1 + (_1)iV1+l1 ][1 + (_l)iV~+b] que se 
anula pues Nr,. más lr,. es siempre par. 

De esta manera terminamos las comparaciones con resultados anteriores. En con
clusión el método es efectivo y fácil de generalizar para grupos mayores, cumpliendo 
así el objetivo de este trabajo. 



Capítulo 3 

Futuro. 

Obtención de coeficientes de Clebsch-Gordan de U(8) ::J 0(8) ::J SU(3). 

Después de haber concluido con el ejemplo donde obtuvimos los coeficientes 
de Clebsch-Gordan para representaciones irreducibles (N, O) de SU(3) de manera 
analítica dentro de la cadena 

SU(3) ::J SO(3) ::J SO(2) (3.1) 

y haber hecho una comparación con los resultados existentes. el siguiente paso es 
aplicar estas ideas a el grupo U(8) con la cadena de grupos 

U(8) ::J 0(8) ::J SU(3) ::J SU(2):;lJ U(l). (3.2) 

Continuando con la idca prcsentada comenzaremos por cxpresar los acoplmnientos 
elementales (epd's por sus siglas en ingles) del grupo U(8). Estos epd's serán ex
presados en términos de operadores bosónicos, de tal forma que los epd's dan una 
completa representación de todos los estados del grupo U(8). 

Posteriormente despues de tener explícita de los estados procederemos 
a los coeflcientes requeridos. 

Este cálculo planeamos hacerlo con el paquete de cómputo l\IATHE:.\IATICA 
apovechando su fácil manejo y aplicación, para posteriormente hacer una transfe-

de los a algún otro lenguaje que podría ser o FORTRA:"J. 

El objetivo de los programas es generar archivos de datos que sean facilmente 
retomables por otros programas y así realizar con ellos, por ejemplo, la verificación 
ele la validez del modelo esqucrmítico ele QCD. 

En un futuro mucho más lejano se continuaría con la aplicación del método a la 
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cadena 

U(24) ::J U(8)x U (3) 

U U 

O(8} SO(3) 

U 

SO(3), (3.3} 

que aparece en en sistemas de muchos gluones [33]. 
En las siguientes secciones se da una descripción de los avances realizados en el 

trabajo propuesto. 

3.1. Estados de U(8) ::) 0(8) ::) SU(3). 

Los bósones bajo consideracíon tiene ocho grados de libertad y pertenecen a la 
irrep (1, 1). La cadena de grupos es 

U(8) ::J 

IV 
0(8) 

( l/OOO) 
::J SU(3) ::J U(1) .~ SU(2) 

(A:¡l) y TT;i 
(3.4) 

Donde N es el nÚmero de particulas y l/ es el senioritv que significa el nÚmero de 
bósones no acoplados a pares con (\ 11.) = (O, O). El grupo U(8) tiene 71.

2 = 82 = 64 
generadores como ya vimos en la parte de teoría de grupos. 

3.2. Polinomios. 

Tenemos que hacer la construcción de acoplamientos elementales (epd's) de U (8). 
en analogía a los acoplamientos elementales en SU(3) [7] los cuales están en máximo 
peso en S U (3). Los acoplamientos elementales en términos de operadores bósonicos 
están dados por [7] 

A I b O!! (3.5) 

/3 [bt .~ bt](OO), 
000 (3.6} 

e [b t .~ b t] (11), D!! (3. 71 
f) [[bt .~ b t](11), .~ bt]b~~ (3.8) 

r; [[bt .~ b t](11), .~ bt]~:~Ol (3.9) 
'2') 

F [[bt .~ bt](!!)s .~ bt]~~iL (3.10) 
'2 '2 

Hacernos uso de la siguiente tabla de pesos 3.1 asignando elll úmero 1 al mayor peso 
y así sucesivamente hacia pesos menores. 
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Cuadro 3.1: Valores para: y T Ti 

~ y T 1':3 ~ 

1 O 1 1 
2 1 1 1 

2 2 

3 -1 1 1 
2 2 

4 O 1 O 
5 O O O 
6 1 1 1 

:2 :2 
7 -1 1 1 

--

:2 :2 
8 O 1 -1 

Con esta notación obtenemos nuevas ecuaciones más fáciles de manejar algebrai
camente usando ::\lATHEl'vlATICA 

[b t .~ btj(ll)s = 2· (3bJ bT - ~b! bT 
1 ViO.):2 J5.) 1 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 



48 CAPÍTULO 3. FUTURO. 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

[[bt .~ btl·~ btl;:i,~) él 
2 2 

(3.20) 

[[bt~ btl~ btl~;3)él él 
2 2 

(3.21) 

Hasta este punto tenemos desarrollados todas los estados base. desde la ecuación 
(3.5) a (3.10). 

Esto es en primera instancia lo hecho hasta el momento como adelanto del trabajo 
que espera. 



Capítulo 4 

Conel usiones. 

El propósito del trabajo es calcular coeficientes de Clebsch-Gordan para grupos 
representaciones irreducibles partículares, mediante m6todos más prácticos. Calcular 
los coeficientes de forma explícita obedecc a la necesidad dc determinar propiedades 
de transición y decaimiento. 

G ru pos como U (8) a parecen con frecuencia. Por ej em plo en el modelo propuesto 
en [1]. Este es un modelo esquématico que se usa para describir el espectro hadrónico. 
En un sistema de gluones aparece la cadena de grupos U(24) ::J U(8)·~ U(3)[5]. En 
general el grupo U(8) aparece cuando tenemos 8 grados de libertad. 

Abordar el problema directamente en U(8) resulta complicado. Es por este mo
tivo que preferimos atacar un problema más sencillo. Teniendo en mente una gene
ralización de forma más natural y práctica. 

El ejemplo SU(3) ::J SO(3) aquí presentado cumple con dos características im
portantcs. Primero ser no trivial, es dccir, tencr una importancia en la física. Su 
segunda característica es la existencia de resultados anteriores [9. 11] con los cuales 
poder comparar la efectividad del maodo propuesto. 

De esta manera mostramos con la cadena de grupos SU(3) ::J SO(3) el proce
dimiento a seguir para la cadena U(8) ::J 0(8) .~ SU(3) para representaciones [N] 
de U(n). Para ello desarrollamos la expresión de epd's de U(8) en términos de los 
operadores bosónicos b'[, (i = 1, 2, ... , 8). 

Tomando como base este trabajo el siguiente paso consiste en la generalización 
del método para la cadena de grupos U (8) ::J O (8) ::J S U (3) . Además de crear 
programas para computadora que realicen los cálculos de los coeficientes buscados. 
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