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Introduccion

En este trabajo de tesis presentamos una clasificacién de los Grupos Abelianos de
Torsiéon Numerables mediante la nocion de invariante completo, para ello seguiremos el
esquema planteado por I. Kaplansky en Infinite Abelian Groups [Kap]. Dicho planteamien-
to no requiere de conceptos sofisticados de la teoria de grupos y en general de algebra,
bastara con la nocion de divisibilidad y “variantes” de la misma, no esta de més decir que
estas variantes sorprenden por su sencillez de comprension e ingenio.

... Asi como los objetos mds fdciles de ver no son los demasiado grandes ni los
demasiado pequenos, también las ideas mds fdciles en matemdticas no son las
demastado complejas ni las demasiado simples.

Bertrand Russell

Gracias al concepto de grupo divisible es posible reducir el trabajo de clasificacién a grupos
p-primarios reducidos, para un nimero primo p dado. En 1933 H.Ulm demuestra que, un
grupo abeliano G p-primario reducido y numerable esta completamente determinado salvo
isomorfismo por una “sucesiéon” de cardinales, bien definidos por G, llamados invariantes
de Ulm de G. Para encontrar dichos invariantes serd necesario hacer uso de las nociones
basicas de la teoria de ordinales y cardinales asi como del principio de induccién trasfinita
y el Lema de Zorn.

En la bisqueda de invariantes para un grupo dado, y en general para cualquier estruc-
tura, sea algebraica o de otra naturaleza, hay que tener presente que dichos invariantes
tienen que ser tangibles, es decir,“calculables” y “eficaces” en el sentido de que con ellos
podamos decidir si una cierta propiedad se cumple o no y que dicho trabajo sea menos
complicado que el grupo mismo. En el capitulo 6 de [Kap], Kaplanski propone que, una
forma de solucionar esto es resolviendo un problema explicito; es asi que sugiere los siguien-
tes tres problemas, que dentro de la teoria de grupos abelianos en general son preguntas
abiertas:

VII



VIII INTRODUCCION

Problema 1. Si G es isomorfo a un sumando directo de H y H es isomorfo
a un sumando directo de G, snecesariamente G y H son isomorfos?

Problema 2. SiGH G = H D H, entonces G = H.

Problema 3. Si ¥ es finitamente generado y F G = F P H, entonces G = H.

Veremos que para el caso de grupos abelianos divisibles las tres preguntas tienen respuesta
y estas son afirmativas, lo mismo para grupos abelianos de torsion numerables.

El material que presentamos esta dividido en 3 capitulos. Con el fin de hacer auto-
contenido este trabajo, en el capitulo 1 establecemos algunas de las nociones bésicas de
la teoria de grupos abeliano como son definiciones y ejemplos, estos tltimos serviran de
herramienta o “modelos” que motivan ciertas definiciones, un ejemplo es el grupo Z,e del
cual damos varias equivalencias; también introducimos la nocién de invariante e invarian-
tes completo dando algunos ejemplos de ellos. En el capitulo 2 se encuentran los temas
centrales respecto a resultados de estructura.

... divide las dificultades que examines en tantas partes como sea posible, para
su mejor solucion.

René Descartes

La primera seccién esta dedicada al estudio de grupos divisibles, presentamos el teorema
de clasificacién de esta clase de grupos e introducimos los invariantes que los clasifican,
con ayuda de ello damos respuesta a los tres problemas anteriores para el caso de grupos
divisibles. En la segunda seccién se introduce la nocién de grupo puro con el fin de obtener
resultados semejantes a los obtenidos con los subgrupos divisibles, es decir, lograr dar una
descomposicién de un grupo dado en subgrupos més “manejables”. Con la nocién de grupo
de orden acotado, la cual es introducida en la tercera seccién, es posible dar condiciones
necesarias y suficientes para que un grupo sea una suma directa de grupos ciclicos; también
en esta seccidon se combinan las nociones de grupo puro y de orden acotado para decidir
bajo qué condiciones un subgrupo de un grupo dado es sumando directo. En la seccion
cuatro introducimos el concepto de altura, la definicién que damos aqui esta motivada por
la divisibilidad, posteriormente sera generalizada dando una definicién mas rigurosa; dicho
concepto es pieza fundamental para definir los invariantes de Ulm. En la quinta seccién
estudiamos las sumas directas de grupos ciclicos con la ayuda del concepto de altura y
se dan condiciones necesarias y suficientes para que un grupo sea suma directa de grupos
ciclicos, en dichas condiciones esta involucrado el zoclo del grupo, que si bien en algunas
de las secciones anteriores se ve su importancia, en esta es contundente. El capitulo tres



IX

estd dedicado a la demostracion del teorema de Ulm, cabe mencionar que la demostracién
que presentamos no es la dada por Ulm, dicha demostracion se debe a W. Mackey. En la
primera seccién retomamos el concepto de altura dando una definicién rigurosa de ella;
aqui introducimos los invariantes de Ulm de un grupo dado y analizamos su significado
en el caso de grupos que son suma directa de grupos ciclicos. En la ultima seccion damos
la demostracion del Teorema de Ulm y con el fin de hacerla més clara comenzamos esta
seccion dando el esquema que seguird dicha prueba.

Agradezco a la Dra. Carmen Gomez Laveaga, directora de esta tesis, y al Prof. Luis
Colavita Ferreyra su interés, profesionalismo y paciencia que llevaron a buen termino este
trabajo, sobre todo les agradezco el haber compartido conmigo su gusto por descubrir cémo
surgen las ideas en matematicas.

Ernesto Mayorga Saucedo






Capitulo 1

Preliminares

1.1. Definiciones y Ejemplos

A lo largo del presente trabajo, la palabra “grupo”, significara grupo abeliano (conmu-
tativo) y su operacién sera escrita en forma aditiva. Utilizaremos el mismo simbolo para
denotar un grupo y el conjunto de sus elementos. Dado un grupo G, denotaremos por 0 al
elemento neutro del grupo G.

Una caracteristica natural de un grupo, abeliano o no, es el numero de elementos que
tiene. El orden de un grupo G, que denotaremos como o(G), es al cardinal del conjunto
G, esto es, si G es un conjunto finito con n elementos, o(G) = n y en este caso diremos
que G es un grupo finito de orden n. Por otra parte, si el conjunto G es infinito, o(G)
serd infinito y en este caso diremos que G es un grupo infinito. Un subconjunto H de un
grupo G es un subgrupo, y lo denotamos H < G, si H con la operacién de G restringida
a H, +|g, es un grupo; si H es un subgrupo de Gy H & G diremos que H es un subgrupo
propio de G y serd denotado por H < G. Los subgrupos triviales de un grupo G son
G y el subgrupo que consta sélo del neutro 0, el cual también serda denotado por 0.

Existen varias equivalencias de la definicién de subgrupo. A continuacién presentamos
la que utilizaremos a lo largo del trabajo.

Proposiciéon 1.1.1. Si G es un grupo y H C G. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes

1. H es subgrupo de G.

2. a)0cH,
b) Sia,be H entonces (a —b) € H.
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Dada una familia # = {S;}iesr de subgrupos de G, a partir de ella podemos obtener
un subgrupo en forma sencilla. Esto es, no es dificil demostrar que () S; (la interseccién
el
conjuntista de los S;’s, i € I) es un subgrupo de G. Teniendo esto en cuenta, dado un
subconjunto X de G sea A ={H < G | X C H}, definimos

(X)= N H,
HeA
el cual es un subgrupo de G que contiene a X y claramente es el menor subgrupo de G
(respecto a C) con esta propiedad. Llamamos a (X) el subgrupo generado por X.
En el caso de la unién J S;, este en general no es un subgrupo, sin embargo, dado que
el
S; < GG para toda ¢ € I, se puede considerar el subgrupo de G que contiene a todos los
Si’s, esto es, si B={S <G| S; < S para toda i € I},
(F)=N»s
sSeB
es el minimo subgrupo de G que contiene a cada S;, ¢ € I, al que llamaremos el subgrupo
generado por la familia . y del que tenemos una descripcién. Definimos

k
ZS’L': Sij|5ij€Si].,Z'j€I,k‘€N ,
i€l j=1
no es dificil demostrar que > S; es un subgrupo de G. Ademas se tiene la siguiente igualdad

il

(F) =2 Si (1.1)

icl

En efecto, como ) .S; es un subgrupo de G que contiene a cada S;, j € I, entonces

el
(F) <>°8S;.
el
Por otro lado, dado s;; € S;;, para j = 1,...,k arbitrarios, como pertenecen a (F),
k
entonces ) s;; € (F), lo que cual muestra
j=1
el

y de aqui se obtiene la igualdad.
Si S = {a;}icr escribimos (S) = (a;);c;. En el caso de que S = @, (S) = 0. Si S # @,
(S) = {nlail + -+ ngag, ‘ i,...,ix €15 k GN}.
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En el caso en que (S) = G diremos que S un conjunto generador de G o simplemente
que S genera (. Si existe un conjunto finito que genera a G, diremos que G es un grupo
finitamente generado. Para un elemento a € G, (a) se llama el subgrupo ciclico
generado por a y si G = (a) diremos que G es un grupo ciclico.

El orden de un elemento a de un grupo G, que denotaremos como o(a), esta definido
como el orden del subgrupo generado por a, es decir, o(a) = o({a)). En caso de que o(a)
sea finito se puede demostrar haciendo uso del algoritmo de la divisién en los enteros que,
o(a) es el menor entero positivo n tal que na = 0. Cabe mencionar que para un elemento
a de orden finito n, se tiene que ra = sa si y sélo si 7 = s (mod n). Ademads en este caso se
pueden determinar todos los generadores de (a) que son los elementos ma con (m,n) = 1.
Esto es (a) = (ma) si y sélo si (m,n) = 1.

Dado un grupo G el zoclo de G denotado por S(G) es el conjunto de elementos de G
que son anulados por un entero libre de cuadrados. Consideremos 1, z2 € S(G), entonces

existen mj y msg enteros libres de cuadrados tales que miz; = 0 y mezs = 0. Como
mimo
(m1,m2)
ademds 0 € S(G). Podemos resumir lo anterior en la siguiente proposicion.

[m1, mo] = es libre de cuadrados y [m, ms](x1 — x2) = 0 entonces 1 — 25 € S(G),

Proposicién 1.1.2. Sea G es un grupo, entonces S(G) < G.

Note que en la demostracién es necesaria la conmutatividad del grupo.

1.1.1. Suma Directa Externa

Sea .# = {G,}ics una familia no vacia de grupos. Consideremos el producto cartesiano
de &,

'xGi:{f:I—> UGi| f(i) € G; paracadaiel},
el iel

la manera natural de dar a x G; una estructura de grupo, es definir la “suma” de funciones
en forma puntual. No es diflE(G:iII probar que efectivamente esta operacién proporciona a x Gj;
una estructura de grupo conmutativo llamado producto directo el cual serd dencz)%édo

como [] Gi, el elemento neutro de dicho grupo esta dado por 0(i) = 0;, donde 0; es el
i€l
neutro en G,.
Un subgrupo importante de este grupo es el grupo llamado suma directa externa. Con-

sideremos el conjunto

D G; = {f € [[1Gi | sop(f) es ﬁnito},

el el
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donde sop(f)={i € I | f(i) # 0;}. Claramente 0 € PG;; ademas sop(f) = sop(—f) para

i€l
cada f € @Gy, y si f,g9 € PG, entonces Sop(f + g) C Sop(f) U Sop(g) que es finito.
iel icl
Asi tenemos que PG; < [[Gi.
iel iel

Definicién 1.1.3. La Suma Directa Externa de la familia % es el subgrupo @G; del
i€l
producto directo []G;.
i€l

Dado f € [][Gi, como una funcién queda determinada por la imagen de cada uno de

i€l
los elementos en su dominio, los elementos de [[ G; serdan denotados de la forma (a;)ier,
i€l
donde a; = f(i) € G para toda i € I; asi los elementos de [[ G; son aquellas (x;);c; donde

el
todas las x;’s son cero salvo un nimero finito. Si I es finito, entonces

[1G: = BG..

iel il
Si I es infinito, la suma directa y el producto directo en general son distintos, salvo en
€asos raros.

1.1.2. Suma Directa Interna

Sea G un grupo y . = {S;}ics una familia de subgrupos de G. Considerando la suma

directa externa € S;, tenemos que en cada elemento (x;);c; € @ Si, x; = 0 para todo
i€l i€l
i € I salvo un numero finito, denotaremos la suma de dichos elementos como " x;. Esto
el

. o PBS; ¢ - @G .
determina de manera natural una funcién e v definida como
o((@i)ier) = X i (1.2)
i€l
Como (z;)ier + (Yi)ier = (x; + yi)icr y G es abeliano, entonces
O((wi)ier + (Wi)ier) = ¢((wi)ier) + ¢((Yi)ier),
es decir, ¢ es un homomorfismo natural entre los grupos @ S; y G. Veamos qué necesitamos

el
pedir a la familia % para que ¢ sea un isomorfismo. Vayamos por partes y respondamos

primero que condiciones imponemos a .# para que ker ¢ = 0.



CAPITULO 1. PRELIMINARES )

Si ker ¢ = 0; en caso de que (z;);er € @ S; satisfaga que > z; = 0 debemos tener que
z; = 0 paratoda ¢ € I y ademé&s para cadaljle I tenemos las idleelitidades zj= > (—x);
asf necesariamente oy
SiN ( > S¢> = 0 para toda j € 1. (1.3)
iel—{j}

Reciprocamente, si .# satisface (1.3) y (yi)ier € ker ¢ entonces > y; = 0 y por consiguiente
i€l

yi= 2 (=u) 65jﬂ< 2. Sz) =0,
iel—{j} iel—{j}

para cada j € I, es decir, (y;)ier = 0 y por lo tanto ker ¢ = 0. Asi una condicién necesaria
y suficiente para que ¢ sea inyectiva en que # satisfaga (1.3).

Por otra parte, si ¢ es suprayectiva, entonces cada elemento y € G se puede expresar
como

y=>
i€l

donde z; € S;, para cada i € I, y todas las x;’s, son cero salvo un ntmero finito. Asi, una
condicion necesaria para que ¢ sea suprayectiva es que

G=Y3 5. (1.4)

el

Pero también (1.4) es suficiente, ya que si .% satisface esta propiedad, dado y € G existen
k
Ty € Siy, ..., Ty, €9, tales que y = ) x;;; considerando (z;);e; donde
Jj=1

S xi; sii=1j para algin j =1,... k
! 0 sii#ijparatodoj=1,...,k

tenemos que ¢((z;)icr) = y v asi ¢ es suprayectiva. Por lo tanto (1.4) determina una condi-
cién necesaria y suficiente para que ¢ sea suprayectiva. Finalmente tenemos la siguiente
definicion.

Definicién 1.1.4. Sea .% una familia de subgrupos de un grupo G. Si F es una familia que
satisface (1.3) y (1.4), decimos que G es la suma directa interna de .# y lo denotamos
como G = @5;.
1€l
Una familia .# = {S;}ier de subgrupos de un grupo G que satisface (1.3) se llama
independiente.
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Nota 1.1.5. Si bien ya lo mencionamos, dado (a;)ic; un elemento de una suma directa

de grupos € Gi, en algunas ocasiones, por comodidad, >, a; denotard la suma de aquellas
icl iel

a;’s distintas de cero.

Una definicién equivalente de suma directa interna se muestra en la siguiente proposi-
cién.

Proposiciéon 1.1.6. Si .7 = {S;}icr es una familia de subgrupos de G, entonces son
equivalentes las siguientes afirmaciones

1. G es la suma directa de la familia .

2. a) G = ZSZ

el

b) Cada elemento x € G tiene una tinica expresion

x = s, (1.5)

el
donde s; € S;, para toda i € I con s; =0 salvo un numero finito de indices.

Demostraciéon. Para verificar la equivalencia basta mostrar que la condicién (1.3) es e-
quivalente a al inciso (b) de la Proposicién 1.1.6. En efecto si . satisface (1.3) y z € G
satisface que
T =T =) Y
iel el

entonces para toda j € I se tiene que

Yj —T; = Z (l‘i—yi)ESj ﬂ 51':0
iel—{j} iel—{j}

y por lo tanto, para toda j € I, y; = x; mostrando que la expresién de x es tnica.

Reciprocamente si .# satisface Proposicién 1.1.6, 2 ,(b) y z € S; (] S, entonces
€I-{j}

r=zj= ). Z,
iel—{j}

de donde —z; + >z =0, y como la expresién de 0 es tnica tenemos que z; = 0 para
€el-{j}
todo ¢ € I, es decir, .# satisface (1.3). [ |
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Nota 1.1.7. Sea G = @ G; la suma directa externa de la familia {G;}icr. Cada G;
el

determina un subgrupo G; de G, isomorfo a Gy, tal que G es la suma directa interna de la

familia {G;}ier de la siguiente manera. Definimos, para cada j € I,

éj = {(zi)ier | @ =0 sii# j}

Claramente éj < G para cada j € 1. Veamos que G es la suma directa interna de la familia
de subgrupos {G;}icr. Dado T = (x;),e; € G, sélo un nimero finito de x;’s son distintas

de cero, 8i T, ..., x;, son tales términos, consideramos z;; € G;, con j =1,...,n, donde

n

el término ij de T; es x;; y cero en los demds términos, asi tenemos que

x:%’il +E22++§’Ln7

y por lo tanto G = ) C:YZ Por otra parte, si T = (x;)icr € G; N Y él entonces al ser
icl iel—{j}
z elemento de G solo el término x; puede ser distinto de cero, pero como Z € Y, G;
iel—{j}
el término x; es 0, es decir £ = 0 y por lo tanto

éjﬁ S Gi =0 para todo j € I.
el—{j}

De esta manera tenemos que G = @ G; es la suma directa interna. Claramente existe un
el

isomorfismo de G; con Gy, para cada i € I, que asocia a cada elemento x; € G; el elemento

T; € Gy, construido como los @j ’s dadas anteriormente. Asi, abusando de la notacion,

dado un elemento x € G éste tiene una unica expresion
n
r = Z xiju
j=1

donde estamos identificando x;; con T;; .

A continuacién damos una definicion que de cierta manera es un caso particular de
familia independiente de subgrupos.

Sea 3 = {z;} C G. Diremos que [ es un conjunto independiente si {(z;) }ics es una
familia independiente de subgrupos de G.

Lo equivalente respecto a la condicién (1.3) para conjuntos independientes es la siguiente
caracterizacién, que no es mas que una reformulacién de (1.3) para una familia de subgrupos
ciclicos.
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Definicién 1.1.8. Un subconjunto B = {x;}ier de un grupo G es un subconjunto inde-
pendiente si y solo si, cada vez que se tenga

Ny Tiy + NigTiy + -+ + Ny, Tippy = 0

entonces
ni;xi; = 0,

para todo j =1,2,...,m; donde n;; € Z (1 < j <m).

Si G = @ G, y H; es un subgrupo de G, para cada i € I, entonces H = @ H; es un
i€l el
subgrupo de G. Es posible obtener una descripcién del grupo G/H a través de los grupos
G;/H; ’s como afirma la siguiente proposicion.

Proposicién 1.1.9. Sean G = @G, y H; un subgrupo de G;, para cada i € I, entonces
i€l
H =Y H; es una suma directa y H es un subgrupo de G. Ademds
el

G/H =& (G;/H;) .
i€l
Demostracion. Claramente ) H; es un subgrupo de G. Ademas, en vista de que H; C G;
el
para todo j € I obtenemos tenemos que

iel—{j} iel—{j}

y por lo tanto > H; = € H;. La idea en lo que resta de la demostracién es utilizar el
icl icl
primer teorema de isomorfismos, asi definimos ¢ : @ G; — @ (G;/H;) como
icl icl
o((w5)ier) = (Ti)ier,

donde 7; denota la clase lateral de x; € GG; médulo H;. ¢ esta bien definida ya que si z; =0
para toda ¢ € I salvo un nimero finito, entonces T; = 0 para casi toda i € I excepto un
numero finito. Veamos que ¢ es un homomorfismo; para esto, sean (x;)icr, (yi)icr € G,

entonces
o((xi)ier + Wi)ier) = o((xi + yi)ier)
( i + yz)zEI
= (
(

8

T; + yz)lEI
Zi)ier + (Ui )ier
o((xi)ier) +o((Yi)ier)-
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Supongamos ahora que (z;);cs € ker ¢, entonces ¢((z;)ier) = (0;)icr implica que
@i)ier = (0i)ier,

y por consiguiente T; = 0; para toda ¢ € I, es decir, x; € H; para toda i € I obteniendo
asi que (z;)ier € € H;; por lo tanto ker o C P H;.

i€l il
Reciprocamente, si (z;)icr € @ H;, entonces ¢((x;)icr) = (Ti)ier = (0;)icr, es decir,
i€l
P H; C ker ¢ y por lo tanto @@ H; = ker ¢.
il il

Por otra parte, dado y € @ (G;/H;), y = (¥;)ics donde J; € G;/H; para cada i € [ y
el

todas son cero salvo un ntimero finito. Suponiendo que ¥, ,...,¥;, son todos los términos
distintos de cero, consideramos (z;);cs, definido como sigue

S Yi; sl i =1; para algin j =1,...,k

" | 0 sii#4; paratodoj=1,... k.
Entonces (x;)icr € Gy ademés (T;)ic; = (U;)icr, s decir, p((x;)icr) = y y por lo tanto ¢
es suprayectiva. Finalmente, por el primer teorema de isomorfismos

G/H =@ (Gi/H;).

el

1.2. Invariantes en la Teoria de Grupos

Una gran parte de los trabajos que se desarrollan en matematicas estan dirigidos hacia
la clasificacién de sus objetos de estudio; curvas, superficies o variedades en Geometria, es-
pacios topoldgicos en Topologia, y estructuras algebraicas en Algebra son algunos ejemplos.
Inclusive con el fin de resolver estos problemas algunos de estos tépicos se ven relaciona-
dos y dan lugar a nuevas ramas de la Matematica como son la Geometria Algebraica o la
Topologia Algebraica. La idea en esta relacién es asociar a un objeto de cierta naturaleza
A, otro de diferente naturaleza B, y a través de las propiedades de B poder obtener infor-
macién acerca de A. En ciertas ocasiones esta asociacién es reciproca y es asi que surge la
nocion de invariante. Pues bien, en este trabajo se presenta una clasificacién de una clase
particular de grupos mediante invariantes, estableciendo una correspondencia entre ciertos
tipos de grupos y cierta clase de conjuntos. La idea bésica de los invariantes en la teoria de
grupos es asociar a un grupo dado G un objeto f(G) que puede ser un nimero, un conjunto

de niimeros o una funcién de tal manera que:

G=H—f(G)=f(H). (L6)
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Si se cumple (1.6) diremos que f(G) es un invariante del grupo G; y en caso de tener:
G=H<f(G)=f(H) (1.7)

diremos que f(G) es un invariante completo del grupo G.
Para fijar ideas consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.1. Sea K un campo. Consideremos V- y W dos K -espacios vectoriales. La
equivalencia

VW < dimgV = dimg W, (1.8)

asequra que dimg V' es un invariante completo para V. Asi, desde este punto de vista,
la teoria de espacios vectoriales tiene totalmente clasificados gran parte de sus objetos de
estudio, los espacios vectoriales, y el teorema de clasificacion es el dado en (1.8). De hecho
podemos exhibir un representante por cada dimension y que es, de cierta manera, facil de
manejar, a saber, @ K la suma directa de « copias de K, para cada dimension «. En caso

[e%
de que a sea un cardinal finito tenemos que
P K =K,
[0
donde K denota el producto cartesiano de o copias de K.

Dentro de la teoria de grupos esta tarea es mas complicada pero para cierta clase de
grupos es posible encontrar invariantes completos que no resultan ser tan complicados. El
siguiente ejemplo da muestra de ello.

Ejemplo 1.2.2. Sean G = (a) y H = (b) grupos ciclicos. Es claro que
G=H < o(G)=o(H). (1.9)

Asi el orden resulta ser un invariante completo para el grupo ciclico G. De esta manera
tenemos que la clase de los grupos ciclicos estd completamente clasificada y el teorema de
clasificacion es el dado por la equivalencia (1.9). Como en el caso de espacios vectoriales,
para este tipo de grupos se tienen representantes muy especiales.

El grupo aditivo de los nimeros enteros, y que a lo largo del trabajo denotaremos por
zZ, es un grupo ciclico infinito. De manera que si o(G) es infinito entonces G = z. Para
los grupos ciclicos finitos, los representantes son Z,, los grupos aditivos de las clases de
residuos mddulo n. El grupo Z, es ciclico y 2, = (m) donde (m,n) = 1. Asi, en caso de
que o(G) = n entonces G = Z,.
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El ejemplo anterior muestra un invariante completo sumamente sencillo, pero para
grupos mas generales que los ciclicos éste deja de ser completo, una muestra sencilla de
esto es el siguiente ejemplo. Sea G = 2, X Zp y H = Zz4, claramente o(G) = o(H) y
sin embargo G 2 H pues G no es ciclico y H si lo es. Esto nos lleva a considerar otras
propiedades que puedan poseer los grupos y que arrojen informacion de estos.

1.3. Grupos de Torsion

Consideremos un grupo G y sea z € G. Diremos que que x es de torsion si existe
n € Z* tal que nz = 0, y en caso de que nx # 0 para todo n € ZT diremos que x es libre
de torsién. Denotaremos por ¢(G) al conjunto de todos los elementos de G que son de
torsién. Nétese que los elementos de torsién son precisamente los de orden es finito.

Proposicién 1.3.1. Dado un grupo G, el conjunto t(G) es un subgrupo de G.

Demostracién. Claramente 0 € t(G). Sean x,y € t(G) con mz =0y ny = 0, m,n € Z*
entonces
min(z — y) = (ma)z — (mn)y
= n(mx) — m(ny)

=0-0
=0,
y como mn € Z* tenemos que x — y € t(G) y por lo tanto t(G) < G. [

Nota 1.3.2. En general si G no es abeliano t(G) no tine porque ser un subgrupo. Con-
sideremos el grupo lineal general con entradas racionales G = GL(2,Q); GL(2,Q) es el
grupo multiplicativo de las unidades del anillo M (2,Q). Sean A, B las siguientes matrices

en GL(2,Q)
0 —1 0 1
() ()

Un calculo sencillo muestra que A* = E = B3, donde E denota la matriz identidad en
M(2,Q). Sin embargo, para toda n € Z

1 n
n __
amp= (1 1) 4
FE's decir, AB es libre de torsion, a pasar de que A y B son de torsion.

Definicién 1.3.3. Sea G un grupo, t(G) se llama el subgrupo de torsion de G.
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A t(G) también se le conoce como “la parte de torsion” del grupo G. Si t(G) = G
diremos que G es un grupo de torsion. Si t(G) = 0 diremos que G es un grupo libre
de torsion. Cabe mencionar que las nociones de torsion y libre de torsion no son comple-
mentarias, es decir, podemos encontrar grupos que no son de torsién que tienen parte de
torsién no trivial; un grupo con estas caracteristicas es llamado grupo mizto.

Ejemplo 1.3.4. (a) Todo grupo finito es de torsion.

(b) Como caso particular del ejemplo anterior tenemos que para cada n € ZV, Z, es un

grupo de torsion.

(¢) El grupo aditivo de los nimeros enteros z y el grupo aditivo de los nimeros racionales,
que a lo largo del trabajo denotaremos por Q, son grupos libres de torsion.

Los incisos (a) y (b) del ejemplo anterior sélo muestran grupos finitos, sin embargo hay

grupos de torsién infinitos, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3.5. El grupo cociente Q/Z se conoce como los racionales médulo uno.
Geométricamente, Q/2Z puede identificarse con los nimeros racionales contenidos en el
intervalo [0,1) C R.

SiTeQ/zyT = %, entonces

_a _ba  _
bx—bb— 2 =a=0.

Es decir x es de torsion, y por lo tanto Q/Z es un grupo de torsion.
El siguiente ejemplo muestra un grupo mixto.

Ejemplo 1.3.6. Sean L un grupo libre de torsion y T un grupo de torsion no trivial.
Consideremos el grupo G = L ® T'; no es dificil verificar que

0<t(G)=08T <G.

Antes de continuar con los ejemplos veamos cémo la parte de torsion es invariante bajo

isomorfismos.
Proposicién 1.3.7. Si G y H son grupos isomorfos. Entonces t(G) es isomorfo a t(H).

Demostracion. Sea ¢ : G— H un isomorfismo. Afirmamos que ¢lyq) : t(G) — t(H)
es un isomorfismo, en efecto si z € t(G) entonces existe m € Z™* tal que mz = 0, entonces
me(z) = p(mz) = 0y que indica que ¢(x) € t(H) y por lo tanto ¢(G) C ¢t(H). Como
¢li() es larestriccion de una funcién inyectiva, ella es inyectiva. Finalmente dado y € t(H)
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existe * € G tal que p(r) = y; si ny = 0 entonces p(nr) = ne(r) = 0, como lyg) es
inyectiva nx = 0, es decir x € t(G) mostrando que ¢(t(G)) = t(H) y por lo tanto ¢(G) es
isomorfo a t(H). [ |

La proposicién anterior hace ver ¢(G) es un invariante, pero no es completo como lo
muestra el siguiente ejemplo. Sean G = 2, & 2y H = Z, ® Q, entonces

#H(G) = 2, ® 0 = t(H),

no obstante G % H.

Regresando al grupo del Ejemplo 1.3.6, e identificando 0 ® Q/Z con Q/Z, tenemos que
G/(Q/2z) = zy como t(z) = 0, por la Proposicién 1.3.7, tenemos que t(G/(Q/2z)) = 0. Lo
anterior es un caso particular de la siguiente proposicion.

Proposicién 1.3.8. Sea G un grupo, entonces G /t(G) es libre de torsion

Demostracién. Si T € G/t(G) es anulado por m € ZT entonces 0 = mZ = mz, de donde
mz € t(G). Entonces existe n € ZT tal que n(mz) = 0, es decir, (nm)x = 0 mostrando
que z € t(G) y por lo tanto T = 0. [ ]

Dado un ntimero primo p € Z*, x y y elementos de un grupo G tales que p™x = 0 y
p"y = 0, se tiene que p" " (x —y) = p™ T (x) — p" T (y) = p"p™(x) — p™p"(y) = 0, ademds
como 0 = p0, hemos demostrado que, para cada primo p € ZT el conjunto

Gp ={z € G| p"x = 0 para alguna m € N},

es un subgrupo de ¢(G). Esta clase de subgrupos de la parte de torsién de un grupo G
resulta de gran importancia. Asi tenemos las siguientes definiciones.

Definicién 1.3.9. Sea p un nimero primo, un grupo G se llama p-primario (o p-grupo
en el caso no abeliano) si G = G.

En particular si G es p-primario, cada elemento de GG tiene orden una potencia de p.

Definicién 1.3.10. Sea G un grupo. Para cada nimero primo p € 77, la parte p-
primaria de G es el subgrupo Gp.

Nota 1.3.11. Cuando G es libre de torsion t(G) = 0 y por lo tanto G, = 0 para todo
numero primo p. En caso de que G no sea libre de torsion y G no contenga elementos, no
triviales, de orden p, entonces G, = 0.
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Ejemplo 1.3.12. Consideremos el grupo Zy y supongamos que n = p{*-pg?-...-p¥ es su

7

un grupo ciclico de orden p;*. Claramente (Zy)p, es ciclico, supongamos que o((Zy,)p,) = pf,

descomposicion en primos, entonces (Zy)p, = Zyoi. En efecto basta demostrar que (Zn)p; €s

n

pei

como pf | n necesariamente 3 < «;; ahora bien (
por consiguiente p® | p°; ast, a; < By o((2n)p;)

) es un elemento de z, de orden p™ y
@i, Por lo tanto (Zy)p, = Zpei.

De hecho se conoce mas acerca del grupo Z, del ejemplo 1.3.12. Se sabe que si n =
T

pit-py?-...-pdr entonces Z, = P Z,i. Esto no es més que una muestra del hecho de que el
i=1
estudio de grupos de torsién se reduce al siguiente teorema, cuya demostracion esta basada

en la propiedad de factorizacion de los nimeros enteros en producto de primos; asi como en
la ecuacién de Bezout la cual expresa al maximo comun divisor de ciertos niimeros como
una combinacién entera de ellos.

Teorema 1.3.13. Todo grupo de torsion es la suma directa de sus partes p-primarias.

Demostracion. Sea G un grupo de torsién y x € G con o(z) = n. Consideramos la de-

scomposicién de n en producto de primos n = p{' - pg? - ... p2" y sea n; = p’c"ti € Z™", con
7

1<i<r. Como (ni,...,n.) =1 existen m; € Z*, 1 < i < r, tales que
1l=mni+---+myn,,

de donde

r=mi(nmx)+ -+ mp(nx).

Ahora bien, para cada i (1 <4 <r) p;"(n;z) = nz = 0y por lo tanto n;z € Gp, (1 <i <r).
Con esto hemos demostrado que

G= 3G, (1.10)

peEP

donde & denota el conjunto de todos los niimeros primos, cabe hacer notar aqui lo dicho

al final de la Nota 1.3.11. Veamos que la suma en (1.10) es directa. Siz € Gpyn >, Gy
peP\{p’}

(o7
entonces r = x;; + -+ + ¥, con x;; € sz.j. Supongamos que pij]xij = (0 para cada

Qg

. . o oy . a
j=1i,...,k Como (p,* ... -pl.k”“)x = 0 necesariamente p’ | p; " - ... P, 1'1o cual es

absurdo pues p’ # p;; para cada j. Por lo tanto para todo primo p’ € &

GyN > Gp,=0. (1.11)
peP\{p'}

LAl ser = elemento de Gy, p’ | o(x)
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A partir de (1.10) y (1.11) obtenemos que

G= @ G). (1.12)

peEP
Como en todo teorema de descomposicion, es importante verificar la unicidad. En este
caso la unicidad es “estricta”, es decir, no puede suceder que en (1.12) se tengan dos
descomposiciones donde en una G, = 0 y en otra Gy # 0 para algin nimero primo gq.
Asi la descomposicién en (1.12) es tdnica. |

Examinamos ahora cémo es la parte de torsiéon de un grupo G, asi como de sus sub-
grupos p-primarios cuando G es una suma directa de grupos.

Proposicién 1.3.14. Si G y H son grupos isomorfos, entonces para cada primo p € Z™,
G, es isomorfo a Hp.

Demostracion. Sea ¢ : G— H un isomorfismo y p € Z un numero primo. Afirmamos
que
ola, : Gp—H,y

es un isomorfismo. En efecto si x € G, y p"x = 0 entonces por ser ¢ un morfismo 0 =
@(p"x) = p"p(x), de donde ¢(z) € H, y en consecuencia ¢(Gp) € Hy. Ademds ¢|g, es
inyectiva ya que es la restricciéon de una funcién inyectiva. Finalmente dado y € H), por ser ¢
epimorfismo existe x € G tal que y = p(x), si p"y = 0 entonces p(p"z) = p"p(z) =p"y =0

elap
~J

de donde p"z = 0, pues ¢ es monomorfismo, por lo tanto v € G, y G, = H,,. |
Teorema 1.3.15. Sea G = @G, donde cada G; es un grupo. Entonces
el
(1) ¢(G) = DHG).
el
(2) Gp = @(Gi)p'
el

Demostracidn. (1) [2] Sean z;, € t(G;,) y = m;, € Z™ tales que m;, z;, = 0,1 < k <n.

n

Siz =) x; €, entonces [m;,,...,m;, ]z =0, por lo tanto = € t(G).
=1
! ' T
[C] Sean y € t(G) y m € Z* tal que my = 0, como y = '21 yi; entonces ] lmyi]. =
j= j=
'
m(_ yi;) = my = 0 de donde my;, = 0 para toda j =1,...,r, ya que la suma es directa,
j=1

por lo tanto y;, € t(Gy;) para toda j =1,...,r; asi y € Pt(G;).
el
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m
(2) [C] Sea z € G, entonces p"z = 0 para alguna r € Z*1, si z = Zla:ij, como en el
J:
inciso anterior, tenemos que p"z;, = 0 para cada j = 1...,m. Por lo tanto z € @ (G),

i€l
k
[2] Dado y = > vi; € @D(Gi)p sean p'i € 7T tales que Py, = 0 para j=1,...,k,
j=1 iel
k

(=
entonces p =1 ! y =0y por lo tanto y € G),. |

Nota 1.3.16. Con los tres resultados previos podemos dar condiciones suficientes para
poder resolver los problemas 1, 2 y 3 dados en la introduccion para grupos de torsion.

(1) Sean Gy H grupos de torsion tales que G=K ®H yH =L ® G’ donde H’= H y
G’ = G, por el Teorema 1.3.15, (2) G, = Ky®&H ", y H, = L,®G’), para todo numero

primo p € Z*. Considerando el Teorema 1.3.13 tenemos que G = @ G, y como
pEP
Ko H = %(Kp ® H’) es la descomposicion en grupos primarios, por la unicidad
peEY
fuerte tenemos que G, = K, ® H’, para toda p € &?. Andlogamente obtenemos que

H,=L,® G’ para toda p € &. Por la Proposicion 1.53.14 sabemos que G’ = G, y
H’) =2 Hy, para toda p € &. Asi que el problema planteado para grupos de torsion se
reduce a solucionar el mismo problema pero para grupos primarios. Asi, una condicion
suficiente para resolver el problema 1 para grupos de torsion es que dicho problema
sea valido para grupos primarios.

(2) Para el problema 2, suponemos que G y H son grupos de torsion tales que G & G =
H@H. Dado un nimero primo p, la parte p-primaria de G&G y HOH es G, &Gy y
H,® H, respectivamente, por la Proposicion 1.3.14 tenemos que G, ® G, = H, ® H),
para todo numero primo. Nuevamente el problema que fue planteado para grupos de
torsion se reduce a resolverlo para grupos primarios; al igual que en el problema 1,
esto resulta ser una condicion suficiente para resolver el caso para grupos de torsion.

(3) En el caso del problema 3 supondremos que G y H son grupos de torsion tales que
FOGZF®H, donde F es un grupo finitamente generado. Por el Teorema 1.8.15,
(2) sabemos que Fo ®Gp = Fp ® Hy y en vista de que F es finitamente generado, F,
también lo es para todo primo p; asi que nuestro problema se ve reducido nuevamente
al caso de grupos primarios.

En resumen, para resolver los problemas 1,2 y 3, dados en la introduccion, para grupos
de torsion serd suficiente resolverlos para grupos primarios.
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Dado un grupo G y un nimero primo p, definimos
Glp] = G,N S(G),

recuérdese que S(G) denota el zoclo de G (véase la pagina 3). En caso de que G sea un
grupo p-primario, G[p] es el zoclo de G. Es claro, a partir de la definicién, que

Glp] = {x € G | pr =0}, (1.13)

es decir, G[p| es el conjunto de todos los elementos de G que son anulados por p. Como
veremos eventualmente, este subgrupo de G “codifica” una gran cantidad de informacion
acerca del grupo G. La siguiente proposicién proporciona parte de la herramienta que no
ayudard a “decodificar” la informacién que guarda el grupo G|p].

Proposicién 1.3.17. Sea G un grupo, entonces el subgrupo Glp] admite una estructura
de Zy-espacio vectorial.

Demostracion. Para darle a G[p] la estructura de Zp,-espacio vectorial definimos la mul-
tiplicacién por escalares Z, x G[p] — G[p| como sigue: mz = mx, para cada m € Zj,
y cada = € G[p]. Este producto estd bien definido, en el sentido de que no depende del
representante de m. En efecto, sean m,n € Z tales que (m — n) = ps entonces para cada
x € G[p] (m —n)x = (ps)x = 0 y en consecuencia mx = nz. Esta forma tan natural de
definir la multiplicacién hace que sea facil verificar que G[p] es un Z,-espacio vectorial. W

La siguiente proposicion nos dice, como es de esperar, que para buscar elementos en un

grupo G que son anulados por p basta buscarlos en su parte p primaria.
Proposicién 1.3.18. Sea G un grupo, entonces Glp| = Gp[p].

Demostracion. [C] Sea = € G[p|, entonces pr = 0 y por consiguiente z € G,, més ain
r € Gylpl.
[D] Sea y € G,[p|, entonces y € G, y px =0 por lo tanto y € G|p). [ ]

Teorema 1.3.19. Sea G = @G, donde cada G; es un grupo. Entonces G[p] = @Gi[p].
iel el
Demostracion. Que ) G;[p| sea una suma directa es consecuencia de la primera afirmacién
i€l
de la Proposicién 1.1.9
[C] Sea = € G[p], como G = @G| tenemos que = = z;, +x4, +- - -+x;,, donde z;, € G;,,
i€l
ir € I (1 <k <m), entonces

pr =0 = px;, + pxi, + - + px;,, =0
= px;; = 0 para cada 1 < j < m,
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esta tltima implicacién se debe a que la suma es directa; asi z;; € Gy, [p] para cada i;
(1 <j <m),es decir z € PG;[p].
el

[2] Supongamos que y;; € Gj;[p] con 1 < j<nyseay=uy; +...+¥,, entonces

py = p(Yi, + -+ ¥i,)
=pyi, +...+pyi, =0,

por lo tanto y € GJp|. [ |

El siguiente teorema muestra el caracter de invariante del zoclo de un grupo.
Teorema 1.3.20. Si G y H son grupos isomorfos. Entonces S(G) es isomorfo a S(H).

Demostracion. Sea ¢ : G—— H el isomorfismo entre G y H. Afirmamos que
¢ls) : S(G) — S(H)

es un isomorfismo, en efecto sean z € S(G) y m € Z* libre de cuadrados tal que
mz = 0. Como my(x) = p(mz) = ¢(0) = 0 entonces p(z) € S(H), lo que implica
que ©(S(G)) € S(H). Ademés ker ¢|g(q) es inyectiva pues es la restriccién de una funcién
inyectiva; finalmente dado h € S(H) existe x € G tal que p(z) = h. Sinh =0,conn € Z*
libre de cuadrados, entonces p(nz) = np(z) = nh = 0 y como ¢ es inyectiva, nx = 0;

#lsa@)
asi € S(G). Por lo tanto S(G) = S(H). [ |

Como caso particular tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.3.21. Sean G y H grupos p-primarios. Si G es isomorfo a H entonces G|p)
es isomorfo a H|p).

Con lo anterior hemos visto que el zoclo de un p-grupo es un invariante, sin embargo
éste no es completo como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3.22. Sean G = Z, © Z,» y H = Z,, © Zy. Entonces G[p] = H = H|p|; sin
embargo G 2 H.

Continuando con los ejemplos de grupos de torsién, los siguientes forma parte funda-
mental en el desarrollo de nuestro trabajo; parte de su importancia radica en su naturaleza
y como veremos ellos motivaran nuevas definiciones.
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1.4. Tipos Especiales de Grupos

1.4.1. El Grupo Aditivo de los Nuimeros Racionales

Comenzamos enunciando un resultado conocido e importante, que en ocasiones se puede
ver en un curso de Algebra Moderna I. La demostracién puede encontrarse en el capitulo
9, §4 de [Rot].

Teorema 1.4.1. Cualquier grupo finitamente generado tiene una unica descomposicion,
salvo isomorfismos, en una suma directa de grupos ciclicos primarios y grupos ciclicos
infinitos, donde el nimero de factores de grupos ciclicos primarios, para cada primo que
aparece en la descomposicion, asi como el numero de factores de grupos ciclicos infinitos
solo dependen de G.

Podriamos conjeturar que, todo grupo es una suma directa de grupos ciclicos, con un
numero infinito de sumandos posiblemente. No obstante esta proposicién tiene una respues-
ta negativa. El contraejemplo es el grupo aditivo de los ntimeros racionales y recordemos
que este grupo es denotado por Q. Como Q no tiene elementos de orden finito, salvo 0,
de ser una suma directa de grupos ciclicos, ésta seria de grupos ciclicos libres de torsion,

que como sabemos, cada uno de ellos debe ser isomorfo a 2z, asi necesariamente Q = € z,
rf
sin embargo, los nimeros racionales tienen una propiedad que no se cumple en z. La
rf
propiedad en cuestién es la siguiente:

Dado y € Q y m € Z — {0}, existe x € Q tal que
mx =y.

En efecto, si y = ¢, basta considera x = ;2. Asf % es solucién de la ecuacién anterior, y
de hecho es Unica. De esta manera, cualquier niimero racional y tiene la propiedad de que
para cualquier nimero entero m la ecuacién mX = y siempre tiene una solucién en Q, es
decir, cualquier nimero racional es divisible por cualquier entero.

Veamos ahora que dicha propiedad no se cumple en €z. Consideramos primero el

s
grupo 2. Dado el entero m # 0, éste tiene sélo un numero finito de divisores, esto es,
existen x1,...,xr € 2 tales que n;x; = m. Asi que el nimero de enteros que dividen a m

en Z es k que es finito. Por otra parte, el elemento

y:m1+n2+---+mk€@z,
Tf

es divisible por un niimero entero n si y sélo si n | m; para cada i = 1,...,k. Como el
numero de divisores de cada m; es finito, suponiendo que cada uno de ellos es distinto de
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cero, el niimero de enteros que pueden dividir a y es finito y por lo tanto y no es divisible
por cualquier niimero entero. Por lo tanto, Q no es suma directa de copias de Zz.
En la seccion 2.1 hablaremos con detalle de la propiedad de “divisibilidad” y de los

grupos que la poseen.

1.4.2. El grupo Zp~

Denotemos por Qp al conjunto de todos los nimeros racionales cuyo denominador es

una potencia del nimero primo p € Z*. Es decir
Qp:{%|m€Zyr€N}.

Proposicién 1.4.2. Q, < Q.

Y m n
Demostracion. Claramente 0 € Q,. Sean ops € Qp, entonces
m _ n _ mp*—np"
pr ps p'r+5 e Qp
Por lo tanto @, < Q. |

En virtud de que, para cada nimero primo p tenemos la inclusién, Z2—— Q , defini-
mos
Zpoo = Q/
Echemos un vistazo a este grupo. La primera observacién que hacemos es que cada elemento
en Zps es de orden finito, esto es claro pues Zp, < Q/Z (véase el ejemplo 1.3.5), mds atn,
su orden es una potencia de p, es decir, Z,, es un grupo p-primario. Reciprocamente,
supongamos que * € Q/z, con (m,n) = 1, tiene orden o() = p", entonces

A

0

=13

I
b

T

|
)
3

n

de donde pTTm € z,porlo quen | p"m. Asi p"m = nm’ para algin m’ € z. Como (m,n) =1
necesariamente n = p*, con s < r, y por lo tanto % = pﬁs € Zpeo.

Nota 1.4.3. De hecho, podemos decir mds acerca de el elemento > del pdrrafo de arriba.
Considerando lo anterior y como ps(%) = 0 entonces p" | p° y por consiguiente r < s, es

decir, r = s. Por lo tanto

7

n:pS:pry%:menQ. (1.14)

De esta manera, hemos demostrado la siguiente proposicién.
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Proposicién 1.4.4. Para cada nimero primo p € Z1, (Q/2)p = Zpoo-

Como corolario de esta proposicién y del Teorema 1.3.13 tenemos que

Q/z= @ Zp, (1.15)
peEP
donde & denota al conjunto de todos los niimeros primos.
Continuando con la descripcién del grupo Zye, lo que haremos a continuacién es des-
cribir todos sus subgrupos.
Los subgrupos més sencillos que podemos encontrar en cualquier subgrupo son lo cicli-
cos. Consideremos pIT € Zp, el grupo ciclico generado por este elemento es

F)-{F1nez)

Una de las caracteristicas sorprendentes del grupo Z, es que todos sus subgrupos son como
el anterior; para ver esto comenzamos notando lo siguiente. Sean z%’ 1% € Zyeo, SUPONZAMOS
sin perdida de generalidad que r < s, entonces

1 _psr _s—r (1
[ (F)’

es decir, pIT € (%) y por lo tanto

Reciprocamente, si <1%> < < 1%> entonces

T_ T
T M T

RE

)

de donde 1% — z% € Z. Sean € 2 tal que ]% — z% = n, entonces p° — p'm = p"n lo que

implica que p* = p"(p°n + m); asi r < s. De lo anterior se sigue que,

<%> < <#> siy sélosir<s. (1.16)
De este hecho se obtiene que
<pir> < <pIS> siy sélosir<s. (1.17)

Consideremos ahora un subgrupo propio H de Z,~. Por ser H propio, existe a € Zye,

de orden p®, tal que a ¢ H. Supdéngase que a = p@ =m (#), esto lo podemos hacer por lo
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visto en la Nota 1.4.3. Si pIS € H entonces a =m (}) € H lo cual es absurdo; asi pzs ¢ H.
Sea
p" = max{o(x) | x € H},

p" existe ya que si {o(x) | z € H} no tiene méximo entonces H tendria elementos de orden

cualquier potencia de p, en particular de orden p®. Si y € H es de orden p®, entonces de la
Nota 1.4.3, y = pi =b ) para algin b € 2, con (b,p) = 1. Sean my,my € Z tales que
1 =m1b+ maop®, entonces
T _ mybtmop®
pS bps
_ mab map®
- p? T p®
_ mab
=

b
- )

es decir, I € H lo cual es absurdo. Por lo tanto p” si existe.

Sea < -~ € H, de orden p". Nuevamente, como (c, p) = 1, L ¢ Hyporlo tanto < > <H.

Si <17> < H, debe existir y € H tal que y ¢ < > Si 0( ) = pt, de la Nota 1.4.3 y de

(1.17) tendriamos que r < t y por consiguiente p” < p* = o(y) lo que contradice la eleccién

de p". Por lo tanto debe ser H = <pIT>
Resumimos estos resultados en la siguiente proposicién.

Proposicién 1.4.5. Todos los subgrupos propios de Zy~ son de la forma <p1n >, conn €N

y estos subgrupos forman la siguiente sucesion ascendente

0<<%><<pi2><~-<<pin><m<zpoo. (1.18)

En virtud de (1.18) tenemos que |J <pin> < Zyeo, més atn, dado € Zpe, como
neN

(x) < Zyeo, entonces (z) = <;> para algin r € Ny por consiguiente x € < > c U < >
neN

Por lo tanto

Ze = U (). (1.19)

neN
Hemos dado varias propiedades del grupo Z,~, la primera es que es un grupo p-primario
y que cada subgrupo es de la forma < o > para alguna n € N. Ademés ellos forma la cadena

ascendente dada en (1.18) y de este hecho pudimos comprobar la igualdad (1.19). De lo
anterior podemos verificar las siguientes relaciones:

p(5) =0,y p(er) = o para toda n € N.
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No obstante tenemos otra caracterizaciéon de este grupo, que en realidad es una abstracciéon
de las propiedades antes mencionadas.

Proposicién 1.4.6. Sea G el grupo generado por la familia {x,}nen cuyos elementos
satisfacen las siguientes relaciones

Tl %07 pr1 :07

en forma recursiva, prypi1 = T, para n > 0.
Entonces G es isomorfo a Zy.

Demostracion. Consideremos n € N con n > 1. De las relaciones tenemos que para cada
m<n
P " Ey = Ty (1.20)

n—1

Ademss, p"x, = p' ™ tx, = p(p"tx,) = pr1 = 0; asi para cada n € N,

o(zn) | p".

Como o(xy,)x, = 0 multiplicando esta igualdad por p"~!, y considerando (1.20), tenemos
que o(zy)x1 = o(xy)p
algin ¢, € Z, y por lo tanto ¢q1z,—1 = q1(pxn) = o(xy)x, = 0. Nuevamente, multiplicando

"~1x, = 0 lo cual sélo es posible si p | o(x,); asf o(x,) = qip para

q17n—1 = 0 por p"~2 obtenemos que q;x; = 0 y en consecuencia p | g1, entonces q; = qap
para algin ¢z € Z y o(x,) = g2p*. Siguiendo con este razonamiento encontramos que

pn | O(xn)u
7

y por lo tanto o(z;,) = p™.
Sea z € G — {0}, entonces

T =m1Ti + Mo, + -+ M,

donde estamos suponer que p { m; para cada j = 1,...,k. Sin pérdida de generalidad
podemos admitir que n = i = max{i; | 1 <1 <k}, por (1.20) tenemos que
@ = (map" " A p T )
k—1 '
Sea m = Y myp"~"; ptm pues de lo contrario, necesariamente p | my lo cual es absurdo.

=1
Hemos visto que para cada = € G — {0} existen n € Ny m € Z con (m,p) = 1 tales que

T = My, (1.21)
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Si existe m’ € Z, (m’,p) = 1, tal que x = m’x,, entonces (m’—m)z,, = 0 y en consecuencia
p" | (m’ —m), es decir, m’ = m + ¢p" para algin ¢ € Z. Esto es, m estd univocamente
determinada salvo un multiplo entero de p™. Por otra parte ¢ (z,_1), pues de no ser
asi © = rx,_1 y entonces mz, = rr,—1 = rpT,, de donde (m — rp)x, = 0, es decir,
p" | (m —rp) y por lo tanto p | m, lo cual es absurdo. Por lo tanto x € (z,,) — (xp—1)-

Resumiendo, cada x € G se puede escribir de forma tnica como = = mx, para alguna
n €N, con 0 <m < pysiz#0 entonces

T € (xTn) — (Tn-1) - (1.22)
De la discusién anterior resulta natural definir ¢ : G — Zp~ en los generadores co-

mo () = pIn. Veamos que @ esta bien definida, en el sentido de que las relaciones se
mantienen bajo ¢. Sea n > 1, claramente ¢(x) # 0. Por otra parte,

pp(wn) = por = B = i1 = p(@n-1).

Ademis 0 =1=2 = p% = pp(x1). Asi, hemos visto que

ST

gp(xl) 7& 6) p(p(xl) - 67
en forma recursiva, po(x,4+1) = ¢(x,) para n > 0.

Por lo tanto ¢ manda generadores en generadores y relaciones en relaciones. Veamos ahora

que ¢ es un isomorfismo. Sea z € ker ¢ y supongamos que x = mx,, entonces z% =0y

por consiguiente existe r € Z tal que ]% =r, es decir m = rp” y por lo tanto x = mzx, =
(rp")xn = n(p"xn) = 0y asi ker ¢ = 0. Para verificar que ¢ es suprayectiva basta mostrar
que los generadores z% € Zp~ estdn en la imagen de ¢ para cada n € N. Dado z% € Zpos,

xn € G satisface que p(x,) = pin y por lo tanto ¢ es suprayectiva; note que aqui se usa

%)
fuertemente la igualdad (1.19). Por lo tanto G = Z,. |

La caracterizacién anterior del grupo Z,~ sera de gran utilidad en el teorema de clasi-
ficacién de grupos abelianos divisibles, lo cual veremos a continuacién.



Capitulo 2

Descomposicion de Grupos

En la primera seccion del presente capitulo abordamos la nociéon de grupo divisible, un
clase de grupos sumamente importante en el estudio de clasificacién de grupos abelianos,
entre otras cosas veremos que, dado un grupo (abeliano) existe un grupo divisible que lo
contiene. Este resultado tiene una consecuencia que es parte fundamental en la caracteriza-
cién de grupo divisible, dicho resultado afirma que, un grupo divisible es sumando directo
de cualquier grupo que lo contiene. También daremos el teorema de clasificacion de dichos
grupos, e introducimos los invariantes que los determinan. Las siguientes tres secciones
estan dedicadas a encontrar condiciones bajo las cuales un grupo puede ser descrito como
una suma directa de cierta clase de subgrupos. Como mencionamos antes, un grupo divisible
es sumando directo de cualquier grupo en el cual este contenido; una de las metas de dichas
secciones serd encontrar algo equivalente para poder encontrar sumandos directos de un
grupo dado. Es asi que en la seccién 2.2 introducimos una nocién de subgrupo méas débil a
la de subgrupo divisible, a saber la de subgrupo puro. Estudiaremos bajo qué condiciones
esta clase de subgrupos son sumandos directos. En la seccién 2.3 estudiamos las condiciones
que debe cumplir un grupo para que éste sea una suma directa de grupos ciclicos; asi como
las relaciones que debe tener dicho grupo con sus subgrupos puros para producir sumandos
directos. En la seccién 2.4 se retoma la nocién de divisibilidad introduciendo una medida
numérica de dicha propiedad, a saber la altura, y como veremos ésta resulta ser crucial en
nuestro estudio de clasificacién. En la seccién 2.5, como su nombre lo dice, estudiamos las
sumas directas de grupos ciclicos, logrando dar condiciones necesarias y suficientes para
que un grupo pueda ser expresado como una suma directa de grupos ciclicos.

25
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2.1. Grupos Divisibles

En esta seccién estudiaremos aquellos grupos que como Q tienen la propiedad de que

cada uno de sus elementos es “divisible” por cualquier niimero entero (véase la Seccién
1.4.1).

Definicién 2.1.1. Sea y un elemento de un grupo G yn € Z*; decimos que n divide a
Yy 0 que y es divisible por n si exviste x € G tal que

ne =y. (2.1)
Es claro que (2.1) es equivalente a que y € nG.!

Ejemplo 2.1.2.
a) Sea G un grupo. El elemento neutro 0 € G es divisible por cualquier entero.

b) Todo elemento de Q es divisible por cualquier nimero entero.
La siguiente proposicién enlista algunas consecuencias inmediatas de la definicién 2.1.1.
Proposicién 2.1.3. (a) Sin € Z" divide a y € G entonces —n divide a y.

(b) Six =w es una solucion de (2.1) entonces la clase lateral a + G[n] 2 es el conjunto
de todas las soluciones de (2.1).

(¢) Si G es libre de torsidn entonces la ecuacion (2.1) tiene a lo mds una solucion.
(d) Siye G yoly) =m, entonces cualquier entero n primo con m divide a y.

(e) Sean G un grupo, y € G. Si m y n dividen a y entonces [m,n], el minimo comin
maultiplo de m y n, divide a y.
Demostracion. (a) Sea a’ € G tal que na’ = y; considerando a = —a’ € G tenemos que

(—n)a = (—=n)(=a’) = (=(-n))a’ = na’ = y.

(b) Claramente si a’ € a + G[n] entonces a’ es solucién de (2.1). Reciprocamente, si
a’ es una solucién de (2.1) entonces na’ = na y por consiguiente n(a’ — a) = 0, es decir
(¢’ —a) € G[n] y por lo tanto a’ € a + G[n|.

'nG = {nz | z € G}.
2 Anélogo a la Definicién 1.13, G[n] = {x € G | nx = 0}, es un subgrupo de G.
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(¢) Siay a’ son soluciones de (2.1) entonces na’ = na y por consiguiente n(a’—a) = 0.
Como G es libre de torsién y (a’ — a) € G[n] = 0 entonces a’ = a.

(d) Al ser (m,n) = 1 existen enteros a, b tales que
am +bn =1, (2.2)
multiplicando por y la identidad (2.2), y considerando que my = 0, tenemos que n(by) = y.
(e) Sean a,a’ € G tales que ma =y y na’ =y y sea d = (m,n) = rym + ran, entonces

[m,n](r1a’ + rea) = ZE(ria’ 4 r2a)
= "na’ + Zrma
- (B 4 oy
r1m-4ron

|

Definicion 2.1.4. Un grupo G se llama divisible si para cada elemento x € G y cada
n € Z%, n divide a x.

Nota 2.1.5. El inciso (a) de la Proposicion 2.1.3 asequra que, si G es divisible entonces
para todo n € Z — {0}, nG = G.

Proposiciéon 2.1.6. La imagen bajo un homomorfismo de un grupo divisible es un grupo
divisible.

Demostracion. Sea ¢ : D — G un homomorfismo de grupos, donde D es divisible. Sea
y € p(D)yneZ. Seax € D tal que p(z) =y, como D es divisible existe a € D tal que
na = x, entonces ny(a) = p(na) = p(r) =y. Como ¢(a) € p(D) se sigue que ¢(D) es un
grupo divisible. |

Como un corolario de esta proposicion tenemos:
Corolario 2.1.7. Si G es un grupo divisible y H < G entonces G/H es divisible.

Demostracion. G/H es la imagen del homomorfismo canénico p: G —=G/H . Por la
Proposicién 2.1.6 G/H es divisible. [ |

A su vez, este corolario nos muestra que los racionales médulo uno Q/2z del ejemplo
1.3.5 forman un grupo divisible.
La Proposicion 2.1.6 sugiere la siguiente definicion.
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Definicion 2.1.8. Un subgrupo H de un grupo G es divisible si al considerar a H como
grupo éste es divisible. Es decir, para todo h € H y todo n € Z existe h' € H tal que
nh' = h.

Nota 2.1.9. Ni Z ni Z,, para toda n € N, son grupos divisibles. Asi, una consecuencia
mas de la Proposicion 2.1.6, es que los grupos ciclicos no son grupos divisibles.

De hecho, tampoco la suma directa de grupos ciclicos es un grupo divisible; el siguiente
resultado asi lo muestra; méas aiun da condiciones necesarias y suficientes para que una
suma directa de grupos sea divisible.

Teorema 2.1.10. Sea .F = {G,}icr una familia de grupos. El grupo G = @G es divisible
el
sty solo st G; es divisible para cada i € I.

Demostracion. Supdéngase que % es una familia de grupos divisibles. Sean € Zyy € G =
k
@G, supongamos que y = ) y;;. Como cada Gj; es divisible, para cada 1 < j < k, dado
icl j=1
k
n € Z existen z;; € Gj; tales que nx;; = y;,, 1 < j < k, considerando v = ) z;, € G
j=1
tenemos que nz = y. Por lo tanto GG es un grupo divisible.
Reciprocamente, supongamos que G es un grupo divisible y sean y € G, con j € I y

n € Z. Consideremos (y;)ie; € G definido como sigue:

ysii=)
Yi =
0sii#j
Como G es divisible, dado (y;)ier € Gy n € Z, existe (z;)ier € G tal que n(z;)icr = (Vi)ier,
es decir, (nx;)icr = (¥i)ier; asi existe n; € G, tal que nx; = y y por lo tanto G; es divisible
para cada j € I. |

Este teorema proporciona una demostracién mas del hecho de que el grupo €9z del
s
primer ejemplo en 1.4.1 no es divisible. Ademds, a partir del Teorema 2.1.10 y de (1.15)

obtenemos que Zp es un grupo divisible para cada ntimero primo p.
Para hacer mas clara la demostracién del siguiente teorema, el cual proporcionara parte
de una caracterizacion de los grupos divisibles, presentamos el siguiente lema preliminar.

Lema 2.1.11. Sea H un subgrupo divisible de un grupo G y L un subgrupo de G tal que
H®L < G. Seax € G— (H+ L). Si existe un mimero primo p € Z" tal que px € L,
entonces HN (L + (x)) = 0.



CAPITULO 2. DESCOMPOSICION DE GRUPOS 29

Demostracién. Denotamos por L' = L + (x). Sea p € ZT un ntimero primo tal que pz € L
y sea h € HNL’. Por ser h un elemento de L’, tenemos que, para alguna n € Z

h =1+ nx. (2.3)

Si p | n, entonces n = rp para alguna r € Z"; asi h = [+ r(px) € L y por lo tanto h = 0.
Si (n,p) = 1 entonces, por la identidad de Bezout, 1 = sn + tp, con s,t € Z, de donde

x = s(nx) + t(px)
=sh+ (—sl+t(pr)) e H+ L

que es una contradiccién, pues x ¢ H + L. Por lo tanto (n,p) # 1y

HNL = (0).

Teorema 2.1.12. Cualquier subgrupo divisible de un grupo es un sumando directo.

Demostracion. Sea G un grupo y H < G un subgrupo divisible. En la demostracion uti-
lizaremos el Lema de Zorn para poder encontrar un complemento directo para H. Sea
o ={L<G|HNL=0}. & # @ pues 0 € &. (o/,C) es entonces un conjunto parcial-
mente ordena al cual aplicaremos el Lema de Zorn. Si € es una cadena en &/ considerando

M = |J L tenemos que HNM = |J (HNL) =0, es decir, M € &/ y como L C M para
Le? Le?
toda L € € entonces M es una cota superior en 7.

Asi, por el Lema de Zorn, existe K un elemento maximal en «; veamos que H+ K = G.
SH+K<GyxreG—(H+K),comoz ¢ K, st K=K + (z) entonces K & K’ y por
la maximalidad de K tenemos que H N K’ # 0. Sea h € HN K', h # 0, entonces al ser h
un elemento de K’ existe n € Z — {0} tal que

h =k + nx, (2.4)

es decir,

nt=h—-—kecH+K. (2.5)

Sea m € Z* el minimo con la propiedad de que mz satisface (2.5) y sea p € ZT un
primo tal que p | m, entonces por la eleccién de m

y = (Zj)x@éH—i—K. (2.6)
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Sin embargo py = mx € H + K. Ahora como H es divisible, existe h’ € H tal que ph/ = h
y por (2.4), ply —h') = —k. Si 2 = I/ — y, entonces pz € Ky z ¢ H+ K, pues de lo
contrario y — h' € H + K lo que implica que y € H + K contradiciendo (2.6). Asi{ hemos
construido un elemento z € G — (H + K) para el cual existe un ntimero primo p con la
propiedad de que pz € K. Luego considerando K’ = K + (z) tenemos que K ¢ K" y por
el Lema 2.1.11 K" € & que es absurdo pues K es maximal en 7. Por lo tanto no existe
r € G—(H+ K) y tenemos asi que H + K = G. Por lo tanto G = H & K. [ |

Es posible dar demostraciones mas “elegantes” del Teorema 2.1.12 pero hemos elegido
la anterior pues en ella se muestra como se trabaja con los elementos del grupo, asi como
con el Lema de Zorn.

A continuaciéon damos algunas equivalencias de grupo divisible. Para lo cual serd nece-
saria la siguiente definicién y los siguiente resultados.

Definicion 2.1.13. Un grupo F' es libre si es una suma directa de grupos ciclicos infinitos.
Si estos grupos ciclicos estan generados por los elementos x; (i € I), entonces el grupos
libre es

el
El conjunto X = {z;}icr se llama conjunto libre de generadores de F o base de F.
Asi F' también es llamado el grupo libre en el conjunto X o con base X.

Nota 2.1.14. Denotamos como Fy al grupo libre abeliano F' con m generadores, (m un
cardinal). Se wverifica que dos grupos libres abelianos Fn, y Fy son isomorfos si y sdlo
si m = n (véase por ejemplo [Fuf, Cap. 3). Como consecuencia de esto tenemos que,
cualesquiera dos bases de un grupos libre abeliano F' tienen al misma cardinalidad. Asi, se
sigue inmediatamente de la definicion 2.1.13 que, si F' es un grupo libre abeliano entonces
F =@ z, donde r; es el cardinal de una base.

Ty
La siguiente proposicién caracteriza los grupos libres.
Proposicion 2.1.15. Sea F' un grupo libre abeliano con base X. Si G es un grupo y

p: X —= G wuna funcidn, entonces existe un unico homomorfismo ¢ : F —— G tal que
o|lx = p, es decir, el siguiente diagrama conmuta.
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k
Demostracion. Cada elemento z € F se escribe de forma tnica como x = ) mjz;;
J=1

k
asi definimos ¢(x) = _ m;p(z;;). Nuevamente, la unicidad de la expresién de x garantiza
=1
que ¢ esta bien definida y satisface las condiciones que afirmamos. Finalmente ¢ es unica
pues si ¢’ es una homomorfismo con la propiedad de que ¢’|x = ¢ entonces para cada
x € F tenemos que

J=

k

¢'(x) = ¢ _1mjfﬂz’j)
k

Z mj(b,(xij)
7j=1

k
Jj=1
= ¢(z)

es decir, ¢(x)’ = ¢(x) para toda = € F. Por lo tanto ¢’ = ¢. [ |

La clase de grupos libres abelianos resulta importante entre otras cosas porque con ella
podemos comenzar a estudiar la estructura de los grupos abelianos, como lo muestra el
siguiente teorema.

Teorema 2.1.16. (i) Cualquier grupo abeliano G es isomorfo a un grupo cociente de la
forma F/K donde F es un grupo libre abeliano.

(ii) Cualquier grupo abeliano G estd incluido en un grupo divisible.

Demostracion. [(i)] Para ver esto consideremos un grupo G y X un subconjunto de G,
denotaremos al conjunto de todas las funciones f: X — z tal que sop(f) es finito (véase
la pagina 4) como 2% No es dificil verificar que 2(X), con la suma puntual de funciones,
es un grupo abeliano. Consideremos a X C G como un conjunto de generadores de G (es
posible que X = G), sea §, : X—>2 definida como

lsiy==x
05(y) =
0siy#x,

(X) para toda = € X. Veamos que {0, }ex genera z(X). Sea ¢ € z(X),

claramente 6, € Z
como queremos demostrar que ¢ € (dz),cy, basta encontrar enteros m,, casi todos cero,
tales que ¢ = > m,0,. Suponiendo que esto sucede, para y € X se debe tener p(y) =
> mgd.(y) = my. Por lo tanto

o= > ¢(®)0s € (0a)zex
zeX
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A partir de lo anterior resulta natural definir f : {d,},ex ——= G dada por f(d,) = x;

la Proposicion 2.1.15 asegura que existe un tinico homomorfismo f; z(X) ——= @G tal que
el siguiente diagrama conmuta
Z(X)

N o~
NS

i N
N

N\
{59&}x€X 7> G

es decir, foz' = f o bien ﬂ{éz}xex = f. Ademss es fsuprayectiva, ya que G = (X). Asi,
por el primer teorema de isomorfismos tenemos que
G = 2% /ker f, (2.7)

lo que demuestra (i).

[(47)] Sin perdida de generalidad suponemos que G satisface (2.7). Asi, a partir de el
isomorfismo en (2.7) y de la Nota 2.1.14 obtenemos que

G = (@ 2)/K.

| X

donde K es la imagen de kerfbajo el isomorfismo de z(X) con P z. Como
X1

(D 2)/K—~(D /K

X | X

(i la inclusién natural) finalmente tenemos que

G%(% Q)/K, (2.8)

con (P Q)/K es un grupo divisible, debido al Teorema 2.1.10 y al Corolario 2.1.7. [ |
X]

Proposicion 2.1.17. Sea D un grupo, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) D es divisible.
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(b) D es un sumando directo de cualquier grupo que lo contiene.

(c) Sea G es un grupo, H un subgrupo de G y f: H— D un homomorfismo, entonces
f puede extenderse a un homomorfismo de G en D, en diagrama

H4f>D

|
’L//
G

Demostracion. Veremos que (a) = (¢) = (b) = (a).

[(a) = (c)] Sean G un grupo y H un subgrupo de G tal que existe un homomorfismo
f:H—=D.Si H= G no hay nada que demostrar. Sean x € G — H, veremos primero
que es posible extender f a H> = H + (x). Si HN(x) = 0 entonces H' = H @ (z) y en este
caso definimos

fiH —=D
h+ ma— f(h) + ma

donde @ € D es un elemento fijo. f’ esta bien definida pues la expresion de h + max
es Unica. Ademds si (h + mx), (W’ + m’z) € H’ entonces f'((h + mz) + (B + m’z)) =
f((h+R)+ (m+m)z) = f(h+h)+ (m+m)a = (f(h)+ f(R)) + (ma + ma) =
(f(h)+ma)+ (f(h")+m’a) = f'(h+mz)+ f' (K +m'z), es decir, f’ es un homomorfismo
y claramente f’|g = f.

Supongamos ahora que H N (x) # 0. Sea m = min{n € Z* | nx € H N {(x)}. Si
nx € HN{x) entonces m divide a n (en Z) ya que por el algoritmo de la divisién, n = gm+r
donde 0 <r <m y como rx = (n — gm)x = nz — q(mz) € H N (z) necesariamente r = 0.
Como mz € H entonces f(mx) € D; al ser D divisible dados f(mz) y m existe a € D tal
que ma = f(mz). Definimos f’: H'——= D dada como sigue. Siy € H' y y = h + nx,
f’(y) = f(h) + na. Para ver que f’ esta bien definida, basta demostrar que ¢ esta definida
en H N (x). Supéngase que h = nx € HN (z) y que n = gm. Considerando h € H tenemos
que f(h) = f(k) = f(nz) = f(g(ma)) = af (mz) = q(ma) = na = f*(nz). Por lo tanto f'
estd bien definida. Claramente f’ es un homomorfismo de grupos y ademas f’|g = f.

Para dar el homomorfismo de G en D consideramos el siguiente conjunto

o ={(S,p) | S<G, SO H, ¢:S5S— D es un homomorfismo de grupos y ¢|g = f}.
o #+ @ yaque (H, f) € o/. Definimos en &/ la siguiente relacion:

(SZ',QOZ') < (Sj,goj) siy sélo si S; C Sj y g0j|52. = ;-
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Claramente (7,<) es un conjunto parcialmente ordenado. Veamos que (<7, <) satisface
las hipdtesis del Lema de Zorn. Sea € = {(5;, ¢i) }ier una cadena en /. Consideramos
S = |J S; el cual es un subgrupo de G pues al ser € una cadena, {S;}ic; también lo es.
i€l
Definimos
p:S——=D

s j(s) siseS;.

¢ esta bien definida ya que si s € S; N S, al ser € una cadena y (Sj,¢;), (Sk, vr) € €
necesariamente (Sj, ;) < (Sk, k) 0 (Sk,vr) < (Sj,95); si (Sj,¢;) < (Sk, ¢r) entonces
Sj C Sk y por consiguiente S; NSy, = S;, ademds @i (s) = ¢;(s) pues pi|s; = ;. Veamos
ahora que ¢ es un homomorfismo. Sean s,s” € S, supongamos sin perdida de generalidad
que s € S; y s € S con §; C Sy, entonces s,s” € Si y por consiguiente s + s* € Si;
asi p(s +5) = puls + ) = pu(s) + or(s) = 5(5) + Pr(8) = (s) + (s, la tercera
igualdad es debido a que pi|s; = ;. Finalmente si h € H, entonces para cada i € [
w(h) = pi(h) = f(h), donde la segunda igualdad es debido a que ¢;|;y = f para cada i € I.
Por lo tanto (S,¢) € &/ y claramente es cota superior de €. Por el Lema de Zorn existe
(G, F) una elemento maximal en 7.

Afirmamos que G = G, en efecto si G < G entonces existe yeG— G. Considerando
G =G+ (y) podemos repetir la construccién del principio y encontrar un homomorfismo
F’: G’ — D de tal manera que I’|5 = F. Como H < G < G’, dado h € H tenemos
que F’(h) = F(h) = f(h) y por consiguiente (G',F’) € /. Es decir (G",F’) € &y
G<@, que es absurdo pues contradice la eleccién de (CNJ, F). Por lo tanto debemos tener
que G= G, lo que termina esta parte de la prueba.

[(¢) = (b)] Supdéngase que D < G. Consideremos el siguiente diagrama

Por (c), el homomorfismo identidad en D se puede extender a un homomorfismo F' de G
en D. Sea K = ker F'; veamos que G = D& K. Seax € Gy a = F(z) € D, entonces
F(a) = Idp(a) = a y por consiguiente F'(z) = F(a), asi F(x —a) = 0 y en consecuencia
(r —a) € ker F, sea k € K tal que z — a = k, entonces x = a+ k € D + K y por lo tanto
G=D+K.Side DNK, entonces d = Idp(d) = F(d) = 0 mostrando que DN K =0y
por lo tanto G = D & K.

[(b) = (a)] Sea D un grupo con la propiedad de ser sumando directo de cualquier grupo
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que lo contiene, por el Teorema 2.1.16 (i7), existe un grupo divisible D que lo contiene.
Entonces D =D & H y por el Teorema 2.1.10 tenemos que D es divisible. |

En la bisqueda de una descripcion de un grupo hemos visto que si contiene un subgrupo
divisible éste es un sumando directo de dicho grupo. El siguiente teorema muestra que, dado
un grupo siempre existe un subgrupo divisible, més atin es posible encontrar el maximo
subgrupo divisible de un grupo respecto a C.

Teorema 2.1.18. Un grupo G tiene un subgrupo divisible mdximo (resp. a C) D, y G =
D @ R, donde R no tiene subgrupos divisibles triviales.

Demostracion. Consideramos la familia 2 = {H < G | H es divisible}, el subgrupo bus-
cado es
D= > H.
He9

En efecto, seann € Zyx=h1+---+ hp € D donde h; € H; € 9 para 1 < i < k. Como
cada H; es divisible existen h;’ € H; tales que nh;” = h; para 1 < i < k. Considerando
y=hi"4+---+ ht’ € D tenemos que ny = = y por lo tanto D es un subgrupo divisible.
Claramente D es el mayor subgrupo divisible de G (respecto a C); asi el Teorema 2.1.12
asegura que G = D @ R para algin R < (. Si R contiene un subgrupo divisible N
necesariamente N € & y por lo tanto N C D, por lo que N C DN R = 0; asi el unico
subgrupo divisible que contiene R es 0. |

El subgrupo R del teorema anterior serd sumamente importante en nuestro trabajo de
clasificacion. Asi tenemos la siguiente definicién.

Definicion 2.1.19. Decimos que un grupo G es un reducido si el inico subgrupo divisible
que contiene es 0.

Es claro a partir de la demostraciéon del Teorema 2.1.18 que, para cada grupo G el
subgrupo divisible maximo D que contiene es tUnico. Sin embargo no podemos afirmar lo
mismo para el subgrupo reducido R del Teorema 2.1.18, lo que si podemos asegurar es que
es Unico salvo isomorfismos ya que R = G/D; un ejemplo de esto son los grupos Q & 2z,
y Q@ H donde H = (0,2) < 2z, ambos grupos son isomorfos y su parte divisible es la
misma, no asi su parte reducida.

Nota 2.1.20. Del Teorema 2.1.18 deducimos que una forma de estudiar grupos abelianos
es estudiar, por separado, grupos divisibles y grupos reducidos asi como la suma directa de
estas dos clases de grupos.
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El estudio de los grupos divisibles ha sido muy satisfactorio en el sentido de que se ha
logrado dar un teorema de clasificacién de esta clase de grupos.

Comenzaremos la descripcién de los grupos divisibles con los siguientes lemas prelimi-
nares, posteriormente daremos un teorema que clasifica a estos grupos (abelianos) con la
propiedad de divisibilidad.

Lema 2.1.21. Si G es un grupo divisible entonces t(G) es un subgrupo divisible.

Demostracién. Sean n € Z+ — {0} y = € t(G) tal que mz = 0 con m € Z*. Por ser G
divisible existe y € GG tal que ny = x y por consiguiente

(mn)y = m(ny) = mx =0,

como mn € ZT tenemos que y € t(G). Es decir, dado n € ZT y z € t(G), existe y € t(G)
tal que ny = z. Por lo tanto ¢(G) es divisible. [ |

Para el siguiente lema, recordamos que para un grupo divisible libre de torsién, cada

ecuacién nx = y tienen un unica solucion (ver el inciso (c¢) de la Proposicién 2.1.3)

Lema 2.1.22. 57 I es un grupo divisible libre de torsion, entonces F' admite una estructura
de Q-espacio vectorial.

Demostracion. Para dotar a F' de una estructura de Q-espacio vectorial sélo basta definir
el producto por escalares. Sea r = 7 € Q y y € F. Dados n y y tenemos que existe un
Unico x € F tal que nx = y. Lo anterior sugiere definir

ry = (})y = mx € F. (2.9)

Para ver que este producto esta bien definido, veamos que no depende de la representacion
de r.

Supongamos que r = 7 = L entonces mn’ = m'n. Sea y € Iy supongamos que

nxy =y = n’xrs, luego por definicién
(Wy=ma1y (FF)y = m'z,.

Sea x € F tal que (mn’)z = y = (m'n)x, entonces al ser n(m’z) = y por la unicidad
tenemos que (m’x) = z; y en forma andloga mx = z2. De donde mz; = m(m'z) =

(mm’)z = (m'm)x = m’(mz) = m’xa. Por lo tanto ()r = (7).

Veamos ahora que se satisfacen las siguientes propiedades

(@) r(sy) = (rs)y.
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9

(i) r(y+y) =ry+ry.
(7i1) (r+ s)y =ry + sy.
(iv) 1y =y.

Seanr:%,SZ%ery,y’eF.
[(i)] rs = %, sea x € F tal que (nn’)z = y entonces, por definicién (rs)y = (mm’)x, como
n’(nx) = y, y la solucién es unica, entonces sy = m’(nx) = n(m’z) y por consiguiente,
nuevamente por la unicidad en las soluciones, r(sy) = m(m’z) = (mm’)x; por lo tanto
r(sy) = (rs)y.
[(i1)] Sean x1,z9 € F tales que

mri =y y mzxe =1, (2.10)

sumando las igualdades en (2.10) miembro a miembro tenemos que m(z1 + z2) =y + vy,

de donde
riy+y’) = m(xg + x2)
= mx1 + Mmxs
=ry+ry.

[(#17)] Sean x1,x2 € F tales que nzy =y y n'za = y. Es decir
Ty =muy y sy=mis. (2.11)

Sea x € F tal que (nn’)xr = y. Como n(n’x) = y entonces n’x = x1, andlogamente
n’(nx) =y implica que nx = x2 y por consiguiente

mn’x =mzx; y m’'nx =m'zy, (2.12)

(r+s)y = (mn’ +nm’)x
= (mn’)x + (nm’)x
=TY + sYy;
donde la ltima igualdad es por (2.12) y (2.11). Por lo tanto (r + s)y = ry + sy.
Claramente se satisface (iv) y por lo tanto F' es un Q-espacio vectorial. |

Nota 2.1.23. La estructura de Q-espacio vectorial que hemos dado al grupo divisible libre

de torsion F' es unica. En efecto supongase que se tiene definida una multiplicacion por
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escalares rxy conr € Q yy € F que hace de F' un Q-espacio vectorial. Veremos que dichas
operaciones son iguales y para lo cual comenzaremos mostraremos que para toda n € Z

n*xy =ny. (2.13)

Sea y € F, de los ariomas de espacio vectorial tenemos que

lxy=y=1y.
Supongamos como hipdtesis de induccion que (2.13) es vdlida para k € %, entonces

(k+1)xy =kxy+1xy  (axioma de espacio vectorial)
=ky+1ly (hipdtesis y base de induccion)
=(k+1)y (asociatividad en F)

por lo tanto (2.13) es vdlida para todan € Z". Sean € Z conn < 0. Utilizando los axiomas
de espacio vectorial tenemos que

0=0*xy=(1-D*xy=1lxy+(-Dxy=y+(-1)*y,

por lo tanto para todo y € F

—((=1)*y)=y. (2.14)
Como —n € Z* tenemos que (—n)*xy = (—ny) = —(ny), por otra parte (—n)*y = (—1n) x
y=(=1)*(nxy) yasi (—=1)*x (nxy) = —(ny), lo cual implica que —((—1) * (nxy)) = ny;
asi por (2.14) tenemos nxy = —((—1) * (nxy)) = ny. Por lo tanto tenemos que (2.13)
es vdlida para todo n € Z. Nuevamente, de los axiomas de espacio vectorial tenemos que
y=1lxy=(1)*xy = (n%) kY = n* (% *y) = n(% x 1), la dltima igualdad es debido a
(2.13). Es decir, para toda y € F y para toda n € Z, la solucion de la ecuacion nx =y es
T = %*y Ast, de nuestra definicion de multiplicacion por escalares dada en el Lema 2.1.22,
parar =" € Q yy € F tenemos que ry = m(%*y) = m*(%*y) = (m%)*y = Txy = r*y,
nuevamente la sequnda igualdad es por (2.13). Por lo tanto r xy = ry para toda y € F' y
para todo r € Q.
Proposicién 2.1.24. Sea T un grupo p-primario divisible, entonces T = @ Zy~, donde

Tp

rp es un cardinal que sélo depende de T'.

Demostracion. Sea x1 € T[p] — {0}, por ser T' un grupo divisible podemos definir 5 =
{Zn}nen en forma recursiva como sigue

pro = 11, en forma recursiva px, = r,_1 paran > 1. (2.15)
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Sea Z = (B), por la Proposicién 1.4.6 2 = Zw. De esta manera si T # 0 entonces T’
contiene un subgrupo isomorfo a Zye.

Sea o = {W <T | W = Z,~}, por lo anterior tenemos que &7 # & ya que Z € /.
Sea @ = {{Si}ier | {Si}ier C &, y {Si}ier independiente}, como o7 # & entonces @ # &,
(@, C) determina un conjunto parcialmente ordenado al cual aplicaremos el Lema de Zorn.

Sea € una cadena en @ y sea .# = |J H. Claramente .# C &, asi que mostraremos que
He®
Z es independiente para probar que .# € @.

Sea S € FyseS() >, K.Entoncess =k +---+k;,, donde ki, € Ki; € 7.
KeF {5}
Sea £ € € tal que S,K1,...,K,, € £, existe ya que € es una cadena, como .Z es
m

independiente S > K;, = 0; asi que s = 0 y por lo tanto S > K = 0 para toda
jil KeZ—{S}

S € #. Por lo tanto .% € ® y claramente es cota superior de %. Por el Lema de Zorn
existe .# = {S;}icr un elemento maximal de ®.

Sea T = @S;, veamos que T” = T. Por definicién S; = Z,~ para toda i € I y como

i€l

Zyeo es divisible, entonces cada S; es un subgrupo divisible de G' y por consiguiente, de la
Proposicion 2.1.10, tenemos que 1" es divisible. Por otra parte el Teorema 2.1.12 asegura
que T =T"® R. Veamos que R = 0. Si existe 21 € R—{0}, como R es divisible y de torsién

(Teoremas 2.1.12 y 2.1.10), podemos construir {y, }nen C R con las siguientes propiedades:

py1 = 0y para cada n > 1 pyny1 = yn.

Sea R’ = ({yn}nen) < R, por la Proposicién 1.4.6 R’ = Zy,e0; consideremos .4’ = .4 U{R’}.

Como Y S; (R C > Si( R = 0; con un argumento parecido se muestra que (R’+ ) S;)N
el iel i#j

S; = 0, para todo j € I, y por consiguiente tenemos que .#’° € ®; ademds .# & #’, lo

cual es absurdo pues contradice la maximalidad de .#. Asi R = 0 y por lo tanto

T=T =@S = P2~. (2.16)
icl 1|

A continuacién encontraremos cual es el cardinal |I|. Considerando el Teorema 1.3.15,
tenemos que

Tlp] = D zpe<[p] (2.17)

]

Veamos que Zye [p] = Z,. Definimos ¢ : Zp —— Z,ec[p] como p(m) = ?. Veamos que
 esta bien definida, en el sentido de que no depende del representante elegido. Supongamos
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pues que m —m’ = ¢p para algin q € Z, entonces
(,%) (L)
—m’)(5)

= qp(%) 0

s3]
% -

I
3 3

1
p

Por lo tanto ¢(m) = ¢(m’) y ¢ esta bien definida. Claramente ¢ es un homomorfismo
de grupos. Si m € ker ¢ entonces % € Z y por lo tanto m = ¢p para algin q € Z;
asi m = gp = 0 y por lo tanto ker ¢ = 0. Finalmente, a partir de la Nota 1.4.3 sabemos

ﬂ

los elementos de Zy~[p] son de la forma  para alguna n € 2, con 1 < n < p; asi, dado

% € Zy<[p], M € Z, satisface que ¢(n) = 5 y por consiguiente ¢ es suprayectiva. Por lo

)
tanto Zye [p] = 2, y asi (2.17) lo podemos escribir como

Tlp] = @ zp=[r] = D2 (2.18)

] 1]

Por otra parte, de la Proposicién 1.3.17 tenemos que T'[p] es un Z,-espacio vectorial. Si
rp = dimgz, T'[p] entonces tenemos el isomorfismo de Z,-espacios vectoriales

T[p] = @ZIN
Tp
que en particular es un isomorfismo de grupos (abelianos), y por lo tanto

T[p] = @zp (2.19)

Asi por (2.18) y (2.19) tenemos que P2z, = Pz, y por lo tanto |I| = r, = dimz, T[p]. W

1] ™p

El siguiente teorema, asi como lo hecho en la seccién 1.3, nos permitird definir un
invariante completo para los grupos divisibles.

Teorema 2.1.25. Todo grupo divisible G es una suma directa de grupos cada uno isomorfo
al grupo aditivo Q 6 a Zye (para varios primos p).

Demostracion. Sea G un grupo divisible. Por el Lema 2.1.21 #(G) es un subgrupo divisible
de G y por el Teorema 2.1.12
G=Faota). (2.20)

Como F = G/t(G) la Proposicién 1.3.8 asegura que F' es libre de torsién, y por el Teorema
2.1.10 tenemos que F es divisible. Asi F' es un grupo divisible libre de torsién y por el Lema
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2.1.22 F es un Q-espacio vectorial. Si 7, = dimg F', tenemos el isomorfismo de Q-espacios
vectoriales

F =~ Q. (2.21)

Ya que todo homomorfismo de espacios vectoriales es en particular un homomorfismo de

grupos, el isomorfismo en (2.21) es de grupos; y asi tenemos que F' =~ Q.
o
Por otra parte, Como t(G) es divisible, del Teorema 1.3.13 tenemos que

HG) = @ HG),. (2.22)

peES
Nétese que al ser t(G) divisible y en virtud del Teorema 2.1.10 cada t(G), es un grupo divi-
sible y ademas de torsién; asi por la Proposicién 2.1.24, para cada p € 2, t(G), = @ Zpee;
Tp

asi por el isomorfismo en (2.22) tenemos que

HG) = D (Dzp~). (2.23)

pEF Tp
Finalmente, a partir de (2.20), (2.21) y (2.23) obtenemos que

G=Dee @ (Dz=)

Tp pES Tp

Dado un grupo divisible G, denotaremos por F'(G) al grupo libre de torsién enunciado
en la Proposicién 1.3.8. En virtud del Teorema 2.1.25, definimos la siguiente asignacion

G I~ (’I“F(G>,’r’p1(c),7‘p2(c>, s oy - ), (2.24)

donde r = dimg F(G) y para cadan € N, r = dimyg_ t(G),, . Nbétese que si en la
F(G) Q Pn(G) Pn Pn

descomposicién de ¢(G) no hay elementos de orden p entonces t(G), = 0 y por lo tanto

Tpgy) = 0.

Nota 2.1.26. De las Proposiciones 1.3.7 y 1.3.14 tenemos que si G y H son grupos
isomorfos entonces t(G) = t(H) y asi t(G), = t(H), para toda p € &; ademds F(G) =
F(H). Por lo tanto

(2.25)

(TF(G)7TP1<G),TPQ(G>, s Tpaggys - )= (TF(H),TP1<H),Tp2(H>, s TPy - - e
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Reciprocamente, si G y H son grupos divisibles tales que satisfacen (2.25), entonces

G= D eaD( D zp)=H

"F() €N Tpi(a)
De esta manera
(TF(G) 1 Tprays Tp2ieyr 9 Tongeyr - - .),

determina un invariante completo para un grupo divisible G.

La idea ahora es extender este invariante a grupos mas generales que los divisibles.
Comenzaremos esta tarea en el siguiente capitulo introduciendo nuevas nociones un poco
mas débiles que la divisibilidad.

Para finalizar, y como una consecuencia del Teorema 2.1.25, daremos otra caracteri-
zacion del grupo Zy~. Despues de esto, daremos respuesta a los problemas 1, 2 y 3 plantea-
dos en la introduccién de la tesis.

Proposicion 2.1.27. Si G es un grupo infinito tal que cualquier subgrupo propio es finito.
Entonces que G es isomorfo a Zpe.

Demostracion. Notemos que GG no puede ser ciclico pues de lo contrario G = Z el cual no
tiene subgrupos finitos; asi dado = € G, como (z) < G, tenemos que o(x) es finito y por
lo tanto ¢(G) = G. Por el Teorema 1.3.13 tenemos que G es la suma directa de sus partes
primarias, es decir

G= @G,

peEL

El nimero de sumandos G, , con p € &, distintos de cero es finito; mas aun existe s6lo un
ntimero primo p € & tal que G, # 0. En efecto ya que si p, ¢ € & son dos nlimeros primos
distintos entonces G = G, & € G, y por ser G infinito 6 Gy es infinito 6 €@ G es

p€Z—{q} peZ—{q}
infinito; sin importar cual de ellos lo sea, hemos encontrado un subgrupo propio de G que

no es finito lo que es absurdo. Por lo tanto G es un grupo p-primario infinito, para algin
ndmero primo p.

Veamos ahora que G es divisible. De la Proposicién 2.1.3, (d) tenemos que para todo
n € Z* con (n,p) = 1 nG = G. Por lo tanto basta demostrar que p™G = G para
toda m € ZT. Veamos primero que pG = G. Si pG < G entonces pG es finito, es decir,
pG = {px1,px2,...,pri}. Sea X; = {x € G | px = px;}; como G es infinito, para alguna i
(1 <i <m) X; es infinito; este conjunto garantiza que G[p] = {z € G | pr = 0} es infinito,
ya que (x —x;) € G[p] para toda x € X; y como G[p] < G necesariamente G[p] = G. Por la
Proposicién 1.3.17, G[p] es un Z,-espacio vectorial, y por ser G[p] infinito, necesariamente
G = Glp] = @ Zy, donde a = dimz, G[p] es infinito. Esto es absurdo pues claramente € Z,

(0% 6%
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contiene subgrupos propios infinitos los cuales producirian subgrupos propios infinitos en
G. Por lo tanto pG = G. Esta ultima igualdad implica que p™G = G para toda m € Z+
y por lo tanto G es divisible. Por le Teorema 2.1.25 G = @ Zy~. Necesariamente r, = 1

Tp
pues si r, > 2 es posible encontrar subgrupos propios infinitos en € Zye~, por ejemplo una
Tp
copia isomorfa a Z,~, lo que da lugar a encontrar subgrupos propio infinitos en G, via el

isomorfismo que existe por el Teorema 2.1.25, lo que es absurdo. Por lo tanto G = Z,~. W

Proposicién 2.1.28. Sean G y H grupos divisible tales que G es isomorfo a un sumando
directo de H y H es isomorfo a un sumando directo de G, entonces G y H son isomorfos.

Demostracion. Supongamos que G & H donde H es un sumando directo de H y H= G
con GG un sumando directo de G. Por el Teorema 2.1.25 tenemos que

(Triy Torcey Tracy -+ Toncye ) = Ty Toays Toagzpy s+ oy +-)

(TF(H),rpl(m,rpz(H), N T T TPy TPy Ty ).

Como H < H y G < G tenemos que o) = Tri S Tpwy = T < Ty, POI consiguiente

= 4 - +. ool
Tr = Trem En forma analoga obtenemos que Tpuiay = "pn(a) PRI toda n € Z7; asi

(TF(G)’TPI(G)’TP2(G)’ s oy )= (TF(H),TPI(H),rm(H), s oy - s
por lo tato, de la Nota 2.1.26, tenemos que G es isomorfo a H. |
Proposicion 2.1.29. Sean G y H grupos divisibles. Si GG = H @ H, entonces G = H.

Demostracion. Sabemos a partir del Teorema 1.3.15 (1) que (G & G) = t(G) & t(G). Por
otra parte F'(G @& G) = (G@ G)/(t(G) @ t(G)) = G/t(G) ® G/t(G) = F(G) @ F(GQ), es
decir, F(G®G) = F(G)® F(G). Anédlogamente F(H® H) = F(H)® F(H). De lo anterior
obtenemos que Treoe = Tre T Tr@ Y Truen = Tran T Tran - Como GOG=ZH®H
se sigue que Try T Tr@ = Tewy T Try ¥ POT lo tanto Tr@ = T Nuevamente como
t(GQ)®t(G) = t(H)Dt(H) se sigue del Teorema 1.3.15 (2) que t(G),®t(G), = t(H),St(H),
para todo ntimero primo p; asi Tpicay T Tpicey = Tpicary T Tpiuy PRI cada i € Z™ y por lo
tanto rp, ) = Tp,, Para toda i € Z". Nuevamente la Nota 2.1.26 garantiza que G es
isomorfo a H. |

Proposicién 2.1.30. Sea F un grupo abeliano finitamente generado. St G y H son grupos
divisibles tal que F ® G = F ® H, entonces G = H.
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k

Demostracion. Como ¥ es finitamente generado, ¥ = @ (a;) donde a; € F paral <i <k
i=1

(véase [Fu], Capitulo 3 pagina 79) y como cada (a;) no es divisible, Nota 2.1.9, el Teorema

2.1.10 asegura que ¥ no es divisible; por lo tanto los subgrupos maximos divisibles de
FOGy FPGson 0P Gy 06 H respectivamente. En vista de que F 8 G = F & H,
necesariamente 0 G = 04 H. Ademads, claramente G 209 G y H =2 06 H; por lo tanto
G=H. |

Nota 2.1.31. A la luz del Teorema 2.1.18, la Nota 2.1.26 y las proposiciones 2.1.28, 2.1.29
y 2.1.30; es suficiente resolver los problemas 1, 2 y 8 dados en la introduccion para el caso
de grupos reducidos.

2.2. Subgrupos Puros

Como se mencioné al inicio de este capitulo, la nocién de subgrupo puro es més débil
que la subgrupo divisible. En el Teorema 2.1.12 se demostré que si un grupo G contiene un
subgrupo divisible necesariamente éste es un sumando directo. En el caso de los subgrupos
puros esto no necesariamente sucede, al estudiar esta clase de subgrupos entre otras cosas
veremos cémo esta nocién refleja una de las maneras en que un subgrupo es incluido en
un grupo. Se verd que esta nocién es suficientemente general como para garantizar la
existencia de una cantidad suficiente de subgrupos puros y al mismo tiempo los subgrupos
puros poseen varias propiedades que son faciles de manejar. Su importancia también se
vera manifestada en el papel metodoldgico, demostrando la existencia de sumas directas,
a saber, la existencia de subgrupos puros de un tipo u otro se puede establecer con cierta
facilidad, asi como varios criterios que aseguran el cardcter de sumando directo de ciertos
subgrupo puros.

Supongamos que H es un subgrupo de un grupo G y que ademds G = H @ K. Sean
n € Zy h € H tales que ny = h para alguna y € G; como G = H @ K, existen b’ € H y
k € K de tal manera que y = h’ + k y por consiguiente ny = nh’ + nk; asi al ser H + K
una suma directa obtenemos que nh’ = h.

Hemos visto que de existir un subgrupo H de un grupo G con la propiedad de ser
sumando directo entonces cada vez que se tenga ny = h € H paraalginn € Zy y € G
existe h’ € H que satisface nh’ = h. Esta propiedad sugiere la siguiente definicién.

Definicion 2.2.1. Un subgrupo H de un grupo G es llamado puro si la ecuacion nr =
y € H tiene solucion en H cuando esta tiene solucion en G. Es decir, H es puro en G si
cada vez que un entero n divida a un elemento y € H en G implica que n divide ay en H.
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El hecho de que n divida a y en H implica que y € nH; asi un subgrupo H de un grupo
G es puro si y solo si para cada n € Z.

nH =nGNH. (2.26)

Ejemplo 2.2.2. El subgrupo de torsion de un grupo es puro. En efecto ya hemos visto que
las soluciones de la ecuacion nx =y con y € t(G) deben pertenecer a t(G).

El siguiente es un ejemplo de un subgrupo que no es puro.

Ejemplo 2.2.3. Considerando Z como subgrupo de Q tenemos que para toda n € Z,
nQ = Q ya que Q es divisible, asi nQ N2 = QN 2% = 2 # nz. Por lo tanto Z no es un
subgrupo puro de Q.

Nota 2.2.4. A pesar de que la nocion de sumando directo motiva la definicion de subgrupo

puro, no necesariamente un subgrupo puro es un sumando directo. Consideremos G = [z
No
el producto de Ro3 copias del grupo 2. Denotamos, para cada n € N,

Hn:{(l'i)ieN€G|xi:OVi>n} Y Kn:{(xi)ieNeG]xi:OVign}.

Se puede verificar facilmente que para cadan € N, G =H, ® K, y que | Hp, = P2 es

neN No
la suma directa de R, copias del grupo z. Veamos que @2 es un subgrupo puro de [][2.
No NO
Supongamos que existe x = (x;)ien € [[2 tal que nx =y € @2 para alginn € Z— {0},

NO NO
sty = (yi)ien entonces para toda i € N se tiene que nx; = y; y como y; # 0 solamente para

un ndmero finito de i’s, entonces nx; # 0 solamente para un niumero finito de i’s. Al ser

n € Z — {0} lo anterior implica que x € @2z, lo que prueba que @Z es un subgrupo puro

N() NO
de [[z. Sin embargo @2z no es un sumando directo de [[z:
Ng NO N0
Supongamos que @2z es un sumando directo de [[Z. Entonces
NO NO
[[z2. =Bzo K,
No No

©
donde K = ([[z/@z). Considerando y = (i)ien € [[2 yn € ZT tenemos que
Ng No Ro
y =(1h2l ..., (n—1),0,0,...) 4+ (0,0,...,0,n!,(n+1)!,...)
=@1L2,..., (n—1),0,0,...) +7n(0,0,...,0,(n— 1), @Dy

n

3Ry denota al cardinal de N, es decir, IN| = Ro.
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tomando clases mddulo @2z tenemos que n(x + Pz) = x + @2 donde
No Rg No

z = (0,0,...,0,(n— 1)1, DLy

es decir, y+ @2z es un elemento en [[2/@Z que es divisible por n; como n es arbitraria,
entonces vy —i—NéBZ es divisible por cilequygr entero positivo y por lo tanto por cualquier
entero. Esto z':;plica que o Y (y + @Pz) € K <[]z es un elemento divisible por cualquier
entero lo que es absurdo ya que la zgmsibilidad etlo [1z se “pasa” a Z y cada nimero entero
solo tiene un numero finito de divisores. Por lo tan}:ﬁoo Pz no puede ser un sumando directo
de [] 2. v

Ro

A continuacién tenemos algunas consecuencias inmediatas de la definicién 2.2.1.

Observacion 2.2.5. (a) Si K es un subgrupo puro de H y H es un subgrupo puro de G
entonces K es un subgrupo puro de G. En efecto, como K < H es puro tenemos que
mH N K = mK para cada m € Z y como H < G es puro entonces nG N H = nH
para cada n € Z; ast

mGNK =mGnN(HNK)
=(mGNH)NK
=mHNK
=mK.

(b) Un subgrupo divisible es puro. En efecto, si H < G es un subgrupo divisible entonces
para cada n € Z, nH = H y por lo tanto

nGNH =nGNnH
=nH.

(¢) Un subgrupo H de un grupo divisible G es puro si y sélo si H es divisible. En efecto,
suponga que G es un grupo divisible entonces para toda n € Z, nG = G. Si H es puro
entonces para cadan € Z nH =nGNH =GNH = H, es decir, para cada n € 7
nH = H y por lo tanto H es divisible. El reciproco no es otra cosa que (b).

(d) Si S < G satisface que G/S es libre de torsion entonces S es puro. En efecto, sean
ne€ZyséeS tales que ny = s para alguna y € G, pasando al cociente tenemos que

y=35=20 lo cual implica que ny = 0; como G/S es libre de torsién necesariamente
=0 y por consiguiente y € S.

< 3
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(e) Si G es libre de torsidon, la pureza de S < G simplemente significa que S es cerrado
(dentro de G ) bajo division por enteros, en caso de que se tenga dicha division en G,
siendo este dltimo unico. En efecto suponga que G es libre de torsion y que S < G
es puro, suponga ademds que ny = s € S donden € Z ey € G, entonces por (c)
de la Proposicion 2.1.3 y la pureza de S, y € S. De esta manera es posible definir
univocamente %s =y.

Como consecuencia de (e) tenemos que,

Corolario 2.2.6. Si G es libre de torsion y F = {S;}icr es una familia de subgrupos puros
de G. Entonces S = (\S; es puro.

el
Demostracion. Seann € Z—{0} y s € nGNS. Entonces existe g € G tal que ng = s. Como
s € S; para cada i € I, por el inciso (e) de la Observacién 2.2.5 tenemos que g = %s € S;
paracadai € I. Asi, g€ Sy s =ng € nS. |

Como una consecuencia del Corolario 2.2.6 tenemos lo siguiente: para cada subgrupo H de
G consideramos la familia de subgrupos o7 = {S <G | S espuroy S 2O H}, of #+ & pues

Ged. Asi K = () S <G espuro en G y es el minimo subgrupo puro de G que contiene
Seof
a H. De esta manera hemos demostrado el siguiente corolario.

Corolario 2.2.7. Cualquier subgrupo de un grupo libre de torsion estd contenido en un

subgrupo puro minimo.

(f) La unidn de una cadena ascendente de subgrupos puros es puro. En efecto, sea G un
grupo y € = {S;}icr una cadena ascendente de subgrupos puros de G. Suponga que
ny=seS =S dondencZeyecG. ComosecS existe j €l tal que s € S,

il
por la pureza de S; existe s; € S; tal que ns; = s; finalmente al ser s; € S tenemos

que S es puro en G.

Lema 2.2.8. Sean G un grupo, H un subgrupo puro de G yy € G/H. Entonces eziste
x € G tal que

(1) T=7.
(2) o(x) = o(y).

Demostracion. Denotemos por 7 : G — G/H a la proyeccién canénica y seay € G/H.
Si o(y) es infinito y « € G es tal que m(x) = y necesariamente o(x) es infinito, pues de lo
contrario o(z)y = o(z)w(z) = w(o(x)z) = 7(0) = 0 lo cual es absurdo.
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Supongamos ahora que o(y) = m < oo y sea ¥’ € G tal que m(z’) = 3. Como my = 0
entonces 7(ma’) = 0 y por lo tanto maz’ = h € H, por la pureza de H existe h’ € H tal que
mh’ = h; asi ma’ = mh’ y por consiguiente m(z’ — h’) = 0. Si x = 2’ — h’ € G, entonces
7(z) = y y como mz = 0 tenemos que o(z) | m, ademds o(z)y = 0 y en consecuencia
m | o(x); asi o(x) = m.

|

Teorema 2.2.9. Si G es un grupo y H es un subgrupo puro de G tal que G/H es una
suma directa de grupos ciclicos. Entonces H es un sumando directo de G.

Demostracion. Suponga que G/H = @ (y;) y sea 8 = {z;}icr C G tal que para cada i € I
el
m(x;) =7y; y o(zi) = o(y;) (Lema 2.2.8). Sea = € G entonces

= my, m(x5,) + -+ my, ()
= W(milxil) +oet W(mlkxlk)
= ﬂ-(mil‘fh +e mikl‘ik)a

asi © — (mg,x;, +---+my,x;,) € Hy por lo tanto z € H + (f3).

Suponga ahora que h € H N (), entonces h = m;, x;, +---+m;, x; y por consiguiente
miy i, + - +my Y, =0, lo que implica que miY;, = 0 para cada j = 1,...,k; ya que la
suma de los (;)’s es directa. Si o(y;,) = oo entonces m;; = 0; y si o(y;;) es finito tenemos
que o(z;;) = o(Y;,) | my; y por lo tanto tenemos que m;;x;; = 0 para cada j = 1,...,k,
demostrando que h = 0. Por lo tanto G = H & (). [

Concluiremos esta seccion con un par de lemas que seran utilizados posteriormente y
que tienen que ver con el comportamiento de la nocién de pureza bajo homomorfismos.

Lema 2.2.10. Sean G un grupo, S un subgrupo puro de G, y T un subgrupo de G tal que
T2OSyT/S espuro en G/S. Entonces T es puro en G.

Demostracion. Suponga que
ny=teT (2.27)

con n € Z, y € G. Pasando al cociente obtenemos ny = t en G/S. Por la pureza de T/S
existe ’ € T'/S tal que nt’ =t y por consiguiente
t—nt’'=s€s; (2.28)

asi, por (2.27), tenemos que n(y —t’) = s y por la pureza de S en T existe s’ € S tal que
ns’ = s, sustituyendo en (2.28) obtenemos que n(s’ +t’) =t donde s+t € T y por lo
tanto 71" es puro en G. |
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Lema 2.2.11. Sean G un grupo y S un subgrupo puro de G tal que nS = 0. Entonces
(S 4+ nG)/nG es puro en G/nG.

Demostracion. Suponga que my =3 € (S + nG)/nG donde m € Z, § € G/nG. Entonces
my — s = nz € nG para algin z € GG, y por consiguiente

s =my —nz. (2.29)

Sea d = (m,n); de (2.29) obtenemos que s = my —nz = d(m’y —n’z) por la pureza de
S existe s’ € S tal que ds’ = s. Sea d = mry + nro Entonces

s=ds’
= (mr1 + nrg)s’
= m(r1s’) + n(res’)

pasando al cociente obtenemos que mris’ = 3 donde r1s8’ € (S + nG)/nG. Por lo tanto
(S 4+ nG)/nG es puro en G/nG. [ ]

2.3. Grupos de Orden Acotado

Definicion 2.3.1. Un grupo G se llama de orden acotado si
(1) G es de torsion.
(2) Emzisten € Z" tal que nG = 0.

Ejemplo 2.3.2. (1) Cualquier grupo finito es de orden acotado.

(2) Sea G = @2z, Ny copias de Z,. G es un grupo infinito que es de orden acotado,
No
nG = 0.

Veremos en breve que cualquier grupo de orden acotado es un suma directa de gru-
pos ciclicos. De hecho, esta es una generalizacién del teorema que afirma que un grupo
(abeliano) finito es una suma directa de grupos ciclicos.

A priori, no parece haber medios visibles para construir un sumando directo ciclico para
un grupo dado de orden acotado. Pero el Lema 2.3.3, que damos a continuacién, muestra
c6mo obtener subgrupos puros ciclicos. Esto ilustra la ventaja que presenta considerar a
un subgrupo puro como un substituto temporal para un sumando directo.

Lema 2.3.3. Sea G un grupo p-primario, tal que p"G = 0. Si x € G es de orden p",
entonces (x) es puro.
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Demostracion. Recordamos que en la Proposicién 2.1.3 (d) vimos que, si n € Z es primo
relativo con p entonces n divide a x y por lo tanto a todos los multiplos enteros de x.
Supongamos ahora que

ny =mz € (),

donde n,m € Z y y € G. Resolveremos primero el caso particular n = p*, m = p' donde
0 < s,t < r, los restantes casos son consecuencia de éste.
Si s < t, entonces p* < pt y
p’(p'"x) =p'x
con p'~*z € (z).
No puede suceder que t < s pues de lo contrario
0=p"y
=p" (%)
r—5.t

=Dbp px

,r,'r+tfs

lo cual es absurdo ya que p" 7% < p" = o(x).

Hemos demostrado hasta ahora que si p*® divide a p'z en G entonces p® divide a p'x
en (z). Ahora supongamos que p°’y = maz, donde m = p®*q con (p,q) = 1. Como (z) =
(qx) (véase la pagina 3), considerando lo demostrado antes tenemos que como p° divide
a p®(qz) en G entonces p° divide a p®(qz) en (gx) = (x), es decir, la ecuacién p°y = mx
tiene una solucién en (z). Supéngase ahora que n = p*u divide a mz en G, donde u es
primo relativo con p. Entonces la ecuacién (p*u)y = p®(uy) = ma tiene una solucién en
(x) = (uzx), Supéngase que w(uzx) € (ux) es una solucién. Entonces p*(w(uz)) = mz, es
decir n(wx) = mx con wx € (x). Por lo tanto (x) es puro. [ |

Nota 2.3.4. Hasta aqui tenemos suficiente informacion para establecer algunos resulta-
dos sobre grupos finitos respecto a su descomposicion en suma directa. Consideremos un
grupo p-primario finito G; procediendo por induccion sobre el orden del grupo, si o(G) =1
claramente G es una suma directa de grupos ciclicos; asi podemos suponer como hipdtesis
de induccion que todo grupo p-primario finito de ordem menor que n es un suma directa
de grupos ciclicos, por el Lema 2.3.3 es posible encontrar un subgrupo K de G ciclico y
puro, G/K es un grupos p-primario finito de orden menor que n. Entonces, por hipdtesis
de induccion, G/K es una suma directa de grupos ciclicos; asi el Teorema 2.2.9 garantiza
que K es un sumando directo de G. De lo anterior concluimos que G es una suma directa
de grupos ciclicos.

Para el caso de grupos infinitos este proceso no es satisfactorio, pues en general en
este caso, no podemos garantizar el paso inductivo, ya que muy probablemente G/K es
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infinito. La idea entonces es tratar de descomponer al grupo G en una suma directa de
subgrupos puros y posteriormente intentar descomponer a los subgrupos puros como una
suma directa de subgrupos ciclicos. En este sentido el siguiente lema da condiciones para
construir conjuntos independientes.

Lema 2.3.5. Sean G un grupo, S un subgrupo de G, x € G yy € G/S tal que T = 7.
Suponga que o(x) = o(y), entonces S + (x) es directa.

Demostracion. Sea s € SN (x) entonces s = max para alguna m € Z, pasando al cociente se
tiene que my = 0 y por consiguiente o(z) = o(y) | m, Supéngase que m = go(z) entonces
s = qo(x)z =0y por lo tanto S N (z) = 0. [ |

Para el siguiente Teorema serd necesaria la siguiente definicion.

Definicién 2.3.6. Decimos que un subconjunto {x;}ic; de un grupo G es un subconjunto
independiente puro si es independiente y el subgrupo generado ({x;}icr) es puro (en G).

Teorema 2.3.7. Un grupo de orden acotado es una suma directa de grupos ciclicos.

Demostracion. Sea G un grupo de orden acotado. Entonces al ser de torsién, el Teorema
1.3.13 garantiza que G es la suma directa de sus partes p-primarias, para varios primos
p. Sea G, es la parte p-primaria, entonces p®*G), = 0 donde p® = méx{o(z) | z € G,},
el cual existe pues G es de orden acotado. Asi para demostrar el teorema basta verificar
que G, es una suma directa de grupos ciclicos, para cada parte primaria que aparece en la
descomposicién.

Consideremos el conjunto
of = {{x;}ier | {zi}tier es independiente puro} .

o/ # @ ya que si z € G es de orden p® entonces (x) es puro (Lema 2.3.3), ademas {z} es
independiente y por lo tanto {z} € .

Claramente (o, C) es un conjunto parcialmente ordenado. Veamos que o7 verifica las
hipétesis del Lema de Zorn. Sea € = { % }rex una cadena en o/ y consideremos .F# =

U F&, supongamos que .% = {y;, }i, eI, :kck- Unicamente mostraremos que .# € &/ pues
keK
claramente % es cota superior en €.

Z es independiente ya que si

ig( UKIk)_{jk}

ke
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entonces & = m;, Y, = », MY, (suma finita). Sea . %, € € tal que y;,, Y, - .-, Yi, € Fi
y supongamos que %, - ?@Zk} I, existe pues ¢ es una cadena. Como %}, es independiente
entonces <
i) N 22 (i) © Wi )V 22 {wi) =0
r=1 i€le—{jr}
y por lo tanto z = 0.

Por otra parte como {(yzk> ivel, }k es una cadena ascendente de subgrupos puros, de la
K

Observacién 2.2.5 (f), tenemos que (F) = € (y;) es puro, y por lo tanto .# € <7.
iel
Por el Lema de Zorn existe {x;};c; € & un elemento maximal en «7. Sea S = @ (x;),
el
debemos demostrar que S = G,. Supongamos que G,/S # 0, como p*(G,/S) =0, Gp/S es
un grupo p-primario de orden acotado, sea y € Gp/S de orden o(y) = p®, por el Lema 2.3.3
(y) es puro en G, /S y por el Lema 2.2.8 existe z € G}, una preimagen de § con o(z) = o(y)
de tal manera que, por el Lema 2.3.5, la suma S + (x) es directa y como (S & (x))/S = ()
entonces (S @ (z))/S es puro en G, /5, asi el Lema 2.2.10 asegura que S & (z) es puro en
G. Con lo anterior demostramos que .% U{zx} € «/ lo cual es absurdo ya que # ¢ . U{z}
contradice la maximalidad de .# en &7, por lo tanto G, = @ (z;).
el

En este caso la unicidad en la descomposicion se dejard pendiente; esto serd una con-

secuencia del Teorema 3.2.8 (Teorema de Ulm). |

Con la ayuda del Teorema 2.3.7 demostraremos un resultado que establecerd una
relacion entre subgrupos puros y sumandos directos; para ello necesitaremos el siguien-
te lema preliminar.

Ya hemos visto que un subgrupo puro S no necesariamente es sumando directo del
grupo, sin embargo es posible pedir algunas condiciones sobre S para garantizar que sea
un sumando directo.

Lema 2.3.8. Sean S y T subgrupos de G tales que SNT = 0. Si (S+T)/T es un sumando
directo de G/T', entonces S es un sumando directo de G.

Demostracion. Supéngase que G/T = R/T & (S +T)/T. Entonces R+ (S+7T) =Gy
RN(S+T)=T.Como T C R entonces R+T = Ry por consiguiente R+ S = GG, ademés
RNSCRN(S+T)=Tdedonde RNS CSNT =0, es decir, RN.S =0y por lo tanto
G=R&S. [ |

Como veremos en la siguiente seccién, este resultado sera de gran importancia.

Teorema 2.3.9. Sean G un grupo y S un subgrupo de G puro y de orden acotado. Entonces
S es un sumando directo de G.
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Demostracion. Como S es de orden acotado existe n € Z* tal que nS = 0. Por el Lema
2.2.11, (S +nG)/nG es puro en G/nG. Notamos ademds que G/nG es de orden acotado,
n(G/nG) = 0; y por el Teorema 2.3.7, G/nG es una suma directa de grupos ciclicos.
Ademas, por el Teorema 2.2.9, (S+nG)/nG es un sumando directo de G/nG, ya que al ser
G/nG ciclico entonces (G/nG)/[(S + nG)/nG] también lo es. Por otra parte al ser S puro
entonces S NnG = nS = 0, entonces por el Lema 2.3.8, considerando a T = n(G, tenemos
que S es un sumando directo de G. |

Considerando los Teoremas 2.1.12 y 2.3.9 se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 2.3.10. Sea G un grupo y suponga que t(G) = D @ S, donde D es divisible y S
es de orden acotado. Entonces t(G) es un sumando directo de G.

Demostracion. Del ejemplo 2.2.2, sabemos que ¢(G) es un subgrupo puro de G. Veamos
que S también lo es. Supongamos que ng = s € S para alginn € Z y g € G. Como
S C t(G) y t(G) es puro existe x € t(G) tal que nz = s, supongamos que x = d + s,
entonces tenemos que nd + ns’ = sy como t(G) = D @ S necesariamente nd = 0y
ns’ = s; por lo tanto S es un subgrupo puro de G. Por el el Teorema 2.3.9 tenemos que
S es un sumando directo de G. Sea G = H © S y m € Z* tal que mS = 0. Entonces
D=mD CmG=m(H®S)=mH+mS =mH C H; la primera igualdad es por ser D
un subgrupo divisible, asi D es un subgrupo de H y por el Teorema 2.1.12 D es un sumando
directo de H. Sea H = K @ D. Veamos que G = K @ t(G). Claramente G = K + t(G),
supéngase ahora que k € K Nt(G), entonces k = d+ s, cond € Dy s € S, despejando
obtenemos que s = k + (—d) € HNS = 0 y por consiguiente k = d € K N D = 0. Por lo
tanto K Nt(G) =0y t(G) es un sumando directo de G. [ |

2.4. Altura

Anteriormente hemos discutido hasta qué punto un elemento dado en un grupo puede
ser dividido por nimeros enteros. En esta seccién se introducird una medida numérica
de esta divisibilidad. Sélo nos ocupamos del caso de grupos primarios, no obstante cabe
mencionar que este concepto se puede definir en cualquier grupo, véase por ejemplo [Rot]
Capitulo 9 §5.

Definicién 2.4.1. Sea G un grupo p-primario y x € G; la altura de x, denotada como

ha(z), es

n si x es dividido en G por p™ pero no por p"tl.
ha(z) = (2.30)

oo st x es divisible por p" para toda n € N.
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Nota 2.4.2. FEs claro a partir de la definicion que, para cualquier grupo p-primario G,
ha(0) = co. Ademds para cada x € G, hg(x) = hg(—x)

Si S < G, hg(x) denotara la altura de = en S. Por ejemplo si hg(z) = m entonces
r € p™S pero x ¢ p™t1S; sin embargo es posible que z € p™ (G — S) y por esta razén,
en general

hs(z) < hg(z) V x € G. (2.31)

Un ejemplo de lo anterior es considerar S = Zzy G = Q. Dado m € z — {0} tenemos

que
0 siptm enZ
n sip"}fm enZ.

hz(m) = {
Por otra parte hq(m) = oco.

Observacion 2.4.3. Tenemos las siguientes relaciones respecto a la altura en un grupo.
Solo algunas de ellas serdn demostradas.

(a) (1) Sihg(x)# ha(y) entonces hg(z +y) = min{hg(x), ha(y)}.
(2) Sihg(x) = hg(y) entonces ha(z +y) > ha(z).

Demostracion. (1) Suponemos que m = hg(z) < ha(y) = n. Sean y1,y2 € G tales
que p™y1 = x y p"y2 = y y por consiguiente p™(y1 + p" " "y2) = x + y, asi hg(x +
y) > m = min{m,n}. Supongamos que k = hg(z +y) > m = min{m,n} y que
p*z =2z +y. Como k,n > m+1 tenemos que p 1 (ph=(m+1) 5 — pr=(m+1)yy — 2 con
(pF=(mtDy — pn=(m+1)y) ¢ 7 esto es un absurdo ya que hg(x) = m. Por lo tanto
ha(z +y) = min{hg(z), ha(y)}-

(2) Suponga que m = hg(z) = hg(y) y sean y1, y2 € G tales que p™y; = x y p"y2 = vy,
entonces p"(y1 + y2) = 4+ y y por lo tanto hg(z 4+ y) > m = hg(z). [ |

Dado x € G es facil encontrar un elementoy € G tal que hg(x) = ha(y) y ha(x+y) >
ha(x), a saber y = —x; hg(z + (—z)) = hg(0) = 0o > hg(x).

(b) Como p"Y(py) = p™y para toda n € ZT y toda y € G, se tiene una cadena descen-
dente

GopGoOp’GD---DpfGop*G o > NGO p(NpP"G)D---
n>0 n>0

Si x € G tiene altura n entonces existe y € G tal que p"y = = y n es la mdxrima
potencia de p que divide a x; asi x € p"G — p"t1G. Es decir,

ha(z) =n siy sélo siz € p"G — p"T'G.
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(¢)

Ademds
ha(z) =00 siy sdlo six e () p"G.
n>0

Un grupo p-primario G es divisible si y sdlo si hg(x) =00 V x € G.

Demostracion. Es claro a partir de la Proposicién 2.1.3, (d) y de la definicién de
altura. |

El conjunto H = {x € G | hg(x) = oo} es un subgrupo de G.

Demostracién. Claramente 0 € H; sean x1, 22 € H yn € Z™. Entonces, por hipétesis,
existen y1,y2 € G tales que p"y; = x1 y p"y2 = x2; asi p"(y1 — y2) = 1 — 22 y por
consiguiente x1 — xo es divisible por cualquier entero positivo, es decir, 1 —x2 € H.
Por lo tanto H < G. |

La Proposicion 1.4.5, muestra que el elemento % € Lo, tiene altura infinita, es decir,

1)

thoo (p) = 0.

Una condicion necesaria para que un grupo p-primario G sea una suma directa de
grupos ciclicos es que no tenga elementos de altura infinita distintos de 0.

Demostracion. Supéngase que G = @ (z;) y que ademas existe x € G—{0} de altura
ici

infinita. Sea x = m;, x;, +my,x;, + - - -+ m;, x;, . El hecho de que x € p"G para toda

n € Z* implica que m;;x;, € p" (x;;) para toda n € Z* y para toda j = 1,...,k.

Asi, por el inciso (¢) anterior, <mij:cij> < <ZL‘Z]> es un subgrupo divisible para toda

j=1,...,k. Pero sabemos que un grupo ciclico no es divisible y por consiguiente el
unico subgrupo divisible que posee es el cero; asi <mij a:i].> =0paratodaj=1,...,k
y en consecuencia m;;z;; = 0 para toda j = 1,..., k, lo que implica que x = 0 que es

absurdo ya que = # 0. Por lo tanto si G = € (z;) entonces G no tiene elementos de
i€i
altura infinita distintos de cero. |

En virtud de que la divisibilidad en grupos p-primarios se reduce a la divisibilidad por

potencias de p hacemos una reformulacién de la definicién de pureza.

Definicion 2.4.4. Sea G un grupo p-primario. Un subgrupo S de G es puro si para toda

se S
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El siguiente lema justifica atin mas la Definicién 2.4.4 y deja ver, por primera vez, como
el zoclo de un p-grupo determina la naturaleza de todo el grupo.

Lema 2.4.5. Sea G un grupo p-primario y S un subgrupo de G sin elementos de altura
infinita (salvo 0). Suponga que los elementos de orden p en S tienen la misma altura en S
como en G. Entonces S es puro.

Demostracion. La demostracion serd por induccién sobre el orden de los elementos de S.
Sea s € S con o(s) = p¥. Si k = 1, por hipétesis, hg(s) = hg(s). Suponemos como
hipétesis de induccién que, para todo s € S de orden p¥, hg(s) = hg(s). Sea s € S de

orden p**1!, entonces ps es de orden p* y por hipétesis de induccién hg(ps) = hs(ps). Sea
ha(s) = m, entonces existe y € G tal que p™y = s, multiplicando tenemos que p™* 1y = ps,
esto implica que m+1 < hg(ps) = hg(ps), es decir, m+1 < hg(ps) entonces existe s’€ S tal

que p™ s’ = ps, asi p(s —p™s’) = 0 y por lo tanto s — p™s’ es de orden p. De aqui tenemos

que

hs(s —p™s’) = hg(s —p™s’). (2.32)

Como p™(y — s’) = s — p™s’, p™ divide a s — p™s’ en G, por (2.32) tenemos que existe
s” € S tal que p™s” = s — p™s’; por lo tanto p™ (s’ + s”) = s, es decir, hg(s) = hg(s). Lo
anterior demuestra que para toda s € S, hg(s) = hg(s) y por lo tanto S es puroen G. B

El siguiente lema es consecuencia del inciso (¢) de la Observacién 2.4.3 y muestra un
vez mas como el zoclo de un grupo p-primario describe la naturaleza del grupo entero.

Lema 2.4.6. Sea G un grupo p-primario y suponga que todos los elementos de orden p en
G tienen altura infinita. Entonces G es divisible.

Demostracion. Demostraremos por induccién sobre el orden de los elementos de G que
todos ellos son de altura infinita.

Si G = G|p], por la Observacién 2.4.3 (¢) G es divisible. Supongamos como hipétesis
de induccién que todos los elementos de G de orden p* son de altura infinita. Sea a € G

k+1

de orden p*T!, entonces pa es de orden p* y por hipétesis de induccién pa tiene altura

infinita. Sea m € Z*, queremos resolver la ecuacién p™x = a. Como h(pa) = oo existe

m+1ly = pa y por consiguiente p(a — p™y) = 0, es decir, (a — p™y) € G[p)

y € G tal que p
y por hipdtesis h(a — p™y) = oo; asi existe 3y’ € G tal que p™y' = a — p™y y por lo tanto
P™(y+9') = a. Asi h(g) = oo para toda g € G y por lo tanto, a partir de la Observacién

2.4.3 (c), tenemos que G es divisible. [ |

El siguiente es un resultado técnico que facilitara la demostracién de algunos de los
siguientes resultados.
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Proposicién 2.4.7. Sean G en un grupo p-primario y a € G[p] con altura hg(a) =1 < 0.
Si
Py =a, (2.33)

y H = (y) entonces H[p| = (a) y H es puro en G.

Demostracion. Veamos primero que H[p] = (a); claramente (a) C H][p]. Para la otra
contencién notamos a partir de la eleccién de y que o(y) = p"*. Sea x = my € H[pl,
como (pm)y = pr = 0 entonces p"*!|pm de donde p"|m; asi m = gp” y por consiguiente
x = qp'y € (a). De esta manera tenemos que H[p| C (a) y por lo tanto H[p] = (a).
Para demostrar la pureza de H veremos que satisface las hipétesis del Lema 2.4.5. H no
tiene elementos de altura infinita por ser un grupo ciclico (véase la Observacién 2.4.3, (f)).
Verificaremos ahora que los elementos de H[p] = (a) tienen la misma altura en H como en
G. Observamos, a partir de la definicién de H, que hy(a) = hg(a) = r. Sea x = ma € H|p],
donde (m,p) = 1, con hg(x) = n. A partir de (2.33) tenemos que n > r, mas atn hy(x) > r
ya que p'my = ma = x. Si m > r entonces existe z € G tal que

Pz =z = ma; (2.34)
como (m,p) = 1 existen r1,ry € Z tales que rym = 1 + pro, multiplicando (2.34) por r
tenemos que

p"(rz) =a,

que es absurdo ya que hg(a) = r < n. Asi, debe ser n = r lo que implica r < hy(x) <
ha(x) =7y por lo tanto hy(x) = hg(z) = r. Finalmente por el Lema 2.4.5 tenemos que
H es un subgrupo puro de G. |

Teorema 2.4.8. Sea G un grupo reducido que no es libre de torsion. Entonces G tiene un

sumando directo ciclico finito.

Demostracion. Comenzaremos demostrando el caso particular en el que G es un grupo
p-primario. Como G no es divisible necesariamente existe un elemento = € G[p] de altura
hg(x) = m finita, de lo contrario G serfa divisible (Lema 2.4.6) lo que es absurdo ya que
G es reducido.

Sean y € G tal que p™y = x y H = (y). De la Proposicién 2.4.7 sabemos que H es
puro, y como es de orden acotado, ya que p™ 1 H = 0, entonces por el Teorema 2.3.9 H es
un sumando directo de G quedando demostrado el teorema para este caso.

Ahora al caso general; sea G un grupo arbitrario, como G no es libre de torsién ¢(G) # 0
y por consiguiente ¢(G) es la suma directa de sus partes primarias (Teorema 1.3.13). Sea
0 < S < t(G) una parte primaria, como G es reducido necesariamente S no es divisible y
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por el caso anterior S contiene un subgrupo ciclico finito H que es un sumando directo y
por consiguiente un subgrupo puro de S (véase la pagina 44). De la misma manera, al ser
S un sumando directo de t(G), S es puro en t(G); por lo tanto de la Observacién 2.2.5 (a)
H es puro en t(G), y como t(G) es puro en G finalmente H es puro en G, es decir, H es
un subgrupo de G puro y de orden acotado, por lo tanto el Teorema 2.3.9 asegura que H
es un sumando directo de G. |

Terminamos esta seccién con el siguiente teorema consecuencia del Teorema 2.4.8 y
para lo cual es necesaria la siguiente definicién.

Definiciéon 2.4.9. Un grupo G # 0 es inescindible si
G=H®K = (H=0V K=0).

Ejemplo 2.4.10. (a) El grupo aditivo de los nimeros enteros Z es inescindible pues si
sucede que Z = mz®dnz, entonces (m,n) =1y como 0 = mzNnz = [m,n|z2=mnz
entonces mn =0 y por lo tanto o mz2 =0 o nz = 0.

(b) El grupo aditivo de las clases residuales mddulo un primo p es inescindible ya que

cualquier subgrupo de Z, necesariamente es ciclico, y si Z, = <E> @ <E> como

1 1
(k,p)=¢ 0 y (hp=¢ 0
p p

no puede suceder que (h,p) = (k,p) = 1, pues de lo contrario Z, = 2, ® 2, que es
absurdo; asi o (h,p) =p o (k,p) =p y por lo tanto o <E> =0o0 <E> =0.

(c) El grupo Zy~ es inescindible ya que si Zyo = H@® K entonces al ser H y K subgrupos

de Zpe, de la Proposicion 1.4.5 sabemos que si ambos son propios entonces H =

<i> y K = <i>, con my1 # 0 # ma, y por consiguiente, st mi < Mg, Zpeo =

pl P2
<ﬁ> @ <ﬁ> = <ﬁ> lo que es absurdo. Asi necesariamente H =0 o K = 0.

Teorema 2.4.11. Un grupo inescindible no puede ser mizto, es decir, o es un grupo de
torsion o un grupo libre de torsion. Si es de torsion, es isomorfo a Zyn 0 Zyc para algin
primo p.

Demostracion. Sea G un grupo inescindible, si GG es libre de torsiéon no tenemos nada que
demostrar. Supongamos ahora que t(G) # 0. Si G es divisible entonces t(G) es un subgrupo
divisible (Lema 2.1.21) y por lo tanto un sumando directo de G (Teorema 2.1.12). Por ser
G inescindible necesariamente t(G) = G. Considerando el Teorema 2.1.25 obtenemos que
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G = Zy~ para algin ntimero primo p. Supongamos ahora que G es reducido, entonces G
satisface las hipétesis del Teorema 2.4.8 y por lo tanto G tiene un sumando directo ciclico
finito (x). Al ser G inescindible necesariamente G = (z) y por lo tanto G = Z,» para algin
ntimero primo p y alguna n € Z*. |

2.5. Suma Directa de Grupos Ciclicos

Lema 2.5.1. Sean G un grupo p-primario sin elementos de altura infinita, H un subgrupo
de G puro y finito, y x € G. Entonces existe un subgrupo finito puro de G que contiene a
H yx.

Demostracion. H es de de orden acotado por ser finito y como por hipdtesis de puro, el
Teorema 2.3.9 asegura que G = H @ K para algin subgrupo K de GG. Sea x = h + k con
he€ H, k€ Ky sea o(k) = p™. Para la demostracién procedemos por induccién sobre m.

Si m = 0, entonces * € H y no hay nada que demostrar. Suponemos como hipétesis
de induccién que si = h + k con o(k) = p™, entonces existe un subgrupo finito puro que
contiene a H y ax. Seax = h+k con k € K y o(k) = p™*!. Entonces px = ph + pk, como
ph € H y pk € K con o(pk) = p™, por hip6tesis de induccién existe H’ < G finito puro que
contiene a H y a pz. Al ser H’ finito, es de orden acotado, y nuevamente por el Teorema
239, G=H ®K’.Sea k =h"+k donde b’ € H y k’ € K’, sustituyendo obtenemos
que z = (h+h’) + K, asi pk’ = pr — p(h + h’) € H’, por lo que pk’ € H'N K’ = 0. Sea
ha(k’) = n < oo, esto es porque G no tiene elementos de altura infinita, entonces existe
u € G tal que p"u = k’. Por la Proposicién 2.4.7 tenemos que L = (u) es puro en G.

Sea H” = H’ + L, H” es finito y contiene a H y a x. Para ver que H” es puro
comenzamos mostrando que H” es la suma directa de H’ y L.

Sea h’ € H’N L. Si h’ # 0 entonces h’ = mu, donde p" { m ya que de lo contrario
h = mp"u = m’k> € H' N K’ = 0 que es absurdo. Sea m = p°m’ con 0 < s < ny
(m’,p) = 1. Entonces p" *h’ =m’k’ € H' N K’ = 0, es decir, m’k’ = 0 y por lo tanto p|m’
contradiciendo la hipdtesis de que (m’,p) =1. Asih’ =0y H" = H @ L.

Veamos ahora la pureza de H” en G. Sea t = h; +1 € H” y supongamos que

py=t (2.35)

donde y = ho +ke G,con ho € H y keK’ entonces, por ser H” = H’ ® L, p"hy = hy
y p'k = [. Por la pureza de L existe I’ € L tal que p"l’ = [; asi p"(he +I’) = ¢ donde
(ha +1’) € H”. Por lo tanto H” es un subgrupo finito puro de G que contiene a H y a
x. |
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Teorema 2.5.2. Si G es un grupo p-primario numerable sin elementos de altura infinita,
entonces G es una suma directa de grupos ciclicos.

Demostracion. Suponemos G = {x;};°,. Aplicaremos repetidamente el Lema 2.5.1, para
encontrar una sucesién de subgrupos H; con las siguientes propiedades:

(@) HHC Hy, CH3C ---,
(b) Cada H; es finito y puro en G.
(¢) zn € Hy

En efecto, considerando el subgrupo trivial 0 de G y el Lema 2.5.1, tenemos que existe
un subgrupo puro finito H; < G que contiene a x1. Si o € Hy definimos Ho = Hjy; si no,
nuevamente por el Lema 2.5.1 encontramos un subgrupo He < G puro y finito que contiene
a Hy y a x9. Siguiendo esta idea definimos en forma recursiva

H; sl T4 € H;
Hipn=4§
Hiy1 si w0 ¢ H,

donde IA—LH el subgrupo finito puro, que se obtiene del Lema 2.4.5, y que contiene a H; y
a Tit+1
Asi obtenemos una sucesién de subgrupos finitos puros { H;};cz+ que satisfacen (a), (b)
y (¢).
Por el Teorema 2.3.9, cada H;, con i € ZT, es sumando directo de H;,1. Sea H; 1 =
H; & K;, entonces
His1=H; ®K;
=H 19K 1®K;
=H 20K 20 K,—18K;

=HOKIi©Kyd... 0 K,_1 D K;

es decir, para toda i € Z*

H=HK i eoKyd... ®K;,_1. (236)

Claramente G = |J H;, veamos que G = H1®( @ K;). Sea x € G entonces x € H; para
i€zt i€zt

algin j € Z™, por (2.36) tenemos que x € H1 K1 ®Ko®...®K,;_1 C Hi+ Y K;. porlo

i€zt
tanto G = Hy + Y K;. Veamos que la suma Hy + > K; es directa; seah € HiN Y, K;
icZ+ €T+ i€zt
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l
entonces h = > ki, con k;; € K;,. Suponemos sin perdida de generalidad que i; < ;1
j=1

i

para cada j = 1,...,l — 1, entonces h € H; N Y K; = 0 (esta igualdad es debido a
i=1

(2.36)) lo que implica que h = 0. Con un argumento similar al anterior obtenemos que

K;Nn(Hi+ Y, K;)=0paratodoj€ Z". Por lo tanto
€Zt—{j}
CG=HieK 10K 0K, @

donde cada sumando es finito y por lo tanto cada uno de ellos es una suma directa de
grupos ciclicos. |

Nota 2.5.3. Cabe mencionar que el Teorema 2.5.2 no es vdlido si se suprime la hipotesis
de que G es numerable. Un ejemplo de esto se da en la Proposicion 3.2.12 (b).

Lema 2.5.4. Sean G un grupo p-primario, H un subgrupo puro de G y x ¢ H de orden p.
Supongase que hg(x) =r < oo y que hg(x +a) < hg(x) para cualquier a € H con pa = 0.
Escribiendo x = p"y, y K = (y); sea L = H + K. Entonces L es la suma directa de H y
K, y L es puro.

Demostracion. Mostraremos primero que L = H + K es directa. Para ello veremos que
cualquier subgrupo de K distinto de 0 contiene a x. Sea K’ un subgrupo de K distinto de
cero, entones K’ = (my) donde p"*! { m. Supéngase que m = p’qcon 0 < s <r+1y
(p,q) = 1. Sean t1,to € Z tales que 1 = t1p + taq, entonces
r=7py
= p"(tip + t2q)y
= p' Tty + p'tagy
= p'(t2q)y
= p"lapqy
= (p" Sty)my € K.
Con esto hemos visto que cualquier subgrupo distinto de cero de K contiene a z. Por
otra parte, H N K es un subgrupo de K y claramente no contiene a x; asi necesariamente
HNK =0y porlotanto L =H & K.
Veremos ahora que L es puro; para ello consideraremos nuevamente el Lema 2.4.5 y
recordamos ademds que L[p] = H|[p] ® K|p].
Sea | € L[p], entonces | = n + ma.* Si p | m entonces | =n € H[p] y por consiguiente

ha(l) = ha(n) = hu(n) = hu(l).

*Estamos utilizando la primera parte de la Proposicién 2.4.7, a saber, K[p] = (z)
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Supongamos ahora que | = 1+ max y que (m,p) = 1. Veremos primero que en el caso de
que m = 1, la altura de [ en H coincide con la altura de [ en G. Asi, supongamos que
I =n+xy que hg(l) = s, entonces existe z € G tal que p°z =1l =n+x =n+p'y. Si
s < r tenemos que p*(z — p" " %y) = n y como H es puro, existe n’ € H tal que p°n’ = n,
entonces | =n+x = p°n’+p"y = p*(n’ + p"5y) donde n’ + p" Sy € L. El caso r < s no
puede suceder ya que de lo contrario s = hg(n + z) < hg(z) = r < s que es absurdo. Por
lo tanto, para | =7+ x, hg(l) = hr(1).
Para el caso en que
l=n+mx (2.37)

con (m,p) =1, la misma demostracién funciona, ya que existen a, 3 € Z con la propiedad
de que am = 1 + Bp; multiplicando por « la igualdad (2.37) obtenemos la ecuacién

al = an + x.

Por el caso anterior, hy(al) = hg(al). Como hg(tz) = hg(z) para todo z € G de altura
finita y t € Z (véase en la demostracién de la Proposicién 2.4.7), tenemos que hpy(l) =
hi(al) = hg(l); asi hemos demostrado que los elementos de L[p] tienen la misma altura
en L como en G y por lo tanto el Lema 2.4.5 asegura que L es puro. |

Nota 2.5.5. Un caso particular del Lema 2.5.4 es la sequnda afirmacion que se da en la
Proposicion 2.4.7 pues basta considerar H = 0. Si este es el caso, el Lema 2.5.4 nos dice
que, st x es un elemento distinto de cero de orden p en grupo p-primario G y de altura
ha(z) =r < oo; y si p'y = x entonces el grupo (y) es puro en G.

Con el fin de facilitar la redaccién del siguiente lema asi como la escritura de su de-
mostracién, entenderemos {z;} como un conjunto donde i pertenece a algin conjunto de
indices.

Lema 2.5.6. Sean G un grupo p-primario, Q y R subgrupos de G[p)] tales que Q@ C R C G|[p]
y supongamos que R de altura acotada (es decir, existe una constante k € Z* tal que
hg(a) < k para toda a € R). Si {x;} un conjunto independiente puro, en G, que satisface
> {x;) N Glp] = Q. Entonces {x;} puede extenderse a un subconjunto independiente puro
(de G) {y;} que satisface ) (y;) N G[p] = R.

Demostracion. Utilizaremos el Lema de Zorn para la demostracion. Sea

o/ = {{y;} | {y;} D {z:i} es independiente puro y > (y;) N G[p] C R}

o/ #+ & pues {z;} € o/. Claramente (27, C) es un conjunto parcialmente ordenado, y si ¢

es una cadena en 7, entonces |J {y;} es independiente puro y por lo tanto una cota
{yj}e®
superior de % en <.
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Sea {y;} un elemento maximal en /. Veamos que ) (y;) NG[p] = R. Sea H =) (y;),
entonces H[p| = HNG[p] = Y (y;) NG[p]. Supongamos que existe a € R— H[p|, como R C
Gp] necesariamente a ¢ H. Sea B = a+ H[p| C R. Al ser R de altura acotada existe x € B
tal que hg(x) = r es maximo en {hg(b) | b € B}. En virtud de que B = = + H|[p] tenemos
que H y x satisfacen las hipétesis del Lema 2.5.4. Sea y € G tal que p"y = x, entonces
{y;} U{y} es independiente puro y por consiguiente {y;} U{y} € o7, ademas y ¢ {y;} pues
de lo contrario x = p"y € H que es absurdo. Asi {y;} & {y;} U {y} que nuevamente es
absurdo pues contradice la maximalidad de {y;}. Por lo tanto ) (y;)NG[p] = Hjpl = R. W

Lema 2.5.7. Sea G un grupo p-primario, y H un subgrupo puro que contiene a todos los
elementos de orden p en G. Entonces H = G.

Demostracion. Sea x € G con o(x) = p™. Demostraremos que x € H por induccién sobre
m.
Sim =1, x € H por hipétesis. Supongamos como hipétesis de induccion que, todos

los elementos de orden p™ pertenecen a H. Sea z € G con o(x) = p™+!

, entonces px es
de orden p™ y por lo tanto px € H. Por la pureza de H, existe y € H tal que py = pxr y
por consiguiente p(z —y) = 0, es decir,  —y € H lo cual implica que 2 € H. Por lo tanto

H=aG. ]

Teorema 2.5.8. Sea G un grupo p-primario. Una condicidn necesaria y suficiente para
que G sea una suma directa de grupos ciclicos es que G[p] sea la unién de una sucesion
ascendente de subgrupos de altura acotada.

Demostracion. Veremos primero la condicién necesaria. Supéngase que G = € (z;). Por
iel

Glpl = B ({xi) [p])- (2.38)

el

el Teorema 1.3.19

Sea P, la suma de los primero n sumandos directos de G[p] que aparecen en (2.38). Clara-
mente se tiene que

o0
P<P<.---<P,<---, U P,=Gp.
n=1

Sélo falta verificar que cada P, es de altura acotada. Sabemos por la Observacién 2.4.3, (f)
que, G no tiene elementos de altura infinita por ser una suma directa de grupos ciclicos,
ademés, para cada n € Z™, P, es un subgrupo finito de G asi que tiene sentido considerar
k, = max{hg(xz) | + € P,}. Por lo tanto P, es un subgrupo de G de altura acotada
precisamente por k.
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Probaremos ahora la condicién suficiente. Supongamos que G[p] = |J P; donde
el

PPChPhCPC---,

y cada P; es de altura acotada;® méas atn cada P; es de orden acotado, ya que pP; = 0
para cada . La idea de la demostracién es construir un subgrupo puro H de G que sea
una suma directa de grupos ciclicos y que contenga a G|p|, entonces por el Lema 2.5.7
necesariamente H = G demostrando asi la afirmacion.

Para comenzar a realizar esta tarea encontraremos, en forma recursiva, subconjuntos
independientes puros X; con las siguientes propiedades:

(1) X; C Xi—i—l‘
(2) (Xi) NGlp] = B

Sea z € Pi, x # 0. Como P; es de altura acotada existe y € G tal que p"¢@y = z. por lo
dicho en la Nota 2.5.5, (y) es un subgrupo puro de G. Aplicando el Lema 2.5.6 a los subgru-
pos (y) C P, C G[p|] y al subconjunto independiente puro {y} obtenemos un subconjunto
independiente puro X; con la propiedad de que (X;) N G[p] = P;. Supongamos ahora que
se han construido Xi, Xo, ..., X, subconjuntos independientes puros que satisfacen (1) y
(2). Aplicando nuevamente el Lema 2.5.6 ahora al los subgrupos P, C P,y; C G[p] y al
subconjunto independiente puro X, obtenemos una subconjunto independiente puro X, 41
que extiende a X, con la propiedad de que (X,+1) N Glp] = Pry1.

Sea H = |J (X;), por construccién, H es un subgrupo puro de G que es una suma
1<Y/an
directa de grupos ciclicos. Consideremos lo siguiente

Glpl = %JI P;

- Ucexynap)
= H N G[p),
es decir, G[p] = H N G[p] mostrando que G[p] C H. De esta manera, hemos construido

un subgrupo puro H que contiene a todos los elementos de orden p y por el Lema 2.5.7
necesariamente G = H; por lo tanto G es una suma directa de grupos ciclicos. |

Teorema 2.5.9. Sea G un grupo p-primario que es una suma directa de grupos ciclicos.
Entonces cualquier subgrupo H de G es una suma directa de grupos ciclicos.

5Hemos indicado los subgrupos segiin la cadena ascendente, que existe por hipétesis.
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Demostracion. Sea G = @ (x;) y H un subgrupo de G. Definimos P,, igual que en el
i€l
Teorema 2.5.8; asi

Glp] = U1 P, (2.39)
Consideremos lo siguiente
Hlp] = HNGp]
=HnN Ej P,
o n=1
= J(HNP,).
n=1

Definimos, para cada n € Z*, H,, = H N P,, entonces

o0
Hi<Hy<---<Hp,<--, H, = H[p].
n=1
Ademss, al ser P, de altura acotada, para cada n € Z (en G), también H, es de altura
acotada (en H); asi el Teorema 2.5.8 asegura que H es la suma directa de grupos ciclicos.
[ |






Capitulo 3

El Teorema de Ulm

En esta primer seccién damos una definicién més rigurosa de la nocién de Altura, con
la cual definiremos los invariantes de Ulm. La segunda seccion, como su nombre lo indica,
estd dedicada a la demostracién del Teorema de Ulm, es aqui donde se ve que para lograr
dar una clasificaciéon una condicién crucial es la numerabilidad del grupo, sin la cual dicho
resultado seria falso.

3.1. Regreso a la Nocién de Altura

Sabemos del Teorema 1.3.13 que un grupo de torsion tiene una descomposicion tnica,
en sentido estricto, como suma directa de sus partes primarias; asi que para describir a
un grupo de torsién numerable basta obtener una descripcién para cada parte primaria
que aparece en dicha descomposicion. Es por esta razén que en la presente seccién nos
limitamos a estudiar grupos primarios numerables.
Dado un grupo p-primario G podemos construir la siguiente cadena descendente de
subgrupos
pGOpP’GOp*GD---Dp"GD--- (3.1)

como vimos en la Observacién 2.4.3 (b) es claro a partir de la definicién que un elemento
en G tiene altura n si y sélo si pertenece al conjunto p"G — p" TG, ademds un elemento

de G es de altura infinita si y sélo si pertenece al subgrupo [ p'G.
€2t
Por otra parte, sabemos que dado un grupo G existe un subgrupo divisible maximo
Dy G = D® R, donde R es un grupo reducido (Teorema 2.1.18). En general, no es
inmediato poder describir con mas precisién cémo es D pero para un grupo p-primario
esto no resulta tan complicado si utilizamos la sucesién (3.1). En general, un grupo p-

primario G es divisible si y sélo si pG = G ya que un argumento de induccién garantiza

67
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que p" TG = p(p"G) = G y por consiguiente hg(x) = co para todo x € G, esto implica
que G sea divisible.

Supongamos ahora que existe n € Z1 tal que el subgrupo p"G en la cadena (3.1)
satisface que p" TG = p(p"G) = p" G entonces, como vimos antes, p"G es un grupo divisible
y por lo tanto un subgrupo divisible de G. A partir de la definicién que dimos del subgrupo
D en el Teorema 2.1.18 tenemos que p"G C D. Por otra parte, al ser D un subgrupo
divisible y como D C G tenemos que D = p"D C p"G; por lo tanto p"G = D. Asi, en
caso de que la cadena (3.1) se estacione esta lo hara en el subgrupo divisible maximo del
p-grupo G, pero

Jla sucesién (3.1) se estaciona? (3.2)

Hemos visto que un p-grupo es divisible si y sélo si todos sus elementos tienen altura
infinita; si consideramos el subgrupo (] p‘G todos sus elementos tienen altura infinita en

i€ZT
G sin embargo (] p'G no necesariamente es un subgrupo divisible, es decir, siz € (] p'G
€Lt 1€Zt
entonces la ecuacion
s .
"X =y (3.3)

tiene una solucién en G para toda n € Z" y no hay un argumento general que garantice

que se pueda encontrar una solucién de (3.3) en [\ p'G. Nétese que si (] p'G es un
i€zt i€zt
subgrupo puro de G siempre se puede encontrar una solucién de (3.3) en [ p'G. Si
i€zt
p( N P'G) C (N p'G podemos seguir extendiendo la sucesién (3.1) a una sucesién de la
i€zt i€zt
forma

pG2P*G 2 2p"G2p" G2 -2 N PG 2p( ) P'G) 2+ (34)
ieZ+ ieZ+
Pare llevar esta idea a algo mas formal, y entre otras cosas poder responder la pregunta
en (3.2), haremos uso de los ordinales transfinitos e introduciremos la siguiente notacién:
G, denotara al subgrupo p"G; asi definimos para cada ordinal finito n, en forma recursiva

Go=G y Gpy1=0pGy.

Sea w el primer ordinal infinito, definimos G,, = () p"G y en forma recursiva
neN

Gut(k+1) = PGutr  para toda k € N.
En general dado un ordinal « definimos
pGp si a=pf+1 (aes un sucesor)
Gy = (3.5)

(N Gz si « esun ordinal limite.
B<a
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De esta manera, obtenemos la siguiente sucesién descendente de subgrupos de G
G12G22- 202G, 2G41 2 (3.6)

Para responder la pregunta hecha en (3.2) notamos que, necesariamente existe un ordinal A
con la propiedad de que G)11 = G, y a partir de aqui la sucesién (3.6) permanecera cons-
tante, este ordinal existe pues en la sucesién (3.6) a lo méds pueden haber el cardinal de G
subgrupos. Analogo al caso de ordinales finitos, se verifica que G es un subgrupo divisible
de G, mas ain, es el maximo subgrupo divisible contenido en G y por lo tanto G = G ® R.
En virtud de que los grupos divisibles los tenemos completamente clasificados, es posible
considerar el caso en que G es reducido y para tal caso se tiene que G\ = 0, debido a que
en un grupo reducido el tinico subgrupo divisible es 0. Asi que para un grupo p-primario
reducido tenemos la siguiente cadena descendente

GDODG1D---D2Gy=0. (3.7)

Definicion 3.1.1. Sea G un grupo p-primario reducido. Llamamos longitud del grupo G
al ordinal \ obtenido como en (3.7).

Una manera de analizar el comportamiento de la cadena (3.6) es estudiar los grupos
Go/Ga+1. De la definicién de G,o41 tenemos que p(Go/Ga+1) = 0, lo cual muestra que
Go/Gat1 = (Go/Gat1)[p); asi, Go/Gat1 admite una estructura de Zy-espacio vectorial y
por lo tanto tiene completamente definida su dimensién, ya sea finita o infinita. Claramente
dimgz, (Ga/Gax1) es un invariante del grupo G, pero como veremos més adelante no es un
invariante completo.

Comenzamos examinando el significado de dimgz,(Go/Gay1) en un grupo p-primario

tal que G = @ (a;). Veamos que G; = P(p(a;)). Como las operaciones en > (a;) son
icl icl icl
“coordenada a coordenada” y G es abeliano, es claro que G1 = p >’ (a;) = >, (p{a;)).
i€l i€l
Ademads por la primera afirmacién de la Proposicién 1.1.9, > (p(a;)) es un suma directa.
i€l
Por lo tanto G1 = @ (p (a;)). De hecho, en vista de que p (a;) = (pa;), la igualdad anterior
iel
puede escribirse como G1 = @ (pa;). Con un argumento de induccién se obtiene que
icl
Gn = B((p"ai)). (3-8)
i€l
Sea (a;) un un sumando directo de G; si o(a;) < p" entonces (p"a;) = 0y dicho sumando
“no aparece” en (3.8), es decir, p"a; no pertenece al conjunto independiente {p"a;} que da
origen a Gp; por otra parte si o(a;) > p" entonces ((p"a;) / (p""a;)) = (p"a; + (p"*a;))
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I

es un grupo ciclico de orden p (de hecho, como Zy,-espacio vectorial, ((p"a;) / <p"+1a,j>)

Zp); considerando la Proposicién 1.1.9 tenemos que, Gy, /Gpy1 = Q%((p"aﬁ /{p" T a;)) y
i€

por lo tanto

dimz, Gp/Gny1 = # sumandos directos ciclicos de orden mayor o igual a Pt (3.9)

Si G es un grupo finito, la cadena (3.7) tiene un numero finito de términos; asi que es
posible calcular el nimero de sumandos directos ciclicos de orden p* mediante la ecuacién

dimzp Gk—l/Gk - dimzp Gk/Gk—l—l‘ (310)
Asi que, para grupos p-primarios reducidos finitos, el conjunto de cardinales
(dimz, Gr—1/Gr — dimgz, Gi/Gry1) ezt

es un juego de invariantes completos. Sin embargo este proceso no funciona para grupos
infinitos, incluso los infinitos numerables como se muestra a continuacién.

Sea G = @D Z,n; claramente el niimero de sumandos directos de orden p* es 1 para
neN
cada k € N; por otra parte, vimos que dimgz, Gy, /Gr41 determina el “ntimero” de sumandos

directos ciclicos de orden mayor o igual a p"*!

asi es que dimz, G,,/Gry1 = No para
cada n € N y por consiguiente no podemos considerar la ecuacién (3.10). Claramente el
invariante dimg, G, /Gn41 no “distingue” los sumandos directos ciclicos de G, més aun,

para el grupo H = @ (Zyn © Zyn ), que no es isomorfo a G, se tiene que dimgz, Hy,/H,11 =
neN
Ny = dimz, G,,/Gpn11 para cada n € N, es decir, dimz,(G,/Gni1) no es un invariante

completo para G. Por esta razoén es necesario refinar este invariante.

Dado un subgrupo S de un p-grupo reducido G, definimos para cada ordinal «,

Se = SN G (3.11)

En particular, para el subgrupo G[p| de G tenemos que, G[pl, = G[p] N G4. Nuevamente,
a partir de la definicién tenemos que p(G[pla/G[pla+1) = 0 y por lo tanto G[p|a/G[pla+1
es un Zjp-espacio vectorial; asi es posible establecer una correspondencia entre “cierto”
conjunto de ordinales W y el conjunto de cardinales

{dimz, (Glpla/Gplat1)}aew:
abusando un poco de la notacién, tenemos la siguiente asignacion

fp,c : Ordinales —— Cardinales

o0 dimg, (Glpla/GClplas) (3.12)
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Definicion 3.1.2. Sea G un p-grupo reducido. Llamaremos a

fp.c(@) = dimg, (G[pla/G[pla+1)
el a-éstmo invariante de Ulm de G.

Comenzaremos el andlisis de este invariante considerando primero el caso en que G es,
nuevamente, una suma directa de grupos ciclicos.

Sea G = @ (a;) y (a;) un sumando directo tal que o(a;) = p*. Dado n € N, y con-
siderando <ajl>€(lzomo un subgrupo de G, a partir de (3.11) obtenemos que (a;), = (p"a;).
Si k < n entonces (a;), = 0y por consiguiente (a;) [pl, = (a;) [p] N (a;), = 0; asi que
({(a) [PIn)/({a5) [Plns1) = O y por Io tanto £, (o )(n) = 0 para toda n > k.

Por otra parte, si k& > n tenemos dos caso, uno cuando k£ > n + 2 y el otro es para
k = n+ 1. Para el primer caso (a;), es ciclico, un generador es p"a; y por consiguiente
o({a;),) = p"~™. Por otra parte, (a;) [p] = (p""a;) = (a;), , v asi tenemos las siguientes
igualdades

(aj) [pln = (aj) [p]
= (a;))_,
= (a;);,_,

N {a;),
N (az), (3.13)
la dltima igualdad es debida a que £k — 1 > n + 1 > n; asi mismo

(a5) [pln1 = (az) [p) NV {az),, 44

= (@)1 N {(@),41 (3.14)
= (aj) 41
Por lo tanto para k > n+2, ({a;) [pln)/({a;) [Plnt+1) = 0y de aqui se sigue que f;, (4,)(n) =0
para toda n tal que k > n + 2. Por tltimo, en el caso k = n + 1 las igualdades (3.13) y

(3.14) producen las siguientes identidades

{aj) [pln = (@j), ¥ (@) [Plnt1 = ()41 s

por lo tanto (a;) [pln/ (@) [Pln+1 = (a;),, / (aj), ., €l cual es un Z,-espacio vectorial de
dimensién uno. En resumen, para un sumando directo (a;) de G

0 si ofa;) <p"
fotap(m)=q 1 si ofa;) =p"*! (3.15)
0 si o(a;) >p"T2.
Para finalizar con el andlisis observemos lo siguiente. Sabemos que si G = @ (ai)
entonces !
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Glpl = B{ai) [p) v Gn =D (ai),

iel i€l

Como G[p], = G[p] N G,, se tiene que

D ((a:) [p]) N D (ai), = D(ai) [p] N (ai),), (3.16)

icl el iel
la demostracién de (3.16) no presenta mayor dificultad pues se sigue de la definicién de
suma directa. Asi, G[p|, = @ ((a;) [p]n) y por la Proposicién 1.1.9 tenemos que

el
Glpln/Glplnt1 = @I(<ai> [pln/ (@) [plnt1) ,
1€

por lo tanto

dim(G[p]n/G[plnt1) = # sumandos directos ciclicos de dimensién p™*+i. (3.17)
Lo anterior lo podemos resumir diciendo que,

Para un grupo p-primario reducido G que es una suma directa de grupos ciclicos,
el n — ésimo invariante de Ulm fp,a(n) es el nimero de sumandos directos
ciclicos, de G, de orden p"t'.

De esta manera, el invariante de Ulm proporciona una caracterizacién completa al
menos para sumas directas de grupos ciclicos.

Nota 3.1.3. Al suponer que G = @ (a;) no se ha impuesto restriccion alguna al conjunto
iel
de indices I, es decir, (3.17) es valido ain cuando I es no numerable.

Antes de pasar a la demostracion del Teorema de Ulm haremos algunas observaciones
y refinaremos la definicion de altura.

Sea W(A) = {a | a esun ordinal y o < A} el segmento inicial determinado por la
longitud de G (véase la Definicién 3.1.1). Nétese que W () es el conjunto de indices de la
cadena (3.7) excepto A. Sea z € G — {0}, claramente existe 7 € W(A)U{A} tal que = ¢ G,
al menos 7 = X lo satisface. Sea S = {a@ € W(A) U{A} | x ¢ Go}, como S # & existe
7 =minS.

Si 7 es un sucesor existe un unico ordinal «, necesariamente en W(7), tal que 7 = a+1.
Por la eleccién de 7 tenemos que x € G, y por lo tanto x € G, — Got1. Ademas 7 no

puede ser un ordinal limite pues de lo contrario G, = (| Gg y en vista de que = ¢ G,
BT
existiria Gz con 3 < 7 tal que = ¢ G lo cual contradice la eleccién de 7. De esta manera

tenemos la siguiente definicién.
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Definicién 3.1.4. Sea G un grupo p-primario reducido y x € G — {0}. Definimos la
altura generalizada de x como el unico ordinal o tal que x € G — Goy1. Dicha altura

serd denotada simplemente como

h(z) = «a.

Asi, cada elemento distinto de cero en un grupo p-primario reducido G tiene asignado
un ordinal bien definido menor que A, la longitud de G. Notese que esta definicién coincide
con la anterior en los elementos de altura finita. El caso en que x = 0 acordamos en
denotar h(x) = oo, bajo la convencién de que co > « para cualquier ordinal a. Atin con
esta generalizacién mantenemos la propiedades que vimos en el inciso (a) de la Observacién
2.4.3. Es decir, tenemos las siguiente propiedades respecto a la altura generalizada.

Proposicién 3.1.5. (a) Si h(z) < h(y), entonces h(z +y) = h(z).
(b) Si h(z) = h(y), entonces h(z +1y) > h(z).
(c) Siz#0, entonces h(pz) > h(z).
(d) Si (m,p) =1, entonces h(mz) = h(z).

Demostracion. [(a)] Supongamos que o = h(z) < h(y) = 8. Ya que a + 1 < [ tenemos
que Gg C Gat1 € Go. Como z € Gy y y € G entonces x +y € Gy; por otra parte si
x4y € Gay1 entonces © € Got1, ya que y € Go41, y por consiguiente h(z) > a+1 > «
lo cual es absurdo, por lo tanto x +y € Gq — Go41 y asi h(z +y) = a.

[(b)] Si h(x) = h(y) = a entonces x,y € Go — Gat1; asi x +y € G4 y por lo tanto
h(z +y) > a = h(z).

[(c)] Sea x € G con x # 0. Supéngase que h(z) = «, entonces x € G4 — Gat+1 ¥ POr
consiguiente px € pG, = Gu41; por lo tanto h(pz) > a+ 1> a.

[(d)] Sea r € Z tal que rm =1 (mod o(z)) y supéngase que h(z) = a. Como x € G,
entonces mx € Gg; si mx € Goy1 entonces x = lx = (rm)x = r(mz) € Goy1 lo cual es
absurdo. Asi mz € Go — Ga41 y por lo tanto h(mz) = h(z). [ |

Terminamos esta seccién con unos lemas concernientes a las subgrupos G[p|,’s de un
grupo dado G = € G, donde « es un ordinal menor que la longitud de G. Comenzamos
i€l
con el siguiente lema preliminar.

Lema 3.1.6. Sea {G;}ics es una familia de grupos p-primarios reducidos y G = @ G;.
el
Sea A la longitud de G, entonces para cada oo < A,

Ga = DI(Gi)al-

i€l
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Demostracion. La demostracién se hara por induccion transfinita sobre a.. Es claro a partir
de la definicién de suma directa que pG = @ (pG;), es decir, G = @P[(Gi)1]. Supongamos

iel i€l
ahora como hipétesis de induccién que para toda § < « se cumple que Gz = P[(Gi)gl-
il
Debemos demostrar que G, = @[(G;)a]. Para esto tenemos dos casos: El primero es cuando

i€l
a = o’ + 1 es un sucesor. Para este caso tenemos las siguientes igualdades

Go = Ga'+1
= pgav

=D @[(Gz)a’}

i€l

= Bp(Gi)o]

el
= DB[(Gi)a+1]
i€l
= DI(Gi)al,
i€l
la segunda y quinta igualdad se dan por la definicién, y la cuarta es consecuencia de la
definicién de suma directa.
El segundo y ultimo caso es cuando « es un ordinal limite; en este es el caso, por

definicién G, = [ Ga; por hipétesis de induccién Gg = @[(G;)s] para toda 5 < «; asi
B<a el

Go = [ (B(Gi)s)- (3.18)

B<a i€l
Dado z € Go, * = a;;, +a, +--- + a;, con a;; € Gij para j = 1,...,k. Se sigue de la
unicidad de la escritura en G y (3.18) que a;; € (Gj;)p para toda 3 < a'y esto es para toda
J=1,...,k; por consiguiente z;, € [ (Gi;)g = (Gi;)a para todo j=1,... k. Asi,
B<a

re é 1(Gi)o] € DIl

el

y por lo tanto Go € @[(Gi)a]. Por otra parte, dado y = b;, +bi, +-- - +b;, € B[(Gi)al, en-
iel icl
l

tonces b;; € (Gi;)a = () [(Gi;)p] paratodaj =1,...,11o queimplicaquey € P[(Gi;)g] C

B<a i
@DI(Gi)s] = Gp para toda 3 < a, es decir, y € () Gz = Ga- De lo anterior concluimos que
i€l bea
DI(Gi)a) € Ga y por lo tato

6o = DI(C)al

Finalmente el principio de induccién trasfinita no da el resultado deseado. |
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Lema 3.1.7. Sea G = @ G;, donde {G;}icr es una familia de grupos p-primarios reduci-
el
dos. Sea X la longitud de G, entonces para cada o < A,

Glpla = B[Gilplal.

el
Demostracion. Sea o < A, considerando el Lema 3.1.6 tenemos que

Glpla = GlpI N Ga
= @ Gilp] N D[(Gi)al-

i€l i€l
Siz = ay + -+ ai, € G[pla, debido a la unicidad en la escritura de = tenemos que

k
a;; € Gi;[p]N(Gy;)a = Gi;[pla para cada j = 1,...,k y por consiguiente x € @ [G;[pla] C
j=1
D [Gilplal, por lo tanto G[pla C @[Gi[pla)- Por otra parte, siy = b;, +- - -+bi, € D[Gilpla]
iel icl iel

@Gi[p] N EEBI[(GZ)Q] = G[pla, esto muestra que %}I[Gi[p}a] C G[pla y por lo tanto G[pla =
DIGi[plal-

el

l l
tenemos que b;; € Gy, [pla = Gi,[p] N (Gi;)a, por consiguiente y € P Gi;[p]N DI[(Gi;)a) €
j=1 j=1

3.2. La Demostracion del Teorema de Ulm

El teorema presentado en esta seccién es sin duda uno de los més sorprendentes que
hasta ahora se ha obtenido en grupos abelianos. Este resultado logra clasificar a los grupos
de torsién numerables mediante invariantes completos.

En la seccién anterior vimos que, para un grupo p-primario reducido G que es una
suma directa de grupos ciclicos, el n-ésimo invariante de Ulm, f, ¢ (n), es precisamente el

n+1

numero de sumandos directos ciclicos de orden p que tiene G. Pues bien, el Teorema

de Ulm afirma lo siguiente:

Dos grupos p-primarios reducidos numerables son isomorfos st y sdélo
st tienen los mismos invariantes de Ulm.

Con el fin de hacer mas clara la demostracién del Teorema de Ulm, a continuacién haremos
algunas observaciones y presentaremos la idea de dicha demostracion. Supongamos que
G = {x;}ien ¥ H = {yi}ien satisfacen las hipétesis del teorema de Ulm. El isomorfismo
que daremos entre Gy H serd construido a través de extensiones de isomorfismos de
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subgrupos finitos de G. Supdngase que se tienen los subgrupos S y T, finitos, de G y H
respectivamente tales que existe un isomorfismo ¢ : S — T. Queremos averiguar primero
si siempre es posible extender este isomorfismo a algo mas grande que los subgrupos Sy
T. Es claro que la altura de cada elemento de S, calculada en S, es preservada por ¢, es
decir, para toda s € S, hg(s) = hr(¢(s)). Pero qué pasa con la altura de los elementos
de S calculada en GG, sabemos que dichas alturas en general no tienen por qué ser las
mismas. Si ¢ es el isomorfismo de G a H que obtuvimos al extender en algiin momento
¢, debe cumplirse que hg(z) = hy(p(z)) para toda z € G, en particular para toda s € S
debemos tener que hg(s) = hg(o(s)) = hg(p(s)), es decir, si pretendemos extender ¢
serd necesario garantizar que dicho isomorfismo preserve la altura global de los elementos
de S; sin embargo, esto no siempre sucede. Antes de verificar esto consideremos la siguiente
situacion.

xre€G—-S, ye H-T, hg(z)=hg(y) y o(z) =o(y). (3.19)

Queremos ver si es posible extender ¢ a un isomorfismo entre S+ (x) y T+ (y).

Lo natural serd definir ¢’ como: ¢’(s+mx) = ¢(s)+my, para ver que ¢’ esta bien definida
tendremos que garantizar que realmente ¢’ es bien definida en SN (z) = <pkac>, donde p*
es la minima potencia de p con la propiedad de que pFz € S, es decir, p* es el orden de
x + S calculado en G/S. Una condicién suficiente es pedir que ¢(p*z) = pFy, ya que si
s +max = s’ + nz entonces (m —n)xr = s’ —s € SN (z) y por consiguiente (m —n) = gp*,
para algin ¢ € Z. Considerando que qp(p*z) = ¢((m — n)z) = @(s’ — s) y por otra
parte qo(pFz) = qpFy = (m — n)y, tenemos que (m — n)y = (s’ — s) y por lo tanto
o(s)+my = p(s’) +ny, es decir, @’ (s+mz) = ¢’(s’+nx). Hasta ahora lo tinico que hemos
hecho es definir una funcién de S + (z) en T 4 (y) que claramente es un homomorfismo
de grupos, lo que resta es garantizar que este homomorfismo sea un isomorfismo. Veamos
ahora que no cualquier isomorfismo puede ser extendido, atn si sabemos que se cumple
(3.19). El siguiente ejemplo da luz acerca de esto.

Ejemplo 3.2.1. Sea G = (x1) ® (x2) ® -+ ® (), donde (x;) = Z para 1l < i < 6y

G’ = (pr3 — x2)+(pra — T2)+ (w3 + T1 + 22 — pas)+ (x4 + T1 + T2 — P?w6 ) + (pr1)+ (pr2).
Considerando G /G’ tenemos que pT1 = 0 = pTa y como
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pT3 = T, PT4 = To, PT5 = T3 + T1 + T2, P°Te = T4 + T1 + T2, (3.20)

tenemos que: p*Ts = 0, p*T4 = 0 lo cual implica que p>Ts = 0 y p*Te = 0; por lo tanto
G/G’ es un grupo p-primario. Consideramos el subgrupo S = (T1+Z2) de G/G’ y el
isomorfismo Idg : S — S. Elegimos Ts € G/G’, veamos si podemos extender Idg a
S + (T3). Como pT3 = Ty € S, queremos encontrar un elemento y € G/G’— S tal que
py = T2 y que ademds hic/ay(T3) = hg/q)(Y); una solucion es Ty ya que, hiq ) (Ts) =
h/c)(T3) = 0. Asi f(T1+T2+7T3) = T1+T2+7T4, sin embargo, f: S+ (Tz3) — S + (T4)
dada por f(s + mT3) = s+ mTy no es un isomorfismo ya que, como se ve en (3.20),
hay (@1 + T2 +73) =1 y hg/a)(T1 + T2 +T4) = 2.

Con este ejemplo se ve la necesidad de poder tener control sobre las alturas de las
imédgenes de los elementos de S + (z). La solucién a dicho problema consistird en elegir
de manera “apropiada” el elemento x € G — S y que dicha eleccién permita obtener las
mismas propiedades que posee x respecto a S para y en T, donde la existencia de y se
verd garantizada por las hipétesis del teorema de Ulm.

Asi es que tenemos que resolver el siguiente problema: Dado un subgrupo S de un
grupo G, jcémo deberd ser x € G para que podamos conocer las alturas de S + (x)
conociendo las de hg(x) y hg(s) para cada s € S? La Proposicién 3.1.5 nos proporciona
algunas desigualdades que nos serédn ttiles. Considerando el inciso (c¢) de dicha proposicién
sabemos que, para cada z € G — {0}, h(z) < h(pz) de donde se sigue que

h(z) < h(px) < h(pr) < h(p’z) < ---

por (a) de la Proposicién 3.1.5 tenemos que h(z +mp*x) = h(z), para todak € Ny m € Z
primo con p. Por otra parte si h(z) # h(s) sabemos que h(s + x) = min{h(z), h(s)}, que
depende de los valores de h(z) y h(s). Cuando h(z) = h(s) lo inico que podemos asegurar
es que h(s + x) > min{h(z),h(s)}; si pedimos a x € G que h(s + x) < h(x) para toda
s € S, como veremos en la Nota 3.2.3, garantizaremos que h(s + z) = min{h(z), h(s)}
lo cual depende completamente de las alturas de z y los elementos de S. Asi tenemos la

siguiente definicién.

Definicion 3.2.2. Sea S un subgrupo de un grupo G y x € G, diremos que x es es un
elemento propio respecto a S si h(x) > h(x + s) para todo s € S.

En otras palabras, un elemento z € G es propio respecto al subgrupo S de G si x tiene
altura maximal con respecto a las alturas de los elementos de x + S, la clase lateral de x
modulo S. Lo siguiente es una consecuencia de la definicién que corrobora la propiedad que
buscamos.
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Nota 3.2.3. (1) Six € G es propio respecto a S, entonces
h(z + s) = min{h(x), h(s)}.

En efecto, sean x € G un elemento propio respecto a S y s € S. Si h(x) # h(s)
entonces, por la Proposicion 3.1.5 inciso (a), h(z + s) = min{h(z), h(s)}. Si h(z) =
h(s) entonces

min{h(z),h(s)} = h(z) < h(x + s) < h(x),

donde la primera desigualdad es por la Proposicion 3.1.5 inciso (b) y la sequnda por
ser x propio respecto a S; asi h(z + s) = min{h(x), h(s)}.

(2) En general dado un subgrupos S de un grupo G, no podemos garantizar la existencia
de elementos propios respecto a S; pero es claro que si S es finito entonces cada clase
lateral mdodulo S tiene un elemento propio respecto a S, ya que en un conjunto finito
de ordinales siempre existe un mdximo y cada clase lateral modulo S determina uno
de dichos conjuntos.

Continuando con la idea de la demostracion, tenemos la siguiente proposicién.

Proposiciéon 3.2.4. Sean S y T subgrupos de G y H respectivamente, @ : S ——=T un
isomorfismo tal que hg(s) = hu(¢(s)) para toda s € S. Sean x € G—S yy € H—T tales
que:

(1) ha(z) = hu(y).

(ii) = es propio respecto a S, y es propio respecto a T.
(1i1) pr € S, pyeT.
(iv) ¢(pz) = py.

Entonces @ : S+ (x) —=T + (y) definida como @(s+mx) = @(s)+my (s€ S, meZ)
es un isomorfismo que preserva altura.
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Demostracion. Que @ esta bien definida es una consecuencia de (7it) y (iv), este hecho es
un caso particular de lo ya demostrado al iniciar la discusion de la idea de la prueba del
teorema de Ulm, considerando k = 1, (véase la pagina 76). Veamos que ¢ es un isomorfismo.
Claramente ¢ es un homomorfismo. Sea z = s+ max € ker ¢, entonces ¢(s) +my = 0 y por
consiguiente my = —(s) € T, esto implica (por (iit)) que m = gp, para algin q € Z; asi es
que z = s+qpx € S, entonces p(z) = @(z) = 0y como ¢ es inyectiva necesariamente z = 0;
lo cual muestra que @ es inyectiva. Para ver que ¢ es suprayectiva sea w = t+ny € T+ (y),
considerando v = ¢~ 1(t) + nx € S+ (x) tenemos que B(v) = w, es decir, @ es suprayectiva
y por lo tanto ¢ es isomorfismo.

Veamos ahora que ¢ preserva la altura en G. Sea s +nx € S + (z), si p | n entonces
s+nx € Sy en este caso P(s + nx) = (s + nx) y por consiguiente ¢ respeta la altura.
Supongamos que (n,p) = 1, entonces existe r € Z tal que

rn =1 (mod méx{o(x),o(s)}),

multiplicando, r(s + nx) = rs + rnx = rs + x, donde (r,p) = 1. Tenemos entonces que

ha(s +nx) = hg(rs + ) (Proposicién 3.1.5 inciso (d))
= min{hg(x), hg(rs)} (por (i)
= min{hg(x), hg(s)} (Proposicién 3.1.5 inciso (d))
= mm{hH (y), hH(QD(S))} (por (i) y porque ¢ preserva orden)
= min{hg(y), hg(re(s))} (Proposicién 3.1.5 inciso (d))
= hu(y +re(s)) (por(id))
= hg(ny + ¢(s)) (Proposicién 3.1.5 inciso (d))
= hiu(p(s +nx)),

es decir, hg(s+nx) = hg(p(s+nz)) para toda s+nx € S+ (x) y por lo tanto ¢ preserva
altura. |

Con la proposicién 3.2.4 tenemos un método para extender ciertos isomorfismos entre
subgrupos finitos de G y H, ahora hay que garantizar que dicho método realmente produce
el isomorfismo de G en H que buscamos. Es en esta parte que recurrimos a la hipotesis
de que G y H son numerables y que tienen los mismos invariantes de Ulm. El argumen-
to que daremos para dar el isomorfismo de G en H serd inductivo. Sean G = {z;}ien
y H = {yi}ien, supongamos 29 = Og y yo = 0y. Comenzamos por extender el iso-
morfismo trivial (zg) — (yo) que claramente preserva altura. Si es necesario volver
a numerar los elementos de G, podemos suponer que z; € G[p; claramente x; es propio
respecto a (xg), de hecho cualquier elemento en G es propio respecto a (zg). Necesita-
mos encontrar y € H[p] — {0} tal que hg(x1) = hu(y) y asi utilizando la Proposicién
3.2.4 obtendremos un isomorfismo que preserva altura de (x1) en (y). Sea hg(x1) = a,
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como Gy H tienen los mismo invariantes de Ulm, tenemos que f,g(c) = fp u(c) y por

consiguiente G[pla/G[pla+1 é H[pla/H[p|a+1. Considerando T1 € G[pla/G[plat+1, que es
distinto de 0; sea Up, € H[pla/H[pla+1 €l unico elemento tal que ¢¥(Z1) = (¥m). Veamos
que hy(Ym) = ha(x1); como Ty, es distinto de 0 entonces y,, € H|[pla — H[pla+1 lo cual
implica que y,,, € Hy — Ho1 y por lo tanto hg(ym) = o = hg(x1). Asi, (x0), (Yo), 1 ¥ 11
satisfacen las hipotesis de la Proposicion 3.2.4 y por lo tanto existe un isomorfismo ¢ de
(x1) en (ym) que preserva altura.

Es importante hacer notar que, nada garantiza que y1 € (Ym). Si y1 € (ym) y logramos
extender ¢ a subgrupos finitos S y T' que contengan a (x1) y a (ym,) respectivamente; de
nuevo no hay un argumento general que nos garantice que y; € T. Sin embargo, esto lo

1 a un isomorfismo, y que abusando un poco

podemos solucionar si logramos extender ¢~
de la notacién seguiremos escribiendo como =1, de T + (y1) a algiin subgrupo de G que
contenga a S. Con mds precisién, sea 1 < s < m el minimo indice tal que ys ¢ (ym), lo que

1'a un isomorfismo de {y,,) + (ys) a un subgrupo finito S’ de

haremos ahora es extender ¢~
G que contiene a (x1). Nuevamente, no es posible garantizar que x2 € S’ pero procediendo

como antes lo que hacemos es extender ¢ (pensado como isomorfismo de S’ a (y,,) + (ys))-

Teniendo en cuenta lo anterior, supongamos como hipétesis de induccién que el isomor-
fismo ¢, de (1) a (ym), ha sido extendido a un isomorfismo ¢ : S ——=T que preserva
altura y tal que x1,...,2, € S = {s1,...,8} ¥y Y1,--.,yn € T. Supongamos ademds que
Tnt1 ¢ S; queremos extender este isomorfismo a un grupo que contenga a S'y a T, 41 y para
ello lo primero que haremos es encontrar un elemento en G que satisfaga las hipdtesis de la
Proposicién 3.2.4. Como G es un grupo p-primario, G//S también lo es; sean p* = o(x, 41 +
S) calculado en G/S con k > 0; ya que p* 1o, 1+ = {pF a1 +s1,. .., 0" g1 +5, ) es
finito, existe @ = max{h(w) | w € p*~ 'z, 1+S}. Sea A = {w € p* a1+ | h(w) = a}y
wp € A tal que hg(pwp) = méx{hg(pw) | w € A}, nuevamente esto es posible debido a que
A es finito. Escribimos wg = p* 12,41 + s, para alguna s € S; dado s; € S, s+5; = 5; € 5,
lan + s+ s = pk_lxnﬂ + s € pk_l
ha(wo + ;) < hg(wy), es decir, wy es propio respecto a S, ademés pwy € S. Lo que nece-

asi que wg + s; = pF~ Tn+1 + S y por consiguiente
sitamos ahora es encontrar un elemento en H el cual nos de finalmente las hipétesis de la
Proposicion 3.2.4, de esto nos ocuparemos méas adelante en la demostracién del Teorema de
Ulm; una vez hecho esto, el isomorfismo ¢ puede extenderse a un isomorfismo (recordamos
que lo denotaremos igual) ¢ de S + (wg) = S + <pk_1:cn+1> en algin subgrupo de H que
contiene a T'. Aln no podemos asegurar que 11 pertenezca a este grupo pero si podemos
garantizar que p(p*¥2x,41) € S+ (wp). Repitiendo el proceso anterior obtenemos que, ¢ se
puede extender a un subgrupo finito S’, de G, que contiene a S + (wp) = S + <pk_1xn+1>

k—3

garantizando ademds que p(p*" °z,41) € S’. En un nimero finito de repeticiones de dicho
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proceso finalmente obtenemos que es posible extender ¢ a un isomorfismo  : S——=7

donde, S y T son subgrupos finitos de G y H respectivamente, con S C S , Tntl € S y
T C T. Como ya lo mencionamos antes, no se puede garantizar que al finial de este proceso

1'a un subgrupo de H que contenga

Ynt1 € T, asi que el siguiente paso serd extender o~
a T y a ypy1; asi, por induccién, finalmente obtenemos el isomorfismo de G en H que

buscamos.

o
g < e
@71/ _ <ym> ~
J ‘% TS0
(z1) (Ys—1)
/7
o (////
{yo)

v
(o)

Para finalizar con la idea de la demostracion del Teorema de Ulm, y que en realidad
forma parte de la misma, el lema que daremos a continuacién da condiciones necesarias y
suficientes acerca de la existencia de elementos propios, respecto a un subgrupo, con altura
dada. Comenzamos esto con la siguiente observacién.

Observacion 3.2.5. Consideremos S un subgrupo de un grupo G y sea o un ordinal. De
la cadena (3.6) obtenemos la cadena

S:—)Sl:—D:_)Sw:_DSw—H:_)

Six € Sy, a partir de la definicion de So+1 tenemos que px € Sq41, pero nada prohibe que
px € Satp para algin ordinal 3;

p
P /p =~ ~
N N
2eSq D preSat1 2 -+ 2 preSatp

Denotamos como
p 'Gs={z € G |precGs}.
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Supongamos que x € Sy, es tal que pr € Syia, entonces pr € SN Garo y asiz € p~ ' Gyya,
es decir © € S, N p~'Gaya. Reciprocamente, si x € Sy, N p ' Gara entonces pr € Gayo
y como x € S tenemos que px € S y por consiquiente pr € S N Gata = Sat2. De esta
manera el conjunto

S* =S, Np 1Gaqo (3.21)
caracteriza a los elementos en S, que al ser multiplicados por p caen en Sqio.

Para el siguiente lema serd necesario definir un isomorfismo en el cual se ve involucrado
el grupo S%. A continuacién presentamos dicho isomorfismo.

Dado x € S} tenemos que px € G,y2 y por consiguiente existe y € Goy1 tal que
px = py; de esta igualdad obtenemos que p(z —y) = 0 y como z,y € G, se sigue que
(x — y) € G[pla. Por otra parte, si y' € Gut1 satisface que py’ = px = py entonces
p(y’ —y) =0, asi y’ —y € G[pla+1 lo que implica que y’ + G[plat1 =y + G[plat1 y por lo
tanto (r —y’) + G[pla+1 = (x —y) + G[p]a+1. Por lo anterior, podemos definir una funcién
¢ : 55— G[pla/G[plat1 como

p() = (z —y) + Glplat1- (3.22)

Veremos ahora que ¢ es un homomorfismo. Sean z, 2’ € S} y y,y” € Go41 tales que xp = py
y px’ = py’, entonces p(x+x’) = p(y+vy’) y por la manera en que fue definida ¢ , tenemos
que
plx+a7) = |(z+27) = (y+ )| + Glplat
[(z — ) (" = )] + Glplata
(96 y) + Glplatr + (7 = y) + Gplat
p(r) + ( )

y por lo tanto ¢ es homomorfismo.

Para ver cual es el nticleo de ¢ empecemos notando lo siguiente. En vista que, G441 C
Gy y claramente Goy1 C p~'Gay2 tenemos la siguiente serie de igualdades, Sai11 = SN
Gat1 = SNGuNGat1 = Sa NGatr1 €S2, es decir, Sqy1 C Sk, Sea x € ker ¢, entonces
existe y € Go41 tal que © —y € G[pla+1 € Ga+1, lo cual implica que x € G411, es decir,
x € SNGa+1 = Sat1 y por lo tanto ker p C S,41. Por otra parte, si € S,41 entonces
pr € Goto vy por consiguiente px = py para algin y € Goy1; asi que (x — y) € G[plat1 y
o(x) = 0, es decir, Sqy1 C kerp y por lo tanto ker ¢ = S,41. Por el primer teorema de
isomorfismos obtenemos que, existe un isomorfismo

U:Sy/Sa+1 —=¢(S5) < Glpla/Glplatt - (3.23)

Con lo anterior, estamos en condiciones de enunciar el lema.
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Lema 3.2.6. Para un grupo p-primario G son equivalentes:

(a) ImU & Glpla/Gpla+1

(b) Eziste un elemento en G[pla de altura o propio en S.

Demostracion. [(a) = (b)] Sea v + G[pla+1 € G[pla/G[pla+1 tal que v+ G[pla+1 & Im(U)
entonces v € G[plo y necesariamente v ¢ G[p|a+1, de lo contrario tendriamos que v +
G[pla+1 = 0 € Im(U); de lo anterior se sigue que v € G[pla—G[plat1 = GPIN(Ga—Gat1) ¥
asi h(v) = a. Para verificar que v es propio en S supondremos que no lo es y obtendremos
un absurdo. Si v no es propio en S existe s € S tal que a = h(v) < h(s —v) y por la
Proposicién 3.1.5 (a) h(s) = h(v + (s —v)) = h(v) = a; esto implica que s € S,. Como
(s —v) € Gus—v) € Gat1, s — v = py para algin y € G4; asf obtenemos que ps = PPy €
Gy, es decir, s € p71Gaya v por lo tanto s € Sy NP Gase = S%. Como v = s — py y
ps = p(py), de la definicién de U tenemos que v + G[plat1 = (s — py) + G[plat1 € Im(U)
lo que es absurdo por la eleccién de v + G[p]qa+1. Por lo tanto v es propio en S.

[(b) = (a)] Sea v € GJpla con h(v) = « y propio en S. Supongamos ademds que
v + G[pla+1 € Im(U), entonces existen x € S’ tal que U(x + Say1) = v + G[plat1; sea
y € Gqy1 tal que (x — y) + G[plat1 = U(z + Sat1) = v + G[plat1- Sea w € G[pla+1 tal
que (z —y) = (v + w), entonces (x —v) = (y + w) € Go41 y por consiguiente h(x —v) =
h(y +w) > a+ 1> a, es decir, h(x —v) > a lo que es absurdo ya que v es propio en S.
Por lo tanto v + G[p|o ¢ Im(U). [ |

Nota 3.2.7. De la demostracion del Lema 3.2.6 podemos deducir que, los elementos en G
de altura o que son propios en S son aquellos x € Gpl, tales que

¢+ G[pla+1 € Glpla/Glplar1 — ImU).

Finalmente, y considerando la discusion anterior, estamos listos para la demostracién
del Teorema de Ulm.

Teorema 3.2.8. (Teorema de Ulm) Dos grupos p-primarios reducidos numerables son
isomorfos si y solo si tienen los mismos invariantes de Ulm.

Demostracion. Considerando lo discutido en esta seccién asumiremos las siguientes condi-
ciones: S y T son subgrupos finitos de G y H, respectivamente; ¢ : S ——T es un iso-
morfismo que preserva alturas; z € G — S tal que px € S, con x propio respecto a Sy
ha(z) = a es méximo en el conjunto {hg(w) | w € 2+ Sy hg(w) = hg(x)} (véase la pagi-
na 80). Sea z = ¢(pz), Para poder “reunir” las hipdtesis de la Proposicién 3.2.4 debemos
encontrar un elemento y € H — T tal que py = p(px) € T, hy(y) = o y que y sea propio
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respecto a T'. Una vez encontrado y, la Proposicion 3.2.4 nos asegura que ¢ se extiende a
un isomorfismo que preserva alturas.

En vista de que hy(z) = hg(px) > hg(x) = o tenemos que hy(z) > a + 1. Consider-
aremos dos casos, cuando hy(z) = a+ 1y el caso hy(z) > a+ 1.

Caso 1. hy(z) =a+ 1. Como z € Hyp1 — Hoto existe y € Hy tal que

z = py, (3.24)

ademds hg(y) > a. Si hg(y) > o entonces hy(z) = huy(py) > ha(y) > a+ 1 lo cual es
absurdo; por lo tanto

hu(y) = o (3.25)

Sélo falta verificar que y es propio respecto a T. Veamos que y ¢ T, siy € T, existe
s € S tal que p(s) =y, multiplicando por p tenemos que p(ps) = ¢(px) y por consiguiente
ps = pz; asi p(x —s) = 0. Como s € S necesariamente (x — s) ¢ S. Por otra parte,
ha(s) = hu(p(s)) = hu(y) = a = ha(x); asi

ha(z) < hg(z — s) < hg(x),

por lo tanto hg(x — s) = hg(x). Ahora bien, hg(p(z — s)) = hg(0) = 0o > hg(x) que es
absurdo pues contradice la eleccion de que hg(x) es mdximo respecto a los elementos en
x + S cuya altura coincide con hg(x). Por lo tanto

y¢T. (3.26)

Supongamos que y no es propio respecto a T, entonces existe t € T tal que hy(y +1t) >
hi(y) = a y por consiguiente hiy(y +t) > a+ 1. Sea t = ¢(s'), para alguna s" € S.
Necesariamente y +t # 0, asi hgy(p(y +t)) > a+ 2. Si hg(t) < hy(y) = a entonces
hi(t) = hg(y +1t) > « que es absurdo, por consiguiente hyg(t) > hy(y) = a. Si hy(t) >
hi(y) = a se tiene que o = hy(y +t) > «a nuevamente un absurdo; por tanto debe ser
hi(t) = hi(y), y como ¢ preserva alturas obtenemos que hg(s') = hy(t) = a = hg(x).
Asi hg(z) = ha(z + s) < hg(z), es decir hg(z + s') = hag(x). Como p(px) = py y
o(ps’) = pt tenemos que p(p(x + s')) = p(y +t) lo que implica que hg(p(x + §')) =
ha(ply+1t)) > a+1=hg(z) = hug(e(px)) = ha(pz) lo cual es absurdo ya que contradice
la eleccion de hg(px). Asi

y es propio respecto a T. (3.27)

Finalmente por (3.24), (3.25) y (3.27) tenemos completas las hipdtesis de la Proposicion
9.2.4.
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Caso 2. hy(z) > a+1. Este caso implica que hg(px) > a+1 y por consiguiente pxr € Gota.
Sea v € Gay1 tal que px = pv; asi que (x —v) € G[pla, ademds hg(v) > a+1 > hg(x)
y por lo tanto hg(x — v) = hg(z). Como hg(x) < hg(v), entonces para cada s € S
ha((x—v)+s) = hg((z+s)—v) = hg(z+s) < hg(z) = hg(z —v), la segunda igualdad se
da ya que hg(x+s) < hg(z) < hg(v) = hg(—v). Es decir, (x —v) es propio respecto a S y
ast (x —v) satisface las hipdtesis del Lema 3.2.6. Como S es finito, necesariamente S} /S,
es finito y por consiguiente, Sy/Sq es un Zy-espacio vectorial de dimension finita. Por el
Lema 3.2.6 esta dimension es estrictamente menor que dimgz,(G[pla/G[pla+1) = fpc(a),
el a-ésimo invariante de Ulm de G. Como ¢ preserva alturas, tenemos que

p(Sa) = To, 9(S5) =15,
y por consiguiente ©(S%/Sq) =Tk /To. Asi que,
dimg, (T} /T,) = dimgz, (S}, /Sa) < fpa(@) = fou(a).

Nuevamente, por el Lema 3.2.6, existe y1 € H tal que py1 =0, hg(y1) = a y y1 es propio
respecto a T (véase la Nota 3.2.7). Como hy(z) > a+1, z € Hoqo y asi existe yo € Hyqq
tal que pys = z. Sea y = y1 + y2. Entonces

DY = py1 + py2 = Pz, (3.28)
hu(y) = hu(y1 +y2) = ha(y1) = «a, (3.29)

la seqgunda igualdad se da porque hi(y1) = a < a+ 1 < hy(y2). Para todat € T se tiene
que

hu(y+1t) =hy((y1 +1t) +y2) = ha(y1 +1t) < hg(y1) = ha(y),

nuevamente, la sequnda igualdad es porque hi(y1 +t) < hg(y1) < hu(y2). Es decir,
y es propio respecto a T. (3.30)

Ademdsy ¢ T pues de lo contrarioy € Ty y como py = pz € Hy1o entoncesy € Tx. Como
p(y — y2) = py1 = 0 tenemos que (y — y2) € H[pla, recuérdese que yo € Hyy1. Entonces
y1 + H[plat1 = (y — y2) + H[plas1 € Im(U) lo cual es absurdo pues contradice la eleccion
de y1 (véase la Nota 3.2.7). Por lo tanto

y¢T. (3.31)

Finalmente (3.28), (3.29), (3.30) y (3.31) completa las hipétesis de la Lema 3.2.6 lo que

termina este caso y por tanto la demostracion.
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Ejemplo 3.2.9. Sea G el grupo generado por x yy; (i =1,...,n,...) y que satisfacen las
stguientes relaciones

V2

pr=0, x=pyr=pyp=-=pyp =

Los invariantes de Ulm son

fpc(0) = foc(1) = fpc(2) == fran) == frolw) =1 (3.32)

y el grupo tiene longitud w + 1.
En efecto, a partir de la definicion tenemos que o(x) = p y para toda n € Z" o(y,) =
Pt Como G = (z) + > (yn) se sigue que

nezt

PG =p" (yn) + 1" (Yn+1) + 0" (Ynt2) + -+ + 0" (Ynsr) + -+ (3.33)

Ademds Gp] = () + >, (P"yn), y como (p"yn) < (pyn) para toda n > 1 tenemos que
nezZ+t

para toda n € 7T

Glpln = 1" (yn) + 2" (ynt1) + 0" (ng2) + -+ 0" () + -
entonces
Glpln/Glplnt1 = " (ym) = (x) = Zyy para cadan € Z7,
y por lo tanto se cumple (3.32). Por otra parte, a partir de (3.33) se sigue que

Go= ) PG =(x)

nez+
y por consiguiente G, 11 = pG,, = p(x) =0, es decir, G tiene longitud w + 1.

Finalizaremos este capitulo con una serie de resultados acerca de los invariantes de Ulm
de ciertos grupos.

Proposicién 3.2.10. Sean {G;}icr una familia de grupos p-primarios reducidos. Entonces

el invariante de Ulm de G = @ G; se puede obtener sumando los invariante de Ulm de
i€l

cada G; con i € I, es decir,

fpgla) =37 fpa,(a), (3.34)

el

para cada ordinal oo < X, donde A es la longitud de G.
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Demostracion. La demostracién consistird en dar un isomorfismo, de Z,-espacios vectoria-

les, entre (EEBI G,)[p]a/(eg Gi)[pla+1 y EGBI[(Gi[p]a)/(Gi[p]a+1)]. Por el Lema 3.1.7 tenemos
que

(D Gi)lpla/ (D Gi)lpla+1 = [D Gilplal/[D Gilplatil,

iel iel iel iel
y en vista de que G;[p]a+1 es un subgrupo de G;[p], para toda i € I, la Proposicién 1.1.9
asegura que la funcién

¢ : @ Gilpla—@B(Gilpla) /(GilPlat)]

el i€l

dada por
o((wi)ier) = (zi + Gilpla)ier,

determina un homomorfismo de grupos bien definido que es suprayectivo y con nticleo
P Gi[pla+1- Asi que el primer teorema de isomorfismos garantiza que la funcién
i€l
?: D Gilpla/ @ Gilplar1—DB(Gilpla)/ (Gilplat1)];
icl el el

dada como B((zi);c;) = @((x:)icr), donde (x;),c; es la clase lateral de (z;);c; modulo
D Gi[plat1, es un isomorfismo de grupos. Para ver que % es un isomorfismo de Z,-espacios
el

vectoriales sélo falta mostrar que preserva el producto por escalares. Pero esto es claro
a partir de la definicién de producto por escalares que se dio en la Proposicién 1.3.17
y del hecho de que ¢ es homomorfismo de grupos. De esta manera, » es un isomorfis-

mo de Zy-espacios vectoriales y por lo tanto las dimensiones de @ Gi[pla/ D Gilpla+1 ¥

iel iel
D(Gi[pla)/(Gi[pla+1)] coinciden. Es decir, (3.34) se cumple. [ |
el

La siguiente proposicién daré respuesta a los problemas que enunciamos en la intro-
duccién para el caso de grupos de torsién numerables.

Proposicién 3.2.11. (a) En cualquiera de los problemas dados en la introduccion, si G
y H son grupos p-primarios reducidos. Entonces G y H tiene los mismos invariantes
de Ulm.

(b) Siademds de (a) asumimos que G y H son numerables, entonces G y H son isomorfos.

(¢) Los tres problemas de la introduccion tienen respuesta afirmativa para grupos de torsion
numerables.
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Demostracion. [(a)]

(1) Sean G y H grupos p-primarios reducidos tales que, G es isomorfo a un sumando
directo de H y H es isomorfo a un sumando directo de G, entonces G y H tienen los
mismos invariantes de Ulm.

Demostracion. Supongase que G =K & H vy H=L® G ,donde HH =2 Hy G =2(.
Por la Proposicién 3.2.10 sabemos que

fokomw(a) = fpx(a) + fomw(a) y fprec(a) = fpole) + fre(a) (3.35)

para todo ordinal & menor que Ag = Ap, donde Ag y A son las longitudes de G y H
respectivamente.! Como f, (o) = frc(@) v fre(a) = fom(a), a partir de (3.35)
obtenemos que

fp,H(a) < fp,G(a) y fp,G(a) < fp,H(O‘)y

por lo tanto f, (o) = fp,r(a) para todo ordinal o menor que Ag. [ |
(2) SiG® G =H® H, entonces G y H tienen los mismos invariantes de Ulm.

Demostracion. Nuevamente por la Proposicién 3.2.10 tenemos que para cada ordinal

a < min{Ag, A\u} frce(e) + frale) = fpu(a) + fpa(a); esto implica que ambos
cardinales f, g(a) y fpc() son finitos 6 infinitos. En ambos casos obtenemos que

fpala) = fpu(a). n

(3) Sean ¥ un grupo p-primario finitamente generado, G 'y H grupos p-primarios reducidos
tales que F & G = F & H, entonces G y H tienen los mismos invariantes de Ulm.

Demostracion. Como ¥ es reducido (véase la Nota 2.1.9 y [Fu], Cap. 3) y F & G =
F @ H por la Proposicién 3.2.10 tenemos que para cada ordinal v < min{As, Ag, A}

fp,?(a) + fp,G<O‘) = fp,f(a) + fp,H(a)'

Como ¥ es finitamente generado, fp ¢ () es finito. Asi que de la igualdad anterior se
sigue que f, ¢(a) = fp u(a) para todo ordinal o < min{As, Ag, Ag}. [ |

!Como G = @’ < H se sigue que Ag < Ay, andlogamente se obtiene que Ay < Ag y por lo tanto
A = A\m.
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[(b)] Esto es consecuencia inmediata del Teorema 3.2.8 y del inciso anterior en cada
caso.

[(c)] Esto es una consecuencia inmediata de los incisos anteriores asi como de lo visto
en la Nota 1.3.16. [ |

Proposicién 3.2.12. Sea G = [[ Z,. Entonces
i€zt

a) t(G) no es un sumando directo de G.

b) t(G) es un grupo p-primario sin elementos de altura infinita, pero no es una suma
directa de grupos ciclicos.

Demostracion. [(a)] Comencemos notando que G no tiene elementos de altura infinita,
salvo 0. En efecto, sea y = (7;);ez+ € G con la propiedad de que hg(y) es infinita, entonces
para cada n € Z" existe x, = (Tn,i)icr € G tal que pFx, =y, es decir, para toda i € Z+
pkfn,i =Y, € Zy lo que implica que, para toda i € Z* 7, es divisible por p* para toda
k € Z*, lo cual sélo es posible si J; = 0, para cada i € ZT, pues cada 2, es ciclico. Por lo
tanto y = 0.

Para demostrar que ¢(G) no es sumando directo de G supondremos lo contrario y
obtendremos que es posible encontrar un elemento en G distinto de cero que es de altura
infinita en G lo que contradice lo demostrado en el parrafo anterior. Sea

y=(1,1,p,p,p%, 0%, %, p%, ..., p", p" "ML ) € G

Veamos que y no puede ser anulado por ninguna potencia de p. Para ello notamos primero

(n—1)+2

que, las entradas 2n y 2n 4+ 1 de y son de orden p para toda n > 1 ya que en la

n—1

coordenada 2n estd el elemento p en el grupo Z,2n que es de orden o(p~t) = pntl.

Por otra parte, el elemento en la entrada 2n + 1 es p" que pertenece al grupo Z,2n+1 y por
consiguiente o(p") = p"T1.

Sea k € Z*1, con k > 2.2 Multiplicando y por p*, de lo anterior tenemos que, las primeras
2k — 1 coordenadas de p*y son 0;® en la siguiente coordenada 2k, por construccion, estd el

i y por consiguiente pk(pk—l) £0 en

elemento pF~—1 e Zyok que es de orden o(p" 1) =p
Zyor. De la misma manera, las deméds coordenadas de pFy también son distintas de 0 y por
lo tanto p*y # 0. Dado que la eleccién de k es arbitraria, concluimos que y ¢ ¢(G). En

virtud que

2Claramente para los caso k = 1,2 p*y # 0.
3En la entrada 2(k — 1) est4 el elemento p*~2 € Z2(k—1) cuyo orden es p" v en la entrada 2k — 1 est4 el
elemento p"~1 € Z,2k-1 y claramente su orden es p~.
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y=(1,1,p,p,p% 0% ..., p" 1 pFl pk, ph pF L ph L) (3.36)
= (17 17p7p7p2’p27 L 7pk_17pk_17070) .. ) +pk(0)o ceey 17 17p7p7 .. ‘)7
y como p**1(1,1,p,p,p?, p%, ..., pF 1, pF1 ,0,0,...) =0, tenemos que

(2k+1)-ésimo lugar

(1,L,p,p,p% 0% .., p" 1 p"71,0,0,..) € 4(G).

Escribiendo = = (0,0....,1,1,p,p,...) € G, al tomando la clase lateral de y médulo ¢(G),
a partir de (3.36) obtenemos que p*T = 7, lo cual muestra que 7 es un elemento, distinto
de cero, de altura infinita en G/t(G).

Si t(G) es un sumando directo de G, ya que G = t(G) & (G/t(G)), tendriamos que la
imagen de y (considerado como un elemento en t(G) @ (G/t(G))) bajo este isomorfismo
determina un elemento en G distinto de cero y con altura infinita lo cual es absurdo. Por
lo tanto ¢(G) no es un sumando directo de G.

[(b)] Claramente ¢(G) es un grupo p-primario y no tiene elementos de altura infinita
(recuérdese que, hy(x) < hg(x) para todo H < G). Veamos ahora que ¢(G) no es suma
directa de grupos ciclicos y para ello calcularemos sus invariantes de Ulm.

Sea T = t(G) y A = {(agp, a1p, azp?,asp?,...) € G | 0 < a; < p, a; € Z}. Claramente
A C T. Sea (x;)iez+ € Tp); p(xi)iez+ = 0 implica que para toda i € Z* se satisface
pr; = 0y por consiguiente z; € Z,i[p] = <pi*1>; asf z; = m;_1p"~ ! con 0 < m;_; < p para
toda i € Z™, mostrando que (z;);cz+ € A, es decir, T'[p] C A y por lo tanto T'[p] = A.

Sea x + G[pln+1 € G[pln/G[pln+1, considerando x € G[p],, necesariamente tenemos que
x=(0,0,...,0,Zpt1, Tnt2, Tnis,--.), donde las primeras n coordenadas son cero. Como
px = 0 tenemos ademds que Zp4j € Zyn+i[p] = (P71 y por lo tanto zp4j = My jp" 1

para toda j € ZT; asi

T = (07 07 s 707 mn+1pn7 mn+2pn+17 mn+3pn+27 . )
= (0,0,...,0,mpy1p",0,...) +(0,0,...,0,0,mpop™t, m,i3p™ 2, ..)
=(0,0,...,0,mp110™0,...) +p"1(0,0,...,0,0, Myi2, Mni3p,...),
CcOomo
pn+2(07 07 <. 70a Oa Mp42, Mn4-3P, - - ) =0

tenemos que
anrl(O, 0, Ce ,0, O, Mp+42, Mnp4+3D, - . ) € G[p]n—f—l

Sea y = (0,0,...,0,mp+1p™,0,...); pasando al cociente tenemos que = + G[plp+1 = y +
G[pln+1 y como myy1p™ € Zynia[p] tenemos que dimgz, (G[pln/G[plnt1) = 1, es decir,
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fp,r(n) =1 para toda n € N. (3.37)

Por otra parte, G, = () p"T = 0, es decir, la longitud de T" es w y por lo tanto G|[p|,, = 0;
nezZ+t

asi fpr(w) =0.Si T es una suma directa de grupos ciclicos, necesariamente ' = @ Zyn

nezt
(véase (3.17)) y por lo tanto T'[p] = € Z,; de aqui obtenemos que
nezt

o(T[p]) = %) = P = 2% > Ny = o @ ) = o(T),

neZ*

lo cual es absurdo. Por lo tanto 7" no es una suma directa de grupos ciclicos. |






Conclusiones

En cualquier disciplina en la que nos desarrollemos, es necesaria la comprension clara
de nuestros objetos de estudio, y en matemaéticas esto no es la excepciéon. En este sentido,
poder describir un objeto lo mejor posible resulta ser una actividad muy interesante y en
la mayor parte de los casos complicada. En la teoria de grupos, la primera divisién que
se hace para investigar estos objetos es, por una parte, estudiar a los grupos abelianos
(conmutativos) y por otra a los grupos no abelianos.

El objetivo de este trabajo consistié en presentar el Teorema de Ulm, el cual da una
clasificacién de los grupos abelianos numerables primarios reducidos mediante invariantes
conocidos como invariantes de Ulm. Para llegar a este importante resultado hicimos uso
de varios conceptos y resultados de la Teoria de Grupos, asi como del Lema de Zorn y
conocimientos basicos sobre cardinales y ordinales.

Hay ciertos tipos de grupos que estan completamente clasificados, ya sea a través de
representantes tipicos (lo que significa que cada grupo del tipo en cuestién es isomorfo a
alguno de estos representantes) o a través de invariantes. Como ejemplo se puede mencionar
a la clase de grupos abelianos finitamente generados o también la de grupos divisibles.

Se sabe que cada grupo de torsién es suma directa de grupos primarios y también que
cada grupo abeliano es suma directa de un grupo divisible y un grupo reducido (aquel que
no tiene subgrupos divisibles salvo 0). También se sabe, como hemos dicho, que los grupos
divisibles estan completamente caracterizados, asi que nuestro trabajo se redujo al estudio
de los grupos abelianos numerables primarios reducidos.

Cabe aqui puntualizar que el zoclo de un grupo asi como el concepto de altura de los
elementos de un grupo jugaron un papel fundamental para llegar al Teorema de Ulm.

Teorema de Ulm Dos grupos p-primarios reducidos numerables son isomorfos

si y solo si tienen los mismos invariantes de Ulm.

El material que se ha cubierto establece una buena base para posteriores estudios de
p-grupos y grupos abelianos infinitos, en este sentido la bibliograffa que sugerimos es [Fu II]
y [Gr].
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Glosario de Simbolos

orden del grupo G

H es subgrupo de G

subgrupo H # G

grupo generado por el conjunto X
grupo generado por la familia .#

suma de la familia de grupos {S;}icr

grupo ciclico generado por a
zoclo del grupo G

producto directo de la familia {G;}icr

suma directa de la familia {G;}icr

el grupo aditivo de los nimero enteros
el grupo aditivo de las clases de residuos modulo n

parte de torsién de un grupo G
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3y4

10
10

11



96

el grupo aditivo de los niimeros racionales

parte p-primario del grupo G

elementos del grupo G que son anulados por el niimero primo p
{I% | me z, r e N}

el grupo Q,/2

parte libre de torsién del grupo G

altura de € GG en el grupo G

elementos de G cuya altura es mayor o igual que «
SNGy,con S <G

a-ésimo invariante de Ulm

plGs={r € G |preGs}

Sa Np1Gayo

12

13

17

20

20

41

53

68

70

71

81

82
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