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Introducción

El objetivo de este trabajo es estudiar a las imágenes y a las
preimágenes del cono sobre el conjunto de Cantor, también llama-
do el abanico de Cantor, bajo funciones continuas, aśı como a las
imágenes bajo distintos tipos de éstas.

En el Caṕıtulo 1 se dan las definiciones y resultados necesarios
para comprender el resto de trabajo.

En el Caṕıtulo 2 se estudian las propiedades bajo las cuales un
continuo (métrico) y un continuo Hausdorff es una imagen continua
del abanico de Cantor, una preimagen continua del abanico de Can-
tor o ambas. También se da una condición necesaria para que un
continuo sea una imagen continua del abanico de Cantor y, además,
se observa que no es una condición suficiente. Modificando ligera-
mente este resultado se obtiene, en el Caṕıtulo 3, una condición
necesaria y suficiente para que un continuo X sea una imagen con-
tinua del abanico de Cantor.

Posteriormente, en el Caṕıtulo 3 se definen a los espacios unifor-
memente conexos por trayectorias y a los espacios uniformemente
arcoconexos. Se prueba el Teorema de Reparametrización (ver Teo-
rema 3.1.10), el cual establece que dada una familia uniforme de
trayectorias P en un espacio topológico X, es posible reparame-
trizar a cada elemento de P para obtener una familia equicontiua
de trayectorias P ′. Aśı, si X es un continuo uniformemente conexo
por trayectorias, entonces se puede obtener una familia equicontinua
de trayectorias en X tal que cualesquiera dos puntos de X pueden
ser unidos por una trayectoria de esta familia. La existencia de tal
familia resulta ser una condición necesaria y suficiente para que un
continuo sea una imagen continua del abanico de Cantor. Esto mues-
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tra que el abanico de Cantor es un modelo común en la clase de los
abanicos uniformemente arcoconexos y en la clase de los dendroides
uniformemente arcoconexos, es decir, es un elemento de la clase que
puede ser mandado de manera continua y suprayectiva a cualquier
otro elemento de la clase.

Mediante el Teorema de Reparametrización se caracterizan a las
imágenes continuas del abanico de Cantor como los continuos uni-
formemente conexos por trayectorias.

Finalmente, en el Caṕıtulo 4, se obtienen unas caracterizaciones
de las imágenes continuas del abanico de Cantor bajo distintos tipos
de funciones, a saber: confluentes, abiertas, monótonas, retracciones
y, como hab́ıamos mencionado, ligeras. También se obtiene una con-
dición necesaria y suficiente para que exista una función continua y
monótona de un abanico a un arco.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En el presente caṕıtulo presentamos las definiciones y resultados
necesarios para el entendimiento del resto del trabajo.

1.1. Continuos

En un espacio métrico X, denotaremos la distancia entre dos pun-
tos x, y ∈ X como dX(x, y) o simplemente d(x, y) si se sobreentiende
a qué espacio métrico nos referimos.

Mediante el śımbolo N nos referiremos al conjunto {1, 2, 3, ...}
de los números naturales. Además, R denotará al conjunto de los
números reales.

Definición 1.1.1. Un continuo es un espacio métrico, no vaćıo,
compacto y conexo. A cualquier subconjunto cerrado, conexo y no
vaćıo Y de un continuo X se le llama subcontinuo de X y, si
Y 6= X entonces a Y se le llama un subcontinuo propio de X. A
un espacio Hausdorff, no vaćıo, compacto y conexo se le llama un
continuo de Hausdorff.

Definición 1.1.2. Denotaremos como I al intervalo [0, 1] con la
tpoloǵıa usual. Llamaremos un arco a cualquier espacio homeomorfo
a I.

Como I es un continuo, entonces todo arco es un continuo.
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Figura 1.1: Continuo sen( 1
x
)

Definición 1.1.3. Denotaremos por S1 a la circunferencia unitaria.
Llamamos curva cerrada simple a cualquier espacio homeomorfo
a S1.

Definición 1.1.4. Si A es un arco y h : I → A es un homeomor-
fismo, a los puntos u = h(0) y v = h(1) se les denomina puntos
extremos de A, y escribiremos uv en vez de A.

Ejemplo 1.1.5. El subespacio de R2 dado por A = {(x, y) ∈ R2|0 <
x ≤ 1

π
, y = sen( 1

x
)} es conexo, al ser la gráfica de una función con-

tinua definida en un subconjunto conexo de R. El subespacio clR2(A)
es cerrado, acotado y conexo. Por lo tanto, clR2(A) es un continuo.
A cualquier espacio homeomorfo a clR2(A) se le llama un continuo
sen( 1

x
).

Ejemplo 1.1.6. Sea W = clR2(A) ∪B ∪ C ∪D, donde

A = {(x, y) ∈ R2|0 < x ≤ 1
π
, y = sen( 1

x
)},
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B = {(x, y) ∈ R2|x = 1
π
, −2 ≤ y ≤ 0},

C = {(x, y) ∈ R2|0 ≤ x ≤ 1
π
, y = −2},

D = {(x, y) ∈ R2|x = 0, −2 ≤ y ≤ 0}.

Entonces W es un continuo. A cualquier espacio homeomorfo a W
se le llama Cı́rculo de Varsovia.

Definición 1.1.7. Decimos que un espacio X es localmente cone-
xo si tiene una base de conjuntos abiertos y conexos. Si un continuo
es localmente conexo se le llama un continuo de Peano.

Definición 1.1.8. Decimos que un continuo X tiene la propie-
dad S si para cada ε > 0, existe un número finito de subconti-
nuos A1, ..., An tales que X =

⋃n
i=1 Ai y diám(Ai) < ε para cada

i ∈ {1, ..., n}.

Teorema 1.1.9. [11, 8.4, pág. 120] Un continuo X es un continuo
de Peano si y solo si X tiene la propiedad S.

Una demostración del siguiente teorema puede encontrarse en [11,
8.18, pág. 128].

Teorema 1.1.10 (Hahn-Mazurkiewicz). Un continuo es una ima-
gen continua de I si y sólo si es un continuo de Peano.

1.2. Componentes y Casicomponentes

Definición 1.2.1. Dados un espacio X y un punto p ∈ X, se define
la componente C(p) de p en X como:

C(p) =
⋃
{C ⊆ X|C es conexo y p ∈ C}.

Definición 1.2.2. Dados un espacio X y un punto p ∈ X, se define
la casicomponente Q(p) de p en X como:

Q(p) =
⋂
{A ⊆ X|A es abierto y cerrado en Xy p ∈ A}.

La siguiente proposición nos muestra una relación entre las com-
ponentes y casicomponentes.

Proposición 1.2.3. Si X es un espacio topológico y p ∈ X, enton-
ces C(p) ⊆ Q(p).
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Figura 1.2: Ćırculo de Varsovia
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Figura 1.3: El subespacio X del Ejemplo 1.2.4

Demostración. Si A es un abierto y cerrado de X que contiene
a p y C es un conexo que contiene a p, entonces A y X \ A forman
una separación de X, por lo que cualquier subconjunto conexo de X
debe de estar contenido en A o en X \ A. Como p ∈ A ∩ C, C ⊆ A
y, por lo tanto, C(p) ⊆ Q(p). �

Observemos que, en general, no se tiene que Q(p) ⊆ C(p), como
se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.4. Sea X el subespacio de R2 que consiste de los seg-
mentos de ĺıneas que tiene por extremos los puntos ( 1

n
,−1) y ( 1

n
, 1)

para toda n ∈ N y que, además, contiene a los puntos (0,−1) y (0, 1).
Se tiene que C((0, 1)) = {(0, 1)}, pero Q((0, 1)) = {(0, 1), (0,−1)}.

Sin embargo, si X es un espacio compacto y Hausdorff, las com-
ponentes y las casicomponentes de p en X son iguales, para todo
p ∈ X.

Proposición 1.2.5. Sea X un espacio compacto y Hausdorff. En-

• 

• 
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tonces para cada p ∈ X, se tiene que C(p) = Q(p).

Demostración. Por la Proposición 1.2.3 se tiene que C(p) ⊆
Q(p). Resta probar que Q(p) ⊆ C(p). Para esto basta con mostrar
que Q(p) es conexo, ya que C(p) contiene a todos los conexos que
contienen a p y p ∈ Q(p).

Supongamos que Q(p) no es conexo. Notemos que Q(p) es un ce-
rrado en X, al ser una intersección de cerrados en X. Por lo tanto,
existen dos subconjuntos no vaćıos, cerrados y ajenos K y L de X
tales que Q(p) = K ∪ L. Como X es normal, existen dos abiertos
ajenos U y V en X tales que K ⊆ U y L ⊆ V. Como p ∈ Q(p),
podemos suponer que p ∈ K.

El conjunto Y = X \ (U ∪ V ) es compacto y:

Y = X \ (U ∪ V ) ⊆ X \ (K ∪ L) = X \Q(p)

= X \ (
⋂
{A ⊆ X|A es abierto y cerrado en X y p ∈ A}

=
⋃
{X \ A|A es abierto y cerrado en Xy p ∈ A}.

La familia {X \ A|A es abierto y cerrado en X y p ∈ A} es una
cubierta abierta del compacto Y . Por lo tanto, existen A1, ..., Am

subconjuntos abiertos y cerrados de X tales que p ∈ Ai para to-
da i ∈ {1, ...,m} y X \ (U ∪ V ) ⊆ (X \ A1) ∪ · · · ∪ (X \ Am) =
X \ (A1 ∩ · · · ∩ Am). De donde, A1 ∩ · · · ∩ Am ⊆ U ∪ V .

Sea A = A1 ∩ · · · ∩ Am. Observemos que, por definición, A es
abierto y cerrado en X y p ∈ A ⊆ U ∪ V . Como A ⊆ U ∪ V , tene-
mos que A∩U = A∩(X \V ). Entonces A∩U es un abierto y cerrado
de X. Además, como p ∈ A∩K ⊆ A∩U , se tiene que Q(p) ⊆ A∩U
y, en consecuencia, L ⊆ (K ∪L)∩V = Q(p)∩V ⊆ (a∩U)∩V = ∅.
Lo que contradice que L es no vaćıo. �

1.3. Hiperespacios y la Propiedad de Kelley

Los hiperespacios de un continuo X son ciertas familias de sub-
conjuntos de X con alguna caracteŕıstica particular. Entre los más
importantes están:
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2X = {A ⊆ X| A es cerrado y no vaćıo} y

C(X) = {A ∈ 2X | A es conexo}.

Definición 1.3.1. Sea X un continuo. Definimos una función H :
2X × 2X → R como H(A, B) =ı́nf{ε > 0|A ⊆ Vε(B) y B ⊆ Vε(A)},
donde Vε(A) es la unión de todas las ε-bolas abiertas con centro en
los puntos de A, para cada A, B ∈ 2X . H está bien definida y es
una métrica para 2X [11, 4.2, pág. 53], llamada la métrica de
Hausdorff.

Notemos que 2X contiene a C(X), entonces podemos considerar
a C(X) como un subespacio de 2X con la métrica de Hausdorff.

Definición 1.3.2. Un continuo X tiene la propiedad de Kelley
si para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que si a y b ∈ X, d(a, b) < δ y
a ∈ A con A ∈ C(X), entonces existe un subcontinuo B de X tal
que b ∈ B y H(A, B) < ε.

1.4. Dendroides y Abanicos

Definición 1.4.1. Un espacio topológico X es arcoconexo si para
cualesquiera x1 y x2 ∈ X existe un arco en X que contenga a x1 y
a x2 como puntos extremos.

Definición 1.4.2. Un continuo es hereditariamente unicohe-
rente si la intersección de cualesquiera dos de sus subcontinuos es
conexa.

Definición 1.4.3. Un dendroide es un continuo hereditariamente
unicoherente y arcoconexo.

Observación 1.4.4. Si X es un dendroide y A es un subcontinuo
de X, enonces A también es un dendroide [11, 10.58, pág. 192]. Por
tanto, los subcontinuos de X son arcoconexos.

Definición 1.4.5. Un punto x en un dendroide X es un punto
extremo de X si x es un punto extremo de cualquier arco en X
que contenga a x.
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Definición 1.4.6. Un punto x en un dendroide X es un punto de
ramificación si existen tres arcos xa, xb y xc en X tales que x es
el único punto de intersección de cualesquiera dos de ellos.

Definición 1.4.7. Un abanico es un dendroide con un único pun-
to de ramificación, usualmente es denotado por v y es llamado el
vértice del abanico.

Notación 1.4.8. El conjunto de puntos extremos de un dendroide
X se denota como E(X). Dado un abanico X, definimos S(X) =
{v} ∪ E(X).

Definición 1.4.9. Un dendroide X es suave si existe un punto
v ∈ X tal que para cualquier sucesión de puntos {xn}∞n=1 ⊆ X que
converge a x, la sucesión de arcos {vxn}∞n=1 converge al arco vx con
la métrica de Hausdorff.

Observación 1.4.10. Si un abanico es suave, su vértice puede to-
marse como el punto v en la definición precedente [5, pág. 301].

Definición 1.4.11. Un espacio topológico X es totalmente dis-
conexo si cada componente de X consiste de un único punto.

Definición 1.4.12. Sean X y Y continuos. Una función suprayec-
tiva f : X → Y es:

1. Abierta, si la imagen de cualquier conjunto abierto en X es
un conjunto abierto en Y .

2. Monótona, si f−1(y) es conexo para cada y ∈ Y .

3. Monótona relativa a un punto p ∈ X, si f−1(Q) es conexo
para cada subcontinuo Q de Y tal que f(p) ∈ Q.

4. Confluente, si para cada subcontinuo Q de Y y para cada
componente K de f−1(Q), se tiene que f(K) = Q.
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5. Ligera, si f−1(y) es totalmente disconexo para cada y ∈ Y .

A partir de ahora, en este caṕıtulo, todas las funciones serán
continuas y suprayectivas, a menos que expĺıcitamente se diga lo
contrario.

Proposición 1.4.13. Sean X y Y continuos. Una función f : X →
Y es monótona si y sólo si f−1(Q) es conexo para cada subcontinuo
Q de Y .

Demostración. Supongamos primero que f−1(y) es conexo pa-
ra toda y ∈ Y y sea Q un subcontinuo de Y. Supongamos que
f−1(Q) no es conexo. Sean F1 y F2 dos cerrados disjuntos y no
vaćıos de X tales que f−1(Q) = F1 ∪ F2. En particular, F1 y F2

son cerrados en X y, en consecuencia, compactos. Entonces f(F1)
y f(F2) son compactos en Y y, por lo tanto, cerrados. Suponga-
mos que existe y ∈ (f(F1) ∩ Q) ∩ (f(F2) ∩ Q). De este modo,
f(x1) = y = f(x2) para algún x1 ∈ F1 y algún x2 ∈ F2. Enton-
ces, como x1, x2 ∈ f−1(y) ⊆ f−1(Q), los conjuntos F1 y F2 forman
una disconexión de f−1(y), lo cual es una contradicción. Por lo tan-
to, f(F1) ∩Q y f(F2) ∩Q son ajenos. Como Q también es cerrado
en Y, entonces f(F1)∩Q y f(F2)∩Q son dos cerrados disjuntos no
vaćıos tales que Q = (f(F1)∩Q)∪ (f(F2)∩Q), en contradicción con
la hipótesis de que Q es conexo.

Para la otra implicación, si y ∈ Y entonces f−1(y) es conexo, ya
que {y} es un subcontinuo de Y . �

Observaciones 1.4.14. 1. No es dif́ıcil probar que la composi-
ción de funciones ligeras es ligera.

2. De la Proposición 1.4.13 se sigue que la composición de fun-
ciones monótonas es monótona.

3. Las funciones monótonas son confluentes[11, 13.15, pág 285].

4. Las funciones abiertas también son confluentes [14, pág. 148].

5. La imagen de un arco bajo una función continua y confluente
es un arco [2, pág. 32].
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6. Si la imagen de un abanico X bajo una función confluente f :
X → f(X) contiene más de un punto, su imagen es un abanico
y si no, es un arco. Además, en el primer caso, el vértice de X
bajo f es mandado al vértice de f(X) [2, pág. 32].

Proposición 1.4.15. Sean X, Y, Z continuos y f1 : X → Z, f2 :
Z → Y funciones. Si f1 y f2 son confluentes entonces f = f2 ◦ f1

es confluente.

Demostración. Sean B un subcontinuo de Y y A una compo-
nente de f−1(B) = f−1

1 (f−1
2 (B)). Entonces f1(A), al ser coenxo,

está contenido en una componente, K, de f−1
2 (B). Notemos que

A ⊆ f−1
1 (K) y f−1

1 (K) ⊆ f−1
1 (f−1

2 (B)) = f−1(B). Como A es una
componente de f−1(B), A debe ser una componente de f−1

1 (K).
Como f1 y f2 son confluentes, f(A) = f2(f1(A)) = f2(K) = B. Esto
prueba que f es confluente. �

Proposición 1.4.16. Sean X un continuo hereditariamente uni-
coherente y Y un espacio. Si una función f : X → Y es monótona,
entonces la función f restringida a cualquier subcontinuo de X es
monótona.

Demostración. Si K es un subcontinuo de X entonces, como
X es hereditariamente unicoherente, (f |K)−1(y) = f−1(y)∩K es un
continuo de X para cualquier y ∈ f(K) = Y . �

Proposición 1.4.17. Si X y Y son abanicos con vértices v y v′,
respectivamente, y f : X → Y es una función confluente, entonces
f : X → Y es monótona relativa a v.

Demostración. Sea Q un subcontinuo de Y tal que v′ ∈ Q.
Como v′ = f(v), por la parte 6 de la Observación 1.4.14, tenemos
que v ∈ f−1(Q). Debemos probar que f−1(Q) es conexo. Para esto
supongamos primero que Q no es un arco ni un punto. Supongamos,
además, que f−1(Q) no es conexo. Entonces existe una componente
A de f−1(Q) tal que A ⊆ X \ {v}, en consecuencia, A es un arco o
un punto y, como f es confluente, f(A) = Q.

Antes de continuar la prueba, notemos que f |A es confluente. Pa-
ra ver esto sean K un subcontinuo de f(A) y C es una componente
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de (f |A)−1(K). Como C ⊆ (f |A)−1(K) = A∩f−1(K) ⊆ f−1(K), en-
tonces C ⊆ C ′, para alguna componente C ′ de f−1(K). Ahora bien,
como K ⊆ f(A) = Q, resulta que C ′ ⊆ f−1(K) ⊆ f−1(Q). Más
aún, C ′ ∩ A 6= ∅, pues, al ser C un subconjunto de A, sucede que
∅ 6= C = A∩C ⊆ A∩C ′. Entonces C ′ es un subconjunto conexo de
f−1(Q) que intersecta a la componente A de f−1(Q). Luego, C ′ ⊆ A.
Esto implica que C ′ es un subconjunto conexo de (f |A)−1(K) que
contiene a la componente C de (f |A)−1(K), de donde, C = C ′. Por
tanto, (f |A)(C) = f(C) = f(C ′) = K. Esto prueba que f |A es con-
fluente.

Regresando a la prueba, como A es un arco o un punto y f |A
confluente, por la parte 5 de la Observación 1.4.14, tenemos que
Q = f(A) es un arco o punto. Una contradicción. Por lo tanto, si Q
no es un arco ni un punto, f−1(Q) es conexo.

Supongamos ahora que Q es un arco o un punto. Como v′ ∈ Q,
en reaidad estamos suponiendo que Q es un arco que contiene a v′

o bien, Q = {v′}. Como Y es un abanico, existe una sucesión decre-
ciente {Qn} de subcontinuos de Y tales que: Qn converge a Q con la
métrica de Hausdorff, v′ ∈ Qn para cada n ∈ N y que Qn no es un
arco ni un punto. Entonces, por lo demostrado en la primera parte
de la prueba, f−1(Qn) es conexo para cada n ∈ N. Más aún, cada
f−1(Qn) es compacto por lo que cada f−1(Qn) es un continuo. Aho-
ra bien, Q = ∩∞n=1Qn, aśı que f−1(Qn) = ∩∞n=1f

−1(Qn). Entonces
{f−1(Qn)} es una sucesión decreciente de continuos que converge a
f−1(Q), aśı que f−1(Q) es un continuo. Esto prueba el teorema. �

Definición 1.4.18. Si X es un dendroide y p ∈ X, definimos la
relación ≤p, como x ≤p y si x ∈ py.

Lema 1.4.19. Si X y Y son dendroides y f : X → Y es una fun-
ción monótona relativa a un punto p ∈ X, entonces:

1. f(px) = f(p)f(x) para todo x ∈ X.

2. Si x ≤p x′ entonces f(x) ≤f(p) f(x′), para cualesquiera dos
puntos x y x′ de X.
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3. f |px es monótona para toda x ∈ X.

Demostración.

1. Sea x ∈ X. Se tiene, por el Teorema de Hahn-Mazurkiewickz
que f(px) es un continuo de Peano y, en consecuencia, es arco-
conexo [11, 8.23, pág. 130]. Por lo tanto, como {f(p), f(x)} ⊆
f(px), se tiene que f(p)f(x) ⊆ f(px). Además, f−1(f(p)f(x))
es un continuo que contiene a p y a x, entonces tenemos que
px ⊆ f−1(f(p)f(x)), porque X es hereditariamente unicohe-
rente, de donde f(px) ⊆ f(f−1(f(p)f(x))) = f(p)f(x). Por lo
tanto, f(px) = f(p)f(x).

2. Sean x y x′ dos puntos en X. Si x ≤p x′, por la definición de ≤p,
tenemos que x ∈ px′. Aśı, por 1., f(x) ∈ f(px′) = f(p)f(x′).
Por lo tanto, f(x) ≤f(p) f(x′).

3. Supongamos que existen dos puntos distintos z, w ∈ px con
z ∈ pw y f(z) = f(w). Si t ∈ zw, entonces z ≤p t ≤p w. Tene-
mos, por 2., que f(z) ≤f(p) f(t) ≤f(p) f(w). Esto implica que
f(z) = f(t) = f(w) y, por lo tanto, f |px es monótona. �

Proposición 1.4.20. Si X y Y son abanicos con vértices v y v′,
respectivamente, y f : X → Y es una función confluente, enton-
ces dada x ∈ X, la función f |vx es monótona y manda de manera
suprayectiva el arco vx al arco v′f(x).

Demostración. Como f : X → Y es una función continua, con-
fluente y suprayectiva, tenemos que f(v) = v′, por la parte 6 de
la Observación 1.4.14. Además, f es monótona relativa a v, por la
Proposición 1.4.17. Entonces, por el Lema 1.4.19, f |vx es monótona
y f(vx) = f(v)f(x) = v′f(x). �

Recordemos que, para un abanico X, el conjunto S(X) es la unión
del vértice de X con el conjnto E(X) de los puntos extremos de X.

Proposición 1.4.21. Si X y Y son abanicos y f : X → Y es una
función confluente, entonces f(S(X)) = S(Y ).

Demostración. Sea y ∈ f(S(X)). Entonces existe x ∈ S(X) tal
que y = f(x). Si x es el vértice v de X, entonces y es el vértice
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de Y (Observación 1.4.14) y, por lo tanto, y ∈ S(Y ). Supongamos
que x ∈ E(X) y que y ∈ Y \ S(Y ). Sean e un punto extremo de
Y con y ∈ v′e y K la componente de f−1(ye) que contiene a x. Si
v ∈ K, entonces vx ⊆ K y v′ ∈ f(vx) ⊆ f(K) = ye, lo cual es
una contradicción. Por lo tanto, K es un subarco propio del arco
vx, pero entonces f(K) ⊆ f(vx) ⊆ v′y, lo que contradice que f es
confluente. De esta manera, se tiene que f(S(X)) ⊆ S(Y ).

Ahora tomemos y ∈ S(Y ). Si y es el vértice de Y, entonces
y = f(v) ∈ f(S(X)). Si y ∈ E(Y ), sea x ∈ f−1(y). Entonces x 6= v
y existe un único punto extremo e de X tal que x ∈ ve. Por la Pro-
posición 1.4.20, f(ve) es un arco cuyos puntos extremos son f(v) y
f(e). Como f(x) = y es un punto en este arco y y ∈ E(Y ), entonces
y = f(e). Por lo tanto, y ∈ f(E(X)) ⊆ f(S(X)). �

Notemos que, para una función confluente f : X → Y definida
entre los abanicos X y Y con vértices v y v′, respectivamente, es
posible que la imagen de un punto extremo de X sea el vértice v′

de Y.

Para esto basta con tomar la función f : X → Y definida como
f(va) = v′a, f(vb) = v′b, f(vc) = v′c y f(ve) = {v′}. Enton-
ces e ∈ E(X) ∩ f−1(v). Naturalmente, si f : X → Y es tal que
f(e) = v′ para algún e ∈ E(X) entonces, por el Lema 1.4.19,
f(ve) = f(v)f(e) = {v′}. Notemos que una función f con dicha
propiedad no es abierta. Es por tanto factible sospechar que, si f
es abierta, entonces sólo el vértice de X va al vértice v′ de Y . La
siguiente proposición confirma lo anterior.

Proposición 1.4.22. Sean X un abanico y f : X → Y una función
continua, abierta y suprayectiva. Si Y es un abanico y v y v′ denotan
los vértices de X y de Y, respectivamente, entonces f−1(v′) = {v} y
f(E(X)) = E(Y ).

Demostración. Para probar que f−1(v′) = {v}, supongamos
que existe x0 ∈ X \ {v} tal que f(x0) = v′. Sean e0 ∈ E(X) tal que
x0 ∈ ve0 y e′ ∈ E(Y ) \ {f(e0)}. Sea K =

⋃
{vx|x ∈ f−1(e′)} ⊆ X.

Demostraremos que K es cerrado. Para esto, sea {an}∞n=1 una suce-
sión de puntos en K que converja a un punto a ∈ X. Como an ∈ K,
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entonces existe una sucesión de puntos {bn}∞n=1 ⊆ X tal que an ∈ vbn

y bn ∈ f−1(e′) y podemos suponer, por la compacidad de X, que
los puntos bn convergen a un punto b ∈ X. Por la continuidad de
f , tenemos que b ∈ f−1(e′). Como X es un abanico suave, los arcos
vbn convergen al arco vb y, como an ∈ vbn entonces a ∈ vb, de donde
a ∈ K. Por lo tanto, K es cerrado. Aśı, X \ K es abierto y, como
f es abierta, su imagen f(X \K) es un abierto de Y . Notemos que
si e ∈ K ∩ E(X) entonces f(e) = e′. De donde, e0 ∈ X \K y, por
la Proposición 1.4.20, x0 ∈ X \ K. Esto implica que f(X \ K) es
una vecindad abierta de v′ en Y . Por consiguiente, existe un punto
y ∈ f(X \K) ∩ (v′e′ \ {v′, e′}). Tomemos un punto x ∈ X \K tal
que f(x) = y y un punto e1 ∈ X \K. Como f(ve1) es un arco de v′

a un punto de E(Y ) que contiene a y, por la Proposición 1.4.20 y
por la Proposición 1.4.21, debe ser el arco v′e′. Por la definición de
K, tenemos que ve1 ⊆ K, lo cual es una contradicción.

Probaremos ahora que f(E(X)) = E(Y ). De la Proposición 1.4.21,
se tiene que f(S(X)) = S(Y ). Como f−1(v′) = {v}, se tiene que
f(E(X)) = E(Y ). �

1.5. El Conjunto de Cantor

Definición 1.5.1. Consideremos al intervalo I y dividámoslo en
tres subintervalos cerrados de igual longitud. De I se removemos el
intervalo abierto de en medio y sea C1 el conjunto resultante, es
decir, C1 = I \ (1

3
, 2

3
). Suponiendo que Cn esté definido, definimos

Cn+1 a partir de Cn dividiendo a cada componente de Cn en tres
subintervalos de igual longitud y removiendo el subintervalo abierto
de en medio de cada componente. Sea C =

⋂∞
n=1 Cn. A C se le

conoce como el conjunto de Cantor.

Observación 1.5.2. El conjunto de Cantor, C, puede definirse
como el subespacio que consiste de todos los números en I que pueden
ser escritos en base 3 sin utilizar el d́ıgito 1. Ya que si t =

∑∞
n=1

tn
3n ,

donde tn = {0, 1, 2} para toda n ∈ N, entonces t ∈ (1
3
, 2

3
) si y sólo

si t1 = 1, t ∈ (1
9
, 2

9
) ∪ (7

9
, 8

9
) si y sólo si t2 = 1 y t1 ∈ {0, 2} y

aśı sucesivamente [6, Ejercicio 3, pág. 22].
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Teorema 1.5.3. [11, 7.7, pág. 106] Todo espacio métrico, compacto
y no vaćıo Y es una imagen continua de C.

Definición 1.5.4. Un espacio topológico X es perfecto si X no
contiene puntos aislados en X.

Teorema 1.5.5. [11, 7.14, pág. 109] Un espacio métrico Y es
homeomorfo a C si y sólo si Y es compacto, totalmente disconexo y
perfecto.

1.6. Funciones de Identificación

Definición 1.6.1. Sea A un conjunto no vaćıo. Decimos que R ⊆
A × A es una relación de equivalencia en A si cumple las tres
condiciones siguientes:

1. (a, a) ∈ R para todo a ∈ A.

2. Si (a, b) ∈ R entonces (b, a) ∈ R para cualesquiera puntos a y
b de A.

3. Si (a, b) ∈ R y (b, c) ∈ R entonces (a, c) ∈ R para cualesquiera
puntos a, b y c de A.

Observaciones 1.6.2. 1. Sean A un conjunto no vaćıo y R una
relación de equivalencia en A. Dado un punto a ∈ A, sea [a] =
{b ∈ A|(a, b) ∈ R}. Notemos que A =

⋃
{[a]|a ∈ A} y que si a

y b son puntos de A entonces [a] = [b] o [a]∩ [b] = ∅. Si a es un
punto de A entonces [a] es llamado la clase de equivalencia
de a.

2. Es común que a las relaciones de equivalencia se les denote con
el śımbolo ∼. Además, en vez de escribir (a, b) ∈∼, se pone
a ∼ b.

Definición 1.6.3. Al conjunto cuyos elementos son las clases de
equivalencia se le llama el cociente de A con respecto a ∼ y se
le detona como A/ ∼. A la función pA : A → A/ ∼, dada por
pA(a) = [a] se le llama la función cociente de A en A/ ∼.
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Definición 1.6.4. Si A y B son dos conjuntos con relaciones de
equivalencia ∼A y ∼B, respectivamente, se dice que una función
f : A → B preserva la relación si a ∼A a′ implica que f(a) ∼B

f(a′).

Proposición 1.6.5. Si A y B son conjuntos no vaćıos con relacio-
nes de equivalencia ∼A y ∼B, respectivamente, y f : A → B es una
función que preserva la relación, entonces existe una única función

f̃ : A/ ∼A→ B/ ∼B tal que pB ◦ f = f̃ ◦ pA.

Demostración. Definamos f̃([a]) = [f(a)] para cada clase de

equivalencia [a] ∈ A/ ∼A. Notemos que f̃ está bien definida, ya
que si a′ ∈ [a], entonces a ∼A a′ y, como f preserva la relación,
f(a) ∼B f(a′), con lo que [f(a)] = [f(a′)]. Se tiene entonces que

(pB ◦ f)(a) = [f(a)] = f̃([a]) = (f̃ ◦ pA)(a), por lo que pB = ◦f =

f̃ ◦ pA.

Supongamos que g̃ es una función, distinta a f̃ , tal que pB ◦ f =

g̃ ◦ pA. Entonces g̃([a]) 6= f̃([a]) para alguna [a], como pA es supra-

yectiva entonces g̃ ◦ pA(a) 6= f̃ ◦ pA(a) para alguna a ∈ A. Esto es

una contradicción, ya que g̃ ◦ pA(a) = pB ◦ f(a) = f̃ ◦ pA(a). �

Definición 1.6.6. Si A y B son conjuntos no vaćıos con relaciones
de equivalencia ∼A y ∼B, respectivamente, y f : A → B es una

función que preserva la relación entonces a la función f̃ de la Pro-
posición 1.6.5 se le denomina la función inducida por f al pasar
al cociente.

Definición 1.6.7. Sean Y un conjunto arbitrario, X un espacio
topológico y q : X → Y una función suprayectiva. La topoloǵıa de
identificación en Y inducida por q está dada por τ(q) = {U ⊆
Y |q−1(U) es abierto en X}.

Observación 1.6.8. Sean Y un conjunto arbitrario, X un espacio
topológico y q : X → Y una función suprayectiva. Notemos que
τ(q) es una topoloǵıa, ya que q−1 preserva las operaciones entre
conjuntos.
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Proposición 1.6.9. Sean Y un conjunto arbitrario, X un espacio
topológico y q : X → Y una función suprayectiva. Entonces τ(q) es
la topoloǵıa más grande de Y para la cual q : X → Y es continua.

Demostración. Cuando Y tiene la topoloǵıa de identificación,
claramente q es continua. Si τ es otra topoloǵıa de Y para la cual q
es continua entonces U ∈ τ implica que q−1(U) es abierto en X, es
decir, U ∈ τ(q). �

Definición 1.6.10. Sean X y Y espacios topológicos. Una función
continua y suprayectiva q : X → Y es una función de identifi-
cación si la topoloǵıa de Y coincide con τ(q).

Proposición 1.6.11. Sean X y Y espacios topológicos. Si q : X →
Y es una función continua, abierta (o cerrada) y suprayectiva, en-
tonces q es una función de identificación.

Demostración. Sea τ la topoloǵıa de Y . Como q es continua,
por la Proposición 1.6.9 tenemos que τ ⊆ τ(q).

Supongamos que q es abierta y sea U ∈ τ(q). Entonces q−1(U)
es abierto en X y, por la suprayectividad de q, tenemos que U =
q(q−1(U)) ∈ τ . En el caso en que q es cerrada, la demostración es
análoga. �

Proposición 1.6.12. Sea q : X → Y una función continua y su-
prayectiva. La función q es una función de identificación si y sólo si,
para cada espacio topológico Z y cada función continua g : Y → Z,
la continuidad de g ◦ q implica la continuidad de g.

Demostración. Supongamos que q es una identificación y que
g ◦ q es continua. Entonces, para cada abierto U en Z, se tiene que
el conjunto (g ◦ q)−1(U) = q−1(g−1(U)) es abierto en X y, en conse-
cuencia, g−1(U) es un abierto en Y . Por lo tanto, g es una función
continua.

Ahora supongamos que para todo espacio topológico Z y para to-
da función continua g : Y → Z, la continuidad de g◦q implica la con-
tinuidad de g. Denotemos por q′ : X → (Y, τ(q)) a la función de iden-
tificación con q′(x) = q(x) para cada x ∈ X. Sea 1Y : Y → (Y, τ(q))
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la función identidad. Notemos que (1Y ◦ q)(x) = q(x) = q′(x) pa-
ra toda x ∈ X. Entonces q′ es continua y, por la condición de la
hipótesis, tenemos que 1Y es continua. Entonces τ(q) ⊆ τ , donde τ
es la topologia de Y . Como también τ ⊆ τ(q), pues τ(q) es la topo-
loǵıa más grande bajo la cual q es continua, tenemos que τ = τ(q). �

Proposición 1.6.13. Sean q : X → Y una función de identifica-
ción, Z un conjunto y g : Y → Z una función suprayectiva. Enton-
ces τ(g ◦ q) = τ(g).

Demostración. La función g ◦ q es continua si y solo si g es
continua, por la Proposición 1.6.12, entonces, (g ◦q)−1(U) es abierto
si y solo si g−1(U) es abierto. �

Observación 1.6.14. Si q : X → Y es una función de identifica-
ción, Z es un conjunto y g : Y → Z es una función suprayectiva,
en particular, de la Proposición 1.6.13, se tiene que g ◦ q es una
función de identificación si y solo si g lo es.

Proposición 1.6.15. Sean X y Y dos espacios topológicos no vaćıos
con relaciones de equivalencia ∼X y ∼Y , respectivamente. Si f :
X → Y es una función continua que preserva la relación, entonces

la función f̃ : X/ ∼X→ Y/ ∼Y inducida por f al pasar al cociente

es continua. Además, f̃ es una identificación si f lo es.

Demostración. Sean p : X → X/ ∼X y q : Y → Y/ ∼Y las

funciones cociente. Como q◦f es continua y f̃ ◦p = q◦f , entonces f̃
es continua, por la Proposición 1.6.12. Supongamos ahora que f es

una identificación. Entonces, por la Observación 1.6.14, f̃ ◦p = q ◦f

es una función de identificación y, por lo tanto, también lo es f̃ . �

1.7. Conos y Suspensiones

Definición 1.7.1. Para un espacio topológico X, el cono sobre X,
denotado como Cono(X), es el espacio cociente (X × I)/ ∼, donde
∼ es la relación de equivalencia en ×I dada por (x, t) ∼ (x, t) para
toda x ∈ X y para toda t ∈ [0, 1) y (x, 1) ∼ (x′, 1), para todos
x, x′ ∈ X.
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Notación 1.7.2. Sea X un espacio topológico. A los elementos de
Cono(X) se les denota como 〈x, t〉. Como h : X → Cono(X), de-
finida como h(x) = 〈x, 0〉, define un homeomorfismo del espacio X
al subespacio {〈x, 0〉| x ∈ X} de Cono(X), podemos identificar a X
con {〈x, 0〉| x ∈ X}.

Proposición 1.7.3. Toda función continua f : X → Y se puede

extender a una función continua f̃ : Cono(X) → Cono(Y ), definida

como f̃(〈x, t〉) = 〈f(x), t〉.

Demostración. Sea f̂ : X×I → Y ×I definida como f̂((x, t)) =

(f(x), t). Como f̂ preserva la relación, por la Proposición 1.6.15 se
tiene el resultado. �

Definición 1.7.4. Sea f : X → Y una función continua entre

espacios topológicos. A la función f̃ : Cono(X) → Cono(Y ) dada
por la Proposición 1.7.3, se le llama la función inducida por f
entre conos.

Teorema 1.7.5. Si X es un espacio métrico y compacto y Q =
Π∞

i=1In el cubo de Hilbert, donde In = [0, 1] para toda n ∈ N, entonces
existe una función continua e inyectiva h : X → Q.

Demostración. Observemos que Q es un espacio métrico y com-
pacto [8, 4.12.2 y 4.14, pág. 213]. De hecho, por [8, 4.13.1, pág 213],
una métrica, d0 : Q×Q → [0,∞], para Q está dada por:

d0((xn)∞n=1, (yn)∞n=1) =
∑∞

i=1
1
2i |xi − yi|.

Sea d una métrica para X. Sin pérdida de generalidad, supon-
dremos que d(x, x′) ≤ 1 para cualesquiera dos puntos x y x′ de
X [8, 4.11.3, pág. 211]. Como X es un espacio métrico y com-
pacto, existe un subconjunto denso y numerable {an}∞n=1 en X [6,
4.1, pág. 233] y [6, 5.6, pág. 187]. Sea h : X → Q definida como
h(x) = (d(x, an))∞n=1. Como la función distancia es continua [6, Ex.
4, pág. 184], se tiene que h es continua [6, 2.3, pág. 101]. Claramente,
h es inyectiva. �

Observación 1.7.6. Notemos que el Teorema 1.7.5 nos dice que si
X es un espacio métrico y compacto, entonces hay una “copia” de
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X en el cubo de Hilbert Q. A h se le conoce con el nombre de encaje
y, en este caso, se dice que X puede ser encajado en Q
Definición 1.7.7. Sea X un espacio métrico tal que X puede ser
encajado en el cubo de Hilbert Q. En Q × I, consideremos el pun-
to v = ((xn)∞n=1, 1), donde xn = 0 para toda n ∈ N. Se define
el cono geométrico sobre X, denotado como Conog(X), como
Conog(X) = {tv + (1− t)x|x ∈ X y t ∈ I}.

El cono topológico de X, Cono(X), se obtiene “apachurrando”
todos los puntos de X × {1}, mientras que el cono geométrico de
X, Conog(X), se obtiene como la unión de todos los segmentos de
recta de v a un punto de X. Para espacios sencillos X es posible
mostrar que Cono(X) es homeomorfo a Conog(X). Sin embargo,
esto no siempre es aśı.

Observación 1.7.8. Sea X un espacio topológico. El Cono(X),
aunque “geométricamente” es un cono, puede contener más conjun-
tos abiertos de los que se pueden formar en el cono geométrico. En
R2, sea X = {(i, 0)}∞i=0. Consideremos Conog(X). Claramente hay
una biyección continua f : Cono(X) → Conog(X). Sin embargo,
los dos espacios no son homeomorfos. Si Vn es el segmento de ĺınea
recta que va de v a (n, 0) de longitud 1/n y si V =

⋃
Vn, V no

es abierto en Conog(X), pero lo es en Cono(X), ya que q−1(V ) es
abierto en X × I, donde q denota a la función cociente.

El siguiente resultado muestra una condición, bajo la cual, los
conos geométrico y topológico son homeomorfos.

Proposición 1.7.9. Si X es un espacio métrico y compacto enton-
ces Conog(X) es homeomorfo a Cono(X).

Demostración. Sea f : X × I → Conog(X), definida como
f(x, t) = tv + (1 − t)x. La función f es continua, suprayectiva y
f(x, t) = f(x′, t′) si y sólo si (x, t) = (x′, t′) o t = 1 = t′. Por lo
tanto, la partición de X × I inducida por f es la partición asociada
con el espacio Cono(X). Denotemos por q : X × I → Cono(X) a la
función cociente. Por el Lema de la Transgresión [6, 3.2, pág. 123],
la función q ◦ f−1 : Cono(X) → Conog(X) está bien definida y es
un homeomorfismo. �
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Figura 1.4: Abanico de Cantor

Definición 1.7.10. Al cono sobre el conjunto de Cantor se le llama
el abanico de Cantor y se le denota como FC.

En la presente sección mostraremos que el abnico de Cantor con-
tiene a todos los abanicos suaves. Para esto necesitaremos de la
siguiente noción y de un lema.

Definición 1.7.11. Sean X un espacio topológico, A y B subcon-
juntos de X. Decimos que X es conexo entre A y B si X 6= U∪V
siempre que U y V sean abiertos en X tales que U ∩ V = ∅, A ⊆ U
y B ⊆ V . Si A = {p} y B = {q} decimos que X es conexo entre
p y q.

Lema 1.7.12. [6, 10.5, pág. 85] Sean fi : X → R, con n ∈ N,
funciones continuas tales que |fi(x)| ≤ Mi, para toda i ∈ N, donde∑∞

i=1 Mi es una serie convergente. Entonces la función f : X → Y
dada por f(x) =

∑∞
i=1 fi(x) está bien definida y es continua.

Teorema 1.7.13. Un abanico es suave si y sólo si puede ser enca-
jado en FC.

Demostración. Supongamos que X es un abanico encajado en
FC . Sea v el vértice de FC . Si v ∈ FC \X entonces X es un arco o
un punto. Supongamos que v ∈ X entonces v es el vértice de X y,
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por tanto, X es un abanico suave [5, Corolario 6, pág. 299].

Si X es un abanico suave con vértice v′ entonces existe una fun-
ción continua y suprayectiva f : X → I tal que f |v′x es inyectiva
para todo x ∈ X [7, 4, pág. 90].

Probaremos que existe una función continua g : X \{v′} → C tal
que g−1(c) es una casicomponente de X \ {v′} para toda c ∈ C. Pa-
ra esto, primero demostraremos que existe una colección numerable
{Fi}∞i=1 de abiertos y cerrados de X \ {v′} tal que para cualesquiera
p y q ∈ X \ {v′} tales que X \ {v′} no es conexo entre p y q (Defini-
ción 1.7.11) existe Fn tal que p ∈ Fn y q /∈ Fn. Sea {Ri}∞i=1 una base
numerable para X. Para cualesquiera Ri, Rj tales que X \{v′} no es
conexo entre ellos, existe un abierto y cerrado Fij tal que Ri ⊆ Fij

y Fij ∩Rj = ∅. Reordenando los Fij tenemos una colección numera-
ble de abiertos y cerrados {Fi}∞i=1. Si F es un abierto y cerrado tal
que p ∈ F y q ∈ X \ F , entonces existen un Ri y un Rj tales que
p ∈ Ri ⊆ F y q ∈ Rj ⊆ X \ F , es decir, X no es conexo entre Ri

y Rj. Por tanto, existe n ∈ N tal que p ∈ Ri ⊆ Fn y q ∈ Rj ⊆ X\Fn.

Definamos, para cada n ∈ N, la función f (n) : X → R como
f (n)(x) = 2 si x ∈ Fn y f (n)(x) = 0 en otro caso. Sea entonces,

g : X \ {v′} → C dada por g(x) =
∑∞

n=1
f (n)(x)

3n . Como cada Fn es

abierto y cerrado, f (n) es continua y, como |f
(n)(x)
3n | ≤ 1

3n−1 y la serie∑∞
n=1

1
3n−1 es convergente entonces g(x) =

∑∞
n=1

f (n)(x)
3n es continua,

por el Lema 1.7.12. Si p y q pertenecen a dos casicomponentes dis-
tintas de X \{v′}, existe un Fn tal que p ∈ Fn y q ∈ X \Fn, de donde
f (n)(p) = 2 y f (n)(q) = 0 y, por tanto, g(p) 6= g(q). Esto demuestra
que g−1(c) está contenido en una casicomponente de X \ {v′} para
cada c ∈ C. Inversamente, si Q es una casicomponente de X \{v′} se
tiene que Q ⊆ Fn o Q ⊆ (X \ {v′}) \Fn. De donde Q está contenido
en a lo más uno de los conjuntos g−1(c) con c ∈ C.

Pero las casicomponentes de X \ {v′} son de la forma v′e \ {v′}
con e ∈ E(X) [2, 3, pág. 25]. Entonces, para cualquier c ∈ C se
tiene g−1(c) = v′ex \ {v′} para algún ex ∈ E(X).

Supongamos que en R2 tenemos un sistema de coordenadas po-
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lares (r, θ) y consideremos el conjunto de Cantor C en el arco 0 ≤
θ ≤ 1 de la circunferencia r = 1. Es decir, el conjunto de puntos
{pi}∞i=1 donde pi = (1, θi), θi =

∑∞
i=1

2ci

3i y ci = 0 o 1, por la Observa-
ción 1.5.2. Denotemos por O al origen y por Opi al segmento de ĺınea
recta que une al origen O con pi. La unión Y =

⋃∞
i=1 Opi es homeo-

morfa a FC y definimos una función h : X → Y como h(v′) = O y
h(x) = (f(x), g(x)). Claramente h es continua. Además, como f |v′e
es un homeomorfismo y g−1(c) es una casicomponente, h es inyecti-
va. Por tanto, h es un homeomorfismo. �

Como una consecuencia inmediata de la Proposición 1.7.13 tene-
mos el siguiente Corolario.

Corolario 1.7.14. Todo abanico suave puede representarse como la
unión de segmentos de ĺınea recta en el plano.

Definición 1.7.15. Para un espacio topológico X, la suspensión
de X, denotada como Susp(X), es el espacio cociente (X×[−1, 1])/ ∼,
donde ∼ es la relación de equivalencia dada por (x, t) ∼ (x, t) para
toda x ∈ X y para toda t ∈ (−1, 1) y (x, 1) ∼ (x′, 1), (x,−1) ∼
(x′,−1) para todos x, x′ ∈ X.

1.8. Trayectorias

Definición 1.8.1. Una trayectoria en un espacio métrico X es
una función continua p : I → X. Decimos que x = p(0) es el punto
inicial y y = p(1) es el punto final de la trayectoria p. También
decimos que p une a x con y.

Definición 1.8.2. Dados una trayectoria p en un espacio métrico
X y un número ε > 0, se dice que 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = 1
es una ε-partición de p en n pedazos si diám p([ti−1, ti]) ≤ ε para
i ∈ {1, 2, ..., n}.

Definición 1.8.3. Una familia de trayectorias P = {pα}α∈J en
un espacio métrico X es uniforme si para todo ε > 0, existe un
entero positivo n = n(ε) tal que cada trayectoria p ∈ P admite una
ε-partición en n pedazos.
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Definición 1.8.4. Una familia F = {fα}α∈J de funciones continuas
fα : X → Y continuas entre espacios métricos X y Y es equicon-
tinua si para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que dY (fα(x1), fα(x2)) < ε
siempre que dX(x1, x2) < δ para toda fα ∈ F .

Proposición 1.8.5. Toda familia equicontinua de trayectorias P =
{pα}α∈J en un espacio métrico X es uniforme.

Demostración. Tomemos un número arbitrario ε > 0 y 0 < δ ≤
1 tal que si |x1 − x2| < δ entonces dX(p(x1), p(x2)) < ε. Sean n ∈ N
tal que nδ ≥ 1 y 0 = 0

n
< 1

n
< 2

n
< · · · < i

n
< · · · < n

n
= 1 una

partición de I. Claramente esta es una ε-partición de p en n pedazos
para toda p ∈ P . �

Sin embargo, el rećıproco de la Proposición 1.8.5 no es cierto. La
familia de trayectorias {fn}∞n=1 en I, donde fn(x) = xn, fácilmente
se puede comprobar que es uniforme, pero no equicontinua.

1.9. Homotoṕıas

Definición 1.9.1. Sean X y Y dos espacios. Las funciones f, g :
X → Y son homotópicas, llamada homotoṕıa, si existe una fun-
ción F : X × I → Y tal que F (x, 0) = f(x) y F (x, 1) = g(x), para
toda x ∈ X.

Intuitivamente, tomando a t como un parámetro de tiempo, la
homotoṕıa F representa una deformación continua de la función f
a la función g, con F |X×{t0} como la etapa de la deformación en el
tiempo t0.

Proposición 1.9.2. Sea X un espacio. Una función f : X → Y es
homotópica a una función constante si y sólo si f puede extenderse
a una función continua F : Cono(X) → Y .

Demostración. Sea q : X × I → Cono(X) la función cocien-
te. Como q|X×{0} es un homeomorfismo, consideramos a X y a
q(X × {0}) como el mismo espacio. Si f es homotópica a una fun-
ción constante, existe una función continua F : X × I → Y tal
que F (x, 0) = f(x) y F (x, 1) = y0 para toda x ∈ X y para algún
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y0 ∈ Y . Entonces, por el Teorema de la Transgresión [6, 5, 3.2, pág.
123], F ◦ q−1 : Cono(X) → Y es una función bien definida, pues si v
denota el vértice de Cono(X) entonces (F ◦ q−1)(v) = F (x, 1) = y0

y como q es una función abierta y (F ◦ q−1)〈x, 0〉 = F (x, 0) = f(x)
para toda x ∈ X entonces F ◦ q−1 es continua y extiende a f .

Inversamente, si f se puede extender a una función continua
F : Cono(X) → Y, entonces la función F ◦ q : X × I → Y muestra
que f es homotópica a una función constante. �

Definición 1.9.3. Un espacio X es contráıble si la función iden-
tidad 1X : X → X es homotópica a una función constante.

Proposición 1.9.4. Sean X un espacio y Y un espacio contráıble.
Si f : X → Y y g : Y → X son funciones, entonces g ◦ f : X → X
es homotópica a una función constante.

Demostración. Definamos la función f × 1I : X × I → Y × I
como (f × 1I)(x, t) = (f(x), t) para toda x ∈ X y para toda
t ∈ I. Como Y es un espacio contráıble, existe una función con-
tinua F : Y × I → Y tal que F (y, 0) = y y F (y, 1) = y0 para
toda y ∈ Y y para alguna y0 ∈ Y. Consideremos ahora la función
G : X × I → X definida como G = g ◦ F ◦ (f × 1I). La función G
es continua, por ser la composición de funciones continuas. Además,
G(x, 0) = g(F (f(x), 0)) = g(f(x)) y G(x, 1) = g(F (f(x), 1)) =
g(y0) para toda x ∈ X. Por lo tanto, g ◦ f es homotópica a una
función constante. �

Definición 1.9.5. Un espacio X es simplemente conexo si es
conexo por trayectorias y si toda función continua f : S1 → X es
homotópica a una constante.

Proposición 1.9.6. Todo espacio contráıble es simplemente conexo.

Demostración. Sea X un espacio contráıble. Probemos prime-
ro que X es conexo por trayectorias. Sean x1, x2 ∈ X y tomemos
una función continua F : X × I → X tal que F (x, 0) = x y
F (x, 1) = x0 para toda x ∈ X y para alguna x0 ∈ X. Defina-
mos la función p : I → X como p(t) = F (x1, 2t) si t ∈ [0, 1

2
] y, como
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p(t) = F (x2, 2(1− t)) si t ∈ [1
2
, 1]. Aśı, p es una trayectoria que une

a x1 con x2.

Si f : S1 → X es una función continua, definimos G : S1×I → X
como G(x, t) = F (f(x), t). Entonces G es continua, G(x, 0) = f(x)
y G(x, 1) = x0 para toda x ∈ X. Por lo tanto, X es es simplemente
conexo. �



Caṕıtulo 2

Funciones Continuas de FC
en Ambas Direcciones

2.1. Preimágenes Continuas de FC

Recordemos que FC denota al cono sobre el conjunto de Cantor.
Denotemos por v al vértice de FC .

La siguiente proposición da una condición necesaria para que un
continuo sea una imagen continua de FC .

Proposición 2.1.1. Si X es un continuo y existe una función conti-
nua y suprayectiva f : X → FC entonces X contiene un subconjunto
abierto con una cantidad no numerable de componentes.

Demostración. f−1(FC \ {v}) es un abierto con una cantidad
no numerable de componentes. �

Observación 2.1.2. Notemos que la condición presentada en la
Proposición 2.1.1 no es una condición suficiente para que un con-
tinuo sea una preimagen bajo una función continua de FC. Con-
sideremos Cono([0, Ω]), donde Ω representa el primer ordinal no
numerable. Si se quita el vértice de Cono([0, Ω]) entonces se tiene
un abierto con una cantidad no numerable de componentes. Sin em-
bargo, no existe una función continua y suprayectiva de Cono([0, Ω])
a FC, lo cual es una consecuencia de la siguiente:

27
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Proposición 2.1.3. Si X es un continuo y f : Cono([0, Ω]) →
X es una función continua y suprayectiva entonces X es la unión
numerable de continuos de Peano.

Demostración. Sea q : [0, Ω] × I → Cono([0, Ω]) la función
de identificación. Para cada t ∈ [0, 1), definimos la función con-
tinua ft : [0, Ω] → X como f(α) = f(q(α, t)). Sea t ∈ I fija.
Como X es un continuo, existe una sucesión {Gn}∞n=1 de abier-
tos de X tal que ft(Ω) =

⋂∞
n=1 cl(Gn). Como ft es continua, Ω ∈

f−1
t (ft(Ω)) =

⋂∞
n=1 f−1

t cl(Gn). Como cada f−1
t (cl(Gn)) es compac-

to, existe αn ∈ [0, Ω] tal que [αn, Ω] ⊆ f−1
t (cl(Gn)). Como to-

da sucesión en [0, Ω] está acotada superiormente [6, 9.1, pág. 54],
existe αt ∈ [0, Ω] tal que αn < αt. De esta manera se tiene que
[αt, Ω] ⊆

⋂∞
n=1 f−1

t (cl(Gn)). Por tanto, para cada β ∈ [αt, Ω], re-
sulta que ft(β) = ft(αt). Como el conjunto de los números ra-
cionales en I es numerable, existe un ordinal numerable α′ > αt

para todo racional t ∈ I. Se tiene entonces que para β ≥ α′,
f(q(β, t)) = ft(β) = ft(α

′) = f(q(α′, t)) para todo racional t ∈ [0, 1).
Como el conjunto de números racionales en [0, 1) es denso en I y,
como f es continua, f(q(β, t)) = f(q(α′, t)) para todo t ∈ I y toda
β ≥ α′. Por lo tanto, f|Cono([0,α′]) : Cono([0, α′]) → X es suprayec-
tiva. Pero como Cono([0, α′]) es unión numerable de arcos, se tiene
por el Teorema 1.1.10, que X debe ser unión numerable de continuos
de Peano. �

Corolario 2.1.4. No existe una función continua y suprayectiva de
Cono([0, Ω]) en FC.

Demostración. Sea {Wi}∞i=1 una colección numerable de sub-
continuos de FC cuya unión es FC , entonces al menos un Wi contiene
una cantidad no numerable de puntos de C. Aśı, Wi \{v} es abierto
en Wi y contiene una cantidad no numerable de componentes. Por
lo tanto, Wi no es un continuo de Peano. �

En el siguiente Teorema se presenta una caracterización de las
preimágenes continuas de FC .

Teorema 2.1.5. Si X es un continuo de Hausdorff entonces existe
una función continua y suprayectiva f : X → FC si y sólo si X
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contiene un abierto G y un conjunto perfecto y no vaćıo A ⊆ G tal
que puntos distintos de A pertenecen a componentes distintas de G.

Demostración. Supongamos que existe una función continua
y suprayectiva f : X → FC . Sea M = {B|B es cerrado en X y
f(B) = C}. Notemos que M es no vaćıo, pues f−1(C) ∈ M. Dando
un orden parcial a M mediante la inclusión y aplicando el Lema de
Zorn, se obtiene un elemento minimal A0 ∈ M. Aplicando el axioma
de elección, existe un conjunto A ⊆ A0 que contiene exactamente
un punto de f−1(x) para cada x ∈ C. Es claro que A no es vaćıo.
Para demostrar que A es perfecto, supongamos que a ∈ A es un
punto aislado. Entonces existe un conjunto abierto U en A0 tal que
U ∩ A = {a}. Entonces A0 \ U es un subconjunto propio y cerrado
de A0 y f(A0 \ U) es un subconjunto compacto y cerrado de C que
contiene todos los puntos de C salvo, posiblemente, f(a). Notemos
que debe de contener a f(a), porque C es perfecto. Por lo tanto,
f(A0 \ U) = C, contradiciendo que A0 es un elemento minimal. De
esta manera se tiene que A es perfecto. Sea G = f−1(FC \ {v}).
Observemos que puntos distintos de A tienen imágenes distintas en
C y, por lo tanto, pertenecen a componentes distintas de G.

Para demostrar la otra implicación, sean G y A como en el
enunciado del teorema. Sin pérdida de generalidad, supondremos
que cl(A) ⊆ G. Si no fuera el caso, sean a ∈ A y U un abier-
to en X con a ∈ U ⊆ cl(U) ⊆ G. Como un subconjunto abierto
de un conjunto perfecto es perfecto, se puede reemplazar A por
A∩U . También supondremos, sin pérdida de generalidad, que pun-
tos distintos de A pertenecen a componentes distintas de cl(G). De
otro modo, aplicando la normalidad, existe un abierto V tal que
cl(A) ⊆ V ⊆ cl(V ) ⊆ G. Claramente, puntos distintos de A per-
tenecen a componentes distintas de cl(V ) y se puede reemplazar G
por V si es necesario.

Vamos a construir una función g : cl(G) → C. Para esto de-
finimos primero R(0, 1) = cl(G). Como A es perfecto y no vaćıo,
A contiene al menos dos puntos y, como pertenecen a componen-
tes distintas del compacto R(0, 1), existen dos cerrados disjuntos,
R(1, 1) y R(1, 2), tales que R(1, j) ∩ A 6= ∅ para j ∈ {1, 2}, y
R(1, 1) ∪ R(1, 2) = cl(G) = R(0, 1). Inductivamente, supongamos
que R(i, k) ha sido elegido, para cada i con 0 ≤ i < n y para ca-
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da k con 1 ≤ k ≤ 2i, tal que, para i 6= 0, R(1, 2k) ∪ R(1, 2k − 1)
es una separación de R(i − 1, k), y tal que R(i, k) ∩ A 6= ∅ para
cada i, k. Como R(i, k) ∩ A es abierto en A, cada R(i, k) contiene
al menos dos puntos de A. Entonces podemos elegir, para cada k,
a R(n, 2k) y a R(n, 2k − 1) como una separación de R(n − 1, k)
de tal forma que ambos conjuuntos intersecten a A, ya que puntos
diferentes de A ∩ R(n − 1, k) pertenecen a casicomponentes dife-
rentes de R(n − 1, k). Aśı, se satisface de nuevo la hipótesis de in-
ducción y obtenemos una familia {R(i, k)|i ∈ Z+, k ∈ Z+ tal que
1 ≤ k ≤ 2i}, con la propiedad de que

⋂∞
i=0 R(i, ki)∩ cl(A) 6= ∅ siem-

pre que
⋂∞

i=0 R(i, ki) 6= ∅ (es decir, cuando ki+1 ∈ {2ki, 2ki−1} para
todo i). Además, si x ∈ cl(G), existe una única sucesión de números
enteros {Ki}∞1=0 tal que x ∈

⋂∞
i=0(R(i, Ki(x))).

Sea g : cl(G) → C definida como g(x) =
∑∞

l=1
al

3l , donde al = 0
si Kl(x) es impar y al = 2 si Kl(x) es par.

Por el Lema de Urysohn, existe una función h : X → I tal que
h(x) = 0 si x ∈ cl(A) y h(x) = 1 si x /∈ G. Sea f : X → FC la
función continua, definida como: f(x) = q(g(x), h(x)) si x ∈ cl(G)
y f(x) = v si x /∈ G. Para demostrar que f es suprayectiva, sea
q(x, t) ∈ FC . Sea y ∈ g−1(x), el cual no es vaćıo porque g es
suprayectiva. Sea L una componente de

⋂∞
i=1 R(i, Ki(y)) tal que

L ∩ cl(A) 6= ∅. Entonces L ∩ (S \ G) no es vaćıo, por el teore-
ma de los golpes en la frontera [11, 5.7, pág. 75] y, por lo tanto,
f(L) es cerrado, conexo y contiene a v y a q(x, 0). En particular,
q(x, t) ∈ f(L) ⊆ f(X). �

Para espacios métricos, se tiene una caracterización mejor y más
simple:

Teorema 2.1.6. Si X es un continuo, entonces X es una preimagen
continua de FC si y sólo si X contiene un abierto G con una cantidad
no numerable de componentes.

Demostración. Observemos que, por la Proposición 2.1.1, si X
es una preimagen de FC entonces X contiene un subconjunto abier-
to con una cantidad no numerable de componentes. Para demostrar
la implicación inversa, sea G un subconjunto abierto de X con una
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cantidad no numerable de componentes. Por el axioma de elección,
existe un conjunto A0 tal que A0 tiene exactamente un elemento de
cada componente de G. Sea L = {x ∈ A0| existe un abierto U de A0,
con x ∈ U y U numerable}. Para cada x ∈ L, sea Ux un conjunto
abierto como en la definición de L. Como L es Lindelöf y {Ux}x∈L es
una cubierta de L, existe una subcubierta numerable {Uxi

}∞i=1. Por
la definición de L, cualquier punto de Uxi

pertenece a L. Entonces
L =

⋃∞
i=1 Uxi

. De donde L es numerable al ser la unión numerable
de conjuntos numerables. Sea A = A0\L. Si x ∈ A y U es un abierto
en A0 con x ∈ U entonces U es no numerable. En particular, U \{x}
no está contenido en L y (U \ {x}) ∩ A 6= ∅. Por lo tanto, x no es
un punto aislado de A. Entonces, A es perfecto. Aśı pues, A y G
satisfacen las condiciones del Teorema 2.1.5. Por tanto, existe una
función continua y suprayectiva f : X → FC . �

2.2. Imágenes Continuas de FC

Ahora se discutirán las imágenes de FC .

Lema 2.2.1. Si X un espacio contráıble, compacto y métrico en-
tonces X es una imagen de FC.

Demostración. Por el teorema 1.5.3, como X es un espacio com-
pacto y métrico, existe una función continua y suprayectiva f : C →
X. La función inducida por f entre conos f̃ : FC → Cono(X) intro-
ducida en la Proposición 1.7.3 es también suprayectiva y continua.
Como X es contráıble, existe una retracción r : Cono(X) → X [6,

1.3, pág. 317]. Entonces, r ◦ f̃ : FC → X es continua y suprayectiva.
�

Observación 2.2.2. Notemos que la condición del Lema 2.2.1 no es
necesaria, pues Susp(C) no es simplemente conexa y, por lo tanto,
no es contráıble por la Proposición 1.9.6; pero śı es una imagen con-
tinua de FC. Sin embargo, la siguiente generalización es de mayor
interés.

Definición 2.2.3. Un espacio X es g-contráıble si existe una fun-
ción continua y suprayectiva f : X → X tal que f es homotópica a
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una función constante.

Observación 2.2.4. Si X es contráıble entonces se puede elegir a
f como la identidad.

Lema 2.2.5. Si X es un espacio g-contráıble, compacto y métrico
entonces X es una imagen continua de FC.

Demostración. Sean f : C → X una función continua y f̃ :
FC → Cono(X) la función inducida por f entre conos, definida en
la Proposición 1.7.3. Como X es g-contráıble, existen una función
continua y suprayectiva g : X → X y una homotoṕıa G : X×I → X
tales que G(x, 0) = g(x) y G(x, 1) = p para toda x ∈ X y alguna
p ∈ X.

Sean k : X × I → Cono(X) la función cociente y r : Cono(X) →
X definida como r(k(x, t)) = G(x, t). Notemos que r es una función
continua y suprayectiva.

De esta manera se tiene que la función h : FC → X definida como

h = r ◦ f̃ es continua y suprayectiva. �

Teorema 2.2.6. Sea X un espacio métrico y compacto. Entonces
X es una imagen continua y una preimagen continua de FC si y
sólo si X es g-contráıble y contiene un abierto G con una cantidad
no numerable de componentes.

Demostración. Si f : X → FC y g : FC → X son funcio-
nes continuas y suprayectivas, entonces por la Proposición 1.9.4,
g ◦ f : X → X es suprayectiva y homotópica a una función cons-
tante, pues FC es contráıble. Como f es suprayectiva, X contiene
un abierto con una cantidad no numerable de componentes por la
Proposición 2.1.1.

Inversamente, si X es g-contráıble y contiene un abierto con una
cantidad no numerable de componentes, existen f : X → FC y
g : FC → X funciones continuas y suprayectivas, por el Teore-
ma 2.1.6 y Lema 2.2.5, respectivamente. �

Podŕıa pensarse que todo espacio conexo por trayectorias, com-
pacto y métrico es una imagen continua de FC . Sin embargo, éste
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no es el caso.

Ejemplo 2.2.7. El ćırculo de Varsovia W , definido en el Ejem-
plo 1.1.6, es indescomponible por trayectorias, es decir, no es la
unión de dos subcontinuos propios conexos por trayectoras. Supon-
gamos que existe una función continua y suprayectiva f : FC → W .
Aplicando el Lema de Zorn, existe un subcontinuo W0 de FC mini-
mal con respecto a la propiedad: f(W0) = W . Sea v el vértice de FC.
Si W0 no contiene a v como punto de corte, es decir, si W0 \ {v} es
conexo, W0 es un arco y f(W0) es localmente conexo, por el Teore-
ma de Hahn-Mazurkiewicz. Esto es una contradicción, pues W no
es localmente conexo. Por lo tanto, W0 \ {v} = A ∪ B es una sepa-
ración. Sean W1 = A ∪ {v} y W2 = B ∪ {v}. Observemos que W1 y
W2 son subcontinuos propios conexos por trayectorias de W0. Por la
minimalidad de W0, f(W1) y f(W2) son subcontinuos propios cone-
xos por trayectorias de W . Pero f(W1) ∪ f(W2) = f(W1 ∪ W2) =
f(W0) = W , lo cual es una contradicción, pues W es indescompo-
nible por trayectorias.

La indescomponibilidad por trayectorias no parece estar relacio-
nada de manera significativa con las imágenes continuas de FC .

Ejemplo 2.2.8. Sea W el ćırculo de Varsovia, como en el ejemplo
anterior. Notemos que W × I tampoco es una imagen continua de
FC, pues si p : W × I → W es la proyección y f : FC → W × I es
continua y suprayectiva, entonces p◦f : FC → W seŕıa suprayectiva,
lo cual es imposible. Notemos también que W × I no es indescom-
ponible por trayectorias, pues W = (W × [0, 1

2
]) ∪ (W × [1

2
, 1]).

Hay otras dos condiciones necesarias para que un continuo sea
una imagen continua de FC .

Proposición 2.2.9. Sean X un espacio métrico y compacto y f :
FC → X una función continua y suprayectiva. Entonces existe una
familia {Wα}α∈J de continuos de Peano en X tales que

⋂
α∈J Wα 6=

∅,
⋃

α∈J Wα = X y {Wα}α∈J es cerrado en C(X).

Demostración. Sea q : C × I → FC la función de identifica-
ción. Consideremos la familia {f(q({c} × I))}c∈C . Como q({c} × I)
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es homeomorfo a I y f es continua, tenemos por el Teorema 1.1.10
que {f(q({c} × I))}c∈C es una familia de continuos de Peano que
claramente cumple las condiciones requeridas. �

La existencia de la familia descrita en la Proposición 2.2.9 no es
suficiente para garantizar que un continuo sea una imagen continua
de FC .

Lema 2.2.10. Sea Y ⊆ I el subespacio { 1
n
}∞n=1 ∪ {0}. Si X es un

espacio métrico y compacto, f : FC → X es una función continua y
suprayectiva y g : Y → X es una función continua, entonces existe
un subconjunto Y0 ⊆ Y cerrado e infinito tal que g|Y0 es homotópica
a una función constante.

Demostración. Para cada entero positivo n, sea xn ∈ f−1(g( 1
n
)).

Como FC es compacto existe una subsucesión {xnk
}∞k=1 de {xn}∞n=1

que converge, en FC , a un punto x. Sea Y0 = { 1
nk
} ∪ {0}. Notemos

que Y0 es un subconjunto cerrado e infinito de Y . Sea h : Y0 → FC ,
definida como h( 1

nk
) = xnk

y h(0) = x. Entonces g|Y0 = f ◦ h,

pues f ◦ h( 1
nk

) = f(xnk
) = g( 1

nk
) y f ◦ h(0) = g(0), ya que am-

bas funciones son continuas. Por lo tanto g|Y0 es homotópica a una
función constante, por la Proposición 1.9.4, pues FC es contráıble. �

A continuación se presenta un contraejemplo del rećıproco de la
Proposición 2.2.9.

Ejemplo 2.2.11. Considérese el continuo L definido de la siguiente
manera:
L = M ∪N ∪ (

⋃∞
i=1 Wi), donde:

M = {(x, y, 0) ∈ R3|x ∈ [0, 1
π
], y ∈ [−1, 1]},

N = {( 1
π
, 0, z) ∈ R3|z ∈ I},

Wn = {(x, y, 1
n
) ∈ R3|x ∈ [ 1

(n+1)π
, 1

π
], y = sen( 1

x
)}, para cada entero

positivo n.

Recordemos que Y = { 1
n
}∞n=1 ∪ {0}. Sea g : Y → L definida

como g( 1
n
) = ( 1

(n+1)π
, 0, 1

n
) y g(0) = (0, 0, 0). Se probará que si

Y0 = { 1
kn
}∞n=1 ∪ {0} es un subconjunto cerrado e infinito de Y , g|Y0

no es homotópica a una función constante.
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Figura 2.1: Proyección del continuo L sobre el plano xz
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Supongamos que H : Y0×I → L es una homotoṕıa, con H(y, 0) =
g(y) y H(y, 1) = ( 1

π
, 0, 1). Notemos que L \ N es abierto en L, por

lo tanto, H−1(L \N) es abierto en Y0 × I. Como H(0, 0) = g(0) =
(0, 0, 0) no pertenece a N , (0, 0) ∈ H−1(L \ N). Entonces existe
x > 0 tal que {0} × [0, x) ⊆ H−1(L \N).

Sea t = sup{x|{0} × [0, x) ⊆ H−1(L \ N)}. Entonces, H({0} ×
[0, t)) es un conexo que contiene a (0, 0, 0) y no intersecta a N . Aśı,
H(0 × [0, t)) ⊆ M \ ( 1

π
, 0, 0), donde M \ ( 1

π
, 0, 0) es la componente

de L \ N que contiene a (0, 0, 0). Por lo tanto, H(0 × [0, t]) ⊆ M ,
ya que M es cerrado y H((0, t)) es un punto ĺımite de H(0× [0, t]).
Por la definición de t, H(0, t) = ( 1

π
, 0, 0).

Sea A ⊆ M definido como A = cl{(x, y, 0)|0 < x ≤ 1
π
, y =

sen( 1
x
)}. Entonces A es la cerradura de la proyección de

⋃∞
n=1 Wn

en M . Notemos que H({0} × [0, t]) no está contenido en A. Si lo
estuviera, como A es irreducible de (0, 0, 0) a ( 1

π
, 0, 0) y H({0} ×

[0, t]) es un continuo que contiene a ambos puntos, tendŕıamos que
H({0}× [0, t]) = A. Pero H({0}× [0, t]) es localmente conexo, mien-
tras que A no lo es. Por lo tanto, existe s ∈ [0, t] tal que H(0, s) /∈ A.
Entonces, H(0, s) ∈ M \A o (0, s) ∈ H−1(M \A). Pero, como M \A
es abierto en L y la sucesión {( 1

kn
, s)}∞n=1 converge a (0, s) en Y0×I,

existe una m ∈ N tal que para n > m, ( 1
kn

, s) ∈ H−1(M \A). Enton-

ces, para n > m, H( 1
kn

, s) ∈ M \A. Pero H( 1
kn

, 0) ∈ Wkn y N separa

a L entre H( 1
kn

, 0) ∈ Wkn y H( 1
kn

, s) ∈ Wkn. Entonces, para cada

n > m, existe una tn < s tal que H( 1
kn

, tn) ∈ N . Pero, {( 1
kn

, tn)}∞n=1

tiene una subsucesión {( 1
knl

, tnl
)}∞l=1 que converge, en Y0 × I, a un

punto (0, t∞), donde t∞ ≤ s ≤ t.

Observemos que H(0, t∞) ∈ N , porque N es cerrado y H(0, t∞)
es el ĺımite de una sucesión, {( 1

knl
, tnl

)}∞l=1, de puntos de N . Pero,

como t∞ < t, H(0, t∞) /∈ N , por la elección de t. Por lo tanto, g|Y0 no
es homotópica a una función constante y L no es una imagen conti-
nua de FC, ya que no se satisfacen las conclusiones del Lema 2.2.10.

Sin embargo, śı se satisfacen las conclusiones de la Proposición 2.2.9.
Sean K 1

n
= N∪M∪Wn, para cada entero positivo n, y K0 = N∪M .

La familia {Kp}p∈Y es un subconjunto de C(L) es cual es homeomor-
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fo a Y y, por tanto, es cerrado en C(L). Es fácil ver que la familia
{Kp}p∈Y satisface las otras condiciones de la Proposición 2.2.9.
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Caṕıtulo 3

Continuos Uniformemente
Conexos por Trayectorias

En el Caṕıtulo 2 probamos que si un espacio métrico y com-
pacto X es una imagen continua de FC entonces existe una colec-
ción {Wα}α∈J de continuos de Peano de X tales que

⋂
α∈J Wα 6= ∅,⋃

α∈J Wα = X (Proposición 2.2.9).

En el presente caṕıtulo agregaremos una propiedad más a la fa-
milia {Wα}α∈J para obtener aśı, una condición necesaria y suficien-
te para que un continuo sea una imagen continua de FC (Teore-
ma 3.2.11).

3.1. Reparametrización de Familias Uniformes
de Trayectorias

Definición 3.1.1. Sean P una familia de trayectorias en un espacio
topológico X y H = {hp}p∈P una familia de homeomorfismos de I
tal que hp(0) = 0 y hp(1) = 1 para cada p ∈ P. A la familia de
homeomorfismos H se le llama una reparametrización de P.

Observación 3.1.2. Si P es una familia de trayectorias en un es-
pacio topológico X y H = {hp}p∈P es una reparametrización de P
entonces cada q = p ◦ hp es una trayectoria en X con q(0) = p(0) y
q(1) = p(1).

Notación 3.1.3. Si P = {pα}α∈J es una familia de trayectorias en

39
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un espacio topológico X y H = {hp}p∈P es una reparametrización de
P, se denota como PH a la familia de trayectorias {q = p ◦ hp}p∈P .

Proposición 3.1.4. Si una familia P de trayectorias en un espacio
métrico X es uniforme entonces PH es una familia uniforme de
trayectorias para cualquier reparametrización H de P.

Demostración. Sea ε > 0. Si q = p ◦ h ∈ PH es una tra-
yectoria, como P es una familia uniforme de trayectorias, existe
un entero positivo n = n(ε) tal que p admite una partición 0 =
s0 < s1 < · · · < sn = 1 tal que diám(p([si−1, si])) ≤ ε para cada
i ∈ {1, ..., n}. Sea ti = h−1(si), con i ∈ {1, ..., n}. Entonces 0 =
t0 < t1 < · · · < tn = 1 es una partición y diám(q([ti−1, ti]))=diám
(p(h([ti−1, ti])))=diám(p([si−1, si])) ≤ ε. �

Observación 3.1.5. La reparametrización de una familia equicon-
tinua de trayectorias es también uniforme, por la Proposición 1.8.5
y por la Proposicón 3.1.4, pero no es necesariamente equiconti-
nua. Sean P = {pn}∞n=1 la familia de trayectorias en I dada por
pn : I → I, donde cada pn está definida como pn(x) = x para
toda x ∈ I y H = {hpn}∞n=1 la reparametrización de I dada por
hpn(x) = xn. Entonces, la familia PH = {qn}∞n=1 donde qn(x) = xn

no es equicontinua.

Definición 3.1.6. Un espacio métrico X es uniformemente cone-
xo por trayectorias si existe una familia uniforme de trayectorias
P = {pα}α∈J en X tal que, para cada x, y ∈ X, existe una trayecto-
ria p ∈ P que une a x con y.

Definición 3.1.7. Un espacio métrico X es uniformemente ar-
coconexo si es arcoconexo y si para todo ε > 0, existe un entero
positivo n tal que, cualquier arco en X, contiene n puntos que divi-
den al arco en subarcos de diámetro menor que ε.

Lema 3.1.8. Sea X un espacio métrico tal que para cualesquiera dos
puntos x, y ∈ X existe un único arco que une a x con y. Entonces
X es uniformemente arcoconexo si y sólo si X es uniformemente
conexo por trayectoias.

Demostración. Claramente todo espacio métrico y uniforme-
mente arcoconexo es uniformemente conexo por trayectorias. Si X
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es un espacio métrico y uniformemente conexo por trayectorias, sea
P una familia uniforme de trayectorias en X tal que, para cuales-
quiera dos puntos en X, existe una trayectoria en P que los une.
Sean ε > 0, x, y ∈ X y p ∈ P una trayectoria que une a x con y.
Sea n ∈ N tal que para la partición 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1
de I se tiene que diám(p[ti−1, ti]) ≤ ε con i ∈ {1, 2, ..., n}. Sean A
el arco en X que une a x con y, h = I → A un homeomorfismo
tal que h(0) = x y h(1) = y. Definamos si = h−1p(ti) para cada
i ∈ {1, ..., n}. Entonces 0 = s0 < si < · · · < sn = 1 es una partición
de I y, como p(ti) = h(ti) ∈ A para toda i ∈ {1, ..., n}, entonces
0 = s0 < si < · · · < sn = 1 es la partición requerida. �

Lema 3.1.9. Sea P una familia uniforme de trayectorias en un
espacio métrico X. Entonces para cada k ∈ N, existe un entero
positivo N(k) y, para cada p ∈ P, existe una 1

k
-partición Tk =

{tk0, tk1, ..., tkN(k)}, donde 0 = tk0 < tk1 < · · · < tkN(k)=1, tales que:

1. Tk ⊆ Tk+1 para k ∈ N.

2. tki − tk1−i < 1
k

para i ∈ {1, 2, ..., N(k)} y k ∈ N.

3. Para cualquier k, los conjuntos {t ∈ Tk+1|tki−1 < t < tki } y
{t ∈ Tk+1|tkj−1 < t < tkj} tienen el mismo número de elementos
para i, j ∈ {1, 2, ..., N(k)}.

Demostración. Como la familia P es uniforme, para cada k ∈ N
existe un entero positivo nk tal que, para cada p ∈ P , existe una
1
k
-partición, 0 = sk

0 < sk
1 < · · · < sk

nk
= 1. Se definirán los enteros

N(k) y a los conjuntos T (k) por inducción.

Sea N(1) = n1 y, para cada p ∈ P, sea ti = s1
i para i ∈

{1, 2, ..., n1}. Supongamos que para algún k ≥ 1 el número N(k)
está definido y que, para toda p ∈ P el conjunto Tk = {tk0, ..., tkN(k)}
ha sido construido. Sea N(k + 1) = (nk+1 + k)(N(k)) y conside-
remos a p, un elemento arbitrario de la familia P . Construiremos
Tk+1 a partir del conjunto Tk = {tk0, ..., tkN(k)}. Para esto, agrega-
mos exactamente nk+1 − 1 elementos al conjunto Tk, de tal modo
que el conjunto resultante contenga a todos los números sk+1

i pa-
ra i ∈ {1, ..., nk+1 − 1}. Después, agregamos exactamente otros k
elementos para asegurarnos de que contenga a todos los números
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1

k + 1
,

2

k + 1
, ...,

k

k + 1
.

Hasta ahora, hemos agregado exactamente qk = nk+1 +k−1 nue-
vos elementos a Tk distribuidos aleatoriamente entre los elementos de
Tk. Para completar la construcción de Tk+1, añadimos exactamente
(N(k)− 1)qk números, asegurando que cada intervalo (tki−1, t

k
i ) con-

tenga exactamente qk elementos, para i ∈ {1, 2, ..., N(k)}.

Sea Tk+1 el conjunto que resulta de agregar todos estos elementos.
Por tanto, Tk+1 contiene exactamente N(k)+nk+1−1+k+(N(k)−
1)qk = (nk+1+k)+(N(k)−1)(qk+1) = (nk+1+k)(N(k)) = N(k+1)
elementos y satisfacen las condiciones 1, 2 y 3 del enunciado del teo-
rema. �

Teorema 3.1.10 (Teorema de Reparametrización). Si P es
una familia uniforme de trayectorias en un espacio métrico X, en-
tonces existe una reparametrización H de P tal que la familia PH
es equicontinua.

Demostración. Considérense a los números N(k), con k ∈ N,
y para cada p ∈ P, a los conjuntos Tk = {tk0, tk1, ..., tkN(k)} con las
propiedades descritas en el Lema 3.1.9. Para cada k ∈ N, sea gk :
I → I un homeomorfismo definido por las siguientes condiciones:

1. gk(t
k
i ) = i

N(k)
para i ∈ {0, 1, ..., N(k)},

2. gk es lineal entre tki−1 y tki para i ∈ {1, 2, ..., N(k)}.
Notemos que gk es creciente y, del Lema 3.1.9, se sigue que gk+1|Tk

=
gk|Tk

. Inductivamente, gk+r|Tk
= gk|Tk

. En consecuencia, se tiene que
d(gk+r(t), gk(t)) < 1

k
para todo t ∈ I, para toda r ∈ N y para toda

k ∈ N. Por lo tanto, la sucesión {gk}∞k=1 converge uniformemente a
una función g : I → I continua y creciente con g|Tk

= gk|Tk
para

todo k ∈ N. Por tanto, tenemos que g es inyectiva en el conjunto⋃
k∈N Tk, ya que si x, y ∈

⋃
k∈N Tk y x 6= y, digamos, x < y, entonces

existe k ∈ N tal que x ∈ [tki−1, t
k
i ] y y ∈ [tkj−1, t

k
j ] con i < j y, en con-

secuencia, gk′(x) < gk′(y) para toda k′ ≥ k. De donde, g(x) 6= g(y).
Como el conjunto

⋃
k∈N Tk es denso en I y la función g es crecien-

te, se tiene que g es un homeomorfismo. Claramente, g(0) = 0 y
g(1) = 1.
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Escogiendo a hp = g−1 para toda p ∈ P, obtenemos una repa-
rametrización H = {hp}p∈P de P . Probaremos que H = {hp}p∈P
es la reparametrización requerida. Para demostrar que la familia
PH = {p ◦ hp}p∈P es equicontinua, sea ε > 0, entonces, existe un
entero k > 2

ε
, y sea entonces δ = 1

N(k)
. Si t, t′ ∈ I y |t− t′| < δ, existe

i ∈ N con 1 ≤ i ≤ N(k) − 1 tal que t y t′ pertenecen al intervalo
[ i−1
N(k)

, i+1
N(k)

]. Sean h ∈ H y p ∈ P . Entonces h(t) y h(t′) pertenecen

al intervalo [tki−1, t
k
i+1] y, por lo tanto, d(p(h(t)), p(h(t′))) < ε, ya que

diám(p([tki−1, t
k
i+1])) < 2

k
< ε. �

Observación 3.1.11. El Teorema de Reparametrización (Teore-
ma 3.1.10), junto con la Proposiciones 1.8.5 y la Proposición 3.1.4,
dan una caracterización de las familias uniformes de trayectorias
en términos de la equicontinuidad y de la reparametrización: una
familia de trayectorias P en un espacio métrico es uniforme si y
sólo si existe una reparametrización H de P tal que la familia PH
es equicontinua.

3.2. Continuos Uniformemente Conexos por Tra-
yectorias

Teorema 3.2.1. Un espacio métrico X es uniformemente conexo
por trayectorias si y sólo si existe una familia equicontinua P de
trayectorias en X tal que para cualesquiera x, y ∈ X existe una
trayectoria p ∈ P que une a x con y.

Demostración. Supongamos que X es un espacio uniformemen-
te conexo por trayectorias y sea P una familia uniforme de trayec-
torias en X tal que para cualesquiera dos puntos de X existe una
trayectoria p ∈ P que los une. Por el Teorema de Reparametriza-
ción (Teorema 3.1.10) existe una reparametrización H de P tal que
la familia PH es equicontinua y claramente esta familia une a cua-
lesquiera dos puntos de X.

La implicación inversa se sigue la Proposición 1.8.5. �

Proposición 3.2.2. Si X es un espacio métrico uniformemente
conexo por trayectorias y si para algún espacio métrico Y existe una
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función unifomemente continua y suprayectiva f : X → Y , entonces
Y es uniformemente conexo por trayectorias.

Demostración. Como X es uniformemente conexo por trayec-
torias existe una familia uniforme de trayectorias P , en X, tal que
para cualesquiera dos puntos de X existe una trayectoria p ∈ P
que los une. Sean y1, y2 ∈ Y y xi ∈ f−1(yi) con i ∈ {1, 2}. Enton-
ces existe una trayectoria p ∈ P tal que p(0) = x1 y p(1) = x2. Sea
q = f ◦p. Claramente q(0) = y1 y q(1) = y2. Sea fP = {f ◦p|p ∈ P}.

Ahora probaremos que fP es uniforme. Sea ε > 0. Como f es uni-
formemente continua, existe ε′ tal que si x1, x2 ∈ X y d(x1, x2) < ε′

entonces d(f(x1), f(x2)) < ε. Como P es uniforme, entonces existe
una partición 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 tal que diám(p([ti−1, ti])) ≤
ε′

2
. Por tanto, diám(q(([ti−1, ti])))=diám(f((p([ti−1, ti])))) < ε. �

Corolario 3.2.3. Si X es un continuo uniformemente conexo por
trayectorias y si Y es un espacio métrico y f : X → Y es una
función continua y suprayectiva, entonces Y es un continuo unifor-
memente conexo por trayectorias.

Demostración. Como X es compacto y conexo y f es continua
entonces Y es un continuo. Además, como X es compacto, la función
f : X → Y es uniformemente continua. Por la Proposición 3.2.2, se
tiene que Y es un continuo uniformemente conexo por trayectorias.
�

Observación 3.2.4. Del Corolario 3.2.3, tenemos que la conexidad
uniforme por trayectorias es un invariante topológico para conti-
nuos.

Proposición 3.2.5. Para cualquier espacio métrico y compacto X,
el Cono(X) es un continuo uniformemente conexo por trayectorias.

Demostración. Como X es compacto y métrico, por el Teo-
rema 1.7.5, X se puede encajar en el cubo de Hilbert Q. La Pro-
posición 1.7.9 muestra que Cono(X) es homeomorfo Conog(X), el
cono geométrico sobre X. Definamos, para cualesquiera r y s ∈ I, la
función frs : I → I como frs(t) = (1− t)r + st para cada t ∈ I. Cla-
ramente, la familia {frs} es equicontinua y, por la Proposición 1.8.5,
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{frs} es una familia uniforme. Sean w1 = 〈x1, t1〉, w2 = 〈x2, t2〉 ∈
Conog(X). Denotemos por q : X × I → Cono(X) a la función
cociente y definamos la trayectoria pw1w2 : I → Cono(X) como
pw1w2(t) = q(x1, 2ft11) si t ∈ [0, 1

2
] y como pw1w2(t) = q(x2, 2f1t2 − 1)

si t ∈ [1
2
, 1]. La familia {pw1w2|w1, w2 ∈ Conog(X)} es claramente

uniforme. �

Teorema 3.2.6. Un continuo X es imagen continua de FC si y
sólo si existe una familia equicontinua P de trayectorias en X tal
que para cualesquiera x y y ∈ X, existe una trayectoria p ∈ P que
los une.

Demostración. Sea P una familia equicontinua de trayectorias
como en el enunciado del lema. Sea x0 un punto de X. Denota-
mos por pxx0 a la trayectoria de P que tiene como punto inicial
a x y como punto final a x0. Sea P ′ = {pxx0}x∈X . Tenemos que
cl(P ′) es compacto y que p′(1) = x0 para todo p′ ∈ P ′. Al ser P ′

compacto, por el Teorema 1.5.3, existe una función continua y su-
prayectiva f : C → P ′. Definamos la función g : FC → P ′ como
g(〈c, t〉) = (f(c))(t) para todo 〈c, t〉 ∈ FC . Notemos que g está bien
definida, pues (f(c))(1) = x0 para toda c ∈ C. Sean x ∈ X y
c ∈ f−1(x), como x = (f(c))(0) = g(〈c, 0〉) se tiene que g es supra-
yectiva.

Probaremos que g es continua. Sean ε > 0 y 〈c0, t0〉 ∈ FC . Como
P ′ es equicontinua, existe δ1 > 0 tal que si |c − c0| < δ1 entonces
sup{d(f(c0), f(c))} < ε

2
y, en particular, d(f(c0)(t), f(c)(t)) < ε

2
para toda t ∈ I. Además, como f(c0) es continua, existe δ2 > 0 tal
que d((f(c0))(t0), (f(c0))(t0)) < ε

2
siempre que |t− t0| < δ2 y t ∈ I.

Por tanto, si |c− c0| < δ1 y |t− t0| < δ2 entonces:

d((f(c0))(t0), (f(c))(t))

≤ d((f(c0))(t0), (f(c0))(t)) + d((f(c0))(t), (f(c))(t))

< 2 ε
2

= ε.

Aśı, X es imagen continua de FC bajo la función continua g.

Ahora probaremos la otra implicación. De la Proposición 3.2.5
se sigue que FC es un continuo uniformemente conexo por trayec-
torias y, del Corolario 3.2.3, se tiene que que X es un continuo
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uniformemente conexo por trayectorias. Por el Teorema 3.2.1, existe
una familia equicontinua P de trayectorias en X tal que para cua-
lesquiera x, y ∈ X existe una trayectoria p ∈ P que une a x con y. �

Teorema 3.2.7. Un continuo X es uniformemente conexo por tra-
yectorias si y sólo si existe una función continua y suprayectiva
f : FC → X.

Demostración. Supongamos que existe una función f : FC → X
continua y suprayectiva. Como C es métrico y compacto tenemos,
por la Proposición 3.2.5, que FC es un continuo uniformemente cone-
xo por trayectorias. Del Corolario 3.2.3, tenemos que X = f(FC) es
un continuo uniformemente conexo por trayectorias.

Ahora supongamos que X es un continuo uniformemente conexo
por trayectorias. Entonces, por la Proposición 3.2.1, existe una fa-
milia equicontinua de trayectorias P en X tal que, para cualesquiera
x, y ∈ X, existe una trayectoria en la familia que los une. Se sigue,
del Teorema 3.2.6, que X es una imagen continua de FC . �

Definición 3.2.8. Sea Γ una clase de espacios. Un modelo común
para Γ es un elemento X ∈ Γ tal que para cualquier elemento Y ∈ Γ
existe una función continua y suprayectiva fY : X → Y .

Corolario 3.2.9. En la familia de los abanicos uniformemente ar-
coconexos y en la familia de los dendroides uniformemente arcoco-
nexos, FC es un modelo común.

Demostración. De la Proposición 3.2.5 se sigue que FC es un
continuo uniformemente conexo por trayectorias y, por el Lema 3.1.8,
FC es uniformemente arcoconexo. El resultado se sigue del Teore-
ma 3.2.7. �

Definición 3.2.10. Sea F = {Wα}α∈J una colección de continuos
de Peano. Decimos que la familia F satisface la propiedad SU si
para todo ε > 0, existe una cantidad finita de subcontinuos Aα

1 , ..., Aα
n

de Wα tales que Wα =
⋃n

i=1 Aα
i para toda α ∈ J y diám(Aα

i ) < ε
para toda i ∈ {1, ..., n} y para toda α ∈ J . Decimos que la familia
F es uniforme si satisface la propiedad SU .
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Teorema 3.2.11. Un continuo X es una imagen continua de FC

si y sólo si existe una familia uniforme de subcontinuos de Peano
{Wα}α∈J de X tales que

⋂
α∈J Wα 6= ∅ y

⋃
α∈J Wα = X.

Demostración. Supongamos primero la existencia de una fa-
milia {Wα}α∈J que cumpla con las condiciones del enunciado del
teorema. Como cada conjunto Wα satisface la propiedad S (Teore-
ma 1.1.9), en [12] se construye una función continua y suprayectiva
pα : I → Wα para cada α ∈ J . La forma en que se prueba, en [12],
que cada pα es continua y la condición SU permiten asegurar que la
familia P = {pα}α∈J es una familia equicontinua de trayectorias en
X.

Para x1 y x2, puntos arbitrarios de X, definiremos una trayectoria
p′x1x2

que tenga a x1 como punto inicial y a x2 como punto final. Sea
x0 ∈

⋂
α∈J Wα. Notemos que, para cada trayectoria pα, existe tα ∈ I

tal que pα(tα) = x0. Como la colección {pα(I)}α∈J es una cubierta de
X, existen αi ∈ J y ti ∈ I tales que pαi

(tαi
) = xi con i ∈ {1, 2}. De-

finamos la trayectoria p1 : I → X como p1(t) = pα1((tα− tα1)t+ tα1)
para toda t ∈ I. Claramente p1(0) = x1 y p1(1) = x0. Análogamente
definimos la trayectoria p2 : I → X como p2(t) = pα2((tα2−tα)t+tα)
y tenemos que p2(0) = x0 y que p2(1) = x2. Sea px1x2 : I → X
la trayectoria definida por px1x2(t) = p1(2t) si t ∈ [0, 1

2
] y por

px1x2(t) = p2(2t − 1) si t ∈ [1
2
, 1]. Obtenemos que px1x2(0) = x1

y p′x1x2
(1) = x2.

Sea P ′ = P ∪{px1x2|x1, x2 ∈ X}. Tomemos ε > 0 arbitraria y sea
δ′ > 0 tal que si t0, t1 ∈ I y |t0− t1| < δ′ entonces d(p(t0), p(t1)) < ε

2
para toda p ∈ P. Sea ahora px1x2 ∈ P ′, con x1, x2 ∈ X arbitrarios.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que t0 < 1

2
< t1. Entonces

si |t0−t1| < δ′

2
, tenemos que (1

2
−t0)+(t1− 1

2
) = t1−t0 = |t0−t1| < δ′

2

y, por tanto, |1
2
− ti| = 1

2
− ti < δ′

2
con i ∈ {0, 1}. Aśı, si defini-

mos δ = δ′

2
, se tiene que d(px1x2(t0), px1x2(t1)) ≤ d(p1(t0), p

1(1
2
)) +

d(p2(1
2
), p2(t1)) = d(pα1(2t0), pα1(1))+d(pα2(1), pα2(2t1−1)) < 2 ε

2
=

ε si |t0− t1| < δ. Por lo tanto, la familia P ′ = P ∪{px1x2|x1, x2 ∈ X}
es equicontinua y, por el Teorema 3.2.6, X es una imagen continua
de FC .

La otra implicación quedó probada en la Proposición 2.2.9. �
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Caṕıtulo 4

Más Imágenes del Abanico
de Cantor

En este caṕıtulo estudiaremos las imágenes del Abanico de Can-
tor bajo funciones confluentes, abiertas, monótonas y ligeras.

4.1. Imágenes del Abanico de Cantor Bajo Fun-
ciones Confluentes

Definición 4.1.1. Sean X un espacio topológico y A un subespacio
de X. Una retracción de X en A es una función continua r : X →
A tal que r|A = 1A. Al subespacio A se le llama un retracto de X.

Definición 4.1.2. Sean X y Y dos espacios topológicos. Un encaje
de X en Y es una función continua f : X → Y tal que f : X →
f(X) es un homeomorfismo.

Teorema 4.1.3. Las siguientes condiciones son equivalentes para
un continuo no degenerado Y :

1. Y es una imagen de FC bajo una función continua, confluente
y suprayectiva.

2. Y puede encajarse en FC y, para todo (o para algún) encaje
h : Y → FC, h(Y ) es un retracto confluente de FC.

3. Y puede encajarse en FC y, para todo (o para algún) encaje
h : Y → FC, h(Y ) es un retracto ligero de FC.

49
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4. Y puede encajarse en FC y, para todo (o para algún) encaje
h : Y → FC, h(Y ) es un retracto de FC.

5. Y es un abanico con la propiedad de Kelley (Definición 1.3.2)
o un arco.

6. Y es un abanico suave y S(Y ) (Notación 1.4.8) es cerrado en
Y o Y es un arco.

Demostración. Probaremos que 6 implica 2, 2 implica 1, 1 im-
plica 6 y que 6 implica 3, 3 implica 4, 4 implica 5 y 5 implica 6. En
el primer ćırculo de implicaciones, que 2 implica 1 es trivial. Para
demostrar que 1 implica 6, sea f : FC → Y una función continua,
confluente y suprayectiva. Como FC es un abanico suave y la ima-
gen de un abanico suave bajo una función continua y confluente es
un abanico suave o un arco [2, Teorema 13, pág. 33], entonces Y
es un abanico suave o un arco. Si Y es un abanico, por la Proposi-
ción 1.4.21, como S(FC) es compacto entonces S(Y ) es compacto y
por tanto, cerrado.

Probaremos que 6 implica 2. El continuo Y puede encajarse
en FC , por el Teorema 1.7.13. Consideremos cualquier encaje h :
Y → FC . Para simplificar la notación, consideramos a Y como
un subconjunto de FC . Sean v el vértice de FC y E = cl({e ∈
E(FC)|Y ∩ ve 6= {v}}). Como todo subconjunto cerrado del conjun-
to de Cantor C = E(FC) es su retracto [10, Sección 26 II, pág. 281],
existe una retracción r : E(FC) → E. Sea f : FC → f(FC) ⊆ FC

la extensión lineal de r. Observemos que f es confluente y que
f |Y = 1Y . Definamos s : f(FC) → Y como s(y) = y para toda y ∈ Y
y para la cerradura, K, de cualquier componente de f(FC) \ Y defi-
nimos s(K) como el punto contenido en K ∩Y . Como K ∩Y consta
de un solo punto, la función s está bien definida y, como S(Y ) es ce-
rrado, s es continua. Además, s es una retracción monótona. Como
la composición de dos funciones confluentes es confluente (Propo-
sición 1.4.15), la composición s ◦ f : FC → Y es una retracción
confluente.

En el segundo ćırculo de implicaciones, que 3 implica 4 es trivial.
Probemos que 4 (la versión “para algún”) implica 5. Notemos que
FC satisface la Propiedad de Kelley, la cual es un invariante bajo las
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retracciones [13, Teorema 2.9, pág. 294].

Para probar que 5 implica 6, basta notar que los abanicos Y con
la Propiedad de Kelley se caracterizan como los abanicos suaves con
S(Y ) cerrado [3, Teorema 3].

Ahora demostraremos que 6 implica 3. Por la Proposición 1.7.13,
Y puede encajarse en FC . Supondremos que Y es un subconjun-
to de FC . Definimos E = cl({e ∈ E(FC)|Y ∩ ve 6= {v}}), sean
r : E(FC) → E una retracción [10, Sección 26 II, pág. 281] y
f : FC → f(FC) ⊆ FC la extensión lineal de r. De nuevo, f |Y = 1Y

y observemos que f es ligera.

Supongamos que Y es un arco. Entonces E consta de uno o dos
puntos y f(FC) es un arco también. Si Y = f(FC), f : FC → Y es
una retracción ligera. Si f(FC) \Y no es vaćıo, entonces consta de a
lo más dos componentes. Definamos una retracción s : f(FC) → Y
como s|Y = 1|Y y, para la cerradura K de una componente de
f(FC) \ Y , poniendo s|K : K → Y como un homeomorfismo que
es la identidad en el conjunto K ∩ Y , que contiene un único pun-
to. Por la Observación 1.4.14, s◦f : FC → Y es una retracción ligera.

Ahora supongamos que Y es un abanico. Notemos que para cual-
quier componente de f(FC) \ Y , su cerradura, K, es un segmento
de ĺınea recta que contiene un punto extremo yK ∈ Y y el otro pun-
to extremo eK ∈ E(FC) ⊆ E(FC). Tomemos un segmento de recta
auxiliar va de longitud igual a diám(FC) tal que va∩FC = {v}. De-
finamos la función s : f(FC) → Y ∪ va tomando s|Y = 1|Y y, para
la cerradura, K, de una componente de f(FC) \ Y , poniendo a s|K
como una isometŕıa de K = yKeK en yKv∪ va con s(yK) = yK . Aśı,
s está bien definida y, como S(Y ) es cerrado, s es continua. Además,
por la definición de s, s es ligera. Sea g : s◦ f(FC) → Y una función
suprayectiva tal que g|Y = 1|Y y que mande de manera homeomorfa
a va∩ (s ◦ f(FC)), si no es degenerada, al arco ve, donde e ∈ E(Y ).
La función g es ligera y, por la Observación 1.4.14, la composición
g ◦ s ◦ f : FC → Y es una retracción ligera. �
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4.2. Imágenes del Abanico de Cantor Bajo Fun-
ciones Abiertas

Observación 4.2.1. En esta sección, dados un espacio Y y un sub-
conjunto K de Y , diremos que K es un retracto abierto de Y si
existe una retracción abierta h : Y → K.

Lema 4.2.2. Para todo conjunto A metrizable, compacto y total-
mente disconexo, existe un encaje g : A → C tal que g(A) es un
retracto abierto de C.

Demostración. Sea A un conjunto metrizable, compacto y to-
talmente disconexo. Como A×C es compacto, totalmente disconexo
y perfecto, por el Teorema 1.5.5, A×C es homeomorfo a C. Su pro-
yección sobre A es una retracción abierta. �

Teorema 4.2.3. Las siguientes condiciones son equivalentes para
un continuo no degenerado Y :

1. Y es una imagen de FC bajo una función continua, abierta y
suprayectiva.

2. Y es una imagen de FC bajo una función continua, ligera, abier-
ta y suprayectiva.

3. Y es una imagen de FC bajo una función continua, ligera, con-
fluente y suprayectiva.

4. Existe un encaje h : Y → FC tal que h(Y ) es un retracto abierto
de FC.

5. Existe un encaje h : Y → FC tal que h(Y ) es un retracto ligero
y abierto de FC.

6. Existe un encaje h : Y → FC tal que h(Y ) es un retracto ligero
y confluente de FC.

7. Y es un abanico suave y E(Y ) es cerrado en Y o Y es un arco.

Demostración. La equivalencia entre las condiciones 1, 2, 5 y 7
se probará mostrando que la condición 1 implica la 7, la 7 la 5, la 5 la
2 y la 2 la 1. Para la equivalencia entre 2, 3, 5 y 7 se demostrará que
2 implica a 3, 3 a 7, 7 a 5 y 5 a 2. Esto muestra la equivalencia
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de todas las condiciones, excepto 4, 5 y 6. Claramente 5 implica 4
y 4 implica 1; además, 5 implica 6 y 6 implica 3. La equivalencia
entre 4 y 5 con las demás condiciones se sigue, una vez probada la
equivalencia entre 1, 2, 3, 5 y 7, de estas imlicaciones. Notemos que
la implicacion de 5 a 2, la de 2 a 1 y la de 2 a 3 son evidentes. Por
tanto, restan demostrar sólo las implicaciones de 1 a 7, 7 a 5 y 3 a
7. Procedamos en este orden.

Supongamos 1 y demostremos 7. Sea f : FC → Y una función
continua, abierta y suprayectiva. Como las funciones abiertas son
confluentes (Observación 1.4.14), por el Teorema 4.1.3, Y es un aba-
nico suave y S(Y ) es cerrado en Y o Y es un arco. En el caso en que
Y es un abanico, como E(FC) es cerrado, por la Proposición 1.4.22,
E(Y ) es cerrado.

Ahora, para demostrar 5 supongamos 7. Como Y es un abanico
suave o un arco, de acuerdo al Corolario 1.7.14, Y puede represen-
tarse como la unión de segmentos de ĺıneas rectas en el plano. Sea
v′ el vértice de Y en caso que Y sea un abanico, o en caso contra-
rio, sea v′ un punto interior de Y . Si Y es un arco, consideramos
a Y como la unión de dos segmentos de ĺınea recta, cada uno de
los cuales une a v′ con un punto en E(Y ). Construyamos el encaje
requerido h : Y → FC .

Por el Teorema 1.7.13, Y se puede encajar en FC . Consideramos
entonces a E(Y ) como un subconjunto del conjunto de Cantor C.
Como C es totalmente disconexo (Teorema 1.5.5), E(Y ) es total-
mente disconexo. Por el Lema 4.2.2, existe un encaje g : E(Y ) →
E(FC) tal que g(E(Y )) es es un retracto abierto de E(FC). Sea
r : E(FC) → g(E(Y )) una retracción abierta. Denotemos como
h : Y → h(Y ) ⊆ FC a la extensión lineal de g. Como E(Y )
es cerrado, h es continua. Además, como h es inyectiva, h es un
encaje. Sea f : FC → h(Y ) la extensión lineal de la retracción
abierta r. Claramente f es continua de E(FC) sobre r(E(FC)) =
g(E(Y )) = h(E(Y )) y, como h y f son extensiones lineales de g y
r, respectivamente, entonces f es una retracción del cono FC sobre
f(FC) = h(Y ). Además, para todo y ∈ Y , f−1(h(y)) es compacto y
no contiene subcontinuos no degenerados y, por tanto, es totalmente
disconexo. Aśı, f es ligera. Como r es abierta y f |ve es lineal para
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toda e ∈ E(FC), donde v es el vértice de FC , f es abierta.

Probaremos que 3 implica 7. Sea f : FC → Y una función con-
tinua, suprayectiva, ligera y confluente. Por el Teorema 4.1.3, Y es
un abanico suave o un arco. Si Y es un abanico, denotemos por v′

a su vértice. Supongamos que E(Y ) no es cerrado. De acuerdo con
la Proposición 1.4.21, existe un punto e ∈ E(FC) tal que f(e) = v′.
Pero, por la Proposición 1.4.20, f(ve) = {v′}, lo cual contradice que
f es ligera. �

4.3. Imágenes del Abanico de Cantor Bajo Fun-
ciones Monótonas

Definición 4.3.1. Dado un abanico X, un arco ab ⊆ X es libre si
ab \ {a, b} es un abierto en X.

Teorema 4.3.2. Dado un abanico X, existe una función continua,
monótona y suprayectiva f definida en X tal que f(X) es un arco
si y sólo si X contiene un arco libre.

Demostración. Si un abanico X contiene un arco libre ab, en-
tonces X \ (ab \ {a, b}) contiene exactamente dos componentes, una
que contiene a a y otra a b. Sean A la componente que contiene a a
y B la componente que contiene a b. Definamos una función supra-
yectiva f : X → ab como f(x) = x si x ∈ ab, f(x) = a si x ∈ A y
f(x) = b si x ∈ B. Aśı, f es una retracción monótona.

Inversamente, sea f : X → ab una función continua, monótona
y suprayectiva y supongamos que X no contiene ningún arco libre.
Como f−1(a) y f−1(b) son dos subcontinuos disjuntos de X, a lo
más uno de ellos contiene al vértice v. Por tanto, supongamos que
v /∈ f−1(a). Entonces, f−1(a) es un arco o un punto contenido en el
arco ve0 para algún e0 ∈ E(X). Sea d una métrica en X y, suponga-
mos, sin pérdida de generalidad, que la métrica d′ en ab es convexa.
Sean ε > 0 tal que ε < d′(a, f(v)) y δ > 0 tal que δ < d(v, f−1(a))
y tal que si d(x1, x2) < δ, entonces d′(f(x1), f(x2)) < ε para to-
do x1, x2 ∈ X. Sea x0 ∈ f−1(a). Como ningún arco es es libre en
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X, la bola abierta con centro en x0 y radio δ contiene un pun-
to x ∈ ve para algún e ∈ E(X) \ {e0}. Por lo tanto, el arco xx0

contiene al vértice v. Además, la función f |xx0 es monótona, ya
que como X es hereditariamente unicoherente y f es monótona,
(f |xx0)

−1 = f−1(y) ∩ xx0 es conexo. Además, f no es constante y,
por lo tanto, f(xx0) = f(xv ∪ vx0) = f(xv) ∪ f(vx0) = f(x)f(x0),
por el Lema 1.4.19. Por la convexidad de d′, el arco af(x) = f(xx0)
está contenido en la bola abierta con centro en a y de radio ε, de
donde, d′(a, f(v)) < ε, lo cual es una contradicción. �

Definición 4.3.3. Para cada n ∈ N, sea F n
C una copia de FC con

diám (F n
C) < 1

n
, y sea F ω

C la unión de todos los abanicos F n
C con sus

vértices identificados.

En otras palabras, F ω
C es homeomorfo a FC/ve para algún e ∈

E(FC).

Teorema 4.3.4. Las siguientes condiciones son equivalentes para
un continuo no degenerado Y :

1. Y es una imagen de FC bajo una función continua, monótona
y suprayectiva.

2. Existe un encaje h : Y → FC tal que h(Y ) es un retracto
monótono de FC.

3. Y es homeomorfo a FC o a F ω
C .

Demostración. Claramente la condición 2 implica la 1. Demos-
traremos primero que la afirmación 1 implica la 3 y después que la
3 implica la 2.

Supongamos que existe una función continua, monótona y supra-
yectiva f : FC → Y . Por el Teorema 4.1.3, Y es un abanico suave o
un arco. Sin embargo, Y no puede ser un arco, por el Teorema 4.3.2.
Por tanto, Y es un abanico suave y, por la Proposición 1.7.13, pode-
mos suponer que está encajado en FC . Denotemos por v el vértice
de FC y sean v′ = f(v) y T = S(FC) \ f−1(v′).

Consideremos primero el caso en que v′ ∈ Y \ cl(E(Y )). Tene-
mos entonces que el conjunto {v′} es un abierto y cerrado de S(Y ).
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Como la función f |S(FC) : S(FC) → S(Y ) es continua y suprayecti-
va, por la Proposición 1.4.21, entonces S(FC)∩f−1(v′) es un abierto
y cerrado de S(FC). De esta manera, T es un abierto y cerrado de
E(FC) y, por lo tanto, es homeomorfo C. Demostraremos que la fun-
ción f |T : T → E(Y ) es un homeomorfismo. Es suficiente mostrar
que f |T es inyectiva. Supongamos que f |T no es inyectiva. Entonces
existen e1, e2 ∈ E(FC) tales que f(e1) = f(e2). Como f−1(f(e1))
es conexo, entonces contiene a v, lo cual es una contradicción. De
aqúı que E(Y ) = f(T ) es homeomorfo a C y, por lo tanto, los conos
sobre estos conjuntos son homeomorfos, es decir, Y es homeomorfo
a FC .

Supongamos ahora que v′ ∈ cl(E(Y )). En este caso el conjunto T
es abierto, pero no es cerrado en E(FC). Por esto, T puede escribirse
como la unión numerable T =

⋃∞
n=1 En, donde Ei ∩ Ej = ∅ si i 6= j

y cada En es una copia de C abierta y cerrada de C en E(FC) tal
que ĺım diám (En) = 0. Como en el caso anterior, se puede pro-
bar que f |En es un homeomorfismo. Tenemos que E(Y ) = f(T ) =⋃∞

n=1 f(En) y {v′} =ĺım f(En). Denotemos por Fn al cono sobre
f(En) con vértice v′. Observemos que Fn es homeomorfo a FC , ĺım
Fn = {v′}, Fi∩Fj = {v′} si i 6= j y Y =

⋂∞
i=1 Fi. Por lo tanto, existe

un homeomorfismo entre Y y F ω
C .

Probemos ahora que la condición 3 implica la 2. Si Y es homeo-
morfo a FC , el homeomorfismo h : Y → FC es el encaje requerido.
Supongamos que Y es homeomorfo a F ω

C , es decir, Y =
⋃∞

n=1 Yn,
donde cada Yn es una es una copia de FC y ĺım Yn = {v′} = Yi ∩ Yj

si i 6= j, donde v′ es el vértice de Y . Para cada n ∈ N sea En =
[ 2
3n , 1

3n−1 ] ∩ E(FC). Aśı, cada En es un subconjunto del conjunto de

Cantor E(FC) y, por lo tanto, F n
C = (En× [1− 1

n
, 1])/En×{1} puede

considerarse como un subabanico de FC = (E(FC)×I)/E(FC)×{1}.
Tomemos homeomorfismos hn : Yn → F n

C y sea h : Y =
⋃

Yn →⋃
F n

C ⊆ FC definida como h|Yn = hn. Entonces h es un homeo-
morfismo que encaja Y en FC . Definimos una retracción monótona
r : FC →

⋃
F n

C = h(Y ) como sigue: para cada componente K de
FC \h(Y ), r(K) es el conjunto h(Y )∩ cl(K) que consta de un único
punto. �

Teorema 4.3.5. Toda función continua, abierta, monótona y su-
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prayectiva definida en FC es un homeomorfismo.

Demostración. Sean Y un continuo, v el vértice de FC y f :
FC → Y una función continua, abierta, monótona y suprayectiva.
La Proposición 1.4.20 y la Proposición 1.4.22 implican que para
cualquier e ∈ E(FC) el arco ve = f−1(f(ve)) ⊆ FC . Para to-
do Q ⊆ Y , la función f |f−1(Q) : f−1(Q) → Q es abierta, ya que
f |f−1(Q)(G) = f(G ∩ f−1(Q)) = f(G) ∩Q es un abierto de Q, para
cualquier abierto G de FC . En particular, f |ve : ve → f(ve) es abier-
ta y, como es monótona, por la Proposición 1.4.20, entonces es un
homeomorfismo. Para mostrar que f es biyectiva basta considerar
dos puntos x1, x2 ∈ FC \ {v} tales que x1 ∈ ve1 y x2 ∈ ve2 para dos
puntos extremos distintos e1, e2 ∈ E(FC). Como x1x2 = x1v ∪ vx2

y como la función f |x1x2 es monótona, por la Proposición 1.4.16,
se concluye que f(x1) 6= f(x2), porque de otro modo tendŕıamos
que f(v) ∈ f(x1x2) = {f(x1)} = {f(x2)}, lo cual contradice a la
Proposición 1.4.22. �

4.4. Imágenes del Abanico de Cantor Bajo Fun-
ciones Ligeras

Teorema 4.4.1. Las siguientes condiciones son equivalentes para
un continuo no degenerado Y :

1. Y es una imagen de FC bajo una función continua, ligera y
suprayectiva.

2. Y es una imagen de FC bajo una función continua y suprayec-
tiva.

3. Y es uniformemente conexo por trayectorias.

Demostración. La equivalencia entre las condciones 2 y 3 se
demostró en el Teorema 3.2.7. Es claro que la afirmación 1 implica
la 2. Para finalizar, demostraremos que la condición 2 implica la 1.
Para esto, sea f : FC → Y una función continua y suprayectiva. De
acuerdo con el Teorema de Factorización de Whyburn [14, 4.1, pag.
141], existen dos funciones continuas y suprayectivas f1 : FC → X y
f2 : X → Y tales que f1 es monónota, f2 es ligera y f = f2 ◦ f1. Por
el Teorema 4.3.4, el continuo X es homeomorfo a FC o a F ω

C . En el
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primer caso la prueba está terminada. Supongamos entonces que X
es homeomorfo a F ω

C . Aplicando la equivalencia entre las condiciones
6 y 3 del Teorema 4.1.3, como X es un abanico suave y S(X) es un
cerrado de X entonces X es una imagen de FC bajo una función
continua y ligera g : FC → X. La composición f2 ◦ g : FC → Y es
una función continua y ligera, por la Observación 1.4.14. �



Conclusiones

Se caracterizaron a los continuos métricos y a los continuos Haus-
dorff que son una imagen continua del Abanico de Cantor FC . Me-
diante la noción de g-contractibilidad se obtuvo una caracterización
de los continuos que son una imagen continua de FC y una preima-
gen continua de FC .

Se dio una condición necesaria (pero no suficiente) para que un
continuo métrico sea una imagen de FC . Modificando este resultado
se obtuvo una condición necesaria y suficiente para que un continuo
X sea una imagen continua de FC . Se mostró que esta condición es
equivalente a que X sea la imagen de FC bajo una función ligera,
caracterizando aśı, a las imágenes continuas de FC bajo funciones
continuas y ligeras.

Se probó que el Abanico de Cantor es un modelo común en la
clase de los abanicos uniformemente arcoconexos y en la clase de los
dendroides uniformemente arcoconexos, es decir, es un elemento de
la clase que puede ser mandado de manera continua sobre cualquier
otro elemento de la clase.

Se caracterizó a las imagenes continuas de FC como los continuos
uniformemente conexos por trayectorias.

Finalmente, se dieron unas caracterizaciones de las imagenes con-
tinuas del Abanico de Cantor bajo distintos tipos de funciones, a
saber: confluentes, abiertas, monótonas, ligeras y retracciones. Tam-
bién se dio una condición necesaria y suficiente para la cual existe
una función continua y monótona de un abanico a un arco.
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contráıble, 25
g-contráıble, 32
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vértice, 8


	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Preliminares
	Capítulo 2. Funciones Continuas de FC en Ambas Direcciones
	Capítulo 3. Continuos Uniformemente Conexos por Trayectorias
	Capítulo 4. Más Imágenes del Abanico de Cantor
	Conclusiones
	Bibliografía

