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Introducción  

Introducción 
 

   En la vida diaria existen diversas oportunidades para observar flujos turbulentos, 

como lo son: el humo que sale desprendido de un cigarrillo, el agua en un río, o el 

golpe provocado por un ventarrón. A primera vista observamos un flujo inestable, 

irregular, y de igual forma aleatorio y caótico, que son las características más 

comunes de todos los flujos turbulentos. La turbulencia ha sido la característica 

que hace que el flujo de fluidos sea todo un reto computacional y un problema de 

extraordinario interés científico. 

    

   Más particularmente para este trabajo, el estudio de los chorros planos 

turbulentos guarda un gran interés, ya que puede expandir el entendimiento de los 

flujos turbulentos de forma general. La importancia del estudio de los mismos, 

radica por su amplia presencia en aplicaciones de ingeniería, tales como 

combustión, propulsión y flujos ambientales. Por ejemplo en los procesos de 

líquidos o gases en bombas, compresores, líneas de tuberías, los flujos 

generalmente son turbulentos; similarmente los flujos entorno a vehículos 

(aeroplanos, automóviles, buques, submarinos) son turbulentos. 

  

   Dentro de las alternativas de simulación de flujos turbulentos, se encuentra el 

modelo Reynolds Average Navier-Stokes (RANS) que responde a necesidades 

industriales dentro de un margen de error que puede mantenerse dentro del 10% 

al 20% para extrapolaciones de casos cuyos resultados se conocen por otros 

medios. Sin embargo, al ser una cuantificación de resultados previos, el modelo 

RANS es esencialmente inútil para situaciones nuevas, o para actividades 

exploratorias tales como el control del flujo, o su mejora por encima de la práctica 

habitual. En esos casos, así como para el estudio científico del fenómeno, es 

necesario recurrir a simulaciones más o menos exactas del movimiento, es decir, 

a las ecuaciones de Navier-Stokes sin aproximación. Se choca entonces con el 

gran número de grados de libertad que genera la cascada turbulenta, lo que obliga 

al uso de un gran número de variables numéricas.  
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Introducción  

   Con las recientes mejoras en la velocidad de los procesadores de las 

computadoras, la aplicación de Simulación Numérica Directa (Direct Numerical 

Simulation, DNS) y de Simulación de Grandes Escalas (Large Eddy Simulation, 

LES) para el estudio de chorros, es más factible. En una DNS, todas las escalas 

relevantes de la turbulencia son directamente resueltas y no se utiliza el modelado 

de la turbulencia. La primera DNS de un chorro turbulento fue realizada por 

Freund et al., para un chorro supersónico a Mach 1.92. El total de resultados de 

niveles de presión de sonido fueron comparados con datos experimentales, 

encontrando buena comparación con chorros a similares números de Mach. 

Freund también simuló un chorro con Mach de 0.9 y Reynolds de 3,600 usando 

25.6 millones puntos nodales, variando parámetros utilizados en el estudio 

experimental del chorro realizado por Stromberg et al. Se obtuvieron excelentes 

similitudes con los datos experimentales para campos de flujo medios. Tales 

resultados muestran lo atractivo que resulta ser la DNS, como alternativa en el 

estudio numérico de chorros turbulentos. Sin embargo, el amplio rango de escalas 

de longitud y de tiempo presentes en los flujos turbulentos requiere el uso de 

mallas relativamente muy finas, lo que hace que la DNS hasta ahora esté 

restringida a flujos con bajos números de Reynolds y de geometrías relativamente 

simples. Realizar DNS de chorros de interés práctico a altos números de Reynolds 

necesitaría elevados requerimientos computacionales que superan la capacidad 

de las supercomputadoras actuales.     

 

   Por otra parte, la relación e interacción entre las pequeñas y las grandes escalas 

de la turbulencia, dio lugar para tener una gran atención en el tema desde el 

trabajo  pionero de Kolmogorov, que dentro de su hipótesis de “Universalidad de 

las Pequeñas Escalas”, Kolmogorov plasma la idea de un cierto grado de 

independencia entre las grandes y pequeñas escalas al presentarse números de 

Reynolds lo suficientemente grandes. Estas ideas se  convirtieron en la base para 

el desarrollo de la alternativa de Simulación de Grandes Escalas (Large Eddy 

Simulation, LES), en la que las grandes escalas se resuelven directamente y los 

efectos de las pequeñas escalas sobre las grandes son modelados, por tanto 
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depende ampliamente de una correcta representación de las relaciones de 

grandes y pequeñas escalas de la turbulencia. Debido a que las pequeñas escalas 

son usualmente más débiles y ellas tienden a presentar un relativo 

comportamiento local universal, hace factible simular directamente las escalas 

energéticas mayores y modelar los efectos de las pequeñas escalas. De cualquier 

forma, en las últimas dos décadas, diversos estudios teóricos, experimentales y 

numéricos han mostrado que las grandes y pequeñas escalas no siempre se 

comportan de forma independiente, aún a altos números de Reynolds. Por lo 

tanto, la  LES, que es un método intermedio entre la Simulación Numérica Directa 

(Direct Numerical Simulation, DNS) y el RANS, con bajo costo computacional, se 

convierte en una atractiva alternativa a la DNS. Los métodos LES tienen la 

capacidad de simular flujos a altos números de Reynolds. Dai, Kobayashi & 

Taniguchi (1994) desarrollaron las primeras simulaciones de un chorro plano 

tridimensional, subsónico, utilizando Simulación de Grandes Escalas (LES). Ellos 

obtuvieron buenas comparaciones de los resultados con datos experimentales en 

sus campos medios. Más recientemente, Weinberger, Rewerts & Janicka (1997) 

mostraron fluctuaciones que son 15% mayores que los valores nominales en la 

LES usando el modelo de Smagorinsky. Todas estas investigaciones cuantifican 

las propiedades de un chorro plano en su región de autosemejanza, que es la 

zona donde el flujo mantiene una turbulencia desarrollada y sus propiedades 

tienen un comportamiento similar en toda esa región. La zona de autosemejanza 

ha sido considerada de gran importancia por su fácil generalización, debido a que 

es posible medir el comportamiento de cualquier chorro turbulento mediante los 

campos de velocidad fluctuante, la taza de dispersión del chorro y la disminución 

de la velocidad de la línea central. Por tal razón, en este trabajo se realiza una 

comparación con resultados experimentales en la zona de autosemejanza.
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Resumen 

Resumen 
 
 
   Con la finalidad de estudiar el comportamiento turbulento de un chorro plano de 

aire, guardando un interés práctico debido a su presencia en propagación de 

contaminantes ambientales, se realizaron simulaciones para tres distintas 

configuraciones dependiendo de los perfiles iniciales del chorro.  Tales 

simulaciones se llevan acabo por medio de un modelo numérico exacto que hace 

uso de la alternativa de Simulación de Grandes Escalas  (Large Eddy Simulation, 

LES), implementándose el uso de esquemas compactos de alto orden para la 

discretización de las derivadas espaciales del modelo por medio de un esquema 

compacto de sexto orden.   
 

    La diferencia entre las configuraciones del chorro presentadas radica en el tipo 

de perfil de temperatura impuesto, que para el caso a) es constante, en el caso b) 

se tiene uno de tipo lineal, y uno de tipo tangente hiperbólico para el caso c).  El 

caso a), se utiliza como parte principal de validación del esquema numérico, 

teniéndose resultados que comparan satisfactoriamente en la zona de 

autosemejanza, con datos experimentales  registrados en la literatura. Los casos 

b) y c) se utilizan para analizar la influencia del tipo de perfil impuesto en las 

condiciones iniciales en el desarrollo de la turbulencia. En el análisis de resultados 

se hace una comparación de los gráficos del caso b) respecto a los del caso a), 

con el propósito de estudiar la influencia del perfil de temperatura en el desarrollo 

de la turbulencia. Para el caso b) se encontró que el perfil lineal de temperatura 

influye en la generación de un gradiente de velocidades en el interior del chorro, 

provocando una transición a la turbulencia de forma más rápida respecto al caso 

a). Para el caso c) sólo se realiza una comparación satisfactoria de los resultados 

con datos experimentales, sin hacer comparación gráfica respecto a los casos a) y 

b).  
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Objetivos 

   Aunque se tienen estudios experimentales de chorros planos turbulentos, 

estos dan solamente una limitada cantidad de información, lo que induce al 

desarrollo de simulaciones numéricas que provean de los datos necesarios 

para tener un mejor conocimiento de los mismos. Pero, dentro del estudio 

numérico de la turbulencia, el problema ha sido tradicionalmente encontrar 

métodos de cálculo sencillos que den una aproximación razonable al 

comportamiento del flujo. Por esto, esta tesis pretende analizar un chorro plano 

turbulento por medio de un esquema numérico de bajo costo computacional y 

que garantice la satisfactoria comparación con datos experimentales.    

 

   El presente estudio tiene una intención doble. Primeramente es poner a 

prueba un modelo computacional exacto, para el estudio de un chorro plano 

turbulento de aire en distintas configuraciones, que ha de ser validado por 

datos experimentales. Para esto, se hace uso de la alternativa de Simulación 

de Grandes Escalas numérica (LES). Parte esencial del desarrollo de este 

trabajo, radica en presentar la implementación de los esquemas compactos de 

alto orden para la discretización de las ecuaciones del modelo numérico, 

debido a que estudios registrados establecen que los esquemas compactos de 

alto orden proyectan tener una mejor representación de las pequeñas escalas.   

 

   No solamente están la velocidad y fluctuaciones de la misma como 

parámetros principales de la turbulencia a obtener en el presente estudio. De 

gran interés, también se encuentra la visualización de campos y estructuras 

turbulentas para las diversas configuraciones que se presenten en la 

simulación del chorro turbulento plano.  

 

   En segundo lugar, radica la posibilidad, fundamentada en una aceptable 

comparación de los resultados de la simulación respecto a los registrados por 
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datos experimentales, de utilizar el modelo LES presentado como referencia en 

el diseño y evaluación de futuros modelos LES para chorros planos. 
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CAPÍTULO 1 
       

1.1 Naturaleza de la Turbulencia 
   El estudio numérico de fluidos regidos por las ecuaciones de Navier-Stokes 

se ha llevado acabo desde los principios de las computadoras. La propiedad 

del flujo de fluidos que lo hace un reto computacional es la turbulencia. La 

turbulencia no es exactamente definida matemáticamente y ninguna solución 

analítica para flujos turbulentos ha sido encontrada. Diversas investigaciones 

concuerdan en las siguientes propiedades de los flujos turbulentos: 

 

   Inestables. El comportamiento de las variables del flujo parece ser aleatorio 

si se monitorean como una función del tiempo en un punto constante y como 

una función del espacio en un instante de tiempo, es decir que una 

característica de dichos flujos es que las variables que los describen varían en 

forma muy irregular o aleatoria, tanto en el espacio como en el tiempo. 

 

   Tridimensionales. Los flujos pueden tener características bidimensionales 

en las grandes escalas, pero las escalas mas pequeñas son tridimensionales. 

 

   Vorticidad. La turbulencia se caracteriza por altos niveles de vorticidad 

fluctuante debido a que en el proceso de desarrollo de la turbulencia, la 

vorticidad es importante en incrementar la intensidad de la misma. Dichas 

fluctuaciones son necesariamente tridimensionales. 

 

   Altamente disipativos. Las fuerzas viscosas disipan energía cinética en 

forma de calor. A menos que la fricción de una pared o la diferencia de 

velocidad suministren nueva energía en los vórtices, la turbulencia morirá. 

 

   De amplio espectro. La escala de longitud de las escalas turbulentas 

grandes es del orden del tamaño de la geometría del flujo, la escala más 

pequeña es del orden del tamaño de la viscosidad,  la escala de longitud 

Kolmogorov.  
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   Difusivos. El movimiento irregular asociado a la turbulencia transporta 

cantidad de movimiento, induciendo una difusión mucho mayor que la difusión 

molecular. 

 

   Altos Números de Reynolds. Los flujos turbulentos siempre ocurren a 

elevados números de Reynolds. La turbulencia se origina como una 

inestabilidad de los flujos laminares cuando el efecto de las fuerzas viscosas es 

poco importante comparado con el de las fuerzas de inercia. La interacción 

entre los términos viscosos y los términos no lineales que representan a dichos 

efectos en las ecuaciones de movimiento es muy compleja. 

    

  Continuos. La turbulencia es un fenómeno continuo, pues aún en las escalas 

más pequeñas las fluctuaciones turbulentas son mucho mayores que cualquier 

escala de longitud molecular, por lo que los flujos turbulentos están gobernados 

por las ecuaciones de la mecánica de fluidos. 

 

   Cuando todas las propiedades estadísticas del flujo son independientes de la 

posición en el espacio se dice que la turbulencia es homogénea. Cuando es 

independiente de la orientación, traslación y rotación del sistema de ejes 

escogido se le denomina como isotrópica. En el caso de que la turbulencia sea 

homogénea, la energía se transfiere de los remolinos grandes de baja 

frecuencia a vórtices más pequeños de alta frecuencia, hasta que finalmente se 

disipa como calor por fricción viscosa. 

 

   En algunos casos la turbulencia no es homogénea ni isotrópica; como en la 

turbulencia por cortante, donde la intensidad de las fluctuaciones de velocidad 

en dirección de la corriente es mayor que la intensidad de las fluctuaciones en 

otras direcciones. 

 

1.2 Características de los chorros 
   Dentro del estudio de la turbulencia, se tiene la llamada turbulencia libre y en 

esta categoría se encuentran los chorros. Como implica la palabra “libre”, estos 

flujos están distantes de paredes y el flujo turbulento crece a causa de la 

presencia de gradientes de velocidad. Dentro de la turbulencia libre se 
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consideran flujos cortantes de altos números de Reynolds en un ambiente 

fluido, confinado o no por paredes. 

 

   La Figura 1-1 muestra los tres tipos de turbulencia libre:  

a) una capa de mezcla entre dos corrientes de diferente velocidad. 

b) un chorro descargado en un medio estático (o con movimiento). 

c) una estela detrás de un cuerpo. 

 
   En los tres casos hay una escala característica de velocidad, 

, y un característico espesor de capa cortante., . Por ser 

estos flujos libres, o no confinados, la presión es aproximadamente constante a 

través de todo el flujo, excepto para   pequeñas fluctuaciones turbulentas 

dentro de la capa.  

( ) ( )máx máxU x o u x∆ ( )b x

 
Figura 1-1  . Tipos de Turbulencia libre 

 
   En la Figura 1-1, se ilustra el comportamiento asintótico aguas abajo de la 

turbulencia libre, tradicionalmente supuesto a ser independiente de la fuente 

que crea el flujo. La fuente,  de esta forma ignorada, es también considerada 

como simétrica, tal que la capa cortante no es deformada en su geometría. 

Entonces, el análisis de estos flujos se simplifica al comportamiento asintótico 

de los valores del espesor y velocidad y de los campos de velocidad. 

Actualmente, hay ciertos efectos a ser discutidos, de la forma exacta de la 

fuente del chorro o del cuerpo que crea la estela.  

 

   La Figura 1-2 muestra los detalles de la formación inicial de un chorro, 

asumiendo fluido estático ambiente. La figura es válida solamente para chorros 
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similares y ambientes similares, ejemplo, aire dentro de aire, y no para agua 

dentro de aire. Los campos de velocidad se muestran como un espesor de 

línea negro cruzando el flujo. Típicamente el chorro descarga casi con un perfil 

plano, con una velocidad turbulenta de salida  totalmente desarrollada.  

Las capas de mezcla forman el labio de la salida, como se muestra en la Figura 

1-1(a), creciendo entre el ambiente estático y el corazón potencial al chorro que 

fluye a una velocidad . El corazón potencial desaparece lentamente, para 

números de Reynolds grandes, a una distancia de aproximadamente un 

diámetro de la salida, donde los campos de velocidad pierden la forma de capa 

de mezcla plana central. Aguas abajo de la salida del chorro, la velocidad 

comienza a desarrollarse dentro de la distintiva forma del tipo “Gaussiana” que 

comúnmente se visualiza como un chorro. 

exitU

exitU

                                         Figura 1-2. Formación inicial de un chorro 
 
   El campo de velocidad de la Figura 1-2, tiene el mismo momentum pero no la 

misma masa de flujo. El fluido entra al chorro de la región ambiente y el flujo de 

masa del chorro incrementa aguas arriba. También debe tenerse en cuenta que 

la Figura 1-2 es un esquema de los campos de flujo promedios. 

 

   Para tener un panorama general de las características de un chorro, hay que 

tener en cuenta que presentan  ciertos patrones de comportamiento, entre los 

cuales se pueden encontrar: 

• Fluctuaciones de presión y velocidad (también de temperatura cuando 

existe transferencia de calor). Velocidad fluctuante en las tres 

direcciones. 
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• Remolinos o paquetes de fluido de tamaños muy pequeños. Los 

tamaños de los remolinos varían constantemente desde  espesores de 

la capa límite  hasta las llamadas escalas de Kolmogorov 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

4/1

3

3

U
vL δ .  

• Variaciones aleatorias en las propiedades del fluido, las cuales tienen 

una forma particular (no precisamente ruido). 

 

   En este trabajo se analiza el comportamiento de un chorro plano, el cual 

presenta fuertes gradientes de velocidad longitudinal. Cuando el flujo alcanza 

su etapa final de turbulencia completamente desarrollada, se espera que 

presente un estado de autosemejanza, en el cual es posible verificar que los 

perfiles de velocidad chorros son todos similares. De esta forma, el fenómeno 

se reduce a un perfil “universal” de velocidad,  proporcional a las escalas de 

distancia y velocidad, de acuerdo a la hipótesis de semejanza (similarity 

hipotesis) representada por la siguiente expresión: 

                                                     )/( qp xyfxu −=

  donde los valores de p y q se muestran en la Tabla_1:             
Dimensión Momentum Laminar Homogéneo 

2q = p+1 

Turbulento 

q = 1 

2 2p = q p = ?, q =? p = ½, q = 1 

3 p = q p  = q = 1 P = q = 1 

Tabla_1. Hipótesis de semejanza 
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CAPÍTULO 2 
 

2.1 Ecuaciones compresibles de Navier-Stokes    
   En un marco de referencia cartesiano x, y, z, las ecuaciones compresibles de 

Navier–Stokes pueden ser escritas de la forma, 

 i

it x
∂ ∂

+ =
∂ ∂
U F S  (2.1) 

   Donde  es un vector fuente formado por términos nulos, U es un vector de 

cinco componentes definido por, 

S

 ( )1 2 3
T u u u eρ ρ ρ ρ ρ=U , , , ,  (2.2) 

   Se considera además que ( )1 2 3u u u=u , ,  es el vector velocidad, ρ es la 

densidad,  es la energía total. La ecuación (2.1) representa la evolución de la 

densidad (ecuación de continuidad), momento, y energía total definida para un 

gas ideal como, 

e

 ( )2 2 21
1 2 32ve C T u u uρ ρ ρ= + + +   (2.3) 

   donde es el calor específico a volumen constante  y  vC T  es la temperatura. 

 

   Fi  son flujos donde { }1 2 3i∀ ∈ , , , y para un fluido Newtoniano esta dado por, 

 

( )

1 1 1

2 2 2

3 3 3

2
2
2

2

i

i i i

i i i
i

i i i

i j i j
i

u
u u p S
u u p S
u u p S

Te p u u S k
x

ρ
ρ δ µ
ρ δ µ
ρ δ µ

ρ µ

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ −⎜ ⎟
⎜ + −= ⎜

+ −⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎟
⎟

∂
+ − −⎜ ⎟

∂⎝ ⎠

F   (2.4) 

 

   donde T  es la temperatura; pk Cρ κ=  es el coeficiente de conductividad 

térmica (Ley de Fourier) donde κ es la difusividad térmica. i jδ 1 es el índice de 

Kronecker y  es el componente divergencia del tensor deformación. 

Despreciando la viscosidad,  se escribe,  

ijS

ijS

                                                 
1  Define la matriz identidad  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010
001

ijδ
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 ( )1 2
2 3

i j
i j i j

j i

u uS
x x

u δ∂ ∂⎛= + − ∇ ⋅⎜ ∂ ∂⎝ ⎠
⎞
⎟  (2.5) 

 

     La viscosidad molecular µ  se establece a través de la ley empírica 

Sutherland, 

 ( ) ( )
1
2

1

1

re f
re f

re f

S
T TT T ST

T

µ µ
+

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠ +
 (2.6) 

     Donde , TS ref   y  µ(Tref) están en función del gas. La conductividad  se 

obtiene suponiendo que el número molecular de Prandtl es, 

( )k T

 ( )
( )

pC TvPr
k k T

µ
= =  (2.7) 

   Para esta tesis se considera de 0.7. La ecuación clásica de estado para gas 

ideal referente a la presión estática p , la temperatura T , y la densidad ρ , 

    p R Tρ=  (2.8) 

cierra el sistema, con p vR C C= − , donde , son el calor específico a 

presión constante y el calor específico a volumen constante, respectivamente. 

También se debe recordar que 

vp CyC

p

v

C
C

γ =  es constante e igual a  1.4. 

 

2.2  Simulación de Grandes Escalas 
   La técnica de Simulación de Grandes Escalas (Large Eddy Simulation, LES) 

consiste en la simulación únicamente en grandes escalas del flujo, las 

pequeñas escalas son filtradas hacia fuera, pero estadísticamente influye en el 

movimiento de las escalas grandes. Las ecuaciones LES se encuentran 

regidas por la aplicación de un filtro espacial de paso bajo ( )G x∆  de tamaño ∆  

en las ecuaciones de Navier–Stokes. Esto elimina las escalas más pequeñas 

llamadas escalas de sub–malla. Matemáticamente, la operación de filtrado 

corresponde a la convolución de alguna cantidad ( )f x t,  del flujo por la función 

filtro , en la forma, ( )G x∆
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 ( ) ( ) ( )x, y, x y yf t f t G d∆= −∫   (2.9) 

y el campo sub-malla  es la desviación del flujo actual con respecto al campo 

filtrado. 

'f

 'f f f= +  (2.10) 

 

   El código LES compresible ha sido descrito en detalle por Comte & Lesieur 

(1997). 

 

   La aplicación del filtro a las ecuaciones compresibles de Navier–Stokes 

produce, 

     1 2 3

1 2 3
0U F F F ,

t x x x
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

 (2.11) 

con 

 ( )2 2 21
1 2 32 ,ve C T u u uρ ρ ρ= + + +  (2.12) 

y 

 TRp ρ=  (2.13) 

 

   Para derivar un código tan cercano como sea posible al código 

incompresible, es común introducir en modelos de turbulencia estadística y 

LES el promedio de Favre. Se denota por f%  el campo filtrado de f , definido 

como, 

 ff
f
ρ

=%   (2.14) 

entonces se tiene que,  

                                            )~,~,~,~,( 321 euuuU T ρρρρρ=   (2.15) 

 

y la energía total resuelta se escribe, 

                            )(
2
1~~ 2

3
2

2
2

1 uuuTCee v +++== ρρρρ     (2.16) 
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Los flujos resueltos F i  son, 

 

%

( )

1 1 1

2 2 2

3 3 3

2

2

2

2

F

i

i i i

i i i
i

i i i

i j i j
i

u

u u p S

u u p S

u u p S

Te p u u S k
x

ρ

ρ δ µ

ρ δ µ

ρ δ µ

ρ µ

⎛ ⎞
⎜ ⎟

+ −⎜ ⎟
⎜ ⎟

+ −⎜=
⎜ ⎟+ −⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎟

∂
+ − −⎜ ⎟

∂⎝ ⎠

 (2.17) 

 

con la ecuación de filtrado de estado, 

                                                     TRp ~ρ=      (2.18) 

   Se puede introducir el tensor común esfuerzo – submalla T  con 

componentes, 

                                               jijiji uuuuT ~~ρρ +−=        (2.19) 

   El cual se puede dividir en sus partes  isotrópica y desviador, la siguiente 

ecuación lo denota: 

                     ijIIijIIijij T

ij

TTT δ

τ

δ
3
1

3
1

+−=
4434421

 (2.20) 

donde ijτ  denota el esfuerzo de sub-malla. 

 

   Entonces, las ecuaciones (2.16) y (2.17) pueden ser leídas como, 

                             

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

−−+

−−−+

−−−+

−−−+

=

i
jiji

iiilli

iiilli

iiilli

i

i

x
TkSuupe

STpuu

STpuu

STpuu

u

F

µρ

µτδρ

µτδρ

µτδρ

ρ

2)(

2)
3
1(~~

2)
3
1(~~

2)
3
1(~~

~

3333

2222

1111

 (2.21) 

y 

                              llv TuuuTCe
2
1)~~(

2
1~~ 2

3
2

2
2

1 −+++= ρρρ    (2.22) 
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   Una formulación fue propuesta por Comte & Lesieur (1997), a través de la 

introducción de una macro-presión )(ϖ  y una macro–temperatura )(ϑ  definidas 

respectivamente como: 

    1
3 llpϖ = − T    (2.23) 

                                                      ll
v

T
C

T
ρ

ϑ
2

1~−=                 (2.24) 

   

   La ecuación de filtrado de estado (2.18)  puede ser escrita como, 

   3 5
6 llR γϖ ρ ϑ −

= + T  (2.25) 

 

   La ventaja principal de esta formulación es que se puede derivar un sistema 

cerrado de ecuaciones en las cuales el desconocido  del tensor escala sub-

malla no aparece explícitamente. De hecho, puede ser demostrado que la 

energía total resuelta se escribe, 

llT

        % % %( )2 2 2
1

1 2 32ve C u u uρ ρ ϑ ρ= + + +%  (2.26) 

 

   Debido a que un gran número de gases tienen una 4.1=γ , se justifica 

completamente el hecho de despreciar el segundo término del lado derecho de 

la ecuación (2.25). Podemos entonces escribir, 

                                                   ϑρϖ R≈        (2.27) 

  

   Esto hace que ϖ  sea calculable si ρ  y ϑ  son conocidas. 

 

   Es necesario introducir después el vector sub-malla calor-flujo, denotado por 

, con componentes, Q

                                         iii ueupeQ ~)~()( ϖρρ +++−=          (2.28) 

 

La expresión exacta para el filtrado de los flujos entonces se convierte en, 
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

−−−+

−−+

−−+

−−+

=

i
jijii

iiii

iiii

iiii

i

i

x
TkSuQue

Suu

Suu

Suu
u

F

µϖρ

µτδϖρ

µτδϖρ

µτδϖρ
ρ

2~)~(

2~~
2~~
2~~

~

3333

2222

1111

 (2.29) 

   El sistema descrito arriba se puede cerrar haciendo uso de los modelos 

comunes de variable – densidad, escala – viscosidad  y difusividad, en la 

forma, 

                                                      jitji Sv ~ρτ ≈         (2.30) 

 

                                                   
it

t
pi x

vCQ
∂
∂

≈
ϑρ

Pr
    (2.31) 

   Los términos restantes no calculables son los términos de viscosidad 

molecular y difusiva, que se pueden considerar de menor importancia cuando 

el número de Reynolds es suficientemente grande. Por lo tanto simplemente se 

reemplaza (2.29) por, 

              

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−+

+−+

+−+

+−+

≈

it

t
pjjiti

itii

itii

itii

i

i

x
vCkuSvue

Svuu

Svuu

Svuu
u

F

ϑρρµϖρ

ρµδϖρ

ρµδϖρ

ρµδϖρ
ρ

Pr
~~)(2~)~(

~)(2~~

~)(2~~

~)(2~~
~

333

222

111

(2.32) 

   

   En donde µ  y k  están ligados con ϑ  a través de la relación de Sutherland 

(2.6). Un número de Prandtl molecular constante es asumido ( )
( )

0 7.pPr C
k
µ ϑ
ϑ

= = . 

Obsérvese que uno de los aspectos notables de esta formulación es que el 

sistema LES se puede deducir fácilmente de las ecuaciones compresibles de 

Navier–Stokes originales con los cambios siguientes: 
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t

t
ptii

vCkkveepTuu
Pr

,,~,,,,~ ρρµµϖϑρρ +→+→→→→→→  

   Esto proporciona el código numérico para la LES sin modificaciones severas. 

 

   Las expresiones para  y  utilizadas en las siguientes simulaciones 

compresibles corresponden a los modelos incompresibles descritos en Métais y 

Lesieur (1996), la única diferencia es que aquí se deduce del campo de 

velocidad filtrado densidad–peso . El presente modelo sub-malla es el modelo 

selectivo de la función de la estructura propuesto por David (1993), la 

viscosidad turbulenta local, esta dado por, 

tv tPr

%u

 

                                             ),,(~),,( 2 txFCtxv ssft ∆∆=∆            (2.33) 

    Donde ss fC puede ser expresado como función de la constante de 

Kolmogorov ( )3
2:K ss f Kf −=C C C . ss fC  toma el valor de 0.104 para .  

 se toma igual a 

1.4K =C

∆ ( )
1
3x y z∆ ∆ ∆ , donde x∆ , y∆  y z∆ , son los tamaños de la 

malla locales en las tres direcciones espaciales.   

 

   es la función de velocidad de segundo orden de la estructura 

construida con el campo .    es calculado en el punto  con un promedio 

estadístico local de las diferencias de la velocidad al cuadrado entre 

),,(~
2 txF ∆

%u 2
~F x

x  y los 

seis puntos más cercanos que rodean al punto en la malla computacional. La 

interpolación se basó sobre la ley de 2
3

 de Kolmogorov que se usa para la 

función estructura de la velocidad.  

 

   De acuerdo a lo propuesto por David (1993), la viscosidad turbulenta se 

apaga cuando el flujo no es lo suficientemente tridimensional. El criterio para 

tres dimensiones es definido como sigue: considérese en un momento dado 

que el ángulo entre el vector de vorticidad en un punto dado de la malla y la 

media aritmética de los vectores vorticidad en los seis puntos vecinos más 

cercanos. La viscosidad turbulenta se cancela en los puntos donde este ángulo 
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es más pequeño que 20°. Finalmente, el número de Prandtl  turbulento se toma 

igual a 0.6. 

 

2.3 Ecuaciones en coordenadas generalizadas 
   El código numérico usa coordenadas generalizadas. La adaptación a las 

coordenadas generalizadas se realiza introduciendo una matriz Jacobiana que 

transforma una geometría compleja en un sistema de coordenadas Cartesiano 

( )x y z, , , como una malla no uniforme o una geometría curvilínea, dentro de 

una geometría ortogonal simple con malla uniforme en el sistema de 

coordenadas generalizadas 1 2 3ξ ξ ξ( , , ) , donde las ecuaciones se pueden 

resolver más fácilmente. Para este estudio, simplemente consiste en una 

transformación de una malla no uniforme en el espacio físico ( )x y z, ,  dentro de 

una malla uniforme en el espacio computacional 1 2 3ξ ξ ξ( , , ) . Cada término en la 

matriz Jacobiana inversa (  se expresa como funciones analíticas de las 

medidas 

)1−J

i

j

x
ξ
∂
∂

. Las medidas son introducidas y calculadas por el esquema 

interno, entonces la matriz (  es calculada directamente de )J ( )1−J .   

 

   Entonces la ecuación (2.1) se puede reescribir como, 

 

     
1 2 3t ξ ξ ξ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂

ˆˆ ˆ ˆU F G H Ŝ     (2.34) 

 

   Con 
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1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3

1

1

1

1

J

J x x x

J x x x

J x x x

J

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

⎫= ⎪
⎪

⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎪∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎪
⎪⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎪
⎪⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎪
⎪=
⎪⎭

UÛ ,

F̂ F G H

Ĝ F G H

ˆ

,

,

H F G H

Ŝ S .

,

   (2.35) 

 

J  es el determinante de la matriz ( )J  y U es función de las coordenadas 

cartesianas y del  tiempo. 

 

 

2.4 Esquema numérico 
   

   2.4.1 Esquemas compactos de alto orden 
   Los procesos de simulación numérica requieren una buena representación de 

las escalas a ser propiamente representadas en el modelo. Algunos métodos 

numéricos están limitados para el estudio de flujos en dominios simples y 

condiciones de frontera simples. Esta dificultad se puede sobrepasar por medio 

del empleo de representaciones numéricas alternativas.     

 

   En el presente trabajo, el sistema en coordenadas generalizadas se resuelve 

por medio de esquemas compactos de alto orden. La discretización de las 

derivadas espaciales se hace por medio de un esquema compacto de sexto 

orden.       

 

   Diversos estudios numéricos han encontrado que los esquemas compactos 

de alto orden logran representar de mejor forma a las pequeñas escalas de la 

turbulencia, además de que ya en la aplicación de esquemas compactos el 

número de puntos de discretización involucrados en el algoritmo es mucha 

menor al que se usa en una expresión de diferencias finitas, dándose 
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preferencia por ende a los esquemas compactos, conservándose una mayor 

precisión.    

 

   2.4.1.1 Aproximación de primera derivada 
   Dado el valor de una función en uno de los nodos de la malla, la 

aproximación en diferencia finita a la derivada de una función, es expresada 

como una combinación lineal de los valores dados de la función. Considérese 

una malla uniforme donde los nodos están denotados por . La variable 

independiente en los nodos es . El valor de la función en cada nodo  esta 

dado por . La aproximación en diferencia finita   a la primera 

derivada 

i

ix

)( ii xff = if '

)( ix
dx
df

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  para el nodo  depende de los valores de la función de los 

nodos cercanos a i . Por ejemplo, para diferencias centradas de segundo y 

cuarto orden, la aproximación depende de 

i

( )11 , +− ii ff  y ( )2112 ,,, ++−− iiii ffff  , 

respectivamente. Los esquemas utilizados en este trabajo son generalizaciones 

del esquema de Padé. 

 

     De forma general, la derivada   para cualquier variable f, esta dada por: 'f

 

                         

ii

iiiiii

iiiii

xxhdonde
h

ffa
h

ff
b

h
ff

c

fffff

−=

−
+

−
+

−
=

++++

+

−+−+−+

++−−

1

112233

2112

24

''''' βααβ

            

(2.36) 

     

   Las relaciones entre los coeficientes βα ,,, ycba  son derivadas de acuerdo 

a los coeficientes de la serie de Taylor para varios órdenes de derivadas, y 

estos son: 
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( )

( )

( )

( ) )41.2()(2
!8
!9232

)40.2()(2
!6
!7232

)39.2()(2
!4
!5232

)38.2()(2
!2
!3232

)37.2()(221

888

666

444

222

ordendécimocba

ordenoctavocba

ordensextocba

ordencuartocba

ordensegundocba

βα

βα

βα

βα

βα

+=++

+=++

+=++

+=++

++=++

 

      Si las variables independientes son periódicas en x , entonces el sistema 

(2.39) escrito para cado nodo puede ser resuelto como un sistema de 

ecuaciones lineales para un valor desconocido de la derivada. 

   

   Un ejemplo del uso de esquemas compactos de alto orden, es aplicado a la 

función periódica , cuya derivada es )(xsenf = )cos(' xf = .  En el presente 

trabajo se compara el tradicional método de diferencias finitas (primer orden),  

con esquemas compactos de segundo, cuarto y sexto orden con distintos 

tamaños de malla (número de divisiones que tiene el dominio 2π).  

 

   La expresión para el caso de diferencias finitas, tradicionalmente utilizado, es: 

 

       )()()())((

1

1 ordenprimer
xx

xsenxsen
dx

xsend

ii

ii

i

i

−
−

≈
+

+  

        Utilizando esquemas compactos, se tiene de la expresión  (2.37), con a=1, 

b= 0, c=0, α = 0 y β=0, sustituyéndose  en la expresión (2.36): 

 

                              1 1

1

( ( )) ( ) ( ) ( )
2( )

i i i

i i i

d sen x sen x sen x segundo orden
dx x x

+ −

+

−
≈

−
 

   De la expresión (2.38), con a = 4/3, b = -1/3, c=0, α = 0  y  β=0 (que son 

valores ya muy bien estudiados en la literatura de esquemas compactos), se 

obtiene de manera análoga al sustituir los valores en la ecuación  (2.36): 
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)(
)(2

)()(
3
1

)(2
)()(

3
4))((

11

22

11

11 ordencuarto
xx

xsenxsen
xx

xsenxsen
dx

xsend

ii

ii

ii

ii

i

i
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
−+

−+

−+

−+  

 

   De la expresión (2.39), con a = 14/9, b = 1/9, c=0, α = 1/3  y  β=0 ( de igual 

forma estos  son valores ya muy bien estudiados en la literatura), se obtiene al 

sustituir los valores en la ecuación  (2.36): 

 

( ) )(''
3
1

)(2
)()(

9
1

)(2
)()(

9
14))((

11
11

22

11

11 ordensextoff
xx

xsenxsen
xx

xsenxsen
dx

xsend
ii

ii

ii

ii

ii

i

i
−+

−+

−+

−+

−+ +−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=

 

 

    Los resultados mostrados a continuación son consecuencia de la aplicación 

de los esquemas compactos mencionados con diferentes valores en la 

discretización del dominio 2π, rango en el que se analiza la función periódica 

 mostrada de ejemplo en este trabajo. )(xsenf =

 

• Con una discretización de 2π/5 (es decir =− −+ 11 ii xx 2π/5), se obtiene la 
Gráfica 2.1: 
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                 Grafica 2.1.  Comparación de resultados entre esquemas compactos de  2do.,4to, y 6to orden  y   
                                       diferencias finitas tradicionales, primer orden, con una discretización de 2π/5. 
                                             .        
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• Para una discretización de 2π/10 (es decir =− −+ 11 ii xx 2π/10), se tiene la   
Gráfica 2.2: 

 

                   -1.5
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                 Grafica 2.2.  Comparación de resultados entre esquemas compactos de  2do.,4to, y 6to orden  y   
                                         diferencias finitas tradicionales, primer orden, con una discretización de 2π/10 

 

 

   De las Gráficas 2.1 y 2.2, se observa que para el caso de la discretización de 

2π/5, a pesar de tener pocos puntos, la mejor aproximación a la 

derivada se tiene por parte del esquema de sexto orden, y conforme se va 

teniendo un discretización un poco más fina como es en el caso de la Gráfica 

2.2, con una discretización de  

=− −+ 11 ii xx

=− −+ 11 ii xx 2π/10, aunque mejora la 

aproximación obtenida por el esquema de cuarto orden, la mejor la sigue 

teniendo el esquema de sexto orden. En ambos casos, con 2π/5  y  

2π/10, queda rezagada la aproximación que se tiene con 

diferencias finitas tradicionales o de bajo orden, y para que esta aproximación 

incrementara su precisión, la discretización del dominio 2π tendría que 

aumentar considerablemente y que para efectos de análisis computacional se 

requiere de un mayor tiempo de procesador. 

=− −+ 11 ii xx

=− −+ 11 ii xx
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   2.4.2 Características del filtro matemático 
   La inestabilidad numérica, a menudo es encontrada en la solución de las 

ecuaciones de Navier-Stokes con esquemas compactos, debido a que las 

discretizaciones de diferencias compactas, como otros esquemas centrados, 

son no disipativos y por ende susceptibles a inestabilidades numéricas. Las 

fuentes de la inestabilidad incluyen la implementación de las condiciones de 

frontera, escalas que no se pueden resolver, las no uniformidades de la malla, 

y las ecuaciones no lineales del flujo. Ondas no deseadas se amplifican y 

destruyen la solución.  La disipación artificial, en la cual un pequeño término es 

explícitamente añadido a las ecuaciones de gobierno, es un método para la 

supresión de inestabilidades. De cualquier forma, éste método es indeseable 

para intentar cálculos para examinar la física del flujo, como son la Simulación 

Numérica Directa (siglas en inglés DNS) o la Simulación de las grandes 

escalas (siglas en inglés LES) de la turbulencia. 

 

    En medida para extender la solución a simulaciones prácticas, a menos que 

estas no involucren fuertes choques estacionarios, en espera de que  la 

exactitud de la discretización espacial mejore, la reciente técnica alternativa del 

método de filtrado, es incorporada por medio de  un filtro implícito de alto 

orden. 

 

   Si un componente del vector solución es denotado por φ , los valores filtrados 

φ
)

 son obtenidos por la solución del sistema tridiagonal: 

                           )(
2 11011 −+=+− +Σ=++ ii

n
N

nifiif
a φφφαφφα

)))))
                            (2.42) 

                                      

    La ecuación (2.42) da como resultado una fórmula de ordenN −2  sobre un  

punto dibujado en . Los coeficientes  son derivados en 

términos de 

12 +N Naaa ...,, 10

fα con el análisis de las series de Taylor y de Fourier, lo cual se 

presenta en la Tabla 2_1, en la cual se muestran los coeficientes para la 

fórmula del filtro y los puntos interiores: 
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Esquema 
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302105 fα+
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2115 fα+−
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2145 fα−
 

( )
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215 fα+−
 

512
21 fα−

 

10 

Nota: fα  es un parámetro libre en el rango 5.0≤< fα0  

                                           Tabla 2_1 7. Coeficientes para la fórmula del filtro y los puntos anteriores 
    

   El parámetro ajustable fα  satisface la desigualdad , valores 

altos de 

5.05.0 ≤<− fα

fα corresponden a  un filtro con menor disipación. La experiencia  

numérica sugiere que a pesar del tiempo del esquema del tiempo de 

integración, valores de fα entre 0.3 y 0.5 son apropiados. De cualquier forma, 

en casos extremos donde la calidad de la malla sea pobre, un valor bajo, 

1.0~fα  puede ser requerido.  

 

   Se requieren fórmulas especiales para los puntos pegados a las cercanías de 

las fronteras. Valores de puntos finales 1 y IL no son filtrados, en tanto otros 

puntos cercanos a las fronteras, donde la ecuación (2.42) no se puede aplicar, 

dos aproximaciones son convenientes. En el primer método, el orden de 

exactitud es reducido en la proximidad a las fronteras a un nivel para el cual el 

esquema centrado esta disponible. La exactitud se conserva con la 

optimización del valor de fα . Esta aproximación es particularmente 

conveniente donde la malla es altamente refinada en las cercanías a las 

fronteras. El segundo método, emplea fórmulas de alto orden en un lado, con lo 

cual nuevamente retiene la forma tridiagonal del esquema.  

 

   En un punto cercano a la frontera, , la fórmula del filtro esta dada por: i
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{ }
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εφφαφφα
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)))

                  (2.43) 

            

   Esta elección conserva la forma tridiagonal del filtro, y fα  se mantiene como 

el único parámetro libre. La Tablas 2_2 y 2_3, contienen los coeficientes para 

las fórmulas del filtro  de alto orden de un lado para la frontera izquierda, 

empleadas en el cálculo realizado de los puntos 2 y 3. Las fórmulas para la 

frontera derecha, son obtenidas de  11,1,1 +−+− = iLninL aa  para { }1,...,4 −− ILILi ε .  

 
OA 

3,1a  3,2a  3,3a  3,4a  3,5a  3,6a  3,7a  

6 
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3
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 Tabla 2_2 7. Coeficientes para la fórmula del filtro de sexto orden para la frontera en el punto 3 
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+−  
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5 fα
+−

32
15

64
15 fα

−
32

3
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+−  

3264
1 fα
−

         Tabla 2_3 7. Coeficientes para la fórmula del filtro para la frontera en el punto 2 

 

   El filtro es aplicado a las variables conservativas y de manera secuencial en 

cada eje coordenado. Aunque la frecuencia de aplicación puede ser variada, 

para los resultados presentados, la solución es filtrada una vez después de la 

etapa final del método explícito de Runge-Kutta.  
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   2.4.3 Tiempo de integración 
   Para aplicaciones de propagación de ondas, las ecuaciones son integradas 

en el tiempo con el clásico método de cuarto orden de Runge-Kutta (RK4) (que 

se explica más adelante). Con R  denotando el residuo, la ecuación de 

gobierno es: 

 

      ⎟⎟
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           (2.44) 

 

   El método clásico de cuatro etapas, integra del tiempo   a 

 haciendo uso de las siguientes operaciones: 

0t )( npaso

tt ∆+0 )1( +npaso

 

                                

( )3210
1

3322

1100

22
6
1

)()(
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n ++++=

∆=∆=
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+ rr

rr

rr

                             (2.45) 

 

donde ( ) 2231120010 ,2/,2/,,,, kUUkUUkUUUU +=+=+==
rrrrrrrr

τζηξ . El 

método RK4  es empleado para casos en los cuales las coordenadas de la 

malla son conocidas como una función del tiempo, pero cabe mencionar que 

también puede ser utilizado el método de Runge-Kutta de tercer orden. En tal 

situación, y por simplicidad, las distancias espaciales y las velocidades de 

malla son establecidas a sus n + 1 valores. 

 

   2.4.4 Métodos de Runge-Kutta de tercer y cuarto orden 
   Debido a que la evolución temporal de un sistema, conduce a la obtención de 

ecuaciones diferenciales ordinarias; estas ecuaciones se conocen con el 

nombre de ecuaciones del movimiento o ecuaciones de evolución del sistema. 

Dichas ecuaciones del movimiento, tanto para una partícula como para un 

sistema de partículas, pueden ser ecuaciones diferenciales ordinarias no 

lineales cuya solución analítica no se puede obtener. En este sentido, para este 

trabajo el análisis numérico de las ecuaciones basado en métodos numéricos 

confiables, constituye una herramienta complementaria importante para 
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garantizar la obtención de resultados satisfactorios en la solución de dichas 

ecuaciones.  
 

    Los métodos más populares para la solución de este tipo de expresiones son 

los de Runge-Kutta, ya que tratan de obtener una mayor precisión con un paso 

 no tan pequeño, y en especial para este trabajo son de gran interés el de 

tercer y cuarto orden. Dichos métodos de Runge-Kutta corresponden a una 

generalización de la expresión: 

h

                                         ),,(1 hxtxx iiii φ+=+                                       (2.46) 

donde  ),,( hxt iiφ  es conocida como la función incremento y de forma general 

corresponde  a: 
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.
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22212123

11112
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hkqhkqxhptfk

hkqxhptfk
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kakaka

nnnnninin

ii
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ii

nn

−−−−−− +++++=

+++=

++=
=

+++=φ

                      2.47)         

 

donde los valores de   se obtienen mediante transformaciones 

algebraicas de las expresiones anteriores, dependiendo del orden  que se 

maneje. 

iayqp,

n

 

   Así para , se obtienen las siguientes expresiones que corresponden al 

método de Runge-Kutta de tercer orden: 

3=n

                                        ( hkkkxx ii 3211 4
6
1

+++=+ )                                   (2.48) 

donde  

 29



Capítulo 2 
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   Con  se tiene el denominado método clásico Runge-Kutta de cuarto 

orden, cuyas expresiones son: 

4=n

                                        ( hkkkkxx ii 4321 22
6
1

++++= )                            (2.50) 

donde 
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                                 (2.51)                    

  

 

   La expresión (2.50) viene a ser el algoritmo más usado para resolver 

numéricamente un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. 
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CAPÍTULO 3 
 

3.1 Condiciones iniciales 
    En el presente trabajo, para  los tres casos analizados, la malla utilizada  

tiene el siguiente número divisiones en los ejes coordenados “x”, “y” y “z”: Nx = 

50, Ny = 49 y Nz = 109, respectivamente. En la Figura 3-1 se visualiza la 

geometría de la malla que presenta un total de 267,050 nodos. 

 

             
 Figura 3-1. Malla utilizada para la simulación 

 

   La convención para el análisis de chorros, tanto simulados como empíricos, 

ha resuelto que al imprimir movimiento en el fluido circundante del fenómeno, 

mientras sea constante en toda la frontera de entrada, no se afecta el 

desarrollo del flujo principal y ayuda a tener mejor visualización del 

comportamiento de dicho fenómeno. Por tanto el fluido que circunda al chorro 

pasa a ser flujo circundante.  

 

   Existen relaciones adimensionales entre el chorro plano y el flujo circundante, 

estás en el inicio de la simulación se presentan como: un perfil de velocidad del 
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chorro en dirección contraria al del flujo circundante, con la misma magnitud de 

velocidad, y además se presenta un perfil de temperatura para el chorro 

característico para cada caso analizado en este trabajo. 

 

   Las condiciones iniciales se dieron para el perfil de la velocidad en el eje “x” 

(velocidad U) y para el perfil de  temperatura (T), mientras que las condiciones 

iniciales para la velocidad tanto en el eje “y”, V, como en el eje “z”, W, son 

consideradas con un valor de cero. Además, la presión conserva un valor 

constante e igual a la unidad. 

 

   Los parámetros comunes para  los tres casos de análisis presentados son:  

a)  Número de Reynolds = 3000.00 

b)  Número de  Prandtl = 0.7 

c)  Un chorro subsónico con un Mach = 0.5 

d)  Un valor de  Gamma = 1.4 

e)  Número de Prandlt turbulento =  0.6  

f)   No hay consideración de algún modelo de viscosidad (viscosity model : 

NONE) 

 

  Para cada uno de los tres casos, se manejó una combinación de perfiles de 

velocidad en el eje “x” y de temperatura, cuyos perfiles medios (U y T 

respectivamente) corresponden a las siguientes configuraciones: 

 

Caso a): 

    

   En la primera simulación se tiene un perfil de velocidad en el eje “x” del tipo 

hiperbólico con valores que oscilan entre -1 y 1, asignándose un valor igual a la 

unida para el perfil de temperatura del chorro.  Dichos perfiles se visualizan en 

la Gráfica 3.1. 
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                         Gráfica 3.1. Perfiles medios iniciales de la velocidad en la dirección x (U) 
                                                   y del perfil  de temperatura (T) para el caso a).   
 

   Dado que una simulación en computadora representa un ambiente totalmente 

controlado (lo que no sucede durante la experimentación o en fenómenos 

reales), ciertos procesos no alcanzan la transición a la turbulencia desarrollada 

o tardan demasiado en caso de no ser afectados por la presencia de algún tipo 

de perturbación. 

 

   Las fluctuaciones propias del perfil, que son responsables de llevar la 

transición al flujo a su estado de turbulencia desarrollada, requieren una 

energía cinética turbulenta que produzca perturbación en el campo. 

 

   Para ayudar en la simulación con la excitación requerida se podría diseñar un 

campo energético auxiliar inherente al campo con un espectro energético 

tridimensional que genere energía cinética turbulenta, la cual da como 

resultado la inestabilidad del perfil de velocidad longitudinal de tipo tangente 

hiperbólica como se realizó en el estudio DNS de Stanley et al. (2002). Sin 

embargo, en la Simulación de Grandes Escalas dicho campo energético 

auxiliar produce pérdida de gran parte de la información del modelo sub-malla 

antes de empezar la transición a la turbulencia.  

  

   Por tanto en el presente trabajo se utiliza una alteración en la entrada del flujo 

al dominio computacional. Dicha alteración se concentra en la zona de los 
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cortantes del perfil de la velocidad longitudinal del chorro, y es conocida como 

“Ruido Blanco” ( ). Dicho ruido representa la perturbación referida a la 

energía cinética turbulenta que las fluctuaciones requieren para una adecuada 

transición al flujo. Es decir, en este trabajo se agregan perturbaciones en los 

cortantes con la finalidad de que el tiempo en el que se alcanza la turbulencia 

sea menor en comparación con la ausencia de dichas perturbaciones. Este 

ruido consiste en números aleatorios entre -0.5 y 0.5 multiplicados por una 

fracción de amplitud, que para este caso la fracción de amplitud es igual al 10% 

la velocidad del chorro.  

BR

 

Caso b): 
  

   Se cuenta con un perfil de velocidad medio en el eje “x” del tipo tangente 

hiperbólico, en el cual se ven involucradas velocidades opuestas, cuyos valores 

son de -1 a 1, como se muestra en la Gráfica 3.2. Para el perfil de temperatura 

se tomó un perfil del tipo lineal comenzando en un valor de 0.5 como ordenada 

al origen, con lo que se genera un gradiente de temperatura dentro del chorro. 

 
                         Gráfica 3.2. Perfiles medios iniciales de la velocidad en la dirección x (U) 
                                                  y del perfil de temperatura (T) para el caso b).                
    

   De igual forma, se agregan las perturbaciones en los cortantes para lograr el 

fin ya mencionado.    
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Caso c): 
  

   Para este caso se tiene un perfil de velocidad en el eje “x” igual al presentado 

tanto en el caso a) como en el caso b), de tipo tangente hiperbólico, en tanto 

que para este caso c) se tiene un perfil del tipo hiperbólico para la temperatura, 

generándose una zona de  baja temperatura dentro del chorro, lo que se 

muestra en la Gráfica 3.3. 

 

 
                        Gráfica 3.3. Perfiles medios iniciales de la velocidad en la dirección x (U) 
                                                 y del perfil de temperatura (T) del caso c.  
  

   También se hace uso de perturbaciones en los cortantes del perfil de 

velocidad, con el fin ya mencionado. 

 

3.2 Condiciones de frontera  
   Las condiciones de frontera periódicas son comúnmente aplicadas en 

direcciones homogéneas en la simulación de flujos turbulentos, lo cual implica 

que el dominio computacional se repite infinitamente. Esta es una suposición 

razonable para un desarrollo total y estadístico de flujos estables, dado que el 

área computacional es mucho mayor que los remolinos más grandes presentes 

en el flujo. En otras palabras, las fluctuaciones turbulentas de las variables del 

flujo no deben correlacionarse a las fronteras del correspondiente flujo real bajo 

la simulación, de otra forma la suposición de periodicidad distorsiona la 

solución numérica. Para este trabajo, tanto la dirección longitudinal como la 

transversal, es decir, las direcciones en el eje “x” y en el eje “y” son de tipo 
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periódico, en tanto que en la dirección normal, en la dirección del eje “z” no se 

tiene dicho comportamiento periódico. Las condiciones de tipo periódicas 

provocan que los nodos de un extremo se ayuden para su cálculo con los 

nodos del otro extremo. 

 

3.3 Tipo de simulación  
  Las simulaciones presentadas son del tipo temporal donde existe una 

condición de periodicidad tanto en la dirección longitudinal, eje “x”, como en la 

dirección transversal, eje “y”. La simulación temporal corresponde a estar 

registrando el comportamiento de un mismo volumen de control a lo largo de 

toda la simulación, donde la simulación se lleva a cabo “a paso fijo”, 

garantizándose que los registros sobre el comportamiento del chorro están 

equi-espaciadas en el tiempo.  

 

   Las Figuras 3_1 a la 3_6,  muestran el mismo volumen de control a distintos 

tiempos de la simulación, donde se puede observar el desarrollo de la 

turbulencia gradual. La Figura 3_7 muestra esquemáticamente como se 

desarrolla la simulación de forma temporal durante  todo el desarrollo completo 

de la turbulencia de un chorro, donde se puede observar como los intervalos de 

tiempo,  corresponden a una  etapa de la evolución de la 

turbulencia en el chorro del mismo volumen de control, es decir, la simulación 

se realiza siguiendo la misma porción del chorro a lo largo de todo el tiempo, es 

como ir tomando fotografías de la misma zona a distintos tiempos de la 

simulación, y es en esta Figura 3_7 donde se muestra de forma conjunta el 

desarrollo gradual de la turbulencia.      

1 2 3, , ,....., nt t t t
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        Fig. 3_1               Fig. 3_2              Fig. 3_3               Fig. 3_4                Fig. 3_5              Fig. 3_6              
 

                    

     
Figura 3_7. Evolución de la turbulencia en un chorro. 
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CAPÍTULO 4 
 

4.1 Parámetros adimensionales 
   Los resultados de las simulaciones son mostrados en las siguientes Gráficas, 

basándose en promedios bidimensionales en “x-y” a lo largo de la dirección 

normal, que para una mejor comprensión del sistema esto se hace para  cada 

uno de los parámetros adimensionales involucrados, que son los siguientes:  

- velocidad media en dirección “x” ,U;  

- velocidad media en dirección “y” , V; 

- perfil de temperatura, T;  

- fluctuaciones de velocidad en dirección del eje “x”, U’;   

- fluctuaciones del perfil de temperatura, T’. 

- fluctuaciones de velocidad en dirección del eje “y”, V’ 

- fluctuaciones de velocidad en dirección del eje “z”, W’  

 

   Las siguientes expresiones representan la adimenionalización de las 

variables:  

Tj
TT

Wj
WW

Vj
VV

Uj
UU ==== ,,,  

donde: 

                                

chorrodelaTemperaturTj
mediaaTemperaturT

zejedeldirecciónenchorrodelvelocidadWj
zejedeldirecciónenmediavelocidadW

yejedeldirecciónenchorrodelvelocidadVj
yejedeldirecciónenmediavelocidadV

xejedeldirecciónenchorrodelvelocidadUj
xejedeldirecciónenmediavelocidadU

≡
≡
≡
≡
≡
≡
≡
≡

 

      Los promedios mencionados se obtienen sobre la base de las siguientes 

expresiones: 

                                                 ∫= dt
tt ϕϕ 1

                                              (4.1) 
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                                              dydx
LL t

yx
m ∫= ϕϕ 1

                                        (4.2) 

 

en donde ϕ  representa la variable a promediar (U, V, W, T, etc…), t  el tiempo 

total de simulación, tϕ  el promedio temporal de la variable ϕ ,   

representan el número total de nodos en las direcciones “x” y “y”, 

respectivamente, y 

yx LyL

mϕ  es el promedio que se tiene en cada plano “x-y”  a lo 

largo del eje “z”.  Por lo anterior, la expresión (4.1) permite obtener el promedio 

temporal de la variable que a su vez se utiliza para tener el promedio 

bidimensional de la variable a tratar. 
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4.2 Resultados para el caso a) 
 

   4.2.1) Velocidad media en el eje longitudinal (U) 
   La Gráfica 4.1 involucra distintos campos de velocidad media en la dirección 

“x”, donde cada campo corresponde al comportamiento de U en un 

determinado tiempo en el proceso de la simulación. Cabe resaltar que el 

número de campo presentado en la Gráfica aumenta a la par del desarrollo de 

la turbulencia en el chorro, siendo entonces el campo 2 el inicio en la 

simulación y el campo 149 el final de la simulación. 

 

   En la Gráfica 4.1 se puede ver el comportamiento de la velocidad media del 

chorro, la cual decrece conforme pasa el tiempo, comienza la apertura del 

mismo con la consecuente reducción de la velocidad del centro, generándose 

gradualmente la turbulencia. Se puede ver cómo en los campos de análisis 120 

y 149, en la zona de los cortantes del perfil de velocidad, el perfil de tipo 

tangente hiperbólica se distorsiona, perdiendo un poco la simetría el perfil 

medio de velocidad en el eje “z/Dj”, y esto es debido a que las perturbaciones 

impuestas en esa zona de los cortantes (lugar donde se encuentran los 

gradientes de velocidad) manifiestan una rápida evolución de la turbulencia 

mayor a la que se tiene en el resto del perfil del chorro.  

     -1.2
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       Gráfica 4.1. Campos del perfil  medio de velocidad en la dirección x, caso a). 
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                     Gráfica 4.2. Campos de fluctuación de la velocidad media en el eje x, caso a). 
    

   La Gráfica 4.2 permite ilustrar el comportamiento fluctuante de U a lo largo de 

la simulación, tendiendo a incrementar durante los primeros campos de 

análisis, 40 y 80, para tener un decremento en los campos 120 y 149. Esto es 

debido a que el gradiente de la velocidad media del chorro en dirección “x”, 

principal motor de la turbulencia,  se reduce en valor para los últimos campos 

de análisis. Se nota en los todos campos analizados en la Gráfica 4.2,  dos 

máximos en zonas cercanos a los cortantes del chorro,  y es debido 

precisamente a que en esta zona se tienen los valores máximos del gradiente 

de velocidad U, tendiendo a incrementarse a medida que la turbulencia va 

desarrollándose. 

 

   4.2.2) Índices de crecimiento del ancho medio del chorro 
   La Gráfica 4.3 muestra el crecimiento en el ancho medio del chorro, basado 

en la velocidad longitudinal y en el abatimiento de la velocidad de la línea 

central (z/Dj=6), Uc. El ancho del chorro es expresado como el ancho medio, 

D.C.L., y representa la distancia de la línea central del chorro al punto en el 

cual la velocidad media longitudinal, U, es menor o igual a la mitad de la 

velocidad de la línea central registrada para cada campo. El crecimiento del 

chorro y el abatimiento en la velocidad de la línea central resultan acordes con 

resultados experimentales documentados en la literatura. Análisis de chorros 

planos en la región de autosemejanza predicen una relación lineal entre el 
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ancho medio del chorro, D.C.L., y la coordenada longitudinal, x, de las líneas 

de corriente, de la siguiente forma: )(... δη += xLCD .  
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              Gráfica 4.3. Crecimiento del ancho medio del chorro D.C.L  y 
                                  y abatimiento de la velocidad de la línea central. 

    
   La Tabla 4_1, muestra los resultados generales obtenidos en el análisis del 

crecimiento del chorro, los valores de la pendiente η  y de δ  de la relación 

lineal, correspondientes a este trabajo y los que resultaron de análisis 

experimentales y de simulaciones numéricas directas sobre el estudio de 

chorros turbulentos.  

                        
           

 
                          Tabla 4_1. Índices de crecimiento del ancho medio del chorro  caso a)  

                           Fuente8  η δ  

DNS results 0.092 2.63 

Ramaprian & Chandrasekhara (1985) 0.110 -1.00 

Browne et al. (1983)  0.104 -5.00 

Thomas & Prakash (1991) 0.110 0.14 

Thomas & Chu (1989) 0.110 0.14 

Gutmark & Wygnanski (1976) 0.100 -2.00 

Hussain & Clark  (1977) 0.118 2.15 

Este trabajo: caso a)  (LES 2005) 0.121 -1.00 

                                                 y diversos estudios experimentales.   
                                                                 
        Para este caso a) los resultados dan los valores de η  = 0.121 y δ = -1.00 para 

la región de x/h = 4.0 a 10. Comparan bien con los datos experimentales, por lo 

cual puede decirse que la zona de autosemejanza para estos resultados 

corresponde x/h=4.0 a x/h=10. Al observar los datos de la Tabla 4_1, es claro 
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que existe variación en los valores de los índices de crecimiento  para los  

diversos resultados experimentales, y con los de la DNS.  A pesar de que el 

número de Reynolds para los estudios experimentales puede variar con el de 

esta simulación (Re = 3000),  los resultados de este caso a) comparan 

satisfactoriamente con los obtenidos por Ramaprian & Chandrasekhara (1985) 

presentándose un 10% de diferencia en el valor de η  de este trabajo respecto 

al del resultado experimental obtenido por Ramaprian & Chandrasekhara 

(1985).                           

                            

   4.2.3) Velocidad media en el eje transversal,  (V) 
   El comportamiento de la velocidad media en dirección del eje “y”  tiende a 

tener cambios bruscos de sentido a medida que la turbulencia va 

desarrollándose cada vez más, lo cual se nota en los últimos campos 

analizados de la Gráfica 4.4, donde se tiene un perfil medio de la velocidad en 

“y”,V, que incrementa la frecuencia de sus fluctuaciones a lo largo de la 

simulación, pero con valores menores, como resultado de la disminución de la 

velocidad media en “x”  . Los cambios constantes de sentido se deben a la 

evolución tridimensional de la turbulencia, y son con estos cambios de sentido 

de V como se puede observar dicha  evolución de la turbulencia en el chorro. 
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                      Gráfica 4.4. Campos del perfil  medio de velocidad en la dirección y, caso a). 
 

    Las fluctuaciones de la velocidad en el eje transversal “y”, V’, se presentan 

en la Gráfica 4.5, en donde los valores mayores de fluctuación se mantienen 
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cerca de los cortantes del chorro dentro de los primeros campos de análisis, 

pero en el último, campo 149, el valor máximo se encuentra dentro del chorro, 

como resultado del desarrollo de la ya mencionada tridimensionalidad de la 

turbulencia. 
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                          Gráfica 4.5. Campos de fluctuación de la velocidad media en el eje y, caso a).     
 

   4.2.4 Evolución tridimensional de la turbulencia 
   La evolución tridimensional de la turbulencia de este trabajo puede explicarse 

con las figuras 4_1, 4_2 y  4_3.  

 

              
                           a)                                                                               b) 

  Figura 4_1) Tridimensionalidad de la turbulencia. Estructuras formadas en  el tiempo=0. 2 
                                     de la simulación: a)Vista superior del plano x-y,  b) Isométrico  
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   La figura 4_1a) muestra las estructuras que se tienen al inicio de la 

simulación, , y puede verse en la figura 4_1b) cómo tales estructuras no 

guardan una dirección preferencial a lo largo del eje longitudinal, eje “x”. Tales 

estructuras se presentan a estas alturas de la simulación debido al ruido sobre 

las tres componentes de la velocidad (perturbaciones) que se coloca en las 

zonas de los cortantes como condiciones iniciales.  

2.0=t

 

                 
 
                              c)                                                                               d) 
 

Figura 4_2) Tridimensionalidad de la turbulencia: Estructuras formadas en el tiempo t=0.30 
                                     de la simulación. c)Vista superior del plano x-y, d)Isométrico  
 
 
   En la figura 4_2c) se ilustra el crecimiento en tamaño de las estructuras del 

chorro guardando un comportamiento totalmente bidimensional que se ilustra 

en la figura 4_3d). El crecimiento de las estructuras se debe a que la energía 

turbulenta comienza a concentrarse en dichas zonas y debido a la presencia de 

gradientes de velocidad,  la transición a la turbulencia comienza. Cabe 

mencionar que la bidimensionalidad presentada por estas estructuras es 

ocasionada por el tipo de perfil de velocidad que se impone, que al ser 

completamente bidimensional obligan a estas estructuras a tener tal 

comportamiento y a orientarse en el eje transversal “y”. Las estructuras que de 

forma bidimensional son estables, de la figura 4_2d), al evolucionar a la 

turbulencia perderán su estabilidad y tendrán una tercera componente que da 

paso a la tridimensionalidad de las mismas. 
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    Ya para el tiempo  de la simulación, se tiene una manifestación  

tridimensional de la turbulencia. En la figura 4_3e) se observa como las 

estructuras grandes que se tienen en el tiempo 

60.0=t

30.0=t , ya para el tiempo 

 disminuyen de tamaño y aumentan en cantidad (es como si las 

estructuras grandes del tiempo 

60.0=t

30.0=t  hubiesen explotado formando las 

presentadas en el tiempo ) y se ilustra en la figura 4_3f) cómo dichas 

estructuras manifiestan tridimensionalidad  presentando “torcimientos” en su 

forma a lo largo de los tres ejes coordenados. 

60.0=t

            
 
              e)                                                                               f) 

  Figura 4_3) Tridimensionalidad de la turbulencia: Estructuras formadas en el tiempo t=0. 60 
                                     de la simulación. e)Vista superior del plano x-y, f)Isométrico 
 
 
   La turbulencia se desarrolla teniendo estructuras en direcciones aleatorias, 

comportándose de forma tridimensional totalmente, observándose tal 

comportamiento en la figura 4_3f), llegando a una turbulencia cuasi-

homogénea isotrópica local.   

 

   4.2.5) Velocidad media en el eje normal,  (W) 
   Las fluctuaciones del perfil medio de velocidad en “z” en los diversos campos 

analizados se involucran en la Gráfica 4.6, donde se  observa una fluctuación 

creciente con la evolución de la turbulencia, llegando a sus valores máximos en 

una etapa de transición donde el chorro comienza a ser turbulento, para 

posteriormente decrecer  en los últimos campos analizados, campos 120 y 149, 
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y tener los valores máximos de las fluctuaciones en el interior del chorro que ha 

llegado a ser un chorro turbulento. 
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                      Gráfica 4.6 Campos de fluctuación de la velocidad media en el eje z, caso a). 
 

   4.2.6) Campos  de temperatura (T) 
   Dentro de las condiciones iniciales para el caso a), se presenta un perfil 

constante de temperatura, y el comportamiento del perfil se visualiza en la 

Gráfica 4.7, donde se presentan fuertes cambios respecto del perfil fijado en las 

fronteras del  perfil del chorro, ocasionado porque las condiciones de frontera 

en este caso no se adecuaron con exactitud en esta zona durante la 

simulación, lo que trae consigo posibles errores acumulados en este tipo de 

resultados, siendo más severo este comportamiento en los últimos campos 

analizados. De la Gráfica 4.8, que involucra los campos de fluctuaciones (T’) 

del perfil medio de Temperatura, el hecho de que en los primeros y en los 

últimos valores del eje “z” las fluctuaciones no aparezcan, es porque tienden a 

incrementarse, y producen una gráfica muy distorsionada en estas zonas, lo 

que remarca lo antes mencionado sobre las condiciones de frontera; pero lo 

que destaca de esta Gráfica 4.8 es que se tienen mayores fluctuaciones en la 

zona de los cortantes debido al intenso trabajo viscoso en estas zonas.  Puede 

notarse de la Gráfica 4.7, cómo el perfil de temperatura medio, en el campo 

149 tiene ligeros incrementos dentro del perfil del chorro respecto al perfil 

impuesto como condición inicial, lo cual se debe a que durante el desarrollo de 

la turbulencia se tiene un aporte de energía  por efecto de trabajo, ya que el 
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aire se calienta durante la evolución de la turbulencia debido a la presencia de 

fuerzas viscosas, y aunado con las variaciones de la velocidad en las distintas 

direcciones del chorro, existe transferencia de energía, adquiriéndose con esto 

incrementos en los valores de temperatura media en las últimas etapas de la 

simulación. 
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         Gráfica 4.7.Campos del perfil medio de temperatura T, caso a). 
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       Gráfica 4.8.Campos de fluctuación de la temperatura T, caso a). 
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4.3 Resultados para el caso b) 
 

   4.3.1) Velocidad media en el eje longitudinal, (U) 
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                     Gráfica 4.9. Campos del perfil  medio de velocidad en la dirección x, caso b)  
                                      
     Para el caso b), los campos que muestran el comportamiento de la 

velocidad media en dirección “x”, U, se encuentran en la Gráfica 4.9, en la cual 

se observa cómo la velocidad U se reduce de forma más rápida, 

comparándose con el caso  a). Esto se observa en el campo 120, que para el 

caso b) el máximo está por debajo del eje horizontal de la Gráfica 4.9 (eje z/Dj), 

y en la Gráfica 4.1 correspondiente al caso a) se encuentra por encima de 

dicho eje, y esto ocurre con tan sólo cambiar el perfil de temperatura dentro de 

las condiciones iniciales, que para el caso b) es de tipo lineal y no constante 

como en el caso a). Lo anterior sucede por la relación existente entre la 

viscosidad y la temperatura de un gas   (que en este trabajo es aire), que a 

mayor temperatura se tiene un mayor valor de viscosidad; y particularmente 

para el caso b), con la generación de un gradiente de temperatura debido al 

perfil de tipo lineal impuesto como condición inicial, se presentan zonas de 

mayor temperatura en el chorro lo cual provoca un incremento de la viscosidad  

y cambios en la densidad del aire, lo que induce valores menores de la 

velocidad de la línea central del chorro.  

 

      Pero cabe destacar, para el caso b), que por tener un perfil de temperatura 

lineal con una temperatura mayor por encima del chorro, la línea central 
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mantiene un rango de fluctuación en su ubicación tendiendo a permanecer en 

valores superiores de la escala del eje “z/Dj”. Lo anterior se ve al comparar las 

Gráficas 4.1 y 4.9 (caso a) y caso b), respectivamente), cómo en la Gráfica 4.9 

los máximos de los campos 120 y 149 tienden a estar por encima del valor 

z/Dj= 6 (que es la línea central del chorro), y esto es debido a las mayores 

velocidades que se poseen en esa zona por tener una temperatura mayor que 

en los primeros valores de la escala z/Dj; en tanto que en la Gráfica 4.1 los 

máximos de los campos 120 y 149 son muy próximos al valor de z/Dj=6  

guardando un rango de fluctuación menor que el presentado para el caso b). 

 

   En la Gráfica 4.10 se observa cómo el comportamiento fluctuante de U tiene 

mayor impacto dentro del chorro, y en especial en los últimos campos de 

análisis (campos 120 y 149), ya que para los campos anteriores no hay cambio 

significativo en dicho comportamiento respecto al presentado para el caso a), 

Gráfica 4.2. El efecto provocado al tener un perfil de temperatura de tipo lineal 

es lo que origina un gradiente de temperatura dentro del chorro que da como 

resultado un mayor gradiente de velocidades induciendo que las fluctuaciones 

aumenten. 
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     Gráfica 4.10. Campos de fluctuación de la velocidad media en el eje x, caso b) 
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   4.3.2) Índices de crecimiento del ancho medio del chorro 
   Como se puede observar en la Tabla 4_2, el caso b)  tiene un resultado 

satisfactorio respecto al experimental obtenido por Hussain & Clark  (1977) en 

el valor de η , lo cual es un indicador que el cambio de perfil de temperatura a 

uno de tipo lineal, no es factor para una inestabilidad del esquema numérico 

utilizado y proporciona una base más para la validación del código numérico.  

 

 

                  Tabla 4_2. Índices de crecimiento del ancho medio del chorro casos a), b) 

                           Fuente8  η δ  

DNS results   0.092 2.63 

Ramaprian & Chandrasekhara (1985)  0.110 -1.00 

Browne et al. (1983)  0.104 -5.00 

Thomas & Prakash (1991)  0.110 0.14 

Thomas & Chu (1989)  0.110 0.14 

Gutmark & Wygnanski  (1976)  0.100 -2.00 

Hussain & Clark  (1977)   0.118 2.15 

Este trabajo: Caso a)        (LES  2005) 0.121 -1.00 

Este trabajo: Caso b)        (LES  2005) 0.118 1.46 

                                                   y diversos estudios experimentales. 
 

 

   4.3.2) Velocidad media en el eje transversal, (V) 
   Los campos de velocidad media en dirección “y” se presentan en la Gráfica 

4.11. Se puede visualizar cómo dentro del chorro se alcanzan valores mayores 

para los primeros campos de análisis (campo 40), que los registrados para el 

caso a), Gráfica 4.4, lo que indica una más rápida tridimensionalización del 

flujo. Además se observa que las fluctuaciones de la velocidad V son más 

intensas para el caso b) que en el caso a), al comparar los campos 120 y 149 

de las Gráficas 4.11 y 4.4, casos a) y b) respectivamente. Lo anterior se 

corrobora al comparar las Gráficas 4.12 y 4.5, que presentan las fluctuaciones 

para los casos a) y b), respectivamente. 

 

   Sin embargo los últimos campos (campos 120 y 149) de la Gráfica 4.12 

mantienen valores menores que los presentados en la Gráfica 4.5, y esto es 

debido en gran medida a la presencia del perfil de tipo que genera un gradiente 
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de temperatura impuesto para el caso b) y que genera una disipación viscosa 

más rápida. 
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                    Gráfica 4.11. Campos del perfil  medio de velocidad en la dirección y, caso b). 
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                   Gráfica 4.12. Campos de fluctuación de la velocidad media en el eje x, caso b).    
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   4.3.3) Velocidad media en el eje normal, (W) 
   La Gráfica 4.13 involucra los campos de fluctuaciones de la velocidad media 

en dirección “z” para el caso b), que tomando de referencia a los campos 

presentados para el caso a), Gráfica 4.6, se  observan  fluctuaciones crecientes 

para los campos 120 y 140 del caso b) por encima de la línea central del 

chorro, en valores superiores a z/Dj=6, y esto se debe al perfil de temperaturas 

de tipo lineal. 

 

   Además, en las zonas próximas a los cortantes del perfil del chorro, en el 

caso b) se presenta un perfil de fluctuaciones menos suavizado que para el 

caso a), que presenta líneas suavizadas en el perfil de fluctuaciones cerca de 

los cortantes. 
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                       Gráfica 4.13. Campos de fluctuación de la velocidad media en el eje z, caso b). 
 

   4.3.4) Campos de temperatura (T) 
   Como se mencionó, dentro de las condiciones iniciales se tiene un perfil de 

temperatura asignado para cada simulación numérica, pero dicho perfil no se 

mantiene del todo constante a través de toda la simulación. El comportamiento 

del perfil  del tipo lineal de la temperatura media en los distintos campos para el 

caso b) se presenta en la Gráfica 4.14.  Puede notarse cómo en los primeros 

valores del eje “z/Dj”, para los últimos campos de análisis, existen variaciones 

similares respecto al perfil impuesto que las presentadas en el caso a), Gráfica 

4.7, lo cual manifiesta que las condiciones de frontera impuestas para el perfil 

de temperatura del caso b) de igual forma no se adecuaron con exactitud 
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dentro de la simulación.       Los campos de fluctuaciones T’ para el caso b) se 

ilustran en la Gráfica 4.15, en la cual se puede observar cómo se presentan 

valores mayores de fluctuación para el caso b) al compararse con los campos 

de la Gráfica 4.8 correspondientes al caso a). En el caso b) se generan 

gradientes de temperatura dentro del chorro que sumados a las perturbaciones 

impuestas en los cortantes, permiten la evolución de la turbulencia para este 

caso b) de una forma más rápida.   
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                                       Gráfica 4.14. Campos del perfil medio de temperatura T, caso b). 
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                               Gráfica 4.15. Campos de fluctuación de la Temperatura T, caso b). 
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4.4 Resultados para el caso c) 
   Debido a que los campos de U, V  y T presentan un comportamiento similar 

en la variación de sus perfiles a los mostrados en los casos a) y b), para este 

caso o c) solamente se muestra en la Tabla 4_3 los resultados arrojados en el 

análisis del crecimiento del chorro. Los valores de η  y de δ  de la relación 

lineal, estudiada para la zona autosemejanza,  que resultaron en análisis 

previos sobre el estudio de chorros turbulentos comparándose con los valores 

obtenidos de este caso c). 

 

       Tabla 4_3. Índices de crecimiento del ancho medio del chorro para resultados casos a), b), c), 

                           Fuente 8  η δ  

DNS results   0.092 2.63 

Ramaprian & Chandrasekhara (1985)  0.110 -1.00 

Browne et al. (1983)  0.104 -5.00 

Thomas & Prakash (1991)  0.110 0.14 

Thomas & Chu (1989)  0.110 0.14 

Gutmark & Wygnanski  (1976)  0.100 -2.00 

Hussain & Clark  (1977)   0.118 2.15 

Este trabajo: Caso a)        (LES  2005) 0.121 -1.00 

Este trabajo: Caso b)        (LES  2005) 0.118 1.46 

Este trabajo: Caso c)        (LES  2005) 0.131 -1.91 

                            y diversos estudios experimentales. 
 

   Aparentemente este caso c) presenta el mayor rango de diferencia en 

comparación con los datos experimentales de η , provocado principalmente por 

la implementación del perfil de temperatura de tipo hiperbólico generando los 

menores valores de temperatura en el interior del chorro. Las fuerzas viscosas 

se ven afectadas en su disipación, por lo que la transición a la turbulencia se 

presenta en una etapa de simulación mayor respecto a los casos a) y b), 

teniéndose el inicio de la zona de autosemejanza en el valor de x/D=4.7. En 

tanto que para los casos a) y b) es de  x/D=4.0  y  x/D=4.1, respectivamente. 

 

   Es importante señalar que existe una gran variación en el valor del origen δ , 

de los diversos estudios experimentales con los obtenidos en los casos a), b) y 

c); por lo que hacer una comparación resulta difícil. Esto se debe a que los 
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valores de los orígenes, δ , del chorro plano son fuertemente afectados por las 

condiciones de la boquilla utilizada (Stanley & Sarkar 2000), lo cual explica que 

estos valores varíen. 
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CAPÍTULO 5 
 

Conclusiones  
    

   A pesar de los progresos significativos en la ciencia computacional, los retos 

persisten en la exactitud de las simulaciones numéricas de un amplio espectro 

de la dinámica computacional. Dentro de estos retos se incluyen las áreas de la 

Simulación Numérica Directa (Direct Numerical Simulation, DNS) y la 

Simulación de Grandes Escalas (Large Eddy Simulation, LES) de la 

turbulencia. 

 

   En esta tesis se presentó la simulación de un chorro plano turbulento de aire 

en múltiples configuraciones, utilizando la alternativa de Simulación de Grandes 

Escalas (Large Eddy Simulation, LES). La alternativa LES resuelve las 

ecuaciones para las fluctuaciones de mayor tamaño, modelando el efecto de 

las pequeñas fluctuaciones sobre ellas. Para la discretización de las 

ecuaciones de Navier-Stokes se requiere la utilización de esquemas numéricos 

de interpolación de una alta precisión. Por tal motivo, como parte del esquema 

numérico utilizado se tiene la presencia de esquemas compactos de alto orden.  

 

   Los esquemas compactos de alto orden permiten tener una mejor 

representación de las escalas más pequeñas respecto a los tradicionales 

esquemas de bajo orden. Además, se logra una reducción, para cálculos 

prácticos, en la magnitud de errores numéricos los cuales tienen gran potencial 

para degradar la exactitud de la solución. Una ventaja adicional en el uso de 

estos esquemas radica en su fácil aplicación multidisciplinaria.   

 

   Para la simulación del chorro, se utilizaron condiciones de frontera de tipo 

periódico, que comúnmente se aplican en direcciones homogéneas en diversas 

simulaciones de flujos turbulentos. Adicionalmente, estas condiciones son de 

fácil implementación. 
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   El chorro plano turbulento simulado,  cuenta con un Mach de 0.5 y un número 

de Reynolds de 3000, presenta un perfil de velocidad en el eje longitudinal de 

tipo tangente hiperbólico para las tres configuraciones de esta tesis. Por otra 

parte, se tiene para cada caso un cambio en el perfil inicial de temperatura, 

presentándose un perfil constante (caso a), de tipo lineal (caso b) y de tipo 

tangente hiperbólico (caso c).  

 

    Para el tipo de chorro presentado, se tienen tanto predicciones de 

Simulación Numérica Directa (Direct Numerical Simulation, DNS) como 

diversos datos experimentales, para tener una validación del código numérico. 

Además, como parte de la validación de la estabilidad del esquema numérico, 

la utilización de diversos perfiles de las condiciones iniciales, estudiados en 

esta tesis, tiene la finalidad de recabar información sobre el comportamiento de 

los campos de las velocidades U, V y W y de la temperatura T a lo largo de la 

simulación, influenciados por las diversas configuraciones iniciales impuestas. 

 

   El caso a) resulta ser la principal prueba de validación del código numérico. 

Los resultados obtenidos muestran que los campos de velocidad media en el 

eje longitudinal, eje “x”, y de la velocidad media en el eje transversal, eje “y”, 

presentan un comportamiento de sus perfiles acorde al descrito en la teoría 

básica de la turbulencia de chorros planos.  

 

   Dentro del análisis del caso a), las fluctuaciones de la velocidad media en el 

eje “x”, U, presentan dos máximos característicos cercanos a los cortantes del 

chorro. Esto se presenta debido a que en esa zona se tienen los valores 

máximos del gradiente de velocidad U. Tales fluctuaciones disminuyen durante 

los últimos campos estudiados, debido a que el gradiente de la velocidad 

longitudinal media del chorro en dirección “x”, principal motor de la turbulencia,  

se reduce en valor,  que se manifiesta en el abatimiento de la velocidad de la 

línea central del chorro en el eje longitudinal.   

 

   Los campos de velocidad media en el eje “y”, V, presentan cambios bruscos 

de sentido a medida que la simulación se desarrolla. Lo cual es debido a una 

característica evolución tridimensional de la turbulencia, que es explicada en 
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esta tesis por medio de las etapas geométricas por las que atraviesan las 

estructuras turbulentas del chorro.  

 

   Las fluctuaciones de la velocidad W, registran los valores mayores en el 

campo 90, indicando que es en esta fase de la simulación donde se tiene la 

transición a la turbulencia.  

 

   Para los campos de temperatura las mayores fluctuaciones se presentan 

dentro del perfil del chorro en los últimos campos de la simulación. Estas 

fluctuaciones del perfil de temperatura se producen al tener un aporte de 

energía  por efecto de trabajo, provocado por la presencia de fuerzas viscosas. 

Y debido a las variaciones de la velocidad en las distintas direcciones del 

chorro, existe transferencia de energía, adquiriéndose igualmente con esto 

incrementos en los valores de temperatura media en las últimas etapas de la 

simulación.  

       

   En la simulación del caso b), se conserva para la velocidad longitudinal el 

perfil de tipo tangente hiperbólica del caso a), variando el perfil de temperatura 

pasando de uno constante a uno de tipo lineal (casos a) y b), respectivamente). 

Esto provoca que en el caso b) se genere un mayor gradiente de velocidades 

dentro del chorro induciendo que las fluctuaciones de U aumenten respecto a 

las del caso a), y que las fluctuaciones de la velocidad V tienden a disminuir en 

los últimos campos (campos 120 y 149) debido a que el perfil lineal de 

temperatura da lugar a una disipación viscosa más rápida que la registrada en 

el caso a). Por tal motivo, para el caso b) se presenta una tridimensionalidad de 

la turbulencia en un tiempo de simulación más corto. Aunque debe tenerse 

presente que para lograr el desarrollo de la turbulencia en cada caso, se 

agregan perturbaciones en las zonas de los cortantes del perfil del chorro. Las 

perturbaciones consisten en el producto de números aleatorios y de una 

fracción de amplitud de la velocidad del chorro, que para este trabajo es del 

10%.    

 

   Los campos de la velocidad W, para el caso b), presentan un perfil menos 

suavizado cerca de los cortantes respecto al del caso a), afectado por el 
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gradiente de temperaturas que a su vez provoca el mayor gradiente de 

velocidades en la zona de los cortantes. 

 

   Para el desarrollo del caso c), se tiene el mismo perfil de tipo hiperbólico para 

la velocidad U, pero se modifica el perfil de temperatura a uno de tipo tangente 

hiperbólica con los menores valores en el interior del perfil del chorro. Debido a 

que los campos de U, V y  T presentan un comportamiento similar en la 

variación de sus perfiles,  los gráficos mostrados corresponden solamente a los 

casos a) y b), presentando para el caso c) solamente una comparación 

numérica de los resultados con los registrados en la literatura, la cual se 

encuentra en el rango de valores de los datos experimentales. 

 

   Adicionalmente, para fundamentar los resultados de esta tesis, se 

compararon los índices de crecimiento del ancho medio del chorro, basados en 

la velocidad longitudinal y en el abatimiento de la velocidad de la línea central 

(z/Dj=6), Uc. El ancho medio del chorro representa la distancia de la línea 

central del chorro al punto en el cual la velocidad media longitudinal, U, es 

menor o igual a la mitad de la velocidad de la línea central registrada para cada 

campo. De acuerdo a predicciones de la teoría de chorros planos en esta zona 

se tiene una relación lineal, zona de autosemejanza, entre el ancho medio del 

chorro, D.C.L., y la coordenada longitudinal, x.  

 

   En términos prácticos, se tiene una comparación aceptable de los índices de 

crecimiento del ancho medio del chorro, para los casos presentados en ésta 

tesis respecto a los de estudios experimentales. Los números de Reynolds 

varían entre los diversos estudios experimentales y el de este trabajo. A pesar 

de esto, en la zona de autosemejanza, los valores de dichos índices se 

encuentran dentro del rango de datos experimentales. Destacan el caso a), 

cuyos resultados comparan muy bien con los obtenidos por Ramaprian & 

Chandrasekhara (1985) presentándose un 10% de diferencia en el valor de la 

pendiente  en la zona de autosemejanza de esta simulación respecto al del 

resultado experimental, y el caso b) que compara satisfactoriamente el valor de 

la pendiente de la zona de autosemejanza con el obtenido experimentalmente 

por Hussain & Clark  (1977). De forma general, los campos de velocidad de la 

 60



Capítulo 5 

línea central del chorro, para los casos a), b) y c)  son autosemejantes a x/h= 

4.0.  

 

   Las condiciones de frontera impuestas para el perfil de temperatura 

resultaron ser demasiado reflectivas. Esto trae consigo la generación de ruido 

en los extremos de dicho perfil de temperatura provocando una distorsión 

significativa en dicha zona. Aunque para este estudio no resulta de gravedad 

este inconveniente, debido a que el área de interés en el análisis es el centro 

del perfil del chorro, esto resulta ser un punto importante para trabajos futuros 

en la mejora y/o ampliación del modelo numérico utilizado.    

 

   Aunque el código utilizado es un primer intento para el estudio de un chorro 

plano turbulento utilizando la alternativa de simulación LES, los resultados 

muestran relativa eficiencia y exactitud, temporal y espacial del modelo 

computacional. Esto permite tomar en cuenta las simulaciones presentadas en 

la evaluación de futuros modelos para LES de chorros planos turbulentos. 
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