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Introduccion

En la segunda mitad del siglo diecinueve, el matemadtico alemén Georg
Cantor (1845 - 1918) dio origen a una nueva teorfa que revoluciond el estudio
de las matematicas: la Teorfa de Conjuntos. Pero ;jcémo surgié esta teoria?
JEn qué momento Cantor comenzé a tener visiones diferentes a las de los
matematicos de esa época? ;cudl fue el hecho que lo obligé a generar una
nueva teorfa? ;Con qué problemas se enfrent6 en el camino? Estas son las
preguntas que me guiaron a desarrollar esta tesis.

El tema central de la tesis es conocer cémo se originé la Teorfa de Con-
juntos, para ello es indispensable ver la transicion que hubo del anélisis
matemadtico a dicha teorfa; por lo que en el primer capitulo y de manera
panordmica, se incluye un poco de historia del analisis matematico, referente
a teoremas concernientes a la representacién de una funcién por una serie
trigonométrica. Posteriormente, se especifica la problemética matematica a
la que se enfrenté Cantor para poder generar la Teorfa de Conjuntos desde
una perspectiva general. Esto permite una apreciacién global del surgimiento,
a partir del andlisis, de la Teorfa de Conjuntos.

En el capitulo dos, se muestra la solucién al Teorema de Unicidad en
tres variantes, una de ellas es dada por el matematico alemén Eduard Heine
(1821 - 1881), otra variante es una dada por Georg Cantor, y la dltima es
una ampliacién del mismo teorema también dada por el creador de la Teoria
de Conjuntos. Por ltimo se incluye en este capitulo el Teorema de Unicidad
de una manera contemporanea del que se ofrece una demostracién propia.

El capitulo tres trata a los nimeros irracionales. Primero se habla sobre
un articulo publicado por Eduard Heine, en el que da algunas propiedades
de los nimeros racionales escritos como sucesiones; luego se incluye la teorfa

III



INTRODUCCION v

de nimeros irracionales de Cantor, ademds de algunos nuevos conceptos que
fueron necesarios para demostrar la ultima extensiéon del Teorema de Unici-
dad. Esta tltima versién del teorema se coloca en este capitulo debido a que
para su realizacién fue necesario definir a los nimeros irracionales; también
se dard una definicién alternativa del conjunto de nimeros reales que formulé
el matemdtico aleman Richard Dedekind (1831 - 1916) en 1872. El capitulo
tres concluye con el resultado que hoy en dia se conoce como el trabajo inau-
gural de la Teorfa de Conjuntos, un trabajo en el que Cantor demuestra que
los niimeros reales son no numerables.

El ddltimo capitulo estudia los niimeros transfinitos. Aunque éstos ya se
encuentran dentro de la Teorfa de Conjuntos, es importante conocer su origen
(que por cierto estd muy relacionado con el tercer capitulo) ya que es una
parte importante en la creacién de la Teoria de Conjuntos. Hago notar que
en los capitulos del dos al cuatro, se incluyen varias citas bibliogréaficas de los
trabajos de Cantor, en las que se ven las demostraciones de algunos teoremas
asi como muchos de los nuevos conceptos que generd, por lo que algunas de
estas citas pueden parecer un poco extensas, pero es preferible hacerlo de este
modo para una mayor comprension en el desarrollo de la Teorfa de Conjuntos.

Por 1ltimo se encuentran las conlusiones de la tesis, en las que, ademas
de tratar de responder a cada una de las preguntas que se plantean en la in-
troduccién, se resaltan los hechos més relevantes en el trayecto de la creacion
de la Teorfa de Conjuntos. Asi mismo, se seniala la linea que separa el analisis
matematico de la Teorfa de Conjuntos.

Al final de la tesis se incluyen seis apéndices, los cuatro primeros son tra-
ducciones al espanol de algunos trabajos de Cantor, sobre todo los que fueron
indispensables para la realizacion de esta tesis, los otros dos apéndices son
traducciones al espanol de los articulos de Eduard Heine que se mencionan
en este trabajo.

Antes de entrar de lleno al tema de la tesis considero importante men-
cionar que Georg Cantor no sélo fue el creador de la Teorfa de Conjuntos,
también escribié importantes articulos en otras dreas de la matemaética co-
mo: teoria de nimeros, andlisis matemaético, cdlculo de probabilidades, teorfa
de la medida, teoria de funciones. Ademads, también se dedicé a la filosofia.
Entre otras cosas, debido a su conflicto con el mateméatico aleman Leopold



INTRODUCCION %

Kronecker (1823 - 1891), Cantor estaba convencido de hacer efectiva la liber-
tad e independencia del individuo, por lo que quiso fomentar la formacién
de una sociedad de matemaéticos alemanes. Fue él quien dio el primer paso
hacia la constitucién de esa unién en nombre de la libertad cientifica. En la
Proclamacién de Heidelberg de 1889, hecha en ocasién del 62 Congreso de
la Medicina y las Ciencias Naturales de Alemania, hace el primer llamado
a sus colegas y el ano siguiente, se encuentra entre los firmantes cuando se
constituye la Unién de Mateméticos (18 de Septiembre de 1890). Desde el
dia de su fundacién Georg Cantor fue su presidente, ademés de ser el editor
de los Jahresberichtes (Informes anuales); antes de 1893 la sociedad le rindié
un homenaje por sus inspirados y tenaces esfuerzos para hacer realidad el
proyecto de la fundacién. Si bien, no pudo llevar a cabo su grandioso proyec-
to de la Unién Internacional de Matemdticos, fue decisivo su trabajo para
poner en marcha la idea y realizacién de los Congresos Internacionales de
Mateméticas.

Aunque Cantor fue victima de criticas y sufrié por el rechazo de su traba-
jo; en 1897 (ya con 52 anos de edad), ano en que terminan sus publicaciones,
comienza de manera acelerada el reconocimiento universal de su obra. En
este ano tuvo lugar en Zurich el primer Congreso Internacional de Mateméti-
cos. El reconocimiento que se le dio en esa ocasién fue general; aparte de una
exposicién a cargo del matemético francés Jacques S. Hadamard (1865-1963),
en la que present6 los conceptos de la Teorfa de Conjuntos como conocidos
e indispensables instrumentos de trabajo. Por los anos 1900, con cierto re-
traso, pero casi al mismo tiempo en que se dio el reconocimiento cientifico
a Cantor, llegaron también los honores del exterior tales como: su eleccién
como miembro honorario de la London Mathematical Society (1901) y de
la Sociedad Matematica de Cracovia, asi como corresponsal del R. Instituto
Veneto di Science, Lettere ed Arti (Venecia). También recibié la distincién
del doctorado honoris de la Universidad Christiana (1902) y la entrega de la
medalla Sylvester por la Royal Society (1904) y el doctorado honorario de
la Universidad de St. Andrews (1911). Cuando cumplié 70 anos de edad, se
esculpi6 su busto en marmol el cual fue colocado hasta 1928 en la escalinata
principal de la Universidad de Halle en Alemania. Cantor fallecié el 6 de
Enero de 1918.2

LCfr. Andrés Sestier, Diccionario Encilopédico de las Matemdticas, México, Mayo, 1981,
pdg. 158.
2Cfr. Andrés Sestier, op. cit., pig. 164.



Capitulo 1

El Origen

En este capitulo se analizardn algunos aspectos de la historia del analisis
matematico referente a los teoremas concernientes a la representacién de
una funcién mediante una serie trigonométrica. Después se desglosan los
problemas a los que se enfrenté Georg Cantor para lograr la creacion de la
Teorfa de Conjuntos. Las demostraciones de los teoremas se omiten aqui, sin
embargo, debido a que son relevantes para conocer cémo fue evolucionando
el pensamiento de Cantor se incluyen en los capitulos posteriores de la tesis.
Por lo tanto este capitulo sélo nos presenta los pasos que fue siguiendo Cantor
antes de desarrollar completamente su Teorfa de Conjuntos y sus nimeros
transfinitos.

1.1. Antecedentes en el Analisis

En el ano de 1822 el fisico francés J. B. Joseph Fourier (1768 - 1830)
mostré que funciones arbitrarias podian ser representadas analiticamente me-
diante series infinitas de funciones trigonométricas con coeficientes de un tipo
especifico (hoy conocidas como series de Fourier); es decir, que en el intervalo
(—m,m):

f(x) = ao + (arcosz+ bisenx) + (agcos2x + bysen2x) + ---

donde las constantes ag, a1, by, . .. satisfacen las ecuaciones
™
1
ap = iﬂ'ff(l’) dx,
-7

1



CAPITULO 1. EL ORIGEN 2

an =+ [ f(z)cosnadz,
o n>1
by =L [ f(z)sennzdz.

—T

Este descubrimiento abrié una nueva era de investigacién en andlisis.
Lejeune Dirichlet (1805 - 1859) continud el estudio de series de Fourier, in-
teresado en establecer esta teorfa con mayor rigor y claridad. Debido a que
Dirichlet expresé la suma de los primeros n términos de la serie de Fourier
de una funcién f en [—m, 7] como:

n

S, (f (x)) = (ax cos kx + brsenkz) = 1 ff

k=0

sen(nJr (t— m))
QSen (t—z)

dt

fue guiado a estudiar la existencia del limite, cuando n tiende a oo, de
h

integrales del tipo [ *<e
0

sennx f

i f (x) d, hoy conocidas cémo integrales de Dirichlet.

Lo que lo condujo a analizar el comportamiento de series trigonométricas,
principalmente las series no divergentes, ya que eran de dos tipos: condicional-
mente y absolutamente convergentes'; los matemdticos del siglo diecinueve
descubrieron que la convergencia condicional podia asumir muchas formas y
la, convergencia absoluta era sélo una.’

Utilizando las integrales anteriores, Dirichlet demuestra que la suma de
la serie de Fourier para f () es igual a 1 [f (z 4 0) + f (z — 0)] en cada pun-
to dentro del intervalo (—m,7) y a 3 [f (=7 4+ 0) + f (7 — 0)] para x = =£m;
siempre y cuando f (x) cumpliera ciertas condiciones (en la actualidad cono-
cidas como condiciones de Dirichlet). Estas condiciones pueden enunciarse
de la siguiente manera:

1T.a serie infinita Z an converge si existe el lim s, donde s, = ay +--- + a,.

n=1 n—00

La serie Z a, converge absolutamente si la serie Z |ay,| es convergente.
n=1 n=1
Se llaman series condicionalmente convergentes a las series que convergen, pero que no
convergen absolutamente.
2Cfr. Joseph W. Dauben, Georg Cantor -His Mathematics and Philosophy of the Infi-

nite, New Yersey, Princeton University Press, 1990, pédg. 7.
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1) f(x) es continua en [—m, 7|, con la posible excepcién de
un nimero finito de puntos en los que posee limites laterales (es
decir, en los puntos de discontinuidad la funcién tiene limite por
la derecha y limite por la izquierda) y ademds f () es monéto-
namente creciente o decreciente.

2) f(x) posee un nimero finito de méximos y minimos en el
mismo intervalo.

En 1829 Dirichlet publicé un articulo en el Journal de Crelle referido sélo
a aquellas funciones que satisficieran las condiciones anteriores. La aproxi-
macioén de Dirichlet es importante para el avance en el estudio de series de
Fourier, ya que Dirichlet fue el primero en establecer las condiciones sufi-
cientes 1) y 2), para la representaciéon de una funcién mediante una serie
trigonomeétrica.

Las condiciones de Dirichlet senalaron el punto a partir del cual Bern-
hard Riemann (1826 - 1866) comenzaria sus propias investigaciones sobre el
problema de Fourier.

1.1.1. La aproximacién de Riemann

La aproximacién que dio Riemann en su Habilitationsschrift, escrito en
18543, fue diferente a la de Dirichlet, ya que Riemann ademds de proceder
con series de Fourier como caso particular, trabajé con series trigonométricas

en general y fue el primero en enfatizar esta distincién®.

Asumiendo que una funcién dada era representable, Riemann comenzé
con las series trigonométricas de la forma:

3 Aunque el articulo no se publicé hasta 1868, dos afios después de la muerte de Riemann,
ya que Richard Dedekind lo consideré de gran importancia.

4La distincién entre series de Fourier y las series trigonométricas es que en las primeras,
los coeficientes ay,, b, estdn dados mediante las férmulas integrales de Fourier, mientras
que en las series trigonométricas los coeficientes pueden tomar cualquier forma.
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flz) = %bo+alsenx+bl cos T+ assen2x+bycos 2w+ - -, (1.1)°
y enfatizé que podria decirse que f(z) s6lo existe para aquellos valores donde
la serie converge. Si los coeficientes a,,, b, tienden a cero, entonces los términos
de la serie (1.1) convergen en todo un intervalo; o bien, la convergencia puede
ocurrir Unicamente para determinados valores de .

El elemento fundamental de la aproximacién de Riemann para el es-
tudio de series trigonométricas fue su introduccién de una funcién auxi-
liar F(x), la cual ademds de ser continua, es también uniforme y absolu-
tamente convergente. Para obtener esta funcién Riemann consideré la serie

trigonométrica Ag+ A+ As+- -+, donde Ay = %bo, A, = ap,sennx+b, cosnz,
posteriormente integré dos veces esta serie con respecto a x obteniendo:
C+C'z+ AgE — Ay — 22— 42 ... = F (z). Para hacer més claro el compor-

tamiento de la funcién F' (z), Riemann ofrecié tres lemas:®

“Lema 1: En el caso de que la serie (1.1) converja, entonces:

F(zt+a+p)—F(z+a—p)—F(z—a+B)+F(z—a—p)
4a
converge hacia el mismo valor de la serie, si o y 3 se vuelven

infinitamente pequenos de tal manera que su radio permanezca
finito.

Lema 2: F(z+20)+F(z—20)—2F(z)
! 2c0

se vuelve infinitamente pequeno mientras « llega a ser infinita-
mente pequeno.

Lema 3: Si se designa mediante b y ¢ a dos constantes ar-
bitrarias, la mayor por ¢, y mediante \(x) una funcion, la cual
jJunto con su primer cociente diferencial es siempre continua en-
tre b y c y se vuelve igual a cero en las fronteras, y cuyo sequndo
cociente diferencial no tenga una infinidad de maximos ni de mi-
nimos, entonces la integral:

°En lo sucesivo se utilizara esta numeracién propia, formada por dos nimeros dentro de
un paréntesis y separados por un punto, para senalar las ecuaciones que se usardn repeti-
damente. Esta notacién es diferente a la que utiliza Cantor para senalar sus ecuaciones y
que consta tinicamente de un nimero.

6Cfr. Bernhard Riemann, Gesammelte Mathematische Werke und Wissenschaftlicher
Nachlass, 2a ed., Editado por Heinrich Weber con la asistencia de Richard Dedekind, 1953,
Dover Publications, Inc. New York, N. Y., pdg. 245.
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[

,uu/F(a:) cos p(x—a)A(z)dx

b
finalmente se vuelve menor que cualquier magnitud dada, mien-

tras p crece infinitamente.”’

Posteriormente, Riemann escribié los tres teoremas que establecen las
condiciones necesarias para la representaciéon de una funcién por una serie
trigonométrica:

“Teorema 1: Si una funcion periddica f(x) con periodo 2w
debe ser representada mediante una serie trigonométrica, cuyos
términos eventualmente se wvuelven infinitamente pequenos para
cada valor de x, entonces debe existir una funcion continua F(x),
de la cual dependa f (x), tal que

F(z+a+pB)—F(z+a—B)—F(z—a+B)+F(z—a—p)

4ap
converja hacia f(x), si a y B se vuelven infinitamente pequenos
y su radio permanece finito. Ademds
C

,u,u/F(x) cos p(x—a)\(x)dx
b
debe volverse infinitamente pequeria con p creciente, cuando A(x)
y N(x) son cero en los limites de integracion y entre los mismos
son siempre continuas, y A" (x) no tiene una infinidad de mdximos
ni de minimos.

Teorema 2: Si por el contrario, estas dos condiciones se cum-
plen, entonces existe una serie trigonométrica en la cual los coe-
ficientes eventualmente se vuelven infinitamente pequenos, y que
en general representa a la funcion en donde converge.

Teorema 3: Sea b < x < ¢, y sea p(t) una funcion tal que
p(t) y p'(t) tengan el valor cero para t =b y t = c, y entre estos
valores sean p(t) y p'(t) continuas, p”(t) no tiene una infinidad de
mdzximos ni de minimos y que ademds, para t = x, sean p(t) = 1,

"Ver Bernhard Riemann, op. cit., pag. 246.
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p'(t) =0, p'(t) =0, pero que p"(t) y p'V(t) sean finitos y conti-
nuos; entonces la diferencia entre la serie Ag+ A1+ ---+ A, y
la integral

c 2n+41
dd sen—gzi(tzft)
o | F(t) 0% p(t)dt

b
eventualmente se vuelve infinitamente pequena con n creciente.

Entonces la serie Ag+ A1+ Ags+- -+ convergerd o no, dependiendo

de si

c ddsen@;r—l(x—t)

L[ p() 2 p(t)dt

2r dt?

b
se aproxima a un limite fijo con n creciente, o de si esto mo

sucede.”®

De los tres teoremas de Riemann, el primero esboza la condicién suficiente
y necesaria para la representacién de una funcién por una serie trigonométri-
ca; el Teorema 2 dice bajo qué condiciones existirfa una serie trigonométrica
tal que la suma pudiera ser de una funcién prescrita. El Teorema 3 da la
condicién suficiente y necesaria para que una serie trigonométrica converja a
un punto z en particular.’

Posteriormente Riemann encontré una solucién al problema de represen-
tar mediante series trigonométricas a las funciones discontinuas (aquéllas
con un ndmero infinito de oscilaciones en cualquier intervalo finito dado.)
Riemann mostré que tales funciones eran integrables algunas veces, incluso
aunque no fueran representadas por una serie de Fourier. Por otro lado, Rie-
mann anadié que aunque una funcién dada fuera totalmente imposible de
integrar en cualquier intervalo arbitrariamente pequeno, era posible que hu-
biera una infinidad de valores x en el mismo intervalo para los cuales la serie
trigonométrica (1.1) converge. Entre los problemas que encontré Riemann,
una pregunta era de particular interés: Dada una funcién representada por
series trigonométricas, ;existe s6lo una de tales series?

8Ver Bernhard Riemann, op. cit., pag. 251.

9Cfr. Joseph Dauben, Georg Cantor - His Mathematics and Philosophy of the Infinite,
1* ed., Cambridge, Harvard University Press, 1979 (reimpreso en Princeton, 1990), pag.
16.
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Recapitulando, Dirichlet encontré las condiciones suficientes para repre-
sentar funciones mediante series trigonométricas, pero Riemann encontré las
condiciones necesarias para la representacion, considerando ambos tipos, es
decir las condiciones necesarias y suficientes, quedaba establecida la existen-
cia de estas series, como es sabido dentro de los fundamentos matematicos
es necesario demostrar la existencia y la unicidad de las cosas, por lo que
después de Riemann, sélo restaba demostrar la unicidad de las series.

1.1.2. Eduard Heine y el Teorema de Unicidad

Heinrich Eduard Heine era profesor ordinario en la Universidad de Halle
cuando Cantor se convirtié en Privatdozent en esa universidad. Heine recono-
ci6 de inmediato la manera en la que en Cantor se conjugaban un espiritu
critico poco comin y una extraordinaria fantasfa. Heine estaba entonces tra-
bajando en problemas de andlisis y estaba completando un estudio sobre
series trigonométricas. En particular, en febrero de 1870, en su articulo: “Ue-
ber trigonometrische Reihen”!? (Sobre series trigonométricas), publicé el si-
guiente teorema acerca de la unicidad de la representacién de una funcién
por una serie trigonométrica (ver Apéndice E, pdg. 95):

“Teorema: Una funcion f(x), continua en general, no nece-
sariamente finita, se puede desarrollar sélo de una manera en
una serie trigonométrica de la forma:

f(x) = ao + (a1 cosx + bysenz) + (as cos 2z + bysen2z) + -+ (1.2)

st la serie estd sujeta a la condicion de converger en general
en un mismo grado. La serie representa a la funcion en general
desde —m hasta +m."!

0Ver Eduard Heine, Ueber Trigonometrische Reihen, Crelle’s Journal, Tomo 71, Halle,
Februar, 1870, pdg. 353. (Apéndice E, pdg. 95)
UVer Eduard Heine, op. cit., pag. 355. (Apéndice E, pag. 97)
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Es de importancia notar que con la expresién ‘converger en un mismo
grado’ Heine se refiere a la convergencia uniforme y con la expresién ‘en
general” quiere decir cualquier intervalo continuo con la posible excepcién de
un nimero finito de puntos.!?

El teorema de Heine invité a generalizaciones directas, aunque en el pé-
rrafo de apertura de su articulo enfatizé que las grandes mentes incluyendo a
Lejeune Dirichlet, Rudolf Lipschitz (1832 - 1903) y Bernhard Riemann habian
sido incapaces de resolver el problema de unicidad. La iniciativa de Heine de
estimular el interés de Georg Cantor en series trigonométricas fue decisiva y
lo animé a trabajar en la dificil cuestién: dada una funcién arbitraria repre-
sentada por una serie trigonométrica, ;la representaciéon es necesariamente
tnica? Cantor tomé este reto y estaba determinado a llegar lejos sin tomar
tantas restricciones como los enunciados en el Teorema de Heine, sin embargo,
esto hacfa mdas complicadas las cosas ya que para dar una solucién més general
eran necesarios nuevos conceptos.'?

1.2. La Problematica de Cantor

1.2.1. Primer problema: El Teorema de Unicidad y una
extension del mismo

Georg Cantor decidié tomar la cuestion de la unicidad de las series trigono-
métricas y para el ano de 1870, publicé en el Journal de Crelle un articulo
titulado: “Beweis, dass eine fiir jeden rellen Wert von x durch eine trigonome-
trische Reihe gegebene Funktion f(x) sich nur auf eine einzige Weise in
dieser Form darstellen lisst”'* (Prueba de que una funcién f(z) dada por
cada valor real de x mediante una serie trigonométrica, se puede representar
en esta forma de una manera tnica), en el cual pudo demostrar el teore-
ma de unicidad, pero con algunas restricciones, ya que supuso que la serie
trigonométrica en cuestién, era convergente para todos los valores de z.

12De esto se deriva el término ‘puntos excepcionales’

13Cfr. Joseph Dauben, Georg Cantor -His Mathematics and Philosophy of the Infinite,
New Yersey, Princeton University Press, 1990, pag. 31.

4Ver Georg Cantor, Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen
Inhalts, Berlin, 1932, pag. 80. (Apéndice A, pag. 71)



CAPITULO 1. EL ORIGEN 9

Cantor no se sinti6 conforme con la demostracién pues queria extender
la validéz del teorema a funciones no necesariamente continuas, por lo que
siguié investigando y un ano después, publicé una nota al articulo anterior,
titulada: “Notiz zu dem Aufsatze: Beweis, dass eine fiir jeden rellen Wert
von x durch eine trigonometrische Reihe gegebene Funktion f(x) sich nur
auf eine einzige Weise in dieser Form darstellen lisst”® (Nota al articulo:
Prueba de que una funcién f(z) dada por cada valor real de x mediante
una serie trigonométrica, se puede representar en esta forma de una manera
tnica). Esta nota, ademéds de simplificar un poco la prueba de 1870, daba
una extension del Teorema de Unicidad, en el que aseguraba que, incluso si
para un ntmero infinito de valores de z la representacién de la funcién o
bien, la convergencia de la serie no se verificaban, éste segufa siendo valido,
siempre y cuando el total de tales puntos excepcionales estuviera distribuido
de una manera especial.

Georg Cantor quedé intrigado al darse cuenta de que, atin con un niimero
infinito de excepciones para la representacion, el teorema siguiera siendo
valido. Fue entonces cuando se dedicé a estudiar méas a fondo estos puntos
excepcionales.

1.2.2. Segundo problema: La teoria de niimeros irra-
cionales. Nuevos conceptos y otra extensién del
Teorema de Unicidad

La dltima extensién del Teorema de Unicidad, se publicé en el ano de
1872 en su tratado “Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der
trigonometrischen Reihen”'® (Sobre la extensién de un teorema de la teorfa
de las series trigonométricas). Este tratado comenzé con una teoria de los
nimeros irracionales, debido a que en el siglo diecinueve, aunque ya se uti-
lizaban los nimeros reales, no habia una definicién exacta y rigurosa de los
mismos. Para que pudiera existir una nueva extensiéon del Teorema de Uni-
cidad, Cantor necesitaba una definicién de nimero real y algunos nuevos
conceptos, como fueron los puntos de acumulacién y los conjuntos derivados
de puntos.

15Ver Georg Cantor, op. cit., pdg. 84 (Apéndice B, pdg. 76).
16Ver Georg Cantor, op. cit., pdg. 92. (Apéndice C, pdg. 79)
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Con todas estas nuevas herramientas a su disposicién, Cantor logra es-
tablecer la demostracién de esta tltima extension del Teorema de Unicidad,
de la manera mas general posible. En esta prueba se eliminan todas las res-
tricciones que habia anteriormente.

1.2.3. Tercer problema: La no numerabilidad del con-
junto de los niimeros reales

Debido a que el Teorema de Unicidad seguia siendo vélido para un nimero
infinito de puntos excepcionales tomados en un sistema de puntos de v®™®
clase (ver §1.3, adelante), Cantor noté que la naturaleza del Teorema de Uni-
cidad estaba mas ligada a los puntos de la linea recta (es decir, los nimeros
reales) que a las funciones en si. Esto sucede porque lo primordial para la
demostraciéon de dicho teorema es determinar la manera en que se reparten
estos puntos excepcionales, quedando asi en segundo término las propiedades
de las funciones trigonométricas. Fue entonces cuando Cantor comenzé a es-
tudiar mds a fondo el sistema de los nimeros reales; Cantor sabia que los
racionales eran densos, pero no formaban un continuo como los reales, posi-
blemente en este momento comenzé a sospechar que habfa més irracionales
que racionales, pero no podfa encontrar nada para afirmar o negar este he-
cho. Fue asf que se dedic6 a investigar las propiedades de los niimeros para
diferenciar a los dominios discretos de los continuos, o bien para establecer la
diferencia clara entre los conjuntos infinitos numerables como los racionales
y los conjuntos continuos como los reales.

En 1874, publicé su trabajo “Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller
reellen algebraischen Zahlen”'" (Sobre una propiedad del sistema de todos
los nimeros algebraicos reales), en el cual demuestra que el conjunto de los
ntimeros reales es no numerable. Este es el primer articulo que Cantor escribe
para la Teoria de Conjuntos, aunque en ese momento el contexto en el cual
Cantor trabajaba no le permitia hablar de esta teorfa. Por esta razén se puede
pensar que éste es el trabajo de Cantor que origina la Teorfa de Conjuntos,
pero considero que esto no es del todo cierto, ya que cuando Cantor publicé su
articulo de 1871 considera, por vez primera, un conjunto de puntos (infinito
numerable) en conexién con el problema de la representacién unica de una

17"Ver Georg Cantor, op. cit., pag. 115. (Apéndice D, pag. 90)
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funcién mediante una serie trigonométrica, es a partir de este articulo que
¢l comienza a interesarse en el estudio de diversos conjuntos de puntos con
diferentes estructuras, como los niimeros reales y del mismo modo lo conduce
a generar una Teorfa de Conjuntos general.

1.3. Los conjuntos derivados de puntos de la
segunda especie (1879)

Como los conjuntos derivados de puntos son los que dan origen a los
nimeros transfinitos de Cantor, es importante estudiar su evolucién y por
consiguiente comprender su definicién. Para ello, es necesario conocer la
definicién actual de un punto limite o bien de un punto de acumulacién:

“Definicién: Un punto x es un punto de acumulacion del
conjunto A si para todo £ > 0 existe un punto a € A con |z — a| <
€ pero x # a.”!®

Ahora es posible dar un significado a la expresién ‘conjunto derivado’
de una manera sencilla. El conjunto de los puntos de acumulacién de un
conjunto de puntos A, es lo que Cantor nombré como el conjunto derivado
de puntos de A. Estos conjuntos derivados tienen la siguiente caracteristica:
si P’ es el conjunto derivado del conjunto original A, entonces P’ serd el
primer conjunto derivado de A; si P’ es nuevamente un conjunto de puntos,
se deduce de €l otro conjunto derivado de puntos P”, que se llama el segundo
conjunto derivado de A, y asf sucesivamente.

Es importante hacer notar, que para que exista un conjunto derivado
se necesita al menos una cantidad infinita numerable de puntos, es decir,
dependiendo de cudntos elementos haya en cada conjunto derivado de puntos,
se puede saber si existe un nuevo derivado o no, en el caso en que se tiene
una cantidad finita de puntos ya no puede obtenerse un nuevo conjunto
derivado. Por consiguiente dependiendo de cuantos conjuntos derivados tenga

18Ver Michael Spivak, Calculus -Cdlculo infinitesimal, México, Reverté Editoriales, 1998,
pég. 637.
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el conjunto A, es posible determinar si A pertenece a la primera especie o a la
segunda, esto es, que si A tiene un nimero finito v de conjuntos derivados (con
los conjuntos derivados distintos del conjunto vacio), donde el v*° conjunto
derivado de A tiene un ntumero finito de puntos, entonces A pertenece a la
primera especie y se dice que es de la v*™ clase. Pero si A tiene una infinidad
de conjuntos derivados (con cada conjunto derivado distinto del vacio) se dird
que A es de la segunda especie.

A manera de ejemplo, considérese el conjunto A = {% |neN }, el con-
junto de sus puntos limite serd A" = {0}, como A’ tiene un nimero finito
de elementos, ya no puede deducirse de A’ un nuevo conjunto derivado A”,
pues en este caso A” = @. Debido a que el conjunto A tiene un nimero
finito de conjuntos derivados se dice que A pertenece a la primera especie
y c¢cémo ademds A sélo tiene un conjunto derivado A’, se dice que A es de
la primera clase.!® Ahora consideremos el conjunto B = Q N [0, 1], en este
caso el conjunto de sus puntos limite es B’ = R, cémo B’ tiene una cantidad
infinita de puntos, puede deducirse de él un nuevo conjunto derivado B” = R
y asf sucesivamente, hasta obtener una sucesién de conjuntos derivados de B
que nunca termina: B =R, B" =R, B” =R,...,B"=R,...B* =R
Cémo B tiene una cantidad infinita de conjuntos derivados se dice que el
conjunto B pertenece a la segunda especie.

PRI

Una vez claro el significado de los conjuntos derivados de la segunda
especie es factible proseguir con nuestros intereses. Con la idea de numera-
bilidad en mente y la prueba de que los nimeros reales no son numerables,
Cantor retoma ideas como la de los conjuntos derivados de la primera es-
pecie y estudia sus propiedades. Con estos conjuntos derivados y tomando
en consideracién el simbolo “infinito”, generé los conjuntos derivados de la se-
gunda especie; sin embargo, Cantor afirmé que era posible encontrar érdenes
superiores a los de la segunda especie.

19Pyeden encontrarse otros conjuntos que sean de la primera especie pero no necesaria-
mente de la primera clase. Tomando el conjunto C' = {% + % | m,n € N}, se encuentra
que C' = {L | m e N}U{0} y C” = {0}. Ya que C tiene dos conjuntos derivados, se dice
que C' es de la segunda clase y que ademds pertenece a la primera especie.
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1.3.1. Los niimeros transfinitos

Los conjuntos derivados de la segunda especie se forman por todos los
conjuntos que tienen una infinidad de conjuntos derivados, al obtener un
conjunto derivado P>, se puede obtener un nuevo derivado que serfa P>*!
y de éste se forma un nuevo conjunto derivado P°°*2, etcétera. Cémo esta
sucesién de conjuntos derivados sigue indefinidamente, es decir no tiene un
tiltimo derivado, entonces se puede considerar un niimero que sea el mayor de
todos los 0o + n, este niimero se denota con 200 y de ahi nuevamente puede
obtenerse una sucesién infinita de nimeros que no tiene ultimo elemento:
200,20041,...,200+mn,.... Otra vez puede considerarse un niimero que sea
mas grande que todos aquéllos que estén incluidos en la sucesién anterior, este
nimero puede considerarse como 300 y de él se genera una nueva sucesion
infinita 300,300 + 1,.... Siguiendo este procedimiento puede obtenerse un
nimero de la forma 00> y de él formar una nueva sucesién co>, c0® +1, .. ..
Todos estos niimeros o sucesiones de nimeros, forman lo que Cantor nombré
como los nimeros de la segunda especie.?’

También puede considerarse el nimero {2, siendo el més grande que sigue
a todos los niimeros de la segunda especie, éste tltimo y sus sucesores son
los mimeros que corresponden a los mimeros de la tercera especie. Cémo
podemos ver éste nimero ) ya se encuentra en un orden superior a los de la
segunda especie.

Los conjuntos derivados de la segunda especie y de érdenes superiores son
los que dieron origen a los nimeros transfinitos de Cantor y por lo tanto a la
Teorfa de Conjuntos, pero Cantor no lo descubrié inmediatamente, de hecho
para él, los conjuntos derivados de la segunda especie y de 6rdenes supe-
riores, eran sélo simbolos para poder diferenciar y etiquetar a los conjuntos
derivados. Pasaron varios meses antes de que Cantor se percatara de que esos
sfmbolos eran niimeros existentes como los racionales.

20Todos estos nimeros de la segunda especie y de érdenes superiores a la segunda es-
pecie, se utilizan como superindices para designar diferentes conjuntos derivados, es decir,
denotan los conjuntos derivados de la segunda especie.



Capitulo 2

El Teorema de Unicidad

Veamos ahora cémo resolvié Cantor cada uno de los problemas a los que
se enfrent6 en el camino para la creacion de la Teorfa de Conjuntos. Como se
pudo ver en el capitulo anterior, el primero de estos problemas fue el Teorema
de Unicidad.

En el primer capitulo se menciona que Eduard Heine demostré una versién
del Teorema de Unicidad, esta versiéon se publicé dos meses antes que la
primera versién del teorema en cuestion de Georg Cantor. En mi opinién,
Eduard Heine y Georg Cantor de cierta manera estaban trabajando juntos,
apoyandose con ideas y sugerencias para la publicacion de articulos, al menos
en los que se refieren al Teorema de Unicidad. De hecho en el articulo de Heine
“Ueber trigonometrische Reihen”! (Sobre series trigonométricas) publicado
en 1870, Heine agradece a Cantor por haberlo motivado a realizar esta versiéon
del teorema en la que supone que para un numero finito de puntos no es
necesaria la convergencia uniforme. Debido a esto, considero que la primera
extension del Teorema de Unicidad de Cantor es més bien una extension del
Teorema de Unicidad de la versién de Heine.

Por lo anterior, aunque el orden crondlogico de las versiones del Teore-
ma de Unicidad seria: la versién de Heine, la versién de Cantor y por ul-
timo la extensiéon del mismo teorema dada por Cantor. Desde mi punto de
vista es mejor utilizar un orden légico para tener mayor comprensién en la
evolucion del Teorema de Unicidad, ya que con el orden légico iremos de la

'Ver Eduard Heine, op. cit., 353. (Apéndice E, pag. 95)
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demostracién més sencilla a la més compleja. Este orden légico es listado de
la siguiente manera: la versién de Cantor, la version de Heine y la primera
extension del teorema dada por Georg Cantor.

2.1. La versién de Georg Cantor

En Marzo de 1870 Cantor publicé su articulo: “Uber einen die trigonome-
trischen Reihen betreffenden Lehrsatz”? (Sobre un teorema concerniente a las
series trigonomeétricas) en el que demostré un teorema® que utilizé para la
demostracién del Teorema de Unicidad. El Teorema de Unicidad se publicé
en el Journal de Crelle en abril de 1870 (en el articulo: “Beweis, dass eine fiir
jeden rellen Wert von x durch eine trigonometrische Reihe gegebene Funktion
f(x) sich nur auf eine einzige Weise in dieser Form darstellen lisst”), a este
teorema lo enunci6 de la siguiente manera (ver Apéndice A, pég. 71):

“Si una funcion f(x) de una variable ‘real’ (reellen Verinder-
lichen) x estd dada mediante una serie trigonométrica conver-
gente para cada valor de x:

f(x) = by + (a1senx + by cos ) + (agsen2x + by cos 2z) + - - -
entonces no existe otra serie de la misma forma que también sea
convergente para cada valor de x y represente la misma funcion

f ( l‘).”S
Antes de hacer la demostracién Cantor hizo la siguiente observacion:

“...Primero subrayo que, como es comprobado en mi tratado
‘Uber einen die trigonometrischen Reihen betreffenden Lehrsatz’,
en una serie trigonométrica

2Ver Georg Cantor, Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen
Inhalts, Berlin, 1932, pag. 71.

3Teorema: Cuando para cada valor real de = entre los limites dados (a < x < b) el
lim(a, sennx + b, cosnx) = 0, entonces tanto lima, =0 como limb, = 0.

*Ver Georg Cantor, op. cit., pag. 80. (Apéndice A, pdg. 71)

®Cfr. Georg Cantor, op. cit., pag. 83. (Apéndice A, pag. 75)
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Ag+ A1+ + A+,
la cual es convergente para todos los valores de x en un intervalo
dado (que por cierto puede ser tan pequeno como uno quiera),
los coeficientes a,, b, se hacen infinitamente pequenos con un n
creciente...”®

Después de esto, condujo la demostracién de la siguiente manera:

“...Si ahora uno se imagina dos series trigonométricas, las
cuales son convergentes para cualquier valor real de  y toman el
mismo valor, y por lo tanto representan la misma funcién f(z),
entonces se deduce mediante sustraccion la una de la otra una
representacién convergente del cero para cada valor de x.

0=Co+Ci+--+Cp+-- (1)
donde Cy = %do, C, = cpsennx + d, cosnz y donde los coefi-
cientes c,, d, llegan a ser infinitamente pequenos con un n cre-
ciente, segin lo dicho ahora mismo. Con Riemann formo, de la
serie (1), la funcién:

Flz)=C5—Cr—...— = —. .. (2)
Es una funcién continua de z en la proximidad de cada valor de
x, la cual segin el Teorema 1 en el § 8 del tratado de Riemann:
“Uber die Darstellung einer Funktion durch eine trigonometrische
Reihe; Gottingen, 1867” (Sobre la representacién de una funcién
mediante una serie trigonométrica), tiene la caracteristica que
para cada valor de z el segundo cociente diferencial

F(z+a)—2F(z)+F(z—a)

se acerca al limite cero con un gzadecreciente.
Si fijamos estos dos datos para la funcién F(x):
I. Que sea continua en la proximidad de cualquier valor de z,
II. Que el limite de su segundo cociente diferencial sea igual
a cero para cada valor de x con un « decreciente,
entonces se puede deducir de eso, que F(z) es una funcién de
primer grado cx + ¢...”"

SVer Georg Cantor, op. cit., pag. 83. (Apéndice A, pdg. 72)
"Cfr. Georg Cantor, op. cit., pag. 81. (Apéndice A, pag. 72)
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Posteriormente Cantor argumenta que F'(x) es una funcién lineal® y aclara
que este argumento se lo comunicé el matematico alemén Herman Amandus
Schwarz (1843 - 1921) en Zurich. Luego retoma la demostracién del Teorema
de Unicidad como se muestra a continuacién:

“...De eso resulta para nuestra funcién F(z) (porque aqui se

8Cantor conduce la demostracién de la siguiente manera (ver Apéndice A, pag. 73):
“Sean cumplidas las condiciones I. y II. para una funcién Fj(z) de la variable real « dada
en un intervalo (a...b), y la primera en la proximidad de cada valor de z en el intervalo, la
segunda para cada valor intermedio z [para a < z < b], y tomando por ¢ la unidad positiva
o negativa, por x cualquier magnitud real, veamos la funcién

¢(@) =i{F (@) - Fi(0)- 2 (R 0) - F@)}-%@-ab-2).

De las presuposiciones sobre Fj (z) se deduce que ¢ (x) es continua en el intervalo
(a...b), y que el limite del segundo cociente diferencial de ¢ (z) es igual a x? para cada
valor intermedio de = con « decreciendo infinitamente; ademas ¢ (a) = 0, ¢ (b) = 0. Si por
eso denominamos

plta)=20(@) +p(x—-—a) con ¢(za),

entonces ¢ (z,a) es aproximadamente igual a y?a? para cada valor intermedio de x, con
« decreciendo infinitamente, o sea positivo y distinto de cero para valores de « suficiente-
mente pequenos. De eso se deduce que ¢ () no es positivo para ningtin valor de  dentro
del intervalo. Efectivamente, en los limites ¢ (x) = 0; si ¢ (z) fuera positivo para un va-
lor intermedio, entonces el maximo de los valores que puede asumir ¢ (x) también serfa
una magnitud positiva y seria alcanzado para por lo menos un valor intermedio xg de x;
entonces para valores suficientemente pequenos de « serfa

¢ (0 + @) — ¢ (z0) <0, (zo — @) — ¢ (20) <0,
por lo tanto también ¢ (z, a) < 0, mientras ¢ (z, ) es positivo para valores de « suficien-
temente pequenos. Luego para cada valor de x en el intervalo (a...b), para i = +1 y para
cualquier valor real de x
@ (x) < 0;
si en eso se deja que x llegue a ser infinitamente pequeno, entonces se deduce:

b—a

i{Fi (2) ~ Fi () = 522 (F () = Fi(a) } <0 parai = £1,

luego

Fi () = F1(a) + §=3 (F1 (b) — F1 (a)).

Luego bajo las presuposiciones hechas F(z) es una funcién entera de primer grado de

z.”
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puede ampliar el intervalo como se desee) la siguiente forma valida
para todos los valores de z: F(xz) = cx + ¢, y por eso se tiene
para cada valor de x
Co—cx—c=Cr+ 2+ +& 4.
Primero se deduce de la periodicidad del lado derecho, que tanto
¢ = 0 como también Cy = dQ—O = 0 y por eso se mantiene la
ecuacion
—c’:01+%+---+f—;+--- . (3)

La serie a la derecha es de esta forma, que, con un ¢ dado, se
puede indicar un nimero entero m, asf que, si n > m, el resto R,
respecto a su valor absoluto es mds pequeno que ¢ para todos los
valores de x [es decir la serie es “uniformemente convergente”].

Por eso se puede integrar la ecuacién (3) después de multipli-
carla por cosn(z — t)dx miembro por miembro de —m hasta +;
el resultado es

cpsennt + d,, cosnt =0

donde por t se entiende cualquier magnitud real; entonces se tiene:
¢, = 0,d, = 0, mientras que ya antes se dedujo que dy = 0...”?

Como puede verse, Cantor toma dos diferentes series trigonométricas de
la forma (1.2), que representen a la misma funcién f(z), restando estas
dos series obtuvo la serie que representa al cero (para Cantor la ecuacién
sefialada con (1)). Luego usando el tratado de Riemann Cantor formé la
funcién I (z) = Gy —Cy— -+ — % — -+, que es continua en la proximidad
de cada valor de x y ademds, para cada z el valor del segundo cociente
diferencial de la funcién se acerca a cero mientras a disminuye sin limite.
Con estos dos datos Cantor demuestra que la funcién es lineal, por lo tanto
tiene la forma F'(z) = cx + ¢. Sustituyendo F'(z) en la serie y despejando
se obtiene: Co%5r — cx — ¢ = Cl—i-%—l—-”—i—g—gjL---; debido a que C; +
% + 4 %’; + =0 (C"se”m:f" cosnt) tiene un periodo de 27, entonces
también Cy%" — cx — ¢’ debe tener periodo 27, lo que sélo es posible cuando
¢ =0y Cy = 0. Entonces queda la ecuacién —c’:C’1+%+---+%+---
cuyo lado derecho converge uniformemente; entonces después de multiplicar
la expresion anterior por cosn (z — t) , el resultado se integra de —m hasta m,

9Ver Georg Cantor, op. cit., pdg. 83. (Apéndice A, pdg. 74)
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obteniendo c,sennt + d,, cosnt = 0 donde ¢ es cualquier nimero real, por lo

que ¢, = 0,d, = 0.

Para esta versién del Teorema de Unicidad se pide que la funcién sea
continua en todo el dominio, por lo que la demostracién tiene una restriccién.
Esto ocasiona que esta prueba sea la mas sencilla de todas. Sin embargo, como
se menciona al inicio de este capitulo, Eduard Heine ya habfa publicado otra
versién del teorema en febrero de 1870, una que prescindia de la continuidad
de la funcién.

2.2. La version de Eduard Heine

En esta versién del teorema, Heine supone que existen algunos puntos
en los que la serie no converge o bien que la representaciéon de la funcién
mediante la serie no es cero en esos puntos. Pero esta versiéon todavia tiene
una restriccién, que las discontinuidades ocurran solamente en un nimero
finito de puntos. Eduard Heine en su articulo “Ueber trigonometrische Rei-
hen”1% (Sobre series trigonométricas), redacté su Teorema de Unicidad de la
siguiente manera (ver apéndice E, pag. 95):

“Teorema. Si una serie trigonométrica
(a.) f(z) = 2ao + (a) cosz + bisenz) + (ag cos 2z + bysen2z) + - - -

desde —m hasta +m converge en general en un mismo grado y
representa generalmente al cero, lo cual no presupone que tenga
un valor finito ahf donde no desaparece, entonces todos los coefi-
cientes a y b deben desaparecer, y por lo tanto la serie representa
al cero en todas partes.”*

0Ver Eduard Heine, Ueber trigonometrische Reihen, Crelle’s Journal, Tomo 71, Halle,
Februar, 1870, pag. 353. (Apéndice E, pdg. 95)
"Ver Eduard Heine, op. cit., pdg. 355. (Apéndice E, pag. 97)
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Hago notar que en este enunciado, Heine se refiere a la convergencia
uniforme como “converge en un mismo grado” y con la palabra “en general”
quiere decir que dentro del dominio dado puede existir un nimero finito de
valores que no cumplen con la convergencia uniforme.

Es importante resaltar que lo primero que hace Heine en su demostracion
es dar las conclusiones a las que llegard, cuando se enlazan las dos partes en
las que divide la demostracién del teorema:

“...Se puede demostrar primero que una serie trigonométrica,
si converge en general, pertenece a aquéllas en que los miem-
bros para cada valor de x finalmente se hacen infinitamente pe-
quenos, tal como indica la expresiéon en el §. 7, P. 25 del tra-
bajo de Riemann “Uber die Darstellung einer Funktion durch
eine trigonometrische Reihe” (Sobre la representacién de una fun-
ci6n mediante una serie trigonométrica). Solamente es necesario
mostrar esto para una serie de cosenos y para una serie de senos
por separado; pues la suma o la diferencia de dos series conver-
gentes en mismo grado en general es igual a una serie de la misma
caracterfstica, y ya que x recorre los valores desde —7 hasta +m,

entonces las series con el n®**° miembro
ancosnx+b,sennz, ancosnx —b,sennx
son, seguiin nuestra suposicién, ambas uniformemente convergentes

en general.
Para demostrar ahora que en la serie de cosenos
%ag + aicosx + ascos2x + ...

a, con n creciente decrece bajo cualquier magnitud ¢ dada ain
m4ds pequena, se eliminan, como en el §. 2, los puntos criticos. Sea
pq, entonces, algiin tramo continuo, de modo que, si s6lo se dan
a x valores que pertenecen a pq, la serie converge ahi en mismo
grado, es decir, n puede tomarse tan grande, que para ésta y una
n més grande todas las x pertenecientes al tramo pq hacen el
miembro a, cosnxr < €. Ahora si n es tan grande que = < pq,
entonces para por lo menos un valor entero de m, seguramente
r = " pertenecerd a la linea pq, o sea a,, cosnz, es decir a,, debe

estar situado debajo de e.
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Sucede de manera similar con la serie del seno; para la demostra-

. : 2m+1
cién se tiene que poner en este caso x = %...”12

Una vez que Heine dejo claro que la suma de una serie de senos con
una serie de cosenos, ambas uniformemente convergentes y por consiguiente
en donde en ambas los coeficientes tienen como limite al cero, dan como
resultado una serie trigonométrica uniformemente convergente en la cual los
coeficientes eventualmente llegan a ser cero, llevé a cabo la demostracion de
este teorema en dos partes. En la primera parte prueba que para una serie
de senos los coeficientes son cero:

“...Sea la serie de senos
bisenx + bysen2x + bysen3x + - - -

convergente en mismo grado en general e igual a cero; zg, x1, 23,
... x, ordenadas segin su magnitud, deben representar 0, 7 y las
abscisas positivas de los puntos criticos, con lo cual es indistinto,
si xgy x,, es decir 0 y 7, pertenecen o no a éstos. Puntos criticos
son aqui aquéllos en los cuales o la serie no desaparece o en sus
alrededores ésta no converge en mismo grado.

Si o representa algiin nmimero entero de 1 hasta 7, y si se
integra la ecuacion

> bpsennz =0

segin x, y los limites de integracién estdn incluidos entre x,_ 1 y
Z,, entonces es valido intercambiar la integral de la suma por la

suma de las integrales; se tiene por lo tanto
cosnr—cosnz __
> b, cosnzocosnz — ()

n
si z representa alguna constante que, tal como z, esté situada

entre Tp_1 y Ty... 3

Eduard Heine consideré una serie de senos uniformemente convergente
en cada subintervalo continuo (x;,z;41) con i = 0,1,...7, acomodando los
puntos criticos z; de menor a mayor, sin importar si los extremos del intervalo
dado (es decir 0 y ) son puntos criticos o no. Posteriormente, integré la serie
de senos en cada uno de los subintervalos continuos:

12Ver Eduard Heine, op. cit., pag. 357. (Apéndice E, pag. 99)
13Ver Eduard Heine, op. cit., pdg. 357. (Apéndice E, pag. 99)
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“... No es posible resolver la serie anterior como la diferencia
de dos partes, de las cuales una incluye sélo a x, la otra sélo
a z, pues no se ha demostrado que cada parte converge para si
misma. Pero la serie converge en mismo grado tal como aquélla
que resulté por la integracién, siempre y cuando x permanezca
dentro de sus limites. Por lo tanto, con una segunda integracion
dentro de los mismos limites, se puede dejar que la sumatoria
suceda a la integracién. De tal modo resulta

an(sennac;zsennz o (SC o Z)M) = 0.

n

Los miembros b, disminuyen a cero con n creciente; por lo

tanto, las series con el n“*"° miembro
sennx sennz
n p2 > n p2 >

son incondicionalmente (absolutamente) convergentes, y de la
ecuacion precedente se deduce que también la serie con el nime
miembro b, "™ es convergente e igual a una constante, que es
k, o mejor dicho, k,. Si se pone

nse:;mw = F(ZL’),

y ¢, también representa una constante, entonces, por lo tanto,
se tiene

F(z) = > 0,°99" = ¢, + ak,, (1,1 < < 1,)..7H

Debido a que ¢, y k, son constantes y como x no tiene ninguna potencia,
Heine encuentra que F'(x) es una funcién lineal. Posteriormente determina
los valores de las constantes para lo cual hace uso de la funcién de Riemann,
pero procediendo con dos diferentes criterios:

“... a) Primero, comprender que la ecuacién anterior es vélida
para los limites x = x,_; e incluso * = z,, ya que F(z) es una
serie absolutamente convergente y el lado derecho es una funcién
lineal de z. Por lo tanto, para todos los puntos zg,x1,...x, se
obtienen 7+ 1 ecuaciones dobles en F'(z), o sea, 7 — 1 de la forma

14Ver Eduard Heine, op. cit., pdg. 358. (Apéndice E, pag. 100)
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F(x,) = o + Toks = Coy1 + Tokoin 0<o<T)
yparazg =0y z, =7

F(flfo) =0= Cy,
F(z,)=0=c, + 7k,.

b) En segundo lugar uno puede servirse del teorema que Rie-
mann formula y demuestra rigurosamente en el trabajo menciona-

do arriba, segin el cual
F(z+a)+F(z—a)—2F(x)

con « volviéndose siempre inﬁnq;tamente pequeno. Si se coloca
aquf z, para z, entonces x + «, con « positiva, se sitia entre xz,,
Yy Zs11, por el contrario, x — « entre x,_1 y x,. Se tiene por lo
tanto
F(z, + a) = o1 + (o + @)kgi1,
F(z, —a) =c; + (5 — @)ky,
2F (24) = (CotToko)+(Cor1+Tokort),

y después de la substituciéon de estos valores por el teorema de
Riemann

kg — k0+1‘7, 15

Después de probar que todas las constantes son iguales, Heine concluye
esta parte de la demostracién argumentando que la serie de senos es ab-
solutamente convergente, con lo cual los coeficientes b,, son cero para toda
n:

“... Ya que ahora se ha hallado que todas las £ son idénticas
entonces se sigue de a), que igualmente todas las ¢, es decir ¢; = 0,
se vuelven idénticas. De aquif resulta que k, = 0, al ser ¢, + 7k, =
0; por tanto, toda k es igual a cero, asi como toda c. Por lo tanto
desaparece la serie absolutamente convergente

F(z) = Y by, e
para toda x desde 0 hasta 7, de modo que toda b desaparece, y
por lo tanto la parte del Teorema III. que se refiere a la serie del
seno estd probada...”!

15Ver Eduard Heine, op. cit., pag. 358. (Apéndice E, pdg. 100)
16Ver Eduard Heine, op. cit., pdg. 359. (Apéndice E, pag. 101)
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En la segunda parte de la demostracién, Heine también prueba que para
una serie de cosenos los coeficientes llegan a ser cero:

“...para una serie de cosenos
Tap+Y_ a, cosnx (n>0)
en la cual las letras z,0, 7, ¢, k tienen un significado similar para
la serie de cosenos tal como en el parrafo anterior para la serie de
senos. Ademds se pone
_ cos nx
F(r) =32 an 3%, (n>0).
Una doble integracion, si x y z estan situados entre z,_; y T,
b Y
proporciona la ecuacion

%CL()(ZL’ _ 2)2 _ Zan(cosnmn—zcosnz + mn;zsennz) — 07

es decir
F(z) = ¢, + 2k, + Laga?, (Te1 < T < T).

Esta ecuacién debe ser vilida atin en los limites x,_1 y x,, de
modo que, por otro lado, se obtiene un sistema de ecuaciones

1. .2 _ 1.2

CotToko+ 40T, = Cor1+Tokoi1+ ;00T

o, después de quitar el mismo miembro, como en el §. 4 segin a)

Co + Toky = Coi1 + Tokoy, O<o<T)....7

Ahora Heine considera la serie de cosenos uniformemente convergente en
cada subintervalo continuo (x;,x;+1) con i = 0,1,...7, e integra dos veces
la serie de cosenos en la que nuevamente los limites de integracion estaban
dados por los puntos criticos. Luego retoma los dos criterios que dio para
la serie de senos y deduce de manera similar que las constantes son todas
iguales a cero, con lo que se obtiene que todos los coeficientes a,, de la serie
de cosenos son cero:

1"Ver Eduard Heine, op. cit., pag. 359. (Apéndice E, pdg. 101)
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“... Como en el §. 4. segun b) resulta
ki=ky=..=k,
y de esto
1 =0 = ...=0Cry

también desde x = 0 hasta r =7
F(z) = c+ka+ jagz?,
donde ¢ y k designan las mismas constantes en todo el intervalo.
Para determinarlos hay que notar que la serie para F'(x) converge
absolutamente, que también existe la ecuacién:

an _ %foﬁ F(z)cosnxdx = %(%ag cosnm — 2ksen

n? 2 2%)

Si se emplea el valor hallado de a,, en la serie de cosenos da-
da, entonces se comprende inmediatamente que ella no converge,
mientras que la suma, sin embargo, en general debe ser cero, si
no ag y k, y por lo tanto toda a desaparece, con lo cual se da la
demostracién del Teorema III...” ' (ver pdgina 17 anterior)

Esta demostraciéon de Heine es de gran importancia ya que Georg Cantor
utiliza la mayor parte de ella para las dos versiones posteriores del Teorema
de Unicidad, una de las cuales es la siguiente (ver § 2.3), la otra versién del
teorema se vera en el capitulo tres (ver § 3.2.2).

2.3. Primera extension del Teorema de Uni-
cidad

En 1871, Cantor publicé una nota de su articulo: “Beweis, dass eine fiir
jeden rellen Wert von x durch eine trigonometrische Reihe gegebene Funk-
tion f(x) sich nur auf eine einzige Weise in dieser Form darstellen lisst”!?,

18Ver Eduard Heine, op. cit., pag. 360. (Apéndice E, pdg. 102)
YVer Georg Cantor, Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen
Inhalts, Berlin, 1932, pag. 80. (Apéndice A, pag. 71)
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la nota se tituld: “Notiz zu dem Aufsatze: Beweis, dass eine fir jeden rellen
Wert von x durch eine trigonometrische Reihe gegebene Funktion f(x) sich
nur auf eine einzige Weise in dieser Form darstellen lisst”*® (Nota al articu-
lo: Prueba de que una funcién f(x) dada por cada valor real de z mediante
una serie trigonométrica, se puede representar en esta forma de una manera
unica). En esta nota, ofrecié una simplificacién (en la cual recibié la ayuda
de Leopold Kronecker) de la prueba del Teorema de Unicidad, pero lo mas
importante de este articulo, es que Georg Cantor ofrecié la primera genera-
lizacién del Teorema de Unicidad (ver Apéndice B, pég. 76).

“Dada una representacion del valor cero, vdlida para cada va-
lor de x, es decir convergente, mediante una serie trigonométrica
(1), entonces los coeficientes c,,d,, de esta representacion son

cero.”?!

Cantor hizo la demostracién de este teorema como sigue:

“..Sea ... x_1,x0,21,... la sucesién infinita de valores de =,
para la cual o termina la convergencia de la serie (1) o la parte
derecha toma un valor distinto de cero, y los z, estdn sujetos a la
restriccion de existir solamente en intervalos finitos y en nimero
finito, entonces se deriva del articulo que la funcién ahi denomi-
nada F'(x) es igual a una funcién lineal k,x + [, en cada intervalo
(Ty ... Tys1), y sOlo resta exponer la identidad de esta funcién
lineal, para poder aplicar en el articulo las otras conclusiones a

F(z), las cuales llevan a la desaparicién de los coeficientes ¢,
7 ?
d 922

Para la demostracién Cantor tomé una sucesién infinita de puntos excep-
cionales, con estos valores formé intervalos abiertos en los que, como sucede
en el articulo anterior de Cantor: “Bewets, dass eine fiir jeden rellen Wert
von x durch eine trigonometrische Reihe gegebene Funktion f(x) sich nur

20Ver Georg Cantor, op. cit., pdg. 84. (Apéndice B, pdg. 76)
21Ver Georg Cantor, op. cit., pdg. 85. (Apéndice B, pdg. 77)
22Ver Georg Cantor, idem. (Apéndice B, pag. 77)
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auf eine einzige Weise in dieser Form darstellen lisst”??, existe F(z) que es
una funcién lineal con la cual se llega a la prueba de que los coeficientes de
la serie trigonométrica son cero. Por lo tanto solamente tenfa que demostrar
que esta funcién lineal es la misma en cada uno de los intervalos (x,, z,.1).
La prueba para la identidad de la funcién la condujo de la siguiente manera:

“... Esta prueba de la identidad se hace para cada dos fun-
ciones vecinas k,x+1,, k,11x+1,11 y con eso para todas, mediante
el mismo procedimiento que el sefior profesor Heine introduce en
una cuestion andloga en el tratado “Ueber trigonometrische Rei-

hen”, volumen 71, péagina 353 de esta revista (Crelles Journal),
924

El procedimiento de Heine al que se refiere Cantor es la parte de la
demostraciéon del Teorema de Unicidad en la que se determina el valor de
las constantes, es decir, cuando Eduard Heine encuentra que todas las cons-
tantes son cero (ver § 2.2, arriba).

“... s0lo se tiene que tomar en consideracion la continuidad de
la funcién F(x) y el segundo teorema de Riemann en su trata-
do (Riemann: “Uber die Darstellung einer Funktion durch eine
trigonometrische Reihe”, tratado de la Sociedad Cientifica de
Gottingen, volumen 13) para el valor z,.; de x; se encuentra:

F(varl) = kvx'qul + lv y

ZTy+1(kvt1—ko)Hotr1—lvtalkyt1—ky) 0
@ - I

lim

que s6lo es posible, cuando k, = kyi1 v ly = lyp1..." %

23Ver Georg Cantor, op. cit., pdg. 80. (Apéndice A, pag. 71)
24Ver Georg Cantor, op. cit., pdg. 85. (Apéndice B, pag. 77)
25Ver Georg Cantor, idem. (Apéndice B, pag. 77)
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De manera general, la diferencia esencial entre las dos versiones ante-
riores del teorema, es que Eduard Heine hace la prueba del teorema para
un nimero finito de puntos excepcionales, mientras que Georg Cantor la
hace para un nimero infinito de estas excepciones, con lo que el resto de la
demostracion es bédsicamente la misma que da Heine. Las discontinuidades
que consideré Cantor, solamente podian presentase en subintervalos acota-
dos (a,b) dentro del dominio dado y ademds s6lo ocurria una cantidad finita
de estas excepciones dentro de cada uno de los subintervalos (es notable que
cada subintervalo sélo tiene dos excepciones que son las fronteras del inter-
valo, pues estos puntos determinan cada subintervalo continuo dentro del
dominio.) Asi puede concluirse que esta versién del teorema es una exten-
sién del Teorema de Unicidad tanto de la primera versién de Cantor, como
también de la version de Eduard Heine.

Cabe notar que en este articulo de 1871 “Notiz zu dem Aufsatze: Be-
weis, dass eine fiir jeden rellen Wert von x durch eine trigonometrische Rei-
he gegebene Funktion f(x) sich nur auf eine einzige Weise in dieser Form
darstellen lisst”?° Cantor escribié: “... Esta ampliacién del teorema de ningu-
na forma es la tltima; he logrado una extensién mucho mayor que también
se basa en procedimientos estrictos, la cual comunicaré en otra ocasién...”?’
Por lo tanto, cuando éste se publicé Cantor ya tenfa en mente la segunda
extensién del Teorema de Unicidad (publicada en el articulo: “Uber die Aus-
dehnung eines Satzes der Theorie der trigonometrischen Reihen;” aqui ver
§3.2.2, adelante), posiblemente sélo faltaba que la escribiera de una manera
rigurosa.

2.4. Version contemporanea del Teorema de
Unicidad

Para cerrar este capitulo se muestra la versiéon actual del Teorema de
Unicidad, aunque hoy en dia este teorema no tiene el mismo auge que en el
siglo diecinueve, sigue siendo importante. Desafortunadamente en los libros
actuales de andlisis matemadtico o series trigonométricas, s6lo se menciona la
unicidad como una caracteristica que se cumple al representar una funcién

26Ver Georg Cantor, op. cit., pdg. 84. (Apéndice B, pdg. 76)
2TVer Georg Cantor, op. cit., pag. 86 (Apéndice B, pag. 78)
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mediante una serie trigonométrica, pero no existe el Teorema de Unicidad
como tal, ni su demostracién actual. Debido a que el Teorema de Unicidad
ya se demostré hace mucho tiempo, se da como un corolario del siguiente
teoremas

“TEOREMA. (i) Si a0+ > (apcos nx + bosen nz)  (2.1)
n=1
converge en todas partes a cero, la serie desaparece idéntica-

mente; esto es, todos sus coeficientes son 0.
(ii) Mds generalmente, si (2.1) converge en todas partes a una
funcién integrable f(z), entonces (2.1) es

% ag + (aycosx + bysenz) + - - - + (a,cos nx + bysen nx) + - - -.

Donde z es una variable real o compleja, los coeficientes ag, aq, by, . ..
son independientes de = y los términos de (2.1) son todos de pe-
riodo 27.”%8

Ahora veamos el corolario del inciso (i) del teorema anterior, que en la ac-
tualidad es el equivalente al Teorema de Unicidad con el cual trabajé Cantor
y del que propongo la siguiente demostracion:

“COROLARIO. Si dos series trigonométricas convergen en
todas partes a la misma suma, entonces las dos series son idénti-

cas; esto es, los correspondientes coeficientes de ambas series son

los mismos.”??

Demostracién. Sean f(z) = 3¢ + Y (chcosnz + dysennz) y
n=1

[e.9]
f(x) = 290 + Y (gn cosnaz + hy,sennx) dos series trigonométricas que con-
n=1

vergen en todos los puntos del intervalo a la misma suma y que representan
a la funcién f(z). Restando término a término ambas igualdades se obtiene

BVer A. Zygmund, Trigonometric Series, Cambridge, Cambridge University Press,

1993, pag. 326.
BVer A. Zygmund, fdem.
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F(@) = £@) = (e = g0) + 3 [(cn = ga) cosna + (d — by )senna].

Nombremos fi(z) = f(z) — f(z) = 0, ap = ¢o — Go, Gn = Co — Gn' ¥
b, = d, — h,,, entonces se tiene que

fi(z) = tag + Y (an cosnz + bysennz) (2.2)

n=1

Debido a que f(x) converge uniformemente, f(z) es continua asi como
también el lado derecho de la igualdad. Por lo tanto también (2.2) es continua,
entonces se puede integrar término a término ambos lados de la igualdad (2.2)
de —m a m:

[ fi(z)dz = Lao [ dz + i (an [ cosnzdz +b, [ sennzdr)

n=1

s
Como senz es una funcién impar, entonces [ sennzdx = 0.

Ahora, .

™

s
[ cosnzdr = Lsennz | = L (sennm — sen (—nw)) = Zsennt = 0, ya que

S

—r -7
sennm =0 Vn € N.
Por lo que se tiene que:

ffl Jdz = 3ap x| = 2ao(m — (—m)) = 30027 = aom

Entonces ag = = ffl Ydz, pero fi(z) = f(z) — f(z) =0, ..ag=0.

Ahora, multiphcando (2.2) por cos kx para k > 1 e integrando término a
término de —7 a m:

}fl (x) cos kxdr =

Zag [ coskaxdr + Y (ay [ coskx cosnzdx + b, [ cos kzsennazdz)

n=1
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™
Ya sabemos que ag = 0, = Lao [ cos kzdz = 0.

—Tr
Usando una identidad trigonométrica, se obtiene:

[ coskx sennzdx = 5 [ sen (n+ k) xdx — —fsen n—k)xdr =0

—T —Tr —T
Osin#k

Por otra parte, [ coskz cosnadr = { . 7
o msin==k

Ya que para el caso en que n # k, por la identidad trigonométrica:
cos ma cosnz = 3 [cos (m +n) x + cos (m — n) z], se tiene que:

[ coskxcosnxzdr = [ 5 [cos (k+n)x + cos (k —n)a]de =

;[f cos (k + n) xdz + fcos(k—n)xd:v] =

—T —T

2

L [Hlnf cos udu + ﬁf Cosvdv} =

%{Fsen(k‘+n)a§ | +isen(k—n)ax T} =

%{Hin[sen(k—i-n)w—sen(k%—n)( ™)+ 5 [sen (k —n) 7 — sen (k —n) (—

Que es igual a cero debido a que senz es una funcién impar, por lo tanto
tiene la propiedad de que f () = —f (—x).

Por lo que sélo nos queda

f fi(z) cos kxdx = aym, y despejdndo obtenemos que

= lffl Jeoskzdr = 0 ya que fi(z) = f(z) — f(x) = 0. Por lo

tanto a = O Vk € N.
Debido a que £ = n y lo anterior se cumple para toda k, entonces a,, = 0

Vn € N.

Se procede andlogamente para encontrar b,, primero se multiplica (2.2)
por senkx para k > 1 y luego se integra término a término de —7 a m:

)]}
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} fi(z)senkxdr =

Lao [ senkzdr + Y (a, [ senkx cosnzdz + b, [ senkzsennzdz)
— n=1 - -7

Ya se mostré que ag =0 y que a,, = 0, por lo que sélo nos interesa:

m 0 si k
f senkxsennxdr = { Sl, n#
Tsin=k

E;rntonces -
[ fi(z) cos kzdx = by, por lo que b, = L [ fi(z)senkzdz =0, ya que

nuevamente fi(x) = f(z) — f(z) = 0. Por lo tanto ar =0 Vk € N.
Como k = n y lo anterior se cumple para toda k, entonces b, =0 Vn € N.

Debido a que by = 0 y que by = cg — gg, se tiene que 0 = ¢y — go. Por
lo tanto ¢y = go.
Andlogamente se llega a la conclusién que ¢, = g, asi como también

dy, = h, VYneN.

Entonces las dos series trigonométricas son la misma. Por lo tanto la
representacién de una funcién por una serie trigonométrica es tunica.



Capitulo 3

Los Numeros Reales

En 1870 Hermann Hankel (1839 - 1873) public6 un articulo en el que in-
clufa el “Principio de condensacién de singularidades”, este principio consiste
en crear funciones discontinuas en todos los puntos racionales de un dominio
definido. Este principio de Hankel y el articulo de Cantor de 1871 fueron el
punto de partida para una profunda prueba del Teorema de Unicidad, pero
sobre todo fueron una importante gufa en la mente del creador de la Teoria
de Conjuntos.

Cantor ya habia mostrado que la funcién de Riemann F(z) era idénti-
ca en dos intervalos separados por una singularidad? zy, pero ;Qué pasaria
si fuera permitido un nimero infinito de tales puntos excepcionales dentro
del intervalo («, 3)? El teorema de Bolzano-Weierstrass garantizaba que al
menos existia un punto de condensacién® en cualquier vecindad que tuviera
un nidmero infinito de puntos singulares x,. Si habfa sélo un punto de acu-
mulacién 2’ en (a, 3), considerando el intervalo («,z’) se podia tomar un
subintervalo propio (s, t) que tuviera sélo un nimero finito de puntos excep-
cionales z, (de otro modo habria un punto limite en (s,t) contradiciendo la

suposicién de que 2’ era el tinico.)?

LCfr. Joseph Dauben, Georg Cantor - His Mathematics und Philosophy of the Infinite,
New Jersey, Princeton University Press, 1990, pdg. 36.

2Aquf una singularidad representa lo mismo que un punto excepcional o punto de
excepcion.

3En esto, un punto de condensacién es equivalente a un punto de acumulacién o punto
limite.

4Cfr. Joseph Dauben, op. cit., pag. 36.

33
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El articulo de Cantor “Notiz zu dem Aufsatze: Beweis, dass eine fiir jeden
rellen Wert von x durch eine trigonometrische Reihe gegebene Funktion f(z)
sich nur auf eine einzige Weise in dieser Form darstellen lisst”® garantizaba
que para todo (s,t) con un mimero de singularidades z,, estrictamente finito,
F(x) era lineal e idéntica en cada intervalo (s,t). Como F(z) era continua,
los puntos s y t podian acercarse arbitrariamente a « y ' respectivamente
por lo que F'(x) era lineal en (a, 2’). El mismo argumento era valido si existia
un nimero finito de tales puntos de condensacién xg, x1, ..., z,. Entonces el
Teorema de Unicidad era posible incluso para un nimero infinito de puntos
de excepcién, distribuidos de esta manera especifica. Si éste fuera el caso,
es decir, que existiera un ndmero infinito de estos puntos en («, 3), nue-
vamente por el teorema de Bolzano-Weierstrass, existia al menos un punto
de condensacién entre la infinidad de z!. Suponiendo que sélo habia uno de
tales puntos de acumulaciéon z”, segufa como antes, que sélo podia ocurrir un
mimero finito de puntos ) en cualquier subintervalo (s, t) de («, 2”). En estos
subintervalos nuevamente F'(x) es lineal. Este argumento podia extenderse a
cualquier nimero finito de veces.b

Cantor tenfa muy clara la idea, pero describir tal procedimiento de ma-
nera clara y rigurosa no era tan sencillo, ya que necesitaba desenredar y
explicar los diferentes niveles de singularidades condensadas en intervalos
que estaban situados unos dentro de otros. La solucién més factible era pro-
ceder aritméticamente, sin embargo, para ello era indispensable una teoria
rigurosa de los niimeros reales, lo que también originaba una dificultad, re-
ferente a la diferencia entre el continuo aritmético de nimeros reales y el
continuo geométrico de puntos en una linea. Con todo esto encima, Cantor
noté que antes de dar cualquier otra extensiéon del Teorema de Unicidad,
existian muchos problemas importantes que debian ser resueltos.

En el articulo: “Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der
trigonometrischen Reihen”™ (Sobre la ampliacién de un teorema de la teorfa
de series trigonométricas) publicado en 1872, Cantor comunicé la iltima
extensién del Teorema de Unicidad; pero para poder dar esta extension, fue
necesario determinar nuevos conceptos.

®Ver Georg Cantor, op. cit., pag. 84. (Apéndice B, pag. 76)

6Cfr. Joseph Dauben, op. cit., pag. 36.

"Ver Georg Cantor, Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen
Inhalts, Berlin, 1932, pag. 92. (Apéndice C, pdg. 79)
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3.1. Heine y los irracionales

En octubre de 1871 Eduard Heine publicé su articulo “Die Elemente der
Functionenlehre”® (Los elementos de la teorfa de funciones) en el Journal
de Crelle. Este articulo se compone de dos partes, la primera trata sobre
numeros y la segunda parte sobre funciones. En la introduccién de su articulo,
Heine explica que pudo llevar a cabo este trabajo gracias a las ideas que
otros le comunicaron verbalmente, sobre todo el matematico aleman Carlos
Weierstrass (1815 - 1897). Por otro lado Heine agradece al Sr. Cantor por su
colaboracién en la redaccién del trabajo y por sus ideas para introducir los
nimeros generales mediante series numeéricas.

Aqui hay que hacer la siguiente observacién. En este articulo, Heine no da
una definicién rigurosa de los nimeros irracionales, en la introduccién explica
como se llega a los irracionales y después simplemente dice que existen. Lo
interesante del articulo para nuestro tema es la primera parte, relacionada
con los nmimeros racionales y a las operaciones entre ellos (ver Apéndice F,
pag. 108). Es importante resaltar que cuando Eduard Heine dice la palabra
‘niimero’, se refiere a los nimeros reales, pero también de vez en cuando se
refiere a los racionales (con la inclusién del cero) como casos especificos. El
articulo de Heine comienza con una serie de definiciones sobre los nimeros
escritos como sucesiones, por lo que en esta seccién sélo se citaran las defini-
ciones y teoremas que son relevantes para nuestro objetivo:

“1. Definicion. Serie numérica es una serie de niimeros ay, as,etc.,
an,ete., si para cada nimero 7 dado lo més pequeno que sea, pero
diferente de cero, existe un valor n que provoca que a, — a1,
permanezca debajo de 1 para todo entero positivo v.

2. Definicion. Toda serie numérica en la cual los nimeros
a,, que tengan indice n creciente, decrezcan bajo cada magni-
tud definible, se llama serie elemental.”®

8Ver Eduard Heine, Die Elemente der Functionenlehre, Crelle’s Journal, Tomo 74,
Halle, October, 1871, pdg. 172. (Apéndice F, pdg. 108)
9Ver Eduard Heine, op. cit., pdg. 174. (Apéndice F, pag. 110)
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En esto, Heine se refiere a las sucesiones convergentes a cero como ‘series
elementales’ (con lo que se puede observar que aunque Heine escribe ‘series
numéricas’ realmente se refiere a sucesiones de nimeros), después define las
operaciones elementales entre series numéricas, es decir, la suma, la resta, la
multiplicacién y la divisién entre dos sucesiones numéricas (para la divisién
pide que la serie que estd como denominador no sea una serie elemental,
ver Definicién 2. arriba); luego determina la igualdad entre dos sucesiones
numeéricas diciendo que si el resultado de la resta entre las dos sucesiones es
una serie elemental entonces las dos series son iguales.

En el pérrafo siguiente, Eduard Heine introdujo las series numéricas aq, as,
as, ... como indicaciones encerrandolas entre corchetes [aj,as,as,...] y las
nombré nimeros generales o indicaciones numéricas denotédndolas con letras
mayusculas, es decir, [a1, as,as,...] = A, concluyé este parrafo con la defini-
cioén de la igualdad, la desigualdad en més y en menos entre series numéricas,
ademads agregé que si a una indicacién numérica se le quitan algunos térmi-
nos en nimero finito, la serie permanece invariable. En el tercer parrafo de
su articulo, Heine ofrece las indicaciones (+, —, -, +) que indican las opera-
ciones elementales entre series numéricas y definié el valor absoluto de una
indicacién numérica como la sucesién de los valores numéricos en vez colocar
la sucesion de las indicaciones. En el cuarto pérrafo introduce el limite de
una sucesion numérica:

“1. Definicion. Si existe para nimeros (racionales) aq, as, etc.
un numero (racional) U de tal naturaleza que U — a, con n
creciente, decrece con cada valor definible, entonces se dice que
U es el limite de las a.

1. Teorema. Si los miembros de la serie numérica aq, as, etc.
poseen un limite (racional) U, entonces U es también la indi-
cacién perteneciente a la serie ay, as,etc.

3. Definicion. Si A es una indicacién numérica determinada, y
A — B decrece, siendo n creciente, con cada indicacién numérica
asignable, entonces se dice que A es el limite de B.

2. Teorema. La indicacion numérica A es el limite de los
miembros a de la serie a la cual pertenecen.”!’

0Ver Eduard Heine, op. cit., pdg. 178. (Apéndice F, pdg. 114)
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El péarrafo cinco del articulo de Heine se titulé ‘Los ntimeros irracionales
de 6rdenes arbitrarios’, pero aqui no se hace una definicién rigurosa de los
nimeros reales; simplemente Heine toma como caso particular a los niimeros
racionales para introducir distintos érdenes que pueden llegar a tener los
nimeros generales:

“Indicacion. Los nimeros generales, cuando también llegan a
ser racionales en casos especiales, deben ser llamados niimeros
irracionales de primer orden. Tal como fueron formados estos
nimeros irracionales de primer orden A a partir de los racionales,
asi también, a partir de éstos, se pueden formar nuevamente irra-
cionales de segundo orden A’, y, a partir de éstos, irracionales
de tercer orden A”, etc. Los irracionales del orden m + 1 serdn
sefialados con A,

Lo irracional, sin importar el orden, se opone a lo racional.
El hecho de que existen niimeros irracionales, de que tampoco
todas las magnitudes A" pueden ser nimeros racionales, sera
mostrado en la seccién B, §.3, Corol.2.

Teorema. Las irracionalidades del m +
nuevas, sino que concuerdan con aquéllas de primer orden.

265YM0 orden mo son

»11

Al parecer lo que dice Heine es, que al considerar esos casos en que los
nimeros reales son racionales, a esos nimeros racionales se les puede llamar
nimeros irracionales de primer orden y asegura que mediante los irracionales
de primer orden, pueden formarse irracionales de segundo orden, a partir de
estos se pueden formar nimeros irracionales de tercer orden y asi sucesiva-
mente hasta llegar a los irracionales de orden m + 1. Se observa que Heine en
ningin momento explica cémo pueden obtenerse entos nimeros irracionales
de distintos érdenes, pero si aclara que no todos los irracionales de orden
m + 1 son mimeros racionales.

En este articulo de Heine existe una teoria de los niimeros reales pues
la mayor parte del articulo se refiere a los nimeros reales y a la aritmética
bésica entre ellos, aunque en ninguna parte se ve la definicién rigurosa de los
mismos. Lo mds importante de este articulo con respecto a nuestros intereses,

"UVer Eduard Heine, op. cit., pag. 180. (Apéndice F, pag. 116)
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es la manera en que Heine define a los niimeros como series numéricas, ya que
Cantor toma estas series numéricas para introducir los niimeros irracionales.

3.2. La teoria de niimeros irracionales de Can-
tor

El articulo de Cantor “Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theo-
rie der trigonometrischen Reihen”'? (Sobre la extensién de un teorema de
la teoria de las series trigonométricas) publicado en 1872, comenzé con el
desarrollo de una teorfa de los nimeros reales, para ello Cantor tomé como
base a los nimeros racionales (incluyendo el cero) y los nombro el sistema A
(ver apéndice C, pag. 79):

“...Se encuentra una primera generalizacién de la nocién de
magnitud numérica en el caso en que mediante una ley se ha
obtenido una serie infinita de nimeros racionales

1,02, .y Qs - - . (1)
construida de tal manera que la diferencia a,.,, — a, se hace
infinitamente pequena a medida que n crece, para cualquier
ndmero entero positivo m, o en otros términos, que con ¢ (posi-
tivo, racional) tomado arbitrariamente se tiene un niimero n; tal
que |Gpim — an| < &, 8si m > ny y si m es un nidmero entero posi-
tivo tomado arbitrariamente. Esta propiedad de la serie (1) la
expreso asi: ‘la serie (1) tiene un limite determinado b’...” 1

Cantor escribié que con esta palabra de limite s6lo queria argumentar
una propiedad de la sucesién y no otra cosa; posteriormente agregé: “... como
ligamos la serie (1) con un signo particular b asi también hay que asignar dife-
rentes signos b, V', b, ... a diversas series de la misma especie...”'* Para poder
ver las propiedades que cumplian tales sucesiones, procedié de la siguiente
manera:

12Ver Georg Cantor, Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen
Inhalts, Berlin, 1932, pdg. 92. (Apéndice C, péag. 79)

13Ver Georg Cantor, op. cit., pdg. 92. (Apéndice C, pdg. 80)

4Ver Georg Cantor, op. cit., pag. 93. (Apéndice C, pdg. 80)
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“...Sea una segunda serie
ay,ab, ... al oo (1)
que tenga un limite determinado b, se encuentra que las dos se-
ries (1) y (1’) tendran constantemente una de las tres relaciones
mutuamente exclusivas: o bien 1. a,, —a/, se hace infinitamente pe-
queno a medida que n crece, o bien 2. a,, —a), a partir de un cierto
n permanece més grande que una magnitud positiva (racional) e,
o finalmente 3. a, — a,, a partir de un cierto n permanece més
pequeno que una magnitud negativa (racional) —e. En el caso de

la primera relacién escribo
b=1"0,

en el caso de la segunda b > b’ y en el caso de la tercera b < b'.

Asimismo, se tiene que si una serie (1) tiene un limite b, no
tiene con un numero racional ¢ m&ds que una cualquiera de las
tres relaciones siguientes. O bien 1. a,, — a se hace infinitamente
pequeno al aumentar n, o bien 2. a, — a, a partir de un cierto
n es siempre mayor que una magnitud positiva (racional) €, o
finalmente 3. a,, — a a partir de un cierto n permanece inferior a
una magnitud negativa (racional) —e. Para expresar la existencia
de estas relaciones, escribimos respectivamente:

b=a, b>a, b<a.

En el parrafo anterior vemos lo que hoy en dia se conoce como la propiedad
de la tricotomia para los niimeros reales. Cantor denoté con la letra B a la
totalidad de las magnitudes numéricas b, la unién de este sistema B con A,
el sistema de los nimeros racionales, forma un nuevo sistema de nimeros en
el que Cantor define las operaciones elementales:

“...Por las convenciones precedentes se pueden extender las
operaciones elementales efectuadas con nimeros racionales a la
unién de los dos sistemas A y B. Sean en efecto b, b y b" tres
magnitudes numéricas del sistema B, las férmulas

5Ver Georg Cantor, op. cit., pdg. 93. (Apéndice C, pdg. 80)
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b+ b = b”, by = b//7 5 =
sirven para expresar entre las series correspondientes a los 3 niimeros
/ /!
b, V', b
ay, ag, ...
!/ /!
ay, ay, ...
" "
a/l’ a/2’ DY

respectivamente las relaciones

lim(a, + a,, — al’) =0, lim(a,al, — al’) =0,

n

z an "\ __ / 16
lim (E —a > =0 para a,, # 0...

Lo anterior no es otra cosa que las definiciones de las operaciones bési-
cas (suma, multiplicacién y divisién) entre nimeros reales. Ademds, Cantor
escribié que cuando uno o dos de los tres nimeros pertenecen al sistema
A, también existen definiciones semejantes para las operaciones algebraicas
elementales, es decir, también pueden realizarse las operaciones bédsicas con
ntimeros racionales y algin niimero irracional. Posteriormente Cantor decide
hacer uso nuevamente de extensiones y forma una generalizacion de la nocién
de niimero:

“...El sistema A ha dado origen al sistema B, asimismo los dos
sistemas B y A reunidos dardn origen por el mismo procedimiento
a un nuevo sistema C'. Sea en efecto una serie infinita

bi,ba, ... by, .. (2)

de nimeros elegidos en los sistemas A y By que no pertenecen to-
dos al sistema A, estando esta serie constituida de tal forma que,
bp+m — by se hace infinitamente pequena a medida que n crece,
cualquiera que sea m, esta condicién por las definiciones prece-
dentes, se puede concebir como algo perfectamente determinado,
diré que esta serie tiene un limite determinado c. Las magnitudes
numéricas ¢ constituyen el sistema C...”17

16Ver Georg Cantor, op. cit., pdg. 94. (Apéndice C, pdg. 81)
1"Ver Georg Cantor, {dem. (Apéndice C, pdg. 82)
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Aqui Cantor intenta construir nuevos sistemas de mimeros, pero cémo
puede verse, los sistemas subsecuentes a B serdn siempre iguales al mismo
sistema B, debido a que A C B entonces AU B = B que viene siendo el
sistema C'. Cantor comenté que las definiciones de igualdad, de mayor que
y de menor que, asi como las operaciones elementales entre magnitudes de
alguno de los sistemas, son andlogas a las definiciones anteriores. Después
continué haciendo extensiones sobre magnitudes numéricas:

“...El sistema C' y los que le preceden, producen de manera
andloga un sistema D, éstos a su vez otro sistema £ y asf sucesi-
vamente; mediante A de estas operaciones (considerando la ope-
racion por la cual se pasé de A a B como la primera) se llega a
un sistema L de magnitudes numeéricas. Si se recuerda la sucesiéon
de las definiciones dadas para la equivalencia y la desigualdad en
méds o en menos de estas diferentes magnitudes numeéricas y para
las operaciones elementales que permiten pasar de un sistema al
otro, tendra lugar la misma relacién con los que preceden, excep-
tuando el sistema A, de manera que podra siempre igualarse una
magnitud numérica [ a una magnitud numérica k, i, ..., ¢, b, y
reciprocamente...” !

En esta parte del articulo, Cantor hace la siguiente afirmacién: “... la no-

cién del niimero, por muy desarrollada que esté aqui, trae consigo el principio
de una extensién necesaria en ella misma y absolutamente infinita...” ! Tam-
bién hace algunas observaciones sobre los sistemas subsecuentes al sistema

B:

“...Parece legitimo, dada una magnitud numérica, en el sis-
tema L, utilizar esta expresién: es una magnitud numérica, un
valor o un limite de A" especie, de donde se ve que empleo en
general las expresiones magnitud numérica, valor y limite en el
mismo sentido.

18Ver Georg Cantor, op. cit., pdg. 95. (Apéndice C, pdg. 82)
Y9Ver Georg Cantor, {dem. (Apéndice C, pag. 83)
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Una ecuacién F(1,I,...,1®)) = 0 formada por los nimeros
L,U,...,1%) mediante un nimero finito de operaciones elemen-
tales, aparece precisamente en la teorfa en cuestién, como la ex-
presion de una relaciéon determinada entre p+ 1 series A veces in-
finitas de nimeros racionales; estas series son producidas por las
series simplemente infinitas que definen en primer lugar las mag-
nitudes 1,7, ...,1%), se les obtiene reemplazando en las primeras
los elementos por las series que los definen y tratando de la misma
manera las series asi obtenidas que en realidad serdn doblemente
infinitas y continuando este proceso hasta que no tenga uno frente
a sf mds que nimeros racionales...”?"

Lo que Cantor dice es que debido a la manera en que se han formado las
sucesiones de nimeros tomadas en alguno de los sistemas, en el fondo siempre
vamos a tener una sucesién infinita numerable?! de nimeros racionales. Una
vez que quedo establecido este sistema de niimeros de una manera aritmética,
Cantor traté de definirlos sobre una linea recta:

“...Los puntos de una linea recta estdn determinados cuando
tomando como base una unidad de medida, se indican sus distan-
cias, abscisas desde un punto fijo 0 de la linea recta con el signo
+ 6 —, segin que el punto en cuestion se encuentre en la parte
positiva o negativa (fijada de antemano) de la recta a partir de
0.

Si esta distancia tiene un cociente racional con la unidad de
medida, se le expresa por una magnitud numérica del sistema A;
en el caso contrario si el punto es conocido mediante una cons-
truccién, siempre se puede imaginar una serie

1,09, ..., 0n, .. (1)
que realiza las condiciones enunciadas en el §1 y que tiene con la
distancia en cuestiéon una relacion tal que los puntos de la recta,
a los que se refieren las distancias a1, as, ..., a,, ..., se aproximan
en el infinito al punto por determinar, a medida que aumenta n.

20Ver Georg Cantor, idem. (Apéndice C, pag. 83)
21Cuando Cantor dice una sucesién simplemente infinita, realmente se refiere a una
sucesién infinita numerable.
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Lo que expresamos diciendo: La distancia del punto por deter-
minar al punto 0 es igual a b cuando b es la magnitud numérica
correspondiente a la serie (1)...”2?

Para esto, Cantor considera un punto fijo (el cero) en la linea recta y
a partir de él, ubica a todos los nimeros a la derecha si son positivos y a
la izquierda si son negativos. Después Cantor argumenta de nuevo que la
igualdad, el mayor que y el menor que de las distancias son equivalentes a
la igualdad, el mayor que y el menor que de las magnitudes numéricas del
sistema B; y posteriormente enuncié lo que hoy en dfa se conoce como el
axioma de continuidad:

“... hay todavia que agregar un axioma el cual enunciamos
simplemente como: A cada magnitud numeérica pertenece tam-
bién reciprocamente un punto determinado de la recta cuya coor-
denada es igual a esta magnitud numérica en el sentido expuesto
en este § ... De lo que precede, considero un punto de la recta co-
mo determinado cuando su distancia desde 0 precedida del signo
conveniente estd dada como magnitud numérica, valor o limite de
la A% egpecie...” 2

En una nota al pie de pédgina de este mismo articulo, Cantor explica
que a cada punto le corresponden como coordenadas, una cantidad innu-
merable de magnitudes numeéricas, pero que a una magnitud numérica no le
pueden corresponder diferentes distancias en la linea recta. Lo que quiere de-
cir que a cada punto le corresponden muchos niimeros pero a cada niimero le
corresponde un sélo punto. Con este sistema de niimeros definido aritmética-
mente y geométricamente, Cantor estaba listo para dar conceptos totalmente
nuevos.

Este sistema corresponde claramente a nuestro concepto de niimeros reales.
Es importante notar que en 1872 el matemaético alemédn Richard Dedekind
(1831 - 1916) publicé un articulo titulado “Stetigkeit und irrationale Zahlen”*!

22Ver Georg Cantor, op. cit., pdg. 96. (Apéndice C, pag. 84)

23Ver Georg Cantor, op. cit., pdg. 97. (Apéndice C, pag. 84)

24Ver Richard Dedekind, Essays on the Theory of Numbers, Dover Publications, Inc.,
New York, 1963, pédg. 1.
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(Continuidad y nimeros irracionales) en el que define de manera rigurosa a
los niimeros irracionales, esta definicién estd basada en cortes. Si se consi-
dera un nimero racional a, éste forma una separaciéon dentro del sistema de
los nimeros racionales en dos clases, de tal modo que cada nimero a; de la
primera clase A, es menor que todo nimero a, de la segunda clase As; el
numero a es el mayor de la clase A; o es el menor de la clase As. A este tipo
de separaciones Dedekind las llamé un corte (hoy conocido como cortaduras
de Dedekind) y las designé mediante (Aj, Az).

Dedekind demostré que existen muchas cortaduras que no son producidas
por nimeros racionales y aseguré que existian estos cortes debido a que
los racionales son discontinuos. Entonces, al hacer una cortadura (A, As)
que no sea producido por un nimero racional, se crea un nuevo nidmero,
un irracional a, que se considera completamente definido por la cortadura
(A1, As); Dedekind afirmé que el nimero a corresponde a esa cortadura, o
que el nimero produce ese corte. Algunos parrafos después, Dedekind dice
que el conjunto de todos los reales son todos los niimeros racionales e irra-
cionales. Puede verse que aunque las dos definiciones que hemos visto de
nimero irracional (la de Dedekind y la de Cantor) son diferentes, las dos
estdn basadas en el conjunto de los niimeros racionales, una definicién se da
mediante cortaduras y la otra mediante limites de sucesiones.

Para concluir, se pudo ver que Cantor enfocé su atencién en la manera en
que debian ser definidos los conjuntos de puntos con distintas propiedades, lo
que provocé la necesidad de desarrollar una rigurosa teorfa de nimeros reales.
Este fue el primer paso antes de que los conjuntos de puntos de estructura
complicada pudieran ser identificados, descritos y analizados satisfactoria-
mente. Ademds Cantor fue el primero en hacer las diferencias que habia en
las magnitudes identificadas entre conjuntos infinitos, lo que provey6 el punto
de estudio de conjuntos infinitos como algo completamente independiente de
la teorfa de funciones.

3.2.1. Nuevos conceptos

Georg Cantor comenz6 por llamar sistema de valores a una cantidad finita
o infinita de magnitudes numéricas y por sistema de puntos a una cantidad
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finita o infinita de puntos de una linea recta; este hecho era necesario para
poder dar la siguiente definicién (ver apéndice C, pdg. 79):

“...Por la frase ‘punto limite de un sistema de puntos P’ quiero
decir un punto de la recta tal que en su vecindad haya una in-
finidad de puntos del sistema P; puede ocurrir por otra parte que
el punto limite pertenezca a este sistema. Y llamo ‘vecindad de
un punto’ todo intervalo en el cual este punto esté contenido.

... y se tiene asi también definido al mismo tiempo que el
sistema P, el sistema de sus puntos limite que yo designo me-
diante P’ y que llamo ‘el primer sistema derivado de P’. Si el
sistema P’ no estd compuesto por un nimero finito de puntos,
se puede deducir de él por el mismo procedimiento otro sistema
P" que llamo el segundo sistema derivado de P. Por medio de v
operaciones andlogas se llega a la nocién del v sistema P®)
derivado de P.

Puede ocurrir y éste es el caso que nos interesa que después de
v operaciones, el sistema P se componga de un nimero finito de
puntos y por consiguiente él mismo no dé origen, por deduccién, a
ningin otro sistema; en este caso el sistema primitivo P diremos
que es de la %™ especie, y de aquf se sigue que P, P”, ... son
entonces de la v — 15 egpecie, v — 265ima | 725

Con todas estas definiciones y el sistema de los “nimeros reales” definido,
Cantor estaba listo para demostrar la segunda extensiéon del Teorema de

Unicidad.

3.2.2. Ultima extensién del Teorema de Unicidad

El articulo publicado en 1872, concluye con la demostracién de la dltima
extensién del Teorema de Unicidad, esta version del teorema, es la mds gene-
ral que pudo haberse dado. El teorema se enuncia como sigue (ver apéndice
C, pag. 79):

ZVer Georg Cantor, op. cit., pag. 97. (Apéndice C, pag. 85)
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“Teorema. Si una ecuacion que tiene la forma
0=Co+C1+--+Cp+---, (1)
donde Cy = %dg, C, = c,sennx+d, cos nx; se satisface para todos
los valores de x con la excepcion de aquéllos que corresponden a
los puntos de un sistema de puntos P de v*™ especie dado en el
intervalo (0,27), donde v designa un nimero entero tan grande
como se quiera, afirmo que se tendrd que

dy = 0, n = d, = 0.2

La demostracion de esta versiéon del Teorema de Unicidad es un poco
larga, Cantor la divide en dos partes (aunque no hace la divisién especifica);
primero demuestra que la funcién de Riemann es lineal y posteriormente
prueba la identidad de la funcién en los diferentes intervalos.

“...Demostracion. En esta demostracién como se verd en lo
sucesivo al hablar de P se tiene en mente no solamente el sistema
dado de v®"™ especie de los puntos excepcionales en el intervalo
(0...2m), sino también el sistema producido sobre la linea infinita
entera por repeticién periédica. Ahora consideremos la funcién

4 nn

Resulta, de la naturaleza de un sistema P de v®™® especie,
que debe haber un intervalo («a, ), donde no se encuentra ningin
punto de este sistema; para todos los valores de = comprendidos
en este intervalo se tendrd pues a causa de la convergencia de
nuestra serie (1) que ha sido supuesta

lim (¢, sennz + d,, cosnzx) = 0,

por consiguiente segin un teorema conocido

lime, =0, limd, =0...7%"

26Ver Georg Cantor, op. cit., pdg. 99. (Apéndice C, pag. 87)
2TVer Georg Cantor, fdem. (Apéndice C, pag. 87)
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Del mismo modo que con las versiones anteriores del teorema, Cantor
enuncio las propiedades que tiene la funciéon de Riemann:

“...La funcién F(x) goza de las siguientes propiedades:

1. es continua para todos esos valores de z,

2. lim F(”O‘HFizfa)dF(m) = 0, cuando lim o = 0, para todos
los valores de x, exceptuados los que corresponden a los puntos

del sistema P,
3. lim F(z4o)+F(z—a)—2F(x)
valor de x sin excepcién.

Voy ahora a mostrar que F'(z) = cx + ¢. Para ello, considero
primeramente un intervalo cualquiera (p...q), donde no hay més
que un nuimero finito de puntos del sistema P; sean xq, 21, ..., T,
estos puntos escritos segin su orden de sucesién. Digo que F'(z) es
lineal en el intervalo (p. .. q) pues F'(x), a causa de las propiedades
1. y 2. es funcién lineal en cada uno de los intervalos, obtenidos
al dividir (p...q) por los puntos zg,x1,...,x,; como en efecto
no hay puntos excepcionales en ninguno de esos intervalos, las
conclusiones aplicadas en la memoria (Journal de Borchardt T.
72, P. 159) tienen aqui toda su fuerza...”

= 0, cuando lima = 0, para cada

Aqui, Cantor retomé las conclusiones de su articulo publicado en abril de
1870, de que la funcién de Riemann es lineal; posteriormente demuestra que
la funcién es la misma en todos los intervalos, para ello nuevamente Cantor
retoma el método que utilizé Eduard Heine (Ver § 2.2, antes) para mostrar
la identidad de la funcién. Cantor realizé la prueba como antes, para cada
dos funciones vecinas tomadas en dos intervalos diferentes:

“..Seapuesen (xg...x1), F(z) =kx + 1.

En (z1...29), F(z) =Kz +1.

A causa de 1. se tiene F(z1) = kxy + [; y para los valores
suficientemente pequenos de a:

Flri1+a)=FK(z1+a)+ 1 F(zy+a)=k(z1+a) + 1.

Z8Ver Georg Cantor, {dem. (Apéndice C, pdg. 87)
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Se tiene asi como consecuencia de la condicién 3:
(K —k)zy 1/ Lok k) _
o - )

lo cual no es posible, mds que si k = k', [ =1'...

lim para lim a = 0,

929

Después retoma la demostracién de que F'(z) es lineal en el intervalo (p, q),
para ello probé dos pequenos resultados, que se enuncian a continuacién, sin
embargo no se verd la prueba de los mismos ya que no es relevante para la
demostracion del Teorema de Unicidad:

“(A) Sea (p,q) un intervalo cualquiera en el que no hay mas
que un nimero finito de puntos del sistema P, F'(x) serd lineal
en este intervalo.

(A’) Sea (p/,¢') un intervalo cualquiera que sélo encierra un
ndmero finito de puntos del sistema P’, F(z) es lineal en este
intervalo.”3’

Cantor concluye este articulo de 1872 con la parte final de la prueba de
la idltima extensién del Teorema de Unicidad:

“...Asf concluimos mediante un nimero finito de deducciones
sucesivas que F'(x) es lineal en todo intervalo que no contenga més
que un nimero finito de puntos del sistema P*). Pero el sistema P
es de especie v/ por hipétesis, y entonces un intervalo (a, b)
tomado arbitrariamente en la recta no contendrd maéas que un
niimero finito de puntos de P®). F(z) es pues lineal en todo
intervalo (a,b) tomado arbitrariamente, y de aqui se sigue, como
se ve facilmente, que F(z) toma la forma F(z) = cx + ¢ para
todos los valores de x. Habiendo puesto lo anterior en evidencia,
la demostracion se prosigue como en el trabajo antes citado dos
veces, desde el momento en que se ha establecido la forma li-
neal...”3!

29Ver Georg Cantor, op. cit., pdg. 100. (Apéndice C, pag. 88)
30Ver Georg Cantor, fdem. (Apéndice C, pdg. 88)
31Ver Georg Cantor, op. cit., pdg. 101. (Apéndice C, pag. 89)
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Comparando las cuatro versiones del Teorema de Unicidad, definitiva-
mente esta tltima es la méas general ya que en ella se considera un niimero in-
finito de discontinuidades, repartidas en varios niveles debido a que se toman
en un sistema de puntos de 1™ especie. Es para esta versién que Cantor
observa que la naturaleza del teorema estd mds relacionada a los conjuntos
de puntos que a las series trigonométricas en si. También es en esta versién
donde puede notarse un gran cambio en la mente de Cantor, ya que com-
parandola con la versién de Heine (y por consiguiente con la versién anterior
de Cantor) después de tomar en cuenta una sucesién infinita numerable de
puntos, Cantor llega a considerar un conjunto de puntos excepcionales que
estdn ubicados en una infinidad de intervalos anidados pero que se acaban en
algin momento, es decir, el Teorema de Unicidad segufa siendo véalido para
cualquier cantidad de puntos de excepcién siempre y cuando estos puntos no
formaran un conjunto denso.

Ahora que se ha visto el Teorema de Unicidad en toda su extensién es
importante resaltar algunos puntos. Primero, debido a las generalizaciones,
Cantor obtuvo la versién més general del teorema, pero principalmente logré
tener una mayor visién sobre objetos mateméticos inexistentes (en la actuali-
dad indispensables). Segundo, aunque Cantor fue el mayor colaborador para
establecer el Teorema de Unicidad, no puede ignorarse la versiéon de Eduard
Heine (ver § 2.2, antes), ya que ademads de ser un gran eslabén en las versiones
subsecuentes del Teorema de Unicidad tal vez sin su demostracién, pero sobre
todo sin su influencia sobre Cantor, no hubiera sido posible la mayor creacién
de Georg Cantor. Por tltimo, gracias a la tltima extensiéon del Teorema de
Unicidad, Cantor comenzé a analizar méas profundamente a los conjuntos
de puntos, principalmente al conjunto de nimeros reales, porque aunque
sabfa que la naturaleza del teorema estaba mads ligado a los puntos que a
las funciones trigonométricas, ain desconocia la diferencia exacta entre el
conjunto de nimeros reales y el de los racionales. Este asunto lo condujo a
un problema méas complicado que puede plantearse de la siguiente manera:
el sistema de nimeros reales puede ponerse en correspondencia biunivoca
con el sistema de los niimeros enteros?
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3.3. Lanonumerabilidad de los niimeros reales

Con su tltimo articulo, Georg Cantor comenzé a estudiar las propiedades
del sistema de nimeros reales y descubrié que este sistema no era nume-
rable, aunque para demostrarlo pasaron dos anos de intentos infructuosos.
En 1874 publicé su articulo: “Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller
reellen algebraischen Zahlen”3? (Sobre una propiedad del sistema de todos
los nimeros algebraicos reales). Este articulo comienza con la definicién de
lo que es un nimero algebraico real (ver Apéndice D, pdg. 90):

“...Se llama, en general, nimero algebraico real, un nimero

real w que es raiz de una ecuacién no idéntica de la forma
aow" + ayw™t + - +a, =0, (1)

donde n, ag, a1, . . . a, son nimeros enteros; podemos suponer que
los niimeros n y ag, son positivos, que los coeficientes ag, ay, . .. a,
no tienen divisor comun y que la ecuacién (1) es irreducible; estas
suposiciones dan como resultado por los teoremas fundamentales
de la aritmética y del dlgebra, que si la ecuacién (1) admite co-
mo rafz un nimero algebraico real determinado, es una ecuacién
enteramente determinada; reciprocamente a una ecuacién de la
forma (1) corresponden cuando mas tantos nimeros algebraicos

reales, raices de esta ecuacién como unidades hay en el grado
»33

Cantor denota con (w) al sistema de todos los nimeros algebraicos reales
y luego demuestra que el conjunto (w) puede ponerse en correspondencia
biunivoca con el conjunto (v) de todos los nimeros enteros. Cabe mencionar
que el conjunto de los nimeros algebraicos reales al que se refiere Cantor
coincide con la definicién actual del conjunto de los nimeros algebraicos
reales. Depués Cantor afirma que encontré la diferencia esencial que hay
entre un continuo de nimeros y un sistema de la especie de la totalidad de
los nimeros algebraicos reales, para ello demuestra que el sistema de nimeros

32Ver Georg Cantor, Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen
Inhalts, Berlin, 1932, pag. 115. (Apéndice D, pdg. 90)
33Ver Georg Cantor, op. cit., pag. 115 (Apéndice D, pdg. 90)
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reales no puede corresponderse con el sistema de niimeros enteros, el enuncia
el teorema como sigue:

“Cuando se tiene una sucesion infinita de nimeros reales dife-
rentes entre si, que se suceden de acuerdo a una ley determinada
cualquiera

W1, Wa, ..., Wy, ... (4)
se puede en cada intervalo (« . .. 5) dado de antemano, determinar
un nimero 7 (y por consiguiente existe una infinidad de nimeros
tales), que no se encuentra en la sucesién (4)73

Luego Cantor hace la demostracién por medio de lo que hoy conocemos
como intervalos anidados (también conocidos como intervalos encajados):

“...Vamos a partir del intervalo dado de antemano («... (), y
sea a < 3; designemos con o/, 3’ los dos primeros nimeros de la
sucesién (4) distintos entre si, que son distintos de «, 5 y que se
encuentran en este intervalo, y sea o < /3’; designemos asimismo
con o, 3", los dos primeros nimeros de nuestra sucesién distin-
tos entre si y que se encuentran en el intervalo (a/ .. .6') , y sea
o < 8”; de acuerdo con esta misma ley, formemos un intervalo
(o ...B") y asi sucesivamente. Segin esta definicién los niimeros
o, a” ... son numeros determinados de nuestra sucesién (4),
cuyos ndices crecen constantemente y lo mismo tiene lugar para
los nidmeros 3, 3", 8", .. .; ademds, los nimeros o/, ", ", ... son
magnitudes crecientes, los niimeros 3, 37, 3", ... son magnitudes
decrecientes; cada uno de los intervalos (o, 8) , (o/, '), («”, 3") . ..
comprende a todos los que le siguen. Entonces no pueden conce-
birse mds que dos casos.

O el nimero de los intervalos que pueden formarse asi es fini-

to; sea <a(”) , ﬁ(”)> el dltimo de ellos; como en ese intervalo se

34Hago notar que en el escrito original de Cantor la sucesién aparece como
W1,W9,...,Wy,..., mientras que en el libro de Sestier la sucesién aparece como
Hqy oy« ey by, -+, DOr lo que en el Apéndice D (Pag. 85) aparecera la sucesién con la
notacion de Andrés Sestier.

35Ver Georg Cantor, op. cit., pag. 117. (Apéndice D, pag. 92)
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encuentra a lo mds un nimero de la sucesién (4), se puede tomar
en este intervalo, un mimero 7 que no pertenece a la sucesién (4),
y el teorema estd asi demostrado para este caso. O bien el nimero
de intervalos asi formados es infinito; entonces como los niimeros
o, o, ... crecen constantemente, sin crecer al infinito, tienen
un cierto limite a®; asf también los nimeros 3, 3", 3", ..., que
decrecen constantemente, tienen un cierto limite 5°°; si a® =
(lo que siempre se presentard aplicando este método al sistema
(w) de los niimeros algebraicos reales), facilmente se asegura uno,
volviendo a la definicién de los intervalos, que el nimero n =
o™ = % no puede estar comprendido en nuestra sucesién; si por
el contrario a® < 5%, todo mimero 1 comprendido en el interva-
lo (a®...B3%) o igual a alguno de sus limites llena la condicién
requerida de no pertenecer a la sucesién (4)...736

Cantor agregé en esta parte del articulo, una nota al pie de pdgina en
la que explica que, para el caso en que n = a® = (%, si el nimero 7
estuviera comprendido en la sucesion, se tendria que 7 = w,, donde p es un
indice determinado, lo que no es posible, ya que w, no estd en el intervalo

<a(p) . p (”)), mientras que el nimero 7 estd en él segin su definicién. Para

concluir su articulo, nuevamente hace uso de las extensiones, en este caso
generaliza el teorema anterior obteniendo el siguiente resultado:

“...Sean wi, ws, . . . Wy, . . . Una sucesion finita o infinita de niime-
ros linealmente independientes (de niimeros tales que no existe en-
tre ellos ninguna ecuacién de la forma a;wq +aswo+. . . +a,w, =0
con los coeficientes enteros, no todos nulos a la vez) y podemos
concebir el sistema (€2) de todos los nimeros 2, que se pueden
representar como funciones racionales de coeficientes enteros de
los niimeros dados w, entonces en cada intervalo («...[), hay
una infinidad de niimeros, que no estan contenidos en el sistema

(Q)..737

36Ver Georg Cantor, {dem. (Apéndice D, pag. 92)
37Ver Georg Cantor, op. cit., pdg. 118. (Apéndice D, pag. 93)
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Reitero que este teorema de la no numerabilidad de los niimeros reales
ya se considera dentro de la Teorfa de Conjuntos y aunque este teorema
coloca a Cantor como el fundador de dicha teorfa, como ha podido verse en
el camino, no es aquf donde Cantor crea la Teorfa de Conjuntos pues algunos
anos antes ya tenfa la idea general de la misma al menos en la mente. Es
importante mencionar que en 1878 Georg Cantor publicé un articulo titulado:
"Fin Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre"*® (Una contribucién a la Teorfa de
Conjuntos) en el que hace otra demostracién del teorema de la no numera-
bilidad de los nimeros reales. Esta demostracién en la actualidad se conoce
como la prueba de la diagonal y debido a que es conocida no la veremos en
este trabajo.

Georg Cantor no tenia bases para definir el primer nmimero transfinito
que sigue a todos los nimeros naturales finitos n, hasta que encontré que
existen conjuntos mucho m&s numerosos que el de los nimeros naturales,
conjuntos que no podian ser numerados con nimeros naturales como indices.
A partir de esto, se dedicé a buscar otras potencias infinitas mayores que la
de los nimeros reales, después de tres anos de investigaciéon logré demostrar
en 1877 que era posible establecer una correspondencia biunivoca entre una
superficie y una linea recta; este descubrimiento provocé en Cantor la cono-
cida frase: jLo veo, pero no lo creo!® Con este articulo, limité su estudio de
la continuidad al continuo lineal de los nimeros reales.

38Ver Georg Cantor, op. cit., pag. 119.
39Cfr. Andrés Sestier, Diccionario Encilopédico de las Matemdticas, México, Mayo, 1981,
pag. 66.



Capitulo 4

Los Numeros Transfinitos

Cuando Cantor tuvo clara la idea de numerabilidad, comenz6 a preci-
sar algunas de sus anteriores ideas, principalmente aquélla de los conjuntos
derivados de un conjunto de puntos P, ya que creyé que las propiedades de
los conjuntos derivados le darfan las propiedades esenciales del continuo. Es-
tas ideas las desarrollé completamente en una serie de articulos que comenzoé
a publicar en 1879 y que terminé en 1884, la serie de articulos en su tota-
lidad se titulé: “Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten”' (“Sobre
los conjuntos infinitos lineales de puntos;” de donde los dos tltimos articulos
de la serie son los Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre,? en
los cuales explica la Teorfa de Conjuntos de una manera més formal y metédi-
ca). El primero de los articulos de la serie, comenzé con el recordatorio de la
definicién de un conjunto derivado:

“...El derivado P’ de un conjunto lineal de puntos P es el
conjunto de todos estos puntos que tienen la caracteristica de
un punto limite de P, sin importar si el punto limite es a la
vez un punto de P o no, ... . Ahora, puede darse el caso que
la serie de los derivados P’, P”, ... lleve a un derivado P™ que
consiste de puntos que en cualquier dmbito finito existen sélo
en numero finito, asi que P™ no tiene puntos limite y por lo

Ver Georg Cantor, Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen
Inhalts, Berlin, 1932, pag. 139.
2Ver Georg Cantor, op. cit., Leipzig, 1883, pag. 165.

o4
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tanto tampoco tiene derivado; en tal caso decimos del conjunto
de puntos P que es de la primera especie y de la n™* clase. Pero
si la serie de derivados de P, la sucesién P, P”,...P™ ... no
termina, entonces decimos que el conjunto de puntos P es de la
sequnda especie...”?

Hasta este momento Cantor mostré que hay dos tipos diferentes de con-
juntos, los conjuntos de la primera especie y los conjuntos de la segunda
especie haciendo clara la diferencia entre ellos. Luego expresé algunas carac-
teristicas importantes de los conjuntos de puntos, entre ellas dié la definicién
de densidad:

“...Ademsds resultan importantes caracteristicas de un conjun-
to de puntos P, si miramos su comportamiento hacia un intervalo
continuo dado (« ... ), (cuyos puntos finales se consideran como
pertenecientes al intervalo). Puede resultar que puntos singulares
o también todos los puntos del intervalo a la vez sean puntos de
P, o también que ningun punto de («...[) sea punto de P; en
el iltimo caso decimos, que P estd completamente fuera del in-
tervalo (a...f). Si P estd parcialmente o completamente dentro
del intervalo («... ), entonces puede darse el caso notable, que
cualquier intervalo (y...d) contenido en (a...f), por muy pe-
queno que sea, contenga puntos de P. En tal caso decimos que P
es denso en todas partes en el intervalo (a...[3)...

De esta explicacion de la expresién ‘denso en todas partes en
un intervalo dado’ se deduce que, si un conjunto de puntos no es
denso en todas partes, necesariamente existe un intervalo (... J)
contenido en el otro intervalo, en el cual no se encuentra ningin
punto de P. ... un conjunto de puntos P se llama denso por todas
partes en un intervalo (... ), si su derivado P’ contiene todos
los puntos de (a...[) como elementos...”*

Otra de las propiedades que anuncié, fue que dado un conjunto P denso
en todas partes en un inervalo («...[), el conjunto P también es denso en

3Ver Georg Cantor, op. cit., pag. 139.
4Ver Georg Cantor, op. cit., pag. 140.



CAPITULO 4. LOS NUMEROS TRANSFINITOS 56

todas partes en cualquier subintervalo de («. .. /). Ademds hizo la siguiente
afirmacion:

“...Un conjunto de puntos P denso por todas partes en un
intervalo («. .. ) necesariamente es de la sequnda especie, porque
también P’ y en consecuencia también P”, P, ... son entonces
densos por todas partes en el intervalo («...[3), este proceso de
los derivados de P es por lo tanto ilimitado, es decir P pertenece
a la sequnda especie. De eso deducimos que un conjunto de puntos
P de la primera especie seguramente no es denso por todas partes
en cualquier intervalo dado («...[), y en consecuencia siempre
se puede encontrar un intervalo (v...0) dentro de («...f) que
no contiene ningin punto de P...”°

Como podemos ver, aqui se muestra que todos los conjuntos densos en
algun intervalo, pertenecen a la segunda especie. Un ano antes, Cantor publi-
c6 su articulo: "Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre"® (Una contribucién
a la Teorfa de Conjuntos) en el cual habla por primera vez de la potencia
de los conjuntos.” Entonces para este primer articulo de la serie retoma la
definicién de igualdad de potencia entre dos conjuntos:

®Ver Georg Cantor, op. cit., pag. 141.

6Ver Georg Cantor, op. cit., pag. 119.

"En este articulo de 1878, a pesar de que Cantor utiliza por primera vez la palabra
"potencia"no da ninguna definicién rigurosa de la misma, simplemente hace la siguiente
aclaracién: "Si los conjuntos que se contemplan son finitos, que quiere decir que consisten
de un numero finito de elementos, entonces el concepto de potencia corresponde, como se
puede ver facilmente, al concepto del nimero y por lo tanto al concepto de un nimero
entero positivo, porque a dos conjuntos asi les corresponde la misma potencia entonces
y solamente entonces si el numero de sus elementos es el mismo. Un componente de un
conjunto finito siempre tiene una potencia menor que el conjunto mismo; esta relacién se
termina por completo en conjuntos infinitos, o sea conjuntos que consisten de un nimero
infinito de elementos. De hecho que un conjunto infinito M sea parte de otro conjunto
N o que se pueda adjuntar a tal de forma clara y completa, de ninguna manera se debe
deducir que su potencia sea menor a la de N; esta conclusion solamente estd justificada si
se sabe que la potencia de M no es igual a la de N. El hecho que N sea un componente de
M o que pueda ser adjuntada a tal de forma clara y completa, tampoco se debe considerar
suficiente para que la potencia de M sea mayor a la de N."

Pero hay que resaltar que en el primer parrafo de este mismo articulo, Cantor da la
siguiente definicién: "...dos conjuntos M y N tienen la misma potencia o son equivalentes
cuando pueden asignarse uno al otro de forma definida y completa..."
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“... dos conjuntos M y N tienen la misma potencia, cuando
es posible determinar leyes para clasificarlos tanto a uno como al
otro, que a cada elemento de M corresponde un elemento de N y
también al revés, a cada elemento de N corresponde un elemento

de M .78

Aqui Cantor da una clasificacién para los conjuntos, dependiendo de si
dos conjuntos tienen la misma o diferente potencia se les puede asignar una
misma clase o bien diferentes clases, con lo que Cantor dedujo que si dos
conjuntos son de la misma clase tienen la misma potencia y si estdn en
diferentes clases tienen diferente potencia. Estas clases a las que se refiere
son solamente dos diferentes: la de los conjuntos finitos y la de los conjuntos
infinitos numerables. Ademds comenté que dentro de la clase de los infinitos
numerables se encuentran todos los conjuntos de la primera especie, pero
también muchos otros de la segunda especie.

Con estos resultados, Cantor retoma el teorema de la no numerabilidad de
los nimeros reales (anteriormente publicado en 1874 y en 1878). El teorema
se enuncia como sigue:

“Dada una sucesion simplemente infinita
W1, W,y oo oy Wyy oo vy
de nimeros reales no idénticos que progresan segun alguna ley,
entonces se puede senialar en cualquier intervalo dado (. .. [3) un
niimero 1) (y en consecuencia se puede senalar un nimero infinito
de ellos), el cual no existe en aquella sucesion (como miembro de
ella)”?

Es importante resaltar que cuando Cantor dice una sucesién simple-
mente infinita, realmente se refiere a una sucesién infinita numerable. La
demostraciéon que Cantor da a este teorema es diferente a las dos anterio-
res, sin embargo la idea de la demostracion es basicamente la misma que se
publicé en 1874, de hecho el mismo Cantor hace esta observacién:

8Ver Georg Cantor, op. cit., pag. 141.
9Ver Georg Cantor, op. cit., pig. 143.
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“...Tomando en cuenta el gran interés que se liga a este teore-
ma no solamente en la discusion actual, sino también en muchas
otras relaciones tanto aritméticas como analiticas, entonces no es-
tard de mas, si desarrollamos més claramente la forma de prueba
allf usada, con unas modificaciones simplificantes.

Basandose en la sucesién

W1, W,y ooy Wyy v ny
(a la cual atribuimos el signo (w)) y cualquier intervalo («. .. [),
donde o < 3, ahora queremos mostrar, que en este intervalo se
puede encontrar un nimero real 77 que no esta incluido en (w).

I. Primero notamos que si nuestro conjunto (w) no es den-
so por todas partes en el intervalo («...[), debe existir dentro
de este intervalo otro intervalo (7...d), cuyos nimeros en su to-
talidad no pertenecen a (w); entonces por 7 se puede escoger
cualquier nimero del intervalo (7...d), que estd dentro del inter-
valo («v. .. 3) y seguro no existe en nuestra sucesién (w). Este caso
no presenta ninguna circunstancia especial y podemos continuar
con el mas dificil.

I1. El conjunto (w) es denso por todas partes en el intervalo
(a... (). En este caso cualquier intervalo (7. ..d) contenido en el
intervalo (a...[), por muy pequefio que sea, contiene nuimeros
de nuestra sucesién (w). Para demostrar que no obstante exis-
ten nimeros 7 en el intervalo (... ), que no aparecen en (w),
consideremos lo siguiente. ..” 1’

Cantor divide la demostracién en dos casos, pero en esta ocasién cada
caso se debe a que el intervalo sea o no denso en todas partes, mientras que
en la demostracién de 1874 (ver § 3.3, antes) los casos se daban dependiendo
de si el nimero de intervalos obtenido era finito o infinito.

“...Como es seguro que en nuestra sucesién
W1, Wy e v oy Wyy ooty
existen nimeros dentro del intervalo («. .. 3), uno de estos niimeros
debe tener el indice mds pequeno sea w,,, y otro w,,, debe tener el
siguiente fndice més grande. El mds pequeno de los dos nimeros

10%er Georg Cantor, op. cit., pag. 143.
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Wy, W, S€ llame o/, el méds grande 3’ (su identidad se puede
excluir, porque presuponemos que nuestra sucesiéon consiste de
puros nimeros diferentes). Entonces segtin la definicién

a<do < B <P,
ademas
1 < Mo,

y ademds hay que notar que todos los nimeros w,, de nuestra
sucesion para los cuales p < s, no estdn adentro del intervalo
(a/...B") como se ve inmediatamente de la determinacién de los
nimeros w,,, W,,. Igual sean w,.,w,, los dos nimeros con los
indices mas pequenos de nuestra sucesién que estdn dentro del
intervalo (a/... ('), y el més pequetio de los nimeros w,,,, w,,, se
llame o” el més grande 3”.

Entonces se tiene
! " n !
o <ad"<pi<p

My < 3 < iy,
y se nota que todos los nimeros w, de nuestra sucesién para
los cuales p < 524, no estan dentro del intervalo (o ... 3")..7 1"

Como puede verse hasta este momento, la demostracién es muy similar
a la de 1874 ya que Cantor utiliza nuevamente los intervalos anidados, la
diferencia entre ambas pruebas es la notacién y que en los dos posibles casos
que se dan se toman consideraciones diferentes. Ahora sigamos con el final
de la demostracion:

“...Después de llegar — aplicando la misma ley — a un interva-
lo (a(”_l) . .6(”*1)), resulta el siguiente intervalo del mismo, de
tal manera que se formulan los primeros dos nimeros (es decir
con los indices més bajos) de nuestra sucesién (w) (sean w,,,, , y
W, ) los cuales estan adentro de (=Y ... Y): denominamos

Ver Georg Cantor, op. cit., pag. 143.
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el més pequeiio de estos dos nimeros o), el mas grande @), El
intervalo (o ... ")) entonces estd adentro de todos los inter-
valos anteriores y tiene con nuestra sucesién la relacién peculiar
que todos los nimeros w,, para los cuales u < s5, sequramente
no estan en su interior. Como obviamente

) < g < g < ... Hoy_o < Moy < Moy ...

y como estos nimeros como indices son nimeros enteros, en-
tonces es

on 2 21/

y por lo tanto
v < oy,
luego podemos decir con certeza (y eso es suficiente para lo si-
guiente) que, si v es cualquier nimero entero, la cantidad w, estd
fuera del intervalo (a® ... 3™).

Como los nimeros o, ", a™, ... ,a® ... crecen constante-
mente respecto a su cantidad, pero no obstante estdn encerrados
en el intervalo («. .. ), segiin un conocido teorema fundamental
de la teorfa de las magnitudes tienen un limite que llamamos A,
asi que

A =Lim o para v =o0...”!?

Otra vez Cantor toma el limite de las sucesiones « y el limite de las
sucesiones (3 para obtener el niimero que estd dentro del intervalo pero no
dentro de la sucesién original de nimeros enteros.

“_ .. Lo mismo se puede decir de los nimeros 3, 3", 8", ..., 89, ...,
los cuales disminuyen constantemente y con eso también estan
dentro del intervalo («...[3); su limite lo llamamos B, asi que

B = Lim g% para v = 00.

12Ver Georg Cantor, op. cit., pag. 144.
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Evidentemente se tiene
a®) < A< B< BW,

Pero se puede ver facilmente que el caso A < B no puede
presentarse aqui, porque entonces cada nimero w, de nuestra
sucesién estarfa fuera del intervalo (A... B), a medida que w,
esté fuera del intervalo (a(”) . .. 5*)); nuestra sucesién (w) no serta
densa por todas partes en el intervalo («...[), contrario a la
suposicién. Por lo tanto nada méas queda el caso A = B y ahora
se muestra que el nimero

n=A=B
no existe en nuestra sucesion (w). Porque, si fuera un miembro de
nuestra sucesién, por ejemplo el v, entonces tendriamos 1 =
w,. Esta iltima ecuacién, sin embargo, no es posible para ningiin
valor de v, porque 7 estd adentro del intervalo (o™ ... ﬁ(”)), pero
w, tiene que estar fuera del mismo...”1?

En 1880, publicé el segundo articulo de la serie, éste comienza con algunas
definiciones de relaciones, o méas bien de operaciones entre conjuntos:

“...Se expresa la identidad de dos conjuntos de puntos P y @)
mediante la férmula P = Q. Si los dos conjuntos P y () no tienen
ningin elemento comiin, entonces decimos que estdn sin relacién.
Si un conjunto P resulta de la unién de varios: Py, P, P3, ..., en
nimero finito o infinito, que no tienen relacién entre los pares
respectivos, entonces escribimos:

PE{P17P27P37...}.

Si todos los puntos de un conjunto P pertenecen a otro con-
junto @), entonces decimos: sea P incluido en ) o también sea P
un divisor de @, es decir, ) es un miltiplo de P. Si P, P, Ps, . ..
son cualesquiera conjuntos de puntos en niimero finito o infinito,
entonces pertenece a ellos tanto un multiplo comin mas pequeno,
el cual denotamos

13Ver Georg Cantor, op. cit., pag. 144.
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m (P, Py, Ps,...) [la “uni6én de conjuntos”]
y el cual es el conjunto que consiste de todos los puntos diferentes
de P, P, P3,... y no tiene otros puntos como elementos; como
también le corresponde un divisor comiin més grande, el cual
denotamos
D (P, P, Ps,...) [“Interseccion”|

y es el conjunto de los puntos que tienen en comin todos los
P, Py, Ps, ..., .. Ademds es conveniente tener una indicacién que
expresa la ausencia de puntos, para eso escogemos la letra O;
P = O luego significa que el conjunto P no contiene ningin
punto, o sea que estrictamente hablando no existe como tal...”

Después de estas definiciones y otras referentes a la equivalencia entre
conjuntos, Cantor se dispuso a establecer con mayor claridad, los conjuntos
derivados de puntos, especialmente los de la segunda especie:

“...Se tiene presente que en la sucesién de los derivados P, P,
P" ... de un conjunto P, cada miembro es divisor del miembro
anterior, es decir cada nuevo derivado P") se da del anterior
P@=1) quitando ciertos puntos sin que se pongan puntos nuevos.
Si P pertenece a la segunda especie, entonces P’ se compondrd
de dos conjuntos de puntos () y R, esencialmente diferentes, de
tal forma que

P ={Q, R},
QQ consiste de estos puntos de P’ que se pierden cuando se avanza
lo suficiente en la sucesién P’, P”, P ... el otro R contiene estos
puntos que se mantienen en todos los miembros de la sucesién
P P" P ... luego R se define mediante la férmula

R=D(P,P",P" ...)).
Pero evidentemente también tenemos

R=D(P",P" PV, . . .)

14Ver Georg Cantor, op. cit., pag. 145.
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Y generalmente
_ n n n
R=D (pm), pnz) pla) )
donde nq, ng, n3, ... es cualquier sucesiéon de nimeros enteros po-
) s 143,
sitivos, creciendo hacia el infinito...”!?

Es notable que Cantor define un conjunto derivado P como la inter-
seccién de todos los derivados aneriores, esta interseccion es diferente del
conjunto vacio, debido a que cada conjunto derivado P es diferente del
vacio y ademds se obtiene del derivado anterior P~ . En estos momentos,
utiliza el simbolo “c0” infinito (y posteriormente lo cambia por el tradicional
w) para denotar y generar conjuntos derivados de 6rdenes superiores:

“...Este conjunto de puntos R derivandose del conjunto P aho-

ra se expresa mediante la indicacién
P(0)
y se llama ‘derivado de P de orden oo’. Dendtese el primer deriva-
do de P®) con Pt el n™° derivado de P con P(®+7);
pero P(*) tendra también un derivado de orden oo generalmente
distinto de O, lo nombramos P®2*). Continuando estas cons-
trucciones de conceptos se llega a derivados que consecuentemente
se tienen que denominar mediante
P(nooo+ni)
donde ng, n1 son niimeros enteros positivos. Pero también pasamos
eso formando
D (Pt), ptee) peo) )
fijando para eso la indicacién P(®?). De esto resulta mediante
repeticion de la misma operacién y combinacién con lo obtenido
anteriormente el concepto més general
P(nooo2+nloo+n2)

y mediante la continuacién de este procedimiento se llega a
P(nooov+n1oov_1+~~+nv)

donde ng, nq,...,n,, son nimeros enteros positivos. A conceptos
adicionales se llega cuando se deja llegar a ser variable v; se pone:

15Ver Georg Cantor, op. cit., pag. 146.
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Como puede verse en esta parte, Cantor sigue utilizando la interseccién de
los conjuntos derivados anteriores para obtener un nuevo conjunto derivado,
en este caso, un derivado de orden infinito. Aqui también debemos observar
que esta interseccién, de una cantidad infinita numerable de conjuntos, es
diferente del conjunto vacio, no sélo por como se construye la intersecciéon
de los conjuntos derivados'”, sino también porque influye de manera crucial
el axioma de continuidad. Es principalmente este axioma el que permite que
esta interseccién no sea vacia, ya que al tener una cantidad infinita numerable
de intervalos anidados, siempre se puede encontrar un punto dentro de todos
los intervalos debido a la continuidad de los nimeros reales.

Georg Cantor nuevamente hace extensiones de los términos que ya estan
definidos para poder obtener otros mas generales, de hecho, aqui es donde
genera sus nimeros transfinitos pero desafortunadamente no se ha percatado
de ello, para él sélo eran sfmbolos infinitos para distinguir diferentes conjuntos
derivados. Cantor concluye este articulo de la serie diciendo:

“...Avanzando consecuentemente se obtienen sucesivamente
los siguientes conceptos:

pluoo=) p(eo=tt) p(eot?) ploon=) p(e") p(o™7) = gpe,

Vemos aquf una elaboraciéon dialéctica de conceptos que siem-
pre sigue adelante y mientras permanece necesaria y consecuente,
libre de cualquier arbitrariedad en si.

Para los conjuntos de puntos de la primera especie es, como
se deduce de su concepto

P = 0,
es notable que también se puede demostrar lo inverso: cualquier
conjunto de puntos para el cual existe esta ecuacion, es de la
primera especie; por lo tanto, los conjuntos de primera especie se
caracterizan completamente mediante esta ecuacion.

16Ver Georg Cantor, op. cit., pag. 147.
17Es decir, que cada conjunto derivado es diferente del vacio y que cada conjunto derivado
se obtiene del anterior.
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Es sencillo construir el ejemplo de un conjunto de puntos de se-
gunda especie para el que P(>) consista en un punto p; se toman
conjuntos de puntos de la primera especie cuyos nimeros ordi-
nales excedan todo limite, en intervalos que se sucedan, se limi-
ten y que converjan hacia p volviéndose infiniamente pequenos,
si el intervalo correspondiente se aproxima a p; de esta forma
construyen conjuntamente un ejemplo tal que resuelva a la vez la
primera cuestién de sf un intervalo, a lo largo del cual un conjun-
to de puntos de segunda especie es denso, tiene que pertenecer
siempre a éste; podemos ver en este ejemplo que esto no es nece-
sario de ninguna manera. Con la misma facilidad se construyen
conjuntos de puntos de segunda especie para los cuales P(*+" o
P(2>2) ¢ en general

P(ﬂooov—&-nloov*l—&-m—&-nv)

consisten de un punto p antes requerido.

Todos los conjuntos de tal naturaleza no son densos a lo largo
de ningiun intervalo y ademds pertenecen a la primera clase; en
estas dos relaciones se parecen a los conjuntos de puntos de la
primera especie...”!®

Aqui, Cantor asegura que pueden existir conjuntos derivados de la segun-
da especie con un unico punto, es decir, que no todos los conjuntos derivados
de la segunda especie son densos.

En 1882, publica el tercer articulo de la serie en el que se dedica a estudiar
los espacios continuos n-dimensionales y para 1883 publica el cuarto articulo.
En éste iltimo da la definicién de los conjuntos aislados en un espacio con-
tinuo n-dimensional, esta definicién dice que si la interseccién del conjunto
dado con el conjunto de sus puntos limite es el conjunto vacio, entonces el
conjunto dado es un conjunto aislado.

Teniendo en manos la idea de numerabilidad, los conjuntos aislados y
los conjuntos derivados, Cantor estableci6é varios teoremas para poder saber
cuando un conjunto es numerable. De estos teoremas, sélo se enunciard el
quinto, ya que para nuestro caso es interesante la redaccién del mismo:

18Ver Georg Cantor, op. cit., pag. 148.
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“Teorema V. Cualquier conjunto de puntos P de la sequnda
especie, para el cual P es numerable, es numerable también.
. el dltimo teorema se puede formular también de la siguien-
te manera:
Si P es un conjunto de puntos no numerable, entonces P
tampoco es numerable, tanto si o es un niumero entero finito,
como también si es uno de los simbolos infinitos.” "

Nuevamente hago énfasis en la palabra “simbolo infinito,” esto demues-
tra que Cantor no consideré que estos simbolos fueran nimeros especificos y
reales (en el sentido de que existen). Aunque Cantor creé sus nimeros trans-
finitos en 1880, no fue sino hasta finales de 1882 en que él se percata de su
existencia, en ese mismo ano publica el quinto de los seis articulos. Los dos 1l-
timos trabajos de la serie, son la primera parte?® (1883) y la segunda parte®!
(1884) del conocido: “Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre”
(Fundamentos de una general Teoria de Conjuntos), que como su titulo lo
dice, son los primeros articulos en los que define de manera rigurosa, todas
las herramientas bésicas de la Teorfa de Conjuntos y sus ntimeros transfini-
tos. De hecho en la primera de estas partes, es en la que nos presenta a sus
nimeros transfinitos como lo que son en la actualidad.

En los Grundlagen Cantor trata de convencer a los matemadticos de esa
época, para que acepten el infinito actual, asi como también de que sus
nimeros transfinitos eran nimeros concretos de significado real. En estos
articulos, define el primer principio de generacion, el segundo principio de
generacion y logra establecer las distintas potencias existentes. Aqui es donde
da la diferencia entre Cardinal (Zahl) y Ordinal (Anzahl) y define las opera-
ciones aritméticas transfinitas.

Por 1ltimo quisiera comparar la manera en que surgen los niimeros trans-
finitos mediante conjuntos derivados con la rigurosa definicién que da Cantor
posteriormente a los nimeros transfinitos. Para definir sus nuevos nimeros,
Cantor consider6 la sucesién de todos los nimeros enteros positivos: (I)
1,2,3,...,v,...que surge de la repetida adicién de la unidad con un nimero

9Ver Georg Cantor, op. cit., pag. 160.
20Ver Georg Cantor, op. cit., pag 165.
21Ver Georg Cantor, op. cit., pag. 210.
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que ya estd definido, esto es lo que Cantor llamé el primer principio de gene-
racién; y ademds Cantor noté que como es un procedimiento infinito, no
existe una cota superior en la sucesién (I), por lo que imaginé un nuevo
nimero w que expresara la sucesion entera de los niimeros enteros positivos;
hago la observacién que el conjunto formado por los elementos de la sucesiéon
(I), es lo que Cantor nombré “los nimeros de la primera especie.” Hacien-
do uso nuevamente del primer principio de generacién, Cantor obtiene la
sucesion w + 1,w + 2,...,w + v, ... en la que nuevamente no hay una cota
superior, entonces es posible imaginar un nuevo niimero 2w que es el primero
que les sigue a todos los nimeros v y w + v formados hasta ahora. Aplicando
repetidamente el primer principio de generacién a 2w, se obtiene una nueva
sucesiéon 2w + 1,2w +2,..., 2w+ v, .. ..

Puede observarse que en la manera en que se han creado los ntiimeros w, 2w
no se utiliza el primer principio de generacién, Cantor lo llamé el segundo
principio de generacién, méds especificamente, el segundo principio nos dice
que si se tiene cualquier sucesién definida infinita numerable de nimeros
(que pueden ser enteros positivos o nimeros transfinitos cémo w), que no
posee mayor elemento (o una cota superior), puede crearse un nuevo numero
que se define como el nimero mayor que le sigue a todos los niimeros de la
sucesion.??

Usando los dos principios de generacién a la vez, se llega a la suce-
sién: 3w,3w + 1,...,3w + v, ..., 0w, ... 4w + v,...que también es infinita,
entonces usando el segundo principio de generacién se obtiene el siguiente
nimero més grande que todos los anteriores y que se denota con w?, al
aplicar sucesivamente ambos principios de generacién se llega a la nocién
del nimero w* y asf indefinidamente. Posteriormente Cantor define la to-
talidad de los mimeros « formados con la ayuda de los dos principios: (II)
w,w+1,. .. vowH w4 +Vﬂi’f,u,...,w”,...,oz, ...,el conjunto que
forma la sucesion (II), es lo que Cantor llamé “los niumeros de la segunda
especie.” Como (II) es una sucesién infinita que no tiene maximo, se aplica
el segundo principio de generacién, para definir un nuevo nimero €2 que es el
nimero que sigue a todos los nimeros de (IT). Este ntimero {2 es el primero
del conjunto de “los nimeros de la tercera especie (IIT).”%

22Cfr. Georg Cantor, Contributions to the Founding of the Theory of Transfinite Num-
bers, 1* ed. Instituto Politécnico Nacional, México, Introduccién, VII; Pag. 52.
23Cfr. Georg Cantor, op. cit., Introduccién, VII; Pag. 52.
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Ahora es posible hacer una comparacién. Primero, Cantor llegé a los
nimeros transfinitos por la necesidad de tener superindices de mayor grado
como el derivado de orden oo de un conjunto de puntos P, es decir P*;
en esta tultima definicién de los nimeros transfinitos Cantor ya sabia que
eran numeros concretos por lo que sélo le puso nombre a la construcciéon de
los mismos y cambi6 la notacién. Por lo tanto el simbolo oo es equivalente
al ndmero transfinito w. Ya que ambos representan el limite de la sucesion
infinita de los nimeros enteros, aunque para el caso de los conjuntos derivados
el nimero oo se utiliza como superindice no hay diferencia alguna en la
manera en que se definen los nimeros transfinitos (salvo la notacién), ya que
en ambos casos los niimeros subsecuentes se construyen por la adicién de la
unidad repetidamente y por la creacién de nuevos nimeros que representan
un limite, lo que equivaldria al uso de los dos principios de generacién (aunque
en el caso de los conjuntos derivados, los principios no tienen el nombre como
tal).



Conclusiones

Para la primera extensién del Teorema de Unicidad, Cantor ideé una
simple modificacién de la afirmacién inicial, manipulando ciertos elementos
de la prueba, dentro de una idea matemaética embrionaria, que desde entonces
cred en su mente y que lo guié eventualmente a su teorfa de los niimeros reales,
a los nimeros transfinitos y a la Teoria de Conjuntos en si. Este articulo de
1871 marcé una transicién en el pensamiento de Cantor, ya que fue aquf la
primera vez que consideré conjuntos de puntos.

Después del articulo de 1872, Cantor observé que la naturaleza del Teo-
rema de Unicidad, estaba mas ligada a los puntos relacionados con la linea
recta que con las funciones trigonométricas, por lo que comenzé a estudiar
las distinciones entre conjuntos infinitos numerables y conjuntos continuos.
Este estudio es el que lo llevo a establecer una Teoria de Conjuntos indepen-
diente y por lo tanto, en este punto se forma la linea que separa al analisis
matemadtico de la nueva teorfa.

Hablando matemadticamente, el mayor problema al que se enfrenté Can-
tor, fue demostrar que los niimeros reales no son numerables. Tardé un par
de anos en poder dar con este resultado, pero al mismo tiempo, fue el mas
importante para poder dar un paso hacia adelante, y asi establecer su nueva
teorfa. Con la idea de numerabilidad y la existencia de conjuntos no nume-
rables, llegé el momento de que Cantor precisara algunas viejas ideas, como
la de los conjuntos derivados, que realmente fueron el fundamento para los
nimeros transfinitos. Para ello era necesario establecer la base para hacer
distinciones entre los P y P(*),

Principalmente Cantor se dedicé a estudiar los conjuntos de puntos de
la segunda especie y con ello formulé un nimero de definiciones y teoremas
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acerca de diferentes tipos de conjuntos, por ejemplo introdujo los conjun-
tos aislados. En esos momentos, los “simbolos infinitos” eran sélo simbolos;
pero sélo fue cuestién de meses para que Cantor cambiara la direccién de su
investigacion introduciendo los nuevos niimeros transfinitos.

A finales de 1882 terminé de escribir el Grundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehre!, que fue la tltima parte de la serie de articulos que
comenzo6 a publicarse en 1879; éste fue el mds sorprendente y original, ya que
en el Grundlagen se presenté a los nimeros transfinitos como una extension
auténoma y sistematica de los niimeros reales. Este ultimo articulo de la serie
es el que coloca a Georg Cantor como el fundador de la Teorfa de Conjuntos.

Aunque definitivamente una de las grandes cualidades de Georg Can-
tor fue hacer extensiones de los objetos matemdticos ya existentes, como
podemos ver, el aspecto més importante de su habilidad matematica, no fue
modificar lemas o detalles para obtener generalizaciones en los teoremas o
conceptos, sino mds bien la capacidad para crear nuevas formas y conceptos
donde existian aproximaciones fallidas.

Ver Georg Cantor, Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen
Inhalts, Berlin, 1932, pag. 165.



Apéndice A.

Prueba de que una funcién f(z) dada por cada valor
real de » mediante una serie trigonométrica, se puede

representar en esta forma de una manera unica.
Por G. Cantor, Abril de 1870; de la Universidad de Halle.
Traduccién al espanol por Concepcién Alarcon con la colaboracién especial
de Wolfgang Achberger, 2005.

Si una funcién f(x) de una variable real = estd dada mediante una serie
trigonométrica

f(x) = 3bo + (arsenx + by cosx) + - - - + (ansenna + b, cosnx) + - - -
convergente para cada valor de x, entonces es importante saber, si existen
otras series de la misma forma, las cuales también son convergentes para cada
valor de z, y representan la funcién f(x). Esta pregunta, que ha sido sugerida
apenas lltimamente, no se puede, como se supone cominmente, decidir de
tal forma que se multiplica aquella ecuacién por cosn(z — t)dx y se integra
miembro a miembro de —7 hasta +7 (con lo cual de hecho para el lado
derecho sélo la integral que se deriva del n®™° miembro no se eliminarfa);
porque, aparte de que aqui se presupondria la posibilidad de la integracién
de f(z), la integracién de una serie

Ag+ A+ F A+,
en la cual A,, son funciones de una variable x, mediante la integracién de sus
partes, se puede efectuar sin problemas sélo entonces, cuando el resto que se
queda después de la separacion de los primeros n miembros, se hace al mismo
tiempo infinitamente pequeno para todos los valores de x que estdn dentro
del intervalo de integracién. Por lo tanto, cuando se pone
flz)=Ag+A1+..+ A, + R,
y dada la magnitud e, debe existir un niimero entero m con la caracteristica
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que, para n > m, R, es mas pequeno respecto a su valor absoluto que ¢
para todos los valores de x. [Aqui se trata de la asi llamada “convergencia
uniforme”.]

Es que se tiene que tomar el niimero entero més pequeno m, el cual cumple
para un x dado la condicién que el valor absoluto de R, sea més pequeno que
g, si n > m, por una funcién no continua de z y ¢; si en estas circunstancias
se denomina m(z, €), entonces no se sabe, si la funcién m(z, ) con un £ dado
esté debajo de un limite finito para todos los valores de x; hasta se puede
ver facilmente que, si f(x) tiene una discontinuidad para z = x4, la funcién
m(x,€) tiene que tomar valores que sobrepasan cualquier limite que se pueda
designar, si, con un ¢ fijo, x se acerca infinitamente al valor x;.

De eso se deduce, que la unicidad de la representaciéon de una funcién
mediante una serie trigonométrica convergente para cada valor de x, no se
puede averiguar de esta manera.

El tratado de Riemann “Uber die Darstellung einer Funktion durch eine
trigonometrische Reihe; Gottingen, 1867”7 me llevé a otro camino para alcan-
zar la misma meta, el cual quiero exponer brevemente aqui.

Primero subrayo que, como es comprobado en mi tratado “Uber einen die
trigonometrischen Reihen betreffenden Lehrsatz”, en una serie trigonométri-
ca

A0+A1‘|‘"‘+An+“' ,
la cual es convergente para todos los valores de x en un intervalo dado (que
por cierto puede ser tan pequeno como uno quiera), los coeficientes a,,, b, se
hacen infinitamente pequenos con un n creciente.

Si ahora uno se imagina dos series trigonométricas, las cuales son conver-
gentes para cualquier valor real de z y toman el mismo valor, y por lo tanto
representan la misma funcién f(x), entonces se deduce mediante sustracciéon
la una de la otra una representacion convergente del cero para cada valor de
x:

0=Co+Ci+4+Cp+--- (1)
donde Cy = %do, C, = cpsennx + d,, cosnx y donde los coeficientes ¢, d,
llegan a ser infinitamente pequenios con un n creciente, segin lo dicho ahora
mismo. Con Riemann formo de la serie (1) la funcién:

F(z)=Co+Z—Cr—v =Gt (2)
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Ella es una funcién de z, continua en la proximidad de cada valor de !,
la cual segin el teorema 1 en el § 8 del tratado mencionado arriba, tiene
la caracteristica que para cada valor de x el segundo [“centro”] cociente

diferencial
F(z+a)—2F(z)+F(z—a)
ao
se acerca al limite cero con un « decreciente.

Si fijamos estos dos datos para la funcién F'(x):

I. Que sea continua en la proximidad de cualquier valor de x,

II. Que el limite de su segundo cociente diferencial sea igual a cero para
cada valor de x con un « decreciente,

entonces se puede deducir de eso, que F'(x) es una funcién de primer
grado cx + ¢/. La siguiente prueba de esto me fue comunicada por el senor
Schwarz en Ziirich.?

Sean cumplidas las condiciones I. y II. para una funcién Fi(x) de la va-
riable real  dada en un intervalo (a...b), y la primera en la proximidad de
cada valor de x en el intervalo, la segunda para cada valor intermedio = [para
a < x < b], y tomando por i la unidad positiva o negativa, por x cualquier
magnitud real, veamos la funcién

¢ (2) =i {F () = Fi(a) = =2 (AL (0) = Fi (@)} =% (e —a) (b — ).

De las presuposiciones sobre F} (x) se deduce, que ¢ (z) es continua en el
intervalo (a...b), y que el limite del segundo cociente diferencial de ¢ () es
igual a y? para cada valor intermedio de x con « decreciendo infinitamente;
ademds ¢ (a) = 0, ¢ (b) = 0. Si por eso denominamos

p(r+a)=2p(r) +¢(r—a) con ¢ (z,a),

entonces ¢ (x, @) es aproximadamente igual a x2a? para cada valor intermedio

'Para comprender eso, serfa suficiente saber que los ¢,,d, estén abajo de un limite
senalable, pero la prueba de eso supuestamente requeriria los mismos medios con los cuales
se demuestra que limc, =0y limd,, = 0.

2Esta prueba se basa en lo esencial, en el teorema tratado frecuentemente y comprobado
en los cursos del senor Weierstrass:

“Una funcién continua ¢ (z) dada en un intervalo (a...b) (incluyendo los limites) de la
variable real z alcanza su méximo g de los valores que puede asumir, para por lo menos
un valor zg de la variable, asi que ¢ (zg) = ¢”.

Una prueba similar, basindose en lo mismo, para el teorema fundamental del calcu-
lo diferencial efectué Ossian Bonnet; ésta se encuentra en J. A. Serret, Cours de calcul
differentiel et intégral 1, 17-19. Paris 1868.
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de x, con « decreciendo infinitamente, o sea positivo y distinto de cero para
valores de « suficientemente pequenos. De eso se deduce, que ¢ (x) no es
positivo para ningin valor de z dentro del intervalo. Efectivamente, en los
limites ¢ (z) = 0; si ¢ (z) fuera positivo para un valor intermedio, entonces
el maximo de los valores que puede asumir ¢ () también seria una magnitud
positiva y serfa alcanzado para por lo menos un valor intermedio xy de z;
entonces para valores suficientemente pequenos de « seria

@ (zo + @) — ¢ (w9) <0, (zo — @) — ¢ () <0,
por lo tanto también ¢ (z, ) < 0, mientras ¢ (z, ) es positivo para valores
de «a suficientemente pequenos. Luego para cada valor de = en el intervalo
(a...b), para ¢ = £1 y para cualquier valor real de x
o (z) <0;
si en eso se deja que y llegue a ser infinitamente pequeno, entonces se deduce:

i{F(2) = Fi(a) = =2 (F1 (b) — Fi ()} <0 parai= £1,

luego

Py (z) = Fi(a) + 5= (F1(b) — F1 (@) .

Luego bajo las presuposiciones hechas Fj(x) es una funcién entera de
primer grado de .

De eso resulta para nuestra funcién F(x) (porque aqui se puede ampliar
el intervalo como se desee) la siguiente forma vélida para todos los valores
de z: F(x) = cx + ¢, y por eso se tiene para cada valor de x

CO%—CQL‘—C/:C&“‘%‘F”"F%‘{"”-

Primero se deduce de la periodicidad del lado derecho, que tanto ¢ = 0

como también Cy = % = 0, y por eso se mantiene la ecuacién
= Co ... Cn oy ..,
=0+ 1 + + n;z + . (3)

La serie a la derecha es de esta forma, que, con un ¢ dado, se puede
indicar un nimero entero m, asi que, si n > m, el resto R, respecto a su
valor absoluto es més pequetio que € para todos los valores de x [es decir la
serie es “uniformemente convergente”].

Por eso se puede integrar la ecuacién (3) después de multiplicarla por
cosn(x — t)dx miembro por miembro de —m hasta +m; el resultado es
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cpsennt + d,, cosnt = 0,
donde por t se entiende cualquier magnitud real; entonces se tiene: ¢, = 0,
d, = 0, mientras que ya antes se dedujo que dy = 0.

Luego resulta que una representacién del cero convergente para cada valor
singular de x mediante una serie trigonométrica (1) no se puede hacer de otra
forma mas que cuando los coeficientes dy, ¢,, d,, son todos igual a cero, y se
obtiene el teorema:

“Si una funcién f(z) de una variable real x estd dada mediante una serie
trigonométrica convergente para cada valor de x, entonces no existe otra
serie de la misma forma que también sea convergente para cada valor de x y
represente la misma funcién f(z).”
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Nota al articulo: Prueba de que una funcién ) dada
por cada valor real de » mediante una serie
trigonomeétrica, se puede representar en esta forma de
una manera unica.

Por G. Cantor, 1871; Universidad de Halle.

Traduccion al espanol por Concepcién Alarcon con la colaboracién especial
de Wolfgang Achberger, 2005.

En lo siguiente quiero anadir algunos comentarios al tratado mencionado
arriba.

Primero!, la prueba para la unicidad de la representacién de series trigono-
métricas que intento dar en el lugar mencionado, se simplifica de cierta forma,
haciéndola independiente del teorema que postulo y pruebo estrictamente en
un trabajo anterior pero que es extrano para el drea de este andlisis.

Tomando por u algin valor fijo, sustituyase en la ecuacién

0=Co+C1+Cy+--- (1)
Z una vez por u + x, la otra vez por u — x y sumense las dos ecuaciones. De
esta manera resulta una nueva ecuacién:
0=ep+eicosx+egcos2r+--- (1)

de la cual la validez para cada valor de x es una consecuencia inmediata de
la validez ilimitada de (1) la cual fue presupuesta. — Los coeficientes de (1’)
en = cpsennu + d,, cos nu sin embargo se vuelven infinitamente pequenos con
un n creciente, porque coinciden con los miembros C,, de (1), si en ellos se
iguala z con u.

! Agradezco un comunicado oral del profesor Kronecker.
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Por eso, si las conclusiones, que en el articulo se refieren a la ecuacion (1),

se aplican sin cambio a (1’), entonces resulta:

en = cpsennu + d, cosnu = 0,
y luego se deduce la desaparicién de los coeficientes ¢,, d,, a causa de la
arbitrariedad del valor w.

El segundo comentario se refiere a una cierta ampliaciéon respecto a la
unicidad del teorema. Asi como es probado en el mismo articulo, se deja
expresar de la siguiente manera:

“Dada una representacién del valor cero valida para cada valor de x, es
decir convergente, mediante una serie trigonométrica (1), entonces los coefi-
cientes c¢,, d, de esta representacién son cero.”

En esto las presuposiciones se pueden modificar en el sentido que para
ciertos valores de z se desiste o de la representacién del cero por (1) o de la
convergencia de la serie.

Sea ... xr_y,%g,T1,... la sucesién infinita de valores de x (aumentando
con el indice), para la cual o termina la convergencia de la serie (1) o la parte
derecha toma un valor distinto de cero, y los x, estdn sujetos a la restriccion
de existir solamente en intervalos finitos y en nimero finito, entonces se deriva
del articulo que la funcién ahi denominada F'(z) es igual a una funcién lineal
k,x + 1, en cada intervalo (x,...x,41), y s6lo resta exponer la identidad de
esta funcién lineal, para poder aplicar en el articulo las otras conclusiones a
F(x), las cuales llevan a la desaparicién de los coeficientes ¢,,, d,,.

Esta prueba de la identidad se hace para cada dos funciones vecinas k,x +
ly, kyr1x 41,11 ¥ con eso para todas, mediante el mismo procedimiento que el
senor profesor Heine introduce en una cuestién andloga en el tratado “Ueber
trigonometrische Reihen”, volumen 71, pdgina 353 de esta revista (Crelles
Journal), sélo se tiene que tomar en consideracion la continuidad de la funcién
F(z) y el segundo teorema de Riemann en su tratado (Riemann: “Uber die
Darstellung einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe”, tratado de
la Sociedad Cientifica de Gottingen, volumen 13) para el valor z,.; de x; se
encuentra:

F(I‘v+1) = kvxv—‘rl + Zv y

IU+1(k'u-l»l7kv)+ll)+17l'u+a(kv+1*kv) — 0

- para lima =0,

lim

lo cual solamente es posible si k, = kyi1, ¥ L, = ly41.
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Esta ampliacién del teorema de ninguna forma es la tltima; he logrado
una extensién mucho mayor que también se basa en procedimientos estrictos,
la cual comunicaré en otra ocasion.

Finalmente me permito cambiar una expresidn en el trabajo aqui discu-
tido.

Cito ahi en un nota el teorema:

“Una funcién continua ¢(z) de variable real z dada en un intervalo
(a...b) (incluyendo los limites), alcanza el méximo g de los valores que puede
adoptar, para por lo menos un valor xy de la variable, asi que ¢(xy) = g.”

Entiendo aqui bajo mdzrimo no el concepto que normalmente se une a esta
palabra (que ya incluye el alcanzar), sino el limite superior de los valores de
la funcién ¢(x); y segin eso también seria preferible esta tltima expresion.

De la expresién de un conjunto de valores dado (definido) dentro de un
ambito finito, se deduce que éste siempre tiene un limite superior, o sea un
valor g que tiene tal relacién con el conjunto de valores, que para cualquier
€ positivo existe por lo menos un valor del conjunto que es mas grande que
g — € y més pequeno o igual a g, pero que no existe un valor del conjunto
que sea mds grande que g.

Si se toma por ejemplo el conjunto de valores que consiste de todos los
valores de una funcién finita y definida ¢(x) dada en un intervalo (a...b)
(incluyendo los limites), entonces este conjunto de valores tiene un limite
superior g. Si se anade la condicién de la continuidad de ¢(x) para toda la
funcién, se deduce en lo siguiente que el limite superior g de la funcién se
alcanza, o sea que existe un valor = de z, para el cual p(z9) = g. Eso es el
sentido del teorema mencionado, en concordancia con la fuente citada.
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Extensién de un teorema de la teorfa de las series
trigonomeétricas.
Por G. Cantor, 1872; Universidad de Halle.
Traduccién al espanol por Andrés Sestier, Mayo de 1981.

Quisiera yo dar a conocer en este trabajo una extensién del teorema segin
el cual, una funcién no puede desarrollarse mas que de una sola manera en
serie trigonométrica.

En el Journal de Crelle, Tomo 22 pag. 139, intenté demostrar que dos
series trigonométricas:

sbn + X (agsenna + by, cos nx)

y
20+ > (aysennzx + b, cos nx)
que para todos los valores de x, convergen y tienen misma suma, tienen los
mismos coeficientes; después demostré en una nota referente a este trabajo,
que este teorema sigue siendo verdadero si para un nidmero finito de valores
de x se renuncia a la convergencia o bien a la igualdad de las sumas de las
dos series.

La extension que tengo en mente aqui, consiste en que para un nimero
infinito de valores de x en el intervalo (0...27) se puede renunciar a la
convergencia o a la concordancia de las sumas de las series sin que el teorema
deje de ser verdad.

Pero con ese fin estoy obligado a empezar con algunas explicaciones, o
mds bien algunas simples indicaciones destinadas a hacer ver las diversas
maneras en que pueden comportarse magnitudes numéricas en niimero finito
o infinito; me veo conducido a dar algunas definiciones para abreviar tanto
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como es posible la exposicién del teorema en cuestiéon cuya demostracion se
encuentra en el § 3.

§1

Los niimeros racionales sirven de fundamento para llegar a la nocién mas
extendida de una magnitud numérica; voy a designarlos bajo el nombre de
sistema A, incluyendo el cero.

Se encuentra una primera generalizacién de la nocién de magnitud numéri-
ca en el caso en que mediante una ley se ha obtenido una serie infinita de
nimeros racionales:

1,09, ...0n,. .. (1)
construida de tal manera que la diferencia a,,,, — a, se hace infinitamente
pequena a medida que n crece, para cualquier nimero entero positivo m, o
en otros términos que con £ (positivo racional) tomado arbitrariamente se
tiene un numero n; tal que |a,im — ay| < €, si n > ny, y si m es un numero
entero positivo tomado arbitrariamente.

Esta propiedad de la serie (1) la expreso asi: “la serie (1) tiene un limite
determinado b”.

Estas palabras no sirven pues, mas que para enunciar esta propiedad de
la serie sin antes expresar otra cosa y asi como ligamos la serie (1) con un
signo particular b asi también hay que asignar diferentes signos b, ', 0", ... a
diversas series de la misma especie.

Sea una segunda serie:

ay,ab,...al, ... (1)

que tenga un limite determinado b'; se encuentra que las dos series (1) y (1)
tendréan constantemente una de las tres relaciones mutuamente exclusivas:
o bien: 1°. a, — a,, se hace infinitamente pequeno a medida que n crece,
o bien 2°. a, — a/,, a partir de un cierto n permanece més grande que una
magnitud positiva (racional) €, o finalmente 3°. a,, — a/,, a partir de un cierto
n permanece mds pequeno que una magnitud negativa (racional) —e. En el
caso de la primera relacion yo escribo: b = b'; en el caso de la segunda: b >
y en el caso de la tercera: b < b'.

Asimismo se tiene que si una serie (1) tiene un limite b, no tiene con un
nimero racional a mas que una cualquiera de las tres relaciones siguientes.

O bien:
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1°. a,, — a se hace infinitamente pequeno al aumentar n o bien: 2°. a,, —a, a
partir de un cierto n es siempre mayor que una magnitud positiva (racional)
g, o finalmente 3°. a,, — a, a partir de un cierto n permanece inferior a una
magnitud negativa (racional) —e.

Para expresar la existencia de estas relaciones escribimos respectivamente:

b=a, b> a, b < a.

De estas definiciones y de las que siguen de inmediato, resulta (y se puede
demostrar rigurosamente esta consecuencia), que b, siendo el limite de la serie
(1), b—a, se hace infinitamente pequena a medida que n crece lo que justifica
por consiguiente de manera precisa la designacién de “limite de la serie (1)”
que se ha dado a b.

Designese con B la totalidad de las magnitudes numéricas b.

Por las convenciones precedentes se pueden extender las operaciones ele-
mentales efectuadas con niimeros racionales a la unién de los dos sistemas A
y B.

Sean en efecto b, y b’ tres magnitudes numeéricas del sistema B, las
férmulas:

/o /A N/} b __ n
b+b =1V, bb' =b", y =0
. . . ’ ’on
sirven para expresar entre las series correspondientes a los 3 nimeros b, b, 0.
ayp,as, ...
/ /
ay,ay, ...
" "
a/17 0/2’ DY

respectivamente las relaciones:
z !/ ny __
lim (a,, £ a], — al’) =0,
; / "y __
lim (a,al, — all) =0,

g a " __
hmi—an—().

En donde ya no tengo necesidad, por lo anterior, de explicar con mas
detalle la significacién del signo lim. Se tienen definiciones semejantes para
los casos en donde uno o dos de los tres niimeros pertenecen al sistema, A.

En general, toda ecuacién obtenida por un nimero finito de operaciones
elementales

F(bb,...00) =0
se presentard como expresién de una relacién determinada entre las series
que dan origen a las magnitudes numéricas
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bv,.. . b1

El sistema A ha dado origen al sistema B, asimismo los dos sistemas B y
A reunidos daran origen por el mismo procedimiento a un nuevo sistema C'.

Sea en efecto una serie infinita:

bi,bo, ...y, ... (2)
de numeros elegidos en los sistemas A y B y que no pertenecen todos al
sistema A, estando esta serie constituida de tal forma que b,,, — b, se hace
infinitamente pequena a medida que n crece, cualquiera que sea m (y es-
ta condicién por las definiciones precedentes se puede concebir como algo
perfectamente determinado) diré que esta serie tiene un limite determinado
c.

Las magnitudes numéricas ¢ constituyen el sistema C'.

Las definiciones de la equivalencia, de la desigualdad en mas y en menos,
y de las operaciones elementales, ya sean entre las magnitudes ¢, ya sea entre
estas magnitudes y las de los sistemas B y A son andlogas a las definiciones
antes dadas.

En tanto que los sistemas B y A son tales que se puede igualar cada uno
de los a a un b, pero no cada uno de los b a uno de los a, se puede por el
contrario igualar no sélo cada uno de los b a un ¢ sino también cada c a un b.

Aunque de esta forma puedan considerarse como idénticos los sistemas
B y C, en cierta medida, en la teoria que aqui expongo (y segun la cual
la magnitud numérica no teniendo en un principio en si misma en general
ningiin objeto, no aparece sino como elemento de teoremas que tienen cierta
objetividad, por ejemplo de este teorema de que la magnitud numérica sirve
de limite a la serie correspondiente), es esencial, digo, mantener la distincién
abstracta entre los dos sistemas B y C'; asf como la equivalencia de dos mag-
nitudes numéricas b y b’ tomadas del sistema B no trae consigo su identidad,
sino que expresa solamente una relaciéon determinada entre las series a las
cuales se refieren.

El sistema C' y los que le preceden, producen de manera andloga un
sistema D, estos a su vez otro sistema FE y asi sucesivamente; mediante A de
estas operaciones (considerando la operacién por la cual se pas6 de A a B
como la primera) se llega a un sistema L de magnitudes numéricas.

!Cuando se dice, por ejemplo, que una ecuacién de grado 1 con coeficientes enteros:
f(z) = 0, tiene una rafz real w, esto significa que se tiene una serie a1, as,...an,,... de
misma naturaleza que la serie (1) y que tiene como limite el signo w, y que ademds goza
de la propiedad lim f(a,) = 0.



APENDICE C. 83

Si se recuerda la sucesién de las definiciones dadas para la equivalencia y
la desigualdad en méds o en menos de estas diferentes magnitudes numéricas
y para las operaciones elementales que permiten pasar de un sistema al otro,
tendra lugar la misma relacién con los que preceden, exceptuando el sistema
A, de manera que podra siempre igualarse una magnitud numeérica [ a una
magnitud numérica k, i, ...c, b, y reciprocamente.

A igualdades de esta especie se pueden reducir los resultados del andlisis
(exceptuando algunos casos conocidos), ain cuando (aqui sélo lo indico en
atencion a estas excepciones) la nocién del nimero por muy desarrollada que
esté aqui, trae consigo el principio de una extensién necesaria en ella misma
y absolutamente infinita.

Parece legitimo, dada una magnitud numérica, en el sistema L, utilizar
esta expresién: es una magnitud numérica, un valor, o un limite de A es-
pecie; de donde se ve que empleo en general las expresiones magnitud numéri-
ca, valor y limite en el mismo sentido.

Una ecuacién F' (l,l’, : ..l(p)) = 0 formada por los ndmeros [,I’,...1
mediante un nimero finito de operaciones elementales aparece precisamente
en la teorfa en cuestion, como la expresién de una relacion determinada
entre p + 1 series A veces infinitas de nimeros racionales; estas series son
producidas por las series simplemente infinitas que definen en primer lugar
las magnitudes 1,7, ...1); se les obtiene reemplazando en las primeras los
elementos por las series que los definen y tratando de la misma manera las
series asf obtenidas que en realidad serdn doblemente infinitas y continuando
este proceso hasta que no tenga uno frente a si mds que nimeros racionales.

En otra circunstancia volveré con més detalle sobre todas estas relaciones.
Tampoco es aqui donde deba explicarse como las convenciones y las opera-
ciones de las que he hablado en este parrafo, pueden de hecho servir en el
analisis infinitesimal.

En lo que sigue al exponer la relacién de las magnitudes numéricas con
la geometria de la linea recta, me limitaré casi exclusivamente a los teoremas
necesarios, de donde se puede, si no me equivoco, deducir el resto por medio
de una demostracién puramente légica. Para compararlo con los §§ 1 y 2
senalo el libro 10 de los Elementos de Euclides; que puede servir de punto de
comparacion en esta materia.
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§ 2.

Los puntos de una linea recta estdan determinados cuando tomando como
base una unidad de medida, se indican sus distancias, abscisas, desde un
punto fijo 0 de la linea recta con el signo + o —, segin que el punto en
cuestion se encuentre en la parte positiva o negativa (fijada de antemano) de
la recta a partir de 0.

Si esta distancia tiene un cociente racional con la unidad de medida, se
le expresa por una magnitud numérica del sistema A; en el caso contrario si
el punto es conocido mediante una construccién, siempre se puede imaginar
una serie:

a1,0a9,03, ...0n, ... (1)
que realiza las condiciones enunciadas en el § 1, y que tiene con la distancia
en cuestion una relacién tal que los puntos de la recta a los que se refieren
las distancias ai,as,as,...a,,..., se aproximan en el infinito al punto por
determinar, a medida que aumenta n.

Lo que expresamos diciendo: la distancia del punto por determinar al
punto 0 es igual a b cuando b es la magnitud numérica correspondiente a la
serie (1).

Se demuestra a continuaciéon que las condiciones de equivalencia y de
desigualdad en més o en menos de las distancias conocidas, estdn en con-
cordancia con las condiciones de equivalencia y de desigualdad en més y en
menos (definidas en el § 1), de las magnitudes numeéricas correspondientes,
que representan estas distancias.

Ahora se sigue sin dificultad que las magnitudes numéricas de los sistemas
C,D ... también son capaces de determinar distancias conocidas. Pero para
acabar de reportar el lazo que observamos entre los sistemas de las magni-
tudes numéricas definidas en el § 1 y la geometria de la linea recta hay todavia
que agregar un axioma el cual enunciamos simplemente como: A cada mag-
nitud numérica pertenece también reciprocamente un punto determinado de
la recta cuya coordenada es igual a esta magnitud numérica en el sentido
expuesto en este §.2

2A cada magnitud numérica pertenece un punto determinado, pero a cada punto se
reportan como coordenadas, en el sentido senalado, una cantidad innumerable de magni-
tudes numéricas iguales; porque como ya se di6 a entender anteriormente, de los funda-
mentos puramente l6gicos, se sigue que puntos distintos no pueden responder a magnitudes
numéricas iguales, y que uno y el mismo punto se puede reportar a magnitudes numéricas
desiguales como coordenadas.



APENDICE C. 85

LLamo a este teorema un axioma porque estd en su naturaleza el que no
pueda ser demostrado de manera general.

Este teorema también sirve para dar como suplemento una cierta objetivi-
dad a las magnitudes numéricas de las que sin embargo son completamente
independientes.

De lo que precede, considero un punto de la recta como determinado
cuando su distancia desde 0 precedida del signo conveniente estd dada como
magnitud numérica, valor o limite de A" especie.

Entremos ahora de lleno en nuestro tema y consideremos las relaciones
que se presentan, dadas ciertas magnitudes numéricas en nimero finito o
infinito.

De lo que precede se pueden considerar las diferentes magnitudes numéri-
cas como correspondientes una por una a los diferentes puntos de una linea
recta. Para mayor claridad y sin que sea esencial, en lo que sigue vamos
a usar este modo de representaciéon y cuando hablemos de puntos siempre
tendremos en mente los valores para los cuales se les obtiene.

Para mayor brevedad, llamo sistema de valores a un niimero dado finito
o infinito, de magnitudes numéricas y sistema de puntos a un nimero dado
finito o infinito de puntos de una recta. Lo que se dird en lo sucesivo de
los sistemas de puntos se puede aplicar inmediatamente por lo dicho, a los
sistemas de valores.

Dado en un intervalo finito un sistema de puntos, cabe en general consi-
derar un segundo sistema de puntos deducido del primero de cierta manera,
y un tercero deducido del segundo de la misma manera, etc.; es necesario
estudiarlos todos si se quiere concebir la naturaleza del primero.

Para definir estos nuevos sistemas de puntos, definamos primero la nocién
del: punto limite de un sistema de puntos.

Por la frase punto limite de un sistema de puntos P, quiero decir un
punto de la recta tal que en su vecindad haya una infinidad de puntos del
sistema P; puede ocurrir por otra parte que el punto limite pertenezca a este
sistema. Y llamo vecindad de un punto todo intervalo en el cual este punto
esté contenido. Segtn esto es facil demostrar que un sistema compuesto por
un numero infinito de puntos tiene siempre por lo menos un punto limite.
Llamamos punto aislado de P todo punto que al pertenecer a P no sea al
mismo tiempo punto limite de P.

De aqui que sea condicion determinada de todo punto de la recta respecto
a un sistema dado P, ser o no ser un punto limite de este sistema y se tiene asi
también definido al mismo tiempo que el sistema P, el sistema de sus puntos
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limite que yo designo mediante P’ y que llamo el primer sistema derivado de
P.

Si el sistema P’ no estd compuesto por un numero finito de puntos, se
puede deducir de él por el mismo procedimiento otro sistema P”, que llamo
el segundo sistema derivado de P. Por medio de v operaciones analogas se
llega a la nocién del v sistema P®) derivado de P.

Si por ejemplo el sistema P se compone de todos los puntos de la recta
cuyas abscisas son racionales y comprendidas entre 0 y 1 (ya sea que se
incluyan o no los limites), el sistema derivado P’ se va a componer de todos
los puntos del intervalo (0. .. 1), comprendidos los limites 0 y 1. Los sistemas
siguientes P”, P, ... no difieren de P’. O bien, si el sistema P estd compuesto
por los puntos cuyas abscisas son respectivamente

1,411
el sistema P’ se va a componer del tinico punto 0 y no dard origen él mismo
por deduccién a ningiin otro.

Puede ocurrir y este es el caso que nos interesa que después de v opera-
ciones, el sistema P®) se componga de un nimero finito de puntos y por
consiguiente ¢l mismo no dé origen, por deduccién, a ningin otro sistema;
en este caso el sistema primitivo P diremos que es de la v especie; y
de aquf se sigue que P”, P", ... son entonces de la v — 199" especie, de la
U — 2ésima L

En esta teorfa, el conjunto de todos los sistemas de especie determinada,
es pues considerado como un género particular en el conjunto de todos los
sistemas de puntos imaginables, y los sistemas de puntos que hemos llamado
de 1™ especie, forman una especie particular en este género.

Un sélo punto ofrece ya un ejemplo de un sistema de puntos de v
especie, si se da su abscisa como magnitud numérica de %" especie, satisfa-
ciendo a ciertas condiciones faciles de establecer. Si en efecto se descompone
entonces esta magnitud numeérica para obtener los términos de v — 1¢59me
especie de la serie que le corresponde, si se descomponen estos miembros a su
vez para llegar a los términos (de especie v —2%®) que los constituyen y asf
sucesivamente se acaba por tener un nimero infinito de nimeros racionales;
y si se representa el sistema de puntos correspondiente a estos nimeros, seré

de especie 1/°.

ésima

3Sefialo explicitamente que no es este siempre el caso. En general, el sistema de puntos
asi generado por una magnitud numérica de especie v puede ser de especie inferior o
superior a la v°"™% o no tener especie determinada.
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§ 3.

Teorema. Si una ecuacién que tiene la forma:
0=C+Cy+---+Cp +--- (1)
donde Cyy = %do; C,, = cpsen nx+d, cosnx, se satisface para todos los valores
de x con la excepcion de aquéllos que corresponden a los puntos de un sistema
de puntos P de v especie dado en el intervalo (0. ..27), donde v designa
un nimero entero tan grande como se quiera, afirmo que se tendra:

dy =0, cn =d, =0.

Demostracion. En esta demostracion como se verd en lo sucesivo al hablar
de P se tiene en mente no solamente el sistema dado de v®™® especie de
los puntos excepcionales en el intervalo (0...27), sino también el sistema
producido sobre la linea infinita entera por repeticién periédica.

Ahora consideremos la funcién:

F(x):CO%_Cl_&_..._&_..._

4 nn
Resulta, de la naturaleza de un sistema P de v especie, que debe
haber un intervalo («.../) donde no se encuentra ningin punto de este
sistema; para todos los valores de x comprendidos en este intervalo se tendréa
pues a causa de la convergencia de nuestra serie (1) que ha sido supuesta:
lim(c,sennz + d,, cosnz) = 0,
por consiguiente segin un teorema conocido (v. 4° vol. de Annalen math.)

lime, =0 limd, = 0.

_La funcién F'(x) goza de las siguientes propiedades (ver RIEMANN,
“Uber die Darstellung einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe”,
§ 8):

1° Es continua para todos esos valores de x.

2° lim F(HQHF&*O‘)*ZF(I) =0, si lima = 0, para todos los valores de z,

exceptuados los que corresponden a los puntos del sistema P.
F(z+a)+F(z—a)—2F(x)
«

3° Se tiene lim
valores de z sin excepcién.

= 0, si lima = 0, para todos los

Voy a mostrar que F(x) = cx + ¢’. Para ello, considero primeramente
un cualquier intervalo (p...q) donde no hay mas que un nimero finito de
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puntos del sistema P; sean xg, x1, ... 2, estos puntos escritos segin su orden
de sucesién.

Digo que F'(x) es lineal en el intervalo (p...q) pues F(z), a causa de las
propiedades 1 y 2 es funcién lineal en cada uno de los intervalos obtenidos
al dividir (p...q) por los puntos g, 1, . . . T,; como en efecto no hay puntos
excepcionales en ninguno de esos intervalos, las conclusiones aplicadas en la
memoria (Journal de Borchardt, t. 72, p. 159) tienen aqui toda su fuerza;
por lo tanto no queda sino demostrar la identidad de esas funciones lineales.

Voy a hacerlo para dos funciones vecinas y las elijo en los dos intervalos
(xg...m1) y (x1...29).

Sea pues en (zg...x1), F(z) = kx + 1.

En (z1...29) sea F(z) =Kz +1'.

A causa de 1° se tiene F'(z1) = kx; + [; y para valores suficientemente
pequenos de a:

F(lri14+ o) =F(r1+ o)+ 1; F(r; —a) =k(z; —a) + 1.

Se tiene asi como consecuencia de la condicién 3°:
o (K —k)zy U — ok —k)
lim =0,

» para lima = 0,
lo cual no es posible més que si:

k=Fk, 1=

Resumiendo, podemos enunciar el resultado siguiente:

(A) “Sea (p...q) un intervalo cualquiera en el que no hay mas que un
nimero finito de puntos del sistema P; F'(x) serd lineal en este intervalo”.

Considero a continuacién un intervalo cualquiera (p'...q") que no con-
tiene mdas que un ndmero finito de puntos xj, 2, ... 2, del primer sistema
derivado P’; -y digo en primer lugar que en cada uno de los intervalos par-
ciales obtenidos al dividir (p. .. ¢) mediante los puntos z, 2/, . . ., por ejemplo

en (xy...21), la funcién F(z) es lineal.



APENDICE C. 89

Pues cada uno de estos intervalos parciales contiene, es verdad, en general
un nimero infinito de puntos de P, de tal suerte que el resultado (A) no se
le puede aplicar inmediatamente; pero cada intervalo (s...t) comprendido
entre los limites de (7 ...2}) no encierra sino un nimero finito de puntos
de P. (Porque de otra manera habria todavia entre xj, y z) otros puntos
del sistema P’) y en consecuencia la funcién es lineal en (s...t) a causa de
(A). Pero como se puede acercar a voluntad los puntos extremos s y ¢ de los
puntos z y x}, se concluye sin mds que la funcién continua F'(x) es también
lineal en (zf,...x}).

Después de haberlo demostrado para cada uno de los intervalos parciales
(p'...q") se obtiene el resultado siguiente por los mismos raciocinios que los
que condujeron al resultado (A):

(A’) “Sea (p'...q") un intervalo cualquiera que sélo encierra un nimero
finito de puntos del sistema P’, F'(x) es lineal en este intervalo.”

La demostracién se lleva a cabo de la misma manera. Pues habiendo es-
tablecido que F'(z) es una funcién lineal en un intervalo cualquiera (p® ... ¢®) |

/

que no contiene m&s que un ndmero finito de puntos del k%" sistema P*)
derivado de P, resulta como en el paso de (A) a (A’), que F(z) es también
funcién lineal en un intervalo cualquiera (p*™+ ... ¢ *V)  que no encierra
més que un nimero finito de puntos del (k + 1)%"™° sistema P*+1),

Asi concluimos mediante un nimero finito de deducciones sucesivas que
F(z) es lineal en todo intervalo que no contenga mas que un nimero finito de
puntos del sistema P®). Pero el sistema P es de especie v por hipé6te-
sis, y entonces un intervalo (a...b) tomado arbitrariamente en la recta no
contendrs mds que un nimero finito de puntos de P®). F(z) es pues lineal
en todo intervalo (a...b) tomado arbitrariamente, y de aqui se sigue que,
como se ve facilmente, que F(z) toma la forma: F(z) = cx + ¢’ para todos
los valores de x. Habiendo puesto lo anterior en evidencia, la demostracién
se prosigue como en el trabajo antes citado dos veces, desde el momento en
que se ha establecido la forma lineal.

También se puede enunciar el teorema que hemos demostrado aqui, de la
manera siguiente:

“Una funcién discontinua f(x), distinta de cero o indeterminada para
todos los valores de x que corresponden a un sistema de puntos P de pm®
especie dado en el intervalo (0...27), pero igual a cero para todos los demds
valores de x, no se puede representar por medio de una serie trigonométrica.”
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Sobre una propiedad del sistema de todos los nimeros

algebraicos reales.
Por G. Cantor, 1874; de la Universidad de Halle.
Traduccioén al espanol por Andrés Sestier, Mayo de 1981.

Se llama, en general, nimero algebraico real, un nimero real w que es raiz

de una ecuacién no idéntica de la forma
agw"+aw" - +a, =0, (1)

donde n, ag, ay, . . . a,, son nimeros enteros; podemos suponer que los niimeros
n 'y ag, son positivos, que los coeficientes ag, ay, . . . a, no tienen divisor comun
y que la ecuacion (1) es irreducible; estas suposiciones dan como resultado por
los teoremas fundamentales de la aritmética y del dlgebra, que si la ecuaciéon
(1) admite como raiz un nimero algebraico real determinado, es una ecuacién
enteramente determinada; reciprocamente a una ecuacién de la forma (1)
corresponden cuando més tantos nimeros algebraicos reales, raices de esta
ecuacién como unidades hay en el grado n.Los nimeros algebraicos reales
constituyen en su totalidad un sistema de nimeros que vamos a denotar con
(w); asi como resulta a partir de consideraciones elementales, este sistema
(w) de nimeros es de tal naturaleza que existe una infinidad de nimeros
de (w) cuya diferencia respecto a un nimero « cualquiera, es menor que una
cantidad dada, por pequena que sea. Esta observacién hace mas sorprendente
a primera vista la proposiciéon que sigue: es posible hacer corresponder uno
a uno los numeros del sistema (w), a los nimeros v que pertenecen a la
serie de los enteros positivos, sucesién que serd designada mediante (v), de
manera tal que a cada nimero algebraico real w responda un niimero entero
positivo determinado v, y que reciprocamente a cada niimero entero positivo
v responda un nimero real algebraico w completamente determinado; en

90
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otros términos, es posible imaginar los nimeros del sistema (w) dispuestos
seglin alguna ley en una sucesion infinita
W1, Wy e e Wyy e e (2)

en la cual figuran todos los nimeros de la categoria (w), cada uno de ellos se
encuentra en la sucesién (2) en un lugar determinado indicado por el indice
correspondiente. Una vez que se ha encontrado una ley que permita disponer
de esta manera los nimeros de (w), se deducirén de esta, otras maneras, por
modificaciones que se podrén elegir a voluntad; nos bastard pues indicar,
como lo hacemos en el § 1, el modo de clasificacién que parece basado sobre
el més pequeno nimero de consideraciones.

Para dar una ampliacién de esta propiedad del sistema de todos los
numeros algebraicos reales, agrego al §1 el § 2 en el cual muestro que cuan-
do se considera una sucesiéon dada bajo la forma (2), formada por nimeros
reales, se puede determinar en cada intervalo («...[), dado de antemano,
ndmeros 7 no contenidos en esta sucesién (2).

Combinando las proposiciones de los §§ 1 y 2, se obtiene asi una nueva
demostracién del teorema siguiente demostrado por primera vez por LIOU-
VILLE (Journ. de Math. red. p. Liouville primera serie T. XVI, 1851): en
cada intervalo («...[) dado de antemano existe una infinidad de nimeros
trascendentes, es decir, nimeros que no son algebraicos reales. Ademads el
teorema del § 2 da la razén por la cual no se puede hacer corresponder uno
a uno a los nimeros enteros de la serie (v) con nimeros reales que forman
un sistema continuo de nimeros, es decir, por ejemplo, todos los nimeros
reales que son > 0 y < 1. He llegado asf a encontrar de manera neta la dife-
rencia esencial que hay entre un sistema continuo de nimeros y un sistema
de niimeros de la misma especie que la totalidad de los niimeros algebraicos
reales.

§ 1.

Volvamos a la ecuacién (1) a la cual satisface un nimero algebraico real
w y que de acuerdo con los supuestos que se hicieron antes, es una ecuacion
enteramente determinada; llamemos altura del nimero w la suma de los va-
lores absolutos de los coeficientes aumentada con el nimero n — 1, siendo
n = grado de la ecuacién; designando esta altura con N y aplicando una
notacién conocida para designar los valores absolutos de los nimeros, se
tiene en consecuencia,



APENDICE D. 92

N =n—1+]ao| +ar| +- -+ an|. (3)

Esta altura N es por consiguiente, para cada nimero algebraico real, un
mimero entero positivo determinado y reciprocamente a un niimero entero po-
sitivo dado N sélo corresponden un nimero limitado de nimeros algebraicos
reales que tienen altura N; sea o (IN) este nimero se tendra por ejemplo,
v(1) =1,¢(2) = 2,0 (3) = 4. Los nimeros del sistema (w), es decir, todos
los niimeros algebraicos reales, pueden entonces disponerse en el orden si-
guiente: se tomard como primer niimero wi, el inico nimero de altura N =
1; se escribird consecutivamente por orden de magnitudes crecientes los 2
nimeros algebraicos reales de altura N = 2 y se les designard con ws, ws;
después, siguiendo a éstos y por orden de magnitudes crecientes, se escribirdn
los cuatro nimeros de altura N = 3; de manera general una vez que se
hayan asi contado y clasificado los numeros de la categoria (w) hasta una
altura determinada N = Nj, se dispondran seguidamente y por orden de
magnitudes crecientes los niimeros reales algebraicos de altura N = N; + 1.
Asi se obtiene el sistema de todos los nimeros algebraicos reales bajo la
forma:

W1, W,y .o . Wyy .oy
y se puede reportdndose a esta clasificacién, hablar del v
braico real, sin omitir ningiin nimero del sistema (w) .

ésimo

nimero alge-

§ 2.

Cuando se tiene una sucesién infinita de nimeros reales diferentes entre

si, que se suceden de acuerdo con una ley determinada cualquiera
Hops foy - ov fhyy - e (4)

se puede en cada intervalo («...[) dado de antemano determinar un nuevo
nimero 7 que no se encuentra en la sucesién (4); por consiguiente existe una
infinidad de nimeros tales. A continuacién la demostracién de este teorema.

Vamos a partir del intervalo dado de antemano («...[3) y sea a < [3;
designemos con o, 3’ los dos primeros niimeros de la sucesién (4) distintos
entre si, que son distintos de a, 3 y que se encuentran en este intervalo,
y sea o < [3'; designemos asimismo con «”, /3", los dos primeros ntimeros
de nuestra sucesién distintos entre si y que se encuentran en el intervalo
(a/...03") y sea o’ < 8”; de acuerdo con esta misma ley, formemos un in-
tervalo siguiente (o ...3") y asf sucesivamente. Segiin esta definicién los
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nimeros o/, &, ... son mimeros determinados ji,, fiy,,, - - - f, de nuestra suce-
sién (4) cuyos indices k crecen constantemente y lo mismo tiene lugar para
los nidmeros ', 3", ...; ademds, los nimeros o’,a”, ... son magnitudes cre-
cientes, los nimeros 3, 3", ... son magnitudes decrecientes; cada uno de los
intervalos (a...3),(a/...3),(«”...3"),... comprende a todos los que le
siguen. Entonces no pueden concebirse més que dos casos.

O bien el nimero de intervalos que pueden formarse asi es finito; sea

(a(”) B (”)> el dltimo de ellos; como en ese intervalo se encuentra un niimero

de la sucesién (4), se puede tomar en este intervalo un nimero 7 que no
pertenece a la sucesion (4) y el teorema estd asi demostrado en este caso.

O bien el nimero de los intervalos asi formados es infinito; entonces como
los nimeros o/, @”, ... crecen constantemente sin crecer al infinito tienen un
cierto limite a™; asf también los nimeros 3, 3", ..., que decrecen constante-
mente tienen un cierto limite 5. Si o> = * (lo que siempre se presentara
aplicando este método al sistema (w) de los numeros algebraicos reales),
facilmente se asegura uno, volviendo a la definicién de los intervalos, que el
numero
n = a® = (% no puede estar comprendido en nuestra sucesién; porque
si este nimero estuviese comprendido en nuestra sucesion se tendrfa 7 = p,,,
siendo f1, un fndice determinado; pero esto no es posible pues p, no estd

en el intervalo (a(p) .. .B(p)>, en tanto que el nimero 7 estd en él segin su

definicién. Si por el contrario a® < %, todo nimero 7, comprendido en el
intervalo (a™ ... () o igual a uno de sus limites llena la condicién requerida
de no pertenecer a la sucesion (4).

Los teoremas que acabamos de demostrar pueden ser generalizados de
diferentes maneras; aqui no indicaremos méas que la proposicién siguiente:
“sea U1, Vg, ...U,,... una sucesion finita o infinita de nimeros linealmente
independientes, es decir, de niimeros tales que no existe entre ellos ninguna
ecuacion de la forma a;vi + asve + ... 4+ a,v, = 0, siendo los coeficientes
ai, as, . . . a, enteros no todos nulos a la vez; podemos concebir el sistema (£2)
de todos los nimeros €2 representables por funciones racionales de coeficientes
enteros de los nimeros dados vq,vs,...v,,...; entonces, en todo intervalo
(a...[), hay una infinidad de nimeros que no estén contenidos en el sistema
(Q) '77

En efecto con ayuda de consideraciones andlogas a las que se emplearon
en el § 1, se ve que los niumeros de la categoria (£2) pueden disponerse en una
sucesion de la forma
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Q1,0,...9,,...,
de donde resulta el teorema en cuestién segin la proposicién demostrada.
M.B. MININGERADE ha demostrado por una reduccién a los principios
de GALOIS, un caso muy particular del teorema que acabamos de indicar,
a saber el caso en el que los niimeros vy, vs,...v,, son en nimero finito, y
en el cual el grado de las funciones racionales que sirven para formar los
nimeros de la categoria (€2) estd dado de antemano. (Ver Math. Annalen de

CLEBSCH y NEUMANN, Tomo III pédg. 497.)



Apéndice E

Sobre series trigonométricas.
(por el Sr. E. Heine en Halle a. S.)
Traduccién al espanol por Concepcién Alarcén con la colaboracién especial
de Javier Castanon.

§. 1. Hasta hace poco tiempo, se crefa que la integral de una serie conver-
gente, cuyos miembros siguen siendo finitos dentro de limites de integraciéon
finitos, era igual a la suma de las integrales de cada uno de los miembros,
hasta que el Sr. Weierstrass hizo notar que la demostraciéon de este teorema
requiere que la serie no solamente converja en los limites de integracién, sino
que también converja en un mismo grado'. Pero observemos el teorema:

Dada una funcién finita f(x) entre x = —7 y & = 7 ésta se puede desa-
rrollar sélo de una manera en una serie trigonométrica de la forma

(o) f(x) = 2ao+(as cos x+by senz)+(as cos 2z+bysenx)+- - -
volviéndose nula, y de ahi que a través los trabajos de Dirichlet, de Lipschitz
y de Riemann solamente se haya comprobado, que una funcién de x en un
mimero de casos de naturaleza muy general se puede desarrollar en una serie
de la forma (a.), cuyos coeficientes son conocidos, pero no de cudntas maneras
puede darse el desarrollo.

La importancia que correspondia hasta hace poco a la representacién de
una funcién por medio de una serie trigonométrica, se basaba en su mayor
parte en la unidad del desarrollo, es decir, en la certeza de encontrar la
misma serie, y también en qué manera se puede transformar la funcién en

'En la presente publicacién también el Sr. Thomé en Berlin menciona este teorema
como celebre. Cfr.: Sobre el desarrollo de fracciones continuas de la funcién de Gauss
F(a,1,7,z) T. 66, P. 334.

95
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la serie. He intentado, por lo tanto, cambiar el teorema ya mencionado por
otro que restaura la unidad del desarrollo, y que es suficiente para todo tipo
de aplicaciones, por ejemplo para problemas de fisica.

Una sencilla reflexién (compérese la conclusion del §. 2.) muestra que una
serie (), que sea igual a una funcién discontinua, no puede converger en un
mismo grado, incluso si permanece finita; sin embargo ain no se sabe que,
o mejor dicho, si una serie que representa una funcién continua tenga que
converger en un mismo grado, lo cual se ha aceptado sin ninguna clase de
reparo. Este asunto tampoco se esclarece con lo siguiente: No se sabe hasta
hoy? ni siquiera atvn con certeza, si en realidad es posible representar una
funcion continua dada por medio de una serie trigonométrica convergente en
mismo grado. Acerca de esto, asi como acerca de la cuestién similar para el
caso de otras funciones que permanecen finitas, el siguiente teorema propor-
ciona una explicacién, para cuya demostraciéon (compdrese el apéndice) se
encuentran los elementos esenciales en el famoso trabajo de Dirichlet sobre
las series de Fourier en el repertorio Doves?®:

I. Teorema. La serie de Fourier para una funcion finita f(x), que posee
un numero finito de mdximos y de minimos, es decir, aquella serie totalmente
determinada por la forma («.), en la cual

™

Tay, = [ f(x)cosmadz, Ty, = [ f(z)senmadz,

converge en mismo grado, en cuanto f(x) sea continua de —m hasta +m
(ambos incluidos) y f(w) = f(—n); en el resto de los casos solamente es
convergente, en general, en un mismo grado.

La expresion “en general” se utiliza aqui de la manera que se verd a
continuacion, si la excepcion se refiere a un nimero finito de puntos. Estos
lugares de excepcion en el teorema antedicho son, por cierto, faciles de in-
dicar: son los alrededores de los puntos de discontinuidad, - en tanto que
las discontinuidades en estos puntos no puedan ser eliminadas alterando la
funcién en ellos, - y que ademéds © = £, si no f(7) = f(—n).

Gracias a este teorema ha sido preparado el camino por el cual se puede
llegar desde el teorema no demostrado a uno que sea seguro. Y esto se logra
inmediatamente, si uno agrega a las palabras finales de éste la condicién “que

2Los dos siguientes teoremas y el contenido del §. 6 se los he comunicado al Sr. Thomae,
quien desea utilizar mis investigaciones en un trabajo que trata sobre las ©-funciones de
Jacobi, y que ya se encuentra en la imprenta.

3T. 1, P. 152-174: Sobre la representacién de funciones completamente arbitrarias por
medio de series de Senos y Cosenos.
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converge en un mismo grado”; sin embargo quedarfa muy cenido, porque
pierde su significado si no se trata justamente de una funcién continua, para
la que ademds f(m) = f(—m), porque, como se observé antes, en los otros
casos no existe un desarrollo tinico convergente en un mismo grado. Cambiaré
este teorema por el siguiente:

II. Teorema. Una funcion f(x) continua en general, no necesariamente
finita, se puede desarrollar sélo de una manera en una serie trigonométrica
de la forma (o), si la serie estd sujeta a la condicion de converger en general
en un mismo grado. La serie representa a la funcion en general desde —m
hasta +.

La conclusiéon de este teorema todavia requiere una explicaciéon: si se
desarrolla una funcién finita dada en una serie de Fourier, entonces se debe
descartar que la serie represente exactamente a la funcién dada; en los lugares
de discontinuidad ésta da, como es sabido, cierto valor medio. La pregunta
siguiente ahora serfa, si aquella funciéon que es exactamente igual a la se-
rie de Fourier también puede ser representada eractamente por otra serie
trigonométrica de la forma (a.). Gracias al Sr. Cantor! en Halle, a quien
hice piblico con mis investigaciones, me vi motivado a extenderla al caso,
en el que ya no se exige una concordancia en los puntos de discontinuidad?®.
El segundo teorema nos da el resultado, si se renuncia a la concordancia en
éstos y en cualesquiera otros puntos en nimero finito; nos dice, no obstante,
que la serie esté determinada, ésta concuerda con el desarrollo de Fourier, si
la misma existe para la funcién.

Es evidente que el segundo teorema también se puede poner de la forma
siguiente, en la que deberd ser demostrado:

ITI. Teorema. Si una serie trigonométrica (c.) desde —m hasta +m con-
verge en general en un mismo grado y representa generalmente al cero, lo
cual no presupone que tenga un valor finito ahi donde no desaparece, en-
tonces todos los coeficientes a y b deben desaparecer, y por lo tanto la serie
representa al cero en todas partes.

4El mismo hace notar que el término de convergencia en un mismo grado aparace en
una “Nota sobre una caracteristica de las series que representan funciones discontinuas”
del Sr. Seidel, en las Memorias de la Academia de Munich de 1948.

SEste caso no se puede considerar més que como resuelto por el trabajo de Riemann
“Sobre la representacién de una funcién por medio de una serie trigonométrica” §. 3, P.
15, No. 3, cuya comunicacién se la debemos al Sr. Dedekind, ya que justo el teorema en el
que se basa la determinacion de los coeficientes, se pone aqui en duda.
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§. 2. Antes de la demostracién del teorema II1. adelanto unas definiciones:
Una serie de elementos
91,92, 93, - - - Im;
es convergente, cuando a partir de un valor n asignable, para valores de n
siempre crecientes, la suma
dn +gn+1 +gn+2 +e +gn+m
decrece bajo cualquier cantidad ¢ dada y diferente de cero, cuyo valor positivo
se puede dar también a m.

Si los miembros g dependen de una variable x, que puede recorrer todos
los valores desde « hasta § (incluidos «, (), entonces la serie dentro de estos
limites se llama convergente en mismo grado, si el criterio de convergencia
para cada € dada se satisface por medio de la misma x, mientras n recorre
todos los valores; para n entonces se tiene que tomar otro valor si se da otra
€.

Llamo a una serie convergente en mismo grado de « hasta S en general,
es decir con excepcién de los alrededores de ciertos puntos, a la que cumple
el criterio de convergencia uniforme en toda la linea desde « hasta 3, una vez
que se haya eliminado con anterioridad cualquiera de los pequenos segmentos,
que incluyen los puntos mencionados. Si la serie de hecho converge o diverge
en los puntos criticos es en este caso algo absolutamente sin importancia; las
series de Fourier, por ejemplo, convergen para las funciones finitas con saltos
finitos también en los sitios de salto, y sin embargo, no son convergentes de
ninguna manera en un mismo grado.

De hecho, suponiendo que zy sea un punto critico tal, entonces en el mis-
mo la serie, que por lo general es f(x), representa, como se sabe, el recurso
aritmético de f(zo + 0) y de f(zo — 0); es decir que, con la mas pequena
variacién de x en el punto xy (aqui se trata solamente de valores muy pe-
quenos de la diferencia x — x() se modifica la serie de Fourier en mas de lo
que indica una magnitud finita d que sea menor que el valor numérico de
s(f(@o+0) — f(zo —0)). Ahora que si se toma para & una parte alicuota de
d, por ejemplo € = 0,01d, y supone que para esta ¢ existe un n fijo, entonces
resulta una contradiccion. Y es que, por un lado, se modifica la serie infinita
g1+¢go+---; en algo més que d, tal como se ha hecho notar anteriormente; sin
embargo, después de la suposicién, en ambos lugares la serie infinita se dife-
rencia de la suma de los primeros n miembros a lo més en ¢; por consiguiente
se modifica esta suma finita, g; + g + - - - g, tan poco como se modifique
también a x, por lo menos en d — 2¢. Por otra parte uno puede cambiar tan
poco a z, que cada miembro g cambia a lo sumo alrededor de la n®" parte
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de ¢, es decir, la suma finita g; + g2 + - - - + g, cambia a lo sumo en ¢, lo cual
no concuerda con aquel resultado en el que las cantidades ascienden por lo
menos a d — 2¢.

§. 3. Se puede demostrar primero que una serie trigonométrica, si converge
en general, pertenece a aquéllas en que los miembros para cada valor de x
finalmente se hacen infinitamente pequenos, tal como indica la expresién en el
§. 7, p. 25 del trabajo de Riemann sobre series trigonométricas. Solamente es
necesario mostrar esto para una serie de cosenos y para una serie de senos por
separado; pues la suma o la diferencia de dos series convergentes en mismo
grado en general es igual a una serie de la misma caracteristica, y ya que
x recorre los valores desde —7 hasta -+, entonces las series con el néme
miembro

a,, COs nx+b,sennz, a, cos nx —b,sennx

son, segin nuestra suposicién, ambas convergentes uniformemente en general.

Para demostrar ahora que en la serie de cosenos

%ao+a1 cos r+as cos 2+ - -

a, con n creciente decrece bajo cualquier magnitud ¢ dada ain mas pequena,
se eliminan, como en el §. 2, los puntos criticos. Sea pq, entonces, algiin tramo
continuo, de modo que, si sélo se dan a x valores que pertenecen a pq, la serie
converge ahi en mismo grado, es decir, n puede tomarse tan grande, que para
esta y una n mds grande todas las x pertenecientes al tramo pq hacen el
miembro a, cosnx < . Ahora si n es tan grande, que = < pq, entonces, para
por lo menos un valor entero de m, seguramente z = =% pertenecerd a la
linea pq, o sea, a, cosnx, es decir a,, debe estar situado debajo de ¢.

Sucede de manera similar con la serie del seno; para la demostracién se

: 2m+1
tiene que poner en este caso x = (%ﬁ
n

§. 4. Después de las observaciones en el inicio del §. 3, serd suficiente
probar el teorema III por separado para una serie de senos y luego para una
serie de cosenos.

Sea la serie de senos

bisenx +basen2x +bssendz+- - -
convergente en mismo grado en general e igual a cero; xg, x1, Ts, ... x, orde-
nadas segin su magnitud, deben representar 0, m y las abscisas positivas
de los puntos criticos, con lo cual es indistinto, si x¢ y x,, es decir 0 y 7,
pertenecen o no a éstos. Puntos criticos son aqui aquéllos en los cuales o la
serie no desaparece o en sus alrededores ésta no converge en mismo grado.
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Si o representa algin nimero entero de 1 hasta 7, y si se integra la
ecuacion
> bysennx =0
seguin z, y los limites de integracion estan incluidos entre z,_1 y x,, entonces
es vilido intercambiar la integral de la suma por la suma de las integrales; se

tiene por lo tanto
Z bn COSTLI;COSTLZ — 0

si z representa alguna constante que, tal como z, esté situada entre x, 1 y
T

No es posible resolver la serie anterior como la diferencia de dos partes, de
las cuales una incluye sélo a x, la otra sélo a z, pues no se ha demostrado que
cada parte converge para sf misma. Pero la serie converge en mismo grado tal
como aquélla que resulté por la integracion, siempre y cuando x permanezca
dentro de sus limites. Por lo tanto, con una segunda integraciéon dentro de
los mismos limites, se puede dejar que la sumatoria suceda a la integracion.
De tal modo resulta

Z bn(sennm;zsennz - (LC - Z)M) =0.

n

Los miembros b,, disminuyen a cero con n creciente; por lo tanto, las series

con el n° miembro

sennx sennz
n o p2 > n p2 >

son incondicionalmente (absolutamente) convergentes, y de la ecuacién prece-

dente se deduce que también la serie con el n®™° miembro b, “*"* es con-

vergente e igual a una constante, que es k, o mejor dicho, k,. Si se pone
X b, e = F(o),

y ¢, también representa una constante, entonces, por lo tanto, se tiene

F(z) = Y b, = ¢, + ak,, (Tgr <@ < 7,)

Después de haber sido hallada de esta manera la forma de la funcién
F(x), se trata de la determinacién de las constantes ¢ y k, para las cuales
conservamos el nimero necesario de ecuaciones, si procedemos a partir de
dos diversos criterios.

a) Primero, comprender que la ecuacién anterior es valida para los limites
T = x,_1 e incluso r = x,, ya que F(z) es una serie absolutamente conver-
gente y el lado derecho es una funcion lineal de z. Por lo tanto, para todos
los puntos xg, 1, ...z, se obtienen 7 + 1 ecuaciones dobles en F(z), o sea,
7 — 1 de la forma
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F(xa) = Co + Toky = Coq1 + Tokoia (0< o< T)
ypararz =0y z, =7

F(Io) =0= Cy,
F(z,)=0=c¢, + 7k,.

b) En segundo lugar uno puede servirse del teorema que Riemann formula

y demuestra rigurosamente en el trabajo mencionado arriba®, segin el cual
F(z+a)+F(z—a)—2F (x)

(0%
con « se vuelve siempre infinitamente pequeno. Si se coloca aqui =, para x,
entonces x + «, con « positiva, se sitia entre x, y z,.1, por el contrario,
r — « entre x,_1 v x,. Se tiene por lo tanto

F(xa + O[) = Cot1 + (xo + a)ka+l7
F(z, —a) =c, + (x5 — a)ky,

2F (2,) = (Cotxoks)+(Cor1F+Tokor1),
y después de la substitucion de estos valores por el teorema de Riemann

ka’ - ko—+1 .

Ya que ahora se ha hallado, que todas las k son idénticas, entonces se sigue
de a), que igualmente todas las ¢, es decir ¢; = 0, se vuelven idénticas. De
aqui resulta que k. = 0, al ser ¢, + 7k, = 0; por tanto, toda k es igual a cero,
as{ como toda c. Por lo tanto desaparece la serie absolutamente convergente

F(z) = X b=
para toda = desde 0 hasta 7, de modo que toda b desaparece, y por lo tanto
la parte del teorema III. que se refiere a la serie del seno estd probada.

§. 5. Ahora debe probarse el teorema III. para una serie de cosenos
1
500+ G, cosnx (n > 0)
en la cual las letras z,0, 7, ¢, k tienen un significado similar para la serie de
cosenos tal como en el parrafo anterior para la serie de senos. Ademds se
pone

F(z) =3 an 53", (n > 0).

n2

6¢. 8, P. 29, teorema 2.
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Una doble integracién, si x y z estéan situados entre z,_1 y x,, proporciona
la ecuacién

%ao(.’ﬂ _ 2)2 _ Zan(cosnxn—;:osnz + :tn;zsennz) — 07

es decir
F(z) = ¢y + zk, + iaon, (o1 < T < Ty).

Esta ecuacién debe ser vilida atin en los limites z,_1 y x,, de modo que,
por otro lado, se obtiene un sistema de ecuaciones
1, .2 1, .2
CotToko+ 50075 = Cor1+Toko 1+ 5007
o, después de quitar el mismo miembro, como en el §. 4 segin a)

Co + Toky = Coy1 + Tokoy, 0<o<T).

Como en el §. 4 segun b) resulta
klzkgz...:]{?T

y de esto
Cil =C = ...=Cp,

también desde z = 0 hasta x =7
F(z) = c+kz+1aor?,

donde ¢ y k designan las mismas constantes en todo el intervalo. Para deter-

minarlos hay que notar que la serie para F(x) converge absolutamente, que
también existe la ecuacién:

ERIN

™
4 — 2 [F(x) cosnadr = %(gag cosnm — 2ksen®nr).
0

2r

Si se emplea el valor hallado de a,, en la serie de cosenos dada, entonces
se comprende inmediatamente que ella no converge, mientras que la suma,
sin embargo, en general debe ser cero, si no ag y k, y por lo tanto toda a
desaparece, con lo cual se da la demostracién del teorema III.

§. 6. Algunos puntos en la demostracién de los Principios de Dirichlet
todavia no estdan justificados con aquélla manifestada rigurosidad que serfa
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deseable para un teorema de tal importancia. Como es sabido, ya mucho tiem-
po atrds los senores Kronecker y Weierstrass expresaron sus suposiciones de
que tiene que existir un minimo, asi como también sobre la aplicacién del
célculo de variaciones. También yo hice notar ya hace varios anos que una
condicién no es incuestionable, y sobre todo aquella que dice que una funcién
del borde al interior siempre puede seguir siendo continua, mientras que sus
primeros cocientes diferenciales deben permanecer continuos en coordenadas
cartesianas. En anos pasados se ha intentado llevar a cabo la demostracién
con ayuda de las series trigonométricas, lo cual debe traerse a colacién ahora
ya que de lo mismo se desprenderia que cada funcién continua de una variable
f(z), para la cual f(r) = f(—m), se desarrolla solamente de una manera en
una serie trigonométrica de la forma (), sin que la convergencia uniforme
en general se convierta en condicién del desarrollo. Por eso menciono que
aquel método de demostracién tiene como fundamento una condicién sin
demostrar, sobre la que todavia quiero agregar, puesto que una circunstan-
cia particularmente esencial viene aqui a colacién con la consideracién de
funciones de varias variables. Sea («.) algin desarrollo de f(x) en una serie
trigonométrica, entonces se considera cominmente la expresion
(8.) a0+ r(ay cos z + bysenx) + 12 (ay cos 2z + bysenx) + - - -
como una funcién de r y de x que es continua para todo valor de x y de r = 0
hasta 7 = 1 (incluidos). Después de que Dirichlet” demostrara exactamente
el teorema® formulado por Abel en su trabajo sobre la serie del binomio,
segun el cual el limite de una funcién dada como una serie de potencias
cotcirtear? 4 - (r<1)

para 7 = 1 se vuelve igual a ¢ + ¢; + ¢o + - - -, si la iltima serie converge,
entonces es evidentemente claro que la funcién (5.) cambia continuamente
con z en r fija, y con r hasta r = 1 (incluido) en z fija. Sin embargo parece
que aun no se ha notado que estas propiedades, esta continuidad en cada
punto individual hacia dos direcciones, no es aquélla continuidad que se debe
presuponer si uno desea utilizar conclusiones similares sobre la funcién como
aquéllas que son permitidas para las funciones continuas con una variable,
y a la que puede llamaérsele continuidad uniforme debido a que se extiende
uniformemente sobre todos los puntos y todas las direcciones. Una funcion de
dos variables x,y se llama uniformemente continua en un dominio, si para
cualquier pequena magnitud € dada existen magnitudes hy y kq, de las cuales

" Liouville, Journal de Mathématiques, serie II, T. VII, p. 253-255.
8T. I, No. II, teorema IV, P. 314 y 315 de este diario.
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ninguna es cero, de modo que la diferencia f(x+h,y+k)— f(z,y) permanece
menor que €, mientras h 'y k o hy y k1 no se excedan, y mds concretamente
esto debe darse con ¢ dada y hy y ki fijos para todos los puntos (z,y) y
(x + h,y + k) que pertenecen al dominio, incluida su delimitacion.

Apéndice.

§. 7. Aqui debe anadirse la demostracién del teorema 1., justo después del
ensayo de Dirichlet mencionado anteriormente, al cual se remiten también
las siguientes citas. Se cree que la funcién f(z) mencionada en el teorema I.
estd libre de las discontinuidades que son removibles debido a la alteracién de
sus valores en puntos individuales, lo que estd permitido pues el desarrollo de
f(z) en una serie de Fourier concuerda con aquel que darfa la misma funcién,
libre de esa discontinuidad. Sea ademds g un nimero positivo tan grande que
g+ f(x) permanezca positivo, n un nimero entero positivo y 2n+1 =k fijo.

Los puntos del eje de las abscisas, los cuales pertenecen ahora a los sitios
de discontinuidad, se eliminan como en el §. 2 al rodear estos puntos con
segmentos arbitrariamente pequenos, los cuales se cree que estan excluidos
mas adelante, si se hace que también la letra x (mas no otras letras) recorra
los valores desde —7 a +m, de modo que f(x) también sea univariable, y
f(x +0) concuerde con f(z — 0). No es posible reducir mas los segmentos
circundantes en el transcurso de la demostracion. Los puntos 7 son apre-
ciados del mismo modo que los sitios de discontinuidad, si f(7) no concuerda
con f(—m). Puesto que la suma de la serie de Fourier es exactamente f(x)
en cada punto x del eje de las abscisas desde —7 hasta 7, entonces la parte
del teorema I. que todavia estd por ser demostrado, se puede formular asi:
El niimero n se puede tomar tan grande tal que la suma de los primeros n
miembros de la serie menos f(x) es menor que una magnitud arbitrariamente
pequena ¢ dada, y de hecho esto ocurre en mismo grado, es decir para la x
desde —m hasta m atravez de la misma n. Ademds, para valores atin mas
grandes de n aquella diferencia no puede exceder otra vez a e.

Para la demostracién se tiene que averiguar de que forma

h
S = [p(B)*mdp, (0<h<3)
0

senf

con n creciente, se aproxima a su valor limite 7¢(0); nétese de antemano que
aqui (/) debe representar o f(xz+27) o alguna funcién que desde el primer
tramo, es decir, a partir de § = 0, es constante en un tramo, y en todas
partes permanece debajo de g. En el primer caso
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(B) — (0) = fa + 28) — f(x);
ahora es una funcién de una variable z que posee solamente un nimero
finito de méximos y de minimos, si permanece constante en un tramo desde
r = a hasta x = b, seguramente continua en mismo grado en estos tramos,
es decir para cualquier € dada existe una magnitud h tan pequena que todas
las ordenadas pertenecen a las abscisas desde x hasta = + h, se diferencian
una de la otra en menos que £, mas concretamente para toda x de a hasta b
con € y h fijas. O sea que (debido a la continuidad de f(x) para cada abscisa
x), existird la desigualdad ¢(5) — ¢(0) < ¢ para toda funcién ¢ que en este
primer caso se tome en cuenta, para una € y una [ correspondiente fijas,
y también existird aun si § se reduce. En el segundo caso ¢(5) — ¢(0) es
exactamente el mismo cero incluso para un ( suficientemente pequeno.

§. 8. Dirichlet trata (P. 164) primero el caso en que ¢(3) es constante
desde § = 0 a f = h, nunca aumenta y nunca llega a ser negativo. El
demuestra entonces que el valor de S estd situado entre los limites

To(2T) — popr (22T,

SO )+ Pom 10 (BE) 01 (0(0)—p(3E))
donde m representa algiin niimero entero positivo que estd constituido de tal
manera que (2m + 1)7 permanece abajo de hk, donde ademas

s 2
p1<§+ksen%’

2 1 2 1
K sen @I < Pam1 < e 2mE -

Si se toma a m aproximadamente del tamano /n, y se le asigna, por
ejemplo, para m el nimero entero siguiente de /n; entonces para valores
suficientemente grandes de n

P1 < %_F%v p2m+1:$'
si se dejan fuera debido a su pequenez las magnitudes del orden n=3
son aqui totalmente insignificantes.
Entonces S se diferencia de 7 (0) en menos de
(7.) 2((0)—(F ) +55
si se hace caso omiso del miembro de un orden superior, por lo tanto, uni-
formemente para todas nuestras funciones ¢, en todo lo menos que se quiera,
o la diferencia S — T(0) para toda ¢ se aproxima en mismo grado al cero.

que
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Al aplicar este teorema (Dirichlet, P. 167 y 168) en el caso en que ¢
permanece constante en los limites de integracién, donde S — Z¢(0) como
o convergen a cero, ademds en la funcién ¢ (B)+g si ¢ (B) adopta también
valores negativos, finita en —p () si ¢ nunca disminuye, se encuentra el
resultado de que S — T(0) converge uniformemente a cero para toda z,
cuando la funcién ¢ (3) definida en el §. 7. en el intervalo desde § = 0 hasta
£ = h no pasa del crecimiento al decrecimiento o inversamente, y permanece
constante.

Para liberar a la funcién ¢ también de esta condicién, considérese

h
o= [ (B)dp, (O<c<h<3)
C

si ¢ () todavia estd sujeta a la misma condicién en los limites de integracién
gy h.Sieray(8) = f(r+20), entonces esta funcién permanece bien definida
para 5 = 0, porque se transforma en f(z) y a x solamente le fueron dados
aquellos valores que no recaen en lugares criticos. Asi, el limite ¢ se puede
diferenciar ya que en esta relacién del 0 anterior, en que le pueden pertenecer
dos ordenadas. Se sabe cémo Dirichlet P. 169 encontré el limite de o a partir
del de S mediante la descomposicion de la integral desde ¢ hasta h en dos,
en una desde 0 a h y en otra desde 0 hasta c; para ello continué la funcién ¢
desde ¢ hasta 0 de manera tal que permanece constantemente igual a ¢(c+0)
ahi. Es decir que se tiene que utilizar en dos ocasiones repetidas el teorema
sobre la integral S, ambas veces en una funcién 1 (3) que esté constituida
de la misma forma en que lo estd la funcién ¢ () en S, y de hecho tal co-
mo en el segundo caso en la conclusién del §. 7; es decir que la funcién es
constante para valores pequenos de 3, y la diferencia de cada S con 51(0) o
5¢(c+0) es por lo tanto (férmula ~.) < W’ﬁ, y por consiguiente o < % 0
sea uniformemente tan pequeno como se desee.

De aqui se desprende, que entonces S—7.¢(0) se vuelve también uniforme-
mente arbitrariamente pequeno para n creciente, si ¢ es liberada de todas
las condiciones de este parrafo y solamente permanece sujeta a aquellas del

§. 7.

§. 9. Segun los datos del §. 7. se tiene que investigar como se aproxima la
suma de los primeros n miembros de la serie (a.) a f(z). Esta suma se puede
representar (Dirichlet, P.170) mediante la expresion

T—x T+x

f<x+2ﬁ>5;;k§d5+%Zf(x—2ﬁ>5:;k§d5.

1
i

o~—w
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El andlisis del mismo para cualquier valor individual determinado de = no
tiene importancia para nosotros, puesto que se conoce, a partir del trabajo
de Dirichlet, el valor de los limites de las integrales, incluso en el caso en que
x representara alguno de los valores que hemos excluido; se sabe que para
cada punto individual la serie converge, y de hecho, puede ser interesante en
si saber qué tan rdapido convergeen cada uno, pero no lo es la pregunta de
si la serie converge en mismo grado. Por lo tanto, no es necesario considerar
aqui los casos £, atn si la respectiva abscisa no debiera ser excluida por si
misma.

Supongamos que fuera x < m y positivo, entonces una x negativa no
requerirfa un estudio esencialmente diferente. Luego *5* permanece bajo 3
y la primera integral que es de la forma S, y se aproxima, para toda x por
igual, al valor 1 f ().

La segunda integral se puede descomponer en una que vaya desde 0 hasta

T+x

s : : 1 s
5, ¥ que se aproxime de la misma manera a ; f(x), y en otra desde  a ™%,

la cual, si se introduce ™ — (8 para § como una variable, se transforma en
us

2.) lf F(2B-+a—2m) 2k,

Esto se maneja de manera similaZr como o en el §. 8, se descompone pues en la
diferencia de dos integrales que tienen al 0 como limite inferior, al continuarse
la funcién f(z) desde 3 = "5* hasta § = 0 de tal manera que permanezca
constante f(—m + 0), se reconoce inmediatamente después, que el valor de
(2.) con n creciente se aproxima en mismo grado al cero para toda x, con lo
que el teorema estd demostrado.

Halle, en febrero de 1870.



Apéndice F

Los elementos de la Teorfa de funciones.
(por el Sr. E. Heine de Halle del Saale.)
Traduccién al espanol por Concepcién Alarcon con la colaboracién especial
de Javier Castanon.

El avance de la teoria de funciones estd detenido principalmente por el
hecho de que ciertos teoremas elementales de la misma, a pesar de haber sido
demostrados por un investigador perspicaz, atin se ponen en duda, de tal for-
ma que los resultados de una investigaciéon no siempre pueden considerarse
correctos, si estdn basados en estos teoremas fundamentales imprescindibles.
Yo lo atribuyo a que si bien los principios del Sr. Weierstrass se han difundi-
do incluso en otros circulos, ya sea directamente por sus conferencias y otras
comunicaciones verbales, o indirectamente por copias de los cuadernos que
fueron elaborados después de estas conferencias, atin no han sido publicados
por él mismo en una versién auténtica, de modo que no existe ningin lu-
gar en el cual se encuentren los teoremas desarrollados coherentemente. Sin
embargo, su verdad estd basada en la definicién no del todo establecida de
los nimeros irracionales, en la que conceptos de la geometria, en especial
sobre la produccion de una linea mediante el movimiento, a menudo han in-
fluido de manera confusa. Los teoremas son vdlidos para la definicion de los
numeros irracionales tomada como base mds adelante, en la cual se dice de
los nimeros que son iguales si no se diferencian en ningin nimero infinitesi-
mal asignable, en la cual, ademds, a los nimeros irracionales les corresponde
una verdadera existencia, de modo que una funcién univariable para cada uno
de los valores de las variables, sea racional o irracional, también posee un va-
lor determinado. Desde otro punto de vista, sin embargo, pueden surgir, con
todo derecho, objeciones contra la verdad de los teoremas.

108
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No sin reparos publico este trabajo, cuya primera y esencial parte “Sobre
nimeros” ya desde hace mucho tiempo estd completa. Fuera de la considera-
ble dificultad para describir tal materia, tenia dudas sobre la publicacién de
un trabajo que contiene principalmente ideas de otros que me fueron transmi-
tidas a través de comunicaciones personales, sobre todo del Sr. Weierstrass,
de modo que apenas me corresponde poco mds que su realizacion, en la cual
fue importante no dejar ningtin vacio que fuese considerable en cierto sentido.
No obstante, fue principalmente la necesidad de referirme a los teoremas fun-
damentales de la teoria de funciones en un tratado posterior lo que me motivé
a la publicacién del actual, en el que finalmente pruebo estos teoremas.

Le estoy agradecido particularmente al Sr. Cantor en Halle por su co-
municacién personal, que ejercié una influencia importante en la redacciéon
de mi trabajo, al tomar prestadas sus ideas para introducir los nimeros
generales mediante aquellas series particularmente convenientes, que aqui
(A, §. 1, Def. 1) llamaremos series numéricas. Esto me parece, particular-
mente para las aplicaciones de la teoria de funciones (B, §. 2, Teorema.l),
un perfeccionamiento afortunado de la especie de introduccién original, en la
cual los mimeros generales son determinados mediante miltiplos de ciertas
magnitudes en una cantidad infinita. La justificacién para considerar como
magnitudes numéricas lo introducido por medio de las series la halla el Sr.
Cantor en el hecho de que es posible determinar también aqui los conceptos
de “mayor que”, “menor que” e “igual que”.

La pregunta: ;qué es un nimero?, la responderé cuando no me quiera
detener con los racionales positivos, no a través de una definicién conceptual
del nimero, o introduciendo, por ejemplo, los irracionales como limite cuya
ezistencia fuese una suposiciéon. En cuanto a la definicién, me pongo en el
punto de vista puramente formal' al llamar nimeros a ciertas indicaciones
concretas, de modo que la existencia de estos nimeros quede fuera de la
cuestion. Se puede poner un interés principal en la operacion aritmética,
y la indicacién numérica se debe seleccionar de tal manera, o poseer tal
mecanismo, que provea de una nocién para la definicién de las operaciones.

Las operaciones aritméticas son reglas segin las cuales dos nimeros que
estdn conectados por el operador, se pueden cambiar por uno solo. Estas re-
glas fueron determinadas en un principio de tal forma que daban el resultado
del célculo ordinario, si los niimeros introducidos eran solamente 0, 1,2, 3,

!Desde hace muchos afios introduzco mis conferencias sobre andlisis algebraico en la
forma en que lo hago en esta introduccién.
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etc. La imposibilidad de la substracciéon en muchos casos motivé la intro-
duccion de nuevas indicaciones o nimeros: para cada indicacién a ya exis-
tente se introduce otra indicacién neg(a), y se amplia la definicién de las
operaciones de manera conveniente, de modo que éstas provean atin de un
resultado para las nuevas indicaciones, conveniente para el anterior, lo mismo
que antes. Entonces resulta, segin la definicién apropiada de substraccién,
que neg(a) = 0 — a. La imposibilidad de la divisién de dos nimeros a y b,
cuando el cociente no es un nimero entero, motivé a anadir la indicacién
doble (a,b) a los anteriores, con lo cual se establece la conexién con éstos
por el hecho de que se debe permitir el intercambio de (a,1) con a. Si se
amplia la explicacién de la multiplicacién, entonces resulta que (a,b) no es
nada més que el resultado de la divisién de (a,1) entre (b,1), o de a entre
b. De aqui en adelante les es posible a los nimeros introducidos la adicién,
substraccion, multiplicacion, y en general la divisién; para esto tltimo hay un
caso imposible, cuando el denominador es cero y el numerador no es cero. La
imposibilidad de sacar la raiz en todos los casos, y también de realizar otras
operaciones trascendentes en los niimeros introducidos hasta ahora, motivé
la introduccién de nuevas indicaciones, de los nimeros reales irracionales y
de los imaginarios. En la seccién A se puede observar cémo son seleccionados
los primeros para dar a las operaciones una aplicacién. En la misma me he
limitado a los nimeros reales, puesto que se puede llegar, sin esfuerzo, a par-
tir de ellos a los complejos, al anadir a las indicaciones de los niimeros reales
a, b,etc. otros compuestos. En vez del nimero complejo a + by/ — 1 aparece
(a,b) como indicacién, la cual, después de una explicacién adecuada de la
adicién, se vuelve igual a a + b, después de la explicacién de la multiplicacién
en un principio es igual a a + b,1 y, finalmente 1, puesto que de la misma
explicacién se sigue; que una raiz de —1, es igual a a + by/ — 1.

A. Sobre Nuimeros.

§. 1. Las series numéricas.

1. Definicion. Serie numérica es una serie de nimeros aq, as,etc.,a,,etc.,
si para cada nimero 7 dado lo mds pequeno que sea, pero diferente de cero,
existe un valor n que provoca que a, — a,1, permanezca debajo de n para
todo entero positivo v.

Nota. La palabra nimero, significa siempre en la seccién A, sin mayores
rodeos, nimero racional. En este caso el cero es considerado como un niimero
racional.
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2. Definicion. Toda serie numérica en la cual los nimeros a,, que tengan
indice n creciente, decrezcan con cada magnitud definible, se llama serie
elemental.

Corolario. Los miembros a,, de cada serie numérica permanecen debajo de
una magnitud finita. Si la serie no es elemental, entonces también permanecen
todos, a partir de un cierto valor del indice n, sobre una magnitud diferente
de cero.

Convencion. A fin de llevar un mejor seguimiento serdn utilizadas las
letras griegas para los miembros sélo en series elementales. Asf 7y, ny,etc., es
una serie elemental.

1. Teorema. Si tanto ai, as,etc. como by, bg,etc. son series numéricas, en-
tonces a; + by, as + ba,etc., ast como a; — by, as — by,etc., y aiby, asbs,ete. son
también series numéricas.

Demostracion. (a, £+ b,) — (@piy £ bnao) = (an — anay) £ (by — bugw), s
los signos superiores, asi como los inferiores, concuerdan. Esta expresién se
vuelve arbitrariamente pequena con n creciente, ya que las a y las b forman
series numéricas, es decir que (§.1, Def.1) a,, — @iy ¥ by — bpyp se vuelven
arbitrariamente pequenos con n creciente.

Lo mismo se aplica para

anbn_an—‘rvbn—i—v - an(bn_bn+v)+bn+v(an_an+v)7
puesto que a, y b,., permanecen bajo una magnitud finita (§.1, Corol.).

2. Teorema. Bajo las condiciones del primer teorema, y si ademas las a

no forman una serie elemental, también

b1 by b3

(11’(127(137".

es una serie numeérica.
Demostracion. by, _ bty Bnnio—Gubniy,  PnlGnte—Gn)ton(bn—bntv),
an An+o anQn+o anQn+o

Puesto que el numerador de la expresiéon del lado derecho se vuelve ar-
bitrariamente pequeno con n creciente, mas el denominador, sin embargo,
permanece sobre una magnitud diferente de cero (§.1, Corol.), entonces tam-
bién el lado izquierdo se vuelve arbitrariamente pequeno con n creciente.

3. Definicion. Las series numéricas ay, as,etc. y by, by,etc. son iguales si
y solo si, la serie numérica ay — by, as — bo,etc. es elemental.

3. Teorema. Todas las series elementales son iguales unas a otras, e in-
versamente una serie elemental no es igual a otra serie numérica mas que a

una elemental.
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Demostracion. Si €, y n,, son miembros de dos series elementales, entonces
€n — M, se vuelve arbitrariamente pequeno con n creciente. Por lo tanto
€1 — 1y, E2 — Ny,etc. es una serie elemental, es decir, (§.1, Def.3) realmente la
serie elemental €1, £9,etc. es igual a la otra 7, 7,,etc.

Sin embargo, una serie no elemental con el 7™ miembro a,, no puede ser
igual a la elemental con el n®° miembro ¢, porque a, — &, con n creciente
permanece por encima de una magnitud definible (§.1, Corol.).

8. 2. Introduccién de los nimeros generales o indicaciones
numéricas.

Peticion. Anadir a cada serie numérica una indicacién.

Se introduce la serie misma como una indicacién, puesta entre corchetes,
de modo que, por ejemplo, la indicacién perteneciente a la serie a, b, ¢, etc.
es [a, b, cetc.].

1. Definicion. Un nimero general o una indicacion numérica es aquella
indicacién que pertenece a una serie numérica.

2. Definicion. Las indicaciones numéricas son iguales o permutables, si
pertenecen a series numéricas iguales; son desiguales o no permutables si
pertenecen a series numéricas desiguales (§.1, Def.3.).

Designacion. Si [a,b,etc.] y [a/, bletc.] son idénticas, entonces esto se in-
dica con [a, betc.] = [as, bt,etc.], o con [al, b ete.] = [a, betc.].

Abreviatura. Como indicacién numérica que pertenece a una serie numeéri-
ca cuyos miembros estdn formados con las mismas letras minisculas, debe
poderse tomar también la maytscula correspondiente; por lo tanto, como
indicacién de [aq, as,etc.] también estd A y de 1, n,,etc.] también H.

Convencion. La indicacion numérica que pertenece a una serie numeérica
que contiene solamente el mismo miembro a es el mismo nimero racional a.

1. Corolario. Ast (§.2, Convencion)

[a17a2,(l3,...] =A
la,a,a,...] =a.

1. Teorema. La indicacion de cada serie elemental es 0.

Demostracion. Todas las series elementales son iguales (§.1, Teor. 3), por
lo mismo, las indicaciones de todas las series elementales son iguales (§.2,
Def. 2), o sea, iguales a la indicacion [0, 0,0, etc.], es decir (§.2, Corol. 1) que
son iguales a cero.
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Aclaracion. No se calcula con series numéricas, sino con indicaciones
numéricas. Las operaciones aritméticas se definirdn mas adelante (§. 3) por
medio de las series numéricas, y de tal forma que produzcan el resultado
conocido para los niimeros racionales, si todos los miembros aq, as,etc. se
vuelven iguales, es decir, si las indicaciones numéricas se vuelven nidmeros
racionales; la convencion anterior es, por lo tanto, licita.

3. Definicion. Se dice que A > B, si a,, — b, a partir de un cierto valor
del nimero n siempre permanece positivo y definible, y A < B, si a,, — b, a
partir de cierta n permanece negativo y definible.

Aclaracion. La igualdad excluye la desigualdad en m&ds o en menos. Es
decir que si A = B, entonces los miembros a,, — b, pertenecen a una serie
elemental; sin embargo, si A = B no se cumple, entonces los miembros a,, — b,
no pertenecen a una serie elemental, por lo que permanecen, estrictamente
hablando, (§.1, Corol. 1) sobre una magnitud diferente de cero, de modo que
entonceso A > Bo A< B.

2. Corolario. Si A > B, entonces también B < A.

2. Teorema. Las indicaciones de ambas series

bl,bg,bg,...;

ai, az, etc., Qp, b/u b,u-i-la b,LL+27etC'7

son idénticas.
Demostracion. Las dos series son idénticas, pues la serie de las diferencias
a1—by, ag—by,etc.,a,—b,,b,—b,11, b1 —bpp0.etc.
es una serie elemental (§.2, Def.2; §.1, Def.3).
3. Corolario.? Una indicacién numérica permanece invariable si se deja
salir de la serie a la cual pertenece cualquier mimero finito de miembros.

2De esto se deduce que habrifa sido suficiente no tomar en la indicacién perteneciente a
la serie sus primeros miembros, sino solamente la ley general, de modo que se pueda elegir
también [a,] como indicacién perteneciente a la serie a1, as, etc. Esto lleva a la designacién
por lo demds también usual, al intercambiar simplemente los paréntesis con los puntos,
y no poner, por ejemplo, % =10,1,0,11,0,111,etc.], lo cual estd permitido (§. 4, ejemplo),
sino % = 0,111.... Por cierto, de aqui en adelante se conservard la designacién actual en
general.
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8. 3. Calculos con nimeros generales.

1. Definicion. A+ B es aquella indicacién que pertenece a la serie numérica
(8.1, Teor.1) ay £ by, ay £ bysete., y AB la que pertenece a la serie numeérica
a1by, azbsetc. Si A = 0 no se cumple (§.1, Teor.2; §.2, Teor.1), entonces %

pertenece a la serie numeérica

by by b3 |,

a1’ az’ az’

1. Corolario. Si A+ B = C, 0 AB = C, o, presuponiendo, que A no tiene
el valor cero, % = B, entonces se tiene respectivamente

an b, 41, = cn; anbn+n,, = Cp; cntmn,, = by.
Inversamente las primeras ecuaciones se deducen de las tres pasadas.

2. Corolario. A+ 0= A.

3. Corolario. La indicacién que pertenece a —aq, —as, etc., es igual a 0— A.

Observacion. Se ha convenido escribir —A en vez de 0 — A; se calcula con
— A como si la expresion completa que representa estuviera presente.

2. Definicion. El valor numérico o valor absoluto de la indicacién A es la
indicacion que se obtiene si, en vez de las a, se colocan sus valores numéricos
en la serie.

Teorema. Si A+ B = C, 0 AB = C'y simultdneamente no A = 0, entonces
tenemos respectivamente A =C F B o B = %.

Demostracion. En el primer caso tenemos (§.3, Corol. 1) a,, £b,+1,, = ¢,
por consiguiente a,, + 7, = ¢, F b,. Es decir que tenemos

[a1 + 1y, as + ny,ete.] = [c1 F by, ca F bo,ete.].

El lado izquierdo da (§.3, Def.1; §.2, Teor.1) A+ 0 o (§.3, Corol. 2) A, el
derecho (8.3, Def.1) C'F A. La demostracion del segundo caso se lleva a cabo
de manera semejante.

8. 4. Comportamiento de los niimeros generales con respecto a los
racionales.

1. Definicion. Si existe para nimeros (racionales) a,as, etc. un nimero
(racional) U de tal naturaleza que U — a,, con n creciente, decrece con cada
valor definible, entonces se dice que U es el limite de las a.
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1. Teorema. Si los miembros de la serie numérica a1, as, etc. poseen un
limite (racional) U, entonces U es también la indicacién perteneciente a la
serie aq, as,etc.

Demostracion. Segun la nocién de limite (§.4, Def.1), los miembros

U—(Il, U—CLQ, U—CL3,. ..
forman una serie elemental, cuyas indicaciones son cero (§.2, Teor.1). Pero
por otra parte (§.3, Def.1) esto también es
= [U, U, U,etc.] —[a1, as, as,etc.,
es decir (§.2, observ.), igual a U — A. De hecho, de aqui se desprende que

U= [al,ag,ag, .. ]

Ejemplo. Puesto que las fracciones 0,1,0,11,0,111, etc. se aproximan todo
lo que se quiera al nimero (racional) %, entonces (Compdrese la observacion
del §.2, Corol. 3)

L —[0,1,0,11,0,111etc.).

2. Definicion. Se dice de las indicaciones numéricas C1, Cs, etc., C,,, etc.,
que decrecen con cada valor definible, siendo n creciente, si para cada indi-
cacién numérica D diferente de cero existe un valor de n tal que para esta
n y todo nimero entero positivo v, el valor numérico de C,, 1, (§.3, Def.2) es
menor (§.2, Def.3) que el de D.

Corolario. Si éste es el caso para cada D, entonces ocurre también para
cada nimero racional d, al ser un nimero racional un caso especial de las
indicaciones numéricas (§.2, Observ.). Pero también inversamente: si ocurre
para cada nimero racional d, entonces para cada indicacién numérica es el
caso. Si ocurriera para un determinado D, cuyo valor numérico es igual a
[dy, da,etc.] y no es cero, de modo que también d,, permanezca definible sobre
cero, entonces existe un nimero positivo racional d que es menor que todos
los ntimeros d,, a partir de una m determinada. Ahora bien, si los valores
numéricos de C,,, decrecieran por debajo de d, de forma tal que d — ¢,
con el aumento de n siempre permaneciera positivo si tal valor numérico se
representase mediante [cy, co,etc.|, entonces también d,,, — ¢, permanecerd
positivo puesto que d,, > d, . Es decir que basta si el criterio se cumple para
los numeros racionales D.

3. Definicion. Si A es una indicacién numérica determinada, y A — B
decrece, siendo n creciente, con cada indicacién numérica definible, entonces
se dice que A es el limite de B.
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2. Teorema. La indicacion numérica A es el limite de los miembros a de
la serie a la cual pertenecen.

Demostracion. Se tiene que mostrar (§.4, Def.3) que A — a,, decrece con
cada indicacién numérica definible, es decir, que solamente (§.4, Corol.), de-
crece con cada nimero racional d. Ahora A — a,, es igual a

[a'l — Qp, G2 — an>etc'7 Qp — Qp, Gp41 — anaetC'L

o (§.2, Teor.2) igual a

[Qni1 — An, Qpyo — ap, ...

Si se toma n suficientemente grande, entonces los miembros individuales
de la serie permanecen debajo de d en la expresién anterior; es decir, las
indicaciones numeéricas se situan debajo de [d, d, d,etc.], o sea debajo de d.

8. 5. Los niimeros irracionales de 6rdenes arbitrarios.

Indicacion. Los mimeros generales, cuando también llegan a ser racionales
en casos especiales, deben ser llamados nimeros irracionales de primer orden.
Tal como fueron formados estos niimeros irracionales de primer orden A a
partir de los racionales, asi también, a partir de éstos, se pueden formar
nuevamente irracionales de segundo orden A’, y, a partir de éstos, irracionales
de tercer orden A”, etc. Los irracionales del orden m + 1 serén senalados con
A,

Lo irracional, sin importar el orden, se opone a lo racional. El hecho de
que existen nimeros irracionales, de que tampoco todas las magnitudes A(™
pueden ser nimeros racionales, serd mostrado en la seccién B, §.3, Corol.2.

Teorema. Las irracionalidades del m + 2%"™° orden no son nuevas, sino
que concuerdan con aquellas de primer orden.

Demostracion®. Sea

Al = (AT AT AL,

3Se presupone el hecho de que las irracionalidades de érdenes superiores se tratan
de la misma forma como fueron tratadas las de primer orden anteriormente. Ademads se
producen relaciones totalmente similares que doy por sentado aqui sin més, puesto que su
desarrollo seria substancialmente una repeticién del anterior.
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Ademsds aq, as, az,etc. pueden representar niimeros racionales, que estdn
situados respectivamente bajo Agm), Agm), Aém),etc., y que se diferencian de
éstos en menos de 1, %, %,etc. respectivamente. Si la indicacién que pertenece
a ay, as, as,etc., y que por lo mismo es un nmimero irracional de primer orden
es A, entonces A1) — A serd la indicacién de una serie elemental o cero,

es decir A1) es igual a A.

B. Sobre funciones.
8. 1. Funciones en general.

Definicion. Una funcion de un valor de una variable x es una expresion
que estd claramente definida para cada uno de los valores racionales o irra-
cionales de .

Aclaracion. El valor de la funcién para un valor irracional de las variables
no se puede definir de tal forma que dependa de la serie numérica de la cual
se obtuvo justamente aquél valor irracional, por el contrario, tiene que per-
manecer igual a la indicacion que fue seleccionada de las mismas indicaciones
numéricas para la comprobacion del valor irracional x.

1. Teorema. Cada potencia entera de = es una funcién univariable.

Demostracion. Sea cualquier valor determinado de z, racional o irracional,
digamos X, obtenido tanto de [z, x9,etc.] como de la indicacién [y, ya,etc.],
que es igual al mismo X,! de modo que (A, §.2. Def.2) 1 — y1, o — yo,etc.
formen una serie elemental 7, 7,,etc. Tras multiplicar m veces X consigo
misma (A, §.3, Def.1) se obtiene respectivamente

[xT’ :Eé",etc.], [yina yénvetc']:
en las que los niimeros concuerdan, puesto que su diferencia
(1) =", (w24n,)™ —25" ete
es la indicaciéon numérica de una serie elemental.

Corolario. Cada funcién, llamada entera, de x es una funcién de x.

2. Teorema. Senx y Cosx son funciones de .

Demostracion de la primera afirmacién. Como explicacién de senz se da
la conocida serie de potencias, lo que debe ser comprendido de tal forma que
senx sea la indicaciéon que pertenece a la serie numérica

4Segtin las ampliaciones esbozadas en el §. 5, no se deberd entender mds a las magni-
tudes x y y como niimeros racionales; pueden ser también completamente o parcialmente
irracionales. Puesto que lo siguiente trata solamente de funciones que son univariables,
entonces serd redundante agregar esta designacién cada vez.
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933 $3 :1)5
5% — § + 135 ete.

T, X — 6 1207

Cada miembro, tan lejos como se ha llegado, es una funcién entera de x,
teniendo asf un valor totalmente determinado, independientemente del origen
de z. Si los miembros de la serie numérica estan totalmente determinados,
entonces también lo estd la indicacién que pertenece a ella, es decir senx.

Nota. Aqui no deberia darse ningin medio para calcular senz para un
valor irracional de x, por ejemplo mediante aproximacion, formando valores
aproximados senx, senxo,etc., donde x1, xs,etc. representen miembros de la
serie numérica para el valor irracional. Hasta aqui, ni siquiera se ha inves-
tigado si los senos de estos valores estdn relacionados con senxq, senxs,etc.
(Compérese B, §.2, Explic.). Asi como un nimero irracional posee un signifi-
cado totalmente determinado, también al seno de cada niimero le corresponde
uno; esto es lo que ha sido demostrado tinicamente hasta ahora. Asi, tiene
sentido si se trabaja también en los sitios de salto de la suma, una serie de
Fourier, en la cual se desarroll6 una funcién finita. La objecién de que no
existe alli un valor si la abscisa, dividida entre 7, es un nimero irracional,
solamente podria considerarse justificada mientras no se le adjudique una
existencia independiente a las irracionalidades. (Mediante el calculo numéri-
co de la suma, por cierto, uno se aproximard, tomando en consideracién
un menor numero de miembros n, al valor medio antes del salto, con un
nimero arbitrariamente mayor uno se aproximara al valor después del salto.
La aproximacién del valor medio sélo puede ser aumentada mediante una
n més grande si se ha colocado un valor racional para la abscisa irracional
critica tal que se acerque al valor auténtico).

8. 2. Condiciones de la Continuidad.

1. Definicion. Se dice que una funcién f(zx) es continua en un determinado
valor individual x = X, si para cada magnitud infinitesimal dada e, existe
otro nimero positivo n, de tal naturaleza que para ninguna magnitud positiva
7 que sea menor a 1), el valor numeérico de f(X £ +n) — f(X) exceda a la €.

1. Corolario. Dos valores de la funcién para la variable independiente =,
que estan situados entre X —n y X + 7, se pueden diferenciar a lo més en
2e.

Aclaracion. Una funcién es solamente un agregado de valores individuales
(A, §.1. Def.); una relacién entre los mismos, de modo que un valor resulte a
partir de los valores en las inmediaciones, se producce sélo por la continuidad.
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1. Teorema®. Si una funcién f(z) es continua en x = X, entonces f(zy),
f(z2),ete. forman una serie numérica con la indicacién f(X) para cada serie
numeérica x1, To,etc. que posee la indicacién numérica X; e inversamente,
si para cada serie numérica x1, To,etc., que posee la indicaciéon X, también
f(z1), f(x2),etc. forman una serie numérica con la indicacién f(X), entonces
f(x) es continua en z = X.

Demostracion. Primero. Cada serie numérica x1, To,etc. se puede repre-
sentar como X + 1y, X 4 ny,etc. con ayuda de una serie elemental. Ahora, si
la funcién es continua, entonces los miembros de la serie 7, 7,,etc. decrecen
por debajo de 7, para cada magnitud dada ¢ (B, §. 2. Def. 1), de modo que,
a partir de un cierto valor de n, f(X +1,) — f(X), es decir f(z,) — f(X) ya
no excede a ¢. Esta diferencia es el miembro general de una serie elemental,
fz) — f(X), f(zg) — f(X),etc., puesto que se puede tomar la ¢ arbitraria-
mente pequena, sus indicaciones numéricas, por lo tanto, se vuelven cero. Por
otro lado, también (A, §.3, Def.1) es igual a

[F(21). fza)ete] — F(X),

mediante lo cual la primera parte, es decir, la igualdad

f(X> = [f(l'l)v f(x2>7 etc.]

estd demostrada.

Segundo. Ahora, si la funcién satisface la condicién anterior que dice que
f(z1) — f(X), f(z2) — f(X),etc., se vuelve arbitrariamente pequeno, para
cada serie numérica xq, rs9,etc. cuya indicacién numeérica es X sin ninguna
excepcion, entonces de ahf se deriva su continuidad. Si no se satisfaciera nunca
la condicién de continuidad, fijdindose un nimero determinado ¢ (B, §.2,
Def.1), y por més pequenio que se tome un nimero 7, es decir, si existieran
siempre valores 77 debajo de 7, para los que f(X + 7) — f(X) permaneciera
sobre ¢, entonces, para una magnitud de 7,, un valor de 1 (debajo de este
7o), para el cual la diferencia anterior no fuera mas pequena que e, seria

PEl teorema con su prueba, de que la funcién es continua si y sélo si, f(X) — f(x,),
para cada serie numérica de X, se vuelve arbitrariamente pequena, la tomé del Sr. Cantor.
Mientras que aqui me limito a funciones con una variable, el senor Cantor ha tratado en
general funciones de varias variables; él demostrara que estas funciones poseen continuidad
si satisfacen ciertas condiciones en cada punto individual; yo llamo esta continuidad uni-
forme en otro lugar (este diario, T. 71, P. 361). El curso general de las demostraciones de
algunos teoremas en el §. 3 segin los principios del Sr. Weierstrass lo conozco por medio
de comunicaciones personales suyas, asi como de los Sres. Schwarz y Cantor, de tal forma
que, en estas demostraciones, solamente la ejecucién detallada se debe a mi.
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igual a 7. Para la mitad de un valor de 7, la diferencia en n = 7” no puede
ser més pequena que ¢; para un 7, igual a la mitad del anterior (un cuarto
del primero) puede suceder esto en n = 1", y asi sucesivamente. Puesto
que los valores de 7, forman una serie elemental, lo mismo ocurre con (los
mas pequenos) 7', 1", n" etc.; asi X + ', X + 1" etc. representaria una serie
numeérica x1, ra,etc. con la indicacién X, pero sin que f(x1) — f(X), f(x2) —
f(X),etc. decrezcan debajo de € - contra lo supuesto.

2. Teorema. Una funcién continua f(x) se conoce para cada valor de z si
estd dada para cada valor racional de esta variable.

Demostracion. Sea X una magnitud irracional dada por la serie xq, zo,
x3,etc.; ademds yy, ya, y3,etc. pueden representar niimeros racionales que se
diferencian de x1, 9, x3,etc. en menos de 1, %, %,etc. Puesto que las x son
diferentes del comin denominador y solamente en los miembros de una serie
elemental, entonces (A, §.2, Def.2), por consiguiente X igual a [y;, y2,etc.] se
conoce, es decir (B, §.2. Teor.1),

f(X) = [f(yl)a f(yZ)v etC.].

3. Teorema. Cada potencia entera z™ es continua en cada uno de los
valores © = X.

Demostracion. Sea otra vez X = [z, xq,etc.], de lo que se deriva (A, §.3,
Def.1) que

X" = [z 2, ..

Sin embargo esto es (B, §.2, Teor.1) la condicién de continuidad para una
funcién f(z) = 2™ en X.

2. Corolario. Cada funcién entera es continua en cada uno de los valores
de las variables.

4. Teorema. Senz es continua en cada uno de los valores r = X.

Demostracion. Se tiene que mostrar que senxi, senxq,etc. forman una
serie numérica, y en segundo lugar, que la indicacién es la misma senX.
Ambas cosas ocurren, si se ha demostrado que la serie sen. X — senx, senX —
senzq,etc. es una elemental. Sin embargo, senX — senx,, o

(X —2,, X —x,— Xsﬁ_xi ete.]

se vuelve de hecho arbitrariamente pequeno con el aumento de n.
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§. 3. Propiedades de las funciones continuas.

1. Definicion. Se dice que una funcién f(x) es continua desde x = a hasta
x = b, si en cada uno de los valores entre z = a 'y x = b, con a y b incluidos, es
continua (B, §.2. Def.1); se dice que es uniformemente continua desde x = a
hasta x = b, si para cada magnitud infinitesimal ¢ dada existe una magnitud
positiva 7, tal que para todos los valores positivos 1 que sean menores que
N, f(z £n) — f(x) permanece bajo €. Qué valor se puede dar también a z,
siempre y cuando, x y x £ 7 pertenezcan a ese dominio desde a hasta b, el
mismo 1), tiene que proveerlo.

1. Teorema. Cada potencia entera de x es uniformemente continua en
cualquiera de los limites dados.

Demostracion. Puesto que (z£n)™ —z™, permanece debajo del producto
de 1 y una magnitud fija en los limites dados, entonces esta diferencia evi-
dentemente se puede hacer arbitrariamente pequena para toda x mediante
el mismo valor de 7.

1. Corolario. Cada funcién entera es uniformemente continua entre cua-
lesquiera limites dados.

2. Teorema. Si una funcién continua f(z) (para cada una de las x) posee,
desde a hasta b signos contrarios para dos nimeros r = x; y * = T3, que
estan situados entre a y b, entonces ésta desaparece para un valor de x situado
entre ellos.

Demostracion. Sean xo —x1 = 6 y f(x1) positivos . Se forman ahora los
nuimeros

)

_ )
DR Ty =x3 % 7

_ _ 5
T3 =Ty — e, Ts = T4t 3,

en general
s
Tpg1 = Tpt o1

y es vélido, en la formacién de x,,.1 a partir de z,, el signo positivo o nega-
tivo, segun si f(x,) posee el signo positivo o negativo; - si el valor de la
funcién f(z,) es cero para alguna n, entonces el teorema no requiere mayor
demostracion de por qué este caso permanece descartado.

Los nimeros x1, Z2,etc. forman una serie numérica, puesto (A, §.1, Def.1)
que T, — T,, se vuelve arbitrariamente pequeno con n creciente, como

resulta de las ecuaciones anteriores mediante un célculo totalmente elemental,

6Me parecié apropiado excluir conceptos geométricos en la demostracién, ain a expen-
sas de la brevedad.
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incluso en el peor de los casos, cuando los valores de la funcién poseen todos
el mismo signo para x,_1, Tn,etc.,T,1,_1. Sea X la indicacién numérica de
esta serie numérica; demuestro que f(X) es cero.

Si no fuera cero, entonces es un nimero determinado, denominado como
4e. Ahora, se forma una magnitud 7,, tal que f(X £ 7,) — f(X) < ¢ (B,
§.2, Def.1), y se toma n de tal magnitud que x,,x,;1,etc. se diferencie de
X en menos de 7,, por lo que f(X) se diferencia de f(z,), f(znt1).etc. en
menos de €. Entonces la diferencia f(z,) — f(2,1,) es menor que 2¢. Si se
toma, ahora, v de tal magnitud que f(z,) y f(z,1,) tengan signos contrarios
(M&s adelante se mostrard que esto siempre se puede conseguir), entonces
estd claro que incluso f(x,) es menor que 2¢, por lo tanto, f(X) menor que
3e, es decir, que no es igual a 4e.

Pero si f(x,,) conservara siempre el mismo signo que z,,, no importa que
tan grande se tome el nimero v para una n determinada, entonces x,, seria
aquel nimero de la serie con el indice més bajo, del cual la funcién f(z) ya
no cambia en los signos, de modo que permanecen iguales para x,,, T, +1,etc.
Puesto que f(x1) y f(x2) poseen signos contrarios, entonces m es, por lo
menos, igual a 2; por lo tanto f(z,,—1) y f(z,) tienen signos contrarios. Si «
indica la unidad positiva o negativa, segin sea f(x,, 1) positivo o negativo,
entonces, después de estas suposiciones se obtiene

Ty = Tt + Q022 Ty = Ty — 02V T = T —ad27™, et
por lo tanto

Totp — Tt = — @022 (=1 + 5+ p 4+ o).

Con p creciente el lado derecho que posee el signo de a decrece infinite-
simalmente, de tal forma que la indicacién numérica X de la serie numérica
formada anteriormente serfa exactamente z,, 1. O sea que el miembro general
x, de esta serie numérica se acercaria arbitrariamente a x,,_1, y entonces la
magnitud totalmente determinada f(z,,_1) tendria el signo de «, al contrario
de f(x,). Esto no es posible, debido a la continuidad de f(x).

2. Corolario. Tan pronto como a indique un nimero entero positivo no
cuadrado, la ecuacién z? — a no poseerd ninguna rafz entera, y por lo tan-
to tampoco racional. Sin embargo el lado izquierdo tiene signos contrarios
para ciertos valores diversos de x, es decir que la ecuacién tiene una raiz
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irracional. Por esto queda demostrado que no todas las indicaciones numeéri-
cas se reducen a nimeros racionales, sino que también existen los nimeros
irracionales. (A, §.5).

3. Teorema. Una funcién f(z), que desde x = a hasta = = b esté formada
de tal forma que entre cada dos nimeros x; y x5, segin que tan cerca se elijan,
existan también otros para los cuales f(z) posee otro signo, es discontinua.

Demostracion. Si fuera continua, entonces serfa igual a 2e para un de-
terminado valor £ de x. Entonces se puede determinar una magnitud 7, tal
que

F(€xmn) = f(§) <e,

para cada valor 7 debajo de 7. Si entre z = { y © = £ +n, cambia el signo
de f(z), entonces tiene que desaparecer (B, §.3, Teor.2) entre ellos, para un
valor x = £ 4+ 1, de modo que f(§) se diferencie de cero a lo sumo en ¢, por
lo que no puede ser 2¢.

4. Teorema. Si la funcién continua f(z) desde © = a hasta © = b (para
cada una de las ) nunca se vuelve negativa desde x = a hasta z = b, pero
entre estos limites se vuelve menor que cada magnitud definible, entonces
alcanza también el valor cero.

Demostracion. Puesto que f(z) para cada = determinada también posee
valor determinado, entonces, para tal z, sélo puede ser menor que cada mag-
nitud definible si alli desaparece. Ahora sean x; y x5 dos nimeros tales que
entre ellos estén situados otros para las cuales f(x) se vuelve arbitrariamente
pequena; si se conserva la nota en la demostracion del segundo teorema, es
decir, si forma ntmeros x1, xs,etc. mediante las féormulas de recursién indi-
cadas alli, en las cuales atin deben darse m4s detalles acerca de la eleccién de
los signos dejados como indeterminados, entonces, en primer lugar, podrian
ser r = x3, 0 & = x4.etc., T = x,, tales sitios en los cuales f(x) se vuelve
arbitrariamente pequena. Pero entonces desaparece en estos lugares, como se
desprende del inicio de esta demostracion, y el teorema estarfa demostrado.
O sea, se trata tan sélo de la demostraciéon cuando la funcién no desaparece
ni para xz ni para x4, etc., segin que tantos de estos niimeros se puedan
formar.

Los nimeros x para los cuales f(x) se vuelve arbitrariamente pequena son
o mds grandes que r3 0 menores que x4, 0 parcialmente mayores o menores.
En el primer caso x4 se forma a partir de x5 con ayuda del signo positivo, en el
segundo, con ayuda del negativo; en el tercero, segin que tan arbitrariamente
se determine, con el positivo. En forma similar x5 se forma a partir de x4,
y asi sucesivamente, de modo que crea una serie numérica w1, xs,etc. con la
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indicacién numérica X, demuestro que f(X) es cero.

Si no fuera cero sino 3¢, entonces se forma, tal como en el segundo teore-
ma, 7, y se toma n tan grande como en ese caso, es decir de tal magnitud que
T, Tpe1,ete. se diferencie de X en menos de 7,. Ahora z,, y ©,,+, son valores
entre los que estén situados nimeros = para los que f(z) se vuelve arbitraria-
mente pequenia, por ejemplo < &, entonces f(X), que se puede diferenciar en
menos de € de todos los nimeros f(z) donde X —ny, <z < X + 17, es a lo
sumo 2¢ y no 3e. Pero si no hubiera ninguna v, es decir, si se consiguieran
a partir de x,, siempre valores més grandes o més pequenos x,.1, Tni2,etc.,
entonces z,, serfa la iltima x a formarse que posee respectivamente un valor
md&s pequeno o mds grande que la anterior; entonces x,, 1, T,12,etc. son to-
dos respectivamente més grandes o mas pequenos que x,, y forman una serie
de miembros creciente o decreciente, que, sin embargo permanecen siempre
bajo o sobre z,, 1. Se halla que X = x,,_; por el mismo cdlculo como en
el segundo teorema en el caso correspondiente. Mientras f(X) = f(x,_1)
poseea un valor determinado 3¢, f(z) tiene que ser, por lo tanto, arbitraria-
mente pequena para valores x, que estén arbitrariamente cercanos a x,,_1, es
decir, entre X = x,,_1 vy x,, segin que tan grande se tome n. Sin embargo,
esto no es posible debido a la continuidad de f(x).

3. Corolario. Si una funcién continua desde = a hasta x = b (para cada
uno de los valores) no posee valores iguales en todas partes, entonces alcanza
un maximo y ademds un minimo para un valor definido de x.

5. Teorema. Si la funcién continua f(x) desde x = a hasta = = b (para
cada uno de los valores), no se vuelve positiva, sino s6lo més alld de X para
cada uno de los valores que estén situados entre a y un nimero racional o
irracional X, donde a < X < b, segiin que tan préximo esté X, entonces
f(X)=0.

Demostracion. Sea x1, xo,etc. una serie numérica para X, cuyos miembros
deben estar todos situados bajo X. Entonces

J(X) = [f(z1), f(x2),etc.]
no se vuelve positivo; es imposible que pueda ser negativo debido a la con-
tinuidad de f(x), porque poseeria entonces un valor negativo determinado
y definible diferente de cero, mientras que f(z) es positivo, incluso para el
valor més pequeno que hace a la x méas grande que X, segtin la suposicion.
Entonces s6lo queda que f(X) es cero.

6. Teorema. Una funcién continua f(z) desde = a hasta x = b (para
cada uno de los valores) es también uniformemente continua. (B, §.3, Def.1).

Demostracion. Si 3¢ denota una magnitud arbitraria, entonces existe un
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nidmero tal que desde x = a hasta f(x) — f(a) su valor absoluto es < 3e.
Un valor que permita esto es el mayor y hace simultdneamente que f(z) —
f(a)—3e =0 (B, §.3, Teor.5). Sea este valor z1. En forma similar, se halla un
nimero s como el mayor, que provoca que f(x) — f(x1) < 3¢ desde x = x;
hasta © = . Asi se continta; si se llega a =, = b después de un nimero
finito de operaciones n o se halla que f(z) — f(z,-1), desde x = x,,_; hasta
x = b, alin no excede a 3¢, entonces el teorema estd demostrado.

Aun queda el caso restante de que no exista ninguna n, es decir, el caso
de que las magnitudes x1,zs,etc. formen una serie infinita de magnitudes
crecientes, que estén situadas por debajo de b. Esta serie serfa, entonces,
una serie numérica cuya indicacién numérica es X, es digno de mencionar
su caracteristica segin lo cual consiste la ecuacién para cada n: f(z,41) —
f(z,) = 3e. Ahora, sea 1, de tal naturaleza que f(X) se diferencie de f(X —n)
en menos de ¢, siempre que 1 < 7,. Entre los nimeros X — n, y X pueden
caer T, Tpi1,etc. de la serie numérica antes mencionada, de modo que (B,
§.2, Consec.1) f(zpe1) — f(z,) fuera menor que 2, mientras que, por otro
lado, tendrfa que ser 3e. La suposicién tomada como base es por lo tanto
imposible, y la funcién es uniformemente continua.

Halle, en octubre de 1871.
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