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Introduccion

En el mundo actual, el riesgo y la incertidumbre ante el futuro se presen-
tan cada vez mds frecuentemente en diversos problemas, a los que distintos
agentes tratan de adaptarse de diferentes maneras. Para reducir el grado de
incertidurnbre se suele recurrir a la elaboracion de previsiones que tratan de
anticipar la evolucién de algiin fenémeno. El disponer, en el presente, de un
conocimiento sobre el futuro, aunque sea de forma aproximada, facilita la
toma de decisiones en las que se incurre cuando se pretende modificar alguna
determinada realidad.

Es en este marco de referencia donde se encuadra al andlisis de las series
de tiempo, como una de las técnicas mds habituales que se utilizan en la
previsién de los fenémenos de cualquier naturaleza.

La serie temporal, dada por los datos cuantitativos de una variable recogi-
dos en periodos regulares de tiempo, constituye un punto de partida funda-
mental para el estudio de un determinado fenémeno y la elaboracién de
previsiones.

Las series de tiempo se encuentran presentes practicamente en todas las
disciplinas, encontrandose gran mimero de ¢jemplos en dreas como ingenierfa,
clencias, sociologfa y economfia.

Pero, los datos tratados directamente, pueden ser de dificil interpretacién
e inducir con ello a decisiones equivocadas. Se hace necesario, entonces, algtin
tipo de tratamiento o anslisis de los mismos que ayuden a extracr conclu-
siones mas fiables.

Sin embargo, la sola intencidén de trazar conclusiones para la toma de deci-
siones en fenémenos que se consideran aleatorios podria pensarse demasiado
arnbiciosa y tal vez deba dudarse si es alcanzable, por lo que, es necesario
delimitar cuidadosamente el marco de trabajo, supuestos v alcances sobre los
cuales se desarrolla el andlisis.

Los datos de una variable en estudio a lo largo de un periodo de tiempo, se
supondran que contienen la informacién necesaria que encierra el mecanismo
que motiva su ocurrencia y su desarrollo. Este supuesto conlleva a pensar que
tal variable no es tan impredecible como se pensaba, esto es, tendrd pautas no
del todo desconocidas, sino més bien regulares, las cuales se verdn ocultadas
o escondidas por la parte aleatoria que encicrra al fenémeno.

I11



La anterior interpretacién de la parte aleatoria dc la serie es la visidn car-
acteristica del enfoque cldsico del andlisis de las serics de tiempo, en donde sc
considera a la serie afectada por perturbaciones de cardcter aleatorio atribui-
das principalmente a errores de medicién, y no se le considera como parte
preponderante de la variable, por lo que se pretende encontrar las pautas del
comportamiento de la serie eliminando tales perturbaciones.

No obstante, es evidente que al comportamiento aleatorio, impredecible
y desconocido de la mayoria de la variables que dan lugar a las series de
tiempo, no es plausible minimizarlo a simples errores de medicidn, por ejem-
plo, en series econémicas, sino mas bien reconocer o atribuirle un caracter
propio e incluso de mayor relevancia a la parte aleatoria que conforma a la
serie sobre las demds componentes regulares de la misma. Esta es la visién
que caracteriza al enfoque estocdstico para las series de tiempo, en el cual
dado que se trabaja con variables del tipo aleatorio el modelo natural para
representarlas es con la teorfa de los procesos estocdsticos.

Debe reconocerse que si bien estos enfoques se centran en la caracterfsti-
ca que el otro enfoque desprecia, persiguen los mismos fines, el conocimiento
y entendimiento de la variable que da lugar a la serie, para proveer al in-
vestigador de las bases y herramientas necesarias para las posteriores tomas
de decisiones generalmente relacionadas con el comportamiento futuro del
fenémeno en cuestion.

Lo escrito en el parrafo anterior es la clave de todo el andlisis de las series
de tiempo, en él se resume la necesidad y los objetivos que la teorfa que se
desarrolla debe responder y, podran ser atacados desde distintos angulos pero
la finalidad de estos enfoques es la misma.

Otro punto importante a resaltar es que generalmente se ha hecho la dis-
tincién entre estos enfoques no tnicamente por sus propias caracterfsticas,
sino que, ademdis se le considera. al enfoque cldsico demasiado sencillo e intu-
itivo mientras que al enfoque estocdstico se le considera mss complejo pues
requiere una formalidad matemética mayor.

Pues bien, dado lo anterior el presente trabajo tiene la finalidad de unificar
ambos esfoques, pues como ya se menciond, en ambos se persigue el mismo
fin por lo que combinarlos resulta de gran interés para trazar conclusiones
que sean lo mas completas; por otro lade, lo que aqui se trata no son los
principales resultados de ambos enfoques presentados por separado, sino la
intencién es realizar el andlisis resultado de la combinacion de ellos y mostrar
que es posible tratarlos como un solo enfoque. No obstante, a lo largo de la
tesis se dird que algun resultado pertencce a algiin enfoque, no con el fin
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de separar sino para que el lector verifique que en efecto estos enfoques se
complementan.

La estructura de la tesis, se presenta en la siguiente figura y es la siguiente,
en el capitulo 1, series de tiempo, se presentan las bases y teorfa necesaria
sobre la cual se construye todo el modelo que engloba el analisis de la series
de tiempo, asi como su vinculo natural con los procesos estocdsticos, es en
este capitulo donde se persigue encontrar las caracterfsticas regulares de la
serie para tratar dnicamente con la parte aleatoria.

CAPITULOT:
Series de tiempo

L

. CAPITULOTI: , .
CAPITULO 1 Procesos estocésticos < CAPITULOV:
Espacms de Hl]bert estaclonanos Slmulamén
r____._______.. S
! CAPITULO IV :

g Predlccu‘)n

Figura 1: Estructura general de la tesis

Una vez que se tiene una estimacion de la parte aleatoria de la serie, es
natural necesitar modelos que la representen de la manera més adecuada,
esto se realiza mediante el empleo de los procesos estocdsticos, los cuales se
estudian en el capitulo 2, procesos estocdsticos estacionarios, para posterior-
mente trazar proyecciones acerca del comportamiento futuro de la serie.

En el capftulo 3, espacios de Hilbert, se presenta toda la herramienta de
matemadtica formal que se requiere para el pronéstico de los valores de la serie,
y en principio pareciera que se pierde toda relacién con el tema principal de
la tesis, las series de tiempo, sin embargo, este paseo por el dlgebra lineal y
topologia resulta necesario para regresar con los resultados en la mano para
el uso en el andlisis de las series de tiempo.

En el capitulo 4, prediccion de procesos estocdsticos estacionarios, es
donde se trata del prondstico de las series de tiempo, usando las propiedades
y caracteristicas de los procesos estocdsticos, pero ademas se debe mostrar
que lo desarrollado en el capitulo 3, es aplicable al espacio vectorial donde se
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desarrollan los procesos estocdsticos estacionarios, el espacio L?, y con ello
cl pronéstico de la serie resultard ser inmediato.

Finalmente, en ¢l capitulo 5, simulacidn, se presentan los algoritmos y
explicacién de los programas desarrollados que a lo largo de la tesis se fueron
presentando mediante la simulacidn de series para darle un cardcter mds
dindmico y visual a los resultados presentados, los cuales se ponen a disposi-
cién del lector.

VI



Capitulo 1

Series de tiempo

Una serie de tiempo es un conjunto de observaciones x, asociadas a una
variable no determinista, cada una observada al tiempo t. Por tanto, una
serie de tiempo es una serie de datos en los cuales se encuentra almacenada
toda la informacién acerca del comportamiento pasado de dicha variable por
algin intervalo de tiempo.

Generalmente, a la serie de tiempo se le representa por {z,, t € T, C Z},
donde se supone que el conjunto tiempo T, sobre el cual se desarrolla la
serie es un subconjunto de los mimeros enteros, lo que significa que se estard
trabajando con series de tiempo discretas.

Dentro de los objetivos del andlisis de las series de tiempo se encuentran
principalmente el conocimiento del comportamiento global del fendémeno que
da lugar a la serie y el trazar prondsticos del comportamiento de la serie para
la toma de decisiones. Tales objetivos, la teorfa de las series de tiempo los
pretende alcanzar usando unicamente a la misma variable sujeta a estudio,
esto significa que el fendmeno se explica a sf mismo. Siendo lo anterior, la
propicdad v gran diferencia que aleja al anilisis de las series de tiempo de
otras disciplinas, por ejemplo del andlisis de regresion, teoria donde se utilizan
a variables externas dentro del modelo para explicar el comportamiento de
la variable en cuestién.

Es evidente que para intentar alcanzar tales objetivos, es necesario contar
en primera instancia con modelos matemaéticos apropiados para las series de
tiempo que se ajusten a los datos de manera adecuada.

En este capitulo se siguieron las siguientes referencias bibliograficas, Ruiz
Maya [10][9], Brockwell [2], Uriel [11], Rodriguez [8], Mood [5], Kendall [4] y
Otero [6].



1.1. Modelo para las series de tiempo: proce-
sos estocasticos

Dado que se trabaja con series asociadas a fenémenos no deterministas,
resulta entonces natural suponer que cada observacion x, es el valor obtenido
de una cierta variable aleatoria X; definida en un espacio de probabilidad
(£,5,P). Luego, la serie de tiempo {z,, t € T,} es la realizacion de una fa-
milia de variables aleatorias {X,, t € T,}, respetédndose asi, la impredecible
naturaleza de las observaciones.

Las consideraciones anteriores sugieren que se modelen los datos de una
serie de tiempo como una realizacion (o parte de una realizacién) de un pro-
ceso estocdstico {X,, t € T C Z} donde T 2 1, llegando asi, a la conclusién
de que los modelos apropiados que se utilizardn para las scries se encuentran
dentro de los procesos estocdsticos, lo que convierte a esta teorfa en algo
central dentro del andlisis de series de tiempo. Con la ayuda de la simulacion
es posible modelar una serie de tiempo como la que se muestra en la figura
(1.1), la cual se obtiene simplemente agregando a una recta un factor no
determinista.

Los procesos estocdsticos son una generalizacion de las variables aleatorias
cuando se manifiestan como funcion de un pardmetro real.

Para comprender a un proceso estocdstico, considérese g(X';¢) una funcion
de dos argumentos, donde X es variable alcatoria definida sobre el espacio
de probabilidad (2,5,P), y el parametro 8 € 9. A ¢g(X;f) se le conoce como
funcion aleatoria.

Frecuentemente, en la funcién aleatoria g(X;0) el pardmetro representa
el tiempo £ que puede tomar valores en el campo de variacién representado
por T C Z, siendo entonces la funcion aleatoria g(X;t), de cuyo anélisis, se
deriva el concepto de proceso estocdstico.

Cuando a los argumentos de la funcién aleatoria g{X;t) se les permite
total libertad de variacién en donde estdan definidos, se dice que ¢(X;t) es un
proceso estocdstico.

Abreviadamente, se utiliza alternativamente la notacion {X (#)} o {X¢}
para representar un proceso estocdstico. Obsérvese que, también se puede
considerar a un proceso estocdstico comno una sucesién o familia de variables
aleatorias observables en cada t € T C Z. La anterior visién de un proceso
estocdstico es la que se adoptard como su definicion, formalmente:
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Figura 1.1: Serie de tiempo obtenida por simulacion mediante el empleo del
programa 6 del apéndice.

Definicién 1.1 (Proceso estocdstico) Un proceso estocdstico es una fa-
milia de variables aleatorias {X;, t € T C Z} definidas sobre un espacio de
probabilidad (2,3, P).

El proceso estocéstico { X;} puede verse como una variable aleatoria cuan-
do se fija el valor del pardmetro t,, se representa, entonces el proceso por
X; (#), v se denomina estado del proceso estocdstico.!

Por otro lado, cuando en un proceso estocdstico {X;} se especifica el
resultado w, de la variable aleatoria, se tiene, en este caso, que el proceso
estocdstico se convierte en X, (w,), siendo funcién de T' C Z, y se denomina
realizacién del proceso o trayectoria del proceso.

Graficamente la trayectoria de un proceso estocdstico se ve como una serie
de tiempo tal como se muestra en la figura (1.2).

Observacion 1.1 Ei concepto de realizacion de un proceso estocdstico es el

'El estado de un proceso también se define como un proceso estocdstico que sélo es
funcién de (2.
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Figura 1.2: Trayectoria de un proceso estocastico

motive por el cual se utilizan procesos estocdsticos para modelar a las series
de tiempo.

Observacioén 1.2 El conjunto indice T sobre el cual se desarrolla el pro-
ceso estocdstico { Xt} para los fines del andlisis de las series de tiempo se
considera como un subconjunto de los nimeros enteros, sin embargo, en una
definicion mds general de un proceso estocdstico, se permite total libertad so-
bre el conjunto tndice T; tinicamente se pide que sea distinto del conjunto
vacio.

Los procesos estocasticos se clasifican, de acuerdo a la naturaleza discreta
o continua de cada uno de sus argumentos como sigue,

Definicién 1.2 Se dice que {X,, t € T'} es un proceso estocdstico de estado
discreto (continuo) si las variables aleatorias X, son discretas (continuas).



Definicién 1.3 (Funcidn de distribucion de un proceso estocdstico {X,})
Sea B el conjunto de los vectores

B= {t = (tl,...,tn)' cT"t <tyg<..<t, n=1, 2,}

Entonces las funciones de distribucion de un proceso estocdstico { Xy, t € T}
son las funciones {Fi(e), t € B} definidas por

Fo(x) = Flzy,., @5 th,e0tn) = P(Xy, <21, o0 Xo, € 20),
donde x =(zy,...,z,) € R™.

Observacién 1.3 De la definicidn anterior se sigue que toda funcién de dis-
tribucion de un proceso estocdstico { X,, t € T' C Z} debe cumplir la condicion
de consistencia, si m < n entonces

F(x1,22,0%m; tta,etm) = F{21, 32,0 ,0m,00,...,00; t1,te, . tim,eln).

Frecuentemente, se desea decidir si una sucesién de variables aleatorias,
con su respectivas funciones de distribucién, constituyen un proceso estocés-
tico. El siguiente teorema muestra que el criterio de decisién es la condicidon
de consistencia de las funciones de distribucién.

Teorema 1.1 (Teorema de extension de Kolmogorov) Las funciones de dis-
tribucidon de probebilidad {Fi(e), t € B} son funciones de distribucion de al-
giin proceso estocdstico si y solo si para cadan =1, 2,...,t = (t1,...,1,) € B
yl1<i<n,

xlimoo Fi(x) = Figy(x(i))
donde t(i) y x(i) son los vectores formados por las (n — 1) componentes
resultantes al eliminar las 1 — ésitnas componentes de t y x respectivamente.

Si bien se trabaja con serics con un comportamiento global no deter-
minista y por consecuencia se adoptan modelos no deterministas para ellas,
no todo en la serie de tiempo es aleatorio. A las series de tiempo aquf se
considerardn integradas por una parte regular, sistemética o determinista, y



por otra de cardcter aleatorio, carente de regularidad y por tanto dificil de
conocer su patrén de comportamicnto.

La parte regular o determinista de la serie la conforman dos de las tres
componentes que integran el modelo para las series de tiempo denominadas
componente tendencia y componente estacional?, las cuales serdn represen-
tadas por m, (una funcién de cambio lento), ¥ por s¢ (una funcién periédica
con periodo conocido d), respectivamente. Mientras que se representara por
Y; a la componente aleatorie® que estd presente en toda serie de tiempo y, no
se debe perder de vista que es esta parte aleatoria de la serie lo que obliga a
considerar a la serie global aleatoria y a modelarla como la realizacién de un
proceso estocastico.

De esta forma el modelo para la serie de tiempo {z,, t € T, C Z} es me-
diante la realizacién de un proceso estocastico {X,} de la forma:

Xt zX(n?‘E)Sh}/ﬁ) (11)

siendo esta expresion el modelo general para representar a una serie de tiem-
po.

A este modelo se le denomina modelo cldsico-estocdstico por ser el resul-
tado de la combinacién de los dos modelos usados en la literatura de las series
de tiemnpo, a saber: el enfoque clasico o de descomposicién y el enfoque es-
tocdstico. El primero de ellos, supone a la serie de tiempo formada por cuatro
componentes: componente tendencia, componente estacional, componente ci-
clo y un componente aleatorio, en este enfoque se da gran importancia a la
estimacién de los tres primeros componentes antes citados, mientras que al
componente aleatorio se le considera sin relevancia, pues suponen que existe
sélo por errores de medicién. Por su parte el enfoque estocdstico, supone a la
serie de tiempo formado por las mismas componentes que el enfoque cldsico,
excepto que no se considera al componente ciclo. En este enfoque se pone to-
da la atencion en analizar a la componente aleatoria de la serie y se desprecia
la importancia de las demds componentes.

Por tales motivos en esta tesis se pretende encontrar un equilibrio en
estas dos corrientes dando la adecuada importancia a todas las componentes
del modelo, utilizando los resultados mas importantes de ambos enfoques y
realizando la respectiva unificacién de ellos para obtener asi, un andlisis de
las series de ticmpo lo mds completo posible.

?Vedse la siguiente seccién
Sldem



Para los fines del andlisis de las series de ticmpo es necesario separar las
componentes que integran a la scrie, esto es, separar los movimicentos sis-
tematicos de las fluctuaciones irregulares, este es el trabajo que se desarrolla
en el siguiente capitulo.

1.2. Componentes del modelo

Desde una perspectiva tedrica y con la finalidad de comprender la evolu-
cién de un fenémeno determinado, el modelo eldsico-estocdstico (1.1} con-
sidera el comportamiento de una serie de tiempo como el resultado de la
integracién de tres componentes fundamentales: la tendencia, la componente
estactonal y el componente de ruido aleatorio.

A pesar de que suponer a las series de tiempo integradas por componentes
es ampliamente aceptado y utilizado por muchos autores, las definiciones que
cada uno de ellos utiliza para las componentes de la serie no son las mismas.
Es por esto que, a continuacién se aclara lo que en esta tesis se entenderd
por cada una de las componentes que conforman a la seric de tiempo.

La tendencia

Se considera tendencia al movimiento suave y reqular de la serie de tiempo
a largo plazo. Es una componente que reviste gran interés pues, es quien
refleja la direccién del movimiento de la variable en cuestién. Por tanto, con
la tendencia es posible detectarse si, a largo plazo, la serie adopta una marcha
persistente, ya sea de crecimiento, decrecimiento o estabilidad, aunque para
observar esto generalmente se necesita contar con un horizonte temporal
bastante amplio.

En muchas ocasiones, la posible prediccién que pueda realizarse acerca
de esta componente suele ser el objetivo principal en el anélisis de las series
de tiempo.

La componente estacional

La componente estacional, si existe, se refiere al comportamiento, o pa-
tron sistematico que es posible observar que se repite en la serie cada cierto
nimero de observaciones, en otras palabras, la componente estacional es un
comportamiento de tipo periddico que se encuentra presente en la serie de
tiempo.



SIMULACION DE LA SERIE

SEREE

0 W 220 0 4 50 80 70 80 80 100 110 120
TIEMPO

Figura 1.3: Serie simulada con un comportamiento estacional obtenida me-
diante el empleo del programa 7 del apéndice.

Generalmente, es a través de la representacién grafica de la serie cuan-
do es factible determinar si estd presente o no la componente estacional,
sin embargo, hay casos en donde no es posible detectarla tinicamente con
la inspeccién visual, por lo que otros métodos deben realizarse para poder
concluir con més fiabilidad sobre la presencia de la componente estacional en
la serie.

En la figura (1.3) se muestra una serie de tiempo generada mediante
simulacién en donde se le ha forzado a tener un comportamiento estacional
que se aprecia claramente.

La presencia de la componente estacional en muchas series es de man-
era inherente, por ejemplo en series de tiempo cuyos valores se encuentren
relacionados con el turismo de forma mensual, tales como el mimero de reser-
vaciones hoteleras, ndmero de pasajeros de avion, etc., presentan sistemdati-
camente un incremento durante los meses de verano, el cual es causado 1ini-
camente porque es en esos meses cuando la mayorfa de la poblacién cuenta
con vacaciones.

Un ejemplo mds de la presencia de esta componente causada por factores



institucionales se encuentra en series de tiempo vinculadas con la educacion,
cuyas fluctuaciones intraanuales cstardan fucrtcmente afectadas por el hecho
institucional de que el ano escolar se distribuye desde septiembre hasta junio.

Como puede apreciarse, nn adecuado andlisis de la componente estacional,
es de vital importancia para los fines del andlisis de las series de ticmpo, ya
que de no tomar en cuenta a la componente estacional o con un deficiente
andlisis, seguramente las predicciones que se realicen seran erréneas, y en
consecuencia toda decisién basada en tales predicciones.

El componente aleatorio

El iltimo componente que conforma a la serie de tiempo es el denominado
componente aleatorio que estd constituido por las variaciones de la serie cuyas
leyes son desconocidas. Se caracteriza, por tanto, porque no responde a un
comportamiento sistemdtico o regular, y en consecuencia no es posible su
prediccién.

Es debido a este componente que el modelo utilizado para el anilisis de
las series de tiempo, se apoye en la teoria de los procesos estocdsticos, para
asi respetar la naturaleza aleatoria de las observaciones.

A pesar de que, el desconocimiento del mecanismo que genera a csta com-
ponente, vislumbra un panorama totalmente desalentador de cara la predic-
cién de la serie, se verd mas adelante que con los supuestos adoptados y con la
ayuda de la teoria de los procesos estocasticos es posible realizar predicciones
adecuadas del comportamiento de la serie.

En una serie de tiempo no tienen porque estar presentes todas las compo-
nentes que supone el modelo cldsico-estocdstico, sin embargo, la componente
de ruido aleatorio debera suponerse siempre presente, pues se esta trabajando
con series de tiempo que no son deterministas, por lo que estaran afectadas
por alguna perturbacién de cardcter aleatorio.

1.3. Tipos de integracién de las componentes
del modelo

En la seccién anterior se vio una a una las tres componentes que integran

al modelo cldsico-estocdstico para las series de tiempo, sin embargo, no se
dijo nada acerca de la manera en que lo hacen.



Resulta conveniente suponer que la integracién de las componentes es de
manera funcional, ¢s decir, a través de alguna funcién f. Naturalmente esto
conduce a que el modelo para la serie de tiempo pueda adoptar miltiples
formas, una por cada funcién f, donde cada una de ellas serd mas o menos
sofisticado dependiendo que tan compleja sea la funcién adoptada.

De acuerdo a lo anterior, el modelo general (1.1) para la serie de tiempo
{X:} bajo el esquema cldsico-estocdstico se convierte en el siguiente:

Xi = f(my, 5, 17) (1.2)
donde
f, es cualquier funcion,
m;, es la tendencia,
s¢, €8 el componente estacional,

Y;, es el componente de ruido aleatorio.

Generalmente, en la literatura del analisis de las series de tiempo, los tipos
de integracion que se utilizan para las componentes de la serie, y que también
serdn usados en el desarrollo de la tesis, son los siguientes:

integracion aditiva : X, = f(my, s, V1) =mi+ s+ Y,
integracion multiplicativa : Xy = f(my, s, Y:) = me X 8, X Y}

Las razones por las cuales sélo se utilizan estas dos integraciones radican
en su simplicidad, pues involucran un tratamiento més sencillo, y por tanto,
resultan ser mas operativas.

La integracién aditiva sc utiliza cuando la variabilidad de la serie no
muestra demasiados cambios, y es de esperarse que asi continue a lo largo
del tiempo.

Por su parte, la integracién multiplicativa resulta mds adecuada en los
casos en que la variabilidad de la scrie presente notables cambios a través
del tiempo. Igualmente es adecuada la integracién multiplicativa en los casos
en que los cambios en porcentajes reflejen adecuadamente los movimientos
de la serie y de sus componentes. Asi por ejemplo, en una serie sobre las
ventas mensuales de un determinado producto, el decir que sistematicamente
las ventas bajan un 20% en el mes de agosto, significa que la componente
estacional estd integrado de forma multiplicativa

Es conveniente setialar que en el caso de que el modelo de la serie suponga
la integracion multiplicativa, cs posible transformarla, bajo logaritmos, a una
integracion del tipo aditiva.
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serie

Figura 1.4: Serie con integracion aditiva en sus componentes

1.3.1. Criterios para detectar el tipo de integracién de
los componentes del modelo

Atin cuando se han aceptado solo dos maneras para la integracién de
las componentes del modelo para las series de tiempo, resulta necesario con-
tar con criterios con los cuales determinar, con cierta precisién, el tipo de
integracion a utilizar en el modelo.

Los criterios a utilizar estan basados en el comportamiento de la amplitud
de las oscilaciones que en torno a su tendencia, presenta. la serie de tiempo.

Mediante el grdfico de la serie

El primer criterio para detectar si las componentes se asocian de forma
aditiva o multiplicativa, es mediante la inspeccién de la representacién gréfica
de la serie.

Como se senalé en la seccién anterior, unas oscilaciones de la variable
en torno a la tendencia mas o menos de la misma amplitud representan un
mdicador de aditividad en las componentes (vedse la figura 1.4), es decir, se
admite la hipétesis de independencia entre la tendencia y las demés compo-
nentes.

Por el contrario, si la variable muestra oscilaciones cada vez mayores o
menores, es decir, si la variabilidad de la serie no se mantiene constante en
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Figura 1.5: Serie con integracion multiplicativa en sus componentes

el tiempo, un esquema multiplicativo (vedse la figura 1.5) es mds adecuado.
Aqui la hipétesis involucrada es la dependencia entre las componentes de la
serie.

Si a través de la inspeccién grafica de la serie no es posible detectar de
forma concluyente cual es el tipo de integracién de las componentes que més
se corresponde con los datos, es necesario utilizar otro método.

Mediante el andlisis del graifico: media-dispersién.

Si con la inspeccién del grifico de la serie no es posible determinar la
asociacion de las componentes de la misma, es seguramente debido a que las
pautas que revelan esa informacién no se encuentran visibles.

Por ello, el método del gréfico: media-dispersion, propone “filtrar” la serie
con el fin de separar la informacién 1itil de la que no lo es, y, después de con-
seguido esto, mediante un grafico detectar la vinculacién de los componentes.

Ese “filtro”, se consigue estudiando el comportamiento de la serie no en
las mismas unidades de tiempo en las que se desarrolla, sino en periodos de
tiempo més grandes. En otras palabras, la informacion sobre la integracién
de las componentes, el método del grifico: media-dispersién la obtiene anal-
izando el comportamiento de la serie desde una éptica més amplia que sobre
la cual se va desarrollando normalmente la serie.
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Estas ideas se plasman formalmente de la siguiente manera

Considere la serie de tiempo { X3, t € T, C Z}, lucgo, cl método del grifi-
co: media-dispersidn, pide dividir al conjunto T, en d subconjuntos o periodos
{T; CT,, i =1..d} cada uno de los cuales contiene k observaciones de la se-
rie (a las k observaciones se les conocen como estaciones). La particion del
conjunto T, debe ser tal que en cada periodo T; se espere que la serie se vea
afectada por los mismos factores y esperar asi, un comportamiento
similar para cada T;. Entre estos factores debe contemplarse a la compo-
nente estacional, por lo que en cada 7; también debe esperarse que la serie
se vea afectada de igual manera por dicha componente.

Por ejemplo, cuando se trabaja con series de tipo mensual o trimestral,
una posible particién del conjunto 7,, es en conjuntos 7;, que contengan
cada uno de ellos doce y cuatro observaciones -estaciones- respectivamente,
es decir, los 7}, contendrén los registros del comportamiento anual de la serie.

Por otro lado, de acuerdo a que la tendencia es un componente a largo
plazo, no deben presentarse grandes variaciones de esta componente en cada,
periodo T;, por lo que, es apropiado usar a la media de los datos pertenecientes
a cada T; como representantes de la tendencia que presenta la serie en cada
estacion T,

De la misma forma, la desviacién estdndar de las estaciones contenidas en
cada periodo T, respecto a la media, constituye una medida sobre la disper-
sion o variabilidad que la serie presenta, respecto al componente tendencia.
Por lo que, los movimientos correspondientes a los componentes estacional
y aleatorio se veran reflejados en el valor de la desviacién estandar de los
valores de la serie en cada 7.

Con base en esto, es posible calcular d medias y d desviaciones estdndar,
y construir el gréfico media-dispersion colocando en el eje de las abscisas los
valores de las d medias, y en el eje de las ordenadas los valores correspondi-
entes a las d desviaciones estdandar..

Finalmente, si en el grifico media-dispersion, es posible ver unos puntos
m&s o menos alineados en torno a una recta, esto significa que a medida
que el nivel de la tendencia crece, los demds componentes de la serie se
mueven directa o inversamente proporcional {principalmente el componente
estacional) a la tendencia; de donde, sc hace evidente la existencia de una
clara dependencia entre los componentes, y por lo tanto se debe concluir que
las componentes se asocian de manera multiplicativa.

Si en cambio, en el gréfico media-dispersion, se concluye que los puntos
se distribuyen aleatoriamente, lo que significarfa la existencia de indepen-
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METODO MEDIA-DISPERSION

b e et e o L

'DESVIACIONES ESTANDAR
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MEDIAS

Figura 1.6: Resultado del método Media-Dispersion aplicado a la serie de la
figure (1.3), utilizando simulacién con la ayuda del programa 2 del apéndice.

dencia entre las componentes, en cuyo caso, la asociacién aditiva para los
componentes de la serie es la adecuada.

En 1.6 se muestra el resultado de aplicar el método media dispersion a
la serie de tiempo de la figura (1.3) obtenida por simulacién la cual ademas
de tener un comportamiento estacional fue generada mediante un esquema
aditivo como lo confirma la aplicacién de éste método.

1.4. Anadlisis de la tendencia

Con el andlisis de las series de tiempo se pretende extraer la componente
regular que se observa en el pasado de la serie, obtener el mecanismo que la
genera, para tener un mejor conocimiento de la misma en el tiempo y, una
vez que se ha eliminado toda la parte determinista de la serie, proceder a
estimar la parte aleatoria, y es en esta etapa donde los procesos estocdsticos
entran en accién con toda su fuerza como se vers en el capitulo 3. Cabe men-
cionar que si se intenta realizar un prondstico, éste se hace bajo el supuesto
de que las condiciones estructurales que conforman el fenémeno objeto de es-
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tudio permanecen constantes, con la finalidad de predecir el comportamiento
futuro, reducicndo de esta forma, la incertidumbre en la toma de decisioncs.

Como ya se ha senalado, el enfoque cldsico sugiere que el comportamiento
de la serie es el resultado de la integracién de tres componentes y, una vez que
estos sean conocidas o estimadas, serd entonces mediante su multiplicacién
o adicién cuando se obtengan estimaciones sobre la variable que define a la
serie de tiempo.

Es en el andlisis de la tendencia cuando se estudian métodos con un tnico
objetivo: la estimacion de la componente tendencia de la serie de tiempo.
Esto es con ¢l fin de conocer las pautas de comportamiento a largo plazo (en
algunos casos a corto plazo) de la variable.

Bajo el enfoque cldsico-cstocdstico, es la tendencia la componente central
de la serie de tiempo, quien indica y dirige su movimiento. Asi habran casos de
series que presenten un comportamiento en la tendencia de forma creciente,
decreciente, constante o también cs posible encontrarse con series que en
alguno de sus puntos manifiesten un cambio de tendencia.

De acuerdo a lo mencionado en la seccién 1.1, la tendencia presenta car-
acteristicas de alisamiento y continuidad, esto es, movimientos suaves y per-
sistentes. Es por esto que en la mayoria de los anélisis de las series de tiempo
para estimar a la tendencia se utilizan funciones matemadticas dependientes
del tiempo que cuentan con esas caracterfsticas, siendo méds comiinmente
utilizados los polinomios de grado £ y la funcién exponencial.

Si bien estimar a la tendencia por medio de una funcién como las ante-
riores es lo mds frecuente, también es posible realizar una estimacién de ella
mediante el empleo de medias maéviles, que como se verd mds adclante, su
finalidad es suavizar a la serie eliminando las oscilaciones de la variable en el
corto plazo.

Por tanto, en los siguientes apartados de esta seccion se estudiardn méto-
dos de estimacion para los diferentes tipos de tendencia que pueda presentar
una serie de tiempo.

1.4.1. Meétodos de estimacion de la tendencia.

En el estudio de la tendencia se emplean dos enfoques distintos, denomina-
dos, enfoque global y enfoque local, teniéndose asi, un método de estimacion
para cada enfoque de la tendencia.

Con el enfoque global, la estimacién del modelo que se haya propucsto
para la tendencia se mantendria constante para todo el periodo. Igualmente,



la funcién que se utilice para estimar la tendencia se considera vilida para
todos los momentos del tiempo y, ademaés otorga el mismo peso a todas las ob-
servaciones para la determinacion de la tendencia. Este enfoque busca captar
los aspectos mas permanentes en la evolucién de la variable, por lo que re-
sulta adecuado emplear este enfoque cuando se requiera realizar predicciones
a mediano y largo plazo.

En los métodos bajo el enfoque local, o bien solamente se utiliza una
parte de las observaciones en la determinacion de la tendencia en cada mo-
mento, o bien el peso que tiene cada observacién es decreciente, al alejarse
del momento de referencia. El enfoque local es adecuado cuando se trata de
realizar previsiones a corto plazo, ya que, como la estimacién de la tendencia
va cambiando a medida que se anaden nucvas observaciones, los métodos se
adaptan mejor a las circunstancias cambiantes.

Resulta conveniente que antes de proceder a la exposicién de los distintos
métodos de estimacién de la tendencia, se formulen un conjunto de hipétesis
de validez general tanto en los andlisis de tendencia como de la componente
estacional. Las hipétesis requeridas son las siguientes:

a} Sc asume una cierta estabilidad en la estructura del fenémeno estudia-
do, de tal forma que, si la scric presentara cambios bruscos de tendencia,
serfa mas adecuado dividir el periodo de observacién y estudiar cada
parte por separado.

b) Se asume que, dentro del afio, la influencia de la componente estacional
sobre el nivel medio de la serie es nulo, es decir, a lo largo de un afio
los efectos positivos se compensan con los negativos, resultando nu-
lo el efecto neto. Esta consideracién, ademds de que parece bastante
razonable, favorecera las interpretaciones.

1. Meétodo bajo el enfoque global o método analitico

Para la aplicacién del método analitico se requiere previamente que la
componente estacional de la serie, en caso de estar presente, sea eliminada?,
pues de lo contrario las oscilaciones que esta componente provoca pertur-
barian la identificacion de la tendencia.

Este método trata de modelizar la tendencia m, mediante funciones matemati-
cas dependientes del tiempo. Es decir, m;, = m(t) donde en principio la fun-
cién m{t) puede adoptar muiltiples expresiénes unas mas sencillas que otras,

1Los distintos métodos para eliminar la estacionalidad se detallan en 1.5
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Figura 1.7: Aspecto de una serie con tendencia lineal.

y, se tratard de buscar aquella funcién que proporcione un mejor ajuste y
cuyo tratamiento no resulte muy complicado.

Las funciones que se utilizardn son los polinomios de grado k en caso
de que la serie cuente con una integracién en sus componentes de forma
aditiva, mientras que, en el caso de integracién multiplicativa sera la funcién
exponencial la que estime a la tendencia.

Considérese la serie de tiempo {X;}, con integracién aditiva en sus com-
ponentes y sin presencia de la componente estacional, es decir:

Xi=my +Y,

para este caso, el método analitico sugiere que la tendencia se represente
genéricamente mediante un polinomio de grado & del tiempo del siguiente
tipo

k
my = ijtj (13)
j=0

obsérvese que la estimacién de la tendencia mediante (1.3) es una estimacién
determinista para los pardmetros {b; € R, j = 1..k}.
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Asignando valores a k en {1.3) se obtienen modelos especiales para la serie
de tiempo {X.}. Cuando k = 0 se tiene que un modelo de media constante:

Definicién 1.4 La serie de tiempo { X} es estimado por un medelo de ten-

dencia media constante st
Xe=by+ Y,

donde by € R y Y; es el componente aleatorio.
[ |

Es este modelo de tendencia constante el adecuado cuando los datos de
la serie oscilan aleatoriamente con respecto a un valor medio.
Si k =1, se obtiene un modelo de tendencia lincal:

Definicién 1.5 La serie de tiempo {X;} es estimado por un modelo de ten-

dencia lineal si
Xt = bg + b]t + }/;

donde bo,b; € R y Y; es el componente aleatorio.

Cuando k£ = 2 ¢l modelo es denominado de tendencia parabélica o de
segundo grado:

Definicién 1.6 La serie de tiempo {X,} es estimado por un modelo de ten-
dencia parabdlica si
Xt =b0+b1t+bzt2+}{g

donde by,by,ba € R y Y, es el componente aleatorio.

Generalmente, a pesar de que el grado del polinomio para estimar a la
tendencia no esta limitado, lo més usual es que sea alguno de los anteriores.
Sin embargo, atin falta contar con criterios que senialen cuando suponer para
la tendencia un modelo de media constante, lineal o parabolica. Algunos
criterios se detallan a continuacion.

El primer criterio para la detectar el grado del polinomio es mediante el
gréfico de la serie, que la mayoria de los casos provee de informacién sobre
el tipo de polinomio que es el indicado.

Resulta apropiado utilizar un modelo de media constante cuando en el
grafico de la serie se observe que la nube de puntos se distribuye en torno
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a una recta paralela al eje de las abscisas. Por su parte, el modelo lineal es
conveniente cuando graficamente la nube de puntos se sitidan mas o menos
alineados en torno a una recta creciente o decreciente. Finalmente, en un
modelo de tendencia parabdlica, como su nombre lo indica, visualmente la
nube de puntos correspondiente a los datos de la serie se agrupan alrededor
de una parabola.

Por tanto, el distinguir entre un modelo de tendencia constante y uno
de tendencia lineal es bastante claro graficamente. No obstante, mediante el
grafico de la serie no siempre es posible decidir de manera concluyente entre
un modelo de tendencia lineal y uno de tendencia parabdlica, esto sucede
cuando la nube de puntos se agrupa alrededor de algo que podria ser una
recta o una pardbola.

Para resolver este problema, es posible recurrir al grafico de las primeras
diferencias de la serie.

Definicién 1.7 El operador diferencia 7 que a la serie de tiempo {X.} le
asocia la primera diferencia como sigue:

VX=X — X
|

En el caso de una tendencia lineal la primera diferencia de la serie oscila
en torno a un valor medio constante, por lo que el grifico de la primera
diferencia se asemeja al grafico de tendencia media constante.

Lo anterior se verifica facilmente, pues partiendo de un modelo con ten-
dencia lineal, se tiene que

Xt = b0+b1t+n
Xt—] = b(] + b1 (t - 1) + }/,‘,—1

y la primera diferencia adopta la siguiente expresion
TXe=Xe— X1 =b + (Yo - Yi))

Por tanto, el pardmetro b;, pendiente en el modelo para la serie {X,} es el
valor en torno al cual se distribuyen la nube de puntos correspondientes al
grafico de las primeras diferencias.

En cambio, en un modelo de tendencia parabdlica, el gréifico correspondi-
ente a la primera diferencia de la serie, distribuye la nube de puntos alrededor
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de una recta, pues si se supone tendencia parabdlica entonces,
X, = by+bt+bt’+Y,
Xe1 = b+ bl(t - 1) + bz(f} — 1)2 + Y

de donde
VXt = Xt —_ X1,1 = bl ‘l" bg + 2b2t + (Y,;, - Y;,l)

es decir, en un modelo con tendencia parabdlica es de esperar que su primera
diferencia se comporte como un modelo con tendencia lineal.

Por tanto, el decidir si la tendencia se estima bajo un modelo lineal y
un modelo parabélico, mediante el grifico de las primeras diferencias de la
serie, se reduce al nivel de decisién que existe entre un modelo lineal y uno
de media constante y, como ya se apunto esta decisién es bastante clara.

Una vez que ya es posible clegir entre los tres principales modelos para la
tendencia de la serie de tiempo {X,}, sélo resta la estimacién de los pardmet-
ros {b; }. Esta estimacion serd a través del método que siempre se utiliza para
ajustar modelos lineales, el método de minimos cuadrados.

Bajo el método de minimos cuadrados la eleccion de los parametros {b;}
serdn aquellos que minimicen

By 2
Z(Xt—mth(Xt—ijtj) , t=1,...n
=0

t t

La eleccion de los pardmetros {b;} por minimos cuadrados posee las bue-
nas propiedades para que un estimador sea considerado como aceptable, tales
como la insesgadez, la eficiencia y la consistencia, (ver Mood et al, 1974).

Es importante resaltar que lo hecho hasta el momento es bajo un esquema
de integracion aditiva para los componentes de la serie {X;}. En el caso de
una integracion multiplicativa, se procede de la manera siguiente:

Considérese la serie de tiempo { X}, con integracién multiplicativa en sus
componentes y de nueva cuenta sin presencia de la componente estacional,
es decir

X:=m: x Y,

en los esquemas multiplicativos se considera en general que la tendencia bien
aproximada por una funcién exponencial del siguiente tipo

k
m; = exp (Z bjtj) (1.4)
3=0
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Figura 1.8: Aspecto de una serie con tendencia exrponencial

al igual que en el caso de integracién aditiva, la estimacién de la tendencia me-
diante (1.4) es una estimacién determinista para los pardmetros {b; € R, j = 1...k}.
Por tanto, el modelo para la serie se ve de la siguiente forma

k
X; = oxp (ijtj) x Y;
=0
k
X; = exp (Z bjtj) x exp(In(Y:))

=0

agrupando se llega finalmente a

k
X: = exp (Z bit! + ln(Yt)) (1.5)

i=0

Si en el modelo (1.5} se toman logaritmos neperianos se obtiene
k
In(X,) =Y bt/ +In(¥}) (1.6)
=0
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en donde se ve claramente que un esquema multiplicativo (1.5) se convierte
en un esquema aditivo (1.6) cuyo tratamiento ya fue cstudiado.

2. Meétodo bajo el enfoque local 6 método de las medias méviles

La estimacion de la tendencia de una serie mediante una funcién matemati-
ca resulta apropiado si sc observa un comportamiento continuado en los
valores de la serie, ya sea de crecimiento, decrecimiento o constante. Pero,
cuando el comportamiento de la serie va cambiando a lo largo del tiempo una
funcién matemética no serd conveniente, v cn este caso, una hipdétesis mas
realista es suponer que dicha funcién puede utilizarse para estimar a la ten-
dencia en intervalos cortos de tiempo, de tal forma que se estimen funciones
cambiantes en el tiempo. Fsta es la idea que persiguc e intenta conseguir el
método de medias mduviles.

Dado que la media de todos los valores de la serie (o simplemente media
global), es una sintesis de la informacién contenida en la serie, puede utilizarse
a la media global como el valor mds representativo del comportamiento de
la serie, siempre que su variabilidad no sea grande. Sin embargo, cuando
la serie presenta tendencia con variaciones importantes en la evolucién, la
media global es claramente insuficiente para describir el fendmeno que se
esté analizando. Para suplir estas insuficiencias es necesario introducir el
concepto de media mévil, con el fin de que el promedio se vaya adaptando a
las circunstancias cambiantes que se produzcan en la historia de la serie.

La media mévil es una media aritmética que se caracteriza porque toma
un valor para cada momento en el tiempo y por que en su célculo no entran
todos los valores que conforman la historia de la serie. Para la aplicacién de
este método es necesario determinar su longitud u orden, es decir, el mimero
de observaciones que intervienen en el célculo de cada media mévil. Cnanto
mayor sea la longitud, mejor se eliminaran las irregularidades de la serie,
va que al intervenir mds observaciones en su cdlculo se compensardn las
fluctuaciones de este tipo. Por el contrario, cuando Ia longitud es pequena, la
media mévil refleja con mayor rapidez los cambios que puedan producirse en
la evolucién de la serie. Es conveniente, pues sopesar estos factores al decidir
la longitud de la media mévil.

Las medias moéviles que se utilizardn para este método son las denom-
inadas medias moviles centradas que se caracterizan porque el valor de la
media mévil se asigna al punto medio del intervalo. Si la longitud es un
niimero par cntonces se plantea el problema de que el punto central no cor-
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Figura 1.9: Ejemplo de una media movil de orden 5.

responde a ningtin valor de la serie, este problema se resuelve tomando una
segunda media mdévil como se vera mas adelante.

Asi, una media movil centrada en ¢ de longitud impar (2p + 1), que se
denota por MM (2p + 1),, viene dada por la siguiente expresién

MM (2p+1), = == (1.7)
como puede observarse, el subindice asignado a la media mévil es el mismo
que el de la observacién central X;. Obsérvese también que por construccién
no pueden calcularse las medias méviles correspondientes a las p primeras y
a las p 1ltimas observaciones.

Por su parte, una media mdvil descentrada, o centrada entre el periodo
ty t+1, es decir, en t + 0.5, de longitud par p, denotada por MM (p), .,
viene dada por la siguiente expresién

p/2
_ it (e Ko

MM (p)y 05 = P (1.8)

Para la estimacién de la tendencia por medias moviles, considérese a la
serie de tiempo {X;} con integracién en sus componentes de manera aditiva,
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entonces al promediar varios valores de la misma (es decir, el calcular medias
moviles), se obtiene otra seric mds suavizada que la anterior que es posible
identificar con el componente tendencia. Lo anterior se justifica porque, si se
acierta con el orden apropiado de la media maévil, tanto las variaciones dadas
por los componentes estacional e irregular tenderdn a anularse en promedio.
Por lo tanto la serie resultante, la serie de las medias méviles, es una nueva
serie que pretende ser un reflejo de las caracteristicas més permanentes que
subyacen a la variable que se estd analizando y a las que se les ha denominado
tendencia.

Sin embargo, jcémo elegir adecuadamente el valor p de la longitud de la
serie?. Como ya se senal6, mientras mayor sea el valor de p de la longitud,
mayor serd el alisamicnto conseguido mediante la media mévil, pues mejor
se eliminaran las irregularidades de la serie, ya que intervienen mds observa-
ciones en su calculo. Por el contrario, cuando en la media intervienen pocos
datos, la media mévil refleja con mayor rapidez las variaciones de la serie
a lo largo del tiempo. Dependiendo, por tanto, de la finalidad perseguida y
sopesando ambos inconvenientes se determinard el valor de p de la longitud
que es el mas indicado. Si las variaciones de la serie se deben a la influencia
del componente irregular, es conveniente seleccionar un valor p grande. Pero,
si es el nivel de la serie el causante de las variaciones en la misma, un valor
de p pequeio serd mas adecuado.

Cuando la serie presenta la componente estacional, se debe conseguir que
estas oscilaciones queden eliminadas si es que se desea que la media movil
recoja fielmente la tendencia en cada momento. Para ello, la longitud de
la media mévil mas apropiado es el valor p que coincide precisamente con
la periodicidad que presenta la serie de tiempo. Por ejemplo, en una serie
mensual con periodicidad anual, el valor de p mas indicado es 12.

Por lo tanto, la regla priactica para elegir correctamente el valor de la
longitud p de la media mdévil consiste en elegir un valor de p que coincida
con la longitud media de las luctuaciones de la serie que se desean eliminar.

En la siguiente figura (1.10) se exhibe el resultado de la estimacidn de la
tendencia para la serie utilizada ya previamente en la figura (1.3) mediante
¢l uso de medias méviles donde el orden p es de 12 observaciones.
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SERIE vs MEDIA MOVIL

60
TIEMPO

Figura 1.10: Estimacion de la tendencia mediante medias méviles con p=12.
La serie fue obtenida por simulacién aplicando el programa 1 del apéndice.

1.5. Anadlisis de la componente estacional

En esta seccién se realiza ¢l andlisis de la componente estacional con el
objetivo de eliminar esta componente de la serie de tiempo, en otras palabras,
se estudiara la desestacionalizacion de la serie.

La desestacionalizacién consiste en eliminar las fluctuaciones de cardcter
periddico que se presentan en la serie con el objetivo de hacer compararables
los datos de la serie para momentos distintos del tiempo. Pues, en muchas
ocasiones, la influencia del factor estacional actiia como una méscara que
impide captar adecuadamente la evolucion del fenémeno objeto de estudio.
Por ejemplo, en una serie mensual sobre el indice de precios de consumo
se observa una alta variacidn entre los meses de noviembre y diciembre, en
todos los anos, este hecho se debe analizar con cierta precaucién, pues se
sabe que tradicionalmente el mes de diciembre es un mes en el que lo precios
sufren un aumento considerable como consecuencia de los mayores gastos
que acompaiian a la fiesta de navidad, es decir, el dato correspondiente al
mes de diciembre es estacionalmente alto. Luego, el mes de noviembre no
serfa comparable con el de diciembre si previamente no se elimina la com-



ponente estacional presente en esta serie que impide realizar un diagndstico
correcto de la realidad. Es este caso, la componente estacional actia como
un velo muy tupido que impide hacer cualquier tipo de consideracién sobre
la variacién experimentada, es decir, no son comparables ambos datos. La
desestacionalizacion de una serie de tiempo equivale a la eliminacién de ese
velo, lo que permite realizar comparaciones entre los valores de la serie.

Cabe senalar que la informacion que se obtiene dentro del analisis de la
componente estacional, es de vital importancia tenerla presente de cara a la
prediccién de la serie de tiempo.

Usando la misma particién del conjunto tiempo de la serie, como en la
Seccién 1.3.1, los diversos métodos que se utilizan para el anélisis de la com-
ponente estacional estiman esta componente de la serie a través de indices,
expresando con ello las variaciones porcentuales de las diferentes estaciones
dentro de cada periodo T; respecto a la media del mismo periodo T;. En este
sentido, se supone que, para cualquier estacién del periodo T}, el efecto de
la componente estacional radica en aumentar o disminuir el valor de la ob-
servacion original mediante una proporcién constante, comparado con lo que
ocurriria si no tenemos en cuenta esta influencia estacional.

1.5.1. Desestacionalizacion
El método de la razén a la media mévil

Este método considera a la serie de tiempo {X,} con integracién en sus
componentes de manera multiplicativa, de la siguiente forma:

X, =my x5, x Y, (1.9)

el objetivo del método de la razén a la media maévil es aislar, 0 mas precisa-
mente estimar el componente estacional s, de periodo conocido d.

Respecto al comportamiento del componente estacional s; de la serie, a
lo largo del tiempo, se supondrad estable. Este supuesto es el mas simple, y
en este caso, no se admite que el factor estacional pueda cambiar con el paso
del tiempo. Dado que se conoce la longitud d del periodo estacional, y por
la estabilidad de csta componente se verifica que para periodos sucesivos, la
estacionalidad afecta de la misma forma a cada estacién.

Para la aplicacién de este método se procede por fases, las cuales son las
siguientes:
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1. Obtencion de una media movil de longitud (orden) estacional.
La expresion para cl cilculo de una media mévil de longitud estacional,
es decir de orden d, seguin (1.7) viene dada por

MM (d), =

si d es impar. En el caso de que d sea par entonces de (1.8) se sigue que

d/2
D 2im(d2)41 Nt _dd
d 202

MMA{d), o5 = +1,..,n— g (1.10)
En la mayoria de los casos la longitud estacional es par, que se corresponde
con series de tipo mensual o trimestral. Como puede verse en la figura (1.11),
el punto medio de las observaciones que intervienen en (1.10) esta situado
entre t y t + 1, es decir en el punto ¢t + 0.5. Como el punto medio de estas
medias méviles no se corresponde exactamente con ninguna obscrvacion, se
les denomina medias méviles no centradas.

Sin embargo, el método necesita contar con una media mévil centrada,
que en el caso de longitud impar no hay ningiin problema, pero en los casos
de longitud par la media mévil debe centrarse.

2. Obtencidn de una media maévil centrada.

Para obtener una media mévil centrada solo se necesita aplicarle a (1.10)
a su vez una nueva media mévil de orden 2, que se denota por MM (d,2),,
tal como se aprecia en la figura (1.11) La expresién de esta media mavil
centrada es la siguiente:

MM(d), ..+ MM({d d
( )z 0,5 y ( )t+0:5’ +1,..,n-= (1.11)

MM (d,2), = 5

=R~

d
t= -,
2

Obsérvese que tal como se deseaba la media movil resultante se encuentra
centrada, y ademds que el mimero de términos de la serie que intervienen son
d + 1, en otras palabras la media mévil es de orden d + 1.

Otro punto importante a resaltar es que la media mdvil asf obtenida,
resulta ser una media aritmética ponderada ya que los elementos de la serie
que intervienen en ella, en la primera media mévil (la de orden impar) son
ponderados por el factor ﬁ, y con la nueva media mévil se tiene un nuevo
factor de ponderacidn, el cual asigna un mayor peso, especificamente el doble
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Figura 1.11: Construccidn de una media movil MM(4,2).

a las observaciones centrales o cercanas al tiempo t, que a las observaciones
extremas que intervienen en la media movil MM (d,2), .

Por construccién, la primera media movil de segundo orden o el primer
valor de t para el cual csta definida MM (d,2),, es § + 1 y la tltima obser-
vacién que se le asocia una MM (d,2), es n — §.

3. Obtencion de indices brutos de variacion estacional (IBVE)

En la seccion (1.4.1), se vi6 que mediante el uso de las medias moéviles
se pretende estimar o aproximarse al componente tendencia m; de la serie
de tiempo {X.}, y, con ¢l valor adecuado para el orden de la media mévil,
se obtiene una serie mas suave que la original, esto significa que el efecto
del componente aleatorio Y; se ve disminuido en gran medida. Lo anterior
también se verifica, atin con mayor fuerza con el empleo de medias mdéviles
de segundo orden.

Por otro lado, al tomar una media mévil de segundo orden MM (d,2), la
influencia del componente estacional s; quedara practicamente eliminada, o
atenuada en su mayor parte, ya que en cada media maévil de segundo orden
intervienen dos datos de cada una de las estaciones.
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En sintesis, a la expresién (1.11) se le considera como una adecuada es-
timacién de la componente tendencia, y recordando la asociacién supucsta
para las componentes de la serie de tiempo, sc tiene:

X my X & X Y,
=t Lo x Y, (1.12)
MM(d,2), My
Con esto, se ha obtenido una estimacién conjunta de los componentes esta-
cional y aleatorio de la serie de tiempo, a csta estimacion (1.12) se le denomina
Indices Brutos de Variacién Estacional (IBVE,), el término bruto obedece
a la presencia de la componente aleatoria.

4.  Obtencion de tndices de variacion estacional sin normalizar (IVE, )

Partiendo del supuesto de que es conocido el valor de d, la longitud esta-
cional, entonces se define el ndmere de afios a para los datos que conforman
a la serie de tiempo mediante la expresion, ¢ = 5. Luego, para cada estacion
h se dispone de a — 1 (IBVE,), ya que se picrden % datos al principio y final
en la construccién de la MM (d,2),, es decir, se pierde un dato por cada
estacion h.

En éstos términos, es posible para cada estacién h agrupar a todos los
(IBVE,) pertenecientes a ella, y tomar como representante del valor de la
estacion a la media de todos ellos, esto es,

(IBVE,)
a—1

(IVE)=>" , h=1,..,d (1.13)

tch

a la expresién anterior se le denomina Indices de Variacién Estacional sin
Normalizar (IVE}).

Al realizar un promedio de a — 1 datos, el componente irregular Y; de la
serie queda pricticamente eliminado si a es suficientemente grande. En todo
caso, al promediar siempre se atenuard el efecto del componente aleatorio.
Por esto, los (IVE,), constituyen un indice de variacién estacional en el cual
se supone que el componente aleatorio ha desaparecido completamente.

En otras palabras se ha conseguido eliminar la presencia del componente
aleatorio a los (IBVE,) y tener asf una estimacién para el componente esta-
cional s; con los (/BVE,). Sin embargo, como a esta estimacién ain es nece-
sario realizar unos pequenos ajustes.

5. Obtencidn de indices de variacidn estacional normalizados (IVEN,)
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Para clarificar el término y verificar la necesidad de normelizar supongase
que si sc ticne una scrie de ticmpo {X;} con integracién en sus componentes
de manera multiplicativa en donde no existe estacionalidad, entonces se sigue
que,

=1, ¥Vt
caracteristica que se convierte en condicion que debe cumplir aquel que se
considere como un buen estimador para s;, es claro que en presencia de esta-
cionalidad, ésta no debe afectar el nivel de la serie. Por lo tanto se vislumbra
la exigencia a los estimadores para s, que tengan media 1, 0 que su suma sea
d.
Al implementar la condicion anterior a los (IVE,) se tiene

d
S LUVE))

llegando asi, a la estimacion de la tendencia s; mediante los llamados Indices
de Variacion Estacional Normalizados (IVEN,).

(IVEN,) = (IVE,) (1.14)

6. Desestacionalizacion de la serie {Xd;}

Se ha llegado a la parte final y objetivo de esta sceccidn, quitar el efecto de
la componente estacional s; de la serie de tiempo {X,} , para con ello estar en
condiciones de realizar comparaciones entre los distintos valores de la serie y
poder analizar con mayor rigor la evolucién que esta detras de la serie.

La serie desestacionalizada se obtiene dividiendo (no olvidar la asociacién
supuesta para los componentes) cada valor de la serie {X,} por el (IVEN,)
correspondiente, siempre y cuando ¢ pertenezca a la estacion h, entonces el
valor de la serie desestacionalizada, a la que denotaremos {Xd;} viene dada

por

X
Xd, = —(}m, siempre que t € b (1.15)

En la siguiente figura (1.12) sc presenta cl resultado de aplicar ¢l ¢l método
de desestacionalizacién presentado en esta apartado para la serie de la figura
(1.3) y como puede apreciarse se tiene una serie mas suave sin ”picos”.

1.6. Anadlisis de la componente aleatoria.

El objetivo de lo descrito en las secciones anteriores es producir datos de-
sprovistos de tendencia y estacionalidad, esto es, en la serie solo debe quedar
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Serie

o 20 40 60 80 100
Tiempo

Figura 1.12: Serie desestacionalizada, y se obtuvo mediante simulacién a
través del empleo del programa 3 del apéndice.

la estimacién de la componente aleatoria. Si esto efectivamente se consiguio,
entonces el siguiente paso en el camino del analisis de la series de tiempo, es
adoptar el modelo més apropiado para el componente aleatorio.

Sin embargo, como se mencioné en la seccién {1.2) se espera que las carac-
teristicas de la componente aleatoria no sean tan "puras”, es decir, que exista
todavia informacion dentro de esta componente que ayude a comprender de
mejor manera el fenémeno que se describe con la serie de tiempo.

Si se supone que la componente aleatoria esta conformada por observa-
ciones de variables aleatorias no relacionadas entre si, es decir, independi-
entes, entonces se debe aceptar que no queda nada por hacer, sino simple-
mente observar y disfrutar la presencia y evolucién de un fenémeno pura-
mente aleatorio.

Luego, resulta necesario pensar que existe dependencia en las observa-
ciones de esta componente aleatoria. Por tales motivos, en esta seccién se
presentan algunas pruebas de hipétesis sencillas para verificar la hipotesis
de que los residuales, esto es, la estimacién de la componente aleatoria, son
valores de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
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y en tales casos en que esta hipdtesis sea cierta, se insiste en que el trabajo
sobre la scrie de tiempo, habra concluido. En caso contrario, ¢l caso deseado,
en el cual esta hipotesis sc rechaza, entonces serd necesario revisar la teoria
de los procesos estocdsticos m4s a detalle para elegir modelos adecuados para
tal componente.

1.6.1. Caracteristicas de un proceso estocastico.

Previo al detalle de las pruebas de hipétesis de esta seccidn resultan nece-
sarias unas definiciones. Sea {X;, ¢ € T'} un proceso estocdstico como en (def
1.1), se definen las caracteristicas del proceso, como sigue:

Definicién 1.8 La funcidn esperanza de un proceso estocdstico {X(t)} se
define por
ult) = B[ X(1) ].

|
Definicién 1.9 La funcion varianza de un proceso estocdstico {X (t)} se de-

fine por
o*(t) = E[( X(t)-u(t) ']

Definicién 1.10 Si {X;, t € T}es un proceso tal que Var(X:) < 0o para
cada t € T, entonces la funcion de autocovarianza @y (e,#) de {X,} se define
por

(:DX(T" 3) = COU(X’I"! Xs) = E[ (Xr - E(Xr)) (Xe - E(Xe)) }
donder, s T.

Definicién 1.11 Sea {X(f)} un proceso estocdstico, entonces parar, s € T
se define la funcion de autocorrelacion, py(e,e) de {X,} como

rs) — wx(r,s)
px(7:5) a(ria(s)
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En la mayoria de las ocasiones se desconoce ¢l proceso cstocdstico del
cual proceden los valores de la serie de tiempo {z,, t € T, C Z}, y por con-
secuencia también resultan desconocidos las caracteristicas del proceso, sin
embargo, a partir de las observaciones x; es posible realizar estimaciones de
ellas a las cuales se les denomina caracteristicas del proceso en el muestreo.

1.6.2. Caracteristicas en el muestreo de una serie de
tiempo

Sea {z;, t € T,, C Z} una serie de ticmpo, sc define:

Definicién 1.12 La esperanza muestral de una serie de tiempo {z;,t = 1,2, ..., n}
viene dada por

Definicién 1.13 La funcion de autocovarianza muestral c?:(h) de una serie
de tiempo {zy,t =1,2,...,n} es

n—|h|

b= 13 (=) (-7

=1
donde —n < h < n.

u
Definicién 1.14 La funcidn de autocorrelacion muestral ?)(h) de una serie
de tiempo {x;,t =1,2,...,n} es

A

A (h)
() ="
T 5o

donde —n < h < n.
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1.6.3. Pruebas de aleatoriedad

En estas instancias se encuentra todo listo para conocer las pruebas de
hipdtesis propuestas para la revision de la aleatoriedad, aqui se presentan
solo dos pruebas, es claro que no son las tnicas, sin embargo, se eligen estas
pruebas sobre las demads debido a su sencillez, ficil manejo y sobretodo debido
a que los conceptos que para ellas se ocupan, se manejaran en las secciones
subsecuentes.

(a) Prueba de la funcién de autocorrelacién en el muestreo.

Para un proceso estocdstico {X;, ¢ € T} su funcion de autovarianza (def
1.10} es una medida de la relacién que presentan las variables aleatorias X,
para diferentes momentos en el tiempo. Asimismo, la funcién de autocor-
relacion mide la relacidn lineal que existe entre las variables del proceso,
también para diferentes momentos en el tiempo. En el capftulo 2 se revisara
con todo rigor y formalidad la relacién que existe entre un proceso estocds-
tico y su funcién de autocovarianza, aquf solo se adelantard que tal relacién
es biunfvoca, esto es, el conocimiento del proceso define a la funcién de au-
tocovarianza, {lo cual no es novedad), sino lo que resulta sorprendente es la
aseveracion inversa, conocer a la funcidn de autocovaerianza implica conocer
al proceso estocdstico que la define. Es este resultado el ladrillo que permitird
construir todo el modelo para los procesos estocdsticos a utilizar en el largo
camino que falta por recorrer.

Considérese a la serie de tiempo {y:,t = 1,2,...,n} observaciones prove-
nientes de {Y;,t =1,2,...,n} variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas (iid) con varianza finita y funcion de autocorrelacion en el

A . .
muestreo ¢(h), entonces se sigue que cuando n es lo suficientemente grande,

Q(h) converge cn distribucién a una normal N(0,1).
Por lo tanto, para la hipétesis nula, esta dada por

(Ho : {y,,t =1,2,...,n} son la realizacion de v.a. iid]

bajo Hy alrededor del 95% de los valores de la funcién de autocorrelacién
muestral deben caer en las bandas :I:l’—\/g;.

Luego, debe rechazarse Ho,. si al calcular los valores de la funcién de
autocorrelacién muestral para n > 40, y se encuentra que mds de dos o tres
valores caen por fuera de la bandas, o que un valor cae muy lejano de dichas

bandas.
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{b) Prueba de Portmanteau

Aligual que en la prucba de la funcién de autocorrelacion muestral, con-
sidérese a {¥;,t = 1,2, ...,n} variables aleatorias iid, luego el estadistico

P
Q=n)_ph)

es la suma de cuadrados de variables aleatorias\/n g(h), j=12.,h las
cuales por lo visto en (a), son iid con distribucién normal N(0, 1), lo que sig-
nifica que @ sigue una distribucién Ji — cuadrada con h grados de libertad.
Por lo tanto, si () es demasiado grande. esto indica que las autocorrelaciones
muestrales también son demasiado grandes y no corresponden a datos prove-
nientes de v.a. iid.

Asi, se rechaza la hipdtesis nula Ho

[Ho: {y,,t =1,2,...,n} son la realizacion de v.a.iid]

al nivel de significancia o si Q > X2 (k).



Capitulo 2

Procesos estocasticos
estacionarios

Papel fundamental en el analisis de las series de tiempo lo tienen ciertos
procesos estocdsticos cuyas propiedades, o algunas de ellas no varian en el
tiempo. Es claro que si se desean realizar predicciones, entonces debe asumirse
que algo no cambia con el tiempo.

Dentro de las series de tiempo la meta es predecir a la serie que no es
determinista, sino que contiene un componente aleatorio. Si este componente
es estacionario, entonces es posible desarrollar técnicas de prediccién, las
cuales seran discutidas més adelante.

Para este capitulo se siguen a los autores, Brockwell y Davis [1] [2], Otero
(6] v Karr [3].

2.1. Definiciones basicas

Dentro de la literatura de los procesos estocdsticos generalmente se les
clasifica como uno de los dos siguientes: estacionarios o evolutivos. Los pro-
cesos evolutivos se utilizan para describir fenémenos puramente aleatorios,
cambiantes a todo momento; asf{ que dado el fin aqui buscado, los procesos
que se estudiardn serdn los estacionarios.

La importancia de estudiar a los procesos estocasticos estacionarios rad-
ica en que este tipo de procesos describen la variacién en el tiempo de un
fenomeno aleatorio tal que ninguno de los factores que tienen influencia sobre
él cambian a lo largo del tiempo.
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De estacionariedad puede hablarse en dos sentidos, estricta y débil.

Procesos estacionarios en sentido estricto

Definicién 2.1 Sea {X,, t € T C Z} proceso estocdstico definido sobre el
espacio de probabilidad (€, 3, P) se le denomina estacionario en sentido es-
tricto si el conjunto de las funciones de distribucion {Fi(e), t € F} satisface

Ft(X) = Ft +T(X) i.e.
F(z1, .oy Tnj t1y s tn) F(zy,nn; i+ 7,0ty +7)

donde 7 € R.
|

En los procesos estocdsticos estacionarios en sentido estricto, el conjunto
de las funciones de distribucién no depende del origen del pardmetro tiempo
teT.

Proposicién 2.1 En los procesos estocdsticos estacionarios en sentido es-
tricto, las distribuciones de primer orden {0 unidimensionales) son iguales e
independientes del tiempo.

Demostracion:

Sea {X;, t € T} un proceso estocdstico estacionario en sentido estricto,
y considérese las distribuciones de la forma {Fi(e), t € R} ,es decir las dis-
tribuciones unidimensionales o de primer orden. Entonces

Fiz) = PX:<x)
Foo(z) = PX:+-<z) TER.

al tratarse de un proceso estacionario en sentido amplio se cumplird que
Fix) = F, L ;(z) para cualquier T € R.
entonces para T = —1
Fi(z) = F, _ 4(x) = Fola) = Flx)

que es independiente del tiempo.
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Proposicion 2.2 En los procesos estocdsticos estacionarios en sentido es-
tricto, las distribuciones de segundo orden (o bidimensionales) dependen de
la diferencia t; — ty.

Demostracion:

Sea {X;, t € T'} un proceso estocdstico estacionario en sentido estricto,
y considérese las distribuciones de la forma {F; (e}, t € R?} ,es decir las dis-
tribuciones bidimensionales o de segundo orden:

Ft(m) = F(I]_,.’EQ; tl,tg) = P(th § I,; Xt2 < 1132)
Foyr(z) = Flanogt+ e+ 7)=P(Xy S+ 730 Xy, So2+ 7)

donde 7 € R. Al tratarse de un proceso estacionario en sentido amplio se
verifica que
Fi(z) = Fy ; -(x) para cualquier 7 € R.

haciendo 7 = —#;

Flxi,xo; t,ta) = Flz,xoty — b, 13 — )
= F(I1,$2; 0, ty — ti)
= F($1,$2; tQ* tl).

A consecuencia de las dos proposiciones anteriores las caracteristicas de
un proceso estocdstico { Xy, t € T} estacionario en sentido estricto cumplen:

® Las funciones de esperanza y varianza del proceso no dependen de ¢, es
decir, p(t) = u, o?(t) < co.

¢ Las funciones de autocovarianza y autocorrelacién del proceso no de-
penden de £, esto s,

ox(rs) = oxls—r),
px(rs) = px(s—r).

Para ambas funciones haciendo i = s — 7, se convierten en funciones de un
solo pardmetro,

ox(rs) = ¢x(h) = Cov(Xppn , Xi)
px(r.s) = px(h) = Corr(Xyn , Xi)
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La funcién de autocorrelacion satisface ademds las siguientes propiedades, a
saber:

a) px(0) = 1

b) px(h) = px(=h}

c) lpx(h)| < px(0), es decir, |px (k)] < 1.

Como puede verse la definicién de estacionariedad en sentido estricto
implica que las caracteristicas del proceso estocdstico no sufren alteracién
al considerar tiempos histéricos diferentes. Fsta es, sin duda, una propiedad
v en casos se convierte en una restriccion, demasiado fuerte para imponerla
a priori a los procesos estocdsticos destinados a representar por ejemplo,
sistemas socloecondmicos, es decir, los datos econémicos reales, violan la
hipétesis de estacionariedad estricta.

Procesos estocdsticos débilmente estacionarios o estacionarios en
sentido amplio.

Las propicdades anteriores de las funciones csperanza, varianza, autoco-
varianza y autocorrelacion, es decir, las caracteristicas del proceso, no deter-
minan univocamente a un proceso estacionario en scentido estricto.

A la vista de esta circunstancia se extiende el concepto de estacionariedad
en sentido estricto para considerar procesos en donde la estacionariedad no
sea tan “fuerte”.

Definicién 2.2 (Proceso estacionario en sentido amplio) A un proceso
estocdstico { Xy, t € T C Q} se le denomina estacionario en sentido amplio
(o débilmente estacionario) si sus caracteristicas satisfacen

a) p(t) =p<oo
b) o%(t) = o < oo,
c) px(r,s) =px(r+t,s+1)

donde r, s, € Q.
|
In los sucesivo cuando se diga que un proceso estocdstico es estacionario,
a menos que se especifique lo contrario, deberd entenderse estacionario en
sentido amplio.
Se dird que una serie de tiempo es estacionaria si el proceso estocdstico
(del cual la serie es una realizacién ) es estacionario.
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Relacidén entre estacionario y estacionario en sentido estricto

Por lo senalado en la nota (2.1) se sigue que si un proceso estocdstico
{X:, t € T} cs estacionario en sentido estricto entonces es estacionario. Sin
embargo, la aseveracién inversa no necesariamente es verdad. Para verificar
esto, témese por ejemplo una sucesién {X,;} de variables aleatorias indepen-
dientes tales que X, se distribuye exponencial con media cero cuando ¢t es
impar, v X; se distribuye normal estdndar. cuando t es par, entonces {X,}
cumple con las caracteristicas de un proceso estacionario segin la definicién
(2.2), pero, dado que X; y X tienen distribuciones diferentes {X;} no es un
proceso estacionario en sentido estricto.

Existe un importante caso de un proceso en donde estacionariedad implica
estacionariedad en sentido estricto, a saber:

Definicidén 2.3 FEi proceso {X,} es una serie de tiempo Gaussiana st y sélo
st todas las funciones de distribucion de {X:} son normales multivariadas.

2.2. Las funciones de autovarianza y autocor-
relacion

Las funciones de autovarianza y autocorrelacion fueron definidas en (1.6.2),
para un proceso estocdstico {X;, t € T'}, el cual en lo sucesivo se supondra
estacionario en sentido amplio. Las funciones de FAV y FAC proveen de una
medida de los grados de dependencia de los valores de la serie de tiempo
para diferentes momentos en el ticmpo, y por tal motivo juegan un papel
clave de cara a la prediccién de la serie en términos de la tinica informacién
disponible: el pasado y presente de la serie.

La importancia de estas funciones se ilustrara con el siguiente ¢jemplo,
considérese una serie de tiempo {z;, t = 1,...n} proveniente de un proceso
estocdstico estacionario Gaussiano { X, ¢ € 7'} . Lucgo, se intenta encontrar
la funcién de x, la cual sea la mejor prediccion para x,., donde h > 0, el
valor de la serie después de A tiempo. Obsérvese que bajo estas circunstancias
se presenta el problema de definir lo que significa la mejor prediccidn, esto se
resuclve adoptando la cldsica y natural definicién de mejor prediccién como
la funcién con error cuadrdtico medio minimo.
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Ahora para el caso Gaussiano, se sabe que la distribucion condicional de
X,n dado X,, = x,, siguc una distribucién normal®

N (H"‘ [J(h)(fcn - ,[1.),0'2(1 - p(h)z))

donde i y o2 son la media y varianza de {X;, t € T'}. Por otro lado, uti-
lizando el resultado de que la funcién m{X,,) que minimiza el error cuadrético
medio

2

E2 [Xn+h - m(Xﬂ)]

es la esperanza condicional
m(X) = EXnen | Xa) = 1+ p(B)(Xn — 1)
y, el error cuadratico medio es
E? [Xogn — m(Xa)] = 0*(1 = p(h)?)

esta expresion muestra, al menos para el caso Gaussiano, que la prediccién
de X,.p en términos de X, es més precisa cuando |p(h)| este proximo a 1,
esto es, cuando exista relacion lineal entre los X,,.

Este resultado inmediatamente conduce a que en vez de buscar a la mejor
funcién m(X,,) para la prediccién de X5 se considere a mejor predictor
lineal, es decir, de la forma A(X,,) = aX,,+b entonces el problema se convierte
en encontrar a y b tales que minimicen

E? [ Xpin — AMX0)] = B [ Xpan — aX, + b
v finalmente sc llega a
MXn) = p+ p(h)(Xn — )

por lo tanto, para un proceso estocdstico Gaussiano, se tiene que las estima-
ciones m(X,) v A(X,), son las mismas. No obstante, en el caso general se
tendra siempre que m(X,,) dard un menor error cuadratico medio que A(X,)
dado a su naturaleza de mejor predictor dentro de una clase de predictores
mas amplia.

Sin embargo, el hecho de que ¢l mejor predictor lineal dependa tinicamente
de la media y de la FAC del proceso {X;, t € T'}, significa que este predictor

'Vedse Brockwell
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puede calcularse sin mayor conocimiento de las distribuciones conjuntas de
{X:, teT}.

De este ejemplo se desprenden conclusiones importantes de cara al rumbo
que tomara el andlisis de las series de tiempo, la primera de ellas es la trascen-
dencia de la FAV y de FAC, por tanto, para la estimacién de la componente
aleatoria para el modelo de la serie, se buscardn procesos estocdsticos que
mantengan una estrecha relacién con sus FAV y FAC.

La segunda conclusién, es que de cara a la prediccién de los valores de
la serie, esta se realizard en términos no unicamente de x,, sino de todo el
pasado de la serie xq, ..., ,, ademas de hacer uso del predictor lineal.

2.3. Tres procesos importantes: de ruido y
ruido blanco, MA(q) y los procesos lin-
eales

En apartados anteriores ya se ha mencionado la importancia de realizar
una apropiada seleccién del modelo probabilistico para los datos que confor-
man a la serie de tiempo. Sin embargo, no se ha dicho nada sobre cuales son
esos posibles “modelos apropiados”, motivo por el cual ahora se estudiaran
algunos de ellos. También, por lo visto anteriormente se vislumbra que una
propiedad muy importante para estos modelos probalisticos es que deberan
ser estaclonarios.

El modelo mas simple para una serie de tiempo es en el cual no existe
tendencia ni componente estacional y ademads las observaciones son la real-
izacion de un proceso donde las variables son independientes e idénticamente
distribuidas de esperanza cero. A un proceso de tales caracterfsticas se le
denomina proceso de ruido did.

Definicién 2.4 Un proceso estocdstico {Z:, t € T'} se dice que es un proceso
de ruido iid si:
sus functones de distribucion {Fi(e), t € F} (definicion 1.3) satisfacen

Fi(z) = P(Zt1 <21y ey By, < zn)
- P(Ztlgzl)"'P(ZtﬂSZn)
= F(a) o Flz)

donde z =(z1, ..., z,) € R"
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para cada t € F las variables Z, , ... , Z,. son idénticamente distribuidas
la funcion esperanza del proceso estocdstico u{t) =0 para t € T.

Observacién 2.1 FEn un proceso de ruido iid el conocimiento de Z,,, ... ,
Zy, no tiene valor para pronosticar el comportamiento de Zyiy con h > 0.

Observacién 2.2 Si {Z;, t € T} es un proceso de ruido iid tal que la fun-
cion de varianza cumpla

oty = E[Z}] < o0
Entonces por la independencia se tiene que

g, sih=0

0, sih#0 (2.1)

esttr it ={

luego la funcidn de autocovarianza no depende de t y por tanto se tiene que el
proceso de ruido itd es estacionario en sentido estricto, al que se denominae
proceso de ruido estacionario y se denota por {Z;} ~ #id(0, 0?).

Proceso de ruide blance

Considérese {Z,} una sucesién de variables aleatorias incorrelaciénadas,
cada una con media cero y varianza o, entonces claramente se tiene que
{Z;} define un proceso estacionario cuya funcién de autocovarianza tiene la
misma expresién que (2.1}. Un proceso estocdstico con tales caracterfsticas
es denominado proceso de ruido blanco con media cero y varianza o y se

denota por {Z,} ~ WN(0,0?).

Observacién 2.3 Obsérvese que todo proceso {Z;} ~ #id(0,0%) es {Z,} ~
WN(0,a?) pero la afirmacién inversa no es verdad.

La importancia de los procesos 7id y de ruido blanco es que proporcionan
un camino sencillo para la construccién de series de tiempo {X;} que sean
estacionarias.

43



Construccién del proceso MA(q)

Considérese {Z,} ~ #id(0,0?), proceso estacionario en sentido estricto y
deffnase
Xe=g(Zt,Ze-1, - Ziyg)

para alguna funcion real g(a) con a €R?"!. Entonces {X,} es estacionario en
sentido estricto pues lo hereda de {Z;} ya que este 1ltimo satisface

E d I
(Zt+ha ey Zt+h—q) = (Zta ey Zt—q)

para h € Z.

Por construccion de {X;} se sigue que {X,} cs ¢ — dependiente, es decir,
que X, y X; son independientes si |t — 5| > ¢. Del mismo modo, se dice que
una serie de tiempo estacionaria {X;} es ¢ — correlacionada si py(h) = 0
siempre que || > ¢.

Si la funcién real g(a) con a €R?*! es una funcién lineal entonces da lugar
a uno de los procesos mas importantes el denominado proceso estocdstico de
medias moviles de orden q, M A(q), el cual segiin lo visto en los parrafos de
arriba es g — correlacionado.

Definicién 2.5 (Proceso M A(q)) Fl proceso estocdstico { X} es un proce-
so de medias moviles de orden q si

Xt = Zt + 912},1 + ...+ Qth,q (22)
donde {Z;} ~ WN(0,0%) y 01,0, ..0, son constantes reales.

Cuando en (2.2) se tenga que {Z; } ~ #id(0, 02) entonces el proceso M A{q)
sera estacionario en sentido estricto.

Si bien, mas adelante se dird mucho mds de los procesos M A(q), en este
punto resulta necesario scnalar la trascendencia de los procesos M A(q), la
cual se deriva de lo siguiente, por definicién se tiene que un proceso M A(q)
es ¢ — correlacionado, sin embargo, lo sorprendente es la aseveracion inversa,
todo proceso estocdstico que sea q — correlacionado serd un proceso M A(q).

Este resultado es de vital importancia ya que generalmente cuando se
trabaja con series de tiempo, es decir, con un conjunto de datos, sélo se
dispondra de un cierto mimero ¢ de datos, los mismos que probablemente
serdn correlaciénados, lo que implica modelarlos como la realizacion de algin
proceso estocdstico que sea g—correlacionado, esto es, con un proceso M A{q)
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Procesos lineales

Los procesos estocdsticos lineales corresponden a una familia muy extensa
que incluye a los denominados procesos ARMA que resultardn (es el siguiente
paso) la meta en lo referente a la bisqueda de los modelos apropiados para las
series de tiempo con las que se ha venido trabajando a estas instancias, esto
es, series desprovistas de la componente tendencia y periodicidad, formadas
tnicamente por la componente aleatoria.

Aqui sélo se dard una definicién, sin embargo, se hablard mas a detalle
de estos procesos en la siguiente seccidn.

Definicién 2.6 (Procesos lineales) FEl proceso estocdstico { X} es un pro-
ceso lineal st para toda 1, puede escribirse como

Xe= Y ;% (2.3)

j=—o0

donde {Z;} ~ WN(0,02) y {z,/)j} es una sucesion de constantes tales que
Z;‘i—oo |¢J| < 0.

De la definicién anterior se tiene la siguiente pregunta légica, que sentido
tiene la expresién (2.3), sentido en cuanto a la convergencia de dicha expre-
sién. Esto se resuelve observando que dada la condicién Z;’i_oo |1/)j| < 00,y
aplicando la desigualdad de Lyapunov® al proceso lineal definido en (2.3) se
tiene que

EIX| < 3 (] BlZesD)
< (Z l'r/)t—jl)a
<o

esto significa que el proceso lineal {X,} definido en (2.3) esta acotado, por
lo que converge en L' y por lo tanto en probabilidad.

2Vedse Karr



2.4. Procesos estacionarios ARMA(p,q)

En esta seccion se revisardn a una familia paramétrica de procesos es-
tocasticos {X;,t = 0,41, ..}, los cuales se definen en términos de ecuaciones
en diferencias lineales con coeficientes constantes, esta familia define a los
denominados procesos ARMA.

Los procesos ARMA presentan una caracteristica sumamente importante,
mantienen una relacién estrecha con las funciénes de autocovarianza, a saber:
dada una funcién de autocovarianza p(h) tal que lim;_, w(h) = 0 y para
todo entero k > 0, es posible encontrar un elemento de la familia ARMA
{X,,t € Z} con funcién de autocovarianza @y {h} tal que coincida con w(h),
i.e, se cumple que

wxl{h)=¢@(h) para h = 0,1, ..k

Por esto, la familia de los procesos ARMA serdn considerados dentro de la
construccién de modelos de las series de tiempo aqui propuesto, ademds de
que su estructura lineal conlleva a una teoria practica y sencilla dentro de la
prediceién que se revisard en el capitulo 4.

Definicién 2.7 (proceso ARMA (p,q)) Elproceso estocdstico {X,,t € Z}
es un proceso de medias moviles autoregresivo de pardmetros p,q € R, 6 AR-
MA(p,q) si {X:} es estacionario y st pare cada t,

Xt - ¢1XL__1 e T @pXt—p — Zg + Q]Zt_l + et Bthﬁq (24)
donde {Z,} ~ WN(0,6%) y ¢y, 0, ..00,, 01,02, .8, son constantes.

Usualmente a la ecuacién en diferencias (2.4) se le reescribe para tener
una notacién mas compacta, de la siguiente manera,

H(B)X, = 8(B), (2.5
donde ¢,(-) y #,(-) son polinomios de grados p y g respectivamente

¢,(z) =1 — 12— ... — §,2" (2.6)
O,(z) =146z — ... + 0,27 (2.7)
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estos polinomios ¢,(-) y 6,(-) se les denomina como los polinomios de medias
moéviles autoregresivos de la ecuacion en diferencias (2.4). Finalmente B cs
el operador de retardos definido por

BX,=X,_;, jEZ

En la definicién (2.7) no se dice mucho de {2.6) y (2.7) los polinomios de
medias méviles autoregresivos, solo se conoce son polinomios lineales con
coeficientes constantes.

Por tanto, si se realizan diferentes combinaciones para estos polinomios,
surgen las interrogantes acerca de la existencia y unicidad para {X;} y si
cumple la condicion de estacionariedad.

Proceso de medias mdéviles MA(q)

Considérese {X,} un proceso ARM A para el cual el polinomio (2.6) sat-
isface ¢(2) = 1, entonces el proceso {X,} tiene por expresion

X, =0(B)z, (2.8)

el cual es un proceso ya conocido y presentado en (2.2), proceso de medias
mdouiles de orden g 6 M A(g).
Resulta claro que (2.8) tiene solucién tnica, ademds ya se discutié el
sentido de la expresion (2.8) en lo referente a la convergencia de un MA(q).
Para revisar que un M A(q) es estacionario, obsérvese que

E[X:] = E[0(B)Z)]

q
= E {Zejztj] donde 6, = 1
J=0

q
= > 0EZ ]
0

y debido a que Z; ~ WN(0, o) se llega finalmente a
Por otra parte, la funcion de autocovarianza para M A(q) es

—|k .
{02 I8 6,650, i bl < g,

Cov(Xyin, Xi) = 0, si |kl >q

47



Estas caracteristicas y segiin la definicién (2.2) indican que un proceso M A(q)
cs estacionario.
Considérese el caso particular g=1, entonces se tiene el proceso definido
por
Xt = Zt + BZt—l'.'

donde {Z;} ~ WN(0,0%) y 6 € R. A {X,} se le denomina proceso de prome-
dios maviles o proceso MA(1).

Por su propia definicién se desprende que las caracteristicas de un proceso
MA(1) satisfacen

a) u(t)=0paratodat €T
b) o?(t) = E[X?] = (1 + &) < oo

la funcion de autocovarianza tiene por expresion

o2(1+6% ,sih=0
oyt +hty= o8 sih+1
0, si |h| > 1

En la figura {2.1) se muestra una serie de tiempo obtenida por simulacién de
un proceso M A(1) con coeficiente 8 = —08 y {Z;} ~ N(0,1).
Proceso autoregresivo AR(p)

Considere {X;} un proceso ARM A para el cual el polinomio (2.7) tiene
por expresion 8(z) = 1, luego el proceso { X;} satisface

HB)X, = 2, (2.9)

este proceso es denominado proceso autoregresivo de orden p, 6 AR(p).

Tanto para este caso como el caso general de un proceso {X,;} ~ ARMA,
debe revisarse a detalle la existencia y unicidad de una estacionaria solucién
X; de la ecuacién en diferencias. Aqui unicamene se examinar4 el caso de un
AR(1), que resulta sumamente ilustrativo. Sea

Xt = Zt -+ Qth,l (210)
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Proceso MA(1)

Tiempo

Figura 2.1: Simulacién de una serie proveniente de un MA(1), a través del
programa 4 del apéndice.

Iterando en (2.10)se obtiene

Xe = Zit ey + ¢2X.t—2

= (Ze4+0Zir+ .+ Zk) + 6 Xy

Luego

k
Xt - (Zt + ¢Zt_1 + ...+ (kat—k) = Xt - Z (ﬁth_j (211)
=0
= ¢k+1Xt—k:—1

Dado que tanto {X;} como {Z,;} son procesos en L*(Q2, S, P} la convergencia

en media cuadrdtica define a la métrica que se tiene en L*(2, S, P), por tanto
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analizar la convergencia de {2.11) es equivalente a

2 2

k
Xt_Zﬁijt_j = FE

J=0

k
Xe=) 07,
=0

2
= F [@kHXt—k—l]
— ¢2k+2E [Xt—k—l}z
= ¢ X i

y como {X,} es estacionario, entonces tiene segundo momento finito, asi

si ¢l < 1.
Lo anterior significa que > 7", ¢’ Z, ; es convergente en media cuadratica
(y también en probabilidad), de donde se concluye

2
— ¢2k+2 l

k

Xo =Y ¢ Z;

j=0

| Xi—kall? =0 sik — oo

X, — i::] &z (2.12)

lo que resuelve la existencia y unicidad para AR(1).
Las caracteristicas de un proceso AR(1) son

a) p(t) = E[X| = 20 ¢'E 2] = 0

2

b) 02(t) = E[X?] = 12

la funcién de autocovarianza tiene por expresion

7o

1 ¢
esto muestra que {X,} definido por (2.12) es estacionario.
De igual manera como para los procesos M A(1) se realiz6 una simulacién

del proceso AR(1) con coeficiente ¢ = 0,9, y {Z;} ~ N{0, 1) que puede verse
en la figura (2.2).

¢x(h) = ¢5h



Proceso AR(1)

Q i) x Ell 40 80 70 ] Edl 100

E)
Tiempo

Figura 2.2: Simulacién de una serie proveniente de un AR(1}, a través del
programa 5 del apéndice.

2.5. Causalidad e invertibilidad en un proce-
so ARMA (p,q)

A los procesos {X;} ~ ARM A(p,q) se les incorporard ahora un nuevo
concepto, causalidad, que se encuentra ligado a la linealidad, (def. 2.6).

Definicién 2.8 (Causalidad) Sea {X.} ~ ARMA(p,q} definido por las
ecuaciones ¢(B) X, = 8(B)Z,, se dice que {X,} es un proceso causal de {Z,}
st existe una sucesion de constantes {?,bj} tales que la serie Z;’io |1,bj| < 00
sea absolutamente convergente y

o0

Xo= 9,7, t=0,%1,.. (2.13)

=0
|

Debe resaltarse que la causalidad es una propiedad no tinicamente del
proceso {X;} sino mas bien de la relacion existente entre los dos procesos



{Xi} v {Z:} que definen a un proceso ARMA. En ocasiones resulta conve-
nicnte visualizar la causalidad de la siguiente mancra: sc dird que {X;} cs
causal cuando puede ser obtenido de {Z;} mediante la aplicacién de un filtro
lineal.

Por otro lado, debe clarificase el sentido y significado de la suma en (2.13),
para ello se tiene el siguiente resultado,

Proposicién 2.3 Sea {X;} sucesion de v.a. consupE [X;] < oo y si existe
. . o0

una sucesién de constantes {%} tales que la serie 37 |1,b3| < 00 sea

absolutamenle convergente, entonces la serie

B)Xt Z 77[) BJX: i iijt—j (2-14)
j=—oc j=—o0

converge absolutamente en probabilidad.

St ademds, se tiene que sup, E [Xt]2 < 0o entonces la serie converge en
media cuadratica.

Demostracion

De la convergencia mondtona del operador esperanza y de

sup £ [| X¢|] < o0
A

se sigue

o LZ W’f”ﬂﬂ = JL”JOELZ ] 1% A]
< Jim (Z ijl) sup B | Xoo,
J

j=—T1t

y como se sabe que la serie Z;o:_oo |¢J| < 0o se concluye

E LZ 't,[)thj] < 00

esto significa que el proceso (2.14) es convergente en L' y por tanto también
en probabilidad.



Si se supone sup, E[X?] < oo, entonces resulta conveniente definir la
suma parcial S, = Y77 _ 0 X;_;, luego, se utilizara el criterio de Cauchy (se
verd en 3.2) para verificar la convergencia en L, esto es, en media cuadrética.
Sean n > m > 0, entonces

E[(Sa—Sm)’] = E (Z ijt_j)

m<j<n

= <swE[X/] ( 2 %)2

m<j<n
— 0 cuando T, — 00

2
pues al ser la serie Y 2° 1, convergente, se sigue que (Z;i_m ?,/)j) es

también convergente, y por el criterio de Cauchy para series se sigue el re-
sultado.
]

Obsérvese que las condiciones impuestas al proceso { X;} son equivalentes
a pedir que { X, } sea estacionario.

Proposicién 2.4 Sea {X,} un proceso estacionario con funcién de autoco-
varianzas () y si existe una sucesion de constantes {wj} tales que la serie

Z;i_oo |1/)J| < oo sea absolutamente convergente, entonces la serie (2.14)
converge absolutamente en media cuadratica y en probabilidad. Si
Y, = ¢(B)X, (2.15)

entonces el proceso {Yi} es estacionario con funcion de autocovarianze

o0
oy (h) =" pplh—j+k)
rde=0

Demostracidn

La convergencia en media cuadrdtica y en probabilided de la serie (2.14)
es una consecuencia directa de la proposicidn (2.3).

Para verificar la estacionariedad del proceso {Y,}, se debe recurrir una
vez mdas a la continuidad del operador esperanza, asi

EY]= ?}LHC}O Z O, E X ] = ( i ,T/)j|) E[X]=k

j==n j=—c0



pues X, es estacionario y la sucesion {y;} es convergente, por otro lado

£ o) (5000

k=—n

E[(Yen,Y))] = lim E

n—00

= Z @bﬂbkE [Xt-#hAthfk]

jk=—00
= Y Wy (plh—j+ k) + B (X))
Fhk=—00

esta tltima expresion es consecuencia de la estacionariedad de X,.

Luego, tanto E Y] como E{(Yiw, Y1)] son finitos e independientes de ¢,
lo que implica que {Y;} es estacionario.

Finalmente la funcion de autocovarianza ¢y (h) esta dada por la expresion

oy(h) = E[(Yeen, Yi)] = E[Yiyn] E Y]
= Y yuelh—j+k)
J.hk=—00
con lo que se completa la demostracidn de esta proposicion.

A continuacién se enunciard uno de los resultados claves y de mayor
inportancia de este capitulo.

Teorema 2.5 Sea {X,} un proceso ARM A(p,q) para el cual los polinomios
de medias moviles autoregresivos ¢(e) y 0(e) no tienen ceros o raices co-
munes. Entonces {X;} es un proceso causal si y sdlo si ¢p{z) # 0V z € C tal
que |z| < 1. Los coeficientes {¢; } en (2.13) son determinados por la relacion

W - Y oue ok Bls
=0

¢
|
Del teorema (2.5) se conoce
N )



donde (z) =1+ 80124+ ... + 6,27y p(z) = 1 + 2+ ... + ¢,2".
Con la finalidad de determinar los cocficientes ¥, se puede reescribir (2.16)
igualando los coeficientes de z7 y se llega

b= Y ;e =0;, 0<j<méx(p,g+1) (2.17)
O<k<j
donde 8y =1,0; =0, para j > qy ¢y =1, ¢; =0, para j >p,y
¥ — Y Gy =0, j>mix(p,g+1) (2.18)

0<k<j

Las ecuaciones en (2.17) son conocidas como condiciones iniciales o condi-
ciones de frontera para los coeficientes 9, las cuales se resuelven de manera
recursiva. Por otro lado en (2.18) se tiene un conjunto de ecuaciones en difer-
encias® para ¢, cuya solucién general es de la forma

k 7‘1'—1
Y, = Z Z az—jnjfi“”, n > mix(p,g+ 1) —p (2.19)
i=1 j=0

donde &;, ¢ = 1, ...k son las raices de la ecuacién caracteristica de la ecuacién
en diferencias (2.18), ¢(z) mientras que 7; cs el numcro de repeticiones 6 la
multiplicidad de £;, y por lo tanto se tiene Zle r; = p. Por su parte las
constantes p, a;; asi como los coeficientes ¢, 0 < j < méx(p,q + 1} —p
se determinan de manera dnica por las max(p,¢ + 1) condiciones de fron-
tera (2.17). De esta forma se completa la determinacion de la sucesién de
coeficientes {4;} para {X;} ~ ARM A(p,q) causal.

Ahora se introduce un nuevo concepto, el cual esta intimamente rela-
cionado con la causalidad.

Definicién 2.9 (Invertibilidad) Sea {X,} ~ ARMA(p, q) definido por las
ecuaciones ¢(B)X, = 0(B)Z,, se dice que {X,} es un proceso invertible de
{Z:} si existe una sucesion de constantes {7;} tales que la serie 37 |7;] <
oo sea absolutamente convergente y

Zy=)Y mXej, t=0,%1,.. (2.20)
=0

#Para una referencia acerca de las ecuaciones en diferencias y sus soluciones, vedse
Brockwell

n
o



Al igual que causalidad, la invertibilidad no es tinicamente propicdad del
proceso {X,} unicamente, sino de la relacién entre los dos procesos {X:} y
{Z:} que aparecen en la definicién de un proceso ARMA. El siguiente teorema
provee de las condiciones necesarias y suficientes para la invertibilidad del

proceso ARMA {X;} y ademds indica cual serd la expresién de los coeficientes
x; de (2.20)

Teorema 2.6 Sea {X;} un proceso ARM A{p,q) para el cual los polinomios
de medias mdviles autoregresivos (o) y 6(e) no tienen ceros o raices co-
munes. Entonces {X,} es invertible si y solo si 8(z) # 0V z € C tal que
|z| < 1. Los coeficientes {n;} en (2.18) son determinados por la relacion

—~ . ¢{z)
m(2) = me = |z <L
=S = . 1

2.6. La funcién de autocovarianza (FAC) para
los procesos causales ARM A(p, q)

Se han analizado las caracteristicas y propiedades de los procesos es-
tocasticos que serdn los modelos adecuados para las series de tiempo aqui
analizadas, los ARMA, recordandose que ésto es gracias a la corresponden-
cia de los procesos ARM A y sus funciones de autocovarianza ARMA. Sin
embargo, no se ha visto cual es la expresién de la FAC para un proceso
{X;} ~ ARMA(p,q), y més atin como calcularla, por esto, en este apartado
se discutirdn estos temas. Para ello se proponen dos métodos, el primero de
ellos es de mayor importancia pues permite determinar la expresién general
de la funcién de autocovarianza para cualquier proceso ARMA causal. El
segundo método proporciona una mayor sencillez para el cdlculo de la FAC.



2.6.1. Meétodo 1

Sea {X;} ~ ARMA(p,q) proceso causal, entonces de la definicién de
(2.13) se tiene X; = 3 ° 9,7, ; luego

vx,(h) = E[XenXi] (2.21)

o) (o)

y recordando de (2.1) la expresion de ¢ (h), se sigue que en {2.21) se tienen
sumandos ceros, salvo para aquellos valores de 7 y k tales que den como
resultado F [(Z;)?] = o2, asi ({(2.21)) se llega finalmente a

E

vx,(h) =0 Z (AN (2.22)
=0

siendo (2.22) la expresion general de la funcion de autocovarianza para un
proceso causal ARMA(p,q). Obsérvese que la expresién (2.22) se puede de-
terminar facilmente ya que sélo depende de los valores que puedan adoptar
los coeficientes causales {1/) J,,-}, los cuales se vio como determinarlos en (2.19).

2.6.2. Meétodo 2

Considérese {X,} ~ ARMA(p,q) causal estacionario que satisface la
ecuacion en diferencias

Xp = Koot = oo = 3, XKooy = Zt + 01 Ze1 + oo + 0,71, (2.23)

multiplicando ambos lados de (2.23) por X;_; y tomando esperanzas de am-
bos lados se tiene

ElXi X — o =0, Xe ke Xe | = B[ X (Ze+ o+ 0,7,,)] (2.24)
y dado que {X,} es causal entonces X, = 3 72+, 7, ; sustituyendo en (2.24)
E(Xt_kXt) — ... = ¢pE(Xt—kXt—p) =F Zi/)jkat_k_j (Zt + ...+ Qth_q)

=0

(2.25)



obsérvese que en el lado izquierdo de (2.25) aparece la funcién de autocovari-
anza pues {X;} ¢s un proceso de media cero, por lo que E(X; (X;) = ox (k).
El lado derecho de (2.25) requiere una inspeccidn mas minusiosa, dado que no
se ha especificado nada acerca de la relacidn de £ y g, se tendrd que s6lo para
aquellos valores de k& menores o iguales que méx(p,q + 1) en el lado derecho
de la expresion (2.25) se tendrdn la suma de combinaciones lineales de vari-
anzas de Z;. En los casos de k mayores de méx(p, ¢ + 1) por las propiedades
de {Z;} ~ WN(0,0) (las autocovarianzas en distintos momentos son cero)
el valor de (2.25) serd cero. Asi, finalmente se tiene

oy(k) —droy(k—1) — . —goplk—p) =0 > O, (2.20)

k<j<g

siempre que 0 < k£ < méx{p,q+ 1), y

oy (k) —dpy(k~1) — . —dpy(k—p) =0 (2.27)

cuando k£ > max(p,q+ 1).
En (2.27) se tienen un conjunto de ecuaciones en diferencias* para gy (k)
cuya solucién general al igual que en (2.19) es

k '."','—]

oy(h) = ByR&™, h>méx(p,q+1)—p (2.28)

i=1 j=0

donde &;, ¢ = 1,...k son las raices de la ecuacién caracteristica de la ecuacién
en diferencias (2.27), ¢(z) mientras que r; es el numero de repeticiones ¢ la
multiplicidad de £,, ¥ por lo tanto se tiene folri = p. Por su parte las
constantes p, 3,; asf como las covarianzas ¢(f), 0 < j < méx(p,q + 1) —p se
determinan de manera unica por las condiciones de frontera (2.26) después

del célculo de ¥, %, ..., ¥, mediante (2.19).

Es importante, para los fines de este andlisis hacer un alto y contemplar
lo realizado y visto hasta ahora, este capitulo traté acerca de los modelos
apropiados para la componente aleatoria, procesos estocdsticos que no varien
en demasfa, es decir, procesos que sean estacionarios.

1Para una referencia acerca de las ecuaciones en diferencias y sus soluciones, vedse

Brockwell



Siguiendo esta linea y para estar acorde con las ideas centrales de no
explosividad de la variable, mediante cl supuesto dc cstacionaricdad en las
series, y de acuerdo a que la informacién con la que se dispone es tinicamente
su pasado se espera que resulte suficiente para conocer y comprender su de-
sarrollo y posterior comportamiento del fendmeno que describe. Por tanto, es
de vital importancia encontrar un intermediario entre los procesos o modelos
que se utilizardn con la serie, dicho vinculo debe ser coherente y reflejar el
papel crucial que desempena la informacién disponible de la serie.

El vinculo natural y formal entre los modelos con los datos de la serie, y la
eleccion de cada proceso a utilizar es mediante la funcién de autocovarianza
que considera las interrelaciones de la serie con su pasado y futuro, convir-
tiéndose de esta forma en una herramienta sumamente importante, y como
se vié en el capitulo, caracteriza al proceso, esto es, caracteriza y determina
al modelo a emplear.

Dado lo anterior, el siguiente paso, es como calcular tan importante fun-
cién, para ello se necesito enriquecer la teorfa y desarrollar un mayor andlisis
que dié por resultado dos importantes métodos para alcanzar tales fines.

Sin embargo, es importante no perder de vista el camino alcanzado hasta
este punto, va se es posible determinar el proceso a emplear para modelar
los datos, pero falta lo referente a la prediccién, lo cual se alcanza en los dos
capitulo posteriores.
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Capitulo 3

Espacios de Hilbert

Este capitulo es el de mayor trascendencia en toda la tesis, pues en él
se revisa la teorfa que facilitard la culminacién en el andlisis de las series
de tiempo: la prediccién, asi se pide al lector no pierda detalle de los temas
discutidos aqui, sin embargo, debe aclararse el porque se hace esta solicitud
precisamente en este capitulo.

Es en este lugar, donde, por su contenido, aparentemente se pierde conex-
ion con todo lo desarrollado en capitulos anteriores, en el que se parte de un
espacio vectorial complejo y se va enriqueciendo dlgebraicamente hasta lle-
gar a conclusiones que al aterrizarlas en el enfoque de las series de tiempo,
facilitan los resultados, y le dan un sabor especial. Por tanto, aqui se da un
paseo por dlgebra lineal, topologia, y anilisis matematico, para que al final
se regrese con los resultados en la mano y listos para usarse en la prediccion
de las series de tiempo.

La teoria y andlisis que se desarrolla en este capitulo se sigue a Brockwell
y Davis [1].

3.1. Espacios vectoriales con producto interi-
or y sus propiedades

Definicién 3.1 (Espacio vectorial) Un espacio vectorial es un conjunto
no vacto H en el cual se tienen dos operaciones entre sus elementos (llamados
vectores), a saber, la suma de ellos + : H x H — H con la cual a cada x,
y € H se le asocia un nuevo vector suma (x +y) € H, y el producto de un
vector de H por un escalar (un elemento de un campo K) - : K xH — H, con
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la cuel, dado un x € 'H y un escalar A € K, se le asocia un nuevo elemento
Ax € H, lamado producto del vector x por el escalar X, cumpliendo las
siguientes propiedades:
La suma es conmutative: x +y =y + X, para todox, y € H
La suma es asociotiva: x + (y +2) = (x+y) +z, para todo x, y, z€ H
Eziste 0 € H tal que x + 0 = x, para todo x € H
Para todo x € H existe (—x) € H tal que x + (—x) = 0 (inverso aditivo)
Ax+y) = Ax+ Xy para todo x, y € H y A € K. (propiedad distributiva).
A+plx=Ax+px paratodox € H y A, ¢ € K.
1x = x, para todo x € H y 1 € K. (neutro multiplicativo).

Observacién 3.1 Un campo cualquiera K es en si mismo un espacio vecto-
rial, tomando como escalares a los mismos elementos de K.

Definicién 3.2 (Espacio vectorial complejo) El campo de los nimeros
complejos C adquiere la estructura dlgebraica de espacio vectorial comnplejo
si se torman por escalares a los mismos elementos de C.

Definicién 3.3 Un producto interior sobre un espacio vectorial complejo 'H,
es un mapeo {-,-y : H x H —C que a cada por de elementos x ey en H, le
asocia el complejo (x,y), llamado el producto interior de x y y, tal que

a)(z,y) = (y,z), donde la barra significa conjugacion compleja,
{x+y,z) = {(z,2) +{y,2) para todo z, y, z € K,

{Az y)—/\xy)pamtodoa:yEHyAEC
(z,x) > 0 para todo x € 'H,
(r,x) =0 st y sdlo six = 0.

b)
¢)
d)
e)

[ |

Observacién 3.2 Para todo x € H el producto interior (x,x} es un complejo
con parte real positiva y parte imaginaria nula, en otras palabras, (x,z) :
Hx H—-R".

Un espacio vectorial con producto interior es el espacio euclidiano n-
dimensional, es decir, el conjunto de todos los vectores

= (x1,73,...,20,) €R"
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este espacio es un espacio con producto interior al definirse el producto inte-
rior de la manera usual, como siguc:

n

i=1

Teorema 3.1 Sea H un espacio vectorial complejo con producto interior
entonces para todo x, y, w € H y A € C se tiene

(3 + ), (2 + w)) = (£, 2) + (@, w) + (y,2) + (y,w)

b)(z, dy) = Az, y)

cHz,0) =0=1{0,z)

d){z,z) ={y,z) siysdlosiz =y

Demostracion:

De los incisos a) y b) de la definicion 3.3 se sigue que

{z+y),z+w) = (z,(z+w))+{y,(z +w))
= ((z +w)x) + {(z +w),y)
= (z,z) + {w,2) + {z,9) + (w,y)
= (r,z} + (z,w0) +{y,2) + {y,w)

quedando asf probado el inciso a).
Por otro lado, de nuevo por la def. 5.3 incisos a} y ¢)

(J:a /\y) = Ay,.ﬁﬂ‘)
= My,z
{z,y)

——

S| e

por tanto, el inciso b) del teorema queda probado.

El inciso ¢) se sigue de tomar el caso particular A = 0 en el inciso b) del
presente teorema y del inciso ¢) de la def. 3.5.

Por el inciso b) y ¢) de la def. 3.3 se tiene

{z,z) = (y,z) siysdlo si
(x,z) — {y,z) = 0 siysdlosi
{x —y,z) = 0 siysdlo si
z—y = 0 siysdlo st
r =
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Un concepto que se deriva de manera inmediata cuando sc trabaja en
espacios con producto punto, es, la norma de un vector.

Definicién 3.4 La norma de un elemento x de un espacio vectorial complejo
con producto interior se define como

|2l = v/ {z, ).

Observacién 3.3 De la definicion anterior y la observacion 3.2 se tiene que
la norma es una operacion real positiva, i.e. || || : H x H —-R*.

Ejemplo 3.1 La norma, en el espacio vectorial euclidiano n-dimensional del
ejemplo 3.2, es definido como ||z|| = /> 22

Un resultado de gran utilidad que asocia al producto punto de dos ele-

mentos cualesquicra del espacio con sus normas cs cl siguiente,
|

Teorema 3.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea H un espacio con pro-
ducto interior, entonces

[, ] < ]l lyl

para toda x, y € 'H.
Demostracidn:
La desigualdad a probar es equivalente a:

(@9 < (z,2) w,u) .

Seanx,y € H y A € C, y como (z,y) es un complejo entonces se puede
escribir de la forma (z,y) = be?® donde b= |{z,y}| y 0 € (—m,n).
Utilizando las propiedades a) y b) del teorema 3.1 se tiene

(z = 2ey,z = Ae'y) = (z,z) — AT (z,y) — A (y,z) + A (”) (™) (y,y)
= {z,2) — Ae™¥ (be®) — Xe® (be ) + A% (y,y)
= {x,(z) —2\b+ A2 {y, y}
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Para satisfacer que el producto interior sea no negativo es necesario asequ-
rarse que el valor minimo de la dltima expresidn, que se puede considerar
una funcidn en A € R, sea no negativo.

Utilizando cdleulo elemental para la funcidn

FA) = (z,z) —2Xb + b W,y

se obtiene el punto critico A = ﬁ, que por el criterio de la sequnda derivada

se comprueba que se trata de un minimo.
Finalmente se necesita que la funcion en tal minimo sea no negativa,

luego:

b b b

st y sdlo si
b2
0< (z,x) — m

que reescribiendo se llega finalmente al resultado deseado,

v <z, z) (y, y)

(@, y)° < {x,2) (y,9).
|

Teorema 3.3 .(Desigualdad del tridngulo}) 5t 'H es un espacio con producto
interior, entonces
l +yll < llzll + iyl

para todo x,y € 'H.
Demostracion:

lz+yl* = (@+yety
= {z.2) +{z,9) + y,2) + (1,¥)

y, utilizando la desiqualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene
2 2 2
lz +3l” < llzll” + 2 [zl [yl + lly]

es decir,
2 2
lz +yl” < (=]l + ¥l
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Hasta ¢l momento solamente s¢ ha definido la norma de un vector de un
espacio con producto interior, pero, no se han enunciado propiedades de la
norma, por tanto se presenta ahora la siguiente proposicién.

Proposicién 3.4 (Propiedades de la norma) Sea H un espacio vectori-
al complejo con producto interior y ||z|| definida como en la def. 3.4, entonces:
a) |z + 1yl < ||zl + ly|| para todo z, y € H, (desigualdad del tridangulo)
b) || Ax|| = Al|lz|| para todo x € H y todo A € C,
¢) ||lz|| = 0 para todo x € H,
d) ||z]| =0 si y sélo six = 0.
Demostracion:

La propiedad a) se sigue de la desigualdad del trigngulo, mientras que las
demds
propiedades son consecuencia de las definiciones 3.3 y 3.4.

Proposicién 3.5 (Ley del paralelogramo) Si'H es un espacio complejo con
producto interior, entonces

2+l + il — yl* = 2 (|l=}* + fiyl*)

Demostracion
Por definicidn se tiene

lz+yll* +llz =yl = Ke,2) + (2,9) + (y,2) + (9] +

[
[(‘r:'r) + <$v _y> + (—y,ﬂ?) + <y1y>]
y asociando,
lz+yl* + {2~ yl* = [(z.9)+ 2 - {(&9) - yo)] +
[(z,2} + {z,2) + (¥, 9) + (¥, ¥)]
= 2({z,z) + (z,z})
= 2(llzI* + {lyll*) -
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Definicién 3.5 (Distancia) La distancia entre dos elementos x, y de un
espacio vectorial complejo se define como

d(z,y) = lly — =
u

Proposicién 3.6 (Propiedades de la distancia) Sea H un espacio vec-
torial complejo con producto interior y distancia definida como en la def. 3.5,
entonces para todo x, y, z € H, se tiene

a) d(z,y) = 0, d(z,y) =0 si y sdlo si x =y.

b) d(z,y) = d{y,)

¢) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y).

Demostracidn:

La propiedad a) se sigue de la definicion misma y de las propiedades
c) y d) de la proposicidn 3.4.La propiedad b) se sigue de la propiedad b)
de la proposicion 8.4 d(z,y) = |1y — ol = (=1)(z - )| = |-1| = — ]| =
e - yll = d(y,z).

Finalmente la propiedad c) se sigue de la desigualdad del tridngulo de la
proposicion 3.4, pues

diz,y) = |lz—yl

[{z = 2) + (z — 9}
2 — 2l + llz — ¥l
d{z,z) +d(z,y).

(A

Definicién 3.6 (Convergencia en norma) Una sucesion{z, ,n=1,2,3,...}
de elementos del espacio complejo con producto interior H se dice que es con-
vergente en norma a © € H, si ||z, — z{| — 0, cuando n — oc .

]
Teorema 3.7 (Continuidad del producto interior) Si {z,}y {y.} son

sucesiones de elementos de un espacio complejo con producto interior H,
tales que |z, — || = 0, y |lyn — yll — 0, entonces

@) [[za]l = [I2][b) (zn,yn) — (z,9)
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Demostracion:
Partiendo de la desiqualdad del tridngulo se sigue que,

el = l(zn — @) + || < ||z — || + |z}
es decir,
o] = =l < llzn - (3.1)
Por otro lado,
2]l = Iz — @) + 2ol < llz = 2a|l + [[2a]]
luego
2] — llzll = = llz — 2] (3.2)

Entonces por 3.1 y por 3.2
0 < flaall — llzlll < llzn — 2 — 0

quedando asi probado lo establecido en a).
Considérese

{2y o) = (2,90 = [{@0s Yn — ) + {Tn — 7, 7))
por la desigualdad del tridngulo

(T ) — &) < (@, 0 — W)+ {zn — 7, 9)]
y, por Cauchy Schwarz se llega

0 < {an, yn) — (&, < Nzl lyn — yll + 2 — =i Iyl = O

por lo probado en a) y por las hipdtesis de la proposicion.

3.2. Espacios de Hilbert

Cuando se trabaja con un espacio con producto interno que tenga la
propiedad adicional de completez, se dice que dicho espacio es un Espacio de
Hilbert.
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Definicién 3.7 (Sucesion de Cauchy) Una sucesion {z, n=1, 2, 3,...}
de elementos del espacio con producto interior H es llamada sucesion de
Cauchy si ||, — om| — 0, cuando m, n — oo, es decir, para cada € > 0,
existe un entero positivo N(e) tal que ||z, — zm| < € para todo m, n > N(e).

Definicién 3.8 (Espacio de Hilbert) Un espacio de Hilbert H es un es-
pacio con producto interior y que ademds es completo, esto es, es un espacio
con producto interior en el cual toda sucesion de Cauchy {x,} es convergente
en norma a algin elemento x € H.

Proposicién 3.8 Si {z,} es una sucesion de elementos pertenecientes a
un FEspacio de Hilbert H, entonces {z,} converge en norma si y sélo si
|zn — zm|| — O cuando m, n — oo.

Demostracion:

La suficiencia de la proposicién se sigue por definicion de completez en
un Espacio de Hilbert, mientras que la necesidad que aseverd la proposicion
es consecuencia de la desiqualdad del tridngulo, ya que si ||z, —zl| — 0,
entonces 0 < ||z, — T < (|, — 2l + ||& — 2m]|) — 0, cuando n, m — oo,

3.3. El Teorema de proyeccion

En esta seccién con la ayuda del teorema de proyeccién, que se vera un
poco més adelante, se podra tener una herramienta de vital importancia para
poder enfrentar de una manera mds natural, problemas de aproximacion y
prediceién de un cierto tipo de variables aleatorias.

Sin embargo, previamente es necesario definir una nueva terminologfa.

Definicién 3.9 (Subespacio cerrado) Un subespacio lineal M de un es-
pacio de Hilbert H, es llamado un subespacio cerrado de H si M contiene
todos sus puntos limites, esto es, si {z,} €M 3y ||z, — x| — 0, entonces esto
implica que x €M.
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Definicién 3.10 (Elementos ortogonales} Seazx, y elementos de M, entonces

se dice que x e y son ortogonales (y se denota por xLy), st y sdlo st

(x,yy = 0.
=

Definicién 3.11 (Complemento ortogonal) El complemento ortogonal de
un subconjunto M de H, se define como el conjunto M* formado de todos
los elementos de H, que son ortogonales a cada elemento de M.

Proposicién 3.9 Sea M subespacio del espacio de Hilbert H, entonces M*
es un subespacio cerrado de H.

Demostracién:

Sea {z,} eML sucesion convergente en norma, es decir, ||z, — z|| — 0,
entonces el problema a resolver es mostrar que x EM™.

Por tanto, considérese cualquier elemento y € M y constriyase la suce-
sion {yn, =y, n =1, 2, 3....}, y obsérvese que ||y, —y|| — 0.

Luego, de la continuidad del producto interior, se tiene que

(Tos Yy — (2, 0)

es evidente que (T, Yn) = 0 para toda n = 1,2, 3... debido a la definicion de
elementos ortogonales, entonces {{x,,yn) , n =1, 2, ...} se trata de la sucesion
constante cero, que converge en norma al elemento cero, en otras palabras

{(z,y) =0.
|

Teorema 3.10 (El Teorema de proyeccién) Sea M un subespacio cer-
rado del espacio de Hilbert H, y sea x € H, entonces
i) existe un wnico elemento * € M tal que

r— 7 = inf llz —
o =&l = inf lla -yl
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)T € My llz — 7| = infyenm ||z — yl| sy solo si (z —T) eM™.

Al elemento T se le denomina la proyeccion ortogonal de x sobre M.

Demostracidn 1):

Sea z € M,y definase d — infyen ||z — yl, que existe debido a que
suponemos a M= () .Ahora bien, con elementos {y.} € M es posible con-
struir una sucesion tal que

|z = yali* — d

COTMO SiQUe:

Seay € M y calcilese jly — ;lr||2 =g, donde g = d+e , y, para encontrar
a los siguientes elementos de la sucesion se procede de la siguiente manera,
11 es tal que

' €
el =d+

y continuando de esa forma se llega finalmente
2 £

—ulF=d+ —

o = yall? =d+ &,

es inmediato que sin — co entonces ||z — ya|° — d.
Sin embargo, hace falta mostrar ezplicitamente que la sucesion {y»}es
convergente y, para tal fin mostraremos que la sucesion {y, }es de Cauchy:
Sean m, n € N luego

0< Hym - yn”2 = | (Ym — ) — (9 — m)Hz
se define a =y, —x y b=y, — x y por la ley del paralelogramo se tiene que
lle = b)* = 2 (llall® + [8]1%) = lla + bII*

es decir

2

Ym T Un
OS%rwmfm2ﬂmn—ﬂf+mm—rW%+P(_TT_‘x)

como M es subespacio de H, entonces ¥=2¥2 € M, y por propiedades de la
norma

Ym t Yn
0% o =l = =1 (2252 -«
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tomando m, n — oo
0 < llym — ul* = —4d +2(2d) =0

Por tanto {y,} es de Cauchy, por tal razén y por que M es cerrado se asegura
que existe T € M tal que fy, — F|° — 0 .
Por la continuidad del producto interior

~12 . 2
lz — 2" = lm {iz —ya|" = d
n—0C
Para mostrar la unicidad, se hard por contradiccidn, esto es, supéngase que

existe § € M tal que [z — Z|* = ||z — §||* = d, entonces aplicando el mismo
argumento anterior por la ley del paralelogramo se tiene que

E+§“$
2

0< jE—F* = —4d+2(2d) =0

2

osna—mf=20@—xW+wy—xW)—4

y por tanto T = 7.

Para la prueba del inciso it) considere T € M, ||z — Z|| = infyenm ||z — yl|
y se procederd por contradiccion, esto es, supondremos (x — %) g ML, lo que
llevara a la siguiente contradiccion: T no es el elemento mds cercano en M
ax. '

El suponer (x — ) ¢ M+ implica que ol menos existe un elemento y € M
tal que {x — T,y} # 0,con dicho elemento constriyase

r=7+ %2
[l
donde a = {x — T, y) ,luego
| ~F)? = (#-F4F -3,z -F+F-3)

= (@ DIE B 51 E-D)

= o= + (=B, (7 - 2) + (T - D), (@ - 7)) + (7~ D), (B~ F)

= |lz = 2l|* + 2Re[{(Z - 7), (v — &) + |2 - Z||"
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y recordando como se definié x

2
—~ ~ ay o~ ~ ay o~
o=l = fo =3l + |- | +2Re| (G- - Da=3))
[yl I
Il
~ e ne e - )
il |
2 ~ _
2L 9] aa
b= = 2
o e . az
(PO L N i
I Tl

del cdlculo complejo se sigue que a@ = |a)*,

P) 2

~2 12 |al laf
nx-ﬂ|=ux—ﬂ|+——a—2Reﬂﬁ7]
| k7]

2
y de las notas 3.2 y 3.3 se sique que la parte real (denotada por Re) de H—:h—g]
es el mismo nimero, de modo que

—n 2 —~2 a
e =& =l 7> 1, < o -7

luego T no corresponde a su definicion.
Inversamente,
§5i% € My (z - Z) e M+ entonces tomese y € M luego

lz =y* = lle—y+@-2) =z -7+ & -p)]’
(z=2)+ @ ~y)(x—2)+ (@ —y))
= llz 2" +{z -2, @) +{& 2, E-y) + T yl’

pero, como (T —y) € M se tiene
2 A2 e 2
e —ylI” = llz — ZI" + {7 —

Es decir, todo elemento y € M “dista de x € H” mds que lo que “dista ¥ de
x”, por lo tanto, se concluye que T es el dnico elemento por (i), que satisface

— 7| = ff |z —yl.
o~ 2l = inf I~ y)
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El teorema de proycecién asegura la existencia de un elemento T en un
subespacio cerrado M de un espacio de Hilbert H , que es el méds “préximo”
en norma a cualquier clemento x € H, y mads atin, el teorema brinda la
manera de encontrar dicho ¥ € M para cada x € H, T es aquel que satisfaga
las llamadas Ecuaciones de Prediccion:

{z—Z,y)=0,VYye M,z € H.

Corolario 3.11 (El mapeo proyeccién de H sobre M) Si M es un sube-
spacio cerrado del espacio de Hilbert H y sea I el mapeo identidad en 'H, entonces
existe un dnico mapeo Py de H sobre M tal que, I — Py, mapea H sobre
ML, fie. Py =T — Pyy).

A Py se le denomina el mapeo proyeccion de H sobre M.

Demostracion:

Por el Teorema de Proyeccion se sigue que para cada © € H, existe un
tnico T € M tal que x — T € M* entonces el mapeo requerido es

Pu(z) = Z.

Proposicién 3.12 {(Propiedades de los mapeo proyecciones) Sea H es-
pacio de Hilbert y sea Pa el mapeo proyeccion sobre un subespacio cerrado
M.

Entonces,

)Pulox + By) = aPulx) + 8Puly) , dondexz, ye H , o, 3€ C

ii)l|z))* = | Paa(@) | + [ Paas ()7,

141) cada x € M tiene una unica representacidn como suma de un ele-
mento de M y de

un elemento de M*, i.e.

@ = Ppya) + Ppge(2) (3.3)
10)Ppmizn) = Ppm(a) st [|2n —zf| = 0,

v}r € M siy solo si Puy(x) = x,
vi)r € ML siy slo si Pu(z) =0, y
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vit) MiC My si y s6lo si Pag, (Pa, () = P, (2)

Demostracidn:

i) Puesto que M es un subespacio de H, se sigue que dados u, v € M
la operacion combinacidn lineal es una operacion cerrada en M, entonces
aPp(z) + BPum(y) € M, cona, B €C.

Por otro lado,

ax + By — aPp(x) + BPum(y) = a(z — Pulz)) + By — Pruly)

donde x — Pup(x) € M* al igual que y — Pu(y) € ML, entonces por la
proposicion P4, se tiene que M* es un subespacio lineal de H, y por tanto

o (@ = Paa()) = B (y — Puly)) € ML,

Las dos propiedades anteriores son las que identifican a aPp(2)+8Pm{y)
como el mapeo proyeccion de ax + By sobre M.

El inciso 1) muestra que el mapeo proyeccion abre sumas y saca escalares,
es decir, es lineal.

1) Obsérvese que

1Pam(@)* + 1Paae (@)° = (F,2) + (& —Fw — %)
- (5":,§>+<I,I>—(I,E)—(E,:C)—I—(A,E)
= |el* - [&,2) — @3] - [{2,7) — (7,7)]

= |lzI* - @z - F) - (z - &,)
y, por la ortogonalidad de Py y Pypyr se concluye
|2 = [P () + | Page (2

Fl inciso i1} se puede interpretar como una generalizacion del teorema de
Pitdgoras para espacios de Hilbert.
111 ) Una representacion de x € 'H como la que se pide es claramente

T = PM(J!") + (I — PM)T

pare mostrar la unicidad supongamos que existe otra representacion de r =
y+z tal quey e M, z € Mt entonces

0 = y+2z—{Pulz)+ (I — Py
= y- Pulz)tz-{I- Pux
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Tomando el producto interior en cada lado con y — Pu(z) se tiene

0 = {0,y — Pul(z)} por ¢) del terorema 3.1
= (y— Pmlz)+2- (I — Pu)z,y — Pum(z))
=y — Pul(@)l” pues z — (I = Pp)z € M*

por lo tanto y = Pyp(x). Andlogamente z = (I — Pa)x.
iw) Por el inciso ii)

0 < |Prl(zn — )| € Han — 2] = 0 cuando ||z, — z|| — 0

v) x € M siy solo si la tdnica representacion t = y+z cony € M, z € M+
estal quey =z y 2 =0, esto es, si y sdlo si Py(z) = z.

vi)Andlogo av) cony=0yz==z

vii)Por el inciso iit) se sigue que © = Py, (2) + (] — Pry )z, cuyo mapeo
proyeccion a M es

PMl = PMl'PMz(j:) +PM1(I_PM2)$

puesto que Ppq, = Pa, Pa,(2) para tode x € H si y solo st P, (y) = 0 para
toda y € My, es decir, si y sélo si, Mg CM;7, siy solo si MaCM,.

3.4. Conjuntos Ortonormales

Definicién 3.12 (El span cerrado} . Sea {x;, t € T} subconjunto de un
espacio de Hilbert H , entonces el span cerrado , denotado porsp {x;, t € T},
se define como el subespacio cerrado mds pequeno de 'H, que contiene a cada
elemento x,, t € T.

]
Observacidén 3.4 Si {z1,...,z,} es un subconjunto finito de un espacio de

Hilbert H, entonces el 8p {xi,...,x.} es el conjunto de todas las combina-
ciones lineales y = Xy + ... + anty, donde ay, ..., a, € C.



Definicién 3.13 (Conjunto ortonormal)} . Un conjunto {e;, t € T} de
elementos de un espacio con producte interior cs llamado ortonormal st para

cade s, t €T
( > lsis=t
€s,€1) = _
T 0siss#t

Observacién 3.5 Obsérvese que de la definicion se sigue que los elementos
de un conjunto ortonormal tienen norma 1.

Observacién 3.6 Si {®,, n € N| &, ~ N{0,1)} es cualquier sucesidn de
variables aleatorias independientes entonces constituyen un conjunto orto-
normal para el espacio L* (2, S, P).!

Teorema 3.13 Si {e),...,ex} es un subconjunto ortonormal del espacio de
Hilbert H y M = 5p {ey,...,ex} entonces:

k
i) Py(z) = Z(m,ei)ei para todo T € H (3.4)
i=1
k
i) [Pum@)® = Y w.e)l’ paratodoze™
=1

k
T — E C;0;

=1

k

T — Z (r,e;}e;

i=1

iii) para todo x € H

y para todo ¢y, ...,c, € C (0 R s5i 'H es real)

Demostracion:

Puesto que Pp(z) € M debe satisfacer las ecuaciones de prediccion (y
ademds es el inico) para probar t) basta con verificar esto, bajo la expresion
de Py(x) segin el inciso i)Sea y € M que, por y = ijl
ecuaciones de prediccion se tiene

{x = Pm(a)yy) = 0

<5~: - PM(m),chej> = 0

=1

c;e;, de las

YWedse la seccidn 4.1
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de las propiedades del producto interior se llega a que la igualdad anterior es
equivalente al siguiente sistema de k ecuaciones

(x — Pu(a),e;) =0, j=1,.k
st y sdlo st

(Pm(x),e5) = (x5, J=1,..k
Si Pplz) = Y28 {z, ) e; entonces

(Pumlz), ;) = <Z($’ei>ei,ej>, F=1,..k

i=1
y, por la linealidad del producto interior
k

(Pul@) ey = D [, ed lenes)], F=1,.k

i=1
Obsérvese que la expresion anterior se simplifica bastante pues por la defini-
cion de conjunto ortogonal (e;,e;} =0 sii # j. Y se llega finalmente a

<PM($):€J') - <$18j>1 .] = 1:---7k

quedando asi probado el inciso 1).
1) Por el inciso i)

Pul)|® = <Z(x,ei)ei,2(m,ej)ej>

i=1 j=1

= <<:E,€i> ei,Z@’f’-j) €j

=1

T

E
e

<(xﬂ ei) € (:C, ej) ei>

T

L

=
WE

(@0 T e} (o)

[ 1

13

y, de nuevo por la definicidn de conjunto ortogonal se llega finalmente a

IPa@I =3 sy

Finalmente, el inciso iii) se sigue del teorema de proyeccion.
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Corolario 3.14 (Designaldad de Bessel) Si {e),...,ex} es un subcon-
junto ortonormal del espacio de Hilbert H y x € H entonces

k

> Ha,ed” < l®

=1

Demostracion:
La desigualdad de Bessel es consecuencia directe del teorema anterior
inciso 1) y de la propiedad i) de la proposicion 3.12.

Definicién 3.14 (Conjunto ortonormal completo } Sca{e;, t € T'} un
subconjunto ortonormal del espacio de Hilbert H, si H = 3p {e;, t € T} en-
tonces se dice que {e;, t € T} es un conjunto ortonormal completo o una
base ortonormal para H.

Definicién 3.15 (Separabilidad) FEl espacio de Hilbert Hes separable st
H = 3p {e:, t €T} con {e, t € T} un conjunto ortonormal numerable o
finito.

B
Teorema 3.15 Sea H un espacio de Hilbert separable donde {e1,es,...} es
la base ortonormal de H, entonces

i) el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de {ey, eg, ...}
es densa en H, es decir, para toda x € H y & > 0 existe k € N y constantes

c1,...cr tales que
k
Tz — E Ci€;
-1

<€
it)x =3 o (r,e)e; para todax € H, esto es, |z =37 (z,e) e — 0
s — 00,
#1) ||zl = S50, [z, e)|* para toda z € H,
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1v) (Identidad de Parseval} (z,y) = > - {x,€;) {e;,y) paratodaz,y € H
Y,

v) x =0 51y 56lo si {z,e;) =0 para toda i = 1, 2, ...

Demostracion:

Sea S = U;’il Sp {e1,e2,...,e;}, el conjunto de todas las combinaciones
lineales de {e1, eq,...} entonces la cerradura ® S de S es un subespacio cer-
rado® de H (i.e. S C H) que contiene a {e;, i = 1, 2,...}. Por otro lado,
por hipotesis se tiene que H = 3p {e, t € T}, esto es, H es el cerrado
mds pequeiio que contiene o {e;, i =1, 2,...}, luego H C S. Y por tanto se
concluye que S = H.

Entonces, por ser H = S un subespacio cerrado cada z € H es un punto
de contacto de S, es decir, para todo € > 0 existe y € S, donde y = Zle ci€;
para alguna k € N y constantes ¢y, ...c, tal que ||y — x|} < €.

it) Por la Desigualdad de Bessel’s S |(z,e;)[* < ||z||* para toda k € N
y por lo tanto

> el <l (3.5a)
1=1

1 (@, e;) e; es absolutamente conver-

lo que significa que la serie compleja >
gente.
Por el inciso iii) del teoremna 3.13 y el inciso i) que se acaba de probar

se concluye que para cada ¢ > () existe k € N tal que

k
T — Z(az,ei)ez <&
=1

Ahora, por el inciso 1) del teorema 3.13 Y0 | {x,€;) e; = Py{z) donde M =

281 5 es subconjunto del espacio normado {H, || ||}, se define la cerradura de S como
el conjunto S = {z |z € H y = es punto de contacto de S}, donde z € H es punto de
contacto de S si parac > 0setiene que {y e Hifly — =l <} NS #0.

3Para verificar que S es un subespacio cerrado de H, sean € > 0y {z,} € 5 sucesién
tal que ||z, — x| — 0, esto implica que para == £ existe N € N, tal que si £ > N se tiene
lzx — z|| < ) y, por ser zp puntos de contacto de S entonces para £ existe y € 5 tal que
lly — el <&

Luego por el inciso ¢) de la proposicion 3.6 se tiene que |ly — z|| < |ly — xp]|+||zp — =] <
£+e=e.

Por lo tanto x os punto de contacto para §, es decir, z € §, luego S es subespacio
cerrado de ‘H.
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5p {e1,...,e,}y si se tomak <n, > {x,e)e; € M, luego

n

:C—Z(:C,ei) €;

i=1

<& paratodan >k (3.6)

iit) Retomando las ideas del inciso anterior y por 3.6, paran > k se cumple
2 2

+

Tt

r — Z {x,e;) e

=1

T

Z {z,e;) e

=1

el <

lz|? < &+ Z [z, e)° por el inciso ii) del terorema 3.13
i=1

o0
lel® < e+l edl’
i=1
Dado que la eleccion de £ > 0 fue arbitraria se concluye que

e o]
lall* <> el
i=1

Finalmente por 8.5a se obtiene

o0
2 2
e =" 1z, e)]
i=1
s

iv) Por el inciso i1) de este teorema se tiene que ||z — > _,_, (%, e;) & — 0 s
n — oo, para cada x € ‘H. Usando la continuidad del producto interior para
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z, y€H,

<$1y) = T}LH;O<Z($181'>€1' s Z(y,8j>ej>

i—1 7=l

= nlgroloz <<33, e;) 62',2 {y, e;) €j>
i=1 Jj=1

= T}LI’LIOZ Z ((33;61') €i, <y> ej) ej)
i=1 j=1

= Jin 35 [ e e )
i=1 j=1

= lim >~ {z,e) (e 9)
i=1

= Z (.I‘, ei) <ei>y>

i=1
v) Este resultado es consecuencia tnmediata del inciso it) de este teorema.
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Capitulo 4

Prediccion de Procesos
Estocasticos Estacionarios

Es en este capitulo donde se analiza y resuelve el problema central, la
prediccion de los valores del proceso estocdstico estacionario {X;, t > n + 1}
en términos de {Xi,..., X} de estos tltimos se tiene la informacién de los
valores de la realizacién del proceso, esto es, la serie de tiempo. Para estos
fines se pretende utilizar vinicamente el pasado para predecir el subsecuente
comportamiento futuro del proceso.

Ahora bien, se debe decir algo acerca del proceder para encontrar a los
predictores del proceso, asi como también sus bondades. De cara a la predic-
cién para la series de tiempo, no se pierda de vista que se esta buscando la
expresién para encontrar al mejor predictor de la serie el cual serd denotado

A
por X1, es decir, el predictor para los siguientes momentos de la variable,
esto se consigue mediante el empleo de la teoria desarrollada en el capitulo
anterior con la ayuda del teorema de proyeccidn.

En este analisis, siguiendo la terminologia y lo desarrollado cn el capitulo
(3) v, puesto que se trabaja con procesos estocdsticos que estan definidos en
subespacios M cerrados de L? (2,5, P), el mejor predictor en ¢l subespacio
de X,.n es definido como aquel elemento en M con mfnima distancia en
media cuadrdtica de X, .

Es claro que esta definicion del mejor predictor no es tdnica, sin embargo,
los procesos con segundo momento finito conllevan a una teorfa de prediccién
que resulta bastante simple, elegante y bastante apropiada para su uso en la
practica.

82



Como se vi6 a detalle que la proyeccion Pagix,,..x.)Xn+n €5 la mejor
funcién de X4, ..., X, asi como la mcjor combinacién lincal para predecir a
X,.yn. Por tales motivos los predictores buscados para los procesos estocds-
ticos estacionarios se encontraran a partir de este resultado, es decir serdn,
los mejores predictores lineales.

En este capitulo las referencias bibliograficas son Brockwell y Davis [1]
[2] y Karr [3].

4.1. El espacio L*(Q, S, P)

Considérese el espacio de probabilidad (Q,5, P) y la coleccién C de to-
das la variables aleatorias X definidas sobre £} y que satisfagan la siguiente
condicion,

E[X?] < o0
es decir, con segundo momento finito.

Con la usual definicién de multiplicacién por reales y la adicién de vari-
ables aleatorias, se sigue que C es un espacio vectorial, donde el elemento
neutro o elemento cero, es la variable aleatoria que es idénticamente cero
sobre {2.

En L2(, 3, P), se define el producto interior {e) para cualesquiera dos
elementos X, Y € C como

(X,Y) = E[XY] (4.1)

De las caracteristicas que ticne el operador esperanza, se verifica que (X,Y)
satisface todas las propiedades de un producto interior, sin embargo, si se
tiene que {X,X) = 0, es decir si £[X?| = 0, no se puede concluir que
X(w) = 0 para todo @ € Q, sino s6lamente se puede decir que P(X{w) =
0y=1.

Esta dificultad se puede evitar definiendo una relacién de equivalencia en
donde se dice que X y Y son equivalentes si P(X = Y) = 1. Esta relacién
de equivalencia particiona a C en clases de variables aleatorias, de tal forma
que, cualesquiera dos variables aleatorias en la misma clase son iguales con
probabilidad uno.

El Espacio L* (2,5, P) es la coleccion de todas esas clases de equivalencia
con producto interior definido como en 4.1.

En L2, la convergencia en norma de una sucesién {X,} de elementos en
L? al limite X, significa
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iXo = X|* = E[| X, - X|2] — 0, cuando n — oo.

La convergencia en norma de {X, } a X, en L, es conocida como conver-
gencia en media cuadratica.

Por tanto, como se ha visto el Espacio L* (Q,5, P) es un espacio de
Hilbert.

4.2. Error cuadritico medio minimo para pro-
cesos estocasticos estacionarios

Sea {X,,t =0, £1,...}un proceso estocdstico estacionario sobre un es-
7 b 1

pacio de probabilidad (2, <, P), con media cero y funcién de autocovarianza

©(-), y considere el problema de encontrar la combinacién lineal X, =

Z?:I ¢ Xni1-j tal que sea la mejor aproximacién a X4 en el sentido que

2
E l: Xn+1 - Z,?:l ¢ann+l—j :|
suelto con la ayuda del teorema de proyeccién tomando como espacio de
Hilbert % =17 (2,9,P) y M = {321 ajXn1-; s @, € R} Por la

definicién de producto interior en L? {2, 3, P), y por el teorema de proyec-

sea minimo. Tal problema es fécilmente re-

cién la solucién buscada es X, = Pu{X.41). Luego, las ecuaciones de
prediceién son

<X,,,+1 -3 ¢ann+1j,Y> = 0 para toda Y € M,
j=1

las cuales por la linealidad del producto interior, son equivalentes a las n
ecuaciones

<Xn+1 - Zéann+1—j1Xk> = 0, k= n,n — l, [ 1 (42)

=1

4.3. Las ecuaciones de prediccion

Sea {X,} un proceso estocistico estacionario definido en L? (2,5, P) y
considérese el subespacio cerrado H,, = 59 { X1, ..., Xy, | n = 1} se definen los
predictores de un paso del proceso, como sigue
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N
Definicién 4.1 (Predictores paso uno) Los predictores de paso uno X, 1y

para X, 41 del proceso {X:} se definen por la siguiente expresion:

5\( B 0 stn=20
ntl Py (Xps) stn>1

|
AN
Dado que X+ € H,, satisface para n > 1
A
Xos1= ¢ Xn+ oo + 0 X1, (4.3)

donde los coeficientes ¢, ; ...+ @, satisfacen las ecuaciones (4.2) y recordan-
do que en L? el producto interior es (X,Y} = E{XY], y por las linealidad
del operador esperanza, esas ecuaciones adoptan la forma,

<Z ¢an+1_t-,Xn+l_j> = Koty Xow1g),  J=1.0m
i=1

es decir .
> bupli—4) = ¢(), F=1.un
i=1

o de manera equivalente,

donde T, es la matriz de varianzas y covarianzas del proceso, ', = [p(i — )], ;_;
@, ¥ ®, son los vectores columna de autocovarianzas y de los coeficientes

Tt

-----

A
buscados para determinar al predictor X, 44,

o(n) Prn
El teorema de proyeccién visto en la seccién (3.3) garantiza la existencia de

al menos una solucion para el sistema de ecuaciones definido en (4.4), dado

A
la expresion de X, en (4.3), a estas ecuaciones se les denomina ecuaciones
de prediccion de un paso.
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Obsérvese que el sistema (4.4) se debe resolver para encontrar ®,,, y es
posible que este sistema presente mas de una solucién posible, sin embargo,
en este caso, cuando se se sustituyan todas esas soluciones en (4.3) para

A

determinar al predictor, dan como resultado el mismo predictor para X, 4,
esto por la unicidad que asegura el teorema de proyeccion.

Existe una tnica solucién de (4.4) si y sélo si la matriz I',, es no singular,
en cuyo caso la solucion es facilmente determinada por

®.=T "¢, (4.5)

las condiciones que se deben de cumplir para que la matriz T',, sea no singular,
se especifican en el siguiente resultado

Proposicién 4.1 Si(0) > 0 yw(h) — 0 cuando h — oo entonces la matriz
de autocovarianzas Ty, = [p(i — j)] . de (X, ..., X,) es no singular para

cada n.

ij=1,...,

4.4. Algoritmo recursivos para el cdlculo de
los predictores lineales

En esta seccidn se revisaran dos métodos recursivos para determinar y

A
calcular los predictores de paso uno X,.;, n > 1, definido en (4.3), y se
mostrard como pueden ser usados para calcular los predictores de paso h.
La prediccién recursiva es de suma importancia en la practica debido a que

calcular a )A( nt1, > 1, de manera directa de la definicion implica para cada
valor de n, resolver grandes sistemas de ecuaciones lineales. Ademds, cada
vez que las observaciones de la seric aurnentan el mismo procedimiento debe
ser repetido.

Por tales motivos, resulta necesario disponer de algin mecanismo que
permita el cdlculo de los predictores de paso uno sin tener que realizar inver-
siones de matrices como dice la definicién, mas ain el algoritmo recursivo que
aqui se presenta utiliza las n observaciones con las que cuenta para encontrar
el predictor basado en n + 1 observaciones, esto para cadan = 1,2, ...
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4.4.1. El algoritmo Durbin-Levinson
A Al
Dado que X,41 = Py, (Xny1) € Ha, es posible expresar a X, de la

siguiente forma,
A

Xﬂ+1 = gb?thn + ...+ ¢nnX1,

con error cuadratico medio de prediccidn v,

A 2
(Xn-H - Xn+1)

donde claramente se tiene vy = @(0).
El algoritmo especificado en la siguiente proposicién, es conocido como

algoritmo de Durbin-Levinson, es un esquema recursivo para el célculo de
D,.

v, = F

Proposicién 4.2 (Durbin-Levinson) Sea {X,} un proceso estocdstico esta-
cionario de media cero y funcidn de autocovarianza ¢(-) tal que ©(0) > 0 y

@(h) — 0 cuando b — oc, entonces los coeficientes ¢,,; y los errores cuadrati-

cos medios de prediccion v, satisfacen,

oo = B (4.6)
B n—1
Gun = |@(R) =D u g (n = D)| vy,
L Jj=1
@i i ¢n—1,1 qbn—],nfl
. - L .
Pues | G P11
Y
vo = (0) (4.7)
Uy = Upor [1—d2,]
Demostracion
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Considere a los subespacios cerrados Hy y Ha, definidos por

H1 = 8_p{X2,...,Xn | n> 1}

H, =5p{X1 — P, (X1)}

los cuales son subespacios cerrados y ortogonales de H,, = sp{X1,...,. X, | n > 1},
mas oin, para cada Y € I? se tiene por lo visto en (8.8) que Py, (Y) =
P (Y)Y + Py, (Y) , es decir

A

Xnt1 = Py, (Xp41) + Pry(Xoga)

luego por (3.4) se sigue la siguiente expresion

X1 = Py (Xa11) +a (X1 = P (X)) (48)

donde ¥ X Po(x
a= ( n+1, 1 H]( 21)) (4.9)
1 X1 = P, (X0)]|
Por otro lado, debido por la estacionariedad de { X, } los vectores (X, Xpo1..., X1 )’
y (Xa,..., Xny1) tienen las misma matriz de varianzas y covarianzas gue

(X1,...,Xn), por lo que

n—1
Py (X1) = Z Pre15 XK1 (4.10)
=1
Y 1
P’H] (Xn+1) = Z an_l,ijH»lfj (411)
=1
ast

2

10 = P O = 1 = P ()l = | X0 = B = eny (412)

de las ecuaciones (4.8), (4.10) y (4.11) se obtiene la siguiente expresion para
el predictor de un paso

A n—1
Xpy1 =aX; + Z [¢n—1,j - a¢n—1,n—j] Xn+lfj (4-13)
Jj=l1
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ahora, de (4.9) y ({.10) se tiene

n—1
a = ((Xﬂ+1?Xl) - 2%71,3‘ (Xn+1:X1>) vl
=1

= [@(h) — Z ¢n_1,j(po(n - ]):l U;—ll

Por (4.5) y la proposicion (4.1) aunado con el supuesto de que la funcion de
autocovarianza satisface w(h) — 0 cuando h — co, entonces debe cumplirse
A
gue la representacion para el predictor X, . dada por
A

X’n.+l - d)ann, +...+ (fijnnX], (414)

es tnica, por lo tanto al comparar las expresiones (4.13) y (4.14) se sigue
que

¢nn =u

an,j = an_lij - a(ﬁn_l’n_j, J = 17 ...,TL - 1 (4.15)
lo que prueba lo establecido en (4.6).
Solo resta probar lo establecido en ({.7), para tales fines obsérvese que el
Ay
error cuadrdtico medio para el predictor X, 1 es

A 2

Xn+l - X'rz+1

v — ’
1 Xnt1 — Pry (X)) + Pry (Xt ||
= HXn+1 - PH](XH+1)”2 + ||P'H2 (Xn+1)“ -2 (XnJrl - PHl(Xn+l)7PH2(Xn+1)>

de (4.12), de la ortogonalidad de H, y Ha, y del hecho que P, {X,11) =
a (X — Py, (X1)) se tiene

Uy = ¥Up_1 + GQUnfl - 2a (Xn+1:X1 - P’H1 (Xl))
finalmente de (4.9) se obtiene
Up = Vg (1 — a®)

lo que completa la prueba de la proposicion..
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4.4.2. El algoritmo de innovacion

La idea central sobre la que se basa el algoritmo Durbin-Levinson es de-
scomponer el espacio H,, en dos espacios orotogonales H; y Ha, sin embargo,
es posible descomponer a H,, en m4s de dos espacios ortogonales para obten-
er resultados similares, esta es la idea sobre la cual se desarrolla el segundo
método de recursion predictiva que a continuacion se presenta.

En el algoritmo de innovacion no se necesita que el proceso {X,} sea
estacionario, solo que sea de media cero y funcion de autocovarianza

p(i,7) = (X3, X;) = B(X:X;)

Como antes, considerese H,, = 5p{X,..., X, | n = 1} , el predictor de pa-
so uno X,y tal como se definio en (4.3) , y de nueva cuenta sea v, —

Xnt1 — X”“H el error cuadratico medio del predictor )?,H 1

Se definen los subespacios Hj, j = 1,...,n como sigue
H_'; = S_p{Xl - X], ,Xj — Xj+1 | J = ]., ,TL}
donde )‘a = 0.
Notese que bajo tales definiciones de los subespacios Hj, se sigue que

H! = H.,, por lo que en lo sucesivo no se hara distincion entre H,, y H,,. Asi,

Hn = s_p{X1 - E,...,Xn ht )’(\n+1 ‘ T Z 1}

y como el conjunto {X1 - 5(\1, vy Xy — )?n_H} es ortogonal, se tiene que la
expresion para el predictor de paso uno es

n
Xn+1 = E /\nj (Xn+1—j - n+1—j)
J=1

el problema ahora a resolver es como calcular los valores de A;, j = 1,...,n
y de v,, n = 1,2, ..., esto se establece en algoritmo recursivo que se presenta
a continuacién.

Proposicién 4.3 (Algoritmo de innovacion) Sea {X,} un proceso estocds-
tico de media cero, con matriz de varianzas y covarianzas [p(i,j)|;,_, no
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singular ¥ n € N, entonces el predictor de paso uno 2,14_1, n > 0y sus
errores cuadrdticos medios v,, n > 1, estan dados por

~ 0 sin=1{
Ri=14 . B ‘ 4.16)
o {ijl Anj (Xn+1—j - Xn+1—j) , sinz>l (

w = o(1,1) (4.17)

n—1
Apnet = v ((p(n +LE+1) = /\k,kj)\n,njuj) , k=0,.,n—1
=0

n—1
Un = (,O(TL + ].,TL + 1) - Z Ai,nfjfvj
7=0

Demostracion . R
Dado que el conjunto {X1 — X1y X — Xn} es ortogonal y calculando

el producto interior en ambos lados de (4.16) con X1 — Xkﬂ: 0<k<n,
se tiene

<2n+lan+1 - )?k+l> = Anm—kVk (4-18)

Por la ortogonalidad de (Xn+1 - )?n) con (Xk+1 - )?k+1) ,es posible calcular
los coeficientes Ay i, k= 0,...,n — lestdn dados por

<(Xﬂ,+1 - Xﬂ+1) ¥ (Xk+l — ji;k‘—l—l)) = <X11+17Xk+1 - ‘)/(\.k+1>7<-2n+11Xk'+1 - 2k+1>
luego por (4.18)

<Xn+1)Xk+1 — )?k+1> = Ann—kVk

es decir

" <Xn+1,Xk+1 - fm) (4.19)

Utilizando la representacion (4.16) con n = k, y por las propiedades del
producto interior la expresion (4.19) se convierte en

n—1
Amk =0 fo(n+ L+ 1) = Ak (Xm, X1 — Xj+1>] (4.20)

=0
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de nueva cuenta por (4.19) la expresion (4.20) se convierte

n—1
Ann—k = ?);1 ((P(n +1L,k+1) - Z )\k,k—j)\n,n—jvj)

7=0

como lo asequra la proposicion. Por el teorema de proyeccidn visto en (3.3)
y por la proposicion (3.12) el cdlculo de los errores cuadrdticos medios

—~

2 2 —~ 2
Xn+1 - Xn+1 = ||Xn+1“ - HthLlH

b = |
n—1

= grn+ln+1)— Z A2 iU
=0

con lo queda demostrada la proposicion.
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Capitulo 5
Apéndice A: Simulacién

A lo largo de la tesis se fue desarrollando herramientas para la aplicacién
de todos los resultados que se fueron presentando, por lo que aqui se presentan
los programas realizados en el programa MATLAB incluyendo la simulacién
de las series utilizadas, ademas de que se utilizaron algunos resultados de
Ross [7].

El simular las distintas herramientas y conclusiones que se desarrollaron
a lo largo de este trabajo, revisten de dinamismo y aportan claridad a las
temas expuestos.

Cada programa indica en su cuerpo su objetivo asi como fue ¢l proced-
er para su realizacién, por lo que sélo se presentan los programas fuentes
idénticos al que se usaron para el desarrollo de la tesis.

5.1. Programa 1

function media_movil

disp{(’ESTE PROGRAMA ES PARA CALCULAR LOS VALORES DE UNA MEDIA MOVIL DE
ORDEN II {MMH)’}

% (el orden se refiere al numero de integrantes de la media),

disp(® 1)

disp('PARA ESTE PROGRAMA SE NECESITAN COM(O PARAMETROS DE ENTRADA LOS
VALORES DE LOS VECTORES DE TIEMP() t7)

disp{* )

disp(’Y EL VECTOR QUE CONTENGA LOS VALORES DE LA SERIE')
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disp{'EL PROGRAMA REGRESA UNA MATRIZ CON LOS VALORES DE LA SERIE ORIGINAL
LOS VALORES DE LA MEDIA MOVIL ASI COMO LA GRAFICA CORRESPONDIENTE")

disp{” )

disp(’INTRODUZCA EL VECTOR DE TIEMFO t7}

disp(’ ")

t=input("};

disp(* .")

disp(INTRODUZCA EL VECTOR CON LOS VALORES DE LA SERIE DE TIEMPQ’)

disp(*.")

Yi=input(”):

Y=Yt

t=t";

disp(* )

disp{’'INTRODUZCA EL ORDEN DE LA MEDIA MOVIL')

disp{" ")

H=inpnt(*);

if lengthi{t)==length(Yt}

p=fix(H/2);

if rem{H,2)==1 %se revisa si es media movil centrada (orden impar) o no centrada {orden par)

MMHt=zcros(1.length{t));

for i=p+1:L:length(t)-p Findice para los valores de i

MMHt{1d)=sum(Yt{i-p:i+p))/H;

Hfor j=i-p:Lii+p-1

UAMHt(LD=Y()+Yt(j+1)

Y-ond

%MMHt(1,i)=MMHt(1,i)/H:

plot (t(1) MMH(1,1),"e’, color’ v, MarkerFaceColor’, [ 49 1 .63], MarkerSize’,7):

hold on

end

tMM=[t(1.p+1:(length(t)-p))]:

MMHt2=[MMHt(1p+1:(length{t)-p3}];

plot{t. Yt 0" 'color’ b MarkerFaceColor’, [ 49 1 .63],"MarkerSize’,3);

hold on

plot(t, Y, color, 1 LineWidth’,2)

hold on

plot{(t MM MMHt2, color’,'m’ LineWidth’.2)

[t Y1 ALMEHL]

else
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Yot MM=weros(1,length(t));

Y MMt =zeros(1,length{t)):

for i=p:length(t)-p

Fofor j=i-p+1li+p-1

Yo e MM{1 D=1 {j]+1(j+1);

% MMH(LD)=Yt(j)+Ye(+1);

Yeend

MMHt(L.i)=sum({Yt{i-p+1:i+p)}/H;

MM D=sum(t(i-p+1:1+p))/H:
plot(tMM{1),MMHI(1,i),’0", color’, 1", MarkerFaceColor',[.49 1 .63],'MarkerSize™, 7}
hold on

end

MM =[tMM(1,p:(length(t)-p))]:

MM Ht=[MMHE:(1,p: (length(t)-p))]:
plot(t,¥t,'0’ 'eolar’, b’ "MarkerFaceColor' . [ 49 1 .63], MarkerSize’,3);
hold on

plot(t,¥t, color™,"h" LineWidth’ 2}

hold on

plot(t MM MMHt Ccolor’, '’ 'LineWidth', 2}

disp('t Y]

LY

disp('[t MM MMHt]")

[EMAM MAMHL]

end
olse

disp{ERROR, NO CONCUERDAN LAS OBSERVACIONES CON EL VECTOR DE TIEMPO')

end

5.2. Programa 2

function (T, M,D]=media_ dispersion_ tesis % (X}
disp(’ ESTE PROGRAMA DETERMINA LA ASOCIACION DE LOS COMPONENTES BE LA
SERIE ')

disp{’ MEDIANTE EL METODO MEDIA DISPERSION")

disp(* 7)

disp(" INGRESE LOS VALORES DE LA SERIE X(1) TECLEANDOLOS O COPIANDOLOS DE
UN ARCHIVO DE TEXT( SEPARADOS POR ™ : * SIN FORMATO')
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disp{* %)

disp{" Y DEBEN ESTAR ENTRE CORCHETES AL INICTG ¥ AL FINAL®Y)

disp(* ")

disp{’ INGRESE LOS VALORES DE X(1) )

X=nput{"):

X=X

disp(" )

disp(" INGRESE EL NUMERO DE OBSERVACIONES QUE FORMA A LA ESTACION (EL VAL-
OR DE K) 7}

k=input(”); % EL NUMERCO DE OBSERVACIONES QUE FORMA A LA ESTACION O EL NU-
MERO DE ELEMENTOS DE CADA CONJUNTO Ti

d=length{X)/k; % SE CALCULA EL NUMERO DE ESTACIONES QUE HAY EN TOTAL

for i=1:k % AQUI COMIENZAN A CALCULARSE LOS T1, Y LA MANERA DE PROCEDER ES
CONSTRUIR UNA MATRIZ T CUY(S

T(1,i)=X(i); % RENGLONES SEAN LOS CONJUNTOS Ti, POR LO QUE ESTA MATRIZ TEN-
DRA TANTOS RENGLONES COMO ESTACIONES

end % Y TENDRA K COLUMNAS. HASTA AQUI SE CONSTRUY( EL PRIMER RENGLON DE
LA MATRIZ T (O PRIMER CONJUNTQO Ti

for i=2:d % COMIENZA LA COSTRUCCION DE LOS DEMAS RENGLONES O ESTACIONES,
MOVIENDQ i SE CONSTRUYEN LOS RENGLONES DE T

for j=(-1)*k+1:1:i*k % CON j SE MUEVEN LAS COLUMNAS DE LA MATRIZ

T(ij-(i-1)*k) =X {i%

end

end

M=wean(T'}; %*SE CALCULA EL VECTOR DE MEDIAS CADA UNA CORRESPONDIENTE A
CADA SUBCONIJUNTO Ti

D=std{T’); #SE CALCULA EL VECTOR DE DESVIACIONES ESTANDAR CORRESPONDI-
ENTES A CADA ESTACION Ti

figure

for i=1:dength (M)

plot (M(i),D(1), 0", color’,r’, MarkerFaceColor',[49 1 .63}, MarkerSize’,7); % AQUL SE GRAFICAN
LOS PUNTOS CORRESPONDIENTES A 1.OS VALORES DE LA SERIE

FENCERRADGS EN CIRCULO

hold on

ondd

title{'METODO MEDPIA-DISPERSION')

xlabel"MEDIAS); ylabel'DESVIACIONES ESTANDAR):
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5.3. Programa 3

function [MM MMC,IBVEIVE,IVENt.Yt.Y _desos]=meodia_movil

disp{’ .")

disp(’ESTE PROGRAMA ES PARA CALCULAR LOS VALORES DE UNA MEDIA MOVIL DE
ORDEN H (MMH)")

%% (cl orden se refiere al imnero de integrantes de la media),

dispCPARA ESTE PROGRAMA SE NECESITAN COMO PARAMETROS DE ENTRADA LOS
VALORES DE LOS VECTORES DE TIEMPO t%)

disp("Y EL VECTOR QUE CONTENGA LOS VALORES DE LA SERIE’)

dispC’EL PROGRAMA REGRESA UNA MATRIZ CON LOS VALORES DE LA SERIE ORIGINAL
LOS VALORES DE LA MEDIA MOVIL ASI COMO LA GRAFICA CORRESPONDIENTE’)

disp(” .7}

disp"lINTRODUZCA EL VECTOR DE TIEMPO t)

disp(®.")

t=input(”);

disp(’ )

disp('INTRODUZCA EL VECTOR CON LOS VALORES DE LA SERIE DE TIEMP()'}
disp(’ ")

Yt=iuput(*):

Yi=Yt":

t=t";

disp(’ ")

disp{’INTRODUZCA EL ORDEN DE LA MEDIA MOVIL?)

disp(’ )

H=input(*);

fignre;

if length{t)==length (Yt}
p=tix{(H/2}):

if rem(H,2)==1 %se revisa si es media wovil centrada (orden impar) o no centrada (orden par)
MMHt=zcros(1,length{t)):
tMAL=t:

for i=p+1:Llength{t)-p %indice para los valores de t

MM (1 )=sum{ Yt (i-pi+p))/H;

hgure:

plot{(H{i}), MMH(1,i}, %0 color’, ' " MarkerFaceColor’, [.49 1 .63], MarkerSize’, 7);
hold on

end
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tMM2=[t{1,p+L:(length{t}-p))];

MMEHt 2= [MMITt(1,p+1:(length(t)-p)}];

plot(t,Yt, 0" "eolor’, b’ MarkerFaceColor',[.49 1 .63), MarkerSize',3);
hiold on

plot(t,Yt, color’, ', LineWidth',2)

hold on

plot (tMM2 MMHt2, color', m’, LineWidth',2}

else

tMM=zeros{1 length{t}};

MM Ht=zeros(1length(t));

for i=p:lengthit)-p

MMHt(1D=sum(Yt{i-p+1:i+p))/H;

tMM{L i) =smwm {t{i-p+1:i+p)}/H:

plot (EMM{1I), MMHE{1,3), 0 "eolor’, ", MarkerFaceColor’, [ 49 1 .63]," MarkerSize’ . 7);
hiold on

ond

tMM 2=[tMM/{ L p:{length(t)-1})];
AIDMHE2=[MMHt{L,p:(length(t)-p))];
plot{t.Yt,’0" eolor', Iy, MarkerFaceColor’,[[49 1 .63],"MarkerSize’ 3}
hold on

plot{t. Y1 color’,'b’ "LineWidth',2}

hiold on

plot (e MM2 MMH2, color’, ", LineWidth’,2)

end

title(*Serie vs Media Movil')

xlabel{"Tiempo'): ylabel{ Serie’};

hold on

t=t";
Y=Yt

tNIM=tMM

MMH:=MMHt";

disp(’ )

Fdisp('MM = [tiempo serie t _mediamovil MediaMovil]’):
MA[=[tMM2  MMH2;

disp('Dosea continnar? 1/0%)

disp(’.")

res=input{”};

if res==1;
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disp("Tudique el nueve orden para la MM}

disp(” )

Ho=inpnt{");

MMC=media_movil_recursivo{MM,H2);

else MMC=MNM;

end

#IBVE=indices_IBVE{MMC,t,Yt};
IBVE,IVE,IVEN]=indires_IBVE_nuevo_intento{MMC,t, Yt H);
Yedlenlo de la serie desestacionalizada

for i=0:H-1

for j=i+1:H:length{t) %j=1*H+1:{i+1)*H

Y desos{(j)=Yt())/ IVEN(G+1);

erel

cnd

Y deses=Y deses’;

Zelength{Y deses)

% length{t)

figure:

plot(t,Yt, 0" 'color’. b’ " MarkerFaceColor™.[ 49 1 .63], MarkerSize',3);
hold en

plot (1Y eolor’, b LineWidth',2)

hold on

plot(t,Y deses,’o’color’, m’, MarkerFaceColor’,[49 1 .63]," MarkerSize’ . 7):
hold on

plot{t,Y _deses, color’,'m’, LineWidth',2)

title{'Serie {(azul) vs Seric Desestacionalizada (rojo)’)
xlabel("Ticmpo’}); vlabel(*Serie’):

hold on
else

disp'ERROR, NO CONCUERDAN LAS OBSERVACIONES CON EL VECTOR DE TIEMPO')
end

5.4. Programa 4

function [X,Z]=simulacion_ MA
disp(" ESTE PROGRAMA SIMULA UNA REALIZACION DE UN PROCES( DE MEDIAS MOVILES-
MA(L))
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disp(” )

disp{" CON MODELC X(t)=Z{t)+0(1)*Z(t-1) DONDE Z(t) ES N{0,VAR(Y))")
disp(” )

disp{’ SE HARA MEDIANTE LA GENERACION DE NUMEROS ALEATORIOS 1)
disp{’ ")

disp(’ INGRESE LA VARIANZA DESEADA PARA LA SIMULACION ")
var=iupnt{");

disp(* )

disp(® )

E = 0:1:100; % ¢l tiempo a escala de decimales

randn(“state’ sun(100*clock}):

Alea=randn(l. length{E)):

figure:l

q=1;

factor=-.4:

Z=zeros{1Jength(E) )

X=zeros(l.length{E)):

X(1,1)=1;
for i=1:length(E)
if i==

Z{1.))=sqrt{var)*Alea(l.i):
plot(E(),Z2(1.},%0", color”, v’ MarkerkFaceColor',[ 49 1 .63]," MarkerSize’, T);
hold on

olse

Z(1.i)=sqrt{vary*Alea(l.1);

X(1.y=Z{i)+factor*Z(1.3-1);
plot(E(),X{Li), 0" color 1, MarkerFaceColor’,[.49 1 .63],'MarkerSisze’,7);
hold on

end
el

plot{E,X . volor’,'b’ " LineWidth™ 2}

title("Proceso MA(1)')
xlabel{"Tiempo'); ylabel{ Serie’);
hold on
X=X

=2’
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5.5. Programa 5

function [X,Z]=shinulacién_ AR
disp(’ ESTE PROGRAMA SIMULA UNA REALIZACION DE UN PROCESO AUOTOREGRESIVO-
AR(1})

disp(® ")
disp(’ CON MODELO X(t)=Z(t)+0(1)*X(t-1) DONDE Z{t) ES N(0.VAR(Y)}")
disp )

(
(
(
disp{’ SE HARA MEDIANTE LA GENERACION DE NUMEROS ALEATORLOS °)
(
{

disp(® .")
disp(’ INGRESE LA VARIANZA DESEADA PARA LA SIMULACION )
var=input{"};

disp(* .7

disp(* )

E = 0:1:100: % ¢l ticmpo a escala de decimales
randn("state’ sum (100%¢lock));

Alea=randn(l length{E});

figure:1

q=1:

factor=.9;

Z=veros(1 length{E)};

X=ueros(1,length{E});

X(1,1}=1;
for i=1:length(F)
if i==1

Z{1,i)=sqrt(var)*Alea(1,1);
plot{E(i).Z{1,i),/0’ *color’, r’ " MarkerFacoColor', [.49 1 .63}, "MarkerSize’,7):
hold on

clse

Z(L,)=sqrt{var)*Alea(l,i);

X{11)=Z{)+factor*X(1,i-1};
plot(E(i),X(1,1). 0" color’, 't " MarkerFaceColor™,[ 4% 1 .63],"MarkerSize’,T}):
haold on

ond

end

plat{E, X ‘color’, b LincWidth’,2)

title"Proceso AR(1)7)

xlabel{"Ticmpo'); ylabel{(*Serie’);
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hold on
X=X
VAR

5.6. Programa 6

function serie_simulada=simul _tesis_1

disp(’ ESTE PROGRAMA SE CREA CON LA INTENCION DE SIMULAR UNA SERIE DE TIEM-
PO

disp(" .}

disp(" CON MODELO X(t)=1)+ Y(r) Y DADO QUE SE NECESITA QUE Y(t) SEA UNA SUCE-
SION DE VAR ALEA 1ID N(0.VAR(Y}})')

disp(® )

disp(’ SE HARA MEDIANTE LA GENERACION DE NUMER(S ALEATORIOS QUE PARA
GARANTIZAR LA INDEPENDENCIA?)

disp(® %)

dispSEFORZARA AL GENERADOR QUE CAMBIE DE ESTADO DEPENDIENDO DEL TIEM-
PO )

displ® )

disp{’ INGRESE LA VARIANZA DESEADA PARA LA SIMULACION *)

var=input(”);

disp(’ ELLTA EL MODELO DE ASOCIACION PARA LA SERIE’}

disp(’ 1.- ADITIVO 2.- MULTIPLICATIVQ’)

mod _asor=input {7);

disp(" ELLIA EL TIPO DE SIMULACION PARA SERIE’)

disp(* 1.- CRECIENTE 2.-CONSTANTE 3.-DECRECIENTE")

tipo=input (*):

E = 0:1:100: % ¢l ticmpo a escala de decimales

randn{state’ s (100%clock)):

Alea=raudn(length{E)):

for i=1:length(E}

Y (i) =syrt{var) *Alea(i);

if mod_asoe==

if tipo==1

serie _simulada(i)=5+.02*E(1)+.001*(E(i)~ 2)4+ Y (i); % series crecientes

clseif tipo==2

serie_simulada(i)=100+Y (1); Yiseries de media constante
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else

serie_siimlada(1)=20-.02*E(1)-.001*(E(1) " 2)+Y(i);

end

else

if tipo==

serie_simulada(i)=exp{53+.02*E(i)+.001¥(E{1) " 2}4+Y{i)): % scrics crecientes
elseif tipo==2

serie_simulada{i)=exp(1004+Y (i) }: Wscrics de media coustante

else

seriesimulada(i)=exp{20-.02*E{i)-.001*(E(1) " 2)+Y (1) }:

end

cned

plot{E(i)serie_simuladafi),’o’color’,’r’, MarkerFaceColor',[.49 1 .63}, MarkerSize',7);
hold on

end

plot(Eserie_simulada,’¢color’, b’ LineWidth’,2)

title(*Serie Simmlada’)

xlabel("Tiempo'); ylabel(*Serie™);

Lold on

serie_siimulada=scrie_simulada’;

9.7. Programa 7

function simul=simul_ tesis_ 2

% CON ESTE PROGRAMA SE GENERARAN SERIES CON UN COMPORTAMIENTO

%ESTACIONAL Y POR PERIODOS CRECIENTES Y DECRECIENTES

disp(’ ESTE PROGRAMA SIMULA UNA SERIE DE TIEMPO CON UN COMPORTAMIENTO
ESTACIONAL")

disp{’ ")

disp{* INGRESE LA VARIANZA DESEADA PARA LA SIMULACION )

var=input(”);

disp(’ ELIJA EL MODELO DE ASOCIACION PARA LA SERIE’)
disp(” )

disp(’ 1.- ADITIVO 2.- MULTIPLICATIV())

disp{” )

mod_asoc=input(7);

if mod_asoe==1:

103



disp(” ELLJA EL TIPO DE SIMULACION PARA SERIE’)
disp{* )

disp{’ 1.- CRECIENTE 2 -CONSTANTE 3.-DECRECIENTE")
tipo=input{™};

else

disp(’ ELITA EL TIPQO DE SIMULACION PARA SERIE")
disp(’ )

dispé’ 1.- CRECIENTE 2.-DECRECIENTE')

disp{® ")

tipo=input(”);

end

disp(* INDIQUE EL ORDEN DEL PERIOD(O ESTACIONAL")
perio_estac=input{™);

E = 0:1:99;

Yeeont=1;

randn{state’ sum (100%clock) };

Alea=randn(length{E}):

for i=1:1ength(E)

randn(’state’ sum (L0G*clock))

Y{i) =sqri{var) * Alea(i)*:

if mod  asoc==1

if tipo==1

for i=0:fix(perio__estac)-1

for j=i+1:H:length(t) %j=i*H+1:(i+ 1)*H

Y _deses{(i)=Yt{j}/IVEN({+1};

enid

end

serie_simulada(i)=5+.2*E()+.001*(E{) " 2)+ Y (i); % series erecientes

elseif tipo==2

serie_simulada(i)=100+Y (i); %scries de media constante

else

sericsimulada(i)=20- 2*E{i)- 001*(E({i) "2} + Y (i):

end

else

if tipo==1

seric _simnlada(i)=exp((3004+.2*E(i}+.01*(E() " 2)+Y (i))/100): % series crecientes
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clse
seric_simulada(i}=exp((300-.2*¥E{i)-.01* (E(i) " 2}4+ Y (i)}/100);
end

ened

HiT=10 & 1i7=20 & i7=30 & i"=40 & i"=50 & i"=60 & i"=70 & i"=80 & i" =90 & 1" =40
serie(i)=100+.002¥Ex)+.0001* (E({1) " 2)+ Y (i):

Yeserie(i)=(100+.002*E(1))*Y (1);

plot(E(i) serie(i),0’, volor’, 17, MarkerFaceColor™,[.49 1 .63],"MarkerSize’, T};

Leld on

else

serie{i)=(100+.002*E(1))* Y {i)*2.5;

plot(E(i),serie(i). o' color’ .1’ "MarkerFaceColor',[.49 1 .63}, MarkerSize’,7);

hold on

end
et
plot{E.serie, color’,'b’, LineWidth',2)
serie=serie’;

I=E"
simnl=[t serief;
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Comentarios Finales

Este trabajo surgié del gusto hacia los temas de probabilidad y estadistica,
entre los cuales se encuentra el drea denominada series de tiempo, campo
relativamente nuevo y que cada vez es mds usado en la préctica en diferentes
disciplinas, cuya esencia es la exploracidn y andlisis de los datos de una
variable asoctada a un fendmeno aleatorio recogidos a través del tiempo, con
el objetivo de comprender su comportamiento pasado, presente y futuro, para
la toma de decisiones.

Cabe senalar que este objetivo no es nuevo, ya otras ramas de la prob-
abilidad han perseguido tales fines, asi que la cuestién inmediata es jqué
hace diferente al andlisis de las series de tiempo respecto a otras disciplinas?,
la respuesta radica en la base sobre la que construye toda la teorfa, misma
que se puede resumir de la siguiente manera: toda la informacién de que
se dispone y que resulta necesaria para el conocimiento de la variable es su
pasado, mediante sus observaciones, asi que basta explorar a la serie para
conocerla, dicho en otras palabras, se supone que el fenémeno se explica a
si mismo. De esta forma el anilisis de las series de tiempo, sostiene que en
cada ocurrencia o manifestacién, el fendmeno esta reveldndose ante quien lo
estudia, asi que el investigador no necesita de nada mds que las observaciones
para desenmascarar las pautas del comportamiento de la variable.

Es evidente que tal propdsito puede resultar demasiado pretencioso, y
aparecen interrogantes naturales, jes realmente posible alcanzarlo?, ;bajo
que condiciones?, jen qué tipo de fenémenos aleatorios esto serd posible?, y
principalmente: jcual es el sustento tedrico y ¢cé6mo hacerlo?

Es en este contexto donde la tesis se desarrollg, tratando de contribuir en
la respuesta de la ultima pregunta, centrdndose principalmente en presentar
y desarrollar argumentos tedricos sobre los cuales se construye una vision del
andlisis dc las series de tiempo.

Para alcanzar tal meta se hace uso de la teorfa ya desarrollada en la
literatura, encontrédndose dos corrientes, el enfoque cldsico y el estocdstico,
que a pesar de tener el mismo objetivo, lo pretenden conseguir de manera
distinta, y usualmente son catalogados como diferentes, pero realmente la
gran diferencia radica en el grado de complejidad que cada uno requiere,
siendo mas intuitivo el enfoque cldsico mientras que el enfoque estocdstico
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requiere de mayor formalidad matemadtica.

Ambos enfoques presentan el mismo modclo para las scrics de tiempo,
las suponen compuestas de una tendencia, una componente estacional y una
componente aleatoria, pero el enfoque cldsico se centra de manera exhaustiva
en determinar o detectar el comportamiento de la tendencia y del componente
estacional, y acerca del componente aleatorio no imprime mayor énfasis, esto
lo consigue mediante el empleo de ciertos métodos simples y argumentacién
matemadtica no demasiado compleja, como se vié en el capitulo 1, sin embargo,
esta visién es compatible con el enfoque estocastico, donde se usa el mismo
modelo para la serie, sélo que se centra principalmente en el comportamiento
de la componente aleatoria auxilidndose de los procesos estocdsticos. Es por
este motivo que este enfoque requiere mayores herramientas matemdticas y
probabilisticas. No obstante, tal diferencia o brecha entre los enfoques puede
ser facilmente subsanada realizando los adecuados vinculos y generalizaciones
entre las exigencias que ambos requieren, y de esta manera tratarse como un
unico enfoque, esto se consigue imponiendo desde el inicio al modelo para las
series de tiempo las condiciones necesarias para que los resultados que cada
corriente sostiene sigan siendo vélido, es este el propésito principal de la tesis
y que se desarrollé en los capitulos 1 y 2.

Posteriormente, para completar los objetivos del analisis de las series de
cara a la prediccidn, se presenta el capitulo 3, es ahi donde se estudia lo nece-
sario para realizar prondsticos, aunque a primera vista no lo parezca, esto es
debido a que a pesar de que existen varias maneras de realizar predicciones
mediante el empleo de procesos estocdsticos estacionarios, en este trabajo se
auxilia de una teoria muy general para espacios vectoriales de mucha riqueza
dlgebraica y formalidad matemadtica, los espacios de Hilbert, la cual aplica-
da cn particular en cl contexto del espacio L2(2, 3, P) permite mediante el
empleo de un sélo teorema, el llamado teorema de proyeccion, poder trazar
prondésticos para las series como se revisé en el capitulo 4.

Una caracteristica adicional a la unificacién realizada es que permite llevar
a cabo un analisis completo y serio para la serie de datos, ademds de que si se
desea puede hacerse a distintos niveles de profundidad sin perderse sustento
o0 bases tedricas del modelo. Esto constituye otro objetivo que se persiguié al
realizar este trabajo de investigacion.

Por otro lado, debe reconocerse que se puede todavia desarrollar mds
andlisis principalmente en ajuste y determinacién de los pardmetros de los
modelos propuestos, por ejemplo los parametros de los procesos ARMA a
utilizar, sin embargo, esto ya sobrepasa los objetivos del trabajo, pues se
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centraron tinicamente en la unificacién y estudio de los principales resultados
de los dos enfoques existentes y que dan lugar al enfoque cldsico-estocdstico
para modelar series de tiempo.
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