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RESUMEN

En esta tesis se presenta un andlisis del articulo “Approximation by Penalized Least

Squares” publicado por el Dr. José Luis Martinez Morales en la siguiente fuente:

Aproximation Theory X: Abstract and Classical Analysis

Charles K. Chui, Larry L. Schumaker, and Joachin Stockler (eds.) pp. 309-324
Copyright @ 2002 by Vanderbilt University Press, Nashvile, TN.

ISBN 0-8265-1415-4.

Con el objeto de hacer un andlisis detallado de este trabajo y que de alguna manera tienda a
ser autocontenido, se definirdn y se enunciardn dentro del marco tedrico, algunos de los
conceptos, definiciones y resultados que son mds utilizados en este articulo, dichos
conceptos pertenecen principalmente a las areas de la Geometria Diferencial, el Andlisis
Funcional y al Algebra Multilineal, que serdn la base para mostrar los resultados de esta

investigacion.

En términos generales, se define una variedad Riemaniana compacta n-dimensional sobre la

cual esta definido un haz vectorial hermitiano. El problema de aproximacién que se
b sz sz . P

considera aqui, es encontrar una seccién f sobre M, que aproxime los datos {x} i en el

sentido de minimos cuadrados penalizados, esto es, minimizando una funcional definida
como la suma del promedio de la distancia al cuadrado a los datos, mas un término que

mide la “energia” de la seccion f , esto es, la funcional siguiente:

S+ Aar

=Y~ ()

Se demuestra que el problema de aproximacién aqui considerado tiene una tnica solucioén
y se obtiene una férmula para esta. Como una ilustracion, se expone un ejemplo donde se

aplican los resultados obtenidos.



LINTRODUCCION

El problema considerado en este trabajo, es abordado desde la perspectiva de la
teoria de la aproximacidn, tomando en cuenta el ruido que proporciona el levantamiento de
los datos por una parte y por la otra las herramientas utilizadas para dicho levantamiento.
Desde el punto de vista del Anélisis Numérico, el problema de la mejor aproximacion

podria plantearse de la siguiente manera: “sea f una funcién continua definida sobre un
intervalo [a,b]. Para un 7 fijo, nos preguntamos por un polinomio de grado n que se desvia

lo menos posible de f, la desviacion puede ser medida por la expresion
max| f (x) = p(x)

Donde se puede reconocer inmediatamente que es totalmente diferente de simplemente

interpolar f en algin conjunto de nodos fijos, y también es diferente de simplemente

truncar la serie de Taylor de f '

En este primer planteamiento, el dominio del polinomio p(x)es el intervalo [a,b] de
nimeros reales, sin embargo, en el desarrollo del presente trabajo, el dominio de la funcién
aproximante que se determinard, serd una estructura matemdatica mas general, esto es una
variedad suave M, en la cual esta definida una métrica riemaniana.

El significado de minima desviacién en la aproximacion, tiene sentido porque en el espacio
donde se lleva a cabo el proceso de minimizacion, esta definido un producto interno con su
respectiva norma inducida, esto es, si se considera un espacio lineal normado E y un

subespacio G en E, para cualquier f € Eladistanciade f a G esta definida por

dis(f,G)=inf|f g

geG

Esta expresion mide la desviacion minima absoluta que se espera lograr aproximando el

vector f por un elemento de G . Si un elemento de g € G tiene la propiedad

|f — | =dis(f.G)

' Ver [26], pagina 421



Entonces g logra la desviacion minima y es llamada una mejor aproximacion de fa G.
Es importante sefialar que la mejor aproximacién depende de la norma escogida para el
problema, o del producto interno definido en el espacio. En el problema en cuestion, el

espacio E serd el haz vectorial V,, y el subespacio G es el espacio de secciones definidas

sobre la variedad M , esto es, ' (VM).

Esta es la forma en que se plantea un problema clasico de minimos cuadrados, sin embargo,
en este trabajo se trata un problema de minimos cuadrados penalizados, esto significa, que
ademds de encontrar la minima desviacion del subespacio G a la funcién f, se debe agregar

un término que mida alguna caracteristica deseada para la funcién g, en este caso la

energia de esta funcidn, definida por un operador integro-diferencial.

Dicho lo anterior se enuncia el problema de esta investigacion:

p

Sea M una variedad Riemaniana compacta, y supéngase que {xi ., €s un conjunto de

puntos dispersos sobre M. En este articulo se esta interesado en el siguiente problema:

p
i=1’

Problema 1. Dados vectores {Xi encontrar una funcion f vector valuada (suave)

definida sobre M que aproxime los datos en el sentido que

f(xi)le., i =1,., p.

Problemas de ajuste de datos en donde el dominio subyacente es una variedad M, surgen en
muchas dreas, incluyendo geofisica y meteorologia donde una esfera es tomada como un
modelo de la Tierra. La cuestion de si la interpolacién o la aproximacion se debe llevar a
cabo depende del marco de referencia, aunque en la practica los datos medidos son casi

siempre ruidosos en cuyo caso la aproximacion es probablemente més apropiada.



Una aproximacion de solucién al problema 1 es crear minimos cuadrados ajustados:

encontrar la funcién f que minimiza L(f)= ZLJ f (xi )— xi|2 .

Cuando los datos son especialmente ruidosos puede ser ttil remplazar los minimos
cuadrados discretos por un problema de minimos cuadrados penalizados. La idea es

minimizar una combinacion

1(£)=L(f)+ AE(f),

donde £(f) es una medida de energia definida por

IM |Af(x)|2 dx,

donde A es un operador actuando sobre f. El parametro A controla la compensacion entre

estas dos cantidades, y es tipicamente escogido como un nimero positivo pequeio.

Una forma de definir la energia funcional, es tomar A como un operador diferencial

apropiado, esto es:

A=(-A+L)" (1)

donde m es un entero par, A es el operador Laplace-Beltrami, sobre M, y L es la proyeccion

sobre las constantes. La definicién de A para el caso donde m es impar es mas complicada.

Los operadores (1) son similares a las funcionales que son minimizadas en “spherical thin

plate splines”.

El acercamiento por minimos cuadrados penalizados al problema 1 es una generalizacién
bR Y3

de la “smoothing spline”, “ridge regresion” y problemas de validacion cruzada generalizada

“generalized cross-validation problems” que ha aparecido en la literatura estadistica.



Como se menciond al principio de esta introduccion, esta tesis analiza el problema desde el
punto de vista de la teoria de la aproximacién. Un problema general de minimos cuadrados

penalizados puede ser formulado como sigue:

Sea X un espacio lineal. Sobre X estdn dados dos productos internos semidefinidos <,> y

(/) con seminormas asociadas | . | y || . || respectivamente. Para una Fe X y 4>0,

encontrar f € X tal que
=g+ A =ine{F of + 2o’} @

Consideremos un caso especial de (2).
Por mencionar resultados acerca del problema general (2), es facil probar la unicidad del

minimo fen (2) si

[], = <>+,1()
es un producto interno sobre X, y la existencia de f'si X es un espacio de Hilbert para [,] -
Ya que la existencia y unicidad del minimo f son nuestro principal resultado, debera ser
suficiente probar que nuestro (X, [,] ﬂ) es un espacio de Hilbert. En lugar de esto, se da una

demostracién constructiva de la existencia y unicidad de la funcién minimizadora. Como
un subproducto de esta demostracién se obtiene una férmula explicita para la funcién
minimizadora. Esta férmula explicita puede ser usada en aplicaciones del tipo (1), y un
estimado de la proporcion de estimacion del esquema numérico correspondiente puede ser
obtenido. En el presente trabajo se da una aplicacion de la adecuacién de minimos
cuadrados penalizados, tomando a la variedad M como una esfera n —dimensional. En
particular se considera el caso de la esfera bidimensional y una figura es incluida para

mostrar visualmente la calidad de la aproximacion.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera: en la seccién 2 se exponen las

definiciones bdsicas y los resultados preliminares que serdn utilizados durante este trabajo,
7



ademds de la notacion pertinente. Sobre algunos de los conceptos expuestos en esta seccion
se puede consultar el apéndice de esta tesis y si se quiere profundizar mds, entonces
consultar la bibliografia de referencia. En la seccién 3, la existencia y unicidad de un
minimo global de la funcional 7 son demostrados y una férmula explicita para este minimo
es obtenido. En la seccién 4 se aplica el método a la esfera n-dimensional y férmulas

explicitas son obtenidas.



2. MARCO TEORICO

2.1 Introduccion
En este capitulo se dard una formulacién tedrica acerca del esquema de minimos cuadrados
penalizados. Se empieza definiendo los conceptos matemdticos mads importantes que se
utilizardn y el espacio en el cual los procesos de minimizacién pueden ser llevados a cabo,
también se introduce la notacién que serd usada a través de esta tesis.
Se empezard por definir a una variedad M , ya que serd el dominio donde estara definida la
seccion minimizadora.
Definicion (1): Supongamos que M es un espacio topoldgico. Diremos que M es una
variedad topoldgica de dimensién n o una n-variedad topoldgica si tiene las siguientes
propiedades:

® M es un espacio Hausdorff: Para cada par de puntos p,qg€ M , hay subconjuntos

abiertos disjuntos U,V c M talque peUy geV.

® M es segundo numerable: Existe una base contable para la topologia de M.
e M es localmente Euclidiano de dimension n: Cada punto de M tiene una vecindad

que es homeomérfica a algdn subconjunto abierto de R”. (Lee 2001)*

Dos conceptos, que aunque no se mencionan explicitamente en ninguna parte de esta tesis
pero que estan inmersos en la definicién de métrica riemaniana, son: el de un k-tensor

covariante y el de un /-tensor contravariante que se enuncian en seguida:

Definicion (2): Un k-tensor covariante sobre V es una funcién multilineal real-valuada de k
elementos de V:
T:Vx.xV - R
k copias

El nimero k es llamado el rango de T

? La propiedad localmente euclidiano, significa que para cada p € M podemos encontrar lo siguiente

e Un conjunto abierto U € M que contiene a p , un conjunto abierto U € R" y un homeomorfismo

¢:U%U‘



Definicion (3): Un [-tensor contravariante es una funcién multilineal real-valuada de !/

elementos de V:

T:V*x.xV*¥—>R
[ copias

donde V* es el espacio dual.

A menudo se consideran tensores de tipo mixto. Un tensor de tipo mixto (f ), también

llamado un k -covariante, / contravariante tensor, es un mapeo multilineal

T :Vx....... xVxV *x.xV*¥ > R

k copias [ copias

Definicion (4): Aquella clase de tensores que cambian de signo cuando dos argumentos son

intercambiados se llaman tensores alternantes y se denota por A*(V) al espacio de K

tensores alternantes covariantes también llamados k-covectores o k-formas.

La siguiente definicién es bésica para la explicacion de los resultados de este trabajo, esto

es porque el conjunto de vectores esta dado en un haz de vectores.

Definicion (5): Un haz vectorial k-dimensional es un par de variedades suaves E (el espacio

total) y M (el espacio base), junto con un mapeo suprayectivo.

7 : E — M (la proyeccidn), que satisface las siguientes condiciones:

a)

b)

Cada conjunto E, = 77" (p) (llamado la fibra de E sobre p) esta dotado con la

estructura de un espacio vectorial.

Para cada peM, existe una vecindadd U de p y un

difeomorfismo. y : 77" (U) — U x R*, 1lamado una trivializacién local de E, tal

que el siguiente diagrama conmuta:

10



7 (U)—>UxR*
% Lz
U = U

(donde 7, es la proyeccion sobre el primer factor).

C) La restriccion de y a cada fibra, y: E, — {p}X R* es un isomorfismo lineal.

Una manera en que se puede denotar a un haz vectorial, es considerando la terna
(M,E,z)=YV,, en donde el simbolo V,, se ha designado en el presente trabajo como el

haz donde se construye la seccién minimizadora.
En la definicion siguiente se enuncia el haz vectorial 7:E — M en una forma corta,
sobreentendiéndose que se estdn incluyendo todos los elementos de un haz descritos

anteriormente.

Definicion (6): Sea 7 : E — M un haz vectorial sobre M.

Una secciéon de E es un mapeo F:M — Etal que 7wF =1d,,, o equivalentemente,

F(p)e E, paratodo p.

Definicion (7): Se define el haz de (f )—tensores sobre M como

peM
donde [I denota la unién disjunta.

Similarmente el haz de k-formas es A*M =1 A (T,M).

Definiciéon (8): Un campo tensorial sobre M es una seccion suave de algin haz tensorial

T)M y una k-forma diferencial es una seccién suave de A“*M .

11



Definicion (9): Una métrica Riemaniana® sobre una variedad suave M es un 2 campo

tensorial g€ T>(M) suave que es simétrico, (ie.g(X,Y)=g(,X))y positivo definido

(i.e. g(X,X)>0si X#0). De esta manera, una métrica riemaniana determina un producto
interno en cada espacio tangente  7,M que es tipicamente escrito como <X Y > =g(X,Y)

para X, YeT M .

Definicion (10): Una variedad junto con una métrica Riemaniana es llamada una variedad
Riemaniana.
En muchas ocasiones simplemente se utiliza la palabra métrica cuando no hay lugar a

confusiones.

Definicion (11): Conexién Riemaniana

Sea 7z : E — M un haz vectorial sobre una variedad M, y sea £(M) el espacio de secciones

suaves de E. Una conexion en E es un mapeo
Vit(M)XEM) — EM),
donde 7" (M) es el espacio de k campos tensoriales covariantes

escrito (X,Y) = V, Y, satisfaciendo las siguientes propiedades:

a) VY es lineal sobre C*(M)en X:

Vi, Y =V Y +8V, Y para f,ge C"(M);

b) V.Y es lineal sobre Ren Y:

V,(aY, +bY,)=aV,Y +bV Y2 para abeR;

c) V satisface la siguiente regla del producto

3 Algunas veces simplemente llamada métrica

12



V()= VY +(Xf)Y  para fe C™(M).

En este trabajo se tiene especial interés en las conexiones de tipo lineal, definidas en el haz

tangente de una variedad. Ademds, cabe hacer la distincion en cuanto a la notacién que se
esta utilizando en este trabajo, el espacio de secciones suave se denota por I'* (VM) en lugar

de &E(M),, que es como se enuncia en la definicién anterior.

Definicion (12): Una conexidn lineal sobre M es una conexion en el haz tangente TM , es
decir, un mapeo: V:7(M)Xxt(M)— 7(M), satisfaciendo las condiciones (a)-(c) en la
definicién de una conexién en general.

Una conexion lineal sobre M es a menudo llamada una conexién sobre M omitiendo el

adjetivo de lineal y algunos autores la llaman, conexién afin.

Definicion (13):
Sea M una variedad Riemaniana compacta n-dimensional, tal que dM # ¢, entonces la
frontera dM de M es una subvariedad cerrada y cerca de su frontera M es un producto

directo oM ><[O, 5),5 > (0. Para evitar dificultades técnicas se usard una variedad

M =((—o0,0]x0M)UM .

Definicion (14): Subvariedad Inmersa.

Sea M una variedad suave. Una subvariedad inmersa de dimensién k (o k-subvariedad
inmersa) de M es un subconjunto § — M que estd dotado con una topologia de k-variedad
(no necesariamente topologia de subespacio) junta con una estructura suave tal que el

mapeo de inclusién z: S — M es una inmersién suave.”

* Un mapeo suave F' : M — N es llamada una inmersién si F- es inyectiva en cada punto p C M

13



Definicion (15):
Un espacio de producto interno completo, serd llamado un espacio Hilbert H, si se cumplen
totalmente los siguientes requerimientos adicionales
a) H es de dimensidn infinita; esto es, si dado cualquier entero n, podemos encontrar n
elementos independientes.

b) Existe una sucesion cerrada (o completa) de elementos en H.

Definicion (16): Nicleo reproductor de funciones
Sea S que designa a un conjunto de puntos ubicados en el espacio de uno o mas variables
reales o complejas. Designaremos puntos de S por x, Yy, z,..., etc. V denotard un espacio de
producto interno completo de funciones definidas sobre S.
Una funcién de dos variables x y yen S, K(x,y), es llamada una funcién nicleo
reproductor del espacio V si

(a) Para cada ye S, K(x, y)fijo, considerada como una funcién de x estaen V.

(b) Para cada funcién f{ x )e V y para cada punto y € S, la propiedad reproductora

F =), K(x, ),
se cumple. La letra x fuera del paréntesis, indica que y se mantiene constante y

que el producto interno es hecho sobre la variable x .

2.2 Espacios con producto interno
Es muy importante destacar el hecho, de que se ha definido un producto interno dentro del
espacio5 de secciones definidas sobre la variedad M, por lo que se considera pertinente
colocar en este apartado de la tesis, algunos resultados y conceptos que estan relacionados
con la teorfa de los espacios en donde se ha definido un producto interno, y sobre todo
aquellos resultados de este tipo de estructuras matemadticas que estan vinculados con la

teoria de minimos cuadrados.

Debemos enfatizar, en que este espacio es de Hilbert infinito-dimensional.

14



En este trabajo se privilegia la teorfa de la aproximacién sobre la de la interpolacidn por ser
un problema en el que se esta considerando entre otras variables, el ruido de los datos y
porque también interesa medir la energia de la seccion. Desde esta perspectiva, se hace el

siguiente planteamiento, para profundizar ver [26].

Uno de los problemas cldsicos de mejor aproximacién puede ser enunciado como sigue:
Una funcién continua f estd definida sobre un intervalo [a, b] para un n fijo, nos

preguntamos por un polinomio de grado a lo mas n que se desvia lo menos posible de f. La

desviacion puede ser medida por la expresion max| f(x)=—p(x )|.
asx<b

Consideremos cualquier espacio lineal normado E y un subespacio G en E. Para cualquier

fe E, la distancia de f a G estd definida por la cantidad
dist (f, G) = igr€1£|| g
Si un elemento g de G tiene la propiedad
|f - g = dist(£.G)

entonces g logra la minima desviacion y es llamada una mejor aproximacion de f'a G. El

significado de mejor aproximacién depende de la norma escogida para el problema.

En el problema de mejor aproximacion, una de las principales caracteristicas es si existe

una mejor aproximacion a f . Por este motivo enunciamos el siguiente

Teorema 1: Si G es un subespacio finito-dimensional en un espacio lineal normado E,

. . o 6
entonces cada punto de E tiene al menos una mejor aproximacién en G'.

Realmente obtener las mejores aproximaciones para E,G, y f especifica puede ser una
tarea dificil. Esto exige generalmente la solucidon de un sistema no lineal de ecuaciones.
Existe un caso importante, cuando necesitamos solamente resolver algunas ecuaciones

lineales. Este es el caso en el cual E es un espacio de producto interno. Recuerde que un

® Para la demostracién de este teorema ver la pagina 423 de [26]

15



espacio real de producto interno es un espacio lineal E en el cual un producto interno y una

norma se han introducido con estas caracteristicas:

M (fh)=(f)

) (f.oh+fg)=aff.h)+p(fg)
Gii) (f,f)>0 si f=0

@) |f=y(r )

Dos importantes espacios de producto interno son R", con

()= %y,
i=1

y Cyla,b],el espacio de funciones continuas sobre [a,b], con

(ny) = [ F(D)g(x)wlx)dx

donde w es una funcién positiva continua fija. En cualquier espacio de producto interno,

escribimos f 1 g si <f,g> =0. Escribimos f 1 G si f 1 g paratodo ge G .

Lema 1. En un espacio de producto interno, tenemos

@ (Y afng) =Y alf8)
®) |+l =|r[ +2(r.8)+]gl’
(©) Si f L g, entonces |f +g| =| /[ +|g|’

16



@ [(f.2)<|/]le]
© |f+el +|f - =2 +2le|

Demostracion: La parte (a) se prueba por induccion, utilizando los axiomas (i) y (ii). La

parte (b) utiliza axiomas (i) y (i1) y la definicion en (iv):

| +gl2=(f+8.f+g)=(f.f)+(f.8)+(g.f)+(s.8)

=717 +2(7.¢)+ el

La parte (c), la ley de Pitdgoras, sigue inmediatamente de la parte (b). La parte (d) es la

desigualdad de Schwarz. Para demostrarlo, suponga que falla para el par (f, g):
(£:8) > I£lel

Como < f ,O> =0, es claro que g # 0. Por homogeneidad, podemos asumir || g|| =1, de modo

que K f, g>‘ > || f || . Por homogeneidad, podemos asumir < f, g> =1, de modo que || f || <l1.

Entonces se presenta una contradiccion:

o<|f—g =l -2(r.8)+]el” =1 -1
La parte (e) es un célculo directo basado en la parte (b).

Una vez que la desigualdad de Schwarz este disponible, la desigualdad del tridngulo para la

norma es demostrado por:

£+ 8l =l + 2 8)+ sl

<[ A+ 2]+l
17



=(7[+[s1F

Teorema 2. Sea G un subespacio en un espacio de producto interno E. Para fe E y

g € G, estas caracteristicas son equivalentes:

(1) g s una mejor aproximacion para fen G

(i1) f-g1G

Demostracion: Si f — g 1 G, entonces para cualquier 2€ G tenemos, por la ley de

Pitagoras,
|f =H[" =[(r = &)+ (s =n" =|r ~ gl +]g ~ [ 2|1 -]

Para el inverso, suponga que g es una mejor aproximacién af. Sea he G y 4 >0.

Entonces

0<|f—g+ 2] -] -5l
= =gl + 247 = g1+ 2 [ = = o]
= A - g 1)+ A}

Siendo A4 0, obtenemos < f—g, h> > (0. La misma desigualdad debe ser satisfecha por

-h, y por lo tanto < f—g, h> < 0. Por lo tanto, < f- g,h> =0. Donde h era arbitrario en G,
f—-glG.
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2.3 Sistemas Ortonormales

Hay otra forma de calcular problemas de aproximacion en un espacio de producto interno,
y esta es por medio de sistemas ortonormales. Decimos que en una secuencia finita o

infinita de vectores f},f>,... en un espacio de producto interno es ortogonal si
(fuf;)=0 (i# j)

El conjunto es llamado a ser ortonormal si para toda iy j,

(fnf))=36,
Dichos sistemas son muy bien adaptados a la aproximacion debido al siguiente resultado.

Teorema 3. Sea {g 19821 8, }un sistema ortonormal en un espacio de producto interno E.

La mejor aproximacion de f por un elemento Z; c,g, seobtiene siysdlosi ¢, = < 18, >

Demostracion: Sea G el subespacio generado por gi,22,....¢n. Note que la mejor

. ., n . . ez
aproximacion, ZH ¢, 8, , se caracteriza como en el Teorema 2 por la condicién

f_icigi LG
=1

Asi, solo necesitamos verificar que esta condicién es equivalente a la condicién

c, = <f, gi>. Ahora, f— ZCigi serd ortogonal a G si y sélo si es ortogonal a cada vector de
i=1

la base g;. Calculando los productos internos necesarios, tenemos (para 1< j <n):

n

<f—gcig,-sg,->=<f=8f>‘ch<gi=gj>

i=1
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:<f!gj>_cj:0

Esta estrategia es recomendable para estas consideraciones: Si se desea aproximar

elementos de E por elementos de un subespacio G, primero obtener una base ortonormal

{gl, 8ases gn} para G. Después la mejor aproximacion de fes ZLU, gi>gi .

El siguiente resultado es una generalizacion de la ley Pitagorica.

Lema 2. Si [g},g5,...,¢,] €s ortogonal, entonces

2 n
_ 2 2
=g
i=1

n
zai!gi
i1

Demostracion: Si n = 1, es obvio. Si la ecuacién es correcta para n, entonces es correcta
n
para n +1 porque a,.i1g.+1 €s ortogonal a 2,-:1% g,, y el caso elemental de la ley de

Pit4goras se aplica:

n+l 2 n 2 2
zaigi = zaigi +|an+lgn+l||
i=1 i=1

n
_ 2 2 2 2
=24 |gi] +ari]g.l

i=1

El siguiente resultado es la desigualdad de Bessel

Lema 3. Si [g,,2,...,£,] €s ortonormal, entonces

Yfself <l
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Demostracion: Sea g* = ZLK f ,gi>gi.Por el Teorema 3, g* es la mejor aproximacion

para f en el espacio G generado por g;. Por el Teorema 2, f—g* L G. Por la ley de

Pitagoras (aplicada 2 veces),

2.4 espacios de Hilbert con kernel reproductor.

En esta seccion se introducen los conceptos relacionados con el kernel reproductor en
espacios con producto interno, esto es, porque la seccién minimizadora esta dada en
términos de un kernel, en donde en este caso el espacio de Hilbert, es el espacio de
secciones suaves I'* (VM ). El concepto que se definird a continuacién, es el mds importante
en esta seccidn, y se hard una descripcién mas detallada porque juega un papel importante
en el desarrollo del presente trabajo.

La definicion es sobre El haz vectorial de operadores de Hilbert-Schmidt y antes de
enunciar la definicién se dardn algunos elementos importantes para aclararla.
Para consultar con més detalle ver [9] que es donde estd enunciada de la siguiente manera.
Se definird el haz vectorial de operadores’ de Hilbert-Schmidt sobre una variedad. Sea M

una variedad C”. Considérese una unién disjunta V,, =U _,, F, de una familia de

espacios vectoriales parametrizados por el conjunto M.

Algunas veces es conveniente describir a un punto deV,, como (x,w), donde xe My
we F..
Elmapeo 7#:V,, > M, z(x;w)= x es llamada la proyeccion. F_es llamada la fibra de

V, en x.

’Sife,}y {fn*} son bases hortonormales de E y Fy si para un operador A : E — F la serie

Jal, = (3 [(72 e, )

Schmidt si la norma de ”A” , €8 finita.

2
)? es convergente. De esta manera decimos que A es un operador de hilbert-
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Se definird primero lo que es un haz vectorial suave C~ sobre M para después enunciar el

principal resultado de esta seccion, esto es, el teorema 4:

Definicion (17)
V,, es llamado un haz vectorial C” sobre M con fibra F', si hay una cubierta abierta

{U,;xe M} de M satisfaciendo lo siguiente:

1.- para cada U, , hay un mapeo 7, :U,xF — 7~ (U ) tal que 77, (x,u)=x,y para
cualquier xfijo, 7,(x): F = F (= 77" (x)) es un isomorfismo lineal, donde
T,(u="1,(x,u)

2-SiU,NU, #@ ,entonces ¢:U, U 4xF — F definida por g(x)u =7, (x)™ Tg(x)ues

un mapeo C~

3.- A es maximal entre la familia indexada y ademas satisface (1) y (2).

El siguiente teorema explica porque se puede definir un kernel en los espacios en donde se

lleva a cabo el proceso de minimizacidon.

Teorema 4. Sea M, una variedad Riemaniana compacta C”y sea (VMl ) un haz vectorial

C”sobre M,con fibra F, un espacio de Hilbert separable. Finalmente, sea (VM] o, )un

haz vectorial sobre M ,xM ,con fibra L2(Fl*, Fz). Un operador Kde I’ Vy)a L(V,,)es

un operador Hilbert-Schmidt si y solo si esta asociado con un nicleo K € I’ (T/M I Mz).

Para la demostracion de este teorema ver [9]
Estamos ahora en la posibilidad de enunciar un marco en donde el proceso de minimizacién

puede llevarse a cabo.
Para un haz de vectores hermitianos de dimension finita V,, sobre M, sea F(VM) el

espacio de todas las secciones C” de V,,. Denotamos por <,> el producto interno

hermitiano y sea la norma | : | = \/m Para f e F(VM ), definimos normas || f || . por
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Il =2 [ (" Y

donde dx es el elemento de volumen definidos por la métrica Riemaniana, y Df denota la

diferenciacién covariante con respecto a la conexién Riemaniana. Sea I'* (VM) el espacio
completo de F(VM) con respecto a la norma || f || . - Para simplificar la notacién escribimos
| - Fenvezde | -,

p

Denotemos por 7 :V,, — M la proyeccion del haz. Supongamos que {x,. .

€s un conjunto
de puntos dispersos sobre M, y consideremos vectores {Xi}f:l cV,, tal que nx,=x,. Para

k = [§]+1 consideremos un isomorfismo A :['* (VM ) T1° (V,,), y definimos la funcional

17)= Y, — £ x) >+ AJar 3)

Por el lema de Sobolev (ver 11 [11] pagina 116), cada seccién en I'* (VM) es continua.

Entonces, el dominio de la funcional / es el conjunto I'* (VM ).

2.5 El mapeo K

En la siguiente seccidn, la existencia y unicidad de un minimo global de la funcional / son

demostradas. Como un minimo es dado en términos del inverso de una matriz que contiene
toda la informacién ofrecida por los vectores {x l},’; ,- Llamamos a esta matriz “matriz del

sistema’”.

Desarrollaremos alguna maquinaria técnica. Empezaremos definiendo la matriz del sistema

y otros mapeos de las fibras. Sea E la fibra de V,, y denotamos a Hom(E) como el
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espacio de los homomorfismos lineales de E en si mismo. Sea V,, ,, un haz vectorial C~
sobre M x M con fibra Hom(E). Por el Teorema 4, el operador A~ :T°(V, ) > T*(V,,)

tiene asociado un kernel K (-, )e I (VMX " ).

Para x,ye M y He Hom(Ex,Ey), se denota por H € Hom(Ey,Ex) la adjunta de H

definida por
<€X,H*ey> = <Hex,.e‘y >, e,€E e ek .
Definicion (18): Para i, j =1, ..., p, sean

K, e HomlE, ,E, )
P.e Hom|E, x..xE, ,E, )

Ke Hom|E, x..xE, )

los mapeos definidos por

K =.[MK x,,x)K X; xydx “)
R(exl,...,exp)zexi, )
PR=Y kP, ©

j=1

Definicion (19): Sea <,> el producto interno en E_X---X Ex,, definido por

4
<(.exl o€y l(e'xl ,...,e'xp )> = <ex(_ e >, e .e €E . (7)

i=1

El mapeo K tiene las siguientes propiedades: (i) es adjunta a si misma con respecto

al producto interno (7), (ii) es semidefinida positiva y, si se denota por Z la identidad del
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mapeo en E_X---XE, , entonces (iii) el mapeo AZ +Kes invertible. Estas aseveraciones
P

son consecuencias del siguiente teorema.

Teorema S: Para (exl ..... e, Me'xl ..... e, )e E, X---XE, tenemos

Para poder probar este teorema, se necesita un lema técnico. Sea
(£.8)=] (f(x).g(x))dx

el producto interno de dos secciones f,ge I' (VM ).

®)

Lemad4.Sea 1<i<py (ex] ..... e, )e E x---xE . Entonces, para ¢', € E_,

<e’xl_ ,RIC(exl el )> = (K(xi,-)* e, ,K(xj, )* e, )

J=1

Demostracion: Se tiene

J

(por (6))

(por (5))
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=3[ Kl 0K x)* dre, (por (4))

j=t

Tomando el producto interno con €' da

<e‘xi,Pl. ( )> Zj< s K(x.,x)K (x x) e, >a’x
= iJ.M <K(xi,x)*e'xl ,K(xj,x)*exj >dx

=1

~.

(por definicién de K(x,,x)*)

= i(K (x,,)* e, Klx, Jre,) (por (8))

En la practica, los cédlculos puramente formales como los anteriores algunas veces son

omitidos.

Demostracion del Teorema 5. (i) Tenemos

<(€x, - ),IC(.e'Xl ,...,e'xp )> = Zp:<exi ,PiIC(e'Xl ,...,e'xp )> (por definicion 16)
i=1

X(K (x. Ve, .K (xj,-)*e'x,, ) )

(por Lema 4)

(otra vez por Lema 4, donde la linea superior denota conjugacién compleja)

= i<PJ-K(€x, — ),e'xf>

Jj=1

= IC(ex] - ) (e'xl —- )>
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Para la parte (ii) se tiene que

<(ex1 ..... e, ),lC(e’X1 ..... e, )> = Zp:i (K(xi;)* e, ,K(xj )* e, ) (por (9))

Finalmente la parte (iii) se sigue de (ii)
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3 LA EXISTENCIA Y UNICIDAD DE 1

3.1 Introducciéon
Con los resultados obtenidos en el capitulo anterior se esta en posibilidades de

primeramente, definir el candidato a ser el minimo de la funcional

P
1(f)= Z|xl -f (xi)| 2+ /7,||Af ||2 que se defini6 en el capitulo anterior y después de mostrar

i=1

que dicho minimo es tnico.

3.2 Seccion minimizadora

En este seccidon mostraremos la existencia de un tinico minimo global de la funcional 7 en

(v " ). Empezaremos definiendo nuestro candidato para esto.

Definicion (18): Sea f,, 1a seccion definida por

Fon =AY K(x, )* P(AZ +K) " (x,5000%, ) (10)

P
i=1

Notemos que para cualquier ¢, € E _,K (xi,-)*ex’ er’(v, ) si K(,)eI°(V,,.,, ). Entonces

A"K(x,;)*e, €eT*(V, ). En particular f,, € T*(V,,).

Como un resultado preliminar, calculamos el valor de la funcional / en f

min *

Teorema 6:

I(fmin)zz<xi _fmin(‘xi)’xi>' (11)
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Una consecuencia obvia de este teorema es que si f,,;, interpola los datos {xi}le,

entonces I(f,. ) es cero. Para demostrar el teorema 6 necesitamos dos lemas técnicos.

Lema 5. Para xe V,, y feT°(V,, ), tenemos

<f(ﬂx), X> = (f, A*K(ﬂx,-)* X),
Donde A* denota la adjunta de A.

Demostracion: Tenemos
<f(ﬂx), X> = <(A"1Af)(ﬂx), x> = <J.M K (7%, x)Af (x)dx, X>
= [ (K(mxx)Af(x)x)dx= | (Af(x),K(mxx)*x)dx

= (Af K (mx.)*x) = (f, A* K(7x,)*x).

Lema 6. Esta seccion f,,;, satisface

Mfmin-i_iK(xi")*fmin(xi):iK('xi")*Xi' (12)

Demostracion: Primero calculamos

Fonl5)= A K2 )P (AT + ) (x,x, ) (por (10))

j=1
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14

= J-M K(xl.,x)z K(xj,x)* P, (AT +IC)_1 (X5 X, )X

P
=ZICUPJ. (/11' + KZ)_l (X500 X )

:PI.IC(Z,I + KZ)_1 (X500 X )

Entonces

K fon (6 = Y K () * PICAT + )7 (X, 00X,

i=1 i=1

De otra forma,

AN, =AY K(x,)* BUT +K) (x,...x,)

1
i=1

por (10). Sumando esto con (13) da

AAf i + z K(x; ") * foin (X:)

=3 K(x.)* PUT + KYAT +K) (%%, )
= Zp:K(xi )P (X)X )

1

—_

K(x,,)*x,.

p
i—1

1

Demostracion del Teorema 6. Comenzamos calculando

|2

|Xi - fmin ('xi)

(por(4)

(por (6)).

(13)

30



= |Xi|2 _<Xi’fmin('xi )> _<fmin(xi )’Xi>+<fmin(‘xi Do Soin( % )>8
= |Xi|2 _<Xi’fmin('xi )> _<fmin('xi )’Xi’> + <A* K(X[,-)* Foin( X, )’fmin>

Por el lema 5, donde en este caso x=f,. (x.) y f=Ff, . Sustituyendo esto y

|Afunl” = (A* Afyrs fon) e (3), Obtenemos

mm

L) = S = (0 fon () = (o ()3 + (A% K ()% fo () Fon )+ LA Af o fo)

i=1

_ ”[|x,|2—<x;,ﬁn,»,l(xi)>—<f x;)+ [A*ZK (Ao Jf j

i=1

(factorizando f,. y A¥)

S )~ o 4l )7 | @or (12

= lZ::QXJZ - <Xi! S in (xi )> - <fm[n (x,- ), X; >)+ Z<X, s foin (xl, )>

(porel lema 5, donde eneste casox=x;y f=f.. )

p

= Z<X,- = fonin (xi )’Xi >

i=1

Teorema 7: Paratodo feT*(V,,),

(14)

1(f)-1(f,,)= Zl(f Fun ) Y+ AAf = £ -

8 Por el lema 1
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De este resultado se concluye, que la funcional evaluada en cualquier seccidn en el espacio

de las secciones Fk(VM ), es mayor o igual a la funcional evaluada en o

1(£)=1(f,,)20

esto es ;

n°

Corolario 1. La seccién dada por (10) es el tinico minimo de la funcional /.

Demostracion: Esto es una consecuencia del Teorema 7. Si [ ( fmm)zl ( f ) entonces

A(f - Soin )=0, por (14). De aqui f = foin» STA €s inyectiva.

Demostracion del Teorema 7. Comenzamos calculando el lado derecho de (14). Por el

Lema 6,

|(f ~ fouin )(xilz = |f(xi]2 _<f('xi )’ fmin(xi )>_<fmin ('xi )’f(xi )>
+ <fmin (xi )» Snin ('xi )> =

:|f(xi)|2 _(f’A*K(xi")*fmm(x;))
_(A*K(xi")*fmin(‘xi)’f) (15)
+(fmin’A*K(xi”)*fmin(xi))’

Por otro lado,

= |Af| - (AF, Af )= (Af s AF )+ (Af i Af i)
=|\Af| - (f. A% Af,.) - (A% Af,,.. f)
+ (foir A* Afi): (16)

|ACS = )

Por (15) y (16),

2

§|(f — o Yo )+ A = £)
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=3 LA (£ A K Fon (5D = (A% K (5)* F (), )

+ (Frins A* K(x,)* Foan (5 ))+ AAF]” = (F,A* Af,i0)
—(A* Af s )+ (Fris A Af i)

= i|f(xz)|2 _(f,A*(iK(X“.)* fmin(xi)—i_ﬂAfmi"D

E—
ol (S st 20 |

(factorizando f, ., , f y A* en los productos internos)
4 2 4 4
=2 G =] fLA¥ LK ¥x, || =] A% D K ()X, | f
i=1 i=1 i=1

+ (f A (Z K(x,.)*x, D + [ (por (12))

ZQf(x)| (f,A*K(x,)*x,)— (A*K(xi,-)*xi,f)+(fmm,A*K(xi,-)*xi))+/1||Af||2

=S = ex,) = (5 £50) + (o D A

(por el lema 5)

= iﬂf(x, )|2 _<f(Xi):X,~>—<X,~,f(xi )>+<fmm(x,~),X,~>)+ }b”Af”Z
+;|Xi|2 —;|Xi|2

=Sl %[+ A~ = f (5):x,)

=I1(f)-1(f,,),  por(3)y(l)
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4.- APLICACIONES
4.1 Minimos cuadrados penalizados sobre una esfera.

En esta seccién se aplicard método al caso cuando M es una esfera n-dimensional.
Sea Vj el haz normal sobre la esfera n-dimensional unitaria. Definimos la energia
funcional tomando A como

A=-A+L,

Donde A es el operador Lalplalce—Beltralmi9 sobre M, y L es la proyeccion de las constantes.

Los eigenvalores del operador eliptico A son los mismos que para - A, excepto que uno de
ellos ha sido cambiado de cero a 1. Entonces, A :I"* (VM ) —T° (VM ) es un isomorfismo.

La seccién minimizadora (10) estd dada en términos del kernel K del operador

A™'. En el siguiente teorema se calcula una férmula para K.

Teorema 8: Sea Hy, Hi, ... una secuencia ortogonal de arménicos esféricos n-dimensional.

Entonces

9

K(5,9) = Hy(H () o[+ o, b, +n =) 0, (01

(17
donde n; denota el orden de H;.

Demostracién: Considere una funcién ye I'’ (VM ). Resolvemos la ecuacién

(-A+L)f =7, fer:(v,), (18)

% algunas veces simplemente llamado operador de Laplace
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como

FO0 = [ K(xy)7(dy.

La solucion ftiene la siguiente expansion de término de Hj,
f=21H,;.
Jj=0

por el teorema 4 del apéndice,

Af :_i”j(”/‘ +n-1)fH; .

De otro modo

Pf :foHo

Asumiendo que 7 tiene una expansion finita en términos de los armoénicos esféricos,

con
cj=(y.H,)|H |-

Sustituyendo (21) y (22) en (18)

) J
Z(;nj(nj+n—1)fjHj+f0H0 =Z(;chj ,
Jj= Jj=

c,,
Jo=co y ”j(”jJr”_l)fi:{Oj

Resolviendo para f; y substituyendo en (21)

J
f=c0H0+Z[nj(nj +n—1)]_1chj

j=1

(19)

(20)

21

(22)

(23)

O0<j<J
J<jJ
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= (r Hy )/ H [ H, + ) I, (n; +n =0 (1 )| A, (por (23))

= [ Y H, (x)dx/|H, |H,
+ ZJ_: [nj (n, +n-— 1)]_ jM y(x)H (x)dx/HHjHHj (por (8))

-[ (Ho(x)/”HO”HO +i[nj(nj +n—1)]“Hj(x)/HHjHHjjy(x)dx

Como J es arbitrario,
K(ox) = Hy () |Ho[Hy + 3, (n, +n -1} H, ()| |H .
=1

La secciéon minimizadora puede ser expresada como una serie de polinomios de Legendre.
Los coeficientes en las series dependen de la dimension de la esfera y del grado de los

polinomios.

Como el kernel K es cuadrado integrable con respecto a las dos variables independientes, es
cuadrado integrable con respecto a cualquiera de las variables, conservando fija la otra. En
la demostracién del siguiente lema, la expansion (17) del kernel K en armoénicos esféricos

es usada, también como el teorema de adicion para arménicos esféricos. Sea x -y denota el

producto punto en R".

Lema 7. Sea

(20 +n-1)l+n-2)

Nli.n)= N(n—1)
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Donde o, denota la superficie de M y P" denota el polinomio de Legendre de

dimensiénny grado /. Entonces

R L (e Y )

n =1

Demostracion: Por el teorema 4 de esta tesis K (',')e re (VMxM ); en particular,

Vxe M : K(x,)e FO(VM ).

Por (17)y el teorema 3 del apéndice.

desde P'(r)=1 ([6]).

Considerando el caso de la esfera de dimension dos. Entonces, las series de polinomios de

Legendre pueden ser expresadas en términos de funciones di logaritmicas'®.

X

Int
' Funcién dilogairtmo= l—dt
—t
1
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Corolario 2. Sea n = 2.entonces

2

J, K (63K (3:2) " dy = (14 dilog (x-2)). (24)

Demostracion: Por el teorema 5 en [8],

[ K y)K(3,2)" dy =—(1-=(12-7*) - dilog (x- 2)),
M o 7

n

donde o, =4r.

Siendo V,, el conjunto normal en M , los vectores {xi}f:1 son, en efecto, escalares.

Proposicion 1. Sea

x=(x,,x, ) (25)

Considerar la funcién f : M XM — R definido como

2

Fory) = (147 dilog (x- ). (26)
4 7

Considerando la matriz M= ( f (xi,x i )), Donde {x, 7, es el conjunto de puntos dispersos en

M. Considérese la funcion F : M — R” definido como

F(x)=(f (2 f 3, )) @7)

Denotando por I, la pX p matriz identidad. Donde

fon =F-(1, +M)"x.

Demostracion: Si la fibra de V,, es unidimensional, con la definicion 1y (24),

p
foin =A™ K(x,)*P, (AL, +M)"'x

i=1
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= K, X),Z:: K(x, %P1, +M)" xdx

=2 CRRM M o 04y y 26

por (6) y (27).

La figura 1 ilustra una aplicacion de datos ajustados a una esfera. En la grafica 1 un
armonico esférico de orden 5 es graficado sobre el haz normal de la esfera. En la grafica 2
un total de de 150 puntos son muestreados de la superficie original con un poco de ruido
agregado. Las graficas 3 y 4 muestran la aproximacion que se obtiene. Como un comentario
adicional, diremos que es notable la calidad de la aproximacion en regiones donde tenemos

pocos puntos muestreados.

Figura 1
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S. CONCLUSIONES

En el planteamiento, y en la construccién de los espacios donde se lleva a cabo el proceso
de minimizacion de los minimos cuadrados penalizados de este problema, se observa la
posibilidad natural que tiene la matemdtica  de resolver con cierto grado de éxito,
situaciones en donde hay problemas practicos y en donde se aplican conceptos tedricos de
la matemadtica abstracta, ya que se han utilizando conceptos como; variedad riemaniana,
Haz vectorial, haz tensorial, diferenciacién covariante, etc. También se puede advertir que
se continda con ese espiritu que caracteriza a la investigacion en este campo del
conocimiento, esto es, el de generalizar y tener un espectro mds amplio para explicar
resultados dentro del campo matemdtico y para poder al mismo tiempo aplicar sus
resultados en la solucién de problemas en una amplia gama de situaciones. Dentro del
andlisis numérico, una de las técnicas mds utilizadas para resolver problemas dentro de esta

area, es la de minimos cuadrados, en la que los dominios de las funciones que se

determinan, son espacios euclideanos R", en esta tesis, el dominio de la funcién o seccién
como se le llama aqui, es una estructura mas general y mds compleja que un espacio
vectorial euclidiano, es, una variedad con ciertas caracteristicas estructurales, que nos
permiten aplicar los resultados que conocemos del cdlculo y que de esta forma los estamos
generalizando. También se puede ver que en la utilizacion de la férmula para obtener la
seccién minimizadora, es determinante la variedad y los espacios que se definan sobre ella
para la obtencién del minimo. Esto significa, que podrd continuarse haciendo
investigacion, en la aplicacion de estos resultados donde se tomé como dominio a otro tipo
de variedades y evidentemente obteniendose para cada problema una seccién
minimizadora. En este trabajo la aplicacion del resultado, es decir, la formula para obtener
la seccién minimizadora, se llevé a cabo, cuando se tiene un problema, en donde la
variedad implicada es una esfera de dos dimensiones, por supuesto que podria darse como

dominio una variedad de otro tipo.
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6.- APENDICE 1. Arménicos Esféricos y Polinomios de Legendre

En esta tesis, se hace uso de ciertos conceptos y estructuras matemaéticas que se considera
necesario enunciar en este apéndice, para hacer de alguna manera mds completo este
trabajo. La aplicacién del principal resultado, que es la féormula para obtener la seccién
minimizadora, utiliza un kernel, el cual, para los espacios que se construyen en el ejemplo
de la n-esfera, utiliza los armonicos esféricos y los polinomios de Legendre. Los
polinomios de Legendre sirven como una base para expresar el kernel de la seccion
minimizadora, y los armdnicos esféricos son la base para expresar los polinomios de
Legendre. Antes de enunciar los principales resultados de este apéndice, se recordaran
algunos conceptos y definiciones generales de de los espacios euclidianos, simplemente
para estandarizar nuestra notacion. Cabe aclarar, que los resultados y conceptos de este

apéndice fueron revisados y seleccionados en su totalidad de la fuente bibliogréfica [6] .
En este apéndice denotamos al espacio euclidiano d-dimensional por E. Si x es un punto

de E“las coordenadas de x serd denotado por x;; es decir, un punto de E?es de la forma,
X =(X] e ,x,;). La medida de Lebesgue de un subconjunto S de E? usualmente serd
llamada el volumen de S y serd denotada por v(S). Escribimos B?(p,r)para una bola
cerrada en E“de radio r centrada en o B‘ =(0,))para la bola unitaria cerrada en

E“centrada en 0. Ademds denotamos con S“'la frontera de B?, esto es, la esfera unitaria

en E“. La medida de Lebesgue sobre S*”'serd denotada por o, el volumen de B* por «,

y el drea de superficie por o, . (Ver pagina 1 de [6])

A.1.1 El gradiente y el operador de Beltrami

Si f es una funcién cuyo dominio es un subconjunto de E¢ que contiene S“”'y cuyo rango

esta en el conjunto de los niimeros reales o en E“, escribimos f o f” para la restriccién de
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v
fa S Si, por otra parte, F es definida sobre S dejamos que F o F" denote la

extension radial de F a E“/{o0}.Esto significa que (ver pagina 5 de [6])

F(x)= F(x/|x|).
Note que siempre (F")"= F mientras que en general (f")" # f .

Una funcién F sobre S serd n veces diferenciable (o n veces continuamente

Vv
diferenciable) si las derivadas parciales de F de orden n existen (o existen y son
continuas). Para aplicaciones geométricas de armoénicos esféricos frecuentemente se tiene
que trabajar con los siguientes operadores diferenciales de segundo orden. El operador de

Laplace Ay el gradiente V son definidos, respectivamente, por

2 2
A:a—2+...+a—2
ox; ox,
y
Vzeli+...+edi,
ox, ox,

donde ei=(0,...,0,1,0,...0)e E’ con 1 ocurrencia en la i-ésima posicién. AmbosA y
V operan sobre cualquier una funcién suficientemente suave definida sobre un subconjunto

abierto de E“.

Utilizando el procedimiento de extension anterior se puede transferir el operador de
Laplace y el operador del gradiente a operadores que actian sobre funciones S“'. Estos

operadores serdan denotados, respectivamente, por V, y A, y son definidos por
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Entonces A, Fy V F existen si F es, respectivamente, 2 o 1 vez diferenciable. El operador
A, es usualmente llamado operador Laplace-Beltrami o simplemente operador Beltrami,

mientras que V se refiere otra vez al gradiente.

A.1.2 De las series de Fourier a los arménicos esféricos.
Sea ahora f una funcién que esta definida en casi todas partes sobre [0,271'] e integrable.

Entonces sus coeficientes de Fourier respecto a la sucesion dada, estan definidos por

1 2

a =}, flow)dw, a, =lj02”f(a))coska)da) (k=12...)
b1 b2

b, =ij2”f(a))sinkwdw (k =12...)
/4 0

y su serie de Fourier es la serie infinita
> (a, coskw+b, sinkw) (A.1.2.1)
k=0

note que siempre by=0.

En efecto la serie (A.1.2.1) es la serie de Fourier de fy se denotard como sigue

flw)= i(“k COSkw+ b, Sinkw) (A.1.2.2)

Si f'es absolutamente continua sobre [0,27[] uno puede encontrar los coeficientes de Fourier

de f usando integracion por partes. Los resultados de estos célculos pueden ser formulados

por los siguientes dos afirmaciones.

Si f es una funcién absolutamente continua sobre [0,27[] tal que f(0)=f(27x) y si f tiene la
serie de Fourier 1, cosw, sinw, cos2w, sin2w... entonces:
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f'= ) (kb, coskw—ka, Sinkw) (A.1.2.3)

k=0
La definicion de armoénicos esféricos puede ser motivado por las siguientes

consideraciones. Sustituimos

COSw = x sinw=x, (A.1.2.4)

y usando las bien conocidas formulas para COSn@ y Sinnw podemos escribir:
cosno= ()X Xy ()X X +()X X+ (A.1.2.5)
sinnw=(1)X""X,-()X7X; +(2)X, (A.1.2.6)

Un polinomio p se dird armoénico si es homogéneo y Ap =0. Facilmente se ve que las
expresiones (A.1.2.5)y (A.1.2.6)son polinomios armoénicos y la expresion:
acosnw+bsinnw (A.1.2.7)

es la restriccion de un polinomio arménico en S’.

n
Por otra parte si f(x,,x,)= ZC,.X /7' X, es un polinomio arménico de grado n. Entonces
i=0

la condiciéon Ap =0 trae como consecuencia la férmula

_(n—i)(n—i—l)c

iy = i=0,1,..,n2

" (i +1)(i +2) ( )
tomando Cop=1 y C; =0 obtenemos C,, =(-1)'(5;) Caj11=0
y tomando Cy=0 y C,=1 obtenemos Cyrin =(-1)7(5,) =0
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Se sigue que f{x;,Xx;) es una combinacion lineal de los polinomios (A.1.2.5) y (A.1.2.6) y la

restriccion de fa §” es de la forma (A.1.2.7)

Proposicion: Cada polinomio arménico en dos variables xi, x, de grado ny, si se restringe al
circulo unitario por la parametrizacién (A.1.2.4) es de la forma (A.1.2.7) y cualquier

expresion de esta clase es la restriccion de tal polinomio.

Esta proposiciéon sugiere la posibilidad de construir una teoria de funciones que son
. d-1 . . .

referidas sobre (S ) andlogamente como las expresiones aCOSnw+bSinnw  son

definidas sobre §’. Esto sugiere la siguiente definicion:

Definicion (A1): Un armoénico esférico de dimension n es la restriccion a $*1 de un

polinomio armoénico en n variables.

Frecuentemente en lugar de armoénico esférico simplemente decimos armoénico, ejemplos
. L . . ., . . d-1 .
obvios de armodnicos de dimension n son las restricciones respectivas a S* de las funciones
constantes o las funciones lineales C,X+CyX>+...+C,X,,. Si f es un polinomio en X;,X>,..., Xy

usualmente escribimos f{x) con x € E" mas que f{xy,...,x,).

Sera conveniente ahora introducir varios espacios de funciones:

V. El espacio de todos los polinomios homogéneos de grado n en d variables.

L!: El espacio de todos los polinomios arménicos de grado n en d variables.

d . Jo] P . ., .
H ' : El espacio de todos los arménicos esféricos de dimension d que son obtenidos como

.. d-1 . .
restricciones a ' polinomios de L.

H: El espacio de todas las sumas finitas de armoénicos esféricos de dimension d.
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A.1.3 Ortogonalidad, completes y expansion en series

Como lo sugieren las propiedades de las series trigonométricas de Fourier, uno puede
esperar que los esféricos arménicos tengan ciertas propiedades de ortogonalidad como lo

menciona el siguiente resultado.
Teorema 1: Si Ge H! y m# n entonces G y H son ortogonales.

Demostracion: Si G2 y H? son los polinomios arménicos respectivos de grado m y n
correspondientes a G y H, las derivadas direccionales en la direccién de u de G2 y H? estin

dadas por

D,(G%) = (aG(’”)j — mG(u), D, (HC) = (mj — nH ()

ot ot

Consecuentemente la férmula de Green y el efecto o hecho que AG? = AH® =0,ya que la

conclusion deseada es J' G(u)H (u)do(u)

Sd—l

L[ (DGO H () D, (HO)G (w)datu)

m-—n

__ 1 [ (G2 (x)AH® (x) - H (x)AG (x))dx = 0.

m-—n

ya que cualquier He H{' con k # 0 es ortogonal al arménico 1 el siguiente corolario es una

consecuencia inmediata del teorema

Corolario 1

SiHe H’y n#0, entonces j H(u)do(u)=0 (A.1.3.1)

Sd—]

Lema 1 Si u=(uj,...,us) € S*' entonces cada u, considerado como una funcién de u, es un

armonico esférico d-dimensional de orden 1, y las funciones uj,...,u; forman una base
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ortogonal de H,'. Aqui cada arménico esférico de orden 1 puede ser escrito Ginicamente en
la forma

au, +..+tau, =a-u
ademads

e, = &, (A.132)

Lema 2 Para cada polinomio homogéneo f de grado n en xi,...,x; existen polinomiales

armonicos con p,,pp-2,... €N X1,...,xg con p; teniendo grado i, tal que

f(x)=p,(x)+ |x|2pn_2(x) + |x|4pn_4(x) +.... (A.1.3.3)

Corolario 2 Si g es un polinomio de grado n en d variables hay armoénicos esféricos
H;e H'(i =0,...n)tal que

g=H,+H +..+H,

. . . d-1 . -
Corolario 3 Sea F una funcién continua sobre S° para cada e> (Qexisten armdnicos

esféricos Fy,...,Fy tal que F;e Hy paratoda ue S

<e.

Flu) -3 Fy(u)

i=0

Ademas, si Ge Lz(Sd'l) existen armoénicos esféricos G1,Ga,...,G,, tal que

m

G->.G,

i=0

<e

Teorema 2: Cada sucesion estindar de armonicos esféricos es completa.
Demostracion: Sea H;,Hy,... una sucesion estandar de armonicos d-dimensionales, y sea F'

una funcién de Lz(Sd'l) con la expansién armoénica F = Zc H;
j=0
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La segunda desigualdad del corolario 3 muestra que para cada > (existe una suma,

digamos L, de armoénicos tal que ||F —L|| <e. Sea n el orden mayor de armoénicos

apareciendo en L. De acuerdo al lema 1.1.1 las sumas paralelas de la expansién armoénica

provee la mejor L, aproximacion y se sigue que

F-YcH,<e
j=0

Entonces para cada F e S’ la correspondiente serie de Fourier converge hacia F, y esto

es como la completes queda definida.

Teorema 3: Sea H;,H,,... una sucesion estdndar de armoénicos esféricos d-dimensionales y

asumimos que Fe L,(S‘™"). Si

F= ich/
j=0
entonces
I =X | (AL134)
j=0
y si

es la expansion armoénica condensada de F, entonces

17} =S .|’ (A.1.3.5)
n=0

mas generalmente, si F,Ge L,(S*") y

inc]H], Gzid]H,,

Jj=0 j=0

entonces

(F,G)=Yc,d|H)| (A.1.3.6)

=0

y si
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son las correspondientes expansiones armoénicas condensadas, entonces

<F,G>=i< Q,.R, > (A.13.7)

Demostracion: La validez de (A.1.3.4) y (A.1.3.6) se nota facilmente si se revisa la
seccion 2.3 de esta tesis, para espacios de dimension infinita , si se requiere de mayor
detalle, ver pdgina 3 de [6], y (A.1.3.7) sigue inmediatamente de (A.1.3.5) si esta relacion
es aplicada a F, G y F+G. Entonces, solo (A.1.3.5) falta ser mostrada. Pero si (en la

2 5 2
_ZX(H]»):an HHIH y

notacion introducida arriba) Q, = me e Hi
= ‘

entonces ||Qn

(A.1.3.5) sigue de (A.1.3.4).

Ambas (A.1.3.4) y (A.1.3.5) serdn referenciadas como ecuaciones de Parseval'' y (A.1.3.6)
y (A.1.3.7) como ecuaciones Parseval generalizadas. Como ya se remarc6 en conexion con

las series de Fourier trigonométricas, una consecuencia importante de las ecuaciones de

Parseval es que las funciones continuas sobre S“'son Unicamente determinadas por su

expansiones harmonicas.

Teorema 4. Si He H?, entonces: AjH =-n(n+d—2)H . Ademds, si F es una funcién

sobre S“'tal que A, F existe y es continuo y si F tiene la expansién arménica

= ZCJH j
j=0
entonces

AgF==>n;(n;+d—2)c,H,
0

oo

. 2 2 2
"' la ecuacién de Parseval es ”F” = z o; ”Hl”
i=0
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Donde n;denota el orden de H,. Similarmente si Ftiene la expansién armoénica

condensada
F=)0,
j=0
entonces
AF ==Y "n,(n; +d -2)Q,
0
Mas generalmente, si k>0 y A denota que el operador beltrami es k veces iterado y si

A{F existe y es continuo, entonces AF ==Y n,(n;+d-2)c,H,
0

ASF = (—1)kinj(nj +d-2)Q,.

A.1.4 Polinomios de Legendre

Para el propodsito de establecer estimados explicitos y como una herramienta para ir mas
all4 en resultados sobre armdnicos esféricos, introducimos una clase de polinomios que son
de dimension mads alta de los polinomios cldsicos de Legendre. Para hacer esto de manera

mas eficiente primero se prueban dos lemas:

Lema 3 Sea H un subespacio lineal de H? que es invariante bajo O?y tiene dimensién al

menos 1. Ademds, asumimos que ya sea que d >3, 0d=2y H = H_. Entonces existe una

funcién real valuada Q sobre [-1,1] que no es idénticamente cero y que tiene la siguiente

propiedad
Si Hy,...,H,, es cualquier base ortogonormal de H entonces para toda u,ve § -t

Hi(w)H;(v)+...4+4Hm(@u)Hm(v)= Q(u - v) (A.14.1)
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Ademais, si d = 2 entonces Q es un polinomio de grado n, normalmente

O(t) = lCOS(nCOS_l t)

T
=%((8)t"(1—t2)°—(’;)t”‘2+—...) (A.1.4.2)
1
y Q(f)=g si n=0

Demostracion: Sea Hy,...,H,, y H’1,...,H’,, dos bases ortonormales de H y sea

Zm:Hi(u)Hi(V) =F(u-v) (A.1.4.3)

i=1

S H (u)H,(v) = F' ()

i=1

Primero mostramos que F' = F’. Claramente, si He H , entonces

H=> aH,, a, =(HH,)

H=D bH, b = (HH,)

[
-
8
T
=
|
g
=
-
=
Il
[e)

i=1 i=0
Escogiendo H(u) = F(u,v)— F'(u,v) uno deduce que para cualquier ve S

||F(u,v) - F'(u,v)” =0
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lo cual en vista de la continuidad de F' y F’, implica que F = F’ consecuentemente, F(u,v)

definida por (A.1.4.3) no depende de la base ortonormal especial Hj,...,H,,. En particular, si
pe O, entonces la proposicién 3.2.4 pagina 69 en [6] muestra que uno puede usar las

bases pHj,...,pH,,. Esto muestra que

Fun) =3 (o# )l )v)

i=1

= 2“:’ (p_lu)"i (p_lv)

=F((pu)(pv)). (A.1.4.4)

Se asume ahora que d = 3 .Entonces, si u,ve S 471 estan dados, entonces obviamente existe

un pe O talque p'u=e, y p"'v=(0,....04/1=(u-v)*,u-v) (donde el signo de la raiz
cuadrada indica la raiz positiva). Aqui,(A.1.4.4) muestra que la funcién Q(7) en (A.1.4.1)

puede ser definida por:

0(t) = F(e,(0,....0,N1—1%,1)).
Para probar que Q no puede ser idénticamente cero es suficiente sefialar que hay un

we S con H,(w) #0 y que (A.1.4.1) con u = v =w muestra que Q(1)>0.

Si d=2 y H=H, entonces para n=0 y una base ortonormal de H_, es obviamente

H1 =1/\/271' y se sigue que en este caso Q(t)z%ﬁ. Si n>1 uno puede colocar

u = (cosw,sinw) y escoger

1

R

Como una base ortonormal de H . Entonces si escribimos v = (COSw,siny) es evidente

que

H,(«)H,(v) +H,(u)H,(v) = l(cos nwCosSny +sinnwsinny)
V4
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= lcos(n(w -v))
V4

= icos(ncos“(u )
z

La segunda igualdad en (A.1.4.2) se sigue facilmente de (A.1.2.5) y es también obvio que
el grado del polinomio en (A.1.4.2) es n. Estos polinomios normalizados nos dejan el

coeficiente 1, son llamados los polinomios de Chebyshev.

Si pe E dejamos que O“(p) denote el grupo de todo pe O! con pp=p. El lema
siguiente establece una caracterizacion util de armoénicos que son invariantes bajo el grupo

Oi(ed)'

Lema 4. Asumimos que d >3.Si x=(x,,...,x,)y X denota el vector (x1,....x;10) y T, (x)
sea el polinomio

4
X+

_..n n-2|=|2 n—4
T,(x)=x)+a,x, |x| +a,x)

n

donde

n(n—1)(n-2)...(n -2k +1)

ay = (=1) 2 kl(d =1)(d +1)(d +3)...(d + 2k = 3)

(A.14.5)

Entonces, una funcién H sobre S*' pertenece a H ¢y es invariante sobre O(e,) si y solo
si
H(u)=cT, (u) (A.1.4.6)

con ¢ no dependiente de u.

Demostracién: Se asume primero que He H? y que H es invariante sobre O?(e). Es

obvio que el polinomio arménico H%x) correspondiente a H puede ser escrito inicamente

de la forma
H%(x)=) xi " p,(¥) (A.1.4.7)
j=0
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donde p; denota un polinomio homogéneo en xj,...,x;.1 de grado j. Asumimos que H, y por

lo tanto H?, es invariante bajo O?(e,) se sigue que cada p; es también invariante bajo
O!(e,). Sea que haya un p~' € Of(e,) que transforma a ¥ en (|x]0,...,0). Tomando en

cuenta que p; es homogéneo de grado j se deduce que p;(x) debe ser un mdltiple de (X)’.

Pero como es un polinomio se sigue ademads que j debe ser uniforme, se dice j = 2k. Por lo

tanto (A.1.4.7) puede ser reescrito como

[n/2] o
= 2 A
(donde [n/2] denota el mayor entero que no excede n/2). Para determinar los coeficientes

cx utilizamos el hecho de que H ¢ (x) es arménico y por lo tanto

AH®(x)=0 (A.1.4.8)

Observando que A|)_c|2k =2k(d + 2k — 3)|x|2(k_1) encontramos
[n/2]

AH® ZCZk n—2k)(n—2k —1)x"" 2|x|2k

k=0

+2k(d +2k = 3)x) ")

/2]
Z n—2k)(n =2k =1)c,, +2(k +1)(d +2k — D)y, g 27 =0.

=~

Por lo tanto, (A.1.4.8) es equivalente a

(n—2k)(n—2k-1)

2 T ) (d 12k —1)

Esta relacion de repeticién implica que C,, =c,a,, con ay especificado por (A.1.4.5), y

sigue que (A.1.4.6) con ¢ = cy.
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Si, inversamente, H es de la forma (A.1.4.6), entonces (A.1.4.5) implica que (A.1.4.8), y
por lo tanto que He H?, y es obvio de (A.1.4.6) que H tiene la caracteristica pertinente de

la invariacion.

Los dos lemas anteriores permiten demostrar que el siguiente teorema proporciona
informacién adicional sobre la funcién Q en el lema 3, y conduce a la definicién de los

polinomios de Legendre.

Teorema 5: Si son dados d >2 y n>0, existe exactamente un polinomio P (t)con la

siguiente caracteristica: Si Hy,...,Hy es cualquier base ortonormal de H j .entonces

S H,(w)H, (v) = aﬂpj (-v). (A.14.9)

Ademds, el grado de P es n 'y para cualquier ve S la funcién P’ (u-v) es un d-

dimensional armonico esférico de orden n.

Demostracién. El lema 3 en el caso H = H’ muestra que, independientemente de la

seleccion de las bases Hy,...,Hyde H j , tenemos

> H, (u)H, (v)=0Q(u-v) (A.1.4.10)

con una funcién Q que no es idénticamente 0. Si d = 2 el mismo lema muestra que Q es
actualmente un polinomio de grado n. Asi, se puede proceder bajo la suposiciéon que d > 3.

Colocando en (A.1.4.10) v = ¢, encontramos

N

zHi(”)Hi(ed):Q(u'ed),

i=1

donde Q(u-e,) es un arménico esférico de H¢ el cudl es invariante bajo O?(e,) (puesto
que para cualquier pe O%(e,) tiene pQu-e,)=Q(p 'u-e,)=0Q(u-pe,)=Q(u-e,)).
Escogiendo u = (0,...,0,4/1—1>,t) se puede aplicar el Lema 4 para deducir que

Qt)=Q(u-e,)=cT(u)=c(t" +a,t">(1-1>)+...).
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El coeficiente principal de Q(t) es c(1-a, +a, —+....). Como Q #0 implica c#0, y
como (A.1.4.5) muestras que c(l-a, +a, —+.....>0) se sigue que Q tiene grado n. Como
también es evidente de el lado izquierdo de (A.1.4.9) que P(u-v)es, para v fija, un
armoénico de la clase especificada, el polinomio P(7) = (o, / N)Q(t)tiene las caracteristicas
del teorema indicado.

El polinomio P! (t)es llamado el polinomio de Legendre de dimensién d y de grado (orden)

n.
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