% UNIVERSIDAD NAC}ONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

“SOBRE LA ESTABILIDAD Y MEDIDA DE LAS
PELICULAS DE JABON”.

T E S | S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
F I S i C O
P R E S E N T A:
JUAN OLGUIN ORTIZ

DIRECTOR DE TESIS:
DR. JOSE GUADALUPE REYES VICTORIA
ASESORA DE TESIS:
M. EN C. MIRNA VILLAVICENCIO TORRES
« iIs , ,
. SJ i . /%)/‘ A

“r

!

By 151,




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






VNIVERADAD NATIONAL
AVENMA UE
MEZICO

ACT. MAURICIO AGUILAR GONZALEZ

Jefe de la Division de Estudios Profesionales de la
Facultad de Ciencias

Presente

Comunicamos a usted que hemos revisado el trabajo escrito:

"Sobre la estabilidad y medida de las peliculas de jabén"

realizado por Olguin Ortiz Juan

con nimero de cuenta  09624608-5 , quien cubri6 los créditos de la carrera de: Fisica

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio.

Atentamente

Director de Tesis _ A
Propietario  Dr. José Guadalupe Reyes Victoria Q\

Asesora de Tesis ' .- St T
Propietario M. en C. Mirna Villavicencio Torres “/..: & /Ammey

Propietario  Dr. Pedro Eduardo Miramontes Vidal

S'uplente M. en C. Guillermo Gomez Alcaraz %

Suplente Fis. Estela Margarita Puente Leos € ’%\; _\‘“““?—’;A
4-’—-

Consejo Departamental de iji§

. . 7 4 f ' .
.\__&//(.l(,r‘_.(/\«, Cj/“/‘—.* e ")L' R iR

7 .

M. EN C. ALICIA ZARZOSA PEREZ . f: LA
DEPARTAGLNIY © !

B




Sobre la estabilidad y medida de las
peliculas de jaboén

Juan Olguin Ortiz
Facultad de Ciencias UNAM

México, D.F. MEXICO
j00j003j00@yahoo.com.mx

2005 P



Indice general

1. Superficies minimas

1.1. Introducciéon

1.2. Planteamiento del problema . . . . .. .. ... ... ... ..
1.3. Principio de minima accién . . . . . . . .. .. ...

1.4. La catenoide
1.5. La Helicoide

1.6. La ecuacion de una superficie minima . . . . . . . .. ... ..

1.6.1. Generalizacion del problema . . . . . . .. .. ... ..
1.7. Coordenadas Isotermas . . . . . . . . ... ... ... .....
1.8. Vectores y operadores complejos . . . . . .. .. ... ... ..

1.9. Conclusién .

2. Medida de una superficie estable

2.1. Introduccién
2.2. Estabilidad

3. Conclusiones

IIT

33
33
33

47



Introduccion

Aunque la mecéanica y otras areas de la fisica se formulan més comun-
mente en términos del algebra vectorial desarrollada por J. Willard Gibbs,
en algunas aplicaciones es mas conveniente trabajar utilizando otro lenguaje
matematico como por ejemplo, la geometria diferencial. Este es el caso del
presente trabajo, cuyo tema central es el estudio tedrico de las superficies
minimas conocidas.

La geometria diferencial en la fisica se ocupa entre muchas de sus areas,
para la cosmologia, la mecénica, el electromagnetismo.

En cosmologia se usa para deducir las ecuaciones de Einstein. Estas ecua-
ciones dan una perspectiva diferente al desarrollo de esta disciplina, ya que se
concibe el universo como una variedad y estas ecuaciones estan relacionadas
con la curvatura de esta variedad [5]. En mecanica nos da una perspectiva
diferente, esta herramienta (la geometria diferencial) vuelve a la mecénica
geométrica en el siguiente sentido: El espacio de configuraciones del sistema
se vuelve una variedad y las ecuaciones de Lagrange se convierten en las
ecuaciones diferenciales que nos determinan las geodésicas en esta variedad
y la energfa cinética en la métrica de esta variedad [2], [5], [13]. En electro-
magnetismo se usa para darle una perspectiva diferente a las ecuaciones de
Maxwell, ahora usamos formas diferenciales para reescribirlas y con esta nue-
va forma, las usamos para la teoria de la relatividad [5]. En particular, nos
es muy util para el estudio de las superficies minimas. En biologia, muchas
plantas y muchos animales marinos tienen forma de superficies minimas. En
la arquitectura y el arte, también podemos encontrarlas, por ejemplo en la
Sagrada Familia del famoso arquitecto Antoni Gaudi. El no usa rectas ni
planos para construir esta catedral, usa curvas y superficies minimas.

Nos planteamos como objetivo estudiar las superficies minimas porque
en fisica, solemos encontrarlas; y entender las superficies minimas a profun-
didad nos ayuda a entender el fendémeno fisico a profundidad. Por ejemplo,

Vv
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para algunos sistemas mecéanicos, su variedad de configuracion puede ser una
superficie minima y comprender la naturaleza de este sistema, es entender
esta superficie como tal. Para la construccién de aeronaves o edificios, ne-
cesitamos construir cierta superficie que maximice o minimice el area. Por
ejemplo, si hacemos una planta de energia solar, serd 6ptimo construir una
superficie que maximice el area, de este modo, podemos captar mayor energia
solar.

Usamos la geometria diferencial y no el algebra vectorial, porque de esta
manera es como se ha desarrollado la teoria de las superficies minimas. Toda
la teoria de las superficies minimas esta inmersa en la geometria diferencial,
es por ello que nos vemos obligados a aprender geometria diferencial para
comprender las superficies minimas.

Esta tesis estd dividida en dos capitulos: El primero se refiere a prelimina-
res necesarios para el manejo de los términos que utilizaremos, mientras que
en el segundo se demuestra un teorema que permite determinar la estabilidad
de las superficies minimas. Mas abajo explicamos lo que esto significa.

En el primer capitulo se responde a las siguientes preguntas:
1. Si tenemos dos circunferencias coaxiales en dos planos paralelos distin-

tos, ,Qué forma tendré la superficie que tiende por estas circunferen-
cias?

2. |, Qué condicion geométrica cumplen las superficies minimas?

3. j, Cuando podemos parametrizar las superficies minimas? ; Qué condi-
cion cumple esta parametrizacion?

Las respuestas a estas preguntas son las siguientes y sus demostraciones
se encuentran en el trabajo.

1. La catenoide o bien dos discos.

La catenoide es la superficie que se obtiene al hacer girar alrededor del
eje x la curva llamada catenaria. Tal curva es la forma que adquiere
una cuerda al ser levantada por sus extremos siempre y cuando sea de
material homogéneo.

2. Primeramente definimos la curvatura media H de una superficie en
el espacio R3, la cual nos sirve para medir cuanto estd pandeada la
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superficie. Otra caracteristica de la curvatura media de este objeto nos
la proporciona el Teorema de Poisson-Laplace, que nos dice que si
tenemos una frontera entre dos medios diferentes, la curvatura media
de la frontera es constante y estd dada por H = **3”' donde p1 y p»
son las presiones que ejercen los medios en la interfase y A es la tension
superficial, siendo ademés H la curvatura media de tal interfase.

En este trabajo se demuestra que las superficies minimas tienen cur-
vatura media cero. Mas aun, las superficies con curvatura media
constante diferente de cero la llamamos superficies minimas. Por
ejemplo, las esferas son superficies minimas.

3. Sea r la parametrizacion de la superficie minima. En tal casor satisface
la ecuaciéon de Poisson-Laplace, es decir  es arménica. Esto sig-
nifica que r satisface la la misma ecuacion que el potencial eléctrico
en el vacio.

En el segundo capitulo analizamos el criterio de estabilidad para las
superficies minimas, descubierto por los brasilenos Barbosa y Do Carmo.
Por la estabilidad de una superficie minima entendemos lo siguiente: Tome-
mos dicha superficie y perturbémosla. Si ésta empieza a vibrar sin romperse,
serd llamada estable. Por el contrario, si se rompe, se llamara inestable.

En este analisis, demostramos un resultado propuesto porSchwartz que
podemos parafreasear de la siguiente forma: si “pellizcamos” una pelicula de
jabon y la frecuencia de la onda obtenida en la pelicula de jabén es menor
que 2H z, entonces la pelicula dada es estable. Por otro lado, el criterio de Do
Carmo y Barbosa, haciendo uso de esa misma jerga, dice ques: el drea de la
imagen de la pelicula de jabon bajo la aplicacion de Gauss es menor que2mw,
entonces tal pelicula de jabon es estable. La aplicaciéon de Gauss es una
funcion definida en una superficie que toma valores en la esfera bidimensional
S?, de tal forma que a cada punto de la superficie le asocia su vector normal
unitario.



Capitulo 1

Superficies minimas

1.1. Introduccién

Este capitulo es una introduccion al tema de las superficies minimas, lo
que buscamos es que el lector quede familiarizado con este tema y adquiera
el conocimiento necesario para comprender el siguiente capitulo.

En este capitulo mostraremos que las superficies minimas tienen curvatura
media constante igual a cero en todos sus puntos, mas atn, si una superficie
tiene curvatura media igual a cero, entonces ésta es una superficie minima.

Demostraremos que las superficies minimas satisfacen una ecuacion dife-
rencial parcial llamada Ecuacién de Bernstein. Obtendremos una solucién de
ella, la cual recibe el nombre de Superficie de Scherk.

Veremos que tanto el plano asi como la helicoide son superficies minimas
regladas y que en virtud a un resultado de Catalan, éstas son las tnicas
superficies minimas regladas. Mostraremos que todas las superficies minimas
tienen una parametrizacion armonica, es decir, que satisfacen la ecuacion de
Laplace.

También demostraremos que las superficies minimas aceptan una repre-
sentacion compleja, lo cual es de mucha utilidad, pues muchos de los resul-
tados que se obtienen para la variable compleja, son heredados directamente
por las superficies minimas.
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1.2. Planteamiento del problema

Si sumergimos un aro de alambre en una solucién jabonosa. ;Qué forma
tendra la pelicula de jabon que se formaré en éste? ;Serad inica? ;Sera orien-
table? ;Habra algtin principio fisico que nos permita describirlas? ;Puede
tener autointersecciones?

En la figura 1.1 se muestra el contorno de Douglas y las peliculas de jabén
que se forman si lo sumergimos en una solucién jabonosa.

Figura 1.1: Mas figuras para el contorno de Douglas.

Podemos observar que no se tiene una superficie tinica y, que de hecho,
algunas presentan autointersecciones.

Un ejemplo de una superficie minima no orientable es la banda de Mobius
(véase figura 1.2) ;Qué es una superficie orientable?

Para ver si hay algin principio fisico que nos permita describirla, vale la
pena enunciar el siguiente resultado obtenido por Poisson y Laplace:

[?]i M? es una variedad suave en R3. Si M? es la frontera entre dos medios
homogéneos, la curvatura media estard determinada por

1

H == _
h(p2 p1)

donde ps v p; son las presiones sobre la superficie de cada liquido y h es una
constante llamada tensién superficial.
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Figura 1.2: Banda de Mobius.

1.3. Principio de minima accién

El principio de minima accién fue formulado heuristicamente en 1744 por
Pierre Maupertius, quien en 1746 publica un articulo con el nombre de "las
leyes del movimiento se deducen de un principio metafisico”. Al igual que
otros cientificos, Maupertius tiene intereses filosoficos, parte en primer lugar
de la perfeccion de Dios y por otro lado de "la supuesta economia de la
naturaleza'.

En el mismo ano de 1744, L. Euler demuestra rigurosamente al principio
de minima accién. Pero a diferencia de Mapertius, deduce que el movimiento
no necesariamente corresponde a una acciéon minima y sino que se puede
dar también a través de la accién méaxima. El error de Maupertius fue su
idealismo por un lado y por el otro el negar la existencia de los contrarios,
es decir, si existe el minimo debe existir el maximo. Vale la pena ilustrar un
ejemplo de lo anterior.

Figura 1.3: Elipses: caso a. y caso b.
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Consideremos un espejo esférico y un espejo con forma de elipse, cuyos
focos estan en los puntos que denotaremos S y 7. El principio de Fermat
enuncia que la luz seguira la trayectoria que le lleve de un lugar a otro en el
menor tiempo posible.

Las elipses cumplen con la condicién de que si ponemos en un uno de sus
focos una lampara y la prendemos, el rayo de luz reflejado en un punto de la
pared de la elipse pasara por el otro foco (véase figura 1.4).

Figura 1.4: Elipse.

Regresando a nuestro ejemplo lo que se ve en la figura del ejemplo es una
elipse con espejo esférico tangente a la elipse en el puntoM, pero en el primer
caso el espejo estd dentro de la elipse, en el segundo se encuentra afuera de
esta. Coloquemos una lampara en S; en ambos casos el rayo chocara en el
punto M y se reflejard pasando por 7. Se puede demostrar que para un punto
interior P’ de la elipse se cumple que

d(S, P +d(P',T) < d(S, M) + d(M,T)
mientras que para un punto externo P” se cumple
d(S,M)+d(M,T) < d(S,P")+d(P",T)

como lo muestra la figura 1.5.

Si consideramos que el rayo de luz se propaga en un medio homogéneo,
la velocidad del rayo sera constante y por tanto, la condiciéon de un tiempo
minimo de recorrido se traduce en la distancia minima. De este modo se
deduce que En la figura 1.4, la luz describe una trayectoria cuya accién es
maxima, mientras en la figura 1.5 ocurre lo contrario.

Asi pues, utilizar el término de minima accién puede resultar erréneo ya
que lo correcto es llamarlo “principio de accion extrema’.
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Figura 1.5: Trayectorias de la luz.

1.4. La catenoide

Ahora nos preguntamos:
. Cuales son las superficies de revolucion minimas?
Vale la pena recordar que, en coordenadas cilindricas (r, ¢, z), la métrica
de R3 esta dada por
dS? = dr® + r*dy® + dz*

Para una superficie de revoluciéon cuya generatriz no es necesariamente
una recta, tal generatriz estd dada por una relacion del tipor = r(z) (véase
figura 1.6).

Figura 1.6: Superficie de revoluciéon y su generatriz.
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De este modo, en las coordenadas (p, z), se tiene que dr = 7(z)dz y por
lo tanto la métrica en tal superficie de revoluciéon esta dada por

ds* = r’dp + (1% + 1)dz?

o bien, en notacién matricial,

. = r2 O
i\ o P+l
con det g;; = r*(r + 1).

Denotemos por K a tal superficie de revolucion: el area de K estd dada
por

AK) = /K\/detgijdxlde:/\/r2(7'"2+1)dg0dz
2 B
_ / do / NEIEEEE
0 «

Nuestro problema serd encontrar la parametrizacion de la generatrizr =
r(z) de la superficie de revolucion de tal modo que

Ak) =27 /ﬁ \/r2(r2 + 1)dz

sea minima.
Para generalizar este problema es necesario enunciar las siguientes defi-
niciones:

1. Denotamos por
C* = C*(|a, 8],R?)

al conjunto de curvas suaves en R® definidas en el intervalo [, 3].

F =F(la, 5], R)) = {{ : [o, 8] = R| [ es de clase C*}

es el conjunto de funciones reales de variable real suaves.
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3. Definimos una aplicacion
F:C*—=R

para v € C* v : z = x(t) mediante

B
F(v):/ L(x,&,t)dt

donde la aplicacién
L:C*—F
le asocia a cada elemento de C'*° una funcion del espacio F.
A la funcion F le llamaremos funcional y a la funcion L le llamaremos
el Lagrangiano |10].

4. Sea v : [, 8] X [to, t1] — R? definida de tal manera que y(s,t) = 7,(t)
es diferenciable en su dominio. A esta funcién le llamamoshomotopia
o deformacion suave de v si () = v(a) y v(8) = v(B) con los
extremos fijos (véase figura 1.7).

7(t)

Figura 1.7: Homotopia vy, de 7.

Si ahora, consideramos la familia de funcionales

I}
Fls] = F(7) = / Lia (), (1), £)dt,
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llamaremos variaciéon de F' respecto a v a la cantidad

oF dF

0y
mientras que diremos que una curva es extremal si ‘g i o \s —o = 0 para alguna
deformacion .
Ademas, una condicon necesaria para que una curva sea extremal, es el
51gu1ente

Si F(y f’B (x,&,t)dt y v : x = z(t) es una funcional, la curva =y es
extremal si se satisface la siguiente ecuaciéon
oL doL
ox  dtoi

Esta ecuacion es la conocida ecuacion de Euler-Lagrange.
Demostremos que esta condiciéon ha de satisfacerse. Para esto, veamos

que:
dF(s) oo = / OL Ox %% loodt
as == \oras " airas) =

Sea n = g—§|x:0, en tal caso,

gl —/B aiL +87Li dt
ds =" J, oz T i dt"

oL d d(@L) d OL
A = ?77 — N
T

Como

dt 0%

se tiene que
dF(3)| _ /ﬁ ai _|_i 87[’ — d 0L dt
ds =0/, oz oin Tat 0@
froL  doL oL
— _ =8
B /a (8x dt 8:(:) it ot o

Pero %En| = 0 debido a que v,(a) = v(a) y 7(8) = 7(3).
Por otro lado, de la definiciéon de extremal, se tiene que

0L  dOL
o_/a (ax_dtax> dt
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Como 1 > 0y n € Cl,g), se sigue que

oL d 0L B
or dt i
lo que termina la prueba.
Consideremos ahora, por ejemplo el Lagrangiano

1
L(z, %) = §mi2 — mgx

donde = = v.

A la cantidad p = 2% le llamamos momentum (o momento lineal),
mientras que a la cantidad f = g—ﬁ le llamamos la fuerza.

Para nuestro ejemplo se cumple que las siguientes igualdades:

oL f oL :
— =—mg = — =mi=mv
Ox I=0 5 ’
por lo que en este caso, las ecuaciones de Euler-Lagrange se escriben
d dp

f:a(mv): dt =p

Si ahora queremos encontrar la energia H = T + V, con T la energia
cinética y V' la energia potencial del sistema, tenemos que considerar:

H=2T—-L=T+V,

pero T = %mv2 = %mvv = %PV y por lo tanto, H = PV — L
Recordemos que H es conocido como el Hamiltoniano del sistema me-
céanico.

Conservaciéon de la energia

Ahora bien, si H es el Hamiltoniano asociado al funcional F' y %—Ij =0,
entonces el Hamiltoniano es constante sobre las extremales de la funcionalF'.

Es decir, el Hamiltoniano es una integral de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Esto puede demostrarse a partir de la siguiente cadena de igualdades

df _d 0L\ OL. OL. OL OL. d (OL\ OL| |,
at  dt\oi ) ort T 0z or  oi |dt \ oz -
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donde se han utilizado las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Toda la excursion anterior ha sido hecha con el afan de encontrar las
extremales de A(k). Ahora ya estamos con la posibilidad de encontrar la
generatriz r = r(z) de una superficie de revolucion.

Ya que la funcional A tenemos que el lagrangiano es: L = 27ry/r2 + 1

_ 0L __ 2qrr . . B
y el momentum p = 5= = T tendremos que el Hamiltoniano es H =

pv — L = % — 2mry/12 + 1, de donde

2
PR
72 41

con a; € R una constante debido a la conservacion de la energia.

. . 2 .
En consecuencia 7 = +4/= — 1 y al integrar por cuadraturas esta ecua-

cion diferencial se tiene que z = zarccoshZ + C' lo que nos lleva a que la
superficie minima obtenida es la llamada catenoide.

Figura 1.8: La catenoide.

1.5. La Helicoide

Veamos ahora otro tipo de superficie:

La helicoide es el lugar geométrico del espacio R® que cumple con la
siguiente condicion:

Sean z y £ dos rectas perpendiculares, z vertical y ¢ horizontal Si hacemos
que /¢ gire con velocidad constante alrededor de z, pero que a la vez se mueva
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Figura 1.9: La helicoide.

sobre z, obtenemos la superficie que se muestra en la figura 1.9 y que se llama
helicoide.
La parametrizacion de la helicoide esta dada por:

T =ucosv, Y =usenv, 2z =av

con a € R.

Se sabe que la helicoide tiene curvatura media cero (véase Do Carmo [4]
o Palmas-Reyes [14]).

Claramente los planos son superficies minimas pero, ;habra superficies
regladas minimas no planas?.

A tal pregunta respondié E. Catalan en 1842 como a continuaciéon se
enuncia:

Sea M? una superficie en R reglada y minima. En tal caso M? es un
fragmento del plano o de una helicoide.

Antes de demostrar esta importante afirmacion, enunciemos los siguientes
resultados:

m Sea M? una superficie minima contenida en R? y sea I un intervalo de
una recta tal que I C OM. Si M es la reflexion de M? sobre I con Mx
minima, entonces M UM es minima. En tal caso, M y Mx deben estar
unidas suavemente a través de I (véase la figura 2.2), a este resultado
se le conoce como Principio de reflexion de Schwartz-Riemann.
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M

M*

Figura 1.10: Principio de Schwarz-Riemann.

» Si M; y M son superficies minimas y contienen en su intersecciéon un
conjunto abierto, entonces M; U M5 es una superficie minima suave.

= Sea M una superficie minima reglada con directrizy(t) siendo la curva
v[to, t1] — R3 continua. Sean ¢y y ¢; las directrices que pasan por (%)
y 7(t1) respectivamente, entonces existe t € [to, ;] tal que la directriz
[ que pasa por ¥(t) es un eje de simetria de [y y [; son simétricas con
respecto a [. [ recibe el nombre de linea media (véase la figura 1.11).

Considérese el generador [ que pasa por el punto v(') con t < t' < t;.
Denotemos M|ty,t'] el pedazo de superficie que pasa porly y [.

Ahora reflejemos este pedazo de superficie minima con respecto al. A
tal reflexion la denotamos por medio de M*[to, t']. En virtud al principio de
reflexion Mty t'] U M*[to, '] es una superficie minima.

Digamos que tal union es igual a M [ty, t1] con ty < t* < t1, es decir, M [to, t*] C
Mlto, t1] sit' — tg y t* — to. Si por el contrario t' — t1, entonces t* — ;.
Por continuidad existe ¢’ tal que t* = ¢;. Esto termina la demostracion.

Con esta informacion demostraremos el resultado de Catalén:

Tomemos primero una superficie minima M y sea v la curva directriz y [
, l1 un par de rectas generatrices en los puntos (o), y(¢1) respectivamente.

Denotemos con [l a la linea media entre [y y [;. De manera semejante,
denotemos como [y,4 a la linea media entre lo y l1/2 ¥ l3/4 a la linea media
entre l/o y [1. Sigamos con este proceso de manera indefinida. En el limite
obtenemos el sistema L de la superficie M [ty,t;]. Para obtener un sistema
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il
M

y(t1)
lo

v(to)

Figura 1.11: Eje de simetria.

de M debemos reflejar L con repecto a ly y l; y considerar la uniéon de [
con sus imagenes. El resultado es un sistema de la superficie minima reglada
M_1o=M* UMy, )UM3 donde My y M son las reflexiones de M, ;,; con
respecto a [y y [; respectivamente. Repitiendo los anteriores pasos podemos
encontrar un sistema L., para toda la superficie M.

Para concluir, basta demostrar que L., es un plano o una helicoide. Si [,
y [y son paralelas o se intersectan L., es un plano. En caso contrario conside-
remos un plano paralelo en ambas rectas que llamaremosIl. A continuacion
proyectemos estas lineas sobre II. A las proyecciones las denotaremos con [
v 1. (véase figura 1.12).

Sea [ la linea media de [y y [; y I’ su proyeccién sobre II. Sea ademéas P
el punto de interseccion de estas rectas.

Como [ es la linea media de ly y I; I es bisectriz de [ y l}. Sea z la
recta que pasa por P y que es ortogonal a 7. Esta recta intersecta a [, [
y [ en los puntos z, 2y, 21 respectivamente. En virtud a la simetria tenemos
d(z0,2) = d(z,2z1) v el angulo entre [} y I’ es el mismo que tiene I’ y [;.
Consecuentemente el sistema es una helicoide.

De este modo queda demostrado.

Hasta el momento hemos mencionado dos superficies minimas importan-
tes, la catenoide y la helicoide. Vale la pena senalar que estas superficie son
hométopas.
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lo

Figura 1.12: Proyeccion de ly y [y en II.

Al parametrizar tales superficies utilizando las coordenadas (u, v), tene-
mos que para la catenoide la formula es:

cosh u cosv
r1(u,v) = ¢ coshusenv
u
mientras que para la helicoide:
senh u sen v
ro(u,v) = ¢ —senhwucosv
v

Por lo que, la homotopia que las une es
r(u,v,a) = cosar(u,v) + senary(u, v)

como se puede verificar directamente (véase la figura 1.13).

1.6. La ecuacion de una superficie minima

Ahora generalizaremos el problema de encontrar superficies minimas. Si
M es una superficie minima dada como la grafica de una funcionz = f(z,y),
donde f: Q) Cc R? — R.

. Existira algun modo de identificar tales funciones cuya grafica sea una
superficie minima?
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Figura 1.13: Homotopia entre la helicoide y la catenoide

Sea 0y C  un subconjunto compacto y consideremos la familia de fun-
ciones

Z = ft(x7y> = F($7y7t)
con fO(ﬂf,y) = F($7y70) = f(x,y) y ft($7y) = f(:v,y) para (x,y) € K* donde

K =[—a,a] x [=b,b] C Q.
Si designamos por M; a la grafica de f;, en tal caso el area de M; esta

dada por
A@:/,h+@+@@@
Qo

La funcional A : I € R? — R es una funcién de variable real. De este
modo, para una superficie minima tenemos necesariamente que A’(0) = 0.

Por un lado, tenemos las igualdades

d
A0) = /QO 7 L+ F2 + F2|i=odzdy,

d Fy + f,Ft
LN Fe g R, = Lt il
at J1+ F2+ F?
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Como

AP a\yirpep) Jiapan

al evaluar la integral se tiene

/ i —wat dxdy = / i —fot dxdy
Q 0 \ \/1+ f2+ f] ROT \ 1+ f2+ f2
= /b /a g L dx | dy
N\

b
o F
f L Ty =0

T A g la—aY
o I+ 2H 2T
De manera analoga procedemos al integrar para el caso

fyFt

VI+ 2+ f2

y uniendo ambos resultados, obtenemos que

Fidxdy

0 . 0
dr \ 1+ +f;) W\ 1+ Z+];
Como A’(0) = 0 y usando el lema fundamental del célculo variacional
encontramos que

8 foc a fy
O (F T2 f5> oy (F E +—f5>
y calculado las derivadas indicadas llegamos a la igualdad
(1 + f;)f;m - Qfxfyfxy + (1 + fg%)fyy =0

A esta ecuacion se le llama la ecuaciéon de superficie minima.
Si M es la superficie dada localmente por la grafica de la superficie

f:DCR* =R z= f(z,y)
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Demos ahora una expresion para la curvatura media de M. Sea r =
(z,y, f(z,y)), entonces

ree = (0,0, fox), Tyy:(()?vayy)’ Tﬂ?y(()?vaxy)
E = 14 F=[f, G=1+f
A(Q_f) (_f:ra_fyal

n = =

BC=DI" fisp+r

P v v fn

GL—2MF +EN (14 ) for = 2fafyfoy + (L + [2) fyy
L+ fi+fy (L+ 2+ £

H =

Si H = 0 obtenemos la ecuaciéon de superficie minima. De este modo
hemos obtenido el siguiente resultado, que puede ser utilizado para definir
una superficie minima:

Si M C R? es una superficie, ésta superficie serd minima si su curvatura
media H es cero.
Solucién a la ecuacién de superficie minima. Superficies de Scherk

Tomemos f(z,y) = ¢(x)+1(y). Al sustituir f en la ecuacion de superficie
minima encontramos

(1+02) e + (14 @2)thy, =0

Por el método de separacion de variables se tiene

_ Paz _ wyy —u
I4+@, 1+42
Y 2
Yyy = a(l+ ¢y)
Sean z = 1, y £ = @y, entonces Z = a(l + 2%) y 1122 = ady. Consecuen-
temente

1
Y = /tan(ay + d)dy = ——Incos(ay + d)Cy
a

Del mismo modo, encontramos que ¢(z) = +1In(cos(az + b)) + ¢;, con
b,c1,Cs y d constantes.
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Por lo tanto,
1 cos(ax +b)

— = D p o\
2= @) ancos(ay+d)+C

Tal funcion esta bién definida en D = {(x,y) € R?/|az| < 7/2, |ay| <
7/2}. A la grafica de tal superficie se le llama superficie de Scherk (véase
figura 1.14).

Figura 1.14: Superficie de Scherk.

Tal superficie puede ser extendida para todoR?. Para ello hay que notar
que las rectas paralelas al eje z que pasan por los puntos con coordenadas
r = =+m/2y y = +£7/2a son fronteras de la superficie y por el resultado de
reflexion de Schwartz podemos extender la superficie.

1.6.1. Generalizaciéon del problema

Sea VV™~! C R™ una hipersuperficie definida mediante la ecuacion V"~ ! :
2" = f(x' 2%+ ;2" 1) donde f : D C R"! — R es una funcién suave,
siendo D un dominio acotado.
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Estudiamos la funcional de area
S(f) =/ |det Aldatda? - da"?
D

donde A = (g;;) la métrica de V"~ heredada por el espacio ambiente.
Lo primero que hacemos sera traducir el lagrangiano L = /|det Alen
términos de f.
L < 0 0L

Ya que n = ”g—gu siendo G = z" — f((z*,22,--- ;2" 1)), entonces

VG = (_fxly —fa2, = fan-1, 1)

y consecuentemente,

n—1

L+ f2
=1

Por lo tanto, el vector normal a V"~ ! esta dado por

VG| =

_frl _fz2 _fac”*1 1

n

VARD Sl ARVARS Sl - NRYAES S il RVARS S
como se muestra en la figura 1.15.
De esta forma, el angulo 6 entre e,, y n(p) satisface que

1

V1+2E! 2

n—1

cosf = (en,n(p)) =

De los cursos de calculo se sabe que sidr es la forma de volumen en

V=1 entonces el area estd dada por

n—1
L+ ) forda'da?® - - da™™
=1

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son

oL <L 9 oL

oft i=1 e afi

=0
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Figura 1.15: Vector normal a la grafica de una funcion .

1 .
con L =1/1+>"7 f2, es decir,

oL oL £

g = =
afl ’ 8fxz /1+Zf;w

Por lo tanto las ecuaciones de Euler-Lagrange (Ostrogradsky)son

0

n—1

i 8' [
i=1 Oz* V31+2 A

De aqui que las superficies que satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange
(Ostrogradsky), se llaman las extremales de S(f) y se denominan también
supeficies minimas.

Hagamos el ejemplo para el caso n = 3. En las coordenadas z,vy, z las
ecuaciones Euler-Lagrange (Ostrogradsky) se transforman en:

(1+fg?)fyy _2fxfyfxy+(1+fy2>fxx:()

=0

llamada la ecuacién de superficie minima.
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Si V! C R” es una superficie suave, la curvatura media de V"1 es
H = 0 si y so6lo si, en un entorno en cada uno de sus puntos la superficie
Vn~! se puede representar en forma de grafica de una funcién extremal para
la funcional del &area.

La demostracion consiste en comparar H = tr(A~1Q) y las ecuaciones de
Euler-Lagrange de la funcional del area paraz™ = f(x!,--- 2" 1).

El problema que hemos analizado es de tipo local. Existe un caso don-
de se plantea una solucion global del problema, llamado el Problema de
Berstein:

;Existe una funciéon f : R? — R que satisfaga la ecuacion de superficie
minima y que esté definida en todo el plano?

Claramente las funciones lineales satisfacen positivamente la pregunta.
Pero, ;seran las tnicas?

La respuesta es afirmativa.

Antes necesitaremos enunciar los siguientes hechos:

1. Sea M? una superficie con una métricads? = Edx? +2Fdzy+ Gdy con
E F,G cuyos coeficientes son funciones anéliticas. En tal caso existe
un cambio de coordenadas (x,y) — (u,v) en la variedad tal que la
nueva métrica se escribe ds? = A(u,v)(du® + dv?). Tales coordenadas
son llamadas coordenadas isotermas (Teorema de Bers-Beltrami.
Véase Dubrovin et al. [5] y Palmas-Reyes [14]).

2. La aplicacion de de Gauss n : M — S? preserva angulos para las
superficies minimas. Ademés, la imagen directa de M, es decir , la
grafica de f.

3. La proyeccion estereografica Ily;S? \ {N} — C preserva dngulos.

De este modo definimos la siguiente composicion
Myonor:C— M —S?>—=C

como se muestra en la figura 1.16.

La composicion obtenida es una aplicacion C en C la cual es entera.
Ademas, es acotada porque la imagen n(M) esté en la parte superior de S2.

Por el Teorema de Liouville tal aplicacion es constante y por lo tanto la
aplicacion de Gauss también es constante.

Esto significa que M solo tiene un vector normal constante n y por lo
tanto M es un plano. Esto prueba la afirmacion.
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v v
r < >
> ]\ [ n ™ /,]
1
s? U

Figura 1.16: Composicion IIy onor.

1.7. Coordenadas Isotermas

Sean © = z(p,q), vy = y(p,q) vy z = z(p,q) las ecuaciones que definen
paramétricamente una superficie bidimensional en R3. Para tal superficie
la métrica es ds* = E(dp)? + 2Fdpdq + G(dg)*. Mediante cambios locales
de coordenadas (p,q) en la superficie la métrica ds* puede ser llevada a
una forma conforme. Mas precisamente, el resultado que Bers y Beltrami
demostraron:

Sean, E, F y G funciones reales y analiticas de (p, q) reales. Se pueden
definir entonces en la superficie nuevas coordenadas locales (realesy y v en
las cuales la métrica ds? adopta la forma ds* = \(u,v)(du® + dv?). Estas
coordenadas se llaman isotermas o conformes.

La demostracion se omite y el lector interesado la puede ver en Dubrovin
et al.[5] o en Palmas-Reyes [14].

El uso de estas coordenadas es de mucha utilidad en el estudio de las
superficies minimas.

Sea una superficie M parametrizada con coordenadas isotermasr(u, v) =
(x(u,v), y(u,v), z(u,v)). En tal caso definimos la cantidad

) Pr 0%
AT—VT—auz—FaUQ
como el Laplaciano de r.
Se afirma que el vector A%r es perpendicular a la superficie M.

Ya que las coordenadas (u, v) son isotermas, tenemos
0 =< Ty, Ty >, < Ty, Ty >=< Ty, Ty >= A

De aqui, < ryuTy >=< Ty, Ty >V > Ty, Ty =< T'uw, Tu >. Estas se obtie-
nen derivando las primeras ecuaciones respecto au y a v respectivamente.
Sumando miembro a miembro estas igualdades se tiene que< A?r,r, >= 0.
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De igual modo obtenemos que < A%r,r, >= 0.

Se definen los armonicos a los radio vectores r(u,v) que satisfacen la
igualdad A?%r = 0.

Si M es una superficie parametrizada por 7(u,v) con métrica ds* =
Au, v)(du® + dv?) y curvatura media H Entonces

A%r = \H,,

Si M es una superficie minima, entonces A?r = 0, es decir, tal parame-
trizacion r(u,v) es armonica.
Para comprobarlo, observermos que de la cadena de igualdades

<A2’f’7 7’L> = <ruua n) + <T’UU> - bll + b12

y de las formas fundamentales
(A0 [ bir bro

b1 + bao
2\

se tiene que
1
H = itr (QG_l) = (

Consecuentemente, A%r = 2\Hn.

Particularmente, si M es una superficie minima entonces H = 0 y por lo
tanto r(u,v) es una parametrizacion armonica.
Esto termina la prueba.

1.8. Vectores y operadores complejos

Sea M C R? una superficie con coordenadas (u,v). En tal caso sabemos
que la base del espacio tangente T,M es {%, %} y que la base del espacio
dual (T,M)* en el punto p € M es {du,, dv,}. Mas aitn

0 0 0 0
du, (a%+b%> =a y dv, (a%%—b%) =0

La discusion anterior puede ser llevada al caso cuando se tiene una variable
compleja en lugar de variables reales.



24 1.8. VECTORES Y OPERADORES COMPLEJOS

Sea f : D C C — C una funcion analitica dada por f(u,v) = 9d(u,v) +
i (u,v).

Siz=x4+1yz=2x—1y, definimos en el dominio D los operadores de

derivacién
90N 0 _1(9 0
u  ov) 0z 2\ou  ov)
Por ejemplo

of 1(0 0 I I AN
@ﬁ(%‘%)“”“”)—z(aﬂav)“(au av>’

lo cual indica que {%, %} , forma una base de T, D para todo p € D.

Del mismo modo, para todo p € D definimos

dz, = du+idv
dz, = du—idv
para p € D. Entonces {dz,,dz,} forma una base de (T,M)*

Diremos que una funcién f : D C C — C es analitica con respecto a z en

D si o7
520

Sea la funcion f : D C C — C. El Laplaciano de la funcién f denotado
como V? o como Af se define mediante la ignaldad
0*f
020z

VZ=Af=4

Sear(z,z) = (z'(z, 2),2%(2, 2), 23(2, z)) la parametrizacion de una super-
ficie minima M, donde z = wu + v, siendo las funciones v y v conformes.
Tenemos que

k k_ ik
Ox Ty — Xy

0z 2

Sea,
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entonces .
0 = Y @) = [l = Inuf? = 2ir, )
k=1
Pero, en virtud de que |r,| = |r,| v de que (ry,r,) = 0 por ser conformes, se
tiene que

or\ 2
(%) -

dp 0*r 7V72r70
0z 0202 4

Ademas se tiene que

De lo anterior se concluye que ¢ es una funcion analitica, es decir, las
funciones
ot
L 0z
son analiticas.

Por esto, la minimalidad de una superficie es equivalente a que su radio
vector sea armonico. Resumiendo esta discusion se tiene el siguiente resulta-
do.

Si M es una superficie con parametrizacion r(u,v) y ¢ = % satisface
©? =0 con z = u + iv, entonces , el que M sea minima es equivalente a que

© sea analitica.

De lo anterior deducimos que

2*(2,2) = cx + 2Re (/ " dz)

siendo ¢, una constante compleja.

Mostramos ahora otras propiedades de la aplicacion de Gauss utilizando
la herramienta que se ha desarrollado.

Tenemos lo siguiente:

Sea M C R? una superficie minima. Entonces la aplicacion de Gaussn es
una isometria que preserva la orientacion de M.

Sea (dn), : T,M — T,,»)S? la diferencial de la aplicacion de Gauss y sea
ds* = \u,v)(du® + dv?®) la métrica conforme en M.
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Ny v

, W

Tu ¥ (dn),
P Ty n(p)

n(p)

SQ

Figura 1.17: Geometria de la aplicacion de Gauss.

Sabemos que |r,|? = |r,|> = X vy que (r,,r,) = 0. Asi que basta probar
que n, y n, son perpendiculares y que tienen la misma longitud (vease la
figura 1.17.

Como (n,n) = 1, entonces al derivar respecto a u, se obtiene (n,,n) =0
y que (N, 1) + (ny, ny) = 0.

Analogamente se obtiene que (n,,n) =0y que (N, n) + (ny, ny) = 0.

Esto implica que

nul? = (s M) = = (N, )
y que
|nv|2 - <nvanv> = _<nvwn>-
Por otro lado, se obtiene también que (n,, n,) = —(nu, n), que (n,r,) =0
y (n,ry,) = 0.

Por lo tanto, al utilizar las ecuaciones para los coeficientes de la segunda
forma se tiene (n,,7,) = — (N, ruw) = b11 Y (N, 7o) = — (N, Tw) = bia.
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De este modo, se obtienen las igualdades

noo— b b
U A u )\ v
noo b ba
v A u )\ v
b? b?
= o) = e
b2 b2
2 12 22
) =  —\Two, =—+ =
el = G, m) = 22 4 2
bi1bia  bi2bag
wy Iy = —\lhw, - +
(N, Ny) (N, M) S 3
La curvatura media H es entonces
b11 + bao
H=——=
2\
Ya que M es minima, se tiene que by; = —boy v de este modo |n,|* = |n,|?

v (ny,n,) = 0 lo que termina la prueba.

Observamos que si (dn), : T,M — T,,;,)S? es la diferencial de la aplicacion
de Gauss, entonces en las bases respectivas {ry,r,} v {n.,n.}, la matriz

asociada es
—bi1 —bi2
—ba1  —ba
lo que implica que la curvatura Gaussiana esta dada por

det < :le :212 )
K — 21 22 ‘

= v

Debido a que M es una superficie minima, se tiene que K < 0 y ya que

A2 > 0, se sigue que
—b11 —bio
det ( by by ) < 0,

lo cual implica que la orientacion dada por el sistema{r,,r,,n} es la misma
que la del sistema {n,,n,, —n}. Mas aian, hemos probado que el area del
cuadrilatero formado en T, M es igual al area de su imagen directa en 7}, S?
multiplicada por — K.
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De los cursos bésicos de variable compleja, se conoce el siguente resultado.
La proyeccion estereografica de la esfera desde el polo norten,

HN282—>C

preserva angulos entre vectores tangentes
Sea M C R3 una superﬁcie minima definida por un radio vector r =
r(u,v) y p = 2 satisfaciendo p? = 0 con w = u+iv . Entonces la aplicacion
de Gauss estd dada por la igualdad

_ o]
o]

Si escribimos [y, r,] = (A!, A% A3) donde

Al = YuZo — Yozu = I (Yo — 1Yy ) (20 + 02,)]
= 4Im(pyp3)

A? = 4Im(ps3p1)

AP = 4Tm(p15,)

entonces
[ru,mo] = 4Im(pa@s, @301, P1602)
17k
= 2|91 p2 @3
Y1 P2 Y3
= 2[p, @]

Como |ry]? = |ru]? = Xy (ry,7,) = 0 se sigue que

‘Tu,Q + ‘Tvl2

— 9|2
5 ||

[ru, 0] = |7au|2 |Tv|2 A=

y consecuentemente,

lo que termina la prueba.

Si (z,y,2) € Sy Iy : {S*\ N} - Cesla proyecci()n estereografica
desde el polo norte N definida mediante (z,y, z) — (1 T ) en virtud del
resultado anterior se tiene que la composicion

E=Ilyonor:C—M —S*—=C
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dada en coordenadas mediante

. - 21Im (2p3)
o]

) 21Im (p3p1)
|o[?

. 21Im (p109)
o[

es analitica.

La aplicacion £ definida arriba tiene la forma:

_ 2 Im (p2p3) + 21 Im (301)

3 -
lo|? — 21Im (p102)

Por otro lado, el numerador de tal expresién es

1 o L
- (p2P3 + ip3P1 — P3P — 101P3)

= @3(P1 +1iP2) — P3(1 + P2).

21m (o@s) + 2 Im (p3p1) =

Consecuentemente,

O+ 03+ 05 = (o1 —ip2) (g1 +ipa) + 95 =0

implica que
2

o1 +igy = —
(1 — i)
Por lo tanto,
S02
2Im (p2@3) + 20 Im (0361) = @3(P1+iPs) + Ps————
(1 — i)
_ ©3[(@1 + i@2) (1 — i) + |p3|?]
P1 — 1P
3 _
= ——— [’ — 2Im (¢152)]
Y1 — P2
Definimos las funciones
2 .
g & [ =1 — iy

o — iy
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Claramente, la funcion f es una funcién anadlitica, mientra que g es
meromorfa.
En otras palabras,

l

A +9%), 03 =fg

1
p=5f1=g"), @ =
Como las funciones @1, s ¥ ©3 son analiticas, entonces el producto fg?
es una funcién analitica.

Al par de funciones complejas g, f : D C C — C obtenidas, siendo f
analitica, ¢ meromorfa y f¢? analitica, les llamaremos la representacion
de Weierstrass de la superficie minima generada por las funciones ¢y, o y

©3-

De este modo hemos demostrado el siguiente resultado:
Sea la pareja de funciones (f, g) es una representacion de Weierstrass en
un dominio U C C para una superficie minima y sean ¢, = %f(l - g%,
@2 =2f(1+¢*) v w3 = f(g) como antes. Entonces la aplicacion de U en R?
dada por
2*(w, w) = ¢, + 2Re (/ gpkdw) , K=123

wo
. . L. . 3 - 2 _ 3 2
determina una superficie minima regular inmersa enR”, siendo (¢)* = > 7 _; ;-

De manera reciproca, sean (u, v) son coordenadas conformes en M y su-
pongamos que U C C esta provista de coordenadas complejasw = u+iv. Sea
r(u,v) el radio vector de M y ¢ = g—; = (¢1, W2, p3). Poniendo f = ¢ —ips
y g = (pl‘f?;m obtenemos la representacién de Weierstrass de una superficie
minima M con dominio U C C. La funcién g es una aplicaciéon de Gauss
de la superficie minima M, si sobre S? las coordenadas estan dadas por la
proyeccion estereografica Ily desde el polo norte V.

A continuacion damos ejemplos de superficies minimas en R3, descri-
biendo su dominio de definicién y el par de funciones analiticas que hacen
una representacion de Weierstrass para cada caso.

1. La catenoide:

UCC\{0}, g(2) =2 [(2)= 5
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2. La helicoide:

UcC\{0}, g(2)=2 [f(2) =
3. La superficie de Scherk

U={:€C|lz| <1}, g(z)=2 /[(2)

4. La superficie de Enneper:

U=C, g(z)=2z2 f(2)=1.

1.9. Conclusion

En este capitulo mostramos que las superficies minimas tienen una curva-
tura media igual a cero y que éstas son las tnicas con esa cualidad. Esto nos
llevé a la Ecuacion de Bernstein y en consecuencia, mostramos que las super-
ficies minimas satisfacen esta ecuacion. Vimos una soluciéon de esta ecuacion,
cuya superficie es la llamada superficie de Scherk. Mostramos que las tGnicas
superficies minimas regladas son la helicoide y el plano. Que las superficies
minimas tienen una parametrizacion que satisface la ecuaciéon de Laplace y
en consecuencia, que éstas aceptan una representacion compleja.



Capitulo 2

Medida de una superficie estable

2.1. Introducciéon

En este capitulo analizaremos y demostraremos el resultado de Barbosa
y do Carmo, para lo que definiremos la segunda variacion I e introduciremos
los conceptos de estabilidad e inestabilidad de una superficie minima. Em-
plearemos el operador de Laplace y definiremos lo que es una funcién propia
y un valor propio. Enunciaremos el resultado de Schwarz y definiremos un
campo de Jacobi. Todo ello de tal manera que podamos deducir el teorema
de Barbosa y doCarmo.

2.2. Estabilidad

A continuacion estudiaremos la estabilidad de las superficies minimas,
para lo cual demostraremos lo siguiente:

Si M C R3 es una superficie minima, D C M? una regién y n la aplicacion
de Gauss en M?. Si el area de la region esférican(D) C S? es menor que 27,
entonces D es estable.

Antes de mostrar que la anterior afirmacién es cierta, es conveniente enun-
ciar algunos resultados que nos seran de utilidad.

Sean, N un campo normal unitario en M, Ay T = V3, el operador
laplaciano en M y K la curvatura de Gauss. Seaw : D — R una funcion tal
que u = 0 en 0D. De este modo se define el campo vectorial normalV = u N
en D. El campo V se dice ser también una variacién normal de la region
D.

33
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La segunda variacion de la funcional del area est4 dada por

J(V,V):/u(—v%mf(u)dM

D

donde dM es el elemento del area inducida por la métrica g;;.

Por otro lado, si I(V,V) > 0 para toda variacion normal v, entonces se
dice que D es una region estable de M. En caso contrario, Si I(V, V) < 0
para alguna variacion normal V', se dice que D es una region inestable.

En adelante, si W2 es una region de una superficie M de dimension dos
inmersa en R?, el operador Ay, = V3%, denotard el Laplaciano en W en la
métrica (g;;) de M.

Se define al conjunto

HD)={f:D—-R|feCy, f(0D) =0}

como el espacio de funciones reales suaves con dominio en D que se
anulan en la frontera.

Un concepto importante en este trabajo es el de valor propio y funcién
propia, los cuales se definen de la siguiente manera:

Un namero real A que satisface

Vu+ =0

para alguna funcion v € H(D) lo llamamos valor propio en D asociado a
la funcién propia u.

A continuaciéon se define el espacio de funciones propias asociadas a la
variacion.

Llamaremos espacio de funciones propias de la variaciéon. al conjunto

P\(D) = {u € H(D)|V*u+ \u =0}

Por otro lado, es bien sabido que los valores propios en D C W satisfacen
las relaciones de orden

O<)\1§>\2§)\3~~'§)\ng...

Vale pena recordar que la métrica <, > estd definida por la forma cua-
dratica g;; mediante || || = \/<,> y que el gradiente de una funcién f en tal
métrica esta dada por

Of

ij
oz’

(grad f) =g
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El conjunto

H'(D) = {u € H(D)|w?, ||gradul|* € (Ip)}

Para toda u € H*(D) se cumple

\ < fD ||grad u|[*dW
e [ udw

La igualdad se alcanza si y sdlo si,u € Py, (D).
Si D C D, entonces A\ > A1, donde \; es el primer valor propio asociado a
Dy A esel correspondlente a D. La igualdad se alcanza si y s6lo si, D =D.
Aqui, dW es el elemento de area inducido por la métrica (g;;) en D.
Para corroborarlo, vemos que siu € Hl(f)), entonces podemos extender
a u en todo D de la siguiente manera:
MMI{ﬁw).ﬁpeq
sipe D\ D
Consecuentemente, H'(D) ¢ H'(D).
Lo anterior, junto con la cota de \;, obtenemos

fDngadu||2dW [5 llgrad ul|>dW
- [5utdW [5 u2dW

A <

Ya que H'(D) ¢ HY(D), se tiene que A\; < ;.
Por otro lado, sea \; = ):1 y siu e P,\}(D>- Ahora definimos la funcién
u € H'(D) mediante la regla de correspondencia

| ap) sipe D
“@»‘{0 sipe D\ D

Al/UQdW:/ ||grad u||*dW
D D

y por el lema 2.2 necesariamenteu € Py, (D). En consecuencia, u es analitica
en Dy D\ D no tiene puntos interiores.

De esta manera
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SiViu+ =0y u€ H(D), entonces A = \; si y solo si, u# 0 en D.

Si asumimos que A = A y que u = 0. Un Teorema de la Teoria de
ecuaciones diferenciales parciales elipticas nos indica que siu(p) =0 con p €
D, entonces u cambia de signo en D. En virtud de esto, se puede afirmar que
existe un D' C D tal que «/|p satisface la ecuacion diferencial VZ,u+ Au = 0

y ulop =0

/ ||grad u||*dW = —/ uViyudW = Al/ w*dW
D D D

D

En virtud del resultado anterior, el primer valor propio\] en D’ satisface
A} < Ap.Por otro lado, debido al Lema 2.2 \] > A; y por la segunda parte
del mencionado resultado D = D’. Tal contradiccion proviene del hecho que

u # 0.

Reciprocamente, astimase que u # 0. Si u; € Py, (D) entonces
/ uViyu dW = —/ < gradu, gradu > dW = / wy Vi udW
D D D
De lo anterior, se tiene que
D

Por la primera parte de la prueba u; # 0 y por lo tanto A = A{, como
habfamos afirmado.
Si ahora, D es un dominio en M, u € H(D) @ = u| g donde

S = {p17p27”' >pl‘K(pl) = 0}

y V = ulN es un campo normal en M. Entonces V' es un campo de Jacobi,

si y solo si,
Agtu+2u=0

Maés atn,

IV,v) = — /D (@sii+ 2005
N

Por el resultado anterior, si M es una superficie minima y n(p) es la
aplicacion de Gauss, entonces se tiene

< dny(§),dny(n) >= —K(p) <&n>
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donde K es la curvatura de Gauss. En tal caso,
V?=-KV%

En virtud de que
—V%u +2Ku =0

entonces
KViu+2Ku=0

y como K # 0 en S entonces V2u +2u = 0 en SN D, pero i = u|gp-
Ademaés

V.V) = — / w(—Au + 2K 0)dM

y sustituyendo la misma cantidad encontramos finalmente

I(V,V)=— / Agi + 20°dS
bns

con dS = —KdM.

A continuacion se enuncia y demuestra un resultado que se debe a Schwarz,
el cual es importante para este trabajo.

Sean, D C M yn: M — S? la aplicaciéon de Gauss tal que n restringido a
D es una aplicaciéon cubriente en n(D) C S2. Si el primer valor propio A; del
Laplaciano V% en n(D) satisface ser menor que 2, entonces D es inestable.

Lo anterior puede verificarse si consideramos u € Py, (n(D)), entonces
V%u +AMu=0y u‘a(n(p)) =0.

Como n(D) es una aplicacion cubriente, entonces n(0D) = d(n(D)). La
funcion f =uon : D — R satisface Vf + X\ f = 0 en DN S ademés de que
f>0en Dy flop =0.

Ahora definimos V = fN y f = f|D N S. Entonces

I(V,V) = —/ (fVEf+2f2)dS = N f2dS —2 f2ds

Dns Dns Dns

Por hipotesis, Ay < 2 y por lo tanto, para el campo normal dado V' se
tiene que I(V, V) < 0, lo que nos indica que D es inestable.

Consideremos la aplicacionu : S* — R definida por la regla u(z, y, 2) = 2.
Definamos también el conjunto H = {(z,y,2) € S?|z > 0}. En tal caso
ulg > 0y u(0H) = 0. Por el Lema 2.2 se deduce que \;(H) = 2 y con la
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V:aN AAA

Figura 2.1: Aplicacion de Gauss.

ayuda del Teorema de Schwarz 2.2 se sigue que si la aplicacion de Gauus es
inyectiva y D C M es un dominio tal que n(D) cubre un hemisferio, entonces
D es inestable.

Ahora bien, si M es una superficie minima:

1. Sea D C M una region de M y N un campo vectorial normal a M.
Diremos que el campo u/N con u : D — R es un campo de Jacobi si y
solo si u satisface la ecuacion diferencial

—V®u+2Ku=0

2. Una frontera 0D de un dominio D C M se llama frontera conjugada si
existe un campo de Jacobi no cero tal que se anula endD. Mas atn, si
no existe D’ C D con D’ # D tal que 0D’ es una frontera conjugada, la
frontera de D, es decir, 0D, es llamada la primera frontera conjugada.
La multiplicidad de una frontera conjugadadD es el nimero de campos
de Jacobi linalmente independientes en D que se anulan en dD.

La multiplicidad de una primera frontera conjugada en una inmersion
minima & : M — R3 es igual a 1.
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Sea el conjunto
p={u:DCM—R|—Vu+2Ku=0,ulpp =0}

donde D C M de tal forma que 0D es la primera frontera conjugada. Defi-
nimos la transformacion lineal ¢(u) = u(p) donde p € D esté fijo. Se afirma
que u(p) = 0 solamente si u = 0. De lo contrario, si u(p) = 0 siendo u # 0,
estd funcion cambiaria de signo y 0D no serfa la primer frontera conjugada.
Como kern ¢ = {0} se tiene que @ es inyectiva, Por lo tanto es un isomorfis-
mo, lo que significa que R es isomorfo al conjunto p y dim 4 = 1. Esto acaba
la prueba.

Ahora si, tenemos todos los elementos necesarios para demostrar la pri-
mera afirmacion hecha en este capitulo.

Primero asumiremos que D C M no es estable para conseguir una con-
tradiccion.

Si D no es estable, esto implica que el I(V,V) < 0 para algin V' = aN
donde a : D — R es una funcién suave que satisfacea(9D) = 0. En virtud del
Teorema del Indice de Morse (véase Smale [16]), existe un dominioD’ C D
tal que 0D’ es una primer frontera conjugada. De este modo, se deduce que
hay un campo de Jacobi J = ul, tal que J|sps = 0 donde u € C%, cumple la
relacion —V?u + 2Ku = 0, siendo u una funcién positiva y u|pp: = 0, como
lo muestra la figura 2.2.

Bajo estas condiciones, construimos una funciéon f : n(D’) — R tal que
feH (n(D))y

/ lgrad flPas <2 [ p2ds

(D7) n(D’)

En virtud de toda la discusién anterior se tiene que

Por otro lado, es un hecho conocido que dentro de todos los dominios
esféricos de 4area igual el que minimiza el primer valor propio es la gorra
esférica

Asi, sea C' una gorra esférica con

rea C = rea (n(D')) < 2w
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oD

Figura 2.2: Construccién del Campo de Jacobi.

Si H es un hemisferio se tiene que A\;(H) = 2, por toda la discusion
anterior, podemos garantizar la siguiente desigualdad:

M (n(D') > \(C) > 2

lo cual contradice la primer desigualdad y por lo tanto conduce a una con-
tradiccion al suponer que D’ es inestable.

Notese que la curvatura k es cero en sélo puntos aislados de M, debido
a la anti-analiticidad de la aplicacion de Gauusn. A tales puntos les llama-
remos de ramificacion. La aplicacion n se dird un cubriente ramificado en
una vecindad de cada uno de estos puntos y el nimero de ramas es llamado
multiplicidad de la rama en el punto. Por la compacidad de S?, s6lo existe
un nimero finito de puntos ramificados.

Por otro lado, si p no es un punto de ramificacion, entonces n es un
difeomorfismo local y tiene multiplicidad uno.

Sean q € n(D') y el conjunto

n_l(Q) M D_/ = {p17p27p37 e 7pnq7}

siendo «; la multiplicidad de p;.



CAPITULO 2. MEDIDA DE UNA SUPERFICIE ESTABLE 41

Se define la funcion f : n(D’) — R mediante la regla de correspondencia

flq) = 232 iu(p;)

Ya que v > 0 en D'y u(dD') = 0, la funcién f es positiva en D' y
f(On(D")) = 0 (véase la figura 2.3).

n(D)

S‘Z

o

Figura 2.3: Construcciéon de la funcion f.

De ahora en adelante u = 0 fuera de D’ y a tal extension se le seguird
llamando, sin pérdida de generalidad, igualmente u.

La funcién f es continua en n(D’).

La afirmacion anterior es cierta, pues si ¢ € n(D’), entonces existe una,
vecindad de ¢ U C S? de tal forma que

n_l(U) = U;LilUj

donde U, NU; = para k # [, donde U; C M J = 1,2, cdotsn, son las compo-
nentes conexas de n=(U) siendo aderhas n™*(q) = {p1,p — 2, cdots, p,,, }.
Vale la pena notar que
n

Ui\Mpi}
es un cubriente de U \ {¢} y denotamos por «; > 1 la multiplicidad del
cubriente.

Ahora definimos las funciones f; : U — R mediante las reglas de corres-
pondencia:

gy au(p;)  sig=gq
@={ sty "dits

u S
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donde n71<Q) N UZ = {ﬁ1i7ﬁ2i7 e 7ﬁjz}
Observamos que claramente

flo; =%fi

Para demostrar la continuidad de f demostraremos la continuidad de
cada f;. Para ello, podemos suponer que la vecindad U inicalmente escogida
es normal. Sea L un rayo geodésico que parte de ¢ hasta la frontera OU. Ya
que n es un cubriente, se puede definir una inversa local de la aplicacion de
Gauss, dada por

n;' U\ L—U;

donde fi|U\L = Xuo0 n;]l La figura 2.4 ilustra esto.

pi

M 52

Figura 2.4: Continuidad de la funcion f.

Ya que u = 0 fuera de D’ cada f; es continua en U \ L. En virtud de
que L es arbitraria, se sigue que f; es continua en U \ {¢}. Para una eleccion
adecuada de L se tiene que

lim > u o ni_jl
G—aq

= am(pi)
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lo que demuestra la continuidad de f; y termina la prueba de este resultado.

Sea {q1, 42, * * Gm, } €l conjunto de valores en n(D’) imagenes de los puntos
ramificados en D’ y considerénse
361,362,... ,B™

€

discos geodésicos centrados en ¢; de radio € que no se intersectan como lo
muestra la figura 2.5.

Dl

M S?

Figura 2.5: Construccion de T..

Definimos
T. = n(D') \ n(dD") \ U, B;

Existen R;; C T, conjuntos abiertos ajenos y simplemente conexos tales
que

1. Si g € R;j, entonces n='(q) N D’ tiene j elementos.

3. n_l(Rjk = U'l]:]_Rjk;l donde R;i; son abiertos ajenos por pares. Ademas,
n|g,, es un difeomorfismo sobre Rj.
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Verifiquémoslo:
Si
T, ={q€T.|n*(g)N D" tiene j elementos }

la aplicacion de Gauss n es un difeomorfismo en n=(7,)N D', de lo que se
sigue que 7T es abierto. Sean T}, con k = 1,2, - - - n; las componentes conexas
de Tj. Si Tj;, no es simplemente conexo, es posible cortar a lo largo de curvas
para obtener conjuntos R, que si lo son.

Por construccion, T, = URj;. Llamémosle R;;; a las componentes conexas
de n"'(Rjx) N D'. De lo anterior, n es un cubriente.

Si U C M es un conjunto abierto, conn un difeomorfismo ||d(uon™")||% =
% dul?

Sea e, e un sistema ortonormal en un punto y Wy, W5 un sistema en el
espacio dual y dn = (h;;) la segunda forma fundamental. Como es minima

hll +h22 =0 y hlg = hgl. Adémas sea du = a1W1 +052W2 = (Oél 042) <Zl) .
2
hll h12 —1 1 h22 _h12
dn = dn) ™t =~
" <h21 h22> - (dn) kE\—ha hn
_ 1 h —h 1
du o dn 1 = — (Oél Oég) ( 22 12> = *(Oélhgg — 042}7/12 — Oélhgl — &thz)

k —hg1 hn k

Por otro lado

1
ld(uwon )| = 12 [(a1has — ashia)? + (—arhor — ashas)?]

1
= ﬁ(a% + o3)(h3y + hiy)

1
= —p(ai+a))

k
1
— —ldul

Por el resultado anterior, se tiene la aplicacion nj, = n|Rjkl la cual es
invertible con inversa n]_kll : Rj, — Rjj,. Por continuidad, la podemos extender
hasta Rj. Observemos que flr,, = 2 uo n;kll conl =1,---,j. Como es
diferenciable en D'y Rjx no tiene puntos de ramificacion, f es diferenciable
en Rjk-

Con lo siguiente, se termina la prueba del resultado principal de este
capitulo (2.2).
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||gradf||?dS < 2/ £2dS
D_’ ]j/
Basta demostrar
h’m/ |df||?dS <1lim?2 [ f*dS
0T =0 Jr.
Desarrollando el lado izquierdo de la desigualdad, encontramos que

[ Naipds =3 [ laipas =Y [ 1Y dtwongiipas
T jk YRk ik Y Bk
=3 [ S ldtwo i +1
ik Y Rik
donde

]_Z/ Z uonjkr uon]ks»dSrs—l ]

r<s

por el Lema anterior y debido a que dS = —KdM, tenemos:

3 / ld(uonb)|ds = 3 / dul[2dM
] Rj ] Rk

y sea el conjunto
D6 = nfl(UtBi)

esto implica que D'\ D, = Uﬁ’jkl

f s =32 [ varane 1= [ paupant +

e

Por otro lado

/de Z/ Zuonm )2dS = Z/ uonkl )2dS + 11
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donde

H:Z/R QZ(uon]fkﬁ,ouon;kls)dS rs=1-,j
ik Y Bk

r<s

2 TEdeS:_QZ/R

gkt Y Bkt

> KudM + 211 = —/ 2Ku*dM + 211
D'\ D,



Capitulo 3

Conclusiones

En este trabajo hemos realizado un analisis de la estabilidad de superfi-
cies minimas utilizando el formalismo de la geometria diferencial, mostrando
que la relaciéon entre matemdéticas y fisica es indisoluble. Se ha analizado la
estabilidad de las superficies minimas, utilizando los principios establecidos
por Barbosa y do Carmo.

Como vimos, es necesario aprender toda esta herramienta matemética
para aprender fisica, ya que ésta nos permitird comprender de mejor manera
los fenémenos fisicos. La relacién entre fisica y matematicas es indisoluble
porque sin el uso de las matemaéticas no se pueden comprender los fendémenos
fisicos. Por ejemplo, sin la geometria diferencial, no podriamos comprender
la nueva visiéon de la mecéanica o la relatividad general. Es por ello, que las
matematicas y la fisica mantienen una relacion indisoluble.

Si no estudiamos geometria diferencial, no podemos entender las super-
ficies minimas y en consecuencia no podemos entender ciertos sistemas me-
canicos y las construcciones de naves y edificios serian dificiles de estudiar y
no podriamos trabajar con ellas y mejorarlas consistentemente.

Mencionamos que Barbosa y do Carmo no solamente han publicado este
teorema como criterio de estabilidad de las superficies minimas. La actividad
en este area es intensa, en la cual han publicado otros resultados sobre este
tema.

El lector interesado en el tema y que quiera seguir desarrollandolo, puede
tomar esta tesis como punto de partida.

Aqui demostramos el teorema de Barbosa y do Carmo, para lo cual,
utilizamos el laplaciano, sus valores y funciones propios, los campos de Jacobi,
el principio de Schwarz y finalmente la segunda variacion, que en otros textos

47
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se conoce como indice.
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