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Capítulo 1

Introducción

E n las últimas décadas, los trabajos en el estudio de vibraciones se limitaban a la identificación
de las frecuencias fundamentales y algunos sobretonos y combinaciones, esto debido prin-

cipalmente a que las técnicas experimentales con que se contaba no generaban espectros de alta
resolución [1]. Con el advenimiento de nuevas técnicas espectroscópicas ha sido posible identi-
ficar estados vibracionales en la región de altas energías de moléculas poliatómicas [2]. A medida
que la energía se incrementa, la densidad de estados moleculares aumenta rápidamente, por lo
que es de esperarse un espectro de características complejas. Sin embargo, los trabajos experi-
mentales muestran en muchos casos regularidades inesperadas que no se pueden entender con
la teoría de vibraciones moleculares basada en modos normales, pero que pueden comprenderse
en términos de modos locales interactuantes. El concepto de modos locales está basado en vibra-
ciones localizadas y la base que se emplea para diagonalizar el Hamiltoniano vibracional consiste
en el producto directo de un conjunto de osciladores locales asociados a las coordenadas internas
de la molécula [3, 4].

Uno de los resultados sorprendentes es la simplicidad de los modelos locales para explicar
las regularidades (dobletes de estados) a altas energías. El primer modelo con éxito consistió en
considerar los grados de libertad de tensión como osciladores de Morse a orden cero, con una in-
teracción cuadrática en los momentos y coordenadas tratada en la aproximación armónica. Este
modelo fue propuesto por Child y Lawton y es conocido como modelo de osciladores anarmóni-
cos acoplados armónicamente [3, 5]. Se consideran osciladores de Morse debido a que incorpora
las principales propiedades de un sistema diatómico; anarmonicidad y disociación. El éxito de
este modelo en moléculas triatómicas condujo a su aplicación a sistemas más complejos como el
metano, en donde se asocian a las flexiones osciladores armónicos locales [6].

Los principales métodos para describir los grados de libertad vibracionales de sistemas mole-
culares, en particular para moléculas rígidas y semirrígidas, están basados ya sea en un esquema
normal o uno local [4]. Si bien el uso de una base normal explica adecuadamente la estructura es-
pectral a bajas energías de los sistemas en los cuales las masas de los átomos involucrados son muy
parecidas, resulta inadecuado cuando existe una diferencia apreciable entre las masas que consti-
tuyen la molécula, e incluso cuando se estudian moléculas en estados de excitación alta. En este
último caso los modelos basados en un esquema local han resultado ser apropiados [3, 5, 6, 7, 8].

1



En contraste, los modos normales resultan ser inadecuados ya que en ellos no se contempla el
umbral de rompimiento (la base contempla únicamente estados ligados).

Aunque la descripción vibracional en términos de osciladores de Morse interactuantes puede
llevarse a cabo en el epacio de coordenadas y momentos, también puede efectuarse en una repre-
sentación algebraica. Los métodos algebraicos han sido ampliamente usados en la asignación de
líneas espectrales por los espectroscopistas experimentales, ya que permiten construir Hamilto-
nianos efectivos que aislan en forma precisa las interacciones, todo esto en una base armónica en
el esquema de modos normales. La ventaja de esta base es que permite obtener mediante teoría
de perturbaciones los parámetros espectroscópicos en términos de de las constantes de fuerza
[9, 10], pero como se mencionó, a altas energías se torna inadecuada. Las ventajas de los métodos
algebraicos y el éxito de los modelos locales estimuló la propuesta de modelos algebraicos basa-
dos en osciladores anarmónicos. A principios de los años ochenta, Franco Iachello y colaboradores
propusieron el modelo U (4) para describir algebraicamente las vibraciones y rotaciones de molé-
culas diatómicas [11]. Este modelo fue una consecuencia directa de la exitosa aplicación de este
tipo de modelos en física nuclear [12] y está basado en el corte del espectro armónico mediante
la adición a los bosones físicos de un bosón extra, de tal forma que para ν grados de libertad el
álgebra u(ν+ 1) se convierte en el álgebra dinámica del sistema [13]. El modelo U (4) fue exten-
dido con relativo exito al caso de moléculas poliatómicas lineales [14]. Debido a su complejidad
y a los problemas en su aplicación en sistemas no lineales, este modelo se abandonó por el lla-
mado modelo SU (2), el cual asigna una de estas álgebras a cada coordenada interna [15, 16, 17].
Durante algunos años este modelo fue aplicado en el esquema de Hamiltonianos efectivos, hasta
que recientemente se estableció su conexión con los operadores de creación y aniquilación de las
funciones de Morse [18]. Un trabajo similar para el potencial de Pöschl-Teller permitió describir
en forma unificada dentro del esquema SU (2) los modos de tensión y flexión dentro y fuera del
plano, como en el caso del formaldehído [19]. Esto último cambió la perspectiva de aplicación de
este tipo de modelos algebraicos, pues en lugar de limitarse al uso de Hamiltonianos efectivos, se
amplió su aplicación al cálculo de constantes de fuerza.

Poco después de la propuesta del modelo U (4), F. Michelot y J. Moret-Bailly propusieron la apli-
cación del álgebra dinámica u(ν+1) para la descriprión vibracional de moléculas con ν coorde-
nadas locales equivalentes [20]. Una descripción completa se obtiene a través del producto direc-
to de álgebras su(ν+1) para cada conjunto equivalente de osciladores. El modelo fue propuesto
dentro de la teoría de grupos continuos, limitado a la propuesta de Hamiltonianos efectivos sin
ninguna conexión con el espacio de configuraciones. Posteriormente Iachello y Oss plantearon
este mismo esquema para el estudio de osciladores equivalentes en la descripción de modos de
flexión de moléculas poliatómicas [21] . Las limitaciones de este tipo de modelos, junto con su
efectividad en la descripción de espectros vibracionales en regiones altas de energía, estimula-
ron la investigación de su conexión con el espacio de coordenadas y momentos. En la primera
parte de esta tesis se propone precisamente esta conexión para el caso de moléculas no lineales.
En particular se estudian las moléculas piramidales de la estibina y la arsina. Estas moléculas re-
presentan un claro ejemplo de los dobletes de energía que aparecen a excitaciones altas. En este
trabajo se parte de la descripción tradicional en coordenadas y momentos, para posteriormente
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Capítulo 1. Introducción

introducir su realización en términos de operadores de creación y aniquilación que permite es-
tablecer su correspondiente representación algebraica. Este procedimiento es sumamente útil, ya
que establece una correspondencia uno a uno entre las intercciones de la representación alge-
braica y las correspondientes interacciones de los esquemas tradicionales, permitiendo además el
cálculo de intensidades de transición. Así pues, con este trabajo se hace posible tomar ventaja de
los modelos algebraicos U (ν+1) en regiones de excitación alta, pero al mismo tiempo mantenien-
do su equivalencia en el espacio de configuraciones, lo cual permite el cálculo de superficies de
energía potencial, tan importantes al establecer propiedades de enlace y predicción de especies
isotópicas.

El análisis de sistemas vibracionalmente excitados también puede verse desde el punto de vista
de la dinámica, en particular de las colisiones moleculares. El estudio de las colisiones moleculares
resulta atractivo desde el punto de vista tanto teórico como experimental, [22, 23, 24, 25], por lo
que es importante establecer modelos que permitan describir colisiones en forma confiable. En
particular la colisión colineal entre un átomo y una molécula diatómica (diátomo) ha jugado un
papel muy importante en el proceso de entender la dinámica de reacciones así como para evaluar
diferentes aproximaciones. La colisión de un átomo con un diátomo se ha estudiado tanto desde el
punto de vista clásico como cuántico [26, 27, 28, 29]. En particular se obtivieron cálculos mecánico
cuánticos para el caso de potenciales de enlace armónico [30] y Morse [31]. Como existen diferen-
cias significativas entre los dos potenciales el análisis de este sistema se ha vuelto de fundamental
importancia para evaluar diferentes aproximaciones, entre las que podemos destacatar la aproxi-
mación semiclásica [32, 33, 34, 35, 36].

Entre las diferentes aproximaciones semiclásicas, es común adopatar el caso en el cual el mo-
vimiento de traslación es tratado clásicamente, mientras que los grados de libertad vibracionales
se describen cuánticamente. En esta aproximación el Hamiltoniano del sistema átomo-diátomo
se sustituye por un oscilador forzado dependiente del tiempo cuya solución se propone en tér-
minos de un desarrollo de las funciones propias independientes del tiempo del oscilador, para
posteriormente resolver el sistema de ecuaciones diferenciales que se derivan de la ecuación de
Schrödinger. Una aproximación alternativa a la anterior es usar álgebras de Lie [37] mediante el
formalismo del operador de evolución [38]. Esta aproximación es viable cuando el potencial de
interacción puede ser aproximado como combinación lineal de los elementos de un álgebra. En
este caso se tiene la ventaja de que el operador de evolución puede escribirse como producto de
elementos del conjunto que esta álgebra genera [39].

Los métodos algebraicos han sido usados ampliamente cuando se considera un oscilador ar-
mónico para el diátomo. En este caso el potencial de interacción se desarrolla en términos de la
variable interna del diátomo para así obtener un Hamiltoniano dependiente del tiempo. Cuando
sólo se considera la contribución lineal se dice que estamos dentro de la aproximación de oscila-
dor armónico lineal forzado (linearly driven harmonic oscillator LDHO por sus siglas en inglés).
Las contribuciones cuadráticas tienen términos que pueden ser factorizados con el Hamiltonia-
no derivado de la aproximación lineal. Cuando estos términos se incluyen, pero sólo se mantie-
nen términos lineales en la aproximación, ésta recibe el nombre de aproximación de oscilador
paramétrico lineal forzado (linear driven parametric oscillator LDPO). Finalmente cuando todas la

3



contribuciones hasta orden cuadrático se toman en cuenta la aproximación se conoce como osci-
lador paramétrico cuadrático forzado (quadratically driven parametric oscillator QDPO). Cuando
la molécula diatómica se aproxima en términos de oscilador armónico y se aplica un esquema al-
gebraico, no es posible ir más allá la aproximación QDPO, pero puede mejorarse usando teoría de
perturbaciones [40] o bien usando una aproximación intermedia donde parte se trata algebraica-
mente y parte a través de un conjunto de funciones de oscilador armónico [41].

En el estudio de colisiones en la aproximación semiclásica la trayectoria clásica debe consi-
derarse con cuidado ya que el tratamiento no es único. Una posibilidad ampliamente usada [42],
consiste en considerar la trayectoria clásica considerando al oscilador en reposo con una veloci-
dad de la partícula que colisiona correspondiente al promedio de su velocidad inicial y velocidad
final de colisión [42, 43]. Esta aproximación tiene la desventaja de que el operador de evolución no
es unitario y consecuentemente no proporciona la función dependiente del tiempo. En contraste,
tiene la ventaja de que permite reproducir de forma razonable las intensidades de transición exac-
tas calculadas cuánticamente [43]. Una alternativa es obtener la trayectoria clásica en el límite de
átomos unidos. Esto nos permite mantener la unitariedad en el operador de evolución tomando
un promedio del potencial de interacción sobre todos los estados de referencia. En este caso los
resultados no son comparables con los cálculos cuánticos, pero son bastante buenos cuando se
comparan con los resultados semimiclásicos exactos [44].

Como los efectos anarmónicos son importantes, se ha prestado especial atención a la descrip-
ción de la colisión átomo-diátomo cuando se modela mediante un oscilador anarmónico, en espe-
cial a través de un oscilador de Morse. Gran parte de los esfuerzos por considerar un potencial de
Morse se han enfocado en agregar términos anarmónicos al potencial armónico [41, 45, 46, 47].
Desde el punto de vista algebraico destaca el trabajo de Levine quien considera de principio un
potencial de Morse a través del álgebra su(2), aunque en forma cualitativa [48, 49]. Más tarde, en
varios trabajos [50, 51, 52, 53] se presentó en más detalle la dinámica de este sistema dentro del
equivalente de la aproximación LDMO, aunque sin una comparación detallada con los resulta-
dos cuánticos exactos. Estos trabajos están basados en el isomorfismo existente entre el oscilador
armónico en dos dimensiones y el potencial de Morse [54]. Dentro de este esquema la correspon-
decia entre el álgebra su(2) y el espacio de configuración no era clara y consecuentemente los
modelos no proporcionan valores comparables con los resultados cuánticos exactos.

Recientemente en una serie de trabajos [55, 56, 57, 58], se estableció la realización en coorde-
nadas y momentos en términos de los operadores de creación y aniquilación de las funciones de
Morse, hecho que permitió formular el problema en el espacio de configuración y posteriormente
introducir una realización algebraica a fin de tomar ventaja de las técnicas algebraicas [54, 59].
De esta manera se puede establecer una correspondecia uno a uno con los métodos tradicionales
anteriormente desarrollados. Como segunda parte de esta tesis, se propone un modelo algebraico
para la descripción de la colisión átomo-diátomo en donde la molécula se trata cuánticamente
en términos de un oscilador de Morse y el movimiento relativo entre el proyectil y la molécula se
describe clásicamente. La idea fundamental consiste en desarrollar el potencial de interacción en
términos de los generadores del grupo dinámico del potencial de Morse y determinar los coefi-
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Capítulo 1. Introducción

cientes dependientes del tiempo mediante un criterio de minimización. Un ingrediente adicional
de fundamental importancia es la introducción del operador de densidad, lo cual no sólo permite
efectuar la descripción en forma exitosa sino que amplia las posibilidades del modelo al tomar
en cuenta efectos termodinámicos. Finalmente, las probabilidades de transición se expresan en
forma cerrada en términos de una función d j

mm′(β) de Wigner. Es importante mencionar que esta
segunda parte de la tesis se desarrolló en colaboración con la Universidad de Sevilla, con los Drs.
José Miguel Arias Carrasco y Joaquín Gómez Camacho.

Esta tesis está estructurada de la siguiente manera. En el capítulo 2 se presenta un resumen
de la aproximaciones que se toman en cuenta al describir vibraciones moleculares. Esto tiene el
propósito de enmarcar apropiadamente el problema de vibraciones. Una amplia revisión del tema
se puede encontrar en la tesis doctoral de Roberto Bernal Jaques [60]. Este capítulo no tiene una
incidencia directa sobre el desarrollo de la tesis, por lo que en principio podría omitirse.

El capítulo 3 tiene el propósito de presentar las características esenciales de los modelos al-
gebraicos, haciendo énfasis en sus ventajas y carencias, además de su capacidad para describir
espectros vibracionales en regiones de energías asociadas a niveles altamente excitados. Se ana-
lizan los modelos formulados en términos de una base armónica, los basados en potenciales de
Morse, y aquéllos formulados en términos de grupos unitarios U (4) y U (ν+1). Es un capítulo de
revisión que prepara el camino para el desarrollo del tema de tesis.

En el capítulo 4 se presenta el desarrollo de uno de los objetivos de la tesis, el de la reformu-
lación del modelo U (ν+ 1) para describir excitaciones vibracionales de moléculas poliatómicas.
Se identifican operadores b̂†

i (b̂i ) que forman parte del álgebra su(2) para cada oscilador y que en
el límite armónico se reduce a los operadores bosónicos de oscilador armónico. Esto permite es-
tablecer el isomorfismo entre las interacciones del modelo algebraico y las que aparecen en los
métodos tradicionales en coordenadas y momentos. Además permite establecer un método sis-
temático para el cálculo de probabilidades de transición dipolares.

En el capitulo 5 se presenta el análisis vibracional de moléculas piramidales, la estibina y la ar-
sina, en el marco del modelo U (ν+1). Basándonos en la nueva reformulación del modelo presen-
tada en el capitulo anterior, se genera el Hamiltoniano en el espacio de configuración y posterior-
mente se obtiene su realización algebraica en términos del grupo dinámico U (4)s×U (4)b, donde s
y b se refiere a los grados de libertad de tensión y flexión respectivamente. Esta aproximación nos
provee de una forma natural de establecer la conexión entre los parámetros espectrosópicos y las
constantes de fuerza .

El capítulo 6 está dedicado a un modelo general para calcular las probabilidades de transi-
ción en colisiones colineales entre moléculas. Se analiza en detalle el caso de la colisión entre un
átomo y una molécula diatómica. Como veremos el modelo genera resultados altamente satisfac-
torios para los diferentes sistemas en que se presentan cálculos exactos.

Finalmente las conclusiones y perspectivas se presentan en el capítulo 7.
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Capítulo 2

Hamiltoniano molecular

L as moléculas se describen en términos del movimiento de electrones y núcleos de los áto-
mos que las forman de acuerdo con las leyes de la mecánica cuántica. Aunque su descripción

es muy complicada, es posible adoptar una aproximación, la cual permite separar los grados de
libertad electrónicos de los nucleares del sistema. Esta aproximación fue propuesta por Born y
Oppenheimer en 1927 y aplicada a la molécula de hidrógeno por Heitler y London en ese mismo
año [61]. La solución al problema de vibraciones moleculares está basada en dicha aproximación,
por lo que en la siguiente sección se le presentará especial atención. Una vez separados los gra-
dos de libertad electrónicos de los nucleares se establecerá el Hamiltoniano nuclear, el cual está
dado en términos de los ángulos de Euler y las coordenadas normales. Este Hamiltoniano puede
obtenerse de dos maneras, ya sea a través de la descripción clásica o bien mediante la obtención
directa del Hamiltoniano cuántico [62]. En este trabajo se expondrá el procedimiento que parte de
la descripción clásica [63]. Una vez obtenido el Hamiltoniano nuclear cuántico se analizarán las
aproximaciones que permiten desacoplar los grados de libertad rotacionales de los vibracionales,
así como las condiciones bajo las cuales el término de acoplamiento rotación vibración se mini-
miza. Es preciso mencionar nuevamente que este capítulo tiene el propósito de establecer el estu-
dio de vibraciones moleculares en el marco apropiado de la descripción molecular, sin que forme
parte fundamental en el desarrollo de esta tesis.

2.1. Aproximación de Born-Oppenheimer

Consideremos una molécula constituida de λ partículas, de las cuales tenemos N núcleos y
por tanto λ−N electrones. El Hamiltoniano molecular de este sistema es

Ĥ = T̂ + V̂ , (2.1)

donde T̂ es la energía cinética de núcleos y electrones y V̂ es la energía potencial que, como
aproximación consideraremos consiste de las interacciones puramente electrostáticas entre las
λ partículas. En un sistema de referencia de laboratorio la energía cinética está dada por

T̂ =−ħ2

2

λ
∑

r=1

1

mr

(

∂2

∂X 2
r
+ ∂2

∂Y 2
r
+ ∂2

∂Z 2
r

)

, (2.2)
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sección 2.1 aproximación de born-oppenheimer

donde (Xr ,Yr , Zr ) y mr son las componentes del vector de posición Rr y la masa de la r -ésima
partícula, respectivamente. Con el fin de separar la energía cinética traslacional, pasamos del sis-
tema de laboratorio (X ,Y , X ) a un sistema de ejes de referencia (x, y, z) paralelo al sistema de labo-
ratorio con el origen en el centro de masas molecular R0. La ecuación correspondiente a la energía
cinética referida a este sistema de coordenadas es

T̂ = T̂C M + T̂ 0 + T̂
′
, (2.3)

donde

T̂C M = − ħ2

2M
∇2

C M , (2.4a)

T̂ 0 = −ħ2

2

λ
∑

r=2

1

mr
∇2

r , (2.4b)

T̂
′ = ħ2

2M

λ
∑

r,s=2
∇r ·∇s , (2.4c)

M =
λ
∑

i=1
mi , (2.4d)

∇2
r = ∂2

∂x2
r
+ ∂2

∂y2
r
+ ∂2

∂z2
r

, (2.4e)

∇r ·∇s = ∂2

∂xr ∂xs
+ ∂2

∂yr∂ys
+ ∂2

∂zr∂zs
. (2.4f)

Lo que hemos conseguido con este cambio de coordenadas es separar la energía cinética en un
término T̂C M que únicamente depende de las coordenadas del centro de masas R0 y términos
adicionales que dependen de las coordenadas r de λ−1 partículas. El siguiente término en el Ha-
miltoniano molecular (2.1) es la energía potencial, la cual sólo depende de las distancias relativas
entre las partículas. Entonces podemos reescribir el Hamiltoniano molecular de la siguiente forma

Ĥ = T̂C M + Ĥi nt , (2.5)

donde
Ĥi nt = T̂ 0 + T̂

′ + V̂ . (2.6)

La ecuación de Schrödinger a resolver está dada entonces por

ĤΨ(R0,r) =
(

T̂C M + Ĥi nt
)

Ψ(R0,r) = EΨ(R0,r) . (2.7)

Como el único término que depende de las coordenadas del centro de masas R0 es T̂C M , podemos
proponer

Ψ(R0,r) =ΨC M (R0)Ψr ve(r). (2.8)

Sustituyendo (2.8) en la ecuación (2.7) y dividiendo entre el producto directo Ψr ve(r)ΨC M (R0)
obtenemos las ecuaciones desacopladas

Ĥi nt (r)Ψr ve(r) = Er veΨr ve(r), (2.9)

10



Capítulo 2. Hamiltoniano molecular

T̂C M (R0)ΨC M (R0) = Etr asΨC M (R0). (2.10)

La última ecuación corresponde al problema de partícula libre cuyas soluciones son ondas planas

ΨC M (R0) =
(

1

2π

)3/2

e i (k·R0), (2.11)

donde k se relaciona con el momento lineal p = ħk. Los valores propios de (2.11) son energías de
traslación de la molécula y están dados por

Etr as =
ħ2K 2

C M

2M
. (2.12)

Hasta ahora hemos logrado separar la dinámica interna de la parte traslacional del problema
original. Lo que sigue es resolver la ecuación de Schrödinger (2.9), lo cual es sumamente compli-
cado, en gran parte porque T̂

′
contiene términos cruzados que involucran tanto a los electrones

como a los núcleos.

Con el fin de separar de la energía cinética las contribuciones de electrones y núcleos se pro-
pone un nuevo cambio de coordenadas. Este nuevo sistema coordenado (ξ,η,ζ) será paralelo al
sistema del centro de masa molecular (x, y, z) y con origen en el centro de masas nuclear RN (con
componentes (XN ,YN , ZN )). El Hamiltoniano rovibrónico en el nuevo sistema coordenado (ξ,η,ζ)
toma la forma [64]

Ĥr ve = T̂ 0
e (re )+T

′
e(re )+ T̂N (RN )+ V̂ (RN ,re ), (2.13)

donde

T̂ 0
e = − ħ2

2me

λ
∑

i=N+1
∇2

i , (2.14a)

T̂
′
e = − ħ2

2MN

λ
∑

i , j=N+1
∇i ·∇ j , (2.14b)

T̂N = −ħ2

2

N
∑

i=2

∇2

mi
+ ħ2

2MN

N
∑

i , j=2
∇i ·∇ j , (2.14c)

MN =
N
∑

i=1
mi , (2.14d)

∇2
i = ∂2

∂ξ2
i

+ ∂2

∂η2
i

+ ∂2

∂ζ2
i

, (2.14e)

∇i ·∇ j = ∂2

∂ξi∂ξ j
+ ∂2

∂ηi∂η j
+ ∂2

∂ζi∂ζ j
. (2.14f)

En este sistema de referencia (ξ,η,ζ) la ecuación de Schrödinger a resolver es

[

T̂ 0
e (re )+ T̂

′
e(re )+ T̂N (RN )+ V̂ (RN ,re)

]

Ψr ve(RN ,re) = Er ve(RN)Ψr ve(RN ,re ). (2.15)
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sección 2.1 aproximación de born-oppenheimer

Este nuevo cambio de coordenadas nos permite separar la energía cinética en una parte nuclear y
otra electrónica. La ecuación (2.15), sin embargo, no es separable, pues el término correspondien-
te a la energía potencial depende tanto de las coordenadas nucleares como de las electrónicas.
Aún así la separación puede llevarse a cabo en forma aproximada, como veremos a continuación.

Empezaremos por introducir la definición

Ĥ0 = T̂ 0
e (re)+ V̂ (RN ,re ). (2.16)

Entonces podemos reescribir (2.15) de la forma
[

Ĥ0(RN ,re )+T
′
e(re )+ T̂N (RN )−Er ve,m

]

Ψr ve,m(RN ,re ) = 0. (2.17)

De (2.14b) y (2.14c) podemos notar que T
′
e(re) y T̂N (RN ) tienen como factor el inverso de la masa

nuclear 1/MN , lo cual permite considerar la suma T
′
e(re )+ T̂N (RN ) como una perturbación al Ha-

miltoniano Ĥ0, éste último con solución Φel ec,n (RN ,re ), es decir

[

Ĥ0 −Eel ec,n
]

Φel ec,n (RN ,re ) = 0 . (2.18)

En esta ecuación las variables dinámicas son las coordenadas re y sus momentos asociados. Como
Ĥ0 no contiene a la energía cinética nuclear, puede considerarse que depende paramétricamente
de los núcleos, es decir podemos obtener la solución de esta ecuación para diferentes configu-
raciones nucleares fijas. De esta manera la función de onda dependerá de las posiciones de los
núcleos.

El potencial V̂ (RN ,re ) involucra las interacciones núcleo-núcleo, núcleo-electrón y electrón
electrón. Se costumbra, sin embargo, extraer las interacciones núcleo-núcleo VNN (RN ) en la des-
cripción de H0. Así pues, de acuerdo con esta convención la ecuación (2.18) toma la siguiente
forma

[

T̂ 0
e (re)+ V̂ (RN ,re )−VNN (RN )−Eel ec,n

]

Φel ec,n(RN ,re ) = 0 . (2.19)

Proponemos ahora como solución a la ecuación (2.15) el desarrollo

Ψr ve,m(re ,RN ) =
∑

n′
Φ

m
r v,n′(RN )Φel ec,n′ (re ,RN ), (2.20)

donde las funciones electrónicas que aparecen son un conjunto completo y ortonormal de solu-
ciones de la ecuación electrónica (2.19). Sustituyendo (2.20) en la ecuación (2.15), obtenemos un
conjunto de ecuaciones

∑

n′

[

Ĥ0(RN ,re)+T
′
e (re)+ T̂N (RN )−Er ve,m

]

Φ
m
r v,n′(RN )Φel ec,n′ (re ,RN ) = 0. (2.21)

Multiplicando a la izquierda por Φel ec,n (re ,RN )∗, integrando sobre las coordenadas electrónicas y
tomando en cuenta (2.18), tenemos

[

T̂N (RN )+Eel ec,n (RN )+VNN (RN )−Er ve,m
]

Φ
m
r v,n(RN )+

∑

n′n
Cn′,nΦ

m
r v,n(RN ) = 0, (2.22)
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Capítulo 2. Hamiltoniano molecular

con
Cn′n = 〈Φel ec,n′ (re ,RN )|T̂ ′

e +TN |Φel ec,n (re ,RN )〉. (2.23)

Dependiendo de cómo consideremos los coeficientes Cn′n se obtienen diferentes niveles de aproxi-
mación. Si despreciamos los términos Cn′n por completo tenemos lo que tradicionalmente se
conoce como aproximación de Born-Oppenheimer. Como el término Cn′n es el único que involu-
cra la interacción entre estados electrónicos, esta aproximación equivale a proponer para Ψr ve,m

el producto
Ψr ve,m(re ,RN ) =Φ

m
r v,n(RN )Φel ec,n (re ,RN ), (2.24)

donde Φel ec,n es la solución a la ecuación de onda electrónica (2.19), mientras que Φ
m
r v,n′(RN ) es la

solución a la ecuación de onda de rotación-vibración

[

T̂N (RN )+VBO,n (RN )+VNN (RN )−Er ve,m
]

Φ
m
r v,n(RN ) = 0 (2.25)

con la definición
VBO,n(RN ) = Eel ec,n(RN ), (2.26)

que es isotópicamente independiente, puesto que no depende de las masas nucleares. Si la ecua-
ción (2.25) se escribe de tal manera que el cero de energía corresponda al mínimo de energía elec-
trónica Eel ec,n(R0

N ), entonces tenemos

[

T̂N (RN )+VN (RN )
]

Φ
m
r v,n(RN ) = Er v,mΦ

m
r v,n(RN ), (2.27)

donde hemos definido
VN = Eel ec,n(RN )+VNN (RN )−Eel ec,n(R0

N ) (2.28)

y además
Er v = Er ve,m −Eel ec,n(R0

N ). (2.29)

Si por otra parte sólo se desprecian términos de las contribuciones no diagonales de Cn′n , te-
nemos la llamada aproximación adiabática. En este caso las funciones de onda rotación-vibración
se obtienen resolviendo la ecuación

[

ħ2

2

N
∑

i=2

∇2
i

mi
+ ħ2

2MN

N
∑

i , j=2
∇i ·∇ j +Vad ,n(RN )−Er ve,m

]

Φ
m
r v,n(RN ) = 0, (2.30)

donde la energía potencial adiabática Vad ,n (RN ), está dada por

Vad ,n(RN ) = Eel ec,n(RN )+Cnn . (2.31)

El potencial adiabático sí es isotópicamente dependiente ya que el operador T̂e contiene a las
masas nucleares. Los cálculos no adiabáticos no involucran aproximación alguna, lo cual impli-
ca que se tendrían que incluir los términos Cn′n , lo que daría un conjunto infinito de ecuaciones
acopladas, mientras que cada función propia involucraría una suma sobre todos los estados elec-
trónicos. Esto es, por supuesto, desde un punto de vista formal, ya que en la práctica se toma una
suma finita de estados, presumiblemente los más importantes.
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sección 2.1 aproximación de born-oppenheimer

El tratamiento variacional es la forma más directa para establecer el procedimiento para se-
parar los grados de libertad electrónicos de los nucleares. El tratamiento original de Born y Op-
penheimer, sin embargo, fue desarrollado mediante teoría de perturbaciones en términos de un
parámetro que involucra la razón entre la masa del electrón y la masa nuclear promedio. Este
tratamiento es incluso más laborioso que el variacional, pero su desarrollo provee de una nueva
perspectiva que ayuda a comprender la aproximación. A continuación prensentaremos las ideas
fundamentales de este tratamiento. El análisis detallado se puede consultar en [61].

Empezaremos por retomar la ecuación que debemos de resolver
[

Ĥr ve −Er ve,m
]

Ψr ve,m(RN ,re) = 0, (2.32)

es decir
[

Ĥ0(RN ,re )+T
′
e(re )+ T̂N (RN )−Er ve,m

]

Ψr ve,m(RN ,re ) = 0. (2.33)

Supongamos que el movimiento nuclear está confinado a una vecindad de R0
N , de modo que

RN −R0
N = ku. (2.34)

Aquí k es el parámetro perturbativo definido por k = [me/M0]1/4, donde M0 es la masa nuclear
promedio y u corresponde a las nuevas coordenadas nucleares. Ahora desarrollamos en serie de
Taylor el Hamiltoniano (2.16) alrededor de la coordenada de referencia R0

N

Ĥ0(re ,∂/∂re ,RN ) = Ĥ (0)
0 +kĤ (1)

0 +k2Ĥ (2)
0 + . . . , (2.35)

donde

Ĥ (r )
0 = (u)r

r !

(

∂r V(re ,RN )

∂Rr
N

)

RN=R0
N

; r = 1,2, . . . , (2.36)

mientras que para el término a orden cero tenemos:

H0
0 = T̂ 0

e +V (re ,R0
N ). (2.37)

Por otra parte, para T
′
e tenemos

T̂
′
e = k4Ĥ (0)

1 , (2.38)

donde

Ĥ (0)
1 =−ħ2

2

(

M0

MN

)

[

1

me

λ
∑

i , j=N+1
∇i ·∇ j

]

, (2.39)

mientras que para le energía cinética nuclear

T̂N = k4Ĥ2, (2.40)

con

Ĥ2 =−ħ2

2

1

me

N
∑

i=2

(

M0

mi

)

∇2
i +

ħ2

2

1

me

(

M0

MN

) λ
∑

i , j=N+1
∇i ·∇ j , (2.41)

donde la dependencia es todavía en las coordenadas RN . Tomando en cuenta que la energía cinéti-
ca nuclear se puede separar en tres contribuciones, una vibracional que depende de la segunda
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Capítulo 2. Hamiltoniano molecular

derivada de las coordenadas de desplazamiento, una rotacional que es independiente de las coor-
denadas de desplazamiento y un término de interacción rotación-vibración que depende de la
primera derivada de esas coordenadas, se tiene, al efectuar el cambio de variable a las coordena-
das de desplazamiento u:

Ĥ2 =
1

k2 Ĥ (0)
2v + 1

k
Ĥ (0)

2r v + Ĥ (0)
2r . (2.42)

Tomando en cuenta esta ecuación en (2.40), tenemos para T̂N

T̂N = k2Ĥ (0)
2v +k3Ĥ (0)

2r v +k4Ĥ (0)
2r . (2.43)

Sustituyendo (2.35), (2.38) y (2.43) en (2.13) obtenemos el desarollo del Hamiltoniano rovibrónico
en potencias de k:

Ĥr ve = Ĥ (0)
0 +kĤ (1)

0 +k2
(

Ĥ (2)
0 + Ĥ (0)

2v

)

+k3
(

Ĥ (3)
0 + Ĥ (0)

2r v

)

+k4
(

Ĥ (4)
0 + Ĥ (0)

1 + Ĥ (0)
2r

)

(2.44)

Antes de continuar analizaremos las implicaciones de este desarrollo. La identificación de las con-
tribuciones Ĥ (0)

2v , Ĥ (0)
2r v y Ĥ (0)

2r como de orden cero, implica que la siguiente relación de magnitud
se cumple

∂Ψr ve

∂re
∼ ∂Ψr ve

∂uN
. (2.45)

Esta ecuación es necesaria para establecer el orden de magnitud de T̂N y T̂ 0
e . Por otra parte, de los

diferentes órdenes de desarrollo en k de T̂ 0
e y Ĥ (0)

2v se tiene

∆Evi b ∼ k2
∆Eel ec . (2.46)

En forma equivalente, para Ĥ (0)
2v y Ĥ (0)

2r tenemos

∆Er ot ∼ k2
∆Evi b . (2.47)

Una vez obtenido el Hamiltoniano Hr ve como desarrollo en potencias de k, podemos obtener
su solución usando teoría de perturbaciones. Supongamos que hemos resuelto nuestra ecuación
a orden cero

[

Ĥ0 −Eel ec,n
]

Φel ec,n (RN ,re ) = 0. (2.48)

Consideremos además que las funciones Φel ec,n (RN ,re ) son conocidas para una cierta configura-
ción de referencia R0

N , así como para todas las configuraciones de su vecindad. Entonces es posible
desarrollar en serie de Taylor los términos Eel ec,n y Φel ec,n de (2.48) alrededor de la coordenada de
referencia R0

N :

Eel ec,n(R0
N +kuN ) = E (0)

el ec,n +kE (1)
el ec,n +k2E (2)

el ec,n + . . . , (2.49a)

Φel ec,n (re ,R0
N +kuN ) = Φ

(0)
el ec,n +kΦ(1)

el ec,n +k2
Φ

(2)
el ec,n + . . . . (2.49b)

Sustituyendo (2.35) y (2.49) en (2.48) e igualando a cero las diferentes potencias de k, tenemos
[

Ĥ (0)
0 −E (0)

el ec,n

]

Φ
(0)
el ec,n = 0, (2.50a)

[

Ĥ (0)
0 −E (0)

el ec,n

]

Φ
(1)
el ec,n = −

[

Ĥ (1)
0 −E (1)

el ec,n

]

Φ
(0)
el ec,n , (2.50b)

[

Ĥ (0)
0 −E (0)

el ec,n

]

Φ
(2)
el ec,n = −

[

Ĥ (1)
0 −E (1)

el ec,n

]

Φ
(1)
el ec,n −

[

Ĥ (2)
0 −E (2)

el ec,n

]

Φ
(0)
el ec,n . (2.50c)
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sección 2.1 aproximación de born-oppenheimer

Un desarrollo similar se efectua para la energía y funciones involucradas en (2.32)

Er ve,m = E (0)
r ve,m +kE (1)

r ve,m +k2E (2)
r ve,m + . . . , (2.51a)

Ψr ve,m = Ψ
(0)
r ve,m +kΨ(1)

r ve,m +k2
Ψ

(2)
r ve,m + . . . . (2.51b)

Si sustituimos (2.44) y (2.51) en (2.32) y nuevamente igualamos a cero las diferentes potencias de
k, tenemos

[

Ĥ (0)
0 −E (0)

r ve,m

]

Ψ
(0)
r ve,m = 0, (2.52a)

[

Ĥ (0)
0 −E (0)

r ve,m

]

Ψ
(1)
r ve,m = −

[

Ĥ (1)
0 −E (1)

r ve,m

]

Ψ
(0)
r ve,m , (2.52b)

[

Ĥ (0)
0 −E (0)

r ve,m

]

Ψ
(2)
r ve,m = −

[

Ĥ (1)
0 −E (1)

r ve,m

]

Ψ
(1)
r ve,n −

[

Ĥ (2)
0 + Ĥ (0)

2v −E (2)
r ve,m

]

Ψ
(0)
r ve,m . (2.52c)

Comparando (2.50a) con (2.52a) deducimos que

E (0)
r ve,m = E (0)

el ec,n (2.53)

y por lo tanto Φ
(0)
el ec,n =Φel ec,n(re ,R0

N ) es solución a la ecuación rovibrónica de orden cero (2.52a).

El producto de esta función electrónica por una función arbitraria Φ
(0)
nuc (u) que sólo depende de u

también es solución de (2.52a), de tal forma que en general

Ψ
(0)
r ve,m(re ,uN ) =Φ

(0)
nuc (uN )Φ(0)

el ec,n (re ,R0
N ). (2.54)

La función arbitraria Φ
(0)
nuc (uN ) quedará determinada cuando consideremos el tratamiento a se-

gundo orden.
Por otra parte la multiplicación de la ecuación (2.52b) por Φ

(0)∗
el ec,n , y su integración sobre las

variables electrónicas, tomando en cuenta (2.50a) y (2.53), nos conduce a

〈Φ(0)
el ec,n |Ĥ

(1)
0 −E (1)

r ve,m|Ψ(0)
r ve,m〉 =Φ

(0)
nuc (u)〈Φ(0)

el ec,n |Ĥ
(1)
0 −E (1)

r ve,m|Φ(0)
el ec,n〉 = 0. (2.55)

Si ahora efectuamos las mismas operaciones sobre (2.50b), tenemos

〈Φ(0)
el ec,n |Ĥ

(0)
0 −E (0)

el ec,n |Φ
(1)
el ec,n〉 =−〈Φ(0)

el ec,n |Ĥ
(1)
0 −E (1)

el ec,n |Φ
(0)
el ec,n〉 = 0. (2.56)

Comparando (2.55) con (2.56) llegamos al resultado

E (1)
r ve,m = E (1)

el ec,n . (2.57)

Ahora bien, Er ve,m es independiente de uN y por tanto E (1)
r ve,m también lo es, mientras que E (1)

el ec,n
es función lineal de uN .Por lo tanto la única forma de que la igualdad (2.57) se satisfaga es que
ambas energías se anulen, es decir

E (1)
r ve,m = E (1)

el ec,n = 0 . (2.58)

Esto significa a su vez que (∂Eel ec,m /∂u) = 0, es decir, la coordenada de referencia RN tiene que
ser una configuración molecular de equilibrio para cada estado electrónico n. Si igualamos a cero
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Capítulo 2. Hamiltoniano molecular

E (1)
r ve,m y E (1)

el ec,n en las ecuaciones (2.50b) y (2.52b), multiplicamos la primera de ellas por Φ(0)
nuc (uN )

y comparamos las ecuaciones resultantes, obtenemos que Ψ
(1)
r ve,m(re ,RN ) =Φ

(0)
nuc (u)Φ(1)

el ec,n (re ,RN ).
La solución más general se obtiene agregando la solución a la ecuación homogenea asociada a
(2.52b), de tal forma que

Ψ
(1)
r ve,m(re ,RN ) =Φ

(0)
nuc (uN )Φ(1)

el ec,n(re ,RN )+Φ
(1)
nuc (uN )Φ(0)

el ec,n(re ), (2.59)

donde Φ
(1)
nuc (uN ) es una función por determinar.

Por otra parte, mediante (2.56), (2.57) y (2.59), la ecuación rovibrónica de orden dos (2.52c)
puede reescribirse como
[

Ĥ (0)
0 −E (0)

r ve,m

]

Ψ
(2)
r ve,m =−Ĥ (1)

0

[

Φ
(0)
nucΦ

(1)
el ec +Φ

(1)
nucΦ

(0)
el ec

]

−
[

Ĥ (2)
0 + Ĥ (0)

2v −E (2)
r ve,m

]

Φ
(0)
nucΦ

(0)
el ec . (2.60)

Si restamos Φ
(1)
nuc veces la ecuación (2.50b) y Φ

(0)
nuc veces la ecuación (2.52c) de la ecuación (2.60)

tenemos
[

Ĥ (0)
0 −E (0)

r ve,m

][

Ψ
(2)
r ve,m −Φ

(1)
nucΦ

(1)
el ec −Φ

(0)
nucΦ

(2)
el ec,n

]

=−
[

Ĥ (0)
2v +E (2)

el ec,n +E (2)
r ve,m

]

Φ
(0)
nucΦ

(0)
el ec,n .

(2.61)
Esta ecuación debe satisfacer que

〈Φ(0)
el ec,n |

[

Ĥ (0)
2v +E (2)

el ec,n +E (2)
r ve,m

]

Φ
(0)
nuc |Φ

(0)
el ec,n〉 = 0 (2.62)

debido a (2.50a) y (2.53). La integral de la ecuación anterior es sobre las coordenadas electrónicas,
pero como (Ĥ (0)

2v +E (2)
el ec,n +E (2)

r ve,m) es independiente de re , la condición (2.62) se reduce a

[

Ĥ (0)
2v +E (2)

el ec,n +E (2)
r ve,m

]

Φ
(0)
nuc = 0 . (2.63)

Esta ecuación determina la función vibracional Φ(0)
nuc y la corrección a segundo orden de la energía

vibrónica.
Si la ecuación (2.63) se multiplica por k2, el término k2Ĥ2v representa la energía cinética vi-

bracional de los núcleos, k2E (2)
el ec,n tienen el papel de una energía potencial para el movimiento

vibracional nuclear (cuadrática en uN), mientras que k2E (2)
el ec,m es la corrección a segundo orden

de la energía vibrónica. Debido a que k2E (2)
el ec,m es una función cuadrática en los desplazamien-

tos nucleares uN, este nivel de aproximación recibe el nombre de aproximación armónica de Born
Oppenheimer. En esta aproximación la función de onda queda determinada sólo a orden cero. El
valor propio, por otra parte, corresponde a la suma de E (0)

el ec,n (la energía electrónica cuando los

núcleos se encuentran en su posición de equilibrio) y k2E (2)
r ve,m , donde esta corrección a segundo

orden a la energía se obtiene de la ecuación de onda vibracional armónica (2.21)

Er ve,m = E (0)
r ve,m +k2E (2)

r ve,m . (2.64)

Los efectos anarmónicos y la energía rotacional son de orden de magnitud menor. Para tomar en
cuenta estos efectos debemos continuar con el análisis a ordenes mayores [61].
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sección 2.1 aproximación de born-oppenheimer

Para las correcciones a la función de onda se obtiene [61]

Ψ
(2)
r ve,m = Φ

(0)
nucΦ

(2)
el ec,n +Φ

(1)
nucΦ

(1)
el ec,n +Φ

(2)
nucΦ

(0)
el ec,n , (2.65a)

Ψ
(3)
r ve,m = Φ

(0)
nucΦ

(3)
el ec,n +Φ

(1)
nucΦ

(2)
el ec,n +Φ

(2)
nucΦ

(1)
el ec,n +Φ

(3)
nucΦ

(0)
el ec,n +F (rel ec ,rN ) . (2.65b)

Al comparar estas contribuciones notamos que hay una diferencica fundamental: la función
F (rel ec rN ). Esto quiere decir que hasta segundo orden las soluciones Ψr ve,m se pueden escribir co-
mo producto de funciones nucleares y electrónicas, mientras que a partir del tercer orden aparece
un término de acoplamiento. Para precisar esto supondremos por un momento que la función de
onda la aproximamos hasta segundo orden, es decir

Ψr ve,m ≈Ψ
(0)
r ve,m +kΨ(1)

r ve,m +k2
Ψ

(2)
r ve,m . (2.66)

Sustituyendo (2.54), (2.58) y (2.65a) y rearreglando tenemos

Ψr ve,m ≈Φ
(0)
nuc

[

Φ
(0)
el ec +kΦ(1)

el ec,n +k2
Φ

(2)
el ec,n

]

+kΦ(1)
nuc

[

Φ
(0)
el ec,n +kΦ(1)

el ec,n

]

+k2
Φ

(2)
nuc

[

Φ
(0)
el ec,n

]

. (2.67)

Si tomamos en cuenta los términos de orden superior en las contribuciones electrónicas entonces
podemos escribir (2.67) como

Ψr ve,m ≈ (Φ(0)
nuc +kΦ(1)

nuc +k2
Φ

(2)
nuc )Φel ec,n (rel ec ,RN ), (2.68)

donde se puede demostrar que las contribuciones Φ(1)
nuc y Φ

(2)
nuc satisfacen las ecuaciones

(H2v +E (2)
el ec,n −E (2)

r ve)Φ(1)
nuc = (Ĥ2r v +E (3)

el ec,n −E (3)
r ve)Φ(0)

nuc (2.69)

[

H2v +E (2)
el ec,n −E (2)

r ve

]

Φ
(2)
nuc +

[

Ĥ2r v +E (3)
el ec,n −E (3)

r ve,m

]

Φ
(1)
nuc

+
[

Ĥ2r +E (4)
el ec,n −E (4)

r ve,m +c
]

Φ
(0)
nuc = 0 (2.70)

siendo c una constante. El resultado (2.68) tiene la siguiente interpretación. El primer factor des-
cribe el movimiento nuclear, mientras que el segundo muestra que durante el movimiento nuclear
los electrones se mueven como si los núcleos estuvieran fijos es sus posiciones instantáneas. En
este caso se dice que los electrones siguen el movimiento nuclear adiabáticamente. Nótese, por
otra parte, que en la aproximación (2.68) el estado electrónico no cambia. En un movimiento adi-
abático, por lo tanto, los electrones no efectúan transiciones de un estado a otro; en su lugar, el
estado electrónico se deforma progresivamente debido al movimiento nuclear. Si continuamos
con el siguiente término en el desarrollo (ecuación (2.65b)), no podemos escribir la solución de la
forma (2.68) debido a la función de aclopamiento F (rel ec ,RN ), por lo que el movimiento electróni-
co deja de ser adiabático. Nos referimos por lo tanto a la solución del tipo (2.68) como solución
adiabática.

El análisis que se ha presentado lo podemos ver desde otro punto de vista. Consideraremos el
siguiente Hamiltoniano nuclear

Ĥ = (Ĥ (0)
2v +E (2)

el ec,n)+k(Ĥ (0)
2r v +E (3)

el ec,n )+k2(Ĥ (0)
2r +E (4)

el ec,n +c) (2.71)
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Capítulo 2. Hamiltoniano molecular

con la siguiente ecuación de Schrödinger a resolver

Ĥχnuc = Enucχnuc . (2.72)

Procediendo mediante teoría de perturbaciones, proponemos

χnuc = χ(0)
nuc +kχ(1)

nuc +k2χ(2)
nuc + . . . (2.73a)

Enuc = E (0)
nuc +kE (1)

nuc +k2E (2)
nuc . . . (2.73b)

Sustituyendo (2.73) en (2.72) y agrupando términos comunes en potencias de k,

(Ĥ2v +E (2)
el ec,n −E (0)

nuc )χ(0)
nuc = 0, (2.74a)

(Ĥ2v +E (2)
el ec,n −E (0)

nuc )χ(1)
nuc = −(Ĥ (0)

2r v +E (3)
el ec,n −E (1)

nuc )χ(0)
nuc , (2.74b)

(Ĥ2v +E (2)
el ec,n −E (0)

nuc )χ(2)
nuc = −(Ĥ (0)

2r v +E (4)
el ec,n −E (1)

nuc )χ(1)
nuc

−(Ĥ (0)
2r +E (0)

el ec,n +c −E (2)
nuc )χ(0)

nuc . (2.74c)

Comparando (2.64) con (2.74a) tenemos que

E (2)
r ve,m = E (0)

nuc , (2.75a)

χ(0)
nuc =Φ

(0)
nuc . (2.75b)

Entonces para (2.74b):

(Ĥ2v +E (2)
el ec,n −E (2)

r ve,m)χ(1)
nuc =−(Ĥ2r v +E (3)

el ec,n −E (1)
r ve,m)χ(0)

nuc . (2.76)

La comparación de esta expresión con (2.69), conduce a

E (1)
nuc = E (3)

r ve,m , (2.77a)

χ(1)
nuc = Φ

(1)
nuc . (2.77b)

Aplicando esta identificación en (2.74b), tenemos

(Ĥ2v +E (2)
el ec,n −E (2)

r ve,m)χ(2)
nuc = − (H2r v +E (3)

el ec,n −E (3)
r ve,m)Φ(1)

nuc

− (H2v +E (4)
el ec,n +c −E (2)

r ve,m)Φ(0)
nuc , (2.78)

y comparando con (2.70)

E (2)
nuc = E (4)

r ve,m , (2.79a)

χ(2)
nuc = Φ

(2)
nuc . (2.79b)

Con este resultado llegamos a la conclusión de que las ecuaciones (2.63), (2.78) y (2.10) son idénti-
cas a la ecuación que se obtiene al aplicar el método de teoría de perturbaciones al Hamiltoniano
(2.71). Si multiplicamos (2.71) por k2, los términos

T̂N = k2Ĥ (0)
2v +k3Ĥ2r v +k4Ĥ2r (2.80)
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representan la energía cinética de los núcleos, mientras que los términos

Ve f = k2E (2)
el ec,n +k3E (3)

el ec,n +k4(Eel ec,n +c) (2.81)

pueden interpretarse como el potencial efectivo. Así, tenemos que la ecuación de Schrödinger
asociada a los movimientos nucleares puede expresarse como

(T̂N + V̂e f )Φnuc = EnucΦnuc , (2.82)

donde

Φnuc = Φ
(0)
nuc +kΦ(1)

nuc +k2
Φ

(2)
nuc , (2.83a)

Enuc = E (2)
r ve,m +kE (3)

r ve,n +k2E (4)
r ve . (2.83b)

Debemos hacer hincapié en que este potencial efectivo contiene términos hasta cuarto orden en
los desplazamientos nucleares, y es proporcionado por las soluciones de la ecuación electrónica
(2.22). Todas las propiedades importantes en cristales pueden entenderse con la suposición de que
los núcleos se encuentran en el potencial cuártico (2.81). Como veremos más adelante las ener-
gías rotacionales son proporcionales a los recíprocos de las momentos de inercia, los cuales son
muy pequeños para moléculas muy grandes y puede ser completamente despreciadas para sóli-
dos macroscópicos. Tomando en cuenta esto último, tenemos que la ecuación (2.82) es adecuada
para el tratamiento de sólidos con el Hamiltoniano efectivo

Ĥsol = T̂2v +Ve f . (2.84)

Los sistemas moleculares se comportan de forma muy diferente a los cristales, no sólo porque
debemos incluir términos de rotación y vibración-rotación, sino porque no puede ser suficiente
tomar hasta términos cuárticos en los desplazamientos en el potencial efectivo. En los sistemas
moleculares las oscilaciones pueden ser tan grandes que pueden llevarse a cabo transiciones entre
diferentes mínimos estructurales asociados a un solo estado electrónico, o bien entre diferentes
estados electrónicos. Esto por supuesto hace inaplicable el método perturbativo que hemos ex-
puesto. Debido a ésto, este tipo de sistema es más conveniente tratarlo con el método variacional
que fue presentado con anterioridad.

El análisis que se presentó es válido para moléculas poliatómicas no lineales. La aproximación
de Born-Oppenheimer nos permite reducir la ecuación de Schrödinger rovibrónica (electro-roto-
vibracional) de dimensión (3λ−3), a un problema de dos ecuaciones diferenciales, una ecuación
que corresponde a la parte electrónica, la cual involucra 3(λ−N ) coordenadas electrónicas y una
ecuación rotación-vibración, que involucra 3N −3 coordenadas nucleares.

2.2. Energía cinética clásica

La aproximación de Born-Oppenheimer nos permitió separar los grados de libertad electróni-
cos de los nucleares. En esta aproximación la ecuación de Schrödinger del sistema molecular, dada
por

ĤΨr ve(re ,RN ) = Er ve,Ψr ve(re ,RN ) , (2.85)
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se reduce a resolver la ecuación electrónica (2.19)

[

T̂ 0
e (RN )+V (RN ,re )−VNN

]

Φel ec,n (re ,R0) = Eel ec,nΦel ec,n (re ,R0) (2.86)

y la ecuación nuclear (2.27)

[

T̂N (RN )+VN (RN )
]

Φ
m
r v,n(RN ) = Er vΦr v (RN ), (2.87)

donde

V̂N = Eel ec,n(RN )+VNN (RN )−Eel ec,n(R0
N ), (2.88a)

Er v,n = Er ve,n −Eel ec,n(R0
N ). (2.88b)

VNN es la energía potencial coulómbica entre los núcleos, T̂e y T̂N son las energías cinéticas de los
electrones y núcleos respectivamente.

La ecuación nuclear (2.87) es aún demasiado complicada para poder ser resuelta. Es posible,
sin embargo, simplificarla al llevar a cabo la separación entre los grados de libertad rotacionales
y los vibracionales. En las próximas secciones veremos el procedimiento para llevar a cabo es-
ta separación partiendo de un análisis clásico, para posteriormente establecer el procedimiento
de cuantización. Empezaremos por construir el Hamiltoniano clásico en el sistema de referencia
apropiado.

Después de hacer la aproximación de Born-Oppenheimer, hemos obtenido la ecuación (2.87)
para los grados de libertad nucleares, donde VN es el potencial entre los núcleos que se obtiene
después de resolver la ecuación de Schrödinger correspondiente a la parte electrónica. La ecuación
(2.87) está referida a un sistema de coordenadas (ξ,η,ζ) con el origen en el centro de masa nuclear
y paralelo al sistema de laboratorio. Para desacoplar los grados de libertad rotacionales de los vi-
bracionales, es necesario introducir un nuevo sistema de referencia. Consideraremos un sistema
coordenado (x, y, z) fijo a la molécula y que rota con ella, el cual tendrá una orientación definida
respecto al sistema (ξ,η,ζ), especificado por los tres ángulos de Euler. Las ecuaciones de Eckart
[63] nos permiten determinar estos ángulos de Euler, es decir la orientación de los ejes fijos en
la molécula a partir de las coordenadas de los núcleos en el sistema (ξ,η,ζ). La introducción de
este nuevo sistema está incentivado por el hecho de que el movimiento nuclear se puede visu-
alizar en términos de un movimiento compuesto, es decir, un movimiento vibracional alrededor
de posiciones de equilibrio y una rotación de dichas posiciones de equilibrio. Así pues, podemos
visualizar el nuevo sistema como el efecto de “montarse” en el centro de masa nuclear y rotar con
la molécula, de tal forma que uno sólo “vea” las vibraciones nucleares. Por supuesto que sólo “ver”
las vibraciones es imposible ya que habrá efectos secundarios como son la fuerzas de Coriolis y
centrífuga. Será posible, sin embargo, seleccionar el sistema de referencia rotado de tal forma que
estos efectos se minimicen. Esto es lo que da origen al sistema de Eckart, el cual introduciremos
a continuación. Sabemos que una cantidad fundamental en la descripción de las rotaciones es el
momento angular, el cual se define como

L0 =
∑

α

rα×pα =
∑

α

mαrα× ṙα , (2.89)
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sección 2.2 energía cinética clásica

donde supondremos que el origen corresponde al sistema que rota con la molécula. Supongamos
ahora que los movimientos de cada núcleo se efectúan alrededor de las posiciones de equilibrio
aα. En este caso estaremos interesados en introducir las coordenadas de desplazamiento definidas
por

ρρα = rα−aα . (2.90)

El momento angular L0 en términos de estas coordenadas ρρα adquiere la forma simple,

L0 =
∑

α

mα aα× ρ̇ρα+
∑

m,α
mαρρα× ρ̇ρα . (2.91)

donde hemos tomado en cuenta que ȧα = 0. De estos dos términos el primero de ellos es de primer
orden en los desplazamientos, mientras que el segundo es de segundo orden. Si los desplazamien-
tos son muy pequeños, podemos hacer la siguiente aproximación

L0 '
∑

mα aα× ρ̇ρα , (2.92)

es decir

L0 '
d

d t

∑

mα aα×ρρα = d

d t
J . (2.93)

Debido a que en esta aproximación el momento angular se puede escribir en términos de la
derivada de una función, entonces al hacer cero J, nos aseguramos de que el momento angular
se anule. Así pues, si imponemos la condición

∑

α

mα aα×ρρα = 0, (2.94)

en el límite de oscilaciones pequeñas el momento angular se anula en el sistema de referencia que
rota con la molécula. La ecuación (2.94) recibe el nombre de condición de Eckart y de hecho nos
define la rotación que define al nuevo sistema de referencia. En el sistema de referencia (x, y, z)
que rota con la moléula, rα es el vector desde el origen al α-ésimo núcleo en un instante t y aα

la mismo vector cuando el núcleo α está en su posición de equilibrio. La velocidad del α-ésimo
núcleo estará dada por una velocidad traslacional vα y una velocidad debida al efecto de la de
rotación (ωω×rα), esto es

Vα = ṙα = vα+ (ωω×rα), (2.95)

donde ωω es la velocidad angular asociada al sistema fijo en la molécula. La energía cinética de una
molécula formada por N núcleos en el sistema fijo en el espacio está dada por

2T =
N
∑

α=1
mαV2

α , (2.96)

donde mα es la masa del α-ésimo núcleo. Desarrollando Vα obtenemos en el sistema de referencia
que rota

2T =
N
∑

α=1
mαv2

α+
N
∑

α=1
mα(ωω×rα) · (ωω×rα)+2

∑

α

mα∇α ·ωω×rα. (2.97)
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Si ahora tomamos en cuenta las condiciones de Eckart, las cuales aseguran que las interacciones
rotación-vibración sean pequeñas, e introducimos las coordenadas de dezplazamientoρρα, la ener-
gía cinética se simplifica a

2T =
∑

α

mαv2
α+

∑

i , j
Ii , jωωi ·ωω j +2ωω ·

∑

α

mα(ρρα×vα), (2.98)

donde hemos introducido el tensor de inercia Ii j , definido como

Ii j =
∑

α

mα(r 2
αδi j − rα,i rα, j ). (2.99)

con la notación

rα,1 = xα; rα,2 = y ; rα,3 = zα. (2.100)

El primer término de (2.98) corresponde a la energía de vibración interna de la molécula, el segun-
do corresponde a la energía de rotación molecular, mientras que el último término se identifica
con la interacción rotación-vibración.

La energía cinética (2.98) está dada en términos de las coordenadas de dezplazamiento ρρα.
Estas coordenadas no son las más apropiadas para obtener el Hamiltoniano a partir del cual se
lleva a cabo la cuantización. Para ello consideraremos las coordenadas normales, las cuales intro-
duciremos a continuación. El Lagrangiano asociado a energía cinética puramente vibracional de
(2.98) es

Lvib =
1

2

N
∑

α=1
mαρ̇

2
α−V (ρρα) , (2.101)

donde V (ρρα) es el potencial dependiente de las coordenadas de desplazamiento. Intoducimos
ahora la siguiente definición para la coordenadas de dezplazamiento, qi ,α ponderadas por la masa

qi ,α =p
mαρα,i . (2.102)

Entonces podemos reescribir la energía cinética como

2T =
3N
∑

i=1
q̇2

i = ˙̃qq̇. (2.103)

La función potencial V (q) sólo depende de los distancias relativas entre los núcleos. Si los des-
plazamientos nucleares son pequeños, la función potencial V puede desarrollarse en serie de Tay-
lor en función de a las coordenadas qi

V (q) =V0 +
3N
∑

i=1

(

∂V

∂qi

)

0
qi +

1

2

3N
∑

i , j=1

(

∂2V

∂qi∂q j

)

0

qi q j +·· · , (2.104)

donde el subíndice cero indica que las derivadas están evaluadas en la posición de equilibrio. Si
se escoge como origen del potencial V el potencial V0 del sistema en el equilibrio, tenemos que

23



sección 2.2 energía cinética clásica

V0 = 0, al igual que la primera derivada del potencial, de tal forma que hasta términos cuadráticos
tenemos

2V (q) =
3N
∑

i , j=1

(

∂2V

∂qi∂q j

)

0

qi q j =
3N
∑

i , j=1
fi j qi q j = q̃Fq, (2.105)

donde hemos definido las constantes de fuerza

‖F‖ = fi j =
3N
∑

i , j=1

(

∂2V

∂qi∂q j

)

0

. (2.106)

Las ecuaciones de Euler asociadas al Lagrangiano (2.101) con el potencial (2.105), conducen a las
siguientes ecuaciones [65]

q̈i +
∑

j=1
fi j q j = 0. (2.107)

Estas ecuaciones diferenciales de segundo orden con coeficientes constantes admiten soluciones
armónicas de la forma

qi = Ai cos
(

λ
1
2 t +Φ

)

, (2.108)

donde λ es la frecuencia de vibración, Φ es un factor de fase y Ai es la amplitud o máximo despla-
zamiento del i-ésimo núcleo. Sustituyendo (2.108) en (2.107) y simplificando tenemos

∑

j
( fi j −λδi j )A j = 0. (2.109)

Esta ecuación constituye un conjunto de 3N ecuaciones lineales homogeneas en las 3N incógnitas
A j , las cuales tienen solución no trivial sólo si el determinante asociado se anula

| fi j −λδi j | = 0. (2.110)

Este determinante da origen a un polinomio en λ de grado 3N × 3N . Además cada una de las
soluciones λk provee de un vector propio con componente Ai ,k (donde hemos etiquetado las di-
ferentes soluciones por un índice k). La obtención de los coeficientes Ai ,k equivale a diagonalizar
la matriz de constantes de fuerza F. Esta diagonalización define una nueva base

Qk =
∑

i
Ai ,k qi , (2.111)

cuyos elementos reciben el nombre de coordenadas normales. En términos de estas coordenadas
normales el Lagrangiano adquiere la forma de un conjunto de osciladores independientes.

Lvib =
1

2

∑

k

Q2
k −

1

2

∑

k

λkQ2
k . (2.112)

Volvamos a nuestra expresión (2.98). La energía cinética en términos de la velocidad angular ωω y
las coordenadas normales toma la forma

2TN =
∑

i j
Ii jωiω j +

∑

k

Q̇2
k +2ωω ·

∑

k

ηηkQ̇k , (2.113)
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donde
ωω ·ηηp =

∑

i
ωi η

i
p , (2.114)

con la definición
ηi

p =
∑

r

∑

α

∑

j k

εi j k Aα j r Aαkp Qr . (2.115)

Nuestra siguiente misión consiste en expresar la energía cinética en términos de las coordenadas
y los momentos conjugados.

2.3. Momentos conjugados a los ángulos de Euler

Los momentos asociados a las coordenadas normales, son

Pk = ∂T

∂Q̇k
. (2.116)

Adicionalmente a las coordenadas normales se tienen los tres grados de libertad que definen la
rotación y que están expresados por la velocidad angular

ωω= n̂φ̇= (ωx ,ωy ,ωz ); ωi = n̂i φ̇ . (2.117)

Puesto que ωω está dada en términos de la derivada temporal φ̇, podemos definir los momentos
conjugados

Mi =
∂T

∂ωi
. (2.118)

La energía cinética (2.113) en términos de los momentos {Pk } y {Mi } puede ser reescrita como

2TN =
∑

i

∑

j
(Mi −mi )µi j (M j −m j )+

∑

k

P 2
k , (2.119)

donde
mi =

∑

k

ηi
k Pk , (2.120)

mientras que µi j corresponden a los elementos de la inversa de la matriz I
′
i j dados por

I
′
i j = Ii j −

∑

k
ηi

kη
j
k (2.121)

La ecuación (2.119) es la expresión clásica para la energía cinética en términos de los momentos
Pk y Mi . Es posible demostrar la correspondencia de las componentes Mi con las componentes
del momento angular

Li = Mi , i = x, y, z . (2.122)

Toda rotación finita queda determinada al especificar las componentes del vector unitario n̂
que fija el eje de rotación, y el ángulo de rotación α. Para una rotación arbitraria alrededor de n̂
por un ángulo α, se tiene

R̂(r,α) = e−iαL·n̂ , (2.123)
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sección 2.3 momentos conjugados a los ángulos de euler

donde

L · n̂ =−iħ ∂

∂α
. (2.124)

Una rotación también puede ser especificada a través de los ángulos de Euler {θ,φ,χ}, los cuales
fijan la orientación del sistema (x, y, z) fijo en la molécula respecto al sistema de referencia de labo-
ratorio (X ,Y , Z ). Los ángulos de Euler nos permiten establecer la matriz M asociada a una rotación
arbitraria R(n̂,ω). Tomando el origen de los dos sistemas en el mismo punto, éstos se definen de
la siguiente manera.

(a) Una rotación de φ radianes alrededor del eje Z . Claramente en este caso el vector unitario
n̂φ que establece la dirección de la rotación, coincide con nZ .

n̂φ = n̂Z . (2.125)

(b) Una rotación de θ radianes alrededor del eje Y ′. Los nuevos ejes coordenados son (X ′′,Y ′′,
Z ′′). La proyección del vector unitario n̂φ sobre los ejes X y Y tiene la siguiente descomposición

n̂θ =−senφ n̂X +cosφ n̂Y . (2.126)

(c) Una rotación de χ radianes alrededor del eje Z ′′ . La proyección de nχ sobre los ejes (X ,Y , Z )
es

n̂χ = senθcosφ n̂X + senθ senφ n̂Y +cosθn̂Z . (2.127)

Tenemos entonces que el operador de rotación puede escribirse como

R̂(n,ω) = e−iω(n·L) = RZ ′′(χ)RY ′(θ)RZ (φ) , (2.128)

el cual involucra rotaciones sucesivas alrededor de los ejes Z , Y ′ y Z ′′. La forma explícita de la
rotación es

R̂(n,ω) = e−iχLZ ′′ e−iθLY ′ e−iφLZ . (2.129)

Podemos expresar (2.129) en términos de rotaciones con respecto al sistema de referencia original
[66]

R̂(n,ω) = RZ (φ)RY (θ)RZ (χ) . (2.130)

Así tenemos que la rotación R(n,ω) también puede llevarse a cabo en la siguiente forma: Primero
una rotación de χ radianes alrededor del eje Z , después una rotación de θ radianes alrededor del
eje Y , y finalmente una rotación de φ radianes alrededor del eje Z .

Podemos entonces obtener la matriz de rotación M(χ,θ,φ), mediante la aplicación sucesiva de
estas rotaciones,

M(χ,θ,φ) = RZ (χ)RY (θ)RZ (φ) , (2.131)

y explícitamente

M(χ,θ,φ) =
(

cosφcosθcosχ− senφsenχ senφcosθcosχ+cosφsenχ −senθcosχ
−cosφcosθ senχ− senφcosχ −senφcosθ senχ+cosφcosχ senθ senχ

cosφsenθ senφsenθ cosθ

)

. (2.132)
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En nuestro caso la rotación conecta el sistema paralelo al laboratorio (X ,Y , Z ) con el sistema rota-
do fijo en la molécula (x, y, z), de modo que





x
y
z





Mol

= M(χ,θ,φ)





X
Y
Z





Lab

(2.133)

Regresamos ahora a las expresiones (2.125), (2.126) y (2.127), las cuales se listan a continuación

n̂φ = nZ , (2.134a)

n̂θ = −n̂X senφ+ n̂Y cosφ , (2.134b)

n̂χ = nX senθcosφ+ n̂Y senθ senφ+ n̂Z cosθ . (2.134c)

Si hacemos el producto escalar con L en las tres ecuaciones (2.134) y tomamos en cuenta (2.124),
obtenemos

−iħ ∂

∂φ
= LZ , (2.135a)

−iħ ∂

∂θ
=−senφLX +cosφLY , (2.135b)

−iħ ∂

∂χ
= senθcosφLX + senθ senφLY +cosθLZ . (2.135c)

Podemos despejar de (2.135) las componentes del momento angular para obtener

LX =−iħcosφ

[

−cotθ
∂

∂φ
+ 1

senθ

∂

∂χ

]

+ iħsenφ
∂

∂θ
, (2.136a)

LY =−iħsenφ

[

−cotθ
∂

∂φ
+ 1

senθ

∂

∂χ

]

− iħcosφ
∂

∂θ
, (2.136b)

LZ =−iħ ∂

∂φ
. (2.136c)

Puede verificarse que LX , LY y LZ satisfacen las reglas de conmutación usuales

[LX ,LY ] = iLZ . (2.137)

Estos son los operadores de momento angular referidos al sistema paralelo al laboratorio. Para
obtener expresiones análogas a (2.135), (2.136) y (2.137), pero con respecto al sistema fijo en la
molécula, tenemos que expresar los vectores n̂X , n̂Y y n̂Z en términos de los vectores unitarios
fijos en la molécula n̂x , n̂y , n̂z . Para ello se invierte (2.133),





X
Y
Z





Lab.

= MT (χ,θ,φ)





x
y
z



 (2.138)
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y se aplica la transformación (2.138) a n̂X , n̂Y y n̂Z en (2.134), lo que nos permite obtener

n̂φ =−n̂x senθcosχ+ n̂y senθ senχ+ n̂z cosθ , (2.139a)

n̂θ = n̂x senχ+ n̂y cosχ , (2.139b)

n̂χ = n̂z . (2.139c)

Si ahora efectuamos el producto punto con L, obtenemos

−iħ ∂

∂φ
=−senθcosχLx + senθ senχL y +cosθLz , (2.140a)

−iħ ∂

∂θ
= senχLx +cosχL y , (2.140b)

−iħ ∂

∂χ
= Lz . (2.140c)

Este conjunto de ecuaciones pueden resolverse para las componentes del momento angular para
obtener

Lx =−iħcosχ

[

cotθ
∂

∂χ
− 1

senθ

∂

∂φ

]

− iħsenχ
∂

∂θ
, (2.141a)

L y = iħsenχ

[

cotθ
∂

∂χ
− 1

senθ

∂

∂φ

]

− iħcosχ
∂

∂θ
, (2.141b)

Lz =−iħ ∂

∂χ
. (2.141c)

Ahora bien, si efectuamos el conmutador [Lx ,L y ] obtenemos

[Lx ,L y ] =−iLz . (2.142)

Las relaciones de conmutación de Lx , L y , Lz difieren en un signo con respecto a (2.137). Ahora
bien, los momentos asociados a los ángulos de Euler están dados por

pφ =−iħ ∂

∂φ
, pθ =−iħ ∂

∂θ
, pχ =−iħ ∂

∂χ
. (2.143)

Entonces el conjunto (2.141) puede reescribirse como

Lx = cosχcotθpχ+ senχpθ−
cosχ

senθ
pφ , (2.144a)

L y = cosχpθ+
senχ

senθ
pφ− senχcotθpχ , (2.144b)

Lz = pχ . (2.144c)
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Capítulo 2. Hamiltoniano molecular

Consideremos ahora las cantidades M ′
i = Mi −mi que aparecen en la energía cinética (2.119).

Identificando a Mi como las componentes del momento angular en el sistema molecular, y toman-
do en cuenta la definición de mi dada por (2.120), tenemos

M ′
x = Lx −mx = cosχcotθpχ+ senχpθ −

cosχ

senθ
pφ−

∑

k

ηx
k Pk , (2.145a)

M ′
y = L y −my = cosχpθ+

senχ

senθ
pφ−cotθ senχpχ−

∑

k

η
y
k Pk , (2.145b)

M ′
z = Lz −mz = pχ−

∑

k

η
y
k Pk . (2.145c)

Estas ecuaciones nos permiten expresar la energía cinética (2.119) en términos de momentos
y coordenadas. Estas coordenadas, sin embargo, no son cartesianas por lo que la cuantización
no puede llevarse a cabo en forma directa. En la siguiente sección veremos cómo se modifica el
Hamiltoniano cuántico al efectuarse una transformación a coordenadas generalizadas, las cuales
comprenden nuestras coordenadas internas, ángulos de Euler y coordenadas normales.

2.4. Hamiltoniano en Momentos y Coordenadas Generalizadas

Hasta ahora hemos obtenido la versión Hamiltoniana de la energía cinética. El siguiente paso
consiste en efectuar su cuantización. Como mencionamos antes, el procedimiento no es obvio,
pues es necesario partir de la energía cinética en términos de coordenadas cartesianas y después
rescribirla en términos de coordenadas generalizadas. Esto nos permitirá introducir los momentos
generalizados. Nuestro propósito será el de comparar la expresión (2.119) con la energía cinética
en coordenadas generalizadas a fin de establecer un procedimiento de cuantización.

Empezaremos por analizar la transformación que sufre la energía cinética desde el punto de
vista clásico. Sean

xi x =∆xi ; xi y =∆yi ; xi z =∆zi (2.146)

los desplazamientos en coordenadas cartesianas, entonces la energía cinética toma la forma

T = 1

2

∑

i

∑

ξ

mi ẋ2
iξ , (2.147)

donde xiξ es la ξ-ésima componente de la coordenada cartesiana del i-ésimo núcleo con masa
mi . De acuerdo con la definición del momento conjugado, tenemos

Pxiξ =
∂L

∂ẋiξ
= ∂T

∂ẋiξ
= mi ẋiξ , (2.148)

donde hemos tomado en cuenta que el potencial es independiente de las velocidades. En términos
de los momentos la energía cinética toma la forma

T =
∑

i

∑

ξ

1

2mi
P 2

xiξ
. (2.149)
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Consideremos ahora un nuevo conjunto de coordenadas {tk }. Supondremos la forma funcional

xiξ = xiξ(tk ) , (2.150)

la cual es en general no lineal. Para el Lagrangiano en función de las nuevas coordenadas {tk }, los
momentos asociados se definen como

pk = ∂L

∂ṫk
= ∂T

∂ṫk
. (2.151)

Haciendo uso de la regla de la cadena, la energía cinética clásica (2.149) en términos de las nuevas
coordenadas {tk } toma la forma

T = 1

2

∑

α

∑

β

pα gαβ pβ , (2.152)

donde hemos introducido la definición

gαβ =
∑

i

∑

ξ

1

mi

(

∂tα
∂xiξ

)(

∂tβ
∂xiξ

)

. (2.153)

Podemos entonces establecer la forma general del Hamiltoniano clásico en las coordenadas gene-
ralizadas tk :

H = 1

2

∑

α

∑

β

pα gαβ pβ+V (t) (2.154)

y en forma matricial

H = 1

2
p̃Gp+V (t) . (2.155)

Ahora obtendremos el correspondiente Hamiltoniano cuántico, lo que nos permitirá hacer la
comparación con (2.154) para identificar las diferencias y así poder establecer un procedimiento
de cuantización en las coordenadas generalizadas {tk }. Es importante hacer notar que la cuanti-
zación de (2.155) no es trivial debido a que el proceso de cuantización

Px →−iħ ∂

∂x
(2.156)

sólo es válido en coordenadas cartesianas, o bien, en coordenadas asociadas con transforma-
ciones canónicas, como por ejemplo, aquellas en las que la relación (2.150) corresponde a una
transformación unitaria.

Empezaremos por considerar los elementos de matriz de la energía cinética (2.149) después
de hacer la sustitución (2.156):

〈Ψxa |T̂ |Ψxb〉 =
∑

iξ

1

2mi
〈Ψxa |P̂ 2

xiξ
|Ψxb〉 , (2.157)

donde el subíndice x en Ψxa y Ψxb se refiere a la dependencia en las coordenadas cartesianas de
las funciones. Ahora bien, puesto que el momento es hermitiano, entonces

〈Ψxa |P̂ 2
xiξ

|Ψxb〉 = 〈P̂xiξΨxa |P̂xiξΨxb〉, (2.158)
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lo cual quiere decir que (2.157) toma la forma explícita

〈Ψxa |T̂ |Ψxb〉 =
∑

iξ

1

2mi

∫

dτ

(

−iħ ∂

∂xiξ
Ψxa

)∗ (

−iħ ∂

∂xiξ
Ψxb

)

(2.159a)

= ħ2

2

∑

iξ

1

mi

∫

dτ
∂Ψ∗

xa

∂xiξ

∂Ψxb

∂xiξ
, (2.159b)

donde hemos definido el elemento de volumen

dτ=
∏

iξ

d xiξ . (2.160)

Si aplicamos la regla de la cadena e introducimos el cambio de coordenadas en el elemento de
volumen, los elementos de matriz de la energía cinética en términos de las coordenadas {tk} toman
la forma

〈Ψxa |T̂ |Ψxb〉 =
ħ2

2

∑

iξ

1

mi

∑

α

∑

β

∫

g−1/2d t1d t2 . . .d tn
∂Ψ∗

xa

∂tα

∂tα
∂xiξ

∂tβ
∂xiξ

∂Ψxb

∂tβ
, (2.161)

donde hemos introducido la siguiente notación para el Jacobiano de la transformación

J (x,t) = g−1/2 . (2.162)

Ahora bien, con la identificación de la matriz gαβ dada por (2.153), tenemos

〈Ψxa |T̂ |Ψxb〉 =
ħ2

2

∑

α

∑

β

∫

d t1 . . .d tn

(

∂Ψ∗
xa

∂tα

)

g−1/4gαβg−1/4
(

∂Ψxb

∂tβ

)

(2.163)

y efectuando una integración parcial por partes

〈Ψxa |T̂ |Ψxb〉 =−ħ2

2

∑

α

∑

β

∫

d t1 . . .d tn Ψxa
∂

∂tα

{

g−1/4gαβg−1/4
(

∂

∂tβ
Ψxb

)}

, (2.164)

donde se ha tomado en cuenta que las funciones de onda se anulan en ±∞. Las funciones de onda
Ψxa y Ψxb en términos de las variables originales tienen la normalización

∫+∞

−∞
d x1x d x1y . . .d xNz Ψ

∗
xa (x)Ψxb(x) = 1 . (2.165)

Al efectuar el cambio de variable x → t, esta integral toma la forma
∫

g−1/2 d t1 . . .d tn Ψ
∗
xa (t)Ψxb(t) = 1 . (2.166)

Si definimos unas nuevas funciones Ψta (t) y Ψtb (t) tal que el elemento de volumen sea directa-
mente d t1 . . . d tn , entonces

∫

d t1 . . .d tn Ψ
∗
ta (t ) Ψtb(t) = 1 . (2.167)
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La comparación de (2.166) con (2.167) nos conduce a la identificación

g−1/4
Ψxa (t) =Ψta (t) , (2.168)

o en forma equivalente

Ψxa (t) = g 1/4
Ψta (t) , (2.169)

con relación similar para Ψxb(t) y Ψtb(x). La sustitución de (2.169) en (2.165) nos conduce a

〈Ψa |T̂ |Ψb〉 = − ħ2

2

∫

d t1 . . . d tn Ψta (t)

{

∑

α,β

g 1/4 ∂

∂tα
g−1/4gαβg−1/4 ∂

∂tβ
g 1/4

}

Ψtb (t) . (2.170)

Esta expresión nos permite establecer el operador mecánico cuántico del Hamiltoniano

Ĥ =−ħ2

2

∑

α

∑

β

g 1/4 ∂

∂tα
g−1/4gαβg−1/4 ∂

∂tβ
g 1/4 +V (t) . (2.171)

Así pues hemos obtenido el Hamiltoniano consistente con la normalización (2.167). Si definimos
los momentos asociados a las coordenadas tα como

p̂α =−iħ ∂

∂tα
, (2.172)

entonces el Hamiltoniano toma la forma

Ĥ = 1

2

∑

α

∑

β

g 1/4 p̂α g−1/4gαβg−1/4 p̂β g 1/4 +V (t) . (2.173)

Un caso de particular importancia corresponde a la transformación a coordenadas normales de-
finidas por

Qk =
∑

iξ

uiξ,k qiξ , (2.174)

con inversa
qiξ =

∑

k

uiξ,k Qk . (2.175)

Aquí hemos supuesto que la matriz asociada ||U|| = uiξ,k es unitaria y real. En términos de estas
coordenadas la matriz gαβ toma la forma

gαβ =
∑

iξ

(

∂Qα

∂qiξ

)(

∂Qβ

∂qiξ

)

, (2.176)

expresión que, al tomar en cuenta (2.174) se reduce a

gαβ =
∑

iξ

uiξ,α uiξ,β = δαβ . (2.177)
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La matriz ‖gαβ‖ es por lo tanto la unidad. Con respecto a la derivada se tiene

∂qiξ

∂Qk
= uiξ,q , (2.178)

de donde se sigue que el Jacobiano de la transformación es la unidad y por lo tanto g = 1. Haciendo
estas sustituciones en (2.173), obtenemos para el Hamiltoniano en términos de las coordenadas
{Qk }

H = 1

2

∑

α

P̂ 2
α+V (Q) , (2.179)

donde

P̂α =−iħ ∂

∂Qα
. (2.180)

Este ejemplo que acabamos de ver corresponde al tipo de transformación que se usa para definir
las coordenadas normales. Esto explica por qué es posible aplicar directamente la regla de cuanti-
zación (2.180), aún cuando las coordenadas {Qk } no sean cartesianas.

Ahora bien, si comparamos el Hamiltoniano (2.173) con la versión clásica (2.154), vemos que
la diferencia estriba en la aparición del Jacobiano en diferentes partes del Hamiltoniano cuántico.
Esto nos lleva a la conjetura de que si obtuviéramos un Hamiltoniano clásico de la forma (2.154), la
cuantización consistiría en traducirlo a la expresión (2.173). Nuestro caso de interés, sin embargo,
no corresponde a un Hamiltoniano de la forma (2.154), ya que el Hamiltoniano clásico

H = 1

2

∑

i

∑

j
(Mi −mi )µi j (M j −m j )+

∑

k

P 2
k +V (2.181)

no contiene a los momentos conjugados a coordenadas específicas, excepto en el caso de las coor-
denadas normales. Para poder establecer la correspondencia con el Hamiltoniano cuántico nece-
sitaremos hacer uso de la transformación (2.145), como veremos en la siguiente sección.

2.5. Hamiltoniano Mecánico Cuántico

El elemento de volumen asociado al Hamiltoniano cuántico (2.173) es dτ= d t1 . . .d tn , donde
{tk } representan el conjunto de coordenadas generalizadas. Dichas coordenadas en el caso del
Hamiltoniano molecular corresponden a las coordenadas normales y a los ángulos de Euler. Para
éste último caso, sin embargo, se acostumbra tomar el elemento de volumen

dτ= senθdθdφdχ dQ1 . . .dQ3N−3 , (2.182)

de tal forma que el factor de peso s = senθ está involucrado. Si hemos de tomar en cuenta este
factor debemos modificar las funciones de onda Ψt . Si llamamos a las nuevas funciones

Ψ=Ψ(θ,φ,χ,Q) , (2.183)
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entonces la normalización toma la forma
∫

Ψ
∗
Ψ s dφdθdχ dQ1 . . .dQ3N−3 = 1 . (2.184)

Al comparar esta expresión con

∫

Ψ
∗
t Ψt dφdθdχ dQ1 . . .dQ3N−3 = 1 (2.185)

obtenemos la relación

Ψs1/2 =Ψt , (2.186)

o también

Ψ= s−1/2
Ψt . (2.187)

Esta modificación conlleva a una transformación en el Hamiltoniano. Para ver esto conside-
remos la ecuación de Schrödinger original

ĤΨt = EΨt (2.188)

donde Ĥ está dado por (2.173). Multiplicando esta ecuación por s−1/2 e introduciendo la identidad
1= s1/2s−1/2 entre el Hamiltoniano y la función Ψt , nos conduce a la siguiente ecuación

[s−1/2H s1/2]s−1/2
Ψt = E s−1/2

Ψt . (2.189)

Si identificamos a la nueva función (2.187) y definimos

H ′ = s−1/2 H s1/2 , (2.190)

la ecuación (2.189) toma la forma

H ′
Ψ= EΨ (2.191)

que es la ecuación de Schrödinger asociada con el elemento de volumen (2.182). La forma explícita
del Hamiltoniano H ′ es la siguiente

H ′ = 1

2

∑

α

∑

β

s−1/2 g 1/4 p̂α g−1/4 gαβ g−1/4 p̂β g 1/4 s1/2 + V̂ . (2.192)

Este es el Hamiltoniano que debe ser comparado con (2.181). El Hamiltoniano clásico, sin embar-
go, está dado en términos de las cantidaes Mi −mi = M ′

i , las cuales, de acuerdo con (2.145) están
relacionadas con los momentos mediante una transformación del tipo

M ′
i =

∑

α

Sαi pα . (2.193)
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Esta transformación involucra a los momentos del lado derecho, por lo que es conveniente definir
para los momentos asociados a las coordenadas normales

M ′
i = Pk ; i ≥ 4 , (2.194)

con el propósito de que la matriz ‖S‖ = Sαi sea cuadrada y por lo tanto con inversa. Así pues, la
matriz ‖Sαi‖ queda definida por

(M ′
x M ′

y M ′
z P1 . . .P3N−3) = (pθ pφ pχ P1 . . .P3N−3)S (2.195)

con S dada por

S =





















D ©

η

1
. . .

1





















, (2.196)

donde D tiene la forma

D =







senχ cosχ 0

−cosχ
senθ

senχ
senθ

0

cosχcotθ −cotθ senχ 1






(2.197)

y

η=







−ηx
1 −ηy

1 −ηz
1

...
...

...
−ηx

3N−3 −ηy
3N−3 −ηz

3N−3






, (2.198)

como lo establece la transformación (2.145).
Aquí es conveniente hacer notar que el Hamiltoniano cuántico se acostumbra dar en térmi-

nos de las cantidades M ′
i y no de los momentos pθ, pφ y pχ. Es conveniente por lo tanto suponer

una forma de Hamiltoniano cuántico en términos de M ′
i y después, mediante la transformación

(2.193) verificar que se obtiene el Hamiltoniano (2.192). Supongamos entonces que el Hamiltonia-
no cuántico es

Ĥ ′ = 1

2
G1/4

∑

m

∑

n
M ′

n G−1/4 Gnm G−1/4 M ′
m G1/4 +V . (2.199)

Esta forma se ha propuesto con base en (2.192), ya que tiene la forma adecuada.
Lo primero que debemos establecer es la forma de la matriz Gmn en términos de gαβ. Propon-

dremos que la relación buscada esté determinada por la expresión clásica. Tomemos la energía
cinética clásica (2.152)

T = 1

2

∑

α

∑

β

pαgαβ pβ , (2.200)
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y apliquemos el inverso de la transformación (2.193)

pα =
∑

ṅ
(S−1)nα M ′

n . (2.201)

Entonces la ecuación (2.200) se transforma en

2T =
∑

n

∑

m
M ′

n

∑

α

∑

β

(S−1)nα gαβ (S−1)mβ M ′
m , (2.202)

lo cual sugiere la siguiente identificación

Gnm =
∑

α

∑

β

(S−1)nα gαβ (S−1)mβ , (2.203)

para obtener

2T =
∑

m

∑

n
M ′

n Gnm M ′
m . (2.204)

Así pues, obtendremos el Hamiltoniano cuántico (2.192) a partir de (2.199) a través de la transfor-
mación (2.194) con la identificación (2.203). Nos falta identificar a G . La comparación de ambos
Hamiltonianos (2.199) y (2.192) sugiere la correspondencia

G = s2g . (2.205)

La sustitución de (2.193), (2.203) y (2.206) en (2.199); después de algunos rearreglos y simplifica-
ciones nos conduce a

Ĥ ′ = 1

2
s−1/2g 1/4

∑

α

∑

β

{

s
∑

n

∑

r
Sr n p̂r s−1(S−1)nα

}

g 1/2gαβp̂βs1/2g 1/2 . (2.206)

Si queremos que esta expresión coincida con el Hamiltoniano cuántico (2.192), se debe satisfacer

s
∑

n

∑

r
Sr n p̂r s−1 (S−1)nα = p̂α . (2.207)

Nótese que sólo si esta expresión se satisface, entonces nuestra suposición inicial de proponer
como Hamiltoniano cuántico la ecuación (2.199), es consistente con (2.193).

En la ecuación (2.207) aparecen tanto los elementos de matriz de S como de su inversa S−1.
Estos últimos se obtienen mediante la inversión de las ecuaciones (2.145):

pθ = senχ M ′
x +cosχ M ′

y +
∑

k

(senχ ηx
k +cosχ η

y
k )P̂k , (2.208a)

pφ = −senθ cosχ M ′
x + senθ senχ M ′

y +cosθ M ′
z (2.208b)

+
∑

k

(−senθ cosχ ηx
k + senθ senχ η

y
k +cosθ ηz

k )P̂k , (2.208c)

pχ = M ′
z +

∑

k

ηz
k P̂k , (2.208d)
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de donde deducimos que la inversa de la matriz (2.196) definida por

(pθpφpχ P1 . . . P3N−6) = (M ′
x , M ′

y , M ′
z , P1, . . . ,P3N−6)S−1 (2.209)

toma la forma

S−1 =

























D′ 0

η′

1
1

. . .
1

























, (2.210)

donde

D′ =















senχ −senθcosχ 0

cosχ senθ senχ 0

0 cosθ 1















, (2.211)

mientras que para η′ se tiene

η′ =





senχηx
1 +cosχη

y
1 −senθcosχηx

1 + senθ senχη
y
1 +cosθηz

1 ηz
1

...
...

...
senχη3N−3 +cosχη

y
3N−3 −senθcosχηx

3N−3 + senθ senχη
y
3N−3 +cosθηz

3N−3 ηz
3N−3



 . (2.212)

El uso explícito de la matriz S y su inversa permiten verificar que (2.207) se satisface.
Así pues el Hamiltoniano cuántico tiene la forma (2.199)

Ĥ ′ = 1

2
G1/4

∑

m

∑

n
M ′

n G−1/4Gnm G−1/4M ′
m G1/4 + V̂ . (2.213)

Todavía es necesario, sin embargo, identificar los diferentes términos de acuerdo con (2.119). El
Hamiltoniano clásico (2.181) al ser comparado con (2.204), nos permite hacer las identificaciones

G =

























‖µnm‖ 0

0

1
1

...
1

























, (2.214)

M ′
1 = Mx −mx , (2.215a)

M ′
2 = My −my , (2.215b)

M ′
3 = Mz −mz , (2.215c)

(2.215d)

M ′
k = Pk , k > 4 . (2.215e)
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La forma de la matriz (2.214) nos permite escribir el Hamiltoniano (2.213) como

Ĥ ′ = 1

2
G1/4

∑

i

3
∑

j=1
(M̂i −m̂i )G−1/2µi j (M̂ j −m̂ j )G1/4

+1

2
G1/4

∑

k

P̂k G−1/2 P̂k G1/4 +V , (2.216)

donde claro está se tomó en cuenta que

Gnm = δnm , n,m ≥ 4 . (2.217)

Por último, nos falta obtener G . Para ello, haremos notar que G está dada por (2.203)

G = S−1 g S−1 , (2.218)

cuyo determinante tiene la forma

|G| = |S−1| |g| |S−1| = |S−1|2 |g| . (2.219)

El determinante de la matriz S−1 se obtiene directamente de (2.196)

det(S−1) = senθ . (2.220)

Ahora bien, el determinate de g corresponde a la g definida en (2.162), y por lo tanto

det(G) =G = sen2θ g . (2.221)

Este resultado es muy importante pues muestra la consistencia con la identificación (2.205). Por
otra parte, el determinante de la matriz G, de acuerdo con (2.217), está dada por

G = det(µ) =µ , (2.222)

por lo que finalmente obtenemos para el Hamiltoniano cuántico

Ĥ ′ = 1

2
µ1/4

∑

i j
(M̂i −m̂i )µi j µ

−1/2(M j −m j )

+ 1

2
µ1/4

∑

k

Pkµ
−1/2Pkµ

1/4 +V . (2.223)

Aparte de la aproximación de Born-Oppenheimer, el Hamiltoniano (2.223) es exacto para mo-
léculas poliatómicas rígidas y semirrígidas no lineales. Puesto que µi j depende de las coordena-
das, µ no conmuta con los momentos y por lo tanto no es posible la simplificación del factor µ. En
1968 James K.G. Watson demostró que el Hamiltoniano (2.223) pude ser reescrito como

M̂ ′ = 1

2

∑

αβ

(Lα−πα)µαβ(Lβ−πβ)+ 1

2

∑

k

P 2
k −

1

8
ħ2

∑

α

µαα+V , (2.224)
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donde se ha introducido la notación

Lα = Mα , (2.225)

πα = mα ; α= x, y, z . (2.226)

El orden de los factores en el primer término de (2.224) es irrelevante, ya que el mismo Watson
demostró que

∑

α

παµαβ =
∑

α

µαβπα . (2.227)

El término adicional en (2.224) que aparece como producto de la simplificación se designa como

U =−1

8
ħ2

∑

α

µαα (2.228)

y recibe el nombre de término de Watson.

2.6. Aproximaciones

Consideremos el caso en el que las oscilaciones de los núcleos son muy pequeñas, es decir,
el potencial presenta mínimos profundos en las posiciones de equilibrio. Cuando éste es el caso
podemos efectuar un desarrollo en serie de Taylor de µαβ alrededor de las posiciones de equilibrio,
es decir

µαβ =µ0
αβ+

∑

k

Qk

(

∂µαβ

∂Qα

)

0
+ 1

2

∑

k

∑

k′
QkQk′

(

∂2µαβ

∂Qk∂Qk′

)

0

+ . . . . (2.229)

Recordemos que µαβ corresponden a los elementos de matriz del inverso de la matriz I′ dada por
(2.120). Puesto que las coordenadas normales están definidas en términos de las coordenadas de
desplazamiento qα, en el equilibrio se anulan

Q0
k = 0 , (2.230)

de donde se sigue que

(I ′i j )0 = I 0
i j . (2.231)

Cuando los núcleos están en las posiciones de equilibrio la condición de Eckart (2.94) se satisface
automáticamente y por lo tanto tenemos la libertad de elegir los ejes (x, y, z) fijos en la molécula
como aquellos en los que el momento de inercia es diagonal. Es decir, en donde se satisfacen las
ecuaciones

I 0
i j = 0 ; i 6= j , (2.232)

y explícitamente
∑

α

mαx0
αy0

α =
∑

α

mαy0
αz0

α =
∑

α

mαz0
αx0

α = 0 . (2.233)
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Así pues si estas condiciones se satisfacen la matriz de momento de inercia es diagonal

I =





I 0
xx 0 0
0 I 0

y y 0
0 0 I 0

zz



 (2.234)

de donde se obtiene trivialmente su inversa

I−1 =





1/I 0
xx

1/I 0
y y

1/I 0
zz



 . (2.235)

Supongamos ahora que nos quedamos sólo con el primer término de la serie en (2.229). En-
tonces

µαβ 'µ0
αβ . (2.236)

Esto es una aproximación válida si las oscilaciones son pequeñas, claro está. Si además tomamos
los ejes fijos en la molécula tales que la matriz de momentos de inercia tenga la forma diagonal
(2.234), entonces

µαα ' 1

I 0
αα

, α= x, y, z . (2.237)

Como I 0
αα ya no dependen de las coordenadas entonces el Hamiltoniano (2.228) puede escribirse

como

Ĥ ′ ' 1

2

∑

α

1

I 0
αα

(Lα−πα)2 +
∑

k
P 2

k +U +V , (2.238)

siendo U el término de Watson. Desarrollando el término entre paréntesis se tiene

Ĥ ′ = 1

2

∑

α

L2
α

I 0
αα

+ 1

2

∑

α

π2
α

I 0
αα

− 1

2

∑

α

1

I 0
αα′

(Lαπα+παLα)

+
∑

k

P 2
k +U +V . (2.239)

El primer término, que definiremos como

Ĥ (0)
r = 1

2

(

L̂2
x

I 0
xx

+
L̂2

y

I 0
y y

+
L̂2

z

I 0
zz

)

, (2.240)

corresponde al Hamiltoniano de un cuerpo rígido, y es un término puramente rotacional. El se-
gundo término contiene al momento angular vibracional, por lo que será incluido en el Hamilto-
niano vibracional que definimos como

Ĥ (0)
vib = 1

2

∑

α

π̂2
α

I 0
αα

+
∑

k

P̂ 2
k +V . (2.241)
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Capítulo 2. Hamiltoniano molecular

Por último, el tercer término de (2.239) representa una interacción vibración-rotación

Ĥ (0)
r v = −1

2

∑

α

1

I 0
αα

(L̂απα+ π̂αL̂α)

= −
∑

α

L̂απ̂α

I 0
αα

, (2.242)

donde se ha tomado en cuenta que

[Lα,πα] = 0 , (2.243)

ya que Lα sólo afecta los ángulos de Euler, mientras que πα depende de las coordenadas normales.
El término de Watson, cuando se evalúa en el equilibrio,

U0 =−1

8
ħ2

∑

α

1

I 0
αα

(2.244)

es una constante que puede ser ignorada.
En conclusión, el Hamiltoniano molecular puede ser aproximado como

Ĥmol ' H (0)
r +H (0)

vib +H (0)
r v . (2.245)

donde H (0)
r está dado por (2.240) y H (0)

vib por (2.241). Podemos simplificar aún más el Hamiltoniano
(2.245) si despreciamos la interacción rotación-vibración. En este caso

Ĥmol ' H (0)
r +H0

vib (2.246)

lo cual está fundamentado en el hecho de que πα depende de las coordenadas normales, las cuales
tienden a cero en el equilibrio. Al desacoplar los grados de libertad vibracionales y rotacionales
mediante (2.246), es claro que la función de onda nuclear toma la forma del producto directo

Ψn(RN ) =Ψr (θ,φ,χ)φvib(Q) , (2.247)

donde

H (0)
rot Ψr (θ,φ,χ) = ErotΨr (θ,φ,χ) , (2.248)

Ĥvibφvib(Q) = Evibφvib(Q) . (2.249)

Una aproximación más restrictiva de la parte vibracional consiste en despreciar el momento
angular en (2.241) y aproximar el potencial como oscilador armónico. En este caso

Ĥ (0)
vib '

∑

k
(P 2

k −λkQ2
k ) (2.250)

cuyas funciones propias dadas por el producto directo de funciones de oscilador armónicoφnk(Qk ):

φ(0)
vib(Q) =

∏

k

φnk (Qk ) . (2.251)

Con respecto a la parte rotacional, en el caso más general de rotor asimétrico las funciones de
rotor rígido Ψr (θ,φ,χ) corresponden a combinaciones lineales de matrices D j (θ,φ,χ) de Wigner
[66].
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Capítulo 3

Descripción de los grados de libertad
vibracionales

E n el capítulo anterior se mostró que mediante la aproximación de Born-Oppenheimer es posi-
ble separar los grados de libertad electrónicos de los nucleares. Aunque con menos éxito, el

Hamiltoniano nuclear puede separarse en una contribución puramente vibracional y otra rota-
cional. En este capítulo nos concentraremos en la descripción vibracional de moléculas poliatómi-
cas. Esto tiene como objetivo el de presentar los diferentes métodos para abordar este problema,
con especial atención en los métodos algebraicos. Empezaremos por retomar la descripción en
términos de modos normales, tanto en coordenadas cartesianas como internas. Con esto haremos
ver que cuando se plantea el problema de vibraciones en coordenadas internas, el esquema natu-
ral para su descripción es el de osciladores locales interactuantes. Posteriormente introduciremos
el concepto de representación algebraica a través del oscilador armónico. Esto nos conduce a los
llamados métodos algebraicos, cuyos principales conceptos serán presentados. Un concepto fun-
damental en el marco de estos métodos es el de grupo dinámico, lo cual ejemplificaremos con el
potencial de Morse. Asimismo veremos las ideas esenciales de los modelos basados en los grupos
unitarios U (ν+1). Presentaremos el modelo U (4) para tratar las vibraciones y rotaciones de mo-
léculas diatómicas. Esto tiene como objetivo el de ejemplificar las ventajas y desventajas de los
métodos algebraicos en general. Por último, se hará una reseña del modelo U (ν+1) para describir
vibraciones en moléculas poliatómicas. Se hará énfasis en las desventajas del modelo. En el capí-
tulo siguiente se reformulará el mismo modelo de tal forma que dichas desventajas desaparecen.

3.1. Coordenadas normales

El Lagrangiano asociado a la energía cinética puramente vibracional está dado por (2.101)

Lvib =
1

2

N
∑

α=1
mαρ̇

2
α−V (ρα) . (3.1)

En términos de las coordenadas de desplazamiento (2.102) la energía cinética toma la forma (2.103).
La función potencial V sólo depende de los distancias relativas entre los núcleos. Si los desplaza-
mientos nucleares son considerados pequeños, la función potencial V puede desarrollarse en se-
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sección 3.1 coordenadas normales

rie de Taylor hasta términos cuadráticos, como se hizo en (2.105). Así pues, en este caso podemos
reescribir (3.1) de la siguiente forma

Lvib =
1

2
˜̇qq̇− 1

2
q̃Fq . (3.2)

Si ahora introducimos el cambio de coordenadas

q = AQ (3.3)

y demandamos que A diagonalice la matriz de constantes de fuerza, entonces

ÃFA =Λ , (3.4)

donde Λ es una matriz diagonal cuyos elementos son los valores propios de F. Tomando en cuenta
esto el Lagrangiano adquiere la forma diagonal

Lvib =
1

2
˜̇QQ̇− 1

2
Q̃ΛQ . (3.5)

Las coordenadas Qk se conocen como coordenadas normales.
Las ecuaciones de Euler asociadas al Lagrangiano (3.5) conducen a las siguientes ecuaciones

Q̈k +λkQk = 0. k = 1,2, . . . ,3N , (3.6)

Donde hemos designado por λk los elementos diagonales de la matriz Λ, es decir los valores pro-
pios de F. Estas ecuaciones diferenciales de segundo orden con coeficientes constantes admiten
soluciones armónicas de la forma

Qk = Bk cos

(

λ
1
2
k t +εk

)

, (3.7)

donde ε y Bk se determinan usando las condiciones iniciales. Tomando en cuenta (3.3) se tiene

qi =
3N
∑

k=i

Ai ,kQk =
3N
∑

k=i

Ai ,k Bk cos

(

λ
1
2
k t +εk

)

. (3.8)

De aquí vemos que cada una de las qi están dadas como una superposición de modos normales.
Sólo en el caso en que todos los Bk se anulen excepto el coeficiente del α-ésimo modo Bα = 1,
entonces el movimiento de los núcleos se reduce a un modo normal puro, donde cada átomo
oscila alrededor de su posición de equilibrio con un movimiento armónico simple de amplitud
Ai k , frecuencia λ1/2

k /2π y fase εk . Para cada solución λk la frecuencia y fase del movimiento de
cada coordenada es la misma, pero sus amplitudes pueden ser diferentes. Cada núcleo alcanza su
máximo desplazamiento y posición de equilibrio a un mismo tiempo. A este modo de vibración
se la llama modo normal de vibración y la frecuencia asociada se conoce como frecuencia normal
o fundamental. Para cada modo normal existe una coordenada normal Qk , y es preciso destacar
que éstos pueden presentar degeneración, es decir, puede ser que λk =λl .

El subespacio 3N-dimensional de coordenadas {qi }

Lq = {qi , i = 1,2, . . . ,3N } (3.9)
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Capítulo 3. Descripción de los grados de libertad vibracionales

constituye un subespacio invariante bajo las transformaciones del grupo puntual de la molécu-
la. Esto quiere decir que las transformaciones R asociadas al grupo de simetría G de la molécula
tienen el siguiente efecto

ÔR qi =
∑

j
∆ j i (R)q j , (3.10)

donde ∆(R) es en general reducible y se puede expresar en la siguiente forma

∆(R) = δ(R)⊗D(R) . (3.11)

δ(R) es una matriz de permutaciones N ×N que establece el intercambio de núcleos equivalentes
bajo R . La matriz D(R) es una matriz de rotación propia o impropia de dimensión 3×3, que co-
rresponde al elemento R . Como la representación ∆(R) es reducible existe una matriz M tal que

M∆(R)M−1 =
∑

µ

⊕aµD(µ)(R) , ∀R ∈G . (3.12)

La matriz M establece el cambio de base de las coordenadas {qi} a unas nuevas coordenadas {q S(µ)
i }

que portan representaciones irreducibles D̂µ(R) de G . Así pues, tenemos que

q S(µ)
i =

3N
∑

α=1
Mα, qµi qα , (3.13)

con la propiedad
ÔR q S(µ)

i =
∑

j
D(µ)

j i (R) q S(µ)
j , (3.14)

donde q es un índice de multiplicidad. Supondremos que las diferentes coordenadas {1S(µ)
i , 2S(µ)

i ,

. . . , nS(µ)
i } generan la misma representación irreducible D(µ)(R) y que la matriz M es unitaria. Si S

es el vector de coordenadas q S(µ)
i , es decir

S̃ =
(

1S(µ1)
1 , 1S(µ1)

2 , . . . , q S(µn )
i , . . .

)

(3.15)

entonces la ecuación (3.13) toma la forma matricial

S̃ = q̃M , (3.16)

de donde se sigue que
q̃ = S̃M̃ ; q = MS . (3.17)

Si ahora hacemos la sustitución de estas expresiones en el Lagrangiano (3.2) obtenemos

L = 1

2
˜̇SṠ− 1

2
S̃ Fs S , (3.18)

donde hemos definido la nueva matriz de constantes de fuerza

Fs = M̃FM . (3.19)
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sección 3.1 coordenadas normales

La matriz Fs es, como F, de dimensión 3N × 3N , y es diagonal en bloques, con cada bloque ca-
racterizado por una representación irreducible de dimensión correspondiente a su multiplicidad.
Además, cada bloque de una representación dada se repite tantas veces como su dimensión. De-
bido a que cada bloque está caracterizado por una representación irreducible y los modos nor-
males se obtienen al diagonalizar dichos bloques por separado, entonces las coordenadas nor-
males serán una combinación de coordenadas adaptadas por simetría de la misma representa-
ción. Como consecuencia las coordenadas normales son base de las representaciones irreducibles
del grupo de simetría G y por lo tanto

OR qQ(µ)
i =

∑

j
D(µ)

j i (R) qQ(µ)
j ; ∀R ∈G , (3.20)

donde se indica explícitamente que las coordenadas normales {qQ(µ)
1 , qQ(µ)

2 , . . .} portan laµ-ésima
representación irreducible. El índice de multiplicidad q toma en cuenta la posibilidad de que más
de una coordenada normal porte la misma representación irreducible. Pero cada coordenada nor-
mal está caracterizada por una frecuencia dada en términos del valor propio λ en (3.4), lo que nos
sugiere que podemos asociar a q el valor propio λq .

Veamos ahora el procedimiento para establecer la descripción cuántica. El Lagrangiano vibra-
cional tiene la siguiente forma en coordenadas normales

L = 1

2

3N−6
∑

k=1

Q̇2
k −

1

2

3N−6
∑

k=1

λkQ2
k . (3.21)

con momentos conjugados

Pk = ∂L

∂Q̇k
= Q̇k , (3.22)

lo cual nos permite establecer el Hamiltoniano

H = 1

2

3N−6
∑

k=1

P 2
k +

1

2

∑

k

λkQ2
k . (3.23)

Proponemos ahora que la cuantización se lleva a cabo al hacer la correspondencia

Pk =−iħ ∂

∂Qk
, (3.24)

ya que, como vimos, la transformación (2.175) es unitaria. Así pues, el Hamiltoniano vibracional
para una molécula no lineal tiene la forma

Ĥ =−ħ2

2

3N−6
∑

k=1

∂2

∂Q2
k

+ 1

2

3N−6
∑

k=1

λkQ2
k , (3.25)

con la correspondiente ecuación de Schrödinger

Ĥ Ψvi b(Q) = Ev Ψvi b(Q) . (3.26)
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Capítulo 3. Descripción de los grados de libertad vibracionales

El Hamiltoniano corresponde a un sistema de osciladores armónicos desacoplados, por tanto la
función de onda vibracional tiene la forma

Ψvi b(Q) =
3N−6
∏

k=1

Ψvk (Qk) . (3.27)

La sustitución de Ψvi b(Q) en (3.26), da lugar a las 3N − 6 ecuaciones desacopladas de oscilador
armónico

{

−ħ2

2

∂2

∂Q2
k

+ 1

2
λkQ2

k

}

Ψvk (Qk ) =Gvk Ψvk (Qk ) , (3.28)

con soluciones

Ψvk (Qk ) = Nvk Hvk (α1/2Qk )e−αk
Q2

k
2 , (3.29)

donde

α2
k = λk

ħ2 ; Nvk = (2vk vk !)−1/2
(αk

π

)1/4
, (3.30)

y Hvk (x) son polinomios de Hermite. Para la energía vibracional tenemos

Ev = Ev (v1, v2, . . . v3N−6) =
3N−6
∑

k=1

Gvk ; (3.31)

donde
Gvk =ħνk (vk +1/2) , (3.32)

con frecuencia
νk =

√

λk . (3.33)

Así pues, el uso de coordenadas normales nos permite separar el problema original (3.2) en un
conjunto de 3N −6 osciladores armónicos independientes.

El procedimiento que conduce a (3.28) desacopla todos los modos normales. En la práctica, sin
embargo, es conveniente mantener en la misma ecuación las coordenadas normales degeneradas.

Así pues, si {kQ(µ)
1 , kQ(µ)

2 } son las coordenadas asociadas a la frecuencia νk , se considera

{

−ħ2

2

[ ∂2

∂kQ(µ)2

1

+ ∂2

∂kQ(µ)
2

]

+ 1

2
λk (kQ(µ)2

1 +k Q(µ)2

2 )
}

Ψ(kQ(µ)) = EvkΨvk (kQ(µ)) (3.34)

Esta ecuación nos da la opción de efectuar cambios de coordenadas que nos faciliten la clasi-
ficación de las soluciones Ψvk , de acuerdo con las representaciones irreducibles del grupo. En
particular es mediante este cambio a coordenadas polares que es posible introducir el momento
angular vibracional.

Usualmente el Hamiltoniano (3.25) no es suficiente para llevar a cabo una descripción razona-
ble de las excitaciones vibracionales, pero puede tomarse como punto de partida al tomarlo como
un Hamiltoniano a orden cero. Tendremos entonces que en general el Hamiltoniano apropiado
tiene la forma

Ĥ = Ĥ0 +V (Q) , (3.35)
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sección 3.2 coordenadas internas

donde Ĥ0 corresponde al conjunto de osciladores armónicos (3.23) y el potencial V (Q) toma en
cuenta las anarmonicidades de la forma

V (Q) = 1

3!

∑

α,β,γ

Fα,β,γQαQβQγ+
∑

α,β,γ,δ

Fα,β,γ,δQαQβQγQδ+ . . . , (3.36)

donde Fα,β,γ... son las constantes de fuerza asociadas a las coordenadas normales. Es importante
hacer notar que debido a que las coordenadas normales portan representaciones irreducibles del
grupo de simetría, hay fuertes restricciones en las constantes de fuerza; sólo las combinaciones
que portan la representación totalmente simétrica están permitidas.

La aproximación armónica nos provee de una base para diagonalizar el Hamiltoniano general.
En la región de baja energía del espectro los estados presentan poca mezcla, lo cual significa que la
base armónica provee de buenos números cuánticos, pero conforme la energía aumenta la mezcla
puede ser tan grande que la asignación pudiera dejar de tener sentido. De hecho en estos casos las
asignaciones no son únicas, pues dependen del modelo propuesto. En la siguiente sección presen-
tamos las coordenadas internas, las cuales constituyen el punto de partida de los llamados modos
locales. Esta descripción, como veremos, tiene la ventaja de poporcionar una base alternativa que
resulta ser apropiada para la asignación de estados a altas energías.

3.2. Coordenadas internas

Hasta hace unas décadas, los trabajos en vibraciones se limitaban a la identificación de las fre-
cuencias fundamentales y algunos sobretonos y combinaciones. El método tradicional para des-
cribir moléculas poliatómicas está basado en el empleo de una base normal, concepto derivado de
la aproximación armónica. El éxito de esta descripción puede explicarse por el hecho de que sólo
se prestaba atención a los estados de más baja energía, ya que sólo éstos se podían identificar ex-
perimentalmente. Con el desarrollo de nuevas técnicas espectroscópicas ha sido posible generar
espectros de alta resolución en la región de altas energías de moléculas poliatómicas [2]. En ge-
neral se observa que a medida que la energía aumenta también aumenta la densidad de estados,
dando lugar a un espectro de características complejas. Sin embargo, dentro de esa complejidad,
se encuentran regularidades que pueden explicarse si el problema de vibraciones se analiza co-
mo un conjunto de osciladores locales interactuantes. El concepto de modos locales está basado
precisamente en esta idea en donde el conjunto de osciladores locales está asociado a las coorde-
nadas internas de la molécula [3, 7, 4].

Las coordenadas internas son características de la estructura de la molécula. Este conjunto
de coordenadas son adecuadas para describir el movimiento interno de la molécula, es decir, las
vibraciones moleculares. Ejemplos de coordenadas internas para describir los grados de libertad
vibracionales son: tensión de enlace, deformación angular, torsión y deformación angular fuera
del plano [63]. Cada una de estas coordenadas puede definirse como la diferencia entre una fun-
ción escalar de vectores de posición en un configuración distorsionada y la misma función en
la configuración de equilibrio. Dado que la variaciones de longitudes y ángulos en una molécula
pueden ser escritos en términos de la variación de las coordenadas cartesianas de desplazamiento
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Capítulo 3. Descripción de los grados de libertad vibracionales

de los núcleos, el primer problema que se presenta es escribir la forma explícita de la transforma-
ción de coordenadas cartesianas a internas.

Debido a que la relación entre las coordenadas internas y cartesianas es no lineal, se tiene la
siguiente forma general para la i-ésima coordenada interna ti :

ti =
∑

α

∑

k

Bα,k
i ∆α,k +

1

2

∑

α,β

∑

k,n

Bα,k,β,n
i ∆α,k∆β,n

+ 1

6

∑

α,β,γ

∑

k,n,p

Bαk,βn,γp
i ∆α,k∆β,n∆γ,p + . . . , (3.37)

donde α,β y γ corren sobre x, y y z, mientras que k,n y p corren sobre todos los núcleos. Los

coeficientes Bαk
i ,Bαk,βn

i y Bαk,βn,γp
i están dados por la primera, segunda y tercera derivadas con

respecto a las coordenadas cartesianas de desplazamiento evaluadas en el equilibrio. Estos ele-
mentos están determinados por la geometría de la molécula. Una simplificación consiste en con-
siderar esta transformación como lineal y definir las coordenadas internas en la aproximación
lineal

ti =
∑

α

∑

k

Bα,k
i ∆α,k =

∑

α

∑

k

(

∂ti

∂∆α,k

)

eq

∆α,k , (3.38)

y en forma matricial
t = Bx, (3.39)

donde la matriz B es de dimensión (3N−6)×3N y por tanto no es invertible. Para obtener la expre-
sión de las coordenadas cartesianas en términos de las coordenadas internas es preciso invertir la
matriz B. Para ello se acostrumbra adicionar seis coordenadas en el vector t de la ecuación (3.39)
que corresponden a la traslación y la rotación de la molécula, donde se toma en cuenta el hecho de
que no todos los desplazamientos son independientes ya que satisfacen las condiciones de Eckart
y las ecuaciones del centro de masas [64]. En este caso podemos obtener

x = B−1t . (3.40)

En breve veremos la importancia de la aproximación (3.38) en la determinación de los modos nor-
males.

Consideremos las coordenadas internas curvilineas en su forma general {tk }. Supondremos la
forma funcional

xiξ = xiξ(tk ) , (3.41)

la cual es en general no lineal. Podemos establecer la forma del Hamiltoniano clásico en las coor-
denadas generalizadas tk :

H = 1

2

∑

α

∑

β

pα gαβ pβ+V (t) , (3.42)

donde los elementos de matriz gαβ están dados por (2.153). En forma matricial el Hamiltoniano
(3.42) toma la forma

H = 1

2
p̃Gp+V (t) . (3.43)
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Consideremos ahora la aproximación armónica, ya que los modos normales están definidos
en el marco de esta aproximación. En este caso

V (t) = 1

2
t†Ft t , (3.44)

donde Ft es la matriz de constantes de fuerza referidas a las coordenadas generalizadas t. De
acuerdo a las ecuaciones de Hamilton

ṫk = ∂T

∂pk
, (3.45)

de modo que de (3.42) se tiene
ṫk =

∑

β

gkβ pβ , (3.46)

donde hemos tomado en cuenta que la matriz G es simétrica y por lo tanto gαβ = gβα. Si además
consideramos que G es real, entonces

G† = G . (3.47)

En forma matricial la ecuación (3.46) toma la forma

ṫ = Gp (3.48)

o también
p† = ṫ†G−1 ; p = G−1ṫ , (3.49)

donde se ha tomado en cuenta (3.47). La sustitución de estas expresiones en el Hamiltoniano
(3.43) nos permite identificar la energía cinética en términos de las velocidades

T = 1

2
ṫ† G−1 ṫ , (3.50)

de donde obtenemos el Lagrangiano

L = 1

2
ṫ† G−1 ṫ− 1

2
t† Ft t . (3.51)

Aunque el potencial es armónico, la energía cinética contiene términos anarmónicos ya que la
transformación (3.41) es en general no lineal. Debemos por lo tanto efectuar una aproximación
lineal en (3.41) o bien en la matriz G. Supongamos entonces que obtenemos la aproximación lineal
(3.40). En este caso de la definición (3.40), obtenemos

G0 = DD† ; Di j = Bi j m−1/2
j , (3.52)

la cual es independiente de las coordenadas. Aquí hemos hecho énfasis en que la matriz G0 cor-
responde a la matrix G evaluada en el equilibrio. Nótese que esta última expresión refleja en for-
ma inmediata la propiedad (3.47). Al considerar (3.52) en (3.51) obtenemos el Lagrangiano en la
aproximación armónica. Las ecuaciones de movimiento asociadas a (3.51) tomando en cuenta
(3.52), son

∑

j
{(G−1

0 ) j i ẗ j + f j i t j } = 0 , (3.53)
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donde fi j son los elementos de matriz de Ft . Substituyendo soluciones del tipo

t j = A j cos(λ1/2t +ε) , (3.54)

obtenemos el sistema de ecuaciones algebraicas

3N−6
∑

j=1
{ f j i − (G−1

0 ) j iλ}A j = 0 , (3.55)

cuya solución no trivial existe si el determinante de la matriz asociada se anula, es decir

|F−G−1
0 λ| = 0 . (3.56)

El sistema de ecuaciones (3.53) determina un cambio de base. Con el propósito de identificarlo
introduciremos las coordenadas normales Q definidas por

t = LQ . (3.57)

En términos de las nuevas coordenadas Q el Lagrangiano (3.51) adquiere la forma diagonal

L = 1

2
Q̇†Q̇− 1

2
Q†

ΛΛΛQ , (3.58)

siempre y cuando se satisfagan las relaciones

L†G−1
0 L = 111 ; L†Ft L =ΛΛΛ , (3.59)

donde ΛΛΛ es una matriz diagonal. Nótese que estas ecuaciones implican que

L† = L−1G0 , (3.60)

lo que significa que la transformación (3.68) no es unitaria. Nótese además que en general F y G0

no conmutan y por lo tanto no se pueden diagonalizar simultáneamente.
En (3.55) se tiene definida una matriz con elementos A j k , donde se etiqueta las diferentes solu-

ciones λk . Por otra parte, hemos definido las coordenadas normales a través de la transformación
L. Debemos por lo tanto establecer su conexión. De (3.59) no es difícil verificar que se debe satis-
facer la ecuación de valores propios

L−1G0FL =ΛΛΛ . (3.61)

Esta ecuación, en términos de elementos de matriz puede escribirse como
∑

j
{ fi j − (G−1

0 )i jλk }L j k = 0 . (3.62)

Si además tomamos en cuenta que tanto Ft como G−1
0 son simétricas, tenemos

∑

j
{ f j i − (G−1

0 ) j iλk }L j k = 0 , (3.63)

lo que nos permite identificar, al comparar con (3.55), lo siguiente

L j k = A j k̇ . (3.64)

Es importante hacer notar que la normalización de los vectores propios en (3.61) se debe hacer a
través de (3.59).
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3.3. Coordenadas adaptadas por simetría

Puesto que las coordenadas normales portan representaciones irreducibles, es conveniente
presentar el análisis de la sección anterior cuando se consideran coordenadas adaptadas por sime-
tría. El cambio de base de coordenadas internas t a coordenadas adaptadas por simetría S pode-
mos escribirlo de la siguiente forma

S† = t†M , (3.65)

donde M es una matriz ortogonal que se obtiene mediante algún método de proyección. Invir-
tiendo la expresión anterior, el Lagrangiano (3.51) en la aproximación armónica puede escribirse
como

L = 1

2
Ṡ†

G
−1
0 Ṡ− 1

2
S†

Fs S , (3.66)

donde
G

−1
0 = M†G−1

0 M , Fs = M†FtM. (3.67)

Ahora tomaremos en cuenta que las coordenadas internas se relacionan con los coordenadas nor-
males mediante

S = LQ . (3.68)

Entonces podemos reescribir el Hamiltoniano (3.66) de la siguiente forma

L = 1

2
Q̇†L†

G
−1
0 LQ̇− 1

2
Q† L†

Fs LQ . (3.69)

Demandamos ahora que el Lagrangiano anterior sea de la forma (3.5). Para ello se debe satisfacer

L†
G

−1
0 L = 1, L†

Fs L =Λ, (3.70)

de donde se sigue que

L−1
G0Fs L =Λ . (3.71)

El Hamiltoniano correspondiente lo obtenemos a través de los momentos. Sea P i el momento
asociado a la coordenada Si

P i =
∂T

∂Ṡi
=

∑

α

(G−1)iαṠα , (3.72)

y en forma matricial
PPP =GGG

−1
0 Ṡ ; GGG 0PPP = Ṡ . (3.73)

De esta última expresión podemos escribir el Hamiltoniano

H = 1

2
PPP

†
GPPP + 1

2
S†

Fs S , (3.74)

donde hemos tomado en cuenta la hermiticidad de G0. Las matrices G y Fs son diagonales por
bloques, donde cada bloque corresponde a una representación irreducible del grupo. Asimismo
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debido a que el Hamiltoniano es invariante ante las transformaciones de simetría del grupo pun-
tual de la molécula, los elementos de matriz del Hamiltoniano cuántico (incluyendo anarmonici-

dades) en una base adaptada por simetría Ψ
α(µ)
i tiene la froma general

〈Ψα(µ)
i |Ĥ |Ψβ(ν)

j 〉 = Hα,βδµνδi j (3.75)

donde µ(ν) etiquetan las representaciones irreducibles, y j (i ) son las componentes correspondi-
entes de cada representación, mientras que α y β distinguen funciones pertenecientes a la misma
representación irreducible y misma componente.

La diagonalización del Hamiltoniano (3.74) nos provee de las coordenadas normales. Estas
coordenadas pueden usarse como base para diagonalizar un Hamiltoniano cuántico más general,
hasta orden cuártico en coordenadas y momentos, por ejemplo. La base normal, nos llevará a una
descripción similar a la descrita anteriormente en coordenadas cartesianas. La ventaja del uso de
coordenadas internas, sin embargo, estriba en la descripción local como una alternativa al uso
de la base normal. La descripción local consiste en diagonalizar el Hamiltoniano en una base de
producto directo de funciones, cada una de ellas asociada a un potencial local. El caso más sim-
ple consiste en considerar dos osciladores armónicos para cada oscilador. Desde el punto de vista
físico, sin embargo, es más apropiado asociar osciladores de Morse para los grados de libertad de
tensión, ya que las funciones contienen desde un principio la anarmonicidad y el continuo. Las
flexiones pueden tratarse en primera aproximación en términos de osciladores armónicos. La dia-
gonalización del Hamiltoniano (3.43) no es fácil de obtener, ya que la matriz G(t) depende de las
coordenadas internas de forma complicada. Para moléculas pequeñas (cuatro átomos) la diago-
nalización directa es posible, pero no así para moléculas de tamaño mediano. El procedimiento
a seguir consiste en desarrollar en serie de Taylor la matriz G(t) y el potencial V (t), preservando
términos hasta orden cuártico. El corte hasta este orden permite identificar las interacciones más
relevantes de Fermi y Darling-Dennison.

Considerar osciladores de Morse u osciladores armónicos para las diferentes coordenadas no
es la única alternativa. En el capítulo 4 presentamos el llamado modelo algebraico U (ν+1), cuyo
potencial asociado no se ha identificado, pero es de gran importancia para tratar sistemas alta-
mente excitados [67]

3.4. Oscilador armónico

El oscilador armónico además de tener solución analítica resulta ser una buena aproximación
para un gran número de sistemas. Esto lo podemos constatar de inmediato del análisis anterior en
donde se mostró que el cambio a coordenadas normales simplifica el problema de osciladores a
un conjunto de osciladores armónicos independientes. Por otra parte, aún cuando se consideren
osciladores de Morse o Pöschl-Teller se espera que en el límite de pequeñas oscilaciones se re-
cuperen los resultados para oscilador armónico. Asimismo el estudio del oscilador armónico nos
ofrece la oportunidad de introducir la representación algebraica, de ahí que empecemos el análi-
sis de diferentes potenciales con esta sección. Así pues empezaremos por la solución clásica de
oscilador armónico en una dimensión, para posteriormente establecer la descripción cuántica.
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3.4.1. Descripción clásica

Sea V (X ) el potencial correspondiente al oscilador armónico

V (X ) = 1

2
k X 2 . (3.76)

La ecuación de movimiento asociada a este potencial es

m
d 2X

d t 2
=−dV (X )

d X
=−k X , (3.77)

donde m es la masa de la partícula. La ecuación anterior admite soluciones de la forma general

X = Xm cos(ωt +ϕ) , ω=

√

k

m
. (3.78)

Las constantes de integración Xm y ϕ se determinan con las condiciones iniciales. El Lagrangiano
de este sistema está dado por

L = 1

2
mẊ 2 −V (X ), (3.79)

con el Hamiltoniano asociado

H = P 2

2m
+ 1

2
k X 2 , (3.80)

donde P es el momento conjugado de X . Dadas las soluciones (3.78), al ser sustituidas en (3.80) se
obtiene la conservación de la energía

E = 1

2
mω2X 2

m . (3.81)

Nótese que la energía puede tomar cualquier valor, pues Xm es arbitrario. Si fijamos la energía E ,
entonces el movimiento clásico se encuentra limitado a los desplazamientos máximos ±Xm . En
±Xm la energía potencial el máxima y la energía cinética es cero. Por otra parte si Xm = 0 entonces
la energía potencial es la que se anula y la energía cinética se iguala con la energía total.

3.4.2. Descripción cuántica

Directamende de la expresión clásica (3.80) obtenemos el Hamiltoniano cuántico

Ĥ = P̂ 2

2m
+ 1

2
k X̂ 2 (3.82)

y en unidades adimensionales

Ĥ

ħω = Ĥ = 1

2
(p̂2 + x̂2) , x̂ =

√

mω

ħ X̂ , p̂ = 1
p
ħωm

P̂ , (3.83)

con [p̂, x̂] = i . Como Ĥ es independiente del tiempo, el análisis se reduce a obtener la solución a
la ecuación de Schrödinger

Ĥ |ϕ〉 = E |ϕ〉. (3.84)
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A continuación definimos los siguientes operadores

â† = 1
p

2
(x̂ − i p̂) , â = 1

p
2

(x̂ + i p̂) , (3.85)

con relaciones de conmutación bosónica

[â, â†] = 1 . (3.86)

La representación del Hamiltoniano en términos de estos operadores toma la forma simple

Ĥ = â†â + 1

2
= N̂ + 1

2
, (3.87)

donde hemos definido el operador de número

N̂ = â†â . (3.88)

Este resultado (3.87) implica que resolver (3.84) es equivalente a obtener las funciones propias del
operador de número N̂

N̂ |ϕγ〉 = γ|ϕγ〉 . (3.89)

Para obtener las soluciones de (3.89) primeramente calculamos el valor esperado de N̂

〈ϕγ|N̂ |ϕγ〉 = 〈ϕγ|â†â|ϕγ〉 = 〈ϕγâ†|âϕγ〉 = γ , de donde γ≥ 0. (3.90)

Aquí hemos tomado en cuenta las propiedades de producto interno. Consideraremos el caso γ= 0

〈ϕ0â†|âϕ0〉 = 0 , de donde |âϕ0〉 = 0 , entonces â|ϕγ〉 = 0 . (3.91)

Lo cual implica que |ϕ0〉 es el estado de menor energía. Ahora bien, si γ> 0 tenemos que |âϕγ〉 es
vector propio de N̂

N̂ â|ϕγ〉 = (N̂ −1)â|ϕγ〉 = (γ−1)â|ϕγ〉 . (3.92)

De igual modo para |â†ϕγ〉 se tiene

N̂ â†|ϕγ〉 = (N̂ +1)â†|ϕγ〉 = (γ+1)â†|ϕγ〉, (3.93)

y generalizando

N̂ (â)n |ϕγ〉 = (γ−n)(â)n |ϕγ〉 , (3.94)

N̂ (â†)n|ϕn〉 = (γ+n)(â†)n|ϕγ〉 . (3.95)

Ahora bien, como γ = 0 es el valor mínimo, aplicando sucesivamente a† podemos generar la se-
cuencia infinita

|ϕ0〉, â†|ϕ0〉, (â†)2|ϕ0〉, . . . , (â†)n|ϕ0〉. (3.96)

Nos resta por demostrar sin embargo que esta secuencia

|ϕγ〉, con γ= 0,1,2 . . . (3.97)
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incluye todos los estados posibles, esto es, que es un conjunto completo. Para ello probaremos
que γ es entero. Supongamos que γ= n + s donde 0≤ s < 1, entonces tenemos que

(â)n |ϕ(n+s)〉 = |ϕs〉, y además N̂ |ϕs〉 = s|ϕs〉 , (3.98)

entonces

s = 〈ϕs |N̂ |ϕs〉
〈ϕs |ϕs〉

, de donde s ≥ 0 , (3.99)

Ahora supongamos que â|ϕs〉 6= 0, entonces

â|ϕs〉 ∼ |ϕ(s−1)〉 ⇒ N̂ |ϕ(s−1)〉 = (s −1)|ϕ(s−1)〉, (3.100)

y como consecuencia
â|ϕs〉 = 0 por tanto s = 0. (3.101)

Asi pues, los valores propiosγ son enteros y los designaremos porγ= n. Ahora tomando en cuenta
(3.87) tenemos

En =ħω(n + 1

2
) n = 0,1,2 . . . (3.102)

Por tanto la energía del oscilador armónico está cuantizada y no puede tomar valores arbitrarios.
Nótese que el valor mínimo es diferente de cero E0 = ħω

2 y la diferencia entre dos niveles de energía
consecutivos es ∆E = En+1 −En = ħω. Además no existen niveles degenerados, esto puede verse
como consecuencia de que el grupo de simetría del sistema es Ci , el cual presenta dos represen-
taciones irreducibles, ambas unidimensionales. Al operador N̂ se le conoce como operador de
número y a los operadores â† y â como operadores de creación y aniquilación respectivante, és-
to debido a que su acción es aumentar o disminuir un cuanto de energía al estado sobre el cual
actuan. La acción de estos operadores es la siguiente [68]:

â†|ϕn〉 =
p

n +1 |ϕn+1〉 , (3.103a)

â|ϕn〉 =
p

n |ϕn−1〉 . (3.103b)

Debido a que la secuencia (3.97) es un conjunto completo se satisface la relación de cierre

∞
∑

n=0
|ϕn〉〈ϕn| = 1 . (3.104)

Los estados |ϕn〉 definen una representación, la representación de los estados propios del Hamil-
toniano la cual es diagonal

〈ϕn|Ĥ |ϕn〉 = ħω(n + 1

2
)δmn . (3.105)

Como los observables x y p son funciones de â y â†, cualquier variable dinámica podrá expresarse
en términos de operadores de creación y aniquilación. Esto es lo que conduce a la llamada repre-
sentación algebraica, lo cual tiene la ventaja de que todas las manipulaciones se efectuan con base
en el conmutador (3.86), a diferencia de las manipulaciones integrodiferenciales en el espacio de
configuración.
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3.5. Modelos algebraicos

El concepto de Simetría y el lenguaje natural para describirla formalmente, es decir, la Teoría
de Grupos, juegan un papel muy importante en el campo de la física y la química. La gran com-
plejidad que presentan los sistemas clásicos y cuánticos puede simplificarse mediante el análisis
de las propiedades de simetría del sistema. Pero más alla del aspecto utilitario, la teoría de grupos
nos permite visualizar bajo una nueva perspectiva conceptos y definiciones que, de otra forma,
parecen ser introducidos de manera arbitraria. Además la simetría nos encamina hacia la formu-
lación de una teoría física correcta proporcionando constricciones y pautas en sistemas que de
otra forma no podrían tratarse. La existencia de simetría en un sistema da lugar a la aparición de
magnitudes conservadas que en cuántica se corresponden con números cuánticos, los cuales nos
permiten etiquetar sistemáticamente los estados del sistema.

Dentro de los métodos de la mecánica cuántica, tal vez sean los métodos algebraicos los que
hacen uso de la teoría de grupos en su forma más amplia. Estos métodos no solamente proveen
de funciones base adaptadas por simetría, sino que proporcionan todo un esquema para definir
tanto las variables dinámicas como su manipulación para el cálculo de observables. Este tipo de
métodos han sido aplicados con éxito en física nuclear, pero también han sido propuestos en el
ámbito de la física molecular, especialmente en la descripcíón roto-vibracional de moléculas. En
esta sección presentamos las ideas fundamentales de lo que constituyen los métodos algebraicos.

Definición de grupo.

Un conjunto no vacío de elementos G = {g1, g2, g3, . . . gn} forman un grupo si dada una ley de
composición entre sus elementos se satisfacen las condiciones de cierre, asociatividad, identidad
y existencia del inverso.

En grupos continuos o grupos de Lie , todo elemento del grupo se obtiene como potencia de un
conjunto base de elementos llamados generadores, que juntos forman un álgebra llamada álgebra
de Lie, asociada al grupo. En general los generadores ĝi definen un álgebra de Lie si cierran bajo la
conmutación

[ĝi , ĝ j ] =
∑

k

ck
i j ĝk (3.106)

y satisfacen la identidad de Jacobi. El conjunto de constantes ck
i j se conocen como constantes de

estructura y definen tanto las propiedades del álgebra de Lie como las del grupo asociado al álge-
bra [69].

Transformaciones de simetría y cantidades conservadas.

Una transformación que deja invariante un sistema recibe el nombre de transformación de
simetría. A su vez el conjunto de transformaciones de simetría forma un grupo; el llamado grupo
de simetría. Desde un punto de vista más general las transformaciones de simetría de un sistema
físico puede definirse en términos de las ecuaciones de movimiento del sistema. Supongamos que
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tenemos el sistema de ecuaciones

Ôiψi = 0 i = 1,2 . . . (3.107)

entonces los operadores ĝi j tales que
∑

j
Ôi (ĝi jψ j ) = 0 i = 1,2 . . . (3.108)

se llaman transformaciones de simetría, ya que transforman la solución ψ en otra solución gψ
de la ecuación (3.107). Consideremos por ejemplo la ecuación de Schrödinger dependiente del
tiempo

(

H(x, p)− i
∂

∂t

)

ψ(x, t ) = 0 . (3.109)

k̂ j (x, p, t )ψ(x, t ) es también solución de la ecuación (3.109) si satisface la ecuación

[Ĥ , k̂ j ]− i
∂k̂ j

∂t
= 0 , (3.110)

esto es, k̂ j es un operador asociado con una constante de movimiento. Ahora bien si k̂1 y k2 son
constantes de movimiento, el conmutador es de nuevo una constante de movimiento, y si además
los k̂i forman un álgebra de Lie entonces los operadores ki resultan ser los generadores de la si-
metría algebraica del sistema dependiente del tiempo [54].

Consideremos ahora la ecuación de Schrödinger para estados estacionarios

Ĥϕn
i (r) = Enϕ

n
i (r) , (3.111)

donde hemos supuesto que la función ϕn
i (r) asociada a la energía En tiene degeneración gn , es

decir, i = 1,2, . . . , gn . Asimismo hemos supuesto un espectro discreto de energías. Supongamos
que existe un grupo G de transformaciones que dejan invariante el Hamiltoniano, es decir

[ÔR , Ĥ ] = 0 , ∀R ∈G . (3.112)

Si el número de transformaciones R es máximo se dice que G es el grupo de simetría del sistema.
Apliquemos a la ecuación (3.111) el operador ÔR por la izquierda

ÔRĤϕn
i (r) = EnÔRϕ

n
i (r) , (3.113)

e introduzcamos la unidad ÔRÔ
−1
R entre Ĥ y ϕn

i (r), de modo que

(ÔRĤ Ô
−1
R )ÔRϕ

n
i (r) = EnÔRϕ

n
i (r) . (3.114)

Pero de acuerdo con (3.112)
ÔRĤ Ô

−1
R = Ĥ , (3.115)

y por lo tanto
Ĥ (ÔRϕ

n
i (r)) = En(ÔRϕ

n
i (r)) . (3.116)
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Esta expresión nos dice que la función transformada ÔRϕ
n
i (r) es función propia de Ĥ asociada a

la misma energía En . Pero el subconjunto de funciones degeneradas {ϕn
i (r), i = 1, . . . , gn} forma

un subespacio asociado a En , y por lo tanto

ÔRϕ
n
i (r) =

gn
∑

j=1
D j i (R)ϕn

j (r) . (3.117)

Las matrices D(R) constituyen una representación del grupo de simetría G ya que,

D(R1)D(R2) = D(R1R2); R1R2 ∈G . (3.118)

Este resultado se resume en el siguiente

Teorema de Wigner. Las soluciones de la ecuación de Schrödinger para estados estacionarios
son base de representaciones irreducibles del grupo de simetría del sistema[103].

En este caso una constante de movimiento está asociada a un observable Â que no depende
explícitamente del tiempo y que conmuta con el Hamiltoniano, es decir

[Â, Ĥ ] = 0 ,
∂Â

∂t
= 0 . (3.119)

Para un sistema conservativo Ĥ mismo es una constante de movimiento. Si sustituimos (3.119)
en

d

d t
〈Â〉 = 1

iħ
〈[Â, Ĥ ]+〈∂A

∂t
〉 , (3.120)

obtenemos
d

d t
〈Â〉 = d

d t
〈Ψ(t )|A|Ψ(t )〉 = 0 , (3.121)

lo cual dice que 〈Â〉 es una cantidad que se conserva. Como Â y Ĥ conmutan, se pueden diago-
nalizar simultaneamente, es decir se puede encontrar un sistema común de vectores propios

Ĥ |φn,p,τ〉 = En|φn,p,τ〉 . (3.122)

Â|φn,p,τ〉 = ap |φn,p,τ〉 , (3.123)

donde τ es un índice necesario en el caso de que Ĥ y Â no constituyan un conjunto completo.
Los vectores |φn,p,τ〉 son estados estacionarios de Ĥ caracterizados por el valor propio En . Los es-
tados |φn,p,τ〉 también son estados propios de Â con valor propio ap . Como Â es una constante
de movimiento los valores propios ap proveen de un etiquetado independiente del tiempo. Los
valores propios de Â son llamados por esta razón, buenos números cuánticos.

Las transformaciones de simetría de un grupo G satisfacen

∂ÔR

∂t
= 0, (3.124)
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aunque en general
[ÔRi ,Ĥ ] = 0, [ÔRi ,ÔR j ] 6= 0 ∀Ri ∈G . (3.125)

Esto nos indica que las operaciones de simetría no nos proveen de números cuánticos simultánea-
mente. En contraste, para las clases Ki tenemos

∂K̂i

∂t
= 0, [Ki ,Ĥ ] = 0, [K̂i , K̂ j ] = 0 ∀Ki ∈G . (3.126)

Ésto nos dice que las clases Ki de un grupo G sí constituyen un conjunto apropiado para proveer
de números cuánticos. El conjunto de valores propios de las clases es lo que define una representa-
ción irreducible de G , de ahí que las posibles representaciones irreducibles proveen precisamente
de los números cuánticos del sistema.

Ahora bién la simetría algebraica asociada con los sistemas dependientes e independiantes del
tiempo nos proveen de constantes de movimiento de los sistemas físicos. Por otra parte el álgebra
dinámica de un sistema independiente del tiempo se define como aquella que permite conectar
todos los estados propios del sistema a través de sus generadores. Esto significa que cualquier
variable dinámica puede expresarse en términos de los generadores, es decir, el álgebra dinámica
define un espacio de Hilbert apropiado para la descripción del sistema. Dada un álgebra de Lie, se
puede construir al menos un operador Cl que conmuta con todos los generadores del k̂ j

[Cl , k̂ j ] = 0 l = 1,2, . . . ,r j = 1,2 . . . , s . (3.127)

A estos operadores se les conoce como operadores de Casimir u operadores invariantes y pueden
ser lineales, cuadráticos o de órdenes superiores en los generadores. El número r de casimires
linealmente independientes coincide con el número máximo de generadores que conmutan entre
ellos

[k̂α, k̂β] = 0 α,β= 1,2 . . . ,r . (3.128)

Los operadores (Cl , k̂α) pueden diagonalizarse simultáneamente y usar sus valores propios para
identificar los estados propios correspondientes.

Para la ecuación de Scrhödinger independiente del tiempo la simetría algebraica nos provee de
contantes de movimiento que se traducen como números cuánticos que nos permiten distinguir
estados asociados a una misma energía, es decir el álgebra de simetría sólo conecta estados de-
generados. Por otra parte los generadores del álgebra dinámica no son constantes de movimiento,
pero pueden conectar todos los estados del sistema.

Métodos algebraicos

Sea G el grupo de simetría del sistema. Consideremos un conjunto de operadores g = {k̂ j } que
forman un álgebra y además

[Ĥ , k̂ j ] = 0 . (3.129)

Entonces g resulta ser el álgebra de simetría del sistema. Los estados propios de Ĥ con energía Eα

pueden escribirse como |αλµ〉, donde λ se refiere a las representaciones irreducibles del grupo de

60



Capítulo 3. Descripción de los grados de libertad vibracionales

simetría y µ distingue entre diferentes componentes (y puede elegirse de modo que correspondan
con las representaciones irreducibles de un subgrupo de g ). Los valores propios del Hamiltoniano
en (3.129) dependen de α

Ĥ |αλµ〉 = Eα(λ)|λµ〉 . (3.130)

Asimismo, de la ecuación (3.117) se tiene que los generadores ki no conectan estados con diferen-
te λ.

La introducción de un conjunto de casimires que conmutan nos permitirá distinguir entre
todos los estados |αλµ〉. Para hacer ver esto consideremos la cadena de álgebras

g1 ⊃ g2 (3.131)

Si g1 es el álgebra de simetría del Hamiltoniano (g en (3.129)), podemos etiquetar los estados pro-
pios como 〈λ1µ1〉. Puesto que g2 ⊂ g1 entonces g2 también es un álgebra de simetría de H aunque
no maximal, y consecuentemente sus vectores propios son etiquetados como |λ2µ2〉. Combinan-
do estas dos propiedades podemos etiquetar los estados

Ĥ |αλ1λ2µ2〉 = Eα|αλ1λ2µ2〉 . (3.132)

Esto puede extenderse a más subgrupos g1 ⊃ g2 ⊃ g3 ⊃ . . ..

Supongamos ahora que g1 es el álgebra dinámica del sistema. En este caso los elementos de
g1 no conmutan con el Hamiltoniano, pero sí una subálgebra, la que corresponde al álgebra de
simetría. Puesto que g1 es el álgebra dinámica el Hamiltoniano puede desarrollarse en términos
de sus generadores. Una forma elegante de escribir el Hamiltoniano es en términos de operadores
de Casimir de los diferentes subgrupos de g1. Por ejemplo, supongamos la cadena g1 ⊃ g2 ⊃ g3. El
Hamiltoniano podría tomar la forma

Ĥ =αC1(g1)+βC2(g2)+γC3(g3) , (3.133)

donde C1 , C2 y C3 son los casimires asociados a g1, g2 y g3 respectivamente. Supongamos que el
grupo de simetría es g3. El Hamiltoniano (3.133) es diagonal en la base definida por los vectores
propios de los operadores de Casimir involucrados en la cadena g1 ⊃ g2 ⊃ g3. Cuando esto sucede
la solución se conoce y recibe el nombre de simetría dinámica asociada a la cadena g1 ⊃ g2 ⊃ g3.
Podría haber, sin embargo, una cadena alterna, digamos g1 ⊃ g

′
2 ⊃ g3, en cuyo caso el Hamiltonia-

no
Ĥ2 =αC1(g1)+β

′
C2(g

′
2)+γC3(g3) (3.134)

será diagonal en la base definida por dicha cadena. Se tendrá entonces una simetría dinámica
adicional. El Hamiltoniano más general contiene casimires de ambos subgrupos

Ĥ =αC1(g1)+βC2(g2)++β
′
C2(g

′
2)+γC3(g3) (3.135)

en cuyo caso se dice que se presenta un rompimiento de la simetría dinámica. El Hamiltoniano
(3.135) puede diagonalizarse en una u otra base, lo cual es posible hacerlo en forma eficiente y
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elegante mediante las técnicas de teoría de grupos.

Resumiendo, el Hamiltoniano y todos los operadores en el sistema pueden ser expresados en
términos de los generadores del álgebra dinámica. Todos los observables del sistema pueden cal-
cularse algebraicamente. Las bases apropiadas para calcular los elementos de matriz son provis-
tos por las diferentes simetrías dinámicas. Es importante mencionar que las cadenas contienen
como subgrupo al grupo de simetría del sistema. Cuando hay diferentes cadenas de grupos, el
Hamiltoniano en general no es diagonal. En este caso, sin embargo se tiene la ventaja de que el
Hamiltoniano se puede diagonalizar en forma elegante, utilizando por ejemplo los paréntesis de
transformación [54].

3.5.1. Representación SU(2)

En esta sección ejemplificaremos el concepto de grupo dinámico para el problema unidimen-
sional del potencial de Morse. Introduciremos la representación algebraica para los operadores de
momento y posición de un oscilador de Morse. Por el momento nos limitaremos a los estados li-
gados, en la siguiente sección veremos una ralización mediante la cual podemos tomar en cuenta
el continuo.

Seleccionando el valor nulo del potencial en el límite de disociación tenemos que el potencial
de Morse están dado por

VM (x) = D(1−e−βx )2 , (3.136)

y en términos de la coordenada de Morse y ;

VM (q) = D y2, y = 1−e−βx , (3.137)

donde D corresponde a la profundidad del pozo, β esta relacionado con el alcance del potencial y
x es la posición relativa a partir de las posiciones de equilibrio. En términos de la variable de Morse
el Hamiltoniano toma la forma explícita

ĤM = 1

2µ
p2 + 1

2
fr rβ

−2 y2, (3.138)

con constante de fuerza dada por

fr r = 2Dβ2 . (3.139)

La solución a la ecuación de Schrödinger asociada al potencial de Morse, es [70]

Ψ
j
v (z) = N j

v e− z
2 zs L2s

v (z), (3.140)

donde L2s
v (y) son los polinomios asociados de Laguerre, z está relacionado con la coordenada x

de la siguiente manera

z = (2 j +1)e−βx (3.141)
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y N j
v es la constante de normalización

N j
v =

√

β(2 j −2v)Γ(v +1)

Γ(2 j −v +1)
. (3.142)

Las variables j y s se relacionan con la profundidad del pozo y la energía respectivamente

k = 2 j +1 =
√

8µD

β2ħ2 . s =
√

−2µE

β2ħ2 . (3.143)

Por otra parte los valores propios están dados por

EM (v)

hc
=ωe (v +1/2)−ωe xe(v +1/2)2 , (3.144)

donde

hc ωe =ħω=ħ
√

fr r

µ
= 2ħβ

√

D

2µ
; hcωe xe =

ħ2β2

2µ
. (3.145)

Es posible obtener una representación algebraica del Hamiltoniano en términos de operadores
de creación b† y aniquilación b que actúan sobre las funciones de Morse. Estos operadores depen-
den de la coordenada y del momento, además del operador de número v̂ , y tienen la siguiente
acción sobre las funciones de Morse

b̂†(x, p, v)Ψ j
v (y) =

√

(v +1)(1− (v +1)/κ) Ψ j
v+1(y), (3.146a)

b̂ (x, p, v)Ψ j
v (y) =

√

v(1−v/κ) Ψ j
v−1(y), (3.146b)

v̂ Ψ
j
v (y) = v Ψ

j
v (y). (3.146c)

La forma explícita de estos generadores es la siguiente [55]

b† =
[

eβx

k
((− i p̂

βħ
+ ( j −v))(2( j −v)−1)− k

2

]

√

j −v −1

k( j −v)
, (3.147a)

b =
[

eβx

k
((

i p̂

βħ + ( j −v))(2( j −v)−1)− k

2

]

√

j −v +1

k( j −v)
, (3.147b)

con relaciones de conmutación

[b̂, b̂†] = 1− 2v̂ +1

κ
, [v̂ , b̂†] = b̂†. [v̂ , b̂] =−b̂. (3.148)

Mediante la transformación

b† = Ĵ−/
p
κ, (3.149)

b = Ĵ+/
p
κ, (3.150)

v̂ = j − Ĵ0, (3.151)
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podemos identificar las relaciones de conmutación de momento angular. Así pues estos operado-
res son generadores del grupo SU (2)

Gsu(2) = {b̂†, b̂, v̂}. (3.152)

Desde el punto de vista de la teoría de grupos el parámetro j etiqueta las representaciones irre-
ducibles de SU (2). La proyección del momento angular m está relacionada con v a través de

m = j −v. (3.153)

De aqui podemos ver que v = 0 corresponde a m = j . En el espacio algebraico, las funciones
propias de Morse toman la forma

|Ψ j
v 〉 =N

j
v (b̂†)v |Ψ j

0〉, (3.154)

con la constante de normalización

N
j

v =
√

κv (2 j −v)!

v !(2 j )!
. (3.155)

Las funciones de Morse están asociadas a una de las ramas (en este caso m ≤ −1) de la repre-
sentaciones de su(2) . La realización del Hamiltoniano de Morse en términos del álgebra su(2) está
dada por

ĤM = ħω
2

(b̂† b̂ + b̂ b̂† + 1

4k
) (3.156)

con valores propios

EM (v) =ħω(v +1/2)− ħω
k

(v +1/2)2. (3.157)

El límite armónico se obtiene haciendo k →∞

ĺım
κ→∞

b̂ = â , (3.158a)

ĺım
κ→∞

b̂† = â† , (3.158b)

mientras que para el Hamiltoniano de Morse tenemos

ĺım
κ→∞

Ĥ = ħω̃
2

(â†â + ââ†) (3.159)

con los siguientes vectores propios para las funciones armónicas

|n〉 = (â†)n

p
n!

|0〉 . (3.160)

Debido a que los operadores (3.152) forman un álgebra dinámica para el oscilador de Morse,
cualquier variable dinámica puede ser expresada en términos de estos operadores, es decir pode-
mos obtener una realización algebraica de x, y y p̂ [55]. Para el momento se tiene

p̂ = i

2

√

2ħωµ[ f d
v b̂† − b̂hv +

1
p
κ

(b̂b̂gv − gv b̂†b̂†)+O(1/κ)], (3.161)
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mientras que el desarrollo de la variable de Morse toma la forma [71]

y

β
=

√

ħ
2ωµ

[ fv b̂† + b̂ fv +
1
p
κ

( f d
v + gv b̂†b̂† + b̂b̂gv )+O(1/κ)], (3.162)

donde

f d
v = 1+2v, (3.163)

fv =
√

(κ−2v −1)(κ−2v +1)

(κ−v)2
, (3.164)

gv = −

√

κ2(κ−2v −1)(κ−2v +3)

(κ−v +1)2(κ−v)2
. (3.165)

Un desarrollo similar para la variable x se presenta en [55]
Las expresiones para y y p están dadas en términos de un desarrollo en potencias de 1/

p
k,

lo cual se puede ver al notar que en el límite armónico los operadores diagonales son finitos. Es
importante hacer notar que los desarrollos (3.161) y (3.162) permiten identificar la relevancia de
cada término al establecer los diferentes grados de aproximación en forma sistemática. En el límite
armónico recuperamos los resultados para el oscilador armónico

ĺım
κ→∞

p̂ = i

2

√

2ħωµ
[

â† − â
]

, (3.166a)

ĺım
κ→∞

y

β
= ĺım

κ→∞
x =

√

ħ
2ωµ

[

â† + â
]

, (3.166b)

ĺım
κ→∞

ĉ† = â† . (3.166c)

Tomando en cuenta κ grande pero finita, podemos considerar el efecto anarmónico mediante la
aproximación lineal

p ' i

2

√

2ħωµ
[

b̂† − b̂
]

, (3.167a)

y

β
= x '

√

ħ
2ωµ

[

b̂† + b̂
]

. (3.167b)

Esta es la aproximación más simple que toma en cuenta efectos anarmónicos [56]

3.5.2. Álgebra dinámica su(1,1)

En la descripción de fenómenos como el rompimiento del enlace molecular o la disociación, la
parte continua del espectro juega un papel preponderante y consecuentemente debe ser tomado
en cuenta en el tratamiento teórico de estos fenómenos. Debido a ello se ha puesto mucho interés
en incorporar el continuo en la descripción de los sistemas [72, 73, 74]. La solución a la ecuación
de Schrödinger |Ψ j

vi
〉 asociada a los estados ligados del potencial de Morse no forma una base
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completa. Una base completa se obtiene al considerar tanto los estados ligados como el conti-
nuo. Para ello se ha propuesto la discretización del continuo mediante un conjunto completo de
funciones ortonormales, para las cuales se pueden obtener operadores de ascenso y descenso que
junto con el operador de número satisfacen las relaciones de conmutación del grupo SU (1,1) [71].
Consideremos el siguiente conjunto de funciones

Φ
σ
n (z) = Aσ

n L2σ−1
n (z) zσ e−z/2, (3.168)

con la constante de normalización

Aσ
n =

√

βn!

Γ(2σ+n)
, (3.169)

donde z = κe−βx . Los operadores de ascenso y descenso son

K̂+ = z
d

d z
− z

2
+ (σ+ n̂) , (3.170)

K̂− = −z
d

d z
− z

2
+ (σ+ n̂) , (3.171)

K̂0 = (σ+ n̂), (3.172)

con la siguiente acción sobre la base

K̂+|σ,n〉 = k+|σ,n +1〉, con k+ =
√

(n +1)(2σ+n). (3.173)

K̂−|σ,n〉 = k−|σ,n −1〉, con k− =
√

n(2σ+n −1). (3.174)

K̂0|σ,n〉 = k0|σ,n〉, con k0 =σ+n. (3.175)

El conjunto de operadores
Gsu(1,1) = {K̂+, K̂−, K̂0}, (3.176)

satisface las relaciones de conmutación

[K̂+, K̂−] =−2K̂0, [K̂0, K̂−] =−K̂−, [K̂0, K̂+] = K̂+, (3.177)

correspondiente al álgebra su(1,1). En términos del operador de Casimir de su(1,1)

Ĉ = K̂+K̂−− K̂ 2
0 + K̂0, (3.178)

con ecuación de valores propios

Ĉ |σ,n〉 =−σ(σ−1)|σ,n〉, (3.179)

el Hamiltoniano puede reescribirse como

Ĥ M = 1

κ
[−σ(σ−1)+ K̂0(2K̂0 −κ)+ κ

2
(K̂++ K̂−)

− 1

2
[(K̂++ K̂−)K̂0 + K̂0(K̂++ K̂−)]], (3.180)
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con elementos de matriz

〈σ,n|Ĥ M |σ,n〉 = 1

κ
[−σ(σ−1)+ (σ+n)(2σ+2n −κ)], (3.181)

〈σ,n +1|Ĥ M |σ,n〉 = 1

κ

[

( j −σ−n)
√

(n +1)(2σ+n)
]

, (3.182)

〈σ,n −1|Ĥ M |σ,n〉 = 1

κ

[

( j −σ−n +1)
√

n(2σ+n −1)
]

. (3.183)

Para σ= 1

| j , v〉 =
j−1
∑

n=0
anv |1,n〉, (3.184)

donde anv = 〈1,n| j v〉. Explícitamente

anv = 1

β
Aσ

n N j
v

n
∑

m=0
(−)m (m +k)!Γ(m + j −v +1)Γ( j −v +n +m)

n!(n −m)!(m +k)!m!Γ( j −v +m)
(3.185)

con N j
v dado por (3.142). Si escogemos σ = j , el límite armónico se recupera en forma natural.

Para ello definimos los operadores

b̂† = K̂+p
κ

, b̂ = K̂−p
κ

(3.186)

La acción de estos nuevos operadores sobre la base es

b̂†| j ,n〉 =
√

(n +1)(1− n +1

κ
)| j ,n +1〉, (3.187)

b̂| j ,n〉 =
√

n(1− n −2

κ
)| j ,n −1〉, (3.188)

cuyo límite armónico está dado por

ĺım
κ→∞

b̂† = â†, (3.189)

ĺım
κ→∞

b̂ = â, (3.190)

donde {â†, â} son los operadores de creación y aniquilación de oscilador armónico. El conmutador
[b̂, b̂†] en términos del álgebra su(1,1) toma la forma

[b̂, b̂†] = 1

κ
[K̂−, K̂+] = 2

κ
K̂0. (3.191)

Como K̂0 = j + n̂ tenemos

[b̂, b̂†] = 1+ 2n̂+1

κ
, (3.192)

de donde
ĺım
κ→∞

[b̂, b̂†] = 1, (3.193)
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o bien

ĺım
κ→∞

2K̂0

κ
= 1. (3.194)

En términos de los operadores b̂†(b), el momento y la coordenada son lineales

p̂ = i
p

2
(b̂† − b̂), (3.195a)

z = 2K̂0 −
p
κ(b̂† + b̂). (3.195b)

Para el Hamiltoniano tenemos

Ĥ M = K̂0(
K̂0

4
−1)+ 1

2
(b̂†b̂ + b̂b̂†)

− 1

2
p
κ

[(b̂† + b̂)K̂0 + K̂0(b̂† + b̂)]+ κ

2
(b̂† + b̂)], (3.196)

de donde obtenemos

ĺım
κ→∞

Ĥ M =−D + 1

2
(â†â + ââ†). (3.197)

3.5.3. Modelo U (4)

En las subsecciones anteriores ilustramos el concepto de grupo dinámico mediante el análisis
del potencial de Morse. Encontramos que su(2) es el álgebra dinámica del sistema, lo cual significa
que todo operador puede ser expresado en términos de los elementos del álgebra su(2), deduci-
da a partir de los operadores de creación y aniquilación de las funciones propias de Morse, para
estados ligados. Este grupo dinámico corresponde a un problema unidimensional, pero al asociar
a cada coordenada interna uno de estos grupos, es posible describir los grados de libertad vibra-
cionales de moléculas complejas a través del producto directo de estas álgebras. Por ejemplo, el
grupo dinámico para el agua es SU1(2)×SU2(2)×SU3(2), correspondiente a los grados de libertad
de este sistema. En este tipo de álgebras, sin embargo, el concepto de simetría dinámica no es rele-
vante debido a que el número de operadores de Casimir disponibles son en general mucho menor
a las interacciones involucradas en el Hamiltoniano. Para ejemplificar estos conceptos presentare-
mos el modelo U (4) propuesto por Iachello para describir los grados de libertad vibración-rotación
de moléculas diatómicas. Este modelo es un caso particular del modelo U (ν+1), propuesto origi-
nalmente en física nuclear [67].

El modelo U (4) surge de adicionar un bosón extra al grupo U (3) del oscilador armónico tridi-
mensional. Para la descripción de este último es necesario un operador bosónico p†

m(pm) que
porta momento angular l = 1 y paridad (−)l . Asi pues los productos bilineales

C
j

i ≡ p†
m pm′ m,m′ = 0,±1 , (3.198)

generan al grupo unitario U (3), el cual es el grupo de simetría del oscilador armónico tridimen-
sional. Es usual utilizar la notación b†

l m para referirse a p†
m si l = 1. El álgebra u(4) puede realizarse
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al adicionar al conjunto p†
m , el bosón escalar extra s†. Los bosones p se usan para describir los

grados de libertad dipolares, mientras que s es un bosón adicional que se introduce para generar
interaciones entre los operadores bosónicos con diferente número de bosones p.

Estos operadores satisfacen las relaciones de conmutación

[C j
i ,C k

l ] =C
l
i δ j k −C

j
k δi l i , j ,k, l = 1,2,3,4 (3.199)

donde el índice i = 4 se refiere al bosón s y i = 1,2,3, a m = 0,+1,−1, respectivamente. Los ope-

radores C
j

i son los generadores del grupo dinámico U (4). Como la invariancia rotacional es un
punto importante en el modelo de vibrones, es útil escribir los generadores de U (4) de modo que
se comporten como tensores esféricos bajo las rotaciones. Esto se obtiene acoplando los opera-
dores a operadores bilineales con momento angular λ y proyección µ en el eje z, de la siguiente
forma

B
(λ)
µ (l , l

′
) ≡ [b†

l ×bl ′]
(λ)
µ =

∑

mm′
〈lml ′m′|λµ〉b†

l mbl ′m′ . (3.200)

Los operadores B
(λ)
µ (l , l

′
) son combinaciones lineales de C

j
i y por tanto también son generadores

de U (4).

Se pueden construir diferentes cadenas de grupos de U (4), pero nos interesan aquellas que
contienen SO(3). Esta restricción es necesaria para construir bases que porten el momento an-
gular L. Un subgrupo de U (4) se obtiene al omitir del conjunto de generadores aquellos que con-
tienen s† o s. Los generadores que quedan nos dan el subgrupo U (3) con la cadena asociada

U (4) ⊃ U (3) ⊃ SO(3) ⊃ SO(2)
| | | |

[N ] np L ML ,
(3.201)

donde np es el número de bosones p. Como estamos tratando con bosones, la representación de
U (4) debe ser totalmente simétrica con N igual al número total de cuantos, np está asociado a
U (3), L es el momento angular y ML es la proyección del momento angular sobre el eje z. También
es posible la siguiente cadena de grupos

U (4) ⊃ SO(4) ⊃ SO(3) ⊃ SO(2)
| | | |

[N ] ω L ML

(3.202)

con los mismos números cuánticos N,L y ML que la cadena anterior, pero ahora ω esta asociado a
SO(4).

El Hamiltoniano más general del modelo de vibrones que contiene términos de uno y dos cuer-
pos es

Ĥ = E0 +
∑

i j
εi j b†

i b j +
∑

i j kl

ei j kl b†
i b†

j bk bl , (3.203)

donde E0 es una constante y εi j y ei j kl son parámetros por determinar y b designa bosones pm

o s. Tomando en cuenta que el Hamiltoniano debe ser hermitiano e invariante bajo rotación y
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reflexión, además de que de acuerdo la las relaciones de conmutación bosónicas los parámetros
deben satisfacer ei j kl = ei j l k = e j i kl = e j i l k , entonces el Hamiltoniano se reduce a

Ĥ = E0 +εp n̂p +εs n̂s

+e1[[p†×p†](0) × [p ×p](0)](0)
0 +e2[[p† ×p†](2) × [p ×p](2)](0)

0

+e3[[p† ×p†](0) × [s × s](0) + [s† × s†](0) × [p ×p](0)](0)
0

+e4[[p† × s†](1) × [p × s](0)](0)
0 +e5[[s† × s†](0) × [s × s](0)](0)

0 . (3.204)

Este Hamiltoniano puede reescribirse como un desarrollo en términos de operadores invariantes
de U (4) y sus subgrupos involucrados en las posibles cadenas. El Hamiltoniano más general tiene
la forma

H = E
′′
0 +εn̂p +αn̂2

p +β(L̂2 + D̂2)+γL̂2 , (3.205)

donde E
′′
0 depende de N y los parámetros ε,α,β y γ son combinaciones lineales de los parámetros

ei j kl (3.203). Como el Hamiltoniano está expresado en términos de los generadores del grupo U (4),
éste juega el papel de álgebra dinámica, mientras que el álgebra de simetría es SO(3). Si en el
Hamiltoniano (3.203) tomamos β= 0 entonces

H = E
′′
0 +εn̂p +αn̂2

p +γL̂2 (3.206)

Este Hamiltoniano contiene operadores invariates de U (3) y SO(3) y entonces los estados propios
se clasifican de acuerdo a

U (4) ⊃ U (3) ⊃ SO(3)
| | |

| [N ] , np , L〉
(3.207)

con el siguiente espectro de energía

E = E
′′
0 +εnp +αn2

p +γL(L+1) , (3.208)

el cual es característico de una molécula no rígida.

Si hacemos ε=α= 0 en el Hamiltonino (3.205), tenemos

H = E
′′
0 +β(L̂2 + D̂2)+γL̂2 . (3.209)

Este Hamiltoniano contiene operadores invariantes de SO(4) y SO(3), cuyos estados propios se
clasifican mediante

U (4) ⊃ SO(4) ⊃ SO(3)
| | |

| [N ] , ω, L〉 .
(3.210)

El espectro correspondiente es

E = E
′′
0 +βω(ω+2)+γL(L+1) (3.211)

70



Capítulo 3. Descripción de los grados de libertad vibracionales

y es característico de moléculas rígidas. Esto último lo podemos ver si hacemos el cambio de vari-
able

v = N −ω

2
= 0,1,2, . . .

1

2
(N −1) ó

1

2
N (3.212)

e identificamos a v como el número de cuantos del oscilador. Entonces

E = E
′′
0 −4(N +2)β(v + 1

2
)+4β(v + 1

2
)2 +γL(L+1) (3.213)

la cual puede ser identificada como la energía del oscilador de Morse en la aproximación de rotor
rígido.

Lo que aquí se ha presentado constituye la idea básica de este tipo de modelos, y en general
de los métodos algebraicos tradicionales surgidos de la física nuclear. Lo atractivo de este tipo de
métodos es la aparición de soluciones analíticas con significado físico, así como la disponibilidad
de las técnicas de teoría de grupos que premiten obtener elementos de matriz del Hamiltoniano
más general [54]

3.5.4. Modelo U (ν+1)

El modelo que presentamos es derivado de los modelos U (ν+1) propuestos en física molecu-
lar y en la descripción roto-vibracional de moléculas. La idea fundamental es considerar el espacio
físico ν como un conjunto de osciladores equivalentes (asociados a algun conjunto de coordena-
das internas) para después introducir un bosón extra para tomar en cuenta efectos anarmónicos.
Este modelo fue propuesto por F. Michelot y Moret-Bailly [20] y como todos los modelos de este
tipo fue aplicado dentro del contexto de Hamiltonianos efectivos.

Consideremos un sistema de ν osciladores equivalentes no interactuantes. Asociado con el i-
ésimo oscilador se tienen los operadores de creación â†

i y aniquilación âi , los cuales permiten
expresar el Hamiltoniano en la forma

Ĥ = ħω
2

ν
∑

i=1
(â†

i âi + âi â†
i ), (3.214)

con vectores propios

|n1,n2, . . . ,nν〉 =
1

√

∏ν
j n j !

ν
∏

i
(â†

i )ni |0〉. (3.215)

El grupo de simetría del sistema es U (ν) cuyos generadores están dados por

Ĉ
j
i = â†

i â j , (3.216)

con relaciones de conmutación

[Ĉ j
i , Ĉq

p ] = Ĉq
i δp, j − Ĉ j

pδq,i . (3.217)
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Los estados (3.215) están relacionados con la cadena canónica [75]

U (ν) ⊃U (ν−1) ⊃U (ν−2) ⊃ . . .U (1) (3.218)

Dentro del marco del modelo U (ν+1) se añade un bosón extra ŝ. Esto define al grupo dinámico
U (ν+1), y la cadena canónica correspondiente

U (ν+1) ⊃U (ν) ⊃U (ν−1) ⊃ . . .U (1) (3.219)

determina los estados

|[N ];n1,n2, . . . ,nν,ns〉 =
1

√

ns !
∏ν

j n j !
(ŝ†)ns

ν
∏

i
(â†

i )ni |0〉. (3.220)

los cuales están caracterizados por el número total de cuantos N , cuyo operador correspondiente
está dado por

N̂ = n̂+ n̂s , (3.221)

con

n̂ =
ν

∑

i=1
â†

i âi , (3.222a)

n̂s = ŝ† ŝ. (3.222b)

El número total de bosones [N ] fija la representación totalmente simétrica del grupo U (ν+1). Los
generadores del grupo U (ν+1) están dados por

Ĉ j
i = ĉ†

i ĉ j ; ĉi = âi , i = 1, ...,ν; ĉν+1 = ŝ. (3.223)

con relaciones de conmutación (3.217) incluyendo el bosón extra ŝ†(ŝ). El bosón adicional ŝ junto
con el hecho de que [N ] sea fija , hace que el grupo unitario U (ν+1) sea el grupo dinámico de los
ν osciladores.

El método tradicional dentro de este esquema para describir ν osciladores interactuantes con-
siste en desarrollar el Hamiltoniano en términos de los operadores de Casimir asociados con las
diferentes cadenas del grupo dinámico U (ν+1). En particular la cadena usada para moléculas no
lineales es [76]

U (ν+1) ⊃U (ν) ⊃ K (ν) ⊃ Sν ⊃Gp , (3.224)

donde Sν es el grupo simétrico, Gp es el grupo puntual de la molécula de orden p.

El grupo K (ν) fue introducido inicialmente por Kramer y Moshinsky y consiste en el produc-
to semidirecto A(ν) ∧ Sν, donde A(ν) es el grupo de matrices unitarias diagonales [75]. Dentro
del contexto de este modelo los operadores de Casimir asociados al grupo K (ν) proveen de in-
teracciones locales que resultan ser relevantes en la descripción de vibraciones. No proveen, sin
embargo, etiquetas adicionales a la cadena canónica (3.219).
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Además de N̂ , los operadores de Casimir asociados a la cadena (3.224) contienen sólo opera-
dores â†

i (âi ), lo cual significa que la representación armónica para las interacciones está implicita.
Los efectos anarmónicos involucrados en el bosón ŝ son considerados tomando en cuenta los ope-
radores de Casimir de subgrupos ortogonales o construyendo las interacciones explícitamente.
Por ello, en esta descripción el Hamiltoniano contiene operadores â†(â) cuya acción sobre la base
(3.215) corresponde a los elementos de matriz de oscilador armónico, pero además son posibles
otras interacciones que toman en cuenta efectos anarmónicos a través de los bosones ŝ†(ŝ). Un
aspecto fundamental de los métodos algebraicos consiste en proveernos de una base obtenida
de diagonalizar simultaneamente los operadores de Casimir. Esta ventaja no se tiene en la cade-
na (3.224), ya que las etiquetas correspondientes al grupo puntual de la molécula se introducen
mediante la proyección de las funciones (3.220) y no mediante la diagonalización de un conjunto
completo de operadores que conmutan. Así pues, dentro de este esquema no se tiene la riqueza
del modelo U (4) previamente presentado.

El álgebra generadora de espectros su(ν+1) nos permite expresar cualquier variable dinámica
en términos de los generadores (3.223). En particular podemos desarrollar el Hamiltoniano del
sistema de la siguiente forma

Ĥ =
∑

i , j
αi j ĉ†

i ĉ j +
∑

i , j ,k,l
βi j kl ĉ†

i ĉ†
j ĉk ĉl + ... , (3.225)

donde αi j , βi j kl y así sucesivamente, son parámetros por determinar. El Hamiltoniano de la for-
ma general (3.225) puede no ser apropiado y/o consistente con el sistema dado. De acuerdo con
la descripción de excitaciones vibracionales, el desarrollo del Hamiltoniano debe satisfacer lo si-
guiente:

1.) Debe ser Hermitiano: Ĥ† = Ĥ .
2.) Las interacciones involucradas deben preservar la representación totalmente simétrica [N ]

del grupo dinámico U (ν+1).
3.) El Hamiltoniano debe ser invariante bajo las transformaciones del grupo de simetría .
4.) En caso de considerar la poliada P , el Hamiltoniano debe preservar P . La poliada es un

pseudo número cuántico que agrupa todas las funciones que están conectadas mediante las in-
teracciones más importantes.

El Hamiltoniano se expresa en téminos de los Casimires asociados a la cadena (3.224) de-
bido a que las primeras tres condiciones se satisfacen de principio y también por la posibilidad
de tomar ventaja del concepto de álgebra dinámica. Pero el número de subgrupos es limitado y
consecuentemente es imposible desarrollar todas la interacciones vibracionales en términos de
los operadores de Casimir. Es conveniente contar con un procedimiento que permita construir
cualquier interacción con una correspondencia uno a uno con las interacciones expresadas en la
base armónica. Este es precisamente uno de los objetivos de la tesis que se expondrá en el capítulo
siguiente.
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Capítulo 4

Reformulación del Modelo algebraico
U (ν+1) para describir excitaciones
vibracionales

E l modelo U (ν+1) fue propuesto por primera vez por F. Iachello en 1982 [67] dentro del contex-
to de física molecular para describir vibraciones y rotaciones en forma simultánea. Posterior-

mente en 1987, F. Michelot y J. Moret-Bailly establecieron la aplicación del modelo a los grados de
libertad puramente vibracionales [20]. Durante más de 20 años los modelos derivados de esta for-
mulación fueron aplicados en forma fenomenológica, es decir, mediante Hamiltonianos efectivos
que si bien proporcionaban las funciones de onda para el cálculo de las intensidades de transi-
ción, eran incapaces de generar superficies de energía potencial.

En el capítulo anterior se presentaron las ideas básicas en que el modelo U (ν+ 1) está fun-
damentado, en donde se hizo énfasis en la imposibilidad del modelo para extraer constantes de
fuerza y por lo tanto en la carencia de un isomorfismo entre las interacciones en el espacio alge-
braico y las interacciones que aparecen en forma natural en los tratamientos tradicionales en el
espacio de configuración.

En este capítulo presentamos una reformulación del modelo U (ν+ 1) para describir excita-
ciones vibracionales de moléculas poliatómicas, donde a cada conjunto de osciladores se le aso-
cia un espacio U (ν+1). Como veremos la reformulación de este modelo hace posible obtener, sin
ambigüedad, la representación algebraica dentro del esquema U (ν+1) de cualquier Hamiltonia-
no en el espacio de configuración. Esto permite establecer la conexión del modelo con el espacio
de cordenadas y momentos, así como obtener constantes de fuerza y modelar los operadores de
transición dipolar directamente de la función dipolar en coordenadas.

4.1. Álgebra dinámica u(ν+1)

Consideremos nuevamente un sistema de ν osciladores armónicos equivalentes no interac-
tuantes. Asociado con el i-ésimo oscilador tenemos los operadores de creación â†

i y aniquilación
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âi , los cuales nos permiten expresar el Hamiltoniano de la siguiente forma

Ĥ = ħω
2

ν
∑

i=1
(â†

i âi + âi â†
i ), (4.1)

con estados propios

|n1,n2, . . . ,nν〉 =
1

√

∏ν
j n j !

ν
∏

i
(â†

i )ni |0〉. (4.2)

Como hicimos notar con anterioridad el grupo de simetría corresponde al grupo unitario U (ν) y
los estados propios (4.2) están asociados a la cadena canónica [75]

U (ν) ⊃U (ν−1) ⊃U (ν−2) ⊃ . . .U (1) (4.3)

Dentro del marco del modelo U (ν+1) se añade un bosón adicional ŝ. En este caso tenemos la
siguiente cadena canónica

U (ν+1) ⊃U (ν) ⊃U (ν−1) ⊃ . . .U (1). (4.4)

Asociada a esta cadena tenemos los estados propios

|[N ];n1,n2, . . . ,nν,ns〉 =
1

√

ns !
∏ν

j n j !
(ŝ†)ns

ν
∏

i
(â†

i )ni |0〉, (4.5)

los cuales están caracterizados por el número total de cuantos N , cuyo operador correspondiente
está dado por

N̂ = n̂+ n̂s , (4.6)

con n̂ y n̂s dados por (3.222). El número total de bosones fija la representación totalmente simétri-
ca [N ] del grupo U (ν+1), y debido a la relación (4.6) podemos reescribir los estados propios (4.5)
en la forma

|[N ],n;n1,n2, . . . ,nν〉 ≡ |[N ];n1,n2, . . . ,nν,ns〉 (4.7)

y explícitamente

|[N ],n;n1,n2, . . . ,nν〉 ≡
1

√

(N −n)!
∏ν

j n j !
(ŝ†)N−n

ν
∏

i
(â†

i )ni |0〉. (4.8)

Los generadores del grupo U (ν+1) están dados por los productos

Ĉ j
i = ĉ†

i ĉ j ; ĉi = âi , i = 1, ...,ν; ĉν+1 = ŝ. (4.9)

La adición del bosón extra ŝ junto con el hecho de que la representación [N ] es fija, hace del grupo
unitario U (ν+1) el grupo dinámico del conjunto de ν osciladores.
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De los generadores (4.9) del grupo unitarioU (ν+1) identificamosν-su(2) subálgebras con gen-
eradores

Ĵi ,+ = ŝ â†
i (4.10a)

Ĵi ,− = ŝ†âi , (4.10b)

Ĵi ,0 = −1

2
(ŝ† ŝ − â†

i âi ), (4.10c)

y relaciones de conmutación

[ Ĵi ,+, Ĵi ,−] = 2 Ĵi ,0; [ Ĵi ,0, Ĵi ,±] =± Ĵi ,±. (4.11)

Es conveniente introducir operadores normalizados

b̂†
i ≡

Ĵi ,+p
N

; b̂i ≡
Ĵi ,−p

N
, (4.12)

con relaciones de conmutación

[b̂i , b̂†
j ] = δi j −

1

N
[n̂δi j + â†

j âi ]. (4.13)

En particular

[b̂i , b̂†
i ] = 1− 1

N
[n̂ + n̂i ] = 2

N
Ĵi ,0. (4.14)

La acción de estos operadores sobre los estados propios (4.8) es la siguiente

b̂†
i |[N ],n;n1,n2, . . . ,nν〉 =

√

(ni +1)
(

1− n

N

)

|[N ],n +1;n1, . . . ,ni +1, . . . ,nν〉, (4.15a)

b̂i |[N ],n;n1,n2, . . . ,nν〉 =
√

ni

(

1− n −1

N

)

|[N ],n −1;n1, . . . ,ni −1, . . . ,nν〉, (4.15b)

mientras que para los operadores â†
i (âi )

â†
i |[N ],n;n1,n2, . . . ,nν〉 =

√

(ni +1) |[N ],n +1;n1, . . . ,ni +1, . . . ,nν〉, (4.16a)

âi |[N ],n;n1,n2, . . . ,nν〉 = p
ni |[N ],n −1;n1, . . . ,ni −1, . . . ,nν〉. (4.16b)

De estos resultados se tiene que el límite armónico corresponde a N → ∞. De hecho, de (4.15)
obtenemos

ĺım
N→∞

b̂†
i = â†

i ; ĺım
N→∞

b̂i = âi , (4.17)

y consecuentemente
ĺım

N→∞
[b̂i , b̂†

j ] = δi j . (4.18)
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Si en una descripción vibracional tenemos α conjuntos de osciladores equivalentes, se introduce
un álgebra u(ν+1) para cada conjunto, de modo que el álgebra dinámica estará dada por el pro-
ducto directo

u1(ν1 +1)×u2(ν2 +1)× . . .×uα(να+1). (4.19)

En este caso el número total de bosones Ni se asocia a cada espacio. En particular para los grados
de libertad de tensión éstos se relacionan con el límite de disociación de la coordenada interna
correspondiente, como veremos más adelante.

Desde el punto de vista fenomenológico los operadores (4.12) y (4.17) conforman los ingre-
dientes necesarios para establecer un Hamiltoniano efectivo. La construcción del Hamiltoniano,
sin embargo, no es única pues es posible representarlo ya sea en un esquema local o en uno nor-
mal. A continuación presentaremos el procedimiento general para la construcción de un Hamil-
toniano efectivo en uno y otro esquema. Posteriormente seremos más precisos al construir el Ha-
miltoniano para el caso de las moléculas piramidales con el propósito de establecer su conexión
con el espacio de coordenadas y momentos.

Hamiltoniano en el esquema normal

El Hamiltoniano puede ser representado tanto en el esquema local como en el esquema nor-
mal. Empezaremos analizando el esquema de modos normales. Primero introducimos los ten-
sores

T̂ †qΓ,γ
x =

ν
∑

i
α

x,qΓ,γ
i â†

i , (4.20)

donde Γ y γ etiquetan la representación irreducible y la componente, respectivamente, q es un
índice de multiplicidad que toma en cuenta la existencia de diferentes tensores que portan la
misma representación irrreducible en el espacio x. En moléculas piramidales, por ejemplo, x dis-
tingue el espacio de coordenadas de tensión del espacio de coordenadas de flexión, mientras que
Γ = A1,E y q = 1 (no hay multiplicidad de representaciones irreducibles) para los dos espacios.
Existen tantos tensores (4.20) como modos normales. Las interacciones que constituyen al Hamil-
toniano se pueden construir con acoplamientos sucesivos de estos tensores.

Por otra parte, un conjunto de tensores alternativos es

V̂ †qΓ,γ
x =

ν
∑

i
α

x,qΓ,γ
i b̂†

i , (4.21)

cuyos coeficientes son los mismos que aparecen en (4.20), y se obtienen mediante preyección de
uno de los estados de un cuanto. En el límite armónico, de acuerdo con (4.17), se tiene

ĺım
N→∞

V̂ †qΓ,γ
x = T̂ †qΓ,γ

x , (4.22)
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lo cual implica que las interacciones, construidas con los mismos acoplamientos en términos de
tensores T̂ o bien en términos de tensores V̂ son esencialmente las mismas. Por tanto, el Hamilto-
niano es desarrollado o bien en términos de acoplamientos sucesivos de los tensores (4.20) o por
acoplamientos sucesivos de los tensores (4.21). El criterio para seleccionar uno u otro dependerá
de la viabilidad y del significado físico de cada interacción.

Hamiltoniano en el esquema local

En cuanto a la representación local del Hamiltoniano podemos seguir un procedimiento simi-
lar al caso armónico. Proponemos interacciones locales en términos de los operadores de creación
y aniquilación (operadores de número, Darling-Dennison y operadores de Fermi) y posterior-
mente simetrizamos usando el operador de proyección

P̂
A1 =

∑

R∈G
ÔR , (4.23)

adicionando los términos hermitianos conjugados cuando sea necesario. En (4.23) la etiqueta A1

corresponde a la representación totalmente simétrica del prupo puntual molecular G , mientras
ÔR es el operador isomorfo al elemento R de G . Las interacciones resultantes se traducen al mo-
delo u(ν+1) mediante la identificación de los operadores o bien con â†(â) o bien con b̂†(b̂), con-
siderando que el número total de bosones para cada subespacio debe conservarse.

4.2. Funciones base

Una de las razones por las que se propone una base asociada a la cadena (3.224) para diago-
nalizar el Hamiltoniano es que el grupo de simetría está contenido en esta cadena y consecuente-
mente el conjunto de funciones definen subespacios invariantes caracterizados por representa-
ciones irreducibles. Desafortunadamente el procedimiento usual para obtener estas funciones
consiste básicamente en proyectar el producto directo de funciones (4.7) asociado a la cadena
canónica (4.4), lo cual hace innecesario considerar la cadena (3.224) para obtener una base adap-
tada por simetría. La técnica de proyección que usualmente se usa está basada en la aplicación del
operador de proyección [20, 76, 77, 78, 79, 80]

P̂
Γ

α =
∑

R∈G
D(Γ)

αα(R)∗ÔR , (4.24)

donde Γ corre sobre las representaciones irreducibles de G y DΓ(R) es la representacion matricial
de R ∈G . Esta aproximación resulta ser ineficiente debido a que la suma corre sobre todos los ele-
mentos del grupo y se tienen que hacer en general múltiples proyecciones debido a que algunas de
ellas se anulan. Un método poderoso para obtener funciones adaptadas por simetría es el método
de valores propios [81], el cual consiste en diagonalizar simultáneamente el conjunto completo
de operadores que conmutan asociado a una cadena de grupos [81, 82]. Después de proyectar el
producto directo de funciones

|{[N ]}{n}; {ni }〉 ≡ |[N1]n1; {n1i }〉× . . .× |[Nα]nα; {nαi }〉 (4.25)
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asociados a los diferentes subespacios, obtenemos

|{[N ]}{n}; qΓ,γ〉 =
∑

{ni }
A{N},{n},qΓ,γ

{ni } |{[N ]}{n}; {ni }〉, (4.26)

donde {N } se refiere al conjunto de número de bosones Ni asociados con los diferentes osci-
ladores equivalentes (i.e. grados de libertad de tensión y flexión en moléculas piramidales), {n}
corresponde al conjunto de número total de cuantos de los diferentes subespacios, mientras que
q etiqueta la multiplicidad para tomar en cuenta que la Γ-ésima representación irreducible puede
aparecer más de una vez. Las transformaciones de simetría dejan invariante el conjunto {n} y con-
secuentemente la proyección ocurre de forma similar al conjunto de osciladores armónicos. La
diagonalización de la representación matricial del Hamiltoniano en la base (4.26) nos provee de
vectores propios de la forma

|{[N ]};Γ,γ〉i =
∑

{n},q
BΓ,γ,i

q,{n} |{[N ]}{n}; qΓ,γ〉. (4.27)

Sustituyendo (4.26) en (4.27) obtenemos los vectores propios en términos de la base local (4.7)

|{[N ]};Γ,γ〉i =
∑

{n},{ni }
CΓ,γ,i

{n},{ni } |{[N ]}{n}; {ni }〉, (4.28)

donde
CΓ,γ,i

{n},{ni } =
∑

q
A{N},{n}qΓ,γ

{ni } BΓ,γ,i
q,{n}. (4.29)

En este esquema la máxima componente en el desarrollo (4.28) provee etiquetas locales. En gener-
al, los estados propios también pueden presentar caracter normal y consecuentemente es conve-
niente establecer una aproximación que nos permita obtener las etiquetas correspondientes. Para
ello empezaremos introduciendo los operadores de número

n̂xqΓ =
p

nΓ [T̂ †qΓ
x × T̂ qΓ

x ]A1 , (4.30)

los cuales se obtienen acoplando los tensores (4.20) junto con su hermitiano conjugado a la repre-
sentación totalmente simétrica A1. De nuevo x etiqueta el espacio correspondiente. La diagona-
lización simultánea de la matriz de representación del conjunto de operadores {n̂xqΓ} en la base
(4.26) nos provee de un conjunto de funciones isomorfas a la base normal caracterizada por los µ
modos normales del sistema[82]

|{[N ]}, {n}; v1, v2, ..., vµ; {l },Γ,γ〉 ≡ |{[N ]}, {n}; {vi }; {l }Γ,γ〉 ≈ |{νi }〉, (4.31)

con
n̂i |{[N ]}, {n}; v1, v2, ..., vµ; {l }Γ,γ〉 = vi |{[N ]}, {n}; v1, v2, ..., vµ; {l }Γ,γ〉, (4.32)

donde en esta expresión i = {x, q,Γ} y {l } se refieren al conjunto de número de cuantos vibra-
cionales asociados con los modos de vibración degenerados. El conjunto (4.31) es isomorfo (pero
no igual) a la base normal, debido a que los tensores (4.20) están caracterizados sólo por un subes-
pacio, y en general la base normal involucra varios subespacios. El número de cuantos {vi } corres-
ponde a los valores propios del conjunto {n̂xqΓ} escritos de acuerdo al orden usual para el número
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de cuantos en el esquema normal {νi }. La forma explícita de la base normal está dada por el de-
sarrollo en términos de (4.26)

|{[N ]}, {n}; {vi }; {l }Γ,γ〉 =
∑

q
DqΓ,γ

{vi },{l } |{[N ]}{n}; qΓ,γ〉 (4.33)

y en términos de las funciones locales (4.25)

|{[N ]}, {n}; {vi }; {l }Γ,γ〉 =
∑

{ni }
M {n}Γ,γ

{vi },{l },{ni } |{[N ]}{n}; {ni }Γ,γ〉, (4.34)

donde
M {n}Γ,γ

{vi },{l },{ni } =
∑

q
A{N},{n}qΓ,γ

{ni } DqΓ,γ,i
{vi },{l }. (4.35)

La matriz M establece la transformación entre las bases local y normal. En el esquema normal el
j -ésimo vector propio del Hamiltoniano está dado en términos de una combinación lineal de la
base normal (4.33)

|[N ];Γ,γ〉 j =
∑

{n},{vi },{l }

GΓ,γ, j
{n}{ni }{l }|{[N ]}, {n}; {vi }; {l }Γ,γ〉 . (4.36)

La máxima componente en (4.36) nos provee de una etiqueta normal aproximada. Esta aproxima-
ción tiene la ventaja de que la sustitución de (4.34) en (4.36) da los vectores propios en términos
de la base local (4.26), lo cual significa que podemos tener etiquetas tanto normales como locales.
Desde luego que las etiquetas normales serán aproximadas, pero nos ayudarán para asignar los
estados. Este método es completamente análogo al modelo local basado en un conjunto de os-
ciladores de Morse [82, 83].

4.3. Conexión entre el modelo U (ν+ 1) y el espacio de configu-
ración

Antes de presentar la conexión del modelo U (ν+ 1) con el espacio de configuración, pre-
sentaremos de forma general el procedimiento para describir las excitaciones vibracionales en
coordenadas internas . Sean qi las coordenadas internas de desplazamiento. Omitiendo térmi-
nos que no involucran operadores de momento en la energía cinética [84] el Hamiltoniano que
describe las excitaciones vibracionales de la molécula toma la siguiente forma [85, 86]

H = 1

2
p†G(q)p+V (q) , (4.37)

donde q y p son vectores columna que corresponden a las coordenadas de desplazamiento interno
y sus momentos conjugados

p̂k =−iħ ∂

∂qk
, (4.38)

respectivamente, mientras que la matriz de Wilson G(q) establece la conexión entre las coorde-
nadas internas y las coordenadas cartesianas. Una posible manera de obtener la solución de la
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ecuación de Schrödinger asociada con el Hamiltoniano (4.37) consiste en desarrollar la matriz
G(q) y el potencial en términos de las coordenadas internas manteniendo términos hasta cierto
orden en coordenadas y momentos. Usualmente se toman términos hasta cuarto orden a fin de
incluir las interacciones más importantes, como son las resonancias de Fermi y Darling-Dennison.
Las constantes de fuerza involucradas en el desarrollo del potencial pueden ser calculadas hacien-
do un ajuste de las energías vibracionales experimentales.

Figura 4.1: Coordenadas internas para describir los grados de libertad vibracionales de una
molécula piramidal. El subíndice asociado con cada coordenada corresponde a la numeración
de los bosones en el texto.

Regresemos a nuestro mode-
lo y consideremos para ejem-
plificar una molécula piramidal
[87]. En la Figura 4.1 se mues-
tran sus coordenadas internas,
en donde el primer conjunto
(ri , i = 1,2,3.) corresponde al
espacio de osciladores de ten-
sión (s), mientras que el conjun-
to (θi , i = 4,5,6) corresponde al
espacio de osciladores de flex-
ión (b). Desde el punto de vista
del modelo algebraico el álgebra
dinámica corresponde al pro-
ducto directo

us(4)×ub(4), (4.39)

donde cada espacio de fun-
ciones está caracterizado por
la representación [Ns ] y [Nb],
donde N̂s y N̂b corresponden al número total de bosones para los subespacios de tensión (s) y
de flexión (b) respectivamente. Los operadores correspondientes están dados por

N̂s = n̂1 + n̂2 + n̂3 + n̂s , (4.40a)

N̂b = n̂4 + n̂5 +n6 + n̂t , (4.40b)

con
{n̂i = â†

i âi , i = 1, . . .6}; n̂s = ŝ† ŝ; n̂t = t̂ † t̂ , (4.41)

donde los operadores ŝ†(ŝ) y t̂ †(t̂ ) corresponden al bosón extra para los espacios de tensión y flex-
ión respectivamente. El Hamiltoniano puede escribirse de la siguiente forma

Ĥ = Ĥs + Ĥb + Ĥsb , (4.42)

en el cual se puede considerar la conservación de la poliada. La poliada para este sistema toma la
forma

P = 2(n̂1 + n̂2 + n̂3)+ (n̂4 + n̂5 + n̂6), (4.43)
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ya que
2ν4 ≈ ν1 , 2ν2 ≈ ν1 , (4.44)

donde aquí νi corresponden a las frecuencias fundamentales de la estibina o arsina, por ejemplo.

El modelo algebraico nos permite obtener la descripción espectroscópica del sistema como
son las energías y las intesidades de transiciones. Sin embargo, para obtener las constantes de
fuerza es crucial establecer la conexión entre los generadores del álgebra dinámica y las coorde-
nadas locales y momentos, al menos en forma aproximada. Se propone la siguiente aproximación
para la coordenada local qi y el momento pi

qi '
√

ħ
2ωµ

(d̂ †
i + d̂i ), (4.45a)

p̂i ' i

2

√

2ħωµ(d̂ †
i − d̂i ), (4.45b)

donde d̂ †(d̂) puede ser identificado con â†(â) o bien con b̂†(b̂). Las expresiones (4.45) representan,
sólo una aproximación, no solo porque estamos proponiendo un desarrollo lineal en términos de
los operadores, sino también porque las relaciones de conmutación

[qi , p̂ j ] = iħδi j , (4.46)

no se satisfacen. De cualquier manera estas relaciones se satisfacen en forma exacta en el límite
armónico, lo cual nos permite proponer la conexión (4.45) con el espacio de configuración.

A fin de decidir la correspondecia apropiada â†(â) o b̂†(b̂), primeramente analizaremos el caso
en el que todos los operadores pertenecen al mismo conjunto de osciladores equivalentes α; ten-
sión o flexión en nuestro ejemplo. En este caso cuando los operadores d̂ †(d̂ ) están asociados con
â†(â), las relaciones de conmutación de coordenadas y momentos se satisfacen

[qi , q j ] = 0; [qi , p̂ j ] = iħδi j . (4.47)

Pero si usamos los operadores b̂†(b̂) obtenemos

[qi , q j ] = ħ
2ωµ

1

N
[â†

j âi − â†
i â†

j ]; i , j ∈α, (4.48)

mientras que para las coordenadas y momentos

[qi , p̂ j ] = iħδi j −
iħ
2N

[2n̂ δi j + â j â†
i + âi â†

j ]; i , j ∈α. (4.49)

Aquí es claro que sólo en el límite armónico recuperamos (4.46). Una posibilidad consiste en la
identificación d̂ †(d̂) → â†(â) en (4.46)

qi '
√

ħ
2ωµ

(â†
i + âi ), (4.50a)

p̂i ' i

2

√

2ħωµ(â†
i − âi ). (4.50b)
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En este caso el Hamiltoniano Ĥs o Ĥb se genera en forma similar al procedimiento usual en una
base de oscilador armónico. Puesto que la poliada (4.43) ha de preservarse, cada Hamiltoniano
ha de conservar el número total de cuantos para cada subespacio. Es importante hacer notar que
con la elección (4.50) el Hamiltoniano a orden cero corresponde a un conjunto de osciladores
armónicos independientes. Puesto que claramente esto tiene un significado físico, proponemos
mantener la identificación (4.50) en las interacciones que den lugar a esta contribución así como
a las potencias de los operadores de número, pues es la forma natural de tomar en cuenta los
efectos anarmónicos más importantes. Para las interacciones más generales es factible introducir
la identificación d̂ †(d̂) → b̂†(b̂), pero teniendo cuidado de efectuar una simetrización debido a
la no conmutación expresada en (4.48). Volveremos a este punto más adelante. Por el momento
supondremos que para los Hamiltonianos de tensión y flexión la identificación d̂ †(d̂ ) → â†(â) es
la apropiada.

Ahora consideraremos las interacciones que involucran diferentes conjuntos de operadores
equivalentes. Entre las contribuciones relevantes que preservan la poliada (4.43) se encuentran las
interacciones de Fermi, las cuales aparecen en el desarrollo a orden cúbico de la energía cinética

E (3)
K = 1

2

∑

i j k

(

∂gi k

∂q j

)

0

p̂i q j p̂k , (4.51)

y orden cúbico en el potencial

V (3) = 1

3!

∑

i j k

fi j k qi q j qk , (4.52)

donde en ambas expresiones un índice debe pertenecer al espacio de tensión y los otros dos al
espacio de flexión. Si intentamos obtener una representación algebraica de los operadores (4.51)
y (4.52) con la identificación (4.50), tenemos que no se conservan las representaciones [Ns ] y [Nb],
lo cual significa que en ese caso estamos obligados a usar la correpondencia

qi '
√

ħ
2ωµ

(b̂†
i + b̂i ), (4.53a)

p̂i ' i

2

√

2ħωµ(b̂†
i − b̂i ), (4.53b)

ya que los operadores b̂†(b̂) por sí mismos preservan las representaciones [Ns ] y [Nb]. La sustitu-
ción de (4.53) en (4.51) ó (4.52) presenta todavía un inconveniente; la representación algebraica
final depende del orden de las coordenadas y momentos. Sin embargo, si nos restringimos a las
contribuciones de Fermi, la representación algebraica toma la forma

f̂ = b̂†
i b̂αb̂β+Hc ; i ∈ tensión, α,β ∈ flexión, (4.54)

Nótese que aquí no aparecen ambigüedades. Los operadores que pertenecen a diferentes sub-
espacios conmutan y los operadores de creación o aniquilación conmutan entre sí sin tomar en
cuenta el subespacio.

Este análisis nos permite establecer que mediante la aproximación (4.53), las interacciones
tensión-flexión presentan más de una representación algebraica en el modelo U (ν+1) que van al
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mismo límite armónico a menos que nos restrinjamos a interacciones tipo Fermi. En este último
caso no existen ambigüedades y se puden calcular constantes de fuerza. También se podrían usar
los operadores b̂†(b̂) para las interacciones más generales en (4.51) y (4.52), pero se tendría que
efectuar la simetrización que se mencionó con anterioridad.

Llegamos a la conclusión de que la representación algebraica más simple del Hamiltoniano
para moléculas piramidales toma la forma

Ĥ = Ĥs (â†, â)+ Ĥb(â†, â)+ ĤF
sb (b̂†, b̂) , (4.55)

donde se han indicado los operadores a usar entre paréntesis. Este análisis está de acuerdo a las
descripciones previas de moléculas piramidales [78, 79]. Este esquema, sin embargo, es muy res-
trictivo debido a que sólo en las interacciones de Fermi se involucra el modelo U (ν+1) . En otras
palabras, en el caso en el que sólo un conjunto de ociladores equivalentes se presente en el mode-
lo U (ν+1), la representación algebraica del Hamiltoniano y su límite armónico coinciden.

4.4. Intensidades de transición dipolar eléctrica

El análisis de las intensidades de transición representa una prueba sobre las funciones de on-
da para cualquier modelo. En particular en el esquema local las intensidades de transición en el
infrarrojo se calculan mediante el dipolo, el cual en un modelo local se expresa como la suma de
dipolos individuales en la siguiente forma

~µ(r) =
3

∑

i=1
µi (ri )ei , (4.56)

donde ri es la longitud instantánea del i-ésimo enlace y ei es un vector unitario en la dirección
del i-ésimo enlace. La probabilidad de transición de un estado inicial |ν〉 a un estado final |ν′〉 está
dada por [88]

Iν→ν′ =C ∆Eνν′
∑

i , j
|µ(ν,i ),(ν′, j )|2 , (4.57)

donde C es una constante, ∆Eνν′ es la diferencia de energía entre los estados, los subíndices {i , j }
corren sobre la degeneración de los estados, mientras que los elementos de matriz del dipolo
toman la forma

|µνν′ |2 =
∑

ζ=x,y,z

|〈ν|~µ(r) ·eζ|ν′〉|2 ,

=
∑

ζ=x,y,z

|〈ν|µζ(r)|ν′〉|2 . (4.58)

En esta última expresión la degeneración no ha sido considerada explícitamente. Existen dos for-
mas para modelar las funciones dipolares. Una consiste en efectuar un desarrollo en serie de
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Taylor en función de las longitudes de enlace y la otra en modelar el dipolo mediante funciones
analíticas, como las funciones de Mecke [89, 90]

t̂i =µo qm
i e−γqi , (4.59)

donde qi es el desplazamiento de la coordenada local para el i-ésimo oscilador, γ y µo son pa-
rámetros por determinar y m es un entero ≥ 1. Nosotros consideraremos m = 1. La ventaja de
estas funciones es su simplicidad, su comportamiento asintótico correcto en los límites q = ±∞,
además del hecho de que es posible obtener resultados analíticos para algunos sistemas, como
por ejemplo las funciones de Morse. Así pues, dentro de este esquema las diferentes componentes
de la función dipolar son desarrolladas en términos de los operadores locales (4.59).

A continuación consideraremos los grados de libertad de tensión de las moléculas piramidales.
En estas moléculas el dipolo porta las representaciones irreducibles A1 y E en la siguiente forma

µ
A1
z ; (µE

x ,µE
y ). (4.60)

Para calcular las probabilidades se debe obtener la representación de los operadores dipolares
(4.57) en términos de las funciones de momento dipolar (4.59). Para ello se debe fijar la represen-
tación E de acuerdo a la base (x, y). Para lograrlo seleccionamos la cadena de grupos

C3v ⊃C
a
s ; C

a
s = {E ,σa

v }, (4.61)

para la clasificación de las funciones y operadores, en donde el elemento σa
v se refiere al plano de

simetría indicado en Figura 4.1. Esto se justifica por el hecho de que la representación del opera-
dor σ̂a

v en la base (x, y) es diagonal. Proyectando obtenemos la siguiente representación para las
componentes del dipolo a primer orden

µE ,A′
x = δ1

1
p

6
(2t̂1 − t̂2 − t̂3), (4.62a)

µE ,A′′
y = δ1

1
p

2
(t̂2 − t̂3), (4.62b)

µ
A1,A′
z = δ2

1
p

3
(t̂1 + t̂2 + t̂3), (4.62c)

donde A′ y A′′ etiquetan las representaciones irreducibles del subgrupo C
a
s . Para mejorar la des-

cripción se podrían adicionar contribuciones de orden superior mediante acoplamientos suce-
sivos, aunque en este caso sería preciso efectuar el proceso de simetrización antes mencionado.
Las intensidades de transición (4.57) tienen la forma explícita

Iνi→ν f ≈ ∆Eνiν f

∑

γ f

∑

γi

|〈ν f Γ f γ f |µµµ|νiΓiγi 〉|2

= ∆Eνiν f

∑

γ f

∑

γi

{

|〈ν f Γ f γ f |µA1,A
′

z |νiΓiγi 〉|2 +|〈ν f Γ f γ f |µE ,A
′

x |νiΓiγi 〉|2

+ |〈ν f Γ f γ f |µE ,A
′′

y |νiΓiγi 〉|2
}

(4.63)
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y tomando en cuenta el teorema de Wigner-Eckart [103]

= ∆Eνiν f

∑

γ f

∑

γi

{

|〈ν f Γ f
∥

∥µA1
∥

∥νiΓi 〉|2|C (Γi A1Γ f ;γi A
′
γ f )|2

+|〈ν f Γ f

∥

∥µE
x

∥

∥νiΓi 〉|2|C (Γi EΓ f ;γi A
′
γ f )|2

+|〈ν f Γ f

∥

∥

∥µE
y

∥

∥

∥νiΓi 〉|2|C (Γi EΓ f ;γi A
′′
γ f )|2

}

, (4.64)

donde 〈ν f Γ f
∥

∥µΓ
∥

∥νiΓi 〉 designa los elementos de matriz reducidos, y C (Γi EΓ f ;γi Aγ f ) son coefi-
cientes de acoplamiento.

La matriz de coeficientes de acoplamiento es unitaria y por lo tanto

∑

i

∑

j
|C (µνΓ; i , j ,γ)|2 = 1 , (4.65)

de tal forma que (4.63) puede escribirse como

Iνi→ν f ≈∆Eν f νi

{

|〈ν f Γ f ||µA1 ||νiΓi 〉|2 +2|〈ν f Γ f

∥

∥µE
∥

∥νiΓi 〉|2
}

, (4.66)

donde hemos tomado 〈ν f Γ f
∥

∥µE
x

∥

∥νiΓi 〉 = 〈ν f Γ f

∥

∥

∥µE
y

∥

∥

∥νiΓi 〉 ≡ 〈ν f Γ f
∥

∥µE
∥

∥νiΓi 〉 como definición de

elemento reducido. Si ahora seleccionamos

|〈ν f Γ f
∥

∥µA1
∥

∥νiΓi 〉|2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

〈ν f Γ f A
′ |µA A

′

z |νiΓi A
′〉

c(Γi A1Γ f ; A′ A′ A′)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

, (4.67)

|〈ν f Γ f
∥

∥µE
∥

∥νiΓi 〉|2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

〈ν f Γ f A
′ |µE A

′

x |νiΓi A
′〉

c(Γi EΓ f ; A′ A′ A′)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

(4.68)

entonces podemos escribir

Iνi→ν f =∆Eν f νi

{

α1|〈ν f Γ f A
′ |µA

A′ |νiΓi A
′〉|2 +α2|〈ν f Γ f A

′ |µE
A′ |νiΓi A

′〉|2
}

(4.69)

donde α1 y α2 son parámetros por ajustar. De esta forma solo queda involucrada una de las com-
ponentes tanto en las funciones como en el operador dipolar.

A fin de calcular los elementos de matriz de la función dipolar en el contexto del modelo U (ν+
1), primeramente tenemos que obtener la representación de los operadores (4.59) en el espacio
algebraico. Para ello sustituimos la aproximación (4.53)en (4.59) para obtener

t̂i =µo
1
p

2
(b̂†

i + b̂i )e
− γp

2
(b̂†

i +b̂i )
, (4.70)

tomando en cuenta unidades adimensionales. Estamos entonces interesados en calcular los ele-
mentos de matriz de estos operadores en la base local (4.7)

Mm′,m ≡ 〈[N ],n′;n′
1,n′

2,n′
3|t̂i |[N ],n;n1,n2,n3〉, (4.71)
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donde m designa simbólicamente el conjunto de números cuánticos locales de tensión {N ,n,n1,
n2,n3}. Podemos obtener expresiones analíticas cerradas para los elementos de matriz (4.71) toman-
do en cuenta que los operadores (3.146) satisfacen las relaciones de conmutación de su(2). Toman-
do ventaja de esto podemos escribir

e
− γp

2
(b̂†

i +b̂i ) = e−β( Ĵi++Ĵi−) = e−ζ1 Ĵi ,+e−ζ2 Ĵi ,−e−ζ3 Ĵi ,0 , (4.72)

donde hemos introducido la definición
β= γ

p
2N

. (4.73)

Los parámetros ζi están dados por

ζ1 = tanh(β), (4.74a)

ζ2 = sinh(β)cosh(β), (4.74b)

ζ3 = 2 ln[cosh(β)], (4.74c)

los cuales se han obtenido mediante la representación bidimensional del álgebra su(2) en la base
esférica [59]. Por tanto los operadores de transición (4.70) pueden escribirse de la siguiente forma

t̂i =µo
1
p

2
(b̂†

i + b̂i )e−(ζ1
p

N )b̂†
i e−(ζ2

p
N )b̂i e−(ζ3

p
N ) Ĵi ,0 , (4.75)

donde debemos tomar en cuenta que

Ji ,0 =−N

2
[1− 1

N
(n̂ + n̂i )], (4.76)

de acuerdo con (4.15). El resultado del cálculo de los elementos de matriz (4.66) es

Mm′,m = µ0

(Π j 6=iδn′
j ,n j

)
p

2
eζ3

N
2 (−ζ1

p
N )n′

i −ni −1
√

ni !(n′
i −1)!

√

n′
i (1− n′−1

N
)×

∑ni
q=0

(ζ1ζ2N )q

q !(n′
i −ni +q −1)!(ni −q)!

f (ζ3, N ;n′−1,n;n′
i −1,ni ; q)

+ µ0

(Π j 6=iδn′
j ,n j

)
p

2
eζ3

N
2 (−ζ1

p
N )n′

i −ni +1
√

ni !(n′
i +1)!

√

(n′
i +1)(1− n′

N
)×

∑ni
q=0

(ζ1ζ2N )q

q !(n′
i −ni +q +1)!(ni −q)!

f (ζ3, N ;n′+1,n;n′
i +1,ni ; q), (4.77)

donde hemos definido

f (ζ3, N ;n′,n;n′
i ,ni ; q) = e

ζ3
2 (n+ni )

N q

(N −n +q)!
√

N n′
i−ni (N −n)!(N −n′)!

. (4.78)

Aunque nos hemos restringido a un solo conjunto de osciladores equivalentes, este resultado se
generaliza fácilmente a más de un conjunto.
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Consideremos un caso particular en que todas las transiciones empiezan en el estado base
|[N ],0;000〉. En este caso los elementos de matriz (4.77) se reducen a

Mm′,0 = µ0

(Π j 6=iδn′
j ,0)

p
2

eζ3
N
2
{ (−ζ1)n′

i−1

(n′
i −1)!

√

N !n′
i (n′

i −1)!(1− (n′−1)/N )

(N −n′+1)!

+ µ0
(−ζ1)n′

i+1

(n′
i +1)!

√

N !(n′
i +1)(n′

i +1)!(1−n′/N )

(N −n′−1)!

}

. (4.79)

De estas expresiones podemos recuperar el límite armónico. Para lograrlo primeramente conside-
ramos los límites

ĺımN→∞
p

Nζ1 =
γ
p

2
(4.80a)

ĺımN→∞
p

Nζ2 =
γ
p

2
(4.80b)

ĺımN→∞ ζ3 Ĵ0 =−γ2

4
(4.80c)

ĺımN→∞ ζ3 = 0. (4.80d)

Adicionalmente
ĺım

N→∞
f (ζ3, N ;n′,n;n′

i ,ni ; q) = 1, (4.81)

de donde obtenemos

ĺım
N→∞

Mm′,m = µ0

(Π j 6=iδn′
j ,n j

)
p

2
e

γ2

4 (−γ
p

2)n′
i−ni −1

√

n′
i ni !(n′

i −1)!×

∑ni
q=0

(γ2/2)q

q !(n′
i −ni +q −1)!(ni −q)!

+ µ0

(Π j 6=iδn′
j ,n j

)
p

2
e

γ2

4 (−γ
p

2)n′
i−ni +1

√

(n′
i +1)ni !(n′

i +1)!×

∑ni
q=0

(γ2/2)q

q !(n′
i −ni +q +1)!(ni −q)!

. (4.82)

Este resultado coincide con la evaluación de los elementos de matriz usando funciones de oscila-
dor armónico y operadores de creación y aniquilación â†(â) en el desarrollo de q . Esta descripción
contrasta con el análisis presentado en Ref. [78], donde el operador de transición dipolar propues-
to está basado en el comportamiento general de las intensidades de transición dipolar y tiene que
ser definido para cada tipo de estado local. Por ejemplo, para las transiciones

|[N ],0;0,0,0,0〉→ |[N ],ni ;0, ...,ni , ...,0〉 (4.83)

los operadores propuestos son (traducidos a nuestra notación)[87]:

µ̂A1 = δ1

N
∑

n=1
(eγn̂ (n)T A1 +Hc) (4.84a)

µ̂E = δ2

N
∑

n=1
(eγ′n̂ (n)T E +Hc) . (4.84b)
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donde

(n)T A1 =
3

∑

i=1
(b̂†n

i +Hc) (4.85a)

(n)T E = (2b̂†n
1 − b̂†n

2 − b̂†n
3 +Hc). (4.85b)

En este caso el operador local de transición equivalente a (4.70) para el caso específico de transi-
ciones desde el estado base es

t̂ g s→ni

i = δ e−βni b̂†ni
i , (4.86)

con elementos de matriz

〈[N ],n;n1,n2,n3|t̂ g s→ni

i |[N ],0;0,0,0〉 = (Π j 6=iδn′
j ,n j

)δ e−βni

√

N !ni !

N ni (N −ni )!
δn′

j ,0 . (4.87)

Esta expresión es simple y reproduce el comportamiento general de las intesidades de transición,
pero tiene la desventaja de que no es general y su significado físico no concuerda con el hecho de
que el momento de transición dipolar está dado en términos de un desarrollo en las coordenadas.
Esto último puede apreciarse cuando se estudia el límite armónico del desarrollo del dipolo (4.84).
En el límite armónico los operadores (4.85) se reducen a

ĺım
N→∞

(n)T A1
z ≈

3
∑

i=1
[(

1
p

2
(qi − i pi ))n +hc], (4.88a)

ĺım
N→∞

(n)T E ≈ 2(
1
p

2
(q1 − i p1))n − (

1
p

2
(q2 − i p2))n − (

1
p

2
(q3 − i p3))n , (4.88b)

mientras que para las exponenciales

ĺım
N→∞

eγni = eγ 1
2 (p̂2

i +q2
i −1), (4.89)

lo cual significa que esta descripción de los operadores de transición depende de las coordenadas
y de los momentos, un resultado peculiar que no es consistente con el hecho de que el operador
de momento dipolar está considerado como un desarrollo de las coordenadas.

Las intensidades de transición dipolares (4.69) involucran tres parámetros en la aproximación
lineal (4.62), llamados {δ1,δ2,γ}. Los parámetros δ1 y δ2 fijan la escala, mientras que γ en (4.70)
determina cómo decrece la intensidad como función del número de cuantos. Nótese que como las
coordenadas de tensión son equivalentes, los operadores {t̂i , i = 1,2,3} tienen el mismo parámetro
γ. Este parámetro tiene que ser determinado a través de un ajuste a resultados experimentales. La
función tomada para minimizar es

r ms = [
Nexp
∑

i=1
[Log (I i

exp )−Log (I i
cal )]2/(Nexp −Npar ))]1/2 (4.90)

donde Nexp es el número total de energías experimentales y Npar es el número de parámetros usa-
dos en el ajuste. El parámetro δ está relacionado con la normalización y consecuentemente una
pequeña variación no afecta considerablemente el resultado. En contraste,γ debe ser especificado
con precisión a fin de obtener buenos resultados.

90



Capítulo 4. Reformulación del Modelo algebraico U (ν+1) para describir excitaciones
vibracionales

4.5. Cálculo de constantes de fuerza asociadas a los grados de li-
bertad de tensión de la arsina

Para ejemplificar el procedimiento para el cálculo de las constantes de fuerza continuaremos
con el estudio de los grados de libertad de tensión de las moléculas piramidales, en particular de
la arsina (AsH3). En el equilibrio la arsina es piramidal con los siguientes parámetros de estructura
re=1.51106 Å, y ∠ HAsH=92.069o [91]. El grupo puntual es C3v . Esta molécula tiene seis grados de
libertad, tres asociados a los modos de tensión (A1 ⊕E ) y tres a los modos de flexión (A1⊕E ). Aquí
solo consideraremos los modos de tensión.

La aproximación armónica nos provee de una base en términos de coordenadas normales, la
cual puede ser usada para diagonalizar el Hamiltoniano general. Para los modos de tensión la base
se etiqueta mediante

|ν1ν
l3
3 〉, (4.91)

donde ν1 y ν3 corresponden a los modos de tensión As-H simétrico A1 y degenerado E respec-
tivamente. En nuestro caso los estados involucrados en el ajuste están bien determinados con el
número de cuantos, sin que sea necesario el momento angular l3, de tal forma que usaremos in-
distintamente la notación

|ν1ν3〉 = |1ν1 3ν3〉 . (4.92)

Para describir el sistema en el esquema local empezaremos desarrollando la matriz de Wilson y
el potencial en términos de las coordenadas de desplazamiento locales. La matriz G(q) tiene los
siguientes elementos

gr r = 1

mAs
+ 1

mH
, (4.93a)

gr r ′ = 1

mAs
cosθ, (4.93b)

donde θ corresponde al ángulo ∠ HAsH , mientras que mAs y mH son las masas de arsénico 75As e
hidrógeno 1H, respectivamente. Estos elementos de matriz son independientes de las coordena-
das de tensión por lo que el desarrollo toma la forma simple

gi j (q) = g 0
i j , (4.94)

donde g 0
i j es el elemento de matriz evaluado en el equilibrio con θ =92.069 ◦. El potencial hasta

cuarto orden es

V (q) = 1

2
fr r

3
∑

i=1
q2

i + fr r ′
3

∑

i> j=1
qi q j +

1

4!
fr r r r

3
∑

i=1
q4

i ,

+ 4

4!
fr r r r ′[q3

1 (q2 +q3)+q3
2 (q1 +q3)+q3

3 (q1 +q2)]

+ 3

4!
fr r r ′r ′[q2

1 (q2
2 +q2

3)+q2
2 (q2

3 +q2
1 )+q2

3(q2
1 +q2

2 )]

+ 12

4!
fr r r ′r ′′[q2

1 q2q3 +q2
2 q1q3 +q2

3 q1q3] , (4.95)
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donde sólo hemos considerado términos que dan origen a la conservación de la poliada

P = n1 +n2 +n3. (4.96)

Sustituyendo (4.94) en la energía cinética, tenemos

T̂ = 1

2
g o

r r

3
∑

i=1
p̂2

i + g o
r r ′

3
∑

i> j=1
p̂i p̂ j . (4.97)

El siguiente paso consiste en obtener la representación algebraica de la energía cinética (4.97) y el
potencial (4.95). En principio podríamos hacer la sustitución general (4.44), pero esta realización
algebraica no satisface las relaciones de conmutación (4.35) y consecuentemente cada término
debe ser simetrizado. Así pues proponemos la sustitución de los términos cuadráticos por

p̂i p̂ j →
1

2
(p̂i p̂ j + p̂ j p̂i ); qi q j →

1

2
(qi q j +q j qi ), (4.98)

mientras que para los términos de orden cuártico que aparecen en el potencial

q3
1 (q2 +q3) → 1

2
[q3

1 (q2 +q3)+ (q2 +q3)q3
1 ], (4.99a)

q2
1(q2

2 +q2
3 ) → 1

2
[q2

1 (q2
2 +q2

3)+ (q2
2 +q2

3 )q2
1 ], (4.99b)

q2
1 q2q3 → 1

6
[q2

1 (q2q3 +q3q2)+ (q2q3 +q3q2)q2
1 +q3q2

1 q2 +q2q2
1 q3], (4.99c)

con expresiones similares para los otros términos. Este proceso de simetrización nos permite es-
tablecer una correspondencia uno a uno con la representación algebraica en el modelo U (ν+1)
del Hamiltoniano usando la aproximación (4.44). Ahora decidiremos el procedimiento para iden-
tificar d̂ †(d̂ ), ya sea con b̂†(b̂) o bien con â†(â).

Dentro del marco de este modelo es conveniente identificar el Hamiltoniano como una suma
de osciladores locales no interactuantes más un conjunto de interacciones. Si el desarrollo se lleva
a cabo en términos de las coordenadas internas de desplazamiento qi , asociando los términos
cuadráticos diagonales en el potencial con potenciales armónicos locales, podemos identificar un
conjunto de osciladores armónicos. En este caso el Hamiltoniano a orden cero corresponde a un
conjunto de osciladores no interactuantes de la forma

Ĥ0 =
ħω
2

ν
∑

i=1
(â†

i âi + âi â†
i ), (4.100)

donde se ha definido

ω=
√

fr r

µ
=

√

fr r g 0
r r . (4.101)

El Hamiltoniano a orden cero (4.100) se obtiene identificando los operadores â†(â) en los términos
cuadráticos. Para los términos a orden cuártico hemos de decidir apropiadamente de acuerdo
con la calidad del ajuste. Hemos encontrado que la mejor selección corresponde a la sustitución
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de (4.50) en el tercer término del potencial (4.95) y (4.53) en los tres últimos términos. Con estas
consideraciones el Hamiltoniano toma la forma

Ĥ

hc
= ω̃e n̂+λ

3
∑

i 6= j
â†

i â j +α1 Î1 +
4

∑

i=2
αi (̂

∑

p
Ôp Ii +H .c.), (4.102)

donde H .c. significa Hermitiano conjugado y las interacciones locales Îi son

Î1 =
3

∑

i=1
(â†

i âi )2 =
3

∑

i=1
n̂2

i , (4.103a)

Î2 = b̂†2
1 b̂1(b̂2 + b̂3)+ b̂2

1b̂†
1(b̂†

2 + b̂†
3)+ (b̂†

1b̂1 + b̂1b̂†
1)[b̂†

1(b̂2 + b̂3)+ b̂1(b̂†
2 + b̂†

3)], (4.103b)

Î3 = b̂†2
1 (b̂2

2 + b̂2
3)+ b̂2

1(b̂†2
2 + b̂†2

3 )+ (b̂†
1b̂1 + b̂1b̂†

1)[b̂†
2b̂2 + b̂2b̂†

2 + b̂†
3b̂3 + b̂3b̂†

3], (4.103c)

Î4 = 2(b̂†2
1 b̂2b̂3 + b̂2

1b̂†
2b̂†

3)+ (b̂†
1b̂1 + b̂1b̂†

1)(b̂†
2b̂2 + b̂2b̂†

2 + b̂†
3b̂3 + b̂3b̂†

3)

+ b̂†
3b̂2

1b̂†
2 + b̂3b̂†2

1 b̂2 + b̂†
3(b̂†

1b̂1 + b̂1b̂†
1)b̂2 + b̂3(b̂†

1b̂1 + b̂1b̂†
1)b̂†

2. (4.103d)

La suma de los operadores Ôp involucradas en los últimos términos del Hamiltoniano (4.102) co-
rren sobre las permutaciones p = e, (123), (132). Los parámetros espectroscópicos dados en térmi-
nos de las constantes de fuerza y estructura toman la siguiente forma

hc ω̃e = ħω+ 6

4!

ħ2

4ω2µ2
fr r r r , (4.104a)

hc λ = ħωµ
2

g o
r r ′ +

ħ
2ωµ

fr r ′ , (4.104b)

hc α1 = 6

4!

ħ2

4ω2µ2
fr r r r , (4.104c)

hc α2 = 4

4!

1

2

ħ2

4ω2µ2
fr r r r ′ , (4.104d)

hc α3 = 3

4!

1

2

ħ2

4ω2µ2 fr r r ′r ′ , (4.104e)

hc α4 = 12

4!

1

6

ħ2

4ω2µ2
fr r r ′r ′′ . (4.104f)

El Hamiltoniano (4.97) es diagonalizado en una base adaptada por simetría siguiendo el procedi-
miento presentado en la sección 4.2. Sólo insistiremos que mediante este procedimiento es posi-
ble asignar tanto etiquetas locales como normales, aunque éstas últimas de modo aproximado.

Ahora procederemos a aplicar este formalismo para obtener las constantes de fuerza. Usando
el Hamiltoniano (4.102) llevamos a cabo un ajuste de los datos experimentales disponibles [92, 93].
Este Hamiltoniano involucra seis interacciones de las cuales se transforman en seis constantes de
fuerza { fr r , fr r ′, fr r r r , fr r r r ′, fr r r ′r ′ , fr r r ′r ′′}. La calidad de este ajuste está expresada en términos del
la desviación cuadrática media rms definida por
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r ms =
[

Nexp
∑

i=1
(E i

exp −E i
cal )2/(Nexp −Npar )

]1/2

, (4.105)

con el mismo significado para Nexp y Npar que el tomado en (4.90). En la Tabla 4.1 presentamos 21
energías experimentales y los resultados obtenidos mediante el ajuste. Se obtuvo un rms de 1.59
cm−1 con los parámetros presentados en la Tabla 4.2. En el cálculo todos los parámetros fueron
optimizados con N = 28, el cual se fijó de acuerdo con el siguiente argumento. A altas energías los
estados propios del sistema tienen un fuerte caracter local, lo que implica que los estados locales
pueden considerarse vectores propios del Hamiltoniano. Para que esto sea consistente con el Ha-
miltoniano general (4.102) se tiene que en la región de altas energías las interacciones que mezclan
estados dejan de ser relevantes, permitiendo aproximar el Hamiltoniano en la forma simple

H

hc
≈ ω̃e n̂ +α1I1 . (4.106)

Con este Hamiltoniano el estado local |[N ]n; . . . n . . .〉 tiene asociada la siguiente energía

E (n)= ω̃en +α1n2 . (4.107)

Ahora bien, para α1 < 0 los niveles de energía tienden a juntarse de tal forma que se espera que la
derivada de E (n) con respecto a n se anule para número de bosones n suficientemente altos, en
particular para n = N , que es el máximo valor posible. Así tenemos entonces que

(

∂E (n)

∂n

)

N
= ω̃+2α1N = 0 , (4.108)

de donde

N =− ω̃e

2α1
. (4.109)

Esta expresión es la que permitió estimar N = 28 para el subespacio de tensión. No es necesario
tener un ajuste final para estimar N , ya que tanto ω̃e como α1 son muy estables y adquieren prác-
ticamente sus valores finales desde el principio del proceso de ajuste al considerar un subespacio
de estados limitado a dos cuantos. Además de las energías teóricas y experimentales la Tabla 4.1
incluye las asignaciones local y normal, así como el cuadrado de la máxima componente. El rms
obtenido haciendo el ajuste considerando el límite armónico es de 1.62 cm−1, mayor que en nues-
tro ajuste de 1.59 cm−1. Nuestra descripción es más general y puede ser usada en el estudio de
otros sistemas

De los parámetros espectroscópicos dados en la Tabla 4.2 y las relaciones (4.104), obtenemos
las constantes de fuerza que se muestran en la Tabla 4.3. En la misma tabla se incluyen para su
comparación los parámetros obtenidos por Halonen et al [91], así como los resultados a primeros
principios [94]. Aunque es posible obtener un mejor ajuste con menos parámetros, hemos deci-
dido incluir todas las interacciones a fin de estimar todas las constantes de fuerza disponibles.
Como se puede ver los resultados obtenidos están de acuerdo con los calculados previamente. La
discrepancia en el signo de la constante fr r r r es debida a que en la aproximación del potencial
sólo se tomaron términos hasta orden cuártico. En nuestra aproximación fr r r r debe ser menor
que cero a fin de reproducir el comportamiento anarmónico del espectro. Cabe mencionar que
este comportamiento se reproduce de forma natural cuando se consideran osciladores de Morse
a orden cero.
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Intensidades de transición dipolar

En la Tabla 4.4 se muestran las intensidades calculadas para los datos experimentales disponi-
bles [92]. Los parámetros obtenidos en el ajuste son

δ1 =0.0173, δ2=0.0122, γ=0.193536 .

Como se mencionó antes, el parámetroδ está relacionado con la normalización y consecuente-
mente una pequeña variación no afecta considerablemente el resultado. En contraste, γ es el
parámetro determinante en el ajuste. En la misma Tabla 4.4 se incluyen los resultados obtenidos
por Halonen et al [92] y Pluchart et al [78]. En promedio nuestros resultados son similares en pre-
cisión a los obtenidos en la Ref.[92]. Esto era de esperarse ya que a fin de cuentas estamos usando
el mismo desarrollo del operador dipolar. Aunque a primera vista los resultados presentados en
Ref.[78] son mejores, debemos tomar en cuenta que no se consideraron todos los datos experi-
mentales y que el número de parámetros utilizados en (4.84) son 4, uno más que el que se usó en
la aproximación lineal (4.62).
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Poliada Estado Contribución Estado Contribución Energías
(normal) (normal) (local) (local) Exp. Teor. ∆E

Simetría A1
1 11 1.00 100 1.00 2115.16 2115.17 0.0
2 32 0.52 200 0.98 4166.77 4165.65 1.1
2 12 0.52 110 0.98 4237.7 4238.95 -1.2
3 1132 0.66 300 0.99 6136.34 6136.01 0.3
3 13 0.71 210 0.97 6275.83 6277.62 -1.8
3 33 0.55 111 0.98 6365.95 6367.23 -1.3
4 1232 0.47 400 0.99 8028.98 8027.29 1.7
4 14 0.41 310 0.97 8249.51 8249.94 -0.4
4 34 0.44 220 0.96 - 8332.92 -
4 1232 0.35 211 0.98 - 8397.37 -
5 1134 0.35 500 0.99 9841.4 9841.06 0.3
5 1332 0.38 410 0.99 - 10143.2 -
5 1233 0.57 320 0.98 - 10289.1 -
5 15 0.31 311 0.95 - 10370.7 -
5 35 0.27 221 0.95 - 10443.9 -
6 1234 0.37 600 0.99 11577.5 11577.5 -1.2
6 1432 0.38 510 0.99 - 11957.0 -
6 36 0.32 420 0.95 - 12183.1 -
6 1234 0.50 411 0.90 - 12265.1 -
6 36 0.37 330 0.86 - 12270.1 -
6 16 0.47 321 0.94 - 12401.5 -
6 36 0.38 222 0.96 - 12500.3 -

Simetría A2
3 33 1.00 210 1.00 - 6301.12 -
4 1133 1.00 310 1.00 - 8261.71 -
5 1233 0.71 410 0.99 - 10149.9 -
5 35 0.71 320 0.99 - 10311.7 -
6 1135 0.52 510 0.99 - 11962.9 -
6 1333 0.55 420 0.99 - 12193.7 -
6 36 0.76 321 0.99 - 12439.1 -

Tabla 4.1: Energías (en cm−1) generadas por el ajuste usando el Hamiltoniano(4.102). El rms obtenido es de 1.59 cm−1 . Las energías experimentales
fueron tomadas de las Refs. [92, 93]
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Capítulo 4. Reformulación del Modelo algebraico U (ν+1) para describir excitaciones
vibracionales

Poliada Estado Contribución Estado Contribución Energías
(normal) (normal) (local) (local) Exp. Teor. ∆E

Symmetry E
1 31 1.00 100 1.00 2126.42 2126.72 -0.3
2 1131 0.73 200 0.99 4167.94 4168.74 -0.8
2 32 0.73 011 0.99 4247.52 4248.59 -1.1
3 1231 0.38 300 0.99 6136.33 6136.32 0.0
3 1231 0.55 012 0.99 6282.35 6283.46 -1.1
3 33 0.67 120 0.99 6294.71 6295.02 -0.3
4 1133 0.43 400 0.99 8028.97 8027.32 1.6
4 1331 0.58 310 0.98 8257.27 8253.0 4.3
4 1232 0.50 130 0.98 8258.37 8258.65 -0.3
4 34 0.31 022 0.97 - 8335.51 -
4 34 0.47 211 0.99 - 8417.15 -
5 1233 0.37 500 0.99 9841.4 9841.06 0.3
5 1431 0.35 410 0.99 - 10143.7 -
5 1134 0.32 140 0.99 - 10149.8 -
5 1332 0.37 023 0.98 - 10290.4 -
5 35 0.65 230 0.99 - 10310.4 -
5 1233 0.31 311 0.98 - 10378.1 -
5 35 0.43 122 0.98 - 10460.9 -
6 1333 0.26 600 0.99 11576.3 11577.5 -1.2
6 1531 0.19 510 0.99 - 11957.1 -
6 1234 0.25 150 0.99 - 11962.8 -
6 1531 0.27 024 0.95 - 12184.1 -
6 1135 0.28 240 0.99 - 12192.7 -
6 1135 0.18 411 0.94 - 12266.3 -
6 36 0.24 033 0.91 - 12270.1 -
6 1234 0.24 123 0.99 - 12412.6 -
6 1135 0.36 231 0.99 - 12427.1 -

Tabla 4.1 (continuation)

Errores
Parámetros Ajuste Epsilon Delta

ω̃e 2162.92 0.292 0.029
λ -4.2950 0.492 0.082
α1 -38.7361 0.005 0.001
α2 0.0514 0.0528 0.010
α3 -0.1833 0.022 0.003
α4 0.1641 0.073 0.030

Tabla 4.2: Parámetros del Hamiltoniano (4.102) en cm−1 obtenidos ajustando 21 energías vibracionales de las bandas de tensión de la arsina. En
las últimas dos columnas se incluye el análisis del error, Epsilon y Delta . El significado de estos errores se explica en la sección 5.2

97



sección 4.5 cálculo de constantes de fuerza asociadas a los grados de libertad de tensión de la
arsina

Parámetros Este trabajo Halonen et al Ab initio
fr r (aJ Å−2) 2,836 2.841 2.829
fr r ′ (aJ Å−2) −0,010 40 -0.009 95 -0.0097

fr r r r (aJ Å−4) −51,9074 46.323 54.4
fr r r r ′(aJ Å−4) 0,2066 - -
fr r ′r ′ (aJ Å−4) −0,9825 - -

fr r r ′r ′′ (aJ Å−4) 0,6596 - -

Tabla 4.3: Constantes de fuerza derivadas de los parámetros espectroscópicos dados en la Tabla 4.2. Las constantes de fuerza de Halonen se tomaron
de la Ref. [91], y las ab initio de Ref. [94].

Estado local νcal c /cm−1 Iobs Ical c Hal onen[92] Pluchart [78]
Simetría A1

(100) 2115,13 1.0a 1.0 1 1.0
(200) 4165,79 0.021 0.068 0.022 0.0209
(110) 4238,94 - 1.14 ×10−3 0.13 ×10−3 -
(300) 6136,07 0.32 ×10−3 1.32 ×10−3 0.49 ×10−3 0.47 ×10−3

(210) 6277,63 0.28 ×10−4 0.07 ×10−4 0.0055 ×10−4 -
(400) 8027,32 0.15 ×10−4 0.129 ×10−4 0.071 ×10−4 0.12 ×10−4

Simetría E
(100) 2126,81 1.0a 1.0 1.0 1.0
(200) 4168,75 0.021 0.069 0.022 0.0209
(011) 4248,66 - 2.64 ×10−4 0.58×10−4 -
(300) 6136,36 0.32 ×10−3 1.32 ×10−3 0.49 ×10−3 0.47 ×10−3

(012) 6283,43 - 1.51 ×10−6 0.51×10−6 -
(120) 6295,01 0.14 ×10−4 0.015 ×10−4 0.0032 ×10−4 -
(400) 8027,35 0.15 ×10−4 0.128 ×10−4 0.071 ×10−4 0.12 ×10−4

a) valor escalado.

Tabla 4.4: Intensidades relativas observadas y calculadas para los bandas vibracionales de tensión de la arsina.
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Capítulo 5

Aplicaciones del modelo U (ν+1)

E l modelo U (ν+1) ha sido aplicado a diferentes sistemas, por ejemplo, moléculas lineales [21],
tetrahédricas [77] y piramidales [78, 79], en todos estos casos haciendo uso de Hamiltonianos

efectivos sin conexión con el espacio de coordenadas y momentos. Aunque los modelos basa-
dos en Hamiltonianos efectivos son útiles, tienen la deficiencia de no proporcionar superficies de
energía potencial. Resulta entonces conveniente proporcionar, en medida de lo posible, su cone-
xión con el espacio de configuraciones [87, 95].

La reformulación del modelo U (ν+1) se ejemplificó en el capítulo anterior a través del análisis
de las excitaciones vibracionales de tensión de la molécula de arsina. En este capítulo presentare-
mos la descripción vibracional completa de las moléculas de estibina y arsina. Estas moléculas ya
han sido estudiadas dentro del esquema de grupos unitarios aunque haciendo uso de Hamiltoni-
anos efectivos [79]. En las siguientes secciones presentaremos un estudio del espectro de energías
completo para estas moléculas y su correspondencia con el espacio de configuraciones [92, 96].
Primeramente presentaremos el Hamiltoniano en el espacio de coordenadas y momentos para
posteriormente obtener una realización alegebraica del mismo en términos de los generadores
del grupo dinámico Us (4)×Ub(4), donde Us (4) y Ub(4), etiquetan los grados de libertad de tensión
y flexión respectivamente. Las interacciones tipo Fermi, así como las de número se consideran
en la contribución de interacción tensión flexión. Mostraremos que en el contexto de la nueva
reformulación del modelo U (ν+1) es posible establecer la conexión entre los parámetros espec-
troscópicos y las constantes de fuerza para cualquier sistema molecular semirrígido.

5.1. Moléculas piramidales

Consideremos el caso general de moléculas piramidales del tipo XH3 en el esquema del mo-
delo U (ν+1), lo cual nos permitirá describir como casos particulares los espectros de la arsina y
la estibina.

La aproximación armónica nos provee de una base completa en términos de coordenadas nor-
males que puede ser usada para diagonalizar el Hamiltoniano general. Etiquetaremos la base de
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sección 5.1 moléculas piramidales

la siguiente forma
|1ν1 ,2ν2 ,3ν3 ,4ν4〉, (5.1)

donde ν1 y ν3 corresponden a los modos X-H de tensión simétrico A1 y degenerado E y ν2 y ν4

corresponden a los modos de flexión H-X-H simétrico A1 y degenerado E .

En la descripción local se desarrolla la matriz de Wilson y la energía potencial en términos
de los desplazamientos de las coordenadas internas. El conjunto (ri , i = 1,2,3.) corresponde al
espacio de osciladores de tensión (s), mientras que los ángulos (θi , i = 4,5,6) se refieren al espacio
de osciladores de flexión (b), ver Figura 4.1. Tomaremos las siguientes coordenadas en el desarrollo
del Hamiltoniano

qi =∆ri , i = 1,2,3; q j = re∆θ j , j = 4,5,6, (5.2)

donde re es la distancia de equilibrio X-H.
El Hamiltoniano cuántico en términos de las coordenadas internas de desplazamiento qi que

describen las excitaciones vibracionales de la molécula está dado por [85, 86]

H = 1

2
p̃G(q)p+V (q) . (5.3)

Este Hamiltoniano involucra los elementos de matriz de G(q), cuya forma explícita se encuen-
tra en el apéndice 8.1. Consideraremos términos hasta orden cuártico en el desarrollo de la energía
cinética y potencial. Como hicimos notar antes, el Hamiltoniano puede ser escrito de la siguiente
forma

Ĥ = Ĥs + Ĥb + Ĥsb , (5.4)

donde nuevamente consideraremos la conservación de poliada (4.43). Debido a esta restricción,
las contribuciones de Ĥs y Ĥb sólo involucran potencias de segundo y cuarto orden. Para la con-
tribución de tensión tenemos

Ĥs = 1

2
g o

r r

3
∑

i=1
p̂2

i + g o
r r ′

3
∑

i> j=1
p̂i p̂ j

+ 1

2
fr r

3
∑

i=1
q2

i + fr r ′
3

∑

i> j=1
qi q j +

1

4!
fr r r r

3
∑

i=1
q4

i

+ 4

4!
fr r r r ′[q3

1 (q2 +q3)+q3
2 (q1 +q3)+q3

3 (q1 +q2)]

+ 3

4!
fr r r ′r ′[q2

1 (q2
2 +q2

3)+q2
2 (q2

3 +q2
1 )+q2

3 (q2
1 +q2

2 )]

+ 12

4!
fr r r ′r ′′[q2

1 q2q3 +q2
2 q1q3 +q2

3 q1q2]. (5.5)

Nótese que no aparecen términos de orden cuártico que provengan de la energía cinética, este
hecho se explica debido a la independencia de los elementos (8.2a) y (8.2b) en las coordenadas de
tensión. Por otra parte, para las coordenadas de flexión tenemos

Ĥb = 1

2
g o

qq

6
∑

i=4
p̂2

i + g o
qq ′

6
∑

i> j=4
p̂i p̂ j
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+ 1

2
fqq

6
∑

i=4
q2

i + fqq ′
6

∑

i> j=4
qi q j

+ 1

4

(

∂2gq4q4

∂q2
4

)

0

[p4q2
4 p4 +p5q2

5 p5 +p6q2
6 p6]

+ 1

4

(

∂2gq4q5

∂q2
4

)

0

[(p4q2
4 +p6q2

6)p5 + (p5q2
5 +p6q2

6 )p4 + (p4q2
4 +p5q2

5 )p6 +H .c.]

+ 1

2

(

∂2gq4q5

∂q4∂q5

)

0

[p4q4q5p5 +p6q6q5p5 +p4q4q6p6 +H .c.]

+ 1

2

(

∂2gq4q6

∂q4∂q5

)

0

[p4q4q5p6 +p6q6q5p4 +p5q5q4p6 +p4q4q6p5 +p5q5q6p4 +p6q6q4p5 +H .c.]

+ 1

2

(

∂2gq4q6

∂q2
5

)

0

[p4q2
5 p6 +p5q2

4 p6 +p5q2
6 p4 +H .c.]

+ 1

4!
fqqqq

6
∑

i=4
q4

i ,

+ 4

4!
fqqqq ′ [q3

4(q5 +q6)+q3
5 (q4 +q6)+q3

6 (q4 +q5)]

+ 3

4!
fqqq ′q ′ [q2

4(q2
5 +q2

6 )+q2
5 (q2

4 +q2
6 )+q2

6 (q2
4 +q2

5)]

+ 12

4!
fqqq ′q ′′ [q2

4 q5q6 +q2
5 q4q6 +q2

6 q4q5]. (5.6)

En cuanto a las interacciones de tensión-flexión, tenemos contribuciones tanto de tercer como de
cuarto orden que conservan la poliada. Expresaremos estas interacciones de acuerdo a su orden
de la siguiente forma

Ĥsb = V̂sbb + V̂ssbb , (5.7)

donde V̂sbb involucra resonancias de Fermi, mientras que V̂ssbb contiene las interacciones de or-
den cuártico más relevantes. Explícitamente, para las contribuciones de tercer orden tenemos

V̂sbb = 1

2

(

∂gq1q4

∂q4

)

0
[p1(q4p4 +q6p6)+p2(q4p4 +q5p5)+p3(q5p5 +p6q6)+H .c.]

+ 1

2

(

∂gq4q4

∂q1

)

0
[q1(p2

4 +p2
6)+q2(p2

4 +p2
5)+q3(p2

5 +p2
6)]

+ 1

2

(

∂gq1q5

∂q5

)

0
[p1q5p5 +p2q6p6 +p3q4p4 +H .c.]

+ 1

2

(

∂gq1q5

∂q4

)

0
2 [p1(q4p5 +q6p5)+p2(q4p6 +q6p4)+p3(q5p4 +p6q4)]

+ 1

2

(

∂gq4q5

∂q1

)

0
2 [p4(q1p5 +q2p6)+p5(q2p6 +q3p4)+p6(q1p5 +p3q4)]

+ 1

2

(

∂gq4q6

∂q1

)

0
[p4(q1p6 +q2p5)+p5(q2p4 +q3p6)+p6(q1p4 +p3q5)]
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+ 3

3!
fr q ′q ′ [q1(q2

4 +q2
6 )+q2(q2

4 +q2
5)+q3(q2

6 +q2
5 )]

+ 3

3!
fr qq [q1q2

5 +q2q2
6 +q3q2

4]

+ 6

3!
fr qq ′ [q1(q4q5 +q5q6)+q2(q4q6 +q5q6)+q3(q4q5 +q4q6)]

+ 6

3!
fr q ′q ′′ [q1q4q6 +q2q4q5 +q3q5q6]. (5.8)

Las interacciones de tensión-flexión involucran 8 constantes de fuerza, las cuales no se pueden
determinar con los datos experimentales disponibles. Por ello se debe seleccionar el conjunto de
interacciones más relevante. Siguiendo la propuesta de Lukka et al [91] proponemos para la se-
gunda contribución de (5.7)

V̂ssbb = 1

4

(

∂2gq4q4

∂q2
1

)

0

[(q2
1 +q2

2)p2
4 + (q2

2 +q2
3 )p2

5 + (q2
1 +q2

3)p2
6]

+ 1

4
fr r q ′q ′ [(q2

1 +q2
2)q2

4 + (q2
2 +q2

3)q2
5 + (q2

1 +q2
3 )q2

6], (5.9)

la cual resulta ser relevante en la descripción de las excitaciones vibracionales de la arsina y la
estibina. Una vez establecido el Hamiltoniano en el espacio de configuraciones, aplicaremos el
modelo algebraico U (ν+1). Como en este caso tenemos dos subespacios, el álgebra dinámica del
sistema corresponde al producto directo

Us (4)×Ub(4), (5.10)

donde cada grupo está caracterizado por las representaciones [Ns] y [Nb], donde los operadores
N̂s y N̂b corresponden al número total de bosones en el espacio respectivo. Explícitamente los
operadores asociados al número total de bosones están dados por(4.40)

N̂s = n̂1 + n̂2 + n̂3 + n̂s , (5.11a)

N̂b = n̂4 + n̂5 + n̂6 + n̂t . (5.11b)

Ahora proponemos la aproximación (4.45). Consideraremos d̂ †(d̂) → â†(â) para osciladores lo-
cales a orden cero así como para las correcciones armónicas involucradas en los operadores de
número para los dos espacios, como se vio en el capítulo anterior. En nuestro modelo, un in-
grediente importante que debe considerarse en (4.45) con la identificación d̂ †(d̂) → b̂†(b̂), es la
simetrización

q3
1(q2 +q3) → 1

2

[

q3
1 (q2 +q3)+ (q2 +q3)q3

1

]

, (5.12a)

q2
1 (q2

2 +q2
3 ) → 1

2

[

q2
1 (q2

2 +q2
3)+ (q2

2 +q2
3 )q2

1

]

, (5.12b)

q2
1 q2q3 → 1

6

[

q2
1 (q2q3 +q3q2)+ (q2q3 +q3q2)q2

1 +q3q2
1 q2 +q2q2

1 q3
]

. (5.12c)
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Capítulo 5. Aplicaciones del modelo U (ν+1)

A diferencia de los modos de tensión, los modos de flexión tienen un comportamiento más cer-
cano al armónico. Consecuentemente parece razonable proponer la correspondencia d̂ †(d̂) →
â†(â) para todas las interacciones. Finalmente, para las interaccion de de Fermi se tiene d̂ †(d̂) →
b̂†(b̂), mientras que para las contribuciones Vssbb haremos la identificación d̂ †(d̂) → â†(â) ya que
sólo involucra operadores de número. Esta aproximación nos permite establecer una correspon-
dencia uno a uno con la representación algebraica del Hamiltoniano. Una vez tomado en cuenta
las sustituciones apropiadas en (5.4), obtenemos el siguiente Hamiltoniano algebraico

Ĥs

hc
= ω̃s

e n̂ +λs

3
∑

i 6= j=1
â†

i â j +αs
1 Î s

1 +
4

∑

i=2
αs

i (
∑

p
Ôp I s

i +H .c.), (5.13a)

Ĥb

hc
= ω̃b

e n̂ +λb

6
∑

i 6= j=4
â†

i â j +αb
1 Î b

n2
4
+αb

2 Î b
44/45 +αb

3 (2Î b
44/55 +8Î b

n46/5)

+ αb
4 (Î b

44/55 +2Î b
n46/5)+γb

1 Î b
44/55 +γb

2 Î b
44/56 +γb

3 (Î b
44/55 −2Î b

44/55), (5.13b)

Ĥsbb

hc
= ζ1 f̂1/44 +ζ2 f̂1/55 +ζ3 f̂1/45 +ζ4 f̂1/46, (5.13c)

Ĥssbb

hc
= ηÎn1n4 . (5.13d)

En este Hamiltoniano las interacciones locales Î s
i estan definidas por

Î s
1 =

3
∑

i=1
(â†

i âi )2 =
3

∑

i=1
n̂2

i , (5.14a)

Î s
2 = b̂†2

1 b̂1(b̂2 + b̂3)+ b̂2
1b̂†

1(b̂†
2 + b̂†

3)+ (b̂†
1b̂1 + b̂1b̂†

1)[b̂†
1(b̂2 + b̂3)+ b̂1(b̂†

2 + b̂†
3)], (5.14b)

Î s
3 = b̂†2

1 (b̂2
2 + b̂2

3)+ b̂2
1(b̂†2

2 + b̂†2
3 )+ (b̂†

1b̂1 + b̂1b̂†
1)[b̂†

2b̂2 + b̂2b̂†
2 + b̂†

3b̂3 + b̂3b̂†
3], (5.14c)

Î s
4 = 2(b̂†2

1 b̂2b̂3 + b̂2
1b̂†

2b̂†
3)+ (b̂†

1b̂1 + b̂1b̂†
1)(b̂†

2b̂2 + b̂2b̂†
2 + b̂†

3b̂3 + b̂3b̂†
3)

+ b̂†
3b̂2

1b̂†
2 + b̂3b̂†2

1 b̂2 + b̂†
3(b̂†

1b̂1 + b̂1b̂†
1)b̂2 + b̂3(b̂†

1b̂1 + b̂1b̂†
1)b̂†

2, (5.14d)

mientras que para las interacciones de flexión

Î b
n2

4
=

6
∑

i=4
(â†

i âi )2 =
6

∑

i=4
n̂2

i , (5.15a)

Î b
n4n5

= n̂2
4n̂2

5 + n̂2
4n̂2

6 + n̂2
5n̂2

6, (5.15b)

Î b
44/55 = â†2

4 â2
5 + â†2

5 â2
6 + â†2

6 â2
4 , (5.15c)

Î b
44/45 = â†2

4 â4(â5 + â6)+ â†2
5 â5(â4 + â6)+ â†2

6 â6(â4 + â5)+H .c., (5.15d)

Î b
44/56 = â†2

4 â5â6 + â†2
5 â4â6 + â†2

6 â4â5 +H .c., (5.15e)

Î b
n46/5 = n̂4â†

6â5 + n̂5â†
4â6 + n̂6â†

5â4 +H .c.. (5.15f)

Además, para las interacciones de tensión-flexión tenemos para las contribuciones de Fermi lo-
cales

f̂1/44 = b̂†
1b̂4b̂4 + b̂†

1b̂6b̂6 + b̂†
3b̂6b̂6 + b̂†

3b̂5b̂5 + b̂†
2b̂4b̂4 + b̂†

2b̂5b̂5 +H .c., (5.16a)
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f̂1/55 = b̂†
1b̂5b̂5 + b̂†

3b̂4b̂4 + b̂†
2b̂6b̂6 +H .c., (5.16b)

f̂1/45 = b̂†
1b̂4b̂5 + b̂†

1b̂6b̂5 + b̂†
3b̂4b̂6 + b̂†

3b̂4b̂5 + b̂†
2b̂4b̂6 + b̂†

2b̂6b̂5 +H .c., (5.16c)

f̂1/46 = b̂†
1b̂4b̂6 + b̂†

3b̂5b̂6 + b̂†
2b̂4b̂5 +H .c., (5.16d)

mientras que para las interacciones de número de tensión-flexión

În1n4 = n̂1(n̂4 + n̂6)+ n̂2(n̂4 + n̂5)+ n̂3(n̂5 + n̂6). (5.17)

Como podemos notar, estas interacciones involucran productos de operadores de número. La ex-
presión general para el Hamiltoniano de tensión-flexión de orden cuártico involucra 9 interac-
ciones locales independientes adicionales.

Los parámetros espectroscópicos están dados en términos de las constantes de estructura y
fuerza. Para los parámetros de tensión tenemos
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mientras que para los de flexión
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Para los parámetros que involucran contribuciones de tensión-flexión tenemos
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La identificación de las constantes de fuerza con la notación usual dada por Lukka et al [91] es la
siguiente
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con expresiones similares para las diferentes combinaciones de subíndices. La matriz de Wilson y
sus derivadas se muestran en la Tabla 5.1. Aquí la masa reducida está dada por

µs =
1

g 0
r r

; µb = 1

g 0
qq

= 1

r 2
e g 0

θθ

. (5.22)

En las siguientes secciones presentaremos el estudio del espectro de energías de la estibina y la
arsina usando el Hamiltonano algebraico (5.13).

5.2. Análisis vibracional de la estibina

A continuación aplicaremos el modelo al espectro de energías de la molécula de estibina (SbH3).
El objetivo de este trabajo es mostrar la viabilidad del modelo U (ν+1) para describir excitaciones
vibracionales, al igual que los modelos locales tradicionales en el espacio de configuración. De
esta manera tomamos ventaja de los modelos algebraicos manteniendo la conexión con el espa-
cio de coordenadas y momentos. En el modelo presentado en la sección anterior consideramos
la conservación de poliada. El Hamiltoniano que obtuvimos (5.13) nos permitió tomar en cuenta
interacciones de tipo Fermi, aunque no efecto túnel como el que se presenta en el armónico. La
molécula de arsina en su configuración de equilibrio es piramidal, con parámetros de esctructura
re =1.70 Å, y ∠ HSbH=91.54o [96]. El grupo de simetría de la molécula es C3v . La molécula tiene
seis grados de libertad, tres de ellos asociados a los modos de tensión (A1 ⊕E ) y tres a los mo-
dos de flexión (A1 ⊕E ). Las excitaciones vibracionales de este sistema pueden ser descritas con
el Hamiltoniano (5.13). Este Hamiltoniano no es el más general, ya que estamos despreciando el
momento angular vibracional y la mayoría de las interacciones de tensión-flexión de orden cuár-
tico, pero mostraremos que esta aproximación es suficiente para reproducir en forma razonable
los resultados experimentales.

Diagonalizar el Hamiltoniano (5.13) implica fijar los parámetros Ns y Nb . Como el número
de bosones de tensión está relacionado con el límite de disociación, hemos estimado Ns = 28
mediante (4.109). Como los modos de flexión no necesariamente han de disociarse, el número
de bosones Nb lo consideramos un parámetro y será determinado usando el criterio de mínima
desviación junto con la mejor descripción de las constantes de fuerza y componentes de los esta-
dos propios. De hecho sólo los parámetros {ω̃b

e ,λb} son necesarios para obtener una buena des-
cripción de las energías de flexión. Una estimación de Nb aplicando (4.109) para flexión nos da
Nb ' 70. Exploramos valores mayores para Nb . Considerando el rms y las constantes de fuerza no
obtuvimos una mejora significativa, pero el caracter local del estado |510000〉 de 0.68 para Nb = 70
se incrementa a 0.96 para Nb = 120, por ello tomamos Nb = 120.

El Hamiltoniano (5.13) involucra 14 parámetros. Si tratamos de llevar a cabo el ajuste, el cál-
culo se vuelve inestable. En particular los datos experimentales no nos permiten obtener los pa-
rámetros espectrocópicos asociados a las interacciones de Fermi. En otras palabras, el número
de energías experimentalas de tensión-flexión no es suficientes para optimizar las constantes de
fuerza involucradas en las resonancias de Fermi. Por ello seguimos la aproximación propuesta
por Lummila et al [96], donde las cuatro constantes de fuerza se fijan tomándolas de cálculos a
primeros principios. Este procedimiento debe ser autoconsistente pues es necesario conocer las
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constantes de fuerza de segundo orden para obtener los coeficientes de Fermi. En este trabajo esta
aproximación es posible debido a que tenemos la conexión de nuestro modelo con la superfice de
energía potencial que hemos establecido. Aquí consideramos todas las energías reportadas en la
referencia Ref.[96]. En el estudio presentado por Lummila et al no se tomaron en cuenta el total
de energías, específicamente las que se encuentran entre 5050 y 5200 cm−1, debido a que existe
incertidumbre a la hora de determinar con precisión el origen de la banda. El modo local con ener-
gía 8029.2 cm−1 también se excluyó en el ajuste por razones similares. No obstante aquí decidimos
explorar la fiabilidad del modelo para describir todo el espectro manteniendo la relación entre las
constantes de fuerza. Incluso fijando los parámtros asociados a las interacciones de Fermi, no se
tomaron en cuenta todas las interacciones que aparecen en el Hamiltoniano (5.13). El conjunto
final de interacciones que se escogieron atienden a las siguientes consideraciones: (a) orden de
la interacción (b) análisis estadístico: correlación y error en los parámetros, y finalmente (c) sig-
nificado físico del ajuste de energías. Siguiendo estos criterios encontramos que los parámatros
{αs

i , i = 2,3,4} no quedan bien determinados por lo que las correspondientes interacciones serán
excluidas.

Consideramos el siguiente Hamiltoniano simplificado

Ĥ

hc
= ω̃s

e n̂ +λs

3
∑

i 6= j
â†

i â j +αs
1 Î s

1

+ ω̃b
e n̂ +λb

3
∑

i 6= j
â†

i â j +αb
1 Î b

1 n2
4

+ ζ1 f̂1/44 +ζ2 f̂1/55 +ζ3 f̂1/45 +ζ4 f̂1/46 +ηÎn1n4 , (5.23)

el cual es equivalente al Hamiltoniano propuesto en [96] con excepción de la interacción anar-
mónica de flexión αb

1 . Resulta interesante ver la diferencia entre las dos aproximaciones. En la
Ref. [96] se consideran osciladores de Morse para los grados de libertad de tensión y osciladores
armónicos para los grados de libertad de flexión. Además, con excepción de los elementos dia-
gonales del oscilador de Morse para las intercciones de tensión, todos los elementos de matriz
fueron calculados usando formulas armónicas. Por otra parte, en nuestra aproximación la in-
teracción de número Î s

1 juega el papel de la corrección anarmónica implícita en el oscilador de
Morse. También hemos considerado contribuciones anarmónicas en los modos de flexión in-
cluyendo las interacciones Î b

1 . No obstante, sólo las interacciones de Fermi involucran los ope-
radores b̂†(b̂). El Hamiltoniano (5.23) contiene 7 parámetros libres, que determinan 7 constantes
de fuerza { fr r , fr r ′, fr r r r , fθθ, fθθ′ , fθθθθ, fr rθ′θ′ }.

La diagonalización la llevamos a cabo en una base adaptada por simetría obtenida mediante la
proyección de las funciones (4.5). El proceso de simetrización simplifica el cálculo debido a que los
bloques de cada poliada se reducen a bloques de acuerdo con representaciones irreducibles [87].
En la Tabla 5.2 se muestra la distribución de las funciones adaptadas por simetría de acuerdo a las
representaciones irreducibles. De esta tabla vemos que para poliada 14 la matriz a diagonalizar
que originalmente es de dimensión 2178×2178 se reduce a tres diagonalizaciones de dimensión
398×398, 328×328 y 726×726, correspondientes a las representaciones irreducibles A1, A2, y E ,
respectivamente.

Los parámetros espectroscópicos se optimizaron usando el método de mínimos cuadrados.
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sección 5.2 análisis vibracional de la estibina

La calidad del ajuste se expresa en términos de la desviación cuadrática media rms. Con el fin de
determinar qué tan significativo es el ajuste, se llevó a cabo el análisis de error estadístico para los
parámetros [97, 98]. Definimos y calculamos para el parámetro xi : el error-delta (δxi ) y el error-
epsilon (εxi ). Éstos se definen de tal manera que la desviación cuadrática de la energía Q2 definida
como

Q2 =
Nexp
∑

i=1
(E i

exp −E i
cal )2, (5.24)

no se incrementa más que una fracción ∆ de el valor mínimo Q2
mi n . Específicamente el error-

delta para el parámetro xi está definido a través de la condición de que Q2 se mantienga más
pequeño que (1 +∆)Q2 cuando xi está en el intervalo [xi − δxi , xi + δxi ] alrededor de su valor
óptimo. En este caso todos los parámetros se mantienen fijos en sus valores óptimos. Por otra
parte, εxi determina el intervalo en el cual xi varía cuando todos los otros parámetros se optimizan
de nuevo. El error epsilon es generalmente más grande que el error delta, como puede apreciarse
en la Tabla 5.4, donde se escogió la fracción ∆ de 0.05. De la Tabla 5.4 identificamos α2 como el
parámetro que muestra un error comparable con el parámetro mismo, pero esta situación aparece
sólo para el error epsilon, el error delta es significativamente más pequeño. Además de los errores
delta y epsilon, calculamos la matriz de correlación de parámetros. Desde este punto de vista el
conjunto de parámetros esta bien determinado, ya que para todos los casos los elementos de la
matriz de correlación no son mayores que 0.95, tomando en cuenta que cuando hay correlación
el valor estimado para los elementos de la matriz de correlación comunmente es de 0.99 [99].

Llevamos a cavo el ajuste de todas las energías involucradas hasta poliada P = 14 con número
de bosones Ns = 28 y Nb = 120. En la Tabla 5.3 presentamos 23 datos experimentales junto con
los datos teóricos obtenidos en el ajuste. Además de las energías se incluye la asignación normal y
local, así como el cuadrado de la componente mayoritaria. La asignación de los estados en ambos
esquemas (aproximadamente) normal y local es muy útil, ya que en general, algunos estados pre-
sentan fuerte caracter local (estados de tensión) mientras que otros (estados de flexion) adquieren
caracter normal. Esta característica nos permite comparar nuestra asignación con la descrita en la
Ref.[96]. La asignación es casi la misma excepto para los estados con energías 4545 and 4513 cm−1.
En ambos casos el caracter de flexión corrresponde a un cuanto en ν4, mientras que en la Ref.[96]
este mismo estado tiene la asignaciónν2 = 1. Los parámetros espectroscópicos, así como los corre-
spondientes errores asociados a este ajuste están dados en la Tabla 5.4. Podemos notar que el error
epsilon así como el error delta son más pequeños que los parámetros correspondientes. Asimis-
mo no se obtuvieron valores mayores a 0.96 en la matriz de correlación, lo que significa que los
parámetros están bien determinados.

De los parámetros espectroscópicos dados en la Tabla 5.4 y las relaciones (5.18), (5.19) y (5.20),
podemos obtener las constantes de fuerza. Los resutados se presentan en la Tabla 5.5. En la mis-
ma Tabla 5.5 incluimos para su comparación los parámetros obtenidos por Lummila et al [96], así
como los resultados a primeros principios [94]. Como podemos notar, en general se reproduce el
comportamiento de las contantes de fuerza con excepción de fr r r r , la cual tiene signo negativo.
Para explicar esta discrepancia hacemos notar que en el esquema del modelo U (ν+1) el Hamil-
toniano a orden cero corresponde a un conjunto de osciladores armónicos no interactuantes, un
hecho explicitamente establecido en la ecuación (4.100). En nuestro modelo hemos considerado
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conservación de poliada e interacciones hasta orden cuatro. Por ello no se espera que las correc-
ciones de cuarto orden en un oscilador armónico permita obtener el comportamiento asintótico
correcto. El valor negativo de fr r r r refleja este hecho, que es una característica de todo modelo
basado en una base de oscilador armónico.

De la Tabla 5.3 podemos notar que la molécula presenta comportamiento local en los modos
de tensión y un carácter normal en los modos de flexión, un hecho manifiesto en los parametros
locales definidos por Child and Halonen [3], el cual en el esquema de este modelo están definidos
como

ξ= 2

π
arctan(

λN

ω̃
). (5.25)

Este parámetro nos da una medida de la localidad, donde los extremos ξ=±1 y ξ= 0 corresponden
a un comportamiento puramente normal y un comportamiento local, respectivamente. De los
parámetros mostrados en la Tabla 5.4, para los osciladores de tensión se obtuvo ξ'-0.02, mientra
que para los osciladores de flexión ξ '-0.74. Este comportamiento es similar a la arsina, como
veremos en la siguiente sección [100].

5.3. Análisis vibracional de la arsina

Ahora procederemos a aplicar nuestro modelo al espectro de energías de la molécula de arsina
(AsH3). En su configuración de equilibrio, la molécula de arsina es piramidal con los siguientes
parámetros de esctructura re =1.51106 Å, y ∠ HAsH=92.069o [91]. El grupo de simetría es nueva-
mente C3v . Al igual que la estibina la molécula tiene seis grados de libertad, tres de tensión (A1⊕E )
y tres de flexión (A1 ⊕E ). Las excitaciones vibracionales de este sistema pueden ser descritas con
el Hamiltoniano (5.13).

Antes de proceder a la diagonalización del Hamiltoniano hemos de fijar los parámetros Ns y
Nb . Utilizando los mismos criterios que para la molécula de estibina, se obtuvo Ns = 28 [95], mien-
tras que para Nb se exploró el intervalo Nb = 35−140. El rms permaneció sin cambio significativo,
al igual que las constantes de fuerza. El caracter de los estados, en particular los estados |300000〉
y |400000〉, obtuvieron un coeficiente máximo cuando Nb = 80. Por ello los resultados obtenidos
tienen asociado Nb = 80. Presentamos el ajuste de energías hasta poliada P = 10 y P = 12, que
comprenden 33 y 35 datos experimentales respectivamente.

Hemos considerado todos los datos reportados en la Ref.[91], además los datos para los estados
de tensión presentados en la Ref.[93]. A diferencia de Lukka et al incluimos todas las energías en
el ajuste, pero incluyendo los resultados presentados en la Ref.[93].

Al igual que en la estibina, el número de datos eperimentales no es suficiente para considerar
la expresión general del Hamiltoniano (5.13b), de modo que usaremos el siguiente Hamiltoniano
simplificado
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el cual implica un comportamiento cercano al armónico para los modos de flexión. En un prin-
cipio se incluyó la interacción de tensión I s

4, pero los ajustes demandaron un valor nulo para
el parámetro αs

4. Con excepción del término de orden cuártico en las interacciones de tensión
y flexión, la expresión (5.26) es equivalente al Hamiltoniano usado en la Ref.[91]. El Hamilto-
niano (5.23) contiene 9 parámetros , los cuales nos permiten determinar 9 constantes de fuerza
{ fr r , fr r ′, fr r r r , fr r r r ′, fr r r ′r ′ , fθθ, fθθ′ , fθθθθ, fr rθ′θ′ }. La constante de fuerza fr r r ′r ′′ no la incluimos
porque el parámetro αs

4 es nulo en los ajustes.
Primeramente llevamos a cabo el ajuste hasta poliada P = 10 con número de bosones Ns = 28

y Nb = 80. En la Tabla 5.7 presentamos el ajuste de 33 energías experimentales el cual llamaremos
Ajuste 1. El rms obtenido fue de 2.68 cm−1. Además de las energías experimentales y teóricas, en
la Tabla 5.7 se muestran la asignación local y normal, así como el cuadrado de la máxima compo-
nente. Tanto los parámetros espectroscópicos como los errores asociados a este ajuste se muestran
en la Tabla 5.9. Nótese que los errores epsilon y delta son pequeños comparados con los paráme-
tros. La matriz de correlación obtenida presentó elementos no mayores a 0.96, lo que significa que
los parámetros están bien determinados [99].

De los parámetros espectroscópicos dados en la Tabla 5.9 y las relaciones (5.18), (5.19) y (5.20)
obtuvimos la tabla de constantes de fuerza. No obstante, dado que en el ajuste sólo se consideró la
interacción de orden cuártico Î b

n2
4

en el Hamiltoniano de flexión, la relación entre los parámetros

espectroscópicos y las constantes de fuerza son
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Los resultados se muestran en la Tabla 5.10. Al igual que para la estibina, incluimos para su com-
paración los resultados obtenidos por Lukka et al [91], así como los resultados a primeros princip-
ios [94]. Excepto por la discrepancia en el signo de fr r r r , se reproduce el comportamiento general
de las constantes de fuerza dentro del esquema de este modelo. Puede mejorarse la calidad del
ajuste si se incluyen interacciones de flexión de orden superior. No obstante, cuando ésto se hace,
el cálculo se vuelve inestable. Ésto es una consecuencia de los pocos datos experimentales que se
tienen para sobretonos de flexión.

De la Tabla 5.7, se ve nuevamente, al igual que en la estibina, que esta molécula presenta un
comportamiento local en los modos de tensión y un carácter normal en los modos de flexión. De
los parámetros mostrados en la Tabla 5.9, para los osciladores As-H obtuvimos ξ' -0.02, mientras
que para los osciladores de flexión tenemos ∠ H-As-H ξ ' -0.76. Se tienen dos datos experimen-
tales disponibles que pertenecen a la poliada 12. El Ajuste 1 predice estas energías con una difer-
encia de 17 cm−1. Podemos hacer un ajuste usando las mismas interacciones, pero incluir estos
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datos extra hace que los parámetros asociados a las interacciones de cuarto orden de tensión y
flexión se vuelvan inestables. Por ello hemos hecho otro ajuste al que llamamos Ajuste 2, donde se
consideran un mínimo de parámetros obteniendo una desviación de 3.58cm−1. El Hamiltoniano
considerado en este nuevo ajuste es el equivalente al usado en Ref. [91]. En la Tabla 5.8 se mues-
tran las energías experimentales y las calculadas. La principal diferencia, además de la calidad del
ajuste, se ve en el carácter del estado |n00000〉 con n > 2. Este estado es más local en el Ajuste 1. En
la Tabla 5.9 presentamos los parámetros espectroscópicos con los cuales obtuvimos las constantes
de fuerza que se muestran en la Tabla 5.10.

5.4. Comparación con la descripción en términos de osciladores
de Morse

Es posible efectuar la descripción de las vibraciones de la arsina y la estibina en el marco de
un modelo local de osciladores de Morse inetactuantes [101]. En este esquema el Hamiltoniano se
expresa en términos de coordenadas curvilineas. La matriz G así como el potencial se desarrollan
en términos de la variable de Morse lo cual permite identificar seis osciladores de Morse como
Hamiltoniano a orden cero. Posteriormente se obtiene una realización algebraica del Hamiltonia-
no mediante la aproximación lineal de cordenadas y momentos de los operadores de creación
y aniquilación de las funciones propias de Morse. Esta realización algebraica provee en forma
natural de una realización algebraica del Hamiltoniano en términos de interacciones locales. Las
interacciones normales se construyen acoplando combinaciones lineales de los operadores de
creación y aniquilación. Además de que se establecen las matrices de transformación entre am-
bos esquemas este análisis permite calcular parámetros espectroscópicos tanto en el esquema
local como normal en forma explícita como función de las constantes de fuerza y parámetros de
estructura.

En el modelo basado en la representación algebraica de osciladores de Morse el ingrediente
básico consiste en introducir los operadores de creación y aniquilación [18]

b̂†
Ψ

j
v (z) =

√

(v +1)(1− (v +1)/κ) Ψ j
v+1(z), (5.28a)

b̂ Ψ
j
v (z) =

√

v(1−v/κ) Ψ j
v−1(z), (5.28b)

cuya acción sobre la base de producto directo de funciones de morse

Ψv(y) =
6

∏

i=1
Ψ

M
vi

(yi ), (5.29)

toma la forma

b̂†
i |κs ,κb ; v1, . . . , vi , . . . , v6〉 =

√

(vi +1)

(

1− vi +1

κ

)

|κs ,κb ; v1, . . . , vi +1, . . . , v6〉, (5.30a)

b̂i |κs ,κb ; v1, . . . , vi , . . . , v6〉 =
√

vi

(

1− vi

κ

)

|κs ,κb ; v1, . . . , vi −1, . . . , v6〉, (5.30b)
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donde b̂†
i (b̂i ) son los operadores de creación y aniquilación asociados al i-ésimo oscilador de

Morse y κ corresponde al subespacio (κs or κb) al cual pertenece el i-ésimo oascilador .

En el modelo U (ν+1) la base corresponde a un conjunto de seis osciladores con número de
cuantos n1, ...,n6, y dos osciladores armónicos adicionales caracterizados por los bosones s† y t †,
uno para cada subespacio con la restricción

Ns = ns + s†s; ns =
3

∑

i=1
ni , (5.31a)

Nb = nb + t †t ; nb =
6

∑

j=4
n j , (5.31b)

donde Ns y Nb son parámetros fijos relacionados con la profundidad del potencial. En este caso la
base tiene el siguiente etiquetado

|[Ns ], [Nb];ns ,nb ;n1,n2, . . . ,n6〉. (5.32)

En el esquema de esta aproximación el álgebra dinámica es us(4)×ub(4), cuyos generadores pueden
expresarse en términos de operadores locales b̂†

i (b̂i ), cuya acción sobre la base (5.32) toma la for-
ma

b̂†
i |[Ns ], [Nb] ; ns ,nb ;n1, . . . ,ni , . . .n6〉 =

√

(ni +1)

(

1− ns

Ns

)

|[Ns ], [Nb];ns +1,nb;n1, . . . ,ni +1, . . . ,nν〉, (5.33a)

b̂i |[Ns ], [Nb] ; ns ,nb ;n1, . . . ,ni , . . . ,n6〉 =
√

ni

(

1− ns −1

Ns

)

|[Ns ], [Nb];ns −1,nb ;n1, . . . ,ni −1, . . . ,nν〉, (5.33b)

donde hemos considerado que el i-ésimo oscilador pertenece al espacio de tensión, con similar
expresión para los osciladores de flexión.

Comparando los conjuntos de ecuaciones (5.30) y (5.33), vemos una clara diferencia. En la
región de altas energías la correcciones al espectro armónico en la aproximación de U (ν+ 1) es
más significativa que en el esquema de osciladores de Morse interactuantes. La acción de los ope-
radores b̂†

i (b̂i ) dados en (5.30) involucra correcciones al resultado armónico de tipo
p

(1−ni /κ),
mientras que la acción de los operadores de creación y aniquilación dado en (5.33) involucra los
términos

p
(1−n/N ). Esta es una de las diferencias escenciales entre los dos métodos. En general

κ> N and n > ni , lo que significa que esta diferencia se intensifica a un número alto de cuantos.
La segunda diferencia estriba en la estimación de las constantes de fuerza, como se mencionó con
anterioridad.
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g 0
q1 q2

= g 0
r r g 0

q4 q4
= r 2

e g 0
θθ

(

∂gq1 q4
∂q4

)

0
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(
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)
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0
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∂2gθθ
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(
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)

0
=

(

∂2gθθ′
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0
(

∂2gq4 q5
∂q4∂q5

)

0
=

(

∂2gθθ′
∂θ∂θ′
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0

(

∂2gq4 q6
∂q4∂q5

)

0
=

(

∂2gθ′θ′′
∂θ∂θ′

)

0
(

∂2gq4 q6
∂q2

5

)

0
=

(

∂2gθ′θ′′
∂θ2

)

0

Tabla 5.1: Relación entre los elementros de la matriz de Wilson en nuestro modelo y los usados por Lummila et al [96]

Poliada A1 A2 E Total
1 1 - 1 3
2 3 - 3 9
3 5 2 6 19
4 10 3 13 39
5 15 8 23 69
6 27 14 39 119
7 38 25 63 189
8 60 38 98 294
9 84 62 144 434

10 122 88 210 630
11 164 130 294 882
12 229 179 405 1218
13 298 248 546 1638
14 398 328 726 2178

Tabla 5.2: Distribución de los estados de acuerdo a poliada y simetría. En el cálculo el número total de estados en la base pertenecientes a simetría
E se contaron dos veces debido a la degeneración
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Poliada Estado Contribución Estado Contribción Energías

(normal) (normal) (local) (local) Exp.[96] Teor. ∆E
Simetría A1

1 21 1.00 000100 1.00 782.24 782.64 -0.4
2 22 0.99 000110 0.60 1559.0 1559.07 0.0
2 42 0.99 000200 0.60 1652.7 1651.88 0.8
2 11 0.99 100000 0.99 1890.5 1890.30 0.2
3 1121 0.97 100100 0.79 2661.0 2660.75 0.2
4 32 0.58 200000 0.99 3719.93 3720.73 -0.8
5 113141 0.66 200010 0.81 4545.0 4543.84 1.2
6 1132 0.66 300000 0.99 5480.29 5480.72 -0.4
6 13 0.71 210000 0.98 5607.0 5608.81 -1.8
8 1232 0.43 400000 0.95 7173.79 7173.2 0.6

12 1234 0.35 600000 0.93 10358.0 10357.7 0.3
12 1432 0.37 510000 0.98 10691.5 10690.1 1.4
14 1334 0.23 700000 0.79 11843.5 11844.4 -0.9

Simetría E
1 41 1.00 000010 1.00 827.85 830.46 -2.6
2 31 1.0 100000 1.00 1894.5 1894.5 -1.8
3 1141 0.68 001001 0.96 2705.0 2704.26 0.7
4 1131 0.70 200000 0.99 3719.86 3721.11 -1.3
5 3241 0.45 002010 0.99 4513.0 4513.57 -0.6
6 1231 0.36 300000 0.99 5480.0 5480.73 -0.7
8 1133 0.43 400000 0.99 7173.78 7173.21 0.6

12 1233 0.23 600000 0.93 10358.0 10357.7 0.3
12 1432 0.18 510000 0.96 10691.5 10690.0 1.5
14 1334 0.19 700000 0.79 11843.5 11844.4 -0.9

Tabla 5.3: Energías (en cm−1) hasta poliada P = 14 obtenidas del ajuste de la estibina usando el Hamiltoniano (5.23). El rms obtenido es de 1.27
cm−1 . El número de bosones considerados son Ns = 28 y Nb = 120.

Errores
Parámetro Ajuste Epsilon Delta

ω̃s
e 1927.49 0.088 0.022

λs -2.334 0.096 0.075
αs

1 -33.695 0.015 0.004

ω̃b
e 821.58 0.177 0.068

λb -15.941 0.068 0.061

αb
1 -7.059 0.080 0.028

ζ1 5,203a - -
ζ2 1,022a - -
ζ3 3,808a - -
ζ4 3,093a - -
η -19.147 0.068 0.037

Tabla 5.4: Parámetros del Hamiltoniano (5.23) en cm−1 para la estibina. El análisis del error estadístico a través de los errores delta y epsilon.
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Parámetro este trabajo Lummila et al Ab initio
fr r (aJ Å−2) 2.310 2.293 2.243
fr r ′ (aJ Å−2) -0.0049 -0.0042 -0.0037

fr r r r (aJ Å−4) -36.92 31.62 35.20

fθθ(aJ ) 0.6170 0.5797 0.5703
fθθ′ (aJ ) -0.0171 -0.0161 -0.0117

fθθθθ(aJ ) -2.985 - -

frθθ(aJ Å−1) 0.0308a 0.0308a 0.0308
frθ′θ′ (aJ Å−1) -0.2001a -0.2001a -0.2001
frθθ′ (aJ Å−1) 0.0504a 0.0504a 0.0504

frθ′θ′′ (aJ Å−1) 0.0562a 0.0562a 0.0562

fr rθ′θ′ (aJ Å−2) -3.899 -2.936 -

a) Valor fijo durante el ajuste

Tabla 5.5: Constantes de fuerza derivadas de los parámetros especroscópicos dados en la Tabla 5.4. Los resultados de Lummila se tomaron de la
Ref. [96], mientras que los resultados ab initio se tomaron de la Ref. [94].
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Tabla 5.6: Relación entre los elementos de la matriz de Wilson de este trabajo y los usados por Lukka et al [91]
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Poliada Estado Contribución Estado Contribución Energías

(normal) (normal) (local) (local) Exp.[91, 93] Theor. ∆E
Simetría A1

1 21 1.00 000100 1.00 906.752 904.404 2.3
2 22 0.99 000110 0.66 1806.15 1807.58 -1.4
2 42 0.99 000200 0.66 1991.0 1997.61 -6.6
2 11 0.99 100000 0.99 2115.16 2115.63 -0.5
3 1121 0.97 100100 0.70 3013 3013.99 -1.0
4 32 0.52 200000 0.95 4166.77 4165.43 1.3
4 12 0.52 110000 0.97 4237.7 4238.40 -0.7
5 2132 0.56 200100 0.74 5057.0 5053.68 3.3
5 1221 0.56 110100 0.39 5128.0 5127.33 0.7
5 113141 0.69 200010 0.75 5158.0 5158.34 -0.3
6 1132 0.53 300000 0.80 6136.34 6138.81 -2.5
6 13 0.69 210000 0.95 6275.83 6275.81 0.0
6 33 0.55 111000 0.97 6365.95 6365.41 0.5
8 1232 0.25 400000 0.53 8028.98 8028.48 0.5
8 14 0.36 310000 0.79 8249.51 8251.60 -2.1

10 1334 0.18 500000 0.80 9841.4 9841.37 0.0
Simetría E

1 41 1.00 000010 1.00 999.225 999.503 0.7
2 2141 1.0 000020 0.66 1904.12 1903.98 0.1
2 42 0.99 000101 0.66 2003.48 1997.35 6.1
2 31 0.99 100000 0.99 2126.42 2125.05 1.4
3 1141 0.84 001010 0.87 3102 3103.91 -1.9
4 1131 0.70 200000 0.97 4167.94 4167.44 0.5
4 32 0.72 011000 0.99 4247.52 4246.52 1.0
5 112131 0.66 200100 0.74 5057.0 5054.92 2.1
5 2132 0.69 011010 0.39 5128.0 5132.80 -4.8
5 113141 0.39 200010 0.75 5158.0 5157.21 0.8
6 1231 0.31 300000 0.80 6136.7 6138.64 -2.3
6 1231 0.53 012000 0.97 6282.35 6281.48 0.9
6 33 0.68 120000 0.98 6294.71 6294.94 -0.2
8 1133 0.23 400000 0.53 8028.97 8028.45 0.5
8 1331 0.47 310000 0.72 8257.27 8253.67 3.6
8 1232 0.43 130000 0.83 8258.37 8259.45 -1.1

10 1233 0.27 500000 0.79 9841.4 9841.65 0.0

Tabla 5.7: Energías (en cm−1) hasta poliada P = 10 obtenidas en el Ajuste 1 de la arsina usando el Hamiltoniano (5.23). El rms obtenido es 2.68
cm−1 . Los números de bosones tomados son Ns = 28 y Nb = 80.
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Poliada Estado Contribución Estado Contribución Energías

(normal) (normal) (local) (local) Exp.[91, 93] Theor. ∆E
Simetría A1

1 21 1.00 000100 1.00 906.752 905.387 1.4
2 22 0.99 000110 0.66 1806.15 1808.94 -2.8
2 42 0.99 000200 0.66 1991.0 1996.23 -5.2
2 11 0.99 100000 0.99 2115.16 2113.89 1.3
3 1121 0.98 100100 0.69 3013 3015.04 -2.0
4 32 0.52 200000 0.96 4166.77 4164.53 2.2
4 12 0.53 110000 0.97 4237.7 4235.67 2.0
5 2132 0.56 200100 0.72 5057.0 5057.62 -0.6
5 1221 0.56 110100 0.38 5128.0 5129.28 -1.3
5 113141 0.69 200010 0.74 5158.0 5157.54 0.5
6 1132 0.46 300000 0.68 6136.34 6139.55 -3.2
6 13 0.69 210000 0.95 6275.83 6274.86 1.0
6 33 0.55 111000 0.97 6365.95 6363.21 2.7
8 1232 0.18 400000 0.42 8028.98 8028.71 0.3
8 14 0.30 310000 0.65 8249.51 8253.32 -3.8

10 1334 0.26 500000 0.66 9841.4 9846.75 5.3
12 1234 0.22 600000 0.58 11576.3 11571.2 5.2

Simetría E
1 41 1.00 000010 1.00 999.225 998.394 0.8
2 2141 1.0 000020 0.67 1904.12 1903.68 0.4
2 42 0.99 000101 0.66 2003.48 1996.55 6.9
2 31 0.99 100000 0.99 2126.42 2124.10 2.3
3 1141 0.89 001010 0.83 3102 3104.35 -2.3
4 1131 0.70 200000 0.97 4167.94 4165.53 2.4
4 32 0.72 011000 0.99 4247.52 4244.95 2.6
5 112131 0.66 200100 0.73 5057.0 5057.95 -0.9
5 2132 0.38 011010 0.38 5128.0 5135.89 -7.9
5 113141 0.38 200010 0.73 5158.0 5156.90 1.1
6 1231 0.26 300000 0.68 6136.7 6139.62 -2.9
6 1231 0.57 012000 0.97 6282.35 6280.53 1.8
6 33 0.65 120000 0.98 6294.71 6292.04 2.7
8 1133 0.17 400000 0.42 8028.97 8028.73 0.2
8 1331 0.41 310000 0.76 8257.27 8253.57 3.7
8 1232 0.34 130000 0.66 8258.37 8260.54 -2.2

10 1233 0.27 500000 0.69 9841.4 9846.74 -5.3
12 1333 0.13 600000 0.50 11576.3 11571.3 5.0

Tabla 5.8: Energías (en cm−1) hasta poliada P = 12 obtenidas en el Ajuste 2 de la arsina usando el Hamiltoniano (5.23). El rms obtenido es 3.58
cm−1 . Los números de bosones tomados son Ns = 28 y Nb = 80.
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Error Error
Parámetros Ajuste 1 Epsilon Delta Ajuste 2 Epsilon Delta

ω̃s
e 2198.6 0.704 0.079 2196.2 0.216 0.067

λs -2.610 0.699 0.169 -4.083 0.166 0.157
αs

1 -38.564 0.016 0.003 -38.166 0.011 0.002
αs

2 -0.214 0.095 0.023 0 - -
αs

3 -0.0881 0.045 0.008 0 - -
αs

4 0 - - 0 - -

ω̃b
e 966.25 0.451 0.170 967.39 0.226 0.124

λb -31.366 0.171 0.137 -31.00 0.107 0.099

αb
1 5.311 0.227 0.072 0 - -

ζ1 6,525a - - 6,488a - -
ζ2 1,402a - - 1,407a - -
ζ3 5,468a - - 5,481a - -
ζ4 3,678a - - 3,693a - -
η -14.090 0.483 0.199 -11.43 0.295 0.010

Tabla 5.9: Parámetros del Hamiltoniano (5.13) en cm−1 . El Ajuste 1 corresponde a energías hasta poliada 10, mientras que el Ajuste 2 incluye
energías hasta poliada 12. El análisis de error estadístico se toma en cuenta a través del error epsilon y el error delta

Constantes Ajuste 1 Ajuste 2 Lukka et al Ab initio
fr r (aJ Å−2) 2.869 2.855 2.876 2.829
fr r ′ (aJ Å−2) -0.0054 -0.0092 -0.0099 -0.0097

fr r r r (aJ Å−4) -52.227 -51.443 46.323 54.40
fr r r r ′(aJ Å−4) -0.8699 - - -
fr r r ′r ′ (aJ Å−4) -0.4770 - - -

fθθ(aJ ) 0.649 0.647 0.647 0.642
fθθ′ (aJ ) -0.033 -0.033 -0.033 -0.027

fθθθθ(aJ ) 0.310 - - -

frθθ(aJ Å−1) 0.0403a 0.0403a 0.0403a 0.0403
frθ′θ′ (aJ Å−1) -0.2341a -0.2341a -0.2341a -0.2341
frθθ′ (aJ Å−1) 0.0662a 0.0662a 0.0662a 0.0662

frθ′θ′′ (aJ Å−1) 0.0686a 0.0686a 0.0686a 0.0686

fr rθ′θ′ (aJ Å−2) -3.277 -2.809 -3.634 -

a) Valor fijo en la última minimización

Tabla 5.10: Constantes de fuerza derivadas de los parámetros espectroscópicos dados en la Tabla 5.9. El ajuste 1 corresponde a energías hasta
poliada 10, mientras que el Ajuste 2 incluye energías hasta poliada 12. Los resultado de Lukka se tomaron de la Ref. [91], mientras que los resultados
ab initio se tomaron de la Ref. [94].
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Capítulo 6

Colisión colineal inelástica entre un átomo y
un oscilador de Morse en la aproximación
semiclásica

E n este capítulo se presenta un modelo para describir la colisión colineal entre un átomo y
una molécula diatómica en la aproximación semiclásica. Entre las diferentes aproximaciones

semiclásicas [35, 36, 34] adoptaremos el caso en el cual el movimiento de traslación es tratado
clásicamente, mientras que los grados de libertad vibracionales del sistema diatómico son descri-
tos cuánticamente.

Primeramente estableceremos el Hamiltoniano de dispersión, considerando un potencial de
Morse para el sistema diatómico y una función exponencial para la interacción átomo diátomo.
Posteriormente obtendremos la trayectoría clásica de este sistema a través del operador de den-
sidad, lo cual nos permitirá sustituir el Hamiltoniano cuántico por un Hamiltoniano dependiente
del tiempo a través del potencial de interacción.

En esta aproximación semiclásica el sistema átomo-diátomo es sustituido por un oscilador
forzado dependiente del tiempo cuyas soluciones pueden ser obtenidas en términos de un de-
sarrollo de las funciones propias independientes del tiempo. Una aproximación alternativa con-
siste en usar técnicas algebraicas [37] usando el formalismo del operador de evolución [38]. Es-
ta aproximación es viable cuando el potencial de interacción es expresado en términos de una
combinación lineal de elementos de un álgebra [39]. Por lo antes mencionado, aproximaremos el
potencial de interacción como una combinación lineal de los generadores de SU (2), y propon-
dremos un procedimiento de minimización para determinar las ecuaciones que deben satisfacer
los coeficientes dependientes del tiempo. La aproximación del potencial como combinación lineal
de los generadores nos permitirá expresar el operador de evolución como producto de elementos
del grupo dinámico. Las probabilidades de transición estarán dadas, entonces, en términos de
elementos de matriz de transformaciones de SU(2). Los resultados generados serán comparados
con los obtenidos al resolver este mismo sistema en el espacio de configuraciones en la aproxi-
mación semiclásica a fin de establecer la calidad del método algebraico. Asimismo, presentamos
el procedimiento para obtener probabilidades de transición comparables con resultados cuánti-
cos exactos.
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sección 6.1 hamiltoniano de dispersión

Como veremos esto se logra efectuando un promedio en la velocidad del proyectil con el propósi-
to de tomar en cuenta la absorción de energía del oscilador.

6.1. Hamiltoniano de dispersión

Empezaremos por establecer el Hamiltoniano de la colisión unidimensional entre un átomo
de masa mA y un diátomo con masas mB y mC con posiciones ξA,ξB y ξC , respectivamente. Para
la energía cinética tenemos

2T̂ =−ħ2

(

1

mA

∂2

∂ξ2
A

+ 1

mB

∂2

∂ξ2
B

+ 1

mC

∂2

∂ξ2
C

)

. (6.1)

Para la molécula diatómica consideraremos un potencial tipo Morse

V M
BC (ỹ) = D̃

(

1−e−β̃(ỹ−ỹeq )
)2

, (6.2)

donde D̃ y β̃ son los parámetros del potencial relacionados con la profundidad y el alcance del
pozo dados por

D̃ = ħω2µ

4ħ2β̃2
, β̃=

√

ħω2µ

ħ2k
, (6.3)

µ es la masa reducida y la variable ỹ corresponde a la distancia relativa entre los átomos BC que
conforman la molécula diatómica

ỹ = ξB −ξC , (6.4)

y ỹeq su correspondiente distancia de equilibrio. Con respecto al potencial de interacción entre
el átomo y la molécula diatómica haremos la suposición de que sólo depende de las distancias
relativas entre los átomos A y B , es decir

Vi nt =VAB (ξA −ξB ) . (6.5)

Así pues, el Hamiltoniano tiene la forma

Ĥ =−ħ2
∑

α=A,B ,C

(

1

mα

∂2

∂ξ2
α

)

+V M
BC (ỹ)+V M

AB (ξA −ξB ) . (6.6)

A continuación introduciremos las coordenadas del centro de masas de sistema, definidas por

X = 1

M
(mAξA +mBξB +mCξC ) (6.7a)

x̃ = ξA − mBξB +mCξc

(mB +mC )
(6.7b)
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con

M = mA +mB +mC , (6.8a)

µ̃ = mA(mB +mC )/M , (6.8b)

M̃ = mB mC /(mB +mC ), (6.8c)

de modo que el Hamiltoniano se transforma en

Ĥ =− ħ2

2M

∂2

∂X 2
− ħ2

2µ̃

∂2

∂x̃2
− ħ2

2M̃

∂2

∂ỹ2
+V M

BC (ỹ)+VAB (x̃ − mC

mB +mC
ỹ). (6.9)

El primer término corresponde a la energía cinética del centro de masas del sistema, el cual se
anula al considerar un sistema de referencia localizado en el mismo centro de masa, caso que
consideraremos en nuestro análisis. El potencial de interacción puede ser reescrito como

VAB =
(

x̃ − mC

mB +mC
ỹ

)

=VAB

[

mC

mb +mC

{(

mB +mC

mC
x̃ − ỹeq

)

− (ỹ − ỹeq )

}]

(6.10)

lo cual sugiere la introducción de las siguientes coordenadas adimensionales

y =

√

M̃ħω
ħ2 (ỹ − ỹeq ), (6.11a)

x =
(

mB +mC

mC
x̃ − ỹeq

)

√

M̃ħω
ħ2 , (6.11b)

usadas por Secrest y Johnson [30]. Si en el Hamiltoniano consideramos esta transformación y to-
mamos unidades de ħω, obtenemos

Ĥ = ĤM − 1

2m

∂2

∂x2
+VAB (x − y), (6.12)

donde m está dada por

m = mAmC

MmB
, (6.13)

y ĤM es el Hamiltoniano de Morse para el sistema diatómico

HM =−1

2

∂2

∂y2 +D(1−e−βy )2, (6.14)

con ecuación de valores propios
HM | j v〉 = EM (v)| j v〉. (6.15)

Los estados | j v〉 corresponden a los estados ligados del Morse con número de cuantos v = 0,1, . . . ,-
j−1, y consecuentemente el valor máximo de vmax es j−1 [70]. Desde el punto de vista de la teoría
de grupos, el parámetro j etiqueta las representaciones irreducibles del grupo SU (2), pero desde el
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sección 6.1 hamiltoniano de dispersión

punto de vista de estructura, j tiene que ver con la profundidad del pozo de potencial. En nuestras
unidades adimensionales, los parámetros de Morse toman la forma

β=
√

2

κ
, D = κ

4
, κ= 2 j +1, (6.16)

con energías

EM (v)= (v +1/2)− 1

κ
(v +1/2)2. (6.17)

La contribución VAB (x − y) considerada por Secrest y Johnson [30] y Clark y Dickinson [31] es la
siguiente

VAB (x − y) =V0e−α(x−y), (6.18)

donde α determina el alcance de la interacción y V0 es una constante .
En la aproximación semiclásica la trayectoria clásica asociada al Hamiltonino (6.12) toma la

forma

Hcl =
P 2

2m
+ p2

2
+V M

BC (y)+VAB (x − y), (6.19)

donde VAB (x−y) está dado por (6.18), mientras que P y p son los momentos conjugados asociados
a las coordenadas x y y , respectivamente. Una posible aproximación para obtener la trayectoria
clásica consiste en resolver las ecuaciones de movimiento

ẋ = P/m, (6.20a)

ẏ = p, (6.20b)

Ṗ = −∂VAB (x − y)

∂x
, (6.20c)

ṗ = −
∂V M

BC (y)

∂y
− ∂VAB (x − y)

∂y
. (6.20d)

Este procedimiento depende de las condiciones a la frontera [42, 43]. Para simplificarlo podemos
suponer que a altas energías de colisión la trayectoria de la partícula que colisiona no se ve fuerte-
mente influenciada por el oscilador, de modo que podríamos considerar y(t ) = p(t ) = 0 par toda
t . Las ecuaciones resultantes

ẋ = P/m, (6.21a)

Ṗ = −∂VAB (x − y)

∂x
; y = 0, (6.21b)

pueden resolverse en forma analítica [43]. Con este procedimiento, sin embargo, se pierde la de-
pendencia en y del potencial de interacción, es decir, desaparece cualquier información del osci-
lador en la trayectoria clásica. Por ello proponemos una aproximación alternativa que también
nos permitirá obtener una solución analítica para la trayectoria del átomo. Empezaremos por in-
troducir el operador de densidad

ρ̂ =
vmax
∑

v=0
pv | j v〉〈 j v |, (6.22)
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con la condición
vmax
∑

v=0
pv = 1. (6.23)

Los parámetros pv describen la probabilidad de excitación promedio de la molécula durante la
colisión, y no necesariamente todos los estados están involucrados. De ahí que el límite de la suma
sea vmax ≤ j −1. En caso de probabilidades de excitaciones pequeñas, p0 ≈ 1 y pv << 1 para v ≥ 1.
Para vmax > 0 los pesos pv deben considerarse como parámetros o determinarlos de acuerdo a una
distribución específica, por ejemplo la distribución de Boltzman, en caso que se quiera considerar
el efecto de la temperatura. En este esquema el promedio del potencial de interacción está dado
por

〈VAB 〉 = Tr (ρ̂VAB ) =V0γe−αx , (6.24)

donde hemos definido
γ=

∑

v
pv 〈 j v |eαy | j v〉. (6.25)

El promedio del Hamiltoniano de Morse es

ε= 〈ĤM 〉 = Tr (ρ̂ĤM ) =
∑

v
pv EM (v). (6.26)

Entonces, el Hamiltoniano clásico asociado a Eq. (6.12) se obtiene a través de la traza de (6.12),
dando lugar a la expresión

Hcl = Tr
(

ρ̂Ĥ
)

= P 2

2m
+V0γe−αx +ε, (6.27)

donde P es el momento asociado a la coordenada x. La trayectoria clásica se obtiene teniendo en
cuenta que Hcl corresponde a la energía total ET dada como una contribución de la energía del
proyectil E y la energía del oscilador ε ; ET = E + ε. Así, la ecuación que determina la trayectoria
clásica es

ET −ε= E = P 2

2m
+V0e−αx = 1

2
mẋ2 +V0γe−αx . (6.28)

Para resolver esta ecuación se empieza por introducir el cambio de variable

q = eαx , q̇ =αẋq , (6.29)

de tal forma que (6.28) se transforma en

q2E = m

2α2
q̇2 +V0q , (6.30)

o en forma equivalente

m

2α2E
(

V0
2E

)2 q̇2 =

(

q − V0
2E

)2

(

V0
2E

)2 −1 . (6.31)

Esta expresión suguiere el nuevo cambio de variable

z =
q −

(

V0
2E

)

(

V0
2E

) ; ż = q̇
(

V0
2E

) , (6.32)
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para obtener
m

2α2E
ż2 = z2 −1 . (6.33)

La solución de esta ecuación es

z(t ) = cosh





√

2E

m
αt +C



 , (6.34)

donde C es un constante por determinar. Si seleccionamos el punto de retorno clásico a t = 0,
entonces

z(0) = cosh[0] = 1 ⇒C = 0 . (6.35)

Si ahora regresamos en (6.34) a la variable original x, tenemos

e−αx =
(

2E

V0

)











1

1+cosh
[√

2E
m αt

]











(6.36)

y mediante la identidad

2 cosh2 x

2
= cosh(x +1) (6.37)

obtenemos finalmente

e−αx(t) = E

V0γ
sech2

[

√

E

2m
αt

]

, (6.38)

con el punto de retorno clásico definido como

t = 0, x(0) =− 1

α
ln

(

E

V0γ

)

, ẋ(t )|t=0 = 0. (6.39)

El Hamiltoniano mecánico cuántico correspondiente Ĥ I en la aproximación semiclásica cons-
ta de la diferencia entre el Hamiltoniano total (Eq. (6.12)) y el clásico (Eq. (6.27))

ĤI = Ĥ −Hcl =
(

ĤM (p, y)−ε
)

+ V̂ (y, t ), (6.40)

donde ĤM (p, y) es el Hamiltoniano de Morse (6.14) con la interacción dada por

V̂ (y, t ) = F (t )
[

eαy −γ
]

, (6.41)

donde

F (t ) = E

γ
sech2

[

√

E

2m
αt

]

. (6.42)

El tiempo t es adimensional y está dado en términos de el tiempo característico de la molécula
1/ω. En esta aproximación hemos sustituido el Hamiltoniano original del sistema diatómico (6.12)
por un oscilador de Morse forzado (6.40).
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6.2. Solución en coordenadas y momentos

En esta sección estableceremos la solución del Hamiltoniano dependiente del tiempo (6.40)
en el espacio de configuración. Los resultados obtenidos serán considerados como punto de refe-
rencia para evaluar la aproximación algebraica que se presentará en la siguente sección.

La ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo asociada al Hamiltoniano (6.40) está dada
por

i
∂

∂t
Ψ(y, t ) = [(ĤM −ε)+ V̂ (y, t )]Ψ(y, t ). (6.43)

Si desarrollamos la solución en términos de las funciones propias Ψ
j
v (y) del oscilador de Morse

independiente del tiempo, entonces tenemos

Ψ(y, t ) =
j−1
∑

v=0
Cv (t )e−i t(EM (v)−ε)

Ψ
j
v (y), (6.44)

cuya sustitución en (6.43) nos da el conjunto de ecuaciones diferenciales

i
d

d t
Cvi (t ) =

j−1
∑

v=0

Φ

4ξ
sech2

[

t

2ξ

] 〈vi |eαy −γ|v〉
γα

Cv (t )e−i t[EM (v)−EM (vi )], (6.45)

donde hemos introducido las definiciones

Φ = 2
p

2mE , (6.46a)

ξ = 1

α

√

m

2E
. (6.46b)

Aquí ξ es el parámetro de adiabaticidad dado por la razón entre el tiempo característico de la co-
lisión y el tiempo característico del movimiento interno [24, 102]. Valores pequeños de ξ relativo a
la unidad corresponden al límite súbito, mientras que valores grandes comparados con la unidad
corresponden al límite adiabático. Por otra parte, Φ está relacionado con la integral del poten-
cial [102]. Valores pequeños de Φ en relación a la unidad implican que la colisión elástica es la
dominante, mientras que valores de Φ mayores que uno indican que el acoplamiento vibracional
es importante, dando origen a la excitación vibracional si el parámetro de adiabaticidad ξ no es
grande.

Consideremos que a tiempo t =−∞ el sistema está en el estado propio Ψ
j
vi

(y), lo que significa
que

Cv (−∞) =
{ 0 v 6= vi ,

1 v = vi .
(6.47)

La probabilidad de transición al estado Ψ
j
v f

(y) toma entonces la forma

P (vi → v f ) = |Cv f (+∞)|2. (6.48)

Nótese que el conjunto de ecuaciones diferenciales debe ser resuelto para cada condición ini-
cial. Este hecho, como veremos más adelante, contrasta con la aproximación algebraica, donde
las probabilidades de transición están dadas en forma cerrada, como se verá en la siguiente sec-
ción.
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6.3. Descripción algebraica formal

En esta sección presentaremos el procedimiento general para obtener la solución del Hamil-
toniano dependiante del tiempo (6.40) mediante el formalismo del operador de evolución [38], así
como el método algebraico que seguiremos para obtener las probabilidades de transición.

Sea |ψM (t0)〉 la solución para el Hamiltoniano de Morse Ĥ0 independiente del tiempo

Ĥ0|ψM (t0)〉 = E0|ψM (t0)〉. (6.49)

Si en el instante t = t0 el sistema molecular está en el estado |ψM (t0)〉, su evolución a un tiempo t
adquiere la forma

|ψ(t )〉 =U (t , t0)|ψM (t0)〉, (6.50)

donde U (t , t0) es el operador de evolución que satisface la ecuación

i
d

d t
U (t ) = Ĥ (t ) U (t ), (6.51)

si el Hamiltoniano completo está dado por

Ĥ (t ) = Ĥ0 + V̂ (t ). (6.52)

En el esquema de interacción el operador de evolución se expresa en la forma

U (t ) =U0(t )UI (t ), (6.53)

donde U0(t ) es el operador de evolución asociado al Hamiltoniano de orden cero Ĥ0 que satisface

i
d

d t
U0(t ) = Ĥ0U0(t ), (6.54)

con solución
U0(t ) = e−i Ĥ0(t−t0 ). (6.55)

Para la contribución UI (t ) tenemos

i
d

d t
UI (t ) = V̂I (t )UI (t ), (6.56)

donde
V̂I (t ) =U †

0 (t )V̂ (t )U0(t ). (6.57)

Obtener la solución exacta de (6.51) resulta una tarea difícil, incluso para el Hamiltoniano
aproximado (6.40). No obstante, si podemos expresar el potencial de interacción como una com-
binación lineal de operadores que forman un álgebra, se puede obtener una solución aproximada.
Si designamos a estos operadores como X̂i , entonces estamos interesados en aproximar el poten-
cial de interacción en términos del desarrollo

V̂I (t ) '
∑

i
αi (t ) X̂i . (6.58)
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Cuando éste es el caso, el operador de evolución UI (t ) toma la forma [39]

UI (t ) =
∏

i
exp[−i gi (t ) X̂i ], (6.59)

donde las funciones gi (t ) satisfacen un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas con condi-
ciones a la frontera gi (−∞) = 0. El operador (6.59) es unitario, aunque no es único, pues está in-
volucrado el orden de los exponenciales, así como la base usada para los generadores del grupo. No
obstante, cualquiera que sea nuestra elección obtendremos el mismo resultado porque la depen-
dencia temporal de gi (t ) se modifica a través de las ecuaciones diferenciales que han de resolverse
[38, 39]. El criterio para escoger un orden específico se basa en la simplificación de la expresión
para las probabilidades de transición.

A tiempo t = −∞ el átomo está muy alejado del diátomo , y a tiempo t =+∞ la colisión se ha
llevado a cabo. Si antes de la colisión el sistema molecular está en un estado propio del Hamilto-
niano de Morse dado por | j , vi 〉 la probabilidad de que después de la colisión el sistema molecular
esté en un estado | j , v f 〉 es

P (vi → v f ) = |〈 j , v f |UI (+∞,−∞)| j , vi 〉|2, (6.60)

mientras que para la función dependiente del tiempo del sistema

|ψ(t )〉 =U0(t , t0)UI (t , t0)|ψM (t0)〉. (6.61)

En la siguiente sección presentamos la forma explícita de la expresión de la probabilidad de tran-
sición derivada de nuestro modelo.

6.4. Solución algebraica

La solución dependiente del tiempo asociada con el Hamiltoniano (6.40) nos permite obte-
ner las probabilidades de transición para el sistema diatómico. Debido a que el grupo SU (2) es el
grupo dinámico asociado con las funciones para los estados ligados de Morse, es razonable pro-
poner el álgebra su(2) para efectuar una aproximación lineal en el potencial de interacción. Exis-
ten dos posibilidades para establecer (6.58). Una de ellas consiste en considerar la base cartesiana,
la cual tiene la ventaja de que el resultado final se obtiene en términos de las funciones d j

µ′µ(β) de

Wigner. Esta base nos permite comparar nuestra descripción con resultados previos basados en el
uso del álgebra su(2). Por otra parte, podemos usar la base esférica, que tiene la ventaja de estar
relacionada en forma directa con los operadores de creación y aniquilación de las funciones de
Morse, además de permitir obtener el límite armónico en forma simple. En esta sección presen-
tamos el modelo en las dos bases a fin de mostrar su equivalencia y establecer la conexión con
trabajos anteriores.

La acción de los operadores de creación b̂† y aniquilación b̂ de Morse sobre los estados ligados
de Morse unidimensional | j , v〉 está dada por [58]

b̂†| j , v〉 =
√

(v +1)

(

1− v +1

κ

)

| j , v +1〉, (6.62a)

b̂| j , v〉 =
√

v
(

1− v

κ

)

| j , v −1〉. (6.62b)
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Los operadores {b†,b} dependen, además de la coordenada y el momento, del número de cuantos,
de aquí que sea necesario definir el operador diagonal

v̂ | j , v〉 = v | j , v〉. (6.63)

Los operadores de creación y aniquilación, junto con el operador de número v̂

b̂0 = 1− 2v̂ +1

κ
, (6.64)

satisfacen las relaciones de conmutación

[b̂, b̂†] = b0, [b̂0, b̂†] =−2

κ
b̂†, [b̂0, b̂] = 2

κ
b̂. (6.65)

La conveniencia de definir el operador b̂0 se explica por su límite armónico

ĺım
κ→∞

b̂0 = 1. (6.66)

Las relaciones de conmutación (6.65) pueden identificarse con las relaciones de conmutación
usuales de su(2) introduciendo la transformación {b† = Ĵ−/

p
κ, b = Ĵ+/

p
κ, v̂ = j − Ĵ0}, donde

Jµ satisfacen las relaciones de conmutación de “momento angular ” [66]

[ Ĵ+, Ĵ−] = 2J0, [ Ĵ0, Ĵ+] = Ĵ+, [ Ĵ0, Ĵ−] =− Ĵ−. (6.67)

De esas relaciones se deduce la relación entre el número de cuantos v y la proyección del momento
angular m

v = j −m, (6.68)

con valores

v = 0,1,2, ..., j −1, (6.69)

m = j , j −1, ...,1. (6.70)

El grupo SU (2) es el grupo dinámico para los estados ligados del potencial de Morse y cualquier
variable dinámica puede desarrollarse en términos de los generadores del grupo

Gsu(2) = {b̂†, b̂, b̂0} = { Ĵ−, Ĵ+, Ĵ0} = { Ĵx , Ĵy , Ĵz }. (6.71)

En particular estamos interesados en describir las probabilidades de transición en términos de los
elementos de matriz del grupo SU (2). Para ello consideraremos el potencial de interacción (6.57),
cuya forma explícita es

V̂I (t ) = e i (Ĥ M−ε)t V̂ (y, t )e−i (ĤM−ε)t . (6.72)

como una combinación lineal de los generadores del álgebra su(2). Considerando la base carte-
siana tenemos

V̂I (t ) ≈α0(t ) Î +α1(t ) Ĵx +α2(t ) Ĵy +α3(t ) Ĵz , (6.73)
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donde por conveniencia hemos adicionado el operador Î . A fin de determinar los coeficientes
αi (t ), definimos el operador [44]

∆̂= V̂I (t )− [α0(t ) Î +α1(t ) Ĵx +α2(t ) Ĵy +α3(t ) Ĵz ], (6.74)

Dado que ∆̂ representa la diferencia entre el potencial de interacción exacto V̂I (t ) y su aproxi-
mación lineal, el error se puede estimar calculando el promedio del cuadrado del operador ∆̂, es
decir

〈∆̂2〉 = Tr (ρ̂∆̂2) =
∑

v
pv 〈 j v |∆̂2| j v〉, (6.75)

y explícitamente

〈∆̂2〉 =
∑

v
pv 〈 j v |V̂I (t )2 +

3
∑

i=0

3
∑

k=0

αi (t )αk (t ) Ĵi Ĵk −
3

∑

i=0
αi (t )(V̂I (t ) Ĵi + Ĵi V̂I (t ))| j v〉 (6.76)

con
Ĵ0 = Î , Ĵ1 = Ĵx , Ĵ2 = Ĵy , Ĵ3 = Ĵz . (6.77)

Si ahora demandamos que la aproximación tenga el mínimo error

∂〈∆̂2〉
∂αk (t )

= 0, (6.78)

obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones lineales

3
∑

i=0
{
∑

v
pv 〈 j v | Ĵk Ĵi + Ĵi Ĵk | j v〉}αi (t ) =

∑

v
pv 〈 j v |V̂I (t ) Ĵk + ĴkV̂I (t )| j v〉, (6.79)

cuyas soluciones están dadas por

α0(t ) = −α3(t )
∑

v
pv ( j −v), (6.80a)

α1(t ) = F (t )

η( j )
{

vm+1
∑

v=1
(pv +pv−1)cos[∆Ev t ]

√

v(2 j −v +1)〈 j v |eαy | j v −1〉}, (6.80b)

α2(t ) = F (t )

η( j )
{

vm+1
∑

v=1
(pv +pv−1)sin[∆Ev t ]

√

v(2 j −v +1)〈 j v |eαy | j v −1〉}, (6.80c)

α3(t ) = −F (t )

∑

v pv ( j −v)[〈 j v |eαy | j v〉−γ]
[
∑

v pv ( j −v)
]2 −∑

v pv ( j −v)2
, (6.80d)

donde hemos definido

η( j ) =
∑

v
pv [ j (2v +1)−v 2)], (6.81a)

∆Ev = EM (v)−EM (v −1). (6.81b)

La situación más simple consiste en considerar que el estado base domina durante la colisión,
es decir ( p0 = 1). En este caso podemos obtener α1(t ) y α2(t ), pero α0(t ) y α3(t ) no se pueden
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determinar en forma directa. Para hacerlo consideraremos el caso p0 = 1− ε y p1 = ε y el límite
ε→ 0, con la condición (6.23). El resultado es el siguiente

α0(t ) = j F (t ) [〈 j ,1|eαy | j ,1〉−〈 j ,0|eαy | j ,0〉], (6.82a)

α1(t ) =
√

2 j

j
F (t ) cos[∆E1 t ] 〈 j ,1|eαy | j ,0〉, (6.82b)

α2(t ) =
√

2 j

j
F (t ) sin[∆E1 t ] 〈 j ,1|eαy | j ,0〉, (6.82c)

α3(t ) = − F (t ) [〈 j ,1|eαy | j ,1〉−〈 j ,0|eαy | j ,0〉]. (6.82d)

Además ε = 〈ĤM 〉 = EM (0) y de acuerdo con el esquema de potencial de interacción, el operador
de evolución toma la forma general [39]

UI (t ) = e−i a0(t)Î e−i ax (t) Ĵx e−i ay (t) Ĵy e−i az (t) Ĵz . (6.83)

Sustituyendo esta expresión en (6.56) obtenemos el conjunto de ecuaciones diferenciales











ȧ0(t )
ȧx (t )
ȧy (t )
ȧz (t )











= M(t )











α0(t )
α1(t )
α2(t )
α3(t )











, (6.84)

donde

M(t ) =











1 0 0 0
0 1 sin[ax (t )] tan[ay (t )] −cos[ax (t )] tan[ay (t )]
0 0 cos[ax (t )] sin[ax (t )]
0 0 −sin[ax (t )]/cos[ay (t )] cos[ax (t )]/cos[ay (t )]











. (6.85)

Si ahora definimos

ζi = ai (∞), i = 0, x, y, z, (6.86)

la matriz de dispersión toma la forma
Ŝ =UI (∞), (6.87)

donde
UI (∞) = e−iζ0e−iζx Ĵx e−iζy Ĵy e−iζz Ĵz . (6.88)

La probabilidad de transición de un estado inicial | j , vi 〉 al estado final | j , v f 〉 está dada por

P (vi → v f ) = |〈 j , v f |Ŝ| j , vi 〉|2, (6.89)

o bien
P (vi → v f ) = |〈 j , v f |e−iζ0e−iζx Ĵx e−iζy Ĵy e−iζz Ĵz | j , vi 〉|2. (6.90)
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Los elementos de matriz involucrados en esta expresión pueden expresarse en términos de la re-
presentaciones de Wigner para el grupo de rotaciones mediante la transformación [66]

e−iζx Ĵx = e i π
2 Ĵz e−iζx Ĵy e−i π

2 Ĵz , (6.91)

lo que nos permite expresar las probabilidades de transición en términos de una suma de produc-
tos de funciones d j

m′m(β) de Wigner

Pvi→v f = |
j

∑

µ=− j
e−i π

2 µd j
m f ,µ(ζx ) d j

µ,mi
(ζy )|2, (6.92)

donde [66, 103]
d j

m′,m(α) = 〈 j ,m′|e−iα Ĵy | j ,m〉, (6.93)

y
mi = j −vi , m f = j −v f . (6.94)

El producto de funciones de Wigner involucradas en (6.92) se obtienen introduciendo un conjunto
completo

j
∑

µ=− j
| jµ〉〈 jµ| = 1, (6.95)

aún cuando las funciones de Morse estan asociadas a una sola de las ramas de las representaciones
SU (2). Esto se hace para conservar la unitariedad. Nótese que en (6.92) se ha tomado en cuenta
que ζ0 es real.

Aunque la expresión (6.92) es compacta en el sentido de que está dada en términos de fun-
ciones conocidas, es posible obtener las probabilidades de transición en términos de una sola
función de Wigner. En nuestro análisis podemos obtener este resultado tomando en cuenta que el
operador (6.88) puede interpretarse como una rotación y consecuentemente puede ser expresado
en términos de una rotación general en términos de los ángulos de Euler

e−iξx Ĵx e−iξy Ĵy = e−iγ Ĵz e−iβ Ĵy e−iα Ĵz , (6.96)

donde α,β y γ estan dados en función de los parámetros ξx y ξy . Considerando una representación
tridimensional para los operadores de momento angular en la base esférica, obtenemos la relación

cosβ= cos(ξx )cos(ξy ), (6.97)

lo cual nos permite expresar las probabilidades de transición en forma simple

Pvi→v f = |d j
j−v f , j−vi

(β)|2. (6.98)

Esta expresión fue considerada anteriormene en forma puramente fenomenológica [24]. En este
trabajo hemos establecido la dependencia de la variable β en términos de los parámetros dinámi-
cos, obteniendo una descripción completa del proceso de colisión y manteniendo la conexión
con el espacio de configuración. En la siguiente sección analizaremos el límite armónico de nues-
tra aproximación, lo cual nos permitirá establecer la conexión de nuestro modelo con los métodos
tradicionalmente usados, en donde se considera un oscilador armónico para el sistema diatómico.
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6.4.1. Límite armónico

Cuando la profundidad del potencial es infinita (κ, j → ∞) recuperamos el límite armónico.
Para los estados propios del Morse tenemos

ĺım
j→∞

| j v〉 = |n〉, (6.99)

donde |n〉 son los estados de oscilador armónico dados por [38]

|n〉 = 1
p

n!
(â†)n|0〉. (6.100)

A fin de obtener el límite armónico en nuestro análisis tomaremos en cuenta que

ĺım
j→∞

Ĵxp
κ

= 1

2
(â† + â), (6.101)

ĺım
j→∞

Ĵyp
κ

= − 1

2i
(â† − â). (6.102)

De aquí vemos que el límite para los elementos del conjunto (6.80) se reduce a

ĺım
j→∞

α1(t ) = β1(t ) = 2
p
κ

F (t )

χ
{

nm+1
∑

n=1
(pn +pn−1)cos(t )

p
n 〈n|eαy |n −1〉}, (6.103a)

ĺım
j→∞

α2(t ) = β2(t ) = 2
p
κ

F (t )

χ
{

nm+1
∑

n=1
(pn +pn−1)sin(t )

√

n) 〈n|eαy |n −1〉}, (6.103b)

ĺım
j→∞

α0(t ) = ĺım
j→∞

α3(t ) = 0, (6.103c)

donde hemos introducido la definición

χ=
nm
∑

n=0
pn(2n +1). (6.104)

Teniendo en cuenta estos resultados, el potencial de interacción se simplifica a la siguiente expre-
sión

ĺım
j→∞

V̂I (t ) ∼=
p

k

2
β1(t )(â† + â)+

p
k

2i
β2(t )(â − â†), (6.105)

o en forma equivalente
ĺım
j→∞

V̂I (t ) ∼=ω1(t ) â† +ω2(t ) â, (6.106)

donde

ω1(t ) = F (t )e i t

χ
{

nm+1
∑

n=1
(pn +pn−1)

p
n 〈n|eαy |n −1〉}, (6.107a)

ω2(t ) = ω1(t )∗ = F (t )e−i t

χ
{

nm+1
∑

n=1
(pn +pn−1)

p
n 〈n|eαy |n −1〉}. (6.107b)
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Los elementos de matriz involucrados en (6.107) se conocen en forma cerrada. Como en el límite
armónico la interacción se reduce a

ĺım
j→∞

eαy = e
αp

2
(â†+â)

, (6.108)

los elementos de matriz se pueden calcular sin dificultad para obtener

〈m|eβ(â†+â)|n〉 = e
β2

2 βn−m
p

m!n!
m
∑

ζ=0

|β|2ζ

ζ!(m −ζ)!(n −m +ζ)!
; m < n. (6.109)

En el caso armónico el operador ÛI (t ) tiene la forma

ÛI (t ) = e−iβ1(t)â†
e−iβ2(t)â e−iβ3(t). (6.110)

Sustituyendo esta expresión en (6.56), obtenemos el conjunto de ecuaciones diferenciales





β̇1(t )
β̇2(t )
β̇3(t )



= N(t )





ω1(t )
ω2(t )

0



 , (6.111)

donde

N(t ) =





1 0 0
0 1 0
0 −iβ1(t ) 1



 , (6.112)

y explícitamente

β̇1(t ) = ω1(t ), (6.113a)

β̇2(t ) = ω2(t ), (6.113b)

β̇3(t ) = −iβ1(t )ω2(t ). (6.113c)

Ahora definimos
zi =βi (∞); i = 1,2,3, (6.114)

de tal forma que le matriz de dispersión (6.87) es

Ŝ =UI (∞)= e−i z1â†
e−i z2âe−i z3 . (6.115)

Las probabilidades de transición están dadas por

P (ni → n f ) = |〈n f |Ŝ|ni 〉|2, (6.116)

y explícitamente

P (ni → n f ) = e2I m(z3)ni !n f !(|z1|2)(n f −ni )|
ni
∑

q=0

(−z1z2)q

q !(ni −q)!(n f −ni +q)!
|2. (6.117)
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Nótese que para cualquier número de parámetros pn , la expresión (6.107) puede simplificarse a la
forma siguiente

ω1(t ) = γ ηF (t )e i t , (6.118a)

ω2(t ) = γ ηF (t )e−i t , (6.118b)

con η dada por

η= 1

χγ
{

nm+1
∑

n=1
(pn +pn−1)

p
n 〈n|eαy |n −1〉}. (6.119)

Esto quiere decir que se puede considerar η como un parámetro que puede fijarse de acuerdo con
los resultados experimentales. De hecho, de (6.118) podemos interpretarη como una renormaliza-
ción que rectifica la fuerza de interacción para tomar en cuenta el efecto de los estados excitados
que involucra el operador de densidad, así como la aproximación lineal en los generadores.
Podemos obtener expresiones analíticas para las z ′s involucradas en (6.117). Integrando (6.113a)
obtenemos

z1 =
∫∞

−∞
ω1(t )d t = η

2mπ

α2 csch

[

π

2α

√

2m

E

]

, (6.120)

el cual es real y consecuentemente

z1 = z2. (6.121)

De las ecuaciones (6.113) obtenemos la parte imaginaria de z3:

Im(z3) =−
z2

1

2
. (6.122)

Este resultado nos permite calcular de forma simple las intensidades de transición cuando el sis-
tema diatómico se identifica con un oscilador armónico. En ese caso la expresión (6.117) se trans-
forma en una función que sólo depende del parámetro z1 y toma la forma

P (ni →n f ) = e−z2
1 ni !n f !(z2

1)(n f −ni )|
ni
∑

q=0

(−z2
1)q

q !(ni −q)!(n f −ni +q)!
|2. (6.123)

Es importante resaltar que para probabilidades de transición bajas (p0 = 1), nuestra descripción
coincide con los resultados presentados en la Ref.[43] para el caso de oscilador lineal forzado, lo
cual puede verse tomando en cuenta que para p0 = 1 el parámetro η adquiere la forma simple

η= 〈1|eαy |0〉
〈0|eαy |0〉 =

α
p

2
. (6.124)

Así pues, vemos que la descripción tradicional en la cual el potencial de interacción se desarrolla
en serie de Taylor hasta términos lineales [43] está contenida en nuestra aproximación.
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6.4.2. Base esférica

La aproximación presentada en esta sección se llevó a cabo en la base cartesiana del momento
angular. Esa formulación tiene la ventaja de que las intensidades de transición pueden expresarse

en términos de las funciones d j
m′m(β) de Wigner. Sin embargo, es posible obtener las probabi-

lidades de transición en la base esférica {b̂†, b̂, b̂0}. Esta base representa una alternativa para los
generadores del álgebra su(2). Desde este punto de vista el potencial de interacción (6.72) puede
aproximarse como

VI (t ) ≈α′
0(t )Î +α′

1(t ) b̂† +α′
2(t ) b̂ +α′

3(t ) b̂0. (6.125)

En este esquema, el operador (6.74) toma la forma

∆̂= V̂I (t )− (α′
0(t )Î +α′

1(t ) b̂† +α′
2(t ) b̂ +α′

3(t ) b̂0), (6.126)

donde la minimización del error asociado nos da las soluciones

α′
0(t ) = −α′

3(t )
2

κ

∑

v
pv ( j −v), (6.127a)

α′
1(t ) = F (t )

η′( j )

vm+1
∑

v=1
(pv +pv−1)exp[i∆Ev t ]

√

v(1− v

κ
)〈 j v |eαy | j v −1〉, (6.127b)

α′
2(t ) = α′

1(t )∗, (6.127c)

α′
3(t ) = −κ

2
F (t )

∑

v pv ( j −v)[〈 j v |eαy | j v〉−γ]
[
∑

v pv ( j −v)
]2 −∑

v pv ( j −v)2
, (6.127d)

con

η′( j ) =
∑

v
pv (2EM (v)− 1

2κ
). (6.128)

Para el caso particular p0 = 1, tenemos

α′
0(t ) = j F (t ) (〈 j ,1|eαy | j ,1〉−〈 j ,0|eαy | j ,0〉), (6.129a)

α′
1(t ) =

√

κ

κ−1
F (t ) exp[i∆E1 t ] 〈 j ,1|eαy | j ,0〉, (6.129b)

α′
2(t ) = α1(t )∗, (6.129c)

α′
3(t ) = −κ

2
F (t ) (〈 j ,1|eαy | j ,1〉−〈 j ,0|eαy | j ,0〉). (6.129d)

El operador de evolución ahora toma la forma

U (t )= e−iβ0(t)Î e−iβ1(t)b̂†
e−iβ2(t)b̂ e−iβ3(t)b̂0 . (6.130)

Sustituyendo esta expresión en (6.56) obtenemos el conjunto de ecuaciones diferenciales











β̇0(t )
β̇1(t )
β̇2(t )
β̇3(t )











= N(t )











α′
0(t )

α′
1(t )

α′
2(t )

α′
3(t )











, (6.131)
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donde

N(t ) =











1 0 0 0

0 1
β2

1
κ

2iβ1
κ

0 0 1− 2β1β2
κ

−2iβ2
κ

0 0 −iβ1 1











. (6.132)

La probabilidad de transición de un estado inicial | j , vi 〉 al estado final | j , v f 〉 está dada por

P (vi → v f ) = |〈 j , v f |Ŝ| j , vi 〉|2. (6.133)

Definiendo

ζi = βi (∞); i = 1,2,3, (6.134)

tenemos para las probabilidades de transición

P (vi → v f ) = |〈 j , v f |e−iζ0 Î e−iζ1b̂†
e−iζ2b̂e−iζ3b̂0 | j , vi 〉|2, (6.135)

y explícitamente

Pvi→v f = e
4( j−v)

κ I mζ3 vi !v f !|ζ1|2(v f −vi )

× |
vi
∑

α=0

(−ζ1ζ2)α

α!(vi −α)!(v f −vi +α)!
f (vi , v f ,α;κ)|2, (6.136)

con

f (vi , v f ,α;κ) = (κ−vi +α−1)
√

κv f −vi+2α(κ−vi −1)!(κ−v f −1)!
. (6.137)

que en el límite armónico se reduce a

ĺım
κ→∞

f (vi , v f ,α;κ) = 1, (6.138)

recuperando (6.123). Ambas aproximaciones, la base cartesiana y la base esférica generan los mis-
mos resultados, aunque es preciso hacer notar que desde el punto de vista de los cálculos numéri-
cos la expresión (6.98) supera a la base esférica.

6.5. Resultados

En esta sección presentamos los resutados que arroja nuestro modelo y los compararemos
con las soluciones exactas de la aproximación semiclásica que provee la solución del Hamilto-
niano dependiente del tiempo (6.40-6.42). Presentamos el análisis de tres sistemas con diferentes
grados de anarmonicidad, comportamiento y condiciones dinámicas. Estos tres sistemas han si-
do estudiados en Ref. [31] y los parámetros que caracterizan la colisión son tomados sin ninguna
modificación.
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Empezaremos por considerar la colisión Br2+(H2), la cual involucra un sistema diatómico muy
armónico. En este caso los parámetros que caracterizan el sistema son m = 0.006268, α= 0.1278 y
D = 75.525 (κ = 302) [31]. Nótese que, para valores altos de energía , E = 8, tenemos Φ = 0.633, y
ξ= 0.155. En este caso el acoplamiento es moderadamente fuerte, y la colisión es cercana al límite
súbito. Para bajas energías de colisión, Φ es pequeña, mientras que ξ es grande pero menor a uno.
En la Tabla 6.1 se muestran las probabilidades de transición predichas por nuestro modelo alge-
braico. También se incluyeron las probabilidades de transición semiclásica exactas. Además, para
una comparación apropiada, se incluyó la razón entre nuestros resultados y la solución exacta. La
semejanza de los resultados obtenidos con nuestro modelo y con la solución exacta es notable.
El segundo sistema es N2+(N2). En este caso los parámetros dinámicos y de esctructura son m =
0.5, α = 0.114 y D = 40.81 (κ = 163) [31]. Los parámetros correspondientes (6.46b) para E = 8 son
Φ= 5.66 y ξ= 1.55. En este caso, el acoplamiento es fuerte, y el tiempo de colisión es grande com-
parado con el tiempo de excitación 1/ω, por ello el sistema es más “adiabatico” que “súbito”. Esto
explica que las pobabilidades de excitación sean menores que en el caso anterior . Aquí, como κ,
y por añadidura j , son más pequeñas que en el caso anterior, los efectos anarmónicos son im-
portantes. En la Tabla 6.2 se presentan los resultados en el mismo formato que en la Tabla 6.1.
Los resultados algebraicos también están de acuerdo con los resultados exactos para este sistema
menos armónico.

Finalmente, presentamos el sistema más anarmónico analizado por Clark y Dickinson [31], el
sistema H2-He. En este caso los parámetros que caracterizan el sistema son m = 0.667, α = 0.314
y D = 9.3 (κ = 37) [31]. Los parámetros correspondientes para E = 8, Φ = 20.8 y ξ = 0.65. Aquí el
acoplamiento es muy fuerte, y el tiempo de colisión es más pequeño que el tiempo de excitación,
y por tanto el sistema es más “súbito” que “adiabático”. En la Tabla 6.3 se presentan los resultados
en el mismo formato que las tablas anteriores. De nuevo tenemos resultados comparables a los
exactos aún cuando el sistema es muy anarmónico. Los resultados son particularmente buenos
para excitaciones de un cuanto, aunque para excitaciones de dos y tres cuantos son buenos. Esto
es debido a que el parámetro α es grande, lo cual significa que el desarrollo en serie de Taylor de la
interacción e (αy) contendrá potencias grandes de y . Esto permite que términos en la interacción
puedan cambiar el número de cuantos en más de una unidad. No obstante, la interacción alge-
braica solo contiene términos que intercambian a lo más una unidad. Por ello nuestro modelo
toma en cuenta el efecto de la anarmonicidad asociada al potencial de Morse, pero no toma en
cuenta efectos no lineales, lo que se manifiesta cuando la interacción involucra excitaciones de
más de un cuanto.

Debido a la aproximación lineal en (6.73), a medida que la fuerza de interacción decrece, se
espera que las intensidades predichas por nuestro modelo reproduzcan las probabilidades de
transición de la solución semiclásica exacta. A fin de evaluar el modelo hemos introducido un
parámetro, R, que nos permite modificar la fuerza de interacción tanto en el modelo algebraico
como en la descripción semiclásica exacta

F (t ) =R
E

γ
sech2

[

√

E

2m
αt

]

. (6.139)

Con este parámetro podemos reducir el potencial de interacción de manera controlada. De la
Figura 1 a la Figura 3 presentamos las probabilidades de transición en función de este parámetro
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R para diferentes valores de la energía de colisión E y para diferentes transiciones para el sistema
H2-He. Las probabilidades generadas por el modelo algebraico y las semiclásicas concuerdan para
valores pequeños de R. A medida que R aumenta, la diferencia entre los resultados algebraicos y
semiclásicos aumenta, aunque la tendencia es cualitativamente similar.

Hicimos un cálculo algebraico fijando α3 = 0. Este cálculo excluye el efecto del operador b̂0,
el cual es un término del álgebra SU (2) genuinamente anarmónico. Debemos hacer notar que,
mientras b̂† y b̂ tienen su contraparte en el oscilador armónico, b̂0 no la tiene. Podemos ver que la
exclusión de este término, produce una diferencia considerable entre los resultados algebraicos y
armónicos. Esto indica la importancia de usar el álgebra su(2) para describir colisiones en molé-
culas anarmónicas
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aproximación semiclásica

Energía P (vi → v f ) 0→1 0→2 0→3 1→2 1→3 2→3

Exacto 2.45(-2)
2 Algebraico 2.47(-2)

Razón 0.989
Exacto 4.64(-2) 1.19(-3) 9.17(-2)

3 Algebraico 4.70(-2) 1.16(-3) 8.92(-2)
Razón 0.987 1.03 1.03
Exacto 6.79(-2) 2.59(-3) 7.34(-5) 1.30(-1) 7.96(-3) 1.86(-1)

4 Algebraico 6.88(-2) 2.54(-3) 6.23(-5) 1.27(-1) 7.20(-3) 1.76(-1)
Razón 0.986 1.02 1.18 1.02 1.10 1.06
Exacto 8.83(-2) 4.50(-3) 1.67(-4) 1.65(-1) 1.35(-2) 2.28(-1)

5 Algebraico 8.96(-2) 4.42(-3) 1.45(-4) 1.62(-1) 1.23(-2) 2.18(-1)
Razón 0.986 1.02 1.16 1.02 1.10 1.05
Exacto 1.08(-1) 6.86(-3) 3.16(-4) 1.96(-1) 2.02(-2) 2.62(-1)

6 Algebraico 1.10(-1) 6.76(-3) 2.78(-4) 1.92(-1) 1.85(-2) 2.53(-1)
Razón 0.985 1.01 1.14 1.02 1.09 1.04
Exacto 1.26(-1) 9.64(-3) 5.30(-4) 2.23(-1) 2.79(-2) 2.89(-1)

7 Algebraico 1.28(-1) 9.53(-3) 4.70(-4) 2.19(-1) 2.57(-2) 2.80(-1)
Razón 0.984 1.01 1.13 1.02 1.08 1.03
Exacto 1.44(-1) 1.28(-2) 8.17(-4) 2.46(-1) 3.63(-2) 3.09(-1)

8 Algebraico 1.46(-1) 1.27(-2) 7.32(-4) 2.43(-1) 3.36(-2) 3.02(-1)
Razón 0.984 1.01 1.12 1.01 1.08 1.02

Tabla 6.1: Probabilidades de transición, P (vi → v f ), a varias energías (en unidades deħω) para el sistema Br2+(H2) con parámetros adimensionales
característicos: m = 0.006268, α = 0.1278, y D = 75.525. Los números entre paréntesis son potencias de 10. Exacto se refiere a los resultados de
resolver la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo (6.43). Algebraico se refiere a los resultados que arroja la aproximación algebraica
(6.136).
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Energía P (vi → v f ) 0→1 0→2 0→3 1→2 1→3 2→3

Exacto 3.50(-8)
2 Algebraico 6.09(-8)

Razón 0.575
Exacto 5.35(-6) 1.71(-11) 1.28(-5)

3 Algebraico 8.91(-6) 3.94(-11) 1.77(-5)
Razón 0.601 0.433 0.721
Exacto 0.79(-4) 3.58(-9) 1.24(-13) 1.82(-4) 1.43(-8) 3.14(-4)

4 Algebraico 1.25(-4) 7.81(-9) 3.23(-13) 2.49(-4) 2.32(-8) 3.71(-4)
Razón 0.628 0.458 0.383 0.729 0.618 0.847
Exacto 4.49(-4) 1.14(-7) 2.16(-11) 1.01(-3) 4.38(-7) 1.72(-3)

5 Algebraico 6.85(-4) 2.33(-7) 5.26(-11) 1.36(-3) 6.90(-7) 2.03(-3)
Razón 0.656 0.489 0.411 0.746 0.635 0.851
Exacto 1.56(-3) 1.36(-6) 0.87(-9) 3.47(-3) 5.08(-6) 5.81(-3)

6 Algebraico 2.28(-3) 2.59(-6) 1.95(-9) 4.53(-3) 7.67(-6) 6.73(-3)
Razón 0.684 0.525 0.448 0.768 0.662 0.864
Exacto 4.03(-3) 0.90(-5) 1.47(-8) 0.89(-2) 3.29(-5) 1.46(-2)

7 Algebraico 5.65(-3) 1.60(-5) 2.99(-8) 1.12(-2) 4.71(-5) 1.66(-2)
Razón 0.713 0.564 0.491 0.792 0.697 0.883
Exacto 0.86(-2) 4.04(-5) 1.39(-7) 1.85(-2) 1.45(-4) 3.02(-2)

8 Algebraico 1.15(-2) 6.67(-5) 2.56(-7) 2.26(-2) 1.96(-4) 3.34(-2)
Razón 0.743 0.606 0.541 0.819 0.738 0.905

Tabla 6.2: Probabilidades de transición, P (vi → v f ), a varias energías (en unidades deħω) para el sistema N2+(N2) con parametros adimensionales
característicos:m = 0.5, α = 0.114, y D = 40.81. Los números entre paréntesis son potencias de 10. Exacto se refiere a los resultados de resolver la
ecuacion de Schrödinger dependiente del tiempo (6.43). Algebraico se refiere a los resultados que arroja la aproximación algebraica (6.136) .
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Energía P (vi → v f ) 0→1 0→2 0→3 1→2 1→3 2→3

Exacto 3.98(-3)
2 Algebraico 9.10(-3)

Razón 0.492
Exacto 3.27(-2) 0.70(-3) 7.77(-2)

3 Algebraico 5.12(-2) 1.34(-3) 9.45(-2)
Razón 0.639 0.518 0.822
Exacto 0.97(-1) 6.41(-3) 3.42(-4) 2.01(-1) 2.47(-2) 2.95(-1)

4 Algebraico 1.22(-1) 8.31(-3) 3.67(-4) 2.07(-1) 2.16(-2) 2.64(-1)
Razón 0.793 0.771 0.931 0.974 1.14 1.12
Exacto 1.81(-1) 2.51(-2) 2.73(-3) 3.09(-1) 8.25(-1) 3.87(-1)

5 Algebraico 1.94(-1) 2.35(-2) 1.85(-3) 2.94(-1) 5.69(-1) 3.35(-1)
Razón 0.931 1.07 1.48 1.05 1.45 1.16
Exacto 2.60(-1) 6.16(-2) 1.09(-2) 3.44(-1) 1.64(-1) 3.78(-1)

6 Algebraico 2.53(-1) 4.45(-2) 0.51(-2) 3.38(-1) 1.00(-1) 3.37(-1)
Razón 1.03 1.38 2.14 1.02 1.64 1.12
Exacto 3.14(-1) 1.13(-1) 2.79(-2) 3.16(-1) 2.26(-1) 3.00(-1)

7 Algebraico 2.93(-1) 0.67(-1) 0.98(-2) 3.47(-1) 1.39(-1) 3.01(-1)
Razón 1.07 1.70 2.85 0.91 1.63 1.00
Exacto 3.34(-1) 1.73(-1) 4.34(-2) 2.68(-1) 2.34(-1) 2.05(-1)

8 Algebraico 3.20(-1) 0.86(-1) 1.50(-2) 3.39(-1) 1.68(-1) 2.58(-1)
Razón 1.05 2.01 3.57 0.792 1.39 0.795

Tabla 6.3: Probabilidades de transición, P (vi → v f ), a varias energías (en unidades de ħω) para el sistema H2 +He con parametros adimensionales
característicos:m = 0.667, α = 0.314, y D = 9.3. Los números entre paréntesis son potencias de 10. Exacto se refiere a los resultados de resolver la
ecuacion de Schrödinger dependiente del tiempo (6.43). Algebraico se refiere a los resultados que arroja la aproximación algebraica (6.136) .
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Figura 6.1: Probabilidades de transición para el sistema H2+He como función del parámetro R tomando E = 4ħω. La linea punteada corresponde
a los resultados algebraicos con α3 6= 0. La linea continua representa a los resultados semiclásicos exactos. La linea punto-raya se refiere a los
resultados algebracios con α3 = 0.
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Figura 6.2: Probabilidades detransición para el sistema H2 +He como función del parámetro R tomando E = 6ħω. La linea punteada corresponde
los resultados algebraicos con α3 6= 0. La linea continua representa a los resultados semiclásicos exactos. La linea punto-raya se refiere a los resul-
tados algebracios α3 = 0.
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Figura 6.3: Intesisdades para el sistema H2+He como función del parámetro R tomando E = 8ħω. La linea punteada corresponde a los resultados
algebraicos con α3 6= 0. La linea continua representa a los resultados semiclásicos exactos. La linea punto-raya se refiere a los resultados algebracios
α3 = 0.
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6.6. Comparando con las probabilidades de transición cuánticas

Hemos comparado los resultados obtenidos mediante nuestro modelo con los resultados que
provee la aproximación semiclásica exacta. En esta sección presentaremos las modificaciones
necesarias para que el modelo algebraico genere probabilidades de transición comparables con
las obtenidas mediante el cálculo mecánico cuántico presentado por Clark y Dickinson [31].

De nuestro análisis tenemos que la energía total ET correspondiente a la energía de colisión
está dada por la energía del proyectil E más la energía promedio del oscilador ε:

E = ET −ε. (6.140)

como estamos considerando el caso p0 = 1, el promedio de energía del oscilador es una constante
que corresponde a la energía del estado base

ε= EM (0). (6.141)

La ecuación(6.140) considera la colisión inelástica para la trayectoria clásica como si el oscilador
absorbiera la misma energía para cualquier transición. Pero el hecho es que para cada transición la
absorción de energía debe ser diferente y consecuentemente se espera que la energía del proyectil
se modifique. Con el fin de tomar en cuenta la absorción de energía en la trayectoria clásica del
proyectil seguiremos el procedimiento presentado en los trabajos Gentry y Giese [42] y Benjamin
[43], los cuales consideran el siguiente promedio para la velocidad del proyectil

v = 1

2
(vi +v f ), (6.142)

donde vi corresponde a la velocidad antes de la colisión y v f corresponde a la velocidad del
proyectil después de la colisión. Generalizando la conservación de la energía (6.140) a la forma

ET = E +EM (v), (6.143)

y considerando

E = 1

2
mv 2, (6.144)

el promedio (6.142) se transforma en

E = 1

4
[(ET −EM (vi ))1/2 + (ET −EM (v f ))1/2]2. (6.145)

Para cada colisión debemos considerar en la ecuación (6.42) la energía (6.145) en lugar de (6.140).
Desde este punto de vista el parámetroβ en (6.98) es un función de la energía de colisión, así como
del estado inicial y final del oscilador

β=β(ET , vi , v f ). (6.146)

Presentaremos el análisis de los mismos sistemas Br2+(H2), N2+(N2) y H2+He, que se estu-
diaron con aterioridad. Compararemos las probabilidades de transición obtenidas con nuestro
modelo y los resultados mecánico cuánticos exactos obtenidos en [31].
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Antes de iniciar el análisis de un sistema particular recordemos que en las aproximaciones
(6.73) y (6.125) para el potencial de interacción se incluyó el operador identidad. Esto nos per-
mitió determinar los coeficientes α3(t ) y α′

3(t ), dados en las ecuaciones (6.82d) y (6.129d), para
el caso particular p0 = 1 ( si sólo se hubiera toma en cuenta el álgebra su(2) en la aproximación
del potencial de interacción , entonces se hubiera obtenido un valor nulo para α3 ). En la com-
paración con los resultados semiclásicos exactos esta consideración es de suma importancia al
describir sistemas muy anarmónicos. Esto no quiere decir que en la descripción mecánico cuán-
tica la contribución α3 juegue el mismo papel. De hecho, un intento por describir con calidad
similar las transiciones cuánticas exactas para el sistema H2+He no tiene el mismo éxito. Esto nos
sugiere explorar el comportamiento de las probabilidades de transición para ambos casos: α3 = 0
y α3 6= 0. Además consideraremos la renormalización tanto de la intensidad de la fuerza de inter-
acción como del alcance del potencial de interacción. Para ese fin introducimos el parámetro R y
consideraremos una interacción efectiva αeff. Proponemos la fuerza dependiente del tiempo

F (t ) =R
E

γ
sech2

[

√

E

2m
αeff t

]

, (6.147)

de modo que podemos modificar la fuerza y el potencial efectivo. La calidad de la descripción
puede ser medida de dos maneras. En una de ellas se toma el mismo peso para todas las transi-
ciones, por lo que se define la desviación r ms en términos del logaritmo de las intensidades

r ms =

√

∑

i (Log I i
exp −Log I i

th )2

N
, (6.148)

donde I i
exp correponde a las probabilidades de transición que arrojan los cálculos mecánico cuán-

ticos exactos, I i
th se refiere a los resultados obtenidos por este modelo y N es el número de datos

disponibes. Por otra parte, cuando se consideran más importantes las transiciones con mayor in-
tensidad entonces tomamos χ2 definida por

χ2 =

√

√

√

√

∑

i

(I i
exp − I i

th)2

I i
exp

. (6.149)

Empezaremos considerando la colisión Br2+(H2). En este caso los parámetros que caracterizan el
sistema son m = 0.006268,α= 0.1278 and D = 75.,525 ( j = 150 estados ligados) [31]. En la Tabla 6.4
se comparan los resultados de nuestro modelo, etiquetados como modelo algebraico, comparado
con el Morse [31]. Incluimos los resultados armónicos [30] para apreciar el efecto de la anarmoni-
cidad considerados en la predicción. El parecido de los intensidades obtenidas mediante nuestra
predicción y los resultados exactos son satisfactorios. En este caso α3 6= 0, R = 1 y αeff = α, de tal
forma que las intensidades son predichas sin ningún parámetro adicional. Variaciones en los pa-
rámetros no implican mejora alguna apreciable.

Ahora consideraremos la colisión N2-(N2) con parámetros m = 0.5, α = 0.114 y D = 40.81 ( j =
81 estados ligados) [31]. En este caso las predicciones no son satisfactorias. Como esta molécula
es más anarmónica la aproximación lineal no es suficiente, por lo cual es necesario efectuar una
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renormalización a fin de tomar en cuenta de forma efectiva términos adicionales en el desarrollo.
Procediendo de este modo la mejor descripción (con α3 6= 0) la obtenemos con R = 0.93, αeff =
0.1158 usando χ2 como criterio de minimización. En la Tabla 6.5 los resultados se presentan en
el mismo formato que la Tabla 6.4. Los resultados son notables pues estamos explorando varios
órdenes de magnitud.

Finalmente analizamos el sistema H2-He. En este caso los parámetros que caracterizan el sis-
tema y la colisión son m = 0.667, α= 0.314 y D = 9.3 ( j = 18 etados ligados) [31]. Debido a su gran
anarmonicidad, este sistema merece especial atención. La predicción de las probabilidades de
transición sin la introducción de parámetros no dan buenos resultados. Exploraremos por lo tan-
to su efecto. Empezamos introduciendo la renormalización de la fuerza de interacción. Primero
haremos nuestro ajuste considerando el r ms a fin de obtener la mejor descripción para todo el
espacio de intensidades. En la Tabla 6.6 se muestran los resultados, los cuales se obtuvieron con
α3 = 0. Como puede apreciarse son comparables con los resultados mecánico cuánticos para todo
el intervalo de energías, a pesar de la gran anarmonicidad del sistema. En este caso el parámetro
de renormalización es R = 0.29, dejando fijo α. Cuando α3 6= 0 la descripción no es tan buena.
Ahora procederemos a explorar la mejor descripción variando R y αeff, considerando α3 6= 0 y
tomando como criterio para el ajuste χ2. Los resultados se muestran en la Tabla 6.7. Como era
de esperarse la mejor descripción corresponde a las probabilidades de transición que involucran
pequeños cambios en el número de cuantos. Como puede apreciarse los resultados son de una
calidad similar a los obtendos en la Tabla 6.6, aunque debemos mencionar que en el último caso
todos las probabilidades de transición son cercanas al caso del potencial de Morse.

Una de las ventajas de tener una expresión analítica cerrada para las probabilidades de tran-
sición es que el modelo puede ser usando en forma predictiva. Debido a la aproximación lineal
usada en el potencial de interacción sabemos que nuestro modelo describe mejor las probabili-
dades de transición que involucran diferencias de un cuanto. Para ver esto haremos el ajuste con-
siderando las probabilidades de transición P0→1. Usaremos el criterio χ2 y α3 6= 0. En este caso
los parámetros obtenidos son R = 0.386 y αeff = 0.3227. En la Tabla 6.8 se muestran las proba-
bilidades de transición predichas, donde hemos incluido la razón ente nuestros resultados y los
exactos. Como se esperaba, la mejor predicción corrresponde a las probabilidades de transición
que involucran pequeñas diferencias en el número de cuantos (∆v = 1,2). A medida que ∆v au-
menta, las predicción empeora, aunque en general en buena. El peor de los casos corresponde a
un valor grande de ∆v a baja energía.

Una característica de nuestro modelo que debe enfatizarse es que el comportamiento gen-
eral de las probabilidades de transición se reproduce correctamente. Esta es la primera vez que
el algebra su(2) se usa para reproducir quantitativamente todo el conjunto de probabilidades de
transición en la colisión átomo-diátomo, con su correspondencia con el espacio de configuración.
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E Pi→ f 0 → 1 1→ 2 0 → 2 0 → 3 1 → 3 2 → 3 0 → 4 1 → 4

Morse 1.23(-2)†

2 Algebraico 1.27(-2)

Armónico 1.22(-2)

Morse 3.54(-2) 2.49(-2) 2.45(-4)

3 Algebraico 3.57(-2) 2.54(-2) 2.27(-4)

Armónico 3.53(-2) 2.41(-2) 2.20(-4)

Morse 5.79(-2) 6.91(-2) 1.13(-3) 6.42(-6) 7.57(-4) 3.80(-2)

4 Algebraico 5.83(-2) 6.90(-2) 1.08(-3) 4.49(-6) 6.93(-4) 3.86(-2)

Armónico 5.77(-2) 6.81(-2) 1.06(-3) 4.39(-6) 6.46(-4) 3.54(-2)

Morse 7.94(-2) 1.10(-1) 2.56(-3) 3.82(-5) 3.37(-3) 1.01(-1) 2.10(-7) 2.70(-5)

5 Algebraico 8.00(-2) 1.10(-1) 2.50(-3) 3.06(-5) 3.18(-3) 1.00(-1) 9.38(-8) 1.86(-5)

Armónico 7.92(-2) 1.09(-1) 2.44(-3) 2.99(-5) 3.08(-3) 9.86(-2) 9.27(-8) 1.72(-5)

Morse 9.99(-2) 1.47(-1) 4.49(-3) 1.07(-4) 7.45(-3) 1.56(-1) 1.44(-6) 1.54(-4)

6 Algebraico 1.01(-1) 1.46(-1) 4.43(-3) 9.15(-5) 7.15(-3) 1.55(-1) 8.31(-7) 1.21(-4)

Armónico 9.97(-2) 1.46(-1) 4.31(-3) 8.88(-5) 6.98(-3) 1.54(-1) 8.17(-7) 1.16(-4)

Morse 1.38(-1) 2.09(-1) 9.68(-3) 4.01(-4) 1.93(-2) 2.41(-1) 1.11(-5) 8.71(-4)

8 Algebraico 1.39(-1) 2.08(-1) 9.67(-3) 3.65(-4) 1.88(-2) 2.39(-1) 7.94(-6) 7.56(-4)

Armónico 1.38(-1) 2.08(-1) 9.39(-3) 3.52(-4) 1.84(-2) 2.39(-1) 7.72(-6) 7.30(-4)

Morse 1.72(-1) 2.57(-1) 1.64(-2) 9.63(-4) 3.47(-2) 2.97(-1) 3.98(-5) 2.42(-3)

10 Algebraico 1.73(-1) 2.56(-1) 1.65(-2) 9.05(-4) 3.42(-2) 2.94(-1) 3.13(-5) 2.20(-3)

Armónico 1.72(-1) 2.56(-1) 1.60(-2) 8.70(-4) 3.35(-2) 2.95(-1) 3.03(-5) 2.12(-3)

E Pi→ f 2→ 4 3 → 4 0 → 5 1→ 5 2 → 5 3 → 5 4 → 5 5→ 6

Morse 1.58(-3) 5.21(-2)

5 Algebraico 1.43(-3) 5.16(-2)

Armónico 1.27(-3) 4.64(-2)

Morse 6.72(-3) 1.32(-1) 8.33(-9) 1.12(-6) 7.19(-5) 2.78(-3) 6.75(-2)

6 Algebraico 6.24(-3) 1.28(-1) 2.03(-9) 4.94(-7) 4.89(-5) 2.39(-3) 6.77(-2)

Armónico 5.98(-3) 1.27(-1) 2.00(-9) 4.51(-7) 4.22(-5) 2.07(-3) 5.70(-2)

Morse 2.44(-2) 2.48(-1) 2.18(-7) 2.32(-5) 1.05(-3) 2.35(-2) 2.33(-1) 1.91(-1)

8 Algebraico 2.33(-2) 2.41(-1) 9.72(-8) 1.49(-5) 8.56(-4) 2.12(-2) 2.28(-1) 1.85(-1)

Armónico 2.28(-2) 2.44(-1) 9.56(-8) 1.43(-5) 8.17(-4) 2.11(-2) 2.26(-1) 1.77(-1)

Morse 4.86(-2) 3.13(-1) 1.26(-6) 1.08(-4) 3.65(-3) 5.57(-3) 3.17(-1) 3.10(-1)

10 Algebraico 4.71(-2) 3.07(-1) 7.03(-7) 7.94(-5) 3.19(-3) 5.13(-2) 3.12(-1) 3.05(-1)

Armónico 4.63(-2) 3.11(-1) 6.91(-7) 7.66(-5) 3.08(-3) 5.20(-2) 3.14(-1) 3.05(-1)

† El número entre paréntesis indica la potencia de diez por la que debe multiplicarse el entero.

Tabla 6.4: Intensidades de transición involucradas en la colisión colineal del sistema Br2 + (H2) para diferentes valores de energía de colisión (en
unidades de ħω). Los parámetros de estructura dinámica son: m = 0.006268, α= 0.1278, D = 75.525. En este caso α3 = 0, R = 1 y αeff =α. Morse y
Armónico se refiere a los resultados exactos para esos potenciales.
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Capítulo 6. Colisión colineal inelástica entre un átomo y un oscilador de Morse en la
aproximación semiclásica

E P1→F 0→ 1 1→ 2 0 → 2 0 → 3 1→ 3 2 → 3 3 → 4

Morse 7.66(-11)†

2 Algebraico 1.36(-10)

Armónico 2.67(-10)

Morse 4.52(-7) 2.86(-10)

3 Algebraico 6.67(-7) 3.67(-10)

Armónico 1.93(-6) 5.34(-10)

Morse 1.69(-5) 1.22(-6) 5.15(-12) 9.35(-10)

4 Algebraico 2.26(-5) 1.45(-6) 8.44(-12) 8.73(-10)

Armónico 7.61(-5) 3.86(-6) 7.35(-11) 8.01(-10)

Morse 1.43(-4) 4.17(-5) 1.49(-9) 2.72(-11) 2.61(-6) 3.04(-9)

5 Algebraico 1.78(-4) 4.72(-5) 2.13(-9) 3.04(-11) 5.52(-6) 2.13(-9)

Armónico 6.60(-4) 1.52(-4) 2.51(-8) 2.20(-10) 5.79(-6) 1.07(-9)

Morse 6.10(-4) 3.38(-4) 5.16(-8) 4.59(-13) 6.74(-9) 7.97(-5) 5.20(-6)

6 Algebraico 7.12(-4) 3.64(-4) 6.56(-8) 5.78(-13) 7.03(-9) 7.61(-5) 4.07(-6)

Armónico 2.85(-3) 1.32(-3) 9.42(-7) 2.39(-11) 7.53(-8) 2.28(-4) 7.72(-6)

Morse 4.10(-3) 4.03(-3) 4.15(-6) 1.14(-9) 2.49(-6) 2.46(-3) 1.00(-3)

8 Algebraico 4.28(-3) 3.96(-3) 4.29(-6) 1.09(-9) 2.24(-6) 2.23(-3) 0.81(-3)

Armónico 1.92(-2) 1.66(-2) .11(-5) 7.74(-8) 3.57(-5) 8.48(-3) 2.63(-3)

Morse 1.40(-2) 1.76(-2) 6.26(-5) 1.08(-7) 6.87(-5) 1.53(-2) 1.06(-2)

10 Algebraico 1.32(-2) 1.58(-2) 5.34(-5) 0.79(-7) 5.28(-5) 1.30(-2) 8.31(-3)

Armónico 6.39(-2) 7.14(-2) 1.24(-3) 8.08(-6) 1.07(-3) 5.50(-2) 3.24(-2)

E P1→F 1→ 4 2→ 4 2 → 5 3 → 5 4→ 5 5 → 6

Morse 1.04(-10) 1.01(-8)

6 Algebraico 7.94(-11) 5.39(-9)

Armónico 4.41(-10) 1.34(-9)

Morse 2.78(-10) 6.18(-7) 1.62(-11) 5.83(-8) 2.33(-4) 1.95(-5)

8 Algebraico 2.08(-10) 4.58(-7) 0.84(-11) 3.28(-8) 1.60(-4) 1.03(-5)

Armónico 1.05(-8) 5.62(-6) 2.38(-10) 2.51(-7) 3.80(-4) 1.16(-5)

Morse 8.20(-8) 4.12(-5) 2.68(-8) 1.55(-5) 5.80(-3) 2.37(-3)

10 Algebraico 5.02(-8) 2.76(-5) 1.30(-8) 8.66(-6) 4.10(-3) 1.45(-3)

Armónico 4.04(-6) 4.74(-4) 7.59(-7) 1.17(-4) 1.40(-2) 3.93(-3)

† El número entre paréntesis indica la potencia de diez por la que debe multiplicarse el entero.

Tabla 6.5: Intensidades de transición involucradas en la colisión colineal del sistema N2 + (N2) para diferentes valores de energía de colisión en
unidades de ħω. Los parámetros de estructura dinámica son: m = 0.5, αeff = 0.11584, D = 40.81, R = 0.93. El criterio χ2 fue usado para obtener R

y αeff.
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sección 6.6 comparando con las probabilidades de transición cuánticas

E Pi→ f 0 → 1 1→ 2 0 → 2 0 → 3 1 → 3 2 → 3 0→ 4 1 → 4

Morse 2.46(-4)†

2 Algebraico 4.66(-4)

Armónico 7.20(-4)

Morse 7.31(-3) 1.25(-3) 2.30(-6)

3 Algebraico 1.30(-2) 1.47(-3) 5.27(-6)

Armónico 2.95(-2) 1.42(-3) 1.07(-5)

Morse 3.15(-2) 2.28(-2) 1.85(-4) 1.18(-7) .07(-5) 5.29(-3) 1.37(-11)

4 Algebraico 5.19(-2) 2.92(-2) 4.15(-4) 2.32(-7) 3.31(-5) 4.11(-3) 3.14(-12)

Armónico 1.33(-1) 5.50(-2) 2.04(-3) 4.96(-7) 3.07(-5) 2.10(-3)

Morse 7.39(-2) 8.15(-2) 1.66(-3) 1.17(-5) 1.22(-3) 5.47(-2) 1.95(-8) 3.12(-6)

5 Algebraico 1.13(-1) 1.03(-1) 3.48(-3) 2.43(-5) 1.58(-3) 5.27(-2) 2.24(-8) 2.34(-6)

Armónico 2.92(-1) 2.17(-1) 2.25(-2) 2.31(-4) 5.39(-3) 7.70(-2) 4.26(-8) 1.80(-6)

Morse 1.29(-1) 1.67(-1) 6.65(-3) 1.49(-4) 8.41(-3) 1.58(-1) 1.48(-6) 1.38(-4)

6 Algebraico 1.82(-1) 2.01(-1) 1.28(-2) 3.04(-4) 1.11(-2) 1.59(-1) 2.22(-6) 1.38(-4)

Armónico 4.28(-1) 3.69(-1) 9.13(-2) 4.71(-3) 5.24(-2) 2.68(-1) 3.65(-5) 7.69(-4)

Morse 2.45(-1) 3.18(-1) 3.38(-2) 2.72(-3) 5.72(-2) 3.34(-1) 1.61(-4) 5.16(-3)

8 Algebraico 3.03(-1) 3.38(-1) 5.79(-2) 5.09(-3) 7.81(-2) 3.36(-1) 2.20(-4) 6.27(-3)

Armónico 4.07(-1) 1.56(-1) 3.30(-1) 9.88(-2) 2.85(-1) 1.89(-1) 1.06(-2) 7.32(-2)

E P1→F 2 → 4 3→ 4 0 → 5 1 → 5 2 → 5 3 → 5 4→ 5 5 → 6

Morse 4.68(-9) 3.51(-6)

4 Algebraico 6.02(-10) 4.25(-7)

Armónico

Morse 2.77(-4) 1.92(-2) 2.95(-10) 3.65(-8) 4.47(-6) 9.12(-4)

5 Algebraico 1.60(-4) 1.09(-2) 3.82(-11) 3.64(-9) 4.44(-7) 1.37(-4)

Armónico 5.85(-5) 2.76(-3)

Morse 5.64(-3) 1.17(-1) 4.95(-9) 7.01(-7) 4.56(-5) 1.98(-3) 5.97(-2) 1.30(-2)

6 Algebraico 4.40(-3) 8.8(-2) 3.55(-9) 3.12(-7) 1.61(-5) 6.76(-4) 2.67(-2) 2.06(-3)

Armónico 9.55(-3) 9.59(-2) 5.45(-9) 1.84(-7) 4.11(-6) 9.28(-5) 3.40(-3)

Morse 6.39(-2) 3.32(-1) 7.44(-6) 3.24(-4) 5.77(-3) 5.76(-2) 3.17(-1) 2.84(-1)

8 Algebraico 7.01(-2) 3.21(-1) 4.70(-6) 2.07(-4) 4.20(-3) 4.78(-2) 2.79(-1) 2.05(-1)

Armónico 2.21(-1) 3.04(-1) 3.31(-4) 4.04(-3) 2.58(-2) 1.09(-1) 3.12(-1) 1.27(-1)

† El número entre paréntesis indica la potencia de diez por la que debe multiplicarse el entero.

Tabla 6.6: Intensidades de transición involucradas en la colisión colineal del sistema H2 + He para diferentes valores de energía de colisión en
unidades de ħω. Los parámetros de estructura dinámica son: m = 0.667, α= 0.314, D = 9.3, R = 0.29. El criterio r ms fue usado para obtener R y se
tomo α3 = 0
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Capítulo 6. Colisión colineal inelástica entre un átomo y un oscilador de Morse en la
aproximación semiclásica

E Pi→ f 0 → 1 1→ 2 0 → 2 0 → 3 1 → 3 2 → 3 0→ 4 1 → 4

Morse 2.46(-4)†

2 Algebraico 7.36(-4)

Armónico 7.20(-4)

Morse 7.31(-3) 1.25(-3) 2.30(-6)

3 Algebraico 1.50(-2) 2.23(-3) 9.20(-6)

Armónico 2.95(-2) 1.42(-3) 1.07(-5)

Morse 3.15(-2) 2.28(-2) 1.85(-4) 1.18(-7) 3.07(-5) 5.29(-3) 1.37(-11)

4 Algebraico 5.13(-2) 3.30(-2) 4.65(-4) 3.71(-7) 5.35(-5) 5.85(-3) 1.60(-11)

Armónico 1.33(-1) 5.50(-2) 2.04(-3) 4.96(-7) 3.07(-5) 2.10(-3)

Morse 7.39(-2) 8.15(-2) 1.66(-3) 1.17(-5) 1.22(-3) 5.47(-2) 1.95(-8) 3.12(-6)

5 Algebraico 1.01(-1) 1.01(-1) 3.03(-3) 2.33(-5) 1.71(-3) 5.80(-2) 2.87(-8) 3.36(-6)

Armónico 2.92(-1) 2.17(-1) 2.25(-2) 2.31(-4) 5.39(-3) 7.70(-2) 4.26(-8) 1.80(-6)

Morse 1.29(-1) 1.67(-1) 6.65(-3) 1.49(-4) 8.41(-3) 1.58(-1) 1.48(-6) 1.38(-4)

6 Algebraico 1.54(-1) 1.83(-1) 9.38(-3) 2.12(-4) 9.49(-3) 1.54(-1) 1.65(-6) 1.26(-4)

Armónico 4.28(-1) 3.69(-1) 9.13(-2) 4.71(-3) 5.24(-2) 2.68(-1) 3.65(-5) 7.69(-4)

Morse 2.45(-1) 3.18(-1) 3.38(-2) 2.72(-3) 5.72(-2) 3.34(-1) 1.61(-4) 5.16(-3)

8 Algebraico 2.46(-1) 3.06(-1) 3.41(-2) 2.33(-3) 5.22(-2) 3.15(-1) 0.84(-4) 3.43(-3)

Armónico 4.07(-1) 1.56(-1) 3.30(-1) 9.88(-2) 2.85(-1) 1.89(-1) 1.06(-2) 7.32(-2)

E P1→F 2 → 4 3→ 4 0 → 5 1 → 5 2 → 5 3 → 5 4→ 5 5 → 6

Morse 4.68(-9) 3.51(-6)

4 Algebraico 2.72(-9) 1.36(-6)

Armónico

Morse 2.77(-4) 1.92(-2) 2.95(-10) 3.65(-8) 4.47(-6) 9.12(-4)

5 Algebraico 2.36(-4) 1.45(-2) 3.02(-13) 1.09(-10) 1.06(-8) 1.18(-6) 2.75(-4)

Armónico 5.85(-5) 2.76(-3)

Morse 5.64(-3) 1.17(-1) 4.95(-9) 7.01(-7) 4.56(-5) 1.98(-3) 5.97(-2) 1.30(-2)

6 Algebraico 4.53(-3) 9.37(-2) 3.25(-9) 3.50(-7) 2.06(-5) 8.97(-4) 3.30(-2) 3.29(-3)

Armónico 9.55(-3) 9.59(-2) 5.45(-9) 1.84(-7) 4.11(-6) 9.28(-5) 3.40(-3)

Morse 6.39(-2) 3.32(-1) 7.44(-6) 3.24(-4) 5.77(-3) 5.76(-2) 3.17(-1) 2.84(-1)

8 Algebraico 5.17(-2) 3.02(-1) 1.61(-6) 1.01(-4) 2.74(-3) 3.89(-2) 2.66(-1) 2.04(-1)

Armónico 2.21(-1) 3.04(-1) 3.31(-4) 4.04(-3) 2.58(-2) 1.09(-1) 3.12(-1) 1.27(-1)

† El número entre paréntesis indica la potencia de diez por la que debe multiplicarse el entero.

Tabla 6.7: Intensidades de transición involucradas en la colisión colineal del sistema H2 + He para diferentes valores de energía de colisión en
unidades de ħω. Los parámetros de estructura dinámica son: m = 0.667, αeff = 0.3418, D = 9.3, R = 0.435. El criterio χ2 fue usado para obtener R

y se consideró α3 6= 0
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sección 6.6 comparando con las probabilidades de transición cuánticas

E Pi→ f 0 → 1 1→ 2 0 → 2 0 → 3 1 → 3 2 → 3 0→ 4 1 → 4

Morse 2.46(-4)†

2 Algebraico 3.94(-4)

Ratio 0.62

Morse 7.31(-3) 1.25(-3) 2.30(-6)

3 Algebraico 9.78(-3) 1.22(-3) 3.30(-6)

Ratio 0.74 1.02 0.69

Morse 3.15(-2) 2.28(-2) 1.85(-4) 1.18(-7) 3.07(-5) 5.29(-3) 1.37(-11)

4 Algebraico 3.69(-2) 2.19(-2) 2.18(-4) 9.95(-8) 2.01(-5) 3.35(-3) 2.28(-12)

Ratio 0.85 1.04 0.84 1.19 1.52 1.58 6.58

Morse 7.39(-2) 8.15(-2) 1.66(-3) 1.17(-5) 1.22(-3) 5.47(-2) 1.95(-8) 3.12(-6)

5 Algebraico 7.79(-2) 7.45(-2) 1.65(-3) 8.42(-6) 8.24(-4) 3.93(-2) 6.19(-9) 9.61(-7)

Ratio 0.95 1.09 1.01 1.39 1.48 1.39 3.15 3.25

Morse 1.29(-1) 1.67(-1) 6.65(-3) 1.49(-4) 8.41(-3) 1.58(-1) 1.48(-6) 1.38(-4)

6 Algebraico 1.25(-1) 1.46(-1) 5.69(-3) 9.21(-5) 5.33(-3) 1.17(-1) 4.84(-7) 4.73(-5)

Ratio 1.03 1.15 1.17 1.62 1.58 1.35 3.06 2.92

Morse 2.45(-1) 3.18(-1) 3.38(-2) 2.72(-3) 5.72(-2) 3.34(-1) 1.61(-4) 5.16(-3)

8 Algebraico 2.16(-1) 2.76(-1) 2.42(-2) 1.29(-3) 3.59(-2) 2.83(-1) 3.55(-5) 1.77(-3)

Ratio 1.13 1.15 1.40 2.10 1.59 1.18 4.54 2.91

E P1→F 2 → 4 3→ 4 0 → 5 1 → 5 2 → 5 3 → 5 4→ 5 5 → 6

Morse 4.68(-9) 3.51(-6)

4 Algebraico 5.31(-10) 4.59(-7)

Ratio 8.81 7.64

Morse 2.77(-4) 1.92(-2) 2.95(-10) 3.65(-8) 4.47(-6) 9.12(-4)

5 Algebraico 9.41(-5) 8.65(-3) 1.45(-11) 1.97(-9) 3.25(-7) 1.26(-4)

Ratio 2.94 2.22 20.30 18.52 13.75 7.23

Morse 5.64(-3) 1.17(-1) 4.95(-9) 7.01(-7) 4.56(-5) 1.98(-3) 5.97(-2) 1.30(-2)

6 Algebraico 2.27(-3) 6.56(-2) 5.95(-10) 8.17(-8) 6.34(-6) 3.83(-4) 2.07(-2) 1.75(-3)

Ratio 2.48 1.78 8.31 8.66 7.2 5.15 2.88 7.43

Morse 6.39(-2) 3.32(-1) 7.44(-6) 3.24(-4) 5.77(-3) 5.76(-2) 3.17(-1) 2.84(-1)

8 Algebraico 3.38(-2) 2.63(-1) 5.02(-7) 3.81(-5) 1.29(-3) 2.37(-2) 2.19(-1) 1.56(-1)

Ratio 1.89 1.26 14.8 8.5 4.48 2.43 1.44 1.82

† El número entre paréntesis indica la potencia de diez por la que debe multiplicarse el entero.

Tabla 6.8: Intensidades de transición involucradas en la colisión colineal del sistema H2 + He después de ajustar las intensidades P0→1. Los pará-
metros son m = 0.667, αeff = 0.3227, D = 9.3, R = 0.386. Se tomó el criterio χ2 para obtener R y se consideró αeff = 0.3227 con α3 6= 0
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Capítulo 7

Conclusiones y perspectivas

S e estableció una reformulación del modelo U (ν+ 1) para describir vibraciones moleculares,
lo cual permitió establecer su correspondecia con las descripciones usuales en términos de

coordenadas y momentos. Para ello fueron introducidos los generadores del grupo su(2) designa-
dos por b̂†

i (b̂i ), los cuales tienen la propiedad de preservar la representación totalmente simétrica

del grupo dinámico U (ν+1), además de reducirse a los operadores bosónicos â†
i (âi ) en el límite

armónico. Esta aproximación permite construir cualquier interacción sin usar técnicas de grupos
continuos. El mismo procedimiento para construir el Hamiltoniano en la base armónica se usa
en el esquema del modelo u(ν+1), con la ventaja de que todas las interacciones pueden identifi-
carse. Esto permitió establecer un procedimiento para el cálculo de superficies de energía poten-
cial. En particular se aplicó la nueva reformulación al caso de moléculas piramidales. La conexión
antes mencionada, aunque aproximada, establece los fundamentos para el estudio de modelos
algebraicos similares que tienen la interpretación de incorporar los grados de libertad ya sea roto-
vibracionales de moléculas diatómicas o bién los modos de flexión de moléculas lineales. Acual-
mente esto se está explorando.

Basado en la nueva reformulación del modelo U (ν+1), establecimos una aproximación para
obtener constantes de fuerza asociadas a superficies de potencial de Born-Oppenheimer. La idea
básica consiste en identificar las expresiones (4.45) como primera aproximación de la represen-
tación algebraica de las coordenadas locales y los momentos asociados. Con esta identificación
podría ser necesario simetrizar para obtener el Hamiltoniano correcto. Esta aproximación nos
permite construir interacciones relevantes partiendo del Hamiltoniano en el espacio de configu-
ración. Nótese que con esto se extiende la versión anterior del modelo [20, 76, 78, 79] a cualquier
interacción con operadores anarmónicos. Como ejemplo presentamos los modos de tensión de
la arsina y la estibina. Obtuvimos todas las constantes de fuerza involucradas hasta cuarto orden
con la restricción de conservación de poliada.

La conexión del modelo algebraico u(ν+ 1) con el espacio fase también permitió establecer
una representación algebraica del operador de momento dipolar partiendo del las funciones de
Mecke dadas en términos de las coordenadas locales. Fue posible obtener una expresión general
para las componentes del momento dipolar. Nuestro método difiere del propuesto en la Ref. [78],
donde un operador tensorial específico tiene que definirse para cada tipo de estado local, además
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de la desventaja de ser inconsistente con el hecho de que el operador de transición debe de de-
pender sólo de las coordenadas.

Describimos el espectro de energía de la estibina en el esquema de la reformulación del mo-
delo U (ν+ 1). Partiendo del Hamiltoniano en términos del coordenadas locales obtuvimos una
representación algebraica del Hamiltoniano en términos de las relaciones (4.45). El Hamiltoniano
resultante lo diagonalizamos en una base adaptada por simetría (4.5). A partir de los paráme-
tros espectroscópicos obtuvimos las constantes de fuerza. Esta aproximación tiene la ventaja de
que estamos tomando efectos anarmónicos desde el principio a través de los operadores (3.146),
además de que se mantiene la conexión con la descripción tradicional en el espacio de configu-
raciones. Los datos experimentales disponibles son muy escasos para poder investigar la invaria-
bilidad isotópica de la superficie obtenida. La desviación rms que obtuvimos fue de 1.27 cm−1 en
donde se tomaron en cuenta 23 energías experimetales hasta poliada 14. En el ajuste se desprecia-
ron casi todas las interacciones de orden cuártico. Solo se mantuvieron los operadores de número
que toman en cuenta efectos anarmónicos. Las constantes de fuerza calculadas están de acuerdo
con estudios previos.

Una de las ventajas de nuestro método es que nos provee de asignaciones tanto locales como
normales. En general las etiquetas locales obtenidas están de acuerdo con las citadas en la refe-
rencias Lummila et al [96]. Otra característica importamte de nuestra aproximación es que nos
permite tomar ventaja de las constantes de fuerza obtenidas a primeros principios para conside-
rar las interacciones tipo Fermi, del mismo modo que en la descripción de Lummila et al. Este
hecho nos permitió hacer el ajuste en forma confiable. La comparación de nuesta descripción con
trabajos previos en la molécula de estibina usando la aproximación de grupos unitarios, nos per-
mite resaltar la importacia de tener la conexión con el espacio de configuraciones.

Basándonos en nuestra reformulación del modelo U (ν+1) también presentamos la descrip-
ción del espectro de energía de la arsina. Presentamos dos ajustes, el primero incluye energías
hasta poliada 10 con una desviación rms de 2.68 cm−1. En este ajuste se despreciaron todos los
términos cuadráticos de flexión. Esta simplificación se nota en el hecho de que las diferencias
relativas de energía en los sobretonos de flexión son altas. Realizamos un segundo ajuste hasta
poliada 12 y obtuvimos un rms de 3.58 cm−1. En este caso el Hamiltoniano propuesto es el mismo
que en la Ref [91]. Si se consideran más términos entonces el ajuste se vuelve inestable. En los dos
ajustes calculamos constantes de fuerza y se obtubieron resultados comparables a reportados en
estudios previos.

Estamos convencidos de que la aplicación del modelo U (ν+1) que hemos presentado deja en
claro la ventaja de nuestro método para describir vibraciones sobre el de proponer Hamiltonianos
efectivos en el marco de formulaciones previas de este modelo [79, 104]. Dentro de nuestro es-
quema no es necesario contar con conocimientos previos de teoría de grupos continuos, lo cual
lo hace accesible a la comunidad de espectroscopistas, dada su comparación biunívoca con los
Hamiltonianos tradicionales en técnicas de osciladores armónicos interactuantes.
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Capítulo 7. Conclusiones y perspectivas

Como segunda parte de la tesis, presentamos un modelo algebraico para describir la colisión
átomo-diátomo dentro del esquema la aproximación semiclásica. La idea básica consiste en trans-
formar el problema original de tres cuerpos a una descripción dependiente del tiempo en el diá-
tomo, introduciendo la trayectoria clásica del proyectil. Las probabilidades de excitación las obtu-
vimos integrando el conjunto de ecuaciones diferenciales dependientes del tiempo. Comparamos
los resultados que se obtienen de la aproximación semiclásica exacta con los que se generan a
través de la aproximación algebráica, en la cual la interacción dependiente del tiempo se expresa
como una combinación lineal de los generadodes del álgebra su(2). La parte crucial del mode-
lo consiste en el método de minimización para obtener los coeficientes dependientes del tiempo
del potencial de interacción. Como el potencial de interacción se expresa como combinación lin-
eal de los generadores, el operador de evolución es una representación unitaria de elementos del
grupo SU (2), es decir, están dados en términos de las exponenciales de los generadores del grupo,

en particular de una sola matriz d j

mm′ (β) de Wigner. Esto es muy importante debido a que por

primera vez se expresa la dependencia del argumento de las funciones de Wigner d j
mm′(β) con los

parámetros dinámicos. Previamente sólo se habían hecho estudios cualitativos o predicciones de
algunas intensidades.

Comparamos nuestra aproximación con la descripción semiclásica exacta. Analizamos tres
sistemas que presentan diferentes grados de anarmonicidad. El sistema más armónico Br2+(H2),
cercano al límite súbito del modelo reproduce bien todas las intensidades de transición. Para el
sistema más anarmónico, alejado del límite súbito, como el N2+(N2), la descripción algebraica
aún es razonable. Para el sistema menos armónico como H2+He las excitaciones de un cuanto
se describen bien, aunque excitaciones involucrando un alto número de cuantos están sobrees-
timadas en el modelo algebraico. Esto es debido a la presencia de términos en la interacción que
excitan diferentes cuantos.

La introducción de nuestro formalismo del operador de densidad nos provee de un esquema
general donde se pueden tomar en cuenta diferentes pesos para los estados cuánticos del diátomo.
Esto amplía la posibilidad de considerar estados excitados por efecto de la temperatura. Además,
este formalismo puede aplicarse a la colisión colineal entre diferentes sistemas moleculares, por
ejemplo la colisión entre dos moléculas diatómicas y la de una molécula triatómica con un átomo.
Es preciso enfatizar, sin embargo, que en estos sistemas es necesario introducir un álgebra aprox-
imada. Esto está bajo investigación.

Un resultado interesante de nuestra aproximación es que por primera vez se presenta un es-
quema completo del modelo algebraico su(2) para describir la colisión colineal entre un átomo
con un potencial de Morse. Nuestro modelo también fue usado para reproducir las probabili-
dades de transición obtenidas mediante cálculos mecánico cuánticos exactos obtenidos por Clark
y Dickinson [31, 105]. Los resultados son satisfactorios ya que no sólo se logra describir las inten-
sidades, sino que la descripción que se logra es mucho mejor a las anteriormente reportadas.

En principio se puede plantear el formalismo de la colisión átomo-diátomo dentro del marco
del grupo dinámico SU (1,1). Debido a que este grupo contiene los estados del continuo del po-
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tencial de Morse, es posible obtener una fórmula cerrada para las probabilidades de disociación.
Este estudio se llevó a cabo, pero sin éxito, debido a que no fue posible reproducir las probabili-
dades de transición en el sistema anarmónico H2-He. Esto es debido a la aproximación lineal en el
potencial de interacción. El tomar dicha aproximación implica que en el espacio de configuración
las oscilaciones son pequeñas. Pero esto está en contradicción con el propósito de tomar en cuen-
ta estados altamente excitados cercanos a la disociación, lo que explica la incapacidad del álgebra
su(1,1) para usarse dentro de este esquema.
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Capítulo 8

APÉNDICE

8.1. Elementos de matriz de G(q) para moléculas piramidales de
tipo XH3

En este apéndice se presenta los elementos de matriz de G(q) para moléculas piramidales de
tipo XH3 tomando coordenadas internas de desplazamiento (5.2). De la definición

gqαqβ
(q) =

∑

ζ

∑

i

1

mi

∂qα

∂xiζ

∂qβ

∂xiζ
; ζ= x, y, z; i = 1, ...,4; (8.1)

obtenemos los siguentes elementos

gq1q1 = 1

mX
+ 1

mH
, (8.2a)

gq1q2 = 1

mX
cosθ4, (8.2b)

gq1q4 = − 1

mX

re

r2
sinθ4, (8.2c)

gq1q5 = − 1

mX

re

sinθ5
[
cosθ4

r3
+ cosθ6

r2
−cosθ5(

cosθ4

r2
+ cosθ6

r6
)], (8.2d)

gq4q4 = r 2
e [

1

mX
(

r 2
1 + r 2

2 −2r1r2 cosθ4

r 2
1 r 2

2

)+ 1

mH
(

1

r 2
1

+ 1

r 2
2

)], (8.2e)

gq4q5 = 1

mX

r 2
e

r 2
1 sinθ4 sinθ5

[cosθ6(1− r2 cosθ5

r3
− r2 cosθ4

r1
−

r 2
2 cosθ4 cosθ5

r1r3
)

+
r 2

2

r1r2

+ r2 cosθ4 cosθ5(− 1

r2
+ cosθ4

r1
+ cosθ5

r3
−

r 2
2

r1r3
(cos2θ4 +cos2θ5))]

+
r 2

e

mH r 2
2 sinθ4 sinθ5

(cosθ6 −cosθ4 cosθ5). (8.2f)
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sección 8.1 elementos de matriz de g(q) para moléculas piramidales de tipo xh3

aquí θ corresponde a los diferentes ángulos ∠H X H , mientras que mX y mH son las masas de los
átomos X ( en nuestro caso 75 As o Sb) y la masa de 1H , respectivamente.
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Abstract

An alternative formulation of the unitary group approach based on the dynamical algebra u (m + 1) to describe vibrational excitations
of m equivalent oscillators is proposed. Instead of providing the expansion of the Hamiltonian in terms of invariant Casimir operators
associated with chains of groups, we introduce in addition to the bosonic operators âyi ðâiÞ a set of m operators b̂yi ðb̂iÞ, in terms of which
any dynamical variable can be expanded. The introduction of these operators has the advantage that in the harmonic limit the familiar
creation and annihilation operators âyi ðâiÞ for the harmonic oscillator are recovered. This approach allows to establish a one to one cor-
respondence with the interactions in configuration space in the harmonic limit. In the framework of this formalism, a representation of
the Hamiltonian in terms of both normal and local operators can be established from the outset. With the purpose of showing the advan-
tages of our formulation the case of pyramidal molecules is illustrated in detail. We compare our analytical description to previous spec-
troscopic studies for the specific case of stibine.
� 2006 Elsevier Inc. All rights reserved.

Keywords: Unitary group approach; Local model; Vibrational excitations
1. Introduction

Since unitary transformations represent a fundamental
concept in quantum mechanics, unitary groups are expect-
ed to be relevant in the description of many body systems.
In fact bilinear products of fermionic or bosonic operators
form sets of generators of unitary groups, which constitute
the dynamical group of a great variety of the systems. In
particular great attention has been paid to the description
of electronic degrees of freedom in atoms and molecules
[1–3,5], nuclear physics [6], subnuclear physics [7], and also
to the vibrational degrees of freedom [5,11]. When the
vibrational excitations are described in terms of a basis of
harmonic oscillators, unitary groups appear in natural
form [4,5]. Bilinear products of creation and annihilation
operators of a set of m oscillators in n dimensions constitute
0022-2852/$ - see front matter � 2006 Elsevier Inc. All rights reserved.
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* Corresponding author. Fax: +52 55 56162233.
E-mail address: renato@nucleares.unam.mx (R. Lemus).
the generators of the symmetry group of the system U (mn),
while sp (2mn,R) is the corresponding dynamical group
[4,8]. A set of harmonic oscillators presents an infinite
number of states, which explains the appearance of a
non-compact group as a dynamical group. It is possible
to work out with compact dynamical groups if the space
of harmonic oscillators is cut off. To achieve this goal an
extra boson is added in such a way that the totally symmet-
ric representation (total number of bosons) of the unitary
group is fixed. This approach was for the first time pro-
posed in the context of the description of collectives states
of nuclei [9,10]. Latter on the same idea was applied by Iac-
hello et al. [11] in the field of molecular physics to describe
the rotation–vibration excitations of molecular systems. A
model using this approach to describe only vibrational
excitations was developed by Michelot and Moret-Bailly
[15]. In the framework of this approach for a set of m equiv-
alent oscillators, the dynamical group becomes U (m + 1).
In the context of the vibrational degrees of freedom the rel-
evance of this approach is not the restriction of the space

mailto:renato@nucleares.unam.mx
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by itself but the fact that this treatment allows to introduce
anharmonicities from the outset. The one-dimensional ver-
sion of this approach consists in treating each oscillators in
terms of an su (2) algebra, a description which turns out
equivalent to the algebraic treatment of a Morse oscillator
[12]. The two-dimensional version in terms of the dynami-
cal algebra u (2 + 1) is particularly relevant in the descrip-
tion of the local degenerate bending modes of linear
molecules, where degenerate local oscillators are involved
[13].

The u (m + 1) algebras have been applied to describe the
rotation–vibration of molecules [11,14], but we shall concen-
trate on their application to vibrational excitations only. The
description of vibrational excitations of a set of equivalent
oscillators in terms of u (m + 1) algebras was first developed
by Michelot and Moret-Bailly [15], and later on was further
analyzed to include the local subgroup K (m) in order to intro-
duce the most important local interactions as a part of an
expansion of the Hamiltonian in terms of Casimir operators
[16]. This approach has been applied to several molecular
systems, for instance tetrahedral [17] and pyramidal mole-
cules [18,19], and is based on the methodology of algebraic
techniques where a chain of groups provides the basis as well
as the interactions of the Hamiltonian through the Casimir
operator associated with different chains [5].

An algebraic approach has the advantage that it pro-
vides particular analytical solutions through the concept
of dynamical symmetry [5]. Dynamical symmetries may
represent zeroth order approximations to the complete
problem. For example, for the case of two interacting oscil-
lators the two possible dynamical symmetries are associat-
ed with the normal and local schemes [12]. However, as the
number of oscillators increases the number of interactions
become so large that the Casimir operators are not enough
to provide a complete set of interactions. On the other
hand, in contrast to nuclear and subnuclear physics, in
molecular structure theory the relevant interactions are
well known and consequently an approach where such
interactions are constructed in a straightforward way is
more convenient. When this is the case the relation between
the parameters associated with the local and normal
schemes can be established. A model with this feature is
the algebraic representation of a set of interacting Morse
and/or Pöschl-Teller oscillators [20–23].

In this work, a different point of view of the u (m + 1)
approach is proposed in which, instead of expressing the
interactions in terms of Casimir operators, the Hamiltoni-
an is expanded in terms of operators either in a local or a
normal representation, in such a way that in the harmonic
limit a connection with the Hamiltonian in configuration
space may be established. To achieve this goal we identify
the generators of m-su (2) subgroups of u (m + 1), which in
the harmonic limit reduce to Wyle algebras. This approach
has the remarkable feature that every Hamiltonian written
in terms of creation and annihilation operators of harmon-
ic oscillators can be translated into the u (m + 1) approach,
in such a way that in the harmonic limit both treatments
coincide. In addition, from our point of view it is not nec-
essary to master group theoretical techniques developed for
continuous groups.

This paper is organized as follows. The traditional
u (m + 1) model is briefly presented in Section 2. The refor-
mulation of the u (m + 1) approach in terms of m-su (2) sub-
groups associated with the m-oscillators is established in
Section 3. Section 4 is devoted to establish a symmetriza-
tion procedure of the local basis as well as to present a nor-
mal basis. In Section 5, an example concerning pyramidal
molecules is analyzed. Finally, our summary and conclu-
sions are given in Section 6.

2. u (m + 1) dynamical algebra

Let us start considering a system of m equivalent non-in-
teracting harmonic oscillators. Associated with the ith
oscillator we have creation âyi and annihilation âi operators,
which allows to express the Hamiltonian in the form:

Ĥ ¼ hx
2

Xm

i¼1

ðâyi âi þ âiâ
y
i Þ; ð1Þ

with eigenkets

jn1; n2; . . . ; nmi ¼
1ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiQm
j

nj!

s Ym

i

ðâyi Þ
ni j0i. ð2Þ

The symmetry group of this system is U (m) whose genera-
tors are given by

Ĉj
i ¼ âyi âj; ð3Þ

with commutation relations

½Ĉj
i ; Ĉ

q
p� ¼ Ĉq

i dp;j � Ĉj
pdq;i. ð4Þ

The kets (2) are associated with the canonical chain [3]

UðmÞ � Uðm� 1Þ � Uðm� 2Þ � . . . Uð1Þ ð5Þ
In the framework of the U (m + 1) approach an additional ŝ
boson is added. In this case, we have the canonical chain

Uðmþ 1Þ � UðmÞ � Uðm� 1Þ � . . . Uð1Þ. ð6Þ
Associated with this chain we have the kets

j½N �; n1; n2; . . . ; nm; nsi ¼
1ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ns!
Qm

j
nj!

s ðŝyÞns
Ym

i

ðâyi Þ
ni j0i; ð7Þ

which are characterized by the total number of quanta N,
whose corresponding operator is given by

N̂ ¼ n̂þ n̂s ð8Þ
with

n̂ ¼
Xm

i¼1

âyi âi; ð9aÞ

n̂ ¼ ŝyŝ. ð9bÞ
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The total number of bosons fixes the totally symmetric rep-
resentation [N] of the group U (m + 1), and because of the
relation (8) we can rewrite the kets (7) in the form

j½N �; n; n1; n2; . . . ; nmi � j½N �; n1; n2; . . . ; nm; nsi. ð10Þ
The generators of the group U (m + 1) are given by

Ĉj
i ¼ ĉyi ĉj; ĉi ¼ âi; i ¼ 1; . . . ; m; ĉmþ1 ¼ ŝ; ð11Þ

with commutation relations (4) including the extra boson
ŝyð̂sÞ. The addition of the boson ŝ together with the fact
that the representation [N] is fixed, makes the unitary
group U (m + 1) a dynamical group for the set of m
oscillators.

The traditional approach to describe the m interacting
oscillators consists in expanding the Hamiltonian in terms
of Casimir operators associated with the different possible
chains of the dynamical group U (m + 1). In particular the
chain used for non linear molecules is [16]

Uðmþ 1Þ � UðmÞ � KðmÞ � Sm � Gp; ð12Þ

where Sm is the symmetric group and Gp is the molecular
point group of order p. Besides N̂ , the Casimir operators
in chain (12) contain only the operators âyi ðâiÞ, which
means that a harmonic representation for the interactions
is implicit. Anharmonic effects involving the ŝ boson are
considered either by taking into account Casimir operators
of orthogonal subgroups or by constructing the interac-
tions explicitly. Hence in this description the Hamiltonian
contains operators âyðâÞ whose action over the basis (10)
corresponds to the harmonic oscillator matrix elements,
but also other interactions may be possible which take into
account anharmonic effects through the bosons ŝyðŝÞ. A
fundamental aspect of proposing a chain of groups is that
it provides a basis obtained from the simultaneous diago-
nalization of Casimir operators. This advantage is not pro-
vided by (12), since the molecular point group labels are
introduced by projection of the functions (7) and not by
the diagonalization of a complete set of commuting
operators.

In the next section, we start by introducing operators for
each oscillator associated with an su (2) algebra which
allows to expressed the Hamiltonian in a unified form. Lat-
ter on an approach for constructing a symmetry adapted
basis is proposed.

3. Additional aspects of the U (m + 1) approach

The su (m + 1) spectrum generating algebra allows to
express any dynamical variable in terms of the generators
(11). In particular, we can expand the Hamiltonian of the
system in the following form:

Ĥ ¼
X

i;j

aijĉ
y
i ĉj þ

X
i;j;k;l

bijklĉ
y
i ĉ
y
j ĉk ĉl þ � � � ; ð13Þ

where aij, bijkl and so on, are parameters to be deter-
mined. A Hamiltonian with the general form (13) may
not be appropriate and/or consistent with a given system.
Concerning the description of vibrational excitations, the
Hamiltonian expansion must satisfy the following
features:

(1) It must be Hermitian: Ĥ y ¼ Ĥ .
(2) The interactions involved in the Hamiltonian must
preserve the totally symmetric representation [N] of
the U (m + 1) dynamical group.
(3) The Hamiltonian must be invariant under transfor-
mations of the symmetry group.
(4) In case a polyad P is considered as a pseudo quan-
tum number, the Hamiltonian must preserve P.

The reason why the Hamiltonian is expanded in terms of
Casimir operators associated with chain (12) is that the first
three conditions given above are satisfied from the outset,
but also because of the possibility to take advantage of
the dynamical symmetry concept. However, the number
of subgroups is limited and consequently it is impossible
to express all the vibrational interactions in terms of Casi-
mir operators associated with the allowed different chains
of groups. It is thus convenient to account for an approach
that permits to construct any interaction with a one to one
correspondence to the interactions expressed in an algebra-
ic harmonic basis. In this case, we would have the advan-
tage of being able to set up in the su (m + 1) model the
interactions equivalent (equal in the harmonic limit) to rel-
evant interactions in configuration space and vice versa;
given an important interaction in the su (m + 1) space we
could establish the translation into configuration space in
the harmonic limit. We thus proceed to establish the
approach to achieve this goal.

From the generators (11) of the unitary group U (m + 1),
we identify m-su (2) subalgebras with generators

Ĵ i;þ ¼ ŝâyi ð14aÞ
Ĵ i;� ¼ ŝyâi; ð14bÞ
Ĵ i;0 ¼ �1

2
ðŝyŝ� âyi âiÞ; ð14cÞ

with the usual angular momentum commutations relations

½Ĵ i;þ; Ĵ i;�� ¼ 2Ĵ i;0; ½Ĵ i;0; Ĵ i;�� ¼ �Ĵ i;�. ð14dÞ

For the sake of physical considerations, it is convenient to
introduce the normalized operators

b̂yi �
Ĵ i;þffiffiffiffi

N
p ; b̂i �

Ĵ i;�ffiffiffiffi
N
p ; ð15Þ

which satisfy the commutation relations

½b̂i; b̂
y
j � ¼ dij �

1

N
½n̂dij þ âyj âi�. ð16Þ

In particular

½b̂i; b̂
y
i � ¼ 1� 1

N
½n̂þ n̂i� ¼ �

2

N
Ĵ i;0; ð17Þ

from which we have that the projection of the angular
momentum takes the values
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m ¼ N
2
;
N
2
� 1

2
;
N
2
� 1; � � � ;�N

2
; ð18Þ

although with multiple degeneracies. The action of these
operators over the kets (10) is the following:

b̂yi j½N �; n; n1; n2; . . . ; nmi ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ðni þ 1Þð1� n

N
Þ

r
j½N �; nþ 1; n1; . . . ; ni þ 1; . . . ; nmi; ð19aÞ

b̂ij½N �; n; n1; n2; . . . ; nmi ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
nið1�

n� 1

N
Þ

r
j½N �; n� 1; n1; . . . ; ni � 1; . . . ; nmi; ð19bÞ

while for the operators âyi ðâiÞ
âyi j½N �; n; n1; n2; . . . ; nmi ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ðni þ 1Þ

p
j½N �; nþ 1; n1; . . . ; ni þ 1; . . . ; nmi; ð20aÞ

âij½N �; n; n1; n2; . . . ; nmi ¼
ffiffiffiffi
ni
p

j½N �; n� 1; n1; . . . ; ni � 1; . . . ; nmi. ð20bÞ

From these results it is clear that the harmonic limit corre-
sponds to N fi1, as expected. In fact, from (19b) we obtain

lim
N!1

b̂yi ¼ âyi ; lim
N!1

b̂i ¼ âi; ð21Þ

and consequently

lim
N!1
½b̂i; b̂

y
j � ¼ dij. ð22Þ

When a sets of equivalent oscillators are present in the
vibrational description, a u (m + 1) algebra is introduced
for each equivalent set, so that the dynamical algebra is
given by the direct product

u1ðm1 þ 1Þ � u2ðm2 þ 1Þ � . . .� uaðma þ 1Þ. ð23Þ

In this case a total number of bosons Ni is associated with
each space, which in turn is related to the dissociation limit
of the corresponding internal coordinates.

Let us now consider the construction of the Hamiltoni-
an according to the rules given at the beginning of this sec-
tion: (a) Since the operators fb̂yi ; b̂ig as well as fâyi ; âig are
Hermitian conjugate, the Hermiticity property is satisfied
in a straightforward way: we just establish the interaction
and add the Hermitian conjugate when necessary. (b) Con-
cerning the conservation of the total number of bosons Ni,
we can consider individual operators b̂yi ðb̂iÞ since they con-
serve by themselves the representation [Ni] of the corre-
sponding group, but in contrast the operators âyi ðâiÞ must
be included in pairs of creation and annihilation operators.
(c) The invariance of the Hamiltonian is attained either by
symmetrizing local operators or by successive coupling of
tensors, a procedure that we explain thereafter. d) The
interactions conserving the polyad are constructed follow-
ing the same rules that in the set of m harmonic oscillators.

3.1. Normal mode Hamiltonian

A Hamiltonian may be represented either in a local or a
normal scheme. We shall start analyzing the normal mode
scheme. We first introduce the tensors
T̂ yqC;c
x ¼

Xm

i

ax;qC;c
i âyi ; ð24Þ

where C and c label the irreducible representation (irrep)
and component, respectively. q is a multiplicity index that
accounts for the existence of several tensors carrying the
same irrep in the same space x. In pyramidal molecules,
for instance, x distinguishes the space of stretching coordi-
nates from the space of bending coordinates, while
C = A1,E and q = 1 (no multiplicity of irreps) for both
spaces. Note that there are as many tensors (24) as normal
modes. Tensors of the type (24) correspond to the normal
operators âyx;C;c defined in [15].

In addition, we introduce the tensors

V̂ yqC;c
x ¼

Xm

i

ax;qC;c
i b̂yi ; ð25Þ

whose coefficients are the same as those appearing in (24),
and they are trivially obtained from the projection for the
one quantum states. In the harmonic limit, according to
(21), we have

lim
N!1

V̂ yqC;c
x ¼ T̂ yqC;c

x ; ð26Þ

which implies that two interactions, one constructed in
terms of T̂ -tensors and another using V̂ -tensors involving
the same couplings, cannot be included as part of the Ham-
iltonian. The Hamiltonian is thus expanded in terms of suc-
cessive couplings of tensors (24) on one hand, and tensors
(25) on the other. We should remark that as long as the ten-
sors (25) are not used, the description is equivalent to using
the basis (2). Hence we should say that the model u (m + 1)
is really applied only when the tensors (25) are involved in
the description.

3.2. Local mode Hamiltonian

Concerning the local representation of the Hamiltoni-
an, we may follow the same procedure as in the case of a
harmonic basis. We propose local interactions in terms
of bosonic creation and annihilation operators (number
operators, Darling-Dennison, Fermi-like operators) and
thereafter symmetrize by applying the projection
operator

P̂A1 ¼
X
R2G

ÔR ð27Þ

and add the Hermitian conjugate. In (27), the label A1

stands for the totally symmetric irrep of the molecular
point group G, while ÔR is one of the operators isomorphic
to the elements of G. The resulting interactions are translat-
ed into the U (m + 1) model by identifying the operators
either with âyðâÞ or b̂yðb̂Þ, taking care that the total number
of bosons are conserved. In Section 5, we shall present an
example. But before proceeding to analyze a particular sys-
tem, we briefly explain how to obtain a symmetry adapted
basis.
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4. Basis functions

One of the reasons a basis associated with chain (12) is
proposed to diagonalize the Hamiltonian is that the sym-
metry group is contained in it and consequently the set of
functions defines invariant subspaces characterized by their
irreps. Unfortunately the procedure used to obtain this
basis consists basically in projecting a direct product of
functions (10) associated with the canonical chain (6),
which makes unnecessary to consider the chain (12) to set
up a symmetry adapted basis. This fact is important
because we do not have to be familiar with continuous
groups in order to apply the U (m + 1) model.

The usual projection technique appearing in textbooks
of group theory and used in [15–19] is based on the appli-
cation of the projection operator [24]

P̂C
a ¼

X
R2G

DðCÞaa ðRÞ
	
ÔR; ð28Þ

where C stands for the irrep of G and DC(R) is an explicit
matrix representation of R 2 G. This approach, however,
is not by far the best projection method. Actually it is
quite inefficient since a sum over all the elements of the
group is involved and multiple projections are in general
necessary due to the fact that some projections may van-
ish. The most powerful and elegant method to obtain the
symmetry adapted functions is the eigenfunction method
[25], which consists in diagonalizing simultaneously a
complete set of commuting operators associated with a
chain of groups. We shall not present the method here
since it can be found in [25] or in a simplified version fo-
cused on applications to vibrational excitations in [26].
We just point out that after the projection of the direct
product of functions

jf½N �gfng; fnigi � j½N 1�n1; fn1igi � . . .

� j½N a�na; fnaigi ð29Þ

associated with canonical chains (6) for the different sub-
spaces, we obtain

jf½N �gfng; qC; ci ¼
X
fnig

AfNg;fng;qC;c
fnig jf½N �gfng; fnigi; ð30Þ

where {N} stands for the set of boson numbers Ni associat-
ed with the different equivalent oscillators (i.e., stretching
and bending degrees of freedom in pyramidal molecules),
{n} refers to the set of different total number of quanta
(9b), while q is a multiplicity label which takes into account
that the Cth irrep may appear several times. We should
note that the symmetry transformations leave invariant
the set {n} and consequently the projection is worked out
in similar fashion to the set of harmonic oscillators. The
diagonalization of the matrix representation of the Hamil-
tonian in the basis (30) gives rise to eigenvectors of the
form

jf½N �g; C; cii ¼
X
fng;q

BC;c;i
q;fngjf½N �gfng; qC; ci. ð31Þ
Substitution of (30) into (31) provides the eigenvectors in
terms of the local basis (10)

jf½N �g; C; cii ¼
X
fng;fnig

CC;c;i
fng;fnigjf½N �gfng; fnigi; ð32Þ

where

CC;c;i
fng;fnig ¼

X
q

AfNg;fngqC;c
fnig BC;c;i

q;fng. ð33Þ

In this scheme, the maximum component in the expansion
(32) provides the local label assignment. In general, howev-
er, the eigenstates may also present normal character and
consequently it is convenient to establish an approach,
although approximate, to provide the corresponding labels.
To achieve this goal we start introducing the number
operators

n̂xqC ¼
ffiffiffiffiffi
nC
p ½T̂ yqC

x � T̂ qC
x �

A1 ; ð34Þ

which are obtained by coupling the tensors (24) with their
Hermitian conjugates to the totally symmetric representa-
tion A1. Again x denotes the corresponding space (i.e.,
stretching and bending degrees of freedom in pyramidal
molecules). The simultaneous diagonalization of the ma-
trix representation of the set of operators fn̂xqCg in the ba-
sis (30) provides a set of functions isomorphic to the
normal basis characterized by the l modes of the system
[26]

jf½N �g; fng; v1; v2; . . . ; vl; flg;C; ci
� jf½N �g; fng; fvig; flgC; ci 
 jfmigi; ð35Þ

with

n̂ijf½N �g; fng; v1; v2; . . . ; vl; flgC; ci
¼ vijf½N �g; fng; v1; v2; . . . ; vl; flgC; ci; ð36Þ

where in this expression i = {x,q,C} and {l} stands for
the set of vibrational quantum numbers associated with
the degenerate vibrational modes. The basis set (35) is iso-
morphic but not equal to the normal basis because the
tensors (24) are characterized by only one subspace, and
we know that in general a normal basis involves several
subspaces. Most of the times, however, the contribution
of one of these subspaces dominates and consequently
the isomorphism can be established. The quantum num-
bers {vi} correspond to the eigenvalues of the set fn̂xqCg
written according to the standard order for the normal
quantum numbers {mi}. The explicit form of our ‘‘normal

basis’’ is then given by the following expansion in terms of
(30):

jf½N �g; fng; fvig; flgC; ci ¼
X

q

DqC;c
fvig;flgjf½N �g

� fng; qC; ci. ð37Þ

and in terms of the local functions (29)
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jf½N �g; fng; fvig; flgC; ci ¼
X
fnig

MfngC;c
fvig;flg;fnig jf½N �g

� fng; fnigC; ci; ð38Þ

where

MfngC;c
fvig;flg;fnig ¼

X
q

AfNg;fngqC;c
fnig DqC;c;i

fvig;flg. ð39Þ

The matrix M provides us with the transformation between
the local and the approximate normal basis.

In the normal scheme the jth eigenvector of the Hamil-
tonian is given in terms of a linear combination of the nor-
mal basis (37)

j½N �; C; cij ¼
X

fng;fvig;flg
GC;c;j
fngfnigflgjf½N �g; fng; fvig; flgC; ci.

ð40Þ
The maximum component in (40) provides approximate
normal labels. This approach has the advantage that
the substitution of (38) into (40) gives the eigenvectors
in terms of the local basis (30), which means that both
label schemes are available. The normal labeling is of
course approximate, but it may help to the assignment
of states. This method is completely analog to the ap-
proach followed in the case of a set of Morse oscillators
[26,27].

5. Pyramidal molecules

As an example, we shall consider the description of
vibrational excitations of pyramidal molecules. In Fig. 1,
we display the local internal coordinates in which the first
set (x = s, i = 1,2,3) corresponds to the space of stretching
oscillators, while the set (x = b, i = 4,5,6) stands for the
space of bending oscillators. Since in this case we have
two spaces the dynamical algebra corresponds to the direct
product
Fig. 1. Internal coordinates used to describe the vibrational degrees of
freedom of pyramidal molecules. The subindex associated with each
coordinate corresponds to the boson numbering in the text.
usð4Þ � ubð4Þ; ð41Þ
where the space of functions will be characterized by
representations [Ns] and [Nb], where N̂ s and N̂ b corre-
spond to the total number of bosons for the spaces
x = s,b, respectively, and are determined by the dissoci-
ation limit [15]. The corresponding operators are given
by

N̂ s ¼ n̂1 þ n̂2 þ n̂3 þ n̂s; ð42aÞ
N̂b ¼ n̂4 þ n̂5 þ n6 þ n̂t; ð42bÞ

with

fn̂i ¼ âyi âi; i ¼ 1; . . . 6g; n̂s ¼ ŝyŝ; n̂t ¼ t̂ŷt; ð43Þ
where we assume the operators ŝyðŝÞ and t̂yð̂tÞ correspond to
the extra bosons for the stretching and bending spaces,
respectively.

As usual the Hamiltonian may be written in the form:

Ĥ ¼ Ĥ s þ Hb þ Ĥ sb; ð44Þ
where Ĥ s and Ĥ b are purely stretching and bending
contributions, respectively, while Ĥ sb stands for stretch-
ing–bending interactions. We shall consider polyad con-
servation, a condition that for this system takes the
form:

P ¼ 2ðn̂1 þ n̂2 þ n̂3Þ þ ðn̂4 þ n̂5 þ n̂6Þ. ð45Þ
The Hamiltonian (44) can be expressed in a local or a nor-
mal representation. We first consider the local
representation.

5.1. Local representation of the Hamiltonian

We shall thus consider the expansion of the Hamiltonian
in terms of operators d̂yi ðd̂ iÞ which contemplate the two
possibilities âyi ðâiÞ or b̂yi ðb̂iÞ. Latter on we shall decide which
interaction is identified with the operators âyi ðâiÞ or b̂yi ðb̂iÞ
according to the rules given in Section 3.

We start by establishing the local interactions for the
stretching Hamiltonian considering up to quartic order
in the space of configuration. For second order interac-
tions, there are only two types of terms, namely, d̂yi d̂ i

and d̂yi d̂ j. For quartic terms we find six independent con-
tributions, which are generated by applying the projec-
tion operator (27) over the first term of each
interaction in the list (47). Here it is convenient to
emphasize that these local interactions arise in natural
form when the Hamiltonian in configuration space is
translated to second quantization formalism using a har-
monic basis. The stretching Hamiltonian that preserve
the polyad is then given by

Ĥ s ¼ xs

X3

i¼1

d̂yi d̂ i

 !
þ ks

X3

i>j¼1

d̂yi d̂ j þ hc

 !
þ as

1 Î s
n2

1
þ as

2 Î s
n1n2

þ as
3 Î s

11=33 þ as
4 Î s

11=12 þ as
5 Î s

11=23 þ as
4 Î s

n13=2; ð46Þ

where:
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Î s
n2

1
¼
X3

i¼1

ðd̂yi d̂ iÞ2;

Î s
n1n2
¼
X3

i>j¼1

ðd̂yi d̂ iÞðd̂yj d̂ jÞ;

Î s
11=33 ¼d̂y21 d̂2

3 þ d̂y21 d̂2
2 þ d̂y23 d̂2

2 þ hc;

Î s
11=12 ¼d̂y21 d̂1ðd̂2 þ d̂3Þ þ d̂y22 d̂2ðd̂1 þ d̂3Þ þ d̂y23

d̂3ðd̂2 þ d̂1Þ þ hc;

Î s
11=23 ¼d̂y21 d̂2d̂3 þ d̂y22 d̂1d̂3 þ d̂y23 d̂3d̂1 þ hc;

Î s
n13=2 ¼ðd̂

y
1d̂1Þd̂y3d̂2 þ ðd̂y2d̂2Þd̂y1d̂3 þ ðd̂y3d̂3Þd̂y2d̂1 þ hc; ð47Þ

with a similar expression for the bending Hamiltonian Ĥ b.
Note that the first two interactions in (47) correspond to
the local anharmonicities, while the next three are local
Darling-Dennison interactions. For the stretching–bending
contribution we shall consider only Fermi interactions. In
this case, we have

Ĥ sb ¼ f1f̂ 1=44 þ f2f̂ 1=55 þ f3f̂ 1=45 þ f4f̂ 1=46; ð48Þ

where:

f̂ 1=44 ¼d̂y1d̂4d̂4 þ d̂y1d̂6d̂6 þ d̂y3d̂6d̂6 þ d̂y3d̂5d̂5

þ d̂y2d̂4d̂4 þ d̂y2d̂5d̂5 þ hc;

f̂ 1=55 ¼d̂y1d̂5d̂5 þ d̂y3d̂4d̂4 þ d̂y2d̂6d̂6 þ hc;

f̂ 1=45 ¼d̂y1d̂4d̂5 þ d̂y1d̂6d̂5 þ d̂y3d̂4d̂6 þ d̂y3d̂4d̂5

þ d̂y2d̂4d̂6 þ d̂y2d̂6d̂5 þ hc;

f̂ 1=46 ¼d̂y1d̂4d̂6 þ d̂y3d̂5d̂6 þ d̂y2d̂4d̂5 þ hc. ð49Þ

These interactions are constructed in similar way to (47):
we consider a local Fermi interaction and then project it
with the operator (27). We then select another seed and re-
peat the procedure until all local Fermi interaction are
generated.

On the basis of the conditions to be satisfied by the
Hamiltonian, we should now decide the interactions where
the operators d̂yi ðd̂ iÞ are identified either with bosons âyi ðâiÞ
or the operators b̂yi ðb̂iÞ. In the case of the stretching Ĥ s and
bending Ĥ b contributions we can identified the operators d̂
either with â or b̂. In both cases the interactions preserve
the representations [Ns] and [Nb]. However, for Fermi
interactions we do not have election: only with the corre-
spondence d̂ ! b̂ the number of bosons Ns and Nb are con-
served. If we apply the criteria that we use bosons â when
possible, we have that only Fermi interactions involve the
operators b̂. Hence the Hamiltonian (44) may take the
form:

Ĥ ¼ Ĥ sðâÞ þ HbðâÞ þ Ĥ sbðb̂Þ; ð50Þ
where we have indicated the identification of the operators
in parenthesis.

Recently the U (m + 1) model has been applied to arsine
[18] and stibine [19] molecules. Translated into our
approach the Hamiltonian used was:
Ĥ s ¼xs

X3

i¼1

n̂i

 !
þ ks

X3

i>j¼1

âyi âj þ hc

 !
þ as

1

X3

i¼1

n̂2
i

 !

þ as
2

X3

i>j¼1

n̂in̂j þ hc

 !
;

Ĥb ¼xb

X6

i¼4

n̂i

 !
þ kb

X6

i>j¼4

âyi âj þ hc

 !
þ ab

1

X6

i¼4

n̂2
i

 !

þ ab
2

X6

i>j¼4

n̂in̂j þ hc

 !
;

Ĥ sb ¼n ðf̂ 1=44 þ f̂ 1=55 þ f̂ 1=45 þ f̂ 1=46Þ; ð51Þ

which is a particular case of (50). However, we should re-
mark that in [18,19] the stretching–bending interaction is
given in the form:

Ĥ 0sb ¼ a8

X3

i¼1

X6

jPk¼4

âyi ŝâjâktŷty
 !

; ð52Þ

from which we immediately obtain the relation

n ¼ Nb

ffiffiffiffiffiffi
N s

p
a8. ð53Þ

A clear advantage of our approach is that the Ĥ sb is easy
to construct and its harmonic limit leads to well known
local interactions. In contrast, the form (52) does not al-
low a clear interpretation of the interaction, as it shown
by the efforts to explain (52) in [19]. In addition, in the
harmonic limit (Ns,Nb fi1) the matrix elements of the
interaction (52) turns out to be a function of the number
of bosons.

5.2. Normal mode representation of the Hamiltonian

In our approach, we can obtain in a straightforward
way the normal mode representation of both the Hamilto-
nian and the basis. In the normal mode basis the states of
pyramidal molecules are labeled as

jm1m2m
l3
3 ml4

4 i; ð54Þ
where m1 and m2 correspond to the symmetrical (A1) stretch-
ing and bending modes, respectively. The modes m3 and m4

stand for the degenerate modes (E) for the stretching and
bending degrees of freedom, respectively, while l3 and l4
are the corresponding vibrational angular momenta. We
thus intend to establish an scheme closely related to the
normal modes as indicated in (54).

To obtain the representation of the Hamiltonian in a
normal mode scheme, we start by introducing the basic ten-
sors for pyramidal molecules:

Ŵ yA1
s ¼ 1ffiffiffi

3
p ðd̂y1 þ d̂y2 þ d̂y3Þ;

Ŵ yE;A0
s ¼ 1ffiffiffi

6
p ð2d̂y1 � d̂y2 � d̂y3Þ;

Ŵ yE;A00
s ¼ 1ffiffiffi

2
p ðd̂y2 � d̂y3Þ; ð55Þ
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while for the bending oscillators:

Ŵ yA1
b ¼ 1ffiffiffi

3
p ðd̂y4 þ d̂y5 þ d̂y6Þ;

Ŵ yE;A0
b ¼ 1ffiffiffi

6
p ð2d̂y5 � d̂y4 � d̂y6Þ;

Ŵ yE;A00
b ¼ 1ffiffiffi

2
p ðd̂y4 � d̂y6Þ; ð56Þ

where:

Ŵ ¼ T̂ for d̂yi ðd̂ iÞ ¼ ayi ðâiÞ; ð57Þ
Ŵ ¼ V̂ for d̂yi ðd̂ iÞ ¼ byi ðb̂iÞ. ð58Þ

Here we have used the chain

C3v � Ca
s ; Ca

s ¼ fE; ra
vg ð59Þ

to label the tensors. The tensors (55) and (56) are obtained
from the symmetry adapted one quantum states, as we
shall see thereafter. We now proceed to construct the qua-
dratic operators that go to the number operators in the
harmonic limit:

m̂1 ¼ ½Ŵ yA1
s � Ŵ A1

s �
A1 ;

m̂2 ¼ ½Ŵ yA1
b � Ŵ A1

b �
A1 ;

m̂3 ¼
ffiffiffi
2
p
½Ŵ yE

s � Ŵ E
s �

A1 ;

m̂4 ¼
ffiffiffi
2
p
½Ŵ yE

b � Ŵ E
b �

A1 ; ð60Þ

where the same numbering notation for the normal modes
has been introduced. We thus have the following
isomorphism:

jm̂1m̂2m̂3m̂4i 
 jm1m2m3m4i; ð61Þ
In the framework of this representation, the polyad num-
ber takes the form:

P ¼ 2ðm1 þ m3Þ þ ðm2 þ m4Þ. ð62Þ
For the contribution Ĥ s, the quartic order interactions that
preserve the polyad are given by:

D̂s
11=11 ¼ Ŵ yA1

s Ŵ yA1
s Ŵ A1

s Ŵ A1
s þ hc;

D̂s
13=13 ¼ ½½Ŵ yA1

s � Ŵ yE
s �

E � ½Ŵ A1
s � Ŵ E

s �
E�A1 þ hc;

D̂s
11=33 ¼ ½½Ŵ yA1

s � Ŵ yA1
s �

A1 � ½Ŵ E
s � Ŵ E

s �
A1 �A1 þ hc;

D̂s
13=33 ¼ ½½Ŵ yA1

s � Ŵ yE
s �

E � ½Ŵ E
s � Ŵ E

s �
E�A1 þ hc;

D̂s
33=33 ¼ ½½Ŵ yE

s � Ŵ yE
s �

A1 � ½Ŵ E
s � Ŵ E

s �
A1 �A1 þ hc;

D̂0s33=33 ¼ ½½Ŵ yE
s � Ŵ yE

s �
E � ½Ŵ E

s � Ŵ E
s �

E�A1 þ hc; ð63Þ

so that the stretching Hamiltonian may be written as:

Ĥ s ¼ x1m̂1 þ x3m̂3 þ bs
1 D̂s

11=11 þ bs
2D̂s

13=13

þ bs
3D̂s

11=33 þ bs
4 D̂s

13=33 þ bs
5D̂s

33=33 þ bs
6D̂0s33=33; ð64Þ

with a similar expression for the bending Hamiltonian:

Ĥ b ¼ x2m̂2 þ x4m̂4 þ bb
1D̂b

22=22 þ bb
2D̂b

24=24

þ bb
3D̂b

22=44 þ bb
4D̂b

24=44 þ bb
5D̂b

44=44 þ bb
6D̂0b44=44; ð65Þ
According to the previous discussion in both cases it is
understood the identification d̂yi ! âyi in order to obtain
the correspondence with the Hamiltonian (50).

Finally, for the stretching–bending contribution involv-
ing only Fermi interactions, we have

Ĥ sb ¼ d1F̂ 1=22 þ d2F̂ 1=44 þ d3F̂ 3=24 þ d4F̂ 3=44; ð66Þ

where:

F̂ 1=22 ¼½Ŵ yA1
s � ½Ŵ

A1
b � Ŵ A1

b �
A1 �A1 þ hc;

F̂ 1=44 ¼½Ŵ yA1
s � ½Ŵ E

b � Ŵ E
b �

A1 �A1 þ hc;

F̂ 3=24 ¼½Ŵ yE
s � ½Ŵ E

b � Ŵ A1
b �

E�A1 þ hc;

F̂ 3=44 ¼½Ŵ yE
s � ½Ŵ E

b � Ŵ E
b �

E�A1 þ hc; ð67Þ

with the identification d̂yi ! b̂yi .
The operators (47) and (49) involved in the local repre-

sentation are related to the normal operators (63) and (67)
by means of a matrix transformation. For cubic terms we
have

F̂ ¼Mf̂; ð68Þ

where

M ¼

� 1
3
ffiffi
3
p � 1

3
ffiffi
3
p � 2

3
ffiffi
3
p � 2

3
ffiffi
3
p

�1
3

ffiffi
2
3

q
�1

3

ffiffi
2
3

q
1
3

ffiffi
2
3

q
1
3

ffiffi
2
3

q
1
3

1ffiffi
6
p �1

3

ffiffi
2
3

q
�1

3
1ffiffi
6
p 1

3

ffiffi
2
3

q
1
3

1ffiffi
6
p �1

3

ffiffi
2
3

q
1
3

ffiffi
2
3

q
�4

3
1ffiffi
6
p

0
BBBBBBB@

1
CCCCCCCA
; ð69Þ

while for the quartic interactions

D̂ ¼ NÎ; ð70Þ

where:

N ¼

2
9

8
9

2
9

4
9

4
9

8
9

�2
9

ffiffiffi
2
p

�2
9

ffiffiffi
2
p

1
9

ffiffiffi
2
p

�1
9

ffiffiffi
2
p

2
9

ffiffiffi
2
p

1
9

ffiffiffi
2
p

�2
9

ffiffiffi
2
p

4
9

ffiffiffi
2
p

�2
9

ffiffiffi
2
p

�1
9

ffiffiffi
2
p

�1
9

ffiffiffi
2
p

4
9

ffiffiffi
2
p

�2
9

ffiffiffi
2
p

4
9

ffiffiffi
2
p

1
9

ffiffiffi
2
p

1
18

ffiffiffi
2
p

�1
9

ffiffiffi
2
p

�2
9

ffiffiffi
2
p

4
9

4
9

4
9

�4
9

�4
9

4
9

�2
9

ffiffiffi
2
p

�8
9

ffiffiffi
2
p

1
9

ffiffiffi
2
p

2
9

ffiffiffi
2
p

�4
9

ffiffiffi
2
p

4
9

ffiffiffi
2
p

0
BBBBBBBBBB@

1
CCCCCCCCCCA

.

ð71Þ

In Eqs. (68) and (70) the operators are represented by
column vectors with components following a consecutive
order. We should note, however, that in Eq. (70) the first
component of the local interactions for the stretches has
to be read

Î s
n2

1
� ðm̂1 þ m̂3Þ; ð72Þ

while for the bends

Îb
n2

4
� ðm̂2 þ m̂4Þ. ð73Þ



Table 1
Correspondence between the eigenvalues of the matrix representation of
the operator (77) and the irreps associated with chain (59)
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For the particular Hamiltonian (51) considered in [18,19],
the parameters involved in the normal representation of
the stretching contribution correspond to:

x1 ¼ xs þ as
2 þ 2as

1;

x3 ¼ xs þ as
2 � as

1;

bs
1 ¼ 1

6
ðas

2 þ ksÞ;
bs

2 ¼ �1
3
ð2

ffiffiffi
2
p

as
2 þ 1ffiffi

2
p ksÞ;

bs
3 ¼ 1

3
ð
ffiffiffi
2
p

ks �
ffiffiffi
2
p

as
2Þ;

bs
4 ¼

ffiffi
2
p

3
ðks � 2as

2Þ;
bs

5 ¼
ffiffi
1
p

3
ðas

2 þ 1
4
ksÞ;

bs
6 ¼ 1

3
ffiffi
2
p ðas

2 þ ksÞ; ð74Þ

with similar expressions for the bending Hamiltonian. For
the Fermi interactions, we have the relations:

d1 ¼ �2n
ffiffiffi
3
p

;

d2 ¼ �n

ffiffiffi
3

2

r
;

d3 ¼ d4 ¼ 0. ð75Þ
5.3. Basis functions

Both local and normal representations of the Hamiltoni-
an (50) may be diagonalized in a straightforward way in the
local basis (29), which for pyramidal molecules has the gen-
eral form:

j½N s�½Nb�; fns; nbg; n1n2n3n4n5n6i; ð76Þ

where the numbering of the local quanta {ni} follows the
assignment displayed in Fig. 1. However, because of the
manifest symmetry of the system it is much more conve-
nient to establish a transformation to a symmetry adapt-
ed basis. The latter is constructed through the
diagonalization of a complete set of commuting opera-
tors [25,26], which in the particular case of the C2v group
reduces to the diagonalization of the matrix representa-
tion of the operator [26]

ĈII ¼ 2r̂a
v þ r̂b

v þ r̂c
v ð77Þ

in the basis (76). The functions so obtained span the Cth
irrep of C2v and the c-th irrep of Ca

s and satisfy the eigen-
value equation

ĈII jqWC
c i ¼ fC;cjqWC

c i; ð78Þ

where q is a multiplicity index that takes into account the
fact that in general the irreps appear several times in the
reduction. The operator (77) plays the role of Casimir oper-
ator for continuous groups. In Table 1, the correspondence
between the irreps and the eigenvalues fC,c is displayed. The
labeling of the subgroup is in accordance with the subduc-
tion m # Ca

s given by
ð79Þ

This approach allows to obtain in an efficient way the sym-
metry adapted functions, whose distribution in irreps for
each polyad is given in Table 2. From this table we see that
for polyad 14, for example, the original diagonalization of
a matrix of dimension 2178 · 2178 reduces to three diago-
nalizations of dimensions 398 · 398, 328 · 328, and
726 · 726, corresponding to the irreps A1, A2, and E,
respectively. This approach contrast to the use of (28)
and the successive couplings approach described in [19].

Once the projection is carried out, the next step consists
in diagonalizing the matrix representation of the number
operators (34) in the symmetry adapted basis. Taking into
account (34), (55), and (56), the explicit form of these oper-
ators takes the form:

n̂sA1
¼ T̂ yA1

s � T̂ A1
s ¼

1

3

X3

i¼1

âyi âi þ
X3

i>j¼1

âyi âj þ hc

 !( )
;

n̂bA1
¼ T̂ yA1

b � T̂ A1
b ¼

1

3

X6

i¼4

âyi âi þ
X6

i>j¼4

âyi âj þ hc

 !( )
;

n̂sE ¼
ffiffiffi
2
p
½T̂ yEs � T̂ yEs �

A1 ¼ 2

3

X3

i¼1

âyi âi �
1

3

X3

i>j¼1

âyi âj þ hc

 !
;

n̂bE ¼
ffiffiffi
2
p
½T̂ yEb � T̂ yEb �

A1 ¼ 2

3

X6

i¼4

âyi âi �
1

3

X6

i>j¼4

âyi âj þ hc

 !
.

ð80Þ

The simultaneous diagonalization of these operators in the
basis (30) establish the eigenvalue equations given by (36),
with eigenkets isomorphic to the normal basis

j½N s�; ½Nb�; ns; nb; v1v2v3v4; q;C; ci 
 jm1m2m3m4i; ð81Þ



Table 3
Explicit expressions for the sates belonging to polyad 2

Normal label Local expansion

Symmetry (A1,A 0)
|10,00,00æ � 1ffiffi

3
p ðj11i þ j12i þ j13iÞ

|020000æ � 1
3 fj24i þ j25i þ j26ig �

ffiffi
2
p

3 fj4151i þ j4161i þ j5161ig
|000020æ �

ffiffi
2
p

3 fj24i þ j25i þ j26ig þ 1
3 fj4151i þ j4161i þ j5161ig

Symmetry (E,A 0)
|00,1|1|,00æ 1ffiffi

6
p ð2j11i � j12i � j13iÞ

|01001|1|æ 1
3 f�j24i þ 2j25i � j26ig þ 1

3
ffiffi
2
p fj4151i � 2j4161i þ j5161ig

|00002|2|æ 1
3
ffiffi
2
p f�j24i þ 2j25i � j26ig þ 1

3 f�j4151i þ 2j4161i � j5161ig

In order to simplify the notation we denote with |nimjæ the local ket with ni

quanta in the ith oscillator and mj quanta in the jth oscillator. Only the
first component of the E irrep is included.

Table 2
Distribution of the states according to polyad and symmetry

Polyad A1 A2 E Total

1 1 — 1 3
2 3 — 3 9
3 5 2 6 19
4 10 3 13 39
5 15 8 23 69
6 27 14 39 119
7 38 25 63 189
8 60 38 98 294
9 84 62 144 434

10 122 88 210 630
11 164 130 294 882
12 229 179 405 1218
13 298 248 546 1638
14 398 328 726 2178

In the computation of the total number of states the basis belonging to E

symmetry are counted twice due to the two-fold degeneracy.
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with the correspondence

n̂sA1
! v1; n̂bA1

! v2; n̂sE ! v3; n̂bE ! v4. ð82Þ
Note that in (81) the vibrational angular momenta do not
appear. To obtain these labels additional diagonalization
of the angular momentum operators should be done. This
task, however, requires an analysis of the spherical basis,
which we shall not discuss here.

Considering the definitions (60) taking (57), from (80)
we readily obtain the relations:

X3

i¼1

âyi âi ¼ m̂1 þ m̂3

X6

i¼4

âyi âi ¼ m̂2 þ m̂4

X3

i>j¼1

âyi âj þ hc

 !
¼ 2m̂1 � m̂3

X6

i>j¼4

âyi âj þ hc

 !
¼ 2m̂2 � m̂4; ð83Þ

which may be substituted into (51) to help to calculate ma-
trix elements in the normal basis.

Following this procedure the functions for one quantum
are:

j100000i ¼j½N s�½Nb�; f1; 0g; A1; A0i

¼ 1ffiffiffi
3
p fj1i þ j2i þ j3ig;

j001j1j00i ¼j½N s�½Nb�; f1; 0g; E; A0i

¼ 1ffiffiffi
6
p f2j1i � j2i � j3ig;

j101j1j00i0 ¼j½N s�½Nb�; f1; 0g; E; A00i

¼ 1ffiffiffi
2
p fj2i � j3ig;

j010000i ¼j½N s�½Nb�; f0; 1g; A1; A0i

¼ 1ffiffiffi
3
p fj4i þ j5i þ j6ig;

j00001j1ji ¼j½N s�½Nb�; f0; 1g; E; A0i

¼ 1ffiffiffi
6
p f2j5i � j4i � j6ig;

j00001j1ji0 ¼j½N s�½Nb�; f0; 1g; E; A00i ¼ 1ffiffiffi
2
p fj4i � j6ig; ð84Þ

where we have introduced the definition

jii � j½N s�½N b�; fns; nbg; 0; . . . ; 1i; . . . ; 0i; ð85Þ
since in this case no ambiguities appear. Note that these
functions allowed to write down in a straightforward way
the symmetry adapted tensors (55) and (56). In Eq. (84),
we have included the normal notation, although only the
absolute value of the vibrational momenta has been indi-
cated due to the fact that a Cartesian basis has been select-
ed through the chain (59). It is possible of course to use a
spherical basis where the angular momenta are well de-
fined, but such basis involve complex numbers which is a
clear disadvantage from the computational point of view.
A relation between the Cartesian and spherical tensorial
couplings involved in the Hamiltonian may be established,
a study that provides a deeper understanding of the nor-
mal–local relation from the theoretical point of view [29].
With the propose of showing an example of the basis pro-
vided by our approach, in Table 3 we present the explicit
basis associated with P = 2. In terms of the traditional nor-
mal mode notation we have, for symmetry A1:

j½N s�½Nb�; 10; 1000; A1A0i 
 j100000i;
j½N s�½Nb�; 02; 0200; A1A0i 
 j020000i;
j½N s�½Nb�; 02; 0002; A1A0i 
 j000020i; ð86Þ

while for symmetry E:

j½N s�½Nb�; 10; 0010; EA0i 
 j001j1j00i;
j½N s�½Nb�; 02; 0101; EA0i 
 j01001j1ji;
j½N s�½Nb�; 02; 0002; EA0i 
 j00002j2ji. ð87Þ

This labeling scheme is very useful and easy to generate by
means of successive diagonalizations, as explained in [26].
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5.4. Discussion of results

The application of the U (m + 1) approach to pyramidal
molecules was applied in its traditional form to Arsine [18]
and Stibine [19]. Rather than intending to reproduce the cal-
culations involved in those works, we shall present a summa-
ry of the results with the purpose of commenting the
contribution of our work. In a future work [29], we shall pres-
ent an alternative description of these systems keeping the
connection with the calculations in configuration space [30].

Once the Hamiltonian has been established the next step
consists in specifying the representation of the dynamical
group, which in this case is equivalent to estimate the num-
ber of bosons Ns and Nb. These parameters are related to
the anharmonicity and consequently to the dissociation
limit. Concerning the first effect one could proceed to carry
out a fit of the observed energies involving the first two
polyads in such a way that the number of bosons are deter-
mined. Unfortunately not alway the needed experimental
energies are available and consequently more than two
polyads should be considered. An alternative approach
used in [18,19] is based on the idea that during the dissoci-
ation process the energy is concentrated on one bond, a
fact that allows to consider the symmetry projected kets
|niæ ” |[Ns][Nb];{ns,nb};0, . . .,ni, . . . , 0æ given by:

jðns00000Þ; A1i �j½N s�½N b�; f1; 0g; A1; A0i

¼ 1ffiffiffi
3
p fj1i þ j2i þ j3ig;

jð000nb00Þ; A1i �j½N s�½N b�; f0; 1g; A1; A0i

¼ 1ffiffiffi
3
p fj4i þ j5i þ j6ig; ð88Þ

as eigenvectors of the Hamiltonians Ĥ ð0Þs ðaÞ or Ĥ ð0Þb ðaÞ de-
fined as:

Ĥ ð0Þs ¼xs

X3

i¼1

n̂i

 !
þ as

1

X3

i¼1

n̂2
i

 !
þ as

2

X3

i>j¼1

n̂in̂j þ hc

 !
;

Ĥ ð0Þb ¼xb

X6

i¼4

n̂i

 !
þ ab

1

X6

i¼4

n̂2
i

 !
þ ab

2

X6

i>j¼4

n̂in̂j þ hc

 !
;

ð89Þ

which are characterized to be Ni-independent with the
property

Ĥ ð0Þs jðns00000Þ; A1i ¼ðxsns þ as
1n2

s Þjðns00000Þ; A1i
Ĥ ð0Þb jð000nb00Þ; A1i ¼ðxsnb þ as

1n2
bÞjð000nb00Þ; A1i. ð90Þ

The same results are obtained when the projected kets over
the E representation are used. Because of anharmonic ef-
fects the vibrational levels become closer as the energy
increases. In the dissociation limit, the following condition
is then expected to be satisfied

o

oni
ðxini þ ai

1n2
i Þ ¼ 0; i ¼ s; b ð91Þ

leading to the equations
Ni ¼ �
xi

2ai
1

; i ¼ s; b. ð92Þ

Hence two preliminary fits involving purely stretching and
bending energies are carried out to determine the set of
parameters involved in Ĥ s and Ĥ b. In [19], the following
parameters were obtained for stibine:

xs ¼1927:058; ks ¼ �4:426; as
1 ¼¼ �33:441;

as
2 ¼� 0:102;

xb ¼814:77; kb ¼ �41:7917; ab
1 ¼¼ �11:44;

ab
2 ¼� 0:0002436; ð93Þ

from which the values

N s ¼ 29; Nb ¼ 36; ð94Þ
are obtained through (92). These values should be taken as
estimations and only with a calculation involving the full
Hamiltonian (50) they are to be determined. With help of
the estimated parameters (93) and the number of bosons
(94) a fit of energies for stibine was carried out by Pluchart
et al. [19]. In Table 4, we present their results restricted for
the fitted levels, which were obtained with the following
parameters:

xs ¼1925:30; ks ¼ �0:77; as
1 ¼ �32:80;

as
2 ¼65:27;

xb ¼792:74; kb ¼ �4:28; ab
1 ¼ 16:09;

ab
2 ¼� 81:62;

n ¼� 3:5239; ð95Þ

using the same number of bosons (94).
The first result that attracts the attention is the fact that

in the Hamiltonian (51) used in [19] only the Fermi interac-
tion involves the number of bosons Ns and Nb and conse-
quently it is only through this interaction that comes the
U (m + 1) model into play. However, according to our
approach, alternative Hamiltonians involving the bosons
b̂yðb̂Þ in the purely stretching and bending contributions
may be proposed, for example in the anharmonic contribu-
tions. Another peculiarity concerning this interaction is its
particular form (51). Pyramidal molecules present three
types of Fermi interactions [30], but they cannot be consid-
ered independently in a fit due to the lack of observed
vibrational levels. To overcome this problem the Fermi
force constants have been constrained to the values
obtained from ab initio calculations [30]. In our approach,
the Fermi interaction (51) has a clear correspondence to the
familiar configuration space treatment, a fact that makes
difficult the interpretation of (51) in terms of force con-
stants. Since in our treatment the correspondence with
the Hamiltonian in configuration space is given, we may
follow a similar approach used in [30]. This task, however,
represents a project by itself which is in progress and we
plan to publish elsewhere.

Concerning the construction of the symmetry adapted
basis our approach has a clear advantage over the use of



Table 4
Energy fit for stibine 121SbH3 obtained by Pluchart et al. [19] using the Hamiltonian (50)

P State local Cont. % Energies

Experimental [30] Theoretical [19] DE0 � c

Symmetry A1

1 |[29][36];{0,1};000100æ 99.98 782.24 781.81 �0.43
2 |[29][36];{0,2};000110æ 99.13 1559.0 1557.992 �1.008
2 |[29][36];{0,2};000200æ 98.95 1652.7 1650.59 �2.11
2 |[29][36];{1,0};100000æ 99.83 1890.502 1891.79 1.288
3 |[29][36];{1,1};100100æ 99.46 2661.0 2659.81 �1.19
4 |[29][36];{2,0};200000æ 99.79 3719.933 3718.68 �1.247
5 |[29][36];{2,1};200100æ 99.61 4545.0 4547.023 2.023
6 |[29][36];{3,0};300000æ 99.13 1559.0 1557.992 �1.008
6 |[29][36];{3,0};210000æ 99.59 5480.285 5478.126 �2.159
8 |[29][36];{4,0};400000æ 99.38 7173.799 7173.359 �0.44

12 |[29][36];{6,0};600000æ 99.86 10358.0 10357.513 �0.487
12 |[29][36];{6,0};510000æ 99.36 10691.5 10691.976 0.476
14 |[29][36];{7,0};700000æ 99.88 11843.5 11844.585 1.085

Symmetry E

1 |[29][36];{0,1};000100æ 98.35 827.85 826.921 �1.929
2 |[29][36];{1,0};100000æ 99.99 1894.497 1893.317 �1.180
3 |[29][36];{1,1};100100æ 98.34 2705.0 2705.235 0.235
4 |[29][36];{2,0};200000æ 99.89 3719.86 3720.393 0.533
5 |[29][36];{2,1};200100æ 99.35 4513.0 4516.758 3.758
6 |[29][36];{3,0};300000æ 98.97 5480.235 5481.244 1.009
8 |[29][36];{4,0};400000æ 99.83 7173.783 7173.616 �0.167

12 |[29][36];{6,0};600000æ 99.43 10358.0 10358.618 0.618
12 |[29][36];{6,0};510000æ 7243 10691.5 10689.58 �1.92
14 |[29][36];{7,0};700000æ 94.36 11843.5 11843.259 �0.241

The assignment is given in terms of the maximum component of the local basis, whose notation is given by (76).
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the projector (28) and the coupling procedure followed in
[18,19]. The diagonalization of a complete set of commut-
ing operators is a familiar procedure in quantum mechan-
ics, but more important is the fact that it avoids the
possibility of errors. This fact is reflected in the differences
displayed in Table 2 of our work and Table 2 of [19].

Finally we consider convenient to remark the difference
between this model and the treatment in terms of a set of
Morse oscillators [21–23]. The action of the operators
b̂yðb̂Þ given in (19) involve corrections to the harmonic
result of type (1 � n/N), while the actions of the creation
and annihilation operators for the Morse oscillator involve
terms of type (1 � ni/N), which means that in the U (m + 1)
model anharmonic corrections become more significant in
the high energy region of the spectrum.

6. Summary and conclusions

In this work, we have established a new perspective of
the U (m + 1) model to describe molecular vibrational exci-
tations that allows to establish a one to one correspondence
with the traditional approach in which the Hamiltonian is
expanded in terms of bosonic creation and annihilation of
harmonic oscillators. To achieved this goal we have intro-
duced the su (2) generators b̂yi ðb̂iÞ, which have the remark-
able property that preserve by themselves the totally
symmetric representation of the dynamical group and go
to âyi ðâiÞ in the harmonic limit. This approach permits to
construct any interaction without using group theoretical
techniques of continuous groups. This is an important fact
that we hope opens the possibility to apply this model by
non specialist in group theory. The same procedure to con-
struct a Hamiltonian in a harmonic basis is used to set up
the Hamiltonian in the U (m + 1) model with the advantage
that all the interaction can be identified. In addition we
show that the same general approach to construct symme-
try adapted bases proposed for a set of Morse oscillators
[23] can be used, a fact that allows to take advantage of
general codes previously written [26].

We have thus set up the Hamiltonian for pyramidal
molecules in both local and normal representations. In par-
ticular we show the connection between both schemes for
the Hamiltonian (51). It is clear that in the harmonic limit
we recover the traditional expansion of the Hamiltonian in
terms of a harmonic basis. With this approach it is possible
to apply the U (m + 1) model to more complicate systems.
For instance, we may translate the same Hamiltonian given
in [28] to describe the vibrational excitations of methane.
We should also remark that in the construction of the
Hamiltonian as well as the symmetry adapted basis, group
theoretical techniques associated with continuous groups
are not necessary, a feature that may attractive for experi-
mentalist that may wish to carry out an analysis of vibra-
tional assignments. We remark that because in our
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approach a one to one correspondence with configuration
space is established, it may be possible to estimate the force
constants from the spectroscopic parameters.
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[17] C. Leroy, F. Collin, M. Loëte, J. Mol. Spectrosc. 175 (1996) 289–295.
[18] L. Pluchart, C. Leroy, A. Mourat, J. Mol. Spectrosc. 218 (2003) 1–11.
[19] L. Pluchart, C. Leroy, N. Sanzharov, F. Michellot, E. Bekhtereva, O.

Ulenikov, J. Mol. Spectrosc. 232 (2005) 107–124.
[20] A. Frank, R. Lemus, M. Carvajal, C. Jung, E. Ziemniak, Chem. Phys.

Lett. 308 (1999) 91–98.
[21] M. Carvajal, R. Lemus, A. Frank, C. Jung, E. Ziemniak, Chem. Phys.

260 (2000) 105–123.
[22] R. Lemus, R. Bernal, Chem. Phys. 283 (2002) 401–417.
[23] R. Lemus, J. Mol. Spectrosc. 225 (2004) 73–92.
[24] M. Hamermesh, Group Theory and its Applications to Physical

Problems, Dover Publications, Inc., New York, 1962.
[25] J.Q. Chen, Group Representation Theory for Physicists, World

Scientific, Singapore, 1989.
[26] R. Lemus, Mol. Phys. 101 (2003) 2511–2528.
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Abstract

A connection between the unitary group approach U (m + 1) and the traditional description in configuration space of vibrational exci-
tations is proposed. Local operators b̂yi ðb̂iÞ satisfying the su (2) commutation relations are used to establish approximate algebraic expan-
sions of the local coordinates and momenta. The use of the proposed relations allows to obtain an algebraic representation of traditional
Hamiltonians in terms of the U (m + 1) model. This approach provides in natural form the connection between the spectroscopic param-
eters and force constants. Using the linear expansion of the coordinates in terms of the b̂yi ðb̂iÞ operators, an approach to study local dipole
transition intensities based on traditional descriptions is proposed. A closed general analytical expression for the local dipole operators is
obtained. The analysis of the stretching vibrational excitations of arsine is taken as an example for the determination of both force con-
stants and the description of dipole transition intensities.
� 2006 Elsevier Inc. All rights reserved.

Keywords: Unitary group approach; Local model; Force constants; Vibrational excitations; Dipole transitions; Arsine
1. Introduction

Algebraic methods to describe vibrational excitations
have been widely applied, mainly to establish effective
Hamiltonians [1–5]. Although this aspect of the models is
important to help in labeling the vibrational states and in
the calculation of transition intensities, the advantage of
providing Born–Oppenheimer potential surfaces, a funda-
mental feature to predict spectra of isotopic species, is
not in general available. To be in position to obtain poten-
tial surfaces is necessary to establish a correspondence
between the coordinates and momenta and the generators
of the dynamical group, at least in an approximated form.
One of the advantages of the algebraic models is that they
take into account anharmonicities from the outset, albeit
they are expected to coincide with models using a harmonic
basis in the harmonic limit. This fact helps to provide a link
between the configuration space and the algebraic space in
0022-2852/$ - see front matter � 2006 Elsevier Inc. All rights reserved.
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an approximated fashion even when the associated poten-
tial is not known. In cases where the dynamical group pre-
sents a clear connection with a potential the desired
correspondence may be obtained in exact form. An exam-
ple of the latter is given by the su (2) model, which at first
was only used to describe vibrational spectra and transition
intensities by means of effective Hamiltonians [2,6], but
later on the connection with configuration space was estab-
lished and force constants were able to be obtained [7–11].
In this case the su (2) dynamical group for each oscillator is
generated by the creation and annihilation operators of the
Morse or Pöschl-Teller functions and the local coordinates
and momenta may be expanded in terms of them in exact
form in such a way that any dynamical variable can be
expressed in the algebraic space, in particular the Hamilto-
nian. In contrast the U (m + 1) model is an example of the
former case where there is not a clear potential associated
with it but it takes into account anharmonic effects from
the outset. In this work we propose an approximated rela-
tion between the coordinates and momenta in terms of the
generators of the U (m + 1) group.

mailto:renato@nucleares.unam.mx
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The U (m + 1) model to describe vibrational excitations
was first developed by Michelot and Moret-Bailly [4] and lat-
er on was further analyzed to include the local subgroup K (m)
to introduce the most important local interactions as a part
of an expansion of the Hamiltonian in terms of Casimir oper-
ators [5]. This approach has been applied to several molecu-
lar systems, for instance tetrahedral [12] and pyramidal
molecules [13,14], and is based on the methodology of alge-
braic techniques where a chain of groups provides the basis
as well as the interactions of the Hamiltonian through the
Casimir operators associated with different chains [3]. In
the framework of this approach for a set of m equivalent oscil-
lators the dynamical group becomes U (m + 1), while for sev-
eral sets of equivalent oscillators the direct product of groups
is taken as the dynamical group.

Recently, a different point of view of the U (m + 1)
approach was proposed in which, instead of expressing
the interactions in terms of Casimir operators, the Hamil-
tonian is expanded in terms of operators either in a local
or a normal representation, in such a way that in the har-
monic limit a connection with the Hamiltonian in configu-
ration space may be established [15]. The key to achieve
this goal is the identification of m sets of operators b̂yi ðb̂iÞ,
generators of m- SU (2) subgroups of U (m + 1), which in
the harmonic limit reduce to Wyle algebras. This approach
has the remarkable feature that it is possible to set up the
U (m + 1) algebraic representation of any Hamiltonian in
configuration space without ambiguities, in such a way that
in the harmonic limit both treatments coincide. In this
work, we propose an approximate correspondence between
the coordinates and momenta in terms of the b̂yi ðb̂iÞ opera-
tors, a connection that will allow to obtain force constants
and model dipole transition operators directly from dipole
functions in coordinates.

This paper is organized as follows. The new formulation
of the U (m + 1) model is briefly presented in Section 2. The
linear expansion of the coordinates and momenta which
allows to obtain the force constants is established in Section
3. As an example, the force constants involved in the descrip-
tion of the stretching modes of arsine are discussed. Section 4
is devoted to the analysis of the dipole transition intensities.
Finally, our summary and conclusions are given in Section 5.

2. U (m + 1) approach to vibrational excitations

In this section, we present a summary of the U (m + 1)
model according to the new reformulation presented in
Ref. [15] as well as some additional considerations needed
to establish the connection with coordinates and momenta.
We start considering m equivalent harmonic oscillators.
Associated with the ith oscillator we have bosonic creation
âyi and annihilation âi operators. In the framework of the
U (m + 1) approach an additional ŝ boson is added with
the constraint that the total number of bosons N̂ is con-
stant. The generators of the group U (m + 1) are given by

Ĉj
i ¼ ĉyi ĉj; ĉi ¼ âi; i ¼ 1; . . . ; m; ĉmþ1 ¼ ŝ ð1Þ
with commutation relations

Ĉj
i ; Ĉ

q
p

h i
¼ Ĉq

i dp;j � Ĉj
pdq;i; ð2Þ

where the extra boson has been included. In this model
the state vectors associated to a local mode description
of a molecular system consist of a set of m + 1 indepen-
dent harmonic oscillators. Explicitly this basis is given
by

j½N �; n1; n2; . . . ; nm; nsi ¼
1ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ns!
Qm

jnj!
q ðŝyÞns

Ym

i

ðâyi Þ
ni j0i; ð3Þ

which are characterized by the total number of quanta N,
whose corresponding operator is given by

N̂ ¼ n̂þ n̂s ð4Þ
with

n̂ ¼
Xm

i¼1

âyi âi; n̂s ¼ ŝyŝ: ð5Þ

The total number of bosons fixes the totally symmetric rep-
resentation [N] of the U (m + 1) group, and because of the
relation (4) we can rewrite the kets (3) in the form

j½N �; n; n1; n2; . . . ; nmi � j½N �; n1; n2; . . . ; nm; nsi: ð6Þ
The addition of the boson ŝ together with the fact that the
representation [N] is fixed, makes the unitary group
U (m + 1) a dynamical group for the set of m oscillators.
From the generators (1) of the unitary group U (m + 1) we
identify m- su (2) subalgebras with generators

Ĵ i;þ ¼ ŝâyi ð7aÞ
Ĵ i;� ¼ ŝyâi; ð7bÞ

Ĵ i;0 ¼ �
1

2
ŝyŝ� âyi âi

� �
; ð7cÞ

with the usual angular momentum commutation relations

½Ĵ i;þ; Ĵ i;�� ¼ 2Ĵ i;0; ½Ĵ i;0; Ĵ i;�� ¼ �Ĵ i;�: ð7dÞ
We now introduce the normalized operators

b̂yi �
Ĵ i;þffiffiffiffi

N
p ; b̂i �

Ĵ i;�ffiffiffiffi
N
p ; ð8Þ

which satisfy the commutation relations

b̂i; b̂
y
j

h i
¼ dij �

1

N
n̂dij þ âyj âi

� �
; b̂yi ; b̂

y
j

h i
¼ ½b̂i; b̂j� ¼ 0: ð9Þ

In particular

b̂i; b̂
y
i

h i
¼ 1� 1

N
½n̂þ n̂i� ¼ �

2

N
Ĵ i;0: ð10Þ

The action of these operators over the kets (6) is the
following:

b̂yi j½N �; n; n1; n2; . . . ; nmi ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ðni þ 1Þ 1� n

N

� �r
j½N �; n

þ 1; n1; . . . ; ni þ 1; . . . ; nmi; ð11aÞ



Fig. 1. Internal coordinates used to describe the vibrational degrees of
freedom of pyramidal molecules. The subindex associated with each
coordinate corresponds to the boson numbering in the text.
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b̂ij½N �; n; n1; n2; . . . ; nmi ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ni 1� n� 1

N

	 
s
j½N �; n

� 1; n1; . . . ; ni � 1; . . . ; nmi; ð11bÞ

while for the operators âyi ðâiÞ

âyi j½N �; n; n1; n2; . . . ; nmi ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ðni þ 1Þ

p
j½N �; n

þ 1; n1; . . . ; ni þ 1; . . . ; nmi; ð12aÞ

âij½N �; n; n1; n2; . . . ; nmi ¼
ffiffiffiffi
ni
p j½N �; n� 1; n1; . . . ; ni

� 1; . . . ; nmi: ð12bÞ

From these results it is clear that the harmonic limit corre-
sponds to N fi1, as expected. In fact, from (11) we obtain

lim
N!1

b̂yi ¼ âyi ; lim
N!1

b̂i ¼ âi; ð13Þ

and consequently

lim
N!1

b̂i; b̂
y
j

h i
¼ dij: ð14Þ

When a sets of equivalent oscillators are present in the
vibrational description, a u (m + 1) algebra is introduced
for each equivalent set, so that the dynamical group is
given by the direct product

U 1ðm1 þ 1Þ � U 2ðm2 þ 1Þ � � � � � U aðma þ 1Þ: ð15Þ
In this case, a total number of bosons Ni is associated with
each space, which in turn is related to the dissociation limit
of the corresponding internal coordinates.

Before presenting the connection of the U (m + 1) model
with the configuration space, we sketch the general
approach to vibrational excitations in local coordinates.
If we use internal displacement coordinates qi, omitting
terms not involving momentum operators in the kinetic
energy [16], the quantum mechanical Hamiltonian that
describes the vibrational excitations of a molecule takes
the form [17,18]

H ¼ 1

2
pyGðqÞpþ V ðqÞ; ð16Þ

where q and p are column vectors corresponding to the
internal displacement coordinates and their conjugate
momenta

p̂k ¼ �i�h
o

oqk

; ð17Þ

respectively, while the Wilson matrix G (q) establishes the
connection between the internal and Cartesian coordinates.
A possible way to obtain the solutions of the Schrödinger
equation associated with the Hamiltonian (16) consists in
expanding the G (q) matrix as well as the potential in terms
of the internal coordinates keeping terms up to certain order
in momenta and coordinates. Usually terms up to quartic or-
der are taken into account to include the most relevant Fermi
and Darling-Dennison resonances. The force constants in-
volved in the potential expansion may be calculated by fitting
the experimental vibrational energies.
Let us now consider the specific example of pyramidal
molecules [15]. In Fig. 1 we displayed the local internal
coordinates in which the first set (ri, i = 1,2,3.) corresponds
to the space of stretching oscillators (s), while the set
(hi, i = 4,5,6) stands for the space of bending oscillators
(b). Since in this case we have two spaces, the dynamical
group corresponds to the direct product

Usð4Þ � Ubð4Þ; ð18Þ
where the space of functions will be characterized by repre-
sentations [Ns] and [Nb], where N̂ s and N̂ b correspond to the
total number of bosons for the spaces x = s,b, respectively,
and are determined by the dissociation limit [4]. The corre-
sponding operators are given by

N̂ s ¼ n̂1 þ n̂2 þ n̂3 þ n̂s; ð19aÞ
N̂ b ¼ n̂4 þ n̂5 þ n6 þ n̂t; ð19bÞ
with

fn̂i ¼ âyi âi; i ¼ 1; . . . ; 6g; n̂s ¼ ŝyŝ; n̂t ¼ t̂ŷt; ð20Þ
where we assume the operators ŝ�(ŝ) and t̂yð̂tÞ correspond to
the extra bosons for the stretching and bending spaces,
respectively. As usual the Hamiltonian may be written in
the form

Ĥ ¼ Ĥ s þ Ĥb þ Ĥ sb; ð21Þ
where polyad conservation may be considered, a condition
that for this system takes the form

P ¼ 2ðn̂1 þ n̂2 þ n̂3Þ þ ðn̂4 þ n̂5 þ n̂6Þ: ð22Þ
The model summarized above allows to obtain spectro-

scopic descriptions based on energy and intensity fittings.
However, in extracting force constants is crucial to estab-
lish the connection between the generators of the dynami-
cal algebra and the local coordinates and momenta, at
least in approximate form. We propose the following
approximation for the local coordinates qi and momenta pi
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qi ’
ffiffiffiffiffiffiffiffiffi

�h
2xl

s
ðd̂yi þ d̂ iÞ; ð23aÞ

p̂i ’
i
2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2�hxl

p
ðd̂yi � d̂ iÞ; ð23bÞ

where d̂yðd̂Þ may be identified either with âyðâÞ or b̂yðb̂Þ.
The expressions (23) represent just an approximation, not
only because we are proposing a linear expansion in terms
of the operators (8) but also because the commutation
relations

½qi; p̂j� ¼ i�hdij; ð24Þ
are only nearly satisfied, as we shall discuss. We know how-
ever that these relations are exact in the harmonic limit, a
remarkable fact that suggests the connection (23) with
the configuration space.

To decide the appropriate correspondence âyðâÞ or
b̂yðb̂Þ, we shall first annalyze the case where all operators
belong to the same set of equivalent oscillators a; stretching
or bending space in our example. In this case when the
operators d̂yðd̂Þ are associated with âyðâÞ, the usual com-
mutation relation for the coordinates and momenta are
satisfied

½qi; qj� ¼ 0; ½qi; p̂j� ¼ i�hdij: ð25Þ

In contrast, using the operators b̂yðb̂Þ we obtain

½qi; qj� ¼
�h

2xl
1

N
½âyj âi � âyi â

y
j �; i; j 2 a; ð26Þ

while for the coordinates and momenta

½qi; p̂j� ¼ i�hdij �
i�h

2N
½2n̂dij þ âjâ

y
i þ âiâ

y
j �; i; j 2 a: ð27Þ

We may thus conclude that the following correspondence

qi ’

ffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�h

2xl

s
ðâyi þ âiÞ; ð28aÞ

p̂i ’
i
2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2�hxl

p
ðâyi � âiÞ; ð28bÞ

must be considered for contributions of the Hamiltonian
that involve one set of equivalent coordinates, otherwise
the results of the fit would depend on the order of the lo-
cal coordinates and momenta in the expansion. Hence, at
first sight in the Hamiltonian (21) we must use (28) to ob-
tain the algebraic representation of Ĥs and Ĥb. This is
precisely the situation taken in previous applications of
the model [5,12–14].

We next consider the interactions where different sets of
equivalent operators are involved. The relevant contribu-
tions that preserve the polyad (22) correspond to Fermi
interactions, which arise from cubic order in the kinetic
energy

Eð3ÞK ¼
1

2

X
ijk

ogik

oqj

 !
0

p̂iqjp̂k; ð29Þ

and cubic order in the potential
V ð3Þ ¼ 1

3!

X
ijk

fijkqiqjqk; ð30Þ

where in both expressions one index should belong to the
stretching space while the other two to the bending space.
If we attempt to obtain an algebraic representation of the
operators (29) and (30) with the identification (28), we ob-
tain operators that do not conserve the representations [Ns]
and [Nb], which means in this case we are obliged to use the
correspondence

qi ’
ffiffiffiffiffiffiffiffiffi

�h
2xl

s
ðb̂yi þ b̂iÞ; ð31aÞ

p̂i ’
i
2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2�hxl

p
ðb̂yi � b̂iÞ; ð31bÞ

since the operators b̂yðb̂Þ preserve by themselves the repre-
sentations [Ns] and [Nb]. Substitution of (31) into either (29)
or (30) presents the same problem as before; the final alge-
braic interaction depends on the order of the local coordi-
nates or momenta. However, if we restrict ourselves to the
Fermi contributions, which present in the algebraic repre-
sentation the general form

f̂ ¼ b̂yi b̂ab̂b þ hc; i 2 stretches; a; b 2 bends; ð32Þ
we realize that no ambiguities appear. Operators belonging
to different subspaces commute and two creation or
destruction operators commute without taking care of
the space. This analysis leads to the statement

Within the approximation (31), a general stretching–
bending interaction presents more than one algebraic
representation in the U (m + 1) model that goes to the
same harmonic limit unless we restrict to Fermi interac-
tions. In the latter case no ambiguities exist and force
constants can be obtained.

One thus arrives to the conclusion that the algebraic rep-
resentation of the Hamiltonian for pyramidal molecules
should take the form

Ĥ ¼ Ĥ sðaÞ þ ĤbðaÞ þ ĤF
sbðbÞ; ð33Þ

where we have indicated the identification of the operators
in parenthesis. This result is in agreement with the previous
description of pyramidal molecules [13,14]. This scheme
however is too restrictive since only in Fermi-like interac-
tions the U (m + 1) model is involved. In other words, in
cases where only one set of equivalent oscillators is present
the U (m + 1) algebraic Hamiltonian and its harmonic limit
coincide. We thus proceed in the next section to establish
an approach where an algebraic representation of any
interaction in configuration space may be constructed with-
out ambiguities, a fact that allows to increase the effective-
ness of the model.

To set up our approach to construct any interaction as
well as to exemplify the determination of the force con-
stants within the framework of the U (m + 1) model, we
shall pay attention only to the stretching vibrational excita-
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tions of pyramidal molecules like arsine, and consequently
only the contribution Ĥs to (21) will be considered. The
goal of this work is to pave the way to the study of more
complicate systems and the description of the stretching
degrees of freedom involves the essence of our approach.

3. Calculation of force constants associated with the

stretching modes of arsine

To exemplify our method to estimate the force constants,
we consider in this section the study of the stretching degrees
of freedom of arsine. The equilibrium structure of the arsine
molecule is pyramidal with structure parameters
re = 1.51106 Å, and \HAsH = 92.069� [32]. The point sym-
metry group isC3v. This molecule has six degrees of freedom,
three of them associated with the stretching modes (A1 ¯ E)
and three bending modes (A1 ¯ E). The harmonic approxi-
mation provides a complete basis in terms of normal coordi-
nates which can be used to diagonalize a general
Hamiltonian. In the standard notation this basis is labeled by

jm1m2m
l3
3 ml4

4 i; ð34Þ
where m1 and m3 correspond to the symmetrical and degener-
ate As-H stretching modes A1 and E, respectively, while m2

and m4 correspond to the symmetrical and degenerate
H-As-H bending modes A1 and E, respectively. Since in this
work we shall restrict ourselves to the study of the stretching
degrees of freedom, the normal states will be labeled as

jm1m
l3
3 i or j1m1

; 3m3
i: ð35Þ

To carry out the description in a local scheme we start
by expanding the Wilson matrix and the potential in terms
of the displacement local coordinates. The G (q) matrix has
the following elements

grr ¼
1

mAs

þ 1

mH

; ð36aÞ

grr0 ¼
1

mAs

cos h; ð36bÞ

where h corresponds to the \HAsH, while mAs and mH are
the masses of arsenic 75As and hydrogen 1H, respectively.
These matrix elements are independent of the stretching
coordinates and consequently the expansion takes the form

gijðqÞ ¼ g0
ij; ð37Þ

where g0
ij is the element evaluated at equilibrium with

h = 92.069�. For the potential we have up to quartic terms

V ðqÞ ¼ 1

2
frr

X3

i¼1

q2
i þ frr0

X3

i>j¼1

qiqj þ
1

4!
frrrr

X3

i¼1

q4
i

þ 4

4!
frrrr0 ½q3

1ðq2 þ q3Þ þ q3
2ðq1 þ q3Þ þ q3

3ðq1 þ q2Þ�

þ 3

4!
frrr0r0 ½q2

1ðq2
2 þ q2

3Þ þ q2
2ðq2

3 þ q2
1Þ þ q2

3ðq2
1 þ q2

2Þ�

þ 12

4!
frrr0r00½q2

1q2q3 þ q2
2q1q3 þ q2

3q1q3�; ð38Þ
where only terms that lead to preservation of the polyad

P ¼ n1 þ n2 þ n3 ð39Þ
have been considered. On the other hand, the substitution
of (37) into the kinetic energy yields

T̂ ¼ 1

2
go

rr

X3

i¼1

p̂2
i þ go

rr0

X3

i>j¼1

p̂ip̂j: ð40Þ

The next step consists in obtaining the algebraic repre-
sentation of the kinetic energy (40) and the potential (38).
In principle we should carry out the substitution (23), but
this algebraic realization do not satisfy the commutation
relations (25) and consequently we propose to substitute
each term by its symmetric form. For the quadratic terms
we thus carry out the substitutions

p̂ip̂j !
1

2
ðp̂ip̂j þ p̂jp̂iÞ; qiqj !

1

2
ðqiqj þ qjqiÞ ð41Þ

while for the quartic terms appearing in the potential

q3
1ðq2 þ q3Þ !

1

2
½q3

1ðq2 þ q3Þ þ ðq2 þ q3Þq3
1�; ð42aÞ

q2
1ðq2

2 þ q2
3Þ !

1

2
½q3

1ðq2
2 þ q2

3Þ þ ðq2
2 þ q2

3Þq3
1�; ð42bÞ

q2
1q2q3 !

1

6
½q2

1ðq2q3 þ q3q2Þ þ ðq2q3 þ q3q2Þq2
1

þ q3q2
1q2 þ q2q2

1q3�; ð42cÞ

with similar expressions for the other terms. This symmetri-
zation process allows to establish a one to one correspon-
dence with the U (m + 1) algebraic representation of the
Hamiltonian using the approximation (23). We now have
to decide a procedure to identify d̂yðd̂Þ either with b̂yðb̂Þ
or âyðâÞ.

Following the approach described above we obtain in
natural form the Hamiltonian in a local scheme. In the
framework of this description, however, it is convenient
to identify the Hamiltonian as a sum of non-interacting
local oscillators plus a set of interactions. If the expansion
is carried out in terms of the displacement internal coordi-
nates qi, the natural identification corresponds to a set of
harmonic oscillators by associating the diagonal quadratic
terms in the potential with harmonic local potentials. In
such case the Hamiltonian corresponding to the non-inter-
acting oscillators takes the form

Ĥ 0 ¼
�hx
2

Xm

i¼1

ðâyi âi þ âiâ
y
i Þ; ð43Þ

with the usual definition

x ¼
ffiffiffiffiffi
frr

l

s
¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
frrg0

rr

q
: ð44Þ

The zeroth-order Hamiltonian (43) is obtained with the
identification of the operators d̂yðd̂Þ with âyðâÞ in the qua-
dratic terms. For quartic terms we may decide the appro-
priate identification according to the quality of the fits.
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We have found that the best selection corresponds to the
substitution of (28) into the third term of (38) and (31) into
the last three terms. With these considerations the Hamilto-
nian takes the form in wave numbers (cm�1)

Ĥ
hc
¼ ~xen̂þ k

X3

i6¼j

âyi âj þ a1 Î1 þ
X4

i¼2

ai

X
p

ÔpI i þ hc

 !
;

ð45Þ
where the local interactions Î i are

Î1 ¼
X3

i¼1

ðâyi âiÞ2 ¼
X3

i¼1

n̂2
i ; ð46aÞ

Î2 ¼ b̂y21 b̂1ðb̂2 þ b̂3Þ þ b̂2
1b̂y1ðb̂

y
2 þ b̂y3Þ þ ðb̂

y
1b̂1 þ b̂1b̂y1Þ

� ½b̂y1ðb̂2 þ b̂3Þ þ b̂1ðb̂y2 þ b̂y3Þ�; ð46bÞ

Î3 ¼ b̂y21 ðb̂2
2 þ b̂2

3Þ þ b̂2
1ðb̂
y2
2 þ b̂y23 Þ þ ðb̂

y
1b̂1 þ b̂1b̂y1Þ

� ½b̂y2b̂2 þ b̂2b̂y2 þ b̂y3b̂3 þ b̂3b̂y3�; ð46cÞ

Î4 ¼ 2ðb̂y21 b̂2b̂3 þ b̂2
1b̂y2b̂y3Þ þ ðb̂

y
1b̂1 þ b̂1b̂y1Þðb̂

y
2b̂2

þ b̂2b̂y2 þ b̂y3b̂3 þ b̂3b̂y3Þ þ b̂y3b̂2
1b̂y2 þ b̂3b̂y21 b̂2

þ b̂y3ðb̂
y
1b̂1 þ b̂1b̂y1Þb̂2 þ b̂3ðb̂y1b̂1 þ b̂1b̂y1Þb̂

y
2: ð46dÞ

The sum of operators Ôp involved in the last term of the
Hamiltonian (45) runs over the permutations
p = e, (123), (132). The spectroscopic parameters are given
in terms of the structure and force constants in the follow-
ing form

hc~xe ¼ �hxþ 6

4!

�h2

4x2l2
frrrr; ð47aÞ

hck ¼ �hxl
2

go
rr0 þ

�h
2xl

frr0 ð47bÞ

hca1 ¼
6

4!

�h2

4x2l2
frrrr ð47cÞ

hca2 ¼
4

4!

1

2

�h2

4x2l2
frrrr0 ð47dÞ

hca3 ¼
3

4!

1

2

�h2

4x2l2
frrr0r0 ð47eÞ

hca4 ¼
12

4!

1

6

�h2

4x2l2
frrr0r00 ð47fÞ

The Hamiltonian (45) is diagonalized in a symmetry
adapted basis which is obtained by projecting the functions
(6). The general form of this basis is [15]

j½N �; n; qC; ci ¼
X
fnig

AfNg;fng;qC;c
fnig j½N �; n; fnigi; ð48Þ

where q is a multiplicity label which takes into account that
the Cth irrep may appear several times. We should note
that the symmetry transformations leave invariant n and
consequently the projection is worked out in similar fash-
ion to the set of harmonic oscillators. The diagonalization
of the matrix representation of the Hamiltonian in the basis
(48) gives rise to eigenvectors of the form
j½N �; C; cii ¼
X
fng;q

BC;c;i
q;fngj½N �; n; qC; ci: ð49Þ

Substitution of (48) into (49) provides the eigenvectors in
terms of the local basis (6):

jf½N �g; C; cii ¼
X
fng;fnig

CC;c;i
fng;fnig jf½N �gfng; fnigi; ð50Þ

where

CC;c;i
fng;fnig ¼

X
q

AfNg;fngqC;c
fnig BC;c;i

q;fng: ð51Þ

In this scheme, the maximum component in the expansion
(50) provides the local label assignment. It is also possible
to assign approximate normal labels by diagonalizing num-
ber operators [15,19].

We now proceed to apply this algebraic formalism to
extract the force constants associated with the stretching
modes of arsine. Using the Hamiltonian (45) we have car-
ried out a fit of the available experimental data [27,28].
This Hamiltonian involves six interactions, which in turn
determine the six force constants {frr, frr 0, frrrr, frrrr 0, frrr0r 0,
and frrr0r00}. In Table 1, we present the 21 experimental ener-
gies and the theoretical energies provided by the fit, where
an rms deviation of 1.59 cm�1 was obtained with the
parameters given in Table 2. In the calculation all parame-
ters were freely optimized with equal weights keeping the
N = 28 fixed according to dissociation arguments [13,15].
The quality of the fit is expressed in terms of the rms
deviation

rms ¼
XN exp

i¼1

ðEi
exp � Ei

calÞ
2
=ðN exp � N parÞ

" #1=2

; ð52Þ

where Nexp is the total number of experimental energies
and Npar the number of parameters used in the fit. In addi-
tion to the experimental and theoretical energies, Table 1
includes both normal and local labels, as well as the square
of the maximum component. The rms provided by the fit in
the harmonic limit is 1.62 cm�1, a slightly higher value than
our fit. Our description however is more general and may
be crucial in the study of other systems.

To determine the significance of the fits, a statistical
error analysis for the parameters was carried out [29,30].
Two types of uncertainty measures were defined and com-
puted for the parameters xi: the delta-error (dxi) and the
epsilon-error (�xi). They are defined in such a way that
the value of the quadratic energy deviation Q2, defined by

Q2 ¼
XN exp

i¼1

ðEi
exp � Ei

calÞ
2
; ð53Þ

does not increase more than a fraction D of the minimum
value Q2

min. Specifically, the delta error for the parameter
xi is defined through the condition that Q2 remains smaller
than (1 + D)Q2 when xi is chosen in the interval [xi � dxi,
xi + dxi] around its optimum value xi. In this case all the
parameters are kept fixed at their optimized values.



Table 1
Energies (in cm�1) provided by the fit using the Hamiltonian (45)

Polyad State (normal) Contribution (normal) State (local) Contribution (local) Energies

Exp. Theor. DE

Symmetry A1

1 11 1.00 100 1.00 2115.16 2115.17 0.0
2 32 0.52 200 0.98 4166.77 4165.65 1.1
2 12 0.52 110 0.98 4237.7 4238.95 �1.2
3 1132 0.66 300 0.99 6136.34 6136.01 0.3
3 13 0.71 210 0.97 6275.83 6277.62 �1.8
3 33 0.55 111 0.98 6365.95 6367.23 �1.3
4 1232 0.47 400 0.99 8028.98 8027.29 1.7
4 14 0.41 310 0.97 8249.51 8249.94 �0.4
4 34 0.44 220 0.96 — 8332.92 —
4 1232 0.35 211 0.98 — 8397.37 —
5 1134 0.35 500 0.99 9841.4 9841.06 0.3
5 1332 0.38 410 0.99 — 10143.2 —
5 1233 0.57 320 0.98 — 10289.1 —
5 15 0.31 311 0.95 — 10370.7 —
5 35 0.27 221 0.95 — 10443.9 —
6 1234 0.37 600 0.99 11577.5 11577.5 �1.2
6 1432 0.38 510 0.99 — 11957.0 —
6 36 0.32 420 0.95 — 12183.1 —
6 1234 0.50 411 0.90 — 12265.1 —
6 36 0.37 330 0.86 — 12270.1 —
6 16 0.47 321 0.94 — 12401.5 —
6 36 0.38 222 0.96 — 12500.3 —

Symmetry A2

3 33 1.00 210 1.00 — 6301.12 —
4 1133 1.00 310 1.00 — 8261.71 —
5 1233 0.71 410 0.99 — 10149.9 —
5 35 0.71 320 0.99 — 10311.7 —
6 1135 0.52 510 0.99 — 11962.9 —
6 1333 0.55 420 0.99 — 12193.7 —
6 36 0.76 321 0.99 — 12439.1 —

Symmetry E

1 31 1.00 100 1.00 2126.42 2126.72 �0.3
2 1131 0.73 200 0.99 4167.94 4168.74 �0.8
2 32 0.73 011 0.99 4247.52 4248.59 �1.1
3 1231 0.38 300 0.99 6136.33 6136.32 0.0
3 1231 0.55 012 0.99 6282.35 6283.46 �1.1
3 33 0.67 120 0.99 6294.71 6295.02 �0.3
4 1133 0.43 400 0.99 8028.97 8027.32 1.6
4 1331 0.58 310 0.98 8257.27 8253.0 4.3
4 1232 0.50 130 0.98 8258.37 8258.65 �0.3
4 34 0.31 022 0.97 — 8335.51 —
4 34 0.47 211 0.99 — 8417.15 —
5 1233 0.37 500 0.99 9841.4 9841.06 0.3
5 1431 0.35 410 0.99 — 10143.7 —
5 1134 0.32 140 0.99 — 10149.8 —
5 1332 0.37 023 0.98 — 10290.4 —
5 35 0.65 230 0.99 — 10310.4 —
5 1233 0.31 311 0.98 — 10378.1 —
5 35 0.43 122 0.98 — 10460.9 —
6 1333 0.26 600 0.99 11576.3 11577.5 �1.2
6 1531 0.19 510 0.99 — 11957.1 —
6 1234 0.25 150 0.99 — 11962.8 —
6 1531 0.27 024 0.95 — 12184.1 —
6 1135 0.28 240 0.99 — 12192.7 —
6 1135 0.18 411 0.94 — 12266.3 —
6 36 0.24 033 0.91 — 12270.1 —
6 1234 0.24 123 0.99 — 12412.6 —
6 1135 0.36 231 0.99 — 12427.1 —

The rms deviation obtained is 1.59 cm�1. Experimental energies were taken from Refs. [27,28].
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On the other hand, �xi determines the range in which xi

varies when all other parameters are optimized again.
The epsilon error is generally much larger than the delta er-
ror, as can be seen in Table 2, where the fraction D was
chosen to be 0.05. From Table 2, we identify a2 as the
parameter displaying an error comparable to the parameter
itself, but this situation appears only for the epsilon error,
the delta error being significantly smaller. In addition to
the delta and epsilon errors we have also calculated the cor-
relation matrix for the parameters. From this point of view
the set of parameters are well determined since for all cases
Table 2
Parameters of the Hamiltonian (45) in cm�1 obtained in the fit to 21
vibrational energies of stretching vibrational bands in arsine

Parameter Fit Errors

Epsilon Delta

~xe 2162.92 0.292 0.029
k �4.2950 0.492 0.082
a1 �38.7361 0.005 0.001
a2 0.0514 0.0528 0.010
a3 �0.1833 0.022 0.003
a4 0.1641 0.073 0.030

The statistical error analysis has been included in the last two columns,
where the Epsilon and Delta errors are shown.

Table 3
Force constants derived from the spectroscopic parameters given in Table 2

Parameter This work Halonen et al. Ab initio

frr (aJ Å�2) 2.836 2.841 2.829
frr0 ðaJ Å

�2Þ �0.010 40 �0.009 95 �0.0097
frrrr (aJ Å�4) �51.9074 46.323 54.4
frrrr0 ðaJ Å

�4Þ 0.2066 — —
frr0r0 ðaJ Å

�4Þ �0.9825 — —
frrr0r00 ðaJ Å

�4Þ 0.6596 — —

The Halonen surface was taken from Ref. [32], while the ab initio surface
from Ref. [33].

Table 4
Observed and calculated relative intensities of the stretching vibrational band

Local state mcalc/cm�1 Iobs Ical

Symmetry A1

(100) 2115.13 1.0a 1.0
(200) 4165.79 0.021 0.0
(110) 4238.94 — 1.1
(300) 6136.07 0.32 · 10�3 1.3
(210) 6277.63 0.28 · 10�4 0.0
(400) 8027.32 0.15 · 10�4 0.1

Symmetry E

(100) 2126.81 1.0a 1.0
(200) 4168.75 0.021 0.0
(011) 4248.66 — 2.6
(300) 6136.36 0.32 · 10�3 1.3
(012) 6283.43 — 1.5
(120) 6295.01 0.14 · 10�4 0.0
(400) 8027.35 0.15 · 10�4 0.1

a Scaled value.
the matrix correlation values are not greater than 0.95, to
be compared with the value of 0.99 estimated to be typical
for correlation [31].

In agreement with previous descriptions and the local
character of the eigenstates, this molecule presents a strong
local behavior, which is also reflected in the local mode
parameter defined by Child and Halonen [20], which in
the framework of this model may be defined as

n ¼ 2

p
arctan

kN
~x

	 

: ð54Þ

This parameter provides a measurement of locality, where
the extremes n = ±1 and n = 0 correspond to pure normal
and local behaviors, respectively. In agreement with the
local behavior manifested in the components of the eigen-
states, for the As-H oscillators we obtain n = �0.032 from
the parameters displayed in Table 2.

From the spectroscopic parameters given in Table 2 and
the relations (47), we obtained the force constants displayed
in Table 3. In the same table we have included for compar-
ison the parameters obtained by Halonen co-workers [32]
as well as ab initio results [33]. Although it is possible to
obtain a fit of the same quality with less parameters, we have
decided to include all the interactions to estimate all the
available force constants. As noted from Table 4, the results
are in good agreement with previous calculations. The dis-
crepancy in the sign of the constant frrrr is due to the approx-
imation in the potential, where only terms up to quartic

order were kept. In our approximation frrrr must be less than
zero to reproduce the strong anharmonic behavior in the
spectrum, a behavior reproduced naturally when Morse
oscillators are considered at zeroth-order.

The analysis presented constitutes an example of a gen-
eral procedure to estimate force constants in the frame-
work of the U (m + 1) approach, which is one of the goals
of our contribution. In the next section, we shall show
how it is possible to establish a general approach to model
dipole transition intensities using the same basic idea.
s in arsine

c Halonen et al. [27] Pluchart et al. [13]

1 1.0
68 0.022 0.0209
4 · 10�3 0.13 · 10�3 —
2 · 10�3 0.49 · 10�3 0.47 · 10�3

7 · 10�4 0.0055 · 10�4 —
29 · 10�4 0.071 · 10�4 0.12 · 10�4

1.0 1.0
69 0.022 0.0209
4 · 10�4 0.58 · 10�4 —
2 · 10�3 0.49 · 10�3 0.47 · 10�3

1 · 10�6 0.51 · 10�6 —
15 · 10�4 0.0032 · 10�4 —
28 · 10�4 0.071 · 10�4 0.12 · 10�4
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4. Dipole transition intensities

The analysis of transition intensities represents a test for
the wave functions provided by any model of the Hamilto-
nian. In particular in the framework of a local scheme the
infrared absorption intensities are calculated with a bond
dipole model, where the dipole function is expressed as a
sum of bond dipoles in the following form [20,21]

~lðrÞ ¼
X3

i¼1

liðriÞei; ð55Þ

where ri is the instantaneous bond length of the ith
bond and ei is a unit vector along the ith bond. The
infrared transition intensities from the initial state jmæ
to the final state jm 0æ within a single electronic state is
given by [22]

Im!m0 ¼ CDEmm0

X
i;j

jlðm;iÞ;ðm0 ;jÞj
2
; ð56Þ

where C is a constant, DEmm0 is the energy difference between
the states, the subindices {i, j} account for the degeneracy
of the states, while the dipole matrix elements take the form

jlmm0 j
2 ¼

X
f¼x;y;z

jhm0j~lðrÞ � efjm0ij2

¼
X

f¼x;y;z
jhm0jlfðrÞjm0ij

2
; ð57Þ

where the degeneracies have not been considered explicitly.
A crucial question that arises is concerned with the form of
the bond dipole function. A Taylor series expansion as a
function of the bond lengths is a possibility, but a more
attractive alternative consists in modeling the local dipole
functions with an analytical function, such as the Mecke di-
pole moment function [23,24]

t̂i ¼ loqm
i e�cqi ; ð58Þ

where qi is the displacement local coordinate for the ith
oscillator, c and lo are parameters to be determined and
m is usually taken to be an integer P1. Here, we shall con-
sider m = 1. The advantage of this function is its simplicity,
its correct asymptotic limits and the fact that it is possible
to obtain analytical results for the matrix elements for
some systems, like Morse functions for instance. The differ-
ent components of the dipole function is then expanded in
terms of the local operators (58).

For pyramidal molecules the dipole operator span the
irreducible representations A1 and E in the following
form

lA1
z ; ðlE

x ; l
E
y Þ: ð59Þ

To calculate the intensities a representation of the dipole
operators involved in (56) has to be attained in terms of
the local dipole moment functions (58). We first have to
fix the degenerate representation according to the matrix
representation generated by (x,y). To achieve this goal
we chose the chain of groups

C3v � Ca
s ; Ca

s ¼ fE; ra
vg; ð60Þ
to classify the symmetry adapted functions and opera-
tors. In (60) the element ra

v stands for the plane of sym-
metry indicated in Fig. 1. Projecting we thus obtain the
following representation for the dipole components up
to first order

lE;A0

x ¼ d1
1ffiffiffi
6
p ð2̂t1 � t̂2 � t̂3Þ; ð61aÞ

lE;A00
y ¼ d1

1ffiffiffi
2
p ð̂t2 � t̂3Þ; ð61bÞ

lA1;A
0

z ¼ d2

1ffiffiffi
3
p ð̂t1 þ t̂2 þ t̂3Þ; ð61cÞ

where A 0 and A00 label the irreps of the subgroup Ca
s . We

may add contributions of higher order by means of succes-
sive couplings. This extension ensures realistic asymptotic
behavior of the dipole surface, but enough experimental
data is necessary. For arsine, few experimental data are
available and consequently only the linear expansion (61)
will be considered.

Taking into account this analysis the transition intensi-
ties (56) may be expressed as

Imi!mf ¼ DEmf mi jhmf Cf jlA1 jmiCiij2 þ jhmf Cf A0jlðE1 ;A
0Þ

x jmiCiA
0ij2

n o
;

ð62Þ

where we have considered the Wigner–Eckart theorem
to involve only the first component of the eigenvectors
[25].

To calculate the matrix elements of the dipole function
in the context of the U (m + 1) model, we first have to
obtain a representation of the operators (58) in the algebra-
ic space. To achieve this goal we simply substitute our
approximation (31) to obtain

t̂i ¼ lo
1ffiffiffi
2
p ðb̂yi þ b̂iÞe�

cffiffi
2
p ðb̂yiþb̂iÞ; ð63Þ

taking dimensionless units. We thus will be interested in the
calculation of the matrix elements of this operators in the
local basis (6)

Mm0;m � h½N �; n0; n01; n
0
2; n

0
3 ĵtij½N �; n; n1; n2; n3i ð64Þ

where m denotes symbolically the set of local quantum
numbers {N, n, n1n2, n3}. We can obtain closed analytic re-
sults for the matrix elements (64) based on the fact that the
operators (8) satisfy the su(2) commutation relations. Tak-
ing advantage of this fact we can write

e
� cffiffi

2
p ðb̂yiþb̂iÞ ¼ e�bðĴ iþþĴ i�Þ ¼ e�f1 Ĵ i;þe�f2 Ĵ i;�e�f3 Ĵ i;0 ; ð65Þ

where we have introduced the definition

b ¼ cffiffiffiffiffiffiffi
2N
p : ð66Þ

The functional form of the parameters fi is given by

f1 ¼ tanhðbÞ; ð67Þ
f2 ¼ sinhðbÞ coshðbÞ; ð68Þ
f3 ¼ 2 ln½coshðbÞ�: ð69Þ
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which was obtained through a two dimensional representa-
tion of the su(2) algebra [26]. Hence the transition opera-
tors (63) may be written in the following form

t̂i ¼ lo
1ffiffiffi
2
p ðb̂yi þ b̂iÞe�ðf1

ffiffiffi
N
p
Þb̂yi e�ðf2

ffiffiffi
N
p
Þb̂i e�ðf3

ffiffiffi
N
p
ÞĴ i;0 ; ð70Þ

where we should take into account that

J i;0 ¼ �
N
2

1� 1

N
ðn̂þ n̂iÞ

� �
; ð71Þ

in accordance with (10). The matrix elements (64) are
now able to be calculated in a straightforward way.
The result is

Mm0 ;m ¼ l0

ðPj6¼idn0j ;nj Þffiffiffi
2
p ef3

N
2 ð�f1

ffiffiffiffi
N
p
Þn
0
i�ni�1

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ni!ðn0i�1Þ!

p ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
n0ið1�

n0 �1

N
Þ

r

�
Xni

q¼0

ðf1f2NÞq

q!ðn0i�niþq�1Þ!ðni�qÞ!f ðf3;N ;n0 �1;n;n0i�1;ni;qÞ

þl0

ðPj 6¼idn0j ;nj Þffiffiffi
2
p ef3

N
2 ð�f1

ffiffiffiffi
N
p
Þn
0
i�niþ1

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ni!ðn0iþ1Þ!

p ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ðn0iþ1Þð1�n0

N
Þ

r

�
Xni

q¼0

ðf1f2NÞq

q!ðn0i�niþqþ1Þ!ðni�qÞ!f ðf3;N ;n0 þ1;n;n0iþ1;ni;qÞ;

ð72Þ

where for convenience we have defined

f ðf3;N ; n0; n; n0i; ni; qÞ ¼ e
f3
2 ðnþniÞ

Nq

� ðN � nþ qÞ!ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
Nn0i�niðN � nÞ!ðN � n0Þ!

q : ð73Þ

Although here we have restricted ourselves to only one
set of equivalent oscillators, this result is easily general-
ized for more than one set. Let us now consider the
particular situation when all transitions start from the
ground state j[N], 0; 000æ. In this case, the matrix
elements (72) reduce to

Mm0 ;0 ¼l0

ðPj 6¼idn0j ;0
Þffiffiffi

2
p ef3

N
2
ð�f1Þn

0
i�1

ðn0i � 1Þ!

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
N !n0iðn0i � 1Þ!ð1� ðn0 � 1Þ=NÞ

ðN � n0 þ 1Þ!

s(

þ l0

ð�f1Þn
0
iþ1

ðn0i þ 1Þ!

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
N !ðn0i þ 1Þðn0i þ 1Þ!ð1� n0=NÞ

ðN � n0 � 1Þ!

s )
: ð74Þ

From these expressions we can recover the harmonic
limit. To achieve this goal we first consider the limits

lim
N!1

ffiffiffiffi
N
p

f1 ¼
cffiffiffi
2
p ; ð75aÞ

lim
N!1

ffiffiffiffi
N
p

f2 ¼
cffiffiffi
2
p ; ð75bÞ

lim
N!1

f3Ĵ 0 ¼ �
c2

4
; ð75cÞ

lim
N!1

f3 ¼ 0: ð75dÞ

In addition, we have

lim
N!1

f ðf3;N ; n0; n; n0i; ni; qÞ ¼ 1; ð76Þ

from which we obtain
lim
N!1

Mm0;m ¼ l0

ðPj6¼idn0j;njÞffiffiffi
2
p e

c2

4 ð�c
ffiffiffi
2
p
Þn
0
i�ni�1

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
n0ini!ðn0i � 1Þ!

p
�
Xni

q¼0

ðc2=2Þq

q!ðn0i � ni þ q� 1Þ!ðni � qÞ!

þ l0

ðPj6¼idn0j;njÞffiffiffi
2
p e

c2

4 ð�c
ffiffiffi
2
p
Þn
0
i�niþ1

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ðn0i þ 1Þni!ðn0i þ 1Þ!

p
�
Xni

q¼0

ðc2=2Þq

q!ðn0i � ni þ qþ 1Þ!ðni � qÞ! : ð77Þ

This result coincide with the evaluation of the matrix
elements using harmonic oscillator functions and the
creation and annihilation operators âyi in the expansion
of q.

This description contrasts with the analysis presented in
Ref. [13], where the proposed dipole transition operator is
based on the general behavior of the dipole transition
intensities and has to be defined for each type of local
states. For example, for transitions

j½N �; 0; 0; 0; 0; 0i ! j½N �; ni; 0; . . . ; ni; . . . ; 0i ð78Þ
the operators proposed are (translated into our notation)
[15]:

l̂A1 ¼ d1

XN

n¼1

ðecn̂ðnÞT A1 þ hcÞ; ð79aÞ

l̂E ¼ d2

XN

n¼1

ðec0 n̂ðnÞT E þ hcÞ; ð79bÞ

where

ðnÞT A1
z ¼

X3

i¼1

ðb̂yni þ hcÞ ð80aÞ

ðnÞT E ¼ ð2b̂yn1 � b̂yn2 � b̂yn3 þ hcÞ: ð80bÞ
In this case the equivalent of the local transition operator
(63) for the specific case of transitions from the ground
state is

t̂gs!ni
i ¼ d e�bni b̂yni

i ; ð81Þ
with matrix elements

h½N �; n; n1; n2; n3 ĵtgs!ni
i j½N �; 0; 0; 0; 0i

¼ ðPj 6¼idn0j;njÞd e�bni

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
N !ni!

NniðN � niÞ!

s
dn0j;0

ð82Þ

This expression is simple and reproduces the general trend
of the transition intensities, but it has the disadvantage that
is not general and its physical content is not in accordance
with the fact that the dipole transition moment is given in
terms of an expansion of the coordinates. The latter can be
appreciated when the harmonic limit of the dipole expan-
sions (79) is studied. In the harmonic limit the operators
(80) reduce to

lim
N!1

ðnÞT A1
z 	

X3

i¼1

1ffiffiffi
2
p ðqi � ipiÞ
	 
n

þ hc
� �

; ð83aÞ
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lim
N!1

ðnÞT E 	 2
1ffiffiffi
2
p ðq1 � ip1Þ
	 
n

� 1ffiffiffi
2
p ðq2 � ip2Þ
	 
n

� 1ffiffiffi
2
p ðq3 � ip3Þ
	 
n

; ð83bÞ

while for the exponentials

lim
N!1

ecni ¼ ec1
2ðp̂

2
i þq2

i �1Þ; ð84Þ

which means that in this description the dipole transition
operators depend on both the coordinates and momenta,
a peculiar result not consistent with the fact that the dipole
moment operator is considered as an expansion of the
coordinates.

The dipole transition intensities (62) involve three
parameters in the linear approximation (61), namely {d1,
d2, c}. The parameters d1 and d2 fix the scale, while c in
(58) determines how the strengths decrease as a function
of the number of quanta. Note that since the stretching
coordinates are equivalent the operators {̂ti; i ¼ 1; 2; 3}
contain the same parameter c. These parameters should
be determined through a fit to the experiment. The function
taken to minimize is

rms ¼
XN exp

i¼1

½logðI i
expÞ � logðI i

calÞ�
2
=ðN exp � NparÞ

" #1=2

ð85Þ

with the same meaning for Nexp and Npar as in (52). In Ta-
ble 4, we present the calculated intensities for the experi-
mental data available [27]. The parameters obtained in
the fit are

d1 ¼ 0:0173; d2 ¼ 0:0122; c ¼ 0:193536: ð86Þ
The d parameters are concerned with the normalization and
consequently a small variation does not affect considerable
the results. In contrast, c must be specified with this preci-
sion to obtain the results displayed in the table. Additional
digits in the parameters (86) do not change the reported the-
oretical intensities. In the same Table 4, results presented by
Halonen et al. [27] and Pluchart et al. [13] are also included.
In average our results are similar in accuracy to the Ref.
[27]. This is expected since in essence we are using the same
expansion for the dipole operator. Although at first sight
the intensities provided by Ref. [13] are better, we should
take into account that not all the experimental data were
considered and that the number of parameters involved in
(79) are 4, one more parameter that using the linear approx-
imation (61). Our description may be improved by consid-
ering symmetrized cross terms in the dipole functions
(adding higher order terms in the expansions (61a)), but
there is no guarantee that this kind of solution provides
physical insights, since bending–stretching interactions
may introduce significant effects on the intensities. We stress
however, that the treatment we propose to describe dipole
transition intensities is general and is readily extended to in-
clude higher order expansions in the dipole operators,
which in the harmonic limit reduce to the usual expansions
considered in local mode models [20].
5. Summary and conclusions

Based on the new formulation of the U (m + 1) model
recently proposed in [15], we have established an
approach to obtain the force constants associated to
the Born–Oppenheimer potential surfaces. The basic idea
consists in identifying the expressions (23) as a first
approximation to represent algebraically the local coordi-
nates and momenta. With such identification it is com-
pulsory to carry out a symmetrization procedure to
obtain a suitable Hamiltonian. This approach allows to
construct the relevant interactions starting with the Ham-
iltonian in configuration space without using group theo-
retical techniques of continuous groups. We should stress
that with this approach the previous version of the mod-
el [4,5,13,14] is extended to model any interaction with
anharmonic operators. As an example a study of the
stretching modes of the arsine is presented. All the force
constants involved up to quartic order and preserving the
polyad are obtained.

The connection of the coordinates and momenta with
the u (m + 1) algebraic space allows to establish an alge-
braic representation of the dipole operators in natural
form starting from the local Mecke’s dipole functions.
This fact allows to obtain general expressions of the
components of the dipole moment for any system in
terms of local dipole functions. This approach contrasts
with the previous approach proposed in Ref. [13], where
specific tensorial operators have to be defined for each
type of local states and where the operators depend on
the coordinates as well as the momenta, as shown by
the harmonic limit analysis. As an example a description
of the dipole transition intensities for arsine has been
presented.

We should stress that the goal of our work was not to
improve pervious descriptions, but rather to show a possi-
ble way to estimate force constants and to model dipole
transitions intensities based on physical grounds. Force
constants had not been obtained before in the framework
of the U (m + 1) model, and our approach to describe tran-
sition intensities is general and based on previous descrip-
tions in local schemes. We hope this new point of view of
the U (m + 1) model will help in giving deeper insight into
the model as well as to improve the general description
of complex molecules.
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Abstract

A description of vibrational excitations of pyramidal molecules in terms of the unitary group approach U(m + 1) is presented. Based
on the recent reformulation of this algebraic method the Hamiltonian is first expressed in the space of coordinates and momenta and
thereafter translated into an algebraic realization in terms of the generators of the dynamical group Us(4) · Ub(4), where s and b stand
for stretching and bending degrees of freedom, respectively. Fermi and number interactions are considered in the stretching–bending
contribution of the Hamiltonian. This new approach provides in natural form the connection between the spectroscopic parameters
and force constants. The analysis of the vibrational excitations of arsine is presented.
� 2006 Elsevier Inc. All rights reserved.

Keywords: Unitary group approach; Local model; Force constants; Vibrational excitations; Arsine
1. Introduction

In the last decades local mode models have provided an
alternative way to study highly excited vibrational states of
symmetrical molecules. Because significant differences in
atomic masses and anharmonicity are correlated, local
behavior is strongly manifested in systems containing
hydrogen atoms, like for instance H2O, AsH3, SbH3,
C2H2, SiH2 and C6H6 [1–3]. The observed stretching vibra-
tional energy level patterns with close degeneracies are typ-
ical of these molecules, a feature that is nicely explained
with the simplest version of this theory, where the bond
oscillators are coupled by bilinear kinetic and potential
energy terms [4]. The basic idea of the local models consists
in considering a set of non interacting oscillators as a zer-
oth order Hamiltonian in such a way that the strength of
their coupling versus bond anharmonicities determines
the local character of the spectra. Although this approach
0022-2852/$ - see front matter � 2006 Elsevier Inc. All rights reserved.

doi:10.1016/j.jms.2006.08.012
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was originally applied only to stretching modes, using
Morse oscillators for the diagonal contribution and taking
a harmonic approximation for the interaction matrix ele-
ments (harmonically coupled anharmonic oscillator model)
[1,4], an extension to include the bending vibrations as
valence angle oscillators was also developed [5]. In the lat-
ter case a direct product of functions is proposed as a basis,
with Morse functions for the stretching degrees of freedom
and harmonic oscillator functions for the bending modes.
A more general approach may be possible in which Morse
oscillators are considered for stretches and asymmetrical
bends and Pöshel-Teller oscillators for symmetrical out-
of-plane modes [6]. This treatment has the advantage that
it allows to unify in an algebraic SU(2) representation the
vibrational description of molecules without losing the con-
nection with the configuration space [7–11]. An alternative
local approach to describe vibrational excitations is repre-
sented by algebraic methods based on the use of unitary
dynamical groups [12,13].

The second quantization formalism [14] and factoriza-
tion methods [15–17] have given rise to a wide variety of
algebraic methods in different fields of physics and

mailto:renato@nucleares.unam.mx
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chemistry [18–21]. In particular, when the vibrational exci-
tations are described in terms of a basis of harmonic oscil-
lators the number operator representation has proved its
usefulness to compute matrix elements as well as to estab-
lish relevant interactions in the construction of effective
Hamiltonians in both local and normal representations
[12,19,22]. In the framework of a local mode picture
another possibility of description consists in considering
Morse and/or Pöshel-Teller oscillators either algebraically
or in configuration space. In any case the approach pro-
vides a basis defined by the eigenfunctions of the zeroth
order Hamiltonian of independent oscillators. An alterna-
tive basis is provided by the U(m + 1) model, although in
this case there is no clear potential associated with it.

The U(m + 1) model was proposed some time ago first in
the context of the description of collective states of nuclei
[23,24] and later on in the field of molecular physics
[12,13]. In the latter case for a set of m equivalent oscillators
the dynamical group becomes U(m + 1), while for several
sets of equivalent oscillators the direct product of groups
is taken as the dynamical group. Recently a connection
between the unitary group approach and the traditional
description in configuration space of vibrational excitations
was proposed [25,26]. This new approach has the remark-
able feature that it is possible to set up the U(m + 1) alge-
braic representation of any Hamiltonian in configuration
space without ambiguities, allowing to obtain force con-
stants and model dipole transition operators directly from
dipole functions in coordinates [26]. Up to now the appli-
cation of this approach has been restricted to the stretching
modes of arsine, where force constants and dipole transi-
tions were studied. An analysis of the stretching modes of
arsine using the traditional U(m + 1) approach has also
been presented [27]. In this contribution we proceed to
establish the general description of pyramidal molecules
where no tunneling motion is allowed. This approximation
is justified for systems where no inversion splitting is
observed, like arsine and stibine [28–30]. In order to evalu-
ate this new approach we shall present a study of the com-
plete overtone spectra of arsine in a close correspondence
with previous analysis in configuration space, including
the attainment of force constants.

This paper is organized as follows. A summary of the
new formulation of the U(m + 1) model is briefly presented
in Section 2. Section 3 is devoted to establish the general
model to describe the vibrational excitations of pyramidal
molecules. The analysis of the results obtained for arsine
is discussed in Section 4. Finally, our summary and conclu-
sions are given in Section 5.

2. A summary of the U(m + 1) approach to vibrational

excitations

In this section we present a summary of the U(m + 1)
model according to the new reformulation presented in
Ref. [25,26]. Let us start considering m equivalent oscilla-
tors. Associated with the i-th oscillator we have bosonic
creation âyi and annihilation âi operators. An additional ŝ
boson is added with the constraint that the total number
of bosons N̂ is constant. In this model the state vectors
associated to a local mode description consist of a set of
m + 1 independent harmonic oscillators. Explicitely the
basis is given by [25]

j½N �; n; n1; n2; . . . ; nmi ¼
1ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ðN � nÞ!
Qm

j
nj!

s ðŝyÞN�n

�
Ym

i

ðâyi Þ
ni j0i; ð1Þ

which is characterized by the total number of quanta N,
whose corresponding operator is given by

N̂ ¼ n̂þ n̂s; ð2Þ
with

n̂ ¼
Xm

i¼1

âyi âi; n̂s ¼ ŝyŝ: ð3Þ

The addition of the boson ŝ together with the fact that the
representation [N] is fixed, makes the unitary group
U(m + 1) a dynamical group for the set of m oscillators.

From the generators of the unitary group U(m + 1) the
following operators are introduced [25,26]

b̂yi �
ŝâyiffiffiffiffi

N
p ; b̂i �

ŝyâiffiffiffiffi
N
p ; ð4Þ

with commutation relations

½b̂i; b̂
y
j � ¼ dij �

1

N
½n̂dij þ âyj âi�; ½b̂yi ; b̂yj � ¼ ½b̂i; b̂j� ¼ 0; ð5Þ

which may be identified with the angular momentum com-
mutation relations [31]. The action of these operators over
the kets (1) is the following

b̂yi j½N �; n; n1; n2; . . . ; nmi ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ðni þ 1Þ 1� n

N

� �r
j½N �; n

þ 1; n1; ::; ni þ 1; ::; nmi; ð6aÞ

b̂ij½N �; n; n1; n2; . . . ; nmi ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ni 1� n� 1

N

� �s
j½N �; n

� 1; n1; ::; ni � 1; ::; nmi; ð6bÞ

while for the operators âyi ðâiÞ

âyi j½N �; n; n1; n2; . . . ; nmi ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ðni þ 1Þ

p
j½N �; n

þ 1; n1; . . . ; ni þ 1; . . . ; nmi; ð7aÞ

âij½N �; n; n1; n2; . . . ; nmi ¼
ffiffiffiffi
ni
p j½N �; n� 1; n1; . . . ; ni

� 1; . . . ; nmi: ð7bÞ

In the harmonic limit the operators b̂yi ðb̂iÞ go to âyi ðâiÞ, with
the usual bosonic commutation relations [25,26].

When a sets of equivalent oscillators are present in the
vibrational description, a u(m + 1) algebra is introduced
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for each equivalent set, so that the dynamical group is giv-
en by the direct product

U 1ðm1 þ 1Þ � U 2ðm2 þ 1Þ � . . .� U aðma þ 1Þ: ð8Þ

In this case a total number of bosons Ni is associated with
each space, which in turn is related to the dissociation limit
of the corresponding internal coordinates [13,32].

Our method to construct the algebraic Hamiltonian con-
sists in establishing the Hamiltonian in configuration space
in a local scheme and later on carry out the substitution
[25,26]

qi ’
ffiffiffiffiffiffiffiffiffi

�h
2xl

s
ðd̂yi þ d̂ iÞ; ð9aÞ

p̂i ’
i
2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2�hxl

p
ðd̂yi � d̂ iÞ; ð9bÞ

for each internal coordinate, where d̂yi ðd̂ iÞ may be identified
either with âyi ðâiÞ or b̂yi ðb̂iÞ.

We thus start with the quantum mechanical Hamiltoni-
an in internal displacement coordinates qi that describes the
vibrational excitations of a molecule [33,34]

H ¼ 1

2
~pGðqÞpþ V ðqÞ; ð10Þ

where terms not involving momentum operators in the
kinetic energy have been omitted [35], and q and p are col-
umn vectors corresponding to the internal displacement
coordinates and their conjugate momenta

p̂k ¼ �i�h
o

oqk

; ð11Þ

respectively, while the Wilson matrix G(q) establishes the
connection between the internal and Cartesian coordinates.
In the Hamiltonian (10), vibrational angular momenta
have been also neglected. The solutions of the Schrödinger
equation associated with the Hamiltonian (10) may be ob-
tained expanding the G(q) matrix as well as the potential in
terms of the internal displacement coordinates keeping
terms up to certain order in momenta and coordinates.
Usually terms up to quartic order are taken into account
in order to include the most relevant Fermi and Darling–
Dennison resonances. In this way we obtain a Hamiltonian
of type Ĥ ¼ Ĥðq; pÞ, whose algebraic representation is ob-
tained through the substitution of the relations (9). In this
process however a symmetrization procedure may be neces-
sary when dealing with coordinates belonging to the same
subspace. The reason stems out from the fact that the
commutators

½qi; qj� ¼ 0; ½qi; p̂j� ¼ i�hdij: ð12Þ

are satisfied when the operators d̂yðd̂Þ are associated with
âyðâÞ, but not with b̂yðb̂Þ. In fact, using the operators
b̂yðb̂Þ we obtain

½qi; qj� ¼
�h

2xl
1

N
½âjâ

y
i � âiâ

y
j �; i; j 2 a; ð13Þ
while for the coordinates and momenta

½qi; p̂j� ¼ i�hdij �
i�h
2N
½2n̂ dij þ âjâ

y
i þ âiâ

y
j �; i; j 2 a: ð14Þ

Following this approach we obtain in natural form the
algebraic Hamiltonian in a local scheme. In the framework
of this description, however, it is convenient to identify the
Hamiltonian as a sum of non-interacting local oscillators
plus a set of interactions. Since the expansion is carried
out in terms of the displacement internal coordinates qi,
the natural identification corresponds to

Ĥ 0 ¼
�hx
2

Xm

i¼1

ðâyi âi þ âiâ
y
i Þ; ð15Þ

with the usual definition

x ¼

ffiffiffiffiffiffi
fqq

l

s
¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
fqqg0

qq

q
: ð16Þ

The zeroth-order Hamiltonian (15) is obtained with the
identification of the operators d̂yðd̂Þ with â�(â) in the qua-
dratic terms. For quartic terms we decide the appropriate
identification according to the physical meaning and qual-
ity of the fit. Finally, the resulting algebraic Hamiltonian is
diagonalized in a symmetry adapted basis which is ob-
tained by projecting the functions (1) [25,36].

3. Pyramidal molecules

Let us now consider the case of pyramidal molecules of
type XH3 in the framework of the U(m + 1) model that will
allow to describe the overtone spectra of arsine. The har-
monic approximation provides a complete basis in terms
of normal coordinates which can be used to diagonalize a
general Hamiltonian. In the standard notation this basis
is labeled by

jm1m2m
l3
3 ml4

4 i; ð17Þ
where m1 and m3 correspond to the symmetrical and degener-
ate X-H stretching modes A1 and E, respectively, while m2

and m4 correspond to the symmetrical and degenerate
H-X-H bending modes A1 and E, respectively. In this work
the normal states will be labeled as

j1m1
; 2m2

; 3m3
; 4m4
i; ð18Þ

since the vibrational angular momenta are not needed to
reproduce the avaliable experimental data. To carry out
the description in a local scheme we should expand the Wil-
son matrix and the potential energy in terms of the dis-
placement local coordinates. In Fig. 1 we display the
assignment of coordinates in which the first set (ri, i = 1,
2, 3.) corresponds to the space of stretching oscillators
(s), while the set (hi, i = 4, 5, 6) stands for the space of
bending oscillators (b). We shall take the following coordi-
nates in the expansion of the Hamiltonian

qi ¼ Dri; i ¼ 1; 2; 3; qj ¼ reDhj; j ¼ 4; 5; 6; ð19Þ



Fig. 1. Internal coordinates used to describe the vibrational degrees of
freedom of pyramidal molecules. The subindex associated with each
coordinate corresponds to the boson numbering in the text.
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where re is the equilibrium distance X-H. The Hamiltonian
(10) involves the G(q) matrix, whose elements are given in
the appendix. We shall consider terms up to quartic order
in the expansion of kinetic and potential energies. As usual
the Hamiltonian may be written in the form

Ĥ ¼ Ĥ s þ Ĥ b þ Ĥ sb; ð20Þ
where polyad conservation may be considered, a condition
that for this system in the local scheme takes the form

P ¼ 2ðn1 þ n2 þ n3Þ þ ðn4 þ n5 þ n6Þ: ð21Þ
Because of the polyad conservation, the contributions Ĥs

and Ĥb involve only quadratic and quartic powers. For
the stretching contribution we have

Ĥ s ¼
1

2
go

rr

X3

i¼1

p̂2
i þ go

rr0

X3

i>j¼1

p̂ip̂j

þ 1

2
frr

X3

i¼1

q2
i þ frr0

X3

i>j¼1

qiqj þ
1

4!
frrrr

X3

i¼1

q4
i

þ 4

4!
frrrr0 ½q3

1ðq2 þ q3Þ þ q3
2ðq1 þ q3Þ þ q3

3ðq1 þ q2Þ�

þ 3

4!
frrr0r0 ½q2

1ðq2
2 þ q2

3Þ þ q2
2ðq2

3 þ q2
1Þ þ q2

3ðq2
1 þ q2

2Þ�

þ 12

4!
frrr0r00 ½q2

1q2q3 þ q2
2q1q3 þ q2

3q1q2�: ð22Þ

We should note that no quartic terms coming from the
kinetic energy appear, a fact that is explained by the
independence of the elements (46a) and (46b) in the stretch-
ing coordinates. On the other hand, for the bending contri-
bution we have

Ĥb ¼
1

2
go

qq

X6

i¼4

p̂2
i þ go

qq0

X6

i>j¼4

p̂ip̂j

þ 1

2
fqq

X6

i¼4

q2
i þ fqq0

X6

i>j¼4

qiqj
þ 1

4

o
2gq4q4

oq2
4

 !
0

½p4q2
4p4 þ p5q2

5p5 þ p6q2
6p6�

þ 1

4

o2gq4q5

oq2
4

 !
0

½ðp4q2
4 þ p6q2

6Þp5 þ ðp5q2
5 þ p6q2

6Þp4

þ ðp4q2
4 þ p5q2

5Þp6 þ H :c:�

þ 1

2

o2gq4q5

oq4oq5

 !
0

½p4q4q5p5 þ p6q6q5p5 þ p4q4q6p6 þ H :c:�

þ 1

2

o
2gq4q6

oq4oq5

 !
0

½p4q4q5p6 þ p6q6q5p4 þ p5q5q4p6

þ p4q4q6p5 þ p5q5q6p4 þ p6q6q4p5 þ H :c:�

þ 1

2

o
2gq4q6

oq2
5

 !
0

½p4q2
5p6 þ p5q2

4p6 þ p5q2
6p4 þ H :c:�

þ 1

4!
fqqqq

X6

i¼4

q4
i ;

þ 4

4!
fqqqq0 ½q3

4ðq5 þ q6Þ þ q3
5ðq4 þ q6Þ þ q3

6ðq4 þ q5Þ�

þ 3

4!
fqqq0q0 ½q2

4ðq2
5 þ q2

6Þ þ q2
5ðq2

4 þ q2
6Þ þ q2

6ðq2
4 þ q2

5Þ�

þ 12

4!
fqqq0q00 ½q2

4q5q6 þ q2
5q4q6 þ q2

6q4q5�; ð23Þ
where H.c. denotes Hermitian conjugate. Concerning the
stretching–bending interactions both cubic and quartic
contributions may preserve the polyad. We thus split the
interaction according to the order of the interaction in
the following form

Ĥ sb ¼ V̂ sbb þ V̂ ssbb; ð24Þ

where V̂ sbb involves the Fermi resonances, while V̂ ssbb con-
tains the relevant quartic interactions which, as we shall
present shortly, correspond to number interactions. Explic-
itely, we have for the Fermi contribution

V̂ sbb ¼
1

2

ogq1q4

oq4

� �
0

½p1ðq4p4 þ q6p6Þ þ p2ðq4p4 þ q5p5Þ

þ p3ðq5p5 þ p6q6Þ þ H :c:�

þ 1

2

ogq4q4

oq1

� �
0

½q1ðp2
4 þ p2

6Þ þ q2ðp2
4 þ p2

5Þ þ q3ðp2
5 þ p2

6Þ�

þ 1

2

ogq1q5

oq5

� �
0

½p1q5p5 þ p2q6p6 þ p3q4p4 þ H :c:�

þ 1

2

ogq1q5

oq4

� �
0

2½p1ðq4p5 þ q6p5Þ þ p2ðq4p6 þ q6p4Þ

þ p3ðq5p4 þ p6q4Þ�

þ 1

2

ogq4q5

oq1

� �
0

2½p4ðq1p5 þ q2p6Þ þ p5ðq2p6 þ q3p4Þ

þ p6ðq1p5 þ p3q4Þ�
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þ 1

2

ogq4q6

oq1

� �
0

½p4ðq1p6 þ q2p5Þ þ p5ðq2p4 þ q3p6Þ

þ p6ðq1p4 þ p3q5Þ�

þ 3

3!
frq0q0 ½q1ðq2

4 þ q2
6Þ þ q2ðq2

4 þ q2
5Þ þ q3ðq2

6 þ q2
5Þ�

þ 3

3!
frqq½q1q2

5 þ q2q2
6 þ q3q2

4�

þ 6

3!
frqq0 ½q1ðq4q5 þ q5q6Þ þ q2ðq4q6 þ q5q6Þ

þ q3ðq4q5 þ q4q6Þ�

þ 6

3!
frq0q00 ½q1q4q6 þ q2q4q5 þ q3q5q6�: ð25Þ

The stretching–bending potential of quartic order involves
8 force constants, which are unable to be determined with
the available experimental data. Consequently a selected
set of interactions should be chosen. Following Lukka
et al. [29] we propose for the second interaction in (24)

V̂ ssbb ¼
1

4

o
2gq4q4

oq2
1

 !
0

½ðq2
1 þ q2

2Þp2
4 þ ðq2

2 þ q2
3Þp2

5 þ ðq2
1 þ q2

3Þp2
6�

þ 1

4
frrq0q0 ½ðq2

1 þ q2
2Þq2

4 þ ðq2
2 þ q2

3Þq2
5 þ ðq2

1 þ q2
3Þq2

6�;

ð26Þ

which turns out to be relevant for the description of vibra-
tional excitations of both arsine and stibine.

Once the Hamiltonian in configuration space has been
established, we are now in position to apply the U(m + 1)
algebraic model. Since in this case we have two subspaces,
the dynamical group corresponds to the direct product

U sð4Þ � U bð4Þ; ð27Þ
where each group is characterized by the representations
[Ns] and [Nb], where Ns and Nb stand for the total number
of bosons for the corresponding spaces, and are determined
either using dissociation limit arguments [13] or fitting cri-
teria. The corresponding operators are given by

N̂ s ¼ n̂1 þ n̂2 þ n̂3 þ n̂s; ð28aÞ
N̂ b ¼ n̂4 þ n̂5 þ n̂6 þ n̂t; ð28bÞ
with

fn̂i ¼ âyi âi; i ¼ 1; . . . 6g; n̂s ¼ ŝyŝ; n̂t ¼ t̂ŷt; ð29Þ
where we assume that the operators ŝ� (ŝ) and t̂yð̂tÞ corre-
spond to the extra bosons for the stretching and bending
spaces, respectively.

We now propose the approximation (9). We shall consider
the association d̂yðd̂Þ ! âyðâÞ for the zeroth order local oscil-
lators as well as for the anharmonic corrections involving
number operators for both spaces, as suggested by previous
analysis [26]. In our model, the crucial ingredient to be able to
consider in (9) the identification d̂yðd̂Þ ! b̂yðb̂Þ for the
stretching Hamiltonian consists in carrying out the symme-
trization procedure [26]
q3
1ðq2 þ q3Þ !

1

2
½q3

1ðq2 þ q3Þ þ ðq2 þ q3Þq3
1�; ð30aÞ

q2
1ðq2

2 þ q2
3Þ !

1

2
½q3

1ðq2
2 þ q2

3Þ þ ðq2
2 þ q2

3Þq3
1�; ð30bÞ

q2
1q2q3 !

1

6
½q2

1ðq2q3 þ q3q2Þ þ ðq2q3 þ q3q2Þq2
1

þ q3q2
1q2 þ q2q2

1q3�: ð30cÞ

In contrast to the stretching modes, the behavior of the
bending modes is closely harmonic and consequently it
seems reasonable to propose the correspondence
d̂yðd̂Þ ! âyðâÞ for all the interactions. Finally, for the Fermi
interactions we propose d̂yðd̂Þ ! b̂yðb̂Þ, while for the contri-
bution V̂ ssbb we make the identification d̂yðd̂Þ ! âyðâÞ since
it involves only number operators. This approach allows to
establish a one to one correspondence with the U(m + 1)
algebraic representation of the Hamiltonian. After carrying
out the appropriate substitutions in (20) we obtain the fol-
lowing algebraic Hamiltonian

Ĥ s

hc
¼ ~xs

en̂þ ks

X3

i6¼j¼1

âyi âj þ as
1 Î s

1 þ
X4

i¼2

as
i

X
p

ÔpIs
i þ H :c:

 !
;

ð31aÞ

Ĥb

hc
¼ ~xb

e n̂þ kb

X6

i 6¼j¼4

âyi âj þ ab
1 Î b

n2
4
þ ab

2 Î b
44=45

þ ab
3ð2Î b

44=55 þ 8Î b
n46=5Þ þ ab

4ðÎ b
44=55 þ 2Î b

n46=5Þ

þ cb
1 Î b

44=55 þ cb
2 Î b

44=56 þ cb
3ðÎ b

44=55 � 2Î b
44=55Þ; ð31bÞ

Ĥ sbb

hc
¼ f1f̂ 1=44 þ f2f̂ 1=55 þ f3f̂ 1=45 þ f4f̂ 1=46; ð31cÞ

Ĥ ssbb

hc
¼ gÎ n1n4

: ð31dÞ

In this Hamiltonian the local stretching interactions Î s
i are

defined as

Î s
1 ¼

X3

i¼1

ðâyi âiÞ2 ¼
X3

i¼1

n̂2
i ; ð32aÞ

Î s
2 ¼ b̂y21 b̂1ðb̂2 þ b̂3Þ þ b̂2

1b̂y1ðb̂
y
2 þ b̂y3Þ þ ðb̂

y
1b̂1 þ b̂1b̂y1Þ

� ½b̂y1ðb̂2 þ b̂3Þ þ b̂1ðb̂y2 þ b̂y3Þ�; ð32bÞ

Î s
3 ¼ b̂y21 ðb̂2

2 þ b̂2
3Þ þ b̂2

1ðb̂
y2
2 þ b̂y23 Þ þ ðb̂

y
1b̂1 þ b̂1b̂y1Þ

� ½b̂y2b̂2 þ b̂2b̂y2 þ b̂y3b̂3 þ b̂3b̂y3�; ð32cÞ

Î s
4 ¼ 2ðb̂y21 b̂2b̂3 þ b̂2

1b̂y2b̂y3Þ þ ðb̂
y
1b̂1 þ b̂1b̂y1Þðb̂

y
2b̂2

þ b̂2b̂y2 þ b̂y3b̂3 þ b̂3b̂y3Þ þ b̂y3b̂2
1b̂y2 þ b̂3b̂y21 b̂2

þ b̂y3ðb̂
y
1b̂1 þ b̂1b̂y1Þb̂2 þ b̂3ðb̂y1b̂1 þ b̂1b̂y1Þb̂

y
2; ð32dÞ
while for the bending interactions

Î b
n2

4
¼
X6

i¼4

ðâyi âiÞ2 ¼
X6

i¼4

n̂2
i ; ð33aÞ



86 M. Sánchez-Castellanos et al. / Journal of Molecular Spectroscopy 240 (2006) 81–92
Î b
n4n5
¼ n̂2

4n̂2
5 þ n̂2

4n̂2
6 þ n̂2

5n̂2
6; ð33bÞ

Î b
44=55 ¼ ây24 â2

5 þ ây25 â2
6 þ ây26 â2

4; ð33cÞ

Î b
44=45 ¼ ây24 â4ðâ5 þ â6Þ þ ây25 â5ðâ4 þ â6Þ

þ ây26 â6ðâ4 þ â5Þ þ H :c:; ð33dÞ

Î b
44=56 ¼ ây24 â5â6 þ ây25 â4â6 þ ây26 â4â5 þ H :c:; ð33eÞ

Î b
n46=5 ¼ n̂4ây6â5 þ n̂5ây4â6 þ n̂6ây5â4 þ H :c:: ð33fÞ

In addition, for the stretching–bending interactions we
have for the local Fermi contributions

f̂ 1=44 ¼ b̂y1b̂4b̂4 þ b̂y1b̂6b̂6 þ b̂y3b̂6b̂6 þ b̂y3b̂5b̂5 þ b̂y2b̂4b̂4

þ b̂y2b̂5b̂5 þ H :c:; ð34aÞ

f̂ 1=55 ¼ b̂y1b̂5b̂5 þ b̂y3b̂4b̂4 þ b̂y2b̂6b̂6 þ H :c:; ð34bÞ

f̂ 1=45 ¼ b̂y1b̂4b̂5 þ b̂y1b̂6b̂5 þ b̂y3b̂4b̂6 þ b̂y3b̂4b̂5 þ b̂y2b̂4b̂6

þ b̂y2b̂6b̂5 þ H :c:; ð34cÞ

f̂ 1=46 ¼ b̂y1b̂4b̂6 þ b̂y3b̂5b̂6 þ b̂y2b̂4b̂5 þ H :c:; ð34dÞ

while for the stretching–bending number interaction

Î n1n4
¼ n̂1ðn̂4 þ n̂6Þ þ n̂2ðn̂4 þ n̂5Þ þ n̂3ðn̂5 þ n̂6Þ: ð35Þ

As we note this interaction involves products of number
operators. The general expression for the quartic order
stretching–bending Hamiltonian involves 9 more indepen-
dent local interactions, which will be presented elsewhere.

The sum of operators Ôp appearing in the Hamiltoni-
an (31) runs over the permutations p = e, (123), (132).
The spectroscopic parameters are given in terms of the
structure and force constants. For the stretching param-
eters we have

hc ~xs
e ¼ �hxs þ

6

4!

�h2

4x2
s l

2
s

frrrr

þ �h2

4

1

xslsxblb

1

r2
e

frrh0h0 þ
�h2

4

o
2gq4q4

oq2
1

 !
0

xblb

xsls

� �
;

ð36aÞ

hc ks ¼
�hxsls

2
go

rr0 þ
�h

2xsls
frr0 ; ð36bÞ

hc as
1 ¼

6

4!

�h2

4x2
s l

2
s

frrrr; ð36cÞ

hc as
2 ¼

4

4!

1

2

�h2

4x2
s l

2
s

frrrr0 ; ð36dÞ

hc as
3 ¼

3

4!

1

2

�h2

4x2
s l

2
s

frrr0r0 ; ð36eÞ

hc as
4 ¼

12

4!

1

6

�h2

4x2
s l

2
s

frrr0r00 ; ð36fÞ

while for the bending parameters
hc ~xb
e ¼ �hxb þ

�h2

8

o
2gq4q4

oq2
4

 !
0

þ 6

4!

�h2

4x2
bl

2
b

1

r4
e

ðfhhhh

þ 4f hhh0h0 Þ ð37aÞ

þ �h2

4

o
2gq4q4

oq2
1

 !
0

xblb

xsls

� �
þ �h2

4

1

xslsxblb

1

r2
e

frrh0h0 ; ð37bÞ

hc kb ¼
�hxblb

2
go

q4q4
þ �h

2xblb

1

r2
e

fhh0 þ
�h2

8

o
2gq4q5

oq2
4

 !
0

þ �h2

8

o2gq4q6

oq2
5

 !
0

þ 12

4!

�h2

4x2
bl

2
b

1

r4
e

ð2f hhhh0 þ fhhh0h00 Þ; ð37cÞ

hc ab
1 ¼

�h2

8

o
2gq4q4

oq2
4

 !
0

þ 6

4!

�h2

4x2
bl

2
b

1

r4
e

fhhhh; ð37dÞ

hc ab
2 ¼

�h2

8

o2gq4q5

oq2
4

 !
0

þ 12

4!

�h2

4x2
bl

2
b

1

r4
e

fhhhh0 ; ð37eÞ

hc ab
3 ¼

3

4!

�h2

4x2
bl

2
b

1

r4
e

fhhh0h0 ; ð37fÞ

hc ab
4 ¼

12

4!

�h2

4x2
bl

2
b

1

r4
e

fhhh0h00 ; ð37gÞ

hc cb
1 ¼

�h2

4

o
2gq4q5

oq4oq5

 !
0

; ð37hÞ

hc cb
2 ¼

�h2

2

o
2gq4q6

oq4oq5

 !
0

; ð37iÞ

hc cb
3 ¼ �

�h2

8

o2gq4q6

oq2
5

 !
0

: ð37jÞ

For the parameters involved in the stretching–bending con-
tribution we have

hc f1 ¼
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� �
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ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�hxsls
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hc f4 ¼ �
�h
4

ogq4q6

oq1

� �
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2�hxblb
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2xsls
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hc g ¼ �h2

4

o2gq4q4
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xsls

� �
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4

1
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� 1
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e
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where we have carried out the identification of the force
constants with the usual notation given by Lukka et al. [29]

fqq0 ¼
1

r2
e

fhh0 ; f rqq0 ¼
1

r2
e

frhh0 ; f qqq0q00 ¼
1

r4
e

fhhh0h00 ;

ð39Þ

with similar expressions for the different combinations of
the subindices. For the Wilson Matrix and its derivatives
the relations are given in Table 1. Here the reduced masses
are given by

ls ¼
1

g0
rr

; lb ¼
1

g0
qq

¼ 1

r2
eg0

hh

: ð40Þ

In the next section we shall present a study of the overtone
spectra of arsine using the algebraic Hamiltonian (31).

4. Arsine overtone spectrum

We now proceed to apply the model presented in the
previous section to the arsine (AsH3) overtone spectrum.
The aim of this work is to show the feasibility of the alge-
braic U(m + 1) model to describe vibrational excitations,
in similar fashion to the traditional local models in config-
uration space. In this way we have the advantages of alge-
braic models, keeping the connection with the force
constants field description. In particular, in arsine we have
stretching and bending subspaces, a fact that opens the
possibility of including Fermi-like interactions through
Table 1
Relation between the Wilson matrix elements and the ones used by Lukka
et al. [29]

g0
q1q2
¼ g0

rr g0
q4q4
¼ r2

eg0
hh

ðogq1 q4

oq4
Þ ¼ ðogrh0
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Þ0 ðogq4 q4
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Þ0

ðogq1 q5
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ogrh
oh Þ0 ðogq1 q5
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Þ0 ¼ ð

ogrh
oh0 Þ0

ðogq4 q5
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Þ0 ¼ r2

eð
oghh0
or Þ0 ðogq4 q6

oq1
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or00 Þ0

ðo
2gq4 q4

oq2
4

Þ0 ¼ ð
o2ghh

oh2 Þ0 ðo
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oq2
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Þ0 ¼ ð
o2ghh0

oh02
Þ0

ðo
2gq4 q5

oq4oq5
Þ0 ¼ ð

o2ghh0
ohoh0 Þ0 ðo

2gq4 q6

oq4oq5
Þ0 ¼ ð

o2gh0h00
ohoh0 Þ0

ðo
2gq4 q6

oq2
5

Þ0 ¼ ð
o2gh0h00

oh2 Þ0
the inclusion of force constants obtained from ab initio

calculations [29].
The equilibrium configuration of the arsine molecule is

pyramidal with structure parameters re = 1.51106 Å, and
\HAsH = 92.069� [29]. The point symmetry group is C3v.
This molecule has six degrees of freedom, three of them
associated with the stretching modes (A1 ¯ E) and three
bending modes (A1 ¯ E). The vibrational excitations of this
system may be described with the Hamiltonian (31). This
Hamiltonian is not the most general, since we are neglect-
ing vibrational angular momenta and most of the quartic
stretching–bending interactions, but we shall show that this
approximation provides reasonable results for the available
experimental data. But before proceeding to the diagonal-
ization of the Hamiltonian it is necessary to fix the param-
eters Ns and Nb. Since the stretching number of bosons are
related to the dissociation limit, we shall take the estima-
tion Ns = 28 previously obtained in Ref.[26]. In contrast,
since bending modes do not necessarily lead to dissocia-
tion, the bending boson number was considered as a
parameter and determined using the criteria of minimum
deviation combined with the best description of the force
constants and components of the eigenstates. To this end
we have explored the range Nb = 35-140. The rms deviation
remained basically the same. Changes in the force con-
stants were not significative. We thus payed attention to
the character of the states, specifically the states j300000æ
and j400000æ, whose maximum local coefficients were pro-
vided by the parameter Nb = 80. We thus present results
taking Nb = 80. We have carried out fits involving energies
up to polyads P = 10 and P = 12, which comprise 33 and
35 experimental data, respectively. We have considered
all data reported in Ref.[29], with additional stretching
states given in Ref.[37]. In contrast to Lukka et al we have
included in the fit all the energies, but with the refinements
of Ref.[37]. Here we explore the reliability of the model to
describe the whole spectrum keeping the relation with the
force constants. Not all the interactions involved in the
Hamiltonian (10) were included in the descriptions. The
criteria to choose the final set of parameters were based
on the following considerations: (a) order of the interac-
tion, (b) physical relevance of the interaction, (c) statistical
analysis: correlation and errors in the parameters, and
finally (d) quality of the energy fit.

Since the number of experimental bending energies in
arsine is too small to consider the general expression
(31b), we shall propose the simplified Hamiltonian
Ĥ
hc
¼ ~xs

en̂þ ks

X3

i6¼j

âyi âj þ as
1 Î s

1 þ
X4

i¼2

as
i ð
X

p

ÔpIs
i þ H :c:Þ

þ ~xb
e n̂þ kb

X3

i 6¼j

âyi âj þ ab
1 Î b

1

þ f1f̂ 1=44 þ f2f̂ 1=55 þ f3f̂ 1=45 þ f4f̂ 1=46 þ gÎ n1n4
;

ð41Þ
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which implies that the behavior of the bending modes is
closely harmonic. The last stretching interaction I s

4 was first
included, but the fits imposed the null value for the param-
eter as

4 for every fit. With the exception of the quartic
stretching and bending interactions, the expression (41) is
equivalent to the Hamiltonian used in Ref.[29]. Even in
the framework of the Hamiltonian (41), it is not possible
to include all the parameters in a fit unless some of them
are fixed. The number of stretching–bending experimental
energies is not enough to be able to optimize the Fermi res-
onance force constants. Consequently we have followed an
approach similar to Lukka et al. [29], where the four cubic
force constants were fixed at the ab initio values. This pro-
cedure must be self consistent since it is necessary to know
the diagonal second order force constants to obtain the
Fermi coefficients. It is worth noticing that this approach
is viable due to the connection of our model with the poten-
tial surface that we have established.

Hence the Hamiltonian (41) contains 9 parameters,
which in turn determine the 9 force constants
ffrr; frr0 ; frrrr; frrrr0 ; frrr0r0 ; fhh; fhh0 ; fhhhh; frrh0h0 g. The force con-
stant frrr0r00 was not included since the parameter as

4 vanishes
in the fits. The diagonalization is carried out in a symmetry
adapted basis which is obtained by projecting the functions
(1). This symmetrization procedure greatly simplifies the
calculations since the polyad blocks are reduced to a block
form according to the irreps of the C3v symmetry group
[25]. The spectroscopic parameters are optimized by a least
square method. The quality of the fits is expressed in terms
of the rms deviation

rms ¼
XN exp

i¼1

ðEi
exp � Ei

calÞ
2
=ðN exp � NparÞ

" #1=2

; ð42Þ

where Nexp is the total number of experimental energies
and Npar the number of parameters freely optimized in
the fit. For all data included unit weights were used. During
the fits a statistical error analysis for the parameters was
carried out [38,39]. Two types of uncertainty measures were
defined and computed for the parameters xi: the delta-error
(dxi) and the epsilon-error (�xi), whose meaning was
explained previously in Ref. [26].

We have first carried out a fit involving energies up to
polyad P = 10 with boson numbers Ns = 28 and Nb = 80.
In Table 2 we present the 33 experimental and the theoret-
ical energies provided by this fit, which we name Fit 1,
where an rms deviation of 2.68 cm�1 was obtained. In addi-
tion to the experimental and theoretical energies, Table 2
includes both normal and local labels, as well as the square
of the maximum component. The simultaneous assignment
of the states in both (approximate) normal and local
schemes is significatively useful since, in general, some
states may present a strong local character (stretching
states) and others (bending states) a normal character. This
feature allows to compare our assignments with the ones
described in Ref. [29], showing full agreement. The spectro-
scopic parameters as well as the corresponding errors
associated with this fit are given in Table 4. We note that
the epsilon as well as the delta errors are smaller than the
corresponding parameters. In addition the correlation
matrix has been calculated obtaining elements not grater
than 0.96, which means that the parameters are well deter-
mined [40].

From the spectroscopic parameters given in Table 4 and
the relations (36), (37) and (38) we are able to obtain the
force constants. However, since in this fit only the quartic
interaction Î b

n2
4

in the bending Hamiltonian was considered,
the relations between the spectroscopic parametrs and the
force constants becomes

hc ~xb
e ¼ �hxb þ

�h2
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o2gq4q4
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e
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The results are displayed in Table 5. In the same table
we have included for comparison the parameters ob-
tained by Lukka et al. [29] as well as ab initio results
[41]. The discrepancy in the sign of the constant frrrr in
both fits is due to the approximation in the potential,
where only terms up to quartic order were kept. In the
framework of the U(m + 1) model the zeroth order Ham-
iltonian corresponds to a set of non interacting harmonic
oscillators, a fact explicitely stated in Eq. (15). On the
other hand we know that a harmonic oscillator does
not present the correct asymptotic behavior. In our
model, where polyad conservation is considered and up
to quartic order interactions are taken into account, only
quartic corrections are included. Hence it is not expected
that a correction of quartic order in the harmonic oscil-
lator leads to a correct asymptotic behavior. A negative
value for constant frrrr reflects this fact and this is a fea-
ture of this model as well as all models based on a har-
monic oscillator basis in the framework of this
approximation. Concerning this point, models based on
Morse oscillators represent a better option since they re-
flect the physical asymptotical behavior correctly. The
fact that frrrr > 0 in a model where non interacting Morse
oscillators are considered as a zeroth order Hamiltonian
(Ref.[29]) is explained by the fact that a Morse potential
carries the correct asymptotic behavior from the outset;
an infinite series is implicit in the potential. Beside this
discrepancy, the general trend of the force constants is
reproduced in the framework of this model. The quality
of the fit may be improved by including bending interac-
tions of higher order. However when we tried to include
the quartic bending contributions some parameters be-
came unstable, a fact reflected in large errors. This is a



Table 2
Energies (in cm�1) up to polyad P = 10 provided by the Fit 1 using the Hamiltonian (41)

Polyad State (normal) Contribution (normal) State (local) Contribution (local) Energies

Exp.[29,37] Theor. DE

Symmetry A1

1 21 1.00 000100 1.00 906.752 904.404 2.3
2 22 0.99 000110 0.66 1806.15 1807.58 �1.4
2 42 0.99 000200 0.66 1991.0 1997.61 �6.6
2 11 0.99 100000 0.99 2115.16 2115.63 �0.5
3 1121 0.97 100100 0.70 3013 3013.99 �1.0
4 32 0.52 200000 0.95 4166.77 4165.43 1.3
4 12 0.52 110000 0.97 4237.7 4238.40 �0.7
5 2132 0.56 200100 0.74 5057.0 5053.68 3.3
5 1221 0.56 110100 0.39 5128.0 5127.33 0.7
5 113141 0.69 200010 0.75 5158.0 5158.34 �0.3
6 1132 0.53 300000 0.80 6136.34 6138.81 �2.5
6 13 0.69 210000 0.95 6275.83 6275.81 0.0
6 33 0.55 111000 0.97 6365.95 6365.41 0.5
8 1232 0.25 400000 0.53 8028.98 8028.48 0.5
8 14 0.36 310000 0.79 8249.51 8251.60 �2.1

10 1334 0.18 500000 0.80 9841.4 9841.37 0.0

Symmetry E

1 41 1.00 000010 1.00 999.225 999.503 0.7
2 2141 1.0 000020 0.66 1904.12 1903.98 0.1
2 42 0.99 000101 0.66 2003.48 1997.35 6.1
2 31 0.99 100000 0.99 2126.42 2125.05 1.4
3 1141 0.84 001010 0.87 3102 3103.91 �1.9
4 1131 0.70 200000 0.97 4167.94 4167.44 0.5
4 32 0.72 011000 0.99 4247.52 4246.52 1.0
5 112131 0.66 200100 0.74 5057.0 5054.92 2.1
5 2132 0.69 011010 0.39 5128.0 5132.80 �4.8
5 113141 0.39 200010 0.75 5158.0 5157.21 0.8
6 1231 0.31 300000 0.80 6136.7 6138.64 �2.3
6 1231 0.53 012000 0.97 6282.35 6281.48 0.9
6 33 0.68 120000 0.98 6294.71 6294.94 �0.2
8 1133 0.23 400000 0.53 8028.97 8028.45 0.5
8 1331 0.47 310000 0.72 8257.27 8253.67 3.6
8 1232 0.43 130000 0.83 8258.37 8259.45 �1.1

10 1233 0.27 500000 0.79 9841.4 9841.65 0.0

The rms deviation obtained is 2.68 cm�1. The boson numbers were taken to be Ns = 28 and Nb = 80.
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consequence of the lack of experimental observations on
bending overtones. The additional effect of including
higher order bending parameters falls in the character
of the eigenstates. The eigenstates of the fit displayed
in Table 2 present well defined local character. When
the bending parameters are included the mixing increases
considerably making impossible the identification of the
high energy stretching states.

An inspection of Table 2 concerning the assignments of
the eigenkets, shows that this molecule presents a local
behavior in the stretching modes and a normal character
in the bending modes, a fact also reflected in the local mode
parameter defined by Child and Halonen [1], which in the
framework of this model may be defined as

n ¼ 2

p
arctan

kN
~x

� �
: ð44Þ

This parameter provides a measurement of locality, where
the extremes n = ±1 and n = 0 correspond to pure normal
and local behaviors, respectively. From the parameters dis-
played in Table 4, for the As-H oscillators we obtain
n . �0.02, while for the \H-As-H bending oscillators
n . �0.76.

Two additional experimental energies belonging to poly-
ad P = 12 are available. Fit 1 predicts values for these ener-
gies with differences of 17 cm�1. We may thus try to carry
out a fit using the same interactions. Unfortunately the
inclusion of the additional data makes unstable the param-
eters associated with the stretching and bending quartic
interactions. Hence we carried out a new fit, called Fit 2,
where a minimum set of parameters was considered,
obtaining an rms deviation of 3.58 cm�1. The Hamiltonian
considered in this new fit is equivalent to the one used in
Ref. [29]. In Table 3 the experimental and theoretical ener-
gies are displayed. The main difference, besides the quality
of the fit, falls in the character of pure stretching state
jn00000æ with n > 2. These states are more local in Fit 1.
In Table 4 the spectroscopic parameters are presented,
from which we obtain the force constants displayed in
Table 5. The general trend is also reproduced, although



Table 3
Energies (in cm�1) up to polyad P = 12 provided by the Fit 2 using the Hamiltonian (41)

Polyad State (normal) Contribution (normal) State (local) Contribution (local) Energies

Exp.[29,37] Theor. DE

Symmetry A1

1 21 1.00 000100 1.00 906.752 905.387 1.4
2 22 0.99 000110 0.66 1806.15 1808.94 �2.8
2 42 0.99 000200 0.66 1991.0 1996.23 �5.2
2 11 0.99 100000 0.99 2115.16 2113.89 1.3
3 1121 0.98 100100 0.69 3013 3015.04 �2.0
4 32 0.52 200000 0.96 4166.77 4164.53 2.2
4 12 0.53 110000 0.97 4237.7 4235.67 2.0
5 2132 0.56 200100 0.72 5057.0 5057.62 �0.6
5 1221 0.56 110100 0.38 5128.0 5129.28 �1.3
5 113141 0.69 200010 0.74 5158.0 5157.54 0.5
6 1132 0.46 300000 0.68 6136.34 6139.55 �3.2
6 13 0.69 210000 0.95 6275.83 6274.86 1.0
6 33 0.55 111000 0.97 6365.95 6363.21 2.7
8 1232 0.18 400000 0.42 8028.98 8028.71 0.3
8 14 0.30 310000 0.65 8249.51 8253.32 �3.8

10 1334 0.26 500000 0.66 9841.4 9846.75 5.3
12 1234 0.22 600000 0.58 11576.3 11571.2 5.2

Symmetry E

1 41 1.00 000010 1.00 999.225 998.394 0.8
2 2141 1.0 000020 0.67 1904.12 1903.68 0.4
2 42 0.99 000101 0.66 2003.48 1996.55 6.9
2 31 0.99 100000 0.99 2126.42 2124.10 2.3
3 1141 0.89 001010 0.83 3102 3104.35 �2.3
4 1131 0.70 200000 0.97 4167.94 4165.53 2.4
4 32 0.72 011000 0.99 4247.52 4244.95 2.6
5 112131 0.66 200100 0.73 5057.0 5057.95 �0.9
5 2132 0.38 011010 0.38 5128.0 5135.89 �7.9
5 113141 0.38 200010 0.73 5158.0 5156.90 1.1
6 1231 0.26 300000 0.68 6136.7 6139.62 �2.9
6 1231 0.57 012000 0.97 6282.35 6280.53 1.8
6 33 0.65 120000 0.98 6294.71 6292.04 2.7
8 1133 0.17 400000 0.42 8028.97 8028.73 0.2
8 1331 0.41 310000 0.76 8257.27 8253.57 3.7
8 1232 0.34 130000 0.66 8258.37 8260.54 �2.2

10 1233 0.27 500000 0.69 9841.4 9846.74 �5.3
12 1333 0.13 600000 0.50 11576.3 11571.3 5.0

The rms deviation obtained is 3.58 cm�1. The boson numbers were taken to be Ns = 28 and Nb = 80.
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we note that a better value for frr0 when compared with pre-
vious results.

The present analysis constitutes an example of the gen-
eral procedure to establish the connection between the
U(m + 1) algebraic approach and the traditional descrip-
tions in configuration space. We have shown the impor-
tance of this connection either by taking advantage of the
knowledge of ab initio force constants in the analysis, or
by obtaining the force constants by means of a fitting pro-
cedure. This feature makes the unitary group approach a
powerful method to describe vibrational excitations
beyond the proposal of effective Hamiltonians used in pre-
vious applications.

5. Summary and conclusions

Based on the new formulation of the U(m + 1) approach
recently proposed [25,26], we have presented a simple
model to describe the observed overtone spectra of arsine.
Starting with the Hamiltonian in terms of local curvilinear
coordinates, we obtain the algebraic representation of the
Hamiltonian by means of the relations (9), which allows
to obtain the force constants associated to the Born-
Oppenheimer potential surfaces in natural form. This
approach has the advantage of taking into account
anharmonic effects from the outset through the operators
(4), but keeping the connection with the traditional models
in configuration space. It is worth noticing that with this
formulation of the U(m + 1) model its application is similar
to models dealing with the number representation in a
harmonic basis.

We have studied the overtone spectra of arsine. We
succeeded in obtaining a least square fit to the experi-
mental energies that allowed to obtain a potential energy
surface which agrees well with previous calculations. The
experimental data available however is still too scarce to



Table 4
Parameters of the Hamiltonian (31) in cm�1

Errors Errors

Param-
eters

Fit 1 Epsilon Delta Fit 2 Epsilon Delta

~xs
e 2198.6 0.704 0.079 2196.2 0.216 0.067

ks �2.610 0.699 0.169 �4.083 0.166 0.157
as

1 �38.564 0.016 0.003 �38.166 0.011 0.002
as

2 �0.214 0.095 0.023 0 — —
as

3 �0.0881 0.045 0.008 0 — —
as

4 0 — — 0 — —
~xb

e 966.25 0.451 0.170 967.39 0.226 0.124
kb �31.366 0.171 0.137 �31.00 0.107 0.099
ab

1 5.311 0.227 0.072 0 — —
f1 6.525a — — 6.488a — —
f2 1.402a — — 1.407a — —
f3 5.468a — — 5.481a — —
f4 3.678a — — 3.693a — —
g �14.090 0.483 0.199 �11.43 0.295 0.010

Fit 1 corresponds to energies up to polyad 10, while Fit 2 includes energies
up to polyad 12. The statistical error analysis has been included through
the Epsilon and Delta errors.

a Constrained value in the least square minimization.

Table 5
Force constants derived from the spectroscopic parameters given in Table
4

Constant Fit 1 Fit 2 Lukka et al. Ab initio

frr(aJÅ�2) 2.869 2.855 2.876 2.829
frr0 ðaJÅ

�2Þ �0.0054 �0.0092 �0.0099 �0.0097
frrrr(aJ Å�4) �52.227 �51.443 46.323 54.40
frrrr0 ðaJÅ

�4Þ �0.8699 — — —
frrr0r0 ðaJÅ

�4Þ �0.4770 — — —

fhh(aJ) 0.649 0.647 0.647 0.642
fhh0 ðaJÞ �0.033 �0.033 �0.033 �0.027
fhhhh(aJ) 0.310 — — —

frhh(aJ Å�1) 0.0403a 0.0403a 0.0403a 0.0403
frh0h0 ðaJÅ

�1Þ �0.2341a �0.2341a �0.2341a �0.2341
frhh0 ðaJÅ

�1Þ 0.0662a 0.0662a 0.0662a 0.0662
frh0h00 ðaJÅ

�1Þ 0.0686a 0.0686a 0.0686a 0.0686

frrh0h0 ðaJÅ
�2Þ �3.277 �2.809 �3.634 —

Fit 1 corresponds to energies up to polyad 10, while Fit 2 includes energies
up to polyad 12. The Lukka surface was taken from Ref. [29], while the
ab initio surface from Ref. [41].

a Constrained value in the least square minimization accepted.

M. Sánchez-Castellanos et al. / Journal of Molecular Spectroscopy 240 (2006) 81–92 91
investigate the isotope invariance of our surface. We
have presented two fits, the first of which includes ener-
gies up to polyad 10 with an rms deviation of 2.68 cm�1.
In this fit almost all quadratic bending interactions were
neglected. This simplification is reflected in the relatively
high energy differences in the bending overtones. An
attempt to improve the description in order to reduce
the rms deviation failed due to instability in the param-
eters as well as strong mixture of the states. We believe
this problem is a consequence of the few bending exper-
imental energies considered in the fit. A second fit includ-
ing energies up to polyad 12 was also considered,
obtaining an rms deviation of 3.58 cm�1. In this case
the Hamiltonian proposed corresponds precisely to the
Hamiltonian used in Ref. [29]. Additional terms give rise
to instabilities in the parameters. In both fits the force
constants were calculated obtaining good agreement with
previous studies. This model however is unable to pro-
vide the correct asymptotic behavior, a fact reflected in
the change of sign of the force constant frrrr. Concerning
this point models based on Morse oscillators offer a
better option.

One of the advantages of our method is that we are
able to provide both local and normal assignments, which
turns out to be in full agreement with Lukka et al. [29].
Another important feature of our approach is that we
were able to take advantage of ab initio force constants
to consider the Fermi interactions in similar form to
the description of Lukka et al. This description contrasts
with effective Hamiltonian methods, which are unable to
be used with reliable results in these systems because of
lack of experimental data. An example of the latter is
the description of vibrational excitations of stibine
[25,42].
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Appendix A

In this appendix we present the G(q) matrix elements for
pyramidal molecules of type XH3 taking the internal dis-
placement coordinates (19). From its definition
gqaqb
ðqÞ ¼

X
f

X
i

1

mi

oqa

oxif

oqb

oxif
; f ¼ x; y; z;

i ¼ 1; . . . ; 4; ð45Þ
a direct calculation gives rise to the independent
elements

gq1q1
¼ 1

mX
þ 1

mH
; ð46aÞ

gq1q2
¼ 1

mX
cos h4; ð46bÞ

gq1q4
¼ � 1

mX

re

r2

sin h4; ð46cÞ

gq1q5
¼ � 1

mX

� re

sin h5

cos h4

r3

þ cos h6

r2

� cos h5

cos h4

r2

þ cos h6

r3

� �� �
;

ð46dÞ
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gq4q4
¼ r2

e

1

mX

r2
1 þ r2

2 � 2r1r2 cos h4

r2
1r2

2

� �
þ 1

mH

1

r2
1

þ 1

r2
2

� �� �
;

ð46eÞ

gq4q5
¼ 1

mX

r2
e

r2
1 sin h4 sin h5

cos h6 1� r2 cos h5

r3

� r2 cos h4

r1

� r2
2 cos h4 cos h5

r1r3

� ��

þ r2
2

r1r2

þ r2 cos h4 cos h5

� 1

r2

þ cos h4

r1

þ cos h5

r3

� �
� r2

2

r1r3

ðcos2 h4 þ cos2 h5

�

þ r2
e

mH r2
2 sin h4 sin h5

cos h6 � cos h4 cos h5ð Þ: ð46fÞ

Here h corresponds to the different angles \HXH, while mX

and mH are the masses of the X atom (in our case arsenic
75As) and hydrogen 1H, respectively.
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Abstract

A local description of vibrational excitations of stibine in terms of the unitary group approach U(m + 1) is presented. Based on the
recent reformulation of this algebraic method the Hamiltonian is first expressed in the space of coordinates and momenta and thereafter
translated into an algebraic realization. The Hamiltonian proposed is given in terms of curvilinear internal coordinates, where the
stretching and bending modes are coupled with each other by Fermi resonances. In the new formulation a one to one correspondence
with the Hamiltonian in configuration space is given, with the additional advantage that anharmonicities are taken into account from the
outset. All experimental vibrational energies of 121SbH3 have been reproduced well with an rms deviation of 1.27 cm�1. From the spec-
troscopic parameters the force constants are obtained. A discussion comparing our approach with previous results using the same model
is also included.
� 2006 Elsevier Inc. All rights reserved.

Keywords: Unitary group approach; Local model; Force constants; Vibrational excitations; Stibine
1. Introduction

As a consequence of the success of local models in
describing highly excited vibrational states of symmetrical
molecules [1–5], in the last three decades Lie algebraic
methods based on U(m + 1) algebras have been evolved to
describe molecular vibrational excitations in the framework
of a local scheme [6–14]. They were first proposed as alter-
native methods to Dunham-type expansions and force field
variational methods, mainly to construct effective Hamilto-
nians which, when diagonalized in a local basis, provide
eigenfunctions that allow to compute transition intensities
[7–9]. One of the drawbacks of the algebraic methods was
the lack of connection with configuration space and conse-
quently the impossibility to carry out studies of isotopic
species through the calculation of potential energy surfaces.
This problem was first surmounted for the one dimensional
version of the methods, where the generators of the su(2)
0022-2852/$ - see front matter � 2006 Elsevier Inc. All rights reserved.
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algebras were clearly identified with creation and annihila-
tion operators for the Morse and Pöschl-Teller functions
[15–17]. This identification makes possible the calculation
of potential energy surfaces through the substitution of
the corresponding algebraic realizations of the local coordi-
nates and momenta [11,18] in the Hamiltonian given in con-
figuration space.

The basic idea of the local models consists in considering
a set of non-interacting oscillators as a zeroth order Ham-
iltonian in such a way that the strength of their coupling
determines the character of the spectra. These oscillators
may be identified with Morse and Pöschl-Teller potentials
which, when associated with su(2) algebras, give rise to
the application of the U(m + 1) model in the one dimension-
al case. An alternative approach consists in associating
a U(m + 1) space with each set of m equivalent oscillators,
a situation that gives rise to the unitary approach to vibra-
tional excitations [7,8]. However, in this case a new formu-
lation is needed in order to establish a connection with
traditional descriptions [12,13]. This new approach has
the remarkable feature that it is possible to set up the

mailto:renato@nucleares.unam.mx
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U(m + 1) algebraic representation of any Hamiltonian in
configuration space without ambiguities allowing to obtain
force constants and model dipole transition operators
directly from dipole functions in coordinates [13].
Although in this case there is not a clear zeroth-order
potential associated with a set of equivalent oscillators,
because of the possibility to obtain force constants the
model represents a real alternative to the description of
anharmonic effects in terms of the traditional Morse and
Pöschl-Teller potentials.

The U(m + 1) approach has been applied to several sys-
tems, for instance, linear [19], tetrahedral [20] and pyrami-
dal [21,22] molecules, all of them from the perspective of
effective Hamiltonians without connection with coordi-
nates and momenta. Although models based on effective
Hamiltonians have proved to be useful, its application
may not be meaningful from the physical point of view.
It is thus convenient to provide, when possible the connec-
tion with configuration space, and this is achieved in the
framework of the new formulation of the U(m + 1)
approach [12,13]. Up to now the application of this
approach has been restricted to the stretching modes of
arsine [13] and recently to its complete overtone spectrum
[14]. In this contribution, we present the vibrational
description of the stibine molecule. This system has already
been studied using the unitary framework, but using an
effective Hamiltonian approach [22]. Although the descrip-
tion seems to be correct at first sight, we shall show that
some problems appear when the connection with coordi-
nates is introduced. The stibine molecule represents an
example where the connection with configuration space is
needed in order to obtain a meaningful description of
vibrational excitations. We shall present a study of the
complete overtone spectra of stibine in a close correspon-
dence with previous analysis in configuration space
[23,24], including the attainment of force constants.

This paper is organized as follows. A summary of the
new formulation of the U(m + 1) model is briefly presented
in Section 2. Section 3 is devoted to establish the model to
describe the vibrational excitations of stibine. The analysis
of the obtained results is discussed in Section 4. Finally,
our summary and conclusions are given in Section 5.

2. Algebraic model

In this section, we present a summary of the U(m + 1)
model according to the new reformulation presented in
Ref. [12,13]. Although this section was basically presented
in Ref. [14], we decided to include it in order to make self
contained our contribution. Let us start considering m
equivalent oscillators. Associated with the ith oscillator
we have bosonic creation âyi and annihilation âi operators.
An additional ŝ boson is added with the constraint that the
total number of bosons N̂ is constant. In this model
the state vectors associated to a local mode description
consist of a set of m + 1 independent harmonic oscillators.
Explicitely the basis is given by [12]
j½N �; n; n1; n2; . . . ; nmi ¼
1ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ðN � nÞ!
Qm

jnj!
q ð̂syÞN�n

Ym

i

ðâyi Þ
ni j0i;

ð1Þ
which is characterized by the total number of quanta N,
whose corresponding operator is

N̂ ¼ n̂þ n̂s; ð2Þ
with

n̂ ¼
Xm

i¼1

âyi âi; n̂s ¼ ŝyŝ: ð3Þ

The addition of the boson ŝ together with the fact that
the representation [N] is fixed, makes the unitary group
U(m + 1) a dynamical group for the set of m oscillators.

From the generators of the unitary group U(m + 1) the
following operators are introduced [12,13]

b̂yi �
ŝâyiffiffiffiffi

N
p ; b̂i �

ŝyâiffiffiffiffi
N
p ; ð4Þ

with commutation relations

b̂i; b̂
y
j

h i
¼ dij �

1

N
n̂dij þ âyj âi

� �
; b̂yi ; b̂

y
j

h i
¼ b̂i; b̂j

h i
¼ 0;

ð5Þ
which may be identified with the angular momentum com-
mutation relations. The action of these operators over the
kets (1) is the following

b̂yi

����½N �; n; n1; n2; . . . ; nmi

¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ðni þ 1Þ 1� n

N

� �r ����½N �; nþ 1; n1; ni þ 1; . . . ; nmi; ð6aÞ

b̂i

�����½N �;n; n1;n2; . . . ;nmi

¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ni 1� n� 1

N

� 	s �����½N �;n� 1; n1; . . . ;ni� 1; . . . ;nmi; ð6bÞ

while for the operators âyi ðâiÞ

âyi

����½N �; n; n1; n2; . . . ; nmi

¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ðni þ 1Þ

p ����½N �; nþ 1; n1; . . . ; ni þ 1; . . . ; nmi; ð7aÞ

âi ½N �; n; n1; n2; . . . ; nmij
¼ ffiffiffiffi

ni
p j½N �; n� 1; n1; . . . ; ni � 1; . . . ; nmi: ð7bÞ

In the harmonic limit the operators b̂yi ðb̂iÞ go to âyi ðâiÞ, with
the usual bosonic commutation relations [12,13]. When a
sets of equivalent oscillators are present in the vibrational
description, a u(m + 1) algebra is introduced for each equiv-
alent set, so that the dynamical group is given by the direct
product

U 1ðm1 þ 1Þ � U 2ðm2 þ 1Þ � . . .� U aðma þ 1Þ: ð8Þ
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In this case, a total number of bosons Ni is associated with
each space.

Our method to construct the algebraic Hamiltonian con-
sists in establishing the Hamiltonian in configuration space
in a local scheme and later on carry out the substitution
[12,13]

qi ’

ffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�h

2xl

s
d̂yi þ d̂ i

� �
; ð9aÞ

p̂i ’
i

2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2�hxl

p
d̂yi � d̂ i

� �
; ð9bÞ

for each internal coordinate, where d̂yi ðd̂ iÞ may be identified
either with âyi ðâiÞ or b̂yi ðb̂iÞ.

We thus start with the quantum mechanical Hamiltoni-
an in internal displacement coordinates qi that describes the
vibrational excitations of a molecule [25,26]

H ¼ 1

2
~pGðqÞpþ V ðqÞ; ð10Þ

where terms not involving momentum operators in the
kinetic energy have been omitted, and q and p are column
vectors corresponding to the internal displacement coordi-
nates and their conjugate momenta

p̂k ¼ �i�h
o

oqk

; ð11Þ

respectively, while the Wilson matrix G(q) establishes the
connection between the internal and Cartesian coordinates.
In the Hamiltonian (10), vibrational angular momenta
have been also neglected. The solutions of the Schrödinger
equation associated with the Hamiltonian (10) may be
obtained expanding the G(q) matrix as well as the potential
in terms of the internal displacement coordinates keeping
terms up to certain order in momenta and coordinates.
Usually terms up to quartic order are taken into
account in order to include the most relevant Fermi and
Darling–Dennison resonances. In this way, we obtain a
Hamiltonian of type Ĥ=Ĥ (q,p), whose algebraic represen-
tation is obtained through the substitution of the relations
(9). In this process, however, a symmetrization procedure
may be necessary when dealing with coordinates belonging
to the same subspace. The reason stems out from the fact
that the commutators

½qi; qj� ¼ 0; ½qi; p̂j� ¼ i�hdij; ð12Þ

are satisfied when the operators d̂yðd̂Þ are associated with
âyðâÞ, but not with b̂yðb̂Þ. In fact, using the operators
b̂yðb̂Þ we obtain

½qi; qj� ¼
�h

2xl
1

N
âjâ
y
i � âiâ

y
j

� �
; i; j 2 a; ð13Þ

while for the coordinates and momenta

qi; p̂j

� �
¼ i�hdij �

i�h
2N

2n̂dij þ âjâ
y
i þ âiâ

y
j

� �
; i; j 2 a: ð14Þ
Following this approach we obtain in natural form the
algebraic Hamiltonian in a local scheme. In the framework
of this description, however, it is convenient to identify the
Hamiltonian as a sum of non-interacting local oscillators
plus a set of interactions. Since the expansion is carried
out in terms of the displacement internal coordinates qi,
the natural identification corresponds to

Ĥ 0 ¼
�hx
2

Xm

i¼1

âyi âi þ âiâ
y
i


 �
; ð15Þ

with the usual definition

x ¼
ffiffiffiffiffiffi
fqq

l

s
¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
fqqg0

qq

q
: ð16Þ

The zeroth-order Hamiltonian (15) is obtained with the
identification of the operators d̂yðd̂Þ with âyðâÞ in the qua-
dratic terms. For quartic terms, we decide the appropriate
identification according to the physical meaning and qual-
ity of the fit. Finally, the resulting algebraic Hamiltonian is
diagonalized in a symmetry adapted basis which is ob-
tained by projecting the functions (1) [12,27].

3. Vibrational analysis

Let us now consider the analysis of the stibine molecule
SbH3 in the framework of the U(m + 1) model. The har-
monic approximation provides a complete basis in terms
of normal coordinates which can be used to diagonalize a
general Hamiltonian. In the standard notation this basis
is labeled by

jm1m2m
l3
3 ml4

4 i; ð17Þ

where m1 and m3 correspond to the symmetrical and degen-
erate Sb–H stretching modes A1 and E, while m2 and m4 cor-
respond to the symmetrical and degenerate H–Sb–H
bending modes A1 and E, respectively. In this work, an
alternative labeling is given by

j1m1
; 2m2

; 3m3
; 4m4
i; ð18Þ

since the vibrational angular momenta are not needed to
reproduce the available experimental data. To carry out
the description in a local scheme, we should expand the
Wilson matrix and the potential energy in terms of the dis-
placement local coordinates. The assignment of coordi-
nates is the same as the one given in our previous works
[12–14], in which the first set (ri, i = 1,2,3) corresponds
to the space of stretching oscillators (s), while the set
(hi, i = 4,5,6) stands for the space of bending oscillators
(b). The following coordinates are taken in the expansion
of the Hamiltonian

qi ¼ Dri; i ¼ 1; 2; 3; qj ¼ reDhj; j ¼ 4; 5; 6; ð19Þ

where re is the equilibrium distance Sb–H. The Hamiltonian
(10) involves the G(q) matrix, whose elements are given
in the appendix of Ref. [14]. We shall consider terms up



C.A. Amezcua-Eccius et al. / Journal of Molecular Spectroscopy 240 (2006) 164–173 167
to quartic order in the expansion of kinetic and potential
energies. As usual the Hamiltonian may be written in the
form

Ĥ ¼ Ĥ s þ Ĥ b þ Ĥ sb; ð20Þ
where polyad conservation may be considered, a condition
that for this system takes the form

P ¼ 2ðn̂1 þ n̂2 þ n̂3Þ þ ðn̂4 þ n̂5 þ n̂6Þ: ð21Þ
Because of the polyad conservation, the contributions Ĥ s

and Ĥ b involve only quadratic and quartic powers. For
the stretching contribution, we have

Ĥ s ¼
1

2
go

rr

X3

i¼1

p̂2
i þ go

rr0

X3

i>j¼1

p̂ip̂j

þ 1

2
frr

X3

i¼1

q2
i þ frr0

X3

i>j¼1

qiqj þ
1

4!
frrrr

X3

i¼1

q4
i ;

þ 4

4!
frrrr0 q3

1ðq2 þ q3Þ þ q3
2ðq1 þ q3Þ þ q3

3ðq1 þ q2Þ
� �

þ 3

4!
frrr0r0 q2

1ðq2
2 þ q2

3Þ þ q2
2ðq2

3 þ q2
1Þ þ q2

3ðq2
1 þ q2

2Þ
� �

þ 12

4!
frrr0r00 q2

1q2q3 þ q2
2q1q3 þ q2

3q1q3

� �
: ð22Þ

We should note that no quartic terms coming from kinetic
energy appear, a fact that is explained by the independence
of the relevant elements of the G(q) matrix in the stretching
coordinates.

Because only four pure bending experimental energies
are available, we are unable to consider all the possible
bending interactions. Hence, we shall take into account
only quadratic terms and one quartic contribution leading
to anharmonic corrections. The proposed bending Hamil-
tonian takes thus the form

Ĥ b ¼
1

2
go

qq

X6

i¼4

p̂2
i þ go

qq0

X6

i>j¼4

p̂ip̂j

þ 1

2
fqq

X6

i¼4

q2
i þ fqq0

X6

i>j¼4

qiqj

þ 1

4

o2gq4q4

oq2
4

 !
0

p4q2
4p4 þ p5q2

5p5 þ p6q2
6p6

� �

þ 1

4!
fqqqq

X6

i¼4

q4
i : ð23Þ

Concerning the stretching–bending interactions both cubic
and quartic contributions may preserve the polyad. We
thus split Ĥ sb according to the order of the interaction in
the following form

Ĥ sb ¼ V̂ sbb þ V̂ ssbb; ð24Þ

where V̂ sbb involves the Fermi resonances, while V̂ ssbb con-
tains the relevant quartic interactions which, as we shall
present shortly, correspond to number interactions. Explic-
itely, we have for the Fermi contribution
V̂ sbb¼
1

2

ogq1q4

oq4

� 	
0

p1ðq4p4þq6p6Þþp2ðq4p4þq5p5Þþp3ðq5p5þp6q6ÞþH:c:½ �

þ1

2

ogq4q4

oq1

� 	
0

q1ðp2
4þp2

6Þþq2ðp2
4þp2

5Þþq3ðp2
5þp2

6Þ
� �

þ1

2

ogq1q5

oq5

� 	
0

p1q5p5þp2q6p6þp3q4p4þH:c:½ �

þ1

2

ogq1q5

oq4

� 	
0

2 p1ðq4p5þq6p5Þþp2ðq4p6þq6p4Þþp3ðq5p4þp6q4Þ½ �

þ1

2

ogq4q5

oq1

� 	
0

2 p4ðq1p5þq2p6Þþp5ðq2p6þq3p4Þþp6ðq1p5þp3q4Þ½ �

þ1

2

ogq4q6

oq1

� 	
0

p4ðq1p6þq2p5Þþp5ðq2p4þq3p6Þþp6ðq1p4þp3q5Þ½ �

þ 3

3!
frq0q0 q1ðq2

4þq2
6Þþq2ðq2

4þq2
5Þþq3ðq2

6þq2
5Þ

� �
þ 3

3!
frqq q1q2

5þq2q2
6þq3q2

4

� �
þ 6

3!
frqq0 q1ðq4q5þq5q6Þþq2ðq4q6þq5q6Þþq3ðq4q5þq4q6Þ½ �

þ 6

3!
frq0q00 q1q4q6þq2q4q5þq3q5q6½ �; ð25Þ

where H.c. denotes hermitian conjugate. The stretching–
bending potential of quartic order involves eight force
constants, which are unable to be determined with the
available experimental data. Consequently a selected set
of interactions should be chosen. Following Lummila
et al. [24] we propose for the second interaction in (24)

V̂ ssbb ¼
1

4

o2gq4q4

oq2
1

 !
0

ðq2
1þ q2Þp2

4þðq2
2þ q2

3Þp2
5þðq2

1þ q2
3Þp2

6

� �

þ 1

4
frrq0q0 ðq2

1þ q2
2Þq2

4þðq2
2þ q2

3Þq2
5þðq2

1þ q2
3Þq2

6

� �
;

ð26Þ
which turns out to be relevant for the description of vibra-
tional excitations of both arsine [14,28] and stibine [24].

Once the Hamiltonian in configuration space has been
established, we now proceed to apply the U(m + 1)
algebraic model. Since in this case, we have two subspaces,
the dynamical group corresponds to the direct product

Usð4Þ � Ubð4Þ; ð27Þ
with each group characterized by the representations [Ns]
and [Nb], where N̂ s and N̂ b stand for the total number of
bosons for the corresponding spaces and are determined
either using dissociation limit arguments [8] or fitting crite-
ria. The corresponding operators are given by

N̂ s ¼n̂1 þ n̂2 þ n̂3 þ n̂s; ð28aÞ
N̂ b ¼n̂4 þ n̂5 þ n̂6 þ n̂t; ð28bÞ

with

n̂i ¼ âyi âi; i ¼ 1; . . . ; 6
� 

; n̂s ¼ ŝyŝ; n̂t ¼ t̂ŷt; ð29Þ

where we assume that the operators ŝyðŝÞ and t̂yð̂tÞ corre-
spond to the extra bosons for the stretching and bending
spaces, respectively.

We now propose the approximation (9). We shall consider
the association d̂yðd̂Þ ! âyðâÞ for the zeroth order local
oscillators as well as for the anharmonic corrections



168 C.A. Amezcua-Eccius et al. / Journal of Molecular Spectroscopy 240 (2006) 164–173
involving number operators for both spaces, as suggested
by previous analysis [13]. We should stress that in our model
one crucial ingredient to be able to consider in (9) the iden-
tification d̂yðd̂Þ ! b̂yðb̂Þ for the stretching Hamiltonian con-
sists in carrying out a symmetrization procedure [13,14].

In contrast to the stretching modes, the behavior of the
bending modes is closely harmonic and consequently it
seems reasonable to propose the correspondence d̂yðd̂Þ !
âyðâÞ for all the interactions. Finally, for the Fermi interac-
tions we propose d̂yðd̂Þ ! b̂yðb̂Þ, while for the contribution
V̂ ssbb we make the identification d̂yðd̂Þ ! âyðâÞ since it
involves only number operators. This approach allows to
establish a one to one correspondence with the U(m + 1)
algebraic representation of the Hamiltonian. After carrying
out the appropriate substitutions in (20) we obtain the fol-
lowing algebraic Hamiltonian

Ĥ s

hc
¼ ~xs

en̂þ ks

X3

i 6¼j¼1

âyi âj þ as
1 Î s

1

þ
X4

i¼2

as
i

X
p

ÔpIs
i þH:c:

 !
: ð30aÞ

Ĥ b

hc
¼ ~xb

e n̂þ kb

X6

i 6¼j¼4

âyi âj þ ab
1 Î b

n2
4
; ð30bÞ

Ĥ sbb

hc
¼ f1f̂ 1=44 þ f2f̂ 1=55 þ f3f̂ 1=45 þ f4f̂ 1=46; ð30cÞ

Ĥ ssbb

hc
¼ gÎ n1n4

: ð30dÞ

In this Hamiltonian, the local stretching interactions Î s
i are

defined as

Î s
1 ¼

X3

i¼1

âyi âi


 �2 ¼
X3

i¼1

n̂2
i ; ð31aÞ

Î s
2 ¼ b̂y21 b̂1 b̂2 þ b̂3

� �
þ b̂2

1b̂y1 b̂y2 þ b̂y3
� �

þ b̂y1b̂1 þ b̂1b̂y1
� �

b̂y1 b̂2 þ b̂3

� �
þ b̂1 b̂y2 þ b̂y3

� �h i
; ð31bÞ

Î s
3 ¼ b̂y21 b̂2

2 þ b̂2
3

� �
þ b̂2

1 b̂y22 þ b̂y23

� �
þ b̂y1b̂1 þ b̂1b̂y1
� �

� b̂y2b̂2 þ b̂2b̂y2 þ b̂y3b̂3 þ b̂3b̂y3
h i

; ð31cÞ

Î s
4 ¼ 2 b̂y21 b̂2b̂3 þ b̂2

1b̂y2b̂y3
� �

þ b̂y1b̂1 þ b̂1b̂y1
� �

� b̂y2b̂2 þ b̂2b̂y2 þ b̂y3b̂3 þ b̂3b̂y3
� �
þ b̂y3b̂2

1b̂y2 þ b̂3b̂y21 b̂2 þ b̂y3 b̂y1b̂1 þ b̂1b̂y1
� �

b̂2

þ b̂3 b̂y1b̂1 þ b̂1b̂y1
� �

b̂y2; ð31dÞ

while for the bending interaction

Î b
n2

4
¼
X6

i¼4

ðâyi âiÞ2 ¼
X6

i¼4

n̂2
i : ð32Þ

In addition, for the stretching–bending interactions we
have for the local Fermi contributions
f̂ 1=44 ¼ b̂y1b̂4b̂4 þ b̂y1b̂6b̂6 þ b̂y3b̂6b̂6 þ b̂y3b̂5b̂5 þ b̂y2b̂4b̂4

þ b̂y2b̂5b̂5 þH:c:; ð33aÞ

f̂ 1=55 ¼ b̂y1b̂5b̂5 þ b̂y3b̂4b̂4 þ b̂y2b̂6b̂6 þH:c:; ð33bÞ

f̂ 1=45 ¼ b̂y1b̂4b̂5 þ b̂y1b̂6b̂5 þ b̂y3b̂4b̂6 þ b̂y3b̂4b̂5 þ b̂y2b̂4b̂6

þ b̂y2b̂6b̂5 þH:c:; ð33cÞ

f̂ 1=46 ¼ b̂y1b̂4b̂6 þ b̂y3b̂5b̂6 þ b̂y2b̂4b̂5 þH:c:; ð33dÞ

while for the stretching–bending number interaction

Î n1n4
¼ n̂1ðn̂4 þ n̂6Þ þ n̂2ðn̂4 þ n̂5Þ þ n̂3ðn̂5 þ n̂6Þ: ð34Þ

As we note this interaction involves products of number
operators.

The sum of operators Ôp appearing in the Hamiltonian
(30) runs over the permutations p = e, (123), (132). The
spectroscopic parameters are given in terms of the structure
and force constants. For the stretching parameters we
have

hc~xs
e ¼ �hxs þ

6

4!

�h2

4x2
s l

2
s

frrrr

þ �h2

4

1

xslsxblb

1

r2
e

frrh0h0

þ �h2

4

o2gq4q4

oq2
1

 !
0

xblb

xsls

� 	
; ð35aÞ

hcks ¼
�hxsls

2
go

rr0 þ
�h

2xsls
frr0 ; ð35bÞ

hcas
1 ¼

6

4!

�h2

4x2
s l

2
s

frrrr; ð35cÞ

hcas
2 ¼

4

4!

1

2

�h2

4x2
s l

2
s

frrrr0 ; ð35dÞ

hcas
3 ¼

3

4!

1

2

�h2

4x2
s l

2
s

frrr0r0 ; ð35eÞ

hcas
4 ¼

12

4!

1

6

�h2

4x2
s l

2
s

frrr0r00 ; ð35fÞ

while for the bending parameters

hc~xb
e ¼ �hxb þ

�h2

8

o2gq4q4

oq2
4

 !
0

þ 6

4!

�h2

4x2
bl

2
b

1

r4
e

fhhhh ð36aÞ

þ �h2

4

1

xslsxblb

1

r2
e

frrh0h0 ; ð36bÞ

hckb ¼
�hxblb

2
go

q4q5
þ �h

2xblb

1

r2
e

fhh0 ; ð36cÞ

hcab
1 ¼

�h2

8

o2gq4q4

oq2
4

 !
0

þ 6

4!

�h2

4x2
bl

2
b

1

r4
e

fhhhh: ð36dÞ

For the parameters involved in the stretching–bending con-
tribution we have



Table 1
Relation between the our Wilson matrix elements and the ones used by
Lummila et al. [24]

g0
q1q2
¼ g0

rr g0
q4q4
¼ r2

e g0
hh

ogq1 q4

oq4

� �
0
¼ ogrh0

oh0

� �
0

ogq4 q4

oq1

� �
0
¼ r2

e
ogh0h0

or

� �
0

ogq1 q5

oq5

� �
0
¼ ogrh

oh

� �
0

ogq1 q5

oq4

� �
0
¼ ogrh

oh0

� �
0

ogq4 q5

oq1

� �
0
¼ r2

e
oghh0
or

� �
0

ogq4 q6

oq1

� �
0
¼ r2

e
oghh0
or00

� �
0

o2gq4 q4

oq2
4

� 	
0

¼ o2ghh

oh2

� �
0

o2gq4 q5

oq2
4

� 	
0

¼ o2ghh0

oh02

� �
0

o2gq4 q5

oq4oq5

� 	
0

¼ o2ghh0
ohoh0

� �
0

o2gq4 q6

oq4oq5

� 	
0

¼ o2gh0h00
ohoh0

� �
0

o2gq4 q6

oq2
5

� 	
0

¼ o2gh0h00

oh2

� �
0

C.A. Amezcua-Eccius et al. / Journal of Molecular Spectroscopy 240 (2006) 164–173 169
hcf1 ¼
�h
4

ogq1q4

oq4

� 	
0

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�hxsls

p
� �h

4

ogq4q4

oq1

� 	
0

xblb

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�h

2xsls

s
;

þ 1

2

�h
2xblb

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�h

2xsls

s
1

r2
e

frh0h0 ; ð37aÞ

hcf2 ¼
�h
4

ogq1q5

oq5

� 	
0

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�hxsls

p
þ 1

2

�h
2xblb

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�h

2xsls

s
1

r2
e

frhh; ð37bÞ

hcf3 ¼
�h
4

ogq1q5

oq4

� 	
0

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�hxsls

p
� �h

4

ogq4q5

oq1

� 	
0

2xblb

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�h

2xsls

s

þ �h
2xblb

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�h

2xsls

s
1

r2
e

frhh0 ; ð37cÞ

hcf4 ¼�
�h
4

ogq4q6

oq1

� 	
0

2�hxblb

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�h

2xsls

s
þ �h

2xblb

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�h

2xsls

s
1

r2
e

frh0h00 ;

ð37dÞ

hcg ¼ �h2

4

ogq4q4

oq2
1

� 	
0

xblb

xsls

� 	
þ �h2

4

1

xslsxblb

1

r2
e

frrh0h0 ; ð37eÞ

where we have carried out the identification of the force
constants with the usual notation given by Lummila
et al. [24]

fqq0 ¼
1

r2
e

fhh0 ; f rqq0 ¼
1

r2
e

frhh0 ; f qqq0q00 ¼
1

r4
e

fhhh0h00 ; ð38Þ

with similar expressions for the different combinations of
the subindices. For the Wilson Matrix and its derivatives
the relations are given in Table 1. Here, the reduced masses
are given by

ls ¼
1

g0
rr

; lb ¼
1

g0
qq

¼ 1

r2
eg0

hh

: ð39Þ

In the next section, we shall present a study of the overtone
spectra of stibine using the algebraic Hamiltonian (30).

4. Stibine overtone spectrum

We now proceed to apply the model presented in the
previous section to the stibine (SbH3) overtone spectrum.
The aim of this work is to obtain the description of the
vibrational excitations of stibine considering all the avail-
able experimental energies and to show that an effective
Hamiltonian model not necessarily corresponds to a phys-
ically meaningful description. To this end we shall compare
our analysis with a previous algebraic description presented
in Ref. [22].

In the model presented in the previous section polyad
conservation is preserved. The resulting Hamiltonian (30)
allows anharmonic interactions and Fermi resonances but
not tunneling motion. The latter approximation is based
on the fact that no inversion splitting of vibrational energy
levels is observed. The equilibrium configuration of the sti-
bine molecule is pyramidal with structure parameters
re = 1.70Å, and \HSbH = 91.54� [24]. The point symmetry
group is C3v. This molecule has six degrees of freedom,
three of them associated with the stretching modes
(A1 ¯ E) and three bending modes (A1 ¯ E). Although
the Hamiltonian (30) is not the most general, since we
are neglecting vibrational angular momenta and most of
the quartic stretching–bending interactions, we shall show
that this approximation provides reasonable results for
the available experimental data.

The diagonalization of the Hamiltonian (30) implies fix-
ing the parameters Ns and Nb. Since the stretching number
of bosons are related to the dissociation limit, we shall take
the estimation Ns = 28 obtained from a fitting of the
stretching degrees of freedom by means of the equation
[9,12]

Ns ¼ �
~xs

e

2as
1

: ð40Þ

In contrast, since bending modes do not necessarily lead to
dissociation, the bending boson number was considered as
a parameter, which may be determined using the criteria of
minimum deviation combined with the best description of
the force constants and components of the eigenstates.
Because of the normal character of the bending modes a
higher value of Nb is expected. In fact only the parameters
f~xb

e ; kbg are needed to obtain a pleasing description of the
bending energies, which reinforces our assumption. An
estimation of Nb applying (40) for bends gives an estima-
tion of Nb . 70. We thus proceeded to explore higher
values of Nb. Concerning the rms deviation and force
constants we did not obtain a significant improvement,
but the local character of the state j510000æ increased from
0.68 for Nb = 70 to 0.96 for Nb = 120, a feature that led us
to take Nb = 120.

The Hamiltonian (30) involves 14 parameters. If we try
to carry out a fit the calculation becomes unstable. In par-
ticular the experimental data do not allow to obtain the
spectroscopic parameters associated with the Fermi inter-
actions. In other words, the number of stretching–bending
experimental energies is not enough to be able to optimize
the Fermi resonance force constants. Consequently we
have followed an approach similar to Lummila et al. [24],
where the four cubic force constants were fixed at the



Table 2
Distribution of the states according to polyad and symmetry

Polyad A1 A2 E Total

1 1 — 1 3
2 3 — 3 9
3 5 2 6 19
4 10 3 13 39
5 15 8 23 69
6 27 14 39 119
7 38 25 63 189
8 60 38 98 294
9 84 62 144 434

10 122 88 210 630
11 164 130 294 882
12 229 179 405 1218
13 298 248 546 1638
14 398 328 726 2178

In the computation of the total number of states the basis belonging to E

symmetry are counted twice due to the twofold degeneracy.
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ab initio values. This procedure must be self consistent
since it is necessary to know the diagonal second order
force constants to obtain the Fermi coefficients. It is worth
noticing that this approach is viable due to the connection of
our model with the potential surface that we have established.

In our description we have considered all data reported
in Ref. [24]. Not all the energies where taken into account
in the study done by Lummila et al. Specifically the ener-
gies between 5050 and 5200 cm�1 were not included due
to large uncertainties in determining the band origins accu-
rately. The local mode pair of levels at 8029.2 cm�1 was
also excluded from the fit because of similar reasons. How-
ever, we decided to explore the reliability of the model to
describe the whole spectrum keeping the relation with the
force constants. Even fixing the parameters associated with
the Fermi interactions, not all the interactions involved in
the Hamiltonian (30) were finally included in the descrip-
tion. The criteria to choose the final set of parameters were
based on the following considerations: (a) order of the
interaction, (b) statistical analysis: correlation and errors
in the parameters, and finally (c) physical meaning of
the energy fit. Following these criteria we have found
that the interactions associated with the parameters
fas

i ; i ¼ 2; 3; 4g should not to be included in the model.
Their inclusion leads to a fit with good convergence but
with a positive value for the force constant frr0 , contrary
to the expected value. We thus decided to consider the fol-
lowing simplified Hamiltonian

Ĥ
hc
¼ ~xs

en̂þ ks

X3

i 6¼j

âyi âj þ as
1 Î s

1 þ ~xb
e n̂þ kb

X3

i 6¼j

âyi âj

þ ab
1 Î b

1 þ f1f̂ 1=44 þ f2f̂ 1=55 þ f3f̂ 1=45 þ f4f̂ 1=46 þ gÎ n1n4
;

ð41Þ

which is equivalent to the Hamiltonian proposed in Ref.
[24] with the exception of the anharmonic bending interac-
tion ab

1. It is interesting to present the differences between
both approaches. In Ref. [24] Morse oscillators are consid-
ered for the stretching degrees of freedom and harmonic
oscillators for the bends. In addition, apart from the Morse
oscillator diagonal terms for the stretching vibrations, all
matrix elements were calculated with harmonic oscillator
formulas. On the other hand, in our approach the number
interaction Î s

1 plays the role of the anharmonic corrections
implicit in Morse oscillators. We have also considered
anharmonic contributions in the bending modes by includ-
ing the interaction Î b

1. However, only the Fermi interactions
involve the operators b̂yðb̂Þ.which characterize the unitary
approach.

The Hamiltonian (41) contains 7 free parameters, which
in turn determine the 7 force constants ffrr; frr0 ; frrrr; fhh;
fhh0 ; fhhhh; frrh0h0}. The diagonalization is carried out in a
symmetry adapted basis which is obtained by projecting
the functions (1). This symmetrization procedure greatly
simplifies the calculations since the polyad blocks are
reduced to a block form according to the irreducible
representations (irreps) of the C3v symmetry group [12].
In Table 2 the distribution of the symmetry adapted func-
tions according to the irreps is displayed. From this table,
we see that for polyad 14 the original diagonalization of a
matrix of dimension 2178 · 2178 reduces to three diagonal-
izations of dimensions 398 · 398, 328 · 328 and 726 · 726,
corresponding to the irreps A1, A2, and E, respectively.

The spectroscopic parameters are optimized by a least
square method. The quality of the fits is expressed in terms
of the rms deviation

rms ¼
XN exp

i¼1

ðEi
exp � Ei

calÞ
2
=ðN exp � N parÞ

" #1=2

; ð42Þ

where Nexp is the total number of experimental energies
and Npar the number of parameters freely optimized in
the fit. For all data included unit weights were used. During
the fits a statistical error analysis for the parameters was
carried out. Two types of uncertainty measures were de-
fined and computed for the parameters xi: the delta-error
(dxi) and the epsilon-error (�xi), whose meaning was ex-
plained previously in Ref. [13]. We have carried out a fit
involving all energies up to polyad P = 14 with boson num-
bers Ns = 28 and Nb = 120. In Table 3, we present the 23

experimental and the theoretical energies provided by this
fit, where an rms deviation of 1.27 cm�1 was obtained. In
addition to the experimental and theoretical energies, Table
3 includes both normal and local labels, as well as the
square of the maximum component. The simultaneous
assignment of the states in both (approximate) normal
and local schemes is significatively useful since, in general,
some states may present a strong local character (stretching
states) and others (bending states) a normal character. This
feature allows to compare our assignments with the ones
described in Ref. [24]. The agreement is almost complete,
with the exception of the states at energies 4545 and
4513 cm�1. In both cases the bending character correspond
to one quantum in m4, while in Ref. [24] these states carry



Table 3
Energies (in cm�1) up to polyad P = 14 provided by the Fit using the Hamiltonian (41)

Polyad State (normal) Contribution (normal) State (local) Contribution (local) Energies

Exp. [24] Theor. DE

Symmetry A1

1 21 1.00 000100 1.00 782.24 782.64 �0.4
2 22 0.99 000110 0.60 1559.0 1559.07 0.0
2 42 0.99 000200 0.60 1652.7 1651.88 0.8
2 11 0.99 100000 0.99 1890.5 1890.30 0.2
3 1121 0.97 100100 0.79 2661.0 2660.75 0.2
4 32 0.58 200000 0.99 3719.93 3720.73 �0.8
5 113141 0.66 200010 0.81 4545.0 4543.84 1.2
6 1132 0.66 300000 0.99 5480.29 5480.72 �0.4
6 13 0.71 210000 0.98 5607.0 5608.81 �1.8
8 1232 0.43 400000 0.95 7173.79 7173.2 0.6

12 1234 0.35 600000 0.93 10358.0 10357.7 0.3
12 1432 0.37 510000 0.98 10691.5 10690.1 1.4
14 1334 0.23 700000 0.79 11843.5 11844.4 �0.9

Symmetry E

1 41 1.00 000010 1.00 827.85 830.46 �2.6
2 31 1.0 100000 1.00 1894.5 1894.5 �1.8
3 1141 0.68 001001 0.96 2705.0 2704.26 0.7
4 1131 0.70 200000 0.99 3719.86 3721.11 �1.3
5 3241 0.45 002010 0.99 4513.0 4513.57 �0.6
6 1231 0.36 300000 0.99 5480.0 5480.73 �0.7
8 1133 0.43 400000 0.99 7173.78 7173.21 0.6

12 1233 0.23 600000 0.93 10358.0 10357.7 0.3
12 1432 0.18 510000 0.96 10691.5 10690.0 1.5
14 1334 0.19 700000 0.79 11843.5 11844.4 �0.9

The rms deviation obtained is 1.27 cm�1. The boson numbers were taken to be Ns = 28 and Nb = 120.

Table 4
Parameters of the Hamiltonian (41) in cm�1

Parameter Fit Errors

Epsilon Delta

~xs
e 1927.49 0.088 0.022

ks �2.334 0.096 0.075
as

1 �33.695 0.015 0.004
~xb

e 821.58 0.177 0.068
kb �15.941 0.068 0.061
ab

1 �7.059 0.080 0.028
f1 5.203a — —
f2 1.022a — —
f3 3.808a — —
f4 3.093a — —
g �19.147 0.068 0.037

The statistical error analysis has been included through the Epsilon and
Delta errors.

a Constrained value in the least square minimization.

Table 5
Force constants derived from the spectroscopic parameters given in Table 4

Parameter This work Lummila et al. Ab initio

frr(aJÅ�2) 2.310 2.293 2.243
frr0 ðaJÅ

�2Þ �0.0049 �0.0042 �0.0037
frrrr(aJÅ�4) �36.92 31.62 35.20
fhh(aJ) 0.6170 0.5797 0.5703
fhh0 ðaJÞ �0.0171 �0.0161 �0.0117
fhhhh(aJ) �2.985 — —
frhh(aJÅ�1) 0.0308a 0.0308a 0.0308
frh0h0 ðaJÅ

�1Þ �0.2001a �0.2001a �0.2001
frhh0 ðaJÅ

�1Þ 0.0504a 0.0504a 0.0504
frh0h00 ðaJÅ

�1Þ 0.0562a 0.0562a 0.0562
frrh0h0 ðaJÅ

�2Þ �3.899 �2.936 —

The Lummila surface was taken from Ref. [24], while the ab initio surface
from Ref. [29].

a Constrained value in the least square minimization.
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the bending label m2 = 1. The spectroscopic parameters as
well as the corresponding errors associated with this fit
are given in Table 4. We note that the epsilon as well as
the delta errors are smaller than the corresponding param-
eters. In addition the correlation matrix has been calculated
obtaining elements not greater than 0.96, which means that
the parameters are well determined.

From the spectroscopic parameters given in Table 4 and
the relations 35f, 36d and 37e we are able to obtain the
force constants. The results are displayed in Table 5. In
the same table, we have included for comparison the
parameters obtained by Lummila et al. [24] as well as ab ini-

tio results [29]. As we note, the general trend of the force
constants is pleasing with the exception of the force con-
stant frrrr whose sign is negative. To explain this discrepancy
we should remark that in the framework of the U(m + 1)
model the zeroth order Hamiltonian corresponds to a set
of non-interacting harmonic oscillators, a fact explicitely
stated in Eq. (15). In our model, where polyad conservation
is considered and up to quartic order interactions are taken
into account, only quartic corrections are included. Hence,
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it is not expected that a correction of quartic order in the
harmonic oscillator leads to a correct asymptotic behavior.
A negative value for the constant frrrr reflects this fact,
which is a feature of this model as well as of all models
based on a harmonic oscillator basis in the framework of
this approximation. Concerning this point, models based
on Morse oscillators represent a better option since they
reflect the physical asymptotical behavior correctly, as
explained in Ref. [14].

An inspection of Table 3 shows that this molecule pre-
sents a local behavior in the stretching modes and a normal
character in the bending modes, a fact also reflected in the
local mode parameter defined by Child and Halonen [1],
which in the framework of this model may be defined as

n ¼ 2

p
arctan

kN
~x

� 	
: ð43Þ

This parameter provides a measurement of locality, where
the extremes n = ±1 and n = 0 correspond to pure normal
and local behaviors, respectively. From the parameters dis-
played in Table 4, for the Sb–H oscillators we obtain
n . �0.02, while for the \ H–Sb–H bending oscillators
n . �0.74. This behavior is similar to the arsine [14].

Recently the vibrational excitations of the stibine mole-
cule were described using the unitary group approach [22].
An effective Hamiltonian was constructed and diagonalized
in a symmetry adapted local basis, obtaining an rms devi-
ation of 1.7 cm�1. Translated into our reformulation the
proposed Hamiltonian was

Ĥ
hc
¼ ~xs

en̂þ ks

X3

i 6¼j

âyi âj þ as
1 Î s

1 þ bsM̂ s þ ~xb
e n̂þ kb

�
X3

i6¼j

âyi âj þ ab
1 Î b

1 þ bbM̂b þ nðf̂ 1=44 þ f̂ 1=55

þ f̂ 1=45 þ f̂ 1=46Þ; ð44Þ

where the additional interactions are given by

M̂s ¼ n̂1n̂2 þ n̂2n̂3 þ n̂3n̂1; ð45aÞ
M̂b ¼ n̂4n̂5 þ n̂5n̂6 þ n̂6n̂4: ð45bÞ

with parameters

xs
e ¼1925:30; ks ¼ �0:77; as

1 ¼ �32:80; bs ¼ 65:27

ð46aÞ
xb

e ¼792:74; kb ¼ �4:28; ab
1 ¼ 16:09; bb ¼ �81:62;

ð46bÞ
n ¼� 3:5239 ð46cÞ

The advantage of our formulation compared with the tra-
ditional description given in Refs. [8,22] was already pre-
sented [12,13]. Here, we shall concentrate our discussion
in the physical meaning of the fits as well as some details
of the calculations. The comparison of our Hamiltonian
with (44) allows to identify three main differences: the
appearance of the interactions (45b), the lack of the inter-
action Î n4n5

and the common factor in the Fermi contribu-
tion. Since the Fermi interactions derive in different
spectroscopic constants (see Table 4), the Fermi contribu-
tion in (44) seems not to be realistic. The Fermi interaction
involved is too restrictive to be justified. On the other hand,
the interaction Î n4n5

which was proved to be relevant in our
description as well as in the Lummila’s model, is not con-
sidered, while the two additional interactions (45b) includ-
ed in (44) do not seem to be relevant as suggested by
Lummila’s and our own results. Let us now analyze the
set of parameters (46c). Their comparison with the spectro-
scopic parameters displayed in Table 4 shows a strong dis-
crepancy in the set fks; kb; ab

1g. The k’s provide the force
constants ffrr0 ; fhh0 g and consequently their values derived
from (46c) are far from the expected values obtained from
other methods. Other peculiar features are the large values
of the b’s and the strong positive anharmonicity of the
bending modes expressed by ab

1. It seems that they acquire
those values as a compensation of the unrealistic Fermi
interaction. Another difference is concerned with respect
to the character of the eigenvectors. We notice that the
pure bending states j000110æ and j000200æ obtained by Plu-

chart et al [22] are almost pure, a result that contrasts with
the fact that the bending modes are supposed to be close to
a normal behavior. We consider this result is not expected
since in our work all the symmetrized components are tak-
en into account in the assignment of the local contribu-
tions. Our description has the advantage that both
normal and local labels are obtained and we appreciate
from Table 3 that these states are almost purely normal,
a result in accordance with the result of Ref. [24]. Finally,
we should mention that action of the Hamiltonian on the
eigenstate j000100æ does not seem to provide the reported
eigenvalue in Ref. [22]. In addition, Table 2 of Ref. [22]
does not present the correct number of states starting
from polyad 5, as may be checked by comparison with
our Table 2.

The present analysis constitutes an example of the
importance of having established the connection between
the U(m + 1) algebraic approach and the traditional
descriptions in configuration space in order to obtain a
realistic description of vibrational spectra. Another exam-
ple is the work by Hou [30], who, using the SU(2) model,
proposes an effective Hamiltonian including Fermi interac-
tions in the wrong way, a fact reflected in the rms deviation
obtained of 7.71 cm�1 with a maximum difference of
22.95 cm�1; an unacceptable description for spectroscopic
standards.

5. Summary and conclusions

We have presented a simple model to describe the
observed overtone spectra of stibine in the framework of
the new formulation of the unitary group approach recent-
ly proposed [12,13]. Starting with the Hamiltonian in terms
of local curvilinear coordinates, we obtain the algebraic
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representation of the Hamiltonian by means of the rela-
tions (9). The resulting Hamiltonian is diagonalized in
the symmetry projected basis (1). From the spectroscopic
parameters the force constants are obtained. This approach
has the advantage of taking into account anharmonic
effects from the outset through the operators (4), but keep-
ing the connection with the traditional models in configura-
tion space.

We succeeded in obtaining a high quality description of
the vibrational excitations of the stibine molecule. The least
square fit to the experimental energies allowed to obtain a
potential energy surface which agrees well with previous
calculations. The experimental data available however is
still too scarce to investigate the isotope invariance of our
surface. The rms deviation obtained was 1.27 cm�1 includ-
ing 23 experimental energies up to polyad 14. In the fit
almost all quadratic interactions were neglected. We only
kept number operators that took into account anharmonic
effects. An attempt to improve the description including
additional quartic interactions in order to reduce the rms
deviation failed due to the appearance of a large deviation
in the force constant frr0 . We believe this problem is a con-
sequence of the lack of experimental energies considered in
the fit. The force constants were calculated obtaining good
agreement with previous studies. Up to the approximations
considered this model however is unable to provide the cor-
rect asymptotic behavior, a fact reflected in the sign of the
force constant frrrr. Concerning this point, models based on
Morse oscillators offer a better option.

One of the advantages of our method is that we are able
to provide both local and normal assignments. All local
labels were in full agreement with Lummila et al. [24].
However, concerning the normal labeling, we obtained
the assignment m4 = 1 for the states associated with the
energies 4513 and 4545 cm�1, instead of the label m2 = 1
given in Ref. [24]. Another important feature of our
approach is that we were able to take advantage of ab initio

force constants to consider the Fermi interactions in similar
form to the description of Lummila et al. This fact allowed
to carry out the fit with reliable results. The comparison of
our approach with a previous description of the stibine
molecule using the same unitary approach allows to stress
the importance of having established the connection with
configuration space.
We believe that the application presented for stibine
makes clear the advantages of our method to describe
vibrational excitations beyond the proposal of effective
Hamiltonians used in previous applications [22,30].
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J M Arias2, J Gómez-Camacho2 and M Rodrı́guez-Gallardo3

1 Instituto de Ciencias Nucleares, Universidad Nacional Autónoma de México, Apartado Postal
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Abstract
An algebraic model to describe inelastic collisions between an atom and
a diatomic molecule within the semiclassical approximation framework is
presented. For the interaction in the diatomic system a Morse potential
is considered, while an exponential function is taken for the atom–diatom
interaction. The original atom–diatom Hamiltonian is transformed into a time-
dependent Hamiltonian for the diatomic system. In the interaction picture
framework the interaction potential is approximated by a linear expansion in
terms of the generators of the SU(2) group, the dynamical algebra for the
Morse potential bound states. A minimization procedure to determine the
time-dependent coefficients is proposed. The transition intensities are given in
terms of matrix elements of the product of exponentials of the Morse potential
dynamical group generators. A comparison of the algebraically obtained
transition probabilities with the exact semiclassical results is presented.

(Some figures in this article are in colour only in the electronic version)

1. Introduction

The study of molecular collisions represents an active field both from experimental and
theoretical points of view [1–7]. In particular, collinear atom–diatom molecule collisions have
played an important role in understanding the reactive dynamical processes as well as assessing
different approximations. In early works the diatomic molecule binding potential was modelled
as an harmonic potential, but later on a Morse potential was considered. The atom–diatom
scattering has been studied in detail both classically and quantum mechanically [8–11]. In
particular, exact quantum mechanical calculations have been obtained for harmonic [12] and
Morse [13] binding potentials. Since significant differences among the different potentials

0953-4075/07/234513+15$30.00 © 2007 IOP Publishing Ltd Printed in the UK 4513
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are present [14], these analyses have turned out to be of fundamental importance to test the
different approximations, among of which stands out the semiclassical approximation [15–20],
and in particular the S-matrix theory [19, 20]. In general, the semiclassical approximation is a
reasonable approach to deal with molecular collisions. This remarkable fact suggests to apply
the approximation with confidence in more complicate situations where quantum mechanical
results are far from being obtained in exact form.

Among the different semiclassical approaches [19, 20, 18], we shall adopt the case in
which the translational motion is treated classically, while the vibrational degrees of freedom
are described quantum mechanically. In this semiclassical approximation the Hamiltonian of
the atom–diatom system is substituted by a time-dependent forced oscillator, whose solution
may be obtained in terms of an expansion of the time-independent eigenfunctions. An
alternative approach is offered by Lie algebraic techniques [21] using the time evolution
operator formalism [22]. This approach is suitable when the interaction potential can be
expressed in terms of a linear combination of elements of an algebra. In such a case, the
evolution operator can be written as a product of exponentials of those elements [23].

The Lie algebraic method has been extensively used when a harmonic oscillator is
considered for the binding potential with different approximations [24–27]. In any case,
the classical trajectory has to be considered carefully since the approach is not unique. Initial
conditions for the classical equations of motion must be specified, but a proper averaging
should also be considered keeping the symmetry in the initial and final states [28]. One
possibility, extensively used, consists in considering one classical trajectory with the oscillator
initially at rest, with the colliding particle having a velocity that equals the average of the
initial and final collision velocities [28, 26].

Most of the efforts to consider a binding Morse potential are focused on adding anharmonic
terms to the harmonic potential [29–32]. An early work considering the Morse potential from
the outset was presented by Levine, who dealt with this problem by means of a qualitative
analysis using the su(2) algebra [33, 34]. Later on additional works [35–38] presented
in more detail the dynamics of this system for the linearly driven Morse oscillator, albeit
without a detailed comparison with exact quantum results. These works were based on the
isomorphism between the two-dimensional harmonic oscillator and the Morse potential [39],
with the disadvantage that a correspondence between the su(2) algebra and the configuration
space was not clear. Recently, in a series of works [40–43], the realization of the coordinate
and momentum in terms of creation and annihilation operators of the Morse functions was
established, a fact that allows the problem to be formulated in configuration space and latter
on to introduce an algebraic realization in order to take advantage of the algebraic techniques
[39, 44]. In this way, a one-to-one correspondence with the methods developed in configuration
space can be established.

The purpose of this work is to present a new algebraic approach to describe in a
semiclassical approximation the atom–diatom collision process considering a Morse oscillator
for the diatom bonding potential. In our approach we introduce an su(2) algebraic realization
of the internal coordinate of the diatomic system, carry out the linear approximations for
the expansion of the interaction potential and establish the equations to be satisfied by the
corresponding time-dependent coefficients. Since we are considering the dynamical algebra
su(2), only the bound states of a Morse oscillator are taken into account. However our model
is general, and continuum effects may be introduced by introducing the su(1, 1) algebra [45].
It is important to remark that the proposed approach is suitable to be applied to any system
where the dynamical group is known. For this reason this work is intended to be the basis for
more complicated situations, like redistribution energy in one-dimensional atom–polyatomic
collisions. Because of the way we propose to carry out the average in terms of the density
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operator, excited states and temperature effects may be incorporated into the model. It should
be noted that the present treatment produces a scattering S-matrix which is unitary, and it is
obtained from an algebraic approximation of the interaction. This allows the model to be
used independently of the semiclassical approach. In addition, since in the framework of
this approach analytic expressions for the transition probabilities are obtained, this opens the
possibility of applying the method in a phenomenological fashion, fitting the parameters for
some transitions to thereafter predict the rest of transition probabilities.

In section 2, the scattering Hamiltonian is established within the semiclassical
approximation. Section 3 is devoted to dealing with the algebraic solution associated with the
scattering Hamiltonian in terms of the time evolution operator formalism, taking advantage of
Lie algebraic techniques. The results are discussed in section 4, where a comparison with the
exact semiclassical results are discussed. Finally, in section 5 the summary and conclusions
are presented.

2. Scattering Hamiltonian

We start by establishing the Hamiltonian of the collinear collision between an atom of mass
mA and a diatom with masses mB and mC . Following the approach of Secrest and Johnson [12]
and Clark and Dickinson [13], the Hamiltonian in units of h̄ω and dimensionless coordinates x
(linked to the relative atom–diatom motion) and y (related to the molecular vibrational motion
around the equilibrium position) takes the form [13]

Ĥ = − 1

2m

∂2

∂x2
+ V̂ AB(x − y) + Ĥ M, (1)

where m is given by

m = mAmC

MmB

, (2)

and

M = mA + mB + mC, (3)

while HM is the Morse Hamiltonian for the diatomic system

Ĥ M = −1

2

∂2

∂y2
+ D(1 − e−βy)2. (4)

In these dimensionless units, the Morse parameters take the simple form [13]

β =
√

2

κ
, D = κ

4
, (5)

with the Morse eigenvalues

EM(v) = (v + 1/2) − 1

κ
(v + 1/2)2, with v = 0, 1, . . . , j − 1, (6)

where κ = 2j +1 is related to the depth of the potential [39, 43]. The contribution V̂ AB(x −y)

is a repulsive potential given by [13]

V̂ AB(x − y) = V0 e−α(x−y), (7)

where α determines the steepness of the interaction and V0 is a constant.
In the semiclassical approximation, a classical trajectory for the coordinate x is extracted

from the Hamiltonian (1) by eliminating the dependence on the variable y. For that purpose
we introduce the density operator

ρ̂ =
vmax∑
v=0

pv|jv〉〈jv|, (8)
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with the constraint
vmax∑
v=0

pv = 1. (9)

The states |jv〉 stand for the Morse bound states with the number of quanta v = 0, 1, . . . , j −1,
and consequently the maximum value for vmax is j − 1. The density operator parameters pv

describe the average excitation probability of the molecular states during the collision, where
all the bound states are not necessarily involved. This explains the upper limit in the sum to
vmax � j −1. For low excitation probabilities, p0 ≈ 1 and pv � 1 for v � 1. For vmax > 0 the
weights pv may be considered as parameters or determined according to a specific distribution,
like the Boltzmann distribution, in case the temperature effect is to be considered.

In this scheme, the average of the interaction potential is given by

〈VAB〉 = Tr(ρ̂VAB) = V0γ e−αx, (10)

where we have introduced the definition

γ =
∑

v

pv〈jv|eαy |jv〉. (11)

The average of the Morse Hamiltonian is

ε = 〈Ĥ M〉 = Tr(ρ̂Ĥ M) =
∑

v

pvEM(v). (12)

Then, the classical Hamiltonian associated with equation (1) can be written as

Hcl = Tr(ρ̂Ĥ) = P 2

2m
+ V0γ e−αx + ε, (13)

where P is the momentum associated with the x coordinate. The classical trajectory associated
with the x coordinate is obtained taking into account that Hcl corresponds to the conserved
total energy ET : Hcl = ET , and it is

e−αx(t) = E

V0γ
sech2

[√
E

2m
αt

]
, (14)

where E = ET − ε and the classical turning point is defined by

t = 0, x(0) = − 1

α
ln

(
E

V0γ

)
, ẋ(t)|t=0 = 0. (15)

The corresponding internal quantum mechanical Hamiltonian in the semiclassical
approximation ĤI is the difference between the total Hamiltonian (equation (1)) and the
classical one (equation (13)):

ĤI = Ĥ − Hcl = (Ĥ M(p, y) − ε) + V̂ (y, t), (16)

where Ĥ M(p, y) is the Morse Hamiltonian (4) and the interaction is given by

V̂ (y, t) = F(t)[eαy − γ ], (17)

where

F(t) = E

γ
sech2

[√
E

2m
αt

]
. (18)

Here, the time t is dimensionless given in terms of the characteristic time of the molecule 1/ω.
In this approach, we have thus substituted the original atom–diatom Hamiltonian (1) for the
driven Morse oscillator (16).
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3. Algebraic solution

The time-dependent solution associated with the Hamiltonian (16) provides the possibility of
obtaining the transition probabilities for the diatomic system. This goal can be achieved in the
framework of the interaction picture combined with an algebraic scheme based on the SU(2)

dynamical group of the Morse potential.
The action of the creation b̂† and destruction b̂ operators for the bound states of the

one-dimensional Morse functions |j, v〉 is given by [43]

b̂†|j, v〉 =
√

(v + 1)

(
1 − v + 1

κ

)
|j, v + 1〉, (19)

b̂|j, v〉 =
√

v
(

1 − v

κ

)
|j, v − 1〉. (20)

These ladder operators, together with the number operator v̂, satisfy the su(2)

commutation relations. Here, we prefer to introduce the operator b̂0 defined as

b̂0|j, v〉 = 2

κ
(j − v̂)|j, v〉, (21)

since in the harmonic limit (κ → ∞) this operator goes to the unit. In addition to the su(2)

generators {b̂†, b̂, b̂0}, one can consider the identity Î operator: {Î , b̂†, b̂, b̂0}. In the framework
of the interaction picture, the interaction potential takes the explicit form

V̂ I(t) = ei(Ĥ M−ε)t V̂ (y, t) e−i(Ĥ M−ε)t . (22)

We now intend to approximate (22) as a linear combination of the generators of the u(2)

algebra

V̂ I(t) ≈ α0(t)Î + α1(t)b̂
† + α2(t)b̂ + α3(t)b̂0, (23)

where the coefficients αi(t) should be determined. To this end, it is convenient to define the
operator

	̂ = V̂ I(t) − [α0(t)Î + α1(t)b̂
† + α2(t)b̂ + α3(t)b̂0], (24)

since 	̂ represents the difference between the exact operator V̂ I(t) and its linear algebraic
approximation. The error of the approximation is estimated by calculating the average of the
square of the 	̂ operator:

〈	̂2〉 = Tr(ρ̂	̂2) =
∑

v

pv〈jv|	̂2|jv〉. (25)

If we now demand that our approximation provides the minimum error

∂〈	̂2〉
∂αk(t)

= 0, k = 0, 1, 2, 3, (26)

the following set of linear equations is obtained:

3∑
i=0

{∑
v

pv〈jv|X̂kX̂i + X̂iX̂k|jv〉
}

αi(t) =
∑

v

pv〈jv|V̂ I(t)X̂k + X̂kV̂ I (t)|jv〉, (27)

where

X0 = Î , X1 = b̂†, X2 = b̂, X3 = b̂0 = 2

κ
(j − v̂), (28)
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whose solution is given by

α0(t) = −α3(t)
2

κ

∑
v

pv(j − v), (29)

α1(t) = F(t)

η(j)

vm+1∑
v=1

(pv + pv−1) exp[i	Evt]

√
v

(
1 − v

κ

)
〈jv|eαy |jv − 1〉, (30)

α2(t) = α1(t)
∗, (31)

α3(t) = −κ

2
F(t)

∑
v pv(j − v)[〈jv|eαy |jv〉 − γ ][∑
v pv(j − v)

]2 − ∑
v pv(j − v)2

, (32)

where we have introduced the following definitions:

η(j) =
∑

v

pv

(
2EM(v) − 1

2κ

)
, (33)

	Ev = EM(v) − EM(v − 1). (34)

As shown in (29), α0(t) and α3(t) are related. For the particular case p0 = 1, we can determine
α1(t) and α2(t) but α0(t) and α3(t) are indetermined. For a complete determination we will
consider the case p0 = 1 − ε and p1 = ε with ε → 0, given the constraint (9), and obtain

α0(t) = jF (t)
(〈j, 1|eαy |j, 1〉 − 〈j, 0|eαy |j, 0〉), (35)

α1(t) =
√

κ

κ − 1
F(t) exp[i	E1t]〈j, 1|eαy |j, 0〉, (36)

α2(t) = α1(t)
∗, (37)

α3(t) = −κ

2
F(t)(〈j, 1|eαy |j, 1〉 − 〈j, 0|eαy |j, 0〉). (38)

In this case, ε = 〈Ĥ M〉 = EM(0) and the evolution operator takes the form [23]

UI(t) = e−iβ0(t)Î e−iβ1(t)b̂
†
e−iβ2(t)b̂ e−iβ3(t)b̂0 . (39)

This operator is unitary although not unique; it depends on the order of exponentials as well
as on the basis used for the generators of the SU(2) group, i.e. spherical and Cartesian basis.
Any choice, however, leads to the same result because the time-dependent functions βi(t)

are modified through the different differential equations to be solved. In particular, the order
given in (39) is appropriate because it leads to a closed expression for the matrix elements.
The advantage of using the Cartesian basis will be discussed elsewhere [46].

Substitution of equation (39) into the differential equation

i
d

dt
UI(t) = V̂ I(t)UI(t) (40)

leads to the set of differential equations⎛
⎜⎜⎝

β̇0(t)

β̇1(t)

β̇2(t)

β̇3(t)

⎞
⎟⎟⎠ = N(t)

⎛
⎜⎜⎝

α0(t)

α1(t)

α2(t)

α3(t)

⎞
⎟⎟⎠ , (41)
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where

N(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 β2
1
κ

2iβ1

κ

0 0 1 − 2β1β2

κ
− 2iβ2

κ

0 0 −iβ1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ . (42)

These equations are solved with the boundary conditions UI (−∞) = Î , which implies
βi(−∞) = 0. The transition probability from the initial state |j, vi〉 to the final state |j, vf 〉
is then given by

P(vi → vf ) = |〈j, vf |Ŝ|j, vi〉|2, (43)

where

Ŝ = UI(∞). (44)

Introducing the definitions

ζi = βi(∞), i = 0, 1, 2, 3, (45)

we thus have for the transition probabilities

P(vi → vf ) = |〈j, vf |e−iζ0 Î e−iζ1b̂
†
e−iζ2b̂ e−iζ3b̂0 |j, vi〉|2, (46)

and explicitly

P(vi → vf ) = e
4(j−v)

κ
Im(ζ3)vi!vf !|ζ1|2(vf −vi )

×
∣∣∣∣∣

vi∑
s=0

(−ζ1ζ2)
s

s!(vi − s)!(vf − vi + s)!
f (vi, vf , s; κ)

∣∣∣∣∣
2

, (47)

with

f (vi, vf , s; κ) = (κ − vi + s − 1)√
κvf −vi+2s(κ − vi − 1)!(κ − vf − 1)!

. (48)

For κ → ∞, this result reduces to the harmonic oscillator case presented in [26]. It should be
noted that the S-matrix as defined above is unitary, because the evolution operator is unitary.
Besides, due to the time reversal symmetry of equation (40), the detailed balance property
(P (vi → vf ) = P(vf → vi)) is fulfilled.

4. Results

In this section, we analyse the results provided by our model. To this end we shall compare our
algebraic approximation with the exact bound solutions of the semiclassical approximation
provided by the solutions of the time-dependent Hamiltonian (16)–(18), explicitly given by

i
∂

∂t
(y, t) = [(Ĥ M − ε) + V̂ (y, t)](y, t). (49)

If we expand the solution in terms of the eigenfunctions 
j
v (y) of the time-independent Morse

oscillator, we have

(y, t) =
j−1∑
v=0

Cv(t) e−it (EM(v)−ε)j
v (y), (50)
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whose substitution into (49) gives rise to the set of differential equations

i
d

dt
Ci(t) =

j−1∑
v=0

�

4ξ
sech2

[
t

2ξ

] 〈vi |eαy − γ |v〉
γα

Cv(t) e−it (EM(v)−EM(vi )), (51)

where we have introduced the definitions

� = 2
√

2mE, (52)

ξ = 1

α

√
m

2E
. (53)

Here, ξ is the adiabaticity parameter given by the ratio of the characteristic time of the collision
to the characteristic time for the internal motion [4, 47]. Small values of ξ relative to unity
correspond to the sudden limit and large values compared to 1 to the adiabatic limit. On the
other hand, � is related to the integral of the interaction potential [47]. Small values of �

relative to 1 mean that the collision is dominated by the elastic channel, while for values of �

larger than 1 indicate that the coupling to vibrational states is important, leading to vibrational
excitation if the adiabaticity parameter ξ is not large.

Let us now consider that at t = −∞ the system is the eigenstate 
j
vi
(y), which means

that

Cv(−∞) =
{

0 v 	= vi,

1 v = vi.
(54)

The transition probability to the state 
j
vf

(y) is then given by

P(vi → vf ) = |Cvf
(+∞)|2. (55)

Note that a set of differential equations must be solved for each initial condition, a fact that
is in contrast to our algebraic approach, where the transition intensities are given in a closed
form.

In the limit of small ξ (sudden approximation), small α (linear coupling), large j (harmonic
approximation) and small � (weak coupling), it can be demonstrated that the probability of
excitation from vi = 0 to vf = 1 is, in both the exact semiclassical and the algebraic
approaches, �2/2. Explicitly, we have

P(vi → vf ) = δ(vf , vi ± 1)
�2

2

(vi + vf + 1)

2
. (56)

In general, the excitation probabilities decrease exponentially with ξ , as exp(−ξπ), while
they increase at most quadratically with �.

In the following we shall present the analysis of three systems, representing different
degrees of anharmonic behaviour and dynamic conditions, and compare the exact semiclassical
(55) and the approximate algebraic results (47) for the transition probabilities. These three
systems are those studied in [13] and the parameters characterizing the collision are taken
from there without any tuning.

Let us start considering the collision Br2+(H2), which involves a diatomic system highly
harmonic. In this case, the parameters that characterize the system are m = 0.006 268, α =
0.1278 and D = 75.525 (κ = 302) [13]. Note that, for the largest values of the collision
energy, E = 8, we get � = 0.633, and ξ = 0.155. Thus, we have a case in which the coupling
is moderately strong, and the collision is close to the sudden limit. For lower collision energies,
� is smaller while ξ is larger but still smaller than 1. In table 1, the transition probability
predicted by our algebraic model is displayed. The exact semiclassical transition probabilities
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Table 1. Transition probabilities, P(vi → vf ), at various energies (in units of h̄ω) for the system
Br2+(H2) whose characteristic dimensionless parameters are m = 0.006 268, α = 0.1278 and
D = 75.525. The numbers in brackets are powers of 10. Exact stands for the results of solving the
time-dependent Schrödinger equation for the problem (49) within the semiclassical approximation
(16)–(18). Algebraic stands for the approximated algebraic results for the same problem (47) .

P(vi → vf )

Energy 0 → 1 0 → 2 0 → 3 1 → 2 1 → 3 2 → 3

Exact 2.45(−2)
2 Algebraic 2.47(−2)

Ratio 0.989

Exact 4.64(−2) 1.19(−3) 9.17(−2)
3 Algebraic 4.70(−2) 1.16(−3) 8.92(−2)

Ratio 0.987 1.03 1.03

Exact 6.79(−2) 2.59(−3) 7.34(−5) 1.30(−1) 7.96(−3) 1.86(−1)
4 Algebraic 6.88(−2) 2.54(−3) 6.23(−5) 1.27(−1) 7.20(−3) 1.76(−1)

Ratio 0.986 1.02 1.18 1.02 1.10 1.06

Exact 8.83(−2) 4.50(−3) 1.67(−4) 1.65(−1) 1.35(−2) 2.28(−1)
5 Algebraic 8.96(−2) 4.42(−3) 1.45(−4) 1.62(−1) 1.23(−2) 2.18(−1)

Ratio 0.986 1.02 1.16 1.02 1.10 1.05

Exact 1.08(−1) 6.86(−3) 3.16(−4) 1.96(−1) 2.02(−2) 2.62(−1)
6 Algebraic 1.10(−1) 6.76(−3) 2.78(−4) 1.92(−1) 1.85(−2) 2.53(−1)

Ratio 0.985 1.01 1.14 1.02 1.09 1.04

Exact 1.26(−1) 9.64(−3) 5.30(−4) 2.23(−1) 2.79(−2) 2.89(−1)
7 Algebraic 1.28(−1) 9.53(−3) 4.70(−4) 2.19(−1) 2.57(−2) 2.80(−1)

Ratio 0.984 1.01 1.13 1.02 1.08 1.03

Exact 1.44(−1) 1.28(−2) 8.17(−4) 2.46(−1) 3.63(−2) 3.09(−1)
8 Algebraic 1.46(−1) 1.27(−2) 7.32(−4) 2.43(−1) 3.36(−2) 3.02(−1)

Ratio 0.984 1.01 1.12 1.01 1.08 1.02

are also included. For comparison the ratio between our results and the exact semiclassical
intensities is given. The resemblance of the intensities predicted by our model with the exact
results is remarkable.

The second studied system is N2+(N2). In this case, the parameters characterizing the
system and the collision are m = 0.5, α = 0.114 and D = 40.81 (κ = 163) [13]. The
corresponding parameters (53) for E = 8 are � = 5.66 and ξ = 1.55. Thus, in this case
the coupling is strong, and the collision time is longer than the excitation time 1/ω, so that
the system is more ‘adiabatic’ than ‘sudden’. This explains that excitation probabilities are
smaller than in the previous case. Here, as κ , and hence j , are smaller than in the previous
case, anharmonic effects are important. In table 2, the results are presented in the same format
as in table 1. The algebraic results are also in good agreement with the exact results for this
more anharmonic system. This is remarkable since several orders of magnitude are explored.

Finally, let us present the most anharmonic system analysed by Clark and Dickinson [6],
the collision system H2–He. In this case, the parameters characterizing the system and the
collision are m = 0.667, α = 0.314 and D = 9.3 (κ = 37) [6]. This leads, for E = 8, to
� = 20.8 and ξ = 0.65. Here the coupling is very strong, and the collision time is smaller
than the excitation time, and so the system is more ‘sudden’ than ‘adiabatic’. In table 3, the
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Table 2. Transition probabilities, P(vi → vf ), at various energies (in units of h̄ω) for the
system N2+(N2) whose characteristic dimensionless parameters are m = 0.5, α = 0.114 and
D = 40.81. The numbers in brackets are powers of 10. Exact stands for the results of solving the
time-dependent Schrödinger equation for the problem (49) within the semiclassical approximation
(16)–(18). Algebraic stands for the approximated algebraic results for the same problem (47) .

P(vi → vf )

Energy 0 → 1 0 → 2 0 → 3 1 → 2 1 → 3 2 → 3

Exact 3.50(−8)
2 Algebraic 6.09(−8)

Ratio 0.575

Exact 5.35(−6) 1.71(−11) 1.28(−5)
3 Algebraic 8.91(−6) 3.94(−11) 1.77(−5)

Ratio 0.601 0.433 0.721

Exact 0.79(−4) 3.58(−9) 1.24(−13) 1.82(−4) 1.43(−8) 3.14(−4)
4 Algebraic 1.25(−4) 7.81(−9) 3.23(−13) 2.49(−4) 2.32(−8) 3.71(−4)

Ratio 0.628 0.458 0.383 0.729 0.618 0.847

Exact 4.49(−4) 1.14(−7) 2.16(−11) 1.01(−3) 4.38(−7) 1.72(−3)
5 Algebraic 6.85(−4) 2.33(−7) 5.26(−11) 1.36(−3) 6.90(−7) 2.03(−3)

Ratio 0.656 0.489 0.411 0.746 0.635 0.851

Exact 1.56(−3) 1.36(−6) 0.87(−9) 3.47(−3) 5.08(−6) 5.81(−3)
6 Algebraic 2.28(−3) 2.59(−6) 1.95(−9) 4.53(−3) 7.67(−6) 6.73(−3)

Ratio 0.684 0.525 0.448 0.768 0.662 0.864

Exact 4.03(−3) 0.90(−5) 1.47(−8) 0.89(−2) 3.29(−5) 1.46(−2)
7 Algebraic 5.65(−3) 1.60(−5) 2.99(−8) 1.12(−2) 4.71(−5) 1.66(−2)

Ratio 0.713 0.564 0.491 0.792 0.697 0.883

Exact 0.86(−2) 4.04(−5) 1.39(−7) 1.85(−2) 1.45(−4) 3.02(−2)
8 Algebraic 1.15(−2) 6.67(−5) 2.56(−7) 2.26(−2) 1.96(−4) 3.34(−2)

Ratio 0.743 0.606 0.541 0.819 0.738 0.905

results are presented in the same format as in preceding tables. Again, the agreement between
the approximate algebraic results and the exact ones is fair in spite of the high anharmonicity
of the system. The agreement is especially good for the excitation of one quantum and worse
for two- and three-quanta excitation. The reason for this is that the parameter α is not small,
and this means that the Taylor expansion of the interaction exp(αy) will contain higher powers
of y. This leads to terms in the interaction that can change the number of quanta in more
than one unit. However, the algebraic interaction only contains terms which change at most
one unit. Thus, our model takes into account the effects of anharmonicity, associated with the
Morse potential, but we do not take into account the effects on nonlinearity, which arise when
the interaction can excite more than one quantum.

Because of the linear approximation in (23), as the interaction potential decreases, the
intensities predicted by our model are expected to reproduce the exact semiclassical transition
probabilities, from the ground state to the first excited state. In order to evaluate the model
we have introduced the parameter, R, to be able to modify the force interaction in both the
algebraic model and the exact semiclassical description

F(t) = R
E

γ
sech2

[√
E

2m
αt

]
, (57)
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Table 3. Transition probabilities, P(vi → vf ), at various energies (in units of h̄ω) for the
system H2+He whose characteristic dimensionless parameters are m = 0.667, α = 0.314 and
D = 9.3. The numbers in brackets are powers of 10. Exact stands for the results of solving the
time-dependent Schrödinger equation for the problem (49) within the semiclassical approximation
(16)–(18). Algebraic stands for the approximated algebraic results for the same problem (47) .

P(vi → vf )

Energy 0 → 1 0 → 2 0 → 3 1 → 2 1 → 3 2 → 3

Exact 3.98(−3)
2 Algebraic 9.10(−3)

Ratio 0.492

Exact 3.27(−2) 0.70(−3) 7.77(−2)
3 Algebraic 5.12(−2) 1.34(−3) 9.45(−2)

Ratio 0.639 0.518 0.822

Exact 0.97(−1) 6.41(−3) 3.42(−4) 2.01(−1) 2.47(−2) 2.95(−1)
4 Algebraic 1.22(−1) 8.31(−3) 3.67(−4) 2.07(−1) 2.16(−2) 2.64(−1)

Ratio 0.793 0.771 0.931 0.974 1.14 1.12

Exact 1.81(−1) 2.51(−2) 2.73(−3) 3.09(−1) 8.25(−1) 3.87(−1)
5 Algebraic 1.94(−1) 2.35(−2) 1.85(−3) 2.94(−1) 5.69(−1) 3.35(−1)

Ratio 0.931 1.07 1.48 1.05 1.45 1.16

Exact 2.60(−1) 6.16(−2) 1.09(−2) 3.44(−1) 1.64(−1) 3.78(−1)
6 Algebraic 2.53(−1) 4.45(−2) 0.51(−2) 3.38(−1) 1.00(−1) 3.37(−1)

Ratio 1.03 1.38 2.14 1.02 1.64 1.12

Exact 3.14(−1) 1.13(−1) 2.79(−2) 3.16(−1) 2.26(−1) 3.00(−1)
7 Algebraic 2.93(−1) 0.67(−1) 0.98(−2) 3.47(−1) 1.39(−1) 3.01(−1)

Ratio 1.07 1.70 2.85 0.91 1.63 1.00

Exact 3.34(−1) 1.73(−1) 4.34(−2) 2.68(−1) 2.34(−1) 2.05(−1)
8 Algebraic 3.20(−1) 0.86(−1) 1.50(−2) 3.39(−1) 1.68(−1) 2.58(−1)

Ratio 1.05 2.01 3.57 0.792 1.39 0.795

so that we can reduce the interaction potential in a stepwise manner by varying this parameter.
Note that R scales the parameter � which measures the probability of excitation. For small R,
excitation probabilities which change one quantum dominate, and the excitation probability
scales as R2. From figures 1–3, we represent how the transition probabilities evolve as a
function of the parameter R for different values of the collision energy E and for different
transitions for the system H2–He. For small R, excitation probabilities which change one
quantum dominate, and the excitation probability scales asR2. The algebraic and semiclassical
probabilities are in good agreement for small R. As R increases, there are larger deviations
between the algebraic and semiclassical calculations, although the trends are qualitatively
similar. We have performed an algebraic calculation setting α3 = 0. This calculation excludes
the effect of the b̂0 operator, which is a genuine anharmonic term, appearing in the su(2)

algebra. It should be noted that, while b̂† and b̂ have their counterparts in the harmonic
oscillator, there is no harmonic counterpart to b̂0. We see that the exclusion of this term
produces a complete disagreement between the semiclassical and the algebraic calculation.
This indicates the importance of using the su(2) algebra to describe collisions of anharmonic
molecules.
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α

α

Figure 1. Intensities for the system H2+He as a function of the parameter R by taking E = 4h̄ω.
The dashed line is the algebraic result. The full line corresponds to the exact semiclassical result.
The dot-dashed line corresponds to the algebraic result with α3 = 0.

5. Summary and conclusions

In this work, an algebraic approach to describe inelastic atom–diatom collisions in the
framework of a semiclassical approximation has been presented. The basic idea consists
of transforming the original three-body quantum mechanical problem into a time-dependent
description of the diatomic molecule by introducing the classical trajectory of the projectile.
The excitation probabilities are then obtained integrating the time-dependent differential
equations.

We compare this semiclassical solution with that obtained by an algebraic approach in
which the time-dependent interaction is substituted by a suitable combination of generators
of the su(2) algebra. The combination is determined to minimize the matrix elements of a
positive-definite operator 	2 which is the difference between the ‘exact’ semiclassical and
the algebraic approach, in a reference density matrix. Once the interaction is written as a
combination of the generators, the time evolution operator becomes a unitary representation
of a certain element of the SU(2) group, which is given in terms of product of the exponentials
of these generators.
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α

α

Figure 2. Intensities for the system H2+He as a function of the parameter R by taking E = 6h̄ω.
The dashed line is the algebraic result. The full line corresponds to the exact semiclassical result.
The dot-dashed line corresponds to the to the algebraic result with α3 = 0.

Our approach is compared with the exact semiclassical description. Three systems
were analysed with different degrees of anharmonicity. For closely harmonic systems, close
to the sudden limit, Br2+(H2) for instance, the model reproduces quite well the transition
intensities. For more anharmonic systems, far from the sudden limit, such as N2+(N2) the
algebraic description is still very reasonable. For very anharmonic systems, such as H2+He,
the one-quantum excitation probabilities are very well described, although higher quanta are
underestimated in the algebraic model. This is due, however, to the presence of terms in the
interaction which may excite several quanta.

The introduction in our formalism of the density operator provides a general scheme
where different weights may be included to the different quantum mechanical states of the
diatom. This opens the possibility of considering excited states and temperature effects. In
addition, this formalism may be applied to collinear collisions between arbitrary molecular
systems, for instance atom–triatomic and diatom–diatom collisions.

A remarkable result of our approach is that it represents the first time that a coherent and
complete scheme of the su(2) algebraic model is used to describe the collinear collision of
an atom with a Morse potential. Our approach may also be used to reproduce the transition
probabilities provided by the exact quantum mechanical calculation obtained by Clark and
Dickinson [13], as we shall show in a forthcoming contribution [46].
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α

α

Figure 3. Intensities for the system H2+He as a function of the parameter R by taking E = 8h̄ω.
The dashed line is the algebraic result. The full line corresponds to the exact semiclassical result.
The dot-dashed line corresponds to the algebraic result with α3 = 0.

It should be noted that the present algebraic model can be used to interpret experimental
data without the need to refer to some classical trajectory or some analytic form of the
interaction. Once the characteristic data for the molecule are known, the mass m and the depth
D, the crucial parameters are � and ξ , and these can be obtained from a fit to the excitation
probabilities P(vi = 0 → vf = 1) at two different energies. From the knowledge of these,
the parameter α and all the rest of the calculation ingredients can be obtained. Thus, one will
be able to describe all transition probabilities, at a wide range of collision energies, from the
algebraic model.
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