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Capitulo 1

Introduccion

n las tltimas décadas, los trabajos en el estudio de vibraciones se limitaban a la identificacion
de las frecuencias fundamentales y algunos sobretonos y combinaciones, esto debido prin-
cipalmente a que las técnicas experimentales con que se contaba no generaban espectros de alta
resolucion [1]. Con el advenimiento de nuevas técnicas espectroscopicas ha sido posible identi-
ficar estados vibracionales en la region de altas energias de moléculas poliatémicas [2]. A medida
que la energia se incrementa, la densidad de estados moleculares aumenta rdpidamente, por lo
que es de esperarse un espectro de caracteristicas complejas. Sin embargo, los trabajos experi-
mentales muestran en muchos casos regularidades inesperadas que no se pueden entender con
la teoria de vibraciones moleculares basada en modos normales, pero que pueden comprenderse
en términos de modos locales interactuantes. El concepto de modos locales estd basado en vibra-
ciones localizadas y la base que se emplea para diagonalizar el Hamiltoniano vibracional consiste
en el producto directo de un conjunto de osciladores locales asociados a las coordenadas internas
de la molécula [3, 4].

Uno de los resultados sorprendentes es la simplicidad de los modelos locales para explicar
las regularidades (dobletes de estados) a altas energias. El primer modelo con éxito consistié en
considerar los grados de libertad de tensién como osciladores de Morse a orden cero, con una in-
teraccion cuadrética en los momentos y coordenadas tratada en la aproximacion armonica. Este
modelo fue propuesto por Child y Lawtony es conocido como modelo de osciladores anarmoni-
cos acoplados arménicamente [3, 5]. Se consideran osciladores de Morse debido a que incorpora
las principales propiedades de un sistema diatémico; anarmonicidad y disociacion. El éxito de
este modelo en moléculas triatémicas condujo a su aplicacion a sistemas mas complejos como el
metano, en donde se asocian a las flexiones osciladores armonicos locales [6].

Los principales métodos para describir los grados de libertad vibracionales de sistemas mole-
culares, en particular para moléculas rigidas y semirrigidas, estdn basados ya sea en un esquema
normal o uno local [4]. Si bien el uso de una base normal explica adecuadamente la estructura es-
pectral a bajas energias de los sistemas en los cuales las masas de los &tomos involucrados son muy
parecidas, resulta inadecuado cuando existe una diferencia apreciable entre las masas que consti-
tuyen la molécula, e incluso cuando se estudian moléculas en estados de excitacion alta. En este
ultimo caso los modelos basados en un esquema local han resultado ser apropiados [3, 5, 6, 7, 8].



En contraste, los modos normales resultan ser inadecuados ya que en ellos no se contempla el
umbral de rompimiento (la base contempla iinicamente estados ligados).

Aunque la descripcién vibracional en términos de osciladores de Morse interactuantes puede
llevarse a cabo en el epacio de coordenadas y momentos, también puede efectuarse en una repre-
sentacion algebraica. Los métodos algebraicos han sido ampliamente usados en la asignacion de
lineas espectrales por los espectroscopistas experimentales, ya que permiten construir Hamilto-
nianos efectivos que aislan en forma precisa las interacciones, todo esto en una base arménica en
el esquema de modos normales. La ventaja de esta base es que permite obtener mediante teoria
de perturbaciones los pardmetros espectroscopicos en términos de de las constantes de fuerza
[9, 10], pero como se menciono, a altas energias se torna inadecuada. Las ventajas de los métodos
algebraicos y el éxito de los modelos locales estimul6 la propuesta de modelos algebraicos basa-
dos en osciladores anarmonicos. A principios de los afios ochenta, Franco Iachelloy colaboradores
propusieron el modelo U (4) para describir algebraicamente las vibraciones y rotaciones de molé-
culas diatémicas [11]. Este modelo fue una consecuencia directa de la exitosa aplicacion de este
tipo de modelos en fisica nuclear [12] y estd basado en el corte del espectro arménico mediante
la adicién a los bosones fisicos de un bosén extra, de tal forma que para v grados de libertad el
dlgebra u(v + 1) se convierte en el dlgebra dindmica del sistema [13]. El modelo U(4) fue exten-
dido con relativo exito al caso de moléculas poliatémicas lineales [14]. Debido a su complejidad
y a los problemas en su aplicacion en sistemas no lineales, este modelo se abandon6 por el lla-
mado modelo SU(2), el cual asigna una de estas dlgebras a cada coordenada interna [15, 16, 17].
Durante algunos afos este modelo fue aplicado en el esquema de Hamiltonianos efectivos, hasta
que recientemente se estableci6 su conexion con los operadores de creacion y aniquilacion de las
funciones de Morse [18]. Un trabajo similar para el potencial de Poschl-Teller permiti6 describir
en forma unificada dentro del esquema SU(2) los modos de tension y flexion dentro y fuera del
plano, como en el caso del formaldehido [19]. Esto ultimo cambi6 la perspectiva de aplicacién de
este tipo de modelos algebraicos, pues en lugar de limitarse al uso de Hamiltonianos efectivos, se
ampli6 su aplicacion al cdlculo de constantes de fuerza.

Poco después de la propuesta del modelo U (4), E MichelotyJ. Moret-Bailly propusieron la apli-
cacion del dlgebra dindmica u(v + 1) para la descriprion vibracional de moléculas con v coorde-
nadas locales equivalentes [20]. Una descripcién completa se obtiene a través del producto direc-
to de dlgebras su(v + 1) para cada conjunto equivalente de osciladores. El modelo fue propuesto
dentro de la teoria de grupos continuos, limitado a la propuesta de Hamiltonianos efectivos sin
ninguna conexion con el espacio de configuraciones. Posteriormente Iachello y Oss plantearon
este mismo esquema para el estudio de osciladores equivalentes en la descripcién de modos de
flexion de moléculas poliatémicas [21] . Las limitaciones de este tipo de modelos, junto con su
efectividad en la descripcién de espectros vibracionales en regiones altas de energia, estimula-
ron la investigacion de su conexion con el espacio de coordenadas y momentos. En la primera
parte de esta tesis se propone precisamente esta conexion para el caso de moléculas no lineales.
En particular se estudian las moléculas piramidales de la estibina y la arsina. Estas moléculas re-
presentan un claro ejemplo de los dobletes de energia que aparecen a excitaciones altas. En este
trabajo se parte de la descripcion tradicional en coordenadas y momentos, para posteriormente
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Capitulo 1. Introduccién

introducir su realizacion en términos de operadores de creacion y aniquilacién que permite es-
tablecer su correspondiente representacion algebraica. Este procedimiento es sumamente ttil, ya
que establece una correspondencia uno a uno entre las intercciones de la representacion alge-
braicay las correspondientes interacciones de los esquemas tradicionales, permitiendo ademas el
célculo de intensidades de transicion. Asi pues, con este trabajo se hace posible tomar ventaja de
los modelos algebraicos U (v +1) en regiones de excitacion alta, pero al mismo tiempo mantenien-
do su equivalencia en el espacio de configuraciones, lo cual permite el célculo de superficies de
energia potencial, tan importantes al establecer propiedades de enlace y prediccion de especies
isotopicas.

El anélisis de sistemas vibracionalmente excitados también puede verse desde el punto de vista
deladindmica, en particular de las colisiones moleculares. El estudio de las colisiones moleculares
resulta atractivo desde el punto de vista tanto tedrico como experimental, [22, 23, 24, 25], por lo
que es importante establecer modelos que permitan describir colisiones en forma confiable. En
particular la colision colineal entre un 4&tomo y una molécula diatémica (didtomo) ha jugado un
papel muy importante en el proceso de entender la dindmica de reacciones asi como para evaluar
diferentes aproximaciones. La colisién de un &tomo con un didtomo se ha estudiado tanto desde el
punto de vista clasico como cudntico [26, 27, 28, 29]. En particular se obtivieron cdlculos mecénico
cudnticos para el caso de potenciales de enlace arménico [30] y Morse [31]. Como existen diferen-
cias significativas entre los dos potenciales el andlisis de este sistema se ha vuelto de fundamental
importancia para evaluar diferentes aproximaciones, entre las que podemos destacatar la aproxi-
macion semicldsica [32, 33, 34, 35, 36].

Entre las diferentes aproximaciones semiclasicas, es comun adopatar el caso en el cual el mo-
vimiento de traslacion es tratado cldsicamente, mientras que los grados de libertad vibracionales
se describen cudnticamente. En esta aproximacion el Hamiltoniano del sistema dtomo-didtomo
se sustituye por un oscilador forzado dependiente del tiempo cuya solucién se propone en tér-
minos de un desarrollo de las funciones propias independientes del tiempo del oscilador, para
posteriormente resolver el sistema de ecuaciones diferenciales que se derivan de la ecuacién de
Schrédinger. Una aproximacion alternativa a la anterior es usar algebras de Lie [37] mediante el
formalismo del operador de evolucion [38]. Esta aproximacion es viable cuando el potencial de
interaccion puede ser aproximado como combinacion lineal de los elementos de un algebra. En
este caso se tiene la ventaja de que el operador de evolucion puede escribirse como producto de
elementos del conjunto que esta dlgebra genera [39].

Los métodos algebraicos han sido usados ampliamente cuando se considera un oscilador ar-
monico para el didtomo. En este caso el potencial de interaccion se desarrolla en términos de la
variable interna del didtomo para asi obtener un Hamiltoniano dependiente del tiempo. Cuando
solo se considera la contribucion lineal se dice que estamos dentro de la aproximacion de oscila-
dor armonico lineal forzado (linearly driven harmonic oscillator LDHO por sus siglas en inglés).
Las contribuciones cuadréticas tienen términos que pueden ser factorizados con el Hamiltonia-
no derivado de la aproximacion lineal. Cuando estos términos se incluyen, pero s6lo se mantie-
nen términos lineales en la aproximacion, ésta recibe el nombre de aproximacion de oscilador
paramétrico lineal forzado (linear driven parametric oscillator LDPO). Finalmente cuando todas la
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contribuciones hasta orden cuadratico se toman en cuenta la aproximacion se conoce como 0sci-
lador paramétrico cuadrético forzado (quadratically driven parametric oscillator QDPO). Cuando
la molécula diatémica se aproxima en términos de oscilador arménico y se aplica un esquema al-
gebraico, no es posible ir mds alla la aproximacién QDPO, pero puede mejorarse usando teoria de
perturbaciones [40] o bien usando una aproximacion intermedia donde parte se trata algebraica-
mente y parte a través de un conjunto de funciones de oscilador arménico [41].

En el estudio de colisiones en la aproximacion semicldsica la trayectoria clasica debe consi-
derarse con cuidado ya que el tratamiento no es tinico. Una posibilidad ampliamente usada [42],
consiste en considerar la trayectoria cldsica considerando al oscilador en reposo con una veloci-
dad de la particula que colisiona correspondiente al promedio de su velocidad inicial y velocidad
final de colision [42, 43]. Esta aproximacion tiene la desventaja de que el operador de evolucién no
es unitario y consecuentemente no proporciona la funcién dependiente del tiempo. En contraste,
tiene la ventaja de que permite reproducir de forma razonable las intensidades de transicion exac-
tas calculadas cuanticamente [43]. Una alternativa es obtener la trayectoria cldsica en el limite de
dtomos unidos. Esto nos permite mantener la unitariedad en el operador de evolucién tomando
un promedio del potencial de interaccion sobre todos los estados de referencia. En este caso los
resultados no son comparables con los cédlculos cudnticos, pero son bastante buenos cuando se
comparan con los resultados semimiclasicos exactos [44].

Como los efectos anarménicos son importantes, se ha prestado especial atencién a la descrip-
ci6n dela colision dtomo-didtomo cuando se modela mediante un oscilador anarmadnico, en espe-
cial a través de un oscilador de Morse. Gran parte de los esfuerzos por considerar un potencial de
Morse se han enfocado en agregar términos anarmoénicos al potencial arménico [41, 45, 46, 47].
Desde el punto de vista algebraico destaca el trabajo de Levine quien considera de principio un
potencial de Morse a través del dlgebra su(2), aunque en forma cualitativa [48, 49]. M4ds tarde, en
varios trabajos [50, 51, 52, 53] se present6 en mds detalle la dindmica de este sistema dentro del
equivalente de la aproximacion LDMO, aunque sin una comparacion detallada con los resulta-
dos cudnticos exactos. Estos trabajos estdn basados en el isomorfismo existente entre el oscilador
armonico en dos dimensiones y el potencial de Morse [54]. Dentro de este esquema la correspon-
decia entre el dlgebra su(2) y el espacio de configuracién no era clara y consecuentemente los
modelos no proporcionan valores comparables con los resultados cudnticos exactos.

Recientemente en una serie de trabajos [55, 56, 57, 58], se establecio la realizacion en coorde-
nadas y momentos en términos de los operadores de creacion y aniquilacion de las funciones de
Morse, hecho que permitié formular el problema en el espacio de configuracién y posteriormente
introducir una realizacion algebraica a fin de tomar ventaja de las técnicas algebraicas [54, 59].
De esta manera se puede establecer una correspondecia uno a uno con los métodos tradicionales
anteriormente desarrollados. Como segunda parte de esta tesis, se propone un modelo algebraico
para la descripcion de la colisiéon 4tomo-didtomo en donde la molécula se trata cudnticamente
en términos de un oscilador de Morse y el movimiento relativo entre el proyectil y la molécula se
describe cldsicamente. La idea fundamental consiste en desarrollar el potencial de interaccion en
términos de los generadores del grupo dindmico del potencial de Morse y determinar los coefi-
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Capitulo 1. Introduccién

cientes dependientes del tiempo mediante un criterio de minimizacién. Un ingrediente adicional
de fundamental importancia es la introduccién del operador de densidad, lo cual no s6lo permite
efectuar la descripcion en forma exitosa sino que amplia las posibilidades del modelo al tomar
en cuenta efectos termodindmicos. Finalmente, las probabilidades de transicion se expresan en
forma cerrada en términos de una funcién d,]ﬂ . (B) de Wigner. Es importante mencionar que esta
segunda parte de la tesis se desarroll6 en colaboracion con la Universidad de Sevilla, con los Drs.
José Miguel Arias Carrasco y Joaquin Gobmez Camacho.

Esta tesis estd estructurada de la siguiente manera. En el capitulo 2 se presenta un resumen
de la aproximaciones que se toman en cuenta al describir vibraciones moleculares. Esto tiene el
proposito de enmarcar apropiadamente el problema de vibraciones. Una amplia revision del tema
se puede encontrar en la tesis doctoral de Roberto Bernal Jaques [60]. Este capitulo no tiene una
incidencia directa sobre el desarrollo de la tesis, por lo que en principio podria omitirse.

El capitulo 3 tiene el proposito de presentar las caracteristicas esenciales de los modelos al-
gebraicos, haciendo énfasis en sus ventajas y carencias, ademds de su capacidad para describir
espectros vibracionales en regiones de energias asociadas a niveles altamente excitados. Se ana-
lizan los modelos formulados en términos de una base armoénica, los basados en potenciales de
Morse, y aquéllos formulados en términos de grupos unitarios U(4) y U(v + 1). Es un capitulo de
revision que prepara el camino para el desarrollo del tema de tesis.

En el capitulo 4 se presenta el desarrollo de uno de los objetivos de la tesis, el de la reformu-
laciéon del modelo U(v + 1) para describir excitaciones vibracionales de moléculas poliatémicas.
Se identifican operadores Ej(ﬁi) que forman parte del dlgebra su(2) para cada oscilador y que en
el limite armonico se reduce a los operadores bosdénicos de oscilador arménico. Esto permite es-
tablecer el isomorfismo entre las interacciones del modelo algebraico y las que aparecen en los
métodos tradicionales en coordenadas y momentos. Ademds permite establecer un método sis-
temadtico para el célculo de probabilidades de transicién dipolares.

En el capitulo 5 se presenta el andlisis vibracional de moléculas piramidales, la estibina y la ar-
sina, en el marco del modelo U(v + 1). Basandonos en la nueva reformulacién del modelo presen-
tada en el capitulo anterior, se genera el Hamiltoniano en el espacio de configuracién y posterior-
mente se obtiene su realizacion algebraica en términos del grupo dindmico U (4)s x U(4)p, donde s
y b se refiere a los grados de libertad de tension y flexion respectivamente. Esta aproximacién nos
provee de una forma natural de establecer la conexién entre los pardmetros espectrosépicos y las
constantes de fuerza .

El capitulo 6 estd dedicado a un modelo general para calcular las probabilidades de transi-
cioén en colisiones colineales entre moléculas. Se analiza en detalle el caso de la colision entre un
atomo y una molécula diatémica. Como veremos el modelo genera resultados altamente satisfac-
torios para los diferentes sistemas en que se presentan calculos exactos.

Finalmente las conclusiones y perspectivas se presentan en el capitulo 7.
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Capitulo 2

Hamiltoniano molecular

as moléculas se describen en términos del movimiento de electrones y ntcleos de los ato-

mos que las forman de acuerdo con las leyes de la mecanica cudntica. Aunque su descripcién
es muy complicada, es posible adoptar una aproximacion, la cual permite separar los grados de
libertad electréonicos de los nucleares del sistema. Esta aproximacion fue propuesta por Born y
Oppenheimer en 1927 y aplicada a la molécula de hidré6geno por Heitler y London en ese mismo
ano [61]. La solucion al problema de vibraciones moleculares estd basada en dicha aproximacion,
por lo que en la siguiente seccion se le presentara especial atencion. Una vez separados los gra-
dos de libertad electronicos de los nucleares se establecera el Hamiltoniano nuclear, el cual esta
dado en términos de los dngulos de Euler y las coordenadas normales. Este Hamiltoniano puede
obtenerse de dos maneras, ya sea a través de la descripcion clasica o bien mediante la obtenciéon
directa del Hamiltoniano cudntico [62]. En este trabajo se expondra el procedimiento que parte de
la descripcion clésica [63]. Una vez obtenido el Hamiltoniano nuclear cudntico se analizaran las
aproximaciones que permiten desacoplar los grados de libertad rotacionales de los vibracionales,
asi como las condiciones bajo las cuales el término de acoplamiento rotacién vibracién se mini-
miza. Es preciso mencionar nuevamente que este capitulo tiene el propdsito de establecer el estu-
dio de vibraciones moleculares en el marco apropiado de la descripcién molecular, sin que forme
parte fundamental en el desarrollo de esta tesis.

2.1. Aproximacion de Born-Oppenheimer

Consideremos una molécula constituida de A particulas, de las cuales tenemos N ntcleos y
por tanto A — N electrones. El Hamiltoniano molecular de este sistema es

H=T+V, 2.1)

donde T es la energia cinética de ntcleos y electrones y V' es la energia potencial que, como
aproximacion consideraremos consiste de las interacciones puramente electrostéticas entre las
A particulas. En un sistema de referencia de laboratorio la energia cinética esta dada por

hZ A 1 62 02 02

T=-—) — + + ,
2,;m, 0X? ov? 077

(2.2)
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seccion 2.1 aproximacion de born-oppenheimer

donde (X, Y, Z,) y m, son las componentes del vector de posicion R; y la masa de la r-ésima
particula, respectivamente. Con el fin de separar la energia cinética traslacional, pasamos del sis-
tema de laboratorio (X, Y, X) a un sistema de ejes de referencia (x, y, z) paralelo al sistema de labo-
ratorio con el origen en el centro de masas molecular Ry. La ecuacion correspondiente a la energia
cinética referida a este sistema de coordenadas es

T=Tey+T0+ T, (2.3)
donde
. n?
Tem = —mvsz, (2.42)
. |
0 = =Y —Vv3 (2.4b)
2 r=2 Mr
N h? i
= — V-V, (2.4¢)
2M r,s=2 ' )
A
M = ) m, (2.4d)
i=1
vz — 6_2+6_2+a_2 (24
ro- 2 2 ! -4e)
ox; O0y; 0z
02 0? 0?

V, -V, = (2.41)

9x,0%; | 3y,0ys | 92,025

Lo que hemos conseguido con este cambio de coordenadas es separar la energia cinética en un
término Tcps que tGnicamente depende de las coordenadas del centro de masas Rg y términos
adicionales que dependen de las coordenadas r de A — 1 particulas. El siguiente término en el Ha-
miltoniano molecular (2.1) es la energia potencial, la cual s6lo depende de las distancias relativas
entre las particulas. Entonces podemos reescribir el Hamiltoniano molecular de la siguiente forma

H="Tcm+ Hipe, (2.5)
donde ,
A =T°+T +V . (2.6)

La ecuacion de Schrodinger a resolver estd dada entonces por
HYRo,1) = (Tem + Hint) ¥ (Ro,1) = EY Ry, 1) 2.7

Como el tinico término que depende de las coordenadas del centro de masas Rq es Tcys, podemos
proponer
Y(Ro, 1) = ¥Yem(Ro) ¥ rpe(r). (2.8)

Sustituyendo (2.8) en la ecuacion (2.7) y dividiendo entre el producto directo W, ,.(r)¥ ¢y (Ro)
obtenemos las ecuaciones desacopladas

I:Iint(r)\yrve(l‘) =ErpeVrpe(r), (2.9)

10



Capitulo 2. Hamiltoniano molecular

TemRo)Y car(Ro) = Erras¥ cn (Ro). (2.10)

La ultima ecuacion corresponde al problema de particula libre cuyas soluciones son ondas planas

11372
\PCM(RO):(E) e!tcRo) 2.11)

donde k se relaciona con el momento lineal p = 7ik. Los valores propios de (2.11) son energias de
traslacion de la molécula y estan dados por

2 g2
n“Kegy,

Ea (2.12)

tras =

Hasta ahora hemos logrado separar la dindmica interna de la parte traslacional del problema
original. Lo que sigue es resolver la ecuacién de Schrédinger (2.9), lo cual es sumamente compli-
cado, en gran parte porque T ' contiene términos cruzados que involucran tanto a los electrones
como a los nucleos.

Con el fin de separar de la energia cinética las contribuciones de electrones y ntcleos se pro-
pone un nuevo cambio de coordenadas. Este nuevo sistema coordenado (¢,1n,{) serd paralelo al
sistema del centro de masa molecular (x, y, z) y con origen en el centro de masas nuclear Ry (con
componentes (X, Yy, Zy)). El Hamiltoniano rovibrénico en el nuevo sistema coordenado (¢,1,()
toma la forma [64]

Hype = TOx,) + T,(re) + TnRy) + VR, 1), (2.13)
donde
) = i i Vi (2.14a)
¢ 2me ;2N g .
N K i
- _ Vi-Vj, (2.14b)
¢ 2Mp i,j=N+1
R hZ N v2 ’,—LZ N
Iy = -——) —+ Y ViV, (2.140)
2 immi 2ZMn =,
N
My = ) m; (2.14d)
i=1
\ ¢,z + & (2.14€)
= — =+ — 14e
i 2 2 2’
as;  om; 0L
g g g
V;-V;: = + + . (2.141)
Y 0{;0¢; 0nion; 0L;0(;
En este sistema de referencia (¢, 7,() la ecuacién de Schrédinger a resolver es
TO(re) + T,(xe) + TN RN + VRN, 1) | V1o RN, Te) = Erpe(RN) Y pe (R, Te). (2.15)
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seccion 2.1 aproximacion de born-oppenheimer

Este nuevo cambio de coordenadas nos permite separar la energia cinética en una parte nuclear y
otra electronica. La ecuacion (2.15), sin embargo, no es separable, pues el término correspondien-
te a la energia potencial depende tanto de las coordenadas nucleares como de las electrénicas.
Aun asi la separacion puede llevarse a cabo en forma aproximada, como veremos a continuacion.

Empezaremos por introducir la definicién
Hy = T2(re) + V(Ry, o). (2.16)
Entonces podemos reescribir (2.15) de la forma

HoRy,re) + T, (xe) + TnRN) = Erveum | ¥ rve.m Ry, re) = 0. 2.17)

De (2.14b) y (2.14¢c) podemos notar que T;(re) y Tn(Ry) tienen como factor el inverso de la masa
nuclear 1/ My, lo cual permite considerar la suma T,(r.) + Tn(Ry) como una perturbacion al Ha-
miltoniano Hy, éste tltimo con solucién Deiec,n R, Xe), €5 decir

[PIO - Eelec,n] Deec,n(Ry,xre) =0 . (2.18)

En esta ecuacion las variables dindmicas son las coordenadas r, y sus momentos asociados. Como
Hy no contiene a la energia cinética nuclear, puede considerarse que depende paramétricamente
de los nucleos, es decir podemos obtener la solucién de esta ecuacion para diferentes configu-
raciones nucleares fijas. De esta manera la funcién de onda dependerd de las posiciones de los
ntcleos.

El potencial V (Ry, r,) involucra las interacciones ntcleo-ntcleo, nicleo-electrén y electron
electron. Se costumbra, sin embargo, extraer las interacciones ntcleo-ntucleo Vi (Ry) en la des-
cripcion de Hy. Asi pues, de acuerdo con esta convencion la ecuaciéon (2.18) toma la siguiente
forma

[T xe) + VRN, 1) = Vun (RN) = Eelec,n] Petec,n R, Te) =0 . (2.19)

Proponemos ahora como solucién a la ecuacion (2.15) el desarrollo

\Prve,m(re, Ry) = Zq)m /(RN)q)elec,n’ (re,Rpy), (2.20)
'

ro,n

donde las funciones electréonicas que aparecen son un conjunto completo y ortonormal de solu-
ciones de la ecuacion electronica (2.19). Sustituyendo (2.20) en la ecuacion (2.15), obtenemos un
conjunto de ecuaciones

Y [FIO(RN,re) + To(re) + T (Ry) —E,,,e,m] O (RN)Drec,n (e, Ry) = 0. (2.21)
n/

Multiplicando a la izquierda por @, , (r., RN)*, integrando sobre las coordenadas electrénicas y
tomando en cuenta (2.18), tenemos

[TN®RN) + Eetee,n RN) + Vyn RN) = Erpe,m]| @71, RN) + Y Cr o @7, ,(RN) =0, (2.22)

n'n
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Capitulo 2. Hamiltoniano molecular

con
Ciun = Derec,n (e, RN)| T(; + INIDerec,n (e, RN)). (2.23)

Dependiendo de como consideremos los coeficientes C,;,, se obtienen diferentes niveles de aproxi-
macion. Si despreciamos los términos C,/, por completo tenemos lo que tradicionalmente se
conoce como aproximacion de Born-Oppenheimer. Como el término C,;, es el inico que involu-
cra la interaccion entre estados electronicos, esta aproximacion equivale a proponer para W, ye,m
el producto

\Prve,m(re;RN) = ry n(RN)q)elec n(re, Ry), (2.24)

donde @, s la solucion ala ecuacion de onda electrénica (2.19), mientras que (D’r"V v Rn) es la
solucion a la ecuacion de onda de rotacién-vibracion

[ TnRN) + VBo,nRN) + Vivw RN) = Erpe,m | @73, (Ry) =0 (2.25)

con la definicién
VBO,n(RN) = Eelec,n(RN)y (2.26)

que es isotopicamente independiente, puesto que no depende de las masas nucleares. Si la ecua-
cion (2.25) se escribe de tal manera que el cero de energia corresponda al minimo de energia elec-

tronica Ejec, 2(R? n), entonces tenemos
[TnRN) + VRN | @), ,(RN) = Ep i, m @), ,(RN), (2.27)
donde hemos definido
VN = Eelec,n(RN) + VNN (RN) - elec n(R ) (2.28)
y ademas
Ery= Erve,m - Eelec,n(R(j)V)- (2.29)

Si por otra parte solo se desprecian términos de las contribuciones no diagonales de C,;,, te-
nemos la llamada aproximacion adiabatica. En este caso las funciones de onda rotacion-vibracion
se obtienen resolviendo la ecuacién

”_LZ N hZ
lZéE ZMNl

Z Vi- V]+Vadn(RN) Ervem rvn(RN) (2.30)

donde la energia potencial adiabética V4 , (Ry), estd dada por

Vad,nRN) = Eerec,n(RNn) + Cpp. (2.31)

El potencial adiabatico si es isotépicamente dependiente ya que el operador T, contiene a las
masas nucleares. Los célculos no adiabaticos no involucran aproximacion alguna, lo cual impli-
ca que se tendrian que incluir los términos C,;,, lo que daria un conjunto infinito de ecuaciones
acopladas, mientras que cada funcién propia involucraria una suma sobre todos los estados elec-
trénicos. Esto es, por supuesto, desde un punto de vista formal, ya que en la practica se toma una
suma finita de estados, presumiblemente los més importantes.
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seccion 2.1 aproximacion de born-oppenheimer

El tratamiento variacional es la forma mds directa para establecer el procedimiento para se-
parar los grados de libertad electronicos de los nucleares. El tratamiento original de Born y Op-
penheimer, sin embargo, fue desarrollado mediante teoria de perturbaciones en términos de un
pardmetro que involucra la razén entre la masa del electr6n y la masa nuclear promedio. Este
tratamiento es incluso mads laborioso que el variacional, pero su desarrollo provee de una nueva
perspectiva que ayuda a comprender la aproximacion. A continuacion prensentaremos las ideas
fundamentales de este tratamiento. El anélisis detallado se puede consultar en [61].

Empezaremos por retomar la ecuaciéon que debemos de resolver

[I:Irve_Erve,m]\Prve,m(RNyre) =0, (2.32)

es decir ,
[ Ho R, x0) + To(10) + TN (RN = Ervem| W rve,m R, o) = 0. 2.33)

Supongamos que el movimiento nuclear est4 confinado a una vecindad de R%,, de modo que
Ry - R} = ku. (2.34)

Aqui k es el parametro perturbativo definido por k = [m,./My]"'*, donde M, es la masa nuclear
promedio y u corresponde a las nuevas coordenadas nucleares. Ahora desarrollamos en serie de
Taylor el Hamiltoniano (2.16) alrededor de la coordenada de referencia R?V

Hy(xe,0/0re,Ry) = A + KAV + K2 AP + ..., (2.35)
donde W (Ve Ru)
A u Ie,
A" = o N S or=12,..., (2.36)
0 r! oR’,
: N Ry=R},
mientras que para el término a orden cero tenemaos:
HY = T2+ V(r.,RY). (2.37)
Por otra parte, para T ;, tenemos
T,= kA, (2.38)
donde , N
. e ( M, 1
Hl(O):__(_O) _ Z Vi-Vil, (2.39)
2 \MnJ | Me ; jZRn1
mientras que para le energia cinética nuclear
Tn = k', (2.40)
con 2 N 2 A
. ne 1 M, ne 1 (M
= ——— (—°)v§+——(—°) Y vy, 2.41)
2 me i\ m; 2 me \MnJ,; iS5

donde la dependencia es todavia en las coordenadas Ry. Tomando en cuenta que la energia cinéti-
ca nuclear se puede separar en tres contribuciones, una vibracional que depende de la segunda
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Capitulo 2. Hamiltoniano molecular

derivada de las coordenadas de desplazamiento, una rotacional que es independiente de las coor-
denadas de desplazamiento y un término de interaccion rotacion-vibracion que depende de la
primera derivada de esas coordenadas, se tiene, al efectuar el cambio de variable a las coordena-
das de desplazamiento u:

N 1 . 1. N
— (0) (0) (0)
H;, = szv +EH2W+H2T. (2.42)
Tomando en cuenta esta ecuacién en (2.40), tenemos para Ty
=AY+ PAL + KA. (2.43)

Sustituyendo (2.35), (2.38) y (2.43) en (2.13) obtenemos el desarollo del Hamiltoniano rovibrénico
en potencias de k:

Hype= A + kA + 62 (B + A9 + & (5 + A

4( 4@, /7O, A0
0)+ k(A5 + B0 + ) (2.44)
Antes de continuar analizaremos las implicaciones de este desarrollo. La identificacién de las con-
tribuciones A Hz(or)v y Hgi) como de orden cero, implica que la siguiente relaciéon de magnitud

2v’
se cumple
a\yrve - a\yrve

(2.45)

Esta ecuacién es necesaria para establecer el orden de magnitud de Ty y 0. Por otra parte, de los
diferentes 6rdenes de desarrollo en k de 70y Hz(?;) se tiene

AEyip ~ szEelec . (2.46)

En forma equivalente, para IAJZ(?)) y IAJZ((;) tenemos

AE, o ~ K*AE,ip. (2.47)

Una vez obtenido el Hamiltoniano H,,, como desarrollo en potencias de k, podemos obtener
su solucién usando teoria de perturbaciones. Supongamos que hemos resuelto nuestra ecuacion
a orden cero

[IA{O - Eelec,n] Delec,n (R, re) = 0. (2.48)

Consideremos ademds que las funciones @, ,(Ry,¥.) son conocidas para una cierta configura-
cion de referencia R?V, asi como para todas las configuraciones de su vecindad. Entonces es posible
desarrollar en serie de Taylor los términos Egjec.n Y @elec,n de (2.48) alrededor de la coordenada de
referencia R}:

Eetecn Ry +kuy) = E)  +KkEJ)  +kK°ES.  +..., (2.49a)
Dploe,n (e, RY +kuy) = @F  +k0))  +k700 4. (2.49b)
Sustituyendo (2.35) y (2.49) en (2.48) e igualando a cero las diferentes potencias de k, tenemos
[ ﬁéo) _ Eg;)e m] q)g;)em = 0, (2.50a)
A S| e = A~ Bl 98 (2.50b)
A | @Gien = [~ Bl | 90— [ G| @ @500
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seccion 2.1 aproximacion de born-oppenheimer

Un desarrollo similar se efectua para la energia y funciones involucradas en (2.32)

Ervem = EQ, n+kED), ,+K°EZ, . +..., (2.51a)
Yrven = POt kP, 5P, 4. (2.51b)

Si sustituimos (2.44) y (2.51) en (2.32) y nuevamente igualamos a cero las diferentes potencias de
k, tenemos

A = B | ¥ e = 0, (2.52a)

(A = ESen| ¥ em = = | " = B | Ve (2.52b)

A = B | W& = =B = B | W = [ A2 + AS) = EZ | ¥ e 2.520)
Comparando (2.50a) con (2.52a) deducimos que

Eem=Eopoen (2.53)

y por lo tanto o n = Pelec,n(Te, R?V) es solucion a la ecuacion rovibrénica de orden cero (2.52a).

elec,
El producto de esta funcién electrénica por una funcién arbitraria (DE%C (u) que so6lo depende de u
también es solucion de (2.52a), de tal forma que en general
WO e uy) = O @y, (e, RY). (2.54)

La funcién arbitraria @9, (uy) quedard determinada cuando consideremos el tratamiento a se-
gundo orden.

Por otra parte la multiplicacion de la ecuacion (2.52b) por q)é(?e*c ,» ¥ su integracion sobre las
variables electrénicas, tomando en cuenta (2.50a) y (2.53), nos conduce a
% y=0. (2.55)

rve,m| elec,n

@9 AW D, 1w, =00 w@® AP -EY

elec,n rve,m elec,n

Si ahora efectuamos las mismas operaciones sobre (2.50b), tenemos

@re a0 =~ Egloe nPeioe, ) = =@t ) H = Egphe 1@, ) = 0. (2.56)

elec,n elec,n' ~elec,n elec,n elec,n' ~elec,n

Comparando (2.55) con (2.56) llegamos al resultado

EY, ,=E (2.57)

elec,n’
Ahora bien, E; ., es independiente de uy y por tanto E 51,,)9 n también lo es, mientras que ESLC "
es funcién lineal de uy.Por lo tanto la inica forma de que la igualdad (2.57) se satisfaga es que

ambas energias se anulen, es decir
EY, ,=EY =0. (2.58)

Esto significa a su vez que (0E,je.,,/0u) = 0, es decir, la coordenada de referencia Ry tiene que
ser una configuracién molecular de equilibrio para cada estado electrénico 7. Si igualamos a cero
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Capitulo 2. Hamiltoniano molecular

Eﬁll,)em y Eg)ecn en las ecuaciones (2.50b) y (2.52b), multiplicamos la primera de ellas por (DE%C (up)

y comparamos las ecuaciones resultantes, obtenemos que ‘P(rlge, mTe, Ry) = @5?3,0 (u)CDSZ)eC . (Te, RN).
La solucion mads general se obtiene agregando la solucion a la ecuacion homogenea asociada a
(2.52b), de tal forma que

W em e RY) = O )DL, (e, Ry) + @l )@Y, (), (2.59)

rve,m elec,n nuc elec,n

donde cp&};c (uy) es una funcién por determinar.

Por otra parte, mediante (2.56), (2.57) y (2.59), la ecuacion rovibrénica de orden dos (2.52c)
puede reescribirse como

[ a9 - O ]\11(2) =-AV 09 00 +ol) o© (2.60)

rve,m rve,m — nuc = elec nuc = elec

|- A2 + BY) - ED, | @00

rve,m nuc = elec*

Si restamos cp&};c veces la ecuacion (2.50b) y @5?3,0 veces la ecuacion (2.52c¢) de la ecuacion (2.60)

tenemaos

[ HO _ O [\P(z) _oW o0 _p0 p®@ ]:_[ A9 +E? L@ ]q)(m o©
v

0 rve,m rve,m nuc = elec nuc = elec,n elec,n rve,m nuc = elec,n’
(2.61)
Esta ecuacion debe satisfacer que
(0) ry(0) ) ) (0) (0) _
<(Delec,n| HZU + Eelec,n + Erve,m (Dnuclq)elec,n> =0 (2.62)

debido a (2.50a) y (2.53). La integral de la ecuacién anterior es sobre las coordenadas electrénicas,

pero como (E[z(ov) + E((fl)ec . Eﬁz,,)e m) €s independiente de r,, la condicion (2.62) se reduce a

[PIS}) +E® 4O

elec,n rve,m

0
o0 =o0. (2.63)

Esta ecuacion determina la funcién vibracional @E;)L)w yla correccion a segundo orden de la energia
vibrénica.

Si la ecuacién (2.63) se multiplica por k?, el término k?H,, representa la energia cinética vi-
bracional de los ntcleos, szﬁ)ec , tienen el papel de una energia potencial para el movimiento

)

vibracional nuclear (cuadratica en uy), mientras que szézlL em €8 la correccion a segundo orden

de la energia vibrénica. Debido a que szézlL . m €8 una funcién cuadrética en los desplazamien-
tos nucleares uy;, este nivel de aproximacion recibe el nombre de aproximacién arménica de Born
Oppenheimer. En esta aproximacion la funcién de onda queda determinada sélo a orden cero. El
valor propio, por otra parte, corresponde a la suma de Eé(;)ec,n (la energia electrénica cuando los
nucleos se encuentran en su posicion de equilibrio) y szﬁzl,)e,m, donde esta correccién a segundo

orden a la energia se obtiene de la ecuacion de onda vibracional arménica (2.21)
0 202
Erve,m :Ei('v)e,m"'k Ei('v)e,m . (2-64)

Los efectos anarmoénicos y la energia rotacional son de orden de magnitud menor. Para tomar en
cuenta estos efectos debemos continuar con el andlisis a ordenes mayores [61].
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seccion 2.1 aproximacion de born-oppenheimer

Para las correcciones a la funcion de onda se obtiene [61]

2) 0) 52 1 @D 2 &0

\Prve,m - (Dnucq)elec,n + (D”ucq)elec,n + (Dnucq)elec,n’ (2.65a)
(3) _ (0) 3) 1) (2) (2) @) 3) (0)

‘I’rve’m = (Dnucq)elec,n + (Dnuc(peZec,n + (Dnucq)elec,n + (Dnucq)elec,n + F(rpiec,rn) . (2.65b)

Al comparar estas contribuciones notamos que hay una diferencica fundamental: la funcién
F(reiecrn). Esto quiere decir que hasta segundo orden las soluciones ¥, ,, se pueden escribir co-
mo producto de funciones nucleares y electronicas, mientras que a partir del tercer orden aparece
un término de acoplamiento. Para precisar esto supondremos por un momento que la funcién de
onda la aproximamos hasta segundo orden, es decir

Wivem = SOy 2 160 Sy A 4

rve,m rve,m rve,m: (2.66)

Sustituyendo (2.54), (2.58) y (2.65a) y rearreglando tenemos

+ kD)

nuc

¥rpem = @0 |00 +k0l) -+ ko

nuc elec elec,n elec,n

(D(O) + k(D(l) ] +k2q)(2) (D(O) ] . (2.67)

elec,n elec,n nuc [ elec,n

Si tomamos en cuenta los términos de orden superior en las contribuciones electronicas entonces
podemos escribir (2.67) como

Yvem = (@0 + k) + k202 0,10c  (Xerec, RN), (2.68)

donde se puede demostrar que las contribuciones (D(nl,lc y q)%)w satisfacen las ecuaciones

)(D(l) — (ﬂer +E(3) _E(3)

nuc elecyn rve

(Hpy+ES - EZ)

elec,n rve

ol (2.69)

Hyy+ES =2 |02 + [y + B, ~ ED, | 00

elec,n rve elec,n rve,m nuc
& (4) (4) 0 _
+ [HZr +ES) BN+ c| @0 =0 (2.70)

siendo ¢ una constante. El resultado (2.68) tiene la siguiente interpretacién. El primer factor des-
cribe el movimiento nuclear, mientras que el segundo muestra que durante el movimiento nuclear
los electrones se mueven como si los nicleos estuvieran fijos es sus posiciones instantdneas. En
este caso se dice que los electrones siguen el movimiento nuclear adiabaticamente. Notese, por
otra parte, que en la aproximacion (2.68) el estado electrénico no cambia. En un movimiento adi-
abdtico, por lo tanto, los electrones no efectian transiciones de un estado a otro; en su lugar, el
estado electronico se deforma progresivamente debido al movimiento nuclear. Si continuamos
con el siguiente término en el desarrollo (ecuacién (2.65b)), no podemos escribir la solucion de la
forma (2.68) debido ala funcién de aclopamiento F(r,;.., Ry), por lo que el movimiento electréni-
co deja de ser adiabético. Nos referimos por lo tanto a la solucién del tipo (2.68) como solucién
adiabatica.

El andlisis que se ha presentado lo podemos ver desde otro punto de vista. Consideraremos el
siguiente Hamiltoniano nuclear

A=FHY +E? )+ k(A +ES )+ kH(AD +ED  +0) (2.71)

elec,n 2rv elec,n elec,n
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Capitulo 2. Hamiltoniano molecular

con la siguiente ecuacion de Schrodinger a resolver

ﬁ%nuc = EnucXnuc- 2.72)

Procediendo mediante teoria de perturbaciones, proponemos

Youe = X0 +kyD + k%42 4. (2.73a)
Epue = EO.+kEY) +K*E@ ... (2.73b)

Sustituyendo (2.73) en (2.72) y agrupando términos comunes en potencias de k,

(Foy+ES),  —Emxe = 0, (2.74a)
(Pl + B2, ~ B = A0, +E%, ~ B 2740
(Hau+ Egjpe = Enuc) e = = (o, + Eylye = Enid) Xnne

—(Hy) +EJ) . +Cc=Efm) Xime: (2.740)

Comparando (2.64) con (2.74a) tenemos que

2 0
E, = EQ @2.750)
Xivue = Plpric (2.75b)
Entonces para (2.74b):
(HZV + Eézl)ecyn - Egzv)e,m)xglll)w = _(I:IZW + ESLC,H - E£lv)e,m))(£$1)w . (2.76)
La comparacion de esta expresion con (2.69), conduce a
1 3
Ee = B9, @2.772)
. = o). (2.77b)
Aplicando esta identificacién en (2.74b), tenemos
A 2 2 2 3 3 1
(Hay + Eél)ecyn - Egv)e,m)xgn)w = — (Hypt Eél)ecyn - Egv)e,m)q)(m)w
— (Hpy+EL),  +c—ER, )00 (2.78)
y comparando con (2.70)
2 4
Bl = B, 2792
Xglzl)lc = q)glzl)lc . (2.79b)

Con este resultado llegamos a la conclusion de que las ecuaciones (2.63), (2.78) y (2.10) son idénti-
cas a la ecuacion que se obtiene al aplicar el método de teoria de perturbaciones al Hamiltoniano
(2.71). Si multiplicamos (2.71) por k?, los términos

Tn = KAL) + K By + Ky, (2.80)
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seccion 2.2 energia cinética clasica

representan la energia cinética de los nucleos, mientras que los términos

Ver=k*E®  +K3ES 4+ k*(Eeteen+0) (2.81)

elec,n elec,n

pueden interpretarse como el potencial efectivo. Asi, tenemos que la ecuacién de Schrodinger
asociada a los movimientos nucleares puede expresarse como

(TN + Vef)q)nuc = EnucPnuc (2.82)

donde
Pnuc = q)g)z)w + kq)gllz)w + kzq)gftzz)w ) (2.83a)
Epue = E&, +kES,  +K*ES), . (2.83b)

Debemos hacer hincapié en que este potencial efectivo contiene términos hasta cuarto orden en
los desplazamientos nucleares, y es proporcionado por las soluciones de la ecuacion electrénica
(2.22). Todas las propiedades importantes en cristales pueden entenderse con la suposicion de que
los ntcleos se encuentran en el potencial cuartico (2.81). Como veremos mds adelante las ener-
gias rotacionales son proporcionales a los reciprocos de las momentos de inercia, los cuales son
muy pequefnos para moléculas muy grandes y puede ser completamente despreciadas para soli-
dos macroscépicos. Tomando en cuenta esto tltimo, tenemos que la ecuacion (2.82) es adecuada
para el tratamiento de s6lidos con el Hamiltoniano efectivo

Hgor = Toy + Ves. (2.84)

Los sistemas moleculares se comportan de forma muy diferente a los cristales, no s6lo porque
debemos incluir términos de rotacion y vibracién-rotacion, sino porque no puede ser suficiente
tomar hasta términos cudrticos en los desplazamientos en el potencial efectivo. En los sistemas
moleculares las oscilaciones pueden ser tan grandes que pueden llevarse a cabo transiciones entre
diferentes minimos estructurales asociados a un solo estado electrénico, o bien entre diferentes
estados electronicos. Esto por supuesto hace inaplicable el método perturbativo que hemos ex-
puesto. Debido a ésto, este tipo de sistema es mds conveniente tratarlo con el método variacional
que fue presentado con anterioridad.

El andlisis que se present6 es valido para moléculas poliatémicas no lineales. La aproximacion
de Born-Oppenheimer nos permite reducir la ecuacion de Schrodinger rovibronica (electro-roto-
vibracional) de dimensién (31 — 3), a un problema de dos ecuaciones diferenciales, una ecuaciéon
que corresponde a la parte electronica, la cual involucra 3(A — N) coordenadas electronicas y una
ecuacion rotacion-vibracion, que involucra 3N — 3 coordenadas nucleares.

2.2. Energia cinética clasica

La aproximacién de Born-Oppenheimer nos permitié separar los grados de libertad electréni-
cos delos nucleares. En esta aproximacion la ecuacién de Schrodinger del sistema molecular, dada
por

H\Prve(re;RN) =Erpe, Yrvere, Ry) , (2.85)
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Capitulo 2. Hamiltoniano molecular

se reduce a resolver la ecuacioén electronica (2.19)
[Tg(RN) + V(Rp,re) — VNN] Dejec,n(Te,Ro) = Eejec,nPelec,n (Fe, Ro) (2.86)

y la ecuacion nuclear (2.27)

[TnRN) + VRN ] @7, ,(RN) = Ery @1, (Ry), (2.87)

donde
U = Eetoon®RN) + Vyn BN) = Eeree,n(RY), (2.88a)
Ervn = Erven— Eelec,n(R?V)- (2.88b)

Vnn es la energia potencial coulémbica entre los ntcleos, T, y Ty son las energias cinéticas de los
electrones y nucleos respectivamente.

La ecuacién nuclear (2.87) es aun demasiado complicada para poder ser resuelta. Es posible,
sin embargo, simplificarla al llevar a cabo la separacién entre los grados de libertad rotacionales
y los vibracionales. En las proximas secciones veremos el procedimiento para llevar a cabo es-
ta separacion partiendo de un andlisis cldsico, para posteriormente establecer el procedimiento
de cuantizaciéon. Empezaremos por construir el Hamiltoniano clasico en el sistema de referencia
apropiado.

Después de hacer la aproximacion de Born-Oppenheimer, hemos obtenido la ecuacion (2.87)
para los grados de libertad nucleares, donde Vy es el potencial entre los nticleos que se obtiene
después de resolver la ecuacion de Schrédinger correspondiente a la parte electronica. La ecuacion
(2.87) esta referida a un sistema de coordenadas (¢,7,{) con el origen en el centro de masa nuclear
y paralelo al sistema de laboratorio. Para desacoplar los grados de libertad rotacionales de los vi-
bracionales, es necesario introducir un nuevo sistema de referencia. Consideraremos un sistema
coordenado (x, y, z) fijo a la molécula y que rota con ella, el cual tendra una orientacion definida
respecto al sistema (¢,1,({), especificado por los tres dngulos de Euler. Las ecuaciones de Eckart
[63] nos permiten determinar estos dngulos de Euler, es decir la orientacion de los ejes fijos en
la molécula a partir de las coordenadas de los nticleos en el sistema (¢,7n,(). La introduccién de
este nuevo sistema estd incentivado por el hecho de que el movimiento nuclear se puede visu-
alizar en términos de un movimiento compuesto, es decir, un movimiento vibracional alrededor
de posiciones de equilibrio y una rotacién de dichas posiciones de equilibrio. Asi pues, podemos
visualizar el nuevo sistema como el efecto de “montarse” en el centro de masa nuclear y rotar con
la molécula, de tal forma que uno sélo “vea” las vibraciones nucleares. Por supuesto que sélo “ver”
las vibraciones es imposible ya que habré efectos secundarios como son la fuerzas de Coriolis y
centrifuga. Serd posible, sin embargo, seleccionar el sistema de referencia rotado de tal forma que
estos efectos se minimicen. Esto es lo que da origen al sistema de Eckart, el cual introduciremos
a continuacion. Sabemos que una cantidad fundamental en la descripcion de las rotaciones es el
momento angular, el cual se define como

Ly = Zra XPa= Z Mg XEq (2.89)
a a
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donde supondremos que el origen corresponde al sistema que rota con la molécula. Supongamos
ahora que los movimientos de cada ntcleo se efectiian alrededor de las posiciones de equilibrio
ay. En este caso estaremos interesados en introducir las coordenadas de desplazamiento definidas
por

Pa=Xqg—ay . (2.90)

El momento angular Ly en términos de estas coordenadas p, adquiere la forma simple,

Loy=) mq ag xPa+ Y MaPa* Pa - (2.91)
a m,a

donde hemos tomado en cuenta que a, = 0. De estos dos términos el primero de ellos es de primer
orden en los desplazamientos, mientras que el segundo es de segundo orden. Si los desplazamien-
tos son muy pequenos, podemos hacer la siguiente aproximacion

Lo=) mq agx pa , (2.92)

es decir
Lo~LY m, a < (2.93)
~— xXpg=—J . .
0 dlf a dg pa dlf

Debido a que en esta aproximacién el momento angular se puede escribir en términos de la
derivada de una funcién, entonces al hacer cero J, nos aseguramos de que el momento angular
se anule. Asi pues, si imponemos la condicion

Y Mg agx pe =0, (2.94)
a

en el limite de oscilaciones pequefias el momento angular se anula en el sistema de referencia que
rota con la molécula. La ecuacion (2.94) recibe el nombre de condicién de Eckart y de hecho nos
define la rotacion que define al nuevo sistema de referencia. En el sistema de referencia (x, y, z)
que rota con la moléula, r, es el vector desde el origen al a-ésimo ntcleo en un instante 7y ay
la mismo vector cuando el nticleo a estd en su posicion de equilibrio. La velocidad del a-ésimo
ntcleo estard dada por una velocidad traslacional v, y una velocidad debida al efecto de la de
rotacion (w x ry), esto es

Vy=1q=vVy+(wxry), (2.95)

donde w es la velocidad angular asociada al sistema fijo en la molécula. La energia cinética de una
molécula formada por N ntcleos en el sistema fijo en el espacio estd dada por

N
2T=) mgVs , (2.96)
a=1

donde m, esla masa del a-ésimo nucleo. Desarrollando V, obtenemos en el sistema de referencia
que rota

N N
2T =Y mava+ Y Ma(@x1y) (@ x1a) +2Y meVy @ x1q. (2.97)
a=1

a
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Si ahora tomamos en cuenta las condiciones de Eckart, las cuales aseguran que las interacciones
rotacion-vibracion sean pequefas, e introducimos las coordenadas de dezplazamiento p,, la ener-
gia cinética se simplifica a

2T =Y mevo+) 1 j@; 0 +20-Y Me(pg X Vq), (2.98)

a ij a
donde hemos introducido el tensor de inercia I; j, definido como

Iij =Y ma(ribij—ra,ira,))- (2.99)
a

con la notacién
I'ql = Xa; ra2=1Y, a3 = Zq. (2.100)

El primer término de (2.98) corresponde a la energia de vibracion interna de la molécula, el segun-
do corresponde a la energia de rotacién molecular, mientras que el tltimo término se identifica
con la interaccion rotacién-vibracion.

La energia cinética (2.98) estd dada en términos de las coordenadas de dezplazamiento p.
Estas coordenadas no son las mds apropiadas para obtener el Hamiltoniano a partir del cual se
lleva a cabo la cuantizacién. Para ello consideraremos las coordenadas normales, las cuales intro-
duciremos a continuacion. El Lagrangiano asociado a energia cinética puramente vibracional de
(2.98) es

1 N )
Ly =5 Y mapi:-Vipa) (2.101)
a=1

donde V(p,) es el potencial dependiente de las coordenadas de desplazamiento. Intoducimos
ahora la siguiente definicion para la coordenadas de dezplazamiento, g; , ponderadas por la masa

di,a = VMaPa,i- (2.102)

Entonces podemos reescribir la energia cinética como

2T_ N .2_ ~
=2 4; =4da. (2.103)
i=1

La funcién potencial V(q) s6lo depende de los distancias relativas entre los ntcleos. Si los des-
plazamientos nucleares son pequenos, la funcion potencial V puede desarrollarse en serie de Tay-
lor en funcién de a las coordenadas g;

3N oV 1 3N 62V
V(g) =Vo+ (—) qi+ ( ) qiqj+-- (2.104)
’ 1:21 0qily " 2i,jzzl 0g:0q;), """

donde el subindice cero indica que las derivadas estdn evaluadas en la posicion de equilibrio. Si
se escoge como origen del potencial V el potencial V; del sistema en el equilibrio, tenemos que
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seccion 2.2 energia cinética clasica

W =0, al igual que la primera derivada del potencial, de tal forma que hasta términos cuadraticos
tenemos

3N 52 3N
2V(qg) = Z (0 5 ) qiq; = Z fijgiq; = qFq, (2.105)
i,j=1104i0q; ) ij=1
donde hemos definido las constantes de fuerza
3N [ 52V
Il = fi; = ( ) . (2.106)
Y i,]Z='1 0qi0q; ),

Las ecuaciones de Euler asociadas al Lagrangiano (2.101) con el potencial (2.105), conducen a las
siguientes ecuaciones [65]

Gi+_ fijq;=0. (2.107)
j=1

Estas ecuaciones diferenciales de segundo orden con coeficientes constantes admiten soluciones
armonicas de la forma 1
qi = A,-cos(/lit+(l>), (2.108)

donde A es la frecuencia de vibracion, ® es un factor de fase y A; es la amplitud o méximo despla-
zamiento del i-ésimo ntcleo. Sustituyendo (2.108) en (2.107) y simplificando tenemos

Y (fij—Ab:ij)Aj =0. (2.109)
j

Esta ecuacion constituye un conjunto de 3N ecuaciones lineales homogeneas en las 3N incégnitas
Aj, las cuales tienen solucion no trivial s6lo si el determinante asociado se anula

|fij—/15l‘j|:0. (2.110)

Este determinante da origen a un polinomio en A de grado 3N x 3N. Ademads cada una de las
soluciones Ay provee de un vector propio con componente A; ; (donde hemos etiquetado las di-
ferentes soluciones por un indice k). La obtencion de los coeficientes A; i equivale a diagonalizar
la matriz de constantes de fuerza F. Esta diagonalizacién define una nueva base

Qr=)_Ai ki, 2.111)
i

cuyos elementos reciben el nombre de coordenadas normales. En términos de estas coordenadas
normales el Lagrangiano adquiere la forma de un conjunto de osciladores independientes.

1 1
Lap =52 Q=52 MQ; - (2.112)
k k

Volvamos a nuestra expresion (2.98). La energia cinética en términos de la velocidad angular @ y
las coordenadas normales toma la forma

2Ty =) Lijwiwj+y Q¢+2w-Y niQx, (2.113)
ij k k
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donde ‘
0-1Np=) 0N, , (2.114)
i
con la definici6én ‘
W%:ZZZIC €ijk Aajr Aakp Qr - 2.115)
r ]

Nuestra siguiente misién consiste en expresar la energia cinética en términos de las coordenadas
y los momentos conjugados.

2.3. Momentos conjugados a los 4ngulos de Euler

Los momentos asociados a las coordenadas normales, son
_or

00k
Adicionalmente a las coordenadas normales se tienen los tres grados de libertad que definen la
rotacion y que estdn expresados por la velocidad angular

Py (2.116)

0 =0 = (0y,0,,0,); ©; =R . (2.117)

Puesto que w estd dada en términos de la derivada temporal ¢, podemos definir los momentos

conjugados
oT

- aw,- '
La energia cinética (2.113) en términos de los momentos {P} y {M;} puede ser reescrita como

2Ty =) Y (Mi—m)uij(Mj—mj)+) P}, 2.119)
i k

M; (2.118)

donde .
m; =) nPr (2.120)
k

mientras que y;; corresponden a los elementos de la inversa de la matriz I ; i dados por
Ij;=1Ii= Y ninl (2.121)
k

La ecuacion (2.119) es la expresion clasica para la energia cinética en términos de los momentos
Py y M;. Es posible demostrar la correspondencia de las componentes M; con las componentes
del momento angular

L;=M;, =Xz . (2.122)

Toda rotacion finita queda determinada al especificar las componentes del vector unitario fi
que fija el eje de rotacion, y el dngulo de rotacién a. Para una rotacion arbitraria alrededor de n
por un dngulo a, se tiene

R(r,a) = e7'ol0 | (2.123)
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donde
0

L-h=—-ih— . (2.124)

oa
Una rotacién también puede ser especificada a través de los dngulos de Euler {0, ¢, 1}, los cuales
fijan la orientacion del sistema (x, y, z) fijo en la molécula respecto al sistema de referencia de labo-
ratorio (X, Y, Z). Los dngulos de Euler nos permiten establecer la matriz M asociada a una rotacion
arbitraria R(f, w). Tomando el origen de los dos sistemas en el mismo punto, éstos se definen de

la siguiente manera.

(a) Una rotacion de ¢ radianes alrededor del eje Z. Claramente en este caso el vector unitario
ny que establece la direccion de la rotacion, coincide con ny.

fiy =y, (2.125)

(b) Una rotacién de 6 radianes alrededor del eje Y'. Los nuevos ejes coordenados son (X", V",
Z"). La proyecci6n del vector unitario iy sobre los ejes X y Y tiene la siguiente descomposicién

Ny = —sen¢ ny + cos¢ ny. (2.126)

(c) Unarotacién de y radianes alrededor del eje Z” . La proyeccién de ny sobrelos ejes (X, Y, Z)
es
n, =senfcos¢ ny +senfsen¢ fiy + costny . (2.127)

Tenemos entonces que el operador de rotacion puede escribirse como
Rm,w)=e ™Y = Ry (\)Ry (O)Rz(¢h) , (2.128)

el cual involucra rotaciones sucesivas alrededor de los ejes Z, Y’ y Z”. La forma explicita de la
rotacion es
R(n,w) = e~ Lz" =1Ly g=i0Lz (2.129)

Podemos expresar (2.129) en términos de rotaciones con respecto al sistema de referencia original
[66]
Rn,w) = Rz(Pp)Ry )Rz (y) . (2.130)

Asi tenemos que la rotacion R(n,w) también puede llevarse a cabo en la siguiente forma: Primero
una rotacién de y radianes alrededor del eje Z, después una rotaciéon de 0 radianes alrededor del
eje Y, y finalmente una rotacion de ¢ radianes alrededor del eje Z.

Podemos entonces obtener la matriz de rotacion M(y, 8, ¢), mediante la aplicacion sucesiva de
estas rotaciones,

M(y,0,¢) =Rz(x)Ry )Rz (¢) , (2.131)
y explicitamente
cos¢cosfcos y —sengsen y sen¢cosfcosy+cospseny  —senfcosy
M(%,Q,(p) = | —cos¢cosOseny—senpcosy —sengcoshseny+cosdpcosy  senfseny . (2.132)
cos¢psend sen¢gsend cosf
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Capitulo 2. Hamiltoniano molecular

En nuestro caso la rotacion conecta el sistema paralelo al laboratorio (X, Y, Z) con el sistema rota-
do fijo en la molécula (x, y, z), de modo que

X X
( y =M(x,9,cp)( Y (2.133)

z Z

Mol Lab

Regresamos ahora a las expresiones (2.125), (2.126) y (2.127), las cuales se listan a continuacion

ﬁd’ = ny, (2.1343)
Ny = -—-hysen¢+nycose , (2.134b)
h, = nxsenfcos¢+nhysenfsend +hzcosh . (2.134c)

Si hacemos el producto escalar con L en las tres ecuaciones (2.134) y tomamos en cuenta (2.124),
obtenemos

0
—ih—=Ly, , 2.135
l 99 z ( a)
0
—ih£ =-sen¢Lx+cos¢pLy , (2.135b)
0
—iha =senfcos¢pLx +senfsen¢dLy +cosOLy . (2.135¢)

Podemos despejar de (2.135) las componentes del momento angular para obtener

Lx=—-ihcos¢ —c0t91+ — +ihsen(/bi (2.136a)
- 0¢  senf dy 00’ '
0 1 0 0
Ly =—ihlisen¢ —cot6%+ senea] —ihcosqb@ , (2.136b)
0
Ly=—-ih— . 2.1
Z ’haq) (2.136¢)

Puede verificarse que Lx, Ly y L satisfacen las reglas de conmutacion usuales

[Lx,Lyl=1iLz . (2.137)
Estos son los operadores de momento angular referidos al sistema paralelo al laboratorio. Para
obtener expresiones anélogas a (2.135), (2.136) y (2.137), pero con respecto al sistema fijo en la

molécula, tenemos que expresar los vectores fiy, fiy y fiz en términos de los vectores unitarios
fijos en la molécula fiy, ny, fi;. Para ello se invierte (2.133),

X X
( Y ) _MT(X,B,(/))( y ) (2.138)
Z Lab. Z
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seccion 2.3 momentos conjugados a los dngulos de euler

y se aplica la transformacién (2.138) a iy, fiy y fiz en (2.134), lo que nos permite obtener

ny = —fysenfcosy +Mh,senfseny+n;coso , (2.139a)
ng =fAyseny +n,cosy , (2.139b)
fi, =1, . (2.139¢)

Si ahora efectuamos el producto punto con L, obtenemos

0
—ih% = —senfcosyLy +senfisenyL,+cosOL, , (2.140a)
0
—ih% =senyLy+cosyLy , (2.140b)
.. 0
—ih—=1L, . (2.140¢)
ox

Este conjunto de ecuaciones pueden resolverse para las componentes del momento angular para
obtener

L jlicosy|cotf 9 L 9 ] ilisen 9 (2.141a)
=—i — |- —, .
* X5y ™ send a¢) Y50
. 0 1 0 . 0
Ly=inseny cot@a—@%] —thOS)(% , (2.141b)
.0
L,=—-ih— . (2.141¢c)
ox
Ahora bien, si efectuamos el conmutador [Ly, L,] obtenemos
[Ly, Lyl = —iL, . (2.142)

Las relaciones de conmutacion de Ly, Ly, L, difieren en un signo con respecto a (2.137). Ahora
bien, los momentos asociados a los dngulos de Euler estdn dados por

0 0 0
=—ih— , =—ih— , =—ih— . 2.143
Py l 3¢ Po l 50 Py l o ( )
Entonces el conjunto (2.141) puede reescribirse como

L, =cosycotOp, +sen _Losx (2.144a)

x = X Py XPo senf Po > .
L, =cos Ml sen y cotd (2.144b)

y XPo send Py X Py » .
L;=py . (2.144c¢)
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Capitulo 2. Hamiltoniano molecular

Consideremos ahora las cantidades M} = M; — m; que aparecen en la energia cinética (2.119).
Identificando a M; como las componentes del momento angular en el sistema molecular, y toman-
do en cuenta la definicion de m; dada por (2.120), tenemos

cos
M, =Ly —my=cosycotlp, +senypy— Xp(p—ZniPk ) (2.145a)
senf T
sen
M;, =Ly—my=cosypg+ ﬁpgb —cotOsenypy — ;n%Pk ) (2.145b)
M,=L.—m;=py—Y mPk . (2.145¢)
k

Estas ecuaciones nos permiten expresar la energia cinética (2.119) en términos de momentos
y coordenadas. Estas coordenadas, sin embargo, no son cartesianas por lo que la cuantizacién
no puede llevarse a cabo en forma directa. En la siguiente seccion veremos cémo se modifica el
Hamiltoniano cudntico al efectuarse una transformacion a coordenadas generalizadas, las cuales
comprenden nuestras coordenadas internas, dngulos de Euler y coordenadas normales.

2.4. Hamiltoniano en Momentos y Coordenadas Generalizadas

Hasta ahora hemos obtenido la versiéon Hamiltoniana de la energia cinética. El siguiente paso
consiste en efectuar su cuantizacién. Como mencionamos antes, el procedimiento no es obvio,
pues es necesario partir de la energia cinética en términos de coordenadas cartesianas y después
rescribirla en términos de coordenadas generalizadas. Esto nos permitird introducir los momentos
generalizados. Nuestro propdsito serd el de comparar la expresion (2.119) con la energia cinética
en coordenadas generalizadas a fin de establecer un procedimiento de cuantizacion.

Empezaremos por analizar la transformacién que sufre la energia cinética desde el punto de
vista clasico. Sean

Xix =AXj; Xiy =AYi; Xiz =Az; (2.146)

los desplazamientos en coordenadas cartesianas, entonces la energia cinética toma la forma
1 2
T=2 .2 mi ki, (2.147)
i ¢

donde x;¢ es la {-ésima componente de la coordenada cartesiana del i-ésimo ntcleo con masa
m;. De acuerdo con la definicion del momento conjugado, tenemos

0L 0T _
0k Okie

mi%ie (2.148)

xi‘;

donde hemos tomado en cuenta que el potencial es independiente de las velocidades. En términos
de los momentos la energia cinética toma la forma

T:;;

1
2m;

Py, - (2.149)
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seccion 2.4 hamiltoniano en momentos y coordenadas generalizadas

Consideremos ahora un nuevo conjunto de coordenadas {x}. Supondremos la forma funcional
xie = Xig(te) (2.150)

la cual es en general no lineal. Para el Lagrangiano en funcién de las nuevas coordenadas {#x}, los

momentos asociados se definen como
3 oL 3 oT (2.151)
Pk= 58 " ok '

Haciendo uso de la regla de la cadena, la energia cinética cldsica (2.149) en términos de las nuevas
coordenadas {f;} toma la forma

1
a p

donde hemos introducido la definiciéon

8ap = ZZ : (at“)(atﬁ) : (2.153)

m; \0x;e ) \0x;¢

Podemos entonces establecer la forma general del Hamiltoniano clasico en las coordenadas gene-
ralizadas fy:

1
=3 Zzpa 8ap P+ V() (2.154)
295

y en forma matricial
1
H=2pGp+V(® . (2.155)

Ahora obtendremos el correspondiente Hamiltoniano cudntico, lo que nos permitird hacer la
comparacion con (2.154) para identificar las diferencias y asi poder establecer un procedimiento
de cuantizacién en las coordenadas generalizadas {#;}. Es importante hacer notar que la cuanti-
zacion de (2.155) no es trivial debido a que el proceso de cuantizacién

0
i 2.1
lhax (2.156)

sOlo es valido en coordenadas cartesianas, o bien, en coordenadas asociadas con transforma-
ciones canénicas, como por ejemplo, aquellas en las que la relaciéon (2.150) corresponde a una
transformacién unitaria.

Empezaremos por considerar los elementos de matriz de la energia cinética (2.149) después
de hacer la sustitucion (2.156):

(Wil TIY ) =
xa X lZE ml

<‘anl I‘be> , (2.157)

donde el subindice x en ¥, y ¥}, se refiere a la dependencia en las coordenadas cartesianas de
las funciones. Ahora bien, puesto que el momento es hermitiano, entonces

(Wxal P, |Wip) = (Pry Wxal Pry W), (2.158)
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Capitulo 2. Hamiltoniano molecular

lo cual quiere decir que (2.157) toma la forma explicita

. 1 0 * 0
V.. TV = —ih—VY -1 v 2.1
(Wxal TIY xp) % zmide( lhaxié xa) ( lhaxig xh) (2.159a)
h? 1 ov:, 0¥
_ _Z_fdf_m_xb, (2.159b)

donde hemos definido el elemento de volumen
dr =] dxic . (2.160)

i§
Si aplicamos la regla de la cadena e introducimos el cambio de coordenadas en el elemento de

volumen, los elementos de matriz de la energia cinética en términos de las coordenadas {f;} toman
la forma

. 1 0V, dt, Otg OV
Vool TIV ) = — > — 2andty...dt,——22——= =, 2.161
< xal | xb> 2 izf:mi ;% g 1412 n 6ta axif axif atﬁ ( )
donde hemos introducido la siguiente notacién para el Jacobiano de la transformacién
Jxt=g"%. (2.162)
Ahora bien, con la identificacion de la matriz g, 5 dada por (2.153), tenemos
. n* ovi,\ 14 (0¥
(Ve TI¥p) ==Y | dtr...dt, (—) g gapg " (—”) (2.163)
2 a ﬁ ata atﬁ
y efectuando una integracion parcial por partes
<\P |T|\P __h_z i —-1/4 -1/4 i
xa xb)- ZZ dtl...dtn \an g gaﬁg \leb y (2.164)
2 a ,6 ata atﬁ

donde se ha tomado en cuenta que las funciones de onda se anulan en +oo. Las funciones de onda
Y,a ¥ ¥yp en términos de las variables originales tienen la normalizacion

+00
f dxlx dxly...deZ \P;H(X)\be(X) = ]. . (2.165)
Al efectuar el cambio de variable x — t, esta integral toma la forma
fg_l/z dty...dty Vi, OW,,0) =1 . (2.166)

Si definimos unas nuevas funciones W, (t) y W (t) tal que el elemento de volumen sea directa-
mente dt;...dt,, entonces

fdtl...dtn YO ¥P0=1. (2.167)
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La comparaciéon de (2.166) con (2.167) nos conduce a la identificacién

gV W)=Yt (2.168)
o en forma equivalente

Poa) =g i), (2.169)

con relacion similar para W, (t) y ¥ (x). La sustitucién de (2.169) en (2.165) nos conduce a

. h? o
(VTP = — ?fdtl...dtn ‘I’m(t){ZgM—

. . B
gV gapg g W (0 . (2.170)
=5 o,

0 Ip
Esta expresion nos permite establecer el operador mecdnico cudntico del Hamiltoniano

& hz 1/4 0 -1/4 -1/4 0 1/4
H=—-—— — — Vi . 2.171

Asi pues hemos obtenido el Hamiltoniano consistente con la normalizacion (2.167). Si definimos
los momentos asociados a las coordenadas t, como

0
hg =—il — 2.172
Pa l ot ( )
entonces el Hamiltoniano toma la forma
~ 1 . B B .
=232 8" Pag "gupg " ppg+V(®) . (2.173)
a B

Un caso de particular importancia corresponde a la transformacion a coordenadas normales de-
finidas por

Qk=)_ Uitk Jic » (2.174)
T

con inversa
Gic =) Uick Qk - (2.175)
k

Aqui hemos supuesto que la matriz asociada ||U|| = u;¢ ;. es unitaria y real. En términos de estas
coordenadas la matriz g, 5 toma la forma

0Qq )\ (9Qp
8ap = ( )(_) ) (2.176)
o lzg 0qic ) \0qi:

expresion que, al tomar en cuenta (2.174) se reduce a

8ap = Z Uic,a Uie,p =Oap - (2.177)
i§
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Capitulo 2. Hamiltoniano molecular

La matriz [|gqgll es por lo tanto la unidad. Con respecto a la derivada se tiene

0qi¢

— =Ujtq , 2.178
20, Uit g ( )

de donde se sigue que el Jacobiano de la transformacion es la unidad y por lo tanto g = 1. Haciendo
estas sustituciones en (2.173), obtenemos para el Hamiltoniano en términos de las coordenadas

{Qx}

1 « &
H=> Y Pi+VQ (2.179)
a
donde
p in? (2.180)
= —1 . .
T 0Qa

Este ejemplo que acabamos de ver corresponde al tipo de transformacién que se usa para definir
las coordenadas normales. Esto explica por qué es posible aplicar directamente la regla de cuanti-
zacién (2.180), aun cuando las coordenadas {Q} no sean cartesianas.

Ahora bien, si comparamos el Hamiltoniano (2.173) con la version clésica (2.154), vemos que
la diferencia estriba en la aparicién del Jacobiano en diferentes partes del Hamiltoniano cuédntico.
Esto noslleva a la conjetura de que si obtuviéramos un Hamiltoniano clasico de la forma (2.154), la
cuantizacion consistiria en traducirlo a la expresion (2.173). Nuestro caso de interés, sin embargo,
no corresponde a un Hamiltoniano de la forma (2.154), ya que el Hamiltoniano clasico

1
H:EZZ(M,-—m,-)uij(Mj—ijZ PZ+V (2.181)
i k

no contiene alos momentos conjugados a coordenadas especificas, excepto en el caso de las coor-
denadas normales. Para poder establecer la correspondencia con el Hamiltoniano cudntico nece-
sitaremos hacer uso de la transformacién (2.145), como veremos en la siguiente seccion.

2.5. Hamiltoniano Mecanico Cuantico

El elemento de volumen asociado al Hamiltoniano cuantico (2.173) es dt = dt; ...dt,, donde
{tx} representan el conjunto de coordenadas generalizadas. Dichas coordenadas en el caso del
Hamiltoniano molecular corresponden a las coordenadas normales y a los dngulos de Euler. Para
éste ultimo caso, sin embargo, se acostumbra tomar el elemento de volumen

dr =sen0d0d¢pdy dQ;...dQsn-3 , (2.182)

de tal forma que el factor de peso s = sen@ estd involucrado. Si hemos de tomar en cuenta este
factor debemos modificar las funciones de onda W¥;. Si llamamos a las nuevas funciones

Y=¥0,¢,1Q (2.183)
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seccion 2.5 hamiltoniano mecanico cuantico

entonces la normalizacién toma la forma
f‘I’*‘I’sd(pded)( dQl...ngN_gzl . (2.184)

Al comparar esta expresion con

f\P:\Pt dpdddy dQ;...dQsy_3 =1 (2.185)
obtenemos la relacion
wsl2 =y, (2.186)
o también
v=s512y, (2.187)

Esta modificacion conlleva a una transformacién en el Hamiltoniano. Para ver esto conside-
remos la ecuacion de Schrodinger original

HY,=EY, (2.188)

donde A esta dado por (2.173). Multiplicando esta ecuacién por s~'/2 e introduciendo la identidad

1 = 525712 entre el Hamiltoniano y la funcién ¥;, nos conduce a la siguiente ecuacién
[sY2HsY sV, = EsT 2w, (2.189)
Si identificamos a la nueva funcion (2.187) y definimos
H=s"2Hgs"?, (2.190)
la ecuacion (2.189) toma la forma
H'Y =EY (2.191)

que esla ecuacion de Schrodinger asociada con el elemento de volumen (2.182). La forma explicita
del Hamiltoniano H' es la siguiente

1 _ R _ _ R ~
a g

Este es el Hamiltoniano que debe ser comparado con (2.181). El Hamiltoniano clésico, sin embar-
go, estd dado en términos de las cantidaes M; —m; = M lf, las cuales, de acuerdo con (2.145) estan
relacionadas con los momentos mediante una transformacion del tipo

M:=> SqiPa - (2.193)
a
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Capitulo 2. Hamiltoniano molecular

Esta transformacion involucra a los momentos del lado derecho, por lo que es conveniente definir
para los momentos asociados a las coordenadas normales

M;=Py; iz4, (2.194)

con el propésito de que la matriz ||S|| = S,; sea cuadrada y por lo tanto con inversa. Asi pues, la
matriz || Sy; |l queda definida por

(M}, M}, M, Py...P3n_3) = (pg Pg Py P1... Psn-3)S (2.195)
con S dada por
D O
S= 1 : (2.196)
n
1

donde D tiene la forma

seny cosy 0
_| _cosy seny
D= senf senf 0 2.197)
cosycotf —cotfseny 1
y
o
n= : : : , (2.198)

“Min-s M-z Min-s
como lo establece la transformacion (2.145).

Aqui es conveniente hacer notar que el Hamiltoniano cudntico se acostumbra dar en térmi-
nos de las cantidades M; y no de los momentos pg, py ¥ py- Es conveniente por lo tanto suponer
una forma de Hamiltoniano cuéntico en términos de M; y después, mediante la transformacién
(2.193) verificar que se obtiene el Hamiltoniano (2.192). Supongamos entonces que el Hamiltonia-
no cudntico es

N 1
i = 5 G'"Y SN M, GGy GVAEM, GV (2.199)
m n
Esta forma se ha propuesto con base en (2.192), ya que tiene la forma adecuada.
Lo primero que debemos establecer es la forma de la matriz G, en términos de g,. Propon-
dremos que la relacion buscada esté determinada por la expresion cldsica. Tomemos la energia
cinética cldsica (2.152)

T=

N —

YY" Pagap Pp (2.200)
«p
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seccion 2.5 hamiltoniano mecanico cuantico

y apliquemos el inverso de la transformacién (2.193)

Pa=). (S Npa M, . (2.201)

Entonces la ecuacion (2.200) se transforma en

2T=Y"% My 33 (S Vna 8ap (S mp My, (2.202)
n m a ‘6

lo cual sugiere la siguiente identificacién

Gum =3, (S Vna 8ap (S mp » (2.203)
@ p
para obtener
2T=)Y M, Gpm My, . (2.204)
m n

Asi pues, obtendremos el Hamiltoniano cudntico (2.192) a partir de (2.199) a través de la transfor-
macién (2.194) con la identificacion (2.203). Nos falta identificar a G. La comparacién de ambos
Hamiltonianos (2.199) y (2.192) sugiere la correspondencia

G=s%g . (2.205)

La sustitucion de (2.193), (2.203) y (2.206) en (2.199); después de algunos rearreglos y simplifica-
ciones nos conduce a

N 1 _ 1 om .
i = > s 1/2g1/4zz{szz Spnprs (S 1)m} g1/2gaﬁpﬁsll2g1/2 . (2.206)
a 'B n r
Si queremos que esta expresion coincida con el Hamiltoniano cuéntico (2.192), se debe satisfacer
SO SenPrs ™ (S na = Pa - (2.207)
n r

Noétese que solo si esta expresion se satisface, entonces nuestra suposicion inicial de proponer
como Hamiltoniano cuantico la ecuacién (2.199), es consistente con (2.193).

En la ecuacién (2.207) aparecen tanto los elementos de matriz de S como de su inversa S™1.
Estos ultimos se obtienen mediante la inversion de las ecuaciones (2.145):

pe = seny My +cosy M,+) (senynj+cosyn)Py, (2.208a)
k
py = —senf cosy My +send seny M, +cosf M, (2.208b)
+Y (—sen6 cosy iy +send seny 17% +cosO n7) Py (2.208¢)
k
py = M+ Pr, (2.208d)
3
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de donde deducimos que la inversa de la matriz (2.196) definida por

(Popgpy P1...Pan-6) = (My, M), My, Pi,...,Psy 6)S™! (2.209)
toma la forma
D' 0
s = 1 , (2.210)
, 1
U]
1
donde

seny —senfcosy O

D'=| cosy senfseny O |, (2.211)
0 cosf 1
mientras que para 7’ se tiene
sen yn7y +cos )mJ{ —sen®cos yny +senfsen )mJ{ +cosOnf n§
77, _ : : : } (2.212)

sen yn3n-—3 + cos )(n%/N_3 —sendcos yn3 ,,_, +sendsen )(n%/N_3 +cosOngy_ s Niy_g
El uso explicito de la matriz S y su inversa permiten verificar que (2.207) se satisface.
Asi pues el Hamiltoniano cudntico tiene la forma (2.199)

1 _ _ 5
H = 5(;1/4;;% G V4G GVAM G4V (2.213)

Todavia es necesario, sin embargo, identificar los diferentes términos de acuerdo con (2.119). El
Hamiltoniano clésico (2.181) al ser comparado con (2.204), nos permite hacer las identificaciones

”/Jnm” 0
G= 1 , (2.214)

1

0
1

Mi = M,—my, (2.215a)
Mé = My—my, (2.215b)
Mé = M,-m,, (2.215c¢)
(2.215d)
M;C = Py, k>4 . (2.215e€)

37
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La forma de la matriz (2.214) nos permite escribir el Hamiltoniano (2.213) como

. 1 30 N N
i j=1
1 . .
+§G”4Z PG V2P .GV v, (2.216)
k

donde claro estd se tomo6 en cuenta que
Gum =0nm, nm=4. (2.217)
Por ultimo, nos falta obtener G. Para ello, haremos notar que G estd dada por (2.203)
G=Slgs!, (2.218)
cuyo determinante tiene la forma
IGI=1S7"11glIS™'I=18""1" Igl . (2.219)
El determinante de la matriz S™! se obtiene directamente de (2.196)
det(S™!) =send . (2.220)
Ahora bien, el determinate de g corresponde a la g definida en (2.162), y por lo tanto
det(G) =G =sen’6 g . (2.221)

Este resultado es muy importante pues muestra la consistencia con la identificacién (2.205). Por
otra parte, el determinante de la matriz G, de acuerdo con (2.217), estd dada por

G=det(uw)=u, (2.222)

por lo que finalmente obtenemos para el Hamiltoniano cuantico

5 1 N .
A = Sty = i (M = m)
tj
1
+ §u1’4ZPku‘1’2Pkul’4+V- (2.223)
k

Aparte de la aproximacion de Born-Oppenheimer, el Hamiltoniano (2.223) es exacto para mo-
léculas poliatomicas rigidas y semirrigidas no lineales. Puesto que y;; depende de las coordena-
das, ¢ no conmuta con los momentos y por lo tanto no es posible la simplificacién del factor p. En
1968 James K.G. Watson demostré que el Hamiltoniano (2.223) pude ser reescrito como

~ 1 1 1
M= E Z(La - na)ﬂaﬁ(L,B —Tlﬁ) + 5 ZP/ZC - §hzzﬂw +V, (2.224)
ap k a
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Capitulo 2. Hamiltoniano molecular

donde se ha introducido la notacion

L, = M,, (2.225)
Tg = Mg ; a=x,)2z . (2.226)

El orden de los factores en el primer término de (2.224) es irrelevante, ya que el mismo Watson
demostré que

Y Tallap =) HapTla - (2.227)
a a
El término adicional en (2.224) que aparece como producto de la simplificaciéon se designa como

1
U= —ghzz Haa (2.228)
a

y recibe el nombre de término de Watson.

2.6. Aproximaciones

Consideremos el caso en el que las oscilaciones de los nucleos son muy pequeias, es decir,
el potencial presenta minimos profundos en las posiciones de equilibrio. Cuando éste es el caso
podemos efectuar un desarrollo en serie de Taylor de p,4 alrededor de las posiciones de equilibrio,
es decir

Ha Ha
Pap = uaﬁ ZQ (an) ZZZQka (OQ aQﬁ ) T (2.229)

Recordemos que piqp5 corresponden a los elementos de matriz del inverso de la matriz I' dada por
(2.120). Puesto que las coordenadas normales estdn definidas en términos de las coordenadas de
desplazamiento gq, en el equilibrio se anulan

Q' =0, (2.230)
de donde se sigue que
0 0
;)" =1 . (2.231)

Cuando los ntcleos estdn en las posiciones de equilibrio la condicion de Eckart (2.94) se satisface
automdticamente y por lo tanto tenemos la libertad de elegir los ejes (x, y, z) fijos en la molécula
como aquellos en los que el momento de inercia es diagonal. Es decir, en donde se satisfacen las
ecuaciones

=05  i#j, (2.232)
y explicitamente

Z Mo X9y =Y Mmayoze =) Mazgxe=0 . (2.233)
a a
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seccion 2.6 aproximaciones

Asi pues si estas condiciones se satisfacen la matriz de momento de inercia es diagonal

.0 0
1= 0 19 o (2.234)
o o [I°

4
de donde se obtiene trivialmente su inversa
1/19,
-1_ 0
I = 1/Iyy . (2.235)
/12,

Supongamos ahora que nos quedamos s6lo con el primer término de la serie en (2.229). En-
tonces

Hap = Hop - (2.236)

Esto es una aproximacion vdlida si las oscilaciones son pequefas, claro estd. Si ademds tomamos
los ejes fijos en la molécula tales que la matriz de momentos de inercia tenga la forma diagonal
(2.234), entonces

1

o @=xne. (2.237)
aa

Haa =

Como 1Y, ya no dependen de las coordenadas entonces el Hamiltoniano (2.228) puede escribirse
como

A 1 1
A==y —(Lo-7ma)’+) Pi+U+V, (2.238)
2 a Iaa k
siendo U el término de Watson. Desarrollando el término entre paréntesis se tiene
. 113 1% 1o 1
H = =Y 224y 28 oY (Lamg +7aLa)
2;1.2“ 2;[201 2;1.2“, a’‘ta at-a

+;P,§+U+V. (2.239)

El primer término, que definiremos como

(12 L 12
L, n, 1’

HY = (2.240)

2
corresponde al Hamiltoniano de un cuerpo rigido, y es un término puramente rotacional. El se-
gundo término contiene al momento angular vibracional, por lo que serd incluido en el Hamilto-
niano vibracional que definimos como

~2

N 1 T N
0) _ a 2
ay _52 —E+Y Pi+V . (2.241)
a Ioca k
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Capitulo 2. Hamiltoniano molecular

Por tultimo, el tercer término de (2.239) representa una interaccién vibracién-rotacién

Hﬁ?/) = __Z (La”a"‘naLa)
La7t
= =) “0 <, (2.242)
I
a aa
donde se ha tomado en cuenta que
[Layna] = 0 ’ (2243)

ya que L, s6lo afecta los dangulos de Euler, mientras que 7, depende de las coordenadas normales.
El término de Watson, cuando se evaltia en el equilibrio,

-2 hz Z . (2.244)
Iaa
es una constante que puede ser ignorada.
En conclusién, el Hamiltoniano molecular puede ser aproximado como
Hypor = HO + HY + HY) . (2.245)

donde Hﬁo) estd dado por (2.240) y Hv(?g por (2.241). Podemos simplificar aiin mds el Hamiltoniano

(2.245) si despreciamos la interaccion rotacion-vibracion. En este caso
Hyor = HO + HY, (2.246)

lo cual estd fundamentado en el hecho de que 7, depende de las coordenadas normales, las cuales
tienden a cero en el equilibrio. Al desacoplar los grados de libertad vibracionales y rotacionales
mediante (2.246), es claro que la funcién de onda nuclear toma la forma del producto directo

VuRy) =Y, 0,0, Y)bwin(Q) , (2.247)

donde
Hr(gt) 0,4, x) = BtV (0,0, 1) (2.248)
Hain$yin(Q) = Eyipuin (Q) (2.249)

Una aproximacion mas restrictiva de la parte vibracional consiste en despreciar el momento
angular en (2.241) y aproximar el potencial como oscilador arménico. En este caso

Hyg = 3 (P~ AeQp) (2.250)
k
cuyas funciones propias dadas por el producto directo de funciones de oscilador armonico ¢, (Qx):
P(Q) = [T oo - (2.251)
Con respecto a la parte rotacional, en el caso mas general de rotor asimétrico las funciones de
rotor rigido W, (6, ¢, x) corresponden a combinaciones lineales de matrices D/ (8, ¢, y) de Wigner

[66].
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Capitulo 3

Descripcion de los grados de libertad
vibracionales

n el capitulo anterior se mostré que mediante la aproximacion de Born-Oppenheimer es posi-

ble separar los grados de libertad electrénicos de los nucleares. Aunque con menos éxito, el
Hamiltoniano nuclear puede separarse en una contribucién puramente vibracional y otra rota-
cional. En este capitulo nos concentraremos en la descripcion vibracional de moléculas poliatémi-
cas. Esto tiene como objetivo el de presentar los diferentes métodos para abordar este problema,
con especial atencién en los métodos algebraicos. Empezaremos por retomar la descripciéon en
términos de modos normales, tanto en coordenadas cartesianas como internas. Con esto haremos
ver que cuando se plantea el problema de vibraciones en coordenadas internas, el esquema natu-
ral para su descripcion es el de osciladores locales interactuantes. Posteriormente introduciremos
el concepto de representacion algebraica a través del oscilador arménico. Esto nos conduce a los
llamados métodos algebraicos, cuyos principales conceptos serdn presentados. Un concepto fun-
damental en el marco de estos métodos es el de grupo dindmico, lo cual ejemplificaremos con el
potencial de Morse. Asimismo veremos las ideas esenciales de los modelos basados en los grupos
unitarios U (v + 1). Presentaremos el modelo U (4) para tratar las vibraciones y rotaciones de mo-
léculas diatémicas. Esto tiene como objetivo el de ejemplificar las ventajas y desventajas de los
métodos algebraicos en general. Por tiltimo, se hard una resefia del modelo U (v + 1) para describir
vibraciones en moléculas poliatémicas. Se hard énfasis en las desventajas del modelo. En el capi-
tulo siguiente se reformulara el mismo modelo de tal forma que dichas desventajas desaparecen.

3.1. Coordenadas normales

El Lagrangiano asociado a la energia cinética puramente vibracional estda dado por (2.101)

N
Maps—V(pa) - (3.1)

a=1

1
Lyip = >
En términos de las coordenadas de desplazamiento (2.102) la energia cinética toma la forma (2.103).

La funcién potencial V s6lo depende de los distancias relativas entre los ntcleos. Si los desplaza-
mientos nucleares son considerados pequeiios, la funcién potencial V puede desarrollarse en se-
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seccion 3.1 coordenadas normales

rie de Taylor hasta términos cuadréticos, como se hizo en (2.105). Asi pues, en este caso podemos
reescribir (3.1) de la siguiente forma

Lup = %aq— %qu . (3.2)
Si ahora introducimos el cambio de coordenadas
q=AQ (3.3)
y demandamos que A diagonalice la matriz de constantes de fuerza, entonces
AFA=A , (3.4)

donde A es una matriz diagonal cuyos elementos son los valores propios de F. Tomando en cuenta
esto el Lagrangiano adquiere la forma diagonal

1~. 1.~
Ly, = EQQ - EQAQ . (3.5)

Las coordenadas Qj se conocen como coordenadas normales.
Las ecuaciones de Euler asociadas al Lagrangiano (3.5) conducen a las siguientes ecuaciones

Or+A:Qr=0. k=1,2,...,3N, (3.6)

Donde hemos designado por A los elementos diagonales de la matriz A, es decir los valores pro-
pios de F. Estas ecuaciones diferenciales de segundo orden con coeficientes constantes admiten
soluciones armonicas de la forma

1
Qk = Bi.cos (xl,i r+ ek) , 3.7)

donde € y By se determinan usando las condiciones iniciales. Tomando en cuenta (3.3) se tiene

3N 3N 1
qi = ZAi,ka: Al‘kakCOS /1]26t+€k
k=i k=i

(3.8)

De aqui vemos que cada una de las g; estdn dadas como una superposicion de modos normales.
Sélo en el caso en que todos los By se anulen excepto el coeficiente del a-ésimo modo B, = 1,
entonces el movimiento de los nicleos se reduce a un modo normal puro, donde cada d4tomo
oscila alrededor de su posicion de equilibrio con un movimiento arménico simple de amplitud
A;r, frecuencia A,lc/ 227 y fase €. Para cada soluciéon Ay la frecuencia y fase del movimiento de
cada coordenada es la misma, pero sus amplitudes pueden ser diferentes. Cada nticleo alcanza su
maximo desplazamiento y posicién de equilibrio a un mismo tiempo. A este modo de vibracién
se la llama modo normal de vibracion y la frecuencia asociada se conoce como frecuencia normal
o fundamental. Para cada modo normal existe una coordenada normal Qy, y es preciso destacar
que éstos pueden presentar degeneracion, es decir, puede ser que Ay = A;.
El subespacio 3 N-dimensional de coordenadas {g;}

ZLs=1qi,i=12,...,3N} (3.9)
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Capitulo 3. Descripcién de los grados de libertad vibracionales

constituye un subespacio invariante bajo las transformaciones del grupo puntual de la molécu-
la. Esto quiere decir que las transformaciones R asociadas al grupo de simetria G de la molécula
tienen el siguiente efecto
@RQiZZAji(R)Qj ) (3.10)
J

donde A(R) es en general reducible y se puede expresar en la siguiente forma
A(R) =6(R)®D(R) . (3.11)

0(R) es una matriz de permutaciones N x N que establece el intercambio de niicleos equivalentes
bajo R. La matriz D(R) es una matriz de rotacion propia o impropia de dimension 3 x 3, que co-
rresponde al elemento R. Como la representacion A(R) es reducible existe una matriz M tal que

MARM ™' =) &aq,D"(R), VReG. (3.12)
7]

(u)}

La matriz M establece el cambio de base de las coordenadas {q;} a unas nuevas coordenadas {;S;

que portan representaciones irreducibles D#(R) de G. Asi pues, tenemos que

3N
qsgm = Z Ma, gui qa (3.13)
a=1
con la propiedad
Or 48" =YL D (R 451, (3.14)
J

donde g es un indice de multiplicidad. Supondremos que las diferentes coordenadas {185.“ ), 285“ ) ,
. ,,SE” g generan la misma representacion irreducible D (R) y que la matriz M es unitaria. Si §
es el vector de coordenadas qSE.“ ) es decir

§=(1S§”“, 1SY g SiE ) (3.15)
entonces la ecuacion (3.13) toma la forma matricial
S=qM , (3.16)

de donde se sigue que
q=SM; q=MS. (3.17)

Si ahora hacemos la sustitucion de estas expresiones en el Lagrangiano (3.2) obtenemos
1. 1.
L=-SS--SFS, (3.18)
2 2

donde hemos definido la nueva matriz de constantes de fuerza

F, = MFM . (3.19)
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seccion 3.1 coordenadas normales

La matriz F; es, como F, de dimension 3N x 3N, y es diagonal en bloques, con cada bloque ca-
racterizado por una representacion irreducible de dimension correspondiente a su multiplicidad.
Ademds, cada bloque de una representacion dada se repite tantas veces como su dimension. De-
bido a que cada bloque estd caracterizado por una representacion irreducible y los modos nor-
males se obtienen al diagonalizar dichos bloques por separado, entonces las coordenadas nor-
males serdn una combinacion de coordenadas adaptadas por simetria de la misma representa-
cion. Como consecuencia las coordenadas normales son base de las representaciones irreducibles
del grupo de simetria G y por lo tanto

O 4QY = Z DR (R) 4Q; VReG, (3.20)

donde se indica explicitamente que las coordenadas normales {; Qi” ), q Q(” ) portan la yu-ésima

representacion irreducible. El indice de multiplicidad g toma en cuenta la posibilidad de que mas
de una coordenada normal porte la misma representacion irreducible. Pero cada coordenada nor-
mal estd caracterizada por una frecuencia dada en términos del valor propio A en (3.4), lo que nos
sugiere que podemos asociar a ¢ el valor propio A,4.

Veamos ahora el procedimiento para establecer la descripcion cudntica. El Lagrangiano vibra-
cional tiene la siguiente forma en coordenadas normales

13N 6 1 3N-6
2 & Q- ; = Q. (3.21)
con momentos conjugados
oL .
Pr= =Qk 3.22)
a0y
lo cual nos permite establecer el Hamiltoniano
1 3N-6
Z P += Z)Lka . (3.23)

Proponemos ahora que la cuantizacion se lleva a cabo al hacer la correspondencia

0
=—ih—, (3.24)
: 0Qk

ya que, como vimos, la transformacion (2.175) es unitaria. Asi pues, el Hamiltoniano vibracional
para una molécula no lineal tiene la forma

_ p23N=6 52  13N=6

TP = —— A , 3.25
5 k=1602 zk; K Q5 (3.25)

con la correspondiente ecuacion de Schrodinger

AV ,in( Q) =E, ¥,i5(Q) . (3.26)
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Capitulo 3. Descripcién de los grados de libertad vibracionales

El Hamiltoniano corresponde a un sistema de osciladores armoénicos desacoplados, por tanto la
funcién de onda vibracional tiene la forma

3N-6
Yin@Q = [] Wu,(Qu . (3.27)
k=1
La sustitucion de ¥ ,;3,(Q) en (3.26), da lugar a las 3N — 6 ecuaciones desacopladas de oscilador
armonico
ot 1, ~
_?ﬁ + EAka \ka (Qx) = Gvk \ka(Qk) ’ (3.28)
k
con soluciones ,
g 2
W0, (Qi) = Ny H,, (@' ? Qe * 2 (3.29)
donde 2 s
_ a
=155 No=@%u) ™2 (E) (3.30)

y Ay, (x) son polinomios de Hermite. Para la energia vibracional tenemos

3N-6
E,=E,(v1,02,...v3n-6) = ), Gy ; (3.31)
k=1

donde
Gy, = hvi(vp +1/2) (3.32)

con frecuencia
Vi=VAr . (3.33)

Asi pues, el uso de coordenadas normales nos permite separar el problema original (3.2) en un
conjunto de 3N — 6 osciladores armoénicos independientes.

El procedimiento que conduce a (3.28) desacopla todos los modos normales. En la préctica, sin
embargo, es conveniente mantener en la misma ecuacion las coordenadas normales degeneradas.

Asi pues, si { in“ ) , kQé“ )} son las coordenadas asociadas a la frecuencia v, se considera

{_hz 0 92

1 (> (w)? M) (1)
- + +_Ak(kQ1 +k Q2 ) \P(kQ'u ) :Evk\yvk(kQ” ) (334)
2 1y inmz QP12 }

Esta ecuacion nos da la opcién de efectuar cambios de coordenadas que nos faciliten la clasi-
ficacion de las soluciones ¥,,, de acuerdo con las representaciones irreducibles del grupo. En
particular es mediante este cambio a coordenadas polares que es posible introducir el momento
angular vibracional.

Usualmente el Hamiltoniano (3.25) no es suficiente para llevar a cabo una descripcién razona-
ble de las excitaciones vibracionales, pero puede tomarse como punto de partida al tomarlo como
un Hamiltoniano a orden cero. Tendremos entonces que en general el Hamiltoniano apropiado
tiene la forma

H =+ V Q) , (3.35)
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seccion 3.2 coordenadas internas

donde #, corresponde al conjunto de osciladores arménicos (3.23) y el potencial V(Q) toma en
cuenta las anarmonicidades de la forma
1
Q= Y FapyQaQpQy+ Y. FapysQaQpQyQs+..., (3.36)

‘o, By a,B,y,0

donde Fy g,y.. son las constantes de fuerza asociadas a las coordenadas normales. Es importante
hacer notar que debido a que las coordenadas normales portan representaciones irreducibles del
grupo de simetria, hay fuertes restricciones en las constantes de fuerza; s6lo las combinaciones
que portan la representacion totalmente simétrica estdn permitidas.

La aproximaciéon arménica nos provee de una base para diagonalizar el Hamiltoniano general.
Enlaregion de baja energia del espectro los estados presentan poca mezcla, lo cual significa que la
base arménica provee de buenos nimeros cudnticos, pero conforme la energia aumenta la mezcla
puede ser tan grande que la asignacién pudiera dejar de tener sentido. De hecho en estos casos las
asignaciones no son tnicas, pues dependen del modelo propuesto. En la siguiente seccion presen-
tamos las coordenadas internas, las cuales constituyen el punto de partida de los llamados modos
locales. Esta descripcion, como veremos, tiene la ventaja de poporcionar una base alternativa que
resulta ser apropiada para la asignacion de estados a altas energias.

3.2. Coordenadas internas

Hasta hace unas décadas, los trabajos en vibraciones se limitaban a la identificacién de las fre-
cuencias fundamentales y algunos sobretonos y combinaciones. El método tradicional para des-
cribir moléculas poliatémicas estd basado en el empleo de una base normal, concepto derivado de
la aproximacion armoénica. El éxito de esta descripciéon puede explicarse por el hecho de que sé6lo
se prestaba atencion a los estados de mads baja energia, ya que sélo éstos se podian identificar ex-
perimentalmente. Con el desarrollo de nuevas técnicas espectroscopicas ha sido posible generar
espectros de alta resolucion en la region de altas energias de moléculas poliatémicas [2]. En ge-
neral se observa que a medida que la energia aumenta también aumenta la densidad de estados,
dando lugar a un espectro de caracteristicas complejas. Sin embargo, dentro de esa complejidad,
se encuentran regularidades que pueden explicarse si el problema de vibraciones se analiza co-
mo un conjunto de osciladores locales interactuantes. El concepto de modos locales estd basado
precisamente en esta idea en donde el conjunto de osciladores locales esta asociado a las coorde-
nadas internas de la molécula [3, 7, 4].

Las coordenadas internas son caracteristicas de la estructura de la molécula. Este conjunto
de coordenadas son adecuadas para describir el movimiento interno de la molécula, es decir, las
vibraciones moleculares. Ejemplos de coordenadas internas para describir los grados de libertad
vibracionales son: tensién de enlace, deformacién angular, torsién y deformaciéon angular fuera
del plano [63]. Cada una de estas coordenadas puede definirse como la diferencia entre una fun-
cion escalar de vectores de posicion en un configuracion distorsionada y la misma funcién en
la configuracién de equilibrio. Dado que la variaciones de longitudes y angulos en una molécula
pueden ser escritos en términos de la variacion de las coordenadas cartesianas de desplazamiento
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Capitulo 3. Descripcién de los grados de libertad vibracionales

de los ntcleos, el primer problema que se presenta es escribir la forma explicita de la transforma-
cion de coordenadas cartesianas a internas.

Debido a que la relaciéon entre las coordenadas internas y cartesianas es no lineal, se tiene la
siguiente forma general para la i-ésima coordenada interna ¢;:

ti = E:E:BakAak+- E:E:Bakﬁn akAﬁn

aﬁkn

1
+ =Y Y BN A By (3.37)

6 a,B,y k,n,p

donde a, y y corren sobre x,y y z, mientras que k,n y p corren sobre todos los ntcleos. Los
coeficientes B“k Blak b y B?k’ﬁ "YP estan dados por la primera, segunda y tercera derivadas con
respecto a las coordenadas cartesianas de desplazamiento evaluadas en el equilibrio. Estos ele-
mentos estan determinados por la geometria de la molécula. Una simplificacién consiste en con-

siderar esta transformacion como lineal y definir las coordenadas internas en la aproximacion

lineal ot
ti = ZZBMAM ZZ(@AZ,C) ak > (3.38)
a

y en forma matricial
t=Bx, (3.39)

donde la matriz B es de dimensioén (3N —6) x 3N y por tanto no es invertible. Para obtener la expre-
sion de las coordenadas cartesianas en términos de las coordenadas internas es preciso invertir la
matriz B. Para ello se acostrumbra adicionar seis coordenadas en el vector t de la ecuacion (3.39)
que corresponden a la traslacion yla rotacion de la molécula, donde se toma en cuenta el hecho de
que no todos los desplazamientos son independientes ya que satisfacen las condiciones de Eckart
y las ecuaciones del centro de masas [64]. En este caso podemos obtener

x=B7't. (3.40)

En breve veremos la importancia de la aproximacion (3.38) en la determinacién de los modos nor-
males.

Consideremos las coordenadas internas curvilineas en su forma general {f;}. Supondremos la
forma funcional
Xie = Xie (1) (3.41)

la cual es en general no lineal. Podemos establecer la forma del Hamiltoniano clasico en las coor-
denadas generalizadas #:

1
==Y Pa8apPp+VH), (3.42)
255

donde los elementos de matriz g,p4 estdn dados por (2.153). En forma matricial el Hamiltoniano
(3.42) toma la forma

1
H=-pGp+V(® . (3.43)
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seccion 3.2 coordenadas internas

Consideremos ahora la aproximacién armoénica, ya que los modos normales estdn definidos
en el marco de esta aproximacion. En este caso

1
V(t) = 5t*Ftt , (3.44)

donde F; es la matriz de constantes de fuerza referidas a las coordenadas generalizadas t. De
acuerdo a las ecuaciones de Hamilton

; oT
ly=—, (3.45)
opi
de modo que de (3.42) se tiene
k=) 8kp Pp » (3.46)
B

donde hemos tomado en cuenta que la matriz G es simétrica y por lo tanto g,p = gga- Si ademas
consideramos que G es real, entonces
G'=G . (3.47)

En forma matricial la ecuacion (3.46) toma la forma
t=Gp (3.48)

o también
p =t'G; p=Glt, (3.49)

donde se ha tomado en cuenta (3.47). La sustitucion de estas expresiones en el Hamiltoniano
(3.43) nos permite identificar la energia cinética en términos de las velocidades

|
T= E t G t y (350)
de donde obtenemos el Lagrangiano
1. !
L=-t'G'i--t'F,t. (3.51)
2 2

Aunque el potencial es armonico, la energia cinética contiene términos anarmonicos ya que la
transformacion (3.41) es en general no lineal. Debemos por lo tanto efectuar una aproximacion
lineal en (3.41) o bien en la matriz G. Supongamos entonces que obtenemos la aproximacion lineal
(3.40). En este caso de la definicion (3.40), obtenemos
Go=DD'; Dij=B;m;"*, (3.52)

la cual es independiente de las coordenadas. Aqui hemos hecho énfasis en que la matriz G cor-
responde a la matrix G evaluada en el equilibrio. N6tese que esta tltima expresion refleja en for-
ma inmediata la propiedad (3.47). Al considerar (3.52) en (3.51) obtenemos el Lagrangiano en la
aproximacion armonica. Las ecuaciones de movimiento asociadas a (3.51) tomando en cuenta
(3.52), son

Y {(Gyhjitj+ fiitj} =0, (3.53)

J
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donde f;; son los elementos de matriz de F;. Substituyendo soluciones del tipo
tj=Ajcos(M?t+e) (3.54)

obtenemos el sistema de ecuaciones algebraicas

3N-6
fii— GyHjiMlAj =0, (3.55)
=1

J

cuya solucioén no trivial existe si el determinante de la matriz asociada se anula, es decir
IF-Gy'Al=0 . (3.56)

El sistema de ecuaciones (3.53) determina un cambio de base. Con el proposito de identificarlo
introduciremos las coordenadas normales Q definidas por

t=1Q . (3.57)
En términos de las nuevas coordenadas Q el Lagrangiano (3.51) adquiere la forma diagonal
L= %Q*Q - % Q'AQ, (3.58)
siempre y cuando se satisfagan las relaciones
L'Gy'L=1; L'FL=A, (3.59)
donde A es una matriz diagonal. N6tese que estas ecuaciones implican que
L'=171G , (3.60)

lo que significa que la transformacion (3.68) no es unitaria. Notese ademds que en general F y Gg
no conmutan y por lo tanto no se pueden diagonalizar simultdneamente.

En (3.55) se tiene definida una matriz con elementos A jk» donde se etiqueta las diferentes solu-
ciones A. Por otra parte, hemos definido las coordenadas normales a través de la transformaciéon
L. Debemos por lo tanto establecer su conexion. De (3.59) no es dificil verificar que se debe satis-
facer la ecuacion de valores propios

L !GyFL=A . (3.61)
Esta ecuacion, en términos de elementos de matriz puede escribirse como
Y Afij = (G MijALjk =0 . (3.62)
j

Si ademds tomamos en cuenta que tanto F; como G, 1 son simétricas, tenemos
Y {fji— Gy jiAkILik =0, (3.63)
J
lo que nos permite identificar, al comparar con (3.55), lo siguiente
ij:Aj,-C . (3.64)

Es importante hacer notar que la normalizacion de los vectores propios en (3.61) se debe hacer a
través de (3.59).
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3.3. Coordenadas adaptadas por simetria

Puesto que las coordenadas normales portan representaciones irreducibles, es conveniente
presentar el andlisis de la seccion anterior cuando se consideran coordenadas adaptadas por sime-
tria. El cambio de base de coordenadas internas t a coordenadas adaptadas por simetria S pode-
mos escribirlo de la siguiente forma

st=t'm , (3.65)

donde M es una matriz ortogonal que se obtiene mediante algiin método de proyeccion. Invir-
tiendo la expresion anterior, el Lagrangiano (3.51) en la aproximacién armoénica puede escribirse
como

1, .1
L=-S8'¢1§-_stzs, (3.66)
2 2
donde
4t =M'Gy'™M , Fs=M'FM. (3.67)

Ahora tomaremos en cuenta que las coordenadas internas se relacionan con los coordenadas nor-
males mediante
S=1LQ . (3.68)

Entonces podemos reescribir el Hamiltoniano (3.66) de la siguiente forma
L= %Q*L@gl LQ- % Q'L'# LQ . (3.69)
Demandamos ahora que el Lagrangiano anterior sea de la forma (3.5). Para ello se debe satisfacer
L'¢,'L=1, LI L= A, (3.70)
de donde se sigue que

L '9Z, L=A . (3.71)

El Hamiltoniano correspondiente lo obtenemos a través de los momentos. Sea 2?; el momento

asociado ala coordenada S;

oT .
Pi=—=Y (9 iaSa (3.72)
aSi a

y en forma matricial
P=4,'S; 4,2=S. (3.73)

De esta ultima expresion podemos escribir el Hamiltoniano
1 s -

donde hemos tomado en cuenta la hermiticidad de %,. Las matrices ¢ y &, son diagonales por
bloques, donde cada bloque corresponde a una representacion irreducible del grupo. Asimismo
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debido a que el Hamiltoniano es invariante ante las transformaciones de simetria del grupo pun-
tual de la molécula, los elementos de matriz del Hamiltoniano cuédntico (incluyendo anarmonici-
dades) en una base adaptada por simetria ‘P?W ) tiene la froma general

WP = He g6, (3.75)

donde pu(v) etiquetan las representaciones irreducibles, y j(i) son las componentes correspondi-
entes de cada representacion, mientras que « y 8 distinguen funciones pertenecientes a la misma
representacion irreducible y misma componente.

La diagonalizacion del Hamiltoniano (3.74) nos provee de las coordenadas normales. Estas
coordenadas pueden usarse como base para diagonalizar un Hamiltoniano cudntico més general,
hasta orden cuértico en coordenadas y momentos, por ejemplo. La base normal, nos llevard a una
descripcion similar a la descrita anteriormente en coordenadas cartesianas. La ventaja del uso de
coordenadas internas, sin embargo, estriba en la descripcion local como una alternativa al uso
de la base normal. La descripcion local consiste en diagonalizar el Hamiltoniano en una base de
producto directo de funciones, cada una de ellas asociada a un potencial local. El caso més sim-
ple consiste en considerar dos osciladores armoénicos para cada oscilador. Desde el punto de vista
fisico, sin embargo, es mds apropiado asociar osciladores de Morse para los grados de libertad de
tension, ya que las funciones contienen desde un principio la anarmonicidad y el continuo. Las
flexiones pueden tratarse en primera aproximacion en términos de osciladores arménicos. La dia-
gonalizacion del Hamiltoniano (3.43) no es facil de obtener, ya que la matriz G(t) depende de las
coordenadas internas de forma complicada. Para moléculas pequefias (cuatro atomos) la diago-
nalizacion directa es posible, pero no asi para moléculas de tamafio mediano. El procedimiento
a seguir consiste en desarrollar en serie de Taylor la matriz G(t) y el potencial V(t), preservando
términos hasta orden cudrtico. El corte hasta este orden permite identificar las interacciones mas
relevantes de Fermiy Darling-Dennison.

Considerar osciladores de Morse u osciladores arménicos para las diferentes coordenadas no
es la unica alternativa. En el capitulo 4 presentamos el llamado modelo algebraico U (v + 1), cuyo
potencial asociado no se ha identificado, pero es de gran importancia para tratar sistemas alta-
mente excitados [67]

3.4. Oscilador armonico

El oscilador arménico ademads de tener solucion analitica resulta ser una buena aproximacion
para un gran nimero de sistemas. Esto lo podemos constatar de inmediato del andlisis anterior en
donde se mostré que el cambio a coordenadas normales simplifica el problema de osciladores a
un conjunto de osciladores armonicos independientes. Por otra parte, ain cuando se consideren
osciladores de Morse o Poschl-Teller se espera que en el limite de pequefas oscilaciones se re-
cuperen los resultados para oscilador arménico. Asimismo el estudio del oscilador arménico nos
ofrece la oportunidad de introducir la representacion algebraica, de ahi que empecemos el andli-
sis de diferentes potenciales con esta seccion. Asi pues empezaremos por la solucion clésica de
oscilador arménico en una dimension, para posteriormente establecer la descripcion cudntica.
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3.4.1. Descripcion clasica

Sea V(X) el potencial correspondiente al oscilador armoénico
1 o2
V(X) = EkX . (3.76)

La ecuacién de movimiento asociada a este potencial es

deX __4vX) _ —kX (3.77)
dr2 dx ' :

donde m es la masa de la particula. La ecuacion anterior admite soluciones de la forma general

k
X=Xy cos(wt+ ) , w= pe (3.78)
Las constantes de integracion X, y ¢ se determinan con las condiciones iniciales. El Lagrangiano

de este sistema esta dado por

1 .
L= > mX?-V(X), (3.79)
con el Hamiltoniano asociado
P o1,
H=—+-kX*, (3.80)
2m 2

donde P es el momento conjugado de X. Dadas las soluciones (3.78), al ser sustituidas en (3.80) se
obtiene la conservacion de la energia

1 22
E= L X, . (3.81)

Noétese que la energia puede tomar cualquier valor, pues X, es arbitrario. Si fijamos la energia E,
entonces el movimiento cldsico se encuentra limitado a los desplazamientos maximos +X,,. En
+ X, la energia potencial el méximay la energia cinética es cero. Por otra parte si X;,, = 0 entonces
la energia potencial es la que se anula y la energia cinética se iguala con la energia total.

3.4.2. Descripcion cudntica

Directamende de la expresion cldsica (3.80) obtenemos el Hamiltoniano cuantico

H=— +-kX? (3.82)

y en unidades adimensionales

H_ & Los2y 2 b=/ 20% po - p (3.83)
PR == x ) x: N ’ = » .
Aw 2 p I7) p Aom

con [p, x] = i. Como # es independiente del tiempo, el andlisis se reduce a obtener la soluciéon a
la ecuacion de Schrodinger

\p) = E|). (3.84)
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A continuacién definimos los siguientes operadores

]. ].
1’ A o A A A N
( )) ( )’ (- )

con relaciones de conmutacion bosénica

a

[a,a'1=1. (3.86)

La representaciéon del Hamiltoniano en términos de estos operadores toma la forma simple

. 1 1
H=dlar-=N+-, (3.87)
2 2
donde hemos definido el operador de niimero
N=a'a . (3.88)

Este resultado (3.87) implica que resolver (3.84) es equivalente a obtener las funciones propias del
operador de niimero N

Nipy) =vlpy) (3.89)

Para obtener las soluciones de (3.89) primeramente calculamos el valor esperado de NV
(pyINlpy) = (pylatalpy) = (pya’lapy) =y, dedonde y=0. (3.90)
Aqui hemos tomado en cuenta las propiedades de producto interno. Consideraremos el caso y =0
((podTI&(po) =0, dedonde |ago)=0, entonces dalpy,)=0. (3.91)

Lo cual implica que |¢) es el estado de menor energia. Ahora bien, siy > 0 tenemos que |d¢g,) es
vector propio de N
Nalpy) = (N-1alpy) = (y—Dalpy) . (3.92)

De igual modo para IdT<pY> se tiene

Na'lpy) = (N +Da'lp,) = (y + Da'lpy), (3.93)

y generalizando
N@" gy = r—m@"lgy) , (3.94)
N@H"lpny = y+m@) gy . (3.95)

Ahora bien, como y = 0 es el valor minimo, aplicando sucesivamente a podemos generar la se-
cuencia infinita

lpo), @' 1o, (@hH21po), ..., (@™o (3.96)

Nos resta por demostrar sin embargo que esta secuencia

lgy), con Y=0,1,2... (3.97)
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incluye todos los estados posibles, esto es, que es un conjunto completo. Para ello probaremos
que v es entero. Supongamos que y = n+ s donde 0 < s < 1, entonces tenemos que

(@ " Pn+s) =lps),  yademds  Nlgs) = slgs) , (3.98)
entonces .
N
= M , de donde s=0, (3.99)
(pslgs)

Ahora supongamos que dlg;) # 0, entonces

alpsy ~lpis-1) =  Nlgs-1) = (= Dl@i-n), (3.100)

y como consecuencia
alps) =0 por tanto s=0. (3.101)

Asi pues, los valores propios y son enteros y los designaremos por y = n. Ahora tomando en cuenta
(3.87) tenemos

1
En:ha)(n+§) n=0,12... (3.102)

Por tanto la energia del oscilador arménico esta cuantizada y no puede tomar valores arbitrarios.
Nétese que el valor minimo es diferente de cero Ey = %‘” y la diferencia entre dos niveles de energia
consecutivos es AE = E,;1 — E;, = hw. Ademads no existen niveles degenerados, esto puede verse
como consecuencia de que el grupo de simetria del sistema es €, el cual presenta dos represen-
taciones irreducibles, ambas unidimensionales. Al operador N se le conoce como operador de
ntmero y a los operadores @' y @ como operadores de creacién y aniquilacién respectivante, és-
to debido a que su acciéon es aumentar o disminuir un cuanto de energia al estado sobre el cual
actuan. La accion de estos operadores es la siguiente [68]:

allpn) = Vn+1 lpna) (3.103a)
alpny = Vn lpn-1) . (3.103b)

Debido a que la secuencia (3.97) es un conjunto completo se satisface la relacién de cierre

[e.°]

I(Pn><(Pn| =1. (3.104)

n=0

Los estados |¢,) definen una representacion, la representacion de los estados propios del Hamil-
toniano la cual es diagonal

N 1
(pnlHl|@n) :hw(n+§)5mn . (3.105)

Como los observables x y p son funciones de @y a', cualquier variable dindmica podré expresarse
en términos de operadores de creacion y aniquilacion. Esto es lo que conduce a la llamada repre-
sentacion algebraica, lo cual tiene la ventaja de que todas las manipulaciones se efectuan con base
en el conmutador (3.86), a diferencia de las manipulaciones integrodiferenciales en el espacio de
configuracion.
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3.5. Modelos algebraicos

El concepto de Simetria y el lenguaje natural para describirla formalmente, es decir, la Teoria
de Grupos, juegan un papel muy importante en el campo de la fisica y la quimica. La gran com-
plejidad que presentan los sistemas clasicos y cuanticos puede simplificarse mediante el andlisis
de las propiedades de simetria del sistema. Pero mas alla del aspecto utilitario, la teoria de grupos
nos permite visualizar bajo una nueva perspectiva conceptos y definiciones que, de otra forma,
parecen ser introducidos de manera arbitraria. Ademads la simetria nos encamina hacia la formu-
lacién de una teoria fisica correcta proporcionando constricciones y pautas en sistemas que de
otra forma no podrian tratarse. La existencia de simetria en un sistema da lugar a la aparicién de
magnitudes conservadas que en cudntica se corresponden con niimeros cudnticos, los cuales nos
permiten etiquetar sistemdticamente los estados del sistema.

Dentro de los métodos de la mecénica cudntica, tal vez sean los métodos algebraicos los que
hacen uso de la teoria de grupos en su forma mds amplia. Estos métodos no solamente proveen
de funciones base adaptadas por simetria, sino que proporcionan todo un esquema para definir
tanto las variables dindmicas como su manipulacién para el célculo de observables. Este tipo de
métodos han sido aplicados con éxito en fisica nuclear, pero también han sido propuestos en el
ambito de la fisica molecular, especialmente en la descripcién roto-vibracional de moléculas. En
esta seccidon presentamos las ideas fundamentales de lo que constituyen los métodos algebraicos.

Definici6én de grupo.

Un conjunto no vacio de elementos G = {g1, g2, &3, .- &n} forman un grupo si dada una ley de
composicion entre sus elementos se satisfacen las condiciones de cierre, asociatividad, identidad
y existencia del inverso.

En grupos continuos o grupos de Lie, todo elemento del grupo se obtiene como potencia de un
conjunto base de elementos llamados generadores, que juntos forman un 4lgebra llamada élgebra
de Lie, asociada al grupo. En general los generadores g; definen un algebra de Lie si cierran bajo la
conmutacion

A oA k A
81,81 = % ¢i;8k (3.106)
y satisfacen la identidad de Jacobi. El conjunto de constantes clk. se conocen como constantes de

estructura y definen tanto las propiedades del dlgebra de Lie como las del grupo asociado al 4lge-
bra [69].

Transformaciones de simetria y cantidades conservadas.

Una transformaciéon que deja invariante un sistema recibe el nombre de transformacion de
simetria. A su vez el conjunto de transformaciones de simetria forma un grupo; el llamado grupo
de simetria. Desde un punto de vista mds general las transformaciones de simetria de un sistema

fisico puede definirse en términos de las ecuaciones de movimiento del sistema. Supongamos que
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tenemos el sistema de ecuaciones
Oiy;=0 i=1,2... (3.107)
entonces los operadores g;; tales que

Y 0igijw)=0 i=12.. (3.108)
j

se llaman transformaciones de simetria, ya que transforman la solucién ¥ en otra soluciéon gy
de la ecuacion (3.107). Consideremos por ejemplo la ecuacién de Schrédinger dependiente del
tiempo

(H(x, p) - ia%)u/(x, H=0. (3.109)

k i(x, p, DY (x, 1) es también solucion de la ecuacion (3.109) si satisface la ecuacion

.. 0k
[H,kj]_la—t:() : (3.110)

esto es, k i es un operador asociado con una constante de movimiento. Ahora bien si ke y ko son
constantes de movimiento, el conmutador es de nuevo una constante de movimiento, y si ademas
los k; forman un algebra de Lie entonces los operadores k; resultan ser los generadores de la si-
metria algebraica del sistema dependiente del tiempo [54].

Consideremos ahora la ecuacion de Schréodinger para estados estacionarios
A1) = Enpl) (3.111)

donde hemos supuesto que la funcién ¢ (r) asociada a la energia E, tiene degeneracion gy, es
decir, i = 1,2,...,g,. Asimismo hemos supuesto un espectro discreto de energias. Supongamos
que existe un grupo G de transformaciones que dejan invariante el Hamiltoniano, es decir

[Or, #)1=0, YReG . (3.112)

Si el niimero de transformaciones R es maximo se dice que G es el grupo de simetria del sistema.
Apliquemos a la ecuacion (3.111) el operador O por la izquierda

Or P! (¥) = E,Orpl(x) (3.113)

e introduzcamos la unidad @R@I;l entre A y ¢ (r), de modo que

(OrFHONORYTX) = E,Orep? (1) . (3.114)
Pero de acuerdo con (3.112)
Or O =7, (3.115)
y por lo tanto
FJC (O (1)) = E,(Ore} (1) . (3.116)
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Esta expresion nos dice que la funcién transformada @R(p;?(r) es funcion propia de .# asociada a
la misma energia Ej,. Pero el subconjunto de funciones degeneradas {¢’ (r), i=1,...,8,} forma
un subespacio asociado a E,, y por lo tanto

. 8&n
Orp} (@ =} Dji(Rpx) . (3.117)
j=1
Las matrices D(R) constituyen una representacion del grupo de simetria G ya que,

D(R1)D(R2) =D(R1R2); RiR€G . (3.118)

Este resultado se resume en el siguiente

Teorema de Wigner. Las soluciones de la ecuacion de Schrédinger para estados estacionarios
son base de representaciones irreducibles del grupo de simetria del sistemal103].

En este caso una constante de movimiento estd asociada a un observable A que no depende
explicitamente del tiempo y que conmuta con el Hamiltoniano, es decir

. 0A
[A, 7#)=0, 50 (3.119)

Para un sistema conservativo . mismo es una constante de movimiento. Si sustituimos (3.119)
en

A iy =L i g+ 4 (3.120)
dr” " in ot'’ :
obtenemos

d . d
E<A> = E(‘P(l‘)lAI‘I’(tD =0, (3.121)

lo cual dice que (A) es una cantidad que se conserva. Como Ay # conmutan, se pueden diago-
nalizar simultaneamente, es decir se puede encontrar un sistema comun de vectores propios

jgl(bn,p,r) = En|¢n,p,r> . (3.122)
Akpn,p,r) apldbnpr) (3.123)

donde 7 es un indice necesario en el caso de que H y A no constituyan un conjunto completo.
Los vectores |¢y, p ;) son estados estacionarios de H caracterizados por el valor pr0p10 E,. Los es-
tados |¢,, ;) también son estados propios de A con valor propio ap. Como A es una constante
de movimiento los valores propios a, proveen de un etiquetado independiente del tiempo. Los
valores propios de A son llamados por esta razén, buenos ntimeros cuanticos.

Las transformaciones de simetria de un grupo G satisfacen

— =0, (3.124)
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aunque en general
[Or;,#1=0, [Og,,Or;]#0 VR; €G. (3.125)

Esto nos indica que las operaciones de simetria no nos proveen de niumeros cudnticos simultdnea-
mente. En contraste, para las clases K; tenemos

AK;

5 =0 [K;, #1=0, [K;,Kj1=0 VK;€G. (3.126)

Esto nos dice que las clases K; de un grupo G si constituyen un conjunto apropiado para proveer
de ndameros cudnticos. El conjunto de valores propios de las clases es 1o que define una representa-
cion irreducible de G, de ahi que las posibles representaciones irreducibles proveen precisamente
de los numeros cuanticos del sistema.

Ahora bién la simetria algebraica asociada con los sistemas dependientes e independiantes del
tiempo nos proveen de constantes de movimiento de los sistemas fisicos. Por otra parte el dlgebra
dindmica de un sistema independiente del tiempo se define como aquella que permite conectar
todos los estados propios del sistema a través de sus generadores. Esto significa que cualquier
variable dindmica puede expresarse en términos de los generadores, es decir, el dlgebra dindmica
define un espacio de Hilbert apropiado para la descripcion del sistema. Dada un dlgebra de Lie, se
puede construir al menos un operador ; que conmuta con todos los generadores del k ]

[6,kj1=0 1=12,..,r j=12..5. (3.127)

A estos operadores se les conoce como operadores de Casimir u operadores invariantes y pueden
ser lineales, cuadraticos o de 6rdenes superiores en los generadores. El namero r de casimires
linealmente independientes coincide con el niimero méximo de generadores que conmutan entre
ellos

(ko kgl=0  a,B=1,2...,r . (3.128)

Los operadores (4}, ko) pueden diagonalizarse simultdneamente y usar sus valores propios para
identificar los estados propios correspondientes.

Parala ecuacion de Scrhédinger independiente del tiempo la simetria algebraica nos provee de
contantes de movimiento que se traducen como nimeros cudnticos que nos permiten distinguir
estados asociados a una misma energia, es decir el dlgebra de simetria s6lo conecta estados de-
generados. Por otra parte los generadores del dlgebra dindmica no son constantes de movimiento,
pero pueden conectar todos los estados del sistema.

Métodos algebraicos

Sea G el grupo de simetria del sistema. Consideremos un conjunto de operadores g = tk it que
forman un 4lgebra y ademds
[A,kj1=0 . (3.129)

Entonces g resulta ser el dlgebra de simetria del sistema. Los estados propios de H con energia E,
pueden escribirse como |@Au), donde A se refiere a las representaciones irreducibles del grupo de
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simetria y u distingue entre diferentes componentes (y puede elegirse de modo que correspondan
con las representaciones irreducibles de un subgrupo de g). Los valores propios del Hamiltoniano
en (3.129) dependen de «

HlaAyu) = Eqyl Ay . (3.130)

Asimismo, de la ecuacidon (3.117) se tiene que los generadores k; no conectan estados con diferen-
te A.

La introduccion de un conjunto de casimires que conmutan nos permitird distinguir entre
todos los estados |aAu). Para hacer ver esto consideremos la cadena de édlgebras

81282 (3.131)

Si g1 es el dlgebra de simetria del Hamiltoniano (g en (3.129)), podemos etiquetar los estados pro-
pios como (A; ). Puesto que g» < g1 entonces g» también es un dlgebra de simetria de H aunque
no maximal, y consecuentemente sus vectores propios son etiquetados como |A,u,). Combinan-
do estas dos propiedades podemos etiquetar los estados

HlaA Aopio) = Eglad Aapi) (3.132)
Esto puede extenderse a més subgrupos g1 2 g2>832....

Supongamos ahora que g; es el dlgebra dindmica del sistema. En este caso los elementos de
g1 no conmutan con el Hamiltoniano, pero si una subdlgebra, la que corresponde al dlgebra de
simetria. Puesto que g es el dlgebra dindmica el Hamiltoniano puede desarrollarse en términos
de sus generadores. Una forma elegante de escribir el Hamiltoniano es en términos de operadores
de Casimir de los diferentes subgrupos de g;. Por ejemplo, supongamos la cadena g; © g» © g3. El
Hamiltoniano podria tomar la forma

H=a%6,(g1) + BE6(g2) +Y6E3(g3) , (3.133)

donde €6 , 6>y 65 son los casimires asociados a g1, g2 y g3 respectivamente. Supongamos que el
grupo de simetria es gs. El Hamiltoniano (3.133) es diagonal en la base definida por los vectores
propios de los operadores de Casimir involucrados en la cadena g; > g» © g3. Cuando esto sucede
la solucién se conoce y recibe el nombre de simetria dindmica asociada a la cadena g; > g» © g3.
Podria haber, sin embargo, una cadena alterna, digamos g; gé D g3, en cuyo caso el Hamiltonia-
no

Hy = a61(g)) + B 6a(gy) +y€s(g3) (3.134)

serd diagonal en la base definida por dicha cadena. Se tendrd entonces una simetria dindmica
adicional. El Hamiltoniano més general contiene casimires de ambos subgrupos

H=a%(g1) + B6(g) + +,5/c€2(g;) +763(g3) (3.135)

en cuyo caso se dice que se presenta un rompimiento de la simetria dindmica. El Hamiltoniano
(3.135) puede diagonalizarse en una u otra base, lo cual es posible hacerlo en forma eficiente y
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elegante mediante las técnicas de teoria de grupos.

Resumiendo, el Hamiltoniano y todos los operadores en el sistema pueden ser expresados en
términos de los generadores del dlgebra dindmica. Todos los observables del sistema pueden cal-
cularse algebraicamente. Las bases apropiadas para calcular los elementos de matriz son provis-
tos por las diferentes simetrias dindmicas. Es importante mencionar que las cadenas contienen
como subgrupo al grupo de simetria del sistema. Cuando hay diferentes cadenas de grupos, el
Hamiltoniano en general no es diagonal. En este caso, sin embargo se tiene la ventaja de que el
Hamiltoniano se puede diagonalizar en forma elegante, utilizando por ejemplo los paréntesis de
transformacion [54].

3.5.1. Representacion SU(2)

En esta seccién ejemplificaremos el concepto de grupo dindmico para el problema unidimen-
sional del potencial de Morse. Introduciremos la representacion algebraica para los operadores de
momento y posicion de un oscilador de Morse. Por el momento nos limitaremos a los estados li-
gados, en la siguiente seccién veremos una ralizacion mediante la cual podemos tomar en cuenta
el continuo.

Seleccionando el valor nulo del potencial en el limite de disociacion tenemos que el potencial
de Morse estdn dado por
Vi (x) = D —e P? (3.136)

y en términos de la coordenada de Morse y;
Vim(q) = Dy?, y=1-eF~ (3.137)

donde D corresponde a la profundidad del pozo,  esta relacionado con el alcance del potencial y
x es la posicion relativa a partir de las posiciones de equilibrio. En términos de la variable de Morse
el Hamiltoniano toma la forma explicita

1

Hy =
Mzu

1
P+ Efrrﬂ_zyzy (3.138)

con constante de fuerza dada por
fir=2Dp? . (3.139)

La solucion a la ecuacion de Schrodinger asociada al potencial de Morse, es [70]

¥l (2) = Nle 7212 (2), (3.140)
donde L2%(y) son los polinomios asociados de Laguerre, z esta relacionado con la coordenada x
de la siguiente manera

z=Q2j+1)eh* (3.141)
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y N} esla constante de normalizacién

N = pR2j-2v)I'(v+1)
v rej-v+1)

(3.142)

Las variables j y s se relacionan con la profundidad del pozo y la energia respectivamente

. 8uD | —2uE
k:2]+1: ﬁzhz. S= W

Por otra parte los valores propios estdn dados por

E
% = W, (V+1/2) —wexe(v+1/2)2

D ’,—LZ 2
hc w,=hw="h &:ZPiﬁ —;  hcwex, = p .
\/ u \12# 2u

donde

(3.143)

(3.144)

(3.145)

Es posible obtener una representacion algebraica del Hamiltoniano en términos de operadores
de creacién b’y aniquilacién b que acttian sobre las funciones de Morse. Estos operadores depen-
den de la coordenada y del momento, ademés del operador de namero 7, y tienen la siguiente

accioén sobre las funciones de Morse

b o p, W) = Vo+Da-w+Di)¥ o),
bx,p¥,(y) = Vva-viK¥ (),
b = vy

La forma explicita de estos generadores es la siguiente [55]

b ip k] [j-v-1
+ e ~ip . . K J—-v
b - ﬁhHJ 2(j-v)-1) 2] KG=v)
e ip . . k] [j-v+1
b T((EH]_U))(Z(]_U)_D_E] kG0

con relaciones de conmutacion

~A A~ 20+1 ~ ~ ~ ~
hb=1- "K [0,b" = bt 0,b) = —b.
Mediante la transformacion
b' = JoIvx,
b - ]A+/\/E)
D = j_jOr

(3.146a)
(3.146b)
(3.146¢)

(3.147a)

(3.147b)

(3.148)

(3.149)
(3.150)
(3.151)
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podemos identificar las relaciones de conmutacién de momento angular. Asi pues estos operado-
res son generadores del grupo SU(2)

Gsue) = {b', b, 0}. (3.152)

Desde el punto de vista de la teoria de grupos el pardmetro j etiqueta las representaciones irre-
ducibles de SU(2). La proyeccion del momento angular m estd relacionada con v a través de

m=j-u. (3.153)

De aqui podemos ver que v = 0 corresponde a m = j. En el espacio algebraico, las funciones
propias de Morse toman la forma ' . .
1wy = A (BN 1)), (3.154)

A P Ay 3.155)
v!2j)!

Las funciones de Morse estdn asociadas a una de las ramas (en este caso m < —1) de la repre-
sentaciones de su(2) . Larealizaciéon del Hamiltoniano de Morse en términos del dlgebra su(2) estd
dada por

con la constante de normalizacion

A

Hw ~p o onny 1
Hy=—b b+ b bt + — 3.156
M= ( 4k) ( )
con valores propios
h
EM(U):hw(v+1/2)—7w(v+1/2)2. (3.157)

El limite armonico se obtiene haciendo k — oo

N

Klim b = a, (3.158a)
— 00
Jlim pr = a, (3.158b)
—00

mientras que para el Hamiltoniano de Morse tenemos

e (OB
lim H=—(a'a+aa’) (3.159)
K—00 2
con los siguientes vectores propios para las funciones armoénicas
@h”
v n!

Debido a que los operadores (3.152) forman un 4lgebra dindmica para el oscilador de Morse,
cualquier variable dindmica puede ser expresada en términos de estos operadores, es decir pode-
mos obtener una realizacion algebraica de x, y y p [55]. Para el momento se tiene

In) = 10) . (3.160)

. o 1 .. o
p= %‘/Zhwﬂ[fvde —-bh, + T(bbgv —g,,bTbT) + O(1/%)], (3.161)
K
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mientras que el desarrollo de la variable de Morse toma la forma [71]

% - \/%[fyiﬂ +bf, + %(f,,d + g, b'ht + bbg,) + 00 /5], (3.162)
donde
4 = 1+2y, (3.163)
f = \/(K—ZU(—Kli(:j);2v+1), 168
K2(k —20—1)(k — 20 +3)
g = —\/ S 1Y (3.165)

Un desarrollo similar para la variable x se presenta en [55]

Las expresiones para y y p estdn dadas en términos de un desarrollo en potencias de 1/V'k,
lo cual se puede ver al notar que en el limite armoénico los operadores diagonales son finitos. Es
importante hacer notar que los desarrollos (3.161) y (3.162) permiten identificar la relevancia de
cada término al establecer los diferentes grados de aproximacién en forma sistemaética. En el limite
armonico recuperamos los resultados para el oscilador arménico

lim p = %\/zhwu[aha] : (3.166a)
n

lim 2 = limx= —[aua] , (3.166b)

K—00 ﬁ K—00 2o

lim et = at. (3.166¢)

Tomando en cuenta x grande pero finita, podemos considerar el efecto anarménico mediante la
aproximacion lineal

1

é\/m [iﬁ _ 15] , (3.167a)

x:,/%[@u@] . (3.167b)

Esta es la aproximacién més simple que toma en cuenta efectos anarmoénicos [56]

>=I< =

3.5.2. Algebra dindmicasu(l,1)

Enla descripcién de fenémenos como el rompimiento del enlace molecular o la disociacién, la
parte continua del espectro juega un papel preponderante y consecuentemente debe ser tomado
en cuenta en el tratamiento tedrico de estos fenémenos. Debido a ello se ha puesto mucho interés
en incorporar el cominuo en la descripcion de los sistemas [72, 73, 74]. La solucion a la ecuacion
de Schréodinger I‘P{,l) asociada a los estados ligados del potencial de Morse no forma una base
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completa. Una base completa se obtiene al considerar tanto los estados ligados como el conti-
nuo. Para ello se ha propuesto la discretizacion del continuo mediante un conjunto completo de
funciones ortonormales, para las cuales se pueden obtener operadores de ascenso y descenso que
junto con el operador de numero satisfacen las relaciones de conmutaciéon del grupo SU(1,1) [71].

Consideremos el siguiente conjunto de funciones
o _ A0 720-1 o ,—zl2
D, (2)=A, L, (2 z" e “'7,
con la constante de normalizaciéon

. pn!

n Ir'o+n)

donde z = ke P*. Los operadores de ascenso y descenso son

K, = zi—f+(a+ﬁ),
dz 2

K. = —zi—f+(a+ﬁ),

X dz 2

Ky = (o+n),

con la siguiente accion sobre la base

IA<+|0', ny = kilo,n+1), con ky=+vn+1)(20+n).
KR_lo,ny = k_lo,n—1), con k_=+v/nR2o+n-1).
Kolo,n) = kolo,ny, con ky=0+n.

El conjunto de operadores
Gsu(l,l) = {K+y K—v Ko}v

satisface las relaciones de conmutacion

[-IA(+v-lA(—] = _Z-IA(Ov [kOyI%—] = _k—r [I%O!IA(+] = IA<+y

correspondiente al dlgebra su(1,1). En términos del operador de Casimir de su(1,1)

C=R.K -R2+Ro,
con ecuacion de valores propios
Clo,ny=—a(o —1)|o,n),
el Hamiltoniano puede reescribirse como
= %[—0(0 — 1)+ Ro@Ro— 1) + g(fg +K)

1 PN N
- E[(K++K—)K0+K0(K++K_)]],
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(3.169)

(3.170)

(3.171)
(3.172)

(3.173)
(3.174)
(3.175)

(3.176)

(3.177)

(3.178)

(3.179)

(3.180)
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con elementos de matriz

(a,nII:IMla,n) = %[—0(0—1)+(0+n)(20+2n—1<)], (3.181)
(@, n+11HMo,ny = %[(j—a—n)\/(n+l)(20+n)], (3.182)
o 1 .
(@, n-110Mo,ny = ;[(]—U—n+1)\/n(20+n—1)]. (3.183)
Parac =1
j-1
1, v) =) amll, n), (3.184)
n=0

donde a,, = (1, n|jv). Explicitamente

(3.185)

any =

1 i nm+ I+ j-v+ DI —v+n+m)
ﬁAanmZ:,O( ) ni(n—m)!(m+k)!mI(j-v+m)

con NZ dado por (3.142). Si escogemos o = j, el limite armoénico se recupera en forma natural.
Para ello definimos los operadores

.. K . K
b = \/—% b= 7 (3.186)
La accién de estos nuevos operadores sobre la base es
R n+1
b'ij,ny = \/(n+1)(1—7)|j,n+1), (3.187)

A n-2_.
blj,ny = \/n(l—T)Ij,n—D, (3.188)

cuyo limite armonico estd dado por

lim bt = a, (3.189)
—00
Klimi) = 4, (3.190)
— 00

donde {af, 4} son los operadores de creacién y aniquilacién de oscilador arménico. El conmutador
[b, b'] en términos del dlgebra su(1,1) toma la forma

~ A 1 ~ 4 2 A
(b, bT] =—[K_,K,] =—-K). (3.191)
K K
Como Ky = j + 71 tenemos
A 2n+1
[b,b"1=1+ nK : (3.192)
de donde R
lim [b, b'1=1, (3.193)
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o0 bien )
. 2K
Iim —=1. (3.194)

K—00 K

En términos de los operadores b'(b), el momento y la coordenada son lineales

- by (3.195a)
V2 ' '

2Ky — Vx(b' + b). (3.195b)

N
Il

Para el Hamiltoniano tenemos

aM = Ko(f—1)+§(bfb+bbf)
1 ~ ~ A A ~ K - ~
— —— [+ DKy +Ky(b' + b))+ =b" + b, 3.196
Zﬁ[( ) Ko + Ko ( )] 2( )] ( )
de donde obtenemos .
lim AM=_-D+ E(a*a+ aah). (3.197)

3.5.3. Modelo U4)

En las subsecciones anteriores ilustramos el concepto de grupo dindmico mediante el analisis
del potencial de Morse. Encontramos que su(2) es el dlgebra dindmica del sistema, lo cual significa
que todo operador puede ser expresado en términos de los elementos del dlgebra su(2), deduci-
da a partir de los operadores de creacién y aniquilacion de las funciones propias de Morse, para
estados ligados. Este grupo dindmico corresponde a un problema unidimensional, pero al asociar
a cada coordenada interna uno de estos grupos, es posible describir los grados de libertad vibra-
cionales de moléculas complejas a través del producto directo de estas dlgebras. Por ejemplo, el
grupo dindmico para el agua es SU; (2) x SU»(2) x SU3(2), correspondiente a los grados de libertad
de este sistema. En este tipo de dlgebras, sin embargo, el concepto de simetria dindmica no es rele-
vante debido a que el nimero de operadores de Casimir disponibles son en general mucho menor
alasinteracciones involucradas en el Hamiltoniano. Para ejemplificar estos conceptos presentare-
mos el modelo U (4) propuesto por lachello para describir los grados de libertad vibracion-rotacion
de moléculas diatémicas. Este modelo es un caso particular del modelo U(v + 1), propuesto origi-
nalmente en fisica nuclear [67].

El modelo U (4) surge de adicionar un bosén extra al grupo U (3) del oscilador armoénico tridi-
mensional. Para la descripcion de este ultimo es necesario un operador bosénico p%(pm) que
porta momento angular [ = 1y paridad (-)’. Asi pues los productos bilineales

€ =plpw  mm' =041, (3.198)
generan al grupo unitario U(3), el cual es el grupo de simetria del oscilador armoénico tridimen-

sional. Es usual utilizar la notaciéon b;rm para referirse a p;rn si [ =1. El &lgebra u(4) puede realizarse

68



Capitulo 3. Descripcién de los grados de libertad vibracionales

al adicionar al conjunto p;rn, el bosén escalar extra s'. Los bosones p se usan para describir los
grados de libertad dipolares, mientras que s es un boson adicional que se introduce para generar
interaciones entre los operadores bos6nicos con diferente ntimero de bosones p.

Estos operadores satisfacen las relaciones de conmutaciéon

[6],61=6/6,k-€16s  1,j,k1=1,23,4 (3.199)

donde el indice i = 4 se refiere al bosén sy i =1,2,3,a m =0,+1,—1, respectivamente. Los ope-
radores <€l] son los generadores del grupo dindmico U(4). Como la invariancia rotacional es un
punto importante en el modelo de vibrones, es ttil escribir los generadores de U(4) de modo que
se comporten como tensores esféricos bajo las rotaciones. Esto se obtiene acoplando los opera-
dores a operadores bilineales con momento angular A y proyeccién u en el eje z, de la siguiente
forma
Ner 7y = A
BP0, =1b) x bl = Y (Aml'm\Awb] by (3.200)
mm’

Los operadores %LM (1,1') son combinaciones lineales de € l] y por tanto también son generadores
de U(4).

Se pueden construir diferentes cadenas de grupos de U(4), pero nos interesan aquellas que
contienen SO(3). Esta restriccién es necesaria para construir bases que porten el momento an-
gular L. Un subgrupo de U (4) se obtiene al omitir del conjunto de generadores aquellos que con-
tienen s’ o 5. Los generadores que quedan nos dan el subgrupo U(3) con la cadena asociada

U4 o U@B) o SOB) o SO©
| | | | (3.201)
[IV] np L My ,

donde n, es el nimero de bosones p. Como estamos tratando con bosones, la representacion de
U(4) debe ser totalmente simétrica con N igual al numero total de cuantos, n, esta asociado a
U(3), L es el momento angulary M es la proyeccién del momento angular sobre el eje z. También
es posible la siguiente cadena de grupos

U4 o SO@) > SOB) o SO0
| | | | (3.202)
[N] w L M;

con los mismos ntumeros cuanticos N,L y My que la cadena anterior, pero ahora w esta asociado a
SO@4).

El Hamiltoniano mas general del modelo de vibrones que contiene términos de uno y dos cuer-
pos es

I:I:E0+Z€ijb;.rbj + Z eijklb:.rb;bkbl , (3.203)
i ijkl

donde Ep es una constante y €;; y e;x; son parametros por determinar y b designa bosones p,
o s. Tomando en cuenta que el Hamiltoniano debe ser hermitiano e invariante bajo rotacion y
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reflexion, ademads de que de acuerdo la las relaciones de conmutaciéon bosénicas los parametros
deben satisfacer e;jx; = e;j1x = €jixi1 = €jilk, entonces el Hamiltoniano se reduce a

A

H = Ey+ephy+eshs

(0) (0) ] ©) (@) 2 ] 0
0 0

X [p X p]
(0)](0)
0

< [px pl 1Y + exllp x p]
x [ x S](O)+ [ST % ST](O) x [p x p]
O O [sx 5O 0 (3.204)

+el[ptx p']

+esl[p! x p']
T](l)

(0)

+eqllp’ x s x [p x s] tes[[stxs

Este Hamiltoniano puede reescribirse como un desarrollo en términos de operadores invariantes
de U(4) y sus subgrupos involucrados en las posibles cadenas. El Hamiltoniano mads general tiene
la forma

H=Ey+eny +an’+B(L* + D?) +yL? (3.205)

donde Eg depende de N ylos parametrose, a, f y Y son combinaciones lineales de los pardmetros
ek (3.203). Como el Hamiltoniano estd expresado en términos de los generadores del grupo U(4),
éste juega el papel de dlgebra dindmica, mientras que el dlgebra de simetria es SO(3). Si en el
Hamiltoniano (3.203) tomamos f = 0 entonces

H=Ey+ehy, +an?+yL? (3.206)

Este Hamiltoniano contiene operadores invariates de U(3) y SO(3) y entonces los estados propios
se clasifican de acuerdo a

U4) o U@B) > S0O@B)

| | | (3.207)
| [N], np, L)
con el siguiente espectro de energia
E=Ey+eny,+ani+yL(L+1) (3.208)
el cual es caracteristico de una molécula no rigida.
Si hacemos € = a = 0 en el Hamiltonino (3.205), tenemos
H=Ey+p(?+D*+yi? . (3.209)

Este Hamiltoniano contiene operadores invariantes de SO(4) y SO(3), cuyos estados propios se
clasifican mediante

U4 > SO4) o SO®3)
| | | (3.210)
| [IN], w, Ly .

El espectro correspondiente es

E:E(/)/+ﬁw(a)+2)+yL(L+1) (3.211)
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y es caracteristico de moléculas rigidas. Esto tltimo lo podemos ver si hacemos el cambio de vari-

able
N-w 1 o1
v=———=0,1,2,...—(N-1) 6 =N (3.212)
2 2 2

e identificamos a v como el niimero de cuantos del oscilador. Entonces
U ]_ 1 2
E:EO—4(N+2)ﬁ(v+§)+4,6(v+5) +7yL(L+1) (3.213)

la cual puede ser identificada como la energia del oscilador de Morse en la aproximacién de rotor
rigido.

Lo que aqui se ha presentado constituye la idea bésica de este tipo de modelos, y en general
de los métodos algebraicos tradicionales surgidos de la fisica nuclear. Lo atractivo de este tipo de
métodos es la aparicion de soluciones analiticas con significado fisico, asi como la disponibilidad
de las técnicas de teoria de grupos que premiten obtener elementos de matriz del Hamiltoniano
mas general [54]

3.5.4. ModeloU(v+1)

El modelo que presentamos es derivado de los modelos U (v + 1) propuestos en fisica molecu-
lary en la descripcion roto-vibracional de moléculas. La idea fundamental es considerar el espacio
fisico v como un conjunto de osciladores equivalentes (asociados a algun conjunto de coordena-
das internas) para después introducir un boson extra para tomar en cuenta efectos anarmonicos.
Este modelo fue propuesto por E Michelot y Moret-Bailly [20] y como todos los modelos de este
tipo fue aplicado dentro del contexto de Hamiltonianos efectivos.

Consideremos un sistema de v osciladores equivalentes no interactuantes. Asociado con el i-
ésimo oscilador se tienen los operadores de creacion d; y aniquilacién a;, los cuales permiten
expresar el Hamiltoniano en la forma

> (ala;+a;a), (3.214)

con vectores propios

1Y
I, na,...omy = —=[](@H" 0. (3.215)
,/H}{ n;l i

El grupo de simetria del sistema es U(v) cuyos generadores estan dados por
¢l =ala, (3.216)
con relaciones de conmutacion

&, &0 =16, Clog:. (3.217)
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Los estados (3.215) estan relacionados con la cadena canoénica [75]
Uv)oUWv-1)>UMN-2)>...UQ1) (3.218)

Dentro del marco del modelo U(v + 1) se afiade un bosén extra $. Esto define al grupo dindmico
U(v+1), ylacadena canonica correspondiente

Uv+1)oUW)oUMWV-1)>...U(1) (3.219)

determina los estados

1 R LA
IINl; 11, 12, ..., Py, ) = ———(§T)"™ H(aj)”l 10). (3.220)
,/ns!l'[}fnj! i

los cuales estdn caracterizados por el naumero total de cuantos N, cuyo operador correspondiente
estd dado por

N = n+ g, (3.221)
con
4
A=Y ala, (3.222a)
i=1
as = &5 (3.222b)

El nimero total de bosones [N] fija la representacion totalmente simétrica del grupo U(v+1). Los
generadores del grupo U(v + 1) estdn dados por

A

Cl=éley  Gi=ai, i=1,..v; Gy1=8 (3.223)

con relaciones de conmutacién (3.217) incluyendo el bosén extra §'(5). El bosén adicional § junto
con el hecho de que [N] sea fija, hace que el grupo unitario U(v + 1) sea el grupo dindmico de los
v osciladores.

El método tradicional dentro de este esquema para describir v osciladores interactuantes con-
siste en desarrollar el Hamiltoniano en términos de los operadores de Casimir asociados con las
diferentes cadenas del grupo dindmico U(v + 1). En particular la cadena usada para moléculas no
lineales es [76]

Uv+1)o2UW)>K(V)> S8y > Gy, (3.224)

donde S, es el grupo simétrico, G, es el grupo puntual de la molécula de orden p.

El grupo K(v) fue introducido inicialmente por Kramer y Moshinskyy consiste en el produc-
to semidirecto A(v) A Sy, donde A(v) es el grupo de matrices unitarias diagonales [75]. Dentro
del contexto de este modelo los operadores de Casimir asociados al grupo K(v) proveen de in-
teracciones locales que resultan ser relevantes en la descripcion de vibraciones. No proveen, sin
embargo, etiquetas adicionales a la cadena canodnica (3.219).
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Ademas de N, los operadores de Casimir asociados a la cadena (3.224) contienen sélo opera-
dores d:.r (ai), lo cual significa que la representacién armoénica para las interacciones estd implicita.
Los efectos anarmoénicos involucrados en el bosén § son considerados tomando en cuenta los ope-
radores de Casimir de subgrupos ortogonales o construyendo las interacciones explicitamente.
Por ello, en esta descripcion el Hamiltoniano contiene operadores a'(4) cuya accién sobre la base
(3.215) corresponde a los elementos de matriz de oscilador arménico, pero ademds son posibles
otras interacciones que toman en cuenta efectos anarménicos a través de los bosones §'(5). Un
aspecto fundamental de los métodos algebraicos consiste en proveernos de una base obtenida
de diagonalizar simultaneamente los operadores de Casimir. Esta ventaja no se tiene en la cade-
na (3.224), ya que las etiquetas correspondientes al grupo puntual de la molécula se introducen
mediante la proyeccién de las funciones (3.220) y no mediante la diagonalizacién de un conjunto
completo de operadores que conmutan. Asi pues, dentro de este esquema no se tiene la riqueza
del modelo U (4) previamente presentado.

El dlgebra generadora de espectros su(v + 1) nos permite expresar cualquier variable dindmica
en términos de los generadores (3.223). En particular podemos desarrollar el Hamiltoniano del
sistema de la siguiente forma

H:Z“ijézréﬁ _ZklﬁijklflT clene + ... (3.225)
L] L]k,

donde a;;, B;jk y asi sucesivamente, son parametros por determinar. El Hamiltoniano de la for-
ma general (3.225) puede no ser apropiado y/o consistente con el sistema dado. De acuerdo con
la descripcion de excitaciones vibracionales, el desarrollo del Hamiltoniano debe satisfacer lo si-
guiente:

1.) Debe ser Hermitiano: A = H.

2.) Las interacciones involucradas deben preservar la representacion totalmente simétrica [IV]
del grupo dindmico U (v +1).

3.) El Hamiltoniano debe ser invariante bajo las transformaciones del grupo de simetria .

4.) En caso de considerar la poliada P, el Hamiltoniano debe preservar P. La poliada es un
pseudo nimero cudntico que agrupa todas las funciones que estdn conectadas mediante las in-
teracciones mds importantes.

El Hamiltoniano se expresa en téminos de los Casimires asociados a la cadena (3.224) de-
bido a que las primeras tres condiciones se satisfacen de principio y también por la posibilidad
de tomar ventaja del concepto de dlgebra dindmica. Pero el nimero de subgrupos es limitado y
consecuentemente es imposible desarrollar todas la interacciones vibracionales en términos de
los operadores de Casimir. Es conveniente contar con un procedimiento que permita construir
cualquier interaccién con una correspondencia uno a uno con las interacciones expresadas en la
base armoénica. Este es precisamente uno de los objetivos de la tesis que se expondré en el capitulo
siguiente.
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Capitulo 4

Reformulacion del Modelo algebraico
U (v + 1) para describir excitaciones
vibracionales

I modelo U(v+1) fue propuesto por primera vez por E lachello en 1982 [67] dentro del contex-

to de fisica molecular para describir vibraciones y rotaciones en forma simultdnea. Posterior-

mente en 1987, E Michelot y ]. Moret-Bailly establecieron la aplicacion del modelo a los grados de

libertad puramente vibracionales [20]. Durante mds de 20 afios los modelos derivados de esta for-

mulacién fueron aplicados en forma fenomenolégica, es decir, mediante Hamiltonianos efectivos

que si bien proporcionaban las funciones de onda para el cdlculo de las intensidades de transi-
cién, eran incapaces de generar superficies de energia potencial.

En el capitulo anterior se presentaron las ideas bésicas en que el modelo U(v + 1) estd fun-
damentado, en donde se hizo énfasis en la imposibilidad del modelo para extraer constantes de
fuerza y por lo tanto en la carencia de un isomorfismo entre las interacciones en el espacio alge-
braico y las interacciones que aparecen en forma natural en los tratamientos tradicionales en el
espacio de configuracion.

En este capitulo presentamos una reformulacién del modelo U(v + 1) para describir excita-
ciones vibracionales de moléculas poliatémicas, donde a cada conjunto de osciladores se le aso-
cia un espacio U(v + 1). Como veremos la reformulacién de este modelo hace posible obtener, sin
ambigiliedad, la representacion algebraica dentro del esquema U (v + 1) de cualquier Hamiltonia-
no en el espacio de configuracién. Esto permite establecer la conexién del modelo con el espacio
de cordenadas y momentos, asi como obtener constantes de fuerza y modelar los operadores de
transicion dipolar directamente de la funcién dipolar en coordenadas.

4.1. Algebradindmica u(v + 1)

Consideremos nuevamente un sistema de v osciladores armoénicos equivalentes no interac-
tuantes. Asociado con el i-ésimo oscilador tenemos los operadores de creacion d:.r y aniquilacion
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d;, los cuales nos permiten expresar el Hamiltoniano de la siguiente forma

. ho E
H= 72 ala;+a;a) 4.1)
i:

con estados propios

1
H(d*)”’ 10). (4.2)
,/H n;l i

Como hicimos notar con anterioridad el grupo de simetria corresponde al grupo unitario U(v) y
los estados propios (4.2) estdan asociados a la cadena canodnica [75]

|n1vn27---vnv>

Uv)oUWV-1)2UV-2)>...U(Q1) (4.3)

Dentro del marco del modelo U (v + 1) se afiade un bosén adicional §. En este caso tenemos la
siguiente cadena canonica

Uv+1)o2UW)o2UMW-1)>...UQ1). (4.4)

Asociada a esta cadena tenemos los estados propios

&N TT@h™ 0y, (4.5)

1
‘/nS!H}nj! i

los cuales estan caracterizados por el nimero total de cuantos N, cuyo operador correspondiente
estd dado por

|[N]; ny, ny,..., Ny, Ng) =

A

N=1n+nj, (4.6)

con i1y fiig dados por (3.222). El nimero total de bosones fija la representacion totalmente simétri-
ca [N] del grupo U(v +1), y debido a la relacion (4.6) podemos reescribir los estados propios (4.5)
en la forma

|[N],n;ny, ny,...,ny) =|[N];ny, ny,..., 0y, Ng) 4.7)

y explicitamente

IN], n; 11, g, ..., ) = sHN¥="TT@h™ ). (4.8)
i

! (
V(N = n)!l'[}f n;!
Los generadores del grupo U(v + 1) estan dados por los productos

~
A

J A . A A . . N _ A
C,=¢¢Cj; Ci=a, i=1,.,v; Cys1=8 (4.9)

La adicion del bos6n extra § junto con el hecho de que la representacion [N] es fija, hace del grupo
unitario U (v + 1) el grupo dindmico del conjunto de v osciladores.
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De los generadores (4.9) del grupo unitario U (v+1) identificamos v-su(2) subalgebras con gen-
eradores

Jiv = sal (4.10a)
Ji- = $a, (4.10b)
A 1 A.‘. A A.’. ~
Jip = —5(8 §—a;a), (4.10¢)
y relaciones de conmutacion
Ui Ji-1= 2105 Uio Jiel =+Ji+. (4.11)

Es conveniente introducir operadores normalizados

Iaj = :/l%, IAOZ- = f/i%, (4.12)
con relaciones de conmutacion
[bi, b :5l«j—%[ﬁ6i,~+a}ai]. (4.13)
En particular
by, b1 = 1—%[ﬁ+ﬁ,~] = %]},0. (4.14)

La accion de estos operadores sobre los estados propios (4.8) es la siguiente

~ n
BTN, 11, 1, .., 1) \/(n,-+1)(1—ﬁ)|[N],n+l;nl,...,n,-+1,...,nv), (4.152)

R n-1
bil[N]rn;nlvHZr---vnv> ni(l_—) |[N]vn_]-;nlr---vni_]-y---ynv>r (4]-5b)

N

mientras que para los operadores d:.r (a;)

d;I[N],n;nl,nz,...,nw = V(ni+D|[N,n+1Lny,...,n;+1,...,ny), (4.16a)
aiI[N])n;nl)nZ)---)nV> = \/n_l |[N],n_l;nl,...,ni_l,...,nv>. (4-16b)

De estos resultados se tiene que el limite armoénico corresponde a N — oco. De hecho, de (4.15)
obtenemos

lim bf =a'; lim b; = a;, (4.17)
N—oco ! l N—oo
y consecuentemente
lim [b;, bT] = 6ij- (4.18)
N—oo ]
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seccion 4.1 élgebra dindmica u(v + 1)

Si en una descripcion vibracional tenemos a conjuntos de osciladores equivalentes, se introduce
un algebra u(v + 1) para cada conjunto, de modo que el dlgebra dindmica estard dada por el pro-
ducto directo

ui(vi+ D) xug(vo+1) x...x ug(vyq +1). (4.19)

En este caso el numero total de bosones N; se asocia a cada espacio. En particular para los grados
de libertad de tension éstos se relacionan con el limite de disociaciéon de la coordenada interna
correspondiente, como veremos mds adelante.

Desde el punto de vista fenomenolégico los operadores (4.12) y (4.17) conforman los ingre-
dientes necesarios para establecer un Hamiltoniano efectivo. La construcciéon del Hamiltoniano,
sin embargo, no es tinica pues es posible representarlo ya sea en un esquema local o en uno nor-
mal. A continuacion presentaremos el procedimiento general para la construcciéon de un Hamil-
toniano efectivo en uno y otro esquema. Posteriormente seremos mds precisos al construir el Ha-
miltoniano para el caso de las moléculas piramidales con el propdsito de establecer su conexion
con el espacio de coordenadas y momentos.

Hamiltoniano en el esquema normal

El Hamiltoniano puede ser representado tanto en el esquema local como en el esquema nor-
mal. Empezaremos analizando el esquema de modos normales. Primero introducimos los ten-
sores

v
I =Y a1 af, (4.20)
1

donde T y y etiquetan la representacion irreducible y la componente, respectivamente, g es un
indice de multiplicidad que toma en cuenta la existencia de diferentes tensores que portan la
misma representacion irrreducible en el espacio x. En moléculas piramidales, por ejemplo, x dis-
tingue el espacio de coordenadas de tension del espacio de coordenadas de flexién, mientras que
I'=A;,Ey g =1 (no hay multiplicidad de representaciones irreducibles) para los dos espacios.
Existen tantos tensores (4.20) como modos normales. Las interacciones que constituyen al Hamil-
toniano se pueden construir con acoplamientos sucesivos de estos tensores.

Por otra parte, un conjunto de tensores alternativos es

i

v
V;ql“,y _ Zax.qfn/ bj, (4.21)
i

cuyos coeficientes son los mismos que aparecen en (4.20), y se obtienen mediante preyeccién de
uno de los estados de un cuanto. En el limite arménico, de acuerdo con (4.17), se tiene

lim V7" = ¢laby) (4.22)

N—o0
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lo cual implica que las interacciones, construidas con los mismos acoplamientos en términos de
tensores 7' o bien en términos de tensores V son esencialmente las mismas. Por tanto, el Hamilto-
niano es desarrollado o bien en términos de acoplamientos sucesivos de los tensores (4.20) o por
acoplamientos sucesivos de los tensores (4.21). El criterio para seleccionar uno u otro dependera
de la viabilidad y del significado fisico de cada interaccion.

Hamiltoniano en el esquema local

En cuanto a la representacion local del Hamiltoniano podemos seguir un procedimiento simi-
lar al caso armoénico. Proponemos interacciones locales en términos de los operadores de creacion
y aniquilacion (operadores de nuamero, Darling-Dennison y operadores de Fermi) y posterior-
mente simetrizamos usando el operador de proyeccion

PN =Y Oy, (4.23)
ReG
adicionando los términos hermitianos conjugados cuando sea necesario. En (4.23) la etiqueta A;
corresponde a la representacion totalmente simétrica del prupo puntual molecular G, mientras
G es el operador isomorfo al elemento R de G. Las interacciones resultantes se traducen al mo-
delo u(v + 1) mediante la identificacién de los operadores o bien con a'(d) o bien con b (D), con-
siderando que el nimero total de bosones para cada subespacio debe conservarse.

4.2. Funciones base

Una de las razones por las que se propone una base asociada a la cadena (3.224) para diago-
nalizar el Hamiltoniano es que el grupo de simetria estd contenido en esta cadena y consecuente-
mente el conjunto de funciones definen subespacios invariantes caracterizados por representa-
ciones irreducibles. Desafortunadamente el procedimiento usual para obtener estas funciones
consiste basicamente en proyectar el producto directo de funciones (4.7) asociado a la cadena
canoénica (4.4), lo cual hace innecesario considerar la cadena (3.224) para obtener una base adap-
tada por simetria. La técnica de proyeccién que usualmente se usa estd basada en la aplicacién del
operador de proyeccién [20, 76, 77, 78, 79, 80]

Py =Y DYL(R)*Op, (4.24)
ReG

donde I corre sobre las representaciones irreducibles de G y D' (R) es la representacion matricial
de R € G. Esta aproximacion resulta ser ineficiente debido a que la suma corre sobre todos los ele-
mentos del grupo y se tienen que hacer en general multiples proyecciones debido a que algunas de
ellas se anulan. Un método poderoso para obtener funciones adaptadas por simetria es el método
de valores propios [81], el cual consiste en diagonalizar simultdneamente el conjunto completo
de operadores que conmutan asociado a una cadena de grupos [81, 82]. Después de proyectar el
producto directo de funciones

HINTHnY {n}) = [[N1ng;{nh) x... x [[Nelng; {nqib) (4.25)
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seccion 4.2 funciones base

asociados a los diferentes subespacios, obtenemos

(NI gLy = Y Ay ™ T (NI g (), (4.26)
{n;}

donde {N} se refiere al conjunto de nimero de bosones N; asociados con los diferentes osci-
ladores equivalentes (i.e. grados de libertad de tension y flexion en moléculas piramidales), {n}
corresponde al conjunto de niimero total de cuantos de los diferentes subespacios, mientras que
g etiqueta la multiplicidad para tomar en cuenta que la I'-ésima representacion irreducible puede
aparecer mds de una vez. Las transformaciones de simetria dejan invariante el conjunto {rn} y con-
secuentemente la proyeccion ocurre de forma similar al conjunto de osciladores armoénicos. La
diagonalizacion de la representacion matricial del Hamiltoniano en la base (4.26) nos provee de
vectores propios de la forma

INIET, Y= Y. Byl HINT b qT, y). (4.27)
{nh,q

Sustituyendo (4.26) en (4.27) obtenemos los vectores propios en términos de la base local (4.7)

(INIET, Y= Y. Cult s HINTHRE ), 4.28)
{n},{n;}
donde Ly,i {N},{n}qT T,y,i
Yol _ ansqlyy Y1l
C{n},{ni} - ;A{ni} Bq,{n}- (4.29)

En este esquema la maxima componente en el desarrollo (4.28) provee etiquetas locales. En gener-
al, los estados propios también pueden presentar caracter normal y consecuentemente es conve-
niente establecer una aproximacion que nos permita obtener las etiquetas correspondientes. Para
ello empezaremos introduciendo los operadores de ntimero

fegr = var [TH0 x T4, (4.30)

los cuales se obtienen acoplando los tensores (4.20) junto con su hermitiano conjugado a la repre-
sentacion totalmente simétrica A;. De nuevo x etiqueta el espacio correspondiente. La diagona-
lizacion simultdnea de la matriz de representacion del conjunto de operadores {71 4r} en la base
(4.26) nos provee de un conjunto de funciones isomorfas a la base normal caracterizada por los u
modos normales del sistemal[82]

[N}, {n}; v1, va, .., v AL T y) = HIND, {nd v 5ABT, y) = 1{vid), (4.31)

con
ﬁll{[N]}) {n}; Ul! UZ)---) U/J) {l}r)/)/> = vll{[N]}) {n}) vl! UZ)---) U/J) {Z}F)Y>) (4-32)

donde en esta expresion i = {x,q,['} y {I} se refieren al conjunto de ntimero de cuantos vibra-
cionales asociados con los modos de vibracién degenerados. El conjunto (4.31) es isomorfo (pero
no igual) ala base normal, debido a que los tensores (4.20) estdn caracterizados s6lo por un subes-
pacio, y en general la base normal involucra varios subespacios. El namero de cuantos {v;} corres-
ponde a los valores propios del conjunto {7141} escritos de acuerdo al orden usual para el nimero
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de cuantos en el esquema normal {v;}. La forma explicita de la base normal estd dada por el de-
sarrollo en términos de (4.26)

N}, (2 (v (BT, ) = Y DY N} qT, y) (4.33)
q

y en términos de las funciones locales (4.25)

N, () {wals (B0 y) = Y M T HINTH Y (nadT ), (4.34)
{n;}
donde {(nil, {N}{nigl’ r
mLY nqlyy Hdalhy.i
My 1m0 ;A{nl Dy, iy (4.35)

La matriz M establece la transformacion entre las bases local y normal. En el esquema normal el
Jj-ésimo vector propio del Hamiltoniano estd dado en términos de una combinacion lineal de la
base normal (4.33)

INLLYj = Y. GN NI, ik ol (BTy) (4.36)
{n}{vi L il

La méaxima componente en (4.36) nos provee de una etiqueta normal aproximada. Esta aproxima-
cion tiene la ventaja de que la sustitucion de (4.34) en (4.36) da los vectores propios en términos
de la base local (4.26), lo cual significa que podemos tener etiquetas tanto normales como locales.
Desde luego que las etiquetas normales serdn aproximadas, pero nos ayudardn para asignar los
estados. Este método es completamente andlogo al modelo local basado en un conjunto de os-
ciladores de Morse [82, 83].

4.3. Conexion entre el modelo U(v + 1) y el espacio de configu-
racion

Antes de presentar la conexién del modelo U(v + 1) con el espacio de configuracion, pre-
sentaremos de forma general el procedimiento para describir las excitaciones vibracionales en
coordenadas internas . Sean ¢; las coordenadas internas de desplazamiento. Omitiendo térmi-
nos que no involucran operadores de momento en la energia cinética [84] el Hamiltoniano que
describe las excitaciones vibracionales de la molécula toma la siguiente forma [85, 86]

1
H = EpTG(q)p+ V(g , (4.37)

donde qy p son vectores columna que corresponden a las coordenadas de desplazamiento interno
y sus momentos conjugados

0
pk = —lha—qk (438)

respectivamente, mientras que la matriz de Wilson G(q) establece la conexion entre las coorde-
nadas internas y las coordenadas cartesianas. Una posible manera de obtener la solucién de la
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seccion 4.3 conexion entre el modelo u(v + 1) y el espacio de configuracién

ecuacion de Schrodinger asociada con el Hamiltoniano (4.37) consiste en desarrollar la matriz
G(q) y el potencial en términos de las coordenadas internas manteniendo términos hasta cierto
orden en coordenadas y momentos. Usualmente se toman términos hasta cuarto orden a fin de
incluir las interacciones més importantes, como son las resonancias de Fermiy Darling-Dennison.
Las constantes de fuerza involucradas en el desarrollo del potencial pueden ser calculadas hacien-
do un ajuste de las energias vibracionales experimentales.

Regresemos a nuestro mode-
lo y consideremos para ejem-
plificar una molécula piramidal
[87]. En la Figura 4.1 se mues-
tran sus coordenadas internas,
en donde el primer conjunto
(rij, i = 1,2,3.) corresponde al
espacio de osciladores de ten-
sion (s), mientras que el conjun-
to (6;, i =4,5,6) corresponde al
espacio de osciladores de flex-
i6on (b). Desde el punto de vista
del modelo algebraico el dlgebra
dindmica corresponde al pro-
ducto directo

us(4) x up(4), (4.39)

d.OIlde Cad,a espamq de fun- Figura 4.1: Coordenadas internas para describir los grados de libertad vibracionales de una
ciones esti caracterizado POI  molécula piramidal. El subindice asociado con cada coordenada corresponde a la numeracién

la representacién [Ns] y [Nb]v de los bosones en el texto.
donde N; y N, corresponden al niimero total de bosones para los subespacios de tensién (s) y
de flexion (b) respectivamente. Los operadores correspondientes estdn dados por

Ny = A+ Ao+ s+, (4.40a)
Ny, = fu+is+ng+n;, (4.40b)

con
i=ala;, i=1,..6; n;=88 n=101, (4.41)

donde los operadores §'($) y #1(#) corresponden al bosén extra para los espacios de tensién y flex-
ion respectivamente. El Hamiltoniano puede escribirse de la siguiente forma

H=H,+H,+H,, (4.42)

en el cual se puede considerar la conservacion de la poliada. La poliada para este sistema toma la
forma
P =2(f; + fip + 7i3) + (g + 115 + 71g), (4.43)

82



Capitulo 4. Reformulaciéon del Modelo algebraico U(v + 1) para describir excitaciones
vibracionales

ya que
2V4 =V, 2V2 =V, (4.44)

donde aqui v; corresponden a las frecuencias fundamentales de la estibina o arsina, por ejemplo.

El modelo algebraico nos permite obtener la descripcion espectroscopica del sistema como
son las energias y las intesidades de transiciones. Sin embargo, para obtener las constantes de
fuerza es crucial establecer la conexion entre los generadores del dlgebra dindmica y las coorde-
nadas locales y momentos, al menos en forma aproximada. Se propone la siguiente aproximacion
para la coordenada local g; y el momento p;

[ B o~ .
m (d:.r +d)), (4.45a)

pi %\/ 2hou(d] - dy), (4.45b)

i

qi

I

donde d(d) puede ser identificado con a' (@) o bien con b' (b). Las expresiones (4.45) representan,
s6lo una aproximacion, no solo porque estamos proponiendo un desarrollo lineal en términos de
los operadores, sino también porque las relaciones de conmutacién

(gi, Pjl = iRh6,;, (4.46)
no se satisfacen. De cualquier manera estas relaciones se satisfacen en forma exacta en el limite
armoénico, lo cual nos permite proponer la conexién (4.45) con el espacio de configuracion.

A fin de decidir la correspondecia apropiada a' (@) o b (D), primeramente analizaremos el caso
en el que todos los operadores pertenecen al mismo conjunto de osciladores equivalentes «a; ten-
si6n o flexién en nuestro ejemplo. En este caso cuando los operadores d' (d) estan asociados con
a'(a), 1as relaciones de conmutacién de coordenadas y momentos se satisfacen

[qi,qj1=0;  [qi, pjl =ihb;. (4.47)

Pero si usamos los operadores b’ (b) obtenemos

[qi,q-lzi—[a tall, ijea, (4.48)
J 20)“ i7j

mientras que para las coordenadas y momentos

ih
N N A oAt oA At s s
[q,-,pj]—lhéij— E[Znéij+ajai+aiaj], I, jea. (4.49)
Aqui es claro que so6lo en el limite armoénico recuperamos (4.46). Una posibilidad consiste en la

identificacion dﬂd) — at(a) en (4.46)

G = |5+ e (4.50a)
i
pi = 5\/2hwp(aj—ai). (4.50b)
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En este caso el Hamiltoniano H o H), se genera en forma similar al procedimiento usual en una
base de oscilador armoénico. Puesto que la poliada (4.43) ha de preservarse, cada Hamiltoniano
ha de conservar el namero total de cuantos para cada subespacio. Es importante hacer notar que
con la eleccién (4.50) el Hamiltoniano a orden cero corresponde a un conjunto de osciladores
armoénicos independientes. Puesto que claramente esto tiene un significado fisico, proponemos
mantener la identificacién (4.50) en las interacciones que den lugar a esta contribucién asi como
a las potencias de los operadores de niimero, pues es la forma natural de tomar en cuenta los
efectos anarmonicos mds importantes. Para las interacciones més generales es factible introducir
la identificacién d'(d) — bf(D), pero teniendo cuidado de efectuar una simetrizaciéon debido a
la no conmutacion expresada en (4.48). Volveremos a este punto mds adelante. Por el momento
supondremos que para los Hamiltonianos de tensién y flexion la identificacion df(d) — a'(a) es
la apropiada.

Ahora consideraremos las interacciones que involucran diferentes conjuntos de operadores
equivalentes. Entre las contribuciones relevantes que preservan la poliada (4.43) se encuentran las
interacciones de Fermi, las cuales aparecen en el desarrollo a orden cubico de la energia cinética

1l (08ik) . .
B =3 Zk( aqu )0 Pid;pr (4.51)
ij
y orden cubico en el potencial
1
v = 3l Y fijkqiq;qr, (4.52)
ijk

donde en ambas expresiones un indice debe pertenecer al espacio de tension y los otros dos al
espacio de flexién. Si intentamos obtener una representacion algebraica de los operadores (4.51)
y (4.52) con la identificacion (4.50), tenemos que no se conservan las representaciones [Ns] y [Np],
lo cual significa que en ese caso estamos obligados a usar la correpondencia

/%([); + by, (4.53a)

i .
pi > V2hou(b! - by), (4.53b)

1

qi

i

ya que los operadores bt (b) por si mismos preservan las representaciones [N;] y [NVp]. La sustitu-
cién de (4.53) en (4.51) 6 (4.52) presenta todavia un inconveniente; la representacion algebraica
final depende del orden de las coordenadas y momentos. Sin embargo, si nos restringimos a las
contribuciones de Fermi, la representacion algebraica toma la forma

f = i):_r ba IBﬁ +Hc; ietension, a,p eflexion, (4.54)

Noétese que aqui no aparecen ambigiiedades. Los operadores que pertenecen a diferentes sub-
espacios conmutan y los operadores de creacién o aniquilacién conmutan entre si sin tomar en
cuenta el subespacio.

Este andlisis nos permite establecer que mediante la aproximacion (4.53), las interacciones
tension-flexion presentan mas de una representacion algebraica en el modelo U(v + 1) que van al
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mismo limite armonico a menos que nos restrinjamos a interacciones tipo Fermi. En este ultimo
caso no existen ambigiiedades y se puden calcular constantes de fuerza. También se podrian usar
los operadores b'(b) para las interacciones mas generales en (4.51) y (4.52), pero se tendria que
efectuar la simetrizacién que se mencion6 con anterioridad.

Llegamos a la conclusion de que la representacion algebraica mds simple del Hamiltoniano
para moléculas piramidales toma la forma

A=H,a" a)+ Hya' a+ 855" b) (4.55)

donde se han indicado los operadores a usar entre paréntesis. Este andlisis estd de acuerdo a las
descripciones previas de moléculas piramidales [78, 79]. Este esquema, sin embargo, es muy res-
trictivo debido a que s6lo en las interacciones de Fermi se involucra el modelo U(v + 1) . En otras
palabras, en el caso en el que s6lo un conjunto de ociladores equivalentes se presente en el mode-
lo U(v+1), larepresentacion algebraica del Hamiltoniano y su limite armoénico coinciden.

4.4. Intensidades de transicion dipolar eléctrica

El andlisis de las intensidades de transicion representa una prueba sobre las funciones de on-
da para cualquier modelo. En particular en el esquema local las intensidades de transicion en el
infrarrojo se calculan mediante el dipolo, el cual en un modelo local se expresa como la suma de
dipolos individuales en la siguiente forma

3
i) =Y pi(rpe;, (4.56)
i=1
donde r; es la longitud instantdnea del i-ésimo enlace y e; es un vector unitario en la direccion
del i-ésimo enlace. La probabilidad de transicion de un estado inicial |v) a un estado final [v') esta
dada por [88]

IV—’V/ = C AEVV/ Z |I’L(V,i),(v/,j) |2 , (4.57)
i
donde C es una constante, AE,, es la diferencia de energia entre los estados, los subindices {i, j}
corren sobre la degeneracion de los estados, mientras que los elementos de matriz del dipolo
toman la forma

Iy ® = CZ (VI -ec V)P
=X,),2

Y Kvipge@P . (4.58)
{(=x,),2

En esta tltima expresion la degeneracién no ha sido considerada explicitamente. Existen dos for-
mas para modelar las funciones dipolares. Una consiste en efectuar un desarrollo en serie de
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Taylor en funcién de las longitudes de enlace y la otra en modelar el dipolo mediante funciones
analiticas, como las funciones de Mecke [89, 90]

ti=poqite M, (4.59)

donde g; es el desplazamiento de la coordenada local para el i-ésimo oscilador, y y p, son pa-
rdmetros por determinar y m es un entero = 1. Nosotros consideraremos m = 1. La ventaja de
estas funciones es su simplicidad, su comportamiento asintético correcto en los limites g = +oo,
ademas del hecho de que es posible obtener resultados analiticos para algunos sistemas, como
por ejemplo las funciones de Morse. Asi pues, dentro de este esquema las diferentes componentes
de la funcion dipolar son desarrolladas en términos de los operadores locales (4.59).

A continuacion consideraremos los grados de libertad de tensién de las moléculas piramidales.
En estas moléculas el dipolo porta las representaciones irreducibles A; y E en la siguiente forma

[TAS R (TN (4.60)

Para calcular las probabilidades se debe obtener la representacion de los operadores dipolares

(4.57) en términos de las funciones de momento dipolar (4.59). Para ello se debe fijar la represen-
tacion E de acuerdo a la base (x, y). Para lograrlo seleccionamos la cadena de grupos

G302 6 €L =1{E,a%}, (4.61)

para la clasificacién de las funciones y operadores, en donde el elemento o se refiere al plano de
simetria indicado en Figura 4.1. Esto se justifica por el hecho de que la representacion del opera-
dor 6¢ en la base (x, y) es diagonal. Proyectando obtenemos la siguiente representacioén para las
componentes del dipolo a primer orden

/ 1
EA A A A
My’ = 01 —=QH—-6-13), (4.62a)
X \/6
n 1
EA A A
= 6 —=( - 1), (4.62b)
By v
/ 1
A1, A ~ N ~
M = 52 —(h+ 1+ 13), (4.62¢)
“ V3

donde A’ y A” etiquetan las representaciones irreducibles del subgrupo ¢ ¢. Para mejorar la des-
cripcién se podrian adicionar contribuciones de orden superior mediante acoplamientos suce-
sivos, aunque en este caso seria preciso efectuar el proceso de simetrizacién antes mencionado.
Las intensidades de transicion (4.57) tienen la forma explicita

Iyyy, = AEW%;|<vfrfyf|p|v,-riyi>|2

AEvivfyzyz{|<vfrfyf|u£1’A Viliy )P + v T py plued viliy )P
fvi

+ |<VfoYf|uf’A |Viri7’i>|2} (4.63)
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y tomando en cuenta el teorema de Wigner-Eckart [103]
= ABy, Y {1 T | [viT) PICT AT sy Ay p) 2
Yf Vi
Ell 0 TSRICTET v v Ay o) 12
+ (VT p || | Vil PICTET £57i Ay p)
1Ty || viroPieaier syia’y R} (4.64)

donde (v T ||u"|| vi';) designa los elementos de matriz reducidos, y C(I'; ET f;y; Ay f) son coefi-
cientes de acoplamiento.
La matriz de coeficientes de acoplamiento es unitaria y por lo tanto

Y Y cwrii, j,plF=1, (4.65)
iJ

de tal forma que (4.63) puede escribirse como

Iyyov; = AEy oy {1 Tl IviT) P+ 21Cv T g | P | vil ) P} (4.66)

donde hemos tomado (v (T |u% || vil';) = (v¢T'¢ ‘ ,tﬁyg H viT:) = (vT ¢ | uf| viT:) como definicién de
elemento reducido. Si ahora seleccionamos

’ ! 1|2

(VT A|udA vl A)
(v Ty |t virp? = |—E (4.67)

c(li AT AAA)

/ ! 112

(VT p A |uEA |viT; A)
T luf vl = (= (4.68)

c(lETp; AAA)
entonces podemos escribir
_ ! A ! 2 ! E ! 2

Iw—»vf—AEvai{a1|<VfrfA|/JAr|ViriA>| +tazl(velp Al [vili A)l } (4.69)

donde a; y a, son pardmetros por ajustar. De esta forma solo queda involucrada una de las com-
ponentes tanto en las funciones como en el operador dipolar.

A fin de calcular los elementos de matriz de la funcién dipolar en el contexto del modelo U (v +
1), primeramente tenemos que obtener la representacion de los operadores (4.59) en el espacio
algebraico. Para ello sustituimos la aproximacion (4.53)en (4.59) para obtener

+i)i)
’

A TUUUOR
b = po—= (B} + bie V2 (4.70)

NG

tomando en cuenta unidades adimensionales. Estamos entonces interesados en calcular los ele-
mentos de matriz de estos operadores en la base local (4.7)

Mm’,m = <[N]v n’; nlly n,2y nglilHN]r n;ny, ny, nS)y (47]-)
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donde m designa simbodlicamente el conjunto de niimeros cudnticos locales de tension {N, n, ny,
ny, n3}. Podemos obtener expresiones analiticas cerradas paralos elementos de matriz (4.71) toman-
do en cuenta que los operadores (3.146) satisfacen las relaciones de conmutacién de su(2). Toman-
do ventaja de esto podemos escribir

e—%(l;;r+l;i) — e_ﬁ(ji++ji—) — e‘(lji,+ e‘(zji,— e_(?;ji,o , (472)

donde hemos introducido la definicion y
= —, (4.73)

h V2N
Los parametros (; estdn dados por

(1 = tanh(f), (4.74a)
(> = sinh(pB)cosh(p), (4.74b)
{3 = 2In[cosh(p)], (4.74c)

los cuales se han obtenido mediante la representacion bidimensional del dlgebra su(2) en la base
esférica [59]. Por tanto los operadores de transicién (4.70) pueden escribirse de la siguiente forma

A 1 . A At P 7.
ti=,uo—2(b}+bi)e ((1VN)b; p= 2V N)b; ((3\/N)]z,0’ 4.75)

NG

donde debemos tomar en cuenta que
N 1
]i,OZ_E[l—N(n+ni)], (4.76)
de acuerdo con (4.15). El resultado del calculo de los elementos de matriz (4.66) es

(H];ﬁlén’ n) I _
— ey '—ni-1 ‘ n'-1
Mpy,m = NOTQSZ(—(IVN)n’ M il (el =D ni(1 - N ) X

5 (STENIK
=0 gi(n}-ni+q-Dn;—q

(Hj7fi6n’.,n-) , /
+ uoT“e%g(—(l\/ﬁ)”f”i“,/nl«!(n;.+1)!\/(n;+1)(1—%)x
(€10 N)T

€ Nin' =1 mmi = 1,53

n; . - .
Zq:O CI'(n:—nz"‘q*‘l)'(ﬂl—Q)'f((?”N’n +1)n)ni+1;nl)q)) (477)
donde hemos definido
{3
2 (n+n;) N — |
fWs,N;n',n;nl,ni; q) = ¢ (N—n+q) (4.78)

q ; )
N \/N"i_”i(N—n)!(N—n’)!

Aunque nos hemos restringido a un solo conjunto de osciladores equivalentes, este resultado se
generaliza facilmente a més de un conjunto.
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Consideremos un caso particular en que todas las transiciones empiezan en el estado base
|[N1,0;000). En este caso los elementos de matriz (4.77) se reducen a

(Hf;éi(sn}ro) 3N (¢! N7/ (n}, - D1 - (' - 1)/N)
Mnro = Ho S ,
V2 (n}—1)! RS
(_(l)ni‘ﬂ N!(”;+1)(”§+1)!(1—n’/N)
o (n + 1! \/ (N-n'—1)! (4.79)

De estas expresiones podemos recuperar el limite armonico. Para lograrlo primeramente conside-
ramos los limites

My, VN = % (4.80a)
limy_co VNG = = (4.80D)
V2
N ’}/2
limy_o (3J0= Y (4.80c)
limN_,oo (3 =0. (480d)
Adicionalmente
Aim_ f(¢3, N; n',mn,n;q) =1, (4.81)
de donde obtenemos
(Hj#ian’.,n) 2 ,
Al]i_{fgoMm’,m = NOTJJQYT(—Y\/E)ni_m_l\/ nin!(n) — 1! x
y (y*/12)7
=0 g\(n—ni+q-1Dln; - q)!
(Hj#ian’.,n) 2 ,
+ Ivlo—\/zj ! eYT(_y\/E)"F”i“\/(n;+1)nl~!(n;.+1)!><
i (y?/2)9
ZZ:o (4.82)

q'(n, — ni+ g+ Dl(n; — @)’

Este resultado coincide con la evaluacion de los elementos de matriz usando funciones de oscila-
dor arménico y operadores de creacién y aniquilacién a'(4) en el desarrollo de g. Esta descripcion
contrasta con el andlisis presentado en Ref. [78], donde el operador de transicién dipolar propues-
to estd basado en el comportamiento general de las intensidades de transicién dipolar y tiene que
ser definido para cada tipo de estado local. Por ejemplo, para las transiciones

I[N],0;0,0,0,0) — |[[N], n;;0, ..., nj, ..., 0) (4.83)

los operadores propuestos son (traducidos a nuestra notacion)[87]:
N

pht o= 81 ) (" WA+ He (4.84a)
n=1
N .

pt o= 8, (e PTE+ Ho) . (4.84b)
n=1
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donde

3
(n) TAl — Z (bj” + Ho) (4.85a)
i=1

WrE = @b"-bi" - bl" + Ho). (4.85b)

En este caso el operador local de transicién equivalente a (4.70) para el caso especifico de transi-
ciones desde el estado base es
P8 = e P I, (4.86)

con elementos de matriz

. / Nln;!
. 285—1N; . — S -pn; o ,
(IN], n; nq, ny, ngltl. [[N],0;0,0,0) = (H]¢z5nj,nj)5 e NN — 1) 5,,],,0 . (4.87)

Esta expresion es simple y reproduce el comportamiento general de las intesidades de transicion,
pero tiene la desventaja de que no es general y su significado fisico no concuerda con el hecho de
que el momento de transicion dipolar estd dado en términos de un desarrollo en las coordenadas.
Esto ultimo puede apreciarse cuando se estudia el limite armoénico del desarrollo del dipolo (4.84).
En el limite armoénico los operadores (4.85) se reducen a

3
1
lim T =~ Y [(—=(g; —ip)" + hel, (4.88a)
N—oo z ZZZI V2 qi = 1pi
lim “71F = 2(i(q —ip ))”—(i(q —ip ))”—(i(q —ip3))" (4.88b)
N—oo \/5 1 1 \/z 2 2 \/i 3 3 ] .
mientras que para las exponenciales
lim e = e"%(’ath?_l), (4.89)
N—oo

lo cual significa que esta descripcién de los operadores de transicion depende de las coordenadas
y de los momentos, un resultado peculiar que no es consistente con el hecho de que el operador
de momento dipolar estd considerado como un desarrollo de las coordenadas.

Las intensidades de transicion dipolares (4.69) involucran tres parametros en la aproximacion
lineal (4.62), llamados {01,62,7}. Los pardmetros 6; y 0, fijan la escala, mientras que y en (4.70)
determina c6mo decrece la intensidad como funcién del nimero de cuantos. N6tese que como las
coordenadas de tension son equivalentes, los operadores {7;,i = 1,2, 3} tienen el mismo pardmetro
Y. Este pardmetro tiene que ser determinado a través de un ajuste a resultados experimentales. La
funcién tomada para minimizar es

Nexp
rms=[Y [Log(I},,) —Log(,)1*/(Nexp — Npar)]'? (4.90)
i=1
donde N,y es el nimero total de energias experimentalesy N, es el nimero de parametros usa-
dos en el ajuste. El parametro 6 estd relacionado con la normalizacién y consecuentemente una
pequeifia variacion no afecta considerablemente el resultado. En contraste, y debe ser especificado
con precision a fin de obtener buenos resultados.
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4.5. Calculo de constantes de fuerza asociadas a los grados de li-
bertad de tension de la arsina

Para ejemplificar el procedimiento para el calculo de las constantes de fuerza continuaremos
con el estudio de los grados de libertad de tensién de las moléculas piramidales, en particular de
la arsina (AsH3). En el equilibrio la arsina es piramidal con los siguientes parametros de estructura
re=1.51106 A, y Z HAsH=92.069° [91]. El grupo puntual es 63,. Esta molécula tiene seis grados de
libertad, tres asociados a los modos de tensién (A; @ E) y tres a los modos de flexion (A; @ E). Aqui
solo consideraremos los modos de tension.

La aproximacion arménica nos provee de una base en términos de coordenadas normales, la
cual puede ser usada para diagonalizar el Hamiltoniano general. Paralos modos de tensién la base
se etiqueta mediante

Vv, (4.91)

donde v; y v3 corresponden a los modos de tensién As-H simétrico A; y degenerado E respec-
tivamente. En nuestro caso los estados involucrados en el ajuste estdan bien determinados con el
ntmero de cuantos, sin que sea necesario el momento angular /3, de tal forma que usaremos in-
distintamente la notacion

Viva) =11y,3y,) - (4.92)

Para describir el sistema en el esquema local empezaremos desarrollando la matriz de Wilson y
el potencial en términos de las coordenadas de desplazamiento locales. La matriz G(q) tiene los
siguientes elementos

1 1

g&r = +—, (4.93a)
mups My
1

8 = cos0, (4.93b)
mas

donde 0 corresponde al dngulo £ HAsH , mientras que m 45 y my son las masas de arsénico "°As e
hidrégeno 'H, respectivamente. Estos elementos de matriz son independientes de las coordena-
das de tension por lo que el desarrollo toma la forma simple

gii@=g; (4.94)

donde g?j es el elemento de matriz evaluado en el equilibrio con 8 =92.069 °. El potencial hasta
cuarto orden es

Vig)

1 3 3 1 3
Efrrqu?"'frr’ Z CIiCIj"‘;frrrqu?,
i=1 i>j=1 : i=1

a rrrr g7 (g2 + q3) + g5 (g1 + q3) + g5 (g1 + g2)]
3
+ i frerr i@+ 65) + d5(q5 + 41) + 43 (a; + 43)
12
+ Ifrrr’r”[q%q2q3+q§q1q3+q:§6hqz’>] ) (4.95)
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donde s6lo hemos considerado términos que dan origen a la conservacion de la poliada

P=ny+ny+ns. (4.96)

Sustituyendo (4.94) en la energia cinética, tenemos
S
8rr 2 Pi+ 8 2 Pibj. (4.97)

El siguiente paso consiste en obtener la representacion algebraica de la energia cinética (4.97) y el
potencial (4.95). En principio podriamos hacer la sustitucion general (4.44), pero esta realizacion
algebraica no satisface las relaciones de conmutacion (4.35) y consecuentemente cada término
debe ser simetrizado. Asi pues proponemos la sustitucion de los términos cuadréticos por

Iailaj_’%(ﬁiﬁj"‘ﬁjﬁi); qiqj_’%(qiqj'l‘q]'ql‘), (4.98)
mientras que para los términos de orden cudrtico que aparecen en el potencial
7 (q2+qs) — %[qi’(qz +43) + (G2 + 43) 4, (4.99a)
qid; +q3) — %[cﬁ(qi +43) + (g3 +q3)ai), (4.99b)
CI%CIZ q3 — é[qf(% g3+ qs3q2) + (q2q3 + g3 6]2)qf + 6]36]%6]2 + ngfqg], (4.99¢)

con expresiones similares para los otros términos. Este proceso de simetrizacién nos permite es-
tablecer una correspondencia uno a uno con la representacion algebraica en el modelo U(v + 1)
del Hamiltoniano usando la aproximacion (4.44). Ahora decidiremos el procedimiento para iden-
tificar d'(d), ya sea con b'(b) o bien con a'(4).

Dentro del marco de este modelo es conveniente identificar el Hamiltoniano como una suma
de osciladores locales no interactuantes més un conjunto de interacciones. Si el desarrollo se lleva
a cabo en términos de las coordenadas internas de desplazamiento ¢;, asociando los términos
cuadrdticos diagonales en el potencial con potenciales arménicos locales, podemos identificar un
conjunto de osciladores armoénicos. En este caso el Hamiltoniano a orden cero corresponde a un
conjunto de osciladores no interactuantes de la forma

N R
H0:7Z(aiai+a,-ai), (4.100)
i=1

donde se ha definido
w:“%:\/fri‘ggr' (4].0].)

El Hamiltoniano a orden cero (4.100) se obtiene identificando los operadores @(a) en los términos
cuadraticos. Para los términos a orden cudrtico hemos de decidir apropiadamente de acuerdo
con la calidad del ajuste. Hemos encontrado que la mejor seleccion corresponde a la sustitucion
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de (4.50) en el tercer término del potencial (4.95) y (4.53) en los tres ultimos términos. Con estas
consideraciones el Hamiltoniano toma la forma

3
= @ A+AY alaj+ a1[1+2a(Z@le+Hc), (4.102)

a
h i#] i=2

donde H.c. significa Hermitiano conjugado y las interacciones locales I; son

3 3
i = Z Z (4.103a)
L = DbIby(by+ bs) + b1 (B] + bY) + (bl by + by b)) (B (by + bs) + by (DS + b)), (4.103b)
I = b{z(b2 +D3) + bE(BJ* + bi?) + (bl by + by D)) (B} by + Do DY + bl bs + bsbll,  (4.1030)
I, = 2(5{26253 + B%E;B;:) + (EJ{Bl + El BI)(E;BZ + Bzég + Bgég + Bgég)

+ DYD2B] + b3bl? by + BL (B} by + by b)) by + b (D] by + by bT) B}, (4.103d)
La suma de los operadores 5’,9 involucradas en los tltimos términos del Hamiltoniano (4.102) co-

rren sobre las permutaciones p = e, (123), (132). Los pardmetros espectroscopicos dados en térmi-
nos de las constantes de fuerza y estructura toman la siguiente forma

3 6 h®

hC we = hw 4'4 2 zfrrrr y (4.1043)
hwu

hcA = g;’r w,ufrr’ , (4.104b)
6 h?

hca; = 4' 4w2 frrrr ) (4.104¢)
41 h?

hca, = 4'24w2 zfrrrr , (4.104d)
31 h?

hcas = 4'24a)2 frrr . (4.104e)
121 #?

hca, = (4.104f)

Woaar@

El Hamiltoniano (4.97) es diagonalizado en una base adaptada por simetria siguiendo el procedi-
miento presentado en la seccion 4.2. S6lo insistiremos que mediante este procedimiento es posi-
ble asignar tanto etiquetas locales como normales, aunque éstas ultimas de modo aproximado.

Ahora procederemos a aplicar este formalismo para obtener las constantes de fuerza. Usando
el Hamiltoniano (4.102) llevamos a cabo un ajuste de los datos experimentales disponibles [92, 93].
Este Hamiltoniano involucra seis interacciones de las cuales se transforman en seis constantes de
tuerza {frr, frr, frrres freerts frrrrts frrrrr}. La calidad de este ajuste estd expresada en términos del
la desviacién cuadratica media rms definida por
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seccion 4.5 célculo de constantes de fuerza asociadas a los grados de libertad de tension de la
arsina

Nexp ) ] 1/2
rms=| Y (Epyp—EL)? (Nexp = Npar) | (4.105)
i=1

con el mismo significado para N,y Yy Npar que el tomado en (4.90). Enla Tabla 4.1 presentamos 21
energias experimentales y los resultados obtenidos mediante el ajuste. Se obtuvo un rms de 1.59
cm™! con los pardmetros presentados en la Tabla 4.2. En el calculo todos los pardmetros fueron
optimizados con N = 28, el cual se fij6 de acuerdo con el siguiente argumento. A altas energias los
estados propios del sistema tienen un fuerte caracter local, lo que implica que los estados locales
pueden considerarse vectores propios del Hamiltoniano. Para que esto sea consistente con el Ha-
miltoniano general (4.102) se tiene que en laregion de altas energias las interacciones que mezclan
estados dejan de ser relevantes, permitiendo aproximar el Hamiltoniano en la forma simple

H
—za)en+a1]1 . (4.106)
hc
Con este Hamiltoniano el estado local |[N]n;...n...) tiene asociada la siguiente energia
E(n) = @en+ayn” . (4.107)

Ahora bien, para a; < 0 los niveles de energia tienden a juntarse de tal forma que se espera que la
derivada de E(n) con respecto a n se anule para nimero de bosones n suficientemente altos, en
particular para n = N, que es el maximo valor posible. Asi tenemos entonces que

0E(n) -
=0+2a1N=0, (4.108)
on N
de donde _
We
N=- . (4.109)
2051

Esta expresion es la que permiti6 estimar N = 28 para el subespacio de tensién. No es necesario
tener un ajuste final para estimar N, ya que tanto @, como «; son muy estables y adquieren préc-
ticamente sus valores finales desde el principio del proceso de ajuste al considerar un subespacio
de estados limitado a dos cuantos. Ademads de las energias tedricas y experimentales la Tabla 4.1
incluye las asignaciones local y normal, asi como el cuadrado de la médxima componente. El rms
obtenido haciendo el ajuste considerando el limite arménico es de 1.62 cm ™!, mayor que en nues-
tro ajuste de 1.59 cm™!. Nuestra descripcién es mds general y puede ser usada en el estudio de
otros sistemas

De los parametros espectroscopicos dados en la Tabla 4.2 y las relaciones (4.104), obtenemos
las constantes de fuerza que se muestran en la Tabla 4.3. En la misma tabla se incluyen para su
comparacion los pardmetros obtenidos por Halonen et al [91], asi como los resultados a primeros
principios [94]. Aunque es posible obtener un mejor ajuste con menos parametros, hemos deci-
dido incluir todas las interacciones a fin de estimar todas las constantes de fuerza disponibles.
Como se puede ver los resultados obtenidos estdn de acuerdo con los calculados previamente. La
discrepancia en el signo de la constante f; ., es debida a que en la aproximacion del potencial
solo se tomaron términos hasta orden cudrtico. En nuestra aproximacion f;,,» debe ser menor
que cero a fin de reproducir el comportamiento anarmoénico del espectro. Cabe mencionar que
este comportamiento se reproduce de forma natural cuando se consideran osciladores de Morse
a orden cero.
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Capitulo 4. Reformulaciéon del Modelo algebraico U(v + 1) para describir excitaciones
vibracionales

Intensidades de transicion dipolar

En la Tabla 4.4 se muestran las intensidades calculadas para los datos experimentales disponi-
bles [92]. Los pardmetros obtenidos en el ajuste son

61 =0.0173, 02,=0.0122, v =0.193536 .

Como se mencion6 antes, el pardmetro 0 estd relacionado con la normalizacién y consecuente-
mente una pequefa variacion no afecta considerablemente el resultado. En contraste, y es el
parametro determinante en el ajuste. En la misma Tabla 4.4 se incluyen los resultados obtenidos
por Halonen et al [92] y Pluchart et al [78]. En promedio nuestros resultados son similares en pre-
cision a los obtenidos en la Ref.[92]. Esto era de esperarse ya que a fin de cuentas estamos usando
el mismo desarrollo del operador dipolar. Aunque a primera vista los resultados presentados en
Ref.[78] son mejores, debemos tomar en cuenta que no se consideraron todos los datos experi-
mentales y que el niimero de pardmetros utilizados en (4.84) son 4, uno mas que el que se usé6 en
la aproximacion lineal (4.62).
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arsina

Poliada  Estado Contribucién Estado Contribucién Energias

(normal)  (normal) (local) (local) Exp. Teor. AE
Simetria Ay

1 1 1.00 100 1.00 2115.16  2115.17 0.0

2 32 0.52 200 0.98 4166.77  4165.65 1.1

2 1, 0.52 110 0.98 4237.7 4238.95 -1.2

3 132 0.66 300 0.99 6136.34  6136.01 0.3

3 13 0.71 210 0.97 6275.83  6277.62 -1.8

3 33 0.55 111 0.98 6365.95  6367.23 -1.3

4 1232 0.47 400 0.99 8028.98  8027.29 1.7

4 14 0.41 310 0.97 8249.51 8249.94 -04

4 34 0.44 220 0.96 - 8332.92 -

4 1232 0.35 211 0.98 - 8397.37 -

5 1134 0.35 500 0.99 9841.4 9841.06 0.3

5 1332 0.38 410 0.99 - 10143.2 -

5 1233 0.57 320 0.98 - 10289.1 -

5 15 0.31 311 0.95 - 10370.7 -

5 35 0.27 221 0.95 - 10443.9 -

6 1234 0.37 600 0.99 11577.5 11577.5 -1.2

6 1432 0.38 510 0.99 - 11957.0 -

6 36 0.32 420 0.95 - 12183.1 -

6 1234 0.50 411 0.90 - 12265.1 -

6 36 0.37 330 0.86 - 12270.1 -

6 1g 0.47 321 0.94 - 12401.5 -

6 36 0.38 222 0.96 - 12500.3 -

Simetria An

3 33 1.00 210 1.00 - 6301.12 -

4 1733 1.00 310 1.00 - 8261.71 -

5 1233 0.71 410 0.99 - 10149.9 -

5 35 0.71 320 0.99 - 10311.7 -

6 1:35 0.52 510 0.99 - 11962.9 -

6 1333 0.55 420 0.99 - 12193.7 -

6 36 0.76 321 0.99 - 12439.1 -

Tabla 4.1: Energias (en cm’l) generadas por el ajuste usando el Hamiltoniano(4.102). El rms obtenido es de 1.59 cm~ L

fueron tomadas de las Refs. [92, 93]
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Capitulo 4. Reformulaciéon del Modelo algebraico U(v + 1) para describir excitaciones

vibracionales

Poliada  Estado Contribucién Estado Contribucién Energias
(normal)  (normal) (local) (local) Exp. Teor. AE
Symmetry E
1 31 1.00 100 1.00 2126.42  2126.72  -0.3
2 1;31 0.73 200 0.99 4167.94 4168.74 -0.8
2 32 0.73 011 0.99 4247.52  4248.59 -1.1
3 1231 0.38 300 0.99 6136.33  6136.32 0.0
3 123 0.55 012 0.99 6282.35 6283.46 -1.1
3 33 0.67 120 0.99 6294.71 6295.02  -0.3
4 1;33 0.43 400 0.99 8028.97  8027.32 1.6
4 133; 0.58 310 0.98 8257.27  8253.0 4.3
4 1232 0.50 130 0.98 8258.37  8258.65 -0.3
4 34 0.31 022 0.97 - 8335.51 -
4 34 0.47 211 0.99 - 8417.15 -
5 1233 0.37 500 0.99 9841.4 9841.06 0.3
5 1431 0.35 410 0.99 - 10143.7 -
5 1134 0.32 140 0.99 - 10149.8 -
5 1332 0.37 023 0.98 - 102904 -
5 35 0.65 230 0.99 - 103104 -
5 1233 0.31 311 0.98 - 10378.1 -
5 35 0.43 122 0.98 - 104609 -
6 1333 0.26 600 0.99 11576.3 115775 -1.2
6 1531 0.19 510 0.99 - 11957.1 -
6 1234 0.25 150 0.99 - 11962.8 -
6 1533 0.27 024 0.95 - 12184.1 -
6 1:35 0.28 240 0.99 - 12192.7 -
6 1135 0.18 411 0.94 - 12266.3 -
6 36 0.24 033 0.91 - 12270.1 -
6 1234 0.24 123 0.99 - 124126 -
6 1:35 0.36 231 0.99 - 12427.1 -
Tabla 4.1 (continuation)
Errores
Parametros | Ajuste Epsilon  Delta
We 2162.92 0.292 0.029
A -4.2950 0.492 0.082
ay -38.7361 0.005 0.001
a 0.0514 0.0528 0.010
a3 -0.1833 0.022 0.003
ag 0.1641 0.073 0.030

Tabla 4.2: Pardmetros del Hamiltoniano (4.102) en cm™! obtenidos ajustando 21 energias vibracionales de las bandas de tensién de la arsina. En
las tltimas dos columnas se incluye el analisis del error, Epsilon y Delta . El significado de estos errores se explica en la seccién 5.2
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seccion 4.5 célculo de constantes de fuerza asociadas a los grados de libertad de tension de la
arsina

Pardmetros Este trabajo  Halonenetal Ab initio
frr@A™?) 2,836 2.841 2.829
frp(aJA™2) ~0,010 40 -0.009 95 -0.0097
Frrrr(@JA™% —51,9074 46.323 54.4
Frprp(@A™h 0,2066 - -
feprp(@ A= -0,9825 - -
Frperpn (@A™ 0,6596 - -

Tabla 4.3: Constantes de fuerza derivadas de los pardmetros espectroscépicos dados en la Tabla4.2. Las constantes de fuerza de Halonen se tomaron
dela Ref. [91], y las ab initio de Ref. [94].

Estadolocal V.4 ./cm™! Iyps Iealc Halonen(92]  Pluchart [78]
Simetria Ay
(100) 2115,13 1.0% 1.0 1 1.0
(200) 4165,79 0.021 0.068 0.022 0.0209
(110) 4238,94 - 1.14 x1073 0.13 x1073 -
(300) 6136,07 0.32x1073  1.32 x1073 0.49 x1073 0.47 x1073
(210) 6277,63 028 x107%  0.07x107*  0.0055 x10~* -
(400) 8027,32 0.15x107%  0.129 x107%  0.071 x1074 0.12 x1074
Simetria E
(100) 2126,81 1.0% 1.0 1.0 1.0
(200) 4168,75 0.021 0.069 0.022 0.0209
(011) 4248,66 - 2.64 x107% 0.58x1074 -
(300) 6136,36 0.32x1073  1.32 x1073 0.49 x1073 0.47 x1073
(012) 6283,43 - 1.51 x1076 0.51x1076 -
(120) 6295,01 0.14 x107%*  0.015 x107%  0.0032 x10~4 -
(400) 8027,35 0.15x107% 0128 x107¢  0.071 x107% 0.12 x1074

a) valor escalado.

Tabla 4.4: Intensidades relativas observadas y calculadas para los bandas vibracionales de tensién de la arsina.
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Capitulo 5

Aplicaciones del modelo U (v + 1)

1 modelo U(v +1) ha sido aplicado a diferentes sistemas, por ejemplo, moléculas lineales [21],
tetrahédricas [77] y piramidales [78, 79], en todos estos casos haciendo uso de Hamiltonianos
efectivos sin conexion con el espacio de coordenadas y momentos. Aunque los modelos basa-
dos en Hamiltonianos efectivos son ttiles, tienen la deficiencia de no proporcionar superficies de
energia potencial. Resulta entonces conveniente proporcionar, en medida de lo posible, su cone-
xién con el espacio de configuraciones [87, 95].

La reformulaciéon del modelo U(v +1) se ejemplificé en el capitulo anterior a través del andlisis
de las excitaciones vibracionales de tension de la molécula de arsina. En este capitulo presentare-
mos la descripcion vibracional completa de las moléculas de estibina y arsina. Estas moléculas ya
han sido estudiadas dentro del esquema de grupos unitarios aunque haciendo uso de Hamiltoni-
anos efectivos [79]. En las siguientes secciones presentaremos un estudio del espectro de energias
completo para estas moléculas y su correspondencia con el espacio de configuraciones [92, 96].
Primeramente presentaremos el Hamiltoniano en el espacio de coordenadas y momentos para
posteriormente obtener una realizacion alegebraica del mismo en términos de los generadores
del grupo dindmico Us(4) x Uy(4), donde U(4) y Up(4), etiquetan los grados de libertad de tension
y flexion respectivamente. Las interacciones tipo Fermi, asi como las de numero se consideran
en la contribucién de interaccién tension flexion. Mostraremos que en el contexto de la nueva
reformulacién del modelo U(v + 1) es posible establecer la conexién entre los pardmetros espec-
troscopicos y las constantes de fuerza para cualquier sistema molecular semirrigido.

5.1. Moléculas piramidales
Consideremos el caso general de moléculas piramidales del tipo XH3 en el esquema del mo-

delo U(v + 1), lo cual nos permitird describir como casos particulares los espectros de la arsina'y
la estibina.

La aproximacion armoénica nos provee de una base completa en términos de coordenadas nor-
males que puede ser usada para diagonalizar el Hamiltoniano general. Etiquetaremos la base de
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seccion 5.1 moléculas piramidales

la siguiente forma
|1V1)2V2)3V3)4V4>) (51)

donde v, y v3 corresponden a los modos X-H de tension simétrico A; y degenerado Ey vy y vy
corresponden a los modos de flexion H-X-H simétrico A y degenerado E.

En la descripcion local se desarrolla la matriz de Wilson y la energia potencial en términos
de los desplazamientos de las coordenadas internas. El conjunto (r;, i = 1,2,3.) corresponde al
espacio de osciladores de tension (s), mientras que los dngulos (0;, i = 4,5,6) se refieren al espacio
de osciladores de flexion (b), ver Figura 4.1. Tomaremos las siguientes coordenadas en el desarrollo
del Hamiltoniano

qi=Ari, 1=1,2,3; qj=r1.A0j, j=4,5,6, (5.2)

donde r, es la distancia de equilibrio X-H.
El Hamiltoniano cuédntico en términos de las coordenadas internas de desplazamiento ¢g; que
describen las excitaciones vibracionales de la molécula estd dado por [85, 86]

1
H = Ef)G(q)p+ Vig . (5.3)

Este Hamiltoniano involucra los elementos de matriz de G(q), cuya forma explicita se encuen-
traen el apéndice 8.1. Consideraremos términos hasta orden cuértico en el desarrollo de la energia
cinética y potencial. Como hicimos notar antes, el Hamiltoniano puede ser escrito de la siguiente
forma

H-= I:IS+I:Ib+I:ISb, (5.4)

donde nuevamente consideraremos la conservacion de poliada (4.43). Debido a esta restriccion,
las contribuciones de H; y Hj, s6lo involucran potencias de segundo y cuarto orden. Para la con-
tribucion de tensién tenemos

A

Hy = gan+&ﬂZ:mm
z>] 1

+ _frrqu+frr’ Z 67167]+ frrrrqu

i>j=1
+ Zﬂwwwﬂ%+qy+q§m+qy+q&m+qgl
+ %fnw[qf(q% + a3+ 45 (G5 + ) + a5 (a7} + 3]
+ %ﬁwMﬁ%%+%%%+%m@L (5.5)

Notese que no aparecen términos de orden cudrtico que provengan de la energia cinética, este
hecho se explica debido ala independencia de los elementos (8.2a) y (8.2b) en las coordenadas de
tension. Por otra parte, para las coordenadas de flexién tenemos

6
Z &qZ:mm

i>j=4

A,

[\JI'—'
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1 6 6
+ gquzq?+qu/ Y. 4:id;
=4 i>j=4
1(0%g
+ —|—=5"| psdips+psdips+ pedipel
4 6q4 0
b L ZEE) 0002 4 paqiips + (s + padips+ (aal + psipe Hoel
4\ aq? Pady+ Peds)Ps + (Psqs + Peds) P4+ (Pady + Psqs) pe + H.C.
0
1(0°g
T2 6q46(;4:772 0 [P444q5P5 + PedsdsPs + Padadepe + H.c]
1 azg%%
t 3 3020 [P4GaqsPs + PeqeqsPa + P5GsGaPe + PaGaqePs + Psqs e Pa+ Peqeqaps + H.c.]
0
1(d0°g
+ o[ —=ZL| (padipe+psaipe+psaipa+ Hocl
2 aqS 0
1

6
+ _,fmquq?’
4l i=4
+ if /[q3 (s + g6) + G2 (ga + G6) + G (Ga + g5)]
4! q4q99q 4145 6 5\44 6 6\Y4 5
3
+ g 1015 + 49) + 455 + 45) + 45 (5 + 45)]

+ Ef [ 2 + 2 2 56
a1 /aad'a" 1949596 459196 + G5 4aqsl. (5.6)

En cuanto alas interacciones de tension-flexion, tenemos contribuciones tanto de tercer como de
cuarto orden que conservan la poliada. Expresaremos estas interacciones de acuerdo a su orden
de la siguiente forma

Hqpy = Vipp + Vs, (5.7)

donde Vg, involucra resonancias de Fermi, mientras que Vi, contiene las interacciones de or-
den cudrtico mas relevantes. Explicitamente, para las contribuciones de tercer orden tenemos

N 1(0g
Vsbh = 3 ﬁ [P1(qapa+ qepe) + P2(qapa+ qsps) + ps(qsps + peqe) + H.c.]
0
1(0
+ = Easas [q1(P§ + P§) + q2(p5 + P2) + q3(pz + p§)]
2 6q1 0
1(0g
+ = | 22EN (p1gsps + pageps + p3qapa+ H.cl
2\ 0g5 )
1(0g
t3 6214q5 2 [p1(qaps + qops) + P2(Gape + G p4) + p3(qs pa + peqa)l
0
1(0g
t 3 (3667;1675 2 [pa(q1ps + q2pe) + p5(G2pe + s pa) + Pe(q1Ps + p3qa)l
0
1(0g
t3 621% [Pa(q1pe + G2p5) + P5(G2pa + q3pe) + pe(q1pa + p34s)]
0
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seccion 5.1 moléculas piramidales

+ %fm’q’ [ (a5 + a8) + 42045 + 45) + G3(q5 + G3)]

+ %fmq [q1q§+qzq§+qsq§]

+ %frqq/ [(91(q4q5 + G5G6) + G2(qaqe + G5G6) + G3(Gaqs + G1q6)]

+ %fm’q” (919496 + 929495 + q3G57s]- (5.8)
Las interacciones de tension-flexion involucran 8 constantes de fuerza, las cuales no se pueden
determinar con los datos experimentales disponibles. Por ello se debe seleccionar el conjunto de

interacciones mds relevante. Siguiendo la propuesta de Lukka et al [91] proponemos para la se-
gunda contribucién de (5.7)

. 1(d%g
Visbp = Z(—E%@)[w%+%nﬁ+w§+%n%+w%+%n@
1 0
1
+ g (g% + g5)qz + (g5 + G3) G5 + (g5 + 45) g5, (5.9)

la cual resulta ser relevante en la descripcion de las excitaciones vibracionales de la arsina y la
estibina. Una vez establecido el Hamiltoniano en el espacio de configuraciones, aplicaremos el
modelo algebraico U(v + 1). Como en este caso tenemos dos subespacios, el dlgebra dindmica del
sistema corresponde al producto directo

Us(4) x Up(4), (5.10)

donde cada grupo estd caracterizado por las representaciones [Ns] y [IN}], donde los operadores
N; y N, corresponden al namero total de bosones en el espacio respectivo. Explicitamente los
operadores asociados al nimero total de bosones estdn dados por(4.40)

Ny = A+ Ao+ s+, (5.11a)
Ny = fg+is+ng+n; . (5.11b)

Ahora proponemos la aproximacion (4.45). Consideraremos dfd) — a' (@ para osciladores lo-
cales a orden cero asi como para las correcciones armoénicas involucradas en los operadores de
numero para los dos espacios, como se vio en el capitulo anterior. En nuestro modelo, un in-
grediente importante que debe considerarse en (4.45) con la identificacion d'(d) — b'(D), es la
simetrizacion

1

(G2 +q3) — > (3 (qo+q3) + (G2 + 43) G}, (5.12a)
1

qds+as) — 5laia;+ad)+az+aal, (5.12b)
1

Giaeds — 2107 (qds + 4300) + @205+ G405 + 430 q2 + o). (5.120)
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Capitulo 5. Aplicaciones del modelo U(v + 1)

A diferencia de los modos de tension, los modos de flexién tienen un comportamiento maés cer-
cano al arménico. Consecuentemente parece razonable proponer la correspondencia d'(d) —
a' (@) para todas las interacciones. Finalmente, para las interaccion de de Fermi se tiene d'(d) —
b' (b), mientras que para las contribuciones V;;;, haremos la identificacion d' (d) — a' (@) ya que
solo involucra operadores de numero. Esta aproximacion nos permite establecer una correspon-
dencia uno a uno con la representacion algebraica del Hamiltoniano. Una vez tomado en cuenta

las sustituciones apropiadas en (5.4), obtenemos el siguiente Hamiltoniano algebraico

H ~ . L4 .
e T @S a+As Y. alaj+all+)Y ai(} 6,I + H.c,
H, b O i b#b b3b bt b
e . Ye A+ dp ) a;aj+ayl ,+aylyy s+ az2lys;+81 45
i#j=4 4
b, b sb b3b b3b b, b sb
+ o ay(yys5+ 2105 6/5) + Vi dgars5 + Yo laasse + V3 Ugayss = 214g55)
Hgpp A A A A
e C1f17aa+C2 f1/55 + (3 f1745 + Ca f1)46,
Hepp .
= = Ufnm-
hc

En este Hamiltoniano las interacciones locales I} estan definidas por

3 3
= Y@an*=Y aj,

i=1 i=1
B8 = Bby(hy+by)+ BB} (] + b+ (Bby + by BB (s + bo) + by (B + B,
B = b+ B3 + By (b} + i)+ (b] by + by b)) By b + by b + bbs + bs D),

jj = 2(15'{21521534-15%15;1}%)+(I;Ii?l+15115{)(15;62+1521A9;+B§i93+153i9;)
+ EgB%BQ-I-BgEIZBg%-E;(EIBl+51£I)Bz+63(51r£1+516DBT,

mientras que para las interacciones de flexion

2

n

4 i=4 i=4
b 5242 a2 | A2 A2
I,Wl5 = Nyng + nyhg + iz g,

ib o at2a2 A2 42 At2 a2
Iyg55 = Gy a5+ ag”ag+ ag ay,

jb _ ATZ A A A ATZ A A N ATZ ~ N ~ H
wajas = Ay a4(as+ dg) + a5 as(Ay + de) + 4 de(ds + as) + H.c.,
b AT A L AT2 A s A2

Lyse = G, asae+ a5 asde+ ag-agsds + H.c.,

+b PPN uN PPN BN PN N

In46/5 - n4a5a5+n56l4616+ﬂ66l56l4+H.C..

(5.13a)

(5.13b)

(5.13¢)

(5.13d)

(5.14a)

(5.14b)
(5.14¢)

(5.14d)

(5.15a)

(5.15b)
(5.15¢)
(5.15d)
(5.15€)
(5.15f)

Ademds, para las interacciones de tension-flexién tenemos para las contribuciones de Fermi lo-

cales
f1/44 = 151154154 + I;'{B@IAOG + ngglag + 1521551;5 + 152154154 + 1551551;5 + H.c,,
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seccion 5.1 moléculas piramidales

f1/55 = 151155155+IA9;B4IA94+B;IA96156+H.C., (5.16b)
f1/45 = BIB4E;,+BIB(3£5+B§B4B(3+B;B4B5+B£B4BG+E£B(355+H.C., (5.16¢)
fl/46 = 151154156+152155156+B;IA94B5+H.C., (5.16d)

mientras que para las interacciones de nimero de tension-flexion
In1n4 = fll(ﬁ4+ﬁ6)+fl2(ﬁ4+ﬁ5)+fl3(fl5+ﬁ6). (5.17)

Como podemos notar, estas interacciones involucran productos de operadores de niimero. La ex-
presion general para el Hamiltoniano de tension-flexién de orden cuértico involucra 9 interac-
ciones locales independientes adicionales.

Los parametros espectroscopicos estan dados en términos de las constantes de estructura y
fuerza. Para los pardmetros de tensién tenemos

2

6
~ S _ e
hcwe = hws+4!4w§u§frrrr
h? 1 1 n? (6°
b g | o (‘””“b), (5.182)
4 WsUsWplp Iy 4 aql o \ Wshs
hwgpg
hcds; = o, + r, 5.18b
CAs > 8rr zwsusfrr ( )
6 n?
hea] = 54_%2]0,,,,, (5.18¢)
41 n?
hc ag = 4'24w uzfrrrr» (5.18d)
S
31 n?
heaj = T : 2f,,,r, (5.18e)
121 h2
heaj = ro— 2szmr” (5.18f)
mientras que para los de flexion
7% (0°84.q 6 h* 1
hed? = hwh+—( | +— (foo00 +4 foooro') (5.19a)
€ 8\ 043 o 4l 4wiug 4
n? (0°g w /2| 1
+ G ( ”“”)+ ey (5.19b)
aql o \ WsHs WsUsWpp T
hed, = hwbﬂbgo Lo h f h azngs +h_2 azg%qs
2 R 20 ,up r? iy aq; , 8 aq: 0
12 K 1
ST 4(2f9999'+f990'9~), (5.19¢)
WyHp Te
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7 [0°8q.q .8 o1
hc 06117 = ( Sl — foo00, (5.19d)
8| 0q2 4'4wf] S re
72 [0°8q.q 12 o1
heab = 195 ,, 5.19
ca; 3 ( 342 ar 1wlp gfeeee (5.19)
3 o1
heal = v —gf 000", (5.19f)
12 h2 1
hcay = — fovoror» (5.19g)
4 41 4w s T,
2
hey! = (9 B (5.19h)
04404 | ,
2 2
heyl = (9 80 (5.19i)
04404 | ,
n? (6%g :
hey? = _E( a;’%‘“). (5.19j)
0

Para los parametros que involucran contribuciones de tensién-flexion tenemos

4\ 0qq 4\ oq 2w s

s 1" ho1 Sy (5.20a)
2 2w0pup \| 2055 27707 '

0
het, = 4( gchqs) /—S“S
0

dqs

n angs h agq4675
h = h - 2
c(s ( 3as )0 Wshs ( o )0 WpHp 2wsus

h(0g h(0g h
hel, = _( Lhcm) \/m__( q4674) Oyl
0 0

) (5.20b)
2 2wbub 2wsus r2 g

4 4

h n o1
+ — froon (5.20¢)
20ppp \ 2wspis T

h agqme
h = 2h 191, 5.20d
cly v ( o O wWplp 2wsus Zwbub 2wsus rgfrea ( )
n? (0? )
hCT] — gLI4674 ( bl’l’b) — 2f7‘7‘0’9, (5.206)
4 06]1 o \ WsHs 4 WstsWplp Ty

(5.20f)

La identificacion de las constantes de fuerza con la notacién usual dada por Lukka et al [91] es la

siguiente

1 1 1
qu/ = ﬁfggr, frqq/ = ﬁfr@@’; quqrq// = ng@grg//, (521)
e e e
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con expresiones similares para las diferentes combinaciones de subindices. La matriz de Wilson y
sus derivadas se muestran en la Tabla 5.1. Aqui la masa reducida estd dada por
1 1 1

s = —; Up=——= . (5.22)
g 89a 7280

En las siguientes secciones presentaremos el estudio del espectro de energias de la estibina y la
arsina usando el Hamiltonano algebraico (5.13).

5.2. Analisis vibracional de la estibina

A continuacion aplicaremos el modelo al espectro de energias de la molécula de estibina (SbH3).
El objetivo de este trabajo es mostrar la viabilidad del modelo U (v + 1) para describir excitaciones
vibracionales, al igual que los modelos locales tradicionales en el espacio de configuracién. De
esta manera tomamos ventaja de los modelos algebraicos manteniendo la conexién con el espa-
cio de coordenadas y momentos. En el modelo presentado en la seccion anterior consideramos
la conservacion de poliada. El Hamiltoniano que obtuvimos (5.13) nos permiti6é tomar en cuenta
interacciones de tipo Fermi, aunque no efecto tinel como el que se presenta en el arménico. La
molécula de arsina en su configuracion de equilibrio es piramidal, con pardmetros de esctructura
ro =1.70 A, y Z HSbH=91.54° [96]. El grupo de simetria de la molécula es €3,. La molécula tiene
seis grados de libertad, tres de ellos asociados a los modos de tension (A; @ E) y tres a los mo-
dos de flexién (A; @ E). Las excitaciones vibracionales de este sistema pueden ser descritas con
el Hamiltoniano (5.13). Este Hamiltoniano no es el més general, ya que estamos despreciando el
momento angular vibracional y la mayoria de las interacciones de tension-flexion de orden cudr-
tico, pero mostraremos que esta aproximacion es suficiente para reproducir en forma razonable
los resultados experimentales.

Diagonalizar el Hamiltoniano (5.13) implica fijar los pardmetros N y Nj. Como el niimero
de bosones de tensiéon esti relacionado con el limite de disociacién, hemos estimado N; = 28
mediante (4.109). Como los modos de flexién no necesariamente han de disociarse, el ntimero
de bosones Nj, lo consideramos un pardmetro y serd determinado usando el criterio de minima
desviacion junto con la mejor descripcion de las constantes de fuerza y componentes de los esta-
dos propios. De hecho sdélo los pardmetros {(I)Ie’ ,Ap} son necesarios para obtener una buena des-
cripcién de las energias de flexion. Una estimacioén de N, aplicando (4.109) para flexién nos da
N, = 70. Exploramos valores mayores para Nj. Considerando el rmsy las constantes de fuerza no
obtuvimos una mejora significativa, pero el caracter local del estado |510000) de 0.68 para Nj, =70
se incrementa a 0.96 para Nj = 120, por ello tomamos Nj, = 120.

El Hamiltoniano (5.13) involucra 14 pardmetros. Si tratamos de llevar a cabo el ajuste, el cal-
culo se vuelve inestable. En particular los datos experimentales no nos permiten obtener los pa-
rametros espectrocopicos asociados a las interacciones de Fermi. En otras palabras, el nimero
de energias experimentalas de tension-flexion no es suficientes para optimizar las constantes de
fuerza involucradas en las resonancias de Fermi. Por ello seguimos la aproximacién propuesta
por Lummila et al [96], donde las cuatro constantes de fuerza se fijan tomandolas de célculos a
primeros principios. Este procedimiento debe ser autoconsistente pues es necesario conocer las
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constantes de fuerza de segundo orden para obtener los coeficientes de Fermi. En este trabajo esta
aproximacion es posible debido a que tenemos la conexién de nuestro modelo con la superfice de
energia potencial que hemos establecido. Aqui consideramos todas las energias reportadas en la
referencia Ref.[96]. En el estudio presentado por Lummila et al no se tomaron en cuenta el total
de energias, especificamente las que se encuentran entre 5050 y 5200 cm™!, debido a que existe
incertidumbre a la hora de determinar con precision el origen de la banda. El modo local con ener-
gia 8029.2 cm ™! también se excluyé en el ajuste por razones similares. No obstante aqui decidimos
explorar la fiabilidad del modelo para describir todo el espectro manteniendo la relacién entre las
constantes de fuerza. Incluso fijando los pardmtros asociados a las interacciones de Fermi, no se
tomaron en cuenta todas las interacciones que aparecen en el Hamiltoniano (5.13). El conjunto
final de interacciones que se escogieron atienden a las siguientes consideraciones: (a) orden de
la interaccion (b) andlisis estadistico: correlacién y error en los pardmetros, y finalmente (c) sig-
nificado fisico del ajuste de energias. Siguiendo estos criterios encontramos que los paramatros
{a?,i=2,3,4} no quedan bien determinados por lo que las correspondientes interacciones seran
excluidas.
Consideramos el siguiente Hamiltoniano simplificado

H 3 .

. ~S A AT A s 7s

e wen+ﬂtslg.aia1+alll
i#]

3
+ @ A+Ap Y. alaj+alilng
oy
+ (1fraa+C2fris5 + 83 f11a5 + Cafirae + Nlng g (5.23)

el cual es equivalente al Hamiltoniano propuesto en [96] con excepcion de la interaccion anar-
monica de flexion ai’ . Resulta interesante ver la diferencia entre las dos aproximaciones. En la
Ref. [96] se consideran osciladores de Morse para los grados de libertad de tension y osciladores
armonicos para los grados de libertad de flexion. Ademas, con excepcion de los elementos dia-
gonales del oscilador de Morse para las intercciones de tension, todos los elementos de matriz
fueron calculados usando formulas armoénicas. Por otra parte, en nuestra aproximacion la in-
teraccion de numero ff juega el papel de la correccién anarmonica implicita en el oscilador de
Morse. También hemos considerado contribuciones anarménicas en los modos de flexién in-
cluyendo las interacciones f{’. No obstante, sélo las interacciones de Fermi involucran los ope-
radores b' (b). El Hamiltoniano (5.23) contiene 7 parametros libres, que determinan 7 constantes
de fuerza {frr, frr, frrrr oo, foo', foooo, frroor 3

La diagonalizacién la llevamos a cabo en una base adaptada por simetria obtenida mediante la
proyeccion de las funciones (4.5). El proceso de simetrizacion simplifica el cdlculo debido a que los
bloques de cada poliada se reducen a bloques de acuerdo con representaciones irreducibles [87].
En la Tabla 5.2 se muestra la distribucién de las funciones adaptadas por simetria de acuerdo a las
representaciones irreducibles. De esta tabla vemos que para poliada 14 la matriz a diagonalizar
que originalmente es de dimension 2178 x 2178 se reduce a tres diagonalizaciones de dimension
398 x 398, 328 x 328y 726 x 726, correspondientes a las representaciones irreducibles Ay, A, y E,
respectivamente.

Los pardmetros espectroscopicos se optimizaron usando el método de minimos cuadrados.
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seccion 5.2 andlisis vibracional de la estibina

La calidad del ajuste se expresa en términos de la desviacién cuadrdtica media rms. Con el fin de
determinar qué tan significativo es el ajuste, se llevo a cabo el andlisis de error estadistico para los
pardmetros [97, 98]. Definimos y calculamos para el pardmetro x;: el error-delta (0 x;) y el error-
epsilon (ex;). Estos se definen de tal manera que la desviacion cuadratica de la energia Q? definida

como
Nexp

Q=Y (Ely,—EL)% (5.24)
i=1

no se incrementa mds que una fraccion A de el valor minimo Qfm.n. Especificamente el error-
delta para el pardmetro x; estd definido a través de la condicién de que Q? se mantienga mas
pequeiio que (1 + A) Q? cuando x; estd en el intervalo [x; — 8x;,x; + 6x;] alrededor de su valor
6ptimo. En este caso todos los pardmetros se mantienen fijos en sus valores 6ptimos. Por otra
parte, ex; determina el intervalo en el cual x; varia cuando todos los otros pardmetros se optimizan
de nuevo. El error epsilon es generalmente mas grande que el error delta, como puede apreciarse
en la Tabla 5.4, donde se escogio la fraccién A de 0.05. De la Tabla 5.4 identificamos @, como el
parametro que muestra un error comparable con el pardmetro mismo, pero esta situacion aparece
solo para el error epsilon, el error delta es significativamente mas pequefio. Ademads de los errores
delta y epsilon, calculamos la matriz de correlacion de pardmetros. Desde este punto de vista el
conjunto de pardmetros esta bien determinado, ya que para todos los casos los elementos de la
matriz de correlacion no son mayores que 0.95, tomando en cuenta que cuando hay correlacion
el valor estimado para los elementos de la matriz de correlacion comunmente es de 0.99 [99].

Llevamos a cavo el ajuste de todas las energias involucradas hasta poliada P = 14 con nimero
de bosones N; = 28 y Nj, = 120. En la Tabla 5.3 presentamos 23 datos experimentales junto con
los datos teoricos obtenidos en el ajuste. Ademas de las energias se incluye la asignacion normal y
local, asi como el cuadrado de la componente mayoritaria. La asignacion de los estados en ambos
esquemas (aproximadamente) normal y local es muy ttil, ya que en general, algunos estados pre-
sentan fuerte caracter local (estados de tensién) mientras que otros (estados de flexion) adquieren
caracter normal. Esta caracteristica nos permite comparar nuestra asignacion con la descrita en la
Ref.[96]. La asignacién es casila misma excepto para los estados con energias 4545 and 4513 cm ™.
En ambos casos el caracter de flexién corrresponde a un cuanto en v,4, mientras que en la Ref.[96]
este mismo estado tiene la asignacion v, = 1. Los pardmetros espectroscopicos, asi como los corre-
spondientes errores asociados a este ajuste estan dados en la Tabla 5.4. Podemos notar que el error
epsilon asi como el error delta son mds pequenos que los pardmetros correspondientes. Asimis-
mo no se obtuvieron valores mayores a 0.96 en la matriz de correlacidon, lo que significa que los
parametros estan bien determinados.

De los parametros espectroscopicos dados en la Tabla 5.4 y las relaciones (5.18), (5.19) y (5.20),
podemos obtener las constantes de fuerza. Los resutados se presentan en la Tabla 5.5. En la mis-
ma Tabla 5.5 incluimos para su comparacion los pardmetros obtenidos por Lummila et al [96], asi
como los resultados a primeros principios [94]. Como podemos notar, en general se reproduce el
comportamiento de las contantes de fuerza con excepcion de f;,,, la cual tiene signo negativo.
Para explicar esta discrepancia hacemos notar que en el esquema del modelo U(v + 1) el Hamil-
toniano a orden cero corresponde a un conjunto de osciladores armoénicos no interactuantes, un
hecho explicitamente establecido en la ecuacién (4.100). En nuestro modelo hemos considerado
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conservacion de poliada e interacciones hasta orden cuatro. Por ello no se espera que las correc-
ciones de cuarto orden en un oscilador armoénico permita obtener el comportamiento asintdtico
correcto. El valor negativo de f;,,, refleja este hecho, que es una caracteristica de todo modelo
basado en una base de oscilador armoénico.

De la Tabla 5.3 podemos notar que la molécula presenta comportamiento local en los modos
de tensién y un cardcter normal en los modos de flexién, un hecho manifiesto en los parametros
locales definidos por Child and Halonen [3], el cual en el esquema de este modelo estdn definidos
como

2 AN
¢ = —arctan(—). (5.25)
b3 @

Este parametro nos da una medida de lalocalidad, donde los extremos ¢ = +£1 y ¢ = 0 corresponden
a un comportamiento puramente normal y un comportamiento local, respectivamente. De los
pardmetros mostrados en la Tabla 5.4, para los osciladores de tension se obtuvo ¢ =~-0.02, mientra
que para los osciladores de flexion ¢ =~-0.74. Este comportamiento es similar a la arsina, como
veremos en la siguiente seccion [100].

5.3. Analisis vibracional de la arsina

Ahora procederemos a aplicar nuestro modelo al espectro de energias de la molécula de arsina
(AsH3). En su configuracion de equilibrio, la molécula de arsina es piramidal con los siguientes
pardametros de esctructura r, =1.51106 A, y £ HAsH=92.069° [91]. El grupo de simetria es nueva-
mente 63,. Aligual que la estibina la molécula tiene seis grados de libertad, tres de tensiéon (A; @ E)
y tres de flexién (A; @ E). Las excitaciones vibracionales de este sistema pueden ser descritas con
el Hamiltoniano (5.13).

Antes de proceder a la diagonalizacién del Hamiltoniano hemos de fijar los pardmetros N; y
Nj,. Utilizando los mismos criterios que parala molécula de estibina, se obtuvo N; = 28 [95], mien-
tras que para N, se exploro6 el intervalo Nj, = 35 —140. El rms permaneci6 sin cambio significativo,
al igual que las constantes de fuerza. El caracter de los estados, en particular los estados [300000)
y [400000), obtuvieron un coeficiente méximo cuando N}, = 80. Por ello los resultados obtenidos
tienen asociado N, = 80. Presentamos el ajuste de energias hasta poliada P =10y P = 12, que
comprenden 33 y 35 datos experimentales respectivamente.

Hemos considerado todos los datos reportados en la Ref.[91], ademas los datos para los estados
de tension presentados en la Ref.[93]. A diferencia de Lukka et al incluimos todas las energias en
el ajuste, pero incluyendo los resultados presentados en la Ref.[93].

Al igual que en la estibina, el nimero de datos eperimentales no es suficiente para considerar
la expresion general del Hamiltoniano (5.13b), de modo que usaremos el siguiente Hamiltoniano
simplificado

a 3 U )
— = aSa+Asy alaj+alili+ Y as(Y 6,1+ Hoe)
hce i#] i=2 p

+ @) R+ Yy alaj+alil,
i#] 4
+ (1 f17aa + Q2 f1/55 + 3 f1/a5 + Cafr/ae + Nlnny» (5.26)
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el cual implica un comportamiento cercano al arménico para los modos de flexiéon. En un prin-
cipio se incluy6 la interaccién de tension I}, pero los ajustes demandaron un valor nulo para
el pardmetro a;. Con excepcion del término de orden cudrtico en las interacciones de tensi6n
y flexion, la expresion (5.26) es equivalente al Hamiltoniano usado en la Ref.[91]. El Hamilto-
niano (5.23) contiene 9 pardmetros , los cuales nos permiten determinar 9 constantes de fuerza
{frr frets frrres frrrets frrrets foos foors foooo, frrorer 3. La constante de fuerza f;,,/,» no la incluimos
porque el pardmetro a; es nulo en los ajustes.

Primeramente llevamos a cabo el ajuste hasta poliada P = 10 con nimero de bosones N; = 28
y Np, = 80. En la Tabla 5.7 presentamos el ajuste de 33 energias experimentales el cual llamaremos
Ajuste 1. El rms obtenido fue de 2.68 cm™!. Ademds de las energias experimentales y teéricas, en
la Tabla 5.7 se muestran la asignacion local y normal, asi como el cuadrado de la méxima compo-
nente. Tanto los pardmetros espectroscopicos como los errores asociados a este ajuste se muestran
en la Tabla 5.9. Notese que los errores epsilon y delta son pequefios comparados con los pardme-
tros. La matriz de correlacion obtenida present6 elementos no mayores a 0.96, lo que significa que
los parametros estan bien determinados [99].

De los pardmetros espectroscopicos dados en la Tabla 5.9 y las relaciones (5.18), (5.19) y (5.20)
obtuvimos la tabla de constantes de fuerza. No obstante, dado que en el ajuste s6lo se considerd la
interaccion de orden cudrtico I [, en el Hamiltoniano de flexién, la relacién entre los parametros

espectroscopicos y las constantes de fuerza son

5 n® (0%g 6 h® 1
hc wle’ = hwb+§(% +Z 5 4f9999 (5.27a)
a5 )y Ay, Te
n? 1 1
+ _— ! / 5.27b
T ouhonn rgfrr@@ ( )
hwppp n
hcAp = —2 gg4q4+2w oD rzfgg, (5.27¢)
n? [0°g 6 h* 1
b qaq
hcai = 3(6—34) 110’ 4f9999- (5.27d)
q4 0 bub e

Los resultados se muestran en la Tabla 5.10. Al igual que para la estibina, incluimos para su com-
paracion los resultados obtenidos por Lukka et al [91], asi como los resultados a primeros princip-
ios [94]. Excepto por la discrepancia en el signo de f;,,, se reproduce el comportamiento general
de las constantes de fuerza dentro del esquema de este modelo. Puede mejorarse la calidad del
ajuste si se incluyen interacciones de flexion de orden superior. No obstante, cuando ésto se hace,
el calculo se vuelve inestable. Esto es una consecuencia de los pocos datos experimentales que se
tienen para sobretonos de flexion.

De la Tabla 5.7, se ve nuevamente, al igual que en la estibina, que esta molécula presenta un
comportamiento local en los modos de tensién y un cardcter normal en los modos de flexion. De
los parametros mostrados en la Tabla 5.9, para los osciladores As-H obtuvimos ¢ = -0.02, mientras
que para los osciladores de flexién tenemos £ H-As-H ¢ = -0.76. Se tienen dos datos experimen-
tales disponibles que pertenecen a la poliada 12. El Ajuste 1 predice estas energias con una difer-
encia de 17 cm™!. Podemos hacer un ajuste usando las mismas interacciones, pero incluir estos
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datos extra hace que los parametros asociados a las interacciones de cuarto orden de tension y
flexién se vuelvan inestables. Por ello hemos hecho otro ajuste al que llamamos Ajuste 2, donde se
consideran un minimo de pardmetros obteniendo una desviacién de 3.58cm ™. El Hamiltoniano
considerado en este nuevo ajuste es el equivalente al usado en Ref. [91]. En la Tabla 5.8 se mues-
tran las energias experimentales y las calculadas. La principal diferencia, ademds de la calidad del
ajuste, se ve en el caracter del estado [n00000) con n > 2. Este estado es mds local en el Ajuste 1. En
la Tabla 5.9 presentamos los parametros espectroscopicos con los cuales obtuvimos las constantes
de fuerza que se muestran en la Tabla 5.10.

5.4. Comparacion con la descripcion en términos de osciladores
de Morse

Es posible efectuar la descripcion de las vibraciones de la arsina y la estibina en el marco de
un modelo local de osciladores de Morse inetactuantes [101]. En este esquema el Hamiltoniano se
expresa en términos de coordenadas curvilineas. La matriz G asi como el potencial se desarrollan
en términos de la variable de Morse lo cual permite identificar seis osciladores de Morse como
Hamiltoniano a orden cero. Posteriormente se obtiene una realizacion algebraica del Hamiltonia-
no mediante la aproximacion lineal de cordenadas y momentos de los operadores de creacion
y aniquilacién de las funciones propias de Morse. Esta realizacién algebraica provee en forma
natural de una realizacion algebraica del Hamiltoniano en términos de interacciones locales. Las
interacciones normales se construyen acoplando combinaciones lineales de los operadores de
creacion y aniquilacion. Ademds de que se establecen las matrices de transformacion entre am-
bos esquemas este andlisis permite calcular pardmetros espectroscopicos tanto en el esquema
local como normal en forma explicita como funcién de las constantes de fuerza y parametros de
estructura.

En el modelo basado en la representacion algebraica de osciladores de Morse el ingrediente
bésico consiste en introducir los operadores de creacion y aniquilacion [18]

' wlz) = Vo+DU-w+Di0% (), (5.28a)
bz = Ved-vin ¥ _ (), (5.28b)

cuya accioén sobre la base de producto directo de funciones de morse

Py(y) = ]EII‘PI,Y (¥i)» (5.29)
i=
toma la forma
B;.r|1<5,1<b;111,...,1/i,...,U6> = \/(vﬁ-l) 1—vi+1)|K3,Kb;Ul,...,I}l‘+1,...,U6), (5.30a)
Bi |KsyKp; Ulyeves ViyernyUg) = vi(l—%) K, Kp; Vly.os Vi—1,..., Vg, (5.30b)
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donde b:.r(bi) son los operadores de creacion y aniquilacion asociados al i-ésimo oscilador de
Morse y x corresponde al subespacio (x5 or k) al cual pertenece el i-ésimo oascilador .

En el modelo U(v + 1) la base corresponde a un conjunto de seis osciladores con nimero de
cuantos ny, ..., ng, y dos osciladores armonicos adicionales caracterizados por los bosones st y tf
uno para cada subespacio con la restriccion

3
Ny=ns+s'ss ns=)Y m;, (5.31a)
i-1
6
Ny=np+t't; np=)Y nj, (5.31b)
=4

donde N y Nj, son pardmetros fijos relacionados con la profundidad del potencial. En este caso la
base tiene el siguiente etiquetado

[[Ns], [Np]; ns, np; ny, ny, ..., ne). (5.32)

En el esquema de esta aproximacion el dlgebra dindmica es ug(4) x u(4), cuyos generadores pueden
expresarse en términos de operadores locales b:.r(b,-), cuya accion sobre la base (5.32) toma la for-
ma

BUINGLING] 5 ng npn,...,ni,...ne) =

\/(ni"‘l)

bilINgl,[Np] 5 ngnp;ny,...,n,..., ng) =

n
1 - ﬁs) |[Ns]y [Nb]y ng + ]-! nbr ny,...,n; + 17---;”1/)! (533&)

N

ns_l

n; (1_ ) |[Ns]y[Nb];nS_]-!nb;nly---yni_1v---vnv>y (533b)

N

donde hemos considerado que el i-ésimo oscilador pertenece al espacio de tension, con similar
expresion para los osciladores de flexion.

Comparando los conjuntos de ecuaciones (5.30) y (5.33), vemos una clara diferencia. En la
region de altas energias la correcciones al espectro armonico en la aproximacion de U(v + 1) es
mads significativa que en el esquema de osciladores de Morse interactuantes. La accién de los ope-
radores ioj(io,-) dados en (5.30) involucra correcciones al resultado arménico de tipo /(1 — n;/x),
mientras que la accién de los operadores de creacion y aniquilaciéon dado en (5.33) involucra los
términos v/(1 — n/N). Esta es una de las diferencias escenciales entre los dos métodos. En general
x > N and n > n;, lo que significa que esta diferencia se intensifica a un nimero alto de cuantos.
La segunda diferencia estriba en la estimacion de las constantes de fuerza, como se mencion6 con
anterioridad.
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Capitulo 5. Aplicaciones del modelo U(v + 1)

0 T — 2.0
8q1q0 = 8rr 8aq4q4 = Te8pg
(agtn%) ,(agre/) (agfmtm) ,rz(age/a')
= (%80 =r2

da1 ), (790" ), a1 ), LI
98145 :(agre) 984145 :(5gro)
0qs 0 a0 Jo 0q, 0 a0’ Jo
("8{44145) _rz(agee') ("nge) _rz(agog')
—le —le
inql 0 Zﬁr 0 f&n 0 26r 0
(a ngérm) :(6 ggﬂ) (0 gqé%) :(5 gaza')
)
L% Jo 2"9 0 L% Jo 2"9 0
(5 ng'IS) _ (‘3 gea') (5 gfwie) _ (‘3 8grgn
- ! - !
(23q46Q5 0 geae 0 341095 |, =\ "d000™ ),
(6 gff4"/6) _ (@ ggreu)
AN 2 o

Tabla 5.1: Relacion entre los elementros de la matriz de Wilson en nuestro modelo y los usados por Lummila et al [96]

Poliada Ar Ao E Total
1 1 - 1 3
2 3 - 3 9
3 5 2 6 19
4 10 3 13 39
5 15 8 23 69
6 27 14 39 119
7 38 25 63 189
8 60 38 98 294
9 84 62 144 434
10 122 88 210 630
11 164 130 294 882
12 229 179 405 1218
13 298 248 546 1638
14 398 328 726 2178

Tabla 5.2: Distribucién de los estados de acuerdo a poliada y simetria. En el calculo el ndmero total de estados en la base pertenecientes a simetria
E se contaron dos veces debido a la degeneracién
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seccion 5.4 comparacion con la descripcion en términos de osciladores de morse

Poliada Estado Contribucion Estado Contribcién Energias
(normal) (normal) (local) (local) Exp. 196] Teor. AE
Simetria Ay
1 21 1.00 000100 1.00 782.24 782.64 -0.4
2 22 0.99 000110 0.60 1559.0 1559.07 0.0
2 49 0.99 000200 0.60 1652.7 1651.88 0.8
2 1 0.99 100000 0.99 1890.5 1890.30 0.2
3 1127 0.97 100100 0.79 2661.0 2660.75 0.2
4 32 0.58 200000 0.99 3719.93 3720.73 -0.8
5 11314 0.66 200010 0.81 4545.0 4543.84 1.2
6 1132 0.66 300000 0.99 5480.29 5480.72 -0.4
6 13 0.71 210000 0.98 5607.0 5608.81 -1.8
8 1232 0.43 400000 0.95 7173.79 7173.2 0.6
12 1234 0.35 600000 0.93 10358.0 10357.7 0.3
12 1432 0.37 510000 0.98 10691.5 10690.1 1.4
14 1334 0.23 700000 0.79 11843.5 11844.4 -0.9
Simetria E

1 4 1.00 000010 1.00 827.85 830.46 -2.6
2 31 1.0 100000 1.00 1894.5 1894.5 -1.8
3 114 0.68 001001 0.96 2705.0 2704.26 0.7
4 1131 0.70 200000 0.99 3719.86 3721.11 -1.3
5 3241 0.45 002010 0.99 4513.0 4513.57 -0.6
6 1231 0.36 300000 0.99 5480.0 5480.73 -0.7
8 1133 0.43 400000 0.99 7173.78 7173.21 0.6
12 1233 0.23 600000 0.93 10358.0 10357.7 0.3
12 1432 0.18 510000 0.96 10691.5 10690.0 1.5
14 1334 0.19 700000 0.79 11843.5 11844.4 -0.9

Tabla 5.3: Energias (en cm™!) hasta poliada P = 14 obtenidas del ajuste de la estibina usando el Hamiltoniano (5.23). El rms obtenido es de 1.27
cm™!. El ntimero de bosones considerados son Ny =28y N}, = 120.

Errores

Parametro | Ajuste Epsilon  Delta
@3 1927.49 0.088  0.022
As -2.334 0.096  0.075
s -33.695 0.015  0.004
@b 821.58 0.177  0.068
Ab -15.941 0.068  0.061
ab -7.059 0.080  0.028
G 5,203% - -
0o 1,022¢ - -
{3 3,8084 - -
la 3,093% - -
n -19.147 0.068  0.037

Tabla 5.4: Pardmetros del Hamiltoniano (5.23) en cm™! para la estibina. El analisis del error estadistico a través de los errores delta y epsilon.
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Capitulo 5. Aplicaciones del modelo U(v + 1)

Parametro este trabajo  Lummilaetal  Ab initio
frr(aJA=?) 2.310 2.293 2.243
frp(a]A=?) -0.0049 -0.0042 -0.0037

frrrr(@a A7 -36.92 31.62 35.20
faglah 0.6170 0.5797 0.5703
fogr(al) -0.0171 -0.0161 -0.0117

foose(al) -2.985 - -

froot@JA™h) 0.0308% 0.0308% 0.0308

frorgr (@A™ -0.20014 -0.2001¢ -0.2001

frop (@ A71) 0.0504% 0.0504¢ 0.0504

Froron(@lA™ 0.0562¢ 0.0562¢ 0.0562

ferorgr (@] A=2) -3.899 -2.936 -

a) Valor fijo durante el ajuste

Tabla 5.5: Constantes de fuerza derivadas de los pardmetros especroscépicos dados en la Tabla 5.4. Los resultados de Lummila se tomaron de la
Ref. [96], mientras que los resultados ab initio se tomaron de la Ref. [94].

0o _ 0 _.2.0
8riro = 8rr 8asqs = Te8gp
(agfnfm ,(agre/) (5gq4ti4) rz(agre/)

- ! —le !
0q, 0 00 0 0q1 0 00 0
(agtn%) ,(agre/) (5gq4ti4) — 2 agre/)
- ! —le !
oar |, \ 00" ), ia |, 90" |,
98145 :(agre 984145 :(5gro)
0qs 0 a0 Jo 0q, 0 a0’ Jo
("8{44145) _rz(agee') ("ngs) _(580/0/')
=2 =
inql 0 Zﬁr 0 20q1 0 LZr 0
(a ngérm) :(6 ggﬂ) 0 gqé%) :(5 5’929')
)
%q; Jo 2"9 0 L0 Jo 2"9 0
(5 ng'ls) _ (‘3 5’99') (a gfwie) _ (‘3 g1
- ! - !
(231146% 0 2909 0 341095 |, = | "3000™ ),
(6 gff4"/6) _ (5 ggreu)
gz o 0% ),
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seccion 5.4 comparacion con la descripcion en términos de osciladores de morse

Poliada Estado Contribuciéon ~ Estado  Contribucion Energias
(normal) (normal) (local) (local)  Exp. 191,93] Theor. AE
Simetria Ay
1 21 1.00 000100 1.00 906.752 904.404 2.3
2 22 0.99 000110 0.66 1806.15 1807.58 -1.4
2 49 0.99 000200 0.66 1991.0 1997.61 -6.6
2 1 0.99 100000 0.99 2115.16 2115.63 -0.5
3 1127 0.97 100100 0.70 3013 3013.99 -1.0
4 32 0.52 200000 0.95 4166.77 4165.43 1.3
4 12 0.52 110000 0.97 4237.7 4238.40 -0.7
5 2132 0.56 200100 0.74 5057.0 5053.68 3.3
5 1227 0.56 110100 0.39 5128.0 5127.33 0.7
5 113141 0.69 200010 0.75 5158.0 5158.34 -0.3
6 1132 0.53 300000 0.80 6136.34 6138.81 -2.5
6 13 0.69 210000 0.95 6275.83 6275.81 0.0
6 33 0.55 111000 0.97 6365.95 6365.41 0.5
8 1232 0.25 400000 0.53 8028.98 8028.48 0.5
8 14 0.36 310000 0.79 8249.51 8251.60 -2.1
10 1334 0.18 500000 0.80 9841.4 9841.37 0.0
Simetria E

1 4 1.00 000010 1.00 999.225 999.503 0.7
2 214 1.0 000020 0.66 1904.12 1903.98 0.1
2 49 0.99 000101 0.66 2003.48 1997.35 6.1
2 31 0.99 100000 0.99 2126.42 2125.05 1.4
3 1141 0.84 001010 0.87 3102 3103.91 -1.9
4 113 0.70 200000 0.97 4167.94 4167.44 0.5
4 32 0.72 011000 0.99 4247.52 4246.52 1.0
5 11213 0.66 200100 0.74 5057.0 5054.92 2.1
5 2132 0.69 011010 0.39 5128.0 5132.80 -4.8
5 11314 0.39 200010 0.75 5158.0 5157.21 0.8
6 1231 0.31 300000 0.80 6136.7 6138.64 -2.3
6 1231 0.53 012000 0.97 6282.35 6281.48 0.9
6 33 0.68 120000 0.98 6294.71 6294.94 -0.2
8 1133 0.23 400000 0.53 8028.97 8028.45 0.5
8 133 0.47 310000 0.72 8257.27 8253.67 3.6
8 1232 0.43 130000 0.83 8258.37 8259.45 -1.1
10 1233 0.27 500000 0.79 9841.4 9841.65 0.0

Tabla 5.7: Energias (en cm’l) hasta poliada P = 10 obtenidas en el Ajuste 1 de la arsina usando el Hamiltoniano (5.23). El rms obtenido es 2.68
cm™!. Los ntiimeros de bosones tomados son N = 28 y Ny, = 80.
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Capitulo 5. Aplicaciones del modelo U(v + 1)

Poliada Estado Contribucién  Estado  Contribucién Energias
(normal) (normal) (local) (local) Exp.[gl' 93l Theor. AE
Simetria Ay
1 21 1.00 000100 1.00 906.752 905.387 1.4
2 22 0.99 000110 0.66 1806.15 1808.94 -2.8
2 49 0.99 000200 0.66 1991.0 1996.23 -5.2
2 1 0.99 100000 0.99 2115.16 2113.89 1.3
3 1127 0.98 100100 0.69 3013 3015.04 -2.0
4 32 0.52 200000 0.96 4166.77 4164.53 2.2
4 12 0.53 110000 0.97 4237.7 4235.67 2.0
5 2132 0.56 200100 0.72 5057.0 5057.62 -0.6
5 1227 0.56 110100 0.38 5128.0 5129.28 -1.3
5 11314, 0.69 200010 0.74 5158.0 5157.54 0.5
6 1132 0.46 300000 0.68 6136.34 6139.55 -3.2
6 13 0.69 210000 0.95 6275.83 6274.86 1.0
6 33 0.55 111000 0.97 6365.95 6363.21 2.7
8 1232 0.18 400000 0.42 8028.98 8028.71 0.3
8 14 0.30 310000 0.65 8249.51 8253.32 -3.8
10 1334 0.26 500000 0.66 9841.4 9846.75 5.3
12 1234 0.22 600000 0.58 11576.3 11571.2 5.2
Simetria E

1 4 1.00 000010 1.00 999.225 998.394 0.8
2 214 1.0 000020 0.67 1904.12 1903.68 0.4
2 49 0.99 000101 0.66 2003.48 1996.55 6.9
2 31 0.99 100000 0.99 2126.42 2124.10 2.3
3 1141 0.89 001010 0.83 3102 3104.35 -2.3
4 1131 0.70 200000 0.97 4167.94 4165.53 2.4
4 32 0.72 011000 0.99 4247.52 4244.95 2.6
5 112131 0.66 200100 0.73 5057.0 5057.95 -0.9
5 2132 0.38 011010 0.38 5128.0 5135.89 -7.9
5 113141 0.38 200010 0.73 5158.0 5156.90 1.1
6 1231 0.26 300000 0.68 6136.7 6139.62 -2.9
6 1231 0.57 012000 0.97 6282.35 6280.53 1.8
6 33 0.65 120000 0.98 6294.71 6292.04 2.7
8 1133 0.17 400000 0.42 8028.97 8028.73 0.2
8 1331 0.41 310000 0.76 8257.27 8253.57 3.7
8 1232 0.34 130000 0.66 8258.37 8260.54 -2.2
10 1233 0.27 500000 0.69 9841.4 9846.74 -5.3
12 1333 0.13 600000 0.50 11576.3 11571.3 5.0

Tabla 5.8: Energias (en cm’l) hasta poliada P = 12 obtenidas en el Ajuste 2 de la arsina usando el Hamiltoniano (5.23). El rms obtenido es 3.58
cm™!. Los ntimeros de bosones tomados son Ng = 28'y N}, = 80.
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seccion 5.4 comparacion con la descripcion en términos de osciladores de morse

Error Error
Parametros | Ajuste 1 Epsilon  Delta || Ajuste 2 | Epsilon Delta
@3 2198.6 0.704 0.079 2196.2 0.216 0.067
As -2.610 0.699 0.169 -4.083 0.166 0.157
a’f -38.564 0.016 0.003 -38.166 0.011 0.002
a'; -0.214 0.095 0.023 0 - -
ag -0.0881 0.045 0.008 0 - -
a 0 - - 0 - -
(I)é7 966.25 0.451 0.170 967.39 0.226 0.124
Ap -31.366 0.171 0.137 -31.00 0.107 0.099
ab 5311 0227  0.072 0 - -
O 6,525% - - 6,488 - -
I 1,402% . . 1,407% . -
{3 5,468% - - 5,481 - -
{4 3,678 - - 3,693% - -
n -14.090 0.483 0.199 -11.43 0.295 0.010

Tabla 5.9: Pardmetros del Hamiltoniano (5.13) en cm™!. El Ajuste 1 corresponde a energias hasta poliada 10, mientras que el Ajuste 2 incluye
energias hasta poliada 12. El andlisis de error estadistico se toma en cuenta a través del error epsilon y el error delta

Constantes Ajuste 1 Ajuste 2 Lukkaetal  Ab initio
frr(@JA™?) 2.869 2.855 2.876 2.829
frp(ajA™2) -0.0054  -0.0092 -0.0099 -0.0097
frrrr(alA™) 52227  -51.443 46.323 54.40

Frrr@lA™  -0.8699 - - -
frpprp(@A™ 204770 - - -

foaal) 0.649 0.647 0.647 0.642
i(a]) -0.033 -0.033 -0.033 -0.027
Too
JToeoo(al) 0.310 - - -
(aJA™Y 0.0403%  0.0403% 0.0403% 0.0403
froo
(@A™ -0.2341%  -0.2341¢ -0.23414 -0.2341
froe
H(aJA™Y 0.0662%  0.0662% 0.06624 0.0662
roo
gn(@JA™1)  0.0686%  0.0686% 0.0686% 0.0686
ro’o
forgrgr(@A™?) 3277 -2.809 -3.634 -

a) Valor fijo en la Gltima minimizacién
Tabla 5.10: Constantes de fuerza derivadas de los parametros espectroscépicos dados en la Tabla 5.9. El ajuste 1 corresponde a energias hasta

poliada 10, mientras que el Ajuste 2 incluye energias hasta poliada 12. Los resultado de Lukka se tomaron de la Ref. [91], mientras que los resultados
ab initio se tomaron de la Ref. [94].
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Capitulo 6

Colision colineal inelastica entre un atomo 'y
un oscilador de Morse en la aproximacion
semiclasica

n este capitulo se presenta un modelo para describir la colisién colineal entre un 4tomo y
E una molécula diatébmica en la aproximacion semiclasica. Entre las diferentes aproximaciones
semiclésicas [35, 36, 34] adoptaremos el caso en el cual el movimiento de traslacion es tratado
clasicamente, mientras que los grados de libertad vibracionales del sistema diatémico son descri-
tos cuanticamente.

Primeramente estableceremos el Hamiltoniano de dispersion, considerando un potencial de
Morse para el sistema diatémico y una funcién exponencial para la interaccién dtomo didtomo.
Posteriormente obtendremos la trayectoria cldsica de este sistema a través del operador de den-
sidad, lo cual nos permitira sustituir el Hamiltoniano cudntico por un Hamiltoniano dependiente
del tiempo a través del potencial de interaccion.

En esta aproximacion semicldsica el sistema dtomo-didtomo es sustituido por un oscilador
forzado dependiente del tiempo cuyas soluciones pueden ser obtenidas en términos de un de-
sarrollo de las funciones propias independientes del tiempo. Una aproximacion alternativa con-
siste en usar técnicas algebraicas [37] usando el formalismo del operador de evolucién [38]. Es-
ta aproximacion es viable cuando el potencial de interaccion es expresado en términos de una
combinacién lineal de elementos de un élgebra [39]. Por lo antes mencionado, aproximaremos el
potencial de interacciéon como una combinacion lineal de los generadores de SU(2), y propon-
dremos un procedimiento de minimizaciéon para determinar las ecuaciones que deben satisfacer
los coeficientes dependientes del tiempo. La aproximacion del potencial como combinacién lineal
de los generadores nos permitird expresar el operador de evoluciéon como producto de elementos
del grupo dindmico. Las probabilidades de transicién estardn dadas, entonces, en términos de
elementos de matriz de transformaciones de SU(2). Los resultados generados seran comparados
con los obtenidos al resolver este mismo sistema en el espacio de configuraciones en la aproxi-
macién semicldsica a fin de establecer la calidad del método algebraico. Asimismo, presentamos
el procedimiento para obtener probabilidades de transicion comparables con resultados cuanti-
Cos exactos.
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seccion 6.1 hamiltoniano de dispersion

Como veremos esto selogra efectuando un promedio en la velocidad del proyectil con el prop6si-
to de tomar en cuenta la absorcion de energia del oscilador.

6.1. Hamiltoniano de dispersiéon

Empezaremos por establecer el Hamiltoniano de la colisién unidimensional entre un dtomo
de masa m 4 y un didtomo con masas mp y mc con posiciones ¢ 4,¢p y ¢ ¢, respectivamente. Para
la energia cinética tenemos

. (1 0 1 0¢ 1 ¢
2T=-h|——+——+——| . (6.1)
mAafi mBa«S% mCaf%

Para la molécula diatémica consideraremos un potencial tipo Morse
M (o) _ ~BG-Fep))
Vit =D(1-e ), (6.2)

donde D y B son los pardmetros del potencial relacionados con la profundidad y el alcance del

pozo dados por
- hw2u - hw2p
D= — =1/ , 6.3
4h2 32 p n?k (6-3)

1 es la masa reducida y la variable y corresponde a la distancia relativa entre los 4&tomos BC que
conforman la molécula diatémica

y=¢—¢c, (6.4)

Y Jeq su correspondiente distancia de equilibrio. Con respecto al potencial de interaccion entre
el &tomo y la molécula diatobmica haremos la suposicion de que s6lo depende de las distancias
relativas entre los &tomos Ay B, es decir

Vint = Vap(&a—<&p) . (6.5)
Asi pues, el Hamiltoniano tiene la forma

. 1 06°
H=-n Y (m—ﬁ)ﬁ-v%(j/)-l-vf%(&q—f]g) . (6.6)
a=A,B,C a a

A continuacion introduciremos las coordenadas del centro de masas de sistema, definidas por

1
X = M(mAfA +mpép+mcéc) (6.7a)
X = S(A - w (6.7b)

(mp+ mc)
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Capitulo 6. Colision colineal inelédstica entre un &tomo y un oscilador de Morse en la
aproximacion semiclasica

con
M = map+mpg+mg, (6.8a)
g = mulmp+me)/ M, (6.8b)
M = mgmcl(mg+me), (6.8¢)

de modo que el Hamiltoniano se transforma en

) h2 02 hZ 62 h2 02 m
A= O WO O MGyt V(- — €

- — 7). 6.9
2M0X?% 2[idx%2 2M 072 mB+mcy) (©9)

El primer término corresponde a la energia cinética del centro de masas del sistema, el cual se
anula al considerar un sistema de referencia localizado en el mismo centro de masa, caso que
consideraremos en nuestro anélisis. El potencial de interaccion puede ser reescrito como

% —(x- e ~)—V e {(m“mcxs )—(~—~ )} (6.10)
AB = mp+ mCy = VaB My + e me Yeq V= Veq .
lo cual sugiere la introduccion de las siguientes coordenadas adimensionales

B Mho _

v =\ U Te), (6.11a)

mp+mec_ Mhw
= [——Xx- ) 6.11b
x ( pr— yeq) = ( )

usadas por Secrest y Johnson [30]. Si en el Hamiltoniano consideramos esta transformacion y to-
mamos unidades de 7w, obtenemos

. 1 8%
J=Hy————+YV, -7), 6.12
M=ot Vas (x—=y) (6.12)
donde m est4d dada por
mamc
= , (6.13)
MmB

y Hy es el Hamiltoniano de Morse para el sistema diatémico

H, Lo +D(1-eP7)? (6.14)
=533 —e 7%, :
M= 726y2
con ecuacion de valores propios
Huljv) =Em)ljv). (6.15)

Los estados | jv) corresponden a los estados ligados del Morse con niimero de cuantos v =0, 1,...,-
j—1,yconsecuentemente el valor mdximo de v,,,, es j—1 [70]. Desde el punto de vista de la teoria
de grupos, el parametro j etiqueta las representaciones irreducibles del grupo SU (2), pero desde el
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seccion 6.1 hamiltoniano de dispersion

punto de vista de estructura, j tiene que ver con la profundidad del pozo de potencial. En nuestras
unidades adimensionales, los pardmetros de Morse toman la forma

2 K .
B=1\/—- D=-, x=2j+1, (6.16)
K 4

EM(U):(U+1/2)—%(U+1/2)2. (6.17)

con energias

La contribucién V4p(x — y) considerada por Secrest y Johnson [30] y Clark y Dickinson [31] es la
siguiente
Vap(x—y) = Vo *07), (6.18)

donde a determina el alcance de la interacciéon y Vj es una constante .
En la aproximacion semiclésica la trayectoria cldsica asociada al Hamiltonino (6.12) toma la

forma
z P2 M
%0122—4'?4' [’Bc(_]/)"‘ Vap(x—1y), (6.19)

donde V4p(x—y) estd dado por (6.18), mientras que Py p sonlos momentos conjugados asociados
a las coordenadas x y y, respectivamente. Una posible aproximacion para obtener la trayectoria
clasica consiste en resolver las ecuaciones de movimiento

= P/m, (6.20a)
y o= p (6.20b)
0Vap(x—y)
= 4B 2 2
o (6.20¢)
oVM.(y) Vyup(x—
p = ey OVasx—y) (6.20d)
dy oy

Este procedimiento depende de las condiciones a la frontera [42, 43]. Para simplificarlo podemos
suponer que a altas energias de colision la trayectoria de la particula que colisiona no se ve fuerte-
mente influenciada por el oscilador, de modo que podriamos considerar y(¢) = p(t) = 0 par toda
t. Las ecuaciones resultantes

- PIm, 6.21a)
_0Vapx—y), )=

p =
0x

0, (6.21b)
pueden resolverse en forma analitica [43]. Con este procedimiento, sin embargo, se pierde la de-
pendencia en y del potencial de interaccion, es decir, desaparece cualquier informacion del osci-
lador en la trayectoria clésica. Por ello proponemos una aproximacion alternativa que también
nos permitird obtener una solucion analitica para la trayectoria del 4tomo. Empezaremos por in-
troducir el operador de densidad

Umax

o= puljvdvl, (6.22)
v=0
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Capitulo 6. Colision colineal inelédstica entre un &tomo y un oscilador de Morse en la
aproximacion semiclasica

con la condicién

Umax

ZO pv =1 (6.23)

Los parametros p, describen la probabilidad de excitacién promedio de la molécula durante la
colision, y no necesariamente todos los estados estan involucrados. De ahi que el limite de la suma
sea Vnyqx < j — 1. En caso de probabilidades de excitaciones pequefias, pp = 1y p, << 1parav = 1.
Para v,,4x > 0los pesos p, deben considerarse como parametros o determinarlos de acuerdo a una
distribucién especifica, por ejemplo la distribucién de Boltzman, en caso que se quiera considerar
el efecto de la temperatura. En este esquema el promedio del potencial de interaccion esta dado
por

(Vag) = Tr(pVap) = Voye ™", (6.24)

donde hemos definido
Y=Y pu(jule®|jv). (6.25)
v

El promedio del Hamiltoniano de Morse es

e=(Hy)=Tr(pHy) =Y_pyEn(). (6.26)
v

Entonces, el Hamiltoniano clasico asociado a Eq. (6.12) se obtiene a través de la traza de (6.12),

dando lugar a la expresion
2

N P
He = Tr (0H4) = Y. Voye “* +¢, (6.27)

donde P es el momento asociado a la coordenada x. La trayectoria cldsica se obtiene teniendo en
cuenta que %, corresponde a la energia total Er dada como una contribucién de la energia del
proyectil E y la energia del oscilador € ; Er = E + €. Asi, la ecuacién que determina la trayectoria

clasica es 5

P 1
Er—e=E=—+Vye = —mi® + Vyye ** . (6.28)
2m 2
Para resolver esta ecuacién se empieza por introducir el cambio de variable
g=e", g=aiq, (6.29)

de tal forma que (6.28) se transforma en

2 m .»
TE=75754"+Wq (6.30)
o en forma equivalente
Vo |
m o, 97 2E
G* = ~1. (6.31)
2 2E Vo 2 Vo 2
a“t\ze 2E
Esta expresion suguiere el nuevo cambio de variable
o
by 7
z= L) ; z= 9 (6.32)

B
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para obtener

M 22 (6.33)
202E° ’ ’

2E
z(t) = cosh \/Eat+c , (6.34)

donde C es un constante por determinar. Si seleccionamos el punto de retorno clasico a ¢ = 0,
entonces

La solucion de esta ecuacién es

z(0) =cosh[0] =1 =>C=0. (6.35)

Si ahora regresamos en (6.34) a la variable original x, tenemos

e Y= (§) ! (6.36)
Vo 1+c0sh[\/%at]
y mediante la identidad
2 cosh? g =cosh(x+1) (6.37)

obtenemos finalmente

E E
e~ — —sechz[ — at], (6.38)
Wy 2m

con el punto de retorno clasico definido como

1 E .
t=0, x(0)=-— ln(—), X(8)|t=0 = 0. (6.39)
a Y

El Hamiltoniano mecanico cudntico correspondiente . en la aproximacién semiclasica cons-
ta de la diferencia entre el Hamiltoniano total (Eq. (6.12)) y el clasico (Eq. (6.27))

Hog =~ T =(Hulp,y)—€)+V (1,0, (6.40)
donde Hy(p, y) es el Hamiltoniano de Morse (6.14) con la interacciéon dada por

V(y,t)=F@® e -v], (6.41)

P = L sech? [\ | E at]. (6.42)
Y 2m

El tiempo ¢ es adimensional y estd dado en términos de el tiempo caracteristico de la molécula
1/w. En esta aproximacion hemos sustituido el Hamiltoniano original del sistema diatémico (6.12)
por un oscilador de Morse forzado (6.40).

donde

126



Capitulo 6. Colision colineal inelédstica entre un &tomo y un oscilador de Morse en la
aproximacion semiclasica

6.2. Solucién en coordenadas y momentos

En esta seccion estableceremos la solucién del Hamiltoniano dependiente del tiempo (6.40)
en el espacio de configuracion. Los resultados obtenidos serdn considerados como punto de refe-
rencia para evaluar la aproximacion algebraica que se presentara en la siguente seccion.

La ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo asociada al Hamiltoniano (6.40) estd dada
por

9] . .
ia—t‘l’(y, H=[Huy-e)+ V(0¥ 1. (6.43)

Si desarrollamos la solucién en términos de las funciones propias ¥/, (y) del oscilador de Morse
independiente del tiempo, entonces tenemos

Jj-1 ) .
Yy, =Y C,(ne MEMWI=gl(y,) (6.44)
v=0

cuya sustitucién en (6.43) nos da el conjunto de ecuaciones diferenciales

d o r ] (vile®™ —ylv) ;
i—C., (1) = _seChZ — | T e (f e—l[[EM(U)—EM(Vi)]’ 6.45
i~ Cu, () ;)46 2 v (1) (6.45)
donde hemos introducido las definiciones
® = 2V2mkE, (6.46a)

1 m
{ = E\/ﬁ. (6.46b)

Aqui ¢ es el parametro de adiabaticidad dado por la razén entre el tiempo caracteristico de la co-
lision y el tiempo caracteristico del movimiento interno [24, 102]. Valores pequefos de ¢ relativo a
la unidad corresponden al limite subito, mientras que valores grandes comparados con la unidad
corresponden al limite adiabédtico. Por otra parte, ® estd relacionado con la integral del poten-
cial [102]. Valores pequenos de @ en relacion a la unidad implican que la colision eldstica es la
dominante, mientras que valores de ® mayores que uno indican que el acoplamiento vibracional
es importante, dando origen a la excitacion vibracional si el pardmetro de adiabaticidad ¢ no es
grande. .

Consideremos que a tiempo ¢ = —oo el sistema estd en el estado propio \I’{,l. (), lo que significa
que

_ 0 v#v,
Cu( oo)—{ 1 v=u, (6.47)
La probabilidad de transicion al estado ‘P{, ,(y) toma entonces la forma
P(v; — vy) =|Cy, (+00) %, (6.48)

Noétese que el conjunto de ecuaciones diferenciales debe ser resuelto para cada condicion ini-
cial. Este hecho, como veremos mads adelante, contrasta con la aproximacion algebraica, donde
las probabilidades de transicion estdn dadas en forma cerrada, como se vera en la siguiente sec-
cion.
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6.3. Descripcion algebraica formal

En esta seccion presentaremos el procedimiento general para obtener la solucién del Hamil-
toniano dependiante del tiempo (6.40) mediante el formalismo del operador de evolucién [38], asi
como el método algebraico que seguiremos para obtener las probabilidades de transicion.

Sea |y (1)) 1a solucién para el Hamiltoniano de Morse Hj independiente del tiempo

Holw () = Eolwa(t)). (6.49)

Si en el instante ¢ = £ el sistema molecular estd en el estado |w (%)), su evolucién a un tiempo ¢
adquiere la forma

[y (1)) = U(t, to)lym(to)), (6.50)
donde U(t, ty) es el operador de evolucién que satisface la ecuacion
. d 5
ZEU(I):Jf(t) u(n, (6.51)

si el Hamiltoniano completo estd dado por

A1) = Hy+ V(1) (6.52)
En el esquema de interaccion el operador de evolucion se expresa en la forma

U =Uo(0U;(1), (6.53)

donde Uy(?) es el operador de evolucién asociado al Hamiltoniano de orden cero Hy que satisface

d .
i—Uy(1) = HyUy(1), (6.54)
dat
con solucién B
Up(t) = e~ Holt=10), (6.55)
Para la contribucién U;(f) tenemos
.d N
laUI(t) = ViU (1), (6.56)
donde
Vi(t) = Ug(t)V(t) Uy (D). (6.57)

Obtener la solucién exacta de (6.51) resulta una tarea dificil, incluso para el Hamiltoniano
aproximado (6.40). No obstante, si podemos expresar el potencial de interaccién como una com-
binacién lineal de operadores que forman un algebra, se puede obtener una solucién aproximada.
Si designamos a estos operadores como X;, entonces estamos interesados en aproximar el poten-
cial de interaccion en términos del desarrollo

Vi) =) a;(0) X;. (6.58)
i
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Cuando éste es el caso, el operador de evoluciéon U;(t) toma la forma [39]

Ui() =[] expl-igi() Xi], (6.59)
i

donde las funciones g;(t) satisfacen un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas con condi-
ciones a la frontera g;(—oo) = 0. El operador (6.59) es unitario, aunque no es nico, pues estd in-
volucrado el orden de los exponenciales, asi como la base usada paralos generadores del grupo. No
obstante, cualquiera que sea nuestra eleccion obtendremos el mismo resultado porque la depen-
dencia temporal de g;(¢) se modifica a través de las ecuaciones diferenciales que han de resolverse
[38, 39]. El criterio para escoger un orden especifico se basa en la simplificacion de la expresion
para las probabilidades de transicion.

A tiempo ¢ = —oo el 4&tomo estd muy alejado del didtomo, y a tiempo ¢ = +oo la colision se ha
llevado a cabo. Si antes de la colision el sistema molecular estd en un estado propio del Hamilto-
niano de Morse dado por |j, v;) la probabilidad de que después de la colision el sistema molecular
esté en un estado |j, vr) es

P(v; — vf) = [{j, v|U(+00,—00) | j, i), (6.60)
mientras que para la funcién dependiente del tiempo del sistema

[y (£)) = Uo(t, to) Up(t, 1)l m (£0)). (6.61)

En la siguiente seccion presentamos la forma explicita de la expresion de la probabilidad de tran-
sicion derivada de nuestro modelo.

6.4. Solucién algebraica

La solucion dependiente del tiempo asociada con el Hamiltoniano (6.40) nos permite obte-
ner las probabilidades de transicion para el sistema diatémico. Debido a que el grupo SU(2) es el
grupo dindmico asociado con las funciones para los estados ligados de Morse, es razonable pro-
poner el dlgebra su(2) para efectuar una aproximacion lineal en el potencial de interaccion. Exis-
ten dos posibilidades para establecer (6.58). Una de ellas consiste en considerar la base cartesiana,
la cual tiene la ventaja de que el resultado final se obtiene en términos de las funciones dZL /u('B) de
Wigner. Esta base nos permite comparar nuestra descripcion con resultados previos basados en el
uso del dlgebra su(2). Por otra parte, podemos usar la base esférica, que tiene la ventaja de estar
relacionada en forma directa con los operadores de creacién y aniquilacién de las funciones de
Morse, ademds de permitir obtener el limite armoénico en forma simple. En esta seccién presen-
tamos el modelo en las dos bases a fin de mostrar su equivalencia y establecer la conexién con
trabajos anteriores.

La accién de los operadores de creacion b' y aniquilacion b de Morse sobre los estados ligados
de Morse unidimensional | j, v) estd dada por [58]

\/(v+1)
blj,vy = \/u(1—£) v —1). (6.62b)
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Los operadores (b', b} dependen, ademads de la coordenada y el momento, del niimero de cuantos,
de aqui que sea necesario definir el operador diagonal

olj,vy=v lj,v). (6.63)

Los operadores de creacion y aniquilacién, junto con el operador de numero 7

A 20+1
byp=1- , (6.64)
K

satisfacen las relaciones de conmutacion

~ A ~ A 2 . ~ A N
[b, b'] = by, [bo,bT]Z—; b', [bo, b1 == b. (6.65)

SIS

La conveniencia de definir el operador b, se explica por su limite armoénico

lim by = 1. (6.66)

K—00
Las relaciones de conmutacion (6.65) pueden identificarse con las relaciones de conmutacion
usuales de su(2) introduciendo la transformacién (b = J_/v/kx, b=J./Vx, D= Jj- Jo}, donde
Ju satisfacen las relaciones de conmutacion de “momento angular ” [66]

Us,J-1=2Jo, Uo,Js1=Js, Uo,J-1=—~J-. (6.67)

De esas relaciones se deduce larelacion entre el niimero de cuantos vyla proyeccion del momento
angular m

v=j-m, (6.68)

con valores
v = 0,1,2,...,j-1, (6.69)
m = jj-1,.,1 (6.70)

El grupo SU (2) es el grupo dindmico para los estados ligados del potencial de Morse y cualquier
variable dindmica puede desarrollarse en términos de los generadores del grupo

GSL{(Z) = {ET)E) EO} = {j—)j+)j0} = {jx,jy,jz}- (6.71)

En particular estamos interesados en describir las probabilidades de transicion en términos de los
elementos de matriz del grupo SU (2). Para ello consideraremos el potencial de interaccion (6.57),
cuya forma explicita es

Vi(t) = e/ =017 (3, 1y iHM-O) 6.72)

como una combinacion lineal de los generadores del dlgebra su(2). Considerando la base carte-
siana tenemos
Vi) = ao(t) I+a1(1) Jx+ax(t) Jy+as(t) Jz, (6.73)
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donde por conveniencia hemos adicionado el operador I. A fin de determinar los coeficientes
a;(t), definimos el operador [44]

A=V = lao(0) T+ a1 (0) Jx+az(t) Ty +as(t) J.1, (6.74)

Dado que A representa la diferencia entre el potencial de interaccién exacto V;(f) y su aproxi-
macion lineal, el error se puede estimar calculando el promedio del cuadrado del operador A, es
decir

(A% =Tr(pA*) =Y pu(ivIA®|jv), (6.75)
v
y explicitamente
(A% = Zpy GulVi()® + Z Z ai(Dar(OJiJi— Z a;i (VD] + T Vi) jv) (6.76)
i=0k=0 i=0
con
Jo=1, h=Jx, 2=Jy, J3=].. (6.77)
Si ahora demandamos que la aproximacion tenga el minimo error
0% =0 (6.78)
dap(t) '

obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones lineales
3 A A A A A A A A
YO poCivlidi+Tideljvitai(0) =Y puGuiViO T+ Tk Vil jv), (6.79)
i=0 v v

cuyas soluciones estdn dadas por

ao(t) = —as(®) Y_pu(j-v), (6.80a)
F(t) v+l "
a () = { Z (Pv+ pu-1) COS[AE, t1\/v2j—v+1{jvle®|jv-1)},  (6.80b)
F(t) llm+1 o
ay(t) = G ){ Z (py + pu-1)SIn[AE, ]/ v2j—v+1){(jvle®|jv—-1)}, (6.80c¢)
Ay
as(t) = —F(1) Z“p“(] W vle v =y (6.80d)
(X0 po =)=y polG - v)?
donde hemos definido
ny) = Zpy[j(211+1)—v2)], (6.81a)
v
AE, = EyWw)—Ey(v-1). (6.81b)

La situacion mads simple consiste en considerar que el estado base domina durante la colision,
es decir ( po = 1). En este caso podemos obtener a;(f) y a2(f), pero ao(t) y az(f) no se pueden
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determinar en forma directa. Para hacerlo consideraremos el caso pyp =1 —-¢€y p; = € y el limite
€ — 0, con la condicion (6.23). El resultado es el siguiente

ao(t) = jF@ I[(j,1e™],1)-j,0[e"]},0], (6.82a)
5

ai(f) = QF(I) cos[AE; 1] (j,1le*|},0), (6.82b)
5

ax ) = QF(U sin[AE; 1] (j, 11e*”|},0), (6.82¢)

as(t) = —F@) [, Ue™j,1)—j,01e"|},0)]. (6.82d)

Ademis € = (Hyy) = Ep(0) y de acuerdo con el esquema de potencial de interaccién, el operador
de evolucion toma la forma general [39]

U;(t) = e—iﬂo(t)fe—iﬂx(t)fx e—iﬂy(t)fy e—iaz(t)fz' (6.83)

Sustituyendo esta expresion en (6.56) obtenemos el conjunto de ecuaciones diferenciales

ap(r) ao(t)
Gy (1) (1)
. =M(z ) 6.84
a0 |~ MO a0 (6.84)
az(1) as(r)
donde
1 0 0 0
_ | 0 1 sin[ay(f)]tan[ay(1)] —cos[ay ()] tan[ay(1)]
M(®) = 00 coslay(1)] sinfa, (1)] (6.85)
0 0 -—sinf[ay(r)]/coslay(t)] coslax(t)]/coslay ()]
Si ahora definimos
(i = aij(0), i=0,x,Y2z, (6.86)
la matriz de dispersién toma la forma
S =Uj(c0), (6.87)
donde A A A
U](OO) — e_i(0e_i(x]xe_i(y]ye_i(z]z' (688)
La probabilidad de transicion de un estado inicial | j, v;) al estado final | j, v¢) estd dada por
P(v; — vy) = [, vrISIf, vidl%, (6.89)
o bien . ) )
P(v; — vp) = (j, vyle 0o exlxgm i)y gmilelz j 3 2, (6.90)
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Los elementos de matriz involucrados en esta expresion pueden expresarse en términos de la re-
presentaciones de Wigner para el grupo de rotaciones mediante la transformacion [66]

e_i(x]x — ei%]ze_i(x]ye_i%]z, (691)

lo que nos permite expresar las probabilidades de transicion en términos de una suma de produc-
tos de funciones d’]71 /m(ﬁ) de Wigner

i .
Pymyp =1 ) e 20dhy () djm, (G, (6.92)
p==j
donde [66, 103] ' o
d, (@ =G,m' e j,m), (6.93)
y
mi=j—-vi, mg=j-vf. (6.94)

El producto de funciones de Wigner involucradas en (6.92) se obtienen introduciendo un conjunto
completo

J
Yol ul=1, (6.95)
p==j
aun cuando las funciones de Morse estan asociadas a una sola de las ramas de las representaciones
SU(2). Esto se hace para conservar la unitariedad. Notese que en (6.92) se ha tomado en cuenta
que ( es real.

Aunque la expresion (6.92) es compacta en el sentido de que estd dada en términos de fun-
ciones conocidas, es posible obtener las probabilidades de transicién en términos de una sola
funcién de Wigner. En nuestro andlisis podemos obtener este resultado tomando en cuenta que el
operador (6.88) puede interpretarse como una rotacion y consecuentemente puede ser expresado
en términos de una rotacion general en términos de los dangulos de Euler

e idx g i8y]y = omiV)z g=iBly g-iale (6.96)

donde a, fyy estan dados en funcion de los pardametros ¢ y ¢y. Considerando una representacion
tridimensional para los operadores de momento angular en la base esférica, obtenemos la relacion

cos f = cos(x) cos(¢y), (6.97)

lo cual nos permite expresar las probabilidades de transicién en forma simple

Pyyp =1di_, i, (B, (6.98)

Esta expresion fue considerada anteriormene en forma puramente fenomenolégica [24]. En este
trabajo hemos establecido la dependencia de la variable  en términos de los parametros dindmi-
cos, obteniendo una descripcion completa del proceso de colision y manteniendo la conexion
con el espacio de configuracion. En la siguiente seccién analizaremos el limite armdénico de nues-
tra aproximacion, lo cual nos permitird establecer la conexion de nuestro modelo con los métodos
tradicionalmente usados, en donde se considera un oscilador armoénico para el sistema diatémico.
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6.4.1. Limite armonico

Cuando la profundidad del potencial es infinita (x, j — oo) recuperamos el limite armoénico.
Para los estados propios del Morse tenemos

lim |jv) =|n),
]—>OO

donde |n) son los estados de oscilador armoénico dados por [38]

|n) =

1

\/_'(a*)”|0>.
n.

A fin de obtener el limite armdénico en nuestro andlisis tomaremos en cuenta que

R—
i\
|

1
—@a" +a,

De aqui vemos que el limite para los elementos del conjunto (6.80) se reduce a

2 F(1)
li H = H=——
jililoal( ) P1(1) Je 1

2 F(1)
Iim a,(t) = (t)y=—=—
Jim a B2 7 1
lim aop(f) = lim a3(?) =0,
j—oo j—oo

donde hemos introducido la definiciéon

X:

nm+1

{ Y (pn+pa-1)cos(t)Vn(nle®’|n-1)},
n=1

nm+1

U (Pn+ pa-psin(®y/n) (nle™|n -1y},
n=1

i pnCn+1).

n=0

(6.99)

(6.100)

(6.101)

(6.102)

(6.103a)

(6.103b)

(6.103c¢)

(6.104)

Teniendo en cuenta estos resultados, el potencial de interaccién se simplifica a la siguiente expre-

sién

J—oo

o en forma equivalente
lim V(1)

J—oo

donde

F(t)eit Nm+1
w1 (1)

n=1

lim V(1) = ?ﬁl(t)m* +a)+ gﬂz(l‘)(fl— ah,

= w1 (1) a' +ws(0) a,

{ Y. (Pn+pn-)Vn (nle™|n-1)},

F(t)e—it nm+1

w> (1) w1()* =

{ Y (Pn+pr-)Vn(nle™n—1}.

n=1
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Los elementos de matriz involucrados en (6.107) se conocen en forma cerrada. Como en el limite
armonico la interaccion se reduce a

lim e%Y
j—oo

aatya
—eva @t (6.108)

los elementos de matriz se pueden calcular sin dificultad para obtener

m 2(
ﬁ(fzf+€z) — ﬁ—z n-m Y |ﬁ| .
(mle Iny=ezf \/m.n.gzo Qom0 —mT o m<n. (6.109)

En el caso armoénico el operador U;(¢) tiene la forma

U,(1) = e~ #h1(0d" p=if2(Da p=ifs(0), (6.110)

Sustituyendo esta expresion en (6.56), obtenemos el conjunto de ecuaciones diferenciales

ﬁ:l(t) w1 (1)
Pa(t) | =N() | w2(0) |, (6.111)
B3(1) 0
donde
1 0 0
N = 0 1 01, (6.112)
0 —ify() 1
y explicitamente
B = wi(D), (6.113a)
Ba(t) = wa(p), (6.113b)
Bs() = —if1(Dwa(D). (6.113¢)
Ahora definimos
zi =Pi(o0); =123, (6.114)

de tal forma que le matriz de dispersién (6.87) es
§=Ujloo) = ¢ 1018 g 12812 (6.115)

Las probabilidades de transicion estan dadas por
P(n; — ny) = KnslSIng) P2, (6.116)

y explicitamente

Pl — np) = e2ME) i (12 )00 "Z (-2122)7 2
l d A g=0 4'(ni = l(ny —n; + q)!

(6.117)
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Nétese que para cualquier nimero de parametros p,, la expresion (6.107) puede simplificarse a la
forma siguiente

wi(t) = ynF(ne', (6.118a)
ws(t) = ynF(ne ', (6.118b)
con 1) dada por
nm+1
n=—{). (pn+pn-1)Vn(nle®|n-1}. (6.119)
XY n=1

Esto quiere decir que se puede considerar 77 como un pardmetro que puede fijarse de acuerdo con
los resultados experimentales. De hecho, de (6.118) podemos interpretar 7 como una renormaliza-
cioén que rectifica la fuerza de interaccion para tomar en cuenta el efecto de los estados excitados
que involucra el operador de densidad, asi como la aproximacion lineal en los generadores.
Podemos obtener expresiones analiticas para las z’s involucradas en (6.117). Integrando (6.113a)
obtenemos

z —foow (ndt = 2mncsch T \/ am (6.120)
LA =1 a? 2V E |’ '
el cual es real y consecuentemente
z1 = 2. (6.121)
De las ecuaciones (6.113) obtenemos la parte imaginaria de z3:
2
Im(z3) = 5 (6.122)

Este resultado nos permite calcular de forma simple las intensidades de transiciéon cuando el sis-
tema diatémico se identifica con un oscilador armoénico. En ese caso la expresion (6.117) se trans-
forma en una funcién que sélo depende del pardmetro z; y toma la forma

P(n; — ny) = e “nlngl(z) " " Y 2. (6.123)

G=0 q'(ni —q)l(ng—n;+q)!

Es importante resaltar que para probabilidades de transicion bajas (po = 1), nuestra descripcion
coincide con los resultados presentados en la Ref.[43] para el caso de oscilador lineal forzado, lo
cual puede verse tomando en cuenta que para po = 1 el pardmetro n adquiere la forma simple

_ (Le¥0)  a (6.124)
=00y~ 3 '

Asi pues, vemos que la descripcion tradicional en la cual el potencial de interacciéon se desarrolla
en serie de Taylor hasta términos lineales [43] estd contenida en nuestra aproximacion.
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6.4.2. Base esférica

La aproximacion presentada en esta seccion se llevo a cabo en la base cartesiana del momento
angular. Esa formulacion tiene la ventaja de que las intensidades de transicion pueden expresarse
en términos de las funciones d,]ﬂ /,,(B) de Wigner. Sin embargo, es posible obtener las probabi-
lidades de transicion en la base esférica {BT, B, Bo}. Esta base representa una alternativa para los
generadores del dlgebra su(2). Desde este punto de vista el potencial de interaccion (6.72) puede

aproximarse como
Vi(t) = afy (O +a! (£) BT + (1) b+ al () by. (6.125)

En este esquema, el operador (6.74) toma la forma
A=Vi(t)— (ah ()] +al(t) BT+ ab(t) b+ al(t) by), (6.126)

donde la minimizacion del error asociado nos da las soluciones

2
ag(t) = —aé(t);Zpy(j—v), (6.127a)
) F(t) Vmtl . Vo ay
a; () = — Z (py+ pu-1) eXpliAE, t]\/v(1—=){jv|e yl]v—l), (6.127b)
Gy o= K
ay(n) = ay)’, (6.127¢)
i
dn = X rw Yo po(j=)vle®jv) =] (6.1274)

2 S-S, pul - v)?
con
1. 1
n'(j) =Zpu(2EM(v)—§). (6.128)

Para el caso particular py = 1, tenemos

ap(t) = jF® (j,11e™]j, 1) - (j,01e*Y|},0)), (6.1292)
ay( = \/g F(t) expliAE; t] (j,11e*|},0), (6.129b)
ay() = a1(D)7, (6.129¢)
as(t) = —gF(t) (j, 11e™]j, 1) = (j, 00| j,0)). (6.129d)

El operador de evolucién ahora toma la forma

U(t) = e P00 g=i1 0D o=if2(0b =ifis(Dbo. (6.130)

Sustituyendo esta expresion en (6.56) obtenemos el conjunto de ecuaciones diferenciales

Po(®) o) (1)
P | _ A0
pa(t) | N ay(t) |’ (6.131)
B3 (1) ag (1)
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donde
10 0 0
01 A 2k
N(t) = gﬁ 5 ZKiﬁ (6.132)
0 0 1B A
00 —ip 1

La probabilidad de transicién de un estado inicial | j, v;) al estado final | j, v¢) estd dada por
P(v; — vp) =14, vrISIj, vidl* (6.133)
Definiendo
(i = Pilo); i=1,2,3, (6.134)

tenemos para las probabilidades de transicion

P(v; — vf) = [(j, vple ol e i il2bgmilsbo| ;2 (6.135)
y explicitamente
4(j-v)
Py, = €7 My ty g PO
Vi a
! (_CICZ) 2
X Vi, Vs, a;K)|%, 6.136
|0;0a!(vi—a)!(vf—vi+a)!f( i U &l (6.136)
con ( .
K—Vi+a-—
fwi,vp,a;x) = l : (6.137)
VKU e — v = Dl — v — 1)
que en el limite armoénico se reduce a
,}i_l,lgof(vi’ ve,a;k) =1, (6.138)

recuperando (6.123). Ambas aproximaciones, la base cartesianay la base esférica generan los mis-
mos resultados, aunque es preciso hacer notar que desde el punto de vista de los calculos numéri-
cos la expresion (6.98) supera a la base esférica.

6.5. Resultados

En esta seccion presentamos los resutados que arroja nuestro modelo y los compararemos
con las soluciones exactas de la aproximacion semiclédsica que provee la solucién del Hamilto-
niano dependiente del tiempo (6.40-6.42). Presentamos el andlisis de tres sistemas con diferentes
grados de anarmonicidad, comportamiento y condiciones dindmicas. Estos tres sistemas han si-
do estudiados en Ref. [31] y los pardmetros que caracterizan la colisién son tomados sin ninguna
modificacion.
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Empezaremos por considerar la colision Bro+(H3>), la cual involucra un sistema diatémico muy

armonico. En este caso los parametros que caracterizan el sistema son m = 0.006268, @ =0.1278y
D =75.525 (x = 302) [31]. N6tese que, para valores altos de energia , E = 8, tenemos ® = 0.633,y
¢ =0.155. En este caso el acoplamiento es moderadamente fuerte, y la colision es cercana al limite
subito. Para bajas energias de colision, @ es pequefia, mientras que ¢ es grande pero menor a uno.
En la Tabla 6.1 se muestran las probabilidades de transicion predichas por nuestro modelo alge-
braico. También se incluyeron las probabilidades de transicién semiclésica exactas. Ademas, para
una comparacion apropiada, se incluy6 la razon entre nuestros resultados y la solucion exacta. La
semejanza de los resultados obtenidos con nuestro modelo y con la solucion exacta es notable.
El segundo sistema es N»+(N>). En este caso los pardmetros dindmicos y de esctructura son m =
0.5, a =0.114y D = 40.81 (x = 163) [31]. Los pardmetros correspondientes (6.46b) para E = 8 son
® =5.66 y ¢ = 1.55. En este caso, el acoplamiento es fuerte, y el tiempo de colisién es grande com-
parado con el tiempo de excitacion 1/w, por ello el sistema es mds “adiabatico” que “stibito”. Esto
explica que las pobabilidades de excitacion sean menores que en el caso anterior . Aqui, como «x,
y por anadidura j, son mds pequefias que en el caso anterior, los efectos anarménicos son im-
portantes. En la Tabla 6.2 se presentan los resultados en el mismo formato que en la Tabla 6.1.
Los resultados algebraicos también estdn de acuerdo con los resultados exactos para este sistema
menos armonico.

Finalmente, presentamos el sistema mds anarmonico analizado por Clark y Dickinson [31], el
sistema Hy-He. En este caso los pardmetros que caracterizan el sistema son m = 0.667, a = 0.314
y D =9.3 (x = 37) [31]. Los pardmetros correspondientes para E = 8, ® = 20.8 y ¢ = 0.65. Aqui el
acoplamiento es muy fuerte, y el tiempo de colisiéon es mds pequefio que el tiempo de excitacion,
y por tanto el sistema es mds “stibito” que “adiabético”. En la Tabla 6.3 se presentan los resultados
en el mismo formato que las tablas anteriores. De nuevo tenemos resultados comparables a los
exactos aun cuando el sistema es muy anarmonico. Los resultados son particularmente buenos
para excitaciones de un cuanto, aunque para excitaciones de dos y tres cuantos son buenos. Esto
es debido a que el parametro a es grande, lo cual significa que el desarrollo en serie de Taylor de la
interaccién e'*) contendra potencias grandes de y. Esto permite que términos en la interaccién
puedan cambiar el nimero de cuantos en mds de una unidad. No obstante, la interaccion alge-
braica solo contiene términos que intercambian a lo més una unidad. Por ello nuestro modelo
toma en cuenta el efecto de la anarmonicidad asociada al potencial de Morse, pero no toma en
cuenta efectos no lineales, lo que se manifiesta cuando la interaccién involucra excitaciones de
mads de un cuanto.

Debido a la aproximacion lineal en (6.73), a medida que la fuerza de interaccion decrece, se
espera que las intensidades predichas por nuestro modelo reproduzcan las probabilidades de
transicion de la solucién semiclésica exacta. A fin de evaluar el modelo hemos introducido un
parametro, %, que nos permite modificar la fuerza de interaccién tanto en el modelo algebraico
como en la descripcion semiclésica exacta

F=aL sechz[\/i at]. (6.139)
Y 2m

Con este parametro podemos reducir el potencial de interaccion de manera controlada. De la
Figura 1 a la Figura 3 presentamos las probabilidades de transicién en funcién de este pardmetro
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Z para diferentes valores de la energia de colision E y para diferentes transiciones para el sistema
H,-He. Las probabilidades generadas por el modelo algebraico y las semicldsicas concuerdan para
valores pequenos de #. A medida que Z aumenta, la diferencia entre los resultados algebraicos y
semicldsicos aumenta, aunque la tendencia es cualitativamente similar.

Hicimos un célculo algebraico fijando a3 = 0. Este calculo excluye el efecto del operador by,
el cual es un término del dlgebra SU(2) genuinamente anarmoénico. Debemos hacer notar que,
mientras b' y b tienen su contraparte en el oscilador arménico, by no la tiene. Podemos ver que la
exclusion de este término, produce una diferencia considerable entre los resultados algebraicos y
armonicos. Esto indica la importancia de usar el dlgebra su(2) para describir colisiones en molé-
culas anarmonicas
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Energia P(v;—vp) 0—1  0—2  0-—3 1-2 1-3 23 |

Exacto 2.45(-2)
2 Algebraico 2.47(-2)
Razoén 0.989
Exacto 4.64(-2) 1.19(-3) 9.17(-2)
3 Algebraico 4.70(-2) 1.16(-3) 8.92(-2)
Razoén 0.987 1.03 1.03
Exacto 6.79(-2) 2.59(-3) 7.34(-5) 1.30(-1) 7.96(-3) 1.86(-1)
4 Algebraico 6.88(-2) 2.54(-3) 6.23(-5) 1.27(-1) 7.20(-3) 1.76(-1)
Razén 0.986 1.02 1.18 1.02 1.10 1.06
Exacto 8.83(-2) 4.50(-3) 1.67(-4) 1.65(-1) 1.35(-2) 2.28(-1)
5 Algebraico 8.96(-2) 4.42(-3) 1.45(-4) 1.62(-1) 1.23(-2) 2.18(-1)
Razén 0.986 1.02 1.16 1.02 1.10 1.05
Exacto 1.08(-1) 6.86(-3) 3.16(-4) 1.96(-1) 2.02(-2) 2.62(-1)
6 Algebraico 1.10(-1) 6.76(-3) 2.78(-4) 1.92(-1) 1.85(-2) 2.53(-1)
Razoén 0.985 1.01 1.14 1.02 1.09 1.04
Exacto 1.26(-1) 9.64(-3) 5.30(-4) 2.23(-1) 2.79(-2) 2.89(-1)
7 Algebraico 1.28(-1) 9.53(-3) 4.70(-4) 2.19(-1) 2.57(-2) 2.80(-1)
Razoén 0.984 1.01 1.13 1.02 1.08 1.03
Exacto 1.44(-1) 1.28(-2) 8.17(-4) 2.46(-1) 3.63(-2) 3.09(-1)
8 Algebraico 1.46(-1) 1.27(-2) 7.32(-4) 2.43(-1) 3.36(-2) 3.02(-1)
Razén 0.984 1.01 1.12 1.01 1.08 1.02

Tabla 6.1: Probabilidades de transicién, P(v; — vy), a varias energias (en unidades de hiw) para el sistema Bry +(Ha) con pardmetros adimensionales
caracteristicos: m = 0.006268, @ = 0.1278, y D = 75.525. Los nlimeros entre paréntesis son potencias de 10. Exacto se refiere a los resultados de
resolver la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo (6.43). Algebraico se refiere a los resultados que arroja la aproximacion algebraica
(6.136).
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Energia P(v;—vy) 0-—1 0—2 0—3 1-2 1-3 2—-3
Exacto 3.50(-8)
2 Algebraico 6.09(-8)
Razon 0.575
Exacto 5.35(-6) 1.71(-11) 1.28(-5)
3 Algebraico 8.91(-6) 3.94(-11) 1.77(-5)
Razon 0.601 0.433 0.721
Exacto 0.79(-4) 3.58(-9)  1.24(-13) 1.82(-4) 1.43(-8) 3.14(-4)
4 Algebraico 1.25(-4) 7.81(-9) 3.23(-13) 2.49(-4) 2.32(-8) 3.71(-4)
Razo6n 0.628 0.458 0.383 0.729 0.618 0.847
Exacto 4.49(-4) 1.14(-7)  2.16(-11) 1.01(-3) 4.38(-7) 1.72(-3)
5 Algebraico 6.85(-4) 2.33(-7)  5.26(-11) 1.36(-3) 6.90(-7) 2.03(-3)
Razo6n 0.656 0.489 0.411 0.746 0.635 0.851
Exacto 1.56(-3) 1.36(-6) 0.87(-9) 3.47(-3) 5.08(-6) 5.81(-3)
6 Algebraico 2.28(-3) 2.59(-6) 1.95(-9) 4.53(-3) 7.67(-6) 6.73(-3)
Razon 0.684 0.525 0.448 0.768 0.662 0.864
Exacto 4.03(-3) 0.90(-5) 1.47(-8) 0.89(-2) 3.29(-5) 1.46(-2)
7 Algebraico 5.65(-3) 1.60(-5) 2.99(-8) 1.12(-2) 4.71(-5) 1.66(-2)
Razon 0.713 0.564 0.491 0.792 0.697 0.883
Exacto 0.86(-2) 4.04(-5) 1.39(-7) 1.85(-2) 1.45(-4) 3.02(-2)
8 Algebraico 1.15(-2) 6.67(-5) 2.56(-7)  2.26(-2) 1.96(-4) 3.34(-2)
Razo6n 0.743 0.606 0.541 0.819 0.738 0.905

Tabla 6.2: Probabilidades de transicion, P(v; — vy), a varias energias (en unidades de iiw) para el sistema N2 +(N2) con parametros adimensionales
caracteristicos:m = 0.5, a = 0.114, y D = 40.81. Los nimeros entre paréntesis son potencias de 10. Exacto se refiere a los resultados de resolver la
ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo (6.43). Algebraico se refiere a los resultados que arroja la aproximacién algebraica (6.136) .
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Energia P(v;—vp) 0—1  0—2  0-—3 1-2 1-3 23 |

Exacto 3.98(-3)
2 Algebraico 9.10(-3)
Razoén 0.492
Exacto 3.27(-2) 0.70(-3) 7.77(-2)
3 Algebraico 5.12(-2) 1.34(-3) 9.45(-2)
Razoén 0.639 0.518 0.822
Exacto 0.97(-1) 6.41(-3) 3.42(-4) 2.01(-1) 2.47(-2) 2.95(-1)
4 Algebraico 1.22(-1) 8.31(-3) 3.67(-4) 2.07(-1) 2.16(-2) 2.64(-1)
Razo6n 0.793 0.771 0.931 0.974 1.14 1.12
Exacto 1.81(-1) 2.51(-2) 2.73(-3) 3.09(-1) 8.25(-1) 3.87(-1)
5 Algebraico 1.94(-1) 2.35(-2) 1.85(-3) 2.94(-1) 5.69(-1) 3.35(-1)
Razén 0.931 1.07 1.48 1.05 1.45 1.16
Exacto 2.60(-1) 6.16(-2) 1.09(-2) 3.44(-1) 1.64(-1) 3.78(-1)
6 Algebraico 2.53(-1) 4.45(-2) 0.51(-2) 3.38(-1) 1.00(-1) 3.37(-1)
Razoén 1.03 1.38 2.14 1.02 1.64 1.12
Exacto 3.14(-1) 1.13(-1) 2.79(-2) 3.16(-1) 2.26(-1) 3.00(-1)
7 Algebraico 2.93(-1) 0.67(-1) 0.98(-2) 3.47(-1) 1.39(-1) 3.01(-1)
Razoén 1.07 1.70 2.85 091 1.63 1.00
Exacto 3.34(-1) 1.73(-1) 4.34(-2) 2.68(-1) 2.34(-1) 2.05(-1)
8 Algebraico 3.20(-1) 0.86(-1) 1.50(-2) 3.39(-1) 1.68(-1) 2.58(-1)
Razén 1.05 2.01 3.57 0.792 1.39 0.795

Tabla 6.3: Probabilidades de transicion, P(v; — vy), a varias energias (en unidades de hiw) para el sistema Hy + He con parametros adimensionales
caracteristicos:m = 0.667, a = 0.314, y D = 9.3. Los nimeros entre paréntesis son potencias de 10. Exacto se refiere a los resultados de resolver la
ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo (6.43). Algebraico se refiere a los resultados que arroja la aproximacién algebraica (6.136) .
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Figura 6.1: Probabilidades de transicién para el sistema H» + He como funcién del pardmetro £ tomando E = 47hiw. La linea punteada corresponde
a los resultados algebraicos con a3 # 0. La linea continua representa a los resultados semicldsicos exactos. La linea punto-raya se refiere a los

resultados algebracios con a3 = 0.
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Figura 6.2: Probabilidades detransicion para el sistema Hy + He como funcién del pardmetro % tomando E = 6/iw. La linea punteada corresponde
los resultados algebraicos con a3 # 0. La linea continua representa a los resultados semicldsicos exactos. La linea punto-raya se refiere a los resul-

tados algebracios a3 = 0.
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Figura 6.3: Intesisdades para el sistema H» + He como funcion del pardmetro % tomando E = 8hw. La linea punteada corresponde a los resultados
algebraicos con a3 # 0. La linea continua representa a los resultados semiclasicos exactos. La linea punto-raya se refiere a los resultados algebracios

a3 =0.
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6.6. Comparando con las probabilidades de transicion cuanticas

Hemos comparado los resultados obtenidos mediante nuestro modelo con los resultados que
provee la aproximacion semiclédsica exacta. En esta seccion presentaremos las modificaciones
necesarias para que el modelo algebraico genere probabilidades de transicion comparables con
las obtenidas mediante el cdlculo mecdnico cudntico presentado por Clark y Dickinson [31].

De nuestro andlisis tenemos que la energia total E7 correspondiente a la energia de colision
estd dada por la energia del proyectil £ mas la energia promedio del oscilador €:

E=Er—ce. (6.140)

como estamos considerando el caso py = 1, el promedio de energia del oscilador es una constante
que corresponde a la energia del estado base

€ = Ep(0). (6.141)

La ecuacion(6.140) considera la colision ineldstica para la trayectoria clasica como si el oscilador
absorbiera la misma energia para cualquier transicién. Pero el hecho es que para cada transicion la
absorcion de energia debe ser diferente y consecuentemente se espera que la energia del proyectil
se modifique. Con el fin de tomar en cuenta la absorcién de energia en la trayectoria clédsica del
proyectil seguiremos el procedimiento presentado en los trabajos Gentry y Giese [42] y Benjamin
[43], los cuales consideran el siguiente promedio para la velocidad del proyectil

1
U:E(U5+Uf), (6.142)

donde v; corresponde a la velocidad antes de la colision y v corresponde a la velocidad del
proyectil después de la colisiéon. Generalizando la conservacion de la energia (6.140) a la forma

Er=E+En(v), (6.143)
y considerando
1
E= Emv% (6.144)
el promedio (6.142) se transforma en
1
E=l(Er- Ep(ui)'? + (Er — Em(vp) 12 (6.145)

Para cada colision debemos considerar en la ecuacion (6.42) la energia (6.145) en lugar de (6.140).
Desde este punto de vista el pardmetro f en (6.98) es un funcion de la energia de colision, asi como
del estado inicial y final del oscilador

B=B(Er,vi, vy). (6.146)

Presentaremos el andlisis de los mismos sistemas Bro+(Hz), N2+(N2) y Ho+He, que se estu-
diaron con aterioridad. Compararemos las probabilidades de transicion obtenidas con nuestro
modelo y los resultados mecénico cuanticos exactos obtenidos en [31].
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Antes de iniciar el andlisis de un sistema particular recordemos que en las aproximaciones
(6.73) y (6.125) para el potencial de interaccién se incluy6 el operador identidad. Esto nos per-
mitié determinar los coeficientes a3(f) y a4(1), dados en las ecuaciones (6.82d) y (6.129d), para
el caso particular py = 1 ( si s6lo se hubiera toma en cuenta el dlgebra su(2) en la aproximacién
del potencial de interaccién , entonces se hubiera obtenido un valor nulo para a3 ). En la com-
paracion con los resultados semiclasicos exactos esta consideracion es de suma importancia al
describir sistemas muy anarmonicos. Esto no quiere decir que en la descripcién mecanico cuan-
tica la contribucién as juegue el mismo papel. De hecho, un intento por describir con calidad
similar las transiciones cudnticas exactas para el sistema H,+He no tiene el mismo éxito. Esto nos
sugiere explorar el comportamiento de las probabilidades de transicion para ambos casos: az =0
y a3 # 0. Ademds consideraremos la renormalizaciéon tanto de la intensidad de la fuerza de inter-
accion como del alcance del potencial de interaccion. Para ese fin introducimos el pardmetro Z y
consideraremos una interaccion efectiva a ,g. Proponemos la fuerza dependiente del tiempo

E [E
Fo=9 sech? ||/ 3 aeft 1], (6.147)

de modo que podemos modificar la fuerza y el potencial efectivo. La calidad de la descripcién
puede ser medida de dos maneras. En una de ellas se toma el mismo peso para todas las transi-
ciones, por lo que se define la desviacion rms en términos del logaritmo de las intensidades

Y (LoglIi., —LoglI! )?
rms:\/ P08 exp ~ 08 , (6.148)

N

donde I!

exp
ticos exactos, I ;h se refiere a los resultados obtenidos por este modelo y N es el nimero de datos
disponibes. Por otra parte, cuando se consideran mds importantes las transiciones con mayor in-
tensidad entonces tomamos y? definida por

correponde a las probabilidades de transicién que arrojan los calculos mecénico cuan-

i _7i N2
Y= Z(I‘”‘”pJ . (6.149)
i exp
Empezaremos considerando la colision Br, + (H>). En este caso los parametros que caracterizan el
sistema son m = 0.006268, @ = 0.1278 and D = 75.,525 (j = 150 estados ligados) [31]. Enla Tabla 6.4
se comparan los resultados de nuestro modelo, etiquetados como modelo algebraico, comparado
con el Morse [31]. Incluimos los resultados armoénicos [30] para apreciar el efecto de la anarmoni-
cidad considerados en la prediccion. El parecido de los intensidades obtenidas mediante nuestra
prediccion y los resultados exactos son satisfactorios. En este caso a3 #0, R=1y Aoff = Q, de tal
forma que las intensidades son predichas sin ningtin parametro adicional. Variaciones en los pa-
rametros no implican mejora alguna apreciable.

Ahora consideraremos la colisién N»-(N>) con pardmetros m = 0.5, « =0.114y D =40.81 (j =

81 estados ligados) [31]. En este caso las predicciones no son satisfactorias. Como esta molécula
es mds anarmonica la aproximacion lineal no es suficiente, por lo cual es necesario efectuar una
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renormalizacién a fin de tomar en cuenta de forma efectiva términos adicionales en el desarrollo.
Procediendo de este modo la mejor descripcion (con a3 # 0) la obtenemos con Z = 0.93, a o =
0.1158 usando y? como criterio de minimizacién. En la Tabla 6.5 los resultados se presentan en
el mismo formato que la Tabla 6.4. Los resultados son notables pues estamos explorando varios
ordenes de magnitud.

Finalmente analizamos el sistema H,-He. En este caso los pardmetros que caracterizan el sis-
tema y la colisiéon son m = 0.667, « =0.314y D = 9.3 (j = 18 etados ligados) [31]. Debido a su gran
anarmonicidad, este sistema merece especial atenciéon. La prediccién de las probabilidades de
transicion sin la introducciéon de pardmetros no dan buenos resultados. Exploraremos por lo tan-
to su efecto. Empezamos introduciendo la renormalizacion de la fuerza de interaccién. Primero
haremos nuestro ajuste considerando el rms a fin de obtener la mejor descripcién para todo el
espacio de intensidades. En la Tabla 6.6 se muestran los resultados, los cuales se obtuvieron con
a3 = 0. Como puede apreciarse son comparables con los resultados mecanico cudnticos para todo
el intervalo de energias, a pesar de la gran anarmonicidad del sistema. En este caso el pardmetro
de renormalizacion es Z = 0.29, dejando fijo @. Cuando a3 # 0 la descripcién no es tan buena.
Ahora procederemos a explorar la mejor descripcion variando £ y @, considerando a3 # 0y
tomando como criterio para el ajuste y2. Los resultados se muestran en la Tabla 6.7. Como era
de esperarse la mejor descripcion corresponde a las probabilidades de transicién que involucran
pequefios cambios en el nimero de cuantos. Como puede apreciarse los resultados son de una
calidad similar a los obtendos en la Tabla 6.6, aunque debemos mencionar que en el tultimo caso
todos las probabilidades de transicion son cercanas al caso del potencial de Morse.

Una de las ventajas de tener una expresion analitica cerrada para las probabilidades de tran-
sicion es que el modelo puede ser usando en forma predictiva. Debido a la aproximacion lineal
usada en el potencial de interaccion sabemos que nuestro modelo describe mejor las probabili-
dades de transicion que involucran diferencias de un cuanto. Para ver esto haremos el ajuste con-
siderando las probabilidades de transicion Py_.;. Usaremos el criterio )(2 y a3 # 0. En este caso
los parametros obtenidos son £ = 0.386 y aq = 0.3227. En la Tabla 6.8 se muestran las proba-
bilidades de transicién predichas, donde hemos incluido la razén ente nuestros resultados y los
exactos. Como se esperaba, la mejor prediccion corrresponde a las probabilidades de transicion
que involucran pequenas diferencias en el niimero de cuantos (Av = 1,2). A medida que Av au-
menta, las prediccion empeora, aunque en general en buena. El peor de los casos corresponde a
un valor grande de Av a baja energia.

Una caracteristica de nuestro modelo que debe enfatizarse es que el comportamiento gen-
eral de las probabilidades de transicion se reproduce correctamente. Esta es la primera vez que
el algebra su(2) se usa para reproducir quantitativamente todo el conjunto de probabilidades de
transicion en la colision &tomo-didtomo, con su correspondencia con el espacio de configuracién.
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seccion 6.6 comparando con las probabilidades de transicion cudnticas

E Py 0—1 1—-2 0—2 0—3 1-3 2—3 0—4 1—4

Morse 1.23(-2)f
2 Algebraico 1.27(-2)
Armoénico 1.22(-2)

Morse 3.54(-2) 2.49(-2) 2.45(-4)
3 Algebraico 3.57(-2) 2.54(-2) 2.27(-4)
Armonico 3.53(-2) 2.41(-2) 2.20(-4)

Morse 5.79(-2) 6.91(-2) 1.13(-3) 6.42(-6) 7.57(-4) 3.80(-2)
4 Algebraico 5.83(-2) 6.90(-2) 1.08(-3) 4.49(-6) 6.93(-4) 3.86(-2)
Armoénico 5.77(-2) 6.81(-2) 1.06(-3) 4.39(-6) 6.46(-4) 3.54(-2)

Morse 7.94(-2) 1.10(-1) 2.56(-3) 3.82(-5) 3.37(-3) 1.01(-1) 2.10(-7) 2.70(-5)
5  Algebraico 8.00(-2) 1.10(-1) 2.50(-3) 3.06(-5) 3.18(-3) 1.00(-1) 9.38(-8) 1.86(-5)
Armonico 7.92(-2) 1.09(-1) 2.44(-3) 2.99(-5) 3.08(-3) 9.86(-2) 9.27(-8) 1.72(-5)

Morse 9.99(-2) 1.47(-1) 4.49(-3) 1.07(-4) 7.45(-3) 1.56(-1) 1.44(-6) 1.54(-4)
6  Algebraico 1.01(-1) 1.46(-1) 4.43(-3) 9.15(-5) 7.15(-3) 1.55(-1) 8.31(-7) 1.21(-4)
Armoénico 9.97(-2) 1.46(-1) 4.31(-3) 8.88(-5) 6.98(-3) 1.54(-1) 8.17(-7) 1.16(-4)

Morse 1.38(-1) 2.09(-1) 9.68(-3) 4.01(-4) 1.93(-2) 2.41(-1) 1.11(-5) 8.71(-4)
8  Algebraico  1.39(-1) 2.08(-1) 9.67(-3) 3.65(-4) 1.88(-2) 2.39(-1) 7.94(-6) 7.56(-4)
Armonico 1.38(-1) 2.08(-1) 9.39(-3) 3.52(-4) 1.84(-2) 2.39(-1) 7.72(-6) 7.30(-4)

Morse 1.72(-1) 2.57(-1) 1.64(-2) 9.63(-4) 3.47(-2) 2.97(-1) 3.98(-5) 2.42(-3)
10  Algebraico 1.73(-1) 2.56(-1) 1.65(-2) 9.05(-4) 3.42(-2) 2.94(-1) 3.13(-5) 2.20(-3)
Armoénico 1.72(-1) 2.56(-1) 1.60(-2) 8.70(-4) 3.35(-2) 2.95(-1) 3.03(-5) 2.12(-3)

E Pi_r 2—4 3—4 0—5 1-5 2—5 3—5 4—5 5—6

Morse 1.58(-3) 5.21(-2)
5  Algebraico  1.43(-3) 5.16(-2)
Armonico 1.27(-3) 4.64(-2)

Morse 6.72(-3) 1.32(-1) 8.33(-9) 1.12(-6) 7.19(-5) 2.78(-3) 6.75(-2)
6  Algebraico 6.24(-3) 1.28(-1) 2.03(-9) 4.94(-7) 4.89(-5) 2.39(-3) 6.77(-2)
Armonico 5.98(-3) 1.27(-1) 2.00(-9) 4.51(-7) 4.22(-5) 2.07(-3) 5.70(-2)

Morse 2.44(-2) 2.48(-1) 2.18(-7) 2.32(-5) 1.05(-3) 2.35(-2) 2.33(-1) 1.91(-1)
8  Algebraico 2.33(-2) 2.41(-1) 9.72(-8) 1.49(-5) 8.56(-4) 2.12(-2) 2.28(-1) 1.85(-1)
Armonico 2.28(-2) 2.44(-1) 9.56(-8) 1.43(-5) 8.17(-4) 2.11(-2) 2.26(-1) 1.77(-1)

Morse 4.86(-2) 3.13(-1) 1.26(-6) 1.08(-4) 3.65(-3) 5.57(-3) 3.17(-1) 3.10(-1)
10  Algebraico 4.71(-2) 3.07(-1) 7.03(-7) 7.94(-5) 3.19(-3) 5.13(-2) 3.12(-1) 3.05(-1)
Armonico 4.63(-2) 3.11(-1) 6.91(-7) 7.66(-5) 3.08(-3) 5.20(-2) 3.14(-1) 3.05(-1)

+ El nimero entre paréntesis indica la potencia de diez por la que debe multiplicarse el entero.
Tabla 6.4: Intensidades de transicién involucradas en la colision colineal del sistema Bry + (H) para diferentes valores de energia de colision (en

unidades de hiw). Los pardmetros de estructura dindmica son: m = 0.006268, & = 0.1278, D = 75.525. En este caso a3 =0, Z =1y Qeff = a. Morse y
Arménico se refiere a los resultados exactos para esos potenciales.
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E Pi_F 0—1 1—-2 0—2 0—3 1-3 2—3 3—4

Morse 7.66(-11)
2 Algebraico  1.36(-10)
Armoénico 2.67(-10)

Morse 4.52(-7) 2.86(-10)
3 Algebraico  6.67(-7) 3.67(-10)

Armonico 1.93(-6) 5.34(-10)
Morse 1.69(-5) 1.22(-6) 5.15(-12) 9.35(-10)
4 Algebraico  2.26(-5) 1.45(-6) 8.44(-12) 8.73(-10)
Armoénico  7.61(-5) 3.86(-6) 7.35(-11) 8.01(-10)
Morse 1.43(-4) 4.17(-5) 1.49(-9) 2.72(-11)  2.61(-6) 3.04(-9)
5 Algebraico  1.78(-4) 4.72(-5) 2.13(-9) 3.04(-11)  5.52(-6) 2.13(-9)
Armoénico 6.60(-4) 1.52(-4) 2.51(-8) 2.20(-10) 5.79(-6) 1.07(-9)
Morse 6.10(-4) 3.38(-4) 5.16(-8) 4.59(-13)  6.74(-9) 7.97(-5) 5.20(-6)
6 Algebraico  7.12(-4) 3.64(-4) 6.56(-8) 5.78(-13) 7.03(-9) 7.61(-5) 4.07(-6)
Armoénico 2.85(-3) 1.32(-3) 9.42(-7) 2.39(-11) 7.53(-8) 2.28(-4) 7.72(-6)
Morse 4.10(-3) 4.03(-3) 4.15(-6) 1.14(-9) 2.49(-6) 2.46(-3) 1.00(-3)

8 Algebraico  4.28(-3) 3.96(-3) 4.29(-6) 1.09(-9) 2.24(-6) 2.23(-3) 0.81(-3)

Armonico 1.92(-2) 1.66(-2) 11(-5) 7.74(-8) 3.57(-5) 8.48(-3) 2.63(-3)
Morse 1.40(-2) 1.76(-2) 6.26(-5) 1.08(-7) 6.87(-5) 1.53(-2) 1.06(-2)
10  Algebraico  1.32(-2) 1.58(-2) 5.34(-5) 0.79(-7) 5.28(-5) 1.30(-2) 8.31(-3)

Armonico 6.39(-2) 7.14(-2) 1.24(-3) 8.08(-6) 1.07(-3) 5.50(-2) 3.24(-2)

E P_p 1—4 24 25 355 455 5-6
Morse 1.04(-10) 1.01(-8)

6 Algebraico 7.94(-11) 5.39(-9)
Arménico 4.41(-10) 1.34(-9)
Morse 2.78(-10) 6.18(-7) 1.62(-11)  5.83(-8) 2.33(-4) 1.95(-5)

8 Algebraico  2.08(-10) 4.58(-7) 0.84(-11)  3.28(-8) 1.60(-4) 1.03(-5)
Armonico 1.05(-8) 5.62(-6) 2.38(-10)  2.51(-7) 3.80(-4) 1.16(-5)

Morse 8.20(-8) 4.12(-5) 2.68(-8) 1.55(-5) 5.80(-3) 2.37(-3)
10  Algebraico  5.02(-8) 2.76(-5) 1.30(-8) 8.66(-6) 4.10(-3) 1.45(-3)
Armonico 4.04(-6) 4.74(-4) 7.59(-7) 1.17(-4) 1.40(-2) 3.93(-3)

1 El nimero entre paréntesis indica la potencia de diez por la que debe multiplicarse el entero.

Tabla 6.5: Intensidades de transicién involucradas en la colisién colineal del sistema Ny + (N2) para diferentes valores de energia de colisién en
unidades de hiw. Los pardmetros de estructura dindmica son: m = 0.5, Qopf =0.11584, D = 40.81, % = 0.93. El criterio )(2 fue usado para obtener %

Y Aeff-
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seccion 6.6 comparando con las probabilidades de transicion cudnticas

E Py 0—1 1-2 0—2 0—3 1-3 2—3 0—4 1—4

Morse 2.46(-4)
2 Algebraico  4.66(-4)
Armonico 7.20(-4)

Morse 7.31(-3) 1.25(-3)  2.30(-6)
3 Algebraico  1.30(-2) 1.47(-3)  5.27(-6)
Armoénico 2.95(-2) 1.42(-3) 1.07(-5)

Morse 3.15(-2) 2.28(-2) 1.85(-4) 1.18(-7) .07(-5) 5.29(-3) 1.37(-11)
4 Algebraico  5.19(-2) 2.92(-2)  4.15(-4) 2.32(-7) 3.31(-5)  4.11(-3) 3.14(-12)
Armoénico 1.33(-1) 5.50(-2)  2.04(-3) 4.96(-7) 3.07(-5)  2.10(-3)

Morse 7.39(-2) 8.15(-2)  1.66(-3) 1.17(-5) 1.22(-3)  5.47(-2)  1.95(-8)  3.12(-6)
5  Algebraico  1.13(-1) 1.03(-1)  3.48(-3) 2.43(-5) 1.58(-3)  5.27(-2)  2.24(-8)  2.34(-6)
Armoénico 2.92(-1) 217(-1)  2.25(-2) 2.31(-4) 5.39(-3) 7.70(-2)  4.26(-8) 1.80(-6)

Morse 1.29(-1) 1.67(-1)  6.65(-3) 1.49(-4) 8.41(-3)  1.58(-1)  1.48(-6)  1.38(-4)
6  Algebraico  1.82(-1) 2.01(-1)  1.28(-2) 3.04(-4) 1.11(-2)  1.59(-1)  2.22(-6)  1.38(-4)
Armoénico 4.28(-1) 3.69(-1)  9.13(-2) 4.71(-3) 5.24(-2)  2.68(-1)  3.65(-5)  7.69(-4)

Morse 2.45(-1) 3.18(-1)  3.38(-2) 2.72(-3) 5.72(-2)  3.34(-1)  1.61(-4)  5.16(-3)
8  Algebraico  3.03(-1) 3.38(-1)  5.79(-2) 5.09(-3) 7.81(-2)  3.36(-1)  2.20(-4)  6.27(-3)
Armoénico 4.07(-1) 1.56(-1)  3.30(-1) 9.88(-2) 2.85(-1) 1.89(-1) 1.06(-2)  7.32(-2)

E  Pi-r 2—4 3—4 0—5 1-5 2—5 3—5 4—5 5—6

Morse 4.68(-9) 3.51(-6)
4  Algebraico  6.02(-10)  4.25(-7)

Armoénico

Morse 2.77(-4) 1.92(-2) 2.95(-10)  3.65(-8)  4.47(-6)  9.12(-4)
5  Algebraico  1.60(-4) 1.09(-2)  3.82(-11)  3.64(-9) 4.44(-7)  1.37(-4)
Armoénico 5.85(-5) 2.76(-3)

Morse 5.64(-3) 1.17(-1)  4.95(-9) 7.01(-7) 4.56(-5)  1.98(-3) 5.97(-2) 1.30(-2)
6  Algebraico  4.40(-3) 8.8(-2) 3.55(-9) 3.12(-7) 1.61(-5) 6.76(-4)  2.67(-2)  2.06(-3)
Armoénico 9.55(-3) 9.59(-2)  5.45(-9) 1.84(-7) 4.11(-6)  9.28(-5)  3.40(-3)

Morse 6.39(-2) 3.32(-1)  7.44(-6) 3.24(-4) 577(-3)  5.76(-2)  3.17(-1)  2.84(-1)
8  Algebraico  7.01(-2) 3.21(-1)  4.70(-6) 2.07(-4) 4.20(-3)  4.78(-2)  2.79(-1)  2.05(-1)
Armoénico 2.21(-1) 3.04(-1)  3.31(-4) 4.04(-3) 2.58(-2)  1.09(-1)  3.12(-1)  1.27(-1)

t El nimero entre paréntesis indica la potencia de diez por la que debe multiplicarse el entero.
Tabla 6.6: Intensidades de transicion involucradas en la colision colineal del sistema Hy + He para diferentes valores de energia de colisiéon en

unidades de fiw. Los parametros de estructura dindmica son: m = 0.667, @ = 0.314, D = 9.3, Z = 0.29. El criterio r ms fue usado para obtener Z y se
tomo a3z =0
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E Pl-ﬁf 0—1 1-2 0—2 0—3 1-3 2—3 0—4 1—-4

Morse 2.46(-4)"
2 Algebraico  7.36(-4)
Armoénico 7.20(-4)

Morse 7.31(-3) 1.25(-3)  2.30(-6)
3 Algebraico 1.50(-2) 2.23(-3) 9.20(-6)
Armonico 2.95(-2) 1.42(-3) 1.07(-5)

Morse 3.15(-2) 2.28(-2)  1.85(-4) 1.18(-7) 3.07(-5)  5.29(-3) 1.37(-11)
4 Algebraico  5.13(-2) 3.30(-2)  4.65(-4) 3.71(-7) 5.35(-5)  5.85(-3) 1.60(-11)
Armonico 1.33(-1) 5.50(-2)  2.04(-3) 4.96(-7) 3.07(-5)  2.10(-3)

Morse 7.39(-2) 8.15(-2)  1.66(-3) 1.17(-5) 1.22(-3)  5.47(-2)  1.95(-8)  3.12(-6)
5 Algebraico  1.01(-1) 1.01¢-1)  3.03(-3) 2.33(-5) 1.71(-3)  5.80(-2) 2.87(-8)  3.36(-6)
Armonico 2.92(-1) 2.17(¢-1)  2.25(-2) 2.31(-4) 539(-3) 7.70(-2)  4.26(-8)  1.80(-6)

Morse 1.29(-1) 1.67(-1)  6.65(-3) 1.49(-4) 8.41(-3)  1.58(-1)  1.48(-6)  1.38(-4)
6 Algebraico  1.54(-1) 1.83(-1)  9.38(-3) 2.12(-4) 9.49(-3)  1.54(-1)  1.65(-6)  1.26(-4)
Armonico 4.28(-1) 3.69(-1)  9.13(-2) 4.71(-3) 5.24(-2)  2.68(-1)  3.65(-5)  7.69(-4)

Morse 2.45(-1) 3.18(-1)  3.38(-2) 2.72(-3) 5.72(-2)  3.34(-1) 1.61(-4)  5.16(-3)
8 Algebraico  2.46(-1) 3.06(-1)  3.41(-2) 2.33(-3) 5.22(-2)  3.15(-1)  0.84(-4)  3.43(-3)
Armonico 4.07(-1) 1.56(-1)  3.30(-1) 9.88(-2) 2.85(-1)  1.89(-1) 1.06(-2)  7.32(-2)

E Pi_F 2—4 3—4 0—5 1-5 2—5 3—5 4—5 5—6

Morse 4.68(-9) 3.51(-6)
4 Algebraico  2.72(-9) 1.36(-6)

Armoénico

Morse 2.77(-4) 1.92(-2) 2.95(-10)  3.65(-8)  4.47(-6)  9.12(-4)
5 Algebraico  2.36(-4) 1.45(-2)  3.02(-13)  1.09(-10)  1.06(-8)  1.18(-6)  2.75(-4)
Armoénico 5.85(-5) 2.76(-3)

Morse 5.64(-3) 1.17(-1)  4.95(-9) 7.01(-7) 4.56(-5)  1.98(-3) 5.97(-2) 1.30(-2)
6 Algebraico  4.53(-3) 9.37(-2)  3.25(-9) 3.50(-7) 2.06(-5) 8.97(-4) 3.30(-2) 3.29(-3)
Armonico 9.55(-3) 9.59(-2)  5.45(-9) 1.84(-7) 4.11(-6)  9.28(-5)  3.40(-3)

Morse 6.39(-2) 3.32(-1)  7.44(-6) 3.24(-4) 5.77(-3)  5.76(-2)  3.17(-1)  2.84(-1)
8  Algebraico  5.17(-2) 3.02(-1)  1.61(-6) 1.01(-4) 2.74(-3)  3.89(-2)  2.66(-1)  2.04(-1)
Armonico 2.21(-1) 3.04(-1)  3.31(-4) 4.04(-3) 2.58(-2)  1.09(-1)  3.12(-1)  1.27(-1)

1 El nimero entre paréntesis indica la potencia de diez por la que debe multiplicarse el entero.
Tabla 6.7: Intensidades de transicién involucradas en la colisiéon colineal del sistema Hy + He para diferentes valores de energia de colisién en

unidades de hw. Los pardmetros de estructura dindmica son: m = 0.667, Qopr =0.3418, D =9.3, 2 = 0.435. El criterio )(2 fue usado para obtener %
y se consider6 a3 #0
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seccion 6.6 comparando con las probabilidades de transicion cudnticas

E Py 0—1 1-2 0—2 0—3 1-3 2—3 0—4 1—4

Morse 2.46(-4)
2 Algebraico  3.94(-4)
Ratio 0.62

Morse 7.31(-3) 1.25(-3)  2.30(-6)
3 Algebraico  9.78(-3) 1.22(-3)  3.30(-6)

Ratio 0.74 1.02 0.69

Morse 3.15(-2) 2.28(-2) 1.85(-4) 1.18(-7) 3.07(-5)  5.29(-3) 1.37(-11)
4  Algebraico  3.69(-2) 2.19(-2)  2.18(-4) 9.95(-8) 2.01(-5)  3.35(-3) 2.28(-12)

Ratio 0.85 1.04 0.84 1.19 1.52 1.58 6.58

Morse 7.39(-2) 8.15(-2) 1.66(-3) 1.17(-5) 1.22(-3)  5.47(-2) 1.95(-8)  3.12(-6)

5  Algebraico  7.79(-2) 7.45(-2)  1.65(-3) 8.42(-6) 8.24(-4)  3.93(-2) 6.19(-9)  9.61(-7)
Ratio 0.95 1.09 1.01 1.39 1.48 1.39 3.15 3.25

Morse 1.29(-1) 1.67(-1)  6.65(-3) 1.49(-4) 8.41(-3)  1.58(-1)  1.48(-6)  1.38(-4)
6  Algebraico  1.25(-1) 1.46(-1)  5.69(-3) 9.21(-5) 533(-3) 1.17(-1)  4.84(-7)  4.73(-5)
Ratio 1.03 1.15 1.17 1.62 1.58 1.35 3.06 2.92

Morse 2.45(-1) 3.18(-1)  3.38(-2) 2.72(-3) 5.72(-2)  3.34(-1)  1.61(-4)  5.16(-3)
8  Algebraico  2.16(-1) 2.76(-1)  2.42(-2) 1.29(-3) 3.59(-2)  2.83(-1) 3.55(-5) 1.77(-3)

Ratio 1.13 1.15 1.40 2.10 1.59 1.18 4.54 291
E Pi_F 2—4 3—4 0—5 1—-5 2—5 3—5 4—5 5—6
Morse 4.68(-9) 3.51(-6)

4  Algebraico  5.31(-10)  4.59(-7)

Ratio 8.81 7.64
Morse 2.77(-4) 1.92(-2) 2.95(-10)  3.65(-8)  4.47(-6)  9.12(-4)
5  Algebraico  9.41(-5) 8.65(-3) 1.45(-11)  1.97(-9) 3.25(-7)  1.26(-4)
Ratio 2.94 2.22 20.30 18.52 13.75 7.23
Morse 5.64(-3) 1.17(-1)  4.95(-9) 7.01(-7) 4.56(-5)  1.98(-3) 597(-2)  1.30(-2)

6  Algebraico 2.27(-3) 6.56(-2)  5.95(-10)  8.17(-8) 6.34(-6)  3.83(-4)  2.07(-2)  1.75(-3)
Ratio 2.48 1.78 8.31 8.66 7.2 5.15 2.88 7.43

Morse 6.39(-2) 3.32(-1)  7.44(-6) 3.24(-4) 5.77(-3)  5.76(-2)  3.17(-1)  2.84(-1)
8  Algebraico  3.38(-2) 2.63(-1)  5.02(-7) 3.81(-5) 1.29(-3)  2.37(-2)  2.19(-1) 1.56(-1)
Ratio 1.89 1.26 14.8 8.5 4.48 2.43 1.44 1.82

+ El nimero entre paréntesis indica la potencia de diez por la que debe multiplicarse el entero.

Tabla 6.8: Intensidades de transicion involucradas en la colisiéon colineal del sistema Hy + He después de ajustar las intensidades Pg—.1. Los para-
metros son m = 0.667, g = 0.3227, D=9.3, 2 =0.386. Se tomo el criterio )(2 para obtener £ y se consideré Qoff =0.3227 con ag #0
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Capitulo 7

Conclusiones y perspectivas

e estableci6 una reformulacién del modelo U(v + 1) para describir vibraciones moleculares,
lo cual permiti6 establecer su correspondecia con las descripciones usuales en términos de
coordenadas y momentos. Para ello fueron introducidos los generadores del grupo su(2) designa-
dos por i);(foi), los cuales tienen la propiedad de preservar la representacion totalmente simétrica

del grupo dindmico U(v + 1), ademds de reducirse a los operadores bosonicos d:.r(di) en el limite
armonico. Esta aproximacion permite construir cualquier interaccion sin usar técnicas de grupos
continuos. El mismo procedimiento para construir el Hamiltoniano en la base armonica se usa
en el esquema del modelo u(v + 1), con la ventaja de que todas las interacciones pueden identifi-
carse. Esto permiti6 establecer un procedimiento para el cdlculo de superficies de energia poten-
cial. En particular se aplico la nueva reformulacion al caso de moléculas piramidales. La conexién
antes mencionada, aunque aproximada, establece los fundamentos para el estudio de modelos
algebraicos similares que tienen la interpretacion de incorporar los grados de libertad ya sea roto-
vibracionales de moléculas diatdbmicas o bién los modos de flexion de moléculas lineales. Acual-
mente esto se estd explorando.

Basado en la nueva reformulacién del modelo U(v + 1), establecimos una aproximacion para
obtener constantes de fuerza asociadas a superficies de potencial de Born-Oppenheimer. La idea
bdsica consiste en identificar las expresiones (4.45) como primera aproximacion de la represen-
tacion algebraica de las coordenadas locales y los momentos asociados. Con esta identificacion
podria ser necesario simetrizar para obtener el Hamiltoniano correcto. Esta aproximacién nos
permite construir interacciones relevantes partiendo del Hamiltoniano en el espacio de configu-
racion. Notese que con esto se extiende la version anterior del modelo [20, 76, 78, 79] a cualquier
interaccion con operadores anarmonicos. Como ejemplo presentamos los modos de tension de
la arsina y la estibina. Obtuvimos todas las constantes de fuerza involucradas hasta cuarto orden
con la restriccion de conservacion de poliada.

La conexion del modelo algebraico u(v + 1) con el espacio fase también permiti6 establecer
una representacion algebraica del operador de momento dipolar partiendo del las funciones de
Mecke dadas en términos de las coordenadas locales. Fue posible obtener una expresion general
para las componentes del momento dipolar. Nuestro método difiere del propuesto en la Ref. [78],
donde un operador tensorial especifico tiene que definirse para cada tipo de estado local, ademas
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de la desventaja de ser inconsistente con el hecho de que el operador de transiciéon debe de de-
pender s6lo de las coordenadas.

Describimos el espectro de energia de la estibina en el esquema de la reformulacién del mo-
delo U(v + 1). Partiendo del Hamiltoniano en términos del coordenadas locales obtuvimos una
representacion algebraica del Hamiltoniano en términos de las relaciones (4.45). El Hamiltoniano
resultante lo diagonalizamos en una base adaptada por simetria (4.5). A partir de los parame-
tros espectroscopicos obtuvimos las constantes de fuerza. Esta aproximacion tiene la ventaja de
que estamos tomando efectos anarmoénicos desde el principio a través de los operadores (3.146),
ademads de que se mantiene la conexién con la descripcion tradicional en el espacio de configu-
raciones. Los datos experimentales disponibles son muy escasos para poder investigar la invaria-
bilidad isotépica de la superficie obtenida. La desviaciéon rms que obtuvimos fue de 1.27 cm™! en
donde se tomaron en cuenta 23 energias experimetales hasta poliada 14. En el ajuste se desprecia-
ron casi todas las interacciones de orden cudrtico. Solo se mantuvieron los operadores de nimero
que toman en cuenta efectos anarmoénicos. Las constantes de fuerza calculadas estdn de acuerdo
con estudios previos.

Una de las ventajas de nuestro método es que nos provee de asignaciones tanto locales como
normales. En general las etiquetas locales obtenidas estdn de acuerdo con las citadas en la refe-
rencias Lummila et al [96]. Otra caracteristica importamte de nuestra aproximacion es que nos
permite tomar ventaja de las constantes de fuerza obtenidas a primeros principios para conside-
rar las interacciones tipo Fermi, del mismo modo que en la descripcion de Lummila et al. Este
hecho nos permiti6 hacer el ajuste en forma confiable. La comparacion de nuesta descripcién con
trabajos previos en la molécula de estibina usando la aproximacién de grupos unitarios, nos per-
mite resaltar la importacia de tener la conexion con el espacio de configuraciones.

Basandonos en nuestra reformulaciéon del modelo U(v + 1) también presentamos la descrip-
cion del espectro de energia de la arsina. Presentamos dos ajustes, el primero incluye energias
hasta poliada 10 con una desviacién rms de 2.68 cm™!. En este ajuste se despreciaron todos los
términos cuadraticos de flexion. Esta simplificacion se nota en el hecho de que las diferencias
relativas de energia en los sobretonos de flexién son altas. Realizamos un segundo ajuste hasta
poliada 12 y obtuvimos un rms de 3.58 cm™!. En este caso el Hamiltoniano propuesto es el mismo
que en la Ref [91]. Si se consideran mds términos entonces el ajuste se vuelve inestable. En los dos
ajustes calculamos constantes de fuerza y se obtubieron resultados comparables a reportados en
estudios previos.

Estamos convencidos de que la aplicacion del modelo U(v + 1) que hemos presentado deja en
claro la ventaja de nuestro método para describir vibraciones sobre el de proponer Hamiltonianos
efectivos en el marco de formulaciones previas de este modelo [79, 104]. Dentro de nuestro es-
quema no es necesario contar con conocimientos previos de teoria de grupos continuos, lo cual
lo hace accesible a la comunidad de espectroscopistas, dada su comparaciéon biunivoca con los
Hamiltonianos tradicionales en técnicas de osciladores armoénicos interactuantes.
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Capitulo 7. Conclusionesy perspectivas

Como segunda parte de la tesis, presentamos un modelo algebraico para describir la colision
atomo-didtomo dentro del esquema la aproximacion semicldsica. La idea basica consiste en trans-
formar el problema original de tres cuerpos a una descripcién dependiente del tiempo en el dia-
tomo, introduciendo la trayectoria cldsica del proyectil. Las probabilidades de excitacién las obtu-
vimos integrando el conjunto de ecuaciones diferenciales dependientes del tiempo. Comparamos
los resultados que se obtienen de la aproximacion semiclédsica exacta con los que se generan a
través de la aproximacion algebrdica, en la cual la interacciéon dependiente del tiempo se expresa
como una combinacién lineal de los generadodes del dlgebra su(2). La parte crucial del mode-
lo consiste en el método de minimizacion para obtener los coeficientes dependientes del tiempo
del potencial de interaccion. Como el potencial de interaccién se expresa como combinacion lin-
eal de los generadores, el operador de evolucion es una representacion unitaria de elementos del
grupo SU(2), es decir, estan dados en términos de las exponenciales de los generadores del grupo,

en particular de una sola matriz drjn o (B) de Wigner. Esto es muy importante debido a que por

primera vez se expresa la dependencia del argumento de las funciones de Wigner diﬂ . (B) conlos
parametros dindmicos. Previamente s6lo se habian hecho estudios cualitativos o predicciones de
algunas intensidades.

Comparamos nuestra aproximacion con la descripcion semiclédsica exacta. Analizamos tres
sistemas que presentan diferentes grados de anarmonicidad. El sistema més arménico Bro+(Hj),
cercano al limite subito del modelo reproduce bien todas las intensidades de transicion. Para el
sistema mds anarmonico, alejado del limite stbito, como el N»+(N>), la descripcién algebraica
aun es razonable. Para el sistema menos arménico como Hy+He las excitaciones de un cuanto
se describen bien, aunque excitaciones involucrando un alto ntimero de cuantos estdn sobrees-
timadas en el modelo algebraico. Esto es debido a la presencia de términos en la interaccién que
excitan diferentes cuantos.

La introduccién de nuestro formalismo del operador de densidad nos provee de un esquema
general donde se pueden tomar en cuenta diferentes pesos paralos estados cudnticos del didtomo.
Esto amplia la posibilidad de considerar estados excitados por efecto de la temperatura. Ademas,
este formalismo puede aplicarse a la colision colineal entre diferentes sistemas moleculares, por
ejemplo la colision entre dos moléculas diatobmicas y la de una molécula triatbmica con un atomo.
Es preciso enfatizar, sin embargo, que en estos sistemas es necesario introducir un dlgebra aprox-
imada. Esto estd bajo investigacion.

Un resultado interesante de nuestra aproximacion es que por primera vez se presenta un es-
quema completo del modelo algebraico su(2) para describir la colisién colineal entre un 4tomo
con un potencial de Morse. Nuestro modelo también fue usado para reproducir las probabili-
dades de transicién obtenidas mediante cadlculos mecdnico cudnticos exactos obtenidos por Clark
y Dickinson [31, 105]. Los resultados son satisfactorios ya que no sélo se logra describir las inten-
sidades, sino que la descripcion que se logra es mucho mejor a las anteriormente reportadas.

En principio se puede plantear el formalismo de la colisién &tomo-didtomo dentro del marco
del grupo dindmico SU(1,1). Debido a que este grupo contiene los estados del continuo del po-
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tencial de Morse, es posible obtener una férmula cerrada para las probabilidades de disociacion.
Este estudio se llevé a cabo, pero sin éxito, debido a que no fue posible reproducir las probabili-
dades de transicion en el sistema anarmonico Hp-He. Esto es debido a la aproximacion lineal en el
potencial de interaccion. El tomar dicha aproximacién implica que en el espacio de configuracién
las oscilaciones son pequenas. Pero esto estd en contradiccion con el propésito de tomar en cuen-
ta estados altamente excitados cercanos a la disociacidn, lo que explica la incapacidad del 4dlgebra
su(1,1) para usarse dentro de este esquema.
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Capitulo 8

APENDICE

8.1. Elementos de matriz de G(q) para moléculas piramidales de

tipO XH3

En este apéndice se presenta los elementos de matriz de G(q) para moléculas piramidales de

tipo XH3 tomando coordenadas internas de desplazamiento (5.2). De la definicion

1 0qq aqﬁ )
wds (@ = ——— (=x,9,z, i=1,..,4
Baaap' ;; m; 0x; 0xj; Y

obtenemos los siguentes elementos

_1 1
géhéh mx mH,
! 0
= ——cosly,
gLI1672 mx
1 r, . 0
= ————sinf,
gq1q4 mX rz ’
1 re cosfy cosbg cosfy cosbs
8nags = ~_ ol + —cos05( + 1,
mx sinfOs  rs3 r Iy re
2 1 (r12+r22—2r1rgcost94 . 1 (1 N 1)]
g = Tl— — +-)],
qada e mX r12r22 mH r12 r22
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4 2
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seccion 8.1 elementos de matriz de g(q) para moléculas piramidales de tipo xhs

aqui 0 corresponde a los diferentes dngulos /H X H, mientras que myx y my son las masas de los
atomos X (en nuestro caso "> As o Sb) yla masa de ! H, respectivamente.
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Abstract

An alternative formulation of the unitary group approach based on the dynamical algebra u(v + 1) to describe vibrational excitations
of v equivalent oscillators is proposed. Instead of providing the expansion of the Hamiltonian in terms of invariant Casimir operators
associated with chains of groups, we introduce in addition to the bosonic operators a! (a;) a set of v operators b!(b;), in terms of which
any dynamical variable can be expanded. The introduction of these operators has the advantage that in the harmonic limit the familiar
creation and annihilation operators sz(&,—) for the harmonic oscillator are recovered. This approach allows to establish a one to one cor-
respondence with the interactions in configuration space in the harmonic limit. In the framework of this formalism, a representation of
the Hamiltonian in terms of both normal and local operators can be established from the outset. With the purpose of showing the advan-
tages of our formulation the case of pyramidal molecules is illustrated in detail. We compare our analytical description to previous spec-

troscopic studies for the specific case of stibine.
© 2006 Elsevier Inc. All rights reserved.

Keywords: Unitary group approach; Local model; Vibrational excitations

1. Introduction

Since unitary transformations represent a fundamental
concept in quantum mechanics, unitary groups are expect-
ed to be relevant in the description of many body systems.
In fact bilinear products of fermionic or bosonic operators
form sets of generators of unitary groups, which constitute
the dynamical group of a great variety of the systems. In
particular great attention has been paid to the description
of electronic degrees of freedom in atoms and molecules
[1-3,5], nuclear physics [6], subnuclear physics [7], and also
to the vibrational degrees of freedom [5,11]. When the
vibrational excitations are described in terms of a basis of
harmonic oscillators, unitary groups appear in natural
form [4,5]. Bilinear products of creation and annihilation
operators of a set of v oscillators in n dimensions constitute

* Corresponding author. Fax: +52 55 56162233.
E-mail address: renato@nucleares.unam.mx (R. Lemus).

0022-2852/$ - see front matter © 2006 Elsevier Inc. All rights reserved.
doi:10.1016/j.jms.2006.01.004

the generators of the symmetry group of the system U(vn),
while sp(2vn, R) is the corresponding dynamical group
[4,8]. A set of harmonic oscillators presents an infinite
number of states, which explains the appearance of a
non-compact group as a dynamical group. It is possible
to work out with compact dynamical groups if the space
of harmonic oscillators is cut off. To achieve this goal an
extra boson is added in such a way that the totally symmet-
ric representation (total number of bosons) of the unitary
group is fixed. This approach was for the first time pro-
posed in the context of the description of collectives states
of nuclei [9,10]. Latter on the same idea was applied by Iac-
hello et al. [11] in the field of molecular physics to describe
the rotation—vibration excitations of molecular systems. A
model using this approach to describe only vibrational
excitations was developed by Michelot and Moret-Bailly
[15]. In the framework of this approach for a set of v equiv-
alent oscillators, the dynamical group becomes U(v + 1).
In the context of the vibrational degrees of freedom the rel-
evance of this approach is not the restriction of the space
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by itself but the fact that this treatment allows to introduce
anharmonicities from the outset. The one-dimensional ver-
sion of this approach consists in treating each oscillators in
terms of an su(2) algebra, a description which turns out
equivalent to the algebraic treatment of a Morse oscillator
[12]. The two-dimensional version in terms of the dynami-
cal algebra u(2 + 1) is particularly relevant in the descrip-
tion of the local degenerate bending modes of linear
molecules, where degenerate local oscillators are involved
[13].

The u(v + 1) algebras have been applied to describe the
rotation—vibration of molecules [11,14], but we shall concen-
trate on their application to vibrational excitations only. The
description of vibrational excitations of a set of equivalent
oscillators in terms of u(v + 1) algebras was first developed
by Michelot and Moret-Bailly [15], and later on was further
analyzed to include the local subgroup K(v) in order to intro-
duce the most important local interactions as a part of an
expansion of the Hamiltonian in terms of Casimir operators
[16]. This approach has been applied to several molecular
systems, for instance tetrahedral [17] and pyramidal mole-
cules [18,19], and is based on the methodology of algebraic
techniques where a chain of groups provides the basis as well
as the interactions of the Hamiltonian through the Casimir
operator associated with different chains [5].

An algebraic approach has the advantage that it pro-
vides particular analytical solutions through the concept
of dynamical symmetry [5]. Dynamical symmetries may
represent zeroth order approximations to the complete
problem. For example, for the case of two interacting oscil-
lators the two possible dynamical symmetries are associat-
ed with the normal and local schemes [12]. However, as the
number of oscillators increases the number of interactions
become so large that the Casimir operators are not enough
to provide a complete set of interactions. On the other
hand, in contrast to nuclear and subnuclear physics, in
molecular structure theory the relevant interactions are
well known and consequently an approach where such
interactions are constructed in a straightforward way is
more convenient. When this is the case the relation between
the parameters associated with the local and normal
schemes can be established. A model with this feature is
the algebraic representation of a set of interacting Morse
and/or Péschl-Teller oscillators [20-23].

In this work, a different point of view of the u(v+ 1)
approach is proposed in which, instead of expressing the
interactions in terms of Casimir operators, the Hamiltoni-
an is expanded in terms of operators either in a local or a
normal representation, in such a way that in the harmonic
limit a connection with the Hamiltonian in configuration
space may be established. To achieve this goal we identify
the generators of v-su(2) subgroups of u(v+ 1), which in
the harmonic limit reduce to Wyle algebras. This approach
has the remarkable feature that every Hamiltonian written
in terms of creation and annihilation operators of harmon-
ic oscillators can be translated into the u(v + 1) approach,
in such a way that in the harmonic limit both treatments

coincide. In addition, from our point of view it is not nec-
essary to master group theoretical techniques developed for
continuous groups.

This paper is organized as follows. The traditional
u(v+ 1) model is briefly presented in Section 2. The refor-
mulation of the u(v + 1) approach in terms of v-su(2) sub-
groups associated with the v-oscillators is established in
Section 3. Section 4 is devoted to establish a symmetriza-
tion procedure of the local basis as well as to present a nor-
mal basis. In Section 5, an example concerning pyramidal
molecules is analyzed. Finally, our summary and conclu-
sions are given in Section 6.

2. u(v + 1) dynamical algebra

Let us start considering a system of v equivalent non-in-
teracting harmonic oscillators. Associated with the ith
oscillator we have creation a! and annihilation @; operators,
which allows to express the Hamiltonian in the form:

(ala; + &al), (1)
P

with eigenkets

) =—— @0 @

|}’l1,}’l2,...

The symmetry group of this system is U(v) whose genera-
tors are given by

¢l =ala, (3)
with commutation relations

(€], Ca) = Clopy — g (4)
The kets (2) are associated with the canonical chain [3]
UWMDUW=-1)DUWr-2)D...U(]) (5)
In the framework of the U(v + 1) approach an additional §
boson is added. In this case, we have the canonical chain
Uv+1)DUW)DUNV-1)D...U(1). (6)
Associated with this chain we have the kets

LS | () KNG

i

|[N];nl7n27"'anv7ns> =

which are characterized by the total number of quanta N,
whose corresponding operator is given by

N = i+ g (8)
with
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The total number of bosons fixes the totally symmetric rep-
resentation [N] of the group U(v + 1), and because of the
relation (8) we can rewrite the kets (7) in the form

n,) = |[N];n,n0, ... 0y, ng). (10)
The generators of the group U(v + 1) are given by

Cl =éle;;

|[N]7n;n17n2a"‘7

Ci = di, i:17"'av; Cyy1 = 8, (11)

with commutation relations (4) including the extra boson
51(s). The addition of the boson § together with the fact
that the representation [N] is fixed, makes the unitary
group U(v+1) a dynamical group for the set of v
oscillators.

The traditional approach to describe the v interacting
oscillators consists in expanding the Hamiltonian in terms
of Casimir operators associated with the different possible
chains of the dynamical group U(v + 1). In particular the
chain used for non linear molecules is [16]

Uv+1)D>UW) DK(¥) DS, DG, (12)

where S, is the symmetric group and G, is the molecular
point group of order p. Besides N, the Cas1rn1r operators
in chain (12) contain only the operators (a;), which
means that a harmonic representation for the interactions
is implicit. Anharmonic effects involving the § boson are
considered either by taking into account Casimir operators
of orthogonal subgroups or by constructing the interac-
tions explicitly. Hence in this description the Hamiltonian
contains operators af(a) whose action over the basis (10)
corresponds to the harmonic oscillator matrix elements,
but also other interactions may be possible which take into
account anharmonic effects through the bosons 57(5). A
fundamental aspect of proposing a chain of groups is that
it provides a basis obtained from the simultaneous diago-
nalization of Casimir operators. This advantage is not pro-
vided by (12), since the molecular point group labels are
introduced by projection of the functions (7) and not by
the diagonalization of a complete set of commuting
operators.

In the next section, we start by introducing operators for
each oscillator associated with an su(2) algebra which
allows to expressed the Hamiltonian in a unified form. Lat-
ter on an approach for constructing a symmetry adapted
basis is proposed.

3. Additional aspects of the U(v + 1) approach

The su(v+ 1) spectrum generating algebra allows to
express any dynamical variable in terms of the generators
(11). In particular, we can expand the Hamiltonian of the
system in the following form:

ZOCUC cj—"_Zﬁzjk/AT TC](C]+ (13)

ijk,l

where o, f;x; and so on, are parameters to be deter-
mined. A Hamiltonian with the general form (13) may
not be appropriate and/or consistent with a given system.

Concerning the description of vibrational excitations, the
Hamiltonian expansion must satisfy the following
features:

(1) It must be Hermitian: A" = H.

(2) The interactions involved in the Hamiltonian must
preserve the totally symmetric representation [N] of
the U(v + 1) dynamical group.

(3) The Hamiltonian must be invariant under transfor-
mations of the symmetry group.

(4) In case a polyad P is considered as a pseudo quan-
tum number, the Hamiltonian must preserve P.

The reason why the Hamiltonian is expanded in terms of
Casimir operators associated with chain (12) is that the first
three conditions given above are satisfied from the outset,
but also because of the possibility to take advantage of
the dynamical symmetry concept. However, the number
of subgroups is limited and consequently it is impossible
to express all the vibrational interactions in terms of Casi-
mir operators associated with the allowed different chains
of groups. It is thus convenient to account for an approach
that permits to construct any interaction with a one to one
correspondence to the interactions expressed in an algebra-
ic harmonic basis. In this case, we would have the advan-
tage of being able to set up in the su(v+ 1) model the
interactions equivalent (equal in the harmonic limit) to rel-
evant interactions in configuration space and vice versa;
given an important interaction in the su(v + 1) space we
could establish the translation into configuration space in
the harmonic limit. We thus proceed to establish the
approach to achieve this goal.

From the generators (11) of the unitary group U(v + 1),
we identify v-su(2) subalgebras with generators

Jiy =3al (14a)
]hzga (14b)
10_ %3'3' & ) (14C)

with the usual angular momentum commutations relations

Vi, Jin] = 2J ;05 JiosJis]) = £Jis. (14d)

For the sake of physical considerations, it is convenient to
introduce the normalized operators

AR (15)

Kp

)

é\

which satisfy the commutation relations

PN 1 4

In particular

ZJo, 17
S (17)

from which we have that the projection of the angular
momentum takes the values

[meJf%m+m:f
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NN 1N N
e 1

2 ) 2 27 2 9 ) 2 ) ( 8)
although with multiple degeneracies. The action of these
operators over the kets (10) is the following:

IA)H[N],n;nl,nQ,..,, (n; + 17—
[[Nl,n+ Liny, ..o om+ 1,000,  (19a)
. n—1
bi|[N],nyny,ny, ..oy =¢/ni(1 — N)
[[Nl,n—Liny,..oom—1,....n,),  (19b)
while for the operators a!(a;)
&H[NLn;nl,nz,...,nv): (mi+1)
|[N]7n+l;nl7n'ani+17"'anv>7 (203)
a|[N],nyny,na, ..., ny) =\/n;
[[INl,n—L;ny,...on,— 1,...,n,).  (20b)

From these results it is clear that the harmonic limit corre-
sponds to N — oo, as expected. In fact, from (19b) we obtain

lim b} = lim b; = &, (21)
N—oo N—oo

and consequently

hm [b,, bj] 0jj. (22)

When o sets of equivalent oscillators are present in the
vibrational description, a u(v+ 1) algebra is introduced
for each equivalent set, so that the dynamical algebra is
given by the direct product

ll](V] + 1) X 142(\)2 + 1) X . X ua(va + 1) (23)

In this case a total number of bosons N, is associated with
each space, which in turn is related to the dissociation limit
of the corresponding internal coordinates.

Let us now consider the construction of the Hamiltoni-
an according to the rules given at the beginning of this sec-
tion: (a) Since the operators {b!,b;} as well as {a/, 4} are
Hermitian conjugate, the Hermiticity property is satisfied
in a straightforward way: we just establish the interaction
and add the Hermitian conjugate when necessary. (b) Con-
cerning the conservation of the total number of bosons N,
we can consider individual operators b](b;) since they con-
serve by themselves the representation [N;] of the corre-
sponding group, but in contrast the operators af( ;) must
be included in pairs of creation and annihilation operators.
(c) The invariance of the Hamiltonian is attained either by
symmetrizing local operators or by successive coupling of
tensors, a procedure that we explain thereafter. d) The
interactions conserving the polyad are constructed follow-
ing the same rules that in the set of v harmonic oscillators.

3.1. Normal mode Hamiltonian
A Hamiltonian may be represented either in a local or a

normal scheme. We shall start analyzing the normal mode
scheme. We first introduce the tensors

e =yl 4

where I' and y label the irreducible representation (irrep)
and component, respectively. ¢ is a multiplicity index that
accounts for the existence of several tensors carrying the
same irrep in the same space x. In pyramidal molecules,
for instance, x distinguishes the space of stretching coordi-
nates from the space of bending coordinates, while
I'=A,E and ¢ =1 (no multiplicity of irreps) for both
spaces. Note that there are as many tensors (24) as normal
modes. Tensors of the type (24) correspond to the normal
operators a™' defined in [15].
In addition, we introduce the tensors

Z o b}, (25)

whose coefficients are the same as those appearing in (24),
and they are trivially obtained from the projection for the
one quantum states. In the harmonic limit, according to
(21), we have

f/’lqrw

]\IIEI;IQ qurV _ TTqFr (26)
which implies that two interactions, one constructed in
terms of 7-tensors and another using ¥-tensors involving
the same couplings, cannot be included as part of the Ham-
iltonian. The Hamiltonian is thus expanded in terms of suc-
cessive couplings of tensors (24) on one hand, and tensors
(25) on the other. We should remark that as long as the ten-
sors (25) are not used, the description is equivalent to using
the basis (2). Hence we should say that the model u(v + 1)
is really applied only when the tensors (25) are involved in
the description.

3.2. Local mode Hamiltonian

Concerning the local representation of the Hamiltoni-
an, we may follow the same procedure as in the case of a
harmonic basis. We propose local interactions in terms
of bosonic creation and annihilation operators (number
operators, Darling-Dennison, Fermi-like operators) and

thereafter symmetrize by applying the projection

operator

?Al = Z@R (27)
ReG

and add the Hermitian conjugate. In (27), the label A
stands for the totally symmetric irrep of the molecular
point group G, while (’y is one of the operators isomorphic
to the elements of G. The resulting interactions are translat-
ed into the U(v+ 1) model by identifying the operators
either with a'(a) or b'(b), taking care that the total number
of bosons are conserved. In Section 5, we shall present an
example. But before proceeding to analyze a particular sys-
tem, we briefly explain how to obtain a symmetry adapted
basis.
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4. Basis functions

One of the reasons a basis associated with chain (12) is
proposed to diagonalize the Hamiltonian is that the sym-
metry group is contained in it and consequently the set of
functions defines invariant subspaces characterized by their
irreps. Unfortunately the procedure used to obtain this
basis consists basically in projecting a direct product of
functions (10) associated with the canonical chain (6),
which makes unnecessary to consider the chain (12) to set
up a symmetry adapted basis. This fact is important
because we do not have to be familiar with continuous
groups in order to apply the U(v + 1) model.

The usual projection technique appearing in textbooks
of group theory and used in [15-19] is based on the appli-
cation of the projection operator [24]

7, = Dy (R) lr, (28)

ReG

where I' stands for the irrep of G and D’(R) is an explicit
matrix representation of R € G. This approach, however,
is not by far the best projection method. Actually it is
quite inefficient since a sum over all the elements of the
group is involved and multiple projections are in general
necessary due to the fact that some projections may van-
ish. The most powerful and elegant method to obtain the
symmetry adapted functions is the eigenfunction method
[25], which consists in diagonalizing simultaneously a
complete set of commuting operators associated with a
chain of groups. We shall not present the method here
since it can be found in [25] or in a simplified version fo-
cused on applications to vibrational excitations in [26].
We just point out that after the projection of the direct
product of functions

{INTHn}; {ni}) = [[N1Jnis {ni}) < ...
X |[Nano; {ni}) (29)

associated with canonical chains (6) for the different sub-
spaces, we obtain

{INIHn}igly) = > AP (NI nds ), (30)

{ni}

where { N} stands for the set of boson numbers N; associat-
ed with the different equivalent oscillators (i.e., stretching
and bending degrees of freedom in pyramidal molecules),
{n} refers to the set of different total number of quanta
(9b), while ¢ is a multiplicity label which takes into account
that the I'th irrep may appear several times. We should
note that the symmetry transformations leave invariant
the set {n} and consequently the projection is worked out
in similar fashion to the set of harmonic oscillators. The
diagonalization of the matrix representation of the Hamil-
tonian in the basis (30) gives rise to eigenvectors of the

form
{IND: T, =D By {INT Y T, ). (31)
{n}q

Substitution of (30) into (31) provides the eigenvectors in
terms of the local basis (10)

{INIE T, 9= > Codu NI {ni)), (32)
{n}{ni}

where

Iy, {N}Anyqly ploy,i

Clottm ZA{nl TUB Gy (33)

In this scheme, the maximum component in the expansion
(32) provides the local label assignment. In general, howev-
er, the eigenstates may also present normal character and
consequently it is convenient to establish an approach,
although approximate, to provide the corresponding labels.
To achieve this goal we start introducing the number
operators

ogr = /[T < T, (34)

which are obtained by coupling the tensors (24) with their
Hermitian conjugates to the totally symmetric representa-
tion A4;. Again x denotes the corresponding space (i.e.,
stretching and bending degrees of freedom in pyramidal
molecules). The simultaneous diagonalization of the ma-
trix representation of the set of operators {7} in the ba-
sis (30) provides a set of functions isomorphic to the
normal basis characterized by the ¢ modes of the system
[26]

|{[N]}7 {}’l}; U1, 02y v Uy {l}7rv V>

= {IN} Anks {ui s {3, 0) = [{vi}), (35)
with
w{[N]}, {n}; 1,00, . 0 {3, p)

:Uil{[N]}v{n};UhU%""U/4§{Z}F,V>’ (36)

where in this expression i = {x,¢,I'} and {/} stands for
the set of vibrational quantum numbers associated with
the degenerate vibrational modes. The basis set (35) is iso-
morphic but not equal to the normal basis because the
tensors (24) are characterized by only one subspace, and
we know that in general a normal basis involves several
subspaces. Most of the times, however, the contribution
of one of these subspaces dominates and consequently
the isomorphism can be established. The quantum num-
bers {v;} correspond to the eigenvalues of the set {7,r}
written according to the standard order for the normal
quantum numbers {v;}. The explicit form of our “normal
basis” is then given by the following expansion in terms of

(30):
{INIY, {n}; {o}: {131, y) = ZD{L,}{,}H
x{n};ql’,y). (37)

and in terms of the local functions (29)
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N Ands (o {030y = > M@ VT

{ni

X {n}7 {ni}r7 V>> (38)

where

MYy = DAL DLy (39)
q
The matrix M provides us with the transformation between
the local and the approximate normal basis.
In the normal scheme the jth eigenvector of the Hamil-
tonian is given in terms of a linear combination of the nor-
mal basis (37)

INEL9), = 3

{n}{ui} {1}

Gt HINTY, {n}s {ok: {13, 7).

(40)

The maximum component in (40) provides approximate
normal labels. This approach has the advantage that
the substitution of (38) into (40) gives the eigenvectors
in terms of the local basis (30), which means that both
label schemes are available. The normal labeling is of
course approximate, but it may help to the assignment
of states. This method is completely analog to the ap-
proach followed in the case of a set of Morse oscillators
[26,27].

5. Pyramidal molecules

As an example, we shall consider the description of
vibrational excitations of pyramidal molecules. In Fig. 1,
we display the local internal coordinates in which the first
set (x =, i =1,2,3) corresponds to the space of stretching
oscillators, while the set (x =5, i =4,5,6) stands for the
space of bending oscillators. Since in this case we have
two spaces the dynamical algebra corresponds to the direct
product

Fig. 1. Internal coordinates used to describe the vibrational degrees of
freedom of pyramidal molecules. The subindex associated with each
coordinate corresponds to the boson numbering in the text.

u5(4) X ub(4)7 (41)

where the space of functions will be characterized by
representations [N,] and [N,], where N, and N, corre-
spond to the total number of bosons for the spaces
x =s,b, respectively, and are determined by the dissoci-
ation limit [15]. The corresponding operators are given
by

Ny = ity + ity + itz + i, (42a)
Ny = ity + s + ng + iy, (42b)
with

{h=ala;, i=1,...6}; n =358 n =11, (43)

where we assume the operators §'(5) and # (%) correspond to
the extra bosons for the stretching and bending spaces,
respectively.

As usual the Hamiltonian may be written in the form:

H=H,+H,+Hg, (44)

where H, and H, are purely stretching and bending
contributions, respectively, while Hg, stands for stretch-
ing-bending interactions. We shall consider polyad con-
servation, a condition that for this system takes the
form:

P =2(ity + iy + t3) + (itg + s + fig). (45)

The Hamiltonian (44) can be expressed in a local or a nor-
mal representation. We first consider the local
representation.

5.1. Local representation of the Hamiltonian

We shall thus consider the expansion of the Hamiltonian
in terms of operators d!(d;) which contemplate the two
possibilities af (a;) or b (b;). Latter on we shall decide which
interaction is identified with the operators a(a;) or b](b;)
according to the rules given in Section 3.

We start by establishing the local interactions for the
stretching Hamiltonian considering up to quartic order
in the space of configuration. For second order interac-
tions, there are only two types of terms, namely, EZ,TEZ,-
and Zij[i ;. For quartic terms we find six independent con-
tributions, which are generated by applying the projec-
tion operator (27) over the first term of each
interaction in the list (47). Here it is convenient to
emphasize that these local interactions arise in natural
form when the Hamiltonian in configuration space is
translated to second quantization formalism using a har-
monic basis. The stretching Hamiltonian that preserve
the polyad is then given by

3 3
H, = o, (Z d! d,-) + s (Z} did; + hc> +ail, + o5l
i= i>j=

+ocs31§1/33+a2]§1/12+0@1i1/z3 +°‘ZIZ|3/27 (46)

where:
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3

s N2
L, =% (dd),

i=1

L, = i: (djd;)(d\d;)
i>j=1
By sy =dVdi + dY'd; + did; + he,
Iy, =dd,(dy + dy) + dida(dy + ds) + dY
&3(32 + 211) + he,
221/23 :21{2212&’3 + 322211&’3 + [1’;233211 + he,
2;13/2 =(d\d\)d\d + (didy)d\ds + (dids)did, + he, (47)

with a similar expression for the bending Hamiltonian .
Note that the first two interactions in (47) correspond to
the local anharmonicities, while the next three are local
Darling-Dennison interactions. For the stretching—bending
contribution we shall consider only Fermi interactions. In
this case, we have

Hsb :C1J}1/44+Cy}1/55+C3f1/45+C4J}1/46, (48)
where:
T —dldads + Al deds + didede + dldsds
+ didydy + didsds + he,
fiyss =d\dsds + didsdy + dideds + he,
Fojas =ddidlds + dideds + didads + didds
+ didyd + dideds + he,
ine —dldsde + dldsds + dldads + he. (49)

These interactions are constructed in similar way to (47):
we consider a local Fermi interaction and then project it
with the operator (27). We then select another seed and re-
peat the procedure until all local Fermi interaction are
generated.

On the basis of the conditions to be satisfied by the
Hamiltonian, we should now decide the interactions where
the operators d| (d ) are identified either with bosons 4/ (a;)
or the operators bi(b;). In the case of the stretching and

bending H, contributions we can identified the operators d
either with a or b. In both cases the interactions preserve
the representations [Ng] and [Np]. However, for Fermi
interactions we do not have election: only with the corre-
spondence d — b the number of bosons N, and N, are con-
served. If we apply the criteria that we use bosons a when
possible, we have that only Fermi interactions involve the
operators b. Hence the Hamiltonian (44) may take the
form:

where we have indicated the identification of the operators
in parenthesis.

Recently the U(v + 1) model has been applied to arsine
[18] and stibine [19] molecules. Translated into our
approach the Hamiltonian used was:

3
_a)s<2n> —|—A5<Zaa,+hc> + o (Zﬁf)
i>j=1 i=1
3
+ a5 (Z iy + hc),

6 - 6
_wb<2ﬁ> +)b<Zaa/+hc> +ob (Zﬁf)
i=4 i>j=4 i=4

6
+ a;’(Z i, +hc>,

i>j=4
Hg =¢ (f1/44 +f1/55 +f1/45 +,]}1/46), (51)

which is a particular case of (50). However, we should re-
mark that in [18,19] the stretching-bending interaction is
given in the form:

36
H, = (Z > 4 g@mﬁﬂ), (52)
i—1 j>k=4
from which we immediately obtain the relation

¢ = Npy/N, as. (53)

A clear advantage of our approach is that the Hy, is easy
to construct and its harmonic limit leads to well known
local interactions. In contrast, the form (52) does not al-
low a clear interpretation of the interaction, as it shown
by the efforts to explain (52) in [19]. In addition, in the
harmonic limit (Ng, Ny — 0o0) the matrix elements of the
interaction (52) turns out to be a function of the number
of bosons.

J

5.2. Normal mode representation of the Hamiltonian

In our approach, we can obtain in a straightforward
way the normal mode representation of both the Hamilto-
nian and the basis. In the normal mode basis the states of
pyramidal molecules are labeled as

Vivavsvg), (54)

where v; and v, correspond to the symmetrical (A4;) stretch-
ing and bending modes, respectively. The modes v; and vy
stand for the degenerate modes (FE) for the stretching and
bending degrees of freedom, respectively, while /3 and /4
are the corresponding vibrational angular momenta. We
thus intend to establish an scheme closely related to the
normal modes as indicated in (54).

To obtain the representation of the Hamiltonian in a
normal mode scheme, we start by introducing the basic ten-
sors for pyramidal molecules:

. 1 - o N

Wit = ﬁ (d} +d} +db),

Wit = — (2d} — db — df)
s \/5 2 3/

A " 1 ~

WEA" — —(d — db), (55)
; V2
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while for the bending oscillators:

W = i d ),

i = i == )

e =i, (56)
where:

W =T for di(d;) = (&), (57)
W =V for d!(d;) = bl(h). (58)

Here we have used the chain
€3 D6, C.={E,0,} (59)

to label the tensors. The tensors (55) and (56) are obtained
from the symmetry adapted one quantum states, as we
shall see thereafter. We now proceed to construct the qua-
dratic operators that go to the number operators in the
harmonic limit:

=[x i,

By = VL < T

by = V2[WIE x WE,

by = V2[WIE x WEM, (60)

where the same numbering notation for the normal modes

has been introduced. We thus have the following
isomorphism:
|{)1\A)2\A)3{i4> ~ ‘V1V2V3V4>, (61)

In the framework of this representation, the polyad num-
ber takes the form:

P= 2(\)1 + V3) + (V2 + V4). (62)

For the contribution Ay, the quartic order interactions that
preserve the polyad are given by:

Dil/n = WIMWHWAWE + he,

Digyry = [0V x WIELE s [V WAL e,

Diyjaa = [ PP [E s WEPTY 4 e,

Disyss = [ 5 WIFIE s (W5 s WEY™ 4 e,

D5y = [UV1F s W s [WE 5 YT 4 e,

Dl = [0 5 WU X (WE X WP e, (63)

so that the stretching Hamiltonian may be written as:
Hy = o9 + o393 + B Dil/ll + ﬂ;bi,%/n
+ BiDi1 33 + By Disjas + B3D3s 33 + BeD5 3 (64)

with a similar expression for the bending Hamiltonian:

Hy = 2% + w49y + ﬁ?blzjz/zz + ﬂ§b|234/24
BBy D B D BDs (65)
32744 T Patlrg/a4 sDaaa4 ™ Peagjas

According to the previous discussion in both cases it is
understood the identification d! — a! in order to obtain
the correspondence with the Hamiltonian (50).

Finally, for the stretching-bending contribution involv-

ing only Fermi interactions, we have

Hgp = 01F 10 + 0:F 1 jaa + 03F304 + 64F 3 a4, (66)
where:
F1/22 = W:Al X [ng X ng]A]]Al +hc7

Fyjaq =[W1E < WE x WEFT" + he, (67)

with the identification d! — b].

The operators (47) and (49) involved in the local repre-
sentation are related to the normal operators (63) and (67)
by means of a matrix transformation. For cubic terms we
have

F = Mf, (68)
where
N 1 2 2
3V3 3V3 3V3 3V3
_1 /2 ,l\/é l\/§ l\ﬁ
3\/3 3\/3 3\V3 3\V3
M — , (69)
1.1 _1/2 _11 1 /2
376 V3 T3 z\ﬂ
11 _1J2 1J/2 41
36 3\/3  3\/3 36
while for the quartic interactions
D = NI, (70)
where:
2 8 2 4 4 8
9 9 9 9 9 9
N, R, B, RN, SN, BV
N = YoRE Vo N R N A
V2 W2 V2 V2 V2 32
4 4 4 _4 _4 4
9 9 9 9 9 9
32 82 W2 WZ W2OW2
(71)

In Egs. (68) and (70) the operators are represented by
column vectors with components following a consecutive
order. We should note, however, that in Eq. (70) the first
component of the local interactions for the stretches has
to be read

I = (51 +95), (72)
while for the bends

1~ (34 54). (73)
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For the particular Hamiltonian (51) considered in [18,19],

the parameters involved in the normal representation of

the stretching contribution correspond to:

0 = 0s + o + 20,

w3 = w5 + o5 — aof,

By = é(a; + 4s),

B = —3(2V2%5 + J5ks),

By =13(V2is = V2a3),

By =22 — 208,

By =05 + i),

By = <1x(e + 4. (74)

with similar expressions for the bending Hamiltonian. For
the Fermi interactions, we have the relations:

81 = —2&V/3,

52 = _é\/ga

03 =04 = 0. (75)
5.3. Basis functions

Both local and normal representations of the Hamiltoni-
an (50) may be diagonalized in a straightforward way in the
local basis (29), which for pyramidal molecules has the gen-
eral form:

|[NJJ[Nb]; {ns, no}; mnansnansng), (76)

where the numbering of the local quanta {r;} follows the
assignment displayed in Fig. 1. However, because of the
manifest symmetry of the system it is much more conve-
nient to establish a transformation to a symmetry adapt-
ed Dbasis. The latter is constructed through the
diagonalization of a complete set of commuting opera-
tors [25,26], which in the particular case of the %5, group
reduces to the diagonalization of the matrix representa-
tion of the operator [26]

Cy =26"+6°+6° (77)

in the basis (76). The functions so obtained span the I'th
irrep of Cs, and the y-th irrep of C{ and satisfy the eigen-
value equation

C[Ilq'l’5> = CI",}ﬂ‘q'Ilf:% (78)

where ¢ is a multiplicity index that takes into account the
fact that in general the irreps appear several times in the
reduction. The operator (77) plays the role of Casimir oper-
ator for continuous groups. In Table 1, the correspondence
between the irreps and the eigenvalues (-, is displayed. The
labeling of the subgroup is in accordance with the subduc-
tion v | 6} given by

Table 1
Correspondence between the eigenvalues of the matrix representation of
the operator (77) and the irreps associated with chain (59)

Cow | C* | Oy

r g CF,W

A | A 4

Ay | A" —4

E|A | 1

E A" -1

v | D¥(Cs) | C¢

Ay A’ 79)
Ag A"

E A g A"

This approach allows to obtain in an efficient way the sym-
metry adapted functions, whose distribution in irreps for
each polyad is given in Table 2. From this table we see that
for polyad 14, for example, the original diagonalization of
a matrix of dimension 2178 x 2178 reduces to three diago-
nalizations of dimensions 398 x 398, 328 x 328, and
726 x 726, corresponding to the irreps A;, A4,, and E,
respectively. This approach contrast to the use of (28)
and the successive couplings approach described in [19].

Once the projection is carried out, the next step consists
in diagonalizing the matrix representation of the number
operators (34) in the symmetry adapted basis. Taking into
account (34), (55), and (56), the explicit form of these oper-
ators takes the form:

A - 1
ﬁsAl :TZA] XT?I :g{

- 2

Q>
Rl

- - 1
Tya, :TttAl XTtA;l g{

1
1N
S >
+
<. N
Vv
M-
2,
+
=
9
N———
—

e = V2 [TIE x T =

Wl Wi
(- 10~
> KN
ECEEY
| I
W = W=
<z ~ < N
_M@ Mw
> &,
> >
< ~.
+ +
= oyl
(o) o
N —

g = V2 [T x TV =

Il
i

The simultaneous diagonalization of these operators in the
basis (30) establish the eigenvalue equations given by (36),
with eigenkets isomorphic to the normal basis

I[N], [Nb]; 1, np; 010203045, T, 7) & [viv2v3Vs), (81)
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with the correspondence

Ngqy — U1;

Mogy — U2} g — U3} fpg — Uy (82)

Note that in (81) the vibrational angular momenta do not
appear. To obtain these labels additional diagonalization
of the angular momentum operators should be done. This
task, however, requires an analysis of the spherical basis,
which we shall not discuss here.

Considering the definitions (60) taking (57), from (80)
we readily obtain the relations:

3
(Z CAZ]-LAJ' +hc> = 2V1 — V3
i>j=1
6
(Z ala; + hc> = 29, — V4, (83)
i>j=4

which may be substituted into (51) to help to calculate ma-
trix elements in the normal basis.

Following this procedure the functions for one quantum
are:

1100°0%) =|[N][N]; {1,0};41;4)
1

V3

1001"10%) =|[NJ][No]; {1,0}; E; 4)

|
275{2”) —2) = 13)},
1101M0°%)" =|[N{][Ny]; {1,0}; E; 4")
1
=7§{|2> -13)},
010°0°) =|[NJ[No]; {0, 1}; 413 4°)

{In+12) +13)}

1
=7§{I4> +15) +16)},

10001y =|[NJ][No]; {0, 1}; E; 4)

1
=75{2|5> -4 =16},

1000° 1M =|[N{][No]; {0, 1}; E; 4") = %{I4> —16)},  (84)

where we have introduced the definition
[5) = |[NG][Nv); {ns, mp };0,...,1;,...,0), (85)

since in this case no ambiguities appear. Note that these
functions allowed to write down in a straightforward way
the symmetry adapted tensors (55) and (56). In Eq. (84),
we have included the normal notation, although only the
absolute value of the vibrational momenta has been indi-
cated due to the fact that a Cartesian basis has been select-
ed through the chain (59). It is possible of course to use a

Table 2

Distribution of the states according to polyad and symmetry

Polyad Ay A> E Total
1 1 — 1 3
2 3 — 3 9
3 5 2 6 19
4 10 3 13 39
5 15 8 23 69
6 27 14 39 119
7 38 25 63 189
8 60 38 98 294
9 84 62 144 434

10 122 88 210 630

11 164 130 294 882

12 229 179 405 1218

13 298 248 546 1638

14 398 328 726 2178

In the computation of the total number of states the basis belonging to £
symmetry are counted twice due to the two-fold degeneracy.

spherical basis where the angular momenta are well de-
fined, but such basis involve complex numbers which is a
clear disadvantage from the computational point of view.
A relation between the Cartesian and spherical tensorial
couplings involved in the Hamiltonian may be established,
a study that provides a deeper understanding of the nor-
mal-local relation from the theoretical point of view [29].
With the propose of showing an example of the basis pro-
vided by our approach, in Table 3 we present the explicit
basis associated with P = 2. In terms of the traditional nor-
mal mode notation we have, for symmetry A4;:

|[N{][Ny]; 10; 1000; 4,4') ~ [100°0%),

|[NJ][Nb]; 02502005 4,4') = 020°0%),
|[NJ[Ny); 02; 0002; 4, 4") ~ 000°2°), (86)
while for symmetry E:

|INJJ[Nb); 10;0010; E4") ~ [001!"10°),

|[INJJ[Nb);02;0101; EA") ~ [010°11),

|[N§][Ny]; 02;0002; EA") ~ |000°21!). (87)

This labeling scheme is very useful and easy to generate by
means of successive diagonalizations, as explained in [26].

Table 3
Explicit expressions for the sates belonging to polyad 2

Normal label Local expansion

Symmetry (A4, 4")

110,0%,0% =5 (1) +112) +[13))

020°0°) —1{[24) + [25) + 126)} = 2 {|4151) + [4161) + [5161)}

1000°2°) —32{[24) +125) + [26)} + 1{[4151) + [4161) + [5161)}
Symmetry (E, 4")

100,1",0°) J L) = [12) = |13))

[010°1") ${=124) +2125) — [26)} + 505 {|4151) — 2[4161) +15:61)}

[000°2") 375 1=124) +2125) — [26)} + 3 {=[4151) + 2[4161) — [5:161)}

In order to simplify the notation we denote with |n;m;) the local ket with n;
quanta in the ith oscillator and m; quanta in the jth oscillator. Only the
first component of the E irrep is included.
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5.4. Discussion of results

The application of the U(v + 1) approach to pyramidal
molecules was applied in its traditional form to Arsine [18]
and Stibine [19]. Rather than intending to reproduce the cal-
culations involved in those works, we shall present a summa-
ry of the results with the purpose of commenting the
contribution of our work. In a future work [29], we shall pres-
ent an alternative description of these systems keeping the
connection with the calculations in configuration space [30].

Once the Hamiltonian has been established the next step
consists in specifying the representation of the dynamical
group, which in this case is equivalent to estimate the num-
ber of bosons N; and Ny,. These parameters are related to
the anharmonicity and consequently to the dissociation
limit. Concerning the first effect one could proceed to carry
out a fit of the observed energies involving the first two
polyads in such a way that the number of bosons are deter-
mined. Unfortunately not alway the needed experimental
energies are available and consequently more than two
polyads should be considered. An alternative approach
used in [18,19] is based on the idea that during the dissoci-
ation process the energy is concentrated on one bond, a
fact that allows to consider the symmetry projected kets
|ni> = I[Ns][Nb]a {nSsnb};Oa RS (R 0> given by

‘(”sOOOOO)§A1> EHNs][Nb]? {1,0};A1;A,>
1

V3

1(0001500); A1) =[[N][No]; {0, 1};41;4")

{n +12) + 13},

1
=5 {4 +15)+16)), (88)

as eigenvectors of the Hamiltonians 7 (a) or I:Il()o) (a) de-

fined as:
i hc),
i>j=1

6 6
19{,‘” :wb< ﬂ,) +ob (Z nf) + b <Z i + h0>>

i>j=4

=
=
I
g
N
M w
F >
SN—
+
._.szm
.

M w
=,
S—
+
Ngm
N
]~

; >
\.: >
+

(89)
which are characterized to be N-independent with the
property
HY|(n,00000); 4,) = (w41, 4 o5n?)|(7,00000); 4, )

AP [(0007,00); 41) =(wap + a5n2)[(000m,00); 41).  (90)
The same results are obtained when the projected kets over
the E representation are used. Because of anharmonic ef-
fects the vibrational levels become closer as the energy

increases. In the dissociation limit, the following condition
is then expected to be satisfied

P2 )
a—ni(win,- +oyn;) = 0;

leading to the equations

i=s,b (91)

;
i = T
20

i=s,b. (92)

Hence two preliminary fits involving purely stretching and
bending energies are carried out to determine the set of
parameters involved in H; and Hy. In [19], the following
parameters were obtained for stibine:

w, =1927.058; i, = —4426; o == —33.44;

o = — 0.102,

wp =814.77; 1y = —41.7917; b == —11.44;

ob = — 0.0002436, (93)

from which the values
Ny, = 36, (94)

are obtained through (92). These values should be taken as
estimations and only with a calculation involving the full
Hamiltonian (50) they are to be determined. With help of
the estimated parameters (93) and the number of bosons
(94) a fit of energies for stibine was carried out by Pluchart
et al. [19]. In Table 4, we present their results restricted for
the fitted levels, which were obtained with the following
parameters:

N, =29;

w, =1925.30; i = —0.77; o = —32.80;
oy =65.27,
o, =792.74; Ay = —4.28;  o° =16.09;
b = —81.62,
& =—13.5239, (95)

using the same number of bosons (94).

The first result that attracts the attention is the fact that
in the Hamiltonian (51) used in [19] only the Fermi interac-
tion involves the number of bosons N, and Ny, and conse-
quently it is only through this interaction that comes the
U(v+ 1) model into play. However, according to our
approach, alternative Hamiltonians involving the bosons
137(13) in the purely stretching and bending contributions
may be proposed, for example in the anharmonic contribu-
tions. Another peculiarity concerning this interaction is its
particular form (51). Pyramidal molecules present three
types of Fermi interactions [30], but they cannot be consid-
ered independently in a fit due to the lack of observed
vibrational levels. To overcome this problem the Fermi
force constants have been constrained to the values
obtained from ab initio calculations [30]. In our approach,
the Fermi interaction (51) has a clear correspondence to the
familiar configuration space treatment, a fact that makes
difficult the interpretation of (51) in terms of force con-
stants. Since in our treatment the correspondence with
the Hamiltonian in configuration space is given, we may
follow a similar approach used in [30]. This task, however,
represents a project by itself which is in progress and we
plan to publish elsewhere.

Concerning the construction of the symmetry adapted
basis our approach has a clear advantage over the use of
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Table 4

Energy fit for stibine '>!SbH; obtained by Pluchart et al. [19] using the Hamiltonian (50)

P State local Cont. % Energies

Experimental [30] Theoretical [19] AE, — ¢
Symmetry Ay
1 [[297361;{0,1};000100) 99.98 782.24 781.81 —0.43
2 2971361 {0 2};000110) 99.13 1559.0 1557.992 —1.008
2 [[2911361;{0,2};000200) 98.95 1652.7 1650.59 -2.11
2 |[29][36],{1,0} 100000) 99.83 1890.502 1891.79 1.288
3 [[29736];{1,1};100100) 99.46 2661.0 2659.81 —1.19
4 [12911361;{2,0};200000) 99.79 3719.933 3718.68 —1.247
5 [[2911361;{2,1};200100) 99.61 4545.0 4547.023 2.023
6 [12911361;{3,0};300000) 99.13 1559.0 1557.992 —1.008
6 [[2911361;{3,0};210000) 99.59 5480.285 5478.126 —2.159
8 [[2911361;{4,0};400000) 99.38 7173.799 7173.359 —0.44
12 [12911361;{6,0};600000) 99.86 10358.0 10357.513 —0.487
12 [12911361;{6,0};510000) 99.36 10691.5 10691.976 0.476
14 [[2911361;{7,0};700000) 99.88 11843.5 11844.585 1.085
Symmetry E

1 [12911361;{0,1};000100) 98.35 827.85 826.921 —1.929
2 [[2911361;{1,0};100000) 99.99 1894.497 1893.317 —1.180
3 [[297361;:{1,1};100100) 98.34 2705.0 2705.235 0.235
4 [[2911361;{2,0};200000) 99.89 3719.86 3720.393 0.533
5 [[2911361;{2,1};200100) 99.35 4513.0 4516.758 3.758
6 [[2911361;{3,0}3;300000) 98.97 5480.235 5481.244 1.009
8 [[297361;{4,0};400000) 99.83 7173.783 7173.616 —0.167
12 [12911361;{6,0};600000) 99.43 10358.0 10358.618 0.618
12 [[297[361;{6,0};510000) 7243 10691.5 10689.58 -1.92
14 [[2911361;{7,0};700000) 94.36 11843.5 11843.259 —0.241

The assignment is given in terms of the maximum component of the local basis, whose notation is given by (76).

the projector (28) and the coupling procedure followed in
[18,19]. The diagonalization of a complete set of commut-
ing operators is a familiar procedure in quantum mechan-
ics, but more important is the fact that it avoids the
possibility of errors. This fact is reflected in the differences
displayed in Table 2 of our work and Table 2 of [19].

Finally we consider convenient to remark the difference
between this model and the treatment in terms of a set of
Morse oscillators [21-23]. The action of the operators
bi(b) given in (19) involve corrections to the harmonic
result of type (1 — n/N), while the actions of the creation
and annihilation operators for the Morse oscillator involve
terms of type (1 — n;/N), which means that in the U(v + 1)
model anharmonic corrections become more significant in
the high energy region of the spectrum.

6. Summary and conclusions

In this work, we have established a new perspective of
the U(v + 1) model to describe molecular vibrational exci-
tations that allows to establish a one to one correspondence
with the traditional approach in which the Hamiltonian is
expanded in terms of bosonic creation and annihilation of
harmonic oscillators. To achieved this goal we have intro-
duced the su(2) generators b] (b;), which have the remark-
able property that preserve by themselves the totally
symmetric representation of the dynamical group and go

to & (a;) in the harmonic limit. This approach permits to
construct any interaction without using group theoretical
techniques of continuous groups. This is an important fact
that we hope opens the possibility to apply this model by
non specialist in group theory. The same procedure to con-
struct a Hamiltonian in a harmonic basis is used to set up
the Hamiltonian in the U(v + 1) model with the advantage
that all the interaction can be identified. In addition we
show that the same general approach to construct symme-
try adapted bases proposed for a set of Morse oscillators
[23] can be used, a fact that allows to take advantage of
general codes previously written [26].

We have thus set up the Hamiltonian for pyramidal
molecules in both local and normal representations. In par-
ticular we show the connection between both schemes for
the Hamiltonian (51). It is clear that in the harmonic limit
we recover the traditional expansion of the Hamiltonian in
terms of a harmonic basis. With this approach it is possible
to apply the U(v + 1) model to more complicate systems.
For instance, we may translate the same Hamiltonian given
in [28] to describe the vibrational excitations of methane.
We should also remark that in the construction of the
Hamiltonian as well as the symmetry adapted basis, group
theoretical techniques associated with continuous groups
are not necessary, a feature that may attractive for experi-
mentalist that may wish to carry out an analysis of vibra-
tional assignments. We remark that because in our
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approach a one to one correspondence with configuration
space is established, it may be possible to estimate the force
constants from the spectroscopic parameters.
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Abstract

A connection between the unitary group approach U(v + 1) and the traditional description in configuration space of vibrational exci-
tations is proposed. Local operators 13](5,) satisfying the su(2) commutation relations are used to establish approximate algebraic expan-
sions of the local coordinates and momenta. The use of the proposed relations allows to obtain an algebraic representation of traditional
Hamiltonians in terms of the U(v + 1) model. This approach provides in natural form the connection between the spectroscopic param-
eters and force constants. Using the linear expansion of the coordinates in terms of the Bj(lai) operators, an approach to study local dipole
transition intensities based on traditional descriptions is proposed. A closed general analytical expression for the local dipole operators is
obtained. The analysis of the stretching vibrational excitations of arsine is taken as an example for the determination of both force con-

stants and the description of dipole transition intensities.
© 2006 Elsevier Inc. All rights reserved.

Keywords: Unitary group approach; Local model; Force constants; Vibrational excitations; Dipole transitions; Arsine

1. Introduction

Algebraic methods to describe vibrational excitations
have been widely applied, mainly to establish effective
Hamiltonians [1-5]. Although this aspect of the models is
important to help in labeling the vibrational states and in
the calculation of transition intensities, the advantage of
providing Born—-Oppenheimer potential surfaces, a funda-
mental feature to predict spectra of isotopic species, is
not in general available. To be in position to obtain poten-
tial surfaces is necessary to establish a correspondence
between the coordinates and momenta and the generators
of the dynamical group, at least in an approximated form.
One of the advantages of the algebraic models is that they
take into account anharmonicities from the outset, albeit
they are expected to coincide with models using a harmonic
basis in the harmonic limit. This fact helps to provide a link
between the configuration space and the algebraic space in

* Corresponding author. Fax: +52 55 56162233.
E-mail address.: renato@nucleares.unam.mx (R. Lemus).

0022-2852/$ - see front matter © 2006 Elsevier Inc. All rights reserved.
doi:10.1016/j.jms.2006.04.004

an approximated fashion even when the associated poten-
tial is not known. In cases where the dynamical group pre-
sents a clear connection with a potential the desired
correspondence may be obtained in exact form. An exam-
ple of the latter is given by the su(2) model, which at first
was only used to describe vibrational spectra and transition
intensities by means of effective Hamiltonians [2,6], but
later on the connection with configuration space was estab-
lished and force constants were able to be obtained [7-11].
In this case the su(2) dynamical group for each oscillator is
generated by the creation and annihilation operators of the
Morse or Poschl-Teller functions and the local coordinates
and momenta may be expanded in terms of them in exact
form in such a way that any dynamical variable can be
expressed in the algebraic space, in particular the Hamilto-
nian. In contrast the U(v + 1) model is an example of the
former case where there is not a clear potential associated
with it but it takes into account anharmonic effects from
the outset. In this work we propose an approximated rela-
tion between the coordinates and momenta in terms of the
generators of the U(v + 1) group.
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The U(v+ 1) model to describe vibrational excitations
was first developed by Michelot and Moret-Bailly [4]and lat-
er on was further analyzed to include the local subgroup K (v)
to introduce the most important local interactions as a part
of an expansion of the Hamiltonian in terms of Casimir oper-
ators [5]. This approach has been applied to several molecu-
lar systems, for instance tetrahedral [12] and pyramidal
molecules [13,14], and is based on the methodology of alge-
braic techniques where a chain of groups provides the basis
as well as the interactions of the Hamiltonian through the
Casimir operators associated with different chains [3]. In
the framework of this approach for a set of v equivalent oscil-
lators the dynamical group becomes U(v + 1), while for sev-
eral sets of equivalent oscillators the direct product of groups
is taken as the dynamical group.

Recently, a different point of view of the U(v+1)
approach was proposed in which, instead of expressing
the interactions in terms of Casimir operators, the Hamil-
tonian is expanded in terms of operators either in a local
or a normal representation, in such a way that in the har-
monic limit a connection with the Hamiltonian in configu-
ration space may be established [15]. The key to achieve
this goal is the identification of v sets of operators b](b;),
generators of v- SU(2) subgroups of U(v+ 1), which in
the harmonic limit reduce to Wyle algebras. This approach
has the remarkable feature that it is possible to set up the
U(v+ 1) algebraic representation of any Hamiltonian in
configuration space without ambiguities, in such a way that
in the harmonic limit both treatments coincide. In this
work, we propose an approximate correspondence between
the coordinates and momenta in terms of the b!(b;) opera-
tors, a connection that will allow to obtain force constants
and model dipole transition operators directly from dipole
functions in coordinates.

This paper is organized as follows. The new formulation
of the U(v + 1) model is briefly presented in Section 2. The
linear expansion of the coordinates and momenta which
allows to obtain the force constants is established in Section
3. Asan example, the force constants involved in the descrip-
tion of the stretching modes of arsine are discussed. Section 4
is devoted to the analysis of the dipole transition intensities.
Finally, our summary and conclusions are given in Section 5.

2. U(v + 1) approach to vibrational excitations

In this section, we present a summary of the U(v+ 1)
model according to the new reformulation presented in
Ref. [15] as well as some additional considerations needed
to establish the connection with coordinates and momenta.
We start considering v equivalent harmonic oscillators.
Associated with the ith oscillator we have bosonic creation
a! and annihilation 4; operators. In the framework of the
U(v+ 1) approach an additional § boson is added with
the constraint that the total number of bosons N is con-
stant. The generators of the group U(v + 1) are given by

A.:éjA.. . R

~<

) Cip1 =8 (1)

with commutation relations
(Cl¢a] = €16, - Eloy 2)

where the extra boson has been included. In this model
the state vectors associated to a local mode description
of a molecular system consist of a set of v+ 1 indepen-
dent harmonic oscillators. Explicitly this basis is given
by

on) = ———— @ T[@ ), ()

/ v )
nS!Hjn_,-! i

which are characterized by the total number of quanta N,
whose corresponding operator is given by

|[N];n17n2,..

N =i+, (4)
with
A= ala; #=3%. (5)

The total number of bosons fixes the totally symmetric rep-
resentation [N] of the U(v + 1) group, and because of the
relation (4) we can rewrite the kets (3) in the form

oy Ty, Hg). (6)

The addition of the boson § together with the fact that the
representation [N] is fixed, makes the unitary group
U(v+ 1) a dynamical group for the set of v oscillators.
From the generators (1) of the unitary group U(v + 1) we
identify v- su(2) subalgebras with generators

|[N]7n;nl7n2a"'7nv> = ‘[N];n],l’lz,..

Jiy =3al (7a)

J._ =54, (7b)

X 1.

Jio=— 3 (sTs — aja,-)7 (7c)

with the usual angular momentum commutation relations

[ji,+;ji,—] = 2ji,0§ [jIZO;ji,i] = iji,i- (7d)

We now introduce the normalized operators

S - T

th = l—+7 bi = - ) 8
VN VN ®)

which satisfy the commutation relations

[Zyi,i)q:5ij—%[h5ij+&t&,-]; B8] = b =0. ()

J J
In particular
S 1 25
Ml =1==Th+nl=-=7
[m@} L=l i) = =i (10)

The action of these operators over the kets (6) is the
following:

BIINY, myny o, ) = (m+1(1—ﬁywp1

+Lny,...om+1,....n), (1la)
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BiHN]7n;nl7n2a"'anv> -

nf<1—nN1>|[N],n

—Liny,...,m—1,...,n,), (llb)
while for the operators & (;)
al|[N],m;ny,nay .. omy) =/ (n + 1)|[N],n
+Lny,..oom+1,..0,n), (12a)
&[N, myny,na, ..o omy) = /m|[N),n— Ling,.ooom;
—1,...,n). (12b)

From these results it is clear that the harmonic limit corre-
sponds to N — oo, as expected. In fact, from (11) we obtain

lim b/ = a; lim b = a, (13)

N—oo

and consequently

lim [bi,b}} =3, (14)

When « sets of equivalent oscillators are present in the
vibrational description, a u(v+ 1) algebra is introduced
for each equivalent set, so that the dynamical group is
given by the direct product

U](V1+1)XUz(V2+1)X"'XU1(Va+1). (15)

In this case, a total number of bosons A, is associated with
each space, which in turn is related to the dissociation limit
of the corresponding internal coordinates.

Before presenting the connection of the U(v + 1) model
with the configuration space, we sketch the general
approach to vibrational excitations in local coordinates.
If we use internal displacement coordinates ¢;, omitting
terms not involving momentum operators in the kinetic
energy [16], the quantum mechanical Hamiltonian that
describes the vibrational excitations of a molecule takes
the form [17,18]

H:%pTG(q)H V(q), (16)

where q and p are column vectors corresponding to the
internal displacement coordinates and their conjugate
momenta

0

pr = —ih— 1
Pk h aqk ) ( 7)
respectively, while the Wilson matrix G(q) establishes the
connection between the internal and Cartesian coordinates.
A possible way to obtain the solutions of the Schrodinger
equation associated with the Hamiltonian (16) consists in
expanding the G(q) matrix as well as the potential in terms
of the internal coordinates keeping terms up to certain order
in momenta and coordinates. Usually terms up to quartic or-
der are taken into account to include the most relevant Fermi
and Darling-Dennison resonances. The force constants in-
volved in the potential expansion may be calculated by fitting
the experimental vibrational energies.

Let us now consider the specific example of pyramidal
molecules [15]. In Fig. 1 we displayed the local internal
coordinates in which the first set (r;, i = 1,2, 3.) corresponds
to the space of stretching oscillators (s), while the set
(0;, i=4,5,6) stands for the space of bending oscillators
(b). Since in this case we have two spaces, the dynamical
group corresponds to the direct product

Us(4) x Us(4), (18)

where the space of functions will be characterized by repre-
sentations [N,] and [N,], where N and N, correspond to the
total number of bosons for the spaces x = s, b, respectively,
and are determined by the dissociation limit [4]. The corre-
sponding operators are given by

Ny = iy + ity + ity + i, (19a)
Ny = fig + fis + ng + 1, (19b)
with

{iy=ala;, i=1,...,6}; =35 i =1i1, (20)

where we assume the operators §(8) and # (#) correspond to
the extra bosons for the stretching and bending spaces,
respectively. As usual the Hamiltonian may be written in
the form

H=H,+H,+Hy, (21)

where polyad conservation may be considered, a condition
that for this system takes the form

P =2(ity + ity + t3) + (itg + 15 + fig). (22)

The model summarized above allows to obtain spectro-
scopic descriptions based on energy and intensity fittings.
However, in extracting force constants is crucial to estab-
lish the connection between the generators of the dynami-
cal algebra and the local coordinates and momenta, at
least in approximate form. We propose the following
approximation for the local coordinates ¢; and momenta p;

Fig. 1. Internal coordinates used to describe the vibrational degrees of
freedom of pyramidal molecules. The subindex associated with each
coordinate corresponds to the boson numbering in the text.
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q; = m(;ﬁ +d,), (23a)
bi ™ %\/ 2hwu(&',T - 071‘)7 (23b)

where d'(d) may be identified either with af(a) or bf(b).
The expressions (23) represent just an approximation, not
only because we are proposing a linear expansion in terms
of the operators (8) but also because the commutation
relations

g, Dj] = ihdy;, (24)
are only nearly satisfied, as we shall discuss. We know how-
ever that these relations are exact in the harmonic limit, a
remarkable fact that suggests the connection (23) with
the configuration space.

To decide the appropriate correspondence af(a) or
bt (13), we shall first annalyze the case where all operators
belong to the same set of equivalent oscillators «; stretching
or bending space in our example. In this case when the
operators d'(d) are associated with af(a), the usual com-
mutation relation for the coordinates and momenta are
satisfied

9,91 = 0;  lg;,p] = ihdy. (25)
In contrast, using the operators b'(b) we obtain
[/
_ st siat o
[qi7qj] = m N [a_/l'ai - aiaj]7 Ljeao, (26)
while for the coordinates and momenta
. . i oot .
[4:, 2] = 0oy — 5 [20; + aal + aa)); i,j € o (27)

We may thus conclude that the following correspondence

q;, = m( P+ a), (28a)
b % V2hou(dl — &), (28b)

must be considered for contributions of the Hamiltonian
that involve one set of equivalent coordinates, otherwise
the results of the fit would depend on the order of the lo-
cal coordinates and momenta in the expansion. Hence, at
first sight in the Hamiltonian (21) we must use (28) to ob-
tain the algebraic representation of H, and H,. This is
precisely the situation taken in previous applications of
the model [5,12-14].

We next consider the interactions where different sets of
equivalent operators are involved. The relevant contribu-
tions that preserve the polyad (22) correspond to Fermi
interactions, which arise from cubic order in the kinetic
energy

1 0g; L
E;?) — 3 Z <6 k) Diq;brs (29)
0

ijk 4q;

and cubic order in the potential

v = % > fidid i (30)
toijk

where in both expressions one index should belong to the
stretching space while the other two to the bending space.
If we attempt to obtain an algebraic representation of the
operators (29) and (30) with the identification (28), we ob-
tain operators that do not conserve the representations [N,]
and [N,], which means in this case we are obliged to use the
correspondence

-
q; >~ m(bi + b;), (31a)
by %« /2hou(b! — b,), (31b)

since the operators lAﬁ(lA)) preserve by themselves the repre-
sentations [N;] and [N,]. Substitution of (31) into either (29)
or (30) presents the same problem as before; the final alge-
braic interaction depends on the order of the local coordi-
nates or momenta. However, if we restrict ourselves to the
Fermi contributions, which present in the algebraic repre-
sentation the general form

f = blb,by + he; %, B € bends, (32)

we realize that no ambiguities appear. Operators belonging
to different subspaces commute and two creation or
destruction operators commute without taking care of
the space. This analysis leads to the statement

i € stretches,

Within the approximation (31), a general stretching—
bending interaction presents more than one algebraic
representation in the U(v + 1) model that goes to the
same harmonic limit unless we restrict to Fermi interac-
tions. In the latter case no ambiguities exist and force
constants can be obtained.

One thus arrives to the conclusion that the algebraic rep-
resentation of the Hamiltonian for pyramidal molecules
should take the form

H = H,(a) + Hy(a) + H},(b), (33)

where we have indicated the identification of the operators
in parenthesis. This result is in agreement with the previous
description of pyramidal molecules [13,14]. This scheme
however is too restrictive since only in Fermi-like interac-
tions the U(v+ 1) model is involved. In other words, in
cases where only one set of equivalent oscillators is present
the U(v + 1) algebraic Hamiltonian and its harmonic limit
coincide. We thus proceed in the next section to establish
an approach where an algebraic representation of any
interaction in configuration space may be constructed with-
out ambiguities, a fact that allows to increase the effective-
ness of the model.

To set up our approach to construct any interaction as
well as to exemplify the determination of the force con-
stants within the framework of the U(v + 1) model, we
shall pay attention only to the stretching vibrational excita-
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tions of pyramidal molecules like arsine, and consequently
only the contribution H, to (21) will be considered. The
goal of this work is to pave the way to the study of more
complicate systems and the description of the stretching
degrees of freedom involves the essence of our approach.

3. Calculation of force constants associated with the
stretching modes of arsine

To exemplify our method to estimate the force constants,
we consider in this section the study of the stretching degrees
of freedom of arsine. The equilibrium structure of the arsine
molecule is pyramidal with structure parameters
r.,=1.51106 A, and ZHAsH = 92.069° [32]. The point sym-
metry group is €,. This molecule has six degrees of freedom,
three of them associated with the stretching modes (4; @ E)
and three bending modes (4; @ E). The harmonic approxi-
mation provides a complete basis in terms of normal coordi-
nates which can be used to diagonalize a general
Hamiltonian. In the standard notation this basis is labeled by

|V1V2V;3Vi4>, (34)

where v and v; correspond to the symmetrical and degener-
ate As-H stretching modes 4, and E, respectively, while v,
and v4 correspond to the symmetrical and degenerate
H-As-H bending modes A; and E, respectively. Since in this
work we shall restrict ourselves to the study of the stretching
degrees of freedom, the normal states will be labeled as

lvive) or [1,,,3,,). (35)

To carry out the description in a local scheme we start
by expanding the Wilson matrix and the potential in terms
of the displacement local coordinates. The G(q) matrix has
the following elements

1 1
g, = +—, (36a)
mas my
gy = cos 0, (36b)
mas

where 0 corresponds to the ZHAsH, while m g and my are
the masses of arsenic "°As and hydrogen 'H, respectively.
These matrix elements are independent of the stretching
coordinates and consequently the expansion takes the form

g;(q) = gg" (37)

where g?] is the element evaluated at equilibrium with
0 = 92.069°. For the potential we have up to quartic terms

3 3 3
Vig) = %f ; a+fe Y aa+ %fw ; g

i>j=1
4
+ e [40(2 + @) + 63(91 + 03) + 43(a1 + 02)]
3
+ ol 416 + @) + (6 + 1) + 6 (g + 6]

12
+ oy 00205 + 5045+ Ga1gs); (38)

where only terms that lead to preservation of the polyad
P:I’l1+l’l2+7’l3 (39)

have been considered. On the other hand, the substitution
of (37) into the kinetic energy yields

1 3 3
T==g° D’ + g°, 40
2g,r;p, + 2, ;;pp, (40)

The next step consists in obtaining the algebraic repre-
sentation of the kinetic energy (40) and the potential (38).
In principle we should carry out the substitution (23), but
this algebraic realization do not satisfy the commutation
relations (25) and consequently we propose to substitute
each term by its symmetric form. For the quadratic terms
we thus carry out the substitutions

. 1, . o 1
pibj = 5 (oD +pipi);  a4; — 3 (2.9, + 4,9:) (41)

while for the quartic terms appearing in the potential

1
910 +43) = 510102 + @) + (92 + 03)q1); (42a)
|
04+ 6) = 5191(4 + @) + (6 + 4, (42b)
]
91924 = €191 (005 + 0:02) + (9243 + 4:0:)417
+ 43q1492 + 4249795), (42¢)

with similar expressions for the other terms. This symmetri-
zation process allows to establish a one to one correspon-
dence with the U(v+ 1) algebraic representation of the
Hamiltonian using the approximation (23). We now have
to decide a procedure to identify d'(d) either with bi(b)
or af(a).

Following the approach described above we obtain in
natural form the Hamiltonian in a local scheme. In the
framework of this description, however, it is convenient
to identify the Hamiltonian as a sum of non-interacting
local oscillators plus a set of interactions. If the expansion
is carried out in terms of the displacement internal coordi-
nates ¢;, the natural identification corresponds to a set of
harmonic oscillators by associating the diagonal quadratic
terms in the potential with harmonic local potentials. In
such case the Hamiltonian corresponding to the non-inter-
acting oscillators takes the form
. Ao
Hy = 5

i=1

(ala; + aa)), (43)

with the usual definition

w = \/]E = \/f;”l’ggr' (44)

The zeroth-order Hamiltonian (43) is obtained with the
identification of the operators d'(d) with a'(a) in the qua-
dratic terms. For quartic terms we may decide the appro-
priate identification according to the quality of the fits.



252 0. filvarez-Bajo et al. | Journal of Molecular Spectroscopy 237 (2006) 247-258

We have found that the best selection corresponds to the
substitution of (28) into the third term of (38) and (31) into
the last three terms. With these considerations the Hamilto-
nian takes the form in wave numbers (cm ™)

i .. 3 L . 4 .
%:wen+A;aiaj+alll+;oc,- ;@plﬁrhc ,

(45)

where the local interactions /; are
b= Y (aay =Yt (46)

i=1 i=1
I = b*by (b + by) + B1b] (b] + bL) + (b by + bib})

x [bl(by + bs) + by (b + bL)], (46b)
Iy = by’ (b) + b3) + BY(BY + bL) + (b1 + bib))

X [Dyby + babl + blbs + bybl], (46¢)
1y = 2(bPbybs + B2bLBY) + (biby + byb)) (blby

- bobl + Blbs + bybl) + BLBBE + bsbiB,

+ bL(B\by + byb})by + bsy(biby + bib!)bh. (46d)

The sum of operators (/, involved in the last term of the
Hamiltonian (45) runs over the permutations
p =¢,(123),(132). The spectroscopic parameters are given
in terms of the structure and force constants in the follow-
ing form

hei, = ho +2 L Lo (47a)
4! 4?1?

hel = Tﬂ ° 4+ 22—1/’ (47b)

hcoy = j' i hj —— S (47¢)

hecoy = :' ; 4;122 Srerr (47d)

hcoz = % % % Frrr (47e)

=21 E -

The Hamiltonian (45) is diagonalized in a symmetry
adapted basis which is obtained by projecting the functions
(6). The general form of this basis is [15]

[N, ns g1, 7) ZAgZ} M N, s (i), (48)

where ¢ is a multiplicity label which takes into account that
the I'th irrep may appear several times. We should note
that the symmetry transformations leave invariant n and
consequently the projection is worked out in similar fash-
ion to the set of harmonic oscillators. The diagonalization
of the matrix representation of the Hamiltonian in the basis
(48) gives rise to eigenvectors of the form

NI T, 9) =) BN

{n}tq

J,n;ql,p). (49)

Substitution of (48) into (49) provides the eigenvectors in
terms of the local basis (6):

{INIE T, )= Y Cuty KINTHRY: {n}), (50)
{n}{ni}
where
Iy, {N}{n}ql'yy pIyi
Clotmt ZA{,,, By (51)

In this scheme, the maximum component in the expansion
(50) provides the local label assignment. It is also possible
to assign approximate normal labels by diagonalizing num-
ber operators [15,19].

We now proceed to apply this algebraic formalism to
extract the force constants associated with the stretching
modes of arsine. Using the Hamiltonian (45) we have car-
ried out a fit of the available experimental data [27,28].
This Hamiltonian involves six interactions, which in turn
determine the six force constants {f.., frs frrrrs frrrrs frmrs
and f,,,.,»}. In Table 1, we present the 21 experimental ener-
gies and the theoretical energies provided by the fit, where
an rms deviation of 1.59cm™' was obtained with the
parameters given in Table 2. In the calculation all parame-
ters were freely optimized with equal weights keeping the
N =28 fixed according to dissociation arguments [13,15].
The quality of the fit is expressed in terms of the rms
deviation

1/2
- Npar) ’ (52)

Nexp

rms = Z(E’exp Elcal) /(NGXP

i=1

where N, is the total number of experimental energies
and N,,, the number of parameters used in the fit. In addi-
tion to the experimental and theoretical energies, Table 1
includes both normal and local labels, as well as the square
of the maximum component. The rms provided by the fit in
the harmonic limit is 1.62 cm ™', a slightly higher value than
our fit. Our description however is more general and may
be crucial in the study of other systems.

To determine the significance of the fits, a statistical
error analysis for the parameters was carried out [29,30].
Two types of uncertainty measures were defined and com-
puted for the parameters x;: the delta-error (dx;) and the
epsilon-error (ex;). They are defined in such a way that
the value of the quadratic energy deviation O, defined by

Nexp

Q Z exp cal ) (53)

does not increase more than a fraction 4 of the minimum
value Qmm Specifically, the delta error for the parameter
x; is defined through the condition that O remains smaller
than (1 + 4) Q* when x; is chosen in the interval [x; — dx;,
x; + 0x;] around its optimum value x;. In this case all the
parameters are kept fixed at their optimized values.
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Table 1
Energies (in cm™!) provided by the fit using the Hamiltonian (43)
Polyad State (normal) Contribution (normal) State (local) Contribution (local) Energies

Exp. Theor. AE

Symmetry 4,
1 1, 1.00 100 1.00 2115.16 2115.17 0.0
2 3, 0.52 200 0.98 4166.77 4165.65 1.1
2 1, 0.52 110 0.98 4237.7 4238.95 -1.2
3 1,3, 0.66 300 0.99 6136.34 6136.01 0.3
3 13 0.71 210 0.97 6275.83 6277.62 -1.8
3 33 0.55 111 0.98 6365.95 6367.23 -1.3
4 1,3, 0.47 400 0.99 8028.98 8027.29 1.7
4 14 0.41 310 0.97 8249.51 8249.94 —-04
4 34 0.44 220 0.96 — 8332.92 —
4 1,3, 0.35 211 0.98 — 8397.37 —
5 1134 0.35 500 0.99 9841.4 9841.06 0.3
5 153, 0.38 410 0.99 — 10143.2 —
5 1,33 0.57 320 0.98 — 10289.1 —
5 15 0.31 311 0.95 — 10370.7 —
5 35 0.27 221 0.95 — 10443.9 —
6 1,34 0.37 600 0.99 11577.5 11577.5 -1.2
6 143> 0.38 510 0.99 — 11957.0 —
6 36 0.32 420 0.95 — 12183.1 —
6 1,34 0.50 411 0.90 — 12265.1 —
6 36 0.37 330 0.86 — 12270.1 —
6 lg 0.47 321 0.94 — 12401.5 —
6 36 0.38 222 0.96 — 12500.3 —
Symmetry 4,
3 33 1.00 210 1.00 — 6301.12 —
4 1,33 1.00 310 1.00 — 8261.71 —
5 1,33 0.71 410 0.99 — 10149.9 —
5 35 0.71 320 0.99 — 10311.7 —
6 1,35 0.52 510 0.99 — 11962.9 —
6 1533 0.55 420 0.99 — 12193.7 —
6 36 0.76 321 0.99 — 12439.1 —
Symmetry E
1 3 1.00 100 1.00 2126.42 2126.72 —0.3
2 1,34 0.73 200 0.99 4167.94 4168.74 —0.8
2 3, 0.73 011 0.99 4247.52 4248.59 -1.1
3 1,34 0.38 300 0.99 6136.33 6136.32 0.0
3 1,34 0.55 012 0.99 6282.35 6283.46 —1.1
3 33 0.67 120 0.99 6294.71 6295.02 -0.3
4 1,33 0.43 400 0.99 8028.97 8027.32 1.6
4 1334 0.58 310 0.98 8257.27 8253.0 4.3
4 1,3, 0.50 130 0.98 8258.37 8258.65 -0.3
4 34 0.31 022 0.97 — 8335.51 —
4 34 0.47 211 0.99 — 8417.15 —
5 1,33 0.37 500 0.99 9841.4 9841.06 0.3
5 1434 0.35 410 0.99 — 10143.7 —
5 134 0.32 140 0.99 — 10149.8 —
5 133, 0.37 023 0.98 — 10290.4 —
5 35 0.65 230 0.99 — 10310.4 —
5 1,35 0.31 311 0.98 — 10378.1 —
5 35 0.43 122 0.98 — 10460.9 —
6 133; 0.26 600 0.99 11576.3 11577.5 -1.2
6 153, 0.19 510 0.99 — 11957.1 —
6 1,34 0.25 150 0.99 — 11962.8 —
6 153; 0.27 024 0.95 — 12184.1 —
6 1135 0.28 240 0.99 — 12192.7 —
6 1,35 0.18 411 0.94 — 12266.3 —
6 36 0.24 033 0.91 — 12270.1 —
6 1,34 0.24 123 0.99 — 12412.6 —
6 1135 0.36 231 0.99 — 12427.1 —

The rms deviation obtained is 1.59 cm ™. Experimental energies were taken from Refs. [27,28].
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On the other hand, ex; determines the range in which x;
varies when all other parameters are optimized again.
The epsilon error is generally much larger than the delta er-
ror, as can be seen in Table 2, where the fraction 4 was
chosen to be 0.05. From Table 2, we identify «, as the
parameter displaying an error comparable to the parameter
itself, but this situation appears only for the epsilon error,
the delta error being significantly smaller. In addition to
the delta and epsilon errors we have also calculated the cor-
relation matrix for the parameters. From this point of view
the set of parameters are well determined since for all cases

Table 2
Parameters of the Hamiltonian (45) in cm™! obtained in the fit to 21
vibrational energies of stretching vibrational bands in arsine

Parameter Fit Errors

Epsilon Delta
e 2162.92 0.292 0.029
A —4.2950 0.492 0.082
o —38.7361 0.005 0.001
o 0.0514 0.0528 0.010
o3 —0.1833 0.022 0.003
o4 0.1641 0.073 0.030

The statistical error analysis has been included in the last two columns,
where the Epsilon and Delta errors are shown.

Table 3

Force constants derived from the spectroscopic parameters given in Table 2
Parameter This work Halonen et al. Ab initio
fo(ad A2 2.836 2.841 2.829
S (ad A: ) —0.010 40 —0.009 95 —0.0097
(@l A4 —51.9074 46.323 54.4
S (@A) 0.2066 — —

S (T ATH) ~0.9825 — —

S (@T AT 0.6596 — —

The Halonen surface was taken from Ref. [32], while the ab initio surface
from Ref. [33].

the matrix correlation values are not greater than 0.95, to
be compared with the value of 0.99 estimated to be typical
for correlation [31].

In agreement with previous descriptions and the local
character of the eigenstates, this molecule presents a strong
local behavior, which is also reflected in the local mode
parameter defined by Child and Halonen [20], which in
the framework of this model may be defined as

&= % arctan (LN) (54)
T D)

This parameter provides a measurement of locality, where
the extremes & = 41 and ¢ = 0 correspond to pure normal
and local behaviors, respectively. In agreement with the
local behavior manifested in the components of the eigen-
states, for the As-H oscillators we obtain ¢ = —0.032 from
the parameters displayed in Table 2.

From the spectroscopic parameters given in Table 2 and
the relations (47), we obtained the force constants displayed
in Table 3. In the same table we have included for compar-
ison the parameters obtained by Halonen co-workers [32]
as well as ab initio results [33]. Although it is possible to
obtain a fit of the same quality with less parameters, we have
decided to include all the interactions to estimate all the
available force constants. As noted from Table 4, the results
are in good agreement with previous calculations. The dis-
crepancy in the sign of the constant f,,...is due to the approx-
imation in the potential, where only terms up to quartic

order were kept. In our approximation f,,.- must be less than
zero to reproduce the strong anharmonic behavior in the
spectrum, a behavior reproduced naturally when Morse
oscillators are considered at zeroth-order.

The analysis presented constitutes an example of a gen-
eral procedure to estimate force constants in the frame-
work of the U(v + 1) approach, which is one of the goals
of our contribution. In the next section, we shall show
how it is possible to establish a general approach to model
dipole transition intensities using the same basic idea.

Table 4
Observed and calculated relative intensities of the stretching vibrational bands in arsine

Local state Veale/em ™! Iops Leaic Halonen et al. [27] Pluchart et al. [13]
Symmetry 4,

(100) 2115.13 1.0 1.0 1 1.0

(200) 4165.79 0.021 0.068 0.022 0.0209

(110) 4238.94 — 1.14x 1073 0.13%x 1073 —

(300) 6136.07 0.32x 1073 1.32x 1073 0.49x 1073 047x1073

(210) 6277.63 0.28x 1074 0.07 x 10~ 0.0055% 1074 —

(400) 8027.32 0.15x107* 0.129 x 107* 0.071 x 107 0.12x107*
Symmetry E

(100) 2126.81 1.0 1.0 1.0 1.0

(200) 4168.75 0.021 0.069 0.022 0.0209

(011) 4248.66 — 2.64 %107 0.58x 107 —

(300) 6136.36 0.32x1073 1.32x1073 0.49x 1073 047x1073

(012) 6283.43 — 1.51x107° 0.51x107° —

(120) 6295.01 0.14x 1074 0.015x 107* 0.0032x107* —

(400) 8027.35 0.15%x107* 0.128x 107* 0.071 x 10~* 0.12x 107

4 Scaled value.
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4. Dipole transition intensities

The analysis of transition intensities represents a test for
the wave functions provided by any model of the Hamilto-
nian. In particular in the framework of a local scheme the
infrared absorption intensities are calculated with a bond
dipole model, where the dipole function is expressed as a
sum of bond dipoles in the following form [20,21]

3
fi(r) = Zﬂi(’”i)ei, (55)
i=1
where r; is the instantaneous bond length of the ith
bond and e; is a unit vector along the ith bond. The
infrared transition intensities from the initial state |v)
to the final state |v/) within a single electronic state is
given by [22]

[vav/ = CAEW’ Z |H(vj),(v’\j)|27 (56)
ij

where C is a constant, AE,, is the energy difference between
the states, the subindices {i,j} account for the degeneracy
of the states, while the dipole matrix elements take the form

T= 0 ) e
=3 O (57)

where the degeneracies have not been considered explicitly.
A crucial question that arises is concerned with the form of
the bond dipole function. A Taylor series expansion as a
function of the bond lengths is a possibility, but a more
attractive alternative consists in modeling the local dipole
functions with an analytical function, such as the Mecke di-
pole moment function [23,24]

= p,qpe’™, (58)

where ¢; is the displacement local coordinate for the ith
oscillator, y and p, are parameters to be determined and
m is usually taken to be an integer > 1. Here, we shall con-
sider m = 1. The advantage of this function is its simplicity,
its correct asymptotic limits and the fact that it is possible
to obtain analytical results for the matrix elements for
some systems, like Morse functions for instance. The differ-
ent components of the dipole function is then expanded in
terms of the local operators (58).

For pyramidal molecules the dipole operator span the
irreducible representations 4; and E in the following
form

i (). (59)
To calculate the intensities a representation of the dipole
operators involved in (56) has to be attained in terms of
the local dipole moment functions (58). We first have to
fix the degenerate representation according to the matrix

representation generated by (x,y). To achieve this goal
we chose the chain of groups

€D 6 6 ={E i}, (60)

|:uvv’

to classify the symmetry adapted functions and opera-
tors. In (60) the element ¢¢ stands for the plane of sym-
metry indicated in Fig. 1. Projecting we thus obtain the
following representation for the dipole components up
to first order

' |
'uf:A = 5] %(211 — 1) — t;), (613)
| N
A = §) — (1, — 13), 61b
1 i \/E(z 3) (61b)
! 1 ~ ~ ~
A =5, — (4 +h+ 1), 6lc
K, 2 \/g(l 2 3) ( )

where A’ and A" label the irreps of the subgroup %%. We
may add contributions of higher order by means of succes-
sive couplings. This extension ensures realistic asymptotic
behavior of the dipole surface, but enough experimental
data is necessary. For arsine, few experimental data are
available and consequently only the linear expansion (61)
will be considered.

Taking into account this analysis the transition intensi-
ties (56) may be expressed as

Ly = Ay { |00y Ty T+ |5 | o),
(©2)

where we have considered the Wigner—Eckart theorem
to involve only the first component of the eigenvectors
[25].

To calculate the matrix elements of the dipole function
in the context of the U(v+ 1) model, we first have to
obtain a representation of the operators (58) in the algebra-
ic space. To achieve this goal we simply substitute our
approximation (31) to obtain

. 1
L= u,—=

H /2
taking dimensionless units. We thus will be interested in the
calculation of the matrix elements of this operators in the
local basis (6)

Mm’,m = <[N]an,;nllan,27n/3|21|[N]7n;n1an27n3> (64)

(b} + b)), (63)

where m denotes symbolically the set of local quantum
numbers {N, n, nin,, n3}. We can obtain closed analytic re-
sults for the matrix elements (64) based on the fact that the
operators (8) satisfy the su(2) commutation relations. Tak-
ing advantage of this fact we can write

6_75(171-‘”’1) L e*lez.+e*szJi.—e*s3Jf.o7 (65)

where we have introduced the definition
Y

f= N (66)
The functional form of the parameters (; is given by

{; = tanh(f), (67)
{; = sinh(f) cosh(f), (68)
{3 = 21In[cosh(p)]. (69)
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which was obtained through a two dimensional representa-
tion of the su(2) algebra [26]. Hence the transition opera-
tors (63) may be written in the following form

. 1 - - o N (YR (7 5
i = #oﬁ(bg + bl_)e*(slx/ﬁ)b,- e*(sz\/ﬁ)bl‘e*(ss\/fv)Jl.o’ (70)
where we should take into account that
N 1
Ji,0:_2|:1—N(fl+;li):|, (71)

in accordance with (10). The matrix elements (64) are
now able to be calculated in a straightforward way.
The result is

Mm’.m:HO( ]il/_n "/) % Cl " o lm
(LGN N ) .
qu T q)!f(ss,N-,n = Lmn;—1,n;q)
I1 !67!,71, P 4
ﬂto(ﬁi\ﬁ/)eg’}?(—il\/f‘—f)"'f"’+1 nl(n;+1)! (n,’-+1)(1_;l_v)
n (@142]\,) o - L .
XZﬂ:oq!(nﬁfn,Jqur1)!(n,-7q)!f(g3’N"n +17nan,‘+l,nnq)7
(72)
where for convenience we have defined
e%(’H’nz)
f(é/%N I’l n,nl,nl;q) = Nq
N —n+gq)!
x ( 9) . (73)

VNN — )N — )]

Although here we have restricted ourselves to only one
set of equivalent oscillators, this result is easily general-
ized for more than one set. Let us now consider the
particular situation when all transitions start from the
ground state |[N], 0; 000). In this case, the matrix
elements (72) reduce to

My =g %) e@%{ucl)"?)‘ wn;(n; 00— )

V2 (i = 1)! (N —n'+1)!
(=)™ N+ D)+ DI = /N)
+HO( +1)' \/ (N—I’l/—l)! } (74)

From these expressions we can recover the harmonic
limit. To achieve this goal we first consider the limits

l1m VN{, = —, 75a
Cl \/5 ( )

lim VNG = 75b

Neoo CZ \/5 ( )

2

11m (o = -7 (75¢)

]él_rgc {;=0. (75d)

In addition, we have

hm f(CSaN }’l , 1, ,7nl;q) = 13 (76)

from which we obtain

(Hj#i(sn’nv) 2 ’
i M, = pg——=2 et (—pV2)" " /i (n, — 1)!
Jim 5 (=7Vv2) Vnnl( )
/2
* Qo g~ g~ D= )
(H/#ién’.‘n ) 22 /
+ g ———=LL e (—pV2)" N (n + D (n] + 1)!
Ho V2 (=yv2) ( nil( )

« Z”' (Vz/z)q ) (77)
=0 g\(n} — n; + ¢ 4+ 1)!(n; — g)!

This result coincide with the evaluation of the matrix

elements using harmonic oscillator functions and the

creation and annihilation operators & in the expansion

of ¢.

This description contrasts with the analysis presented in
Ref. [13], where the proposed dipole transition operator is
based on the general behavior of the dipole transition
intensities and has to be defined for each type of local
states. For example, for transitions

[[N],0;0,0,0,0) — |[N],n;0,...,5;,...,0) (78)

the operators proposed are (translated into our notation)
[15]:

EN: T 4 he), (79a)
,;v:
=0,y (¢""TF + he), (79b)
n=1

where

OTH = 3 B + o) (80a)
i=1

WTE = (2" — B — bl + he). (80b)

In this case the equivalent of the local transition operator
(63) for the specific case of transitions from the ground
state is

=g e b, 1)
with matrix elements

<[N]7n;nl7n2an3|E§SHn[|[N]7O;O7O7O>

—Bn: N!n,!
= (Misidny)0 & [y i (82

This expression is simple and reproduces the general trend
of the transition intensities, but it has the disadvantage that
is not general and its physical content is not in accordance
with the fact that the dipole transition moment is given in
terms of an expansion of the coordinates. The latter can be
appreciated when the harmonic limit of the dipole expan-
sions (79) is studied. In the harmonic limit the operators

(80) reduce to
i lpl)) + hC:| ’

3
1

lim 74 ~ [(—

lim T ; Noid

(83a)
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n

1 n
— | —=(g; —1 , 83b
(5l -in0) (830)
while for the exponentials
lim e = A0, (54)

N—o0

which means that in this description the dipole transition
operators depend on both the coordinates and momenta,
a peculiar result not consistent with the fact that the dipole
moment operator is considered as an expansion of the
coordinates.

The dipole transition intensities (62) involve three
parameters in the linear approximation (61), namely {J;,
02, 7}. The parameters J; and J, fix the scale, while y in
(58) determines how the strengths decrease as a function
of the number of quanta. Note that since the stretching
coordinates are equivalent the operators {#,i=1,2,3}
contain the same parameter y. These parameters should
be determined through a fit to the experiment. The function
taken to minimize is

Nesp 1/2

rms = Z[log(llexp) - log(léal)]z/(NeXP - Npar) (85)

i=1

with the same meaning for Ny, and Ny, as in (52). In Ta-
ble 4, we present the calculated intensities for the experi-
mental data available [27]. The parameters obtained in
the fit are

8, =0.0173, & =0.0122,

The 6 parameters are concerned with the normalization and
consequently a small variation does not affect considerable
the results. In contrast, y must be specified with this preci-
sion to obtain the results displayed in the table. Additional
digits in the parameters (86) do not change the reported the-
oretical intensities. In the same Table 4, results presented by
Halonen et al. [27] and Pluchart et al. [13] are also included.
In average our results are similar in accuracy to the Ref.
[27]. This is expected since in essence we are using the same
expansion for the dipole operator. Although at first sight
the intensities provided by Ref. [13] are better, we should
take into account that not all the experimental data were
considered and that the number of parameters involved in
(79) are 4, one more parameter that using the linear approx-
imation (61). Our description may be improved by consid-
ering symmetrized cross terms in the dipole functions
(adding higher order terms in the expansions (61a)), but
there is no guarantee that this kind of solution provides
physical insights, since bending—stretching interactions
may introduce significant effects on the intensities. We stress
however, that the treatment we propose to describe dipole
transition intensities is general and is readily extended to in-
clude higher order expansions in the dipole operators,
which in the harmonic limit reduce to the usual expansions
considered in local mode models [20].

y = 0.193536. (86)

5. Summary and conclusions

Based on the new formulation of the U(v + 1) model
recently proposed in [15], we have established an
approach to obtain the force constants associated to
the Born—Oppenheimer potential surfaces. The basic idea
consists in identifying the expressions (23) as a first
approximation to represent algebraically the local coordi-
nates and momenta. With such identification it is com-
pulsory to carry out a symmetrization procedure to
obtain a suitable Hamiltonian. This approach allows to
construct the relevant interactions starting with the Ham-
iltonian in configuration space without using group theo-
retical techniques of continuous groups. We should stress
that with this approach the previous version of the mod-
el [4,5,13,14] is extended to model any interaction with
anharmonic operators. As an example a study of the
stretching modes of the arsine is presented. All the force
constants involved up to quartic order and preserving the
polyad are obtained.

The connection of the coordinates and momenta with
the u(v+ 1) algebraic space allows to establish an alge-
braic representation of the dipole operators in natural
form starting from the local Mecke’s dipole functions.
This fact allows to obtain general expressions of the
components of the dipole moment for any system in
terms of local dipole functions. This approach contrasts
with the previous approach proposed in Ref. [13], where
specific tensorial operators have to be defined for each
type of local states and where the operators depend on
the coordinates as well as the momenta, as shown by
the harmonic limit analysis. As an example a description
of the dipole transition intensities for arsine has been
presented.

We should stress that the goal of our work was not to
improve pervious descriptions, but rather to show a possi-
ble way to estimate force constants and to model dipole
transitions intensities based on physical grounds. Force
constants had not been obtained before in the framework
of the U(v + 1) model, and our approach to describe tran-
sition intensities is general and based on previous descrip-
tions in local schemes. We hope this new point of view of
the U(v + 1) model will help in giving deeper insight into
the model as well as to improve the general description
of complex molecules.
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Abstract

A description of vibrational excitations of pyramidal molecules in terms of the unitary group approach U(v + 1) is presented. Based
on the recent reformulation of this algebraic method the Hamiltonian is first expressed in the space of coordinates and momenta and
thereafter translated into an algebraic realization in terms of the generators of the dynamical group Uy(4) x Uy(4), where s and b stand
for stretching and bending degrees of freedom, respectively. Fermi and number interactions are considered in the stretching-bending
contribution of the Hamiltonian. This new approach provides in natural form the connection between the spectroscopic parameters
and force constants. The analysis of the vibrational excitations of arsine is presented.
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1. Introduction

In the last decades local mode models have provided an
alternative way to study highly excited vibrational states of
symmetrical molecules. Because significant differences in
atomic masses and anharmonicity are correlated, local
behavior is strongly manifested in systems containing
hydrogen atoms, like for instance H>O, AsHj;, SbHj,
C,H,, SiH, and C¢Hg [1-3]. The observed stretching vibra-
tional energy level patterns with close degeneracies are typ-
ical of these molecules, a feature that is nicely explained
with the simplest version of this theory, where the bond
oscillators are coupled by bilinear kinetic and potential
energy terms [4]. The basic idea of the local models consists
in considering a set of non interacting oscillators as a zer-
oth order Hamiltonian in such a way that the strength of
their coupling versus bond anharmonicities determines
the local character of the spectra. Although this approach

* Corresponding author. Fax: +52 55 56162233.
E-mail address.: renato@nucleares.unam.mx (R. Lemus).

0022-2852/$ - see front matter © 2006 Elsevier Inc. All rights reserved.
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was originally applied only to stretching modes, using
Morse oscillators for the diagonal contribution and taking
a harmonic approximation for the interaction matrix ele-
ments (harmonically coupled anharmonic oscillator model)
[1,4], an extension to include the bending vibrations as
valence angle oscillators was also developed [5]. In the lat-
ter case a direct product of functions is proposed as a basis,
with Morse functions for the stretching degrees of freedom
and harmonic oscillator functions for the bending modes.
A more general approach may be possible in which Morse
oscillators are considered for stretches and asymmetrical
bends and Poshel-Teller oscillators for symmetrical out-
of-plane modes [6]. This treatment has the advantage that
it allows to unify in an algebraic SU(2) representation the
vibrational description of molecules without losing the con-
nection with the configuration space [7-11]. An alternative
local approach to describe vibrational excitations is repre-
sented by algebraic methods based on the use of unitary
dynamical groups [12,13].

The second quantization formalism [14] and factoriza-
tion methods [15-17] have given rise to a wide variety of
algebraic methods in different fields of physics and
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chemistry [18-21]. In particular, when the vibrational exci-
tations are described in terms of a basis of harmonic oscil-
lators the number operator representation has proved its
usefulness to compute matrix elements as well as to estab-
lish relevant interactions in the construction of effective
Hamiltonians in both local and normal representations
[12,19,22]. In the framework of a local mode picture
another possibility of description consists in considering
Morse and/or Péshel-Teller oscillators either algebraically
or in configuration space. In any case the approach pro-
vides a basis defined by the eigenfunctions of the zeroth
order Hamiltonian of independent oscillators. An alterna-
tive basis is provided by the U(v + 1) model, although in
this case there is no clear potential associated with it.

The U(v + 1) model was proposed some time ago first in
the context of the description of collective states of nuclei
[23,24] and later on in the field of molecular physics
[12,13]. In the latter case for a set of v equivalent oscillators
the dynamical group becomes U(v + 1), while for several
sets of equivalent oscillators the direct product of groups
is taken as the dynamical group. Recently a connection
between the unitary group approach and the traditional
description in configuration space of vibrational excitations
was proposed [25,26]. This new approach has the remark-
able feature that it is possible to set up the U(v + 1) alge-
braic representation of any Hamiltonian in configuration
space without ambiguities, allowing to obtain force con-
stants and model dipole transition operators directly from
dipole functions in coordinates [26]. Up to now the appli-
cation of this approach has been restricted to the stretching
modes of arsine, where force constants and dipole transi-
tions were studied. An analysis of the stretching modes of
arsine using the traditional U(v+ 1) approach has also
been presented [27]. In this contribution we proceed to
establish the general description of pyramidal molecules
where no tunneling motion is allowed. This approximation
is justified for systems where no inversion splitting is
observed, like arsine and stibine [28-30]. In order to evalu-
ate this new approach we shall present a study of the com-
plete overtone spectra of arsine in a close correspondence
with previous analysis in configuration space, including
the attainment of force constants.

This paper is organized as follows. A summary of the
new formulation of the U(v + 1) model is briefly presented
in Section 2. Section 3 is devoted to establish the general
model to describe the vibrational excitations of pyramidal
molecules. The analysis of the results obtained for arsine
is discussed in Section 4. Finally, our summary and conclu-
sions are given in Section 5.

2. A summary of the U(v + 1) approach to vibrational
excitations

In this section we present a summary of the U(v + 1)
model according to the new reformulation presented in
Ref. [25,26]. Let us start considering v equivalent oscilla-
tors. Associated with the i-th oscillator we have bosonic

creation a! and annihilation &; operators. An additional §
boson is added with the constraint that the total number
of bosons N is constant. In this model the state vectors
associated to a local mode description consist of a set of
v+ 1 independent harmonic oscillators. Explicitely the
basis is given by [25]

|[N],n;n1,n2,...,nv> =

< a0, n

which is characterized by the total number of quanta N,
whose corresponding operator is given by

N =i+ 7y, (2)

n=>ala; A =3 3)

The addition of the boson § together with the fact that the
representation [N] is fixed, makes the unitary group
U(v + 1) a dynamical group for the set of v oscillators.

From the generators of the unitary group U(v + 1) the
following operators are introduced [25,26]

posa o _da
1_\/N7 l—\/]v;

with commutation relations

(4)
[bh bﬂ = 51'/' - N [néif + ajl'ai]5 [bL bj] = [bh bj] =0, (5)
which may be identified with the angular momentum com-

mutation relations [31]. The action of these operators over
the kets (1) is the following

BY|[N],miny,nay . omy) = 1/ (i + 1)(1 —N)HN],n

+ Liny,om+1,.,m,), (6a)
n—1
b[HN],I’l;}’ll,l’lQ,.. ,}’l»>: I’l,—<1— N )HNLI’!
_ 1;}’11, Ny — 1,..,}’1‘.>7 (6b)

while for the operators a!(a;)
sy =/ (i + 1) |[N],n
+ Lny,.oom+ 1,000,  (7a)

) =/m |[Nl,n— Ling,.ooom
—1,...,m). (7b)

flmN]a”;’ll,"z,---

1
&l|[N],n;ny,ny,. ..

In the harmonic limit the operators b} (b;) go to & (;), with
the usual bosonic commutation relations [25,26].

When « sets of equivalent oscillators are present in the
vibrational description, a u(v+ 1) algebra is introduced



M. Sdnchez-Castellanos et al. | Journal of Molecular Spectroscopy 240 (2006) 81-92 83

for each equivalent set, so that the dynamical group is giv-
en by the direct product

Ul(V1+1)XUz(Vz—‘rl)X...XUa(V“-Fl). (8)

In this case a total number of bosons N, is associated with
each space, which in turn is related to the dissociation limit
of the corresponding internal coordinates [13,32].

Our method to construct the algebraic Hamiltonian con-
sists in establishing the Hamiltonian in configuration space
in a local scheme and later on carry out the substitution
[25,26]

h o o~ ~
q; ~ \/m(dl +d,), (9a)

L AT
pi=s «/2hwu(dj —d,), (9b)

for each internal coordinate, where d!(d;) may be identified
either with af (a,) or bl ().

We thus start with the quantum mechanical Hamiltoni-
an in internal displacement coordinates ¢; that describes the
vibrational excitations of a molecule [33,34]

= 35G@p + V(a) (10)

where terms not involving momentum operators in the
kinetic energy have been omitted [35], and q and p are col-
umn vectors corresponding to the internal displacement
coordinates and their conjugate momenta

N . 0

Di il o0 (11)
respectively, while the Wilson matrix G(q) establishes the
connection between the internal and Cartesian coordinates.
In the Hamiltonian (10), vibrational angular momenta
have been also neglected. The solutions of the Schrodinger
equation associated with the Hamiltonian (10) may be ob-
tained expanding the G(q) matrix as well as the potential in
terms of the internal displacement coordinates keeping
terms up to certain order in momenta and coordinates.
Usually terms up to quartic order are taken into account
in order to include the most relevant Fermi and Darling—
Dennison resonances. In this way we obtain a Hamiltonian
of type H = H(q,p), whose algebraic representation is ob-
tained through the substitution of the relations (9). In this
process however a symmetrization procedure may be neces-
sary when dealing with coordinates belonging to the same
subspace. The reason stems out from the fact that the
commutators

9:, D;] = ihdy;. (12)

are satisfied when the operators d'(d) are associated with
f(a), but not with b'(b). In fact, using the operators

a
b'(b) we obtain

[qz'aqj] = 0;

i,j €a, (13)

while for the coordinates and momenta

ih
ij ﬁ
Following this approach we obtain in natural form the
algebraic Hamiltonian in a local scheme. In the framework
of this description, however, it is convenient to identify the
Hamiltonian as a sum of non-interacting local oscillators
plus a set of interactions. Since the expansion is carried
out in terms of the displacement internal coordinates ¢,
the natural identification corresponds to

9, ;] = ihd 27 6 + a4} + a;al); ijea (14)

(ala, + a,a)), (15)

i=1

with the usual definition

0= \/j%: \/qug2q~ (16)

The zeroth-order Hamiltonian (15) is obtained with the
identification of the operators cAz’T(oAl) with 47(4) in the qua-
dratic terms. For quartic terms we decide the appropriate
identification according to the physical meaning and qual-
ity of the fit. Finally, the resulting algebraic Hamiltonian is
diagonalized in a symmetry adapted basis which is ob-
tained by projecting the functions (1) [25,36].

3. Pyramidal molecules

Let us now consider the case of pyramidal molecules of
type XHj; in the framework of the U(v + 1) model that will
allow to describe the overtone spectra of arsine. The har-
monic approximation provides a complete basis in terms
of normal coordinates which can be used to diagonalize a
general Hamiltonian. In the standard notation this basis
is labeled by

|v1vzvg3vi4>, (17)

where v; and v; correspond to the symmetrical and degener-
ate X-H stretching modes A; and E, respectively, while v,
and v4 correspond to the symmetrical and degenerate
H-X-H bending modes 4, and E, respectively. In this work
the normal states will be labeled as

|1v172\‘2a31'3;4v4>7 (18)

since the vibrational angular momenta are not needed to
reproduce the avaliable experimental data. To carry out
the description in a local scheme we should expand the Wil-
son matrix and the potential energy in terms of the dis-
placement local coordinates. In Fig. 1 we display the
assignment of coordinates in which the first set (r;, i =1,
2, 3.) corresponds to the space of stretching oscillators
(s), while the set (6; i=4, 5, 6) stands for the space of
bending oscillators (b). We shall take the following coordi-
nates in the expansion of the Hamiltonian

q;=Ar;, i=1,2,3; q,=rA0;, j=45,6, (19)
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Fig. 1. Internal coordinates used to describe the vibrational degrees of
freedom of pyramidal molecules. The subindex associated with each
coordinate corresponds to the boson numbering in the text.

where r, is the equilibrium distance X-H. The Hamiltonian
(10) involves the G(q) matrix, whose elements are given in
the appendix. We shall consider terms up to quartic order
in the expansion of kinetic and potential energies. As usual
the Hamiltonian may be written in the form

H=H,+H,+H,, (20)
where polyad conservation may be considered, a condition
that for this system in the local scheme takes the form

P:2(n1—|—n2—|—n3)+(n4+n5+n6). (21)

Because of the polyad conservation, the contributions Hj
and H, involve only quadratic and quartic powers. For
the stretching contribution we have

3 3
H, = % g > Pl > biby
i=1

i>j=1

1 3 3 1 3
3w D@ S D 4yt gL Y]
i=1 ° i=1

i>j=1

4
+ e la1(@ + 43) + 660+ 05) + @3(01 + 2)]
3
+ e [0 @ + @) + 6(65 + 1) + G (g1 + 6]
12
+ e |019205 + 630145 + B0iga): (22)

We should note that no quartic terms coming from the
kinetic energy appear, a fact that is explained by the
independence of the elements (46a) and (46b) in the stretch-
ing coordinates. On the other hand, for the bending contri-
bution we have

ol &, &
Hy :igqqut'z_'_gqq’ Zpipf

i>j=4

1 6 ) 6
+ Equ ;qi +Jag Z 49,

i>j=4

1 (o
t3 | aa | [padips + psdips + psdapd]
n 0

1 (og
JFZ <aqq§q5 (P44 + Psa)Ps + (Psds + Psde)Ps
4+ /o

+ (pads + Psq3)ps + H ]

1 (g
JFE 3030 gqs [P49495P5 + P69695Ps + PaqaqePs + H ']
44095 0

2
+l m [P49495Ps + Ps9695Ps + Psd594P6
2\ 0g,0q;s 0

+ P494q6Ps + Ps9sq9ePs + Pedeqaps + H.c.]

1 (og
"2 ( aqqg% [P4d3Ps + Psdps + Psdeps + H.c]
3 0

6
+ %quqq ; q,
+ %quqqf [43(q5 + 46) + 43(q4 + q6) + 45(q4 + q5)]
+%quq’q’ [‘Ii(Q§ + qé) + qﬁ(qi + qé) + qé(qi + q%)]
+ %quq’q” (439596 + 434446 + 95d445), (23)

where H.c. denotes Hermitian conjugate. Concerning the
stretching-bending interactions both cubic and quartic
contributions may preserve the polyad. We thus split the
interaction according to the order of the interaction in
the following form

I:I sb = IA/vxbh + f/sxbba (24)

where 7, involves the Fermi resonances, while ¥, con-
tains the relevant quartic interactions which, as we shall
present shortly, correspond to number interactions. Explic-
itely, we have for the Fermi contribution

f/.\'bb :l agql‘h
2\ 9q,

+ p3(qsps + peqs) + H.c]

0g
a(ff;%) [9:(P3 + P) + 42(p3 + P3) + a3 (P2 + P})]
1 0

g‘h%
0qs

og
a;%) 2[p(qups + qsps) + P2(qaPs + qPa)
4 /o

> [P1(qaPs + q6Ps) + P2(qaps + q5Ds)
0

—

_|_

> [P145Ps + P2dsDs + P3qaps + H ]
0

/\/\Q}/\

3(qsPs + Psqa)]

og
a;“:“) 2[pa(q1ps + 42p6) + P5(4206 + q314)
0

+ + + + +
oI ST S B TN TR N

6(q1P5 + P344)]
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+ 1 (agQ4'I6

3 ) [P4(q1Ps + 4aP5) + Ps(q2Ps + q3D6)
1 0

+ Pe(q1P4 + P35)]

3

+31f0e 100+ 47) + 2(ah + 65) + 03 (a8 + a5)]
3

+ 37/l 9145 + 02965 + 0:43)

6
+ 3/ [91(9495 + 4596) + 42(9496 + 9596)
+ 45(9495 + 4496)]

6
+ ﬁfrq’q” (919496 + 929495 + 439596)- (25)

The stretching—bending potential of quartic order involves
8 force constants, which are unable to be determined with
the available experimental data. Consequently a selected
set of interactions should be chosen. Following Lukka
et al. [29] we propose for the second interaction in (24)

. o’g
Ve =7 <ﬁ> ((q; + 63)ps + (65 + 43)ps + (47 + 43)Pe)
L' /o

(65 +a3)45 + (47 + 43)qg),
(26)

1
+ 3 Frel(a] + ) +

which turns out to be relevant for the description of vibra-
tional excitations of both arsine and stibine.

Once the Hamiltonian in configuration space has been
established, we are now in position to apply the U(v + 1)
algebraic model. Since in this case we have two subspaces,
the dynamical group corresponds to the direct product

Uv(4) X Ub(4)v (27)

where each group is characterized by the representations
[N,] and [N,], where N and N, stand for the total number
of bosons for the corresponding spaces, and are determined
either using dissociation limit arguments [13] or fitting cri-
teria. The corresponding operators are given by

Ny = iy + ity + ity + i, (28a)
Ny = ity + s + g + iy, (28b)
with

{h=ala;, i=1,...6}; n,=35% n =11, (29)

where we assume that the operators 8" (8) and #'(¢) corre-
spond to the extra bosons for the stretching and bending
spaces, respectively.

Wenow propose the approximation (9). We shall consider
the association d'(d) — af(a) for the zeroth order local oscil-
lators as well as for the anharmonic corrections involving
number operators for both spaces, as suggested by previous
analysis[26]. In our model, the crucial ingredient to be able to
consider in (9) the identification d'(d) — bf(h) for the
stretching Hamiltonian consists in carrying out the symme-
trization procedure [26]

1
910+ 4) = 51412 + 4:) + (42 + 43)a1], (30a)
1
043+ 6) = 5191( + 4) + (6 + 4, (30b)
|
619245 = ¢ 191 (005 + 0:02) + (9243 + 4:302)41
+ 434919, + 9249195)- (30c)

In contrast to the stretching modes, the behavior of the
bending modes is closely harmonic and consequently it
seems reasonable to propose the correspondence
d'(d) — al(a) for all the interactions. Finally, for the Fermi
interactions we propose d'(d) — b'(b), while for the contri-
bution ¥, we make the identification d'(d) — a'(a) since
it involves only number operators. This approach allows to
establish a one to one correspondence with the U(v + 1)
algebraic representation of the Hamiltonian. After carrying
out the appropriate substitutions in (20) we obtain the fol-
lowing algebraic Hamiltonian

i#j=1 i=2 4
(31a)
H, N : At a bb b5b
T = Ot + Z a;ja; + ol + ol s
¢ =4

+ 0‘}3)(2]24/55 + 8]246/5) + “2(124/55 +2I 46/5)

+ V1I44/55 + /2[44/56 + 9514 44/55 2]44/55) (31b)
ﬂ—(1f1/44+€2f1/55+€3f1/45+C4f1/46: (31c)
[:[ssbb T

s (319)

In this Hamiltonian the local stretching interactions I3 are
defined as

(32a)
i=1 i=1
Iy = bbi (b + bs) + bib} (b} + bY) + (biby + bib})
X (B (by + b3) + by (b + b)), (32b)
By = P+ B3) + BB + ) + (bl + i)
x [blby 4 bybl + blbs + bsbl), (32¢)
I, = 2(bbybs + b2bLbL) + (blby + byb)(bib,
+ szt btb3 + b3b|3) [;5?27; + 1331312[;2
+ bL(biby + bybl)by + bs(blby + bbb}, (32d)
while for the bending interactions
N 6 6
= (ala)’ =Y a7, (33a)
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jzws = ﬁi”é + ”4”6 + ﬁz”éa (33b)
124/55 = afag + &gzaé + &Zzai, (33¢)
[44/45 = alay(as + ag) + al’as(as + as)

+ allag(as + as) + H.c., (33d)
14y 56 = @Y asag + a st + allasas + H c., (33¢)
10 /s = hadkas + sl + igabis + H.c.. (33f)

In addition, for the stretching-bending interactions we
have for the local Fermi contributions

st = Blbaby + blgbs -+ blbabs + blbsbs + blbsbs

+ blbshs + H.c., (34a)
155 = Blbshs + Blbaby + blbebe + H.c., (34b)
f1jas = blbabs + blbghs + bibybs + bibybs + blbybg

+ blbehs + H.c., (34c)
Fias = blbabs + Bibshs + blbebs + H e, (34d)
while for the stretching-bending number interaction
Lyny = iy (fig + fig) + fip(fg + fis) + i3 (s + ). (35)

As we note this interaction involves products of number
operators. The general expression for the quartic order
stretching-bending Hamiltonian involves 9 more indepen-
dent local interactions, which will be presented elsewhere.

The sum of operators @p appearing in the Hamiltoni-
an (31) runs over the permutations p =e, (123), (132).
The spectroscopic parameters are given in terms of the
structure and force constants. For the stretching param-
eters we have

~5 6 hz
hc (/)e = hws + m Wﬁr‘rr
h2 1 h2 a2gq4q4 Wp Uy,
+ 4 Zf‘rrﬁ(;? T ’
WU p Uy Ty qi 0 Ws s
(36a)
. hogu h
he by = 5 g0 s 36b
=5 +2wsusf (36b)
. 6 I
he oy = 47 Wﬁvrﬁ (360)
41 #
hc OCZ 4' 2 4602 frrrr bl (36d>
31 R
he oy = ) Wﬁrﬂr’a (36¢)
o121 B
he oy = ﬁ 6 Wﬁrr’r”; (36f)

while for the bending parameters

hz 62gq q 6 hZ 1
he &) = hoy +— <TM s (fonno
+4f p000) (37a)
hz azg(14(14 Wp Iy, hz 1
+Z ( Gq% 0 <w‘v'u5) "7 4 Wy o Op Iy rzfrr()’()’ (37b)
_ hoppy, |, o1 72 azngs
he 2 = 5 Saa +2wbﬂb rgf%' + s\ og2 0
2
+ _ 0 ngs
8 6q5 0
12 B 1
40 4—2 ( 21 poor +f909/9f/) (37C)
h azg 6 1
b _ 4aq.
he of _8< aqg 4) + yy r4f00003 (37d)
hz aZg 12 hZ 1
he o = 8 ( a;%qs T 4! 4w 2 ﬂfeeee, (37¢)
3 K1
b
f
he %3 = 4| 4wbﬂi ’,4]00007 (37 )
12 #
e oS (379)
T4 el 000'0"
@2g
he yb — 9495 71
1 <aq46q5 (37h)
n[(o'g
he 2 =7 \Gas0as) 37i
P2 <6q46q5 (371)
62
he yg’ = 9 8a4a5 . a7
a‘JS 0

For the parameters involved in the stretching-bending con-
tribution we have

og h (Og ;
he ¢ ——( ‘“‘“) Vhogp, — <ﬂ> )
: o9, /, g 4\ 9, /, v

PIONTR

1 7 [ B
Py 38
+2 Zwb,u[; 20)&“Y ﬁ997 ( a)
ag‘]lqs 1 h h
he b= ( 3g;s ) PO Dy | 200m,
x r—zfree, (38b)
h(0g h (0g h
h — [ 2945 h o 9495 2
- 4( 34, ) O 4< %, > N 2on,

(38¢)
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h (0g [ h h
h — _ 9446 2% o
- 4 ( g, )o Ot 20, " 20p
7
X 2605/& fm’e” (38d)
he n = h_z azgqm (wbﬂb) i 1
4\ ot ) \ow/) " 4 oo,

1
X r—%fm)’a" (38¢)

where we have carried out the identification of the force
constants with the usual notation given by Lukka et al. [29]

S 1f
o = — / /!

: 1,
qu’ = ﬁfﬁ@’? frqq - f;’ﬁﬁ I
(39)

with similar expressions for the different combinations of
the subindices. For the Wilson Matrix and its derivatives
the relations are given in Table 1. Here the reduced masses
are given by

1 1 1
T T . (40)
’ g?) b ggq rgg?)g
In the next section we shall present a study of the overtone
spectra of arsine using the algebraic Hamiltonian (31).

4. Arsine overtone spectrum

We now proceed to apply the model presented in the
previous section to the arsine (AsHj3) overtone spectrum.
The aim of this work is to show the feasibility of the alge-
braic U(v+ 1) model to describe vibrational excitations,
in similar fashion to the traditional local models in config-
uration space. In this way we have the advantages of alge-
braic models, keeping the connection with the force
constants field description. In particular, in arsine we have
stretching and bending subspaces, a fact that opens the
possibility of including Fermi-like interactions through

Table 1
Relation between the Wilson matrix elements and the ones used by Lukka
et al. [29]

0

0 _ 0 _ 2,0
8419, = &rr 8asas = Te800

(5 = (5 )0
(s ), = (),
(a%%)o =2,
(alg#)o = (%)0

g, &
(aqﬁ.;: Jo = (aoga(z” )o

2
Ty = (),

g, 9
(e = r2CE s

g, g,
(_e;:s Jo = (—agg’f” Jo

a A
(‘?;1% )o = 72(F4 )y
g, &
2o = (G )o

8406 Py
(aq4aq5 )0 = ( 2000 )0

the inclusion of force constants obtained from ab initio
calculations [29].

The equilibrium configuration of the arsine molecule is
pyramidal with structure parameters r, = 1.51106 A, and
/HAsH = 92.069° [29]. The point symmetry group is %3,.
This molecule has six degrees of freedom, three of them
associated with the stretching modes (4, @ E) and three
bending modes (4, @ E). The vibrational excitations of this
system may be described with the Hamiltonian (31). This
Hamiltonian is not the most general, since we are neglect-
ing vibrational angular momenta and most of the quartic
stretching-bending interactions, but we shall show that this
approximation provides reasonable results for the available
experimental data. But before proceeding to the diagonal-
ization of the Hamiltonian it is necessary to fix the param-
eters Ny and N,. Since the stretching number of bosons are
related to the dissociation limit, we shall take the estima-
tion Ny =28 previously obtained in Ref.[26]. In contrast,
since bending modes do not necessarily lead to dissocia-
tion, the bending boson number was considered as a
parameter and determined using the criteria of minimum
deviation combined with the best description of the force
constants and components of the eigenstates. To this end
we have explored the range N, = 35-140. The rms deviation
remained basically the same. Changes in the force con-
stants were not significative. We thus payed attention to
the character of the states, specifically the states |300000)
and [400000), whose maximum local coefficients were pro-
vided by the parameter N, = 80. We thus present results
taking N, = 80. We have carried out fits involving energies
up to polyads P =10 and P = 12, which comprise 33 and
35 experimental data, respectively. We have considered
all data reported in Ref.[29], with additional stretching
states given in Ref.[37]. In contrast to Lukka et al we have
included in the fit all the energies, but with the refinements
of Ref.[37]. Here we explore the reliability of the model to
describe the whole spectrum keeping the relation with the
force constants. Not all the interactions involved in the
Hamiltonian (10) were included in the descriptions. The
criteria to choose the final set of parameters were based
on the following considerations: (a) order of the interac-
tion, (b) physical relevance of the interaction, (c) statistical
analysis: correlation and errors in the parameters, and
finally (d) quality of the energy fit.

Since the number of experimental bending energies in
arsine is too small to consider the general expression
(31b), we shall propose the simplified Hamiltonian

b‘| m>
g
‘H\Mw

4
+oyly + > (D> 0,5+ He)
i=2 P

3
+ Cbgﬁ + )Lb Z &j&j + O(I;[]f
i#j
+ Clj}l/44 + Czl}l/ss + C3f1/45 + C4j}1/46 + njnlnu
(41)
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which implies that the behavior of the bending modes is
closely harmonic. The last stretching interaction /3 was first
included, but the fits imposed the null value for the param-
eter o for every fit. With the exception of the quartic
stretching and bending interactions, the expression (41) is
equivalent to the Hamiltonian used in Ref.[29]. Even in
the framework of the Hamiltonian (41), it is not possible
to include all the parameters in a fit unless some of them
are fixed. The number of stretching-bending experimental
energies is not enough to be able to optimize the Fermi res-
onance force constants. Consequently we have followed an
approach similar to Lukka et al. [29], where the four cubic
force constants were fixed at the ab initio values. This pro-
cedure must be self consistent since it is necessary to know
the diagonal second order force constants to obtain the
Fermi coefficients. It is worth noticing that this approach
is viable due to the connection of our model with the poten-
tial surface that we have established.

Hence the Hamiltonian (41) contains 9 parameters,
which in turn determine the 9 force constants
{frrafrr’ vfrrrrv.frrrr’ ’ frrr’r’ 3 f()Uaf()U’ ; f()()()ﬁa.frr(}’()' } . The force con-
stant f,,»» was not included since the parameter o vanishes
in the fits. The diagonalization is carried out in a symmetry
adapted basis which is obtained by projecting the functions
(1). This symmetrization procedure greatly simplifies the
calculations since the polyad blocks are reduced to a block
form according to the irreps of the %3, symmetry group
[25]. The spectroscopic parameters are optimized by a least
square method. The quality of the fits is expressed in terms
of the rms deviation

Nesp 1/2

rms = | (Bl = Et)’/(New = Now) | (42)

i=1

where N, is the total number of experimental energies
and Ny, the number of parameters freely optimized in
the fit. For all data included unit weights were used. During
the fits a statistical error analysis for the parameters was
carried out [38,39]. Two types of uncertainty measures were
defined and computed for the parameters x;: the delta-error
(0x;) and the epsilon-error (ex;), whose meaning was
explained previously in Ref. [26].

We have first carried out a fit involving energies up to
polyad P =10 with boson numbers N; =28 and N, = 80.
In Table 2 we present the 33 experimental and the theoret-
ical energies provided by this fit, which we name Fit 1,
where an rms deviation of 2.68 cm ™! was obtained. In addi-
tion to the experimental and theoretical energies, Table 2
includes both normal and local labels, as well as the square
of the maximum component. The simultancous assignment
of the states in both (approximate) normal and local
schemes is significatively useful since, in general, some
states may present a strong local character (stretching
states) and others (bending states) a normal character. This
feature allows to compare our assignments with the ones
described in Ref. [29], showing full agreement. The spectro-
scopic parameters as well as the corresponding errors

associated with this fit are given in Table 4. We note that
the epsilon as well as the delta errors are smaller than the
corresponding parameters. In addition the correlation
matrix has been calculated obtaining elements not grater
than 0.96, which means that the parameters are well deter-
mined [40].

From the spectroscopic parameters given in Table 4 and
the relations (36), (37) and (38) we are able to obtain the
force constants. However, since in this fit only the quartic
interaction ifﬂ in the bending Hamiltonian was considered,
the relations between the spectroscopic parametrs and the
force constants becomes

he @ = hay, +h§2 (azégqllgq“) 0 % 4;?;!12) rl?feeee (43a)

hzz W %Jfrr(?'(?’a (43b)
he Ay = hwzhub i %b/lb r%f@a', (43c)
he of = %2 <azagqq§q4>o +% 4;1272!112) rlgfeeee. (43d)

The results are displayed in Table 5. In the same table
we have included for comparison the parameters ob-
tained by Lukka et al. [29] as well as ab initio results
[41]. The discrepancy in the sign of the constant f,,.. in
both fits is due to the approximation in the potential,
where only terms up to quartic order were kept. In the
framework of the U(v + 1) model the zeroth order Ham-
iltonian corresponds to a set of non interacting harmonic
oscillators, a fact explicitely stated in Eq. (15). On the
other hand we know that a harmonic oscillator does
not present the correct asymptotic behavior. In our
model, where polyad conservation is considered and up
to quartic order interactions are taken into account, only
quartic corrections are included. Hence it is not expected
that a correction of quartic order in the harmonic oscil-
lator leads to a correct asymptotic behavior. A negative
value for constant f,,., reflects this fact and this is a fea-
ture of this model as well as all models based on a har-
monic oscillator basis in the framework of this
approximation. Concerning this point, models based on
Morse oscillators represent a better option since they re-
flect the physical asymptotical behavior correctly. The
fact that f,,..> 0 in a model where non interacting Morse
oscillators are considered as a zeroth order Hamiltonian
(Ref.[29]) is explained by the fact that a Morse potential
carries the correct asymptotic behavior from the outset;
an infinite series is implicit in the potential. Beside this
discrepancy, the general trend of the force constants is
reproduced in the framework of this model. The quality
of the fit may be improved by including bending interac-
tions of higher order. However when we tried to include
the quartic bending contributions some parameters be-
came unstable, a fact reflected in large errors. This is a
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Table 2

Energies (in cm ') up to polyad P = 10 provided by the Fit 1 using the Hamiltonian (41)

Polyad State (normal) Contribution (normal) State (local) Contribution (local) Energies

Exp.[29,37] Theor. AE

Symmetry 4,
1 2, 1.00 000100 1.00 906.752 904.404 2.3
2 2, 0.99 000110 0.66 1806.15 1807.58 -14
2 4, 0.99 000200 0.66 1991.0 1997.61 —6.6
2 1; 0.99 100000 0.99 2115.16 2115.63 -0.5
3 1,24 0.97 100100 0.70 3013 3013.99 -1.0
4 3, 0.52 200000 0.95 4166.77 416543 1.3
4 1, 0.52 110000 0.97 4237.7 4238.40 —0.7
5 2,3, 0.56 200100 0.74 5057.0 5053.68 33
5 1,2, 0.56 110100 0.39 5128.0 5127.33 0.7
5 1,314, 0.69 200010 0.75 5158.0 5158.34 -0.3
6 1,3, 0.53 300000 0.80 6136.34 6138.81 -2.5
6 15 0.69 210000 0.95 6275.83 6275.81 0.0
6 33 0.55 111000 0.97 6365.95 6365.41 0.5
8 1,3, 0.25 400000 0.53 8028.98 8028.48 0.5
8 1y 0.36 310000 0.79 8249.51 8251.60 -2.1

10 1534 0.18 500000 0.80 9841.4 9841.37 0.0

Symmetry E
1 4 1.00 000010 1.00 999.225 999.503 0.7
2 2144 1.0 000020 0.66 1904.12 1903.98 0.1
2 4, 0.99 000101 0.66 2003.48 1997.35 6.1
2 3 0.99 100000 0.99 2126.42 2125.05 1.4
3 1144 0.84 001010 0.87 3102 3103.91 -19
4 1,3 0.70 200000 0.97 4167.94 4167.44 0.5
4 3, 0.72 011000 0.99 4247.52 4246.52 1.0
5 1,243, 0.66 200100 0.74 5057.0 5054.92 2.1
5 243, 0.69 011010 0.39 5128.0 5132.80 —4.8
5 1,344 0.39 200010 0.75 5158.0 5157.21 0.8
6 1,34 0.31 300000 0.80 6136.7 6138.64 -23
6 1,34 0.53 012000 0.97 6282.35 6281.48 0.9
6 33 0.68 120000 0.98 6294.71 6294.94 —0.2
8 1,33 0.23 400000 0.53 8028.97 8028.45 0.5
8 1334 0.47 310000 0.72 8257.27 8253.67 3.6
8 1,3, 0.43 130000 0.83 8258.37 8259.45 —1.1

10 1,33 0.27 500000 0.79 9841.4 9841.65 0.0

The rms deviation obtained is 2.68 cm™~'. The boson numbers were taken to be N, =28 and N, = 80.

consequence of the lack of experimental observations on
bending overtones. The additional effect of including
higher order bending parameters falls in the character
of the eigenstates. The eigenstates of the fit displayed
in Table 2 present well defined local character. When
the bending parameters are included the mixing increases
considerably making impossible the identification of the
high energy stretching states.

An inspection of Table 2 concerning the assignments of
the eigenkets, shows that this molecule presents a local
behavior in the stretching modes and a normal character
in the bending modes, a fact also reflected in the local mode
parameter defined by Child and Halonen [1], which in the
framework of this model may be defined as

2 (/IN )
¢ =—arctan| — ).
T o

This parameter provides a measurement of locality, where
the extremes ¢ = 41 and ¢ = 0 correspond to pure normal
and local behaviors, respectively. From the parameters dis-

(44)

played in Table 4, for the As-H oscillators we obtain
= —0.02, while for the /H-As-H bending oscillators
&= -0.76.

Two additional experimental energies belonging to poly-
ad P = 12 are available. Fit 1 predicts values for these ener-
gies with differences of 17 cm™'. We may thus try to carry
out a fit using the same interactions. Unfortunately the
inclusion of the additional data makes unstable the param-
eters associated with the stretching and bending quartic
interactions. Hence we carried out a new fit, called Fit 2,
where a minimum set of parameters was considered,
obtaining an rms deviation of 3.58 cm™'. The Hamiltonian
considered in this new fit is equivalent to the one used in
Ref. [29]. In Table 3 the experimental and theoretical ener-
gies are displayed. The main difference, besides the quality
of the fit, falls in the character of pure stretching state
|[700000) with n> 2. These states are more local in Fit 1.
In Table 4 the spectroscopic parameters are presented,
from which we obtain the force constants displayed in
Table 5. The general trend is also reproduced, although
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Table 3

Energies (in cm ') up to polyad P = 12 provided by the Fit 2 using the Hamiltonian (41)

Polyad State (normal) Contribution (normal) State (local) Contribution (local) Energies

Exp.[29,37] Theor. AE

Symmetry 4,
1 2, 1.00 000100 1.00 906.752 905.387 1.4
2 2, 0.99 000110 0.66 1806.15 1808.94 -2.8
2 4, 0.99 000200 0.66 1991.0 1996.23 -52
2 1, 0.99 100000 0.99 2115.16 2113.89 1.3
3 1,2, 0.98 100100 0.69 3013 3015.04 -2.0
4 3, 0.52 200000 0.96 4166.77 4164.53 22
4 1, 0.53 110000 0.97 4237.7 4235.67 2.0
5 2,3, 0.56 200100 0.72 5057.0 5057.62 -0.6
5 1,2, 0.56 110100 0.38 5128.0 5129.28 -1.3
5 1,314 0.69 200010 0.74 5158.0 5157.54 0.5
6 1,3, 0.46 300000 0.68 6136.34 6139.55 -32
6 13 0.69 210000 0.95 6275.83 6274.86 1.0
6 3; 0.55 111000 0.97 6365.95 6363.21 2.7
8 1,3, 0.18 400000 0.42 8028.98 8028.71 0.3
8 14 0.30 310000 0.65 8249.51 8253.32 -3.8

10 1334 0.26 500000 0.66 9841.4 9846.75 5.3
12 1,34 0.22 600000 0.58 11576.3 11571.2 5.2

Symmetry E
1 4 1.00 000010 1.00 999.225 998.394 0.8
2 2,4, 1.0 000020 0.67 1904.12 1903.68 0.4
2 4, 0.99 000101 0.66 2003.48 1996.55 6.9
2 3 0.99 100000 0.99 2126.42 2124.10 23
3 1,4, 0.89 001010 0.83 3102 3104.35 -2.3
4 1,3, 0.70 200000 0.97 4167.94 4165.53 2.4
4 3, 0.72 011000 0.99 4247.52 4244 .95 2.6
5 1,23, 0.66 200100 0.73 5057.0 5057.95 -0.9
5 2,3, 0.38 011010 0.38 5128.0 5135.89 -7.9
5 1,314 0.38 200010 0.73 5158.0 5156.90 1.1
6 1,3, 0.26 300000 0.68 6136.7 6139.62 =29
6 1,3, 0.57 012000 0.97 6282.35 6280.53 1.8
6 3; 0.65 120000 0.98 6294.71 6292.04 2.7
8 1,3; 0.17 400000 0.42 8028.97 8028.73 0.2
8 133, 0.41 310000 0.76 8257.27 8253.57 3.7
8 1,3, 0.34 130000 0.66 8258.37 8260.54 =22
10 1,3; 0.27 500000 0.69 9841.4 9846.74 -53
12 133; 0.13 600000 0.50 11576.3 11571.3 5.0

The rms deviation obtained is 3.58 cm™'. The boson numbers were taken to be N, = 28 and N, = 80.

we note that a better value for f,, when compared with pre-
vious results.

The present analysis constitutes an example of the gen-
eral procedure to establish the connection between the
U(v + 1) algebraic approach and the traditional descrip-
tions in configuration space. We have shown the impor-
tance of this connection either by taking advantage of the
knowledge of ab initio force constants in the analysis, or
by obtaining the force constants by means of a fitting pro-
cedure. This feature makes the unitary group approach a
powerful method to describe vibrational excitations
beyond the proposal of effective Hamiltonians used in pre-
vious applications.

5. Summary and conclusions

Based on the new formulation of the U(v + 1) approach
recently proposed [25,26], we have presented a simple

model to describe the observed overtone spectra of arsine.
Starting with the Hamiltonian in terms of local curvilinear
coordinates, we obtain the algebraic representation of the
Hamiltonian by means of the relations (9), which allows
to obtain the force constants associated to the Born-
Oppenheimer potential surfaces in natural form. This
approach has the advantage of taking into account
anharmonic effects from the outset through the operators
(4), but keeping the connection with the traditional models
in configuration space. It is worth noticing that with this
formulation of the U(v + 1) model its application is similar
to models dealing with the number representation in a
harmonic basis.

We have studied the overtone spectra of arsine. We
succeeded in obtaining a least square fit to the experi-
mental energies that allowed to obtain a potential energy
surface which agrees well with previous calculations. The
experimental data available however is still too scarce to
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Table 4
Parameters of the Hamiltonian (31) in cm™!

Errors Errors
Param- Fit 1 Epsilon Delta Fit 2 Epsilon Delta
eters
;5 2198.6 0.704 0.079  2196.2 0.216 0.067
s -2.610  0.699 0.169 —4.083  0.166 0.157
o —38.564  0.016 0.003  —38.166  0.011 0.002
o —0.214  0.095 0.023 0 — —
o —0.0881 0.045 0.008 0 — —
o 0 — — 0 — —
@b 966.25 0.451 0.170 967.39 0.226 0.124
b -31.366  0.171 0.137  —31.00 0.107 0.099
b 5.311 0.227 0.072 0 — —
4 6.525*  — — 6.488" — —
GO 1.402* — — 1.407* — —
e 5468 — — 5.481* — —
U 3.678%  — — 3.693*  — —
n —14.090  0.483 0.199 —-1143 0.295 0.010

Fit 1 corresponds to energies up to polyad 10, while Fit 2 includes energies
up to polyad 12. The statistical error analysis has been included through
the Epsilon and Delta errors.

% Constrained value in the least square minimization.

Table 5
Force constants derived from the spectroscopic parameters given in Table
4

Constant Fit 1 Fit 2 Lukka et al. Ab initio
JilaJ A7) 2.869 2.855 2.876 2.829
f(aJA7?) —0.0054 —0.0092 ~0.0099 —0.0097
Fomlad A~ 52227 —51.443 46.323 54.40
S (@AY 08699 — —
frer(@A™) —04770  — — -
Soolad) 0.649 0.647 0.647 0.642
Foo (@) ~0.033 ~0.033 ~0.033 —0.027
Joovo(aJ) 0.310 - - -
Srootal A7) 0.0403* 0.0403* 0.0403* 0.0403
Ffoo(@A™Y 023410 —0.2341°  —0.2341° —0.2341
Fop (aTA™ '? 0.0662* 0.0662° 0.0662° 0.0662
Loy (@A) 0.0686° 0.0686° 0.0686" 0.0686
Fooe (@A) 3277 —2.809 —3.634 —

Fit 1 corresponds to energies up to polyad 10, while Fit 2 includes energies
up to polyad 12. The Lukka surface was taken from Ref. [29], while the
ab initio surface from Ref. [41].

# Constrained value in the least square minimization accepted.

investigate the isotope invariance of our surface. We
have presented two fits, the first of which includes ener-
gies up to polyad 10 with an rms deviation of 2.68 cm ™.
In this fit almost all quadratic bending interactions were
neglected. This simplification is reflected in the relatively
high energy differences in the bending overtones. An
attempt to improve the description in order to reduce
the rms deviation failed due to instability in the param-
eters as well as strong mixture of the states. We believe
this problem is a consequence of the few bending exper-

imental energies considered in the fit. A second fit includ-
ing energies up to polyad 12 was also considered,
obtaining an rms deviation of 3.58 cm™'. In this case
the Hamiltonian proposed corresponds precisely to the
Hamiltonian used in Ref. [29]. Additional terms give rise
to instabilities in the parameters. In both fits the force
constants were calculated obtaining good agreement with
previous studies. This model however is unable to pro-
vide the correct asymptotic behavior, a fact reflected in
the change of sign of the force constant f,,,.. Concerning
this point models based on Morse oscillators offer a
better option.

One of the advantages of our method is that we are
able to provide both local and normal assignments, which
turns out to be in full agreement with Lukka et al. [29].
Another important feature of our approach is that we
were able to take advantage of ab initio force constants
to consider the Fermi interactions in similar form to
the description of Lukka et al. This description contrasts
with effective Hamiltonian methods, which are unable to
be used with reliable results in these systems because of
lack of experimental data. An example of the latter is
the description of vibrational excitations of stibine
[25,42].
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Appendix A
In this appendix we present the G(q) matrix elements for

pyramidal molecules of type XHj taking the internal dis-
placement coordinates (19). From its definition

gqxqﬂ(q):zg:z:%axiﬁa; C=x7y,z;
i=1,...,4 (45)
a direct calculation gives rise to the independent
elements
1 1
g = ;X+@7 (463)
8419, = —— COS 04, (46b)
X
1 r .
Cogs = — p— sin Oy, (46¢)
1
g‘]l‘]s = m_X
're cos 04 N cos O ~ cos 0 <cos 04 N cos Qéﬂ ,
sin 95 r3 ry r r3

(46d)
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g :}’2 i F%+I"%72VIVQCOSB4 +L l+l
% 3 my \r?  13)]’

(46¢)
.
Eauas = my 77 sin 0, sin 05
racosls rycosls 13 cos Oy cosls
coslOg| 1 — - -

r3 r rirs

2
r
+ —2 + r,cos 0,4 cos 05
rry
1 cosf; cosf 2
<_ — 4 L 5) — —2(cos? 04 + cos’ 05}
m r r3

rirs

2
e

(cos 0 — cos 04 cos 0s). (46f)

myr3 sin 04 sin 05
Here 0 corresponds to the different angles /HXH, while my
and my are the masses of the X atom (in our case arsenic
5 45) and hydrogen 'H, respectively.
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Abstract

A local description of vibrational excitations of stibine in terms of the unitary group approach U(v + 1) is presented. Based on the
recent reformulation of this algebraic method the Hamiltonian is first expressed in the space of coordinates and momenta and thereafter
translated into an algebraic realization. The Hamiltonian proposed is given in terms of curvilinear internal coordinates, where the
stretching and bending modes are coupled with each other by Fermi resonances. In the new formulation a one to one correspondence
with the Hamiltonian in configuration space is given, with the additional advantage that anharmonicities are taken into account from the
outset. All experimental vibrational energies of '>!SbHj have been reproduced well with an rms deviation of 1.27 cm™!. From the spec-
troscopic parameters the force constants are obtained. A discussion comparing our approach with previous results using the same model

is also included.
© 2006 Elsevier Inc. All rights reserved.
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1. Introduction

As a consequence of the success of local models in
describing highly excited vibrational states of symmetrical
molecules [1-5], in the last three decades Lie algebraic
methods based on U(v + 1) algebras have been evolved to
describe molecular vibrational excitations in the framework
of a local scheme [6-14]. They were first proposed as alter-
native methods to Dunham-type expansions and force field
variational methods, mainly to construct effective Hamilto-
nians which, when diagonalized in a local basis, provide
eigenfunctions that allow to compute transition intensities
[7-9]. One of the drawbacks of the algebraic methods was
the lack of connection with configuration space and conse-
quently the impossibility to carry out studies of isotopic
species through the calculation of potential energy surfaces.
This problem was first surmounted for the one dimensional
version of the methods, where the generators of the su(2)
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algebras were clearly identified with creation and annihila-
tion operators for the Morse and Pdoschl-Teller functions
[15-17]. This identification makes possible the calculation
of potential energy surfaces through the substitution of
the corresponding algebraic realizations of the local coordi-
nates and momenta [11,18]in the Hamiltonian given in con-
figuration space.

The basic idea of the local models consists in considering
a set of non-interacting oscillators as a zeroth order Ham-
iltonian in such a way that the strength of their coupling
determines the character of the spectra. These oscillators
may be identified with Morse and Poschl-Teller potentials
which, when associated with su(2) algebras, give rise to
the application of the U(v + 1) model in the one dimension-
al case. An alternative approach consists in associating
a U(v+ 1) space with each set of v equivalent oscillators,
a situation that gives rise to the unitary approach to vibra-
tional excitations [7,8]. However, in this case a new formu-
lation is needed in order to establish a connection with
traditional descriptions [12,13]. This new approach has
the remarkable feature that it is possible to set up the
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U(v + 1) algebraic representation of any Hamiltonian in
configuration space without ambiguities allowing to obtain
force constants and model dipole transition operators
directly from dipole functions in coordinates [13].
Although in this case there is not a clear zeroth-order
potential associated with a set of equivalent oscillators,
because of the possibility to obtain force constants the
model represents a real alternative to the description of
anharmonic effects in terms of the traditional Morse and
Poschl-Teller potentials.

The U(v + 1) approach has been applied to several sys-
tems, for instance, linear [19], tetrahedral [20] and pyrami-
dal [21,22] molecules, all of them from the perspective of
effective Hamiltonians without connection with coordi-
nates and momenta. Although models based on effective
Hamiltonians have proved to be useful, its application
may not be meaningful from the physical point of view.
It is thus convenient to provide, when possible the connec-
tion with configuration space, and this is achieved in the
framework of the new formulation of the U(v+1)
approach [12,13]. Up to now the application of this
approach has been restricted to the stretching modes of
arsine [13] and recently to its complete overtone spectrum
[14]. In this contribution, we present the vibrational
description of the stibine molecule. This system has already
been studied using the unitary framework, but using an
effective Hamiltonian approach [22]. Although the descrip-
tion seems to be correct at first sight, we shall show that
some problems appear when the connection with coordi-
nates is introduced. The stibine molecule represents an
example where the connection with configuration space is
needed in order to obtain a meaningful description of
vibrational excitations. We shall present a study of the
complete overtone spectra of stibine in a close correspon-
dence with previous analysis in configuration space
[23,24], including the attainment of force constants.

This paper is organized as follows. A summary of the
new formulation of the U(v + 1) model is briefly presented
in Section 2. Section 3 is devoted to establish the model to
describe the vibrational excitations of stibine. The analysis
of the obtained results is discussed in Section 4. Finally,
our summary and conclusions are given in Section 5.

2. Algebraic model

In this section, we present a summary of the U(v + 1)
model according to the new reformulation presented in
Ref. [12,13]. Although this section was basically presented
in Ref. [14], we decided to include it in order to make self
contained our contribution. Let us start considering v
equivalent oscillators. Associated with the ith oscillator
we have bosonic creation 4/ and annihilation a; operators.
An additional § boson is added with the constraint that the
total number of bosons N is constant. In this model
the state vectors associated to a local mode description
consist of a set of v+ 1 independent harmonic oscillators.
Explicitely the basis is given by [12]

1 N T at s
N], 1y, ymy) = e (1) [ [ (@])™10),
(N —n)!]n! i
(1)
which is characterized by the total number of quanta N,
whose corresponding operator is

N =i+, (2)
with
= ala; =4 (3)

The addition of the boson § together with the fact that
the representation [N] is fixed, makes the unitary group
U(v + 1) a dynamical group for the set of v oscillators.

From the generators of the unitary group U(v + 1) the
following operators are introduced [12,13]

©”
()
>
=}
2
Q>

(4)
with commutation relations
|:b,', bj] = 51] — ]V [}15,‘/ + aj'-a,}; |:bj, bjT:| = |:b,', bj:| = 07

(5)
which may be identified with the angular momentum com-

mutation relations. The action of these operators over the
kets (1) is the following

I;j [N]an;nlvn27'--7nv>
= o (1= ) W s 1), (6
Bi [N],l’l;nl,n27. 7n»>
n—1
= n,«(l— )[N},n—1;n1,...,ni—1,...,n‘>, (6b)
N
while for the operators & (a;)
&j [N],I’l;l’ll,nz,...,l’l‘,>
= (n[+1)’[N],n—|—l;nl,...,ni—kl,...,n‘,), (73)
&iHN]an;nlanZw"an\’)
= Vm|[Nl,n—Lin,...on—1,...,m,). (7b)

In the harmonic limit the operators b} (b;) go to a] (;), with
the usual bosonic commutation relations [12,13]. When o
sets of equivalent oscillators are present in the vibrational
description, a u(v + 1) algebra is introduced for each equiv-
alent set, so that the dynamical group is given by the direct
product

U](V1+1)XUz(Vz-Fl)X...XU“(VM-l-l). (8)
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In this case, a total number of bosons N; is associated with
each space.

Our method to construct the algebraic Hamiltonian con-
sists in establishing the Hamiltonian in configuration space
in a local scheme and later on carry out the substitution
[12,13]

q;: = %(glj + 6?1)7 (9a)

R Ner GO ()

for each internal coordinate, where d}(d;) may be identified
either with af (a;) or bl (b,).

We thus start with the quantum mechanical Hamiltoni-
an in internal displacement coordinates ¢; that describes the
vibrational excitations of a molecule [25,26]

H = 2hG@p + V(@) (10)

where terms not involving momentum operators in the
kinetic energy have been omitted, and q and p are column
vectors corresponding to the internal displacement coordi-
nates and their conjugate momenta

. .. 0
pk:_1h$7 (11)
k

respectively, while the Wilson matrix G(q) establishes the
connection between the internal and Cartesian coordinates.
In the Hamiltonian (10), vibrational angular momenta
have been also neglected. The solutions of the Schrodinger
equation associated with the Hamiltonian (10) may be
obtained expanding the G(q) matrix as well as the potential
in terms of the internal displacement coordinates keeping
terms up to certain order in momenta and coordinates.
Usually terms up to quartic order are taken into
account in order to include the most relevant Fermi and
Darling-Dennison resonances. In this way, we obtain a
Hamiltonian of type H=H(q.p), whose algebraic represen-
tation is obtained through the substitution of the relations
(9). In this process, however, a symmetrization procedure
may be necessary when dealing with coordinates belonging
to the same subspace. The reason stems out from the fact
that the commutators

[‘]ni’j] = ihéija (12)

are satisfied when the operators d'(d) are associated with
a'(a), but not with b'(b). In fact, using the operators
bf(b) we obtain

[q[7qj] = 0;

[qivq/'] YN [&j&j - &iA;]; ivj € o, (13)

while for the coordinates and momenta
1/ oAt oA
ﬁ [2}’15,1 —+ ajal! + a,'a;];

[qivﬁj] = ihd;; — i,j €a. (14)

Following this approach we obtain in natural form the
algebraic Hamiltonian in a local scheme. In the framework
of this description, however, it is convenient to identify the
Hamiltonian as a sum of non-interacting local oscillators
plus a set of interactions. Since the expansion is carried
out in terms of the displacement internal coordinates g¢;,
the natural identification corresponds to

(ala; + aal), (15)

with the usual definition

W= \/%_ \/ 1€ (16)

The zeroth-order Hamiltonian (15) is obtained with the
identification of the operators d'(d) with af(a) in the qua-
dratic terms. For quartic terms, we decide the appropriate
identification according to the physical meaning and qual-
ity of the fit. Finally, the resulting algebraic Hamiltonian is
diagonalized in a symmetry adapted basis which is ob-
tained by projecting the functions (1) [12,27].

3. Vibrational analysis

Let us now consider the analysis of the stibine molecule
SbH; in the framework of the U(v + 1) model. The har-
monic approximation provides a complete basis in terms
of normal coordinates which can be used to diagonalize a
general Hamiltonian. In the standard notation this basis
is labeled by

|v1vzvg3vf(‘>, (17)

where v; and v3 correspond to the symmetrical and degen-
erate Sb—H stretching modes 4; and E, while v, and v4 cor-
respond to the symmetrical and degenerate H-Sb-H
bending modes A; and E, respectively. In this work, an
alternative labeling is given by

|1v172vza3v374\'4>7 (18)

since the vibrational angular momenta are not needed to
reproduce the available experimental data. To carry out
the description in a local scheme, we should expand the
Wilson matrix and the potential energy in terms of the dis-
placement local coordinates. The assignment of coordi-
nates is the same as the one given in our previous works
[12-14], in which the first set (r;, i=1,2,3) corresponds
to the space of stretching oscillators (s), while the set
(0;, i=4,5,6) stands for the space of bending oscillators
(b). The following coordinates are taken in the expansion
of the Hamiltonian

q;=Ar, i=1,2,3; qj:reAQJ, j=4,506, (19)
where 7, is the equilibrium distance Sb—H. The Hamiltonian
(10) involves the G(q) matrix, whose elements are given

in the appendix of Ref. [14]. We shall consider terms up
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to quartic order in the expansion of kinetic and potential
energies. As usual the Hamiltonian may be written in the
form

H=H,+H,+H,, (20)

where polyad conservation may be considered, a condition
that for this system takes the form

P =2(ity + iy + 13) + (g + s + ). (1)

Because of the polyad conservation, the contributions H,
and H, involve only quadratic and quartic powers. For
the stretching contribution, we have

3 3
=38, B S by
i=1

i>j=1

1 3 3 1 3
+ ifrr ; q; + fur Z 9:9; + If,m ; qt,

i>j=1
+ %fmﬂ [91(a> + 43) + @3(aq1 +a3) +43(q1 + a)]
+ %f 415+ 33) + B4+ 41) + 6 (4; + 53)]
+ %fw'w 410205 + 639145 + 439143 (22)

We should note that no quartic terms coming from kinetic
energy appear, a fact that is explained by the independence
of the relevant elements of the G(q) matrix in the stretching
coordinates.

Because only four pure bending experimental energies
are available, we are unable to consider all the possible
bending interactions. Hence, we shall take into account
only quadratic terms and one quartic contribution leading
to anharmonic corrections. The proposed bending Hamil-
tonian takes thus the form

B L A
Hb:igqqu?—i—gqq’zpipf

i>j=4
1 6 6
+ Equ quz + Jfag Z q:9;
i—4 i>j=4

1 (¢
+il 5" [P443ps + Psa3Ps + PedePe)
q4 0

1 6
+ Iquqq Z 9?~ (23)
: i—4

Concerning the stretching—bending interactions both cubic
and quartic contributions may preserve the polyad. We
thus split H, according to the order of the interaction in
the following form

Hgy =V + f/ssbb; (24)

where ¥, involves the Fermi resonances, while 7, con-
tains the relevant quartic interactions which, as we shall
present shortly, correspond to number interactions. Explic-
itely, we have for the Fermi contribution

N 1/9g,.
Vin = 5 (ﬁ) [P1(q4p4 +q6p6) + P2 (qaps + qsps) +p3(qsps +peqs) +Hoc]
4 /o

1/%g )
+5<—aé“”> [0, (73 +18) + 4> (73 +P3) + 43 (3 + P2)]
1 0

1 /0g
+§< a“‘) (145D + P2geps + p3daps + Hee
qs /o
1/9g,.,.
+§( a;:’) 2[p1(qaps +qsps) + P> (qaps + qePs) + P3(qs5Ps + P6da)]
0
1 /0g
+§< aZm) 2[p4(q1Ps + q206) +Ps (9206 + q324) + D6 (9105 + P3q4)]
1 /o
1 /0g
+§( aqqm) (P4(q1P6 +q205) + Ps(@ops + q3P6) +P6(91P4 +P3q5)]
1 /o

- %,/;q/q/ [0 (@ +2) + 02 (43 +42) +a:(q + 2]

* %fﬂm (0195 + 429 + 9543]

+%f“’q' (91(9495 +q596) + 42(9496 + 4596) +q3(9495 + 9496)]

+ %fw’q” (919445 + 029495 + 434545 (25)

where H.c. denotes hermitian conjugate. The stretching—
bending potential of quartic order involves eight force
constants, which are unable to be determined with the
available experimental data. Consequently a selected set
of interactions should be chosen. Following Lummila
et al. [24] we propose for the second interaction in (24)

. 1 (¢
Vi =7 ( 3 ;‘5‘“ (41 + )P} + (63 + 63)PE + (4] + 43)pe)
1
0

1.
+ 3 Lo (41 + B3+ (@3 +43)a5 + (41 + 63)4e)
(26)

which turns out to be relevant for the description of vibra-
tional excitations of both arsine [14,28] and stibine [24].
Once the Hamiltonian in configuration space has been
established, we now proceed to apply the U(v+1)
algebraic model. Since in this case, we have two subspaces,
the dynamical group corresponds to the direct product

Us(4) x Uy(4), (27)

with each group characterized by the representations [N]
and [N,], where N, and N, stand for the total number of
bosons for the corresponding spaces and are determined
either using dissociation limit arguments [8] or fitting crite-
ria. The corresponding operators are given by

N, =iy + iy + i3 + g, (28a)
Ny =iy + fis + fig + ity (28b)
with

{im=adla, i=1,...,6}; = 515 i, =17, (29)

where we assume that the operators §'(8) and #1(7) corre-
spond to the extra bosons for the stretching and bending
spaces, respectively.

We now propose the approximation (9). We shall consider
the association d'(d) — a'(a) for the zeroth order local
oscillators as well as for the anharmonic corrections
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involving number operators for both spaces, as suggested
by previous analysis [13]. We should stress that in our model
one crucial ingredient to be able to consider in (9) the iden-
tification d'(d) — b'(b) for the stretching Hamiltonian con-
sists in carrying out a symmetrization procedure [13,14].

In contrast to the stretching modes, the behavior of the
bending modes is closely harmonic and consequently it
seems reasonable to propose the correspondence d'(d) —

a'(a) for all the interactions. Finally, for the Fermi interac-
tions we propose d'(d) — b'(b), while for the contribution
Vi we make the identification d(d) — af(a) since it
involves only number operators. This approach allows to
establish a one to one correspondence with the U(v+ 1)
algebraic representation of the Hamiltonian. After carrying
out the appropriate substitutions in (20) we obtain the fol-
lowing algebraic Hamiltonian

+24:a§ Z@perc) (30a)
=2 )
ﬁb ~bn : At b
=0+ ,-;4 ala; +oll (30b)
Harn —é/fl/44+szl/55+€3f1/45+£4f1/46; (30c)
H};”” M (30d)

In this Hamiltonian, the local stretching interactions % are
defined as

3 3
L= (@a) =i,

(31a)
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7y = 2(BPbabs + B1B1) + (bibr + bib])
x (Bibs + bob + b + bl
+ bLDIBY + byb|*by + b} (b*bl +bib} )b
+ by (bl + bib] )31, (314)

while for the bending interaction

it = > @lar =Y )

In addition, for the stretching-bending interactions we
have for the local Fermi contributions

F1jaa = blbsby + blbbs + bibsbs + blbsbs + bybsby

+ blbshs + Hec., (33a)
.};1/55 = i?{é5i)5 + 5;5454 + E;Z%i% + H‘C., (33b)
~]Af1/45 = 516485 + Z)TIZ%BS + 528456 + 526455 + B;ZMBG

+ 528655 + I‘I.C.7 (330)
f1/46 = 5113486 + B;ESBG + 13254[;5 + H.C., (33d)
while for the stretching-bending number interaction
Tuyny = 11 (7t + 1) + iy (g + ts) + fi3(i2s + ). (34)

As we note this interaction involves products of number
operators.

The sum of operators @p appearing in the Hamiltonian
(30) runs over the permutations p =e, (123), (132). The
spectroscopic parameters are given in terms of the structure
and force constants. For the stretching parameters we
have

. 6
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hCOC3 = 47 E Wﬁ”/ﬂ’ (356)
. 121 R
heoy = ar 64w2 fmr, (35f)
while for the bending parameters
W (g, 6 B 1
hed! = hay + — g <—6q§ 4 +4| 40)1,#2 r4f9999 (36a)
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W (g 6 1
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For the parameters involved in the stretching—bending con-
tribution we have
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Table 1
Relation between the our Wilson matrix elements and the ones used by
Lummila et al. [24]
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0q, 0 e\ or 0
( 24145 2,
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4
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a% Wy 4 osppply, ¥3

where we have carried out the identification of the force
constants with the usual notation given by Lummila
et al. [24]

1
ﬁ]q’ = ﬁfﬁﬁ/a frqq’
e

(37e)

1 1
= Efreeﬁ quq’q” = Zfﬁ(-)ﬁ’ﬁ”a (38)
with similar expressions for the different combinations of
the subindices. For the Wilson Matrix and its derivatives
the relations are given in Table 1. Here, the reduced masses

are given by

1 11
B = = M= =">50- 39
g5, PTgl, kgl (39)

In the next section, we shall present a study of the overtone
spectra of stibine using the algebraic Hamiltonian (30).

4. Stibine overtone spectrum

We now proceed to apply the model presented in the
previous section to the stibine (SbHj3) overtone spectrum.

The aim of this work is to obtain the description of the
vibrational excitations of stibine considering all the avail-
able experimental energies and to show that an effective
Hamiltonian model not necessarily corresponds to a phys-
ically meaningful description. To this end we shall compare
our analysis with a previous algebraic description presented
in Ref. [22].

In the model presented in the previous section polyad
conservation is preserved. The resulting Hamiltonian (30)
allows anharmonic interactions and Fermi resonances but
not tunneling motion. The latter approximation is based
on the fact that no inversion splitting of vibrational energy
levels is observed. The equilibrium configuration of the sti-
bine molecule is pyramidal with structure parameters
Fo = 1.70A, and ZHSbH = 91.54° [24]. The point symmetry
group is %;,. This molecule has six degrees of freedom,
three of them associated with the stretching modes
(4, ® E) and three bending modes (A4; ® E). Although
the Hamiltonian (30) is not the most general, since we
are neglecting vibrational angular momenta and most of
the quartic stretching-bending interactions, we shall show
that this approximation provides reasonable results for
the available experimental data.

The diagonalization of the Hamiltonian (30) implies fix-
ing the parameters Ny and N,. Since the stretching number
of bosons are related to the dissociation limit, we shall take
the estimation N;=28 obtained from a fitting of the
stretching degrees of freedom by means of the equation
[9,12]

S
(JJE

Ny=—-—=.
20

(40)

In contrast, since bending modes do not necessarily lead to
dissociation, the bending boson number was considered as
a parameter, which may be determined using the criteria of
minimum deviation combined with the best description of
the force constants and components of the eigenstates.
Because of the normal character of the bending modes a
higher value of N, is expected. In fact only the parameters
{@?, 4p} are needed to obtain a pleasing description of the
bending energies, which reinforces our assumption. An
estimation of N, applying (40) for bends gives an estima-
tion of N, =70. We thus proceeded to explore higher
values of N,. Concerning the rms deviation and force
constants we did not obtain a significant improvement,
but the local character of the state |510000) increased from
0.68 for N, =70 to 0.96 for N, = 120, a feature that led us
to take N, = 120.

The Hamiltonian (30) involves 14 parameters. If we try
to carry out a fit the calculation becomes unstable. In par-
ticular the experimental data do not allow to obtain the
spectroscopic parameters associated with the Fermi inter-
actions. In other words, the number of stretching—bending
experimental energies is not enough to be able to optimize
the Fermi resonance force constants. Consequently we
have followed an approach similar to Lummila et al. [24],
where the four cubic force constants were fixed at the
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ab initio values. This procedure must be self consistent
since it is necessary to know the diagonal second order
force constants to obtain the Fermi coefficients. It is worth
noticing that this approach is viable due to the connection of
our model with the potential surface that we have established.

In our description we have considered all data reported
in Ref. [24]. Not all the energies where taken into account
in the study done by Lummila et al. Specifically the ener-
gies between 5050 and 5200 cm ™' were not included due
to large uncertainties in determining the band origins accu-
rately. The local mode pair of levels at 8029.2 cm ™' was
also excluded from the fit because of similar reasons. How-
ever, we decided to explore the reliability of the model to
describe the whole spectrum keeping the relation with the
force constants. Even fixing the parameters associated with
the Fermi interactions, not all the interactions involved in
the Hamiltonian (30) were finally included in the descrip-
tion. The criteria to choose the final set of parameters were
based on the following considerations: (a) order of the
interaction, (b) statistical analysis: correlation and errors
in the parameters, and finally (c) physical meaning of
the energy fit. Following these criteria we have found
that the interactions associated with the parameters
{af,i =2,3,4} should not to be included in the model.
Their inclusion leads to a fit with good convergence but
with a positive value for the force constant f,., contrary
to the expected value. We thus decided to consider the fol-
lowing simplified Hamiltonian

H 3 s SN
—zwgﬁ+stai3+a§1§ +wé’n+/1h2ajaj
i£] i#]
+ Ofifjif + Cif1jaa + Gof1yss + G 1yas + Cafiyas + njnlma
(41)

which is equivalent to the Hamiltonian proposed in Ref.
[24] with the exception of the anharmonic bending interac-
tion of. It is interesting to present the differences between
both approaches. In Ref. [24] Morse oscillators are consid-
ered for the stretching degrees of freedom and harmonic
oscillators for the bends. In addition, apart from the Morse
oscillator diagonal terms for the stretching vibrations, all
matrix elements were calculated with harmonic oscillator
formulas. On the other hand, in our approach the number
interaction jﬁ' plays the role of the anharmonic corrections
implicit in Morse oscillators. We have also considered
anharmonic contributions in the bending modes by includ-
ing the interaction /2. However, only the Fermi interactions
involve the operators bf(b).which characterize the unitary
approach.

The Hamiltonian (41) contains 7 free parameters, which
in turn determine the 7 force constants {f,., frw, frm, fo0,
Joo, foooo, fee }- The diagonalization is carried out in a
symmetry adapted basis which is obtained by projecting
the functions (1). This symmetrization procedure greatly
simplifies the calculations since the polyad blocks are
reduced to a block form according to the irreducible

representations (irreps) of the %3, symmetry group [12].
In Table 2 the distribution of the symmetry adapted func-
tions according to the irreps is displayed. From this table,
we see that for polyad 14 the original diagonalization of a
matrix of dimension 2178 x 2178 reduces to three diagonal-
izations of dimensions 398 x 398, 328 x 328 and 726 x 726,
corresponding to the irreps Aj, A,, and E, respectively.

The spectroscopic parameters are optimized by a least
square method. The quality of the fits is expressed in terms
of the rms deviation

Nesp 1/2

rms = Z(Eéxp - Eéal)z/(NeXP = Npar) | (42)

i=1

where N, is the total number of experimental energies
and Ny, the number of parameters freely optimized in
the fit. For all data included unit weights were used. During
the fits a statistical error analysis for the parameters was
carried out. Two types of uncertainty measures were de-
fined and computed for the parameters x;: the delta-error
(0x;) and the epsilon-error (ex;), whose meaning was ex-
plained previously in Ref. [13]. We have carried out a fit
involving all energies up to polyad P = 14 with boson num-
bers Ny, =28 and N, =120. In Table 3, we present the 23
experimental and the theoretical energies provided by this
fit, where an rms deviation of 1.27 cm~! was obtained. In
addition to the experimental and theoretical energies, Table
3 includes both normal and local labels, as well as the
square of the maximum component. The simultaneous
assignment of the states in both (approximate) normal
and local schemes is significatively useful since, in general,
some states may present a strong local character (stretching
states) and others (bending states) a normal character. This
feature allows to compare our assignments with the ones
described in Ref. [24]. The agreement is almost complete,
with the exception of the states at energies 4545 and
4513 cm ™. In both cases the bending character correspond
to one quantum in v4, while in Ref. [24] these states carry

Table 2

Distribution of the states according to polyad and symmetry

Polyad Ay Ay E Total
1 1 — 1 3
2 3 — 3 9
3 5 2 6 19
4 10 3 13 39
5 15 8 23 69
6 27 14 39 119
7 38 25 63 189
8 60 38 98 294
9 84 62 144 434

10 122 88 210 630

11 164 130 294 882

12 229 179 405 1218

13 298 248 546 1638

14 398 328 726 2178

In the computation of the total number of states the basis belonging to E
symmetry are counted twice due to the twofold degeneracy.
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Table 3
Energies (in cm™!) up to polyad P = 14 provided by the Fit using the Hamiltonian (41)
Polyad State (normal) Contribution (normal) State (local) Contribution (local) Energies
Exp. ¥ Theor. AE
Symmetry A,
1 2, 1.00 000100 1.00 782.24 782.64 —-0.4
2 2, 0.99 000110 0.60 1559.0 1559.07 0.0
2 4, 0.99 000200 0.60 1652.7 1651.88 0.8
2 1, 0.99 100000 0.99 1890.5 1890.30 0.2
3 1,24 0.97 100100 0.79 2661.0 2660.75 0.2
4 3, 0.58 200000 0.99 3719.93 3720.73 -0.8
5 1,314 0.66 200010 0.81 4545.0 4543.84 1.2
6 1,3, 0.66 300000 0.99 5480.29 5480.72 -0.4
6 13 0.71 210000 0.98 5607.0 5608.81 -1.8
8 1,3, 0.43 400000 0.95 7173.79 7173.2 0.6
12 1,34 0.35 600000 0.93 10358.0 10357.7 0.3
12 143, 0.37 510000 0.98 10691.5 10690.1 1.4
14 1534 0.23 700000 0.79 11843.5 11844.4 -0.9
Symmetry E
1 4 1.00 000010 1.00 827.85 830.46 -2.6
2 3 1.0 100000 1.00 1894.5 1894.5 -1.8
3 114 0.68 001001 0.96 2705.0 2704.26 0.7
4 1,3, 0.70 200000 0.99 3719.86 3721.11 -1.3
5 3,4 0.45 002010 0.99 4513.0 4513.57 —0.6
6 1,3, 0.36 300000 0.99 5480.0 5480.73 -0.7
8 1,3; 0.43 400000 0.99 7173.78 7173.21 0.6
12 1,3; 0.23 600000 0.93 10358.0 10357.7 0.3
12 143, 0.18 510000 0.96 10691.5 10690.0 1.5
14 1334 0.19 700000 0.79 11843.5 11844.4 -0.9
The rms deviation obtained is 1.27 cm~'. The boson numbers were taken to be N, =28 and N, = 120.
Table 4 Table 5
Parameters of the Hamiltonian (41) in cm™! Force constants derived from the spectroscopic parameters given in Table 4
Parameter Fit Errors Parameter This work Lummila et al. Ab initio
Epsilon Delta f,,,(an‘i’z)2 2.310 2.293 2.243
@, 1927.49 0.088 0.022 S (@A) ~0.0049 ~0.0042 ~0.0037
i 2334 0.096 0.075 f,:,,,‘r(aJA ) —36.92 31.62 35.20
x 33,695 0015 0.004 Joo(aJ) 0.6170 0.5797 0.5703
b 82158 0177 0.068 fm (aJ) —0.0171 —0.0161 —0.0117
A ~15.941 0.068 0.061 Jooooad) —2985 - —
o ~7.059 0.080 0.028 Jfroo(aJA )1 0.0308a 0.0308a 0.0308
¢ 50030 o _ S (anst1 ) —0.2001' —0.20011 —0.2001
t 10222 o - Sroo (aJA 7? 0.0504" 0.0504" 0.0504
t 3.808% o o Froe (aJA 72) 0.0562% 0.0562% 0.0562
2 3,093 - - Sy (aJA7) —3.899 —2.936 —
n —19.147 0.068 0.037 The Lummila surface was taken from Ref. [24], while the ab initio surface

The statistical error analysis has been included through the Epsilon and
Delta errors.
# Constrained value in the least square minimization.

the bending label v, = 1. The spectroscopic parameters as
well as the corresponding errors associated with this fit
are given in Table 4. We note that the epsilon as well as
the delta errors are smaller than the corresponding param-
eters. In addition the correlation matrix has been calculated
obtaining elements not greater than 0.96, which means that
the parameters are well determined.

From the spectroscopic parameters given in Table 4 and
the relations 35f, 36d and 37e we are able to obtain the
force constants. The results are displayed in Table 5. In

from Ref. [29].
# Constrained value in the least square minimization.

the same table, we have included for comparison the
parameters obtained by Lummila et al. [24] as well as ab ini-
tio results [29]. As we note, the general trend of the force
constants is pleasing with the exception of the force con-
stant f,,,,. whose sign is negative. To explain this discrepancy
we should remark that in the framework of the U(v+ 1)
model the zeroth order Hamiltonian corresponds to a set
of non-interacting harmonic oscillators, a fact explicitely
stated in Eq. (15). In our model, where polyad conservation
is considered and up to quartic order interactions are taken
into account, only quartic corrections are included. Hence,
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it is not expected that a correction of quartic order in the
harmonic oscillator leads to a correct asymptotic behavior.
A negative value for the constant f,,,,. reflects this fact,
which is a feature of this model as well as of all models
based on a harmonic oscillator basis in the framework of
this approximation. Concerning this point, models based
on Morse oscillators represent a better option since they
reflect the physical asymptotical behavior correctly, as
explained in Ref. [14].

An inspection of Table 3 shows that this molecule pre-
sents a local behavior in the stretching modes and a normal
character in the bending modes, a fact also reflected in the
local mode parameter defined by Child and Halonen [1],
which in the framework of this model may be defined as

¢ = garctan (ATN) . (43)
Y (0]

This parameter provides a measurement of locality, where
the extremes ¢ = +1 and £ = 0 correspond to pure normal
and local behaviors, respectively. From the parameters dis-
played in Table 4, for the Sb-H oscillators we obtain
£ =—-0.02, while for the £ H-Sb-H bending oscillators
¢ = —0.74. This behavior is similar to the arsine [14].

Recently the vibrational excitations of the stibine mole-
cule were described using the unitary group approach [22].
An effective Hamiltonian was constructed and diagonalized
in a symmetry adapted local basis, obtaining an rms devi-
ation of 1.7 cm™'. Translated into our reformulation the
proposed Hamiltonian was

=@+ Ay alay+ ol + BM, + Dli+ Ay
i#j

3
X Z&j&j + oIy + BuMy + E(f1aa + f 155
i#]
+ fijas + f1ya6)s (44)

where the additional interactions are given by

M, = ity + gy + iy, (45a)
My, = ighs + fisig + igh. (45b)
with parameters
o) =1925.30; A, = —0.77; o = —32.80; f, =6527
(46a)
o’ =792.74; )y =—428; o =16.09; B, =—81.62,
(46b)
& =—13.5239 (46c¢)

The advantage of our formulation compared with the tra-
ditional description given in Refs. [8,22] was already pre-
sented [12,13]. Here, we shall concentrate our discussion
in the physical meaning of the fits as well as some details
of the calculations. The comparison of our Hamiltonian
with (44) allows to identify three main differences: the

appearance of the interactions (45b), the lack of the inter-
action I,,,,, and the common factor in the Fermi contribu-
tion. Since the Fermi interactions derive in different
spectroscopic constants (see Table 4), the Fermi contribu-
tion in (44) seems not to be realistic. The Fermi interaction
involved is too restrictive to be justified. On the other hand,
the interaction 7,,,, which was proved to be relevant in our
description as well as in the Lummila’s model, is not con-
sidered, while the two additional interactions (45b) includ-
ed in (44) do not seem to be relevant as suggested by
Lummila’s and our own results. Let us now analyze the
set of parameters (46¢). Their comparison with the spectro-
scopic parameters displayed in Table 4 shows a strong dis-
crepancy in the set {4, 4y, }. The 2’s provide the force
constants {f,-, fy } and consequently their values derived
from (46¢) are far from the expected values obtained from
other methods. Other peculiar features are the large values
of the f’s and the strong positive anharmonicity of the
bending modes expressed by of. It seems that they acquire
those values as a compensation of the unrealistic Fermi
interaction. Another difference is concerned with respect
to the character of the eigenvectors. We notice that the
pure bending states [000110) and |000200) obtained by Plu-
chart et al [22] are almost pure, a result that contrasts with
the fact that the bending modes are supposed to be close to
a normal behavior. We consider this result is not expected
since in our work all the symmetrized components are tak-
en into account in the assignment of the local contribu-
tions. Our description has the advantage that both
normal and local labels are obtained and we appreciate
from Table 3 that these states are almost purely normal,
a result in accordance with the result of Ref. [24]. Finally,
we should mention that action of the Hamiltonian on the
eigenstate |000100) does not seem to provide the reported
eigenvalue in Ref. [22]. In addition, Table 2 of Ref. [22]
does not present the correct number of states starting
from polyad 5, as may be checked by comparison with
our Table 2.

The present analysis constitutes an example of the
importance of having established the connection between
the U(v+ 1) algebraic approach and the traditional
descriptions in configuration space in order to obtain a
realistic description of vibrational spectra. Another exam-
ple is the work by Hou [30], who, using the SU(2) model,
proposes an effective Hamiltonian including Fermi interac-
tions in the wrong way, a fact reflected in the rms deviation
obtained of 7.71cm™! with a maximum difference of
22.95 cm™'; an unacceptable description for spectroscopic
standards.

5. Summary and conclusions

We have presented a simple model to describe the
observed overtone spectra of stibine in the framework of
the new formulation of the unitary group approach recent-
ly proposed [12,13]. Starting with the Hamiltonian in terms
of local curvilinear coordinates, we obtain the algebraic
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representation of the Hamiltonian by means of the rela-
tions (9). The resulting Hamiltonian is diagonalized in
the symmetry projected basis (1). From the spectroscopic
parameters the force constants are obtained. This approach
has the advantage of taking into account anharmonic
effects from the outset through the operators (4), but keep-
ing the connection with the traditional models in configura-
tion space.

We succeeded in obtaining a high quality description of
the vibrational excitations of the stibine molecule. The least
square fit to the experimental energies allowed to obtain a
potential energy surface which agrees well with previous
calculations. The experimental data available however is
still too scarce to investigate the isotope invariance of our
surface. The rms deviation obtained was 1.27 cm ™" includ-
ing 23 experimental energies up to polyad 14. In the fit
almost all quadratic interactions were neglected. We only
kept number operators that took into account anharmonic
effects. An attempt to improve the description including
additional quartic interactions in order to reduce the rms
deviation failed due to the appearance of a large deviation
in the force constant f,.. We believe this problem is a con-
sequence of the lack of experimental energies considered in
the fit. The force constants were calculated obtaining good
agreement with previous studies. Up to the approximations
considered this model however is unable to provide the cor-
rect asymptotic behavior, a fact reflected in the sign of the
force constant f,,,... Concerning this point, models based on
Morse oscillators offer a better option.

One of the advantages of our method is that we are able
to provide both local and normal assignments. All local
labels were in full agreement with Lummila et al. [24].
However, concerning the normal labeling, we obtained
the assignment v4 =1 for the states associated with the
energies 4513 and 4545 cm™ !, instead of the label v, =1
given in Ref. [24]. Another important feature of our
approach is that we were able to take advantage of ab initio
force constants to consider the Fermi interactions in similar
form to the description of Lummila et al. This fact allowed
to carry out the fit with reliable results. The comparison of
our approach with a previous description of the stibine
molecule using the same unitary approach allows to stress
the importance of having established the connection with
configuration space.

We believe that the application presented for stibine
makes clear the advantages of our method to describe
vibrational excitations beyond the proposal of effective
Hamiltonians used in previous applications [22,30].
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Abstract

An algebraic model to describe inelastic collisions between an atom and
a diatomic molecule within the semiclassical approximation framework is
presented. For the interaction in the diatomic system a Morse potential
is considered, while an exponential function is taken for the atom—diatom
interaction. The original atom—diatom Hamiltonian is transformed into a time-
dependent Hamiltonian for the diatomic system. In the interaction picture
framework the interaction potential is approximated by a linear expansion in
terms of the generators of the SU(2) group, the dynamical algebra for the
Morse potential bound states. A minimization procedure to determine the
time-dependent coefficients is proposed. The transition intensities are given in
terms of matrix elements of the product of exponentials of the Morse potential
dynamical group generators. A comparison of the algebraically obtained
transition probabilities with the exact semiclassical results is presented.

(Some figures in this article are in colour only in the electronic version)

1. Introduction

The study of molecular collisions represents an active field both from experimental and
theoretical points of view [1-7]. In particular, collinear atom—diatom molecule collisions have
played an important role in understanding the reactive dynamical processes as well as assessing
different approximations. Inearly works the diatomic molecule binding potential was modelled
as an harmonic potential, but later on a Morse potential was considered. The atom—diatom
scattering has been studied in detail both classically and quantum mechanically [§-11]. In
particular, exact quantum mechanical calculations have been obtained for harmonic [12] and
Morse [13] binding potentials. Since significant differences among the different potentials
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are present [14], these analyses have turned out to be of fundamental importance to test the
different approximations, among of which stands out the semiclassical approximation [15-20],
and in particular the S-matrix theory [19, 20]. In general, the semiclassical approximation is a
reasonable approach to deal with molecular collisions. This remarkable fact suggests to apply
the approximation with confidence in more complicate situations where quantum mechanical
results are far from being obtained in exact form.

Among the different semiclassical approaches [19, 20, 18], we shall adopt the case in
which the translational motion is treated classically, while the vibrational degrees of freedom
are described quantum mechanically. In this semiclassical approximation the Hamiltonian of
the atom—diatom system is substituted by a time-dependent forced oscillator, whose solution
may be obtained in terms of an expansion of the time-independent eigenfunctions. An
alternative approach is offered by Lie algebraic techniques [21] using the time evolution
operator formalism [22]. This approach is suitable when the interaction potential can be
expressed in terms of a linear combination of elements of an algebra. In such a case, the
evolution operator can be written as a product of exponentials of those elements [23].

The Lie algebraic method has been extensively used when a harmonic oscillator is
considered for the binding potential with different approximations [24-27]. In any case,
the classical trajectory has to be considered carefully since the approach is not unique. Initial
conditions for the classical equations of motion must be specified, but a proper averaging
should also be considered keeping the symmetry in the initial and final states [28]. One
possibility, extensively used, consists in considering one classical trajectory with the oscillator
initially at rest, with the colliding particle having a velocity that equals the average of the
initial and final collision velocities [28, 26].

Most of the efforts to consider a binding Morse potential are focused on adding anharmonic
terms to the harmonic potential [29-32]. An early work considering the Morse potential from
the outset was presented by Levine, who dealt with this problem by means of a qualitative
analysis using the su(2) algebra [33, 34]. Later on additional works [35-38] presented
in more detail the dynamics of this system for the linearly driven Morse oscillator, albeit
without a detailed comparison with exact quantum results. These works were based on the
isomorphism between the two-dimensional harmonic oscillator and the Morse potential [39],
with the disadvantage that a correspondence between the su(2) algebra and the configuration
space was not clear. Recently, in a series of works [40—43], the realization of the coordinate
and momentum in terms of creation and annihilation operators of the Morse functions was
established, a fact that allows the problem to be formulated in configuration space and latter
on to introduce an algebraic realization in order to take advantage of the algebraic techniques
[39, 44]. In this way, a one-to-one correspondence with the methods developed in configuration
space can be established.

The purpose of this work is to present a new algebraic approach to describe in a
semiclassical approximation the atom—diatom collision process considering a Morse oscillator
for the diatom bonding potential. In our approach we introduce an su(2) algebraic realization
of the internal coordinate of the diatomic system, carry out the linear approximations for
the expansion of the interaction potential and establish the equations to be satisfied by the
corresponding time-dependent coefficients. Since we are considering the dynamical algebra
su(2), only the bound states of a Morse oscillator are taken into account. However our model
is general, and continuum effects may be introduced by introducing the su (1, 1) algebra [45].
It is important to remark that the proposed approach is suitable to be applied to any system
where the dynamical group is known. For this reason this work is intended to be the basis for
more complicated situations, like redistribution energy in one-dimensional atom—polyatomic
collisions. Because of the way we propose to carry out the average in terms of the density
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operator, excited states and temperature effects may be incorporated into the model. It should
be noted that the present treatment produces a scattering S-matrix which is unitary, and it is
obtained from an algebraic approximation of the interaction. This allows the model to be
used independently of the semiclassical approach. In addition, since in the framework of
this approach analytic expressions for the transition probabilities are obtained, this opens the
possibility of applying the method in a phenomenological fashion, fitting the parameters for
some transitions to thereafter predict the rest of transition probabilities.

In section 2, the scattering Hamiltonian is established within the semiclassical
approximation. Section 3 is devoted to dealing with the algebraic solution associated with the
scattering Hamiltonian in terms of the time evolution operator formalism, taking advantage of
Lie algebraic techniques. The results are discussed in section 4, where a comparison with the
exact semiclassical results are discussed. Finally, in section 5 the summary and conclusions
are presented.

2. Scattering Hamiltonian

We start by establishing the Hamiltonian of the collinear collision between an atom of mass
m 4 and a diatom with masses m g and m¢. Following the approach of Secrest and Johnson [12]
and Clark and Dickinson [13], the Hamiltonian in units of zw and dimensionless coordinates x
(linked to the relative atom—diatom motion) and y (related to the molecular vibrational motion
around the equilibrium position) takes the form [13]

2

1 9 N A
H=———+V —y)+ Hy, 1
2 9x2 AB(X —y) M (1

where m is given by
mamc

= , 2
M= s 2)
and
M =myg+mp+mc, 3)
while Hy is the Morse Hamiltonian for the diatomic system
N 1 9°
Hy=—=—+D(1—e ™) 4
M=—gg A=) 4)

In these dimensionless units, the Morse parameters take the simple form [13]

—\/5 D=-= 5
ﬂ_ ;7 _Zv ()

with the Morse eigenvalues
1
En) = (v+1/2) — —(v+1/2)%, with v=0,1,...,j—=1, (6)
K

where k = 2j + 1 is related to the depth of the potential [39, 43]. The contribution Van (x—y)
is a repulsive potential given by [13]
Vap(x —y) = Ve ™™, (7)
where « determines the steepness of the interaction and V) is a constant.
In the semiclassical approximation, a classical trajectory for the coordinate x is extracted
from the Hamiltonian (1) by eliminating the dependence on the variable y. For that purpose
we introduce the density operator

Umax

p =2 pliv)ijvl, ®)
v=0
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with the constraint

Umax

dop=1 ©)
v=0

The states | jv) stand for the Morse bound states with the number of quantav =0, 1, ..., j—1,
and consequently the maximum value for vy, is j — 1. The density operator parameters p,
describe the average excitation probability of the molecular states during the collision, where
all the bound states are not necessarily involved. This explains the upper limit in the sum to
Umax < J — L. For low excitation probabilities, pp ~ 1 and p, < 1 forv > 1. For vy, > Othe
weights p, may be considered as parameters or determined according to a specific distribution,
like the Boltzmann distribution, in case the temperature effect is to be considered.
In this scheme, the average of the interaction potential is given by

(Vap) = Tr(pVap) = Voy e, (10)
where we have introduced the definition
y =Y puljvle”]jv). (11)
v
The average of the Morse Hamiltonian is
€= (Hy) =Tr(pHwv) =Y pyEm(v). (12)
Then, the classical Hamiltonian associated with equation (1) can be written as
N P2
Ha = Tr(pH) = - + Voy e ™ +¢, (13)
m

where P is the momentum associated with the x coordinate. The classical trajectory associated
with the x coordinate is obtained taking into account that H, corresponds to the conserved
total energy E7: Hq = E7, and itis

—ax(t) E 2 E
e = ——sech —at |, (14)
Voy 2m

where £ = E7 — € and the classical turning point is defined by
1 E )
t=0, x0)=——In{—). x()|=0 = 0. (15)
o V())/

The corresponding internal quantum mechanical Hamiltonian in the semiclassical
approximation 7 is the difference between the total Hamiltonian (equation (1)) and the
classical one (equation (13)):

Hi =T —Ha = (Hu(p,y) =)+ V(y,1), (16)
where H M(p, y) is the Morse Hamiltonian (4) and the interaction is given by

V(y, 1) = F()[e® — v, (17)

F(t) = —sech®| [ —at |. (18)
y 2m

Here, the time 7 is dimensionless given in terms of the characteristic time of the molecule 1/w.
In this approach, we have thus substituted the original atom—diatom Hamiltonian (1) for the
driven Morse oscillator (16).

where
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3. Algebraic solution

The time-dependent solution associated with the Hamiltonian (16) provides the possibility of
obtaining the transition probabilities for the diatomic system. This goal can be achieved in the
framework of the interaction picture combined with an algebraic scheme based on the SU (2)
dynamical group of the Morse potential.

The action of the creation b’ and destruction b operators for the bound states of the
one-dimensional Morse functions |j, v) is given by [43]

St \/ v+1Y\ |
b'j,v) = (v+l)<l—T)|J,v+l), (19)

blj,v) = v(1—£>|j,v—1). (20)

A

These ladder operators, together with the number operator 0, satisfy the su(2)
commutation relations. Here, we prefer to introduce the operator b, defined as

A 2
bolj. v) = —(j = D)Ij. v), 1)

since in the harmonic limit (k — o0) this operator goes to the unit. In addition to the su(2)
generators {bT, b, by}, one can consider the identity / operator: {/, b, b, by}. In the framework
of the interaction picture, the interaction potential takes the explicit form

Vi(t) = =9y (y, 1) e iHu—or (22)

We now intend to approximate (22) as a linear combination of the generators of the u(2)
algebra

Vi(t) & aog(t) T + (1) +ax ()b + a3 (t)by, (23)
where the coefficients «; (#) should be determined. To this end, it is convenient to define the
operator

A = Vi) = lao) T + a1 (Db + (Db + a3(0) by, (24)

since A represents the difference between the exact operator V(¢) and its linear algebraic
approximation. The error of the approximation is estimated by calculating the average of the
square of the A operator:

(A% = Tr(pA%) =Y p,(jvIA%|jv). (25)
v
If we now demand that our approximation provides the minimum error
(A%
dae(t)

the following set of linear equations is obtained:

0, k=0,1,2,3, (26)

3

DY Pl XX+ XiXeljv) fait) =Y puljvI Vi) Xi + XiV (1)1 jv), 27)
i=0 v v
where

n ~ ~ 2
Xo =1, X, = b, X, = b, Xy =by==(j — D), (28)
K
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whose solution is given by

2
() = =5 (=3 pu(j = v), (29)

U+l
mm=£%;;m+mowmmamMO—gyMWWv—m<m>
a(t) = oy (1)*, 31)
M@):_gFO)Eprj—wgnwwuwfy]7 @2)

>, oG = )] =, pu(j — v)?
where we have introduced the following definitions:
1

nm=2m@ww—ﬂy (33)
AE, = Ey(v) — Egq(v — 1). (34)

As shown in (29), ao(¢) and o3 (¢) are related. For the particular case py = 1, we can determine
o1 (t) and o, () but ap(¢) and a3 (¢) are indetermined. For a complete determination we will
consider the case pg = 1 — ¢ and p; = ¢ with ¢ — 0, given the constraint (9), and obtain

ao(t) = jE@((, 1e™ 1/, 1) = (7, 0[e™]}, 0)), (35)
o (t) = \/EF(I) expliAEt]{j, 1]e*| ], 0), (36)
ax(t) = a1 ()", (37
a3(t) = —%F(r)((j, 1e® 1 j, 1) = (j, 01e*[], 0)). (38)

In this case, € = (I:I M) = Ewm(0) and the evolution operator takes the form [23]
Ui(t) = e*iﬂo(f)i e*iﬂ1(1)5T e*iﬂz(t)la e*iﬁs(f)go. (39)

This operator is unitary although not unique; it depends on the order of exponentials as well
as on the basis used for the generators of the SU (2) group, i.e. spherical and Cartesian basis.
Any choice, however, leads to the same result because the time-dependent functions g; ()
are modified through the different differential equations to be solved. In particular, the order
given in (39) is appropriate because it leads to a closed expression for the matrix elements.
The advantage of using the Cartesian basis will be discussed elsewhere [46].

Substitution of equation (39) into the differential equation

d N
iEUI(t) = ViOUi(1) (40)
leads to the set of differential equations
,3:0(1‘ ) (1)
Bi@) | _ oy (1)
o) | =N i) | @b

B3(1) a3 (1)
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where
1 0 0 0
0 B 2ip1
j— K K
N@) = 0 e e | (42)
0 0 —iB 1
These equations are solved with the boundary conditions U;(—o0) = I, which implies

Bi(—o0) = 0. The transition probability from the initial state |j, v;) to the final state |, v)
is then given by

P(vi = vp) = (. vyIS1j. v, (43)
where

S = Ui(c0). (44)
Introducing the definitions

& = Bi(00), i=0,1,2,3, (45)
we thus have for the transition probabilities

P = vp) = |(j, vsle 0 7P &7 i0M) iy, 2, (46)
and explicitly
P(v; > vy) = ewlm(“)vi!vf!|§1|2(”f’“")

v; , 2
X Z L2 fivp s:6)] (47)

e sl =) vy — v +5)!

with
—vi+s—1
fui,vp, s 6) = (K ovirs D . (48)
VTS (0 — v — DIk — vy — 1)!

For k — o0, this result reduces to the harmonic oscillator case presented in [26]. It should be
noted that the S-matrix as defined above is unitary, because the evolution operator is unitary.
Besides, due to the time reversal symmetry of equation (40), the detailed balance property
(P(vi = vy) = P(vy — vy)) is fulfilled.

4. Results

In this section, we analyse the results provided by our model. To this end we shall compare our
algebraic approximation with the exact bound solutions of the semiclassical approximation
provided by the solutions of the time-dependent Hamiltonian (16)—(18), explicitly given by

0 N .\
iE‘P(yvt) =[(Hm —€)+ V(y, DI¥(y,1). (49)

If we expand the solution in terms of the eigenfunctions W) (y) of the time-independent Morse
oscillator, we have
j-1
W(y, ) =) Cyt)e "FMIIw(y), (50)
v=0
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whose substitution into (49) gives rise to the set of differential equations

j—1

d @ 1] (wile® — .
i—Ci(t) = Z —gech? |:_:| MCUU) e_”(EM(U)_EM(Ui))’ (51)
dr —~ 4& 2& yao

where we have introduced the definitions

® = 2v/2mE, (52)

1 /m
é:; ﬁ (53)

Here, £ is the adiabaticity parameter given by the ratio of the characteristic time of the collision
to the characteristic time for the internal motion [4, 47]. Small values of & relative to unity
correspond to the sudden limit and large values compared to 1 to the adiabatic limit. On the
other hand, & is related to the integral of the interaction potential [47]. Small values of &
relative to 1 mean that the collision is dominated by the elastic channel, while for values of ®
larger than 1 indicate that the coupling to vibrational states is important, leading to vibrational
excitation if the adiabaticity parameter £ is not large.

Let us now consider that at 1 = —oo the system is the eigenstate \IJ,{,. (v), which means
that
0 s
Cu(~o0) = {1 . (54)
vV ="7;.

The transition probability to the state \Ilif () is then given by
P(vi — vp) = |Cy; (+00) . (55)

Note that a set of differential equations must be solved for each initial condition, a fact that
is in contrast to our algebraic approach, where the transition intensities are given in a closed
form.

In the limit of small &£ (sudden approximation), small & (linear coupling), large j (harmonic
approximation) and small ® (weak coupling), it can be demonstrated that the probability of
excitation from v; = 0 to vy = 1 is, in both the exact semiclassical and the algebraic
approaches, ®2/2. Explicitly, we have
P2 (v; +v r+ D
Pwi = vy) =0y, v £1)———F——.

2 2

In general, the excitation probabilities decrease exponentially with &, as exp(—&m), while
they increase at most quadratically with ®.

In the following we shall present the analysis of three systems, representing different
degrees of anharmonic behaviour and dynamic conditions, and compare the exact semiclassical
(55) and the approximate algebraic results (47) for the transition probabilities. These three
systems are those studied in [13] and the parameters characterizing the collision are taken
from there without any tuning.

Let us start considering the collision Br,+(H;), which involves a diatomic system highly
harmonic. In this case, the parameters that characterize the system are m = 0.006 268, o =
0.1278 and D = 75.525 (x = 302) [13]. Note that, for the largest values of the collision
energy, £ = 8, we get ® = 0.633, and £ = 0.155. Thus, we have a case in which the coupling
is moderately strong, and the collision is close to the sudden limit. For lower collision energies,
@ is smaller while £ is larger but still smaller than 1. In table 1, the transition probability
predicted by our algebraic model is displayed. The exact semiclassical transition probabilities

(56)
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Table 1. Transition probabilities, P(v; — vy), at various energies (in units of 7w) for the system
Bry+(Hz) whose characteristic dimensionless parameters are m = 0.006268, « = 0.1278 and
D = 75.525. The numbers in brackets are powers of 10. Exact stands for the results of solving the
time-dependent Schrodinger equation for the problem (49) within the semiclassical approximation
(16)—(18). Algebraic stands for the approximated algebraic results for the same problem (47) .

P(v;i — vy)
Energy 0—1 0—2 0—3 1—2 1—-3 2—3
Exact 2.45(=2)
2 Algebraic 2.47(-2)
Ratio 0.989
Exact 4.64(-2) 1.19(=3) 9.17(=2)
3 Algebraic 4.70(-2) 1.16(—3) 8.92(-2)
Ratio 0.987 1.03 1.03
Exact 6.79(—2) 2.59(-3) 7.34(-5) 1.30(—1) 7.96(—3) 1.86(—1)
4 Algebraic 6.88(—2) 2.54(=3) 6.23(-5) 1.27(-1) 7.20(—3) 1.76(—1)
Ratio 0.986 1.02 1.18 1.02 1.10 1.06
Exact 8.83(-2) 4.50(-3) 1.67(—4) 1.65(—1) 1.35(=2) 2.28(—1)
5 Algebraic 8.96(—2) 4.42(-3) 1.45(—4) 1.62(—1) 1.23(-2) 2.18(—1)
Ratio 0.986 1.02 1.16 1.02 1.10 1.05
Exact 1.08(—1) 6.86(—3) 3.16(—4) 1.96(—1) 2.02(=2) 2.62(—1)
6 Algebraic 1.10(—1) 6.76(—3) 2.78(—4) 1.92(—1) 1.85(-2) 2.53(—1)
Ratio 0.985 1.01 1.14 1.02 1.09 1.04
Exact 1.26(—1) 9.64(—3) 5.30(—4) 2.23(—1) 2.79(=2) 2.89(—1)
7 Algebraic 1.28(—1) 9.53(=3) 4.70(—4) 2.19(—1) 2.57(=2) 2.80(—1)
Ratio 0.984 1.01 1.13 1.02 1.08 1.03
Exact 1.44(-1) 1.28(=2) 8.17(—4) 2.46(—1) 3.63(-2) 3.09(—1)
8 Algebraic 1.46(—1) 1.27(=2) 7.32(—4) 243(—1) 3.36(—2) 3.02(—1)
Ratio 0.984 1.01 1.12 1.01 1.08 1.02

are also included. For comparison the ratio between our results and the exact semiclassical
intensities is given. The resemblance of the intensities predicted by our model with the exact
results is remarkable.

The second studied system is No+(N). In this case, the parameters characterizing the
system and the collision are m = 0.5, = 0.114 and D = 40.81 (¢« = 163) [13]. The
corresponding parameters (53) for E = 8 are ® = 5.66 and & = 1.55. Thus, in this case
the coupling is strong, and the collision time is longer than the excitation time 1/w, so that
the system is more ‘adiabatic’ than ‘sudden’. This explains that excitation probabilities are
smaller than in the previous case. Here, as «, and hence j, are smaller than in the previous
case, anharmonic effects are important. In table 2, the results are presented in the same format
as in table 1. The algebraic results are also in good agreement with the exact results for this
more anharmonic system. This is remarkable since several orders of magnitude are explored.

Finally, let us present the most anharmonic system analysed by Clark and Dickinson [6],
the collision system H,—He. In this case, the parameters characterizing the system and the
collision are m = 0.667,« = 0.314 and D = 9.3 («k = 37) [6]. This leads, for E = 8, to
® = 20.8 and £ = 0.65. Here the coupling is very strong, and the collision time is smaller
than the excitation time, and so the system is more ‘sudden’ than ‘adiabatic’. In table 3, the
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Table 2. Transition probabilities, P(v; — vy), at various energies (in units of Zw) for the
system Np+(N2) whose characteristic dimensionless parameters are m = 0.5, = 0.114 and
D = 40.81. The numbers in brackets are powers of 10. Exact stands for the results of solving the
time-dependent Schrodinger equation for the problem (49) within the semiclassical approximation
(16)—(18). Algebraic stands for the approximated algebraic results for the same problem (47) .

P(vi — vy)
Energy 0—1 0—2 0—3 1—2 1—-3 2—3
Exact 3.50(—8)
2 Algebraic 6.09(—8)
Ratio 0.575
Exact 5.35(—6) 1.71(—11) 1.28(-5)
3 Algebraic 8.91(—6) 3.94(—11) 1.77(=5)
Ratio 0.601 0.433 0.721
Exact 0.79(—4) 3.58(—9) 1.24(—13) 1.82(—4) 1.43(-8) 3.14(—4)
4 Algebraic 1.25(—4) 7.81(—9) 3.23(—13) 2.49(—4) 2.32(—8) 3.71(—4)
Ratio 0.628 0.458 0.383 0.729 0.618 0.847
Exact 4.49(—4) 1.14(=7) 2.16(—11) 1.01(=3) 4.38(=7) 1.72(=3)
5 Algebraic 6.85(—4) 2.33(=7) 5.26(—11) 1.36(—3) 6.90(—7) 2.03(-3)
Ratio 0.656 0.489 0.411 0.746 0.635 0.851
Exact 1.56(—3) 1.36(—6) 0.87(—9) 3.47(-3) 5.08(—6) 5.81(=3)
6 Algebraic 2.28(-3) 2.59(—6) 1.95(-9) 4.53(-3) 7.67(—6) 6.73(—3)
Ratio 0.684 0.525 0.448 0.768 0.662 0.864
Exact 4.03(-3) 0.90(-5) 1.47(-8) 0.89(-2) 3.29(-95) 1.46(—2)
7 Algebraic 5.65(-3) 1.60(—=5) 2.99(-8) 1.12(-2) 4.71(=5) 1.66(—2)
Ratio 0.713 0.564 0.491 0.792 0.697 0.883
Exact 0.86(—2) 4.04(=5) 1.39(=7) 1.85(=2) 1.45(—4) 3.02(-2)
8 Algebraic 1.15(-2) 6.67(—5) 2.56(—7) 2.26(—2) 1.96(—4) 3.34(-2)
Ratio 0.743 0.606 0.541 0.819 0.738 0.905

results are presented in the same format as in preceding tables. Again, the agreement between
the approximate algebraic results and the exact ones is fair in spite of the high anharmonicity
of the system. The agreement is especially good for the excitation of one quantum and worse
for two- and three-quanta excitation. The reason for this is that the parameter « is not small,
and this means that the Taylor expansion of the interaction exp(«y) will contain higher powers
of y. This leads to terms in the interaction that can change the number of quanta in more
than one unit. However, the algebraic interaction only contains terms which change at most
one unit. Thus, our model takes into account the effects of anharmonicity, associated with the
Morse potential, but we do not take into account the effects on nonlinearity, which arise when
the interaction can excite more than one quantum.

Because of the linear approximation in (23), as the interaction potential decreases, the
intensities predicted by our model are expected to reproduce the exact semiclassical transition
probabilities, from the ground state to the first excited state. In order to evaluate the model
we have introduced the parameter, R, to be able to modify the force interaction in both the
algebraic model and the exact semiclassical description

i
F(t) = R—sech —at |, 67
% 2m
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Table 3. Transition probabilities, P(v; — wvy), at various energies (in units of Zw) for the
system Hp+He whose characteristic dimensionless parameters are m = 0.667, « = 0.314 and
D = 9.3. The numbers in brackets are powers of 10. Exact stands for the results of solving the
time-dependent Schrodinger equation for the problem (49) within the semiclassical approximation
(16)—(18). Algebraic stands for the approximated algebraic results for the same problem (47) .

P(v;i — vy)
Energy 0—1 0—2 0—3 1—2 1—-3 2—3
Exact 3.98(—3)
2 Algebraic 9.10(—3)
Ratio 0.492
Exact 3.27(=2) 0.70(=3) 7.77(-2)
3 Algebraic 5.12(-2) 1.34(-3) 9.45(-2)
Ratio 0.639 0.518 0.822
Exact 0.97(—1) 6.41(—3) 3.42(—4) 2.01(—1) 2.47(-2) 2.95(—1)
4 Algebraic 1.22(—1) 8.31(=3) 3.67(—4) 2.07(—1) 2.16(=2) 2.64(—1)
Ratio 0.793 0.771 0.931 0.974 1.14 1.12
Exact 1.81(—1) 2.51(=2) 2.73(-3) 3.09(—1) 8.25(—1) 3.87(—1)
5 Algebraic 1.94(—1) 2.35(=2) 1.85(=3) 2.94(—1) 5.69(—1) 3.35(—1)
Ratio 0.931 1.07 1.48 1.05 1.45 1.16
Exact 2.60(—1) 6.16(—2) 1.09(=2) 3.44(—1) 1.64(—1) 3.78(—1)
6 Algebraic 2.53(—1) 4.45(-2) 0.51(-2) 3.38(—1) 1.00(—1) 3.37(—1)
Ratio 1.03 1.38 2.14 1.02 1.64 1.12
Exact 3.14(—1) 1.13(—1) 2.79(-2) 3.16(—1) 2.26(—1) 3.00(—1)
7 Algebraic 2.93(—1) 0.67(—1) 0.98(—2) 347(—1) 1.39(—1) 3.01(—1)
Ratio 1.07 1.70 2.85 0.91 1.63 1.00
Exact 3.34(—1) 1.73(—1) 4.34(-2) 2.68(—1) 2.34(—1) 2.05(—1)
8 Algebraic 3.20(—1) 0.86(—1) 1.50(=2) 3.39(—1) 1.68(—1) 2.58(—1)
Ratio 1.05 2.01 3.57 0.792 1.39 0.795

so that we can reduce the interaction potential in a stepwise manner by varying this parameter.
Note that R scales the parameter ® which measures the probability of excitation. For small R,
excitation probabilities which change one quantum dominate, and the excitation probability
scales as R2. From figures 1-3, we represent how the transition probabilities evolve as a
function of the parameter R for different values of the collision energy E and for different
transitions for the system H,—He. For small R, excitation probabilities which change one
quantum dominate, and the excitation probability scales as R>. The algebraic and semiclassical
probabilities are in good agreement for small R. As R increases, there are larger deviations
between the algebraic and semiclassical calculations, although the trends are qualitatively
similar. We have performed an algebraic calculation setting @z = 0. This calculation excludes
the effect of the by operator, which is a genuine anharmonic term, appearing in the su(2)
algebra. It should be noted that, while 5" and b have their counterparts in the harmonic
oscillator, there is no harmonic counterpart to Bo. We see that the exclusion of this term
produces a complete disagreement between the semiclassical and the algebraic calculation.
This indicates the importance of using the su(2) algebra to describe collisions of anharmonic
molecules.
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Figure 1. Intensities for the system Hy+He as a function of the parameter R by taking E = 4hw.
The dashed line is the algebraic result. The full line corresponds to the exact semiclassical result.

The dot-dashed line corresponds to the algebraic result with a3 = 0.

5. Summary and conclusions

In this work, an algebraic approach to describe inelastic atom—diatom collisions in the
framework of a semiclassical approximation has been presented. The basic idea consists
of transforming the original three-body quantum mechanical problem into a time-dependent
description of the diatomic molecule by introducing the classical trajectory of the projectile.
The excitation probabilities are then obtained integrating the time-dependent differential
equations.

We compare this semiclassical solution with that obtained by an algebraic approach in
which the time-dependent interaction is substituted by a suitable combination of generators
of the su(2) algebra. The combination is determined to minimize the matrix elements of a
positive-definite operator A which is the difference between the ‘exact’ semiclassical and
the algebraic approach, in a reference density matrix. Once the interaction is written as a
combination of the generators, the time evolution operator becomes a unitary representation
of a certain element of the SU (2) group, which is given in terms of product of the exponentials

of these generators.
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Figure 2. Intensities for the system Hp+He as a function of the parameter R by taking £ = 6hiw.
The dashed line is the algebraic result. The full line corresponds to the exact semiclassical result.
The dot-dashed line corresponds to the to the algebraic result with a3 = 0.

Our approach is compared with the exact semiclassical description. Three systems
were analysed with different degrees of anharmonicity. For closely harmonic systems, close
to the sudden limit, Br,+(H,) for instance, the model reproduces quite well the transition
intensities. For more anharmonic systems, far from the sudden limit, such as N+(N;) the
algebraic description is still very reasonable. For very anharmonic systems, such as Hp+He,
the one-quantum excitation probabilities are very well described, although higher quanta are
underestimated in the algebraic model. This is due, however, to the presence of terms in the
interaction which may excite several quanta.

The introduction in our formalism of the density operator provides a general scheme
where different weights may be included to the different quantum mechanical states of the
diatom. This opens the possibility of considering excited states and temperature effects. In
addition, this formalism may be applied to collinear collisions between arbitrary molecular
systems, for instance atom—triatomic and diatom—diatom collisions.

A remarkable result of our approach is that it represents the first time that a coherent and
complete scheme of the su(2) algebraic model is used to describe the collinear collision of
an atom with a Morse potential. Our approach may also be used to reproduce the transition
probabilities provided by the exact quantum mechanical calculation obtained by Clark and
Dickinson [13], as we shall show in a forthcoming contribution [46].
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Figure 3. Intensities for the system Hy+He as a function of the parameter R by taking E = 8hw.
The dashed line is the algebraic result. The full line corresponds to the exact semiclassical result.
The dot-dashed line corresponds to the algebraic result with a3 = 0.

It should be noted that the present algebraic model can be used to interpret experimental
data without the need to refer to some classical trajectory or some analytic form of the
interaction. Once the characteristic data for the molecule are known, the mass m and the depth
D, the crucial parameters are ® and &, and these can be obtained from a fit to the excitation
probabilities P(v; = 0 — vy = 1) at two different energies. From the knowledge of these,
the parameter « and all the rest of the calculation ingredients can be obtained. Thus, one will
be able to describe all transition probabilities, at a wide range of collision energies, from the
algebraic model.
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