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Introduccion

Muchos problemas de la fisica y de la geometria tienen una formulacién varia-
cional, es decir, pueden plantearse en términos de encontrar el minimo (o,
més en general, un punto critico) de una funcién. Por ejemplo, un problema
cldsico muy importante es el siguiente: Dada una superficie en R3, ;existe
una trayectoria de longitud minima, una geodésica, entre dos puntos dados
de dicha superficie? O, dada una esfera, sabemos que entre cualesquiera dos
puntos existe una trayectoria minima y jsi le quitamos un punto a la esfera,
sigue existiendo?

Para abordar este tipo de problemas, necesitamos criterios que garanticen
la existencia de minimos de funciones reales definidas en espacios métricos
y asi demostrar la existencia de trayectorias geodésicas. El objetivo de esta
tesis es dar esos criterios. El teorema central de este trabajo es el siguiente:

Teorema. Sea X un espacio métrico compacto. Si existe una trayectoria
de longitud finita entre dos puntos £ y n de X entonces existe una trayectoria
geodésica de £ an en X.

Este teorema nos garantiza la existencia de trayectorias geodésicas en
un espacio métrico compacto. Para su demostracién se deberdan resolver
obstéculos, los cuales nos daran el desarrollo de esta tesis.

Nosotros sabemos que una funcién continua en un compacto alcanza su
minimo. Con este teorema podriamos tener resuelto nuestro problema pero
no es asi, pues la funcién longitud no es continua, como veremos en el primer
capitulo.

Definiremos lo que es una funcién semicontinua inferiormente (s.c.i.) y
entonces nos preguntaremos si con el siguiente teorema podremos resolver
nuestro problema:

Teorema. Sean f : X — RU{oo} s.ci.y fea ={z€ X : f(2) <a} # 2.
Si f<, es compacto para alguna a € R, entonces f estd acotada inferiormente
y alcanza su minimo.

La demostracién de este teorema se da en el capitulo "Existencia de min-
imos". Si bien la afirmacién contenida en él es muy 1til, para nosotros no
serd suficiente ya que demostraremos que la funcién longitud si es s.c.i., pero
l<4 1m0 es compacto, donde I<, = {0 € C° (I, X) : [ (o) < a} para todo a > 0.

Es importante notar que la longitud de una trayectoria no se modifica si
la reparametrizamos por medio de una funcién continua no decreciente.

Consideremos entonces el espacio de todas las trayectorias ¢ de longitud
finita parametrizadas proporcionalmente a la longitud de arco que unen a



los puntos &,7 € X, donde X es un espacio métrico y lo denotaremos asf
L¢,, (X). Nos preguntaremos nuevamente si existe a € R tal que l<, es
compacto y no vacio donde l<, = {0 € L¢, (X) : [ (o) < a}.

Para demostrar que en este espacio si existe a € R favorable, estudiaremos
los conceptos de compacidad y equicontinuidad en un conjunto de funciones
continuas. El Teorema de Arzeld-Ascoli nos ayudara a demostrar que I<, es
compacto.

Sabiendo esto podremos aplicar el teorema que garantiza que la funcién
longitud alcanza su minimo en o € L, (X), y como todas las trayectorias se
pueden reparametrizar proporcionalmente a la longitud de arco sin cambiar
su longitud entonces o serd una trayectoria geodésica en un espacio métrico
compacto.

ii



Capitulo 1

Longitud de trayectorias

En este capitulo empezaremos definiendo lo que es una trayectoria. Una trayectoria
en un espacio métrico es una funcién continua que va de un intervalo cerrado al espacio
métrico.

Demostraremos que la longitud de una trayectoria no es necesariamente finita. Ver-
emos también que una trayectoria no es tan solo una curva geométrica en X ya que
muchas trayectorias distintas pueden tener la misma curva imagen. Por esto el modo en
que la recorremos va a afectar a la longitud de ésta, sin embargo es importante notar
que la velocidad con la que lo hacemos no influye, de hecho su longitud no cambia si la
reparametrizamos por medio de una funcién continua no decreciente.

También veremos que si la trayectoria es continuamente diferenciable en un espacio
normado entonces la longitud aquf definida coincide con la definida en nuestros cursos
de célculo.

Para poder abordar el tema sobre existencia de trayectorias geodésicas comenzare-
mos por ver a la longitud como una funcién que va del conjunto de todas las funciones
continuas en el intervalo [0, 1] a un espacio métrico.

Nosotros sabemos, por nuestros cursos de cédlculo, que una funcién continua definida
en un compacto alcanza su minimo. Entonces nos surge la siguiente pregunta; ;la funcién
longitud es continua?. Veremos que la respuesta es negativa.

Definicién 1.1 Sea X = (X, p) un espacio métrico y sean £,n € X. Una trayectoria
de & an en X es una funcion continua o : [a,b] — X tal que o (a) =& y o (b) =n.
Definimos la longitud de la trayectoria o : [a,b] — X como

m

[(o) = sup {k

po(tir),o(tr)) ra=ty <ty <... <tm:b,m€N}
Pla,p 1

donde Py es el conjunto de las particiones de [a, b] .
1



1. LONGITUD DE TRAYECTORIAS

Una trayectoria de £ a n de longitud minima se llama una trayectoria geodésica de
§an.

Proposicién 1.2 La longitud de una trayectoria no es necesariamente finita.

Demostracion: Consideremos o (t) = (t, f(t)) donde t € [0,1] y f : [0,1] — R estd
definida asi:

f<t):{ —2(n+1)‘t—2jgj+11) +1 s L <t<lneN
0 si t =

Nln-..

W|i--

v

—
st

|
&
NIH
T

Claramente f es continua en R, entonces o es continua y por lo tanto es una trayec-
toria.

Sea h,, = altura del n — ésimo triangulo de la trayectoria.



N
ont+l 1
2nin+1), n
B
n
1 _2n+l 1
n+l  2n(n+1) n
m m
Observemos que Zlhn < I(o) y como h, = =, entonces Zl—:; < [ (o) . Tomando el
n= . n=
lfmite cuando m — oo y dado que > + diverge, se tiene que [ () no es finita. m
n=1
: la,b] — X es una trayectoria

Proposicion 1.3 Sea X un espacio normado. Si o
continuamente diferenciable entonces la longitud aqui definida coincide con la usual, es

l(o)z/‘%(t)“dt

decir,
Demostracion: Sea o : [a,b] — R"™ una trayectoria continuamente diferenciable. Sea

a=to<t1 <...<t,=0>

do

una particién del intervalo [a, b] .
Por el teorema del valor medio tenemos que
T (Ck)| [tk — ti1|, cx € (tr—1, k)

o (tr) — o (te-1)| =
(cr)| Itk — toal, cx € (tha,ty)

entonces
S o (tk) — o (ti1)| = X | %7
k=1 k=1
entonces
sup{2|a(tk)—a(tk_1)|:a:t0<t1< <tm:b}
Plap (k=1
Sup{z|d—j(ck)‘|tk—tk_1|:a:t0<t1< <tm:b}

1

k

Pla,p)



4 1. LONGITUD DE TRAYECTORIAS

donde Py es el conjunto de las particiones de [a, b] .
Recordemos que:

5(0)—sup{iya(tk)—a<tk1)\:a—t0<t1<...<tm—b}

P[a,,b] k=1

y

b

/ 4o (1) dt = sup{z |9 (er)| [tk — tra] ca=to <ty < ... <tm:b}

Py (k=1
Por lo tanto X
(o) = / 142 (t)]) dt.

]

Observemos que una trayectoria no es tan sélo una curva geométrica en X sino el
modo como la recorremos. Muchas trayectorias distintas corresponden a la misma curva
imagen. Por ejemplo:

Ejemplo 1.4 Las trayectorias
or 1 [0,1] — R?, oy, (t) = (cos 27kt sen2rkt), k > 1

de (1,0) a (1,0) tienen todas como imagen al circulo unitario, pero oy le da k vueltas
al circulo, por lo que l (o)) = 27k.

Demostracion: En efecto, por la Proposicién 1.3,

dt

1 1

(o) = / 4o (8)|] dt = / |(=2mksen2mkt, 2mk cos 2mkt)|| dt
0 0
1

1

— / ((—27Tk’86n27?kt)2 + (27k cos 27rk:t)2> Pt

0
1 1
1
= / ((2mk)? (sen®2mkt + cos® 2mkt))? dt = /27rk’dt = 2rk.
0 0



La longitud de una trayectoria no depende de la velocidad con que la recorremos.
De hecho, su longitud no cambia si la reparametrizamos por medio de una funcién no
decreciente.

Proposicién 1.5 Sio : [a,b] — X es una trayectoria de & an y si ¢ : [, B] — [a,b] es
una funcion continua no decreciente tal que ¢ (o) =a y ¢ (B) = b, entonces T =g o0 ¢ :
[, B] = X es una trayectoria de & an tal que [ (1) =1(0).

Demostracion: Como o y ¢ son continuas, entonces o o ¢ es continua. Por lo tanto
T es continua.

Ahora 7 () = 00 ¢ (a) = a(¢(a)) = o(a) = £y 7(8) = g0 (B) = a(¢(p)) =
o(b) = n. Por lo tanto 7 es una trayectoria de & a 7.
Sea

a=tg<t1 <...<tp,=0

una particién del intervalo [«, 5] .
Como ¢ es una funcién no decreciente tal que ¢ (o) = a 'y ¢ () = b, entonces

a=¢(@)=¢(t) <P(t) <...<¢(tn) = ¢ () =

Sea

a=8<8<...<8,=0

una particién del intervalo [a, b] .

Por el teorema del valor intermedio, dado s; € [a, b] existe t; € [a, (] tal que ¢ (t;) =
S;.

Sean s;,s; € [a,b] tal que s; < s;, entonces existen t;,t; € [, J] talque ¢ (;) = s; y
¢ (t;) = s;. Entonces ¢ (t;) < ¢ (t;) y como ¢ es no decreciente tenemos que t; < t;.

Por lo tanto, toda particién en |« 3] induce una particién en [a, b] , y toda particién
en [a, b] induce una particién en [« ] .

Ahora,

p(T(tka), 7 () = p(o 00 (tha) 000 (k) = p (o (¢ (tk1)) ;0 (0 (1))

con tp_1 <ty ¢ (te-1) < & ().

Entonces
m m

Do (7 (th1), 7 () = Do p (0 (¢ (th1)), 0 (6 (tr)))

k=1 k=1



6 1. LONGITUD DE TRAYECTORIAS

luego

Ms

Sup {
k

== Sup {
k

== Sup {
a ,b] k

Por lo tanto [ (1) =1(0). m

p tkl (tk)):a:t0<t1<...<tm:6}
1

Ms

p(o(o(tp-1)), (¢(tk))):a:t0<t1<...<tm:6}

1

Ms

p (o (sk-1) (sk)):a:so<sl<...<sm:b}
1

Nuestro objetivo es probar que, bajo ciertas condiciones, existe una trayectoria geo-
désica de £ a 7. En virtud de la proposicién anterior podemos, sin perder generalidad,
considerar tnicamente trayectorias definidas en I = [0, 1] ya que, reparametrizando
cualquier trayectoria de [a,b] — X mediante la reparametrizacién lineal

I=00,1] = [a,b], t— (b—a)t+a

obtenemos una trayectoria / — X de la misma longitud.
Sea C°(I, X) el conjunto de todas las funciones continuas o : I = [0,1] — X con la
métrica

Poc (0,7) = méxp (o (1), 7 (1)), para 0,7 € C°(, X).

La funcién longitud
[:C%I,X) - RU{+o0},

en general, no es una funcién continua.
Proposicién 1.6 La funcion longitud
1:C%I,R*) — RU {+occ}
no es continua en oo(t) = (t,0).

Demostracion: Sea o, (t) = (t, fn (t)) donde t € [0,1] y f, : [0, 1] — R estd definida
asi:

1
fn (t) = —sen2mnt
n



Fitl=xenifat

k3

[ .

S el dnl)

Entonces 1
lon (t) — oo (t)| = —|sen2mn (t)| <
n

S|

por lo tanto

Poo (Ony00) = gglfigxl lo (t) — oo (t)] < % — 0 cuando n — o0
Ahora, por la Proposicién 1.3
1
l(on) = / [1+ (2 cos 27mt)2]

0

D=

dt

1
> 27r/|cos27mt|dt
0

1

4n

= 8mn / cos 2mntdt

0

1
= 81 <sen27rnt E)

2mn 0
= 4
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entonces [ (0,) > 4 # 1 =1(0y), para toda n.
Por lo tanto [ no es continua. m



Capitulo 2

Semicontinuidad

En este capitulo definiremos lo que es una funcién semicontinua inferiormente (s.c.i.)
y daremos algunas equivalencias 1tiles. Veremos dos ejemplos tipicos, uno de una fun-
cién s.c.i. y una que no lo es.

En el capitulo anterior vimos que la funcién longitud no es continua sin embargo si
es s.c.i. Veremos que esta propiedad junto con la compacidad bastan para asegurar la
existencia de minimos.

Definicién 2.1 Sea (X, p) un espacio métrico. Una funcion f : X — R U {+o0} es
semicontinua inferiormente en el punto vo € X si dada € > 0 existe 0 > 0 tal que

fxo) —e < f(z) sip(z,z0) <.

Si f (xg) = oo entonces dada M > 0 existe § > 0 tal que M < f (x) si p(x,x9) < 0.
Decimos que f es semicontinua inferiormente (s.c.i.) si lo es en cada punto x € X.

Una caracterizacién muy til de la semicontinuidad inferior estd dada en la siguiente
proposicion.

Proposicion 2.2 Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
(a) f es s.c.i.
(b) fsa ={z € X : f(x) > a} es abierto para toda a € R.
(c) fca={z € X : f(x) < a} es cerrado para toda a € R.

Demostracion: (a) = (b)
Sea f s.c.i. y xg € fsq-
Caso 1) f (z9) < o0
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Tomemos & = m Para esta ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que f(z) > f(xg) — ¢ si

p (z,29) < 6. Por tanto,

f(x) > f(xo) —¢

- oy - L=
~ 2f(x0) — f(20) +a
N 2

~ f(x0) +a

N 2

> a

sip(x,x0) < 6, es decir, la bola B (xg, §) satisface que para toda x € B (z9,9), f(z) > a.
Entonces B (xg,0) C fsq, por lo tanto f., es abierto.

N

Cf\/

flace)

€ fixola 2

Can mn)
~—t
v

Caso 2) f (zg) = o0

Tomemos M = a entonces existe 6 > 0 tal que f(x) > M = a si p(x,x9) < 0.
Anédlogamente al caso anterior se tiene que f-, es abierto.

(b) = (a)

Sea f., abierto para toda a € R.

Sean zp € X y € > 0. Tomemos a = f (zg) — .

Como f-, es abierto entonces existe § > 0 tal que B (zg,0) C fsq,es decir si x €
B (¢, 6) entonces f(z) > a = f (x) — €.

Por lo tanto

fxo) —e< f(z) sip(z,mp) <9

es decir f es s.c.i.

(b) < (c)

f>a es abierto siy sélo si X \ fs, es cerrado si y sélo si f<, es cerrado. m

Un ejemplo tipico de una funcién s.c.i. es el siguiente:
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Ejemplo 2.3 Sea |[: R — R la funcion que a cada nimero real t le asocia el nimero
entero |t| mds pequerio que es mayor o igual que t, es decir, |t{=n sin—1 <t < n.
Entonces, ][ es s.c.i.

M

R o—e

2+ O—e

1-0—e
——
3 2 - 1 2 3

o——e 1 -]

o—=e - -2

-+ -3

Ejemplo 2.4 La funcion parte entera [| : R — R, tal que [tj=n sin<t<n+1, no
es s.c.i.

N
31 —o
2 == *—o
1+ e—0
— 111
-3 2 -1 1 2 3
e—o0 -1
e—o0 — -2
S BT

Demostracion: Demostracién del ejemplo 2.3.
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Basta mostrar que f-, = ([a],00) y como ([a], 00) es abierto entonces f es s.c.i.

D) Sea z € ([a],00), entonces x > [a] . Por tanto f (z) > [a] + 1 y como [a] < a <
[a] + 1, entonces f (z) > a.

C) Sea z € f-,. Supongamos que x ¢ ([a],00), entonces f (z) > ay x < [a] . Como
x < [a], entonces f (x) < [a] < a, entonces f (x) < a, lo cual es una contradiccién por
que f(z) > a.

N
_______________________ P
a——
Tal[=[a] |r=========== —
lY S
\ -
[a]

Demostracion: Demostracion del ejemplo 2.4.
Sea a = 0, entonces f () > 0 siy sélo si x > 1.
Entonces fog={r € R: f(z) > 0} = [1,00) y no es abierto. m

Proposicion 2.5 La funcion longitud
1:C%I,X) - RU{+o0}

es semicontinua inferiormente, es decir, si dada € > 0 existe 6 > 0 tal que para cua-
lesquiera o, 7 € C°(I, X)

[(o)—e<l(T) sipy(T,0) zorgfi;(lp(T(t),o(t)) <0

Demostracion: Sea o : I — X una trayectoria en X y € > 0. Sea
O=ti<t1 < ---<t,, =1

una particién de [ tal que

[(o) — g < 1531)0 (0 (te-1),0 (tr))
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SeaU =B (a, ﬁ) la bola en C% (I, X) con centro en o y radio 4.+ Entonces, para
cualquier 7 € U, y para k, 1 < k < m, se tiene que

plo(tr-1),0(te) < plo(te-1),7 (k1)) +p (7 (tr1), 7 () + o (7 (tk), 0 (tk))

(7 () 7 (0) + 1

<
4dm 4dm

y sumando obtenemos que
il e v €
2o p (0 (te1),0 (tr) < 7+ 2o p (7T (1) 7 (0r)) + 7
k=1 4 4 4
Por lo tanto,
€ m €
Lo)— o < 2 p(T(te-1),7 (k) +
2 O 2
y con ello,

(o) —e < ép<7<tk_1),7(tk)) <1(r).

De aqui que
[(o0)—e<I(T).



Capitulo 3

Existencia de minimos

Veremos en este capitulo que la propiedad anterior, junto con la compacidad de f<,,
bastan para asegurar la existencia de minimos.

Sabemos que toda funcién real continua en un espacio métrico compacto alcanza su
maximo y su minimo.

En cierto sentido las condiciones de compacidad y continuidad son opuestas la una
de la otra: mientras mds abiertos tenga la topologia de X mds fécil es que una funcién
resulte continua pero més dificil es que X sea compacto, y viceversa. Esta disyuntiva se
presenta con frecuencia en las aplicaciones. Resulta pues muy conveniente contar con
resultados andlogos bajo hipétesis més débiles.

A continuacién probaremos un resultado que asegura la existencia de minimos para
funciones no necesariamente continuas. En la préctica resulta conveniente considerar a
400 como un posible valor de las funciones consideradas, como lo es la funcién longitud,
de modo que asf lo haremos en lo que sigue.

Definicién 3.1 Sea (t;) una sucesion en R. El limite inferior de (tx) se define como

liminf ¢, = sup inft;.
k—oo ngl k>n

Este puede ser un nimero real o bien +00 0 —oc.

Decimos que el infimo de un conjunto no acotado por abajo es —oo y el supremo de
un conjunto no acotado por arriba es +0o.
Ejemplo 3.2 Sea (t},) una sucesion tal que () = (—1)* (£ + 1) , k € N. Demostraremos
que

liminf ¢, = sup inft, = —1.
k—o0 n>1 k2n

15



16 3. EXISTENCIA DE MINIMOS

Demostracion: Primero demostraremos que

1 .
— |+ 1) ko es impar
inf(t),) = <’“
k>ko - ﬁ + 1) ko es par

Observemos que
— (% + 1) k es impar
by = 1
=+ 1 k es par

Claramente — (% + 1) < % + 1. Entonces para probar que

— (é + 1) ko es impar

k>ko — ﬁ + 1) ko es par

basta demostar que

1 .
— |+ 1) ko es impar
inf(t),) = <’“1°

con k impar.
k>ko — (lco+1 + 1> ko es par

Primero veremos que son cotas inferiores.
SeakUGNykogk.

Si kg es impar entonces

1 1

o<

k= k
o< by
k ko

Si kg es par entonces como k es impar se tiene que kg < k, entonces

kot1 < k
1 1
s <
R
1 1
—+1 1
ETN S kex1
() < (i
Fo o+ 1 P
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Ahora veremos que son las maximas cotas inferiores.

Sea ¢ > 0. Entonces, existen k* kg € N tales que 0 < % — ki < €y existen
k™, ko + 1 € N tales que 0 < ko%_ kl < e€.
Caso 1)
1 - 1 n
—— ——+e¢
k* ko
1 1
— -1 < ———-1+4c¢
k* ko

por lo tanto

Caso 2)

1 1 <

— €

ko+1 k*
! < +
- — €
[ ko +1
1
-1 < - —1
B ol 0 °

1 1
— 1 — 1
(k**+) < <k0+1+ )+5
- ! +1) <-— ! +1) <-— L +1)+
k0+1 k** k0+1 <

Con lo anterior hemos demostrado que

por lo tanto

— (% + 1) ko es impar

Hlf(tk) = 1
k>ko ol Boere s 1) ko es par
Ahora demostaremos que sup inf t;, = —1.
kio>1k=ko
Sea (Sg,) = (kiglfo (tx), ko € N, una sucesién. Demostraremos que (sy,) es una suce-
sién creciente y Eonvergente, entonces demostrar que supsy, = —1 es equivalente a

ko>1
probar que k%lm Sky = —1L.

—00
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Demostremos por induccién que (s, ) es creciente.

Para kg =1
1
-1 < —=
2
2 < L 1
2
S1 < 89

Supongamos vélido para ky = n, es decir s, < s,,,1. Por demostrar para kg = n+ 1.

n+1 < n+2

1 - 1
n -+ 2 n-+1
1 - 1
n+1 n—+2
1 1 < 1
n-+1 n-+ 2

1 1
— 1 < - 1
riey) < -Gty
Sp+1 < Sp42

Por lo tanto (sg,) es creciente.
Para ver que (sg,) converge basta probar que es acotada superiormente.

Sea kg >0

1
0 < —
ko
1
—— < 0
ko
1
———1 < -1
ko

(L) < -
ko

De manera andloga se demuestra que — (Flﬂ + 1) < —1.

Ahora
lim — % —
klim Sko = ﬁ,‘};oo_ R
070 ko—00 ko+1
se tiene entonces que
lim s, = —1
ko—o00
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Por lo tanto

sup (8x,) = sup inf (tx) = —1.
kozpl(ko) koﬁwo(k)

Proposicién 3.3 Sea f: X — RU{+o0}. [ es semicontinua inferiormente en xq si
y solo si para toda sucesion (xy) en X tal que ka T = xo se cumple
—00

f (w0) < liminf f (zy)

Demostracion: =) Sea (xj) en X tal que ka T = xo y sean €, M > 0. Sabemos
— 00

que f es s.c.i. entonces si f (z9) < oo existe d > 0 tal que

fy) > f(xg) —esiy € B(xo,).

Como zp — xo cuando k — oo, existe ky € N tal que xx € B (0,0) si k > ko,
entonces

f(l'k)>f(l‘0)—681k32]{?0

Consideremos A = {f (zx) : k > ko} . Observemos que A # () ya que al menos estd
f (zg,) v esté acotado inferiormente, por lo tanto existe el infimo, entonces

inf f (zx) > f(z0) — €

k>ko

entonces
lim inff (zx) > f (z0) — ¢

Dado que € > 0 fue arbitrario se tiene

liminff (21) > f (z0)

Si f (xg) = oo entonces existe § > 0 tal que f (y) > M siy € B (xo,d). De manera
andloga al caso anterior se tiene que f (zx) > M si k > ko, entonces

: Y
klg}fof (xp) > M

Tomemos el limite cuando k& — oo, entonces

h'gn inff (z) > M.
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<) Por contradiccién. Supongamos que f no es s.c.i. en xy € X, entonces existe g9 >

0 tal que para toda k existe x;, € X tal que p (g, xo) < % y f(zr) < f(x9) —e. Como

p (@, 20) < 1, entonces z — xo cuando k — oo. Entonces lilgn inff (zx) < f(x9) —€lo
—00

cual es una contradiccién porque f (xg) — e < h'gn inff (zg). m
—00

Teorema 3.4 Sea f: X — RU{oo} s.c.i. ST f<, # 0 y f<a es compacto para algin
a € R, entonces f estd acotada inferiormente y alcanza su minimo en X.

Demostracion: Sea ¢ = inf f > —oo. Como f<, # () existe xy € X tal que ¢ <
f(x0) < a.
Casol) c=a
Entonces f (z9) = ¢, por lo tanto f alcanza su minimo.
Caso2) c<a
Consideremos la siguiente sucesién:

-k si ¢c=-x
Ck_{c%—% si ceR kEN.

Sea rr € X tal que ¢ < f(z) < ¢ Observa que para k suficientemente grande
¢k < a, es decir (x;) € f<,. Como f<, es compacto, (z5) contiene una subsucesién
convergente xp, — xg en X. Como f es s.c.i., por la proposicién anterior,

c=1inf f < f(xp) < kh’m inf f (z5) < ka Cp = C.

Por lo tanto f (z9) = ¢, es decir, xy es un minimo de f. ®



Capitulo 4

Compacidad

En el capitulo anterior se demostré un teorema que garantiza la existencia de mini-
mos en una funcién. Nosotros quisieramos aplicar este teorema a nuestra funcién longi-
tud, pues es semicontinua inferiormente y sélo nos faltarfa ver que, para alguna a € R,
l<, es no vacio y compacto. Por desgracia no existe a con esas propiedades, vease
Proposicién 6.1. Entonces definiremos lo que es precompacto y relativamente compacto,
veremos algunas propiedades y daremos una relacién entre estos conceptos. Esto nos
ayudard, mds adelante, para dar una caracterizacion de los compactos en el conjunto
de todas las funciones continuas que van de un espacio métrico compacto a un espacio
métrico completo.

Definicién 4.1 Sea X un espacio métrico y A C X. Decimos que A es precompacto si
dada € > 0 existe una cubierta finita de A de bolas abiertas de radio ¢.

Proposicion 4.2 Sea X un espacio métrico. St K C X es compacto entonces K es
precompacto.

Demostracion: Sea K compacto, entonces para toda cubierta abierta de K existe
una subcubierta finita que cubre a K. Dada € > 0, tomemos la siguiente cubierta abierta
U={B(z,e):x € X}, entonces U contiene una subcubierta finita tal que contiene a
K.Sea X un espacio métricoy K C X. m

Definicién 4.3 Decimos que K es acotado si exvisten v € X y M > 0 tales que K C
B(x,M).

Proposicion 4.4 Sea X un espacio métrico. St K C X es precompacto entonces K es

acotado.
21
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Demostracion: Sea € > 0, dado que K es precompacto existen zq,...,z, € X tal
m
que K C UlB (xi,€) .
1=

Basta probar que A = 'QB (x;,€) es acotado.
Sea R = 213{?( px (z1,2;) . Veamos que A C B (z1, R+ ¢).

Sea x € A entonces existe ig € {1,...,m} tal que z € B (x;,,¢€); y asi tenemos

Px (xbx) < px <x17$i0)+PX (xio,x)
< R+e.

Por lo tanto « € B (z1, R+ ¢€) ; es decir K es acotado. m

Ejemplo 4.5 Si X = R, entonces todos los conjuntos, A C R, acotados son precom-
pactos.

Demostracion: Sean X = R, A C R acotado y € > 0, entonces existe T € R y
M >0 tal que A C B(z, M), entonces A C B (z, M).

Observemos que A es cerrado y acotado entonces A es compacto, entonces para
cualquier cubierta abierta de A existe una subcubierta finita que cubre a A. Consid-
eremos la siguiente cubierta V = {B (ac, %) 1T € fl} entonces V' contiene una sub-
cubierta finita V{ tal que cubre a A pero A C A, entonces V; cubre a A donde
Vo=B(z1,5)U...UB (z,,%), T, € A,n eN.

Cada B (xi, %) ,i=1,...,n, tiene dos opciones, que z; € A o x; ¢ A.

Supongamos que x; ¢ A, y x; € A, entonces existe una sucesion (t;) € A tal que
try — x; cuado k — oo, es decir, existe ty, tal que ty, € B (xi, %) )

Veamos que B (z;,5) C B (ty,, €)

Sea w € B (xi, %) entonces

W =t < fw — ] + | — b |
<

5+5
2 2
= ¢

Por lo tanto w € B (ty,,€)

Tenemos que
€
A B( 7,'7_> Bt ) )
(L (=5) v (2 )

B (z; 1
LGJA (x;,€), por lo tanto

T

£
pero claramente xiLéAB (:):i, 5) C

AC ( U B(mi,e)) u( U B(tko,s))

xiEA yko cA
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Renombremos cada tx, y cada x; € A como z; con j =1,...,m.
Entonces existen zq,...,2, € A tal que A C BlB (2j,¢€).
1=

Por lo tanto A es precompacto. m

Mostraremos ahora que acotado y precompacto no son lo mismo, es decir, daremos

un ejemplo de un espacio métrico X que tenga un subconjunto acotado que no sea
precompacto.

Ejemplo 4.6 Sean X y Y espacios métricos. Sean

B(X,)Y) = {f: X =Y :f es acotada}
P (fr9) = méxp(f(x),9(2)) fge BXY)

(B(X,Y),ps) €s un espacio métrico.
Sea

n € N.

3=

fn(t)Z{O 0

<
1 s <

t <
t <

{fn}, n €N, es acotado y no es precompacto.

Demostracion: Para demostrar que {f,} es acotado, demostraremos que {f,} C
B(0,2).
Sea f;, 7 € N donde

—

S

no={% %

IAIA

N (@)
IA IA

Ahora, py, (f;,0) = sup py (f;(2),0) =1 <2.

z€[0,1]
Por lo tanto f; € B (0,2), es decir {f,} es acotado.
Ahora mostraremos que {f,} no es precompacto.
Seanazi, fiy frcon k#jeN
Consideremos B (f;,€) y B (fi,€) -

Para ver que no existe una cubierta finita de { f,,} de bolas abiertas de radio i, basta
demostar que

B(f;,£) N B(fue) =

Supongamos que existe f* tal que

f* € B(fj,e)NB(fx,€)
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entonces
poo (F5. F)) = sup |f*(2) — f; (2)] <i
z€[0,1]
b () = swp ()~ fulo)] < §
z€[0,1]
Por otro lado
Poo (fis fr) < Poo (5, f7) + Poo (55 f1)
1 1
S 11
_ 1
2

Lo cual es una contradiccién por que

Poo (fjs f&) = sup |f; (z) — fi (z)| = 1.

z€[0,1]

Por lo tanto {f,} no es precompacto. m

Proposicién 4.7 Sea A C X precompacto y Ay C A. Entonces Ay es precompacto.

Demostracion: Sea ¢ > 0. Como A es precompacto existen x1,...,x,, € X tal que
m
AcC 'U1B (x;,€) .
1=

Como Ag C A, Ag C AQB (xi,€). =

Teorema 4.8 Sea X un espacio métrico y K C X. Son equivalentes:
(a) K es compacto.

(b) Toda sucesion en K contiene una subsucesion que converge a un punto de K.
(c) K es completo y precompacto.

Demostracion: (a) = (b)
Sea K compacto. Supongamos que existe una sucesién (zy) en K tal que ninguna
subsucesién de (xj) converge a un punto de K.
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Entonces para todo y € K existe ¢, > 0 talque B (y, €,) contiene sélo a un nimero
finito de términos de (1), ya que si algin zo € K fuera tal que B (xo, %) tuviera a una
cantidad infinita de términos de (z)) para toda n € N entonces existirian

Ty, € B(xo,1)

1
T, € B (xo, 5) con kq < ko

1
T, € B(Io,) con bk < ky <...<k,
n

y la subsucesién es tal que x,, — g, lo cual es una contradiccién porque xy € K.
n—oo
Observemos que{B (y,¢,) : y € X} es una cubierta abierta de K y como K es com-

pacto existe una subcubierta finita tal que K C _QB (Vi €s;), pero (zy) € K, entonces

(k) C GIB (i, €s,) , contradiccién, pues cada B (y;, €,,) contiene sélo a una cantidad
1=

finita de términos de (x)) y la unién finita va a contener una cantidad finita pero (zy)
es infinita.

(b) = (c)

Sea (x)) una sucesién de Cauchy en K, entonces por hipétesis () contiene una
subsucesion (zy, ) convergente a x € K. Sea ¢ > 0. Existe ng € N tal que si k, k, > ng
entonces

€
p (T, Tp,) < bR

y si k, > ng, entonces

€
Entonces si k,, k > ng
p(re,z) < p(ag,x,) +p (T, 2)
- € €
2 2
= ¢

Por lo tanto (z;) converge a x, entonces K es completo.
Supongamos que K no es precompacto, entonces para alguna ¢ > 0, K no se puede
cubrir con un numero finito de bolas abiertas de radio g9. Sea z; € K y tomemos

k-1
re € K N\ B(x1,¢0) . Inductivamente consideremos z;, € K ~\ 'UlB (x;,€0) | - Como
1=

K no se puede cubrir con un nimero finito de bolas abiertas, consideremos la sucesién
(x1) que resulta de la construccién anterior y observemos que py (xy, ;) > £o para toda
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k # j, entonces () no contiene ninguna subsucesién convergente, lo que contradice la
hipdtesis.
Por lo tanto K es precompacto.
(c) = (a)
Procederemos por reduccién al absurdo.
Sea U = {V; : i € I} una cubierta abierta de K tal que no contiene ninguna subcu-
bierta finita. Sabemos que K es completo y precompacto, es decir, dada ¢ > 0 existen
m
Tl .., Ty € X tal que K C ,UIIB (x;,€).
1=
Sea ¢ = % entonces K C .UAB (xi, %) con A finito, entonces existe j € A tal que
1€
B (xj, %) N K no se puede cubrir con un nimero finito de elementos de U. En efecto:
Supongamos que para toda i € A, B (xj, %) N K se puede cubrir con un nimero finito

de elementos de U, entonces .UAB (xi, %) N K se puede cubrir con un nimero finito
1€

de elementos de U y como K = (UAB (:Ci, %) NK ) entonces K tiene una subcubierta
1€

finita de elementos de U, lo cual es una contradiccién porque U no contiene subcubiertas
finitas, por lo tanto existe j € A tal que B (xj, %) N K no se puede cubrir con un nimero
finito de elementos de U.

Sea K =B (xj, %) N K y renombremos a z; como ;.

Seax] € B (a:j, %) N K. Claramente K; # &, ya que si fuera vacio entonces se podria
cubrir con un nimero finito de elementos de U, lo cual es una contradiccion.

Como K; C K y K es precompacto entonces K; es precompacto, es decir, dada

e > 0, existen x1,...,z,, € X tal que K; C TJ?B (x;,€) .
1=

Sea ¢ = 2% entonces K; C UBB (xi, 2%) con B finito. Entonces existe j € B tal que
S

1
B (mj, 2%) N K1 no se puede cubrir con un nimero finito de elementos de U.

Sea Ko = B (xj, 2%) N K1 y renombremos a x; como s.

Como K> # &, entonces tomamos =7 € B (xj, 2%) N Ky

Como K, C K; y K, es precompacto, entonces Ky es precompacto.
Inductivamente construyamos una sucesiéon (z7) con

K > KiDKyD...OK,D...,

1
x, € K,=B (a:n, ) N K,_1, donde Ky = K

2n

y ningtin K; se puede cubrir con un nimero finito de elementos de U.
Sean z}, € K, y z}, € K,,. Observemos que p (z},z},) < 5.1 si n < m. Sabemos

que K,, C K,, sin < m, entonces K,, C (B (xn, 2%) N Kn_l) , como z,, € K,, entonces
xk € (B (xn, 2%) N Kn,l) , en particular zf € B (xn, 2%) , es decir p(z,,25,) < 55 si
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Por lo anterior, (z}) es una sucesién de Cauchy, en K y por ser K completo entonces
— x € K. Existe V;, € U tal que = € V,;, donde V;; es un abierto, por lo tanto

existe d > 0 tal que B (x,0) C Vj,.
Tomemos limite cuando m — oo y obtenemos que

*

Lp

p(zr, x) < para toda n € N.

2n—1

Si 2,},1 < % entonces B (:U;“L, 2,1%1) C B(x,6) C V.
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Observemos que B (mn, 2,,) CcB ( T 1) Sea y €B (xn, 2n) es decir p (z,,y) <
ol Entonces p(xhy) < pah,zn) + p(Tn,y) < o + 90 = 2n sae1. Por lo tanto y €
B (x;‘l, i 1) Ahora, K,, C B (:L“n, 2n) , entonces K,, C B( = 1) C Vi,. Esto es una
contradiccién, porque ningiin K, se podia cubrir con un nimero finito de elementos de

U.
Por lo tanto K es compacto. m

Definicién 4.9 Sea X un espacio métrico Decimos que x € X es punto de contacto de
A si para cualquier € > 0 B (x,e) N A # @. La cerradura de A es el conjunto de todos
los puntos de contacto de A vy la denotamos A.Decimos que A es cerrado si A = A.

Definicién 4.10 Sea X un espacio métrico y A C X. Decimos que A es relativamente
compacto si A es compacto.

Proposicion 4.11 Sea X un espacio métrico completo y A C X. Entonces A es rela-
tivamente compacto si y sélo si A es precompacto.

Demostracion: =)

Sea A relativamente compacto, entonces por definicién A es compacto y por la
Proposicién 4.2 se tiene que A es precompacto. Como A C A entonces por la Proposicién
4.7 A es precompacto.

<)

Sea A precompacto. Demostraremos que A es completo y precompacto, entonces
por el teorema anterior A serfa compacto y por definicién A relativamente compacto.

Observemos que A C X es cerrado, entonces tomemos una sucesién de Cauchy
(a,) C Ay como X es completo, (a,) converge a a, es decir, dada ¢ > 0 existe ng € N
tal que si n > ngy entonces p(an,a) < ¢, entonces B (a,e) N A # @. Con lo anterior
tenemos que a es punto de contacto de A y por ser A cerrado a € A. Por lo tanto A
es completo.

Sea ¢ > (0. Sabemos que A es precompacto entonces existen zi,...,z,, € X tales

m
que AC UB (xi, %) , entonces
i=1

_ m £ m e m
4c ing (xi’ 5) - ing <$i’ 5) < ing (i,€),

por lo tanto Aes precompacto. ®



Capitulo 5

El Teorema de Arzela-Ascoli

Este capitulo estd dedicado al Teorema de Arzeld-Ascoli, el cual serd de mucha
ayuda para demostrar lo que queremos.

Empezaremos definiendo el espacio de funciones continuas entre espacios métricos,
veremos algunas propiedades y también definiremos equicontinuidad en un conjunto de
funciones continuas.

Sean X y Y espacios métricos con métricas py y py, X compacto. Definamos
C°(X,Y) = {f:X — Y| f es continua}
P (fr9) = mixpy (f (2),9(2))

Observemos que f y g son continuas en X | por tanto, py (f, g) dada por py (f, g) (z) =
py (f (z),g(x)) es continua en X, y como X es compacto entonces alcanza su maximo.

Proposicién 5.1 Sea X compacto. Entonces (C° (X,Y), po, (f,9)) es un espacio métri-
co.

Demostracion: a)
=) Sea p, (f,g9) = 0, entonces por definicién méggcpy (f(z),g(z)) = 0, entonces
BAS

para todo x € X se tiene py (f (z), g (z)) = 0y como Y es espacio métrico f (x) = g (z) .

<) Sea f(x) = g(x) para toda = € X. Por ser p,, métrica en Y tenemos que

py (f(x),g(z)) = 0 para toda = € X, entonces mz’%py (f(z),g(z)) =0y por defini-
e

cién p, (f,9) = 0.
b) Simetria.
Peo(fr9) = méxpy (f (2),9(2))
= meégz()_cpy (9(x), f(z)) ya que py es métrica en Y

= P (9, f)-
29
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¢) Desigualdad del triangulo.
Como py es métrica en Y tenemos que

py (fih) < py (f,9) + py (9 h)

entonces

IN

méxpy (f (z), h (x))

na méx (py (f (), 9 (2)) + py (9 (x) . h (2)))

méxpy (f (2), 9 (2)) + maxpy (g (2) ,  (2))

IN

es decir
Poo (fsh) < poo (1 9) + Pos (95 1) -

Por lo tanto (C° (X,Y), py, (f,9)) es un espacio métrico. m

Proposicién 5.2 Si X es compacto y Y es completo entonces C° (X,Y) es completo.

Demostracion: Sea (fi) una sucesién de Cauchy en C° (X,Y’) . Entonces por defini-
cién, dada ¢ > 0 existe kg € N tal que si k,j > ko entonces p, (fx, fj) < ¢, es decir
mixpy (fi (2). J; (2) < <.

Observemos que py (fi (z), f; (z)) < r&aﬁx%(py (fu (z), f; (z)) < € para toda x € X,

entonces py (fix (x), f; (z)) < e para toda =z € X, es decir, para cada z la suce-
sion (f (z)) es de Cauchy en Y y como Y es completo. Entonces fi () — f(x)
en Y, entonces py (fi(x),f(x)) < e para toda z € X si k > kg, por lo tanto
meé)?_cpy (fe(x), f(z) <esik>kp.

Con lo anterior tenemos que fi : X — Y converge uniformemente a f : X — Y. Es
decir, dada € > 0, existe ky € N tal que para toda x € X y para toda k > ky se tiene
que

méxpy (fi (), f(2)) <e.

Sélo falta demostrar que f € C° (X,Y), es decir, que f es continua para toda z € X.

Sean zp € X y € > 0.

Como ( fi) converge uniformemente a f, entonces existe ko > 0 tal que p., (fz, f) < 3
para todo k > k.

Como fj, es continua, entonces existe d > 0 tal que

py (fio () iy (30)) < o s pc (a.30) <3,
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entonces

py (f (x), f (20))

IA

py (f ()5 fro (%)) + py (fro (%), fro (20)) + py (fro (20) , f (20))

< S+f4focw (x,x0) < 0
—+ -4+ _-—=csi T, T )
S 37373 Px \T,To

Por lo tanto, f es continua, es decir f () € C°(X,Y). m

Definicién 5.3 Sean X y Y espacios métricos. Decimos que f : X — 'Y es uniforme-
mente continua si dada € > 0 existe 6 > 0 (que no depende mds que de ) tal que para
cualesquiera x1,xy € X

py (f (z1), [ (22)) <€ sipx (z1,22) <.

Lema 5.4 Si f: X — Y es continua y X es compacto, entonces [ es uniformemente
continua.

Demostracion: Supongamos que f no es uniformemente continua, es decir, existe
e > 0 tal que para toda § > 0 en particular de la forma % con k € N~ {0}, existen xy
y @, tales que px (v, 27) < ¢ v py (f (w1), f (2})) > e.

Sabemos que X es compacto entonces por el Teorema 4.8 (zy) tiene una subsucesién
que converge a x € X, entonces (z}) también tiene una subsucesién que converge a
x € X ya que

Px (JZ;%,J}) < Px (x;cnvxkn) + px (kalvx) :

Como f es continua, f(zy,) — f(z)y f(z},) — f(z) en Y, lo cual implica que

py (f (z1,), f (2}, )) < e. Esto contradice nuestra suposicién. m

Queremos dar ahora una caracterizacién de los subconjuntos compactos de C° (X,Y) .
Para ello requerimos de los siguientes conceptos:

Definicién 5.5 Sea X un conjunto compacto. Un conjunto de funciones continuas
A C CY(X,Y) es equicontinuo si dada € > 0 existe § > 0 (que depende tinicamente de
e) tal que, para cualesquiera t1,ty € X y f € A,

py (f(t1), [ (t2)) < e sipy (t1,t2) < 9.

Ejemplo 5.6 Sea A= {fy:k €N} y fi: [-1,1] = R, donde f; se define por:

1 s %gx
fu(x) =13 kz si —3<z<+
-1 s xﬁ—%
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i
T
F i

f2

Afirmamos que A no es equicontinuo.

Demostracion: Supongamos que si es equicontinuo. Consideremos € = 1 entonces

existe d > 0 tal que si |z| < 0 entonces |fi () — fr (0)| = | fx (x)] < 1 para toda k € N.

Sea ko € N tal que 73; < 9§, como |f ()] < 1 para toda k € N, en particular para
ko, entonces | fi, (z)| < 1si |z| < 6.



33

Como é < ¢, entonces ’fko <%>) < 1, pero fi, (k—10> =1, lo cual es una contradic-
ciom.
Por lo tanto A no es equicontinuo. ®

El siguiente teorema se conoce como el teorema de Arzeld-Ascoli

Teorema 5.7 (Arzeld-Ascoli) Sea Y un espacio métrico completo y X un espacio
métrico compacto. Sea H C C°(X,Y).

H es relativamente compacto si y solo st H es equicontinuo y para toda v € X,
H(x)={f(z): f € H} es relativamente compacto en'Y.

Demostracion: =)

Por la Proposicién 5.2, C° (X,Y) es completo.

Sea H C C°(X,Y) relativamente compacto entonces, por la Proposicién 4.11, H es
precompacto, es decir, dada ¢ > 0 existe un nimero finito de funciones f; € C° (X,Y)
tal que para toda f € H se tiene que p., (f, f;) < § para algtn i.

Observemos que py (f (2), fi (2)) < po (f, fi) paratoda z € X, entonces py (f (x), fi (z)) <
5, es decir, H () es precompacto y como Y es completo entonces [ () es relativamente
compacto.

Sean ¢ > 0y f € H, entonces existe f; € C°(X,Y) tal que py (f (2), fi (z)) <
Como cada f; es uniformemente continua (Lema 5.4), existe d; > 0 tal que

py (F (@), f(y) < py (F (@), fi (@) +py (fi(2), fi (9) + oy (Ji (v) . f ()

< %+%+§sip(w,y)<5i

£
3

Sea 6 =min{d;, :i=1,...,n}, d > 0. Entonces para toda f € H

py (f (x), [ (y) <esip(z,y) <d.

Por lo tanto H es equicontinuo.

<)

Por la Proposicién 5.2, C° (X,Y) es completo entonces basta demostrar que H es
precompacto. Sea € > 0.

Sabemos que H es equicontinuo, es decir, dada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que para
cualesquiera x1, 20 € Xy f € H

py (f (1) f (22)) < < si px (a1,72) < 3.

Como X es compacto existen xq,...,x,, € X tal que X C GIB (24,0).
1=
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Ahora, H () es relativamente compacto en Y para toda x € X, entonces H (z;) es
relativamente compacto en Y, con i € {1,...,m}.
Definamos K = H (z1)U...U H (z,,) . Por definicién H (z;) es compacto. Entonces

m -
U H (z;) es compacto, entonces K es compacto, es decir K es relativamente compacto
=1

K3
y por lo tanto precompacto. Entonces existen ¥, ..., y, tal que K C ,LnJlB (yz-, %)
1=

Sea @ el conjunto de todas las funciones ¢ : {1,...,m} — {1,...,n}. Claramente
® es finito.

Sea L, = {f € H:py (f (mi),y¢(i)) < §, para toda i = 1,...,m}

Sea f € H. Consideremos f (z;) para toda i € {1,...,m}. Como f (z;) € H (x;)
entonces f (z;) € K y por lo tanto f(x;) € B (yj, i) para alguna j € {1,...,n}. Sea
¢ definida por ¢ (i) = j para cada i,entonces ¢ € ®, entonces f (z;) € B (Yp(i), 5) , es
decir py (f (2:),Yp(i)) < 5. Entonces f € L, por definicién para alguna ¢ € @, y como

® es finito entonces U L, es una unién finita de conjuntos.
ped

Por lo tanto H C U _L,,.
ped

Solo falta demostrar que cada L., estd contenido en una bola abierta de radio e.
Sean f,ge€ L,y x € X.

Para cada x € X existe i € {1,...,m} tal que z € B (x;,0), yaque X C .QB (x;,0)

y como H es equicontinuo tenemos que

py (F (2) f (2:) < = ¥ py (9 (2) g (1)) <

| ™

Por otro lado tenemos que

py (f (x:),9(z:) < py (f (@) %) + Py (W), 9 (1))

Ahora

py (f(x),9(x) < py (f (), f(2:) +py (f (2:),9(x:) + py (9 (2), g (7:))

< fLE, ¢
8 2 8

3
= ZE para cada x € X.
Por lo tanto p, (f,9) <esi f,g € L.

Para cada L., consideremos h € L,. Denotémosla h,. Observemos que p., (hy,g) < €
para toda g € L. Es decir, L, C B (hy, <), entonces H C U@Lw C U<1>B (hy,€) .
pe pe
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Por lo tanto H es precompacto. m

En particular, como todo espacio métrico compacto es completo se tiene que:

Corolario 5.8 §i X es un espacio métrico compacto entonces un subconjunto A de
C° (I, X) es relativamente compacto si y sélo si A es equicontinuo.

Demostracion: =)

Como X es un espacio métrico compacto, entonces, por el Teorema 4.8, X es com-
pleto. Observemos que I es un espacio métrico compacto.

Sea A C (C°(I,X) relativamente compacto entonces por el Teorema 5.7 A es
equicontinuo.

<)

Como X es un espacio métrico compacto entonces, por el Teorema 4.8, X es com-
pleto. Sea A C C° (I, X) y equicontinuo, observemos que A (z) = {f (z): f € A} C X
entonces por la Proposicién 4.7 A (z) es precompacto y por la Proposicién 4.11 A (x)
es relativamente compacto. Observemos que [ es un espacio métrico compacto.

Como A es equicontinuo, aplicando el Teorema 5.7 obtenemos que A es relativamente
compacto. H



Capitulo 6

Compacidad en espacios de
trayectorias

Sean X un espacio métricoy &, 1 € X.
Consideremos el espacio de trayectorias

Tey(X)={0€C(1,X):0(0)=¢yo(l)=n}

de £ anen X. Si este espacio fuese distinto del vacio y compacto podriamos aplicar
el Teorema 3.4 para obtener la existencia de una trayectoria geodésica de £ a 1. Por
desgracia no lo es y en la Proposicién 6.1 se mostrara.

En este capitulo veremos que este problema se resuelve reparametrizando propor-
cionalmente con respecto a la longitud de arco. Con esto podremos asegurar ya la
existencia de trayectorias geodésicas.

Proposicién 6.1 Consideremos las trayectorias oy : [0,1] — R? dadas por o, (t) =
(t, fx (t)) donde

0 St %gtga
fr(t) =19 20 =2"" si Hiy <t <o
2k+1¢ si 0<t< 58

y la métrica usual en R%. Esta sucesién no contiene ninguna subsucesion convergente
en T, (R?), donde £ = (0,0) y n = (a,0).

Antes de demostrar esta proposicién notaremos lo siguiente:
Lema 6.2 Sea X un espacio métrico y (r,) una sucesion en X tal que p (., Tm) = a

para toda pareja n,m € N, n # m, entonces (x,) no converge.
37
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Demostracion: Supongamos que si converge entonces (z,,) es de Cauchy, lo cual es
una contradiccién porque p (x,,z,,) = a para todan #m € N. =

Corolario 6.3 Sea (z,) una sucesion tal que p(x,,z,) = a para toda n,m € N,
entonces (x,) no contiene ninguna subsucesion convergente.

Demostracion: Sea (z,,) una subsucesién de (x,). Renombremos a la sucesién asi

(n,) = (yr) , entonces p (Yn, ym) = a para toda n # m € N. Aplicando el Lema 6.2 se
tiene que (yx) no converge.

Por lo tanto (z,) no contiene ninguna subsucesién convergente. m

Ahora demostraremos la proposicién anterior.
Demostracién de la Proposicién 6.1.

Demostracion: Sean las trayectorias oy, : [0,1] — R? dadas por oy (t) = (¢, fx (1))
donde

0 si gr<t<a
fo(t)=1q 2a—2"1¢ si B <t < %
26 sl 0<t < 5
N
D >
a a
Oy 2 ¢
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ol
2

Por el corolario anterior, basta probar que p., (0%, 0;) = a si k # j.
Primero veremos que &ixl |fr (t) — f; ()| = a para toda k # j.

Para esto basta mostrar que existe un punto to € [0, 1] tal que fj (to) — f;j (to) = a.
Sin perdida de generalidad, supongamos que k > j. Observemos que para ty = 5t se

tiene que fi (5%) = 0y fj (%) = a pues 5 < 3.

A 4
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Entonces
Poo (01:05) = X ppa (0 (1) 05 (1))
= Orgtegglfk (t) = f; ()]
= asik>j.

Por lo tanto (o)) no contiene ninguna subsucesién convergente. m

Este obstéculo se resuelve recordando que la longitud de una trayectoria no cambia
si la reparametrizamos por medio de una funcién no decreciente.

Dada cualquier trayectoria o : I — X de longitud finita podemos reparametrizarla
usando como pardmetro la longitud de arco como sigue: Para cada t € I sea 0y = 0 |jy:
[0,¢] — X la restriccién de la trayectoria o al intervalo [0, ] .

Proposicion 6.4 Si 0 : I — X es una trayectoria de longitud finita, entonces la
funcion
A: I —[0,l(0)] dada por \(t) =1(0¢)

es continua y no decreciente.

Demostracion: Primero demostraremos que A es no decreciente.

Sea o € T¢ , (X) y sean s,t € [ tal que s <.

Entonces 05 = 0 |pq: [0,5] = X y oy = 0 [jog: [0,f] — X. Observemos que
[(0s) 4+ 1(01—s) =1 (0y) y como la longitud es no negativa entonces [ (o5) < [ (0y). Por
lo tanto A (s) < A(1).

Ahora demostraremos la continuidad.

Probaremos primero que A es continua por la izquierda en ¢y Sea (t,) una sucesién
en [0,1] tal que t,, <toy t, — to. Sea 7, € C° (I, X) definida como sigue:

on(s)=o0(st,),n=0,1,...

7, es una reparametrizacién de oy, . Por tanto [ (6,,) = [ (04, ) . Probemos ahora que
o, — 0gen C°(I,X). Seae > 0. Como o es uniformemente continua (Lema 5.4) existe
0 > 0 tal que

plo(t),o(t) < % si [t — t] < 0.
Como t, — ty existe ng € N tal que |t, — ty| < & para toda n > ng. Por tanto,
|sty, — sto] = |s (tn — to)] < |tn — o] <O
para toda s € [0,1], n > ng, y en consecuencia

p((rn(s),&o(s))<gsin2n0ys€ [0,1].
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Es decir
Poo (Tny00) < € 81 m > ny.

Como [ : CY (I, X) — [0,00) es s.c.i. (Proposicién 2.5) obtenemos que

L(o1,) [ (70)

liminfl (5,,)

n—oo

IA

lim infl (oy,)

n—oo

IN

lim supl (oy,))

n—oo

Z(Um)

La dltima desigualdad se debe a que t,, <ty y A es no decreciente. Concluimos que

IN

A(to) = lm A (¢,) .
Es decir
m A () = A (to) -
t—ty
Probemos ahora que A es continua por la derecha en ty. Sea t,, € [0, 1] tal que t,, > tg
y t, — to. Consideremos la trayectoria 7 € C° (I, X) y definamos 7 (t) = o (1 —1t),
s € [0, 1] que se obtiene recorriendo a o en sentido inverso. Entonces 7, (s) = 7 (st,,)
Tn €s una reparametrizacion de 7,. Por tanto [ (7,) = [ (7¢,) . De manera analoga
al caso anterior se prueba que 7, — 7o en C° (I, X).
Sean s, :==1—1, < sy:=1—1tyy s, — sg. Por el caso anterior,
mi(7s,) =1(7s,) -

n—oo

Ahora bien, [ (75,) = (a ‘[tn,l]) y, por tanto,

l (O-tn) = l (O-) - l (Tsn) .
En consecuencia

lim((oy,) = (o) — lmli(7s,)

) — (o)~ I(ry)
= l(oy,)-

Es decir,
lim A (t) = A (to) -

t—tg
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Por lo tanto A es continua. m

Notemos con el siguiente ejemplo que A no es necesariamente biyectiva ya que puede
permanecer constante en algunos subintervalos de 1.

Ejemplo 6.5 Definamos o : [0,1] — R ast:
%t st te€ [(1), l}

o(t)= 5 site g,%
—% si te %,1

Demostracion: Mostraremos que A no es inyectiva, es decir, que existen x # y tal
que A (z) = A(y).

Tomemos r =

W=
Wl

A(%) = (o)
A(%) = 1(o2)

Por lo tanto A\ no es biyectiva.
Es importante notar que la trayectoria anterior es una curva en R y no en R?, pues
la curva en R? sf es inyectiva. W

yy=

N~ N -

Observemos que si A es constante en un subintervalo esto se debe a que o es constante
en dicho subintervalo.

Sea & : [0,1(c)] — X dada por 5 (s) = o (A" (s)), donde o (A7 (s)) = o (t) si
teX () y A (s)={te[0,1]: A(t) =s}.

r ST, S 1T,

o

X
Proposicién 6.6 & estd bien definida, es continua y 1 (5) =1(0).

Demostracion: Para ver que ¢ estd bien definida tenemos que probar que dado s €
[0,1(0)], \" (s) £ Dy quesity,ta € X' (s), 0 (t) = o (t;) . Entonces demostraremos
que A es suprayectiva, es decir, dado s € [0,1 (0)] existe z € I tal que A (z) = s.
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Sabemos que A es continua en [0,1], A(0) = 0 y A(1) = [(0). Entonces por el
Teorema del valor intermedio dado s € [0,1(0)] existe x € [0,1] tal que A (x) = s, es
decir A7 (s) # @.

Sean x1,x2 € I tal que A (z1) = s = A (x2), entonces [ (0,,) = (0,,), por lo tanto
o(z1) =0 (xq).

Por lo tanto ¢ estd bien definida.

Probaremos ahora que ¢ es continua.

Sea A C X cerrado. Como o es continua, o0~! (A) es cerrado en I y, como [ es com-
pacto, 07! (A) es compacto. Por la Proposicién 6.4, A es continua. Por tanto, A (67! (A))
es compacto y, por ende, cerrado en [0,1(c)]. Pero 57! (4) = A (67 (A)) . Esto prueba
que & es continua.

Solo falta demostar que [ (6) = [ (o), entonces

ya que A es una funcién continua y no decreciente, por lo que la composiciéon no altera
la longitud. Ahora, por definicién de ¢ tenemos

GoNE) =N (A1) =0 (t).

Entonces

por lo tanto
l(6)=1(0).
Notemos que & (s) es el punto tal que la longitud de la trayectoria & desde su inicio
hasta él es precisamente s.

fl & L)

Sean s, sy tales que 0 < s1,89 < [(0). Consideremos 6 (s1) y (s1). Como la
longitud de la cuerda entre dos puntos de una trayectoria es menor o igual que la
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longitud de la trayectoria entre dichos puntos, ¢ es tal que

0(5 (51) 75— (52)) < I (5— ’[81782})
= |ss — s1| para cualesquiera 0 < s1, 8 < [ (0)

|'.3f Ffl:.ﬂl_:".{?r..:ﬂ_:”

??[.‘f.e_:l

Sea

_—

donde w (t) = [ (o)t es una parametrizaciéon. Observemos que 6 (t) = G o w (t) =
g(l(o)t)

Sabfamos que ¢ es continua y como w es continua, Entonces la composicién es
continua. Por lo tanto 6 € C° (I, X) y es la reparametrizacién proporcional a la longitud
de arco de la trayectoria o.

Lema 6.7 [(64) =1(5)t
Demostracion:

Gt = Gioy = 0 |j0(o)

pero
LT |pitoyn) = L(o)t
y ademds [ (o) =1(5).
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Por tanto

Recordemos que 6 = 6 o w y como w es una funcién continua y no decreciente
entonces por la proposicién 1.5 se tiene que [ (6) =1 (7).
Por lo tanto

Denotemos por
Ley(X)={0€T,(X):l(0)<ooyl(o)=1(0)t, YVt €][0,1]}

al espacio de todas las trayectorias o : [0,1] — X de £ a n de longitud finita parame-
trizadas proporcionalmente a la longitud de arco. Es inmediato comprobar que:

Proposicién 6.8 Para toda 0 € L, (X) se cumple que
p(o(t),o(tz)) <Il(o)|ta —t1| para cualesquiera 0 < ti,ty < 1.
Demostracion: Sean t; <ty € I y sea o € L¢, (X) entonces

plo(t),o(t) < 1(0 )
= Jta—t]l(0).

Estamos listos para probar el teorema central de esta tesis.

Teorema 6.9 (Existencia de trayectorias geodésicas). Sea X un espacio métrico
compacto. Si existe una trayectoria de longitud finita entre dos puntos & y n de X
entonces existe una trayectoria geodésica de & an en X.

Demostracion: Consideremos la restriccion

l:CO(I,X)HRU{OO}
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de la funcién longitud al subespacio L¢,, (X). Sea a < oo la longitud de alguna trayec-
toria de £ a . Como su reparametrizaciéon proporcional a la longitud de arco tiene la
misma longitud (Proposicién 1.5) entonces

l<o ={0€ Ly (X):1l(0) <a} #@.
De la proposicién anterior se sigue que, para toda o € I,

[t —t1] 1 (o)

plo(t),o(t) <
< |ta —ti]a para cualesquiera 0 < ty,ty < 1.

Dada € > 0 tomemos J = £, entonces si |ty — ;| < £ tenemos que

£

—a

a
= €

plo(t),o(t)) < |t2—tifa
<

por lo tanto [<, es equicontinuo. Entonces, por el Corolario 5.8, <, es relativamente
compacto. Recordemos que [ es s.c.i entonces por la Proposicién 2.2 [<, es cerrado, por
lo tanto es compacto.

Por Teorema 3.4 tenemos que [ alcanza su minimo en o en L, (X) y, como todas
las trayectorias de £ an en X se pueden reparametrizar proporcionalmente a la longitud
de arco sin cambiar su longitud, o, es una trayectoria geodésica de £ anen X. m
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