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Introduccion

El presente trabajo estd enmarcado en la Teorfa de Continuos e Hiperes-
pacios.

Uno de los problemas que abordamos en este trabajo es el de caracterizar
a los continuos X para los cuales existen retracciones de C'(X) a X o de 2%
a X. Este problema tiene su punto de partida en 1970 cuando S. B. Nadler
Jr. en [32] plantea el siguiente problema.

;Bajo qué condiciones X es la imagen continua de 2% o de C'(X)?.

Por ejemplo ningiin continuo que no sea arco-conexo puede ser la imagen
continua de C'(X) o de 2% ya que estos espacios son siempre arco-conexos.

Como caso particular, S. B. Nadler Jr. planteé el problema de encontrar
condiciones necesarias y suficientes para que un continuo X sea un retracto
de 2% o de O(X).

Ain no se conocen condiciones que caractericen por completo a estos
retractos.

Una de las principales aportaciénes en esta tesis es la siguiente:

Si un continuo X es retracto de C'(X), entonces X no es de tipo N.
Donde intuitivamente ser de tipo /V significa, tener un arco y dos sucesiones
de arcos convergiendo a dicho arco. Donde intuitivamente cada uno de los
elementos de una sucesion tiene forma semejante a V" y los elementos de la
otra sucesion, tiene la forma semejante a ”A”. En el capitulo 3 presentamos
la demostracién de este resultado.

La tesis estd organizada de la manera siguiente:

En el primer capitulo presentamos definiciones de conceptos y resultados
relacionados con los hiperespacios C(X), 2% y F5(X) de un continuo X.

En el capitulo 2, presentamos conceptos y resultados relacionados con
dendroides.

Tanto en el capftulo 1 como en el 2 surgieron algunas preguntas cuya
respuesta no encontramos en la literatura. Asi que en esta tesis se encontrardan
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nuevas aportaciones al tema.

En el capitulo 3 presentamos la demostraciéon del teorema siguiente: Si
un continuo X es retracto de C'(X), entonces X no es de tipo N. Con
una demostracion similar, probamos un resultado relacionado con funciones
promedio que generaliza a un Teorema de Bell y Watson [1, Teorema 3.5, p.
42]. Exponemos también, ejemplos que nos muestran que la propiedad ser
de tipo N es necesaria, pero no suficiente. Mds atin, damos ejemplos que nos
muestran las propiedades no ser de tipo N (resp. no ser de tipo N general-
izado) y ser uniformemente arco-conexo, aunque son ambas necesarias para
que un continuo X sea retracto de C'(X), juntas no son suficientes.

En el capitulo 4 exponemos resultados que relacionan las propiedades tipo
N, tipo N generalizado y propiedad de interseccién doblada. Relacionamos
también estas tres propiedades con la contractibilidad y la existencia de re-
tracciones, selecciones y funciones promedio. Con esto damos respuesta a
algunas preguntas que encontramos en la literatura y a otras planteadas por
nosotros mismos.

El capitulo 5 estd dedicado a responder preguntas sobre qué tipo de fun-
ciones preservan la selectibilidad y la no selectibilidad. Estas preguntas fueron
planteadas por J.J. Charatonik en [8, Pregunta 14.15].
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Capitulo 1

Continuos y sus Hiperespacios

En este capitulo se introducen algunas de las definiciones generales y
teoremas sobre continuos y sus hiperespacios, que se utilizardn en el desarrollo
del presente trabajo. Aunque al lo largo del mismo, se definird también la
herramienta correspondiente a cada uno de los capitulos.

Definicién 1.1 Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y
conexo. Un subcontinuo de un continuo X es un subespacio de X que
también es un continuo. Si el espacio topolégico tiene mds de un punto se
dird que es no degenerado.

Existe una gran gama de continuos, por ejemplo los siguientes son sub-
continuos de R?. Un arco I es homeomorfo al intervalo cerrado [0,1], una
curva cerrada simple S es cualquier espacio homeomorfo a la circunferen-
cia unitaria, el abanico de Cantor C' es el cono sobre el conjunto de Cantor,
el abanico arménico A, es el cono sobre la sucesiéon arménica junto con su
limite, al continuo F, se le suele llamar el punto peludo. Consiste de la unién
numerable de arcos cuya sucesién de longitudes converge a 0. Véase la Figura
1, pag 2.

Muchos de los espacios con los que trabajaremos serdan arco-conexos.
Veamos que dice esta propiedad.

Definicién 1.2 Un espacio topolégico X es arco-conexo si para cualquier
par de puntos a, b € X, existe un arco contenido en X cuyos extremos son a

y b.
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Todos los subcontinuos de la Figura 1 son arco-conexos.

Sean X un espacio arco-conexo y x,y € X, denotaremos por xzy a cada
arco que une a x con y. Como muchos de los continuos con los que trabajamos
estan contenidos en R", para alguna n € N, denotaremos a tal arco por Ty
si es rectilineo.

Definamos el hiperespacio de un continuo X.

La coleccién de todos los subconjuntos cerrados no vacios de X se denota
por 2%y la coleccién de todos los subcontinuos de X se denota por C(X).
En simbolos,

2X ={A C X : Aescerrado y no vacio} y

C(X)={Aec2¥: Aesconexo}.

Si X tiene métrica d, x € X y € > 0, la bola de radio epsilon con centro
en z serd denotada por B.(z) y se define por

B.(z) ={ye X : d(z,y) <e}.

Por otro lado si A C X, la nube de radio epsilon alrededor de A denotada
por N.(A) se define como

N (A) = UueaB:(a).

De esta manera, si A y B son elementos de 2% se define el siguiente
numero

H(A,B)=inf{e>0: ACN.(B)y BC N.(A)}.

La funcién H es una métrica en 2¥y por lo tanto en C(X) (ver [33,
Teorema 4.2, p. 53].

A H se le conoce como la métrica de Hausdorff.

Definicién 1.3 Los espacios 2% y C'(X) con la métrica de Hausdorff son
llamados hiperespacios de X . En particular, C'(X) es llamado el hiperes-
pacio de subcontinuos de X.

Los hiperespacios 2% y C/(X) son también continuos, la compacidad de
estos hiperespacios es probada en [33, Teorema 4.13, pp. 59-61], mas auin, 2%
y C(X) son arco conexos, ver [21, Teorema 14.9, p. 113].

Gracias a que C(X) es un continuo, también podemos hablar de

C(C(X))={ACC(X): Aes conexo, cerrado y no vacio} .

Es claro que este espacio también es un continuo con la métrica de Haus-
dorff generada por H, que es denotada por H2.
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Por otra parte se sabe que en un espacio métrico y compacto, toda suce-
sién tiene al menos una subsucesién convergente. Como consecuencia de esta
afirmacion y de la compacidad de C'(X) tenemos el siguiente resultado [33,
Corolario 4.18, p. 61].

Teorema 1.4 Sea X un espacio métrico compacto. Entonces, cada sucesion
de subcontinuos de X tiene una subsucesion de subcontinuos que converge a
un subcontinuo de X y por lo tanto cada sucesion convergente de subcontinuos
de X tiene un subcontinuo de X como limite.

Consideremos también los siguientes hiperespacios:

Fy(X) = {{z, 9} 2y e X}y Fou(X) = {{z}: z€ X}
Este ultimo espacio topolégico es homeomorfo a X. Asi pues X serd identifi-
cado con F;(X). Note que en la forma estd definido C'(X), X es un punto de
C(X), pero en algunos casos en lugar de decir F;(X) C C(X), abusaremos
de la notacién y diremos que X C C(X) con el entendido de que se estd
usando F;(X) y no X. En su momento cuando se utilice este hecho se harén
las aclaraciones pertinentes.

Sea I = [0, 1]. Entonces C'(I) es homeomorfo al tridngulo A con su interior
en el plano que tiene como vértices a los puntos del plano (0, 0), (0,1) y (1,1).

La regla de correspondencia del homeomorfismo h : C(I) — A es como
sigue: Para cada [a,b] € C(I), [a,b] 2, (a,b) € R? donde 0 < a < b < 1.
El lector puede ver en [21, Ejemplo 5.1, p. 33] una demostracién de que h es
efectivamente un homeomorfismo.

Con la misma regla de correspondencia se puede probar que Fy(I) es ho-
meomorfo al tridngulo A, de esta manera F5(/) es homeomorfo a C([).

En los hiperespacios se puede hablar de un tipo especial de arco, llamado
arco ordenado.

Definicién 1.5 Sea X un continuo y sea H C 2%. Un arco ordenado en
H es un arco A tal que para cualquier par de elementos A y B de A se tiene
que A C B6 B C A. Si Hy K denotan los puntos extremos de un arco
ordenado y H & K decimos que A es un arco ordenado en H, desde H hasta
K.
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Graficamente un arco ordenado no lo podemos imaginar asi

Con el fin de trabajar con limites de sucesiones en hiperespacios, definire-
mos los conceptos de limite inferior y limite superior.

Definicién 1.6 Sea {C,} ~, una sucesién de subconjuntos de un espacio

topolégico X. Definimos el Limite superior (Limsup) de la sucesién {C,}. -,

como el conjunto

Limsup(C. ) — x € X | si U es un abierto que contiene a z, entonces
Pi&n) = UNCcC, # ¢, para una infinidad de indices n.

y definimos el limite inferior (Liminf) como el conjunto
x € X | si U es un abierto que contiene a z, entonces

Liminf(C,) = ¢ UNC, # ¢ para toda n € N, excepto para un conjunto
finito de indices.
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Claramente Liminf(C,,) CLimsup(C,,), y no es dificil probar que si {C,,, }7-,
es una subsucesién de {C,} 7, , entonces
Liminf(C,,) CLiminf(C,, ) CLimsup(C,,) CLimsup(C,).

Ademss si Liminf(C,,) =Limsup(C,,) = C, diremos que la sucesion {C,, },~
converge a 'y escribiremos LimC),, = C.

Esta definicién de convergencia coincide con la convergencia respecto a
la métrica de Hausdorff en el hiperespacio C'(X), véase [33, Teorema 4.11, p.
57].

Algunas consecuencias inmediatas son las siguientes.

Proposicién 1.7 Sean X un espacio topolégicoy { H,}2 1, {Gn}22, dos suce-
sitones de subconjuntos de X

i) Si Limsup(H,) = H, Limsup(G,) = G y H, C G, para toda n € N,
entonces H C G.

i1) Si Liminf(H,) = H', Liminf(G,) = G' y H, C G, para toda n € N,
entonces H' C G'.

iii) Si C, = H, UG, para toda n € N, entonces

Limsup(C,,) =Limsup(H,,)ULimsup(G,,).

i) Si C, = H, UG, para toda n € N, entonces

Liminf(C,,) =Liminf(H,,)ULimsup(G,,).

Demostracién. Probaremos i) ya que ii) es andloga a 7). Sea = € H,
entonces para cada abierto U C X con x € U, UN H; # ¢ para una infinidad
de indices. Como H,, C G, se tiene que U N G; # ¢ para una infinidad de
indices. Asi x € GG. Por lo tanto, H C G.

Prueba de 7ii)

D) Sesigue de i) que Limsup(C,,) DLimsup(H,,) y Limsup(C,,) DLimsup(G,,).
Por lo tanto, Limsup(C),,) DLimsup(H,,)ULimsup(G,,).

C ) Sea x €Limsup(C,,). Si z ¢Limsup(H, ), entonces existe un abierto W
que contiene a z tal que W N H,, # ¢ para un nimero finito de indices n. Sea
U un abierto que contiene a x, entonces U N W N H,, # ¢ para un nimero
finito de fndices n. Por lo tanto UNW NG, # ¢ para una infinidad de indices
n. Lo cual implica que U NG,, # ¢ para una infinidad de indices n. Esto nos
dice que = €Limsup(G,,).

La prueba del inciso iv) es semejante a la anterior. m
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Como un corolario de los incisos i) y i) tenemos lo siguiente.

Corolario 1.8 Sea X un espacio topoldgico. Si {H,}>2, y {Gn}22, son dos
sucesiones de subconjuntos de X tales que LimH, = H, LimG, = G y
H, C G,, para toda n € N, entonces H C G.

El siguiente resultado es muy usado en espacios métricos compactos cuan-
do se requiere saber si Limsup(C};) es un continuo.

Teorema 1.9 [23, § 47. II, Teorema 6, p. 171] Sea {C,,} >, una sucesion de
subcontinuos de un espacio métrico compacto. Si Liminf(C;) # ¢, entonces
Limsup(C;) es un continuo.

Otra forma de obtener el Lim(;, en espacios métricos es por medio de
convergencia de sucesiones punto por punto de la siguiente manera.

Proposicién 1.10 Sean X un espacio métrico con métrica d, y {Cy}
una sucesion de subconjuntos de X . Si LimC), existe, entonces
LimC,, = {x € X | x = Limx,, con z, € C,,, para cada n € N} )

n—oo

Demostracién. D:Sean

A:{xeX]x:LimxnconxneCn, paracadanEN},

n—oo

x € Ay U un conjunto abierto que contiene a x. Como x,, — r, existe N € N
tal que para toda n > N, x, € U. Es decir, U intersecta a C,,, para toda
N € N salvo un nimero finito. Por lo tanto, x € Liminf(C,,) =LimC,,.

C: Sea x €LimC,. Entonces, x €Liminf(C;). Si e; = 1, existe N; € N tal que
para toda n > Ny, B, (x) N C,, # ¢. Sean xy, € Bi(x) NCyy, y sea z,, € C,
para cada n < N;. Para ey = %, existe Ny € N con Ny > N; tal que para toda
n > Na, B.,(x) N C,, # ¢. Sean z, € B, (x) NCy, y x, € C,, N B, (x) para
cada N; < n < N,. En general para ¢, = %, existe N,, € N tal que para toda
n > Np, B., (x)NC, # ¢. Sean zy,, € B, (x)NCy,, vy x, € C, N B, ()
para cada N,,_1 < n < N,,. Por construccién la sucesién (x,) converge a x,
ya que para cada ¢ > 0, existe m € N tal que B, _,(z) C B.(x) y para toda
n>Np1 v, € B, (x). Asi,z € A. =

Em—1
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En general, dado un continuo X, no es cierto que si una sucesién de arcos
{4,152, (A, C X) converge a B C X, entonces LimC(A4,) = C(B). Esto
puede verse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.11 Consideremos a la circunferencia unitaria S!, p un punto en
Sty {A;}32, una sucesién de arcos en S! definida de la siguiente manera:
A, = puqn, donde p ¢ A, para cada n € N y Limp, = Limg, = p. Esta

n— oo n0—oo

sucesion asi definida satisface que LimA, = S!, (ver Figura 4). Sea A un
n—oo

arco contenido en S' que contiene a p como punto medio, entonces A no es
limite de arcos contenidos en los A,,. Por lo tanto la sucesién {C'(4,)}5°, no
converge a C/(S1).

Sin embargo, si una sucesién de arcos {A,}>°, (A4, C X) converge a
B C X, entonces la igualdad LimC(A4,) = C(B) es verdadera si B es un
arco (Teorema 1.15).

Probaremos que la contencién LimC(B,,) C C(B) siempre es cierta.
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Proposicién 1.12 Sean X un continuo, {B,}>° | una sucesion de subcon-
tinuos de X y A € C(X). Si LimB,, = A. Entonces, LimC(B,,) C C(A).

Demostracién. Sea B €LimC/(B,). Entonces, por la Proposicién 1.10
existe una sucesion {H,}°, tal que H, € C(B,) para cada n € Ny
LimH, = B. Asi, por el Corolario 1.8, B C A. Es decir, B € C(A). Por
lo tanto, LimC'(B,,) C C(A). =

Demostraremos que si { B, }°° ; es una sucesién de arcos que converge a un
arco A, entonces si se cumple que LimC(B,,) = C(A). Para ésto necesitaremos
los siguientes dos resultados.

El siguiente teorema fue probado por T. J. Lee en [24, Lema 4, p. 123]
cuando el espacio X es un dendroide. Sin embargo, la misma demostraciéon
que presenta T. J. Lee prueba que el resultado es cierto en la siguiente forma
que es mas general.

Lema 1.13 Sean X wun continuo y {A,}5°, una sucesion de arcos de X que

convergen a un arco A en X. Si p'q’ es un subarco de A, entonces existen
. / [e o) / oo / /

dos subsucesiones de puntos {p, }7>, vy {4, }71 conp, yq, en A, con-

vergiendo a p y a q respectivamente, tal que la sucesion de arcos {p;kqgk}z‘;l

converge al arco p'q'.

Lema 1.14 Sean X un espacio métrico compacto y {x,}52, una sucesion
en X. Si toda subsucesion convergente {x,, }7>, de {x,}32, converge a z,
entonces {x,}5°, converge a .

Demostracién. Supongamos que {z,}°°; no converge a z. Entonces
existe € > 0 tal que para cada m € N existe n,, > m tal que x, ¢ B.(x).
De esta manera podemos tomar la subsucesién {z, }°°_; de {z,};2,, para
la cual ocurre que

{#n,, Y= N Be(2) = ¢. (1)

Por otra parte, como X es un espacio métrico compacto, entonces {z,, }oo_;
tiene una subsucesién convergente. Por hipétesis tal subsucesién debe con-
verger a x. Pero esto contradice (1). Esta contradiccion prueba que la sucesion
{z,}5°, converge a . ®
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Teorema 1.15 Sea X un continuo. Si {A,}5°, es una sucesion de arcos de
X convergiendo a un arco A € C(X). Entonces, LimC(A,) = C(A).

Demostraciéon. Probaremos primero que toda subsucesién convergente
{C(An,)}52, de {C(A,)}22, converge a C'(A). La prueba de este hecho la
haremos por contenciones. Observemos que la familia de subsucesiones con-
vergentes de {C'(A4,)}5%, es no vacio ya que C(C(X)) es un espacio métrico
compacto.

Sea {C(A,, )}, una subsucesién convergente de {C'(A4,)}22 ;. Como {A,, }72,
converge a A, entonces por la Proposicién 1.12, LimC(A4,,) € C(A). Para
probar que LimC(A4,,) D C(A), consideremos p'q’ un arco contenido en A.
Entonces por el Lema 1.13, existe una subsucesién de arcos {p;%l q'nkl}[‘il
con p;qu'nkl C Ankl tal que Limp;kl =7, Limqq’?kl =qy Li1rnp;%qu’1 Yy =

l—o00 l—o00

l—o0
p'q. Esto es equivalente a decir que p'q’ €Limsup(C(A,,)). Por lo que,
C(A) cLimsup(C(A,,)) =LimC(A,,). Por lo tanto, LimC(A,,) = C(A).
Entonces, el Lema 1.14 garantiza que LimC'(4,) = C(A). =



Capitulo 2

Dendroides

La finalidad de este capitulo es presentar definiciones y resultados rela-
cionados con dendroides. Se incluyen algunos resultados que responden a
preguntas que surgieron a lo largo de esta investigacion.

Definicién 2.1 Un continuo X es unicoherente si siempre que X =
AUB con Ay B subcontinuos de X se tiene que AN B es conexo. Si cada
subcontinuo de X tiene esta propiedad, entonces se dird que X es heredi-
tariamente unicoherente.

Definicién 2.2 Un dendroide es un continuo arco-conexo y hereditari-
amente unicoherente.

En la Figura 1, pag 2, casi todos los continuos son dendroides excepto la
circunferencia S.

Es facil ver que dados dos puntos cualesquiera en un dendroide, el arco
que los une es tnico.

Definicién 2.3 Sea X un espacio métrico arco-conexo. Diremos que X
es uniformemente arco-conexo, si para cada ¢ > 0 existe £k € N tal que
cada arco ab = A contenido en X contiene k puntos a = ay, as, as, ...,a; = b
que dividen a A en subarcos a;a;+1 cada uno de ellos con didmetro menor
que €.

El abanico del Ejemplo 3.9, pag 42, no es uniformemente arco-conexo.

Definicién 2.4 Sean X un dendroide y p € X.
a) Las arco componentes de X\ {p}, son las clases de equivalencia de la
siguiente relacién de equivalencia: © ~ y, si * = y o si existe un arco en
X\ {p} que va de x a y.

b)El grado de p en X lo denotamos y definimos por gr(p, X)) =ntmero de
arco componentes de X\{p}.

¢) En consideracién con b), si gr(p,X) = n > 3 llamamos a p punto de
ramificacién, donde n no necesariamente es un nimero natural, n puede
ser también Ry o 2%, Si n = 2 le llamaremos punto ordinario y si n = 1 le
llamaremos punto terminal o extremo.



d) O(X) denota el conjunto de puntos ordinarios, R(X) denota el conjunto
de puntos de ramificacién y E(X) denota el conjunto de puntos extremos.

Entre los dendroides que més nos interesan estan los abanicos.

Definicién 2.5 Un abanico es un dendroide con exactamente un punto
de ramificacién. A tal punto le llamaremos el vértice del abanico. Un abanico
X es un n-odo simple si gr(v, X) =n € N, donde v es el vértice de X.

Ejemplo 2.6 Describiremos el siguiente dendroide en coorde-
nadas cilindricas. Esto es; las dos primeras coordenadas estdn en

coordenadas polares y la tercera coordenada es la usual. Sean v =
o0

(0,0,0), p=(1,0,0), gm = (1, 5, 0). Definamos como A = (|J7G,)U7p .
m=1
A este abanico se le conoce como el abanico arménico. Obviamente

lo descripcién se puede hacer en el plano. Lo definimos asi, ya que
lo necesitamos de esta manera en el Ejemplo 2.12, pag 17.



Definicién 2.7 Se dice que un dendroide X es suave en p si para cada
a € X y para toda sucesién {a, } -, contenida en X con a,, — a ocurre que
la sucesién de arcos pa, converge al arco pa. Se dice que un dendroide X es
suave si hay algiin punto en el cual X es suave.

En [26, pp. 35-38] se caracteriza a los dendroides no suaves de la manera
siguiente:

Un dendroide no es suave si y sélo si contiene subdendroides de tipo 1 o
de tipo 2 que se definen como sigue (véase también [18, p. 194]. )

El dendroide Y = | pa,, es un dendroide del tipo 1 si:
n=1
1. Lima, = a;

n—oo
2. la sucesion de arcos {pa, }5°, converge a un dendroide L; y
3. existen un punto extremo s de L, distinto de a , y un conjunto abierto
D que contiene a s tales que C, N ( U pa,) = ¢, donde Cj es la componente

de DN L que contiene a s. Al punto P se le llama punto de emanacién de
Y.

Un dendroide Y = (| sa,) U sabt U ( | tb,),( donde sabt es un arco que

n=1 n=1



va de s a t que pasa primero por a y luego por b ) es un dendroide del tipo
2 si:

1. Lima,, = a, Limb,, = b;
n—oo n—oo

2. Limsa,, = sa, Limtb, = tb; y

n—oo

3. Lim(diam(sa, Nst)) =0 y Lim(diam(tb, N st)) = 0.

n—oo n—odo

El arco st es llamado arco basico de Y.

Con el fin de responder a una pregunta que se sugiere en [26, pp. 32],
diremos lo que es un dendroide de tipo 4:

El dendroide Y = |J pa,, es un dendroide del tipo 4 si
n=1
1. Lima,, = a;

2. la sucesioén de arcos {pa,}>°; converge a un dendroide L; y

3. existe un punto extremo s de L, distinto de a, tal que Y no es localmente

o0
conexo en sy s ¢ |Jpa,.
n=1
Note que tanto en los dendroides de tipo 1 como los dendroides de tipo

4, el punto p no necesariamente es un punto de ramificacién como se puede
apreciar en el dendroide de la Figura 6.



En [26, pp. 32| se prueba que un dendroide de tipo 1 es un dendroide de
tipo 4. Muestran con un ejemplo que no todo dendroide de tipo 4 es de tipo 1,
ver [26, Ejemplo p. 33]. Se cree que los dendroides planos de tipo 4 son de tipo
1. Nosotros probamos que al menos en los abanicos, no necesariamente planos,
estos dos tipos coinciden. Esto lo enunciamos en la siguiente proposicién.

Proposicion 2.8 Todo abanico del tipo 4 es un abanico del tipol.
[e.e]

Demostracién. Sea Y = |J pa,, un abanico del tipo 4. Sea s un punto
n=1
extremo de L distinto de a tal que Y no es localmente conexo en s. Entonces,

a partir de cierta ¢ > 0, cada abierto con didmetro menor que € contenido

en Y y que contiene a s no es conexo. Cada arco de la sucesién {pa,}>
o

contiene al vértice v del abanico ya que de lo contrario Y = | pa, no seria
n=1
un abanico. Por otra parte, s # v ya que la sucesién {pa,}>; contiene al

vértice y por hipétesis s ¢ |J pa,. Ademés s # p, s # ay s # a, para
n=1

toda n. Como X es métrico, existe un abierto V cona € V tal que s ¢ V' y
como a, — a entonces, existe N € N, tal que para toda n > N, a, € V. De
aqui, existe un abierto U conteniendo a s tal que a,, v, p, a ¢ U para toda
n € N. De esta manera la componente C' de U N L que contiene a s es un

arco semiabierto con un punto extremo en s, (ya que solo hay un punto de
o0

ramificacion). Asi, C'N (| pa,) = ¢. Por lo tanto, Y es de tipo 1.
1

n=

A lo largo de este trabajo, utilizaremos los conceptos de contractibilidad
en X, selectibilidad en C'(X) y retracciones de C'(X) en X.

Definicién 2.9 Sea X un espacio topoldgico.
a) Decimos que X es contraible si existe una funcién continua H : X x [ —
X y un punto p € X tal que para cada x € X tenemos que H (z,0) =z y
H (z,1) = p. A tal funcién se le suele llamar una contraccién.
b) Sean X y Y dos continuos, y f.X — Y una funcién continua . Diremos
que la funcién f es mondétona si para cada B € C(Y), la imagen inversa de
B es un continuo.
c) Sean X y Y dos continuos, y f.X — Y una funcién continua . Diremos
que la funcién f es confluente si para toda B € C(Y), cada componente C'
de la imagen inversa de B es tal que, f(C) = B.
d) Sean X y Y dos continuos, y f.X — Y una funcién continua . Diremos
que la funcién f es débilmente confluente, si para cada B € C(Y), existe



una componente C' de la imagen inversa de B, tal que f(C) = B.

e) Diremos que X es monétono contraible, si X es contraible y para cada
t € [0,1] la funcién H restringida al conjunto X x {¢} es una funcién moné-
tona.

f) Diremos que X es confluente contraible, si X es contraible y para cada
t € [0,1] la funcién H restringida al conjunto X x {t} es una funcién conflu-
ente.

g) Diremos que X es débilmente confluente contraible, si X es contraible
y para cada t € [0,1] la funcién H restringida al conjunto X x {t} es una
funcién débilmente confluente.

h) Sea A un subconjunto cerrado de X. Una retraccién de X en A es una
funcién continua r : X — A que restringida a A es la identidad en A. Si
existe tal funcién se dice que A es un retracto de X.

i) Una seleccién es una funcién continua s : H — X tal que s(A) € A
donde H C 2% .Decimos que X es selectible si existe una seleccién definida
en C(X). En particular una selecciéon C'(X) es una retraccién de C'(X) en
X.

Uno de los conceptos que determinan la no contractibilidad en abanicos
es el de Q) —punto. Analizaremos esta propiedad en dendroides y en abanicos.

Definicién 2.10Un arco ab en X es irreducible entre dos conjuntos A
y BsiabNA={a} yabn B = {b}.

Definicién 2.11 Sea X un dendroide. Diremos que p € X es un Q — punto
si existe una sucesién de puntos {p,} -, contenida en X convergiendo a p
tal que Limsup(pp,) # {p}, v si png, denota el arco irreducible entre p, y
Limsup(pp, ), entonces g, — p.

Observacién. A partir de la definicién, tenemos que si p es un (Q-punto,
entonces X no es localmente conexo en p, ya que de serlo, Limsup(pp,) = {p}.



Los abanicos con ()—puntos que encontramos en la literatura, y otros mas
que analizamos, muestran tnicamente al vértice como ()—punto. Dada esta
observacion planteamos la siguiente pregunta.

Si un abanico tiene un Q—punto p entonces ;, es p necesariamente
el vértice del abanico ?

El siguiente abanico responde negativamente a esta pregunta.

Ejemplo 2.12 En la descripcién del abanico F' (Figura 9) las dos primeras
coordenadas estardan dadas en coordenadas polares: Sean ¢, = (1, 55,0),
hm = (0,0, %), pm = (1,0, %) para cada m € N y para cada n,m € N sean
Un,m = (%7 22%7 %) Y Snm = (17 %’ %)

Ademids para m > 2, definamos



PmAm = pmthhmsl,mU(U {Sn,mvn,m U Un,mSn+1,m | n+1< m})U’Umfl,QO-

F:AU(Umem)a

meN

donde A es el abanico arménico que se definié en 2.6.
Note que Lim p,, = p, Limsup(pp,,) = A y el arco irreducible entre p,, y A,

es el arco p,,q,, que satisface que Lim g,, = p. Por lo tanto, p es un ()—punto
m—0o0

de F' con p # v. En este ejemplo se puede ver que v también es un ()—punto
de F.

En la Figura 9, pag 18, sélo se muestra el arco pgg U ggps.



Una vez encontrado este ejemplo, se analizaron m&s abanicos con ()—puntos
distintos al vértice del abanico. Notamos entonces, que el vértice también lo
era. Por otra parte, hay abanicos en los cuales sélo el vértice es un ()—punto.
Asi planteamos la siguiente pregunta como problema abierto.

Sea X un abanico.
(Si p es un (Q—punto de X distinto del vértice, entonces sera el
vértice un (Q—punto de X7

Por otra parte L. G. Oversteegen prueba en [36, Teorema 3.1, pp. 498, 499]
que, en abanicos, la conexidad local en el vértice es equivalente a la llamada
propiedad P*; que a su vez, tiene relacién con el concepto de ()J—punto.

Veamos primero que dice la propiedad P*.

Definicién 2.13 Un abanico X con vértice v tiene la propiedad P*, si
para toda sucesién {x, }°°; que converge a v, se cumple que Limsup(vz,) =

{v}.

Teorema 2.14/36, Teorema 3.1, pp. 498, 499] Sea X un abanico con
vértice v. Entonces, las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. X tiene la propiedad P*.
2. X es localmente conexo en v.
Como consecuencia inmediata se tiene lo siguiente.

Corolario 2.1557 X es un abanico localmente conexo en v, entonces v
no es un Q-punto de X.
Demostracion. Se sigue de la observacion anterior.

El siguiente teorema muestra que si un abanico X es localmente conexo en
el vértice entonces no solo el vértice no es Q—punto de X, si no que ningin
otro punto de X es (Q—punto. Dicho de otra manera, si hay (Q—puntos,
entonces el abanico no es localmente conexo en el vértice.

Teorema 2.16 Si X es un abanico localmente conexo en el vértice v.
Entonces, X no contiene QQ-puntos.
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Demostracién. Como X es localmente conexo en v, v no es un ()—punto
(Corolario 2.15). Basta mostrar ahora que todo punto p # v no es un
@Q—punto. Sean p € X, p # vy {p,}2, una sucesién convergiendo a p.
Probaremos primero que Limsup(pp,) = {p} 6 Limsup(pp,) = A, donde A
es un arco con un extremo en v que contiene a p. Sea s un punto extremo
de X tal que p € vs. Ahora bien, si a partir de cierta n los puntos p,, estdn
en el arco vs entonces Limsup(pp,) = {p}. Podemos suponer que todos los
Pn 1O estan en vs y que p,v Nvp = {v}. Como X es localmente conexo en
el vértice, existen conjuntos abiertos y conexos V,, que contienen a v tal que
el diam(V},,) es menor o igual que % Por otra parte para cada m fija y cada
n € N, sea r™ el primer punto que estd en el arco vp, y en el conexo V,,,
moviéndonos del punto p, hacia el vértice v . De esta manera para cada m
fijo tengo una sucesién de arcos {r"p, 2, que satisface lo siguiente:

r"p, C pp, para cada n y para cada m. Mds aun, r"'p,, C vp,. Por lo que si

A,, = Limsup(r'p,), entonces A,, es un subconjunto de limsup(vp,,) donde
neN
v ¢ A, yaque 'p, C X\V,, para toda n. De aqui que A,, C X\V,, para

cada m fija. Ademds como p € Liminf(r!"p,,), entonces A,, es un subcontinuo
neN
de X'\ V,,, que no contiene al vértice v. Por lo tanto, A,, es un arco contenido

en vs. Por otro lado para cada n fija la sucesion {r™}°°_, converge a v.
Por la conexidad local de X en v, los arcos vr)" estan contenidos en V,,. Por
lo tanto Lim diam(vr)?) = 0. Ademés vp,, = vrl* Uri'p, y Limr"p, = vp,.

m—00 m—00

Probaremos que Limsup(vp,) C wvs. Supongamos lo contrario. Es decir,
supongamos que existe  €Limsup(vp,)\vs. Como v ¢Limsup(vp,)\vs,
entonces x # v, asi podrfamos encontrar un abierto W tal que x € W'y
W Nwvs = ¢. De esta manera, como x €Limsup(vp,), entonces W N vp,, # ¢
para una infinidad de fndices. Por tanto, existe una m tal que V,,n W = ¢.
De aqui y del hecho de que = €Limsup(vp,,), se tiene que WN r"p,, # ¢ para
una infinidad de indices. Esto es, x €Limsup(r/"p,), pero Limsup(r]'p,) C
vs. Por lo que x € ws, lo cual es un contradiccién, ya que se supuso que
x ¢ vs. Asi, Limsup(vp,) C vs.

Por otra parte sabemos que el arco pv esta contenido en vs. Como
Limsup(vp,) C vs,se tiene seguin la Proposicién 1.7 inciso iii), que
Limsup(pp,) = vpULimsup(vp,) C vs. Esto es, Limsup(pp,,) es un arco con-
tenido en el arco vs con v como uno de sus extremos ya que v €Limsup(pp,,).
De esta manera los arcos ¢,p, que son irreducibles entre Limsup(pp,,) y cada
Py, satisfacen que ¢, = v para toda n. De aqui que la sucesién {g, = v}, .y no
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converge al punto p. Por lo que se concluye que p no puede ser un ()—punto.

Con este resultado damos una demostracién alterna al siguiente resultado
probado por L. G. Oversteegen en [37, Teorema 3.2, p. 393].

Teorema 2.17 Si X es un abanico contraible, entonces X mno tiene
QQ—puntos.

Demostracién. Si X es contraible entonces por [38, Teorema 6.1, p.
394], X es localmente conexo en el vértice y por el Teorema 2.16, X no tiene
(Q—puntos.

Una vez analizadas la propiedad P*, conexidad local del abanico en el
vértice y los (Q—puntos en abanicos. Planteamos las siguientes preguntas
como problemas abiertos.

Sean X un abanico y v el vértice del abanico.

., Si v no es Q—punto, entonces tendra X la propiedad P*?

o equivalentemente

., Si v no es Q)—punto, entonces serd X localmente conexo en v?

.Si X no tiene ()—puntos, entonces sera X localmente conexo en
v?

Con el fin de generalizar el Teorema 2.16 probaremos tres resultados.

Lema 2.18 Sea X un dendroide. Supongamos que R(X) es un conjunto
finito y p € X\R(X). Si X es localmente conezxo en cada punto de R(X) y
{pn}22, es una sucesion que satisface
i) Limp, = p,
i1) para alguna v € R(X), pp, = pv Uvp, para toda n € N y
i11) vp, N VP, = {v} si n #m,
entonces Limsup(pp,) N R(X) = {v} y L =Limsup(pp,) es un arco con un
extremo en v.

Demostracién. Por ii) y iii) de la hipétesis y la Proposicién 1.7 inciso
i1i), L = pvULimsup(vp,). Més atin como v, p estdn en Limsup(vp,). En-
tonces, pv CLimsup(vp,,).

Por lo tanto L =Limsup(vpy,) «ocooveeevveenuneene (*)
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Supongamos que existe u € L N (R(X)\{v}). Sea € > 0 tal que B.(u) N
(R(X)\{u}) U{pntnen U{p}] = ¢. Por (*), u €Limsup(vp, ). Asi, existe una
subsucesion {x,, }ren tal que x,, € vp,, para cada ng y {x,, }ren converge
a u. Por lo tanto, toda vecindad abierta W de X con W C B.(u) y que
contiene a u no puede ser conexo, ya que por hipdtesis z,;, z,, estdn en
distintos arcos, para k # j, y a partir de cierto momento los puntos x,; estdn
en Wy v ¢ W. Contradiciendo el hecho de que X es localmente conexo en
u.

Note también que, como pv CLimsup(vp,), entonces vp N R(X) = {v}.
Con la misma prueba que la dada del Teorema 2.16, concluimos que L es un
arco con v como uno de sus extremos.

Lema 2.19 Sea X un dendroide. Supongamos que R(X) es finito. Si X
es localmente conexo en cada punto de R(X) y {p,}22, es una sucesién que
satisface
i) Limp, = p,

i) ppn N ppm # {p} para todan #my

i) Ppn\PPm 7 &, sin #m,

entonces existe un unico v € R(X) tal que pp, = pv U vp, para toda n € N
con vp, Nvp, = {v} para toda n # m.

Demostracién. Por ii) y 7ii) de la hipétesis y del hecho de que R(X)
es finito, existe v € R(X) con v € pp,, para una infinidad de indices ny y
UPp, N VP, = {v}. Asi, por la Proposicién 1.7 inciso ii7), Limsup(pp,,) =
pvULimsup(vp,, ) =Limsup(vp,,) ya que pv CLimsup(vp,, ). Asi, el Lema
2.18 garantiza que Limsup(pp,,) N R(X) = {v}. Sea M = {ny € N| pp,,, =
pv U vpy,, }. Consideremos la subsucesién { ppn,}, ., Afirmamos que {
PPyt o, eM = {PPn}nen, si 1o, existirfa una subsucesion {ppy, }ien de {ppn tnen
la cual cumplirfa que pp,, = pv' U v'p,, y v'pp, N 0'pn; = {v'}. Por lo tanto,
tendriamos que Limsup(pp,,) = pv'ULimsup(v'p,,,) =Limsup(v'py, ).

Consideremos ahora los arcos pv y pv’.Nétese que por el Lema 2.18 no
es posible pv C pv' ni pv’ C pv asi que, pv\pv' # ¢ y pv'\pv # ¢. Esto
significa que los arcos pv’ y pv forman un triodo, lo cual es imposible ya que
p' N R(X) = {v'} y pv N R(X) = {v}. Por lo tanto, pp, = pv U vp, para
toda n € N con vp, Nvp,, = {v} para toda n # m.

Corolario 2.20 Sea X un dendroide. Supongamos que R(X) es finito. Si
X es localmente conexo en cada punto de R(X) y {pn}3, es una sucesion
que satisface
i) Limp, = p,

i) ppn N ppm # {p} para toda n #m y
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i) PP \DPm 7# ¢ Si nFm
Entonces Limsup(pp,) N R(X) = {v} y L =Limsup(pp,) es un arco con un
extremo en v.

Demostracién. Por el Lema 2.19, se tiene que existe un tnico v € R(X)
tal que pp, = pv U vp, para toda n € N con vp, Nvp,, = {v} para toda
n # m. Asi por el Lema 2.18, L. =Limsup(pp,,) es un arco con un extremo en
v que contiene a p y Limsup(pp,) N R(X) = {v}.

Asi, el Teorema 2.16 se puede generalizar de la manera siguiente.
Teorema 2.21 Sea X un dendroide. Si R(X) es finito y X es localmente
conezxo en cada punto de R(X), entonces X no tiene Q—puntos.
Demostracién. Note que, si p es un (Q—punto entonces X no es lo-
calmente conexo en p. Por tanto como X es localmente conexo en cada
v € R(X), v no es un Q—punto. Sean p ¢ R(X) y {p,}5>, una sucesién
que converge a p. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que cada p,
estd en diferentes arcos pp,,. Observemos que puede ocurrir pp,, N pp,, = {p}
para dos indices n # m, pero no puede pasar que
PPn O Ppm = {0},
prn N ppr = {p} y
ok N ppm ={p}sin#m,n#kyk#m ... (1)
ya que p no es un punto de ramificacion.
Sean J = {m € N| ppNpp1 2 {p}} y J* =N\J = {k € N| ppr"pp1 = {p}}.
Se sigue facilmente que las subsucesiones {pp,, }mes v {ppk fres+ satisfacen
i), i) y iii) del Corolario 2.20 para algin v € R(X) y v' € R(X) respectiva-
mente, con v # v'. De lo anterior tenemos que

Limsup(pp,) = Limsup(pp,,) U Limsup(ppy) = vs Uv's,

donde vs y v's’ son arcos que como p € vs Nv's" estéan contenidos en el arco
vv'. Asi Limsup(pp,) = vv’ con p € vv'. Por lo tanto, el arco irreducible ¢,p;,
entre p, y el Limsup(pp,) = vv’ es tal que ¢, = v o0 g, =v'. Comov #py
v" # p, entonces la sucesién {q,}>°; no converge a p. Por lo que p no es un

()—punto.

El siguiente dendroide muestra que el inverso a este teorema no se cumple.
Esto es, si X es un dendroide con R(X) finito, no es cierto que el no haber
@ —puntos implique que X sea localmente conexo en cada p € R(X).

Ejemplo 2.22 Descripcién del ejemplo: Sean v = (0,0), p = (1,0),

q=(3,0),r= (%, -1 yp,=(1, %) para cada n € N. Definamos un continuo
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K de la siguiente manera K = gr Utp U ( |J Up,). K no tiene Q — puntos, q
neN
es punto de ramificacién, pero K no es localmente conexo en ¢ (ver Figura 10).

El siguiente ejemplo muestra que no podemos generalizar el Teorema 2.21
al caso en que R(X) no es finito.
Ejemplo 2.23 (Figura 11)Descripcién del ejemplo. Sean

p=(
¢=(L,0), 7 =(0.1), an = (;,0), pu = (=5.0) 50 = (5, +%)
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(—%, 1+ %) para cada n € N. Definamos el dendroide

H =prupqU (U(a,s, Us,T, UTpy)). Claramente R(H) = {a, m>2} y H
neN

es localmente conexo en a,,, para cada n>2.

p es un (Q—punto ya que la sucesion {p, } converge al punto p, Limsup(pp,,) =
pr y el arco irreducible g, p, entre p, y el Limsup(pp,) es tal que ¢, = p para
toda n € N. Por lo que la sucesién {g,}>°, converge al punto p.

Los conceptos de continuo de "tipo N” y "tipo N-generalizado"se utilizan
en este trabajo para determinar entre otras cosas la no existencia de retrac-
ciones de C'(X) en X. El concepto de continuo de tipo N fue introducido en

1978 por L. G. Oversteegen para probar la no contractibilidad de continuos,
ver [35, Corolario 2.2, p. 839].
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Definicién 2.24 Sean X un continuo, p y ¢ € X. Diremos que X es de
tipo NV entre los puntos p y ¢ si se satisface lo siguiente: existen un arco
A=pq, 2 sucesiones de arcos {4;};~,, {Bi};-, contenidas en X donde
A; = pip;, Bi = q,q; y puntos p; € B\{a;,q;}, ¢i € Ai\{pi,p;} parai € N,
tales que:

1—00 1—00
2. p = Limp; =Limp,, = Limp/,

. . / .
3. ¢ = Limq; =Limgq; = Limg/,
4. cada arco en X que une a g; con ¢; debe contener a p,

/ !
5. cada arco en X que une a p; con p; debe contener a gq; .

Si X es de tipo N entre dos puntos, diremos simplemente que X es de tipo
N.

Intuitivamente X es de tipo N si contiene “algo parecido” al siguiente
subconjunto.

Ejemplo 2.25 Mostraremos dos continuos Z y W que son de tipo N
(Figura 13, pag 28). El continuo Z es conocido como escoba doble. Lo
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describiremos en coordenadas cartesianas como sigue. Sean p = (—1,0),
q = (1,0), p, = (=1,—%), ¢, = (1,%). Consideremos ahora los siguientes
segmentos de rectas A = pg, A, = qp, v B, = Dq, para cada n € N.
Entonces Z es el conjunto

Z=Au(|JA)u (B

neN neN

El continuo W estd descrito como sigue: Sean a = (0,0), b = (0, 1),
a;=(1/4,1), b, =(=1/i,1) y ¢;, = (—1/4,0) parai=1,2,3, ... .

Denotemos por S; al conjunto
S; ={(z,y) : 2>+ (y —1)> =1/4i, y > 1 } que une los puntos a; y b; para
i=1,2,3,....

Entonces,
oo

W =abu (U(a'_a'iUSi U bici)).
i—1

Note también que el continuo del Ejemplo 2.23 es un continuo de tipo N.

Note que para el continuo W las sucesiones de arcos {a;a;41}2,, {ac; }52,
junto con el arco ab, forman una sucesién de tipo V.

Definicién 2.26 Se dird que un espacio X es de tipo IV generalizado entre
los puntos p y ¢, si existen un continuo K, con p y q € K, dos sucesiones de
arcos {A;}2,, {B;}2, contenidas en X, donde A; = p;p, B; = ¢;q} y para
cada i, puntos p; € Bi\{¢;,¢;} vy ¢; € A\ {pi,p;} tales que:

1. p = Limp; =Limp, = Limp/,

17— 00 i—00 1—00

2. ¢ = Limg; =Limgq, = Limg/,

3. cada arco en X que une a g; con ¢, debe contener a p,

/ /!
4. cada arco en X que une a p; con p; debe contener a q; y

", /.

5. K = Limp;q; = Limg;'p; = Limg;p; = Limp]q;.



18



19

Noétese que los continuos de tipo /N son de tipo N generalizado, pero no
necesariamente ser de tipo N generalizado implica ser de tipo N, incluso en
abanicos esto no pasa; el Ejemplo 2.29 muestra este hecho.

Cabe notar que en el caso particular en que X es un dendroide, las condi-
ciones 4 y 5 ( 3 y 4) en la Definicién 2.24 (Definicién 2.26) estdn de mas,
pués los arcos que unen a los puntos p!, y p,, son unicos. Por tanto cualquier
arco que contenga a p), y a p, deben contener en forma natural a ¢.

La siguiente propiedad, muy semejante a las anteriores, fue introducida
por T. Mac¢kowiak en [27] para determinar la selectibilidad de ciertos den-
droides.

Definicién 2.27 Sean X un continuo y A, B subcontinuos de X tales
que B C A. Diremos que B es un conjunto de doblez de A, si existen dos
sucesiones {A,}>; y {A/}> ;| de subcontinuos de X tales que:

1. A, N Al # ¢ para cada n,

2. A= LimA, = LimA] y

n—oo n—oo

3. B = Lim( A, NA).

n—oo

Diremos que X tiene la propiedad de interseccién doblada si para cada
subcontinuo A de X, la interseccién de todos los conjuntos de doblez de A
es no vacia.

T. Mackowiak probé en [27, Corolario, p. 548],el siguiente teorema, uno
de los mdas importantes resultados para probar la no selectibilidad de algunos
dendroides.

Teorema 2.28 Cada dendroide selectible tiene la propiedad de intersec-
citon doblada.

Observacién: En el articulo [8] la definicién de continuo tipo N gene
ralizado [8, p. 78] es la misma que la nuestra, excepto que el inciso v) de [§]
que dice K = Limg,;q} = Limp;p} lo cual es mds débil. Sin embargo con esa

1—00 1—00
definicidn, los resultados en [8, Proposicién 141] que coinciden con nuestro
Teorema 4.1 y Teorema 4.21 no resultan ser verdaderos como puede apreciarse

en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.29 Descripcién de un abanico Y C R? que muestra que la
definicién de tipo N-generalizado que aparece en [8] no satisfacen el Teore-
ma 4.1 y el Corolario 4.21. Consideremos las coordenadas de cada punto, en
coordenadas polares.

Sean p = (0,0), a, = (57, %), bm = (=, 7),

anm = (1) (1 + =), 2%), ¥ Prgm = (W, 53%>), para cada m, n € N,

F, = U{pa,| n € N} y para cada m € N fijo, sea

pbm = bmaLm U U{ AnmPn,m Upn,man-&-l,m | n e N} U {p}

asi Y = F, UJ{pbm|m € N} (Ver Figura 14).
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Es facil ver que el abanico Y satisface solo los primeros cuatro puntos de
la definicién 2.26, tomando como K = F,,, ¢ = a1, p = p;, P, = bi, ¢ = a1.2i—1
Y ¢i = a19; para cada i € N. Ademds satisface el inciso v) de [§8], descrito
arriba. Sin embargo, sélo el conjunto {p} es un conjunto de doblez de K, y
Y tiene la propiedad de interseccién doblada. Més atin Y es selectible, ver
2, Ejemplo 3.10, p. 367].

El concepto de suavidad a pares es estudiado en [37] para determinar la
no contractibilidad en abanicos.
Definicién 2.30 Sean X un dendroide, r un punto de X y {ri} ,,
270 . . .
{r:},_, dossucesiones de puntos cada una de ellas convergiendo a r. Diremos
1y00 . 2700 . <y 1700
que {r;} _, domina a {r;} _, si dada una sucesién {s,,}, _, que converge a
. ., 1 1700
otro punto s, con la propiedad de %uizo la sucesion de arcos {r,,s,,},_, converge
al arco rs, ex1stotz una sucesién {s;} _, que converge a s tal que la sucesién
2 2
de arcos {r;s,},_, converge al arco rs.
Si para cada punto s de un dendroide X y para cada sucesién s, — s, el
limite de la sucesién de arcos 7}s! no es un arco, entonces diremos que la
sucesion {r:}>°  domina a todas las sucesiones {r2} >~
nJtn=1 nin=1"

Definicién 2.31 Diremos que un dendroide es suave a pares siempre
que dado un par de sucesiones convergiendo a un punto en comin, alguno de
lo dos elementos del par domina al otro.

Definicién 2.32 Sea X un continuo. Diremos que X contiene un zig-zag,
1 3 3 o.) o o
si existe un arco ab cuatro sucesiones de puntos {a,}>>,, {b,}>2, {c.}0°,
y {d,}52, tales que la sucesién de arcos {a,b, U b,c, U ¢,d,}°2; converge al
arco ab y cada sucesion de arcos {a,b, }5° 1, {b,cn}22, v {cnd, }o2, convergen
también al arco ab.

En abanicos se conocen una serie de proposiciones equivalentes a la con-
tractibilidad. En la lista siguiente, nosotros aportamos dos nuevas condiciones
que son las condiciones 2) y 3).

Teorema 2.33 Sea X un abanico, entonces las siguientes proposiciones
son
equivalentes:

(1) X es contraible.

(2) X es localmente conezo en el vértice, X no es de tipo N y X es suave a
pares.

(8) X no contiene Q—puntos, X tiene la propiedad de interseccion doblada



22

y X es suave a pares.

(4) X no contiene Q—puntos, X no es de tipo N y X es suave a pares.

(5) X no contiene Q—puntos, X no contiene zig zag y X es suave a pares.

(6) X es mondtono contraible. (Ver definicion 2.9 inciso e)

(7) X es confluente contraible. (Ver definicion 2.9 inciso f)

(8) X es débilmente-confluente contraible. (Ver definicion 2.9 inciso g)
Demostracién. (1) = (2) La conexidad local en el vértice se sigue de

[38, Teorema 6.1, p. 394]. De [35, Corolario 2.2, p. 839], obtenemos que X no

es de tipo N. Para demostrar que X es suave a pares, aplicamos [17, Teorema

2.4, p. 82].

(2) = (3) Por el Teorema 2.16, X no contiene ()—puntos, y como X no es de

tipo N, se sigue de [25, Teorema 2] que X tiene la propiedad de interseccién

doblada.

(3) = (4) Como X tiene la propiedad de interseccién doblada. Entonces, X

no es de tipo V.

(4) = (5) = (6) = (7) = (8) = (1) son demostradas por L. G. Oversteegen

en [37, Teorema 3.4, p. 393].



Capitulo 3

Retracciones de C(X) sobre X

Desde que S. B. Nadler Jr. en 1970 plante6 en [32] el problema de carac-
terizar a los continuos X que son la imagen continua de C(X) a X o de 2%,
han surgido diversas respuestas parciales a dicho problema. Como C(X) y
2% son espacios arco-conexos, ningtin continuo que no sea arco-conexo puede
ser la imagen continua de estos. Posteriormente S. B. Nadler Jr restringe el
problema al caso particular de caracterizar a los continuos que son retractos
de 2% o de O(X).

No se conocen condiciones que caractericen por completo a estos retrac-
tos. Por ejemplo, se sabe que si X es un dendroide suave, entonces existen
retracciones de C'(X) sobre X. De hecho, en este caso existen selecciones
para C(X), ver [39].

Cuando X es localmente conexo se tiene lo siguiente:

Sea X un continuo localmente conexo. Entonces X es un retracto de 2%
si y s6lo si X es un retracto absoluto ver [30, p. 413] o [32, Teorema 6.4, p.
270].

Un continuo localmente conexo, 1-dimensional X es un retracto de 2% si
y s6lo si X es una dendrita, ver [30, p. 413] o [32, Teorema 6.4, p. 270].

Por lo tanto, el problema abierto se encuentra en aquellos continuos que no
son suaves y no son localmente conexos. Sin embargo hay resultados parciales
y ejemplos que se pueden consultar en [32], [34] y[31]. En [19] y en [20] A.
Ilanes construye un ejemplo de un continuo X que es un retracto de C'(X)
pero no de 2%, J. T. Goodykoontz muestra en [16, p. 122] que si un continuo
uno dimensional es un retracto de 2% o de C'(X), entonces es un dendroide.
Posteriormente en [6] se prueba que, con las mismas hipétesis, el espacio es
un dendroide uniformemente arco conexo.

En este capitulo demostraremos uno de los principales teoremas de la tesis
(Teorema 3.8) Si existe una retraccién de C(X) sobre X, entonces X
no es de tipo N.

Este teorema se realizé conjuntamente con el Dr. W. J. Charatonik de la
Universidad de Missouri-Rolla, Estados Unidos.



Se prueba también que X no es de tipo N en cualquiera de los
siguientes casos.

i) Si existen retracciones de Fy(X) sobre X.

ii) Si X admite funciones promedio. (Ver definicién 3.1)

iii) Si X admite retracciones de 2% sobre X.

Por otra parte damos un ejemplo que muestra que el resultado
inverso a 3.8 no es verdadero.

Damos también un ejemplo de un dendroide X que es la imagen
continua de C(X) pero no es un retracto de C(X) por ser de tipo V.

Sabemos que si para un dendroide X, existen retracciones de C'(X) en
X, entonces X es uniformemente arco-conexo. (véase [6, Teorema 3.1, 3.3,

pp. 9y 10])

Damos un ejemplo de un dendroide X uniformemente arco-
conexo (véase 3.20) que no es de tipo N, para el cual no existen
retracciones de C(X) en X

Con este ejemplo mostramos que dos de las condiciones necesarias que
se conocen para que existan retracciones de C'(X) en X ain juntas, no son
suficientes.

Maés atin, damos un ejemplo de un dendroide X uniformemente
arco-conexo que no es de tipo N generalizado para el cual no existen
retracciones de C(X) en X.

Definicién 3.1 Una funcién promedio es una funcién continua m :
X x X — X que satisface las siguientes condiciones:

1. m((x,x)) = z para cada x € X.

2.m((x,y)) =m((y,x)) para cada z, y € X.

Observacién. Nétese que si 7 es una retraccién de 2% sobre X, entonces
rm(x) : F2(X) — X es una funcién promedio. Por lo que, si X no admite
funciones promedio entonces no hay retracciones de 2% sobre X.

También sabemos que una retracciéon r : F5(X) — X define una funcién
promedio m : X x X — X de la siguiente manera: m(z,y) = r({z,y}),
y viceversa, toda funcién promedio m : X x X — X define una retraccién
r: F5(X) — X de la misma manera.



Los siguientes resultados seran utilizados en este capitulo.

Teorema 3.2 Sea X un continuo 1-dimensional. Si existe una retraccion
de C(X) 6 de 2* a X, entonces X es un dendroide uniformemente arco-
conexo. (ver [6, Teorema 3.1, 3.8, pp. 9 y 10])

Definicién 3.3 Se dice que un espacio topolégico X es conexo entre
dos subconjuntos A y B si no hay un subconjunto abierto-cerrado F' tal
que A C F'y FN B = ¢. Un subconjunto C' de un espacio X separa a A
y B (6 C es un separador entre Ay B) si X\C no es conexo entre A y B,
en otras palabras si hay dos subconjuntos M y N tales que X\C' = M U N,
(clx(M)NN)U(MnNelx(N)) =¢, AC My B C N(ver [23, § 46, II, p.
154]).

El siguiente espacio topolégico X (ver Figura 15) tiene la topologia hereda-
da de R?.

X =pg\{q} U DU xy\{z}.

Donde D es un disco sin su frontera. El disco D es un separador entre los
conjuntos pg\{q} v zy\{z}. X no es conexo entre pg\{q} y zy\{z}. Debido
a que si F' = pg\{q} U D, entonces pg\{q} C F'y Fnazy\{z} = ¢.



Teorema 3.4[?, § 57, II, Teorema 2, p. 438] Sea X un continuo localmente
conexo y unicoherente. Sean Fy y Fy, dos conjuntos cerrados y ajenos de X
y para cada j = 0,1 sea p; € Fj. Entonces, existe un continuo localmente
conexo C' separador entre py y p1, que es ajeno a FyU F7.

Definicién 3.5 Una 6 — curva en el plano consiste de tres arcos Lg, L1 y
Lo, teniendo cada par de arcos en comtin exactamente los extremos o puntos

finales de cada arco.

Teorema 3.6 [23, § 61. II, Teorema 2, p. 511] (0 — curva) Si C' es una
6—curva, entonces R*\C = DyUD1UD, , donde Fr(D;) = L;UL; 1 (mddulo



3) y el conjunto Dy junto con los discos Dy y Dy son las componentes de
RZ\C Donde Dj = Lj U Lj+1 U mt(LJ U Lj+1) Para J = 0, 1.
Proposicién 3.7 Sea X un continuo. Si {B,}2°, es una sucesién de

subcontinuos de X, A € C(X) y LimB, = A. Entonces, C(A)U (|J C(B,))
n=1
es compacto.
Demostracién. Probaremos que C'(A) U (|J C(B,)) es cerrado; esto es,

probaremos que:

CA)U(UC(B,) = CA) U (U C(B,))

(UC(B,) € C() U(UC(B).

Sea H € (|J C(B,)). Supongamos que
n=1

e (UCB\ (UCB,).

Entonces, existe una sucesiéon (H,) -, C (UC( ;) tal que Lim (H,) = H.

Afirmamos que no puede haber una mﬁmdad de H, contenidos en un solo
C(B;) ya que de ser asi H estaria contenido en C'(B;) por la compacidad de
C(B;). Asi, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que H, € C(B;,)
y para cada i,, # i, H, # H,,. De esta manera como H,, C B; , LimH, = H,
y LimB;, = A, se tiene que H C A. Por lo tanto, H € C(A). De aqui que

(UCB.) € o) u (U O(B,)

Por ello C(A) U( U C(B,)) es un conjunto cerrado de C'(X), en consecuencia

C(A)U (Ej C(B,)) es compacto.



Para la demostracién del Teorema 3.8 requeriremos la siguiente notacion:
Sean w, w* puntos de X y T' = ww™ un arco contenido en X . Denotemos por
wTl ={wt C T |teT}.Porlotanto wT es un arco ordenado en C'(X) cuyos
extremos son {w} y T. En esta parte utilizaremos X C C(X) en lugar de
Fi(X) C C(X) por razones de no complicar la notacién. De esta manera, si
escribimos A C X, estamos diciendo realmente que A C F;(X), obviamente
estamos incluyendo el caso cuando se escriba x € X, que es equivalente a

(2} € F(X).

Teorema 3.8 Sea X un continuo. Si existe una retraccion de C(X) sobre
X, entonces X no es de tipo N.

Demostracién. Sea r : C'(X) — X una retraccién. Como C'(X) es arco-
conexo y r es una funcién continua y suprayectiva, entonces X es arco-conexo.
Supongamos que X es un continuo de tipo N (utilizaremos la notacién de la
Definicion 2.24). Sea A = pq € C(X).

Sea C' la componente de r~!(p) N C(A) que contiene a {p}.

Afirmacion: C' N qA # ¢. (1)

Supongamos que C'N gA = ¢. (%)
Sea C; la componente de r~(p!) N C(B;) que contiene a p!. Como cada C; es

un elemento del espacio métrico compacto C'(C'(A)U( OLj)NC’ (B;))), entonces la
ne

sucesién (C;)$2; contiene una subsucesién (Cj;) que converge a un continuo
T (segtn la Proposicién 3.7) contenido en r~!(p) N C(A). Como p € T, (ya
que p;’] € Cj,;), entonces T' es un subcontinuo de C.

Ahora supongamos que para una cantidad infinita de indices 7, C; N (¢; B; U
¢.B;) # ¢. Como (¢;B; U ¢/ B;);>, converge a gA, entonces T N gA # ¢, pero
T C C. Asi C' N qA # ¢, contradiciendo (*).

De esta manera, a excepcién de un nimero finito de indices k& € IV, se tiene
que

CoN(@xBrUqBy) =¢p —————— — — — — — (2)

Sea k alguno de los indices para el cual se satisface (2). Sean

L = qBy U q, By,

E=r )N C(By) v

Z =FUL.



Probaremos que la componente K de Z que contiene a pj € Z\L no inter-
secta a L. Consideremos dos casos:

1°"caso : K ¢ E. Entonces K N E es un subconjunto cerrado del continuo
K y p) € KN E. Por lo tanto, la componente K’ de K N E que contiene a
/!

Py intersecta a la cerradura del conjunto K\ FE ([33, Teorema 5.6, p. 74]) y
como K\FE C Z\FE C L tenemos que K' N L # ¢.

29°cqso : K C E. Tomamos K' = K.

En ambos casos obtenemos un continuo K’ contenido en E que contiene al
punto pj tal que K’ N L # ¢. Por otra parte K’ debe estar contenido en Cj,.
Esto implicaria que Cy N L # ¢, contradiciendo lo que se supuso en (2).

Lo anterior prueba que Z no es conexo entre L y p} por lo que el cerrado
C(By)\Z separa al disco C'(By) entre L y pj. Como C(By) es unicoherente
y localmente conexo entonces, por Teorema 3.4 existe un subcontinuo local-
mente conexo H C C(By)\Z que también separa a C'(By) entre L y pl.
Ahora el punto pj corta al arco gxq, en dos subarcos B y B’ donde ¢, € B
y ¢ € B’ cada uno de los cuales une a p) con L. Entonces, podemos elegir
puntos x € HNByx' € HNB'. Sean Ry R subarcos de B y B’ respecti-
vamente cuyos puntos extremos son z, g y &, qj, respectivamente. La unién
Y =HURUR esun continuo localmente conexo.

Por otra parte

H C C(By)\Z C C(Bp)\E = C(Bp)\ [r(pp) N C(Bi)] € C(X)\r ' (py)-

Esto implica que HNr~!(p}) = ¢ lo cual es equivalentea decir p} ¢ r(H).M4s
aun RUR' C g\ Ap}} de aqui, r(RU R') C qrqi,\{P}} ya que 7 es una
retraccién. Todo lo anterior implica que (R U R’) no contiene a pj..
Ademsds g, q, € (RUR') C Y, asi qx,q, € r(Y) C X y r(Y) es un con-
tinuo localmente conexo, debido a que la conexidad local entre continuos es
preservada bajo funciones continuas. Pero los continuos localmente conexos
son arco conexos, por tanto r(Y’) es arco conexo. En particular cada arco en
r(Y") que contiene a g y a g;, deberia de contener a p} por (5) de la Definicién
2.24. Pero esto es imposible porque p} ¢ r(Y'). Esta contradicién prueba que
C NqgA # ¢.

Sea D la componente de r~*(q)N C(A) que contiene a ¢q. Entonces

pAND +# ¢ (3)



La demostracién de (3) es similar a la demostracién de arriba intercambiando
q por p y reemplazando B;, C, p, pi, ¢, ¢; y q; por Ai, D, q, ¢/, p, pi ¥ p;
respectivamente.
Como p # q, entonces 7~ (p)N r~1(q) = ¢.

Como C(A) es un espacio normal existe un conjunto abierto U de C'(A) tal
que C CU C C(A) yUND = ¢. Sea V la componente de U que contiene a
C. Como C(A) es localmente conexo se sigue de [33, Ejercicio 5.22, p. 74] que
V' es un conjunto abierto y por [33, Teorema 8.26, p. 132], V' es arco conexo.
ComoVCcUyUND=¢, (DNpANYV # ¢. Seaw € (DNpAN\YV y o un
arco contenido en V que une a p con z € gANC. Sea A = pAUgAU A. El
lector podra verificar que existen puntos a y b en a N A tales que si oy, es
el subarco de a cuyos extremos son a y b, entonces A U oy, es una #—curva
y Qg separa a g de w en C'(A), lo cual contradice que ¢ y w estdn en la
componente D de C'(A) Nr~1(q).

El siguiente dendroide no es de tipo /N y no es uniformemente arco conexo.
Entonces por [6, Teorema 3.1, 3.3, pp. 9 y 10]) no admite retracciones de
C(X) sobre X, mostrando asi que el inverso del teorema anterior no se
cumple.

Ejemplo 3.9 (Figura 17) En este ejemplo describiremos un abanico X
con las propiedades que mencionamos arriba. Aunque X es un subespacio
del plano euclideano, lo describiremos como subconjunto de R3.

Para puntos p, ¢ € R3, denotemos por pg el segmento rectilineo que une a p
con q.

Consideremos

a = (0,0,0), Ly = {(0,9,0) : 0 <y < 1} C R3 Sean w, = (0,1/2",0) y
W ={w, :n € N}.

Para cada z € w,w, 1 definamos z* € W, w, 1, tal que d(z, w,) = d(z*, w,11).

Ly ={(0,0,2):0 <z <1}

Sean p? = (1/,0,1/n)y ¢} = (1/4,1,1/n), para cada fijoy j € {n,n +

I,m+2,n+3,...,2n— 1} y sea p, = (0,0,1/n) para cada n € N.

Nétese que {p} ?l;l y {4} ?Zglestén contenidos en el plano

P, ={(z,y,1/n) : x,y € R}.

Definamos

Ly =plqr Uqipn 1 Upy 1@ni YdniPhio UPniolnioU... Uqy, 1Dn.



Asi, L, C P,, para cada n € N.
Sea

X' =L ULy U (| JLn).

n=1

El abanico X es el espacio cociente X’/ ~ obtenido de definir la siguiente

relacién de equivalencia: Sean yy, yo € X', y1 ~ ya siy sélosi yy, yo € LoUW

01, Y2 € L1y y1 = y5 donde y; es como se definié arriba. El espacio cociente

X = X'/ ~ es como en la Figura 17, pag 42.

La dendrita F,, (ver pag 2) es un abanico cuyo vértice a tiene orden infinito.

No es dificil ver que X = F, U (|JW,,), donde a = (0,0, 0) es el vértice de F,
=1

n

y para cada n € N,

1. W,, es un arco, donde uno de sus puntos extremos es a.

2. LimW,, = F,,.

3. W, N W,,, = {a} sin #m.

4. W,, "da vueltas” a F,,, 2n veces (véase la Figura 17).

Se puede observar facilmente que X es un continuo que no es de tipo N. Para
demostrar que no hay retracciones de C'(X) en X, probaremos que X no es
uniformemente arcoconexo y aplicaremos el Teorema 3.2. En la figura se han
dibujado los arcos Wy, Wy v W3 v se distinguen por el grosor de las lineas.
Denotemos por w;' los puntos en W,, m = 1,2,3,...,n los cuales estdn
marcados por un punto e en la Figura 17 y Limw)' = b, donde b es un

n—oo

extremo del primer arco de F,. Cada w]" es un punto extremo de dos ar-

m __ m,,m m m,,m _ m m
cos A" = wru y BT = wror, (m = 1,2,...,n) donde u" y vleW,, son
marcados con un cuadrito U en la Figura 17 y Lim «]' = a =Lim v]" .

n—o0 n—oo

Los arcos A" y B estdn ambos contenidos en W), si suponemos que el

didmetro del arco ab es 1 y dado que Lim A" = ab =Lim B]", entonces
Lim(diam A" ) = 1 =Lim(diam B} ). Elijamos € > 0 tal que necesitemos al

n—oo n—oo
menos cuatro puntos en cada arco A7 y B, m = 1,...,n. Sean a; puntos
en el arco W, tales que cada subarco ajai,; tenga didmetro menor que ¢
(aqui estamos usando la notacién definicién 2.3. Entonces necesitaremos al
menos 2n(4) = 8n puntos {ay, as, ..., as, } en el arco W,,, para que cada sub-
arco apary+1 C W, tenga didmetro menor que €. Esto prueba que X no es

uniformemente arcoconexo.
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También el inverso al Teorema 3.2 no se satisface para C'(X), basta con
pensar en un dendroide uniformemente arcoconexo que sea de tipo N. Asf
por el Teorema 3.8 no hay retracciones de C'(X) sobre X.

Ejemplo 3.10 Para ilustrar esto tltimo consideremos el siguiente ejem-
plo: la escoba doble Z del ejemplo 2.25 es de tipo N y uniformemente arco-
Conexo.

Si en el Teorema 3.5, intercambiamos C'(X) por F5(X) tenemos que todos
los pasos de la demostracién siguen siendo validos. En efecto, esto es gracias a
que, para un arco I, C'(I) y Fy(I) son homeomorfos. De esta manera tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 3.11 Si X es un continuo de tipo N, entonces no hay retrac-
ciones de Fy(X) sobre X.

Otro problema clésico que se ha desarrollado en la Teoria de Continuos
es el de encontrar condiciones para la existencia de funciones promedio en
espacios topolégicos. Si recordamos la observacién posterior a la Definicién
3.1, el teorema anterior nos da una condicién necesaria para la existencia
de funciones promedio, y como consecuencia también, una condicién nece-
saria para la existencia de retracciones de 2% sobre X.. Asi, obtenemos los
siguientes corolarios.

Corolario 3.12 57 X es continuo de tipo N, entonces X mno admite
funciones promedio.

Demostracién. Si X admite una funcion promedio, entonces por la ob-
servacion anterior podemos definir una retraccién de Fy(X) sobre X. Pero,
esto implica segtin el teorema anterior que X no es de tipo .

Corolario 3.13 Si X es un continuo de tipo N, entonces no existen
retracciones de 2% sobre X.

El resultado anterior también se sigue de que no hay retracciones de C'(X)
sobre X, si X es de tipo N

Por otra parte, también el inverso al Teorema 3.2 no se satisface para 2%,
basta con pensar en un dendroide uniformemente arcoconexo que sea de tipo
N. Asf por el Corolario 3.13 no hay retracciones de 2% sobre X.

Bajo la siguiente definicién podemos enunciar el Teorema 3.15
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Definicién 3.14 Sea (X, d) un espacio métrico y compacto. Diremos que
una funcién continua f entre dos subespacios de X es
e — cercana a la identidad, si para cada x, d(x, f(z)) <e. Diremos que una
sucesion de arcos {a,b, } converge fuertemente a un arco A = ab, si para cada
e > 0, existe n’ tal que para cada n > n’ existe una funcién h,, : ab — a,b,,
e-cercana a la identidad tal que hy(a) = a,, y h,(b) = b,.
En la definicién no son lo mismo que a,b, converja fuertemente a ab y que
a,b, converja fuertemente a ba

El siguiente teorema probado por Bell y Watson en [1, Teorema 3.5, p.42]
se sigue del Corolario 3.12.

Teorema 3.15 Sea (X, d) un continuo. Sean A = ab un arco en X y
cuatro sucesiones de arcos contenidos en X,
{ancn}, {andy}, {cubn} y {fubn}. Supongamos que
1. cada sucesion converge fuertemente a A.
2. Para toda n, cada subcontinuo que contiene a ¢, y d, contiene a a, y cada
subcontinuo que contiene a e, y f, contiene a b,. Entonces X no admite
funciones promedio.

Demostracion. Las hipétesis implican que X es un continuo de tipo N.
Asi por el Corolario , X no admite funciones promedio.

Consideremos ahora las siguientes definiciones.

Definicién 3.16 Sea (X, d) un continuo. a) Una cadena en X, es una
coleccion finita C' = {Uy, Us, ..., U, } de subconjuntos abiertos de X tales que
UnNU;# ¢,siysolosi |i—j| <1.SiC = {U;,Us,..,U,} es una cadena en
X, entonces los miembros de C' son llamados eslabones de C, U; es llamado
el i-ésimo eslabon de C. Si C' es una cadena en X y maz{diam(U;),1 <
i < n} < e. Entonces, diremos que C' es un e-cadena en X. Diremos que
el continuo X es encadenable si para toda ¢ > 0, existe una € — cadena
cubriendo a X.

b) Se dice que un punto p de un continuo encadenable X es un punto final,
si para toda € > 0, existe una € — cadena que cubre a X y p estd en el primer
eslabén de la € — cadena.

c) Se dice que dos puntos a, b son dos puntos finales opuestos, si para toda
e > 0, existe una € — cadena que cubre a X donde a esté en el primer eslabén
de la ¢ — cadena y b esté en el 1dltimo eslabon de la e—cadena.

A los continuos encadenables también se les conoce como continuos de
tipo arco.
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Definicién 3.17 Sean X un continuo y A un subcontinuo X de tipo
arco el cual tiene un punto final a. Diremos que una sucesién {4,}%°; de
subcontinuos de X es una sucesién doblada con respecto al punto a si és-
ta satisface las siguientes condiciones: hay dos sucesiones de subcontinuos
{E. 100, y{F.}52, de A, talesque E,,, F,, CAy
1. A, =FE,UF,,y
2. Lim(E,NF,) ={a}, LimE,, = LimF, = A.

n—o00 n—00 n—00

El siguiente teorema fue probado por Kawamura y Tymchatyn en [22,Teo-
rema 2.2, p. 99] para determinar otro tipo de continuos que no aceptan fun-
ciones promedio.

Teorema 3.18 Sea X un continuo hereditariamente unicoherente. Si X
contiene un subcontinuo A, de tipo arco con dos puntos finales opuestos a y
b, y existen dos sucesiones dobladas {A4,,}°°,, {B,}>2, con respecto a a y a
b respectivamente, entonces X no admite funciones promedio.

El Corolario 3.12 es similar a este teorema pero no requiere la hipétesis
de que X sea hereditariamente unicoherente. Sin embargo nosostros requer-
imos que el subcontinuo A de tipo arco sea exactamente un arco, que es un
caso particular de un continuo de tipo arco. Note que el Corolario 3.12 y el
Teorema 3.18 coinciden cuando el espacio X es un dendroide.

Daremos ahora un dendroide W de tipo N que es la imagen continua
de C'(W) y que no es un retracto de C'(W). En efecto existe una funcién
continua y suprayectiva F' : C(W) — W. Sin embargo ya que W es de tipo
N, por el Teorema 3.8 no existen retracciones de C'(W) en W. En particular,
ser de tipo N no es un impedimento para que un espacio X sea la imagen
continua de C'(X).

Ejemplo 3.19 Consideremos el dendroide W del Ejemplo 2.25. Sea d,
el punto medio del conjunto S,, Para cadan € N y sea 7w : W — {(0,y) :
y € R} definida como 7(z,y) = (0,y), para cada (x,y)€ W.

Definamos ahora una funcién f : C(W) — C(A) donde A es el abanico
armoénico determinado (bajo la misma notacién del Ejemplo 2.25) por el

siguiente conjunto A = abU |J ad,,.
neN

Sea C' € C(W). Si C C ac,, entonces f(C) = 7! (x(C)) N ad,. Note que si
C C ad,, entonces definimos f(C) = 71 (7(C))Nad,, = C. Si C C A, entonces
definimos f(C) = C. SiC = HUK con H C Ay K C | d,,c,,, donde

€M
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M C Ny KnNd,c,, # ¢ para cada i € M, definimos f(C) = HU (J ad,,.
ieM

En esencia esta funcién es como una reflexién"de la familia {ad, : n € N}

como subconjunto del semiplano dado por la desigualdad = > 0 a la famillia

{d,c, : n € N} subconjunto del semiplano dado por la desigualdad = < 0, la

cual es un funcién continua.
De hecho, esta funcién, es una retraccién de C(W) en C'(A).

Ahora definamos una funcién ¢ : C'(A) — A. Definamos un orden parcial en
A de la siguiente manera. Sea p = a. Entonces z <, v, si zp C yp.

Si C C ad,, entonces g(C) =z € C donde x <, y, para toda y € C. Asi, si
C' = {z}, entonces ¢g(C) = {x}. Por ultimo si a € C, entonces ¢g(C) = a.
Esta funcién es una seleccién en C(A) y por lo tanto una retraccién de C'(A)
en A.

Finalmente, si para cada t € [0, %}, identificamos los puntos de la forma

(0,t) € A con los puntos (0,1 —t) € A respectivamente, entonces el espacio
cociente, que le llamaremos W,” es homeomorfo al espacio W. De esta manera,
si h es la funcién de identificacién de A en W'y H es el homeomorfismo entre
W y W' tenemos que F' = H o ho go f es una funcién continua que tiene
como dominio C'(W) y como imagen W.

Por otra parte, los Ejemplos 3.10 y 3.9 muestran que las propiedades de
ser uniformemente arcoconexo y no ser de tipo /N son independientes una de
la otra. Como independientemente cada una de estas propiedades no implican
la existencia de retracciones de C'(X) sobre X, nos planteamos la siguiente
pregunta; la cual estd encaminada a dar condiciones para la existencia de
retracciones de C'(X) sobre X.

.Si X es un dendroide uniformemente arco conexo y no es tipo
N, entonces existen retracciones de C(X) a X ?

El siguiente dendroide nos muestra que la respuesta a la pregunta anterior
es negativa.

Ejemplo 3.20 Descripcién del dendroide Y (Figura 18). Consideremos
el espacio Z del ejemplo 2.25 y sea A’ el subarco de A cuyos puntos extremos
son —b = (—3,0) y b= (%,0). Ahora identifiquemos los puntos de la forma
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—x = (—t,0) con los puntos = = (¢,0) para cada ¢ € [0, 5]. Entonces Y es la
imagen de Z bajo el mapeo cociente g dada por la identificacién anterior. Y
es el dendroide de la Figura 18, pag 48.

Note que Y tiene las propiedades requeridas. Es decir, Y no es de tipo N y
es uniformemente arco conexo.

Afirmacién: El dendroide Y del ejemplo 3.20 no acepta retrac-
ciones de C(Y) en Y.

La demostracién se hard en tres pasos:

Paso 1. Demostraremos que Y no es contraible.

Paso 2. Demostraremos que C(Y) es contraible.

Paso 3. Aplicamos el Teorema .
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Teorema 3.21 [23, § 54 VI Teorema 3, p. 871] La contractibilidad es
preservada bajo retracciones. Esto es, st X es un espacio contraible y existe
una retraccion de X a un subespacio A de X, entonces A es contraible.

Para probar el primer paso, usaremos la siguiente definicién y enunciare-
mos algunos teoremas auxiliares, que permitirdn decir de manera inmediata
por qué Y no es contraible.

En la Definicién 3.22 y el Teorema 3.23, p, p;, i, v, q, 4, ¢;, ¢/ son como
en la definicién 2.24

Definicién 3.22 Sea X un continuo de tipo N entre p y ¢. Se dice que
(X, g,Y) tiene la propiedad (*) si Y es un continuo hereditariamente unico-
herente y g : X — Y es una funcién continua tal que

a) g(p) # 9(q),
b) g(pigi’) Nglaipi) = {9(a)} y
c) g(aipi) N gwiq;) = {9(pf)}-

Se dice que un espacio X es contraible con respecto a Y siempre que
cada funcién f : X — Y sea homotdpica a una funcién constante.

Teorema 3.23 [15, Teorema 1, p. 121] Sean X y Y dos continuos y g :
X — Y una funcion continua. Si (X, g, Y) tiene la propiedad (x), entonces
para cada funcion f: X — Y homotdpica a la funcion g tenemos que g(p),

9(q) € f(pg) C f(X).

Como una consecuencia, de este teorema tenemos que si (X, g, Y') satisface
la propiedad (x), entonces X mo es contraible con respecto a Y. Asi por [23,
§54, VI, Teorema 2, p. 374] Y no es contraible .

Paso 1. Veamos que el dendroide Y del ejemplo 3.20 no es contraible. En
efecto, si Z, g y Y son como en el Ejemplo 3.20, entonces (7, g, Y') satisface
la propiedad (%) ya que Z es de tipo N, g es la funcién de identificacién y al
ser Y un dendroide, es hereditariamente unicoherente. Asi, por el Teorema
3.23, Y no es contraible.

Paso 2. Para probar que C(Y') es contraible, definiremos el siguiente con-
junto

Ag(X) = arcos ordenados en C'(X) que
0 ~ | unen a un elemento de Fy(X) con X

} C C(C(X)).
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Utilizaremos el siguiente teorema para probar que C(Y') es contraible. Es
decir, definiremos una funcién continua del espacio Y en Ay(Y).

Teorema 3.24 [21, Teorema 78.8, p. 898/Para un continuo X, las si
guientes proposiciones son equivalentes:
(a) C(X) es contraible.
(b) Hay una funcion continua o : X — Ag(X).

Por comodidad, pensaremos que el dendroide Y estd contenido en R3 y
es homeomorfo al siguiente dendroide al que también llamaremos Y.

Sean o = (0, O 0),p = (—1,0, 0) q=1(1,0,0),r=(0,1,0) y ara cadan €
N (0 07 23n 2) - (Oa ]-7 23n 1) - (07 07 an) ( bl 7 23n 2) an -
(07 07 237}72) b (07 1) 2377. 1) ( 0 _23%)7 pn ( 1a 07 2371 2)

Sea T = pq U or.
Consideremos ahora, para cada n € N, los siguientes arcos:

l, =9z, U 2,b, Ubya, Ua,p, vy

L, = pw, Uw,r, UT,s, US5,q,.

Entonces el dendroide Y queda definido como

Y =Tu (| JL,) u (| J&).

neN neN

Consideremos las siguientes funciones proyecciéon de Y en el triodo T, 7 :
Y - Tym Y — T, definidas como siguen: m(z,y, z) = (x,0,0) y
772($7 Y, Z) = (0’ Y, 0)-

Dado un punto de la forma (x, 0, 2) € (pw,US,q,)U(G2,Ua,p,), definimos
su simétrico como sigue: s(x, 0, 2) € 5,¢,, si (2,0, 2) € ps, o s(x,0,2) €
pw, si (z,0,z2) € 5,q, o s(x,0,2) € a,p, si (2,0,2) € Gz, o s(x,0,2) €
Gz, si (2,0,2) € @yp, y m1(s(x,0,2)) = (—z,0,0).

Si(0,y, 2) € (SpTnUTn,)U(2,b,Ubya, ), definimos su simétrico s(0, y, 2)
Ty, 81 (0,y, 2) € 5,77, 6 8(0, Yy, 2) € 5,7, 81 (0,9, 2) € 7w, y wa(s(0,y,2)) =
(0,9,0).

Si (z,0,0)€ pg definimos su simétrico s(0, y, z) € pg como s(x,0,0) =
(—x,0,0) y si (0,y,0) € or, entonces su simétrico es él mismo.
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Definamos también los siguientes puntos:

uy, es igual al punto medio del arco ps,,, d, es igual al punto medio del arco
qa,, c = (—%, 0,0)yd= (%, 0,0). Obtenemos asi, los siguientes limites

Lima, = Limz, =Lims, =Limw, = o, Limr,, = Limb, = r, Limg, =

n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo
q, Limp,, = p, Limu,, =Lim s(d,) = ¢y Limd, = Lim s(u,) = d.
n—oo n—oo n—oo n—oo n—o0o

Si x y y estdn en un mismo arco rectilineo A C Y, y si existe y, € A
tal que d(z,y) = d(x,y,) con y # y,, diremos que y, es el reflejo de y con
respecto a .

Consideremos también los siguientes conjuntos:

[e.°]

Para cada T € [—1,0], sean A™ = Upt y BT U 7, tales que t,, € psy,,
Tn € qnWn, Trl(t") = (7—7070) = _771( ) y B, = AT U BT,

Para cada & € [0, 1], sean C* = | 5,&, v D¢ = | a,(,, tales que mo(€,,) =

n=1 n=1

(0,£,0) = m2(C,)s &, € SaTm, Gy € b, y € = C° U DS,

Para cada o € [0,1], sean E'"7 = |JT,0, vy F177 = (J bus, tales que
n=1 =1

7a(sn) = (0,1—0,0) = 72(0), O € Ty ¥ Sp € bz y D16 = BV OUF 7.

Para cada 8 € [0,1], sean G® = Jw,B3, vy H® = |7z, tales que
n=1 n=1
m1(8,) = (3,0,0) = =71(V,.), B € WnGns YV € Znbn y €5 = GP U HP,
Construccién de la funcién o : X — A¢(X). Denotaremos por A, = a(x)

Si x € or entonces A, tendrd la siguiente forma.

A, —{xt|t€xr}u{erxt|t€x0}U{0ontU08()|t€0p}
U{TUB,| 7€ [-1,0}U{TUBUC| € [0,1]}
U{TUB UG UD ,| 00,1} U{TUBUE UDyUE,| S € [0,1]}.

Si x € po consideremos dos casos:



Caso 1. x € pe.

Ay = {tt,] t € xp} U{pp; Upst| t € por}
U{pruot| teog} U{TUB,| 7€ [-1,0} U{TUBUE|E€[0,1]}
U{TUB UG UD ,| 00,1} U{TUBUC UDyUEs| S €[0,1]}.

Caso 2. x € ¢co.

A, = {t,t| t eTo} U {o0U0l| t €O}
U{o,r Uot| t € 0s(o,)} U{oxs(0,) UDT U o,t U s(o,)s(t)| t € 0g, p}
U{TUB,.| 7€ [-1,0}U{TUBUC| € [0,1]}
U{TUB UG UD ,| 0 €]0,1]}U{TUBUE UDyUE,| S €[0,1]}.

Si x € 0q la definicién de A, es similar al caso anterior.
Ahora definamos los arcos ordenados para x € pg,\{p}.

Primero consideremos el caso en que x = u,,.
Ay = {tt] t € wp} U{ps, Usit| t € s,q,}
U {pg, Upt| t € pr} U {g.,r Uot| t € og}
U{pg. UTUB,| 7€ [-1,0]}
U{pg. UT UB,U | & €[0,1]}
U{pg, UTUB,UC, UD,_,| o €][0,1]}
U{pg, UT UB,UC, UD U Eg| 5 € [0,1]}.

Six € ups,\{u,}, entonces

Ay = {t,t] t €75, } U {55, Usnt| t € s,8(5,)}
U {n,5(8n,) Usn, tUs(sy,)s(t)| t €Snp} U{g.pUpt|tepr}
U{g.rUot| t €og} U{pg, UTUB,| € [-1,0]}
U{pg, UT UBo U & £ €[0,1]}
U{pg. UTUB, U UD,_,| o €0,1]}
U{pg, UT UB,U& UD U & B €[0,1]}.

Si x € 5,7, entonces
A, ={at| t € xs(z)} U{zs(z) Uzt Us(z)s(t)| t € xp}
U{g.pUpt|teprtu{g.,rUot|teog}
U{pg, UTUB.| T €[-1,0]}
U{pg. UT UB,U | & €[0,1]}
U{pg, UTUB,UC, UD,_,| o €[0,1]}
U{pg, UT UB,UC, UD U E| 5 € [0,1]}.
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Si x € T,w,, entonces

Ay ={at| t € zs(x)} U{xs(z) Ut U s(x)s(t)| t € zq}
U{g.pUpt|teprtuU{g.,rUot|teog}
U{pg, UTUB,| 7€ [-1,0]}
U{pg, UT UBoUE&| & €[0,1]}
U{pg, UTUB,UC, UD,_,| o €][0,1]}
U{panTU%()UQ:lU@oUQSg‘ ﬁe [0,1]}

Si el punto x € w,s(u,), entonces el arco

A, = {tx_t| te mwn} U {0, w0, Uw,t| t € wys(w,,)}
U{s(wn, )wn,) U s(wy, )t Uwy,s(t)] t € s(wn,)p} U{g.pUpt| t € pr}
U{g.rUot| t €og} U{pg, UT UB,| 7 € [-1,0]}
U{pg, UTUByUC&| € [0,1]}U{pg, UTUB,UC UD;_,| o €[0,1]}
U{pg. UT UBUE UD U &4 B €[0,1]}.

Si z € s(uy,)qn, entonces

A, ={tt,| t € s(un)qn} U {GnGn, U gn,t| t € qu,7}
U{g.rUot| te€og}U{pg, UTUB,|e[-1,0}
U{pg, UT UBoUC&| &€ [0,1]} U{[p,g] UTUB,UC, UD; ,| o €[0,1]}
U{pg. UT UBUE UD U &4 B €[0,1]}.

Para el caso cuando x € pu,, vamos a determinar para cada n € N, un
homeomorfismo I, entre el arco pu,, y el arco pq,, I', : pu, — pq, tal que
L(p) = py Lu(uy)=q,. Si x € puy,, y € Py, con m1(x) = m(y), entonces
Ti(Cp(x)) = mi(C(y)), i =104 =2.

Ay = {tt| t € Tp} U{ppz Upst| t € puTu()}
U{plu(z)Upt| t € pr} U{T,(z)r Uot| t € oq}
U{l,(x)rUoguUB.|r € [-1,0]}
U{TL(z)pUTUB, U €[0,1]}
U{T,(z)pUTUBUE, UD, ,| o €[0,1]}
UA{T,(z)pUTUBUC UD U &4 B €[0,1]}.

Debido a que el continuo X tiene cierta simetria entre los arcos pq, y los
arcos qp,, definimos A, si x € ¢p,,de manera simétrica a como se hizo para
los puntos = € pq,,.

Asi, hemos asignado para cada x € X, un arco A,.
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Para probar la continuidad de @ mostraremos que para cada r € X y para
toda £ > 0, existe § > 0 tal que si d(z,y) < d, entonces H? (4,,A4,) < e.
Esta ultima desigualdad es equivalente a probar que A, C N7 (A,) y A, C
N (A,). Probaremos entonces que para cada C' € A,, existe K € A, tal
que H (C,K) < ¢y para cada K € A, existe C € A, tal que H (K,C) < e.

Consideremos el conjunto A = {s,| n € N}U{w,| n € N}U{a,| n € N}U
{zn]| n € N} U {o}.

Consideraremos varios casos dependiendo de la eleccién de z € Y.

Sea ¢ > 0.

Caso 1. z € or\ {0} . Observemos primero que para &, existe o > 0
tal que si y € pg, Uqp, y d(x,y) < dg, entonces H(pg, U qp,,T) < €. Sea
0 <6 < min{e,d(x,A),d0}, por demostrar que si d(x,y) < 6, entonces
H?* (A, Ay) <e.

Sea y € Y tal que d (z,y) < d. Consideremos los subcasos i) y ii).

i) Siy € or y C € A,. Basta considerar cuando o ¢ C'y o € C.

Sio¢ C,y C =uxtcontexr. Si C C 7Ty, entonces definmos K = {y}
o si 7y estd contenido en C' o en yt, definimos K = yt o bien si C' = rt con
t €Toy y € tr, entonces definimos K = C' y por tltimo si y € to, entonces
definimos K = yr.

Si o € C, entonces definimos K = C' ya que y € C.
Por lo tanto H (C,K) < ¢ en todos los casos. De esta manera A, C
N (A,). De forma ansloga se prueba que A, C N (A,).

ii) y ¢ T. Entonces, y € pg, U ¢p, para alguna n € N.

Pensemos sin pérdida de generalidad que y € pg,,. Mds atin, por la eleccién
dela d, y € 5,7, UT,w,. Supongamos que y € 5,7,. Consideraremos los casos
a), b), ¢) y d).

a) Si C' = at con t € T, definimos K =4z C s,r, con m(2) = t.

b) Si C = rt con t € To, definimos K = zs(z), donde 7o(2) = t.

c) Si C =orUts(t), t € op, definimos K = zs(z) C pg,,donde m(z) =
t=—m(s(2))
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d) Si{p,q} C C definimos K = C' U pg,.
Es fécil ver que en todos los casos H (C, K) < e. Por lo tanto, A, C
NI (Ay).

Probemos ahora que, A, C N (A,). Para K € A,, se analizarén los
casos siguientes.
a) Si K =5z C yr, (puede ser z = y), definimos C' = xt, donde m3(2) = t.

b) Si K C ys(y), definimos C = 7z.

c) Si K = zs(z) con z € ¥s,,, definimos C' =1t con t € To y ma(z) = t.
d) Si K = zs(z) con z € 5,p, definimos C' = or U ts(t), donde m(z) =
t=—m(s(2))

e) Si K C T'U pg,, definimos C' = T.

f) Si K =T U pg, U H,donde
H e {SBT‘ T E [—1,0]} U {%0 U Q:g’ 5 € [O, 1}} U {iBo U, U@lfo" o c [O, 1]}
U{BoU& UDyUEs| 5 € [0,1]}. Entonces definimos C' =T U H.

Por lo tanto H (K,C') < ¢ en todos los casos.

Por lo que A, C N7 (A,), ast H? (A,, A,) < e.

Caso 2. z = o. Elijamos § < min{%, 1,80}, donde &y es como en el Caso
1. Sea y tal que d(z,y) < 4.

Consideraremos los casos i), ii), iii) y iv)

i) y € or. Aquf basta considerar los casos en que C' = of con t € oF o
or C C.

Si C' = ot C oy, entonces definimos K = {y} y K = yt si oy C ot.

Sior C C, definimos K = C. Asi H (C, K) < € en ambos casos.
Por lo tanto, A, C N7 (4,).

De manera andloga podemos probar que A, C N (4,).
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ii) Si y € op\ {0} . Consideremos los casos a), b) y c).

a) Si C'= ot C or, entonces definimos K = o,t.

b) Si C = orUts(t), entonces definimos K = orUoys(0y), si orUoys(o0,) €
C.

c) SiorUoys(o,) C C, entonces definimos K = C. Asi H (C,K) < ¢ en
todos los casos. De manera andloga podemos probar que A, C N7 (4,).
Similarmente si y € 0\ {0}, y C € A,, la construccién de K es similar a la

anterior.
Por lo tanto, A, C N¥ (A,) y A, C N (4,).

iii) Si y € 5,7, consideraremos los siguientes casos.

a) Si C = of C or, entonces definimos K = yz C 5,7, donde ma(z) = t.

b) Si C = or Uts(t) con t € op, entonces K = zs(z) C pg,, donde
7T1(Z) =t= ’/T1(Z>

c) Si {p,q} C C, entonces definimos K = pq, UC. Asi H (C,K) < ¢,

para todos los casos.
Por lo tanto, A, C N7 (4,).

Probemos que A, C N¥ (A,). Para K € A,, se analizardn los casos
siguientes:
a) Si K =yz C yr, entonces definimos C' = ot donde m(z) = t.

b) Si K = yz con z € T,w,, entonces definimos C' = or.

c) Si K = zs(z) con z € 5,p, entonces definimos C' = or Uts(t), donde
m1(z) =t =m(s(2)).

d) Si K = pg, UM con M C T, entonces definimos C' = T.

e) Si K =T Upg, U H, donde
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He{B.|7e[-1,0U{By U € 0,1]}U{BoUCUD; ,| o €]0,1]}
U{BoUC UDyUE&s| 8 €[0,1]}, entonces definimos C' =T U H.

Por lo tanto, H (K, C') < ¢ en todos los casos.

Ast A, € N¥ (A,). De manera similar podemos probar lo anterior si
Y € TnWn.

iv) Si y € ps,, determinamos los siguientes casos:
a) Si C' = ot C oF, entonces definimos K = s, z donde m5(2) = t.

b) Si C'=0or Uts(t) con t € op, entonces definimos K = zs(z,) (z puede
ser igual y) donde m(2) = t.

c) Si {p,q} C C, entonces definimos K = pg, UC. Asi H (C,K) < € en
los tres casos. Por lo tanto, A, C N¥ (A,).

Para probar que A, C N (A,), sea K € A,,.
a) Si K = 7,z con z € s, entonces definimos C' = {o}.

b) Si K = 0,z con z € 5,7, entonces definimos C' = of donde m(z) = t.

c) Si K = oys(z) con z € 7w, entonces definimos C' = or.

d) Si K = o,s(0,) Uzs(z) con z € 0,p, entonces definimos C' = or Uts(t),
donde 7(2) =t = m1(s(2)).

e) Si K = pg, UM con M C T, entonces C' =T.

f) Si K =T U pgq, U H,donde
He{B,|7e[-1,0}U{BoUl| c|0,1]}U{BUCUD;_,|oec|0,1]}
U{BouUC UDyUEg| B €0,1]}. Entonces definimos C' = T'U H. Por lo
tanto H (K,C') < € en todos los casos.

Por lo tanto, A, C N (A,). De manera similar podemos probar lo an-
terior si y € W,q,.

Asi, H? (A;, A) <e,sixz=o.
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Supongamos ahora que x € ¢o\ {c, 0}.
Definamos 0 < § < min {%, d(z,A), @, (50} , donde J, es como en el Caso

1. Sea y tal que d(x,y) < . Consideraremos los siguientes casos.
i) y € po.

a) Si C € A, es tal que C' = ti,con t € To, entonces definimos K = aa,
donde 0 < d(a,t) <0 6 0 < d(ay,t,) <.

b) Si C' = o,t con t € oF, entonces definimos K = o,t.

c) Si C' = or Uo,o Uol con t € 0s(o,), entonces definimos K = orUo,0Uoa
con a € 0s(oy).

d) Si C =0orUts(t) con t € o,p, entonces definimos K = C sio, € C' 6
K = oys(o,) Uor si o, ¢ C.

e) Sip,q € C, entonces C = K. Asi H (C, K) < ¢ para todos los casos.

Por lo tanto, A, C N (A,). De manera similar se puede probar que A4, C
NI (As).

ii) y ¢ T. Entonces y € pgq, U qp, para alguna n € N. Sin pérdida de
generalidad supongamos que y € pq,. Mdas ain y € u,s, por la eleccién de
la §.

a) Si C' = tt, con t € 7o, entonces definimos K = zz,, donde 71(z) = t.

b) Si C' = o,t con t € oF, entonces definimos K = s, 2, donde my(z) = t.

c) Si C = or Ug,o Uot con t € 0s(0,), entonces definimos K = s, 2
donde 7(2) = t.

d) Si C' = or Uts(t) con t € o,p, entonces definimos K = zs(z), donde
7T1(Z) =t.

e) Si p,q € C, entonces definimos K = C Upq, y H(C,K) < e para
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todos los casos.
Similarmente se definen los arcos, si y € qp,.
Por lo tanto, A, C N2 (4,).

Ahora probaremos que A, C N¥ (A,).
a) si K =7z, con y € ys,, entonces definimos C' = tt,, donde m(z) = t.

b) Si K = Sp,Z CON z € 5,T,, entonces definimos C' = o,t, donde
7T2(Z) =t.

c) Si K = s,,2 con z € ryw,, entonces definimos C' = o,7.

d) Si K = Sp, % CON Z € wns(sny), entonces definimos C' = 0,7 Uot, donde
1 (Z) =t.

e) Si K = sy,,5(sp,)US,, 2Us(s,,)s(2) con z € 5, p, entonces C' = tt,Uor,
donde 7 (2) = t.

f) Si K = pg, UM con M C T, entonces definimos C' = T.

g) Si K =T Upg, U H, donde

H e {%T| T E [—1,0]}U{%0 U Q:§| é' € [0, 1]}U{%o ue; U @1_g| o€ [0, 1]}
U{BoUC UDyUE&s| B €10,1]}. Entonces definimos C' = T U H. Por lo
tanto, H (K,C) < ¢ en todos los casos. Similarmente podemos garantizar la
continuidad para y € gp,.

Ast, A, C N¥ (A,).

De lo anterior, H? (A;, A,) < ¢, si € co\ {c, o} .

Supongamos que x = c¢. Sean 0 < § < mz’n{%,d(z,A) , %,51} donde si
Y € pgn U qpy y d(x,y) < 01, entonces H(pg,,T) < ey H(qp,,T) < ey
ademds d (¢,, I'n(y)) < 1. Sea y tal que d(x,y) < 0. Consideremos los si
guientes casos.

i) y € pe

a) Sea C' = tt, con t € pc, entonces definimos K = tt, si y € tcy si
y € tp,entonces K = TT,.
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b) Si o € C, entonces definimos K = C.
Asi, en ambos casos se tiene que H (C, K) < e.

Ahora consideremos K € A, con y € pc
a) Si K = 7z, con x € Zz,, entonces definimos C' = zz, o si © ¢ 77,

entonces definimos C' = 3y,

K

K

b) Si K = pp, U P,z con z € D,0, entonces definimos C' = po.

c) Si o € K, entonces definimos C' = K. Asi H (K,(C) < e.

ii) y € ¢o. Consideremos los siguientes casos:

a) Si C = {t, con t € pc, entonces definimos K = 7T, si t, € yc y
= t,(t,), si t. € 70.

b) Si C = pt con t € or, entonces definimos K = o,t.

c) Si C' =prUot cont € os (o), entonces definimos K = o,r U ot.

d) Si C = prUos(oy) Us(oy)t con t € s(o,)q, entonces definimos
= o,m Uos (0y) Us (o)t Uoys(t).

e) Si {p,q} C C, entonces definimos K = C.
Asi H (C,K) < ¢ en todos los casos.

Ahora para y € ¢o consideramos los casos siguientes

a) Si K = 7z, con z € co,entonces definimos C' = z,(z,), si p € 7z, y si

no C' = yy;.

C

b) Si K = 0,z con z € or, entonces definimos C' = pz.

c) Si K = o,r U0z con z € 0s(0,), entonces definimos C' = pr U oz.
d) Si K = o0,5(0,) UoT U0,z U s(0,)s(2) con z € 6,p, entonces definimos

=T.
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e) Si {p,q} C K, entonces definimos C' = K.
Asi, H (K,C) < € en todos los casos.

iii) Si y € pu,, consideraremos los siguientes casos.

a) Si C = tt, con t € pc, entonces definimos K = zz, C Ds,, donde
7T1(Z) =t.

b) Si C = pt con t € oF, entonces definimos K = pz C pr,, donde
ma(z) = t.

c) Si C = prUot cont € or(,(y)), entonces definimos K = pz, con

z € w, 'y (y) y mi(z) =t.

d) Si {p, q} C C, entonces definimos K = pI',,(y) U C.
Asi H (C,K) < ¢ en todos los casos.

Por otra parte, para vy :

a) si K = zz, con z € py, entonces definimos C' = tt, donde m(z) = t.
b) Si K = pz con z € 5,7, entonces definimos C' = pt donde m5(z) = t.
c) Si K = pz con z € T,w,, entonces definimos C' = pr donde ms(2) = t.

d) Si K = pz con z € w,I',,(y), entonces definimos C' = pr U of, donde
m(z) =t.

e) Si K = pl'y(y) UM con M = pt C pr o M = prUot C T, entonces
Cc=T.

f) Si K =T Upl',(y) U H, donde
He{B,|7e[-1,0}U{BoUl| c|0,1]}U{BUCUD; .| oec|0,1]}
U{BoUC& UDyUE&s| §€[0,1]}, entonces definimos C' =T U H.
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Por lo tanto, H (K,C) < € en todos los casos.

Similarmente podemos garantizar la continuidad para y € qp,.
iv) y € u,s,.

a) Si C = tt, con t € o, entonces definimos K = zz, C Ds,, donde
1 (Z) =t.

b) Si C = pt con t € or, entonces definimos K = s, z C pr,, donde
ma(z) =t

c) Si C' = prUot con t € 6q, entonces definimos K = s, 2 C 5,,,5(5y,)
donde 7(2) = t.

d) Si {p,q} C C entonces K = pq,, UC.
Asi H (C,K) < ¢ en todos los casos.

Por otra parte para y tenemos los siguientes casos:

a) Si K = zz, con z € ys,,, entonces definimos C' = t,,, donde m(z) = t.
b) Si K = s, 2 con z € 5,7, entonces definimos C' = pt donde 7y(z) = t.
c) Si K = s,,z con z € 7w, entonces definimos C' = pr.

d) Si K = s,,2 con z € wys(sy, ), entonces definimos C' = pr U ot, donde
m(z) =t.

e) Si K = s,,5(s,,) UZ8,, Us(sy,)s(z) con z € 5, p, entonces definimos

c=T.
f) Si K = pg, UM con M =pt Cpro M =prUot C T, entonces C =T.

g) Si K =T Upg, U H, donde
He{B,|1e[-1,0}U{Bud¢el0l]}u

{%OUQ U©1_0| o c [O, 1]}U

{BoU& UD U Es| §€[0,1]}, entonces definimos C' =T U H.
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Por lo tanto, H (K,C) < € en todos los casos.

Similarmente podemos garantizar la continuidad para y € qp,.
De lo anterior A, C N¥ (A,) y A, C N7 (A,). Asi, H? (A, 4,) < ¢, si

Tr = C.

Ahora bien, si x € pe\{p,c}, existe & > 0, existe N € N tal que
H(pg,,T) < § para toda n > N. Sea §" < d(x,pqy).
Sea 0 < 6 < ™ {e d(x,p),d(x,c),d,6"}. Supongamos ahora que z €
pe\{p, c}. Si d(x,y) < ¢. Entonces consideremos los siguientes casos:

i) y € pe.

a) Si C = tt, con t € Tp, entonces definimos K = {y} si t € 7y y, si no,
K =1t,.

b) Si C' = pt con t € p,0, entonces definimos K = C'sipy C px 6 K = pp,
si pxr C py.

c) Sioe Centonces K = C. Asi H(C, K) < ¢ en todos los casos.

De la misma manera se puede probar que para cada K € A, existe C' € A,
tal que H(K,C) < e.

Recordemos que para cada y € pu, \{p} y para cada n determinamos el
punto I',,(y) € pg,, entonces I',,(y) tiene las siguientes posibilidades: I, (y) €
WnGn 6 Ty (y) € T, o Ty (y) € 5,7, 6 T'n(y) € Ds,.

i) y € pu,\ {un} -

1. T (y) € W,y.

a) Si C = tt, con t € Tp, entonces definimos K = zz, donde m(z) = t.

b) Si C = pt con t € p,r, entonces definimos K = pz C pr, donde
m1(z) =t o donde my(2) = t.
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¢) SiC = prUot cont € omy (I',(y)), entonces definimos K = pz C pl',(y)
donde 7(2) = t.

d) Si C = prUot con 1y (T',,(y)) € C, entonces definimos K = CUpI,(y).
Por lo tanto, H(C, K) < ¢.

2. T, (y) € Thow,
a) Si C' = tt, con t € Tp, entonces definimos K = 7z, donde m;(2) = t.
b) Si = pt con t € p,r, entonces definimos K = pz C pr donde

m1(z) =t o donde my(2) = t dependiendo en donde se encuentre z.

c) Si pr C C, entonces definimos K = C' U pl',(y).

3.SiT,(y) € 5,7n-
a) Si C = tt, con t € Tp, entonces definimos K = zz, donde m1(z) = t.

b) Si C' = pt con t € p,m3 (I, (y)), entonces definimos K = pz C pI',(y)
donde 7q(2) = t.

c) Sipmy (In(y)) C C, entonces definimos K = C' U pl',(y).

4. T (y) € psp.

a) Si C = tt,con t € Tp, entonces definimos K = zz, donde m(z) = t.

b) Si C' = pt con t € p,7 ([, (y)), entonces definimos K = pI',,(y).

c) Si pmy (T (y)) C C, entonces definimos K = C' U pI',,(y).

Por otra parte, para y y
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1". T (y) € Wnq, tenemos lo siguiente.
a) Si K = zz,, entonces definimos C' = tt, donde m(z) = t.

b) Si K = pz con z € p,r,, entonces definimos C' = pt, donde m;(2) =t
o ms(z) =t dependiendo en donde se encuentre z.

c) Si K = pz con z € T,w,, entonces definimos C' = pr-.

d) Si K = pz con z € w,I',(y), entonces definimos C' = pr U ot donde
7T1(Z) =t.

e) Si K = pl'y(y) UM con M = pt C pro M = prUot C T, entonces
C =prUJM.

f) Si K =T Upl',(y) U H,donde
He{B.|7e[-10}Uu{Boul c0,1]}U{BU&UD_,|0oe€]01]}

U{BoUC UDyUE&s| € [0,1]}. Entonces, definimos C' =T U H.
Por lo tanto, H (K, C') < ¢ en todos los casos.

2. T, (y) € 7w,
a) Si K = zz,, entonces definimos C' = tt, donde m(z) = t.

b) Si K = pz con z € p,ry,, entonces definimos C' = pt donde m(2) =t
o ma(z) =t dependiendo la posicién de z.

c) Si K = pz con z € r,I',(y), entonces definimos C = pr-.

d) Si K =pl'y(y) UM con M = pt C pr o M = prUot C T, entonces
C=pruM.

e) Si K =T Upl',(y) U H,donde
H e {‘BT‘ T € [—1,0]} U {%0 U ng’ f S [O, 1}} U {‘Bo U Q:l U@lfo" o c [O, 1]}
U{BoUC UDyUE&s| § €[0,1]}. Entonces, definimos C' =T U H.

Por lo tanto, H (K, C') < ¢ en todos los casos.
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3. 81T, (y) € surpy
a) Si K = zz,, entonces definimos C = tt,, donde 7(z) = t.

b) Si K = pz con z € p,I',,(y), entonces definimos C' = pt donde 71 (z) =t
o donde my(z) =t

c) Si K =pl'y(y) UM con M = pt C pro M = prUot C T, entonces
C = pr (Lu(y)) UM.

d) Si K =T Upl',(y) U H,donde
He{B.|7e[-10}U{Boul {c0,1]JU{BU&UD_,|0oe€]01]}
U{BoUC UDyUE&s| §€[0,1]}. Entonces definimos C' =T U H.

Por lo tanto, H (K, C') < ¢ en todos los casos.

4. 81T, (y) € psn.
a) Si K = zz,, entonces definimos C' = #t, donde m(z) = t.

b) Si K = pz con z € p,I',(y), entonces definimos C' = pt donde
m1(z) = t.

c) Si K = pl',(y) UM, con M = pt C pr o M = prUot C T, entonces
definimos C' = pt U M.
Asi, H (K,C') < € en todos los casos.
Por lo que A, C N (A,) y A, C N7 (4,).
Por lo tanto H? (A, A,) < &, si x € pc\{p, c}.

Seax=py0<d<min{s, 3 6"} (donde 6" es tal que I',(z) € By (p)

para toda n € N). Sea y tal que d(x,y) < 0, entonces tenemos los siguientes
Casos:

i)yel.
a) Si C' = pt con t € pp,, entonces definimos K = pp,.

b) Si pp, C C, entonces definimos K = C. En ambos casos H(K,C) < .
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Probemos ahora que A, C N (A,).
a) Si K = zz, con z € yp, entonces definimos C = pz,.

b) Sip € K, entonces C' = K.

ii) Supongamos ahora que y € pg,. Observemos primero que por la elec-
cién de 6 se cumple que d(z, z,) <y d(z, I, (y)) <6

a) Si C = pt, yt € pri(T'n(y)) entonces definimos K = z,z donde
m(z) =t.

b) Si (I, (y)) € C entonces definimos K = pI',,(y) U C. En estos casos
H(C,K) <e.

Probemos ahora que A, C NI (A,).
a) Si K =7z, con z € yI',,(y), entonces C' = pmy(2).

b) Si K = pI',(y) UM con M = pt C pr o M = prUot C T, entonces
C =M.

c) Si K =TuUpl,(y) U H,donde
He{B.|7e[-10}U{Boul] e (0,1]JU{BU&UD_,|0oe€]01]}
U{BoU& UDgUEs| 5 €0,1]}. Entonces definimos C' = T'U H. Por lo
que H (K,C) < ¢ en todos los casos.

Asi, A, C N (A,) y A, C N7 (A,).

Por lo tanto H? (A,, A,) < ¢, si & = p.

Por tltimo si x € pg,, existe 6 > 0 tal que Bs(z) N ( ;J P4 UT) = ¢. En

estos casos la continuidad es inmediata.
Por lo tanto « es continua. Lo que demuestra que C'(Y') es contraible.

Nuestro continuo es un dendroide que no es de tipo N, pero si es de tipo
N generalizado. Asi que es natural preguntarse:
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Si X es un dendroide uniformemente arco-conexo y no es de
tipo N generalizado, entonces

(Existiran retracciones de C(X) sobre X?

Fl siguiente dendroide K muestra que la respuesta es también negativa.

Ejemplo 3.25 Descripcién del dendroide K. Consideremos el espacio
Z del Ejemplo 2.25 y sea A’ el subarco de A cuyos puntos extremos son
—b= (—%, 0,0)yb= (%, 0,0). Aligual que en el Ejemplo 3.20, identifiquemos
los puntos de la forma —z = (—t,0,0) con los puntos x = (¢,0,0), para cada
t € [0, 3]. Definamos la proyeccién m : Z — pg como 7,(z,y) = (,0,0).
Si (t,y,0) € qpn, con t € [0, %], identifiquemos los puntos de esta forma con
su simétrico s(t,y,0), bajo la proyeccién my. Entonces, K es la imagen de Z
bajo el funcién cociente h, dado por la identificacién anterior. De esta manera
K es homeomorfo al dendroide de la figura 19, al cual denotaremos con la
misma letra.
Note que K no es de tipo N generalizado y es uniformemente arco-conexo.

Afirmacién El dendroide K del Ejemplo 3.25 no acepta retrac-
ciones C(K) a K.

La demostracion es similar a la anterior y también se hara en tres pasos.
Probaremos que:

1. K no es contraible.

2. C(K) es contraible y

3. Aplicamos el Teorema 3.21.
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1. En efecto si Z, h y K son como en el Ejemplo 3.25,. Entonces (Z, h, K)
satisface la propiedad (x) y por el Teorema 3.23, K no es contraible.

2. Definiremos una funcién continua del espacio K sobre A¢(K) y al final
usaremos el Teorema 3.24.

Por comodidad, pensemos al dendroide K en R? definido de la siguiente
manera: L,, T, 0, p, q, ¢, d, 1, Sy, Tn, W, Un, Pn Y Gn SON como en el Ejemplo
3.20. Aqui b, es el punto medio del arco gp,, z, = (0,1, —2%) y d, es igual
al punto medio del arco ¢b,,.

Consideremos ahora los siguientes triodos para cada n € N,

El dendroide K queda definido como

K =TuU (| JL,) u (| JTn).

neN neN

Al igual que en el ejemplo anterior cOonsideremos las si
guientes funciones proyecciéon de K enel triodoT, w1 : K - Tymy: K — T,
definidas como siguen: 7 (z, y, 2) = («,0,0) y m2(z, y, 2) = (0, y, 0).

Dado un punto de la forma (z,0, 2) € (P8, UGy ) U (gbnUb,py,), definimos
su simétrico s(z,0,2) € wW,q, si (x,0,2) € ps, o s(x,0,2) € ps, si
(z,0,2) € Wng, o 8(x,0,2) € byp, si (1,0,2) € ¢b, o s(x,0,2) € gb, si
(x,0,2) € bypy,, como aquel punto que satisface m(s(z,0, 2)) = (—=z,0,0).

Si (0,y,2) € (5,7 U Tnily) U 2,by,, definimos su simétrico s(0, y, z) €
Ty, si (0,9, 2) € 5,7, 0 $(0,y, 2) € 5,7, si (0,y,2) € Fw, o
s(0,y,2) = (0,y, 2) € 2,b, como aquel punto que satisface m5(s(0,y, 2)) =
(0,y,0).

Si (x,0,0) € pg definimos su simétrico s(x,0,0) € pg como s(x,0,0) =
(—x,0,0) y si (0,y,0) € oF, su simétrico es él mismo.

Obtenemos asf, los siguientes limites

Limb,, =Lims,, =Limw,, = o, Limr,, = Limz, =r, Limg, = q,
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo
Limp,, = p, Limu,, =Lim s(d,) = ¢y Limd, = Lim s(u,) = d.

n—00 n—00 n—00 n—00 n—o0o
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Si x y y estdn en un mismo arco rectilineo A C K, y si existe y, € A
tal que d(z,y) = d(x,y,) con y # y,, diremos que y, es el reflejo de y con
respecto a .

Usaremos algunos de los conjuntos definidos anteriormente junto con otros
que definiremos a continuacién:

Para cada 7 € [—1,0], B™ es como en el Ejemplo 3.20, H™ = | pt,,
n=1
donde m(t,,) = (7,0,0). Definamos J, = B" U H”

Para cada € € [0, 1], sean C¢ = | s,&, v S¢ = U ba(,, tales que m5(€,,) =
Z1

n=1

(0,£,0) = m(C,), 5nE, C 5o ¥ b,y C bz, ast &¢ = CE U SE.

Para cada o € [0, 1], sea E'=° como en el Ejemplo 3.20 y F''=7 = S,

Para cada 8 € [0,1], sean G = U wnfB, y R® = U b,7, tales que

©(B,) = (5,0,0) = —=7(v,), B, € Wnln. Deﬁnamos as{ para Cada g € [0,1],
R =G UR".

Donde t,,, &,,, v B, €94 ¥ C,, Y Vn € qDn Para cada n € N.

Establecido lo anterior, definamos la funcién a : K — Ag(K); esto es,
asignemos a cada punto x € K un arco ordenado que va de {z} a K, que
denotaremos también por A,.

También serd necesario considerar varios casos dependiendo donde esté
colocado el punto = € K.

Si x € or entonces A, tendrd la siguiente forma:
A, ={at|tezrju{zruat | tExo}U{oontUos( )|t € op}

U{TUTJ,| 7€ [-1L0} U{TUJ UG & €0,1]}
U{TUJ UG UE""c€[0,1]JU{TUT,US,UE’USKg| B €0,1]}.

Si x € po/{p} consideremos dos casos: x € p¢ 6 = € co.
Six € pe,
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A, = {tt,| t € zp} U {pp; U p,t| t € p.r}
U{pruot|teog} U{TUT,| 7€ [-10} U{TUT UG ¢ € [0,1]}
U{TUJoUBLUE" |0 €0,1]}U{TUT UG, UE"URs| B €[0,1]}.

Si z € co,

A, = {t,t| t eTo} U {o,0U0t| t €oT}

U{o,r Uot| t € 0s(0,)} U {oxs(0,) Uor U ot U s(o)s(t)] t € 0,p}
U{TUT,| 7€ [-1,0}U{TUT US| £ €[0,1]}

U{TUJ UGS UE"| o€ 0,1} U{TUT UG, UE"USRs| B €[0,1]}.

Si x € 0G/{q} la definicién de A, es similar al caso anterior.
Ahora definamos los arcos ordenados para = € pg,\{p},

Primero consideremos el caso en que x = u,,.
= {tut| t € WP} U{PSs U sut| t € 5nqn}

U{pg, U pt| tEpr}U{anuaHGO_q}
U{pg, UT UTJ,| 7€ [-1,0}U{pg, UT UT, US| £ €0,1]}
U{pg, UT UTy UGS, UE"| g€ 0,1]}

U{pg. UT UToUG; UE°U Rs| B €10,1]}.

Six € U,s,, A, = {tx_t| te xsn} U{Sn. 8, Uspt| t € s,8(sn,)}
U{n, 8(Sn,) U Sn, t U s(sn,)s(t)] t € Snp} U{gupUpt| t € pr}

U{gur Uotlt € o7} U{pg UT UJ.| 7 € [-1,0]}



U{pg, UT UTJyU&¢| £ €]0,1]}

U{pg. UTUJyUG, UE"| o €[0,1]}

U{pg, UT UTy UGS, UE U Rs| B €[0,1]}.

Six € 5w,

Ay ={at| t € zs(x)} U{xs(z) Uxt Us(x)s(t)| t € zp}
U{gupUDpE| t € pr} U{g,r Uot]t € oq}

U{pg, UT UTJ,| 7€ [-1,0]} U{pg. UT UT, US| £ €0,1]}
U{pg. UTUTJyUG, UE"| o €[0,1]}

U{pg. UT UToUG; UE°U Rs| B €10,1]}.

Si el punto x € w,s(u,) entonces
A, = {T8] t € TW, } U {W, 0, Uwpt| t € wys(wy,)}

U{s(wn, )wn, ) U s(wn, )t Uwn,s(t)] t € s(wn, )p}

U{gupUpt| t € pr} U {g..r Uot]t € o7}

U{pg, UTUTJ.| 7€ [-1,01} U{pg, UT UToUG¢| £ €[0,1]}
U{pg. UTUJ UG, UE"| o €[0,1]}

U{pg, UT UTo UGS, UE U Rs| B €[0,1]}.

Sixe W entonces

A, = {m te m} U{GT U t| ¢ € g1}

U{gnr Uot|t €3G} U {pg, UT UT,| 7 € [-1,0]}

40
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U{pg, UT UTJyU&¢| £ €]0,1]}
U{pg. UTUJyUG, UE"| o €[0,1]}
U{pg, UT UTy UGS, UE U Rs| B €[0,1]}.

Para el caso en que x € pu,, utilizaremos de igual manera a la funcién
lineal I',, : pu,, — pq, que se definié en la pédgina 48. Asi

Ay = {tt,] t €Tp} U{ppz Upat| t € puTu(x)}
U{pLn(z) Upt| t € pr} U{Ly,(z)r Uot| t € og}
U{T,(x)r UoqU T, |T € [-1,0]}

U{pl'n(z) UT UTJ US| € € [0,1]}
U{pl(z)UTUJUGS,UE"| o€ |0,1]}
U{pln(z)UTUT UGS, UE U Rs| B €0,1]}.

Falta definir los arcos cuando = € T,,.
Primero describamos para cada n € N, el siguiente arco ordenado de {¢}
a T,, que denotaremos por

qT, = {qt|t € qz,} U {qzn Ubpt|t € byp,}

y definamos un homeomorfismo F,, : qd, — ¢T,, de tal manera que F.(q) =
{¢}, Fo(d,) = T,, ysiy € T,, y € T,, con m(y') = m(y). Entonces
mi(Fp(x)) = mi(Fn(y)), i=1o0i=2.

Usando la notacién anterior, determinemos los A, para cada x € T,,.
Si z € qd,, consideremos dos casos:

Caso 1. z € cld,, donde ¢! es el punto tal que F,(c.) = gz,

Ay = {#,| t € 77} U{G% U ot t € o2}

U{qz, Ubyt| t € b, F,(2)} U{GZ, Ub,F,(x) Uqgt| t € gr}
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U{qzn Ubn F(x)UgqrUot| t € 9p} U{qz, UbF,(x) UTUT,| 7 € [-1,0]}
U{qzn Ub, B () UT UJo U S| € €10,1]}
U{q, 2, Ub,F,(x) UTUJy UGS UE™| o €]0,1]}

U{qz, U b, F(z) UT U T U S, UEYU Ry B € [0,1]}.

Caso 2. = € qd,,.
Ay = {tt] t € Tq} U{TT U gut| t € puFr(w)}

U{qF.(z)Uqt| t € qr} U{qF,(z) UqgrUot| t € op}
U{gF,(x) UT UT,| 7€ [~1,0]}

U{gF.(x) UT UJo US| £ €]0,1]}

U{¢F.(z) UTUJ UG, UE""| o €[0,1]}

U{gF.(x) UTUJ UGS UE°URg| B €0,1]}.

Siz € dyb,
Ay = {Gt] t € xb, } U {by, b, Ubyt| t € b2, }

U{bp,bn U bpz, Ubyt| t € b,s(b,,)}

U{Ub, 2, U bys(by, ) U b, t U s(b,,)s(t)| t € by,q}

U{T, Uqt|t € qr} U{T,UqrUot| tcop}
U{T,UTUJ, |t € [-1,0]} U{T, UTUJ US| £ €[0,1}
U{T,UTUJ UGS UE""| o €[0,1}

U{T,UTUJ,UG; UE UK Be[0,1]}.

Siz € bz,
A, = {zt| t € 7z, } U{TZ, Ux, 1| t € b, }
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U{bpzn Ubnt Ubys(t)| t € bgy U{T, Uqt| t € qr}

U{T,Ugruot| t €op} U{T,UTUT,|r € [-1,0]}

U{T,UTUJ UGS €€ [0,1}U{T,UTUT UG UE"7|c€l0,1}
U{T,UTUJ, UGS UE"USK| B €0,1]}.

Si el punto z € b,s(d,), entonces el arco A, se define de manera similar
al caso en que x € d,b,.

Si x € s(dy)pn, entonces
Ay = {tts| t € s(dun)pn} UA{DuPn, Upn,tl t € Pu, 20}

U{pnzn Ubst| t € byg} U{T, Ugt| t € gr}

U{T,UgruUot| t €op} U{T,UTUI,|r €[-1,0]}

U{T,UTUJy UGS €€ 0,1} U{T,UTUT UG UE"7|c€l0,1}
U{T,UTUJy UGS UE’USKg| B €0,1]}.

De esta manera hemos definido para cada z € K un arco ordenado A,.

La continuidad de la funcién se prueba de manera semejante al Ejemplo
3.20.

Por lo tanto, usando el Teorema 3.24, C'(K) es contraible.

Note que en ambos casos, los dendroides K y Y no tienen la propiedad de
interseccién doblada Lo que hace pensar que si un espacio X acepta retrac-
ciones de C'(X) sobre X, entonces X debe tener la propiedad de interseccién
doblada. Este problema aparece en la literatura como un problema abierto.



Capitulo 4
Interrelaciones

Las propiedades ser selectible,ser de tipo N o de tipo N —generalizado,
selectibilidad y tener la propiedad de interseccién doblada estdn muy rela-
cionadas entre si.

Dedicamos este capitulo a determinar en que tipos de continuos una
propiedad implica a la otra. Ademads, construimos ejemplos que dan respues-
ta a preguntas planteadas en diversos articulos y a algunas planteadas por
nosotros.

Por otra parte dichas propiedades estdn relacionadas con la existencia
de retracciones de C'(X) sobre X, con la existencia de retracciones de 2%
sobre X, con la selectibilidad, con la contractibilidad de espacios, y con la
existencia de funciones promedio. Por mencionar algunos resultados:

Los continuos contraibles no son de tipo N [35].

Los dendroides selectibles tiene la propiedad de interseccién doblada [27].

Los abanicos contraibles tienen la propiedad de interseccién doblada [25].

No hay funciones promedio si el espacio tiene dos sucesiones dobladas con
respecto a dos puntos p y ¢ respectivamente (ver Definicién 3.17). En este
capitulo, se probardn algunos resultados en esta direccién.



4.1. Continuos de Tipo N y
Propiedad de Interseccién Doblada

Como puede observarse, la propiedad de intersecciéon doblada y no ser de
tipo N (generalizado) son muy parecidas. Es natural plantearse en que tipos
de continuos estas propiedades implican una a la otra.

Sabemos por ejemplo, que lo siguiente siempre se cumple en continuos en
general.

Teorema 4.1 Sea X un continuo. Si X tiene la propiedad de intersec-
cion doblada, entonces X no es de tipo N— generalizado.

Demostracién. Supongamos que X es de tipo N-generalizado. Sean p,
q y K como en la Definicién 2.26. Los conjuntos {p} y {¢q} son conjuntos de
doblez de K. Asi la interseccién de los conjuntos de doblez de K es vacia.
Por lo tanto, X no tiene la propiedad de intersecciéon doblada.

Corolario 4.2 Sea X un continuo. Si X tiene la propiedad de intersec-
cion doblada, entonces X no es de tipo N.

Demostraciéon. Se sigue de que todo continuo de tipo N es de tipo N—
generalizado.

T. J. Lee en [24, Ejemplo 7, p.126] da un ejemplo de un dendroide que no
es de tipo N, pero no tiene la propiedad de interseccién doblada, probando
con esto que el inverso al Corolario 4.2 no es vélido en dendroides.

Por otra parte T. J. Lee en [24, Teorema 5, p.124] demuestra el siguiente
resultado.

Teorema 4.3 Un continuo X no es de tipo N sty solo si para cada arco
A en X, la interseccion de todos los conjuntos de doblez de A es no vacia.

Como se puede observar, el teorema anterior muestra una condicién mas
débil que la propiedad de interseccién doblada ya que solamente utiliza arcos.

Los resultados de esta seccién tienen como fin el de encontrar en que tipos
de continuos ser de tipo N (generalizado), y tener la propiedad de interseccién
doblada son equivalentes

Debido a que el dendroide de T. J. Lee dado en [24, Ejemplo 7, p.126]
tiene 2 puntos de ramificacién, él plantea la siguiente pregunta en [24].

(Existird un abanico que no sea de tipo N y que no tenga la
propiedad de interseccién doblada?



En el siguiente ejemplo construimos un abanico (plano) que no es de
tipo N y no tiene la propiedad de intersecciéon doblada. De esta manera la
respuesta a dicha pregunta es afirmativa.

Ejemplo 4.4 Descripcién del abanico W’

Para la descripciéon de este abanico usaremos las notaciones de la Definicién
2.26, del Ejemplo 2.12 y del abanico dado en 2.25. Sea W como en el Ejemplo
2.25. El abanico W’ = W/ ~ es el espacio cociente obtenido de definir la
siguiente relacién de equivalencia en .

Sean 21, zo € W. 21 ~ 29 siy sblosi 21 = 20 0 21, 20 €aby z1 = 25 0
21,29 €W ={w,| n=1,2,3,..} U{a}, donde w, fue definido en el ejemplo
3.9 como un punto en R? aqui no hay problema si los pensamos en R?, ya que
la tercera coordenada es 0. El espacio cociente W’ = W/ ~ es el espacio que
es homeoemorfo al espacio de la Figura 20, pag 80, que también llamamos
w’.

El lector puede ver facilmente que W' no es de tipo N. Por otra parte, los
conjuntos {a} y {b} son conjuntos de doblez de F,, ya que si A; = ab;,
Al = bic;, A = F,y B = {b}, entonces {4;}°°,, {4}, y B satisfacen
los incisos 6), 7) y 8) en la Definicién 2.27. Por lo tanto, B = {b} es un
conjunto de doblez de F,,. Por otro lado, si A; = ¢;a, A, = aciy, A=F,y
B = {a}, entonces {A4;}22,, {A;}>°, v B satisfacen los incisos 6), 7) y 8) en
la Definicién 2.27. Asi, B = {a} es un conjunto de doblez de F,,. Por tanto,
la interseccién de los conjuntos de doblez de F,, es vacia. De todo lo anterior,
el abanico W’ no tiene la propiedad de interseccién doblada.






(ver Figura 21, pag 83).

En la Figura 21 sélo se muestra un arco vb,, U by, dim,.

No es muy dificil ver que los conjuntos {a;} y {v} son conjuntos de doblez del
triodo T' = wa; U vas U vagz. Por lo tanto, la interseccién de los conjuntos de
doblez de T es vacia. Asi, H no tiene la propiedad de intersecciéon doblada.
Por 1ltimo, H no es de tipo N—generalizado ya que no hay forma que se
cumplan las condiciones de la Definicién 2.26. Por lo tanto, H es un abanico
que no tiene la propiedad de interseccién doblada.






Por otra parte T. J. Lee demuestra el siguiente resultado ([25, Teorema
L pl)

Teorema 4.7 Sea X un abanico. St X no es de tipo N y X no tiene
QQ—puntos, entonces X tiene la propiedad de interseccion doblada

Observemos que los abanicos dados en 4.4 y en 4.6 tienen (- puntos y no
son localmente conexos en el vértice. Asi el inverso al teorema anterior no se
cumple.

En el siguiente Teorema probamos que si el abanico es localmente conexo
en el vértice, entonces la propiedad de interseccién doblada es equivalente a
no ser de tipo N.

Teorema 4.8 Sea X un abanico localmente conexo en el vértice. En-
tonces X tiene la propiedad de interseccion doblada si y solo st X no es de
tipo N.

Demostracién. =) Corolario 4.2
<=) Como X es localmente conexo en el vértice, por el Teorema 2.16, X no

tiene (Q—puntos y por el Teorema 4.7, X tiene la propiedad de interseciéon
doblada.

Como corolario podemos enunciar lo siguiente.
Corolario 4.9S5ea X un abanico localmente conexo en el vértice. Las si
guientes proposiciones son equivalentes:
1. X no es de tipo N.
2. X no es de tipo N y no tiene () — puntos.
3. X tiene la propiedad de interseccion doblada.
4. X no es de tipo N generalizado.

Los Teoremas 4.12 y 4.19 relacionan la propiedad de intersecciéon doblada
y no ser de tipo N en casos méas generales.

Lema 4.10 [24, Lema 1, p. 122] Sean X un continuo y B un conjunto
de doblez de A € C(X). Si las sucesiones {4, }>°,, {A]}°°, satisfacen las

n=1» n=1
condiciones de la Definicién 2.27, entonces para cada p € A\B y para cada
par de sucesiones {p,}>2; v {g.}>2, tal que p, € A\A,, yp, € Al\A, ¥y

Limp,, = Limp/, = p se tiene que existe un punto a € B y una sucesién de
n—oo n—oo
puntos a,, € A, N A, para cada k € N, tal que Lima,, = ay a, €

k—o0



/ / / 2 . . .
I(pny>1),) C A;, UAy,, donde I(p,,, p,, ) es algin continuo irreducible entre
/
Py Y D, -

Se sabe que si un continuo es hereditariamente unicoherente entonces
el continuo irreducible I(p,,,p, ) es unico. Si ademds, el continuo es un
: / 4ot /

dendroide entonces I(py,,p;, ) es el tinico arco que une a p,, con pj, .

De aqui en adelante usaremos la siguiente notacion.

L(X) = {z € X| X es localmente conexo en x}.

Lema 4.11Sean X un continuo hereditariamente unicoherente.

Si K € C(X)\F1(X) y B es un conjunto de doblez de K, entonces K N
L(X) C B.

Demostracién. Sea K € C(X)\F;(X). Supongamos que B es un con-
junto de doblez de K tal que (K N L(X))\B # ¢. Sea v € (K N L(X))\B.
Como B es un conjunto de doblez de K existen sucesiones { A, }22,, {A/}>°
como en la Definicién 2.27. Como (K NL(X))\B C K\B, entonces v € K\B
y por el Lema 4.10 para cada par de sucesiones v, € A,\A!, y v/, € Al\A,
con Limv, = Limuv, = v, existe un punto b € B y puntos b,, € A, NA,,,

n—oo n—oo

para cada k € N, tal que Limb,, = by b, € I(vy,,v,) C A, UAy,,

n
k—o0

donde I(vy,,v,, ) es el tinico continuo irreducible entre p,, y p;, . Por otra
parte, como v € K N L(X), existe un abierto y conexo W que contiene a v

tal que W N B = ¢. Dado que Limv, = Limv, = vy Lim b,, = b, existe
n—00 n—00 k—o0

N € N tal que para toda k > N, b,, ¢ Wy Uny» Uy, € W. Note que W es

un subcontinuo de X hereditariamente unicoherente que contiene a vy, vy,

para cada k > N. Para cada k > N, sea [,,, el continuo irreducible en W que

contiene a vy, , v, . Por estar contenido en W, L,, no contiene a b,, . Esto es,

I, # I(vp,, v}, ), lo cual contradice que X es hereditariamente unicoherente.

Por lo tanto, (K N L(X)) C B.

En los siguientes teoremas, A denota al conjunto

A={AecC(X)| Aesun arcoen X}.

Teorema 4.12 Sea X un continuo hereditariamente unicoherente. St
para cada K € C(X)\(AU F1(X)), KNL(X) # ¢ y para cada A € A la
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interseccion de sus conjuntos de doblez es mo vacta. Entonces, X tiene la
propiedad de interseccion doblada.

Demostracién. Como cada K € C(X)\(AUF| (X)) satisface KNL(X) #
¢, entonces por el Lema 4.11, cada conjunto de doblez B de K contiene a
K N L(X). Por tanto, la interseccién de los conjuntos de doblez de K es no
vacia, y como para cada A € A la interseccién de sus conjuntos de doblez es
no vacia, se tiene que X tiene la propiedad de intersecciéon doblada.

En el teorema anterior, no basta con pedir que para cada
K € COOVAUR(X)), K NL(X) # 6,

para que X tenga la propiedad de interseccién doblada. Como puede obser-
varse en los continuos Z y W del Ejemplo 2.25.

Por otra parte, si inicamente pedimos la condicién de que para cada
K e C(X)\(Fi(X)), KNL(X) # ¢, obtenemos que X es localmente conexo.
Para probar esto, utilizaremos el Lema 4.14 [33, Ejercicio 5.22, p. 84].

Primero necesitaremos la definicién de conexo en pequeno.

Definicién 4.13 Sean X un espacio topoldgico y p € X. Diremos que
X es conexo en pequeno en el punto p, si para todo conjunto abierto U
existe una vecindad abierta y conexa V' contenida en U y que contiene a p.

Note que si X es localmente conexo en un punto p, entonces X es conexo
en pequeno en p. Se sabe que si X es conexo en pequeno en todos sus puntos,
entonces X es localmente conexo. Ver [33, Ejercicio 5.22].

Lema 4.14 Sean X un continuo y F = {x € X| X no es localmente
conexo en x}. Si F' # ¢, entonces existe un subcontinuo K no degenerado
contenido en F.

Demostracién. Probaremos primero que el conjunto N = {x € X| X
no es conexo en pequeno en x} # ¢.si F' # ¢. Supongamos que N = ¢. Esto
es, X\N = X = {z € X| X es conexo en pequeno en z}. Por lo tanto, X es
localmente conexo, pero esto contradice el hecho de que F' # ¢. Asi, N # ¢.
Aplicando el Corolario 5.13 de [33], existe un subcontinuo K no degenerado
contenido en N. Como N C F, entonces K C F.

Teorema 4.15 Sea X un continuo. Si para cada K € C(X)\Fi(X),
KN L(X) # ¢, entonces X es localmente conexo.
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Demostracién. Supongamos que X no es localmente conexo. Entonces
debe de existir un punto p € X tal que X no es localmente conexo en p.
Esto es, el conjunto F' del Lema 4.14 es no vacio, por lo tanto, existe un
subcontinuo K no degenerado de X contenido en F. Es decir, KN L(X) = ¢
lo que contradice la hipdtesis. Por lo tanto X es localmente conexo.

De esta manera tenemos en el contexto de continuos la siguiente equiva-
lencia:

Corolario 4.16 Sea X un continuo. Entonces X es localmente conexo
si y solo si para cada K € C(X)\F1(X), K N L(X) # ¢.

El teorema anterior da lugar también a una nueva caracterizacion de
dendritas.

Corolario 4.17 Un continuo hereditariamente unicoherente X es una
dendrita si y sélo si K N L(X) # ¢ para todo K € C(X)\F1(X).

Demostracién. La prueba se sigue de la definicién de dendrita y de los
Teoremas 4.16 y [23, § 57, III, Corolario 8, p . 442].

Corolario 4.18 Sea X un continuo hereditariamente unicoherente.
Si para cada K € C(X)\(AU F1(X)), KNL(X) # ¢ y X no es de tipo N.
Entonces, X tiene la propiedad de interseccion doblada.

Demostraciéon. La condicién: "Para cada A € A la interseccién de sus
conjuntos de doblez es no vacia"es equivalente a que X no es de tipo N.
(Teorema 4.3)

El abanico del Ejemplo 2.29 tiene la propiedad de interseccién doblada.
Por lo tanto, no es de tipo N, pero cada K € C(F,)\(AUF;(X)) satisface
KNL(X) = ¢. Con esto probamos que el inverso a este corolario no es cierto.

Corolario 4.19 Sea X un dendroide. Si R(X) C L(X) y X no es de tipo
N, entonces X tiene la propiedad de interseccién doblada.

Demostracién. Como X no es de tipo N, entonces por el Teorema 4.3
basta probar que para todo K € C(X)\(AUF;(X)) la interseccién de sus
conjuntos de doblez es no vacia. Sea K € C(X)\(AUF;(X)). Entonces, K
debe contener un triodo simple. Esto es, K N R(X) # ¢, pero R(X) C L(X).
Por lo tanto, K N L(X) # ¢. Asi por el Lema 4.11, la interseccién de sus
conjuntos de doblez es no vacia. Por aqui, X tiene la propiedad de interseccién
doblada.
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Note que la condicién, para cada K € C(X)\(AUF (X)), KNL(X) # ¢
no necesariamente implica que R(X) C L(X).El dendroide del Ejemplo 2.2
muestra este hecho. También se puede ver que en el dendroide del Ejemplo
2.2 y en el abanico del Ejemplo 2.29 no necesariamente R(X) C L(X) a
pesar de que ambos tienen la propiedad de interseccién doblada.

Como corolario obtenemos de manera mads sencilla el Teorema 4.8 que ya
probamos anteriormente en el cual se utilizé el concepto de Q—punto.

Corolario 4.20 Sea X un abanico localmente conexo en el vértice. Si X
no es de tipo NNV, entonces X tiene la propiedad de interseccién doblada.

Demostracién. Sea v el vértice del abanico. Como {v} = R(X) C L(X)
y X no es de tipo N, entonces por el Corolario 4.20, X tiene la propiedad de
interseccién doblada.
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4.2. Selectibilidad y Continuos de Tipo N

La selectibilidad estd estrechamente relacionada con los conceptos de tipo
N (generalizado) y la propiedad de interseccién doblada..
Por ejemplo podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 4.21 Si un dendroide X es de tipo N generalizado entonces
no es selectible y no es suave.

Demostraciéon. Por el Teorema 4.1, X no tiene la propiedad de inter-
seccién doblada, por el Teorema 2.28, X no es selectible y por [39, Teorema
2, p. 1043], X no es suave.

Para la definicién de suavidad ver la Definicién 2.7.

Se conocen dendroides (con mds de un punto de ramificacién) que tienen
la propiedad de interseccién doblada pero que no son selectibles. Véase [27].

A partir de esto, y del hecho de que los abanicos no selectibles encontrados
en la literatura son de tipo N, J. J. Charatonik plantea en [8, Pregunta 3,16,
p. 368] la siguiente pregunta.

(Existira un abanico X no selectible el cual no es de tipo N ?

El Ejemplo 4.4 responde afirmativamente a la pregunta anterior como
veremos enseguida.

El lector podrd observar que una vez que se conoce un ejemplo, se puede
dar una familia infinita de abanicos con esta propiedad.

Ya probamos anteriormente que el abanico W del Ejemplo 4.4 no es de
tipo N, pero es de tipo N generalizado. Por lo tanto no tiene la propiedad
de interseccién doblada. Asi por el Teorema 2.28, W no es selectible.

Como el abanico W es de tipo N-generalizado, es natural plantearse las
siguiente pregunta.

(Existirda un abanico no selectible el cual no es de tipo N-
generalizado?

Un ejemplo que responde afirmativamente a esta pregunta es el abanico
del Ejemplo 4.6.
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Observemos finalmente con estas respuestas que la propiedad de intersec-
cién doblada es muy fuerte incluso en abanicos, que son dendroides relativa-
mente"sencillos.

4.3. Propiedad de Intersecciéon doblada Vs.
Retracciones, Contracciones y
Funciones Promedio

Como se observé en el Teorema 2.28 la selectibilidad en un continuo
implica la propiedad de interseccién doblada. Ahora queremos determinar
en qué casos, la existencia de retracciones de C'(X) en X, la existencia de
retracciones de 2% en X, la existencia de funciones promedio en X y la con-
tractibilidad de X implican la propiedad de interseccién doblada, problemas
que ya han sido planteados en la literatura y que enunciamos en seguida.

Sea X un continuo.

;Si existen retracciones de 2* sobre X, entonces X tiene la
propiedad de interseccién doblada ?[3, Pregunta 5.19, p. 19].

.Si existen retracciones de C(X) sobre X, entonces X tiene la
propiedad de interseccién doblada ?[3, Pregunta 5.19, p. 19].

. Si X admite funciones promedio entonces X tiene la propiedad
de interseccién doblada ?[3, Pregunta 3.27, p. 12].

., Si un dendroide X es contraible, entonces X tiene la propiedad
de interseccién doblada?[24, p. 126].

Los siguientes teoremas dan respuesta parcial a estas preguntas,
Teorema 4.22 Sea X un continuo y supongamos que se cumple cualquiera
de las siquientes condiciones:
a) Ezisten retracciones de C'(X) en X.
b) Existen retracciones de 2% sobre X.
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c) X acepta funciones promedio.
d) X es contraible.
Entonces para cada arco A € C(X), la interseccion de todos los conjuntos de
doblez de A es no vacia.

Demostracién.Cada una de las propiedades a), b), ¢) o d) implican que
X mno es de tipo N. Para esto, véase el Teorema 3.8, el Corolario 3.12, el
Corolario 3.13 y [35, Corolario 2.2, p. 839], respectivamente. Por el Teorema
4.3 se concluye que para cada arco arco A € C(X) la interseccién de todos
los conjuntos de doblez de A es no vacia.

El inciso d) del Corolario anterior aparece demostrado en [35, Corolario
2.2, p. 839

Corolario 0.1 Corolario 4.Sea X un continuo hereditariamente unicoher-
ente. Supongamos que para cada K € C(X)\(AUF(X)), K N L(X) # ¢.
Entonces X tiene la propiedad de interseccion doblada si se satisface alguna
de las condiciones siquientes:

a) Existen retracciones de C(X) sobre X.

b) Existen retracciones de 2% sobre X.

c) X admite funciones promedio.

d) X es contraible.

Demostracién. Demostracién. Cada una de las propiedades a), b),
c) 6 d) implican que X no es de tipo N. Para esto, véase el Teorema 3.8, el
Corolario 3.12, el Corolario 3.13 y [35, Corolario 2.2, p. 839], respectivamente.
Como por hipétesis K € C(X)\(AUF (X)), K N L(X) # ¢, entonces por el
Corolario 4.18, X tiene la propiedad de interseccién doblada. m

Corolario 4.23 Sea X un dendroide. Supongamos que R(X) C L(X).
Entonces X tiene la propiedad de interseccion doblada si se satisface alguna
de las condiciones siquientes:

a) Existen retracciones de C(X) sobre X.
b) Existen retracciones de 2% sobre X.

¢) X admite funciones promedio.

d) X es contraible.

Demostracién.Cada una de las propiedades a), b), ¢) 6 d) implican que
X mno es de tipo N. Para esto, véase el Teorema 3.8, el Corolario 3.12, el
Corolario 3.13 y [35, Corolario 2.2, p. 839], respectivamente. Como R(X) C
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L(X), entonces por el Corolario 4.18, X tiene la propiedad de interseccién
doblada.

Como caso particular, en abanicos tenemos lo siguiente.

Corolario 4.24 Sea X wun abanico localmente conexo en el vértice, X
tiene la propiedad de interseccion doblada si X satisface alguna de las condi-
ciones siguientes:

a) Existen retracciones de C(X) sobre X.
b) Existen retracciones de 2% sobre X.
¢) X admite funciones promedio.

Demostracién. Como R(X) = {v} C L(X), entonces este resultado se
sigue del corolario anterior.

Corolario 4. 25 Sea X un abanico contraible. Entonces X tiene la
propiedad de interseccion doblada.

Demostracién. Se sigue de que todo abanico contraible es localmente
conexo en el vértice [38].

Este tltimo corolario fue probado por T. J. Lee [25], aqui resulta corolario
a nuestros resultados.

Por otro lado el Ejemplo 2.29 muestra un abanico que a pesar de tener la
propiedad de interseccién doblada y ser selectible, no es localmente conexo
en el vértice.



Capitulo 5

Funciones

Definicién 5.1 Sean X, Y espacios topolégicosy f : X — Y una funcién
continua.

1. Se dird que f es una funcién abierta, si para cada conjunto abierto U de
X, f(U) es un conjunto abierto en Y.

2. Se dird que f es un funcién ligera, si las componentes de la imagen inversa
de cada punto ¢ de Y tienen un sélo punto.

En 1978 T. Mackoviak en [27] di6 ejemplos que muestran que las funciones
abiertas entre dendroides no preservan la no selectibilidad. Los dendroides
mostrados por Mackoviak no son abanicos. Di6 también ejemplos de abanicos
que muestran que las funciones monétonas ( ver Definicién 2.9 inciso b) no
preservan la sectibilidad.

Por otra parte se sabe que tanto las funciones abiertas como las monétonas
son funciones confluentes. Ver [33, Teorema 13.14 y Teoremal3.15 p.p. 284,
285]

Debido a que los dendroides presentados por T. Mackoviak no son nece-
sariamente abanicos y las funciones confluentes ( ver definicién 2.9 inciso c)
entre esos dendroides no son ligeras, J. J. Charatonik, W. J. Charatonik y S.
Miklos en [8, Pregunta 14.15] plantean las siguientes preguntas:

. Es la selectibilidad y la no selectibilidad invariante entre aba
nicos, bajo funciones:

a) abiertas y ligeras?
b) abiertas?
c) confluentes y ligeras?

Se obtuvieron las siguientes respuestas:

1) Las funciones de los incisos a), b) y ¢) no preservan la no
selectibilidad.

2) Las funciones del inciso ¢) no preservan la selectibilidad.



Construiremos tres abanicos X, Y’ y Z, y dos funciones f : X — Y’y
g: Y — Z tales que X no es selectible, Y’ es selectible, Z no es selectible
y tanto f como g son confluentes y ligeras. Probando asi, que ni la no se-
lectibilidad ni la selectibilidad son preservadas entre abanicos bajo funciones
confluentes y ligeras.

Descripcién de los abanicos X, Y y Z C R3. Consideremos las dos
primeras coordenadas de cada punto de R? en coordenadas polares.
Sea ¢, = (1,7, 2%) para cada n € N. Entonces

Y =Y x {0}
donde Y es el abanico del Ejemplo 2.29 y
X =Y'u| J{pealn € N}

Para definir el abanico Z, consideremos primero un homeomorfismo h entre
los arcos pa; y pasz del abanico Y’, tal que h(p) = p y h(a1) = ay. Ahora
definamos la siguiente relacién de equivalencia en Y. Sean x,y € Y/, x ~ y
siy solosiy=h(z)éx=y. Sea

Z=Y')n~

el espacio cociente de Y’ bajo esta relaciéon de equivalencia.

Determinemos ahora las propiedades que satisfacen cada uno de los abanicos
antes descritos. X es de tipo N, ya que de la familia de arcos {pc,} -, y de
la familia de arcos {by,a1,, U m}:;l podemos obtener alternadamente
una sucesion de tipo N, que converge al arco pa;. De aqui X no tiene la
propiedad de interseccién doblada y por lo tanto, X no es selectible [Teore-
ma 2.28]

Note que Y’ no es de tipo N. J. J. Charatonik probé en [2, Ejemplo 3.10. p
367, 368] que Y es selectible.

Por otra parte, Z es de tipo N, ya que de la familia de arcos

{bmaLm} U U @nmPrm Y Prmbntim, 7 = 1,2} podemos obtener una suce-
sién de tipo N, que converge al arco pa; y entonces al igual que X, Z no es
selectible.




Definamos ahora a las funciones f y g.

Definamos f : X — Y’ bajo la siguiente regla de correspondencia: f(z,y,2) =
(z,%,0), que es la proyeccién en el plano R2. Tal funcién es continua. Adema4s
f es ligera, ya que para cada y € Y, #(f ' (y)) < xo v [ es confluente
porque si K € C(X) con KN (Jpa,UlJpbm) # ¢ entonces f~(K) tiene una
sola componente. Por lo tanto, f(f~*(K)) = K y si K C pa;\{p} entonces
Y K) = K; que por definicién de f, .f(K;) = K.

La funcién g : Y’ — Z es la funcién de identificacién antes descrita bajo la
relaciéon de equivalencia en Y'. Esto es, g(y) = h(y) siy € pa1 y g(y) =y
si y ¢ pa;. Las funciones de identificaciéon son continuas. Por lo tanto g
es continua. Ademds # (g '(y)) < 2 para toda z € Z. De esta manera,
g es una funcién ligera. Més ain si H € C(Z) con H C paz\{p}, en-
tonces g~'(H) = H U H’, donde H' = h™'(H). Por lo tanto g(H) = H y
g(h~Y(H)) = h(h™'(H)) = H. Por otra parte si p € H, entonces g~ '(H) tiene
una sola componente y como tal se tiene g(¢g~*(H)) = H. Asi g es conflu-
ente. Con esto queda demostrado que las funciones confluentes y ligeras no
preservan la selectibilidad ni la no selectibilidad.






Ahora probaremos que la no selectibilidad no es preservada bajo funciones
abiertas y ligeras. Para esto, construiremos un abanico no selectible W una
funciéon G : W — Y’ abierta y ligera. Por un lado sabemos que Y’ es
selectible.

Descripcion de W :
Por comodidad, en esta parte, expresaremos cada punto 7 € Y’ en coorde-
nadas cartesianas (z,y,0).
Sean
i = {(ZE,y,O)| T > 0}7

Cy = {(z,y,0)| z < 0}

y para cada n € N, sean

1
Y, = {(w,y, Ey)l (z,9,0) € Y’ﬂCl},

1 1
Y: = {(x7y7_ﬁx+ ;yﬂ (xvyv()) € Y/mCQ} Y
Y,=Y UY’

Definimos
w=|]vy,uy.

neN

De la familia de arcos {b,,,a1m U @1 mp1.m| m € N} junto con la familia de
arcos {(0,y,1y)| (0,4,0) € par, n € N} podemos extraer una sucesiéon de
tipo N, que converge al arco pa;. Asi W no es selectible.

La funcién G : W — Y’ estd definida como sigue. G(x,y, z) = (z,y,0), que
como proyeccion es una funcién continua. Si U es un conjunto abierto en W,
entonces para cada n fijo, si U, = U NY,,, entonces

U, = {(z,y, 2y)| (z,4,0) € U,NC1}U{(z,y, — 2z + Ly)| (,4,0) € U,NCs},
donde U, es un abierto de Y’. Por tanto, G(U) = G(|JU}) = U U, que

neN neN
es un conjunto abierto en Y’. Con esto queda demostrado que las funciones

abiertas (ligeras) no preservan la no selectibilidad entre abanicos.
Agradezco la colaboracién del Dr. Alejandro Illanes M. del Instituto de Maté-
maticas de la UNAM en la obtencién de este tltimo ejemplo.






De esta manera sigue abierto el problema de determinar si las
funciones abiertas 6 abiertas y ligeras preservan selectibilidad entre
abanicos.



Lista de simbolos

F, p- 2

Ty, TY p. 2

C(X), 2%, N.(A), H(A, B)
Fl(X>a FQ(X)

Lim inf (C,,), Lim sup(C,,), Lim(
O(X), R(X), E(X)

wT p. 32
Ao(X) p. 44
T, p. 47
wT, p. 68
1(pn,phy,) p. 77
L(X) p. 77

A p. 77

p-4
Cr)
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