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Introduccién

El tema central de este trabajo es el estudio de las estructuras esqueletales tridimensionales
desplegables curvas, que son sistemas poco convencionales y requieren de un analisis especial. El
acercamiento a estos sistemas estructurales surge durante mi participacion como becario de la
Facultad de Ingenieria, en el Laboratorio de Estructuras del Centro de Investigaciones y Estudios de
Posgrado, de la Facultad de Arquitectura, realizando el analisis y disefio estructural en proyectos de
investigacion e innovacion tecnoldgica sobre geometria estructural aplicado a cubiertas ligeras. Para
resolver dichos sistemas se utilizan programas de computo, con los cuales parece muy simple la
etapa de analisis estructural ya que no se observa todo el fundamento tedrico-matematico ni la
metodologia que hay detrds de esos paquetes y ocurre muchas veces que no se comprende el
funcionamiento de las computadoras, se introducen errébneamente los datos y se interpretan mal los
resultados.

El presente trabajo tiene dos objetivos principales: Primero mostrar las consideraciones tedricas y el
desarrollo matematico necesario para llegar al método de las rigideces matricial el cual constituye
una teoria general para el analisis de estructuras esqueletales (formadas por elementos barra); es un
método general porque no hay restriccion en cuanto a la direccion de las cargas ni de las barras, en
donde el Unico inconveniente es la gran cantidad de operaciones e incognitas por resolver, de ahi la
necesidad de programarlo en una computadora para trabajar mas rapido y evitar errores de céalculo.
El segundo objetivo es el anélisis y disefio de la estructura espacial retractil de rapido montaje que se
desarrolla en el Proyecto PAPIIT IN 403204 denominado MODUNAM 11, que tiene por objeto ser
una cubierta provisional en casos de desastre y funcione como refugio o clinica de emergencia.

Cabe aclarar que con este trabajo no se pretende elaborar un programa de computadora; sino una
referencia que sea Util para entender la teoria con el que operan y hacer un manejo apropiado de
dichos programas. El interés por exponer el desarrollo tedrico del método de la rigideces, es que
constituye una herramienta fundamental para el desempefio de cualquier ingeniero estructural y por
ser un procedimiento de analisis que no se ensefia en muchos cursos de licenciatura de la manera en
que aqui se estudia, hay muy poca bibliografia al respecto; asi que muchos de los egresados estan en
desventaja ya que no pueden resolver estructuras planas mas complicadas ni hacer un analisis
tridimensional que es lo méas aproximado a la realidad, pues los métodos tradicionales son para
analizar estructuras planas sencillas y en muchos casos su analisis resulta laborioso.

Para lograr los objetivos planteados anteriormente y haciendo una breve descripcion del contenido
del presente trabajo, es conveniente iniciar con una clasificacion de las estructuras segun los
elementos estructurales basicos que las componen, para ubicar dentro de la amplia gama de
estructuras existentes, nuestro objeto de estudio, que son las estructuras formadas por elementos
barra (esqueletales).

Después se presentara el desarrollo tedrico paso a paso, para llegar al método de solucion general de
las estructuras esqueletales. Dicho método requiere de las ecuaciones (modelo matematico) que
rigen el comportamiento de una barra sometido a cualquier sistema de fuerzas; obtenidas al aplicar
la mecénica del medio continuo a un elemento con dos nodos o barra. Por tanto se tendra un capitulo
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destinado a presentar los conceptos necesarios de la teoria del medio continuo y otro para la
obtencion del modelo matematico de la barra.

De manera general, el método de las rigidices (matricial) resuelve una estructura formada por barras
con la simple ecuacion [F] = [K] [U], donde [F] es el vector de fuerzas y momentos externos, [U]
es el vector de desplazamientos segun los grados de libertad de cada nodo que compone la estructura
y [K] es la matriz de rigideces global de toda la estructura. Para resolver la estructura debe obtenerse
el vector desplazamiento [U] = [K]™[F], con lo cual se pueden calcular todos los elementos
mecanicos de las barras que conforman la estructura.

Cada barra individual tendra una matriz de rigideces y para obtener la matriz de rigidez global de
toda la estructura [K] se deben ensamblar todas las matrices de las barras segln los grados de
libertad existentes en la estructura.

Por tanto un capitulo se destina a la obtencion de la matriz de rigideces de una sola barra y luego se
presenta la metodologia con la cual se ensamblan las matrices de todas las barras que conforman la
estructura, para obtener la matriz global; esto constituye el método de las rigideces matricial.

Por ultimo se resolvera la estructura espacial de despliegue curvo MODUNAM Il, con el método de
las rigideces utilizando un programa de cOmputo comercial, exponiendo los criterios,
recomendaciones y normas seguidas durante su analisis y disefio; con lo que espero quede
manifestada mi participacion como ingeniero en la solucion de un proyecto real y con esto logre
obtener el titulo profesional.

Sergio Uriel Balbuena Pantoja 6
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I. Clasificacion de las Estructuras!

I. 1. Definicion de Estructura

Una estructura es el sistema compuesto de elementos ordenados geométricamente que trabajan en
conjunto para resistir todas las cargas que puedan presentarse segun su destino, asegurando un
comportamiento adecuado en condiciones de servicio normal y nunca llegar a un estado de falla que
ponga en riesgo vidas humana. En condiciones extraordinarias de operacion pueden aceptarse fallas
locales y/o parciales, en estos casos debera evitarse que se formen mecanismos de colapso.

El arreglo geométrico sera de tal forma que proporciona el mejor comportamiento a la estructura.
Los elementos mas comunes que componen a las estructuras son: barras, placas, muros, losas,
cuerpos masivos, bloques, cables, membranas, etc.

Los materiales de dichos elementos estructurales son diversos, los mas comunes son: la madera, la
piedra, el concreto, el acero, el aluminio, las aleaciones de metales y los plasticos; la decision por
alguno de ellos dependera de distintos factores como son: el destino de la estructura, los procesos
constructivos, el costo, la disponibilidad, el personal calificado para el habilitado, etc., cualquiera
que sea la decision debera ser evaluada conscientemente de modo que sea la solucién 6ptima.

Algunos ejemplos de sistemas estructurales son el esqueleto (elementos resistentes) de un edificio,
una cubierta, un puente, un tunel, una cimentacion, las obras hidraulicas de una presa como la
cortina, vertedores, compuertas, asi como el cuerpo resistente de un automovil, tren, avion, barco,
nave espacial, etc.

Las estructuras se pueden clasificar de acuerdo a diversos criterios como son:

= Laformay arreglo de los elementos estructurales que la componen
= La funcién que desempefia

= Laforma que tiene

= Los tipos de materiales que la constituyen

En el presente trabajo sélo se desarrollara la clasificacion segun la forma y arreglo de los elementos
estructurales que la componen ya que es lo mas conveniente de acuerdo con el objetivo que se
persigue.

! Este capitulo esta basado en la tesis de: Vargas Rosas, Jose Luis, “Aplicacion de un sistema geodésico para cubiertas
en construcciones de la S.D.N., Secretaria de la Defensa Nacional, Universidad del Ejercito y Fuerza Aérea , Escuela
Militar de Ingenieros, México, 2000, pags. 18-22.
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|.2. Estructuras Masivas

Por lo general las estructuras de este tipo estan constituidas por un sélo cuerpo muy robusto, como
es el caso de la cortina en las presas de gravedad, fig 1.1. Los elementos estructurales de una
estructura masiva no son mas que una subdivision del mismo cuerpo en elementos pequefios, que
tienen dimensiones mas o menos proporcionales.

Cada uno de los elementos tiene dimension finita y una geometria caracteristica que a su vez
condiciona el namero de fronteras (nodos) que tiene. A cada uno de estos elementos se les conoce
como elemento finito y permiten conocer el comportamiento de la estructura en un punto particular
del cuerpo ya sea en la superficie o en su interior.

Los elementos finitos nos permiten subdividir el cuerpo de la estructura como si fuera un
rompecabezas espacial en los que cada pieza se puede anexar a otras ya ensambladas hasta llegar a
las fronteras del cuerpo de la estructura para semejar su forma. Entre mas grande sea la subdivision
en elementos finitos nos aproximaremos mas a la geometria del cuerpo y tendremos un analisis mas
preciso, aunque mucho mas laborioso.

El anélisis con elementos finitos constituye un metodo general de analisis estructural principalmente
de sistemas formadas con bloques y placas, los cuales son elementos con seis y cuatro nodos
respectivamente; su estudio se reserva a niveles de especializacion, por lo que sale de los alcances
de este trabajo.

Fig. 1.1 Presa de gravedad

Sergio Uriel Balbuena Pantoja 9
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I. 3. Estructuras Laminares

Los elementos estructurales que constituyen este tipo de estructuras, tienen una de sus dimensiones
considerablemente mas pequefia que las otras dos, éstas Ultimas guardan cierta proporcion entre si.
Para su analisis se hace una subdivision del cuerpo en elementos finitos los cuales permiten
conocer el comportamiento en un punto determinado y asi analizar toda la superficie igual que en las
estructuras masivas.

Estas estructuras a su vez se clasifican de acuerdo a la forma en que trabajan y a las condiciones de
frontera que tengan sus elementos estructurales. Algunos ejemplos son las placas planas horizontales

(losas), placas planas verticales (muros), fig. 1.2, cascarones de curvatura simple (b6vedas) y de
doble curvatura (paraboloides-hiperbdlicos, hiperboloides, etc.), fig. 1.3.

Fig. 1.2 Placas planas (losas y muros)

g R

Fig. 1.3 Cascaron de doble curvatura inversa

Sergio Uriel Balbuena Pantoja 10
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I. 4. Estructuras Esqueletales (reticulares)

Los elementos estructurales que constituyen estas estructuras son las barras, es decir, que una de sus
dimensiones es varias veces mas grande del orden de 10 0 mas que las otras dos que conforman su
seccion transversal y estas Ultimas guardan cierta proporcion entre si, no difieren més de cuatro
veces el tamafio respecto a la otra. Todas las barras tienen dos fronteras o extremos, es decir que
cada elemento contiene dos nodos que la unen en forma continua con otras barras o con los apoyos
de la estructura, y ademas cada barra cuenta con un sistema de referencia local independiente del
sistema de referencia global (con el que se define la geometria de toda la estructura).

A las barras horizontales se les conoce como vigas, trabes, largueros y montantes; a las barras
verticales como columnas, castillos, postes y puntales; y a las barras inclinadas como diagonales o
contravientos, dependiendo del tipo de estructura.

Estas estructuras a su vez se clasifican de acuerdo al arreglo geométrico que presentan, el tipo de
unién ente barras, los apoyos, la manera en que actan las cargas y el tipo de analisis que requieren;
teniendo asi a las vigas, armaduras planas, marcos planos y marcos espaciales.

Para una clasificacion segun el tipo de analisis en funcion del marco de referencia local de cada
barra, es conveniente definir que se requiere de un analisis bidimensional o plano cuando en funcion
de la posicion de las barras y la direccion de las cargas externas, el material busque el equilibrio
interno reaccionando so6lo con tres acciones internas o elementos mecénicos: una fuerza axial, una
fuerza cortante y un momento flexionante coplanares; esto ocurre cuando las cargas y las barras son
coplanares. Y se requiere de un analisis tridimensional o espacial cuando el material reacciona
internamente con los seis elementos mecanicos posibles teniendo asi: una fuerza axial, un momento
torsionante, dos fuerzas cortantes y dos momentos flexionantes mutuamente perpendiculares. Esto
ocurre generalmente cuando las cargas no son coplanares con los elementos estructurales.

Cabe aclarar que el tipo de analisis ya sea plano o espacial no tiene nada que ver con la posicion
espacial de las barras segun el marco de referencia global de la estructura, ya que podemos tener
estructuras contenidas en un plano pero al actuar fuerzas fuera de éste, requiere de un tratamiento
tridimensional; mientras que estructuras de configuracion espacial no necesariamente se analizan
tridimensionalmente, ya que las cargas y/o elementos mecénico pueden ser coplanares con las barras
y por tanto requieren de un analisis bidimensional.

e Vigas
Las vigas son estructuras formadas Unicamente con barras horizontales y pueden tener uno o varios
apoyos de diferente tipo, fig. 1.4. Cualquiera que sea el caso se tendrd un andlisis bidimensional si

las cargas externas son coplanares a la viga; o un analisis espacial si las cargas (no coplanares)
generan mas de tres elementos mecanicos.

umm:g;!i l / Q

Fig. 1.4

Sergio Uriel Balbuena Pantoja 11
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e Armaduras Planas

Una armadura plana es un sistema estructural reticular que permite librar grandes claros con un
sistema isostatico bidimensional muy sencillo de analizar debido a que tendremos barras sometidas
Unicamente a fuerzas internas de compresion o tension segin el marco de referencia local, siempre
que se cumplan las siguientes hipotesis:

. Los apoyos no ofrecen mas reacciones que las ecuaciones de equilibrio en el plano.

. El peso de las barras es despreciable.

" Todos sus elementos estructurales y cargas estaran contenidas en un mismo plano.

. Las barras estaran unidas en sus extremos con articulaciones que permiten el giro respecto a un
eje perpendicular al plano que las contiene y no soportan momentos.

" Las barras estaran dispuestas en forma triangular para dar estabilidad al sistema, evitando giros
0 mecanismos entre ellas.

" Las cargas externas deberan estar aplicadas solo en los nodos.

Como ejemplos tenemos los elementos planos mas sencillos de las cubiertas de naves industriales y
algunos puentes donde el sistema de piso se apoya directamente sobre los nodos, fig 1.5.

NN

Fig. 1.5

HOR

Con las armaduras de configuracion espacial, es decir, de barras no coplanares se busca cubrir
grandes claros con sistemas estructurales que trabajan s6lo a tensién o compresion cumpliendo con
hipétesis similares:

" Las barras estardn unidas en sus extremos con rétulas (articulaciones en todas direcciones).

" Las barras estaran dispuestas en forma tetraédrica para dar estabilidad al sistema y evitar giros
0 mecanismos entre ellas.

" Las cargas externas deberan estar aplicadas sélo en los nodos.

La solucion de estas armaduras es mas laboriosa por el nimero de barras que las conforman, aunque
constituyen sistemas isostaticos que se resuelven con las seis ecuaciones de equilibrio estatico, nodo
por nodo.

Aunque se usan ecuaciones de equilibrio en todas las direcciones del espacio segun el sistema de

referencia global, no se realiza un andlisis tridimensional debido a que no aparecen méas elementos
mecanicos que la carga axial de tension o compresion en el sistema local de las barras. Como

Sergio Uriel Balbuena Pantoja 12
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ejemplo tenemos a los puentes reales (con todos sus elementos) y cubiertas de configuracion
tetraédricas, las cuales pueden ser horizontales o curvas, figs. 1.6 -1.8.

Fig. 1.8 Armadura espacial curva para cubierta

Sergio Uriel Balbuena Pantoja 13
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e Marco Plano

Un marco plano es un sistema estructural reticular formado por barras que sélo presentan tres
elementos mecéanicos coplanares, esto implica un analisis bidimensional. Todas las barras se
encuentran unidas mediante nodos que deben resistir y transmitir las fuerzas normales, cortantes y
momentos flexionantes. EI marco puede ser isostatico o hiperestatico segun los apoyos que tenga y
en el dltimo caso el analisis resulta ser laborioso y requiere de un amplio conocimiento de estatica y
métodos de andlisis estructural, fig. 1.9.

Por lo general, las barras estaran dispuestas en forma rectangular, aunque puede haber diagonales sin

ser armadura debido al tipo de unién en los extremos y la aplicacion de las cargas puede ser en
cualquier punto a lo largo de las barras. /

RO

Fig. 1.9 Marco de barras y cargas coplanares

e Marco Espacial
El marco espacial es el sistema estructural reticular mas general y dificil de resolver, ya que puede
estar compuesto de barras en cualquier posicion del espacio, unidas mediante nodos que transmiten
todos las fuerzas internas, y se tendran cargas externas aplicadas en cualquier direccién y lugar de la
estructura que producen los seis elementos mecanicos posibles en las barras, esto implica un analisis
tridimensional el cual se realiza con métodos més desarrollados como el de las rigideces (matricial).
La configuracion tradicional de los marcos es rectangular a base de trabes y columnas, aunque no

hay restriccion en cuanto a la direccion de las barras ya que pueden tener barras diagonales. Las
formas mas comunes las vemos en los marcos sencillos que conforman la estructura de los edificios,

fig. 1.10 -1.11. l /
,WTWW \M‘
— I8

Fig. 1.10 Marco con barras en el plano pero con cargas en el espacio

Sergio Uriel Balbuena Pantoja 14
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Fig. 1.11 Marco con barras perpendiculares en el espacio

La idealizacion de la armadura es una forma practica de resolver estructuras grandes con metodos de
anélisis muy sencillos, debido a la falta de técnicas més sofisticadas y reales. Muchas de las
armaduras construidas en la realidad trabajan como marcos debido a que casi nunca se logra una
verdadera union articulada entre las barras y muchas veces la carga se aplica fuera de los nodos, a
demaés el peso propio de los elementos siempre se desprecia en un analisis de armadura, aunque
nunca deja de actuar a lo largo de las barras, lo mismo sucede con una cubierta que se apoya en las
barras.

La geometria de los marcos espaciales es muy diversa, olvidando la forma rectangular tradicional,
ya que al presentarse elementos mecénicos no coplanares en las barras (segun el sistema local) y
uniones capaces de transmitir dichas fuerzas, se debera realizar un andlisis tridimensional similar,
cualquiera que sea la forma de la estructura, fig. 1.12.

7

AN
V{I'A'A\V L %$'

LR

Fig. 1.12 Marco espaciales para cubiertas, con barras y cargas en cualquier direccion del espacio
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I. 5. Estructuras Funiculares

Los elementos estructurales que constituyen este tipo de estructuras son los cables o funiculos,
elementos que sélo trabajan a tension y no resisten compresion ni flexion. Cuando actlan cargas
externas sobre los cables se observa que tanto éstas como las reacciones en los apoyos estan
contenidas en un mismo plano y se determinan con un analisis estatico bidimensional muy sencillo,
ya que constituyen un sistema isostatico.

Se conoce como funicular de carga, a la geometria que adopta un cable bajo una cierta carga
especifica, dicha geometria es la configuracion natural que adopta el elemento para trabajar sélo a
tension sin presentar momento flexionante.

= Funicular Poligonal. Un cable sometido a una o varias cargas puntuales inducen en el cable
una geometria poligonal. Por ejemplo el cable que soporta un teleférico, fig. 1.13.

R1 R2

F1

F2
Fig. 1.13

. Catenaria Funicular. Es la geometria que adopta un cable al estar sometido a una carga

uniformemente repartida a lo largo del cable, como el peso propio de este. Por ejemplo un
cable de transmision eléctrica, fig. 1.14.

R1 R2

R R e

Fig. 1.14
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Pardbola Funicular. Es la geometria que adopta un cable al estar sometido a una carga
uniformemente distribuida en la proyeccion horizontal del cable. Por ejemplo el cable de un
puente colgante, fig. 1.15.

R1 R2

WALV

Torre
Tirantes 1

Cables principales

R T % PN NSNS
Armadura de

refuerzo .

Cclgal;ieim.

Fig. 1.15

Arco de Circunferencia Funicular. Geometria que adopta un cable bajo una carga radialmente

distribuida a los largo de un cable. Por ejemplo el cable en los bordes de tension en una
cubierta de membrana, fig. 1.16.

Fig. 1.16

Un aspecto de gran importancia que cabe resaltar es que como los funiculares de carga son
geometrias naturales que no admiten compresion ni flexion; al sustituir el cable flexible por
elementos sélidos y la geometria se invierte, tendremos lo que se llama el funicular inverso con lo

que se garantiza que los elementos sélidos s6lo trabajan a compresion sin presentar tensiones ni
flexiones y las reacciones se calculan igual que en los cables.
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Este conocimiento tiene aplicaciones précticas desde la antigiedad, por ejemplo se utilizo el
funicular inverso de la catenaria para construir muchos de los arcos portantes de acueductos, puentes
y catedrales, los cuales se autosustentaban sin ningin refuerzo o pegamento, solo eran piezas
ensambladas que trabajaban a compresion pura. Otro ejemplo se encuentra en las cortinas de las
presas que al estar sometidas a la presién del agua la cual siempre actla de manera radial se puede
obtener sin problemas el funicular inverso del arco de circunferencia y asi se garantiza que la cortina
trabaja s6lo a compresion y no se necesita acero de refuerzo, fig. 1.17 - 1.19

1 2

Fig, 1.19 Funicular inverso de la parabola

Sergio Uriel Balbuena Pantoja

18



Analisis y Disefio de Sistemas Estructurales Esqueletales Curvos
Capitulo I1. Conceptos Fundamentales de Mecanica del Medio Continuo

II. CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE
MECANICA DEL MEDIO CONTINUO
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I1. Conceptos Fundamentales de Mecanica del Medio Continuo®
I1. 1. Medio Continuo

En este capitulo se presenta el desarrollo matematico de los conceptos fundamentales de la
Mecanica del Medio Continuo necesarios para el posterior desarrollo de las ecuaciones que rigen el
comportamiento de una barra sometida a un sistema de cargas.

Un medio continuo es aquel volumen de material con cualquier forma geométrica en equilibrio
estatico bajo una cierta condicion de carga; que se analiza para entender su comportamiento
mecanico y que cumple con las siguientes hipotesis para su estudio analitico:

e EIl medio es homogéneo, es decir, que esta constituido por el mismo material y tiene las
mismas propiedades mecénicas en todo su volumen.

e EIl medio es isétropo, es decir, que posee las mismas propiedades mecénicas en todas las
direcciones que se analice.

e EIl medio tiene un comportamiento el&stico-lineal, esto es, que hay un rango en el que a todo
esfuerzo aplicado corresponde una deformacién unitaria directamente proporcional que se
recupera una vez descargado el material, es decir, que cumple con la ley de Hook.

e El comportamiento mecanico de nuestro medio esta descrito por funciones matematicas.

e El material en todo momento esta en equilibrio estatico y sélo sufre deformaciones elasticas.

e EIl medio debe ser continuo pues constituye el dominio matematico en el que actdan las
funciones que describen el comportamiento mecéanico del material; esto implica en la
realidad que el material sea de una sola pieza y no tenga irregularidades; ya que de haber
juntas, uniones, separaciones o huecos, no se conoceria el comportamiento real en estas
zonas.

Solo cumpliendo las hip6tesis anteriores tenemos una herramienta matematica para realizar el
analisis y de ese modo aproximarnos al comportamiento real de un material. La idealizacion del
material como un medio continuo es muy Util ya que si conocemos el comportamiento del medio
mediante funciones matematicas continuas en un dominio continuo podemos aplicar los conceptos
del calculo diferencial e integral a todo el volumen y asi poder conocer el comportamiento de todo el
material.

! Todo el capitulo seta basado en el libro: Demeneghi Colina, Agustin, “Apuntes de Mecanica del medio Continuo”,
Facultad de Ingenieria, UNAM, México.
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Il. 2. Estado de Deformacion
I1. 2.1. Deformacion unitaria

Considerando un cuerpo que sufre un cierto estado de deformacion, pasando de la configuracion
inicial a la configuracion deformada, fig. 2.1.

Se define el vector desplazamiento s de un punto P, al vector cuyo punto inicial es P y cuyo punto
final es P’, siendo P y P’ los vectores de posicion de los puntos correspondientes a las posiciones
antes y después de la deformacion respectivamente.

s=P"-P

Se define el vector deformacidn 4s de un punto P, con respecto a otro punto P;, como la diferencia
entre los vectores desplazamiento.
A5=8-%1

Configuracién Deformada

Configuracion Inicial

Fig. 2.1

El vector deformacién 4s se puede descomponer en los vectores As, yAsy , el primero paralelo y el
segundo perpendicular a 4p, fig. 2.2.
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El vector 4s, (denominado vector deformacion lineal o vector deformacion longitudinal) mide la

deformacion en la direccion de los puntos P;’ y P,”, mientras que el vector As, (denominado vector
deformacion angular o vector deformacion transversal) mide la deformacion en direccion
perpendicular a la de los puntos P;” y P,”. Por tanto de la fig. 2.2 tenemos que:

4s = As/+ Asy

Se define el vector deformacion unitaria media como el cociente de 4s entre la magnitud del vector

Ap, es decir: As

Ey =——
Ap|

Se define el vector deformacion unitaria como el limite de ¢ cuando la distancia entre los puntos Py’

y P,” tiende a cero, es decir: As
e=lim =
129150 |Ap|

Dividiendo ambos miembros de la ecuaciéon As = 4s, + Asy entre |4p| y tomando limites cuando

| 4p| tiende a cero. As, As,
—+ lim —

lim — = lim —
350 [Ap] |50 [Ap| 350 |Ap

e

E=¢ +¢,
I1. 2.2. Matriz gradiente de deformacion

El vector desplazamiento del punto P se defini6 como s = P’- P, segln los vectores de posicién de
dicho punto antes y después del desplazamiento; ademéas se puede expresar un vector s en sus
componentes vectoriales, las cuales son a su vez funciones continuas de las variables x, y y z. Por lo
tanto el vector deformacion 4s = s, - s; Se puede expresar con las diferencias de dichas
componentes.

u u(x,y,z u, —u Au
(X, Y,2) U, U, 2~ U

s=|V|=|V(XY,Z) =V | Sa=|V, AS=8; =81 =| V, =V, |=| AV
w| |w(X,Y,2) W, W, W, — W, Aw

Si dividimos los componentes del vector 4s entre |4p| y tomamos limites cuando |Ap| tiende a cero.

p|— f—

5950 |Ap &

im 35 _| jjm &Y ds | dv
2200 |Ap| | |0 AP = | dp
lim Aw dw

12950 |Ap dp

Por otro lado es conveniente obtener la diferencial total de las componentes del vector
desplazamiento que son funciones de varias variables que deben actuar en un campo matematico
continuo (medio continuo), pues nos describen el comportamiento del medio.
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u=u(xy,z) ; du= a—udx+8—udy+a—udz

u OX oy 0z
S=|V v=V(X,Y,2) ; dv:gdx+@dy+@dz
- OX oy oz

w

w=w(xY,z) ; dW=@dx+@dy+@dz

OX oy 0z

Sustituyendo las diferenciales totales de cada funcion, en las componentes del vector deformacion
unitaria &tenemos:

[ du | " (ou dx ou |\ dy ouY dz) ]
du e e e e [ Rl Il [
dp ox )\ dp oy \ dp oz )\ dp
ds | dv (6Vj dx ov | dy (5Vj dz
dp |dp ox )\ dp oy \ dp oz )\ dp
aw (aw dx 6‘w(dyj (awj dz

L dp | [Lox A\ dp oy \ dz oz A\ dp) |

)
2116 (5) (5)]a
&) (5) 3] |5
s |[5)(5) (Z)]Ls.

o
(75}
< ©

o
I
I
I

= O

o
ao]

Q.HQ- o.“o_ Q_HQ_

§o] c

L Lz
dx
- le
dx dp cosa
dp =| dy e= jy =| cos & e
dz p A P." /
dz cos y dp
i P!
dp /(lj =
- X
dy
X
Fig. 2.3
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Por tanto el vector deformacidn unitaria queda como:

ou ou ou) | [ dx|
=) 5) ()]
() (2) ()@
B OX oy 0z dp
ow) (ow) (ow)||dz
(5)15) ()]s
e = D e

A la matriz D se le denomina matriz gradiente de deformacion y contiene los efectos tanto del vector
desplazamiento como los efectos del vector deformacion. El vector e guarda la direccion en la que
se esté calculando la deformacidn unitaria.

I1. 2.3. Descomposicién de la matriz gradiente de deformacion en el tensor deformacion unitaria y

en la matriz de rotacién.

o\ () (5] (3)
OX oy oz
&) (5] (2)
|\ OX ayJ oz ) |
o 1(6u+6vJ 1(6u+awj' - 1(au_avJ l(au_aw
OX 2 oy oOx) 2\ 0z Ox 2oy ox) 2\0z ox
b 1[6v+auj ov 1(av+awj N 1(av_au 0 1(av_an
2\ 0x oy oy 2\ 0z oy 2\ ox oy 2\ 0z oy
1(5W+5UJ 1(@W+5Vj ow 1(5W_5U 1(5“'_5\/)
|2 ox o0z) 2\oy oz oz | [2\ox o) 2(oy oz
D = E + Q

La matriz E se denomina tensor deformacion unitaria (por que tiene propiedades invariantes

ou

&

J5)

ou
0z

J

relacionadas con la deformacién del cuerpo) y a la matriz £2 se denomina matriz de rotacion.

Considerando por un momento que las matriz E =0
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1(8u 6wj _ ou  ow
[ :0 ; -
2.0z OX 0z OX
1({ow ov ] oW ov
===+ 1=0 : - -
2\ oy oz oy 0z

Se observa que cuando E = 0y £ =0, las igualdades anteriores nos muestran Unicamente rotacion

como cuerpo rigido. Por esta razon a la matriz £2se le llama matriz de rotacion.

Consideremos ahoraque E =0y 2=0:

1(au_avj:0 au_ov
2\ oy oX oy oX
1(au_aw):0 u_ow
2\ 0z 0OX oz  OX
1fow ov) ow _ov
2(@‘62} y @

Se observa que cuando 2= 0, las igualdades anteriores nos muestran la deformacion del cuerpo y
tenemos que la matriz E es una matriz simétrica con respecto a la diagonal principal

ou ljou ov 1(5“+3Wj ou _ ov

OX 2loy ox) 2\oz  ox 57:&

1f{ov ou ov 1(ov ow ou _ow
E=|2| —+— — o donde  —=—
2\ 0x oy oy 2\ 0z oy oz oX
1(6w+6uj ifow o) ow w_o
2lox az) 2y @ o &y

Dado que sélo nos interesa la mecanica de los cuerpos deformables, no vamos a estudiar la rotacion
como cuerpo rigido, por tanto en todo momento consideraremos 2=0y D =E.

u ou_ov
oXx oy oz oy oX
ox oy oz 0z OX
ow  ow  ow ow _ov

| ox oy oz | o oz

Haciendo un cambio de notacion:

ou ov ow
E,=— &, =— & =——
OX Yooy 7 o
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ou ov ou _ ou 1
7/xy: —t =2 ’ 7:77/xy
oy OX oy oy 2
ou ow ou ) ou 1
Ve = —t =2 ' ~ =77«
0z OX oz oz 2
(ov, aw)_ zavj w1
S Ry oz oy 2
Sustituyendo la notacion en la matriz E, el tensor deformacion queda:
.11 1.1
lx 27/yx %7/zx ﬁyyx %yxy
D=E-= nyy gy Eyzy donde E}/ZX:E}/XZ
i1 1,1
_27/xz 27/yz z | 27/zy 2j/yz

I1. 2.4. Descomposicion del vector deformacion unitaria

El vector deformacion unitaria & se puede descomponer en un vector deformacion unitaria
longitudinal g paralelo al vector unitario normal al plano e y en un vector deformacion unitaria
angular gq paralelo al plano de acuerdo con la fig. 2.4.

1z

Pl

dy
X Fig. 2.4
De la figura obtenemos que:
e=Ee

ﬁ:‘ﬂ‘g =& t&y
e/ =Proy ¢ _(e-e) Lomeme 26| =e] sen&
BITT LT 20| =[exe[=e/ ¢ seno

pero |g/=1 pero |e[=1

e|=(e-e) €o|=le x ¢
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I1. 2.5. Estado de deformacion plana

Para un estado de deformacion plano como el mostrado en la fig. 2.5, donde & = %, = 7y, =0 ;
tenemos al tensor esfuerzo y al vector unitario con la direccién de interés como:

7w
Ex 2 CoS coSa
E= , e= =
Vxy cos g sena
&
2 y

©
1
= X

Para obtener las ecuaciones que nos definen un estado de deformacion plano actuando en una
direccion cualquiera tenemos que:

Fig. 2.5

¢ =FE e
}/yx 7yx
& | lcosa g, COSa+——sena
o= 2 _ 2
T | 7y sena Vxy
cosa +¢&,Sena
2 y y
Aplicando la ecuacion:
& = (§ : Q)

considerando que : y,, = 7,,

Y yx
£,C0Ser + " sena {cosﬂ

7xy Ssena
7C05a+8y3ena

&) =&, C0S” @ + y,SeNa COS & + &, sen’cy

Esta ecuacion nos calcula la deformacion unitaria longitudinal que actia en el plano, con la
direccion e (fig.19). Si la deformacion es de extensién, tendra signo positivo, mientras que si es de
compresion tendré signo negativo.
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La deformacion unitaria angular la calculamos con la expresion:

0l =le x e

i j

j/yx 7xy
Ep =&y 005a+75ena 7COSO€+6‘YS€I’10{

o O =~

COoS Sena

£, =Oi+0j+[(gx —gy)sena COSa+7/2xy(Sen2a—COSZ a)}k
l£o| = {(gx —&, Jena c03a+7/zxy(senzoc—cos2 a)}

Con esto quedan completas las ecuaciones que nos permiten calcular la deformacién unitaria

longitudinal y angular, en la direccion del vector e que tiene una inclinacion o respecto al eje x, en
un elemento sometido a un estado de deformacion plana.

s/ =| (e, -2, Jena c0305+7/2xy(sen20¢—cos2 o)

& =&, c08* a +y,sena Cos a + &, sen’c
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I1. 3. Estado de Esfuerzo
11.3.1. Cargas internas y externas en los cuerpos2

Un cuerpo sufrird deformacion cuando sobre él actian fuerzas externas e internas, estas pueden ser
mecanicas, eléctricas, quimicas o de cualquier otro origen. Las fuerzas mecénicas actian sobre una
particula de acuerdo con la mecanica Newtoniana y son funciones de los vectores de posicion x=(x,
y, ), velocidad v = (vy, vy, V;) y del tiempo.

La suma de todas las fuerzas que actGan sobre un cuerpo se pueden sustituir por una fuerza
resultante expresada como:
F=[df
\

Y la suma de todos los momentos alrededor de un punto (como el origen) que producen cada una de
las fuerzas que actdan sobre un cuerpo, se pueden sustituir por un par resultante expresado como:

M:j(?xd?)+dm
\

Las fuerzas y pares en un medio continuo cualquiera que sea su origen se clasifican en dos
categorias: cargas internas y cargas externas, y estas Ultimas se subdividen en cargas de cuerpo y de
superficie.

e (Cargas externas de cuerpo. Estas son las fuerzas y pares que actian sobre los puntos masivos
que constituyen el cuerpo. Se asume que existe una carga de densidad por unidad de masa.
Ejemplo de estas son las fuerzas de gravedad o electrostaticas y son cargas de accion a
distancia; usualmente se consideran por unidad de masa o en ocasiones por unidad de
volumen.

e Cargas externas de superficie (cargas de contacto). Estas son las fuerzas y pares que se
originan de la accion de un cuerpo sobre otro, a través de las superficies de contacto. Las
cargas de superficie externas por unidad de area se conocen como esfuerzo y par de
superficie, los cuales dependen de la orientacion de la superficie en la que actdan. Un
ejemplo es la presion hidrostéatica.

La fuerza externa resultante que actla sobre el cuerpo sera la suma de las fuerzas externas de
cuerpo, las fuerzas externas de superficie y las fuerzas concentradas en puntos aislados del cuerpo,
para ello, se define a f como una fuerza de cuerpo por unidad de masa, a s, como el esfuerzo de
superficie por unidad de area actuando sobre la superficie del cuerpo con normal exterior n y las
fuerzas concentradas F, actuando en los puntos aislados p del cuerpo; teniendo que:

E:jpidv+§§nda+ZEp
\ S p

2 Este inciso esta tomado del libro: Eringer, A. Cemal, “Mechanics of Continua”, John Wiley & Sons, Inc., USA, 1967,
pags. 93-95.
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El momento resultante externo alrededor del origen o sera la suma de los pares externos de cuerpo,
los pares externos de superficie y los momentos concentrados en puntos aislados del cuerpo, para
ello, se definen a 1 como un par de cuerpo por unidad de masa, a m, como el par de superficie por
unidad de area actuando sobre la superficie del cuerpo con normal exterior n y los momentos
concentrados mj, actuando en los puntos aislados p del cuerpo, teniendo que:

M, :JP[lJF([XD]dVJrjﬁ[mn +(rxsn)]da+> [my +(ry XE,)]
\ S P

Las dificultades debidas a situaciones locales, por ejemplo la distribucion de esfuerzos en la
vecindad de una carga concentrada, no se consideran, ya que su desarrollo seria complejo y de
aplicacion particular, s6lo en esos puntos. Para el desarrollo de una teoria global en donde se
desprecia las cargas concentradas las ecuaciones de la fuerza y momento externos resultantes
guedan como:
F :J'pidv+§sn da
\Y S

M, =Ip[1+([xj)]dv+j3[mn +(rxs»)]da

e Cargas internas. Estas son el resultado del equilibrio interno que busca un medio continuo
sometido a cargas externas con la accion mutua entre pares de particulas en el interior del
cuerpo de acuerdo con la tercera ley de Newton, de modo que dos fuerzas actuando a lo largo
de la linea que conecta a las particulas son iguales en magnitud pero con direccion opuesta y
producen una resultante interna igual a cero. Al hacer un corte hipotético en un medio
continuo, el efecto de las fuerzas entre particulas aparece en la forma de un efecto resultante
actuando de una parte del cuerpo sobre la otra en la superficie de corte o frontera. Este
concepto da origen a la hipdtesis de esfuerzo que se estudiara en el inciso siguiente. Las
cargas internas se expresan como fuerzas por unidad de area y son el objeto de estudio de la
mecanica de los medios continuos.

I1. 3.2. Definicién de esfuerzo.

Consideremos un medio continuo sin forma definida, sometido a un sistema de cargas de superficie,
fig. 2.6. Si se encuentra en equilibrio estatico, al hacer un corte en cualquier direccion, fig. 2.7
definiendo una superficie plana en el cuerpo, observamos en el diagrama de cuerpo libre de una
porcion del medio que aparecen fuerzas internas, fig. 2.8, que equilibran al cuerpo internamente
reaccionando a las fuerzas externas aplicadas.
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Fig. 2.8 Fig. 2.9

Si tomamos una pequefia porcion del plano de corte que pasa por un punto cualquiera P del medio
cuya area es AA y sobre esta actda una fuerza AF, fig. 2.9. Al cociente de dividir el vector AF entre
la magnitud 4A se denomina esfuerzo medio en el area AA.

._ AF
Sm=—-
AA

Observamos que el esfuerzo depende del &rea que se tome, por lo que conviene tomar el limite del
esfuerzo medio, cuando el area AA tiende a cero, a este limite se le denomina: Esfuerzo en el punto
P, fig. 2.10. Existira un vector esfuerzo en cada punto del medio continuo.

Vemos que el esfuerzo s en un punto, puede descomponer en una componente normal oy una
componente paralela al plano de corte z, fig. 2.11, de modo que:

S=o+z
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Fig. 2.11

Como por el punto P es posible pasar una infinidad de planos de corte, existiran una infinidad de
esfuerzos en el punto P, uno ligado a cada plano. Por lo tanto, se ve la necesidad de especificar el
plano donde se desea calcular el esfuerzo y sera necesario conocer el vector unitario n perpendicular
al plano de interés. Al esfuerzo en un punto asociado al plano cuya normal es n lo denominamos
vector esfuerzo s, como se muestra en la, fig. 2.11.

Si ahora elegimos un sistema de referencia cualquiera, por ejemplo el cartesiano derecho x, y, z; y
realizamos por el punto P cortes paralelos a los planos que forman los ejes de referencia, es decir,
con los planos perpendiculares cuyos vectores normales unitarios son i, j y k respectivamente, figs.
2.12. Se tendré un esfuerzo actuando en cada plano formado por los ejes de referencia, fig. 2.13, los
cuales a su vez pueden proyectarse en los ejes de referencia para obtener las componentes normales
y tangenciales a los planos, teniendo asi:

§i:(0'x; z'xy,sz) ; §j:(7yx,0'yyfyz) ; §k:(sz ,sz,O'z)

Si formamos un elemento cubico diferencial con otros tres cortes paralelos, apareceran
componentes normales y tangenciales en estos planos, con direcciones tales que equilibran al
elemento, fig. 2.14.

Vie.

Fig. 2.12
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Fig. 2.14
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Il. 3.3. Tensor esfuerzo

Si en el entorno de un punto conocemos los esfuerzos normales y cortantes en tres planos
respectivamente perpendiculares entre si, fig. 2.15; el subindice del esfuerzo normal indica el eje al
cual este esfuerzo es paralelo. El esfuerzo cortante se designa con dos subindices: el primero indica
la direccién de la normal al plano donde actla y el segundo, la direccion del eje al cual es paralelo
dicho esfuerzo.

Z

A Fig. 2.15

Nos interesa determinar el vector esfuerzo s, en un plano cualquiera ABC conociendo los esfuerzos
normales y cortantes en los planos mutuamente perpendiculares, fig. 2.15. Consideremos que las
componentes cartesianas del vector esfuerzo en el punto asociado al plano ABC cuya normal es n
son:

Sh = [Snx, Sny; Snz]

De la fig. 2.15 tenemos los vectores:

ﬂ = E - A = (O,b,O) - (a,0,0) = (-a,b,O)
AC =C-A=(0,0,) - (a,0,0) = (-a,0,C)

Obtenemos el vector normal al plano ABC:
ij ok

—a b 0 =bci+ac j+abk

-a 0 c

'n| =| ABXAC| =/(bc)’ + (ac)? + (ab)?

1=
I
w
x
>
I

El vector unitario paralelo a n:
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e =0 _ bc* aCT+aTbR=COSai+COS,B]+COS]/R
ol n
bc ac ab
cosq = — cosp=— ; COSy=_—
n n n

Por otro lado, obtenemos el area de todos los planos:

Con esto demostramos que:

ac ab
. A_2 _a . A_2
——cos,a ; —£=“~-=_—=cosp ; — ————cos;f
A0 T Ac
2 2
A1 =AscC0S
A, =Ascos S
Az =A4cC0S ¥

Aceptando que el tetraedro de la fig. 2.15 esta en equilibrio, y sustituyendo las ecuaciones anteriores

obtenemos:

ZFXZ—O'XA1 —Tyx Ay T Ay + 8, A, =0
ZFX:—O‘X A,cosa—7, A, COSB -1, A COSy+5,,A, =0

Shx = Oy COSax + Ty COS B+ 17, COSy

ZFy— —oy A, =Ty A — TZYA3+SnyA =0
ZFy:—UYA4cos,B—rXYA4c05a—rZYA4cos;/+snyA4:0

Sy = Oy COS B+ Ty, COSa + T, COSY

ZFZZ_O-ZAii_TXZAl_TYZAZ +8,,A, =0
ZFZ =-0,A,C0Sy -7y, A, COSa — Ty, A, COS S +5,, A, =0

S,, =0, COSy + 1y, COSax + 7, COS 3

nz

Sergio Uriel Balbuena Pantoja 35



Anadlisis y Disefio de Sistemas Estructurales Esqueletales Curvos
Capitulo I1. Conceptos Fundamentales de Mecanica del Medio Continuo

Tenemos asi las componentes del vector esfuerzo S actuando en el plano ABC.

S,y =0y COSa + Ty COS B+ T, COSy
Shy =Txy COSa + 0y COS 8+ 7, COSY

S,, =Ty, COSa +17,, COS S+ 0, COSy

Expresado de manera matricial

Six Oy Ty Ty ||COS

Say |=|Txy Oy Ty || COSS

S,, Ty, Ty, Oy || COSy
S = S n

La matriz S se conoce como tensor esfuerzo, y mide fisicamente los esfuerzos existentes en tres
planos mutuamente perpendiculares entre si. Por tanto conociendo los esfuerzos en dichos planos,
podemos conocer los esfuerzos en cualquier plano que queramos, sélo habria que definir su vector
normal n. Los esfuerzos se calculan con los elementos mecanicos actuantes.

Un tensor es una matriz que cuantifica un fenomeno fisico con propiedades independientes de los

ejes coordenados, en este caso los esfuerzos no cambian si los ejes coordenados cambian de
posicion.
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1. 3.4. Simetria del tensor esfuerzo

El tensor esfuerzo es una matriz simétrica con respecto a la diagonal principal, cuando en un
elemento de material se cumple el equilibrio de momentos y las dimensiones del cuerpo tienden a
cero, que corresponde a un caso particular del principio de la cantidad de movimiento.

Consideremos un elemento cubico diferencial sometido un estado de esfuerzo, fig.2.16; los
esfuerzos que tengan la apostrofe por ejemplo ox = ox indican que son esfuerzos opuestos, es decir,
que actlan en la cara contraria.

Fig. 2.16

La convencion de signos que usaremos es:

e Los esfuerzos normales de tension son positivos.

e El signo de los esfuerzos cortantes se conforma de la multiplicacion aritmética de dos
signos parciales: el primero es el signo de la cara donde actua el esfuerzo, y el segundo
corresponde al sentido del eje coordenado paralelo al esfuerzo cortante. Se dice que una
cara es positiva cuando el vector normal a dicha cara que va de dentro hacia fuera del
elemento tiene el mismo sentido del eje coordenado.

Si tomamos momentos con respecto al centroide del elemento cubico de la fig. 2.16, vemos que s6lo
acttan los cortantes, ya que la linea de accion de los esfuerzos normales pasa por el centroide.

ZMcentroide = Z(Fu)(du) = Z(T A)(d|)

> Mx =-1, (dxdz)(dzyj -7, ‘(dxdz)(dzyj + T, (dydx)(dzzj + 7,y '(dydx)(dzzj =0
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Si el elemento infinitesimal del cuerpo esta en equilibrio, se toma en cuenta la posibilidad de un
incremento en los esfuerzos de una cara del elemento a la otra contraria, fig. 2.17. Las derivadas
parciales se usan para medir los cambios en las diferentes direcciones.

oc'=0 +(60-de
y — Ty ay y

dy

Tyz

Oy

dz
Fig. 2.17

Si oy varia en funcion de todas las direcciones, la derivada de o; en la direccion z es:
oo,
0z

Si se avanza una distancia dz (ancho del elemento), tenemos que el incremento del esfuerzo en la
direccién z es:
oo
L |dz
oz

Esto mismo se aplica para los esfuerzos cortantes:

' or . or
Ty, ' =1y, +( 6;2 jdy L Ty =Ty +( 8? ]dz

Sustituyendo las ecuaciones anteriores en 2My = 0y simplificando tenemos:

21y, =27, — (861;2 de + (8;?](12

Como es un elemento infinitesimal, es decir que sus dimensiones dx, dx y dz tienden a cero, tenemos
que:

Tyvz =Ty
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Procediendo de forma analoga:
z M, =0 ;, = 74, =7,
Z M, =0 ; = 74 =7y

Por lo tanto, vemos que al estudiar un elemento diferencial cuyas dimensiones tienden a cero, se
demuestra la simetria del tensor esfuerzo.

I1. 3.5. Descomposicion del vector esfuerzo

El vector esfuerzo s se puede descomponer en un vector esfuerzo normal o paralelo al vector

unitario normal al plano n y en un vector esfuerzo cortante z paralelo al plano de acuerdo con la
fig. 2.18.

Fig. 2.18
De la figura obtenemos que:
s=Sn
S=0+7
T=S—-0O
o=lan 7/ =15 sen @
=P _ 5'ﬂ)
o|=Proy s, = o z/=|sxn/ =|s| |n send
pero |n=1 pero |n/ =1
o] =(s-n) 7/ =[sxn
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I1. 3.6. Estado de esfuerzo plano

Para un estado de esfuerzo plano como el mostrado en la fig. 2.19 tenemos al tensor esfuerzo vy el

vector normal al plano como:
Oy
Tyx / n

y Txy
A
dy {?’?0 a X S = Ox Tyx
%O Ox 2= o
O% Xy y
COSa
D =
Ty Ssena
Gy
dx
Fig. 2.19

Para obtener las ecuaciones que nos definen un estado de esfuerzo plano actuando en un plano
cualquiera tenemos que:

s=3Sn

o, Ty {cos a}_ o, COSa +7,,Sena
7, COSa +0 sena

Sena

Aplicando la ecuacion:

Sl 7,, =7,

o,C0sa+7,Sena CoOSo

r,,C0sa+0,sena | |sena
o] = 0, c0s” & + 27, Sena COS x + o sen‘e

Esta ecuacion nos calcula el esfuerzo normal que actua en el plano de corte de la fig. 2.19. Si el
esfuerzo es de tension, tendra signo positivo, mientras que si es de compresion tendra signo
negativo.

El esfuerzo cortante lo calculamos con la expresion:
=[x
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i i
o, C0sSa+7,5ena 7, COSa+0 sena

T

o o X

Cos sena
_Ni N 2 2 i,
r=0i+0] +[(aX —ay)sena005a+rxy(sen a —Ccos a)]k
=|lc, -, kenacos a+r,, (sen?a —cos? a |
Con esto quedan completas las ecuaciones que nos permiten calcular el esfuerzo normal y cortante

actuando en un plano de cualquier direccion, (cuyo vector normal de direccion n tiene una
inclinacién o respecto al eje x), en un elemento sometido a un estado de esfuerzo plano.

o =0, c0s” a + 27, Sena Cos a + o, sen’a

7/=|(c, o, kenacosa +7, (sen’a —cos? |

11.3.7. Ecuaciones de movimiento de un medio continuo®

Las fuerzas y momentos externos resultantes que actdian en un cuerpo son:

E=[pfdv+s,da
\% S

Mo = [ p[L+ (e x f)]dv+ f[ma +(r xs,)]da

Por otro lado, sabemos que una fuerza que actla sobre un cuerpo de volumen V, en términos
generales es la derivada de la cantidad de movimiento respecto al tiempo, esto se expresa a
continuacion:

_d(mv) _d(pVv) d|; -
F= d  dt _dt[Jdev}

\"

A demaés el momento resultante expresado en funcion de la fuerza resultante se expresa como:

d _
Mo=rxF=rx— vdVv

\

® Este inciso basado en el libro: Eringer, A. Cemal, “Mechanics of Continua”, John Wiley & Sons, Inc., USA, 1967,
pags. 96, 102-104
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Sustituyendo estas Ultimas expresiones en las ecuaciones de las resultantes tenemos:

:d{[pvdV}ZJ.pde-Fj;Sn da
dt \ \ S

M, =[x3tbpvdv}=\_[p[l+([xf)]dv+f[mn +(rxs,)]da

Estas son las ecuaciones del movimiento de Euler que gobiernan el movimiento global de un cuerpo.
Aplicando el principio de conservacion de la masa, en donde la materia no cambia en el tiempo, y
permanece constante, tenemos:

dm _d(pav)

= =0 .. masa =densidad (volumen)= ctte.
dt dt

Por tanto en las ecuaciones anteriores el producto (o dV) de las integrales en los términos de la
izquierda no puede ser afectado por la derivada, la Unica variable que depende del tiempo es la
velocidad, cuya derivada es la aceleracion

Teniendo asi que:

Mo =rX jpadvszu (rx f]dv+§[m +(rxs,)]da

A continuacion trabajaremos solo con la ecuacion de la fuerza resultante, de modo que agrupamos
los términos semejantes:

[(pa—p )iV ={s.da
Vv S

[p@a-f)av ={s,da

Sustituyendo el concepto de esfuerzo en un punto tenemos:
Sn - S .

[pa—f)dv =fs-nda
Vv S

Tenemos una ecuacion en términos de integrales de area por un lado y de volumen por el otro, sera
conveniente tener las integrales de la misma forma, para lo cual usaremos el teorema de Green, el
cual se expresa a continuacion:
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IDivEdV=§E-$
\% S

donde: Div F es la divergencia de un campo vectorial
ds = n da, es el vector normal a la superficie

Aplicando el teorema de Green al término con la integral de superficie tenemos:
fs-nda=[Divs dv
S \Y

Sustituyendo la ecuacion anterior en la ecuacion del movimiento, tendremos solo integrales de
volumen:

Ip(a—i)dv =jDiv§ dv
\ \

Agrupando los términos en un solo lado de la ecuacion:

IDivédV—Ip(é—i)dV =0
\% \%

j[Divg—p (a- f)ldv =0

\Y
Para que la ecuacion se cumpla basta con que se cumpla:

DivS + p(f —a) =0

donde: p es la densidad de masa por unidad de volumen del medio

a :(ax,ay,az)T es el vector aceleraciéon
f

=(f. f,, f,)" es el vector de fuerza de cuerpo por unidad de masa
Ox Tyx Tz S;
S=|ry 0Oy 7Tz |=|S;| eseltensor esfuerzo
Txz Tvz Oz Sk

S, =(oy, 7y, T, ) esfuerzo que actia en un plano cuyo vector normal unitario es i paralelo al eje x.
s;=(7xy,0y,7, ) esfuerzo que actlia en un plano cuyo vector normal unitario es j paralelo al eje y.

S, =(7y,,7y;, 0,) esfuerzo que actia en un plano cuyo vector normal unitario es k paralelo al eje z.

Por tanto, la ecuacion del movimiento se puede expresar como:

DivS + p(f —a) =0
Div Si f a

Divs; |+p|| f, |-|a,||=0
Div sy f a

z Z

Sergio Uriel Balbuena Pantoja 43



Anadlisis y Disefio de Sistemas Estructurales Esqueletales Curvos
Capitulo I1. Conceptos Fundamentales de Mecanica del Medio Continuo

Ladivergencia de una funcidn vectorial F se calcula como:

Sea; F(x,y,z) = fl(x,y,z)?+ fz(x,y,z)]+ f3(x1y,z)f<\
DivE -v.g =% o O
oXx oy oz

Aplicando la divergencia y sumando vectorialmente los términos correspondientes tenemos:

0
oy, Tyx+arzx+p(fx—ax):0
OX oy oz
0 0 0
Dy 9% sz+,o(fy—ay):0
OX oy 0z
0
07y ;% +60'Z +p(f,-a,)=0
OX oy oz

Estas son las Ecuaciones de Cauchy que gobiernan el movimiento de un medio continuo.
La ecuacion del momento resultante externo se modifica para un medio continuo no polar en donde:
my=1=0
Teniendo que:
M, =£xjpadv :jp[L+(Lx1)]dv+§[mn +(rxs,)]da
\

\% S
M, =j£x,oédv =jp([xi)dv+§(£xsn)da
Vv \ S

Procediendo de manera analoga, es decir, aplicando el teorema de Green y agrupando términos se
demuestra la simetria del tensor esfuerzo.
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Il. 4. Elasticidad Lineal

Consideremos un medio continuo que se deforma al ser sometido a un cierto sistema de fuerzas. Si
removemos las fuerzas que acttan sobre el cuerpo, se dice que es perfectamente elastico. Tendra un
comportamiento elastico-lineal cuando en una prueba de tension o de compresion simple, su
deformacion unitaria longitudinal es linealmente proporcional al esfuerzo normal. La constante de
proporcionalidad serd el valor E conocido como médulo de Young y mide la rigidez del material,
por tanto un incremento en el valor de E significa que aumenta la rigidez del material y es una
propiedad que solo depende del material.

Introduciendo la constante de proporcionalidad E a la relacién que hay entre el esfuerzo (fuerza
entre area) Yy la deformacién unitaria (deformacién entre longitud inicial) tenemos la ley de Hooke
en una direccién.

Un cuerpo sometido a un esfuerzo de tension simple ox en la direccion x, fig. 2.20 experimentara
una deformacion unitaria & en la misma direccion, proporcional al esfuerzo aplicado.
P P o)

X

o, =" | § =
A (dz)(dy) dx

P, B 5
A dx
o,=E ¢,
-0z
dz
O x 5y O x
— —
dy
y
X
dx dx
z Fig. 2.20

Vemos en la fig.2.20 que el cuerpo se alarga en la direccion que se aplica el esfuerzo en este caso la
direccion x, mientras se acorta en las otras dos y y z, a este fendmeno se le denomina efecto Poisson.
Experimentalmente se observa que las deformaciones unitarias & Yy & son una fraccion de &, dicha
fraccién es conocida como relacion de Poisson v, y se expresa como:

&, =-VeE, X g

El signo negativo se debe a que mientras una deformacion crece, la otra disminuye. Sustituyendo la
ley de Hook en las relaciones de Poisson.

; =7VE,
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Si ahora suponemos al cuerpo sometido unicamente a un esfuerzo normal o; obtenemos.

o (o3 o
GTE T STTVE G AaTTVE
En forma anéloga, si el cuerpo esta sujeto solamente a un esfuerzo normal o; obtenemos.
(o3 (3 (o3
gZ =_7 ’ SX:_Viz , 8y=_V72
E E E

Considerando que actuan en forma simultanea los esfuerzos oy , oy y o; ; por el principio de
superposicion, es decir, sumamos los efectos en una misma direccion, que causan los esfuerzos
normales actuando simultaneamente llegamos a las siguientes expresiones:

&y _|]E-[O-X _V(Gy +0, )]
5= 2lo, vl +0,)
&, _é[o-z _V(O-x +O-y):|

Cabe aclarar que el principio de superposicion es valido cuando las deformaciones son pequefias y
los correspondientes pequefios desplazamientos no afectan sustancialmente la accion de las fuerzas
externas. En tales casos se desprecian los pequefios cambios en las dimensiones de los cuerpos
deformados y también los pequefios desplazamientos de los puntos de aplicacion de las fuerzas
externas, y los célculos se realizan tomando las dimensiones iniciales y la configuracién inicial del
cuerpo; los desplazamientos resultantes se obtienen por superposicion en la forma de funciones
lineales de fuerzas externas como en las ecuaciones anteriores. Sin embargo se pueden presentar
casos excepcionales en los que no es posible despreciar pequefias deformaciones.

Ahora supongamos al cuerpo sometido a un esfuerzo de cortante puro en el plano jy, = %x como el
mostrado fig. 2.21, el cual ocasiona las deformaciones angulares unitarias &y y &y , donde el eje x
pasa a la posicion del eje x* y el eje y pasa al eje y’; se dice que el cuerpo ha sufrido una distorsion
angular.

yy
y
Tyx Tyx
7»

Syx
Txy Txy x'
X X

Tay Tey
T
Tyx Fig. 2.21 -

Sergio Uriel Balbuena Pantoja 46



Anadlisis y Disefio de Sistemas Estructurales Esqueletales Curvos
Capitulo I1. Conceptos Fundamentales de Mecanica del Medio Continuo

La deformaciéon angular total es la suma de las dos deformaciones unitarias parciales; esto lo
podemos ver si en la configuraciéon deformada fig.2.21 rotamos al eje x’ como cuerpo rigido hasta
la posicion del eje x’; con lo que obtendremos la suma de las deformaciones entre los eje y y y’ fig.
2.22.

yxy = gxy + gyx

Vo = 28,
y y'
T yx
L
TP T sy
X
. |
—
T Fig. 2.22

Por tanto considerando nuevamente un comportamiento elastico-lineal, la deformacion angular yyy
es proporcional al esfuerzo cortante 7, aplicado siguiendo una ley similar a la de Hooke para
esfuerzos cortantes, donde G es la constante de proporcionalidad conocido como modulo de rigidez
al esfuerzo cortante:

Ty =G 7y
Tendiendo asi para los tres esfuerzos cortantes aplicados en los distintos planos ortogonales las
siguientes leyes lineales:

_ Ty

7xy_ G

Tyz

G

Z-XZ
Ve = E Vy =
Relacionentre E, G, y v.
Considerando un cuerpo sometido a un estado de esfuerzo plano de tension en una direccion y

compresion en la otra (fig. 23). Calcularemos el estado de esfuerzo y el estado de deformacion en la
direccion x’ (eje orientado a 45° del eje x).

XV
yV
G,
a (o) X
—— ———————
Fig. 2.23
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Evaluando el estado de esfuerzo plano con a = 45°.

o =0,008" a+0,5en°a +27,, sena cosa
r=(o, —o, kenacosa + 7, (sen’a —cos? )

sSi ¢ =45°, o, =-0

< 0 Oy =0, ; O0,=—0

y
entonces: o=0 vy T=-0,

Txy

Pero sabemos que: y,,'= Y Y Vg = 2&,
Sustituyendo la primera ecuacion en la segunda y despejando g4’ tenemos:
’Z' 1
Ep'=
2G
Ahora sustituimos el estado de esfuerzo a 45° donde 7, = o, en la ecuacion anterior:
— O
gy'=—
2G

Evaluando el estado de deformacion plano con a= 45°.
& =¢&,008° a+¢,sen‘a+2y,, senacosa

— J/Xy 2 2
£ =6, — ¢, penacosa + " sen’a —cos” &

si a=45°, ¢&,'=0 y £y'= _Ep @+v)

X

Igualamos g4’ del estado de esfuerzo con el del estado de deformacidn para obtener una relacion
entreE, G,y u.

Ep' ZGp L g,= " (1+v)
“0p _ 7O
G - E (1+V)
_E
C2(1+v)
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I1. 5. Ley de Hooke generalizada

Recopilando las expresiones para el célculo de las deformaciones unitarias longitudinales con los
efectos superpuestos de los tres esfuerzos normales actuando de manera simultanea y las relaciones
proporcionales entre las deformaciones angulares con sus respectivos esfuerzos cortantes.
Constituyen un sistema de ecuaciones lineales que nos determinan el comportamiento de un material
sometido a un cierto estado de esfuerzos.

1 1 2
5X=E[O'X—V(O'y+0'z)]:EGX—an—EGZ 7xy:ery = é"y
1 1
gy:E[O'y—V(O'X+O'Z)]:—éO'X+EO'y—éO'Z 7xz:TCX;Z zzéxz
1 1
£=¢ [GZ —v(ax +ay)]:—é O'X——E oy + g Yy :Téz :2(7;yz

Vemos que el sistema de ecuaciones puede representarse como una ecuacion matricial formada por
un vector que contiene los términos del tensor deformacion, por una matriz con las constantes
propias del medio continuo y con un vector que contiene los términos del tensor esfuerzo.

o 1 v =v 5 0o o0
g, E E E o
y v 1 -v 0 0 0 Oy
E E E o
&, v v l 0 0 0 g
Yo | _|E E E o,
2 0 0 0 S~ 0o o™
Ve 26 .
2 1 Xz
e 0 0 0 O0 G 0| |z,
L2 o 0 o o o0 -
i 2G |

Observamos que la ecuacion matricial guarda de manera analoga la forma de la ley de Hooke, en
donde tenemos que el estado de deformaciéon de un medio es proporcional al estado de esfuerzo,
donde la proporcionalidad estd dada por una matriz que contiene las constantes intrinsecas del
material.

La ecuacion matricial constituye una generalidad de la ley de Hooke, por lo tanto se denomina Ley

Generalizada de Hooke, y sirve para determinar el comportamiento mecanico (estado de
deformacidn) de un medio continuo sometido a cualquier estado de esfuerzo.
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11l. MODELO MATEMATICO DE LA BARRA
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I11. Modelo Matemaético de la Barra*

Debido a que la barra es el elemento basico de las estructuras esqueletales, se presenta un resumen
de sus ecuaciones de equilibrio, obtenidas con base en la teoria de la elasticidad lineal, las hipotesis
relativas a la geometria de la barra, el material y las cargas que la caracterizan (mecanica de
materiales). Dichas ecuaciones constituyen el modelo matematico de la barra que gobierna su
movimiento en funcién de las fuerzas internas equilibrantes o elementos mecanicos.

1. 1. Idealizacion de la Barra

Una barra se idealiza como un cuerpo (medio continuo) alargado, como el mostrado en la fig. 3.1,
donde la dimensién alargada se denomina longitud (1) y es significativamente mayor (I/h > 5) que
las otras dos dimensiones de magnitudes similares que conforman su seccion transversal,
usualmente denominadas ancho b y altura h donde (h > b). Todas las barras tienen dos fronteras que
son los extremos en donde existen nodos que la unen en forma continua con otras barras o con los
apoyos de la estructura.

El eje de la barra es una linea definida generalmente por un conjunto de puntos, a lo largo de la
longitud y de manera general puede ser una linea alabeada en el espacio. Cada uno de los puntos que
conforman al eje de la barra tienen asociada una seccion transversal, la cual se define como el
conjunto de puntos de la barra contenidos en un plano que interseca a la barra, dicho plano tiene
como normal al vector tangente al eje de la barra en un determinado punto; de manera general, la
seccidn transversal puede ser diferente en cada uno de los puntos del eje, fig. 3.2.

Eje de la barra alabeado \

p— Ny

Eje de la
Seccion  __—
—transversal

Extremo j

Extrempo
Fig. 3.1 ldealizacién general de una barra Fig. 3.2 Seccidn transversal en un punto del eje

Ante la necesidad de localizar la posicion de cualquier punto de la barra se definen los siguientes
conceptos:

a.  El sistema de referencia global es el sistema de referencia cartesiano derecho X, Y, Z donde se
define la geometria de la barra.

1 Todo el capitulo esta basado en el texto: Cervantes B. Ramoén, “Analisis Estructural de Edificaciones” , Seccién de
Mecénica Tedrica y Aplicada, Division de Estudios Superiores, Facultad de Ingenieria, UNAM, 1974, Pags.2-21 - 2-27.
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b.  El sistema de referencia local de la barra es el sistema de referencia cartesiano derecho x, y, z
que permite definir la geometria y distribucion de esfuerzos de la seccion transversal de la
barra. Existe un sistema local para cada punto de la barra, la orientacion del eje x coincide con
la normal al plano de la seccion transversal, donde se localizan los ejes y y z, fig.3.3.

By

\

Y

Sistema de referencia global ?
X

Fig. 3.3 Sistemas de referencia local y global

Seccion transversal variable

En resumen, la geometria de la barra queda definida mediante la ecuacion de su eje y por la
correspondiente seccion transversal asociada a cada punto de dicho eje. La descripcion anterior
sobre la geometria es muy general y las ecuaciones del movimiento resultarian muy complicadas;
existen modelos de barras mas sencillos basadas en hipotesis simplificadoras (tanto en geometria
como en cargas) mas apegadas a las usadas en la realidad, que conducen a la geometria de la barra
de eje recto y seccion transversal constante con la cual trabajaremos en adelante, segin se explica a
continuacion y se muestra en la fig. 3.4:

a. El eje de la barra es recto, esto implica que el eje este contenido en un plano. Por tanto la
representacion geométrica de la barra se reduce a una linea recta que coincide con el eje local
X. El origen se ubica en la seccidn transversal extrema izquierda del eje de la barra.

b.  La seccidn transversal de la barra no cambia. Por tanto las caracteristicas geométricas que se
especifiquen para una seccién bastaran para definir a todas las secciones transversales de la
barra.

Ay

z

Seccion transversal constante

Y
Sistema de referencia global

X Fig. 3.4
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I11.1.1. Fuerzas actuantes en la barra

Las cargas estaticas que actian sobre un cuerpo se clasifican en fuerzas de cuerpo y fuerzas de
superficie. El uso fundamental de las barras consiste en soportar fuerzas de superficie; por tanto a
cada seccion transversal de la barra le corresponde un sistema de cargas descrito a continuacion:

a.  Cargas en las secciones transversales internas. Estas cargas se representan como funciones de
carga distribuidas por unidad de longitud py = py (X) Y p; = p:(x) validas de 0 < x < |,
conocidas como cargas intermedias en las barras. En la fig.3.5 se muestra su representacion
mediante fuerzas y pares por unidad de longitud.

yA
Py = Py(x)

M esbsdivibode vl adsdsdbolodladasbalioledislls

s 1 .
Exlremmxgqn A Extremo j

Pz = Pz(x)

Fig. 3.5

b.  Cargas en las secciones transversales extremas. En la fig. 3.6 se muestran este tipo de cargas y
su representacion a traves de fuerzas y pares resultantes de las cargas intermedias, en los
extremos de la barra.

yA
o Vyj
= My
Nxi » : x Nxj
il p
' Z/* “““““““““““““““““““ A ‘A;fzj Mxj
Vi Extremo i Vzj Extremo j
/
Fig. 3.6
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C. Las cargas actuantes intermedias y en los extremos, a la derecha o izquierda de una seccion
transversal dada, fig. 3.7, pueden ser sumadas en componentes paralelas a los ejes del sistema
de referencia local y sustituirse por unas cargas resultantes actuantes en cada seccion

transversal; como se muestra en la fig. 3.8.

o =R

piliaal

Foclomde b be b laale e Lrd
7))

:I—C>

ez

Pz = Pz(x)

X

Fig. 3.7 Fuerzas en un extremo y a lo largo de la barra actuando en una seccién dada

y ﬂ a
I
I my
7, /4 "f”
A

v

X

Fig. 3.8 Fuerzas actuantes resultantes actuando en una seccion dada

Ny = JFy izq
Vy* = 3Fyirq
VS = 3F, izq
M = IM izq
My = My izq
M, = ZM, izq

Sergio Uriel Balbuena Pantoja

Fuerza normal actuante, paralela al eje x

Fuerza cortante actuante, paralela al eje y
Fuerza cortante actuante, paralela al eje z
Momento torsionante actuante, respecto al eje x
Momento flexionante actuante, respecto al eje y

;  Momento flexionante actuante, respecto al eje z
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I11.1.2 Fuerzas Internas o Fuerzas Equilibrantes en la barra

Las fuerzas externas que se aplican a un cuerpo en equilibrio se transmiten a los apoyos a través de
un sistema de fuerzas que se generan en los puntos interiores del cuerpo y se denominan fuerzas
internas o fuerzas equilibrantes.

Se acostumbra cuantificar las fuerzas internas de los cuerpos (medios continuos) mediante el
concepto de vector esfuerzo s, en una particula cualquiera, cuyas componentes son tres fuerzas
mutuamente perpendiculares asociadas a un area diferencial contenida en un plano definido por su
normal exterior n (subindice del vector s,) segin se muestra en las figs. 3.9-3.11.

/

Fig. 3.9 Medio continuo en equilibrio Fig. 3.10 Distribucion de esfuerzos en una
sometido a un sistema de carga seccion plana del medio continuo

—s
L]

-t
Q

Fig. 3.11 Componentes del vector esfuerzos en un elemento cubico diferencial

En el caso de las barras, los puntos interiores estan contenidos en la seccion transversal, cuya normal
exterior es el eje x local de la barra. El vector esfuerzo sy para cualquier punto de la seccion
transversal de la barra medido en el sistema de referencia local de la misma se muestra en las figuras
3.12y 3.13.

§xT = [O'x v Txy sz]T
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Fig. 3.12 Distribucidn de esfuerzos en una seccidn transversal plana

v

i : |- ¥ _— T

T ' —j' O -
- H =
| |
1 n
. z

A

Fig. 3.13 Vector esfuerzo en un punto de la seccidn transversal
Cada uno de los vectores esfuerzo s, que actta en un punto de coordenadas (y,z) tiene asociada un
area diferencial (da = dz dy).

Las fuerzas internas resultantes de todos los vectores esfuerzo asociados a cada uno de los puntos de
la seccidn transversal se obtienen de la siguiente manera:

N,® = Iax da = Fuerza normal interna, paralela al eje x. (3.1a)
A

Vye = Irxy da = Fuerza cortante interna, paralela al eje y. (3.1b)
A

V= .[TXZ da = Fuerza cortante interna, paralela al eje z. (3.1¢)

A

Las componentes del vector esfuerzo también producen momentos respecto a los ejes locales, donde
las coordenadas (y,z) de la particula actian como brazo de momento fig. 3.14, (los momentos seran
positivos cuando el giro es anti-horario, es decir, se sigue la regla de la mano derecha en el plano
que sea):

Sergio Uriel Balbuena Pantoja 56



Anadlisis y Disefio de Sistemas Estructurales Esqueletales Curvos
Capitulo I11. Modelo Matematico de la Barra

y

<l

\

Y
e —

The L+ Ok
; X
+ =
e
>
e » n
z V
Fig. 3.14 Brazos de momentos
Momentos Oy Ty T
MX Gx//ejeX =0 _,[TXVZ da J;szyda
M, ,[Ux z da Ty /i planoyz = 0| t,//planoyz = 0
A
M, _IAGX yda | /iplanoyz = 0| 1/l planoyz = 0

Por tanto tenemos que:

M= I(rXZ y—17,,2) da = Momento torsionante interno, respecto al eje x. ~ (3.1d)
A

Myezjoxzda
A

M ° :—Iaxyda
A

Momento flexionante interno, respecto al ejey. (3.1€)

Momento flexionante interno, respecto al ejez. (3.1 f)

En las ecuaciones anteriores, la integracion se hace en toda el area de la seccion transversal en

cuestion; y a las fuerzas y momentos equilibrantes resultantes se les conoce como elementos
mecanico en una seccion dada, fig. 3.15.

Sergio Uriel Balbuena Pantoja
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yA
9 My
P x [ Nx
Kﬁ M}

Fig. 3.15. Elementos mecanicos en una seccion dada

111.1.3 Equilibrio entre fuerzas actuantes y fuerzas internas

Para que una seccidn transversal dada esté en equilibrio, es necesario que las fuerzas actuantes y las
fuerzas internas resultantes satisfagan las correspondientes ecuaciones de equilibrio estatico; de
donde se concluye que las fuerzas actuantes resultantes son iguales a las fuerzas internas
equilibrantes que aparecen en la correspondiente seccidn transversal de la barra, pero con signo
contrario. De ahi el nombre de fuerzas equilibrantes.

Sergio Uriel Balbuena Pantoja

JFR=N& + NG =0
SF,=V2 + VE =0
JF,=V2 + Vf =0
My=ME + M =0
My =M + M =
M, =M + M =0

I i
T <<
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I11.2. Ecuaciones de Equilibrio en Término de los Elementos Mecéanicos

Para conocer la variacion de las fuerzas equilibrantes a lo largo de la barra, se establece el equilibrio

en un tramo de la barra en el plano que forman los ejes x y y del sistema de referencia local como se
muestra en la fig. 3.16.

Py
[

Ax

Fig. 3.16 Equilibrio en el plano XY de un elemento de longitud diferencial

Obtenemos el equilibrio de fuerzas en la direccién del eje local y:

SUF, =V (Ve +AVE )+ p,AX =0

(donde p, se tomd con signo positivo)

despejando p,

AV,

AX Py
tomando el limite cuando Ax — 0

(es decir, para cada punto de la barra)

li Avye —
A)!TO AX B py
dv,°
L = 3.2
o P (3.2)

Obtenemos el equilibrio de momentos respecto al eje local z en el punto A (momentos positivos con

el giro antihorario):

STM, , = VEAX—MZ —k p A% + (M2 +AM?)=0

(k depende de la carga distribuida, en una distribucion constante vale 0.5)

Sergio Uriel Balbuena Pantoja

AM,*
TXZ:Vye—i_k pyAX

tomando el limite cuando Ax — 0
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dm,*
dx
Derivando la ec. (3.3) respecto a la variable x y sustituyendo la ec. (3.2), tenemos la siguiente
expresion:

=V (3.3)

d*™m,°

o P (3.4)

Procediendo de manera analoga con el equilibrio de un tramo de barra en el plano que forman los
ejes x y z del sistema de referencia local, fig. 3.17, tenemos que:

szAVz dVZ — pz (35)
.a// \. dX
- : am °
il b=y (36)
M y+AMy dx
. = / dZMye_ (3.7)
; Ax a |

Fig. 3.17 Equilibrio en el plano XZ

De acuerdo con las consideraciones sobre las cargas actuantes resultantes asociadas al eje x (fuerza
axial y momento torsionante) sus respectivas derivadas respecto a la variable x son nulas, ya que son
constantes y Unicamente actuan en las secciones transversales extrema de la barra, por tanto no hay
relacion con los deméas elementos mecanicos por estar desacoplados de las demas fuerzas internas
equilibrantes. Entonces se debe cumplir que:

dN, 0 : dM, 0 (38)
dx dx
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I11. 3. Conceptos de Mecanica del Medio Continuo

Tensor Deformacién

1 1
&y Eyyx E7zx
1 1
E= E]/xy gy E]/zy
1 1
nyz Eyyz &,
Tensor Esfuerzo
S =
Ecuaciones Constitutivas
1 1% 1%
&=_-0,-——_0,——0,
E E E
14 1
8y :—EO'X +E0'y —— 0,
v 1%
&, =——0,-—_0,+_-0,
E E

@

OX

ov au
74_7
(ax oy
(aw ou
74_7
oX 01

1

2
1

2

(3.13)

|
)

1

2

1

ao-x aTYx 82-zx
+ + +p(
OX oy 0z
0 0 0
Txy N O'y . sz N p(
OX oy oz
or, 0r, 0o,
+ +p(
OX oy oz
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2

ou  ov 1(au ow
oy ox) 2\oz ox
o fov, ow
oy 2\ 0z oy
ow v ow
oy oz 0z
(3.10)
, _Txy:26‘xy
YOG G
yxzzrizzgxz
G G
_ryz_ZgyZ
7yz_G - G
f-a,)=0
f,-a,)=0  (3.17)
f,—a,)=0

(39)

(3.14)
(3.15)

(3.16)
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I11.4. Distribucion de los Esfuerzos en la Seccién Transversal

En esta parte se presenta el desarrollo de las expresiones para evaluar las componentes del vector

esfuerzo en funcion de las fuerzas internas equilibrantes, segun su distribucion en la seccion

transversal de la barra. En este inciso no se consideran los esfuerzos que provoca el momento

torsionante, ya que se desarrollara posteriormente.

I11. 4.1 Esfuerzo normal

En la teoria de barras basada en la mecanica de materiales, la hipétesis fundamental para cuantificar

el componente normal del vector esfuerzo, es la hipdtesis de Navier o de las secciones planas que
establece lo siguiente: En una barra sometida a esfuerzos normales (debidos a momentos

flexionantes y fuerza normal), las secciones transversales permanecen planas y normales al eje antes

y después de la deformacion segun se indica en las figs. 3.18, 3.19 y 3.20.

Sistema de referencia global Flg 3 18 Barra deformada

¥ A u=ufx,y.z)

4 27

/ Superficie Ncutng ol

< |Eje Neutro

/
/
u= ufx,y,z)
Fig. 3.19 Deformacion de una seccion transversal sometida a momento flexionante
¥ A u= u(x,y,z)
L1
I —_—
X €
/3—:—|>- ---------- i i o e -9
2" W —= | ] [
‘ i
j[|
u= ufx,yz)

Fig. 3.20 Deformacion de una seccidn transversal sometida a fuerza normal
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Con base en la hipotesis de Navier, la componente del vector desplazamiento paralelo al eje x de
cualquier particula de la seccion transversal u = u (X, y, z) se puede expresar como la ecuacion de
un plano, por estar contenido en una seccion transversal que nunca deja de ser plana, s6lo cambia de
direccion (gira o se desplaza) para permanecer normal al eje de la barra deformado, por tanto, a cada
seccion transversal en un punto del eje deformado le corresponde un vector normal diferente, que

cambia en funcién de la longitud que tiene asociada la variable x del sistema local; n = f(x).

Por tanto, la ecuacion de una seccion transversal plana que cambia de direccion a lo largo del eje de
la barra deformada se obtiene de la siguiente forma con la fig. 3.21:

Tenemos los vectores de posicion, de dos »
particulas contenidas en el plano YZ T
. J— |
P=(x,y,2) ; P =(x,Y, z) I'
por estar contenidos en el mismo plano yz |
tenemos que: X = X, _

[ |

\ |

n=n(x)= (nx, n,, nz) L
(X Xo’ y yov Z-— Zo nxa ny1 7 ) =0 5 /_\{// ; h_l_____________{:? :1”

n,+zn, —\yn,+zn )=0 : Cl
yny z (y" y ° Z) Fig. 3.21 Seccion transversal plana

sity(x)=n, 5(x)=n, B(x)= —(yony + zonz)
yr(x)+z6(x) + B(x) =0
Entonces tenemos que el desplazamiento en la direccion del eje x se expresa como:

u(x) = yr(x) +z6(x) + S(x) (3.18)

Donde los coeficientes A(x), {X) y &X) son independientes de las variables y y z para la seccion
transversal localizada con la variable x.

Al cuantificar el componente & del tensor deformacion ec. (3.9), segun la ec.(3.18), se obtiene la

siguiente ecuacion:
, Z0U_0B) 0709 08
oX  0OX 0X oX
5X=@=b+yc+zd (3.19)
X

Pero de la elasticidad lineal sabemos que la deformacién unitaria axial en un medio continuo, se

cuantifica con la ecuacién constitutiva (3.11).

& = é[ax -V (Uy + O'Z)] (3.11)
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despejando el esfuerzo normal tenemos
o,=E¢g +v(o, +0,) (3.20)

Sustituyendo (3.19) en (3.20) resulta:

o,=Eb+yc+zd)+v(o,+0,) (3.21)

En la teoria de barras de la mecénica de materiales se supone que los esfuerzos normales son
independientes v = 0, por tanto tenemos la expresion denominada como férmula de la escuadria:

o, =E(b+yc+zd) (3.22)

Al sustituir la ec.(3.22) en las expresiones de los elementos mecanicos que se encuentran en funcién
del esfuerzo normal, (fuerza normal interna ec. (3.1 a) y momentos flexionantes internos ecs. (3.1 e)
y (3.1 1)), resulta un sistema de tres ecuaciones (3.23) con tres incognitas: b, cy d.

N, =jax da = E(bjda + cfyda+ dIz daJ
A A A A

-M,° :J.ax y da = E(bj'ydaqtcj.yzda +d.[yzdaJ (3.23)
A A A A
M, = Jax z da= E(bjzda+cj yzda +djzzdaj
A A A A
Si las propiedades geométricas de area, de la seccidn transversal se representan como:
A :J. da = Area
A
Q, = j y da = Momento estéatico respecto al eje z
A
Q, = I zda = Momento estatico respecto al eje y
A
I, = jzz da = Momento de inercia respecto al eje y
A
I, = .[yz da = Momento de inercia respecto al eje z
A
I, = j‘yz da = Producto de inercia
A

El sistema de ecs. (3.23) queda como:

N, =E(bA+cQ, +dQ,)
-M,*=E(Q, +cl,+d1,)  (3.24)
M, =E(bQ, +cl, +dl,)
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Al resolver el sistema de ecs. (3.24) se obtiene:

b=ElA[(Iylz_I)%Z)N:_(QyIZ_QZIYZ)M;+(QZIV_QVIVZ)M26]
1 e € 2 N
C:a (QVIYZ_Qzlz)Nx+(Qsz_AlyZ)My+(AIV_QV)MZ]

(3.25)
d :ElA (Qzlyz _lez)N:—i_(Alz_QZZ)M;+(AIYZ _QVQZ)MZG]

A:A(Iylz_Iyz)—f_Qy(Qzlyz_lez)_{—Qz(leyz _Qzly)

La expresion del esfuerzo normal (féormula de la ecuadria, ec. 3.22) evaluada con los valores
obtenidos de los coeficientes b, ¢ y d ecs. (3.25), es valida para cualquier sistema de referencia local
de la barra. Su manejo esta limitado por su complejidad, por lo que normalmente se utilizan sistemas
de referencia especiales como los que se indican a continuacion:

a) Un sistema de referencia centroidal es aquel donde el origen se ubica en el centroide de la
seccion trasversal, esto implica que:

Qy=Q,=0

b) Un sistema de referencia principal es aquel respecto al cual la seccién transversal permanece
simétrica, esto implica que:

Izy:0

I11. 4.1.1 Esfuerzo normal respecto a un sistema de referencia centroidal

Evaluando la solucién de los coeficientes b, ¢ y d, respecto a un sistema de referencia centroidal
tenemos:

B () PV B (A U P )
"~ A “TTE(,-12) 4= E(1,1,-12) (320

La expresion del esfuerzo normal (formula de la escuadria) en un sistema de referencia centroidal
gueda como:

N (ML My)y (LM 1)
AT L -) T () (3:27)

yz
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I11. 4.1.2 Esfuerzo normal respecto a un sistema de referencia centroidal y principal

Evaluando la solucién de los coeficientes b, ¢ y d, respecto a un sistema de referencia centroidal y
principal tenemos:

b= Nx . N, =EAb
EA
c- M. ; M, =Elc (3.28)
El
iy _ ]
d:H y My :Elyb

y

La expresion del esfuerzo normal en un sistema de referencia centroidal y principal queda como:

o, =E(b+yc+zd) (3.22)
o, =E Ny +y—t+z-72
EA El, El,
o, = Nx+y&+ z—Y (3.29)
AT T

I11. 4.2 Esfuerzo cortante en el plano xy de referencia

Para determinar la expresion del esfuerzo cortante z, en cualquier seccion transversal de una barra,
en un tramo de longitud Ax se aisla una cufia como se muestra en la fig. 3.22.

(—*-.._____ L L

Fig. 3.22 Cufa aislada de un tramo de barra

Para cuantificar las fuerzas que mantienen en equilibrio a la cufia se hace la hipétesis siguiente: los
esfuerzos zx y oy se distribuyen uniformemente a lo largo de la dimension b, (dimension de la linea
de interseccion del plano de corte de la cufia con el plano de la seccion transversal) fig. 3.23. Las
fuerzas testadas indican que so6lo acttan en el area de la cufia y no en toda la seccion transversal.
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e Oy (bAx)
V’VA A
Tyx (bAX)
— ' e e
== ) H— == —
o | | i ; Nx+ANx
+—fF— I
il Ly T)/ _ e | = 3
N = . g v - =
Te— —— —LXy Nx e e
Vy+AVy
Fig. 3.23 Distribucion uniforme de esfuerzos Fig. 3.24 Fuerzas actuando sobre la cufia

Estableciendo para la cufia de la fig. 3.24 el equilibrio de fuerzas en la direccion x y tomando el
limite cuando Ax— 0 tenemaos:

D F =—-Ni—7x(0,A) + N5+ AN} =0
1 dN;

Txy =
b, dx

(3.30)

Al establecer la condicion de equilibrio de la cufia de la fig. 3.24 respecto a las fuerzas en y, y
tomando el limite cuando Ax — 0 tenemos:

Y F, =Vy+o,0,A)-(Vy+AVy) =0

1 dV,
o,=—
b, dx

(3.31)

De acuerdo con la definicion de fuerza normal equilibrante, la correspondiente a la seccion
transversal de la cufia (donde la integracion se realiza Gnicamente en el area de la cufia A" = J'da),

se cuantifica con la expresion:

Ny = J-O'X da (3.32)
3
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I11. 4.2.1 Esfuerzo cortante en el plano xy en un sistema de referencia centroidal

Sustituyendo la expresion para evaluar los esfuerzos normales en un sistema de referencia centroidal
ec. (3.27) en la ec. (3.32) tenemos:

A (Iylz_IyZZ) ' (Iylz_I;)

Ni:J-(Nj (1,ME+1,M0)y (IZM§+|yZM§)z]da
he
que se puede escribir como:

. N (I,Me+1,M¢ (I,Me+1, M
X d _ y z yz y z y yz z
A/R[a (Iylz_IyZZ) (Iylz_I;)

De acuerdo con la definicion de las propiedades geométricas de areas, para la seccion transversal de
la cufia tenemos:

)[zda

)Iyda+
e

A = _[ da = Area
A

Q, = I y da = Momento estatico respecto al eje z
A*

éy = jzda = Momento estatico respecto al eje y
A*

La expresion se puede escribir como:

|y|\/|§+|yZ|\/|§)QZJr(lzz\lx|;l+Iylzzl\/;f)Qy (3.33)
y'z lyz

A e

Ne="a N (,1,-12)

Al derivar la ec. (3.33), y como la seccion transversal es constante se obtiene la siguiente expresion:

dNx _ A" dN; 1

= +
dx A dx (1,1,-12

_ _ _ __\d
)_(IYQZ_IVZQY) ‘ +(|2Qy_|yzQz) : (334)

De acuerdo con las derivadas de M;°, M,® y N,° ecs. (3.3), (3.6) y (3.8) sustituidas en (3.34) se tiene:

dNs 1 B e B o
dx :(.y,z_ljz)[(lsz—IyzQy)Vy+(I2Qy—|YZQZ)vZ] (3.35)

Con base en la ec. (3.30), la ecuacion del esfuerzo cortante en una referencia centroidal resulta ser:

Y (N

=5 Tl e e v e e e
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I11. 4.2.2 Esfuerzo cortante en el plano xy en un sistema de referencia centroidal y principal

Al sustituir la definicion de un sistema de referencia centroidal y principal (Q, = Qy, =1, =0)enla
ec.(3.36), se obtiene la siguiente expresion del esfuerzo cortante en dicha referencia:

azidmzihgvﬂiﬁw (3.37)
b, dx b (1, Y

z z y

Si ademas se presenta alguna de las condiciones expresadas en la siguiente ecuacion:

Qy=0 (cufia simétrica respecto ay)
V=0 (el cortante equilibrante paralela al eje z es nulo)

La expresion del esfuerzo cortante en una referencia centroidal y principal se reduce a la siguiente
expresion:

QZ e
Txy = va (338)

A fin de determinar la expresion del esfuerzo normal, oy, dado por la ec. (3.31) es necesario
cuantificar la fuerza cortante equilibrante en la cufia, cuya expresion es:

V@::jrwda (3.39)
b
La cual es una integral que depende de la geometria de la seccién transversal de la cufia (donde el
ancho b, y los momentos estaticos de la cufia estan en funcion de las variables y y z) y del sistema de
referencia utilizado.

Si la integral (3.39) se aproxima como se indica a continuacion:

e A,
Vy =~ KVy (3.40)
Y la sustituimos en la ecuacion (3.31) tenemos:
1dv,
o,=— 3.31
b, dx (3.3
1 A dvy
o, =2 3.41
b, A dx (3.41)
Tomando en cuenta la ec. (3.2), se transforma en:
A" p,
o, =—— 3.42
VT A D (3.42)
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I11. 4.3 Esfuerzo cortante en el plano xz de referencia

Para determinar la expresion del esfuerzo cortante 14, en cualquier seccion transversal de la barra, se
procede de manera completamente similar a lo descrito en la parte anterior, en donde la cufia se
forma con un plano cuya normal es paralela al eje z los resultados se resumen a continuacion.

I11. 4.3.1 Esfuerzo cortante en el plano xz en un sistema de referencia centroidal

La expresion del esfuerzo cortante T4, en una referencia centroidal resulta ser:

ba = b (11 =12 [(Iyéz - IyzQy)Vye +(|26y - |y262)vze] (3.43)
:

I11. 4.3.2 Esfuerzo cortante en el plano xz en un sistema de referencia centroidal principal.

La expresion del esfuerzo cortante 7, en una referencia centroidal y principal resulta ser:
(5 —
f ?Zv; " ?yv; (3.44)

y z y

Si ademas la cufia es simétrica respecto al eje z de referencia Q, = 0, o bien, la fuerza cortante
equilibrante paralela al eje y de referencia es nula V,* = 0, la ecuacion del esfuerzo cortante ty; es:

Q,
= Y ye 3.45
Xz b I z ( )

y'y

T

La expresion del esfuerzo normal o, resulta ser:

o, = Fe (3.46)
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111.5. Elementos Cinematicos

Los elementos cinematicos de la barra son los que permiten determinar la configuracion deformada
que le ocasionan las cargas que soporta, los desplazamientos de los puntos de la barra son una
medida de la configuracién deformada.

Puesto que la geometria de la barra queda definida por el eje de la misma, es decir, la configuracion
deformada de la barra queda también definida por la configuracion deformada de dicho eje,
conocida con el nombre de eléstica de la barra fig. 3.25. A los desplazamientos de los puntos del eje
de la barra se les denomina deflexiones de la barra. En este inciso no se consideran los

desplazamientos asociados al momento torsionante, ya que se discutiran posteriormente.
Y

eje deformado

Fig. 3.25 Configuracion inicial y deformada de la barra

Es conveniente definir la nomenclatura que utilizaremos para las deflexiones y los giros (pendientes)
respecto a una determinada direccion de los ejes locales:

Ejes locales X y Z
Deflexiones u Vv W
Giros o Pendientes u i w

Relacion entre deflexiones y pendientes

Ay, Giro (pendiente) producido por la deflexion transversal v, aplicada en la
= dx direccion y, debido al momento flexionante que actua en la direccion z,
(el subindice b, indica que la deflexién es producida por un momento
flexionante —bending moment-) fig. 3.26.

\A/ dw, Giro (pendiente) producido por la deflexion transversal wy, aplicada en la

direccion z, debido al momento flexionante que actda en la direccion y,
de la fig. 3.27.
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cj ede form:;du

eje deformado

Fig. 3.27

111.5. 1 Deflexiones debidas al esfuerzo normal

En la fig. 3.28 se muestran las componentes de los desplazamientos de una barra asociados a la
hipétesis de Navier, es decir, los que provoca el esfuerzo normal a una seccion transversal, debido a
la fuerza normal y los momentos flexionantes.

Y
u u u

N H A H x
I R S G e B g ' T

I

A

|

- — = == - - === A - - - = |- =
Zz // GX ] GX GX

Fig. 3.28 Desplazamientos asociados a la hipotesis de Navier

El componente del tensor de deformaciones & correspondiente a tal hipotesis resulta ser:

g =(e )+ +(E)e  (347)
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(&)u = es la deformacion unitaria en la direccién x producida por un desplazamiento en la direccion
X, inducido por la fuerza normal

A
(s)vp = es la deformacién unitaria en la direccion x producida por un giro w alrededor de z,
generado por una deflexion transversal vy, en la direccién y debido al momento flexionante que actla
en la direccién z.

A
(s)wp = es la deformacion unitaria en la direccién x producida por un giro v alrededor de v,
generado por una deflexidn transversal wy en la direccion z debido al momento flexionante que actla
en la direccién y.

La cuantificacion de cada uno de los elementos de la ecuacion (3.47) se describe a continuacion:

[11.5. 1.1 Deflexion axial paralela al eje x (u)

En la fig. 3.29 se muestran los desplazamientos de los puntos de la seccién transversal cuando
Unicamente ocurren desplazamientos paralelos al eje x en un tramo 4x de la barra. El
correspondiente componte del tensor deformacion (ex), se determina directamente de su definicion y
resulta ser:

au . Au du
=—=Ilim-—=—

& =—= — (3.48)
OX  MX—0 AX
4
u ut+AU
N I ;
_— : : _x_
- Ax —

Fig. 3.29 Desplazamiento axial

I11.5. 1.2 Deflexion transversal paralela al eje y (vp)

La deflexién transversal paralela al eje y provoca giros de la seccion transversal respecto al eje z
(pendiente medida en el plano xy), cuantificados mediante la derivada de dicha deflexion respecto a
la variable x. Los giros de la seccion transversal respecto al eje z ocasionan los desplazamientos
paralelos al eje x mostrados en la fig. 3.30. El correspondiente componente del tensor de
deformaciones se cuantifica como:
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y ~
57 W+ AW
. 7 g
X 1> / ] /
' r 7 x
[ Mz st o s
h\ ; |'.“ //
~— 7 T P
L
o I sl L
u ut+Au

Fig. 3.30 Desplazamiento axial producido por la deflexion transversal (vy)

Si la longitud de un segmento de arco se calcula como s = r 6, y dado que las deformaciones en la
barra son muy pequefias, podemos asumir que el arco se aproxima a un segmento recto como el de
la fig. 3.30, asi que para el segmento u tenemos que:
~ dv,
Uy = —YW=—-y— (3.49)
Vb dX
Y la correspondiente componente de deformacion unitaria, paralela al eje x queda como:

Au,, du d dv, d?,
— Il’m Vb — Vb - | — b = — b 350
(gx Xb Ax—0  AX dx dX( y dx ) y dx? ( )

I11.5. 1.3 Deflexion transversal paralela al eje z (W)

La deflexién transversal paralela al eje z provoca giros de la seccion transversal respecto al eje y
(pendiente medida en el plano xz), cuantificados mediante la derivada de dicha deflexion respecto a
la variable x. Los giros de la seccion transversal respecto al eje y ocasionan los desplazamientos
paralelos al eje x mostrados en la fig. 3.31. El correspondiente componente del tensor de
deformaciones se cuantifica como:

— / " S /
% P+AD
\ /
A
N 7 =
'/"’- = f s
My .
./ /
% e ;j \ : 7 ’
j |
—— —_l =
u u+Au
Z

Fig. 3.31 Desplazamiento axial producido por la deflexion transversal (wy)
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A dw,
U, =2V=2—~> 3.51
s o 68

Au du d( dw, d?w,
= |jm =W = —“Wb _ ~ |77 b |—7 d 3.52
(SX)W“ M0 AX dx dx( dx] dx? (3:52)

Por tanto, tenemos que el componente del tensor de deformaciones & correspondiente a tal hipotesis
de Navier resulta ser:

d d? d?
8x = (8x)u + (gx)/b + (‘%()Wb = dl:( - y dxvzb +Z d)\(,\zlb (353)

De acuerdo con la hipétesis de los esfuerzos normales independientes, esto es que v = 0, la ecuacion
constitutiva (3.11) para un medio continuo queda como:

1 v
EX:EUX—E(Gy+GZ) (311)
o2
=% (354
= (3.54)

Esta ecuacidn es valida para cualquier sistema de referencia en que se evalle el esfuerzo normal o.

I11.5. 1.4 Sistema de referencia centroidal

En un sistema de referencia centroidal, la expresion del esfuerzo normal esta dado por la ec.(3.27).
Al sustituir las ecs. (3.53) y (3.27) en la (3.54) tenemos la siguiente expresion:

du_ d,  dtw, NE (ML M)y (MM
ix e Cax EA E(1-12)  E(,1-12) (3.55)

que puede agruparse de la siguiente manera:

%+N7: _ dzvb_(IyMZG'i'lsz;) " deb_(IzMj—i_lsz;) 7=0 (356)
dx EA| [dx  E(I,1,-12) a¢  E1,1,-13)

La ecuacion (3.56) es valida para cualquier punto de coordenadas (y,z) de la seccion transversal.
Para que se cumpla se deben anular tanto el término independiente como los coeficientes de las
variables (y,z), o que conduce a las siguientes ecuaciones:
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Se acostumbra a escribirlas como:

E[.

du _ N7
dx EA

dzvb _ (Iny-'_ IyZM;)y

Yae = E(1,-12)

(3.57)

d’w, (IZM§+IyZMf)z

o T E(,-12)

du

EA— = N?

dx

2 2
E(lzd"bﬂ d-w,

dx* 7 dx?

2 2
dv, dw,

+1

“odx? Y dx?

I11.5. 1.5 Sistema de referencia centroidal y principal

Aplicando a las ecs. (3.58) las condiciones que caracterizan a un sistema de referencia centroidal y
principal, se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales para cuantificar las deflexiones debidas
a fuerza normal y flexion en dicho sistema de referencia.

Sergio Uriel Balbuena Pantoja

eadY _ ne

dx
2

ElZO;V; - M
X
2
Wb

El, dx2 =M§

Las ecs. (3.58) son las ecuaciones diferenciales que permiten cuantificar las deflexiones debidas a
fuerza normal y momento flexionante (provocadas por el esfuerzo normal) de una barra, en un
sistema de referencia centroidal, correspondiente a una configuracion de equilibrio.

(3.59)

(3.58)
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111.5. 2 Deflexiones debidas al esfuerzo cortante

Debido a que en las expresiones para cuantificar los esfuerzos cortantes zy y 7, Unicamente
aparecen las fuerzas cortantes, las deflexiones asociados a estos esfuerzos, no provocan giros en la
seccion transversal de la barra.

En la cuantificacion de las deflexiones debidas al esfuerzo cortante se utilizan las expresiones
asociadas a un sistema de referencia centroidal y principal dadas por la ec. (3.38) para el esfuerzo
Ty Y por la ec. (3.45) para el esfuerzo cortante ;.

I11.5. 2 .1 Esfuerzo cortante en el plano xy de referencia

La ecuacion constitutiva para el esfuerzo cortante 7y ec. (3.14) y la correspondiente al tensor
deformacion ec. (3.9) se pueden escribir como:

7/xy :67U+Q:Tl (360)
oy ox G
Al sustituir la ec. (3.38) en la (3.60) tenemos:
Q. .
Txy = bTVy (338)
a—u+@ = Q. vy (3.62)
oy ox Ghb,l,

En la deflexion paralela al eje y del sistema de referencia, las debidas a la flexion (vp), provocan en
la seccion transversal desplazamientos (u) paralelos al eje x del sistema de referencia ec. (3.49). De
acuerdo con la fig. (3.30) tales desplazamientos resultan ser:

o dv,
Uy =—YyW=-y — 3.49
Vb y y dx (3.49)
Al cuantificar la derivada parcial de u dado por la ec. (3.49) respecto a y, resulta:
ouy, o%v, dv,
=-y - (3.62)
oy oxoy  dx

Al analizar la ecuacion (3.62) se puede observar que el primer término del miembro de la derecha
representa un alabeo de la seccion transversal debida a la deformacion por cortante. Para ser
congruentes con la hipdtesis de las secciones planas se supondra despreciable el alabeo y no se
considerard; ademas se toma en cuenta que la deflexion por flexion es funcion Unicamente de la
variable x, es decir vy, = v (X), entonces tenemos:

Oy, __ vy (3.63)
oy dx
Sustituyendo (3.63) en (3.61) tenemos:
ov o dv, T, Q, ..
— ===V (3.64)

ox dx G Gbl

Z°7
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Puesto que Q; = Q; (y,2) y b; = b; (y,2), el desplazamiento dado por la ec. (3.64) estal quev =v
(x,y,2), lo que representa un alabeo de la seccion transversal. Para ser congruentes con la hipétesis
de las secciones planas se obliga a que el desplazamiento v, sea una funciéon Unicamente de la
variable x, lo cual se logra al suponer una distribucion uniforme del esfuerzo cortante, de la siguiente
manera:

e

Vv
7, = f (3.65)

Xy Ay

Esto implica, introducir un factor correctivo denominado factor de forma o factor de cortante f, que
nos proporciona una distribucion uniforme del esfuerzo cortante equivalente a la distribucion real
del esfuerzo cortante (distribucion parabdlica en las almas y lineal en los patines) dada por la
ec.(3.38). El coeficiente f, se determina con la condicion de que el esfuerzo cortante real ec. (3.38) y
el uniforme ¢ corregido ec. (3.65) realicen el mismo trabajo, lo cual se demuestra a continuacion:

Para un medio continuo sometido a un esfuerzo cortante puro (z) que sufre una distorsion angular ()
y tiene un comportamiento elastico-lineal (z = Gy), la gréfica esfuerzo-deformacion serd una linea
recta y el trabajo por unidad de volumen (energia interna de deformacion elastica) que realiza, sera
el area bajo la recta o triangulo que forma'y se calcula de la siguiente manera:

dw =L dv ; W = J'l dv sustituyendo: y= L
2 v 2 G
2
W = jf— dv
v 2G
donde: v es el volumen del cuerpo y sabemos que: v=Al ; (Area)( longitud).

Ademas, se establecio que el factor de cortante fy resulta de que ambas distribuciones realizan el
mismo trabajo, entonces se plantea la siguiente igualdad:

2 7ve 2
w=1 (nyj dv=2 | 9V | qv-w
261 A 26| b1,

Dado que la distribucion real del esfuerzo cortante ec. (3.38) varia Unicamente en el area de una
seccion transversal dada; y por otro lado se definié que la distribucion uniforme del esfuerzo
cortante ec. (3.65), es constante en toda el area de una seccion transversal dada, tenemos:

2 2 — 2
vV V7
= — f, v= 1% | Q: | 4a
2G| A 2G| 1, | b,
1(Vvy

2 1 Ve2 . 2
f A= |j% da
2G| A 2G( 1, ) {{b

z
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Cancelando los términos semejantes en la ecuacion anterior, tenemos:

f? Q,)
L:%I& da
A 1220

Por tanto, el valor del factor de cortante que resulta esta dado por la siguiente expresion:

_A (sz da (3.66)

L

Ahora bien, remplazando la distribucion del esfuerzo cortante uniforme ec. (3.65) por la distribucion
real ec. (3.38) en la ecuacion (3.64), tenemos:

@ _% _ By &Vye (3.64)
ox dx G Gh,l,

Ve
v _dv, _d (v-\/b)JGXV:GLfy (3.67)

ox dx &

Como v es la deflexion total y v, la debida a la flexion, entonces la deflexion provocada por el
esfuerzo cortante, representada por vs, resulta ser.
V,=V-V, (3.68)

Al sustituir la ec. (3.68) en (3.67) se obtiene:

dv, vy
—S =7 f 3.69
dx GA "’ (3.69)

La expresion (3.69) constituye ya una ecuacion diferencial que cuantifica las deflexiones por
cortante en un sistema de referencia centroidal principal, pero como no tiene la forma de las
ecuaciones diferenciales (3.59) que cuantifican las deflexiones por flexién en dicho sistema de
referencia, se realiza el siguiente ajuste a la ec. (3.69).

En el analisis de las estructuras esqueletales se acostumbra utilizar el parametro de cortante, ¢,
definido convencionalmente, mediante la siguiente expresion:

12El, 24(1+v)
= > Ty = 2
AGI Al

4, Lt (370)

donde: E es el médulo elastico (Young), G es el modulo de rigidez al cortante, v es la relacion de
Poisson, I, es el momento de inercia respecto al eje z, | es la longitud de la barra y f, es el factor de
cortante.
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De acuerdo con la ec. (3.70) y siendo congruentes con los términos afiadidos, la ec.(3.69) se puede
escribir como:
dv,

El,
dx

1
= A (3.72)

Esta es la ecuacion diferencial que cuantifica las deflexiones por cortante en un sistema de
referencia centroidal principal, con una forma anéloga a las ecuaciones diferenciales (3.59) que
cuantifican las deflexiones por flexion.

I11.5. 2 .2 Esfuerzo cortante en el plano xz de referencia

Al seguir un procedimiento enteramente similar al del inciso anterior, para el esfuerzo cortante 7z,
se obtienen las siguientes expresiones:

dw,
©dx
W, = W—W,

— \2
A (Q,
z A
_12E1, - 240+v)l, f
AGI? * Az F

1
El = @IV}
LY.

z

9,
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I11.6 Esfuerzos y Deflexiones por Momento Torsionante
[11.6.1 Torsion no restringida en barras prismaticas

La torsidn no restringida en barras prismaticas establece que el estado de esfuerzos provocado por el
momento torsionante es el mostrado en las expresiones siguientes:

o,=0,=0,=71,=0 (a) (3.73)
Ty # 7, #0 (b)

Esto quiere decir, que Unicamente se presentan esfuerzos cortantes en plano yz que define a la
seccion transversal.

Al sustituir las ecs. (3.73) en las ecuaciones de movimiento de Cauchy ecs.(3.17 ) para el caso de
equilibrio estatico (vector aceleracion nulo) y fuerzas de cuerpo nulas, el equilibrio del momento
torsionante se expresa como indica a continuacion:

0 0
60X+ Tyx+afzx+p(fx_ax):0 : Tx)’_i_arixzzo (a)
OX oy oz oy oz
or,, 0o, 01, 01,

f,—a, )=0 3.17 ; —2=0 b 3.74
el -a)-0 (1) - b @)
or, 0t, 0o or

Xz z f — =0 : Xz =0
ooy o (e o (c)

De las ecs. (3.74 a) y (3.74 b) se concluye que el estado de esfuerzos es el mismo para cualquier
seccidn transversal de la barra.

Al sustituir las ec. (3.73 a) en las ecuaciones constitutivas de un medio continuo, dadas por las ecs.
(3.11, 3.12, 3.13, 3.14, 3.15 y 3.16) y tomando en cuenta los términos del tensor deformacion ec.
(3.9), tenemos:

= %M a
“TE ox @
g, =2 =0=% (b) (3.75)
E oy
6 =T -0=- ©
E 0z
g MY )
G oy ox
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Observando las ecs. (3.75 a), (3.75 b) y (3.75 ¢) se puede aseverar lo siguiente:

u=u(yz) (a)
v=v(x,z) (b) (3.76)
w=w(xy) (c)

La ec. (3.75 d) establece que no existe deformacion angular en el plano de la seccién transversal, lo
que ocasiona que los desplazamientos en dicho plano correspondan a un movimiento angular de
cuerpo rigido respecto al eje x de referencia.

A N
Si el giro de la seccion transversal se representa por, u=u(x), en el contexto de los

desplazamientos pequefios, los desplazamientos v y w de cualquier punto A de coordenadas (y,z) de
la seccion transversal se puede expresar de la siguiente manera segun las figs. (3.32 a) y (3.32b).

Fig. (3.32 a) Torsion en seccidn transversal Fig. (3.32 b) Giro del punto A

A

v=—uz (a)

X (3.77)
w=uy (b
Al sustituir la ec. (3.14) en la ec. (3.74 b) se obtiene:
or
_ ¥ =0 3.74b
T (314) ~ (3.74b)
0
G -0 (378)
OX
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De acuerdo con la ec. (3.75 d), la ec. (3.78) puede escribirse como:

Ty OU oV
=y ML N 375
Ty TG Y ( )
cI[M. N g (375d)en (3.78)
ox\ oy oOx
2 2
Ou OV _g (3.79)
oxoy  ox

Tomando en cuenta las ecs. (3.76 a) y (3.77 a), la ec. (3.79) se puede escribir como:

2 2 )
o°u(y,z) +8 —-u(x)z 0
Oxoy Ox?

El primer término de la ecuacion se anula al derivar respecto a x, pues u(y,z) no depende de dicha
variable; mientras que el segundo término puede ser derivado sin problema, ya que el giro de la
seccidn transversal depende de la variable x; teniendo:

2 A
. d u(zx) 0
dx
d2u
=0 3.80
dx? (3.80)

Al integrar la ecuacion diferencial (3.80) con la siguiente condicién de frontera.

Ul, =0 (3.81)

Se obtiene la siguiente solucion:

=6 constante (a)

a6
X (3.82)
!

- ox )

Al sustituir (3.82 b) en las ecs. (3.77) se obtienen las siguientes expresiones de los desplazamientos
de los puntos de la seccién transversal.

V= —Aaz =-0X12 (a) (3.83)
W=uy=6xy (b)
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Los correspondientes esfuerzos de dicha seccion transversal estan dados al evaluar las ecs. (3.83) en
las ecuaciones constitutivas (3.14) y (3.15) con sus respectivos términos del tensor deformacion

(3.9) resultan ser:
r, =Gy, = G(a“ a"j G(au—é’zj (a)

v X % (3.84)
r, =Gy, G(a“ awj G(au sz (b)
oz OX oz

I11.6.2 Resumen de las ecuaciones de la torsién no restringida

El modelo matematico correspondiente al equilibrio del problema de torsion no restringida en
barras prismaticas queda definido por las ecuaciones (3.1 d), (3.74 a), (3.84a) y (3.84 b).

M.*=[(z,, y-7,,2) da (a)
A
Ty + aaz-xz =0 (b)
Yy yA
au (3.85)
Ty = G(@y—@zj (c)

_G(g“ ezj (d)

Z

El modelo matematico definido por las ecs. (3.85) corresponde a cuatro ecuaciones con cuatro
incognitas: u, 6, 5y, 7. Otra forma de escribir el modelo matemético dado por las ecs. (3.85) se
obtiene al sustituir las ecs. (3.85 ¢) y (3.85 d) en las ecs. (3.85 b) y (3.85a) y agrupando términos
resulta: , )

a—g + a—g =Vu=0 (a)

oy- oz

:G@{ +7° da+Gj[yau— ayjda (b)

En las ecs. (3.86) la incognita resulta ser unicamente el alabeo u, que se obtiene al integrar la
ecuacion de Laplace (3.86 a) sujeta a la condicion de frontera dada por la ec.(3.86 b). Como el
alabeo u es incongruente con la hipotesis de Navier de las secciones planas, en la ec. (3.86 b) el
segundo término se anula por estar en funcién de u, teniendo asi:

MS = Gé’j(y2 +22)da
A

(3.86)

M =GoJ

=GJ E (3.87)
dx

Esta es la ecuacion diferencial que cuantifica el giro de la seccion transversal en un sistema de
referencia centroidal principal, debido al momento torsionante equilibrante.
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111.6.3 Constante torsional de secciones transversales

Con base en la ec. (3.87) en donde J, denominada constante torsional, es una propiedad geométrica
de la seccidn transversal. A continuacién se dan algunas expresiones para cuantificar el valor de J

para las siguientes secciones.

111.6.3.1 Seccidn transversal llena

Se utiliza la siguiente aproximacion propuesta por Saint-Venant, donde A es el &rea de la seccion

transversal, fig. 3.33.

I11.6. 3.2 Seccion abierta de pared delgada

p

Fig. 3.33

=1, +1,

(3..88)

Para secciones de una celda como la mostrada en la fig. (3.34 a) y (3.34 b). Se aproxima mediante

las ecuaciones siguientes:

3=t
3
J=12qﬁ
33
- b -

Fig. 3.34 a

Sergio Uriel Balbuena Pantoja

fig. (3.34 a)

fig.(3.34b)

(3.89)

N

t
Fig3.34b

85



Anadlisis y Disefio de Sistemas Estructurales Esqueletales Curvos
Capitulo I11. Modelo Matematico de la Barra

I11.6 3.3 Seccion cerradas de pared delgada

Para secciones de una celda como la mostrada en la fig. (3.35 a).

40?
J=""
ds
§3T (3.90)
Q= §>r ds

Donde (2 es el area sectorial total limitada por la linea que define el espesor medio de la seccion
transversal y r, se definen en las figs. (3.35 by 3.35 ¢).

Fig3.35b Fig.3.35¢
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111.7 Modelo Matematico

Las barras tridimensionales, es el modelo de barra mas general en el contexto de la mecanica de
materiales, ya que presenta todas las fuerzas y momentos equilibrantes posibles (una fuerza axial,
dos fuerzas cortantes, dos momentos flexionantes y un momento torsionante) y por tanto un
componente cinematica correspondiente a cada elemento mecénico. Se tendrdn modelos de barras
mas sencillas en funcién de los elementos mecénicos que se presentan. Sus ecuaciones de equilibrio
estan representadas mediante el conjunto de ecuaciones resumidas a continuacion.

[11.7.1 Ecuaciones de equilibrio

du
EA— = N; Parametros de las ecuaciones
X V=V, +V,
d?v, ‘ _
El =M W =W, + W
©dx? ’

; . ’ _ 1261, 2401+ v)l, ‘
Bl = 2 4IVE vo<x<I| (3.91) ‘oAl Y A
dx 12 12E| 24(1+v )l

dw 1 ¢z = ; fz = : fz
El,— = — g%V} AGI? Al?

dx 12 A (O 2

d’w . fo=— (z) da
= dxzbzwIy - Ak 2

A A Qy
c19Y_wme f=iel b} &

dx y ALY

I11.7.2 Condiciones de frontera

De manera simbolica las condiciones de frontera para integrar las ecs. (3.91) son de la forma
mostrada a continuacion. Desde luego que pueden existir otros tipos de condiciones de frontera.

Fronteraenx =0 Fronteraenx =1.

u, =u/,_,=valor conocido u; =ul,,=valor conocido

V, =V/|,_,= valor conocido v; =Vv|,.,=valor conocido
w, = w|,_,=valor conocido w; = w|,_,=valor conocido
A A N A
Ui =u|,_,=valor conocido (3.92) u; =ul,_,=valorconocido  (3:93)
A . Adw, .
Vi = aw, = valor conocido vj=—=2 =valorconocido
dx |,_, dx |,
O\ : Ay, .
wi =—2|  =valor conocido w;j =—=2  =valor conocido
dx |, dx |,
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I11.8. Vectores de Fuerzas de Fijacion

Aplicando el modelo matematico a una barra en la que actta un sistema tridimensional de carga, con
cualquier tipo de restricciones en los extremos (condiciones de frontera) podemos conocer su
movimiento, es decir, las deflexiones y pendientes para cualquier punto del eje como funciones de la
longitud, y con esto determinar las fuerzas y momentos en los extremos, llamadas fuerzas de fijacion
que dependen de las cargas que actdan en la barra y de las restricciones en los apoyos. Estas fuerzas
y momentos agrupados, forman los vectores de fijacion o empotramiento.

En la barra tridimensional, cuando acttan los seis elementos mecanicos posibles, habra tres fuerzas
y tres momentos de fijacion en cada extremo, por tanto el vector de fijacion sera de doce elementos,
seis corresponden al extremo iy los otros seis al extremo j.

En la barra plana (xy), en la cual sélo acttan tres elementos mecénicos (fuerza axial, un cortante y
un momento flexionante), habré dos fuerzas y un momento en cada extremo; por lo tanto el vector
de fijacion de una barra plana tendré seis elementos, tres por extremo.

A continuacion se muestra la aplicacion paso a paso, del modelo matemético a una barra plana
hiperestatica doblemente empotrada con carga uniforme y la obtencién de su vector de fijacion.

8.1. Modelo Matematico

Al _Ne L (391a) w
dX oo
d 2Vb Nodo 1 : ? : Nodo i
El, =M? .. (3.91b) : ]
dx
dv 1 E
=" I?V® . .(391c
cax TV (8910)
8.2. Fuerzas actuantes (para cualquier seccién a una distancia x).
N;=F,=0 ‘
M;’:Mzi—Fyix—wxE in:»;} _ _ L] | ) o Fyj
a I.\‘u /j
V) =F, +wx Mz L
8.3. Fuerzas Equilibrantes
a w
Fyi:::w.::::_:::::::V; e ’ yM?
A - Mz Na h c
Fxi _’ ;ji | | x| . Nx
a Nx Z'a
Mzi X VY
corte X
corte
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Ny =-Ni =-F;=0 @

Mf:—Mf:—Mzix+Fyix+wx§ (2)
2

Vy=-V' =-F, -wx 3)

8.4. Modelo matematico por resolver

Sustituimos las fuerzas equilibrantes en el modelo matematico

eadY g (4)
dx
d2v X 2
El b— M. . +F . X+wW— 5
zdxg zi yi 2 ()
dv 1
El, —>="¢ I?|-F, —wx 6
T I L T . (©)

8.4.1. Condiciones de Frontera

Nodo i Nodo j
u,=0 ; (7 u, =0 ; @10
dv, av,
dx =0 dx x=I ( )
foO =0 ! (9) Vx:l =0 ) (12)
8.4.2. Solucion

Integramos la ecuacion (4) respecto a x.
EAu=0
donde u=0 (23) ; v 0<x<lI
Integrando la ecuacion (5) respecto a x.
dv x? x®
EIZT;:—MNX‘FFW?‘FWF‘FC:L (14)
Para conocer el valor de C; sustituimos la condicién de frontera (8) en la ecuacion (14)

(0)°
6

(0)? .
EIZ(O):—Mzi(O)+Fyi 5 +W +C, : C,=0
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Sustituyendo el valor de C; en la ecuacion (14) tenemos una funcién que describe el giro que sufre
cualquier punto del eje de la barra localizado en el rango de 0 <x <1.

dV 2 3
El, — > =—M, Xx+F, >~ +w> (15)
dx 2 6
Por otro lado sabemos que:
vV = vV, +
dv dv, dv
El, —=El, —2+E|, —= 16
z dX z X + Z dX ( )

Sustituimos (15) y (6) en la ecuacién (16)

dv x? x® 1 1
El, —=|-M,x+F,, " +wW"-|+| - ¢ I?°F ., — = ¢ 1*wx 17
z dx ( zi yi 2 6} ( 12 ¢y yi 12 ¢y j ( )

Integrando la ecuacion (17) respecto a x.

NG x3 x* 1

1
Elv=-M_ ~ +F .~ 4w "¢ I’F, x—— ¢ 1*wx? +C 18
z zi 2 yi 6 24 12¢y yi 24¢y 2 ( )

Para conocer el valor de C, sustituimos la condicién de frontera (9) en la ecuacion (17)

IRV ) L () N (¢) L NN TR
El,(0)=-M,, > +Fyi 5 +W 24 12¢y| Fyi(O) 24¢y| w(0)° +C,

C,=0

Sustituyendo el valor de C; en la ecuacion (18) tenemos una funcién que describe el desplazamiento
vertical que sufre cualquier punto del eje de la barra localizado en el rango de 0 <x <.

NG x3 x* 1

1
Elv=-M  ~ +F .~ 4w ¢ I*F, x—— ¢ 1*wx? 19
z zi 2 yi 6 24 12¢y yi 24¢y ( )

Para conocer las fuerzas M;; y Fyi (reacciones en el nodo i), evaluamos (15) y (19) en x = | con las
condiciones de frontera (11) y (12) respectivamente.

2 3
EIZ(O):—MziI+Fin—+WL (20)
2 6
El, (0) = -M E+F E+Wi—i¢ I°F —i¢|4w (21)
: o Vg 24 127V VP ooa 7Y
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Despejamos M;; de la ecuacion (20).

M, =F,—+w— 22
zi y|2 6 ( )

Sustituyendo (22) en (21) y despejamos Fy; .

el =-F Cwlir Pl e Ly
: g 12 Ve 24 1277 Y 24"V

4
—14—1—& Fyil®+ —}+l—¢—y Wi o
4 6 12 1 2 2)12

HE 1
(-3+2-4,) . +(—§+;_¢2ij‘1"2:0

Sustituyendo (23) en (22) tenemos:

I\/Izi:_i (24)

Para conocer las fuerzas M,; y Fy;j (reacciones en el nodo j), usamos las ecuaciones de equilibrio
estatico:

2. F=F;+0=0 F=0 (25)
wl wl

ZFy:—7+WI+ij:O |:yj=—7 (26)
2 2 2

Sm, = W v, <o v, =" e
12 2 2 12
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8.5. Vector de fuerzas de fijacion o empotramiento

| in 0
_wl 2 2
Fy 2 wi W wl
wl? 12L| AAAAAAAMADAADAARDDRA #212“
SLANE E T
= =| 12| @) :l
ij WI Mo v b ! / I
j 2 - wl
ij WI22 v;l L 2
Myl | 2

Para los diferentes sistemas de carga y restricciones en los extremos deberd aplicarse el modelo
matematico con sus debidas particularidades, con el fin de obtener el vector de fuerzas y momentos
de fijacion. A continuacion se muestran algunos vectores de fijacion para barras planas con sistemas

de carga y restricciones diferentes.

e Para una barra doblemente articulada, con una distribucion uniforme de carga tenemos:

w
S
Fxi ‘:ﬂ L L I I .- - Fxj

AT
L

_FXi_ _OI_

w

Fyi Y
fO M. 0 3.96
L FXJ - OI ( )

w

Fy 9

M, Lo
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e Para una barra doblemente empotrada, con una carga concentrada tenemos:

.
Fyi I ij sz
FXi—tL -1 \.] -~ Fxj
\\\b ; /
Mzi 1 a T b
L
_F — B 0 T
xi (-’ +2a)P ¢ (-a)P
Fyi L+4,)1° L+4,)l
Fo_ M,| | -al-aP ¢ al-a)P
SR T et 20 oo
c 0
My‘ -P-F,
LAl | P(-a)+F,l-M, |

Para una barra doblemente empotrada, con una carga concentrada al centro de la longitud,

dondea=b=1/2, | =2a, tenemos:
P
Fyi | B My
FXi [ . II | \I.",_L-, Fx_]
\\‘-;\. /}f
M?.i a= I b
L
_ - [ o 1
F P
F 2
MyI —ﬂ
fo=| _"|=| 8 3.98
=g o | @9
P
FyJ 2
(My] | P
L 8 |
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e Para una barra articulada en un extremo y empotrada en el otro, y con una distribucion de
carga uniforme, tenemos:

Fyvi ooabsa 8888888082008 s o000 Fyj g
o ULLLAITONITE S,
- | B /}
L
[ Fy | (3+¢y)o(—wlj—
Fyi (4+¢y3) 2
f°= Ma | _ 0 (3.99)
- ij (5+¢y)(_w|j
F (4+4,)
M

2
_ 6 (wl’?
-0 (gl 12
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V. MATRIZ DE RIGIDECES DE LA BARRA
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IV. Matriz de Rigideces de la Barra®

En este capitulo se encontrara la matriz de rigideces de una barra con extremos continuos (similar a
una barra doblemente empotrada) aplicando el modelo matematico de la barra, para después
determinar como casos particulares de ésta, las matrices de rigideces de una barra plana con
discontinuidades en los nodos; primero con una articulacion (respecto al eje local z) en el nodo i,
luego en el nodo j y por ultimo en ambos nodos.

La rigidez knn de un elemento se define como la fuerza aplicada en la direccién (grado de libertad)
n, para producir un desplazamiento unitario en la direccion del grado de libertad m. En una barra
plana (X,y) se tienen tres grados de libertad en cada extremo (dos desplazamientos lineales y un giro,
respecto a los ejes locales) como se muestra en la fig. 4.1.

AY

Vi Vi

Extremo i Extremo j

Fig. 4.1 Grados de libertad en los extremos

En la fig. 4.2 se muestran las fuerzas en los extremos de la barra que produce un solo
desplazamiento en un determinado grado de libertad de los extremos.

Ay
F Fyi
r/ Fui ,f/ Fij &
e - L e e |\ | = =
\
N M \& M:;
Extremo i Extremo j

Fig. 4.2 Fuerzas en los extremos debido a un desplazamiento

Las seis fuerzas debidas a un s6lo desplazamiento forman un vector de fuerzas, y como para la barra
plana se pueden presentar seis desplazamientos (tres en cada nodo), tendremos seis vectores de
fuerzas con seis elementos cada uno, los cuales se determinaran aplicando el modelo matematico de
la barra.

La suma de todos los vectores de fuerza debidos a los desplazamientos ec. (4.1), se puede expresar
de manera matricial como la multiplicacién de una matriz por un vector, como veremos Mas
adelante, dicha matriz sera la de rigideces de 6x6 y el vector sera el de todos los desplazamientos en
los extremos de la barra.

iu=iU|+iVI+iW|+iu1+fv1+in=ku (4.1)

! Todo el capitulo esta basado en los apuntes de la clase de Analisis Estructural del M.I. Carlos A. Montoya Beltran
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El caso mas general es la barra tridimensional que tiene seis grados de libertad en cada extremo (tres
desplazamientos lineales y tres giros, respecto a los ejes locales), y operando de manera analoga a la
barra plana, tendremos doce vectores de fijacion con doce elementos cada uno y por tanto la matriz
de rigideces sera de 12 x 12.

IV.1 Vectores de Fuerzas Debido a Desplazamientos (Rigideces)

IV.1.1 Fuerzas en los extremos, debido a un desplazamiento u; paralelo al eje local x en el nodo i,
con los demés grados de libertad restringidos fig.4.3.

1.1. Modelo Matematico de barra plana

Ay
eadY _ e
dX X F_:'l’l Fl'.’
2 . wi
dv, e Fxi F :
= axz
v 1 M M
EI ’ dXS - 12 y I Zvye Extremo i —I_ HI_L Extremo j

Fig. 4.3

1.2. Fuerzas actuantes en cualquier seccion localizado a una distancia x.

Y
N; = Fxli“ F;ii v,
M? =M, -F;x i .
a ui - =
Vy = Fyl ui a
Mzi ‘ X Mz
Extremo i ‘ ‘
El desplazamiento u; no genera momento flexionante ni cortante.
1.3. Fuerzas Equilibrantes 1.4. Modelo matemaético por resolver
sustituyendo las fuerzas equilibrantes
du i
, EA— =—F! (4)
Ny =-N; =-F/ @ dx
M:=-M?=0 (2) El OI2Vb—0 5
z z z dXZ - ( )
Ve =-V8& =0 3
y y ®) El, ‘3"5 -0 (6)
X
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1.4.1. Condiciones de Frontera

Nodo i (x=0) Nodoj (x=I)
ux:O = ui , (7) u><:I = O ; (10)
dv, dv,
—= =0 ; (8 — =0 ; (11
dx |, ®) dx |, D
V., =0 . 9) Ve, =0 ;12
1.4.2. Solucion

Integramos la ecuacion (4) respecto a x.
EAu=-F)x+c, (13)

Para conocer el valor de C; sustituimos la condicién de frontera (7) en la ecuacion (13)
EAu, =—F!(0)+c
c, = EAu; 14)
Sustituyendo el valor de C; en la ecuacion (13) tenemos:
EAu=-F/x+ EAu, (15)

ui

Para conocer Fy; -~ sustituimos la condicion de frontera (10) en la ecuacién (15):

EA(0) = —F !l + EAu,

Fi =S )
Sustituyendo (16) en (15) tenemos:
Au= S EAu
_ =3u ‘Ix)ui - (1—)'(}ui v 0<x<l (@7)

Campo de desplazami entos para cualquier punto de la barra del eje longitudin al

ui

Para encontrar F,;~ usamos la ecuacion de equilibrio estatico en la direccion x.

D F =Fi+F=0

R = -y = -0
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Podemos escribir el vector de fuerzas debido a u;, como:

u; (4.2)

IV.1.2 Fuerzas debidas a un desplazamiento v; en el nodo i paralelo al eje local y, fig.4.4.

2.1. Modelo Matematico

A
EAZU =Ny Fy
X
d 2V xi ~ l’f/ F:; X
E|zd2b=Mxe R+ = =
X N A N oo
dVS 1 Nye S M:i Fi &M
z 1% Vy Extremo i ig. 4.4 Extremo j
dx 12
2.2. Fuerzas actuantes en cualquier seccion localizado a una distancia x.
_ by
a Vi
NX = in = 0 V;l
M2=MY—Flx a
. N x X
a_p-wvioo o A = .
Vy - I:yi
M M.
| X
Extremo i
2.3. Fuerzas Equilibrantes 2.4. Modelo matematico por resolver
sustituyendo las fuerzas equilibrantes
. du
Né=-N®=—F' =0 @ EA L =0 (4)
M:=-M?=-Mix+F}ix (2) 2 o
| v SR N VI E )
Vy=-V3=—F} 3) dx
dv 1 2( ) 5
s="p I°(-F
z dX 12 ¢y yi ( )
99
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2.4.1. Condiciones de Frontera

Nodoi (x=0) Nodo j (x=1)
ho? 0 u,=0 ()
Vb
— =0 ; (® dv, .
X=0 . dx .
Vico =Vi ;9 v, =0 . (12)
2.4.2. Solucion
Integramos la ecuacion (4) respecto a x.
EAu=0 23)
u=0 ; vV 0<x<I ; desplazamientos en direccion x

Integrando la ecuacion (5) respecto a x.

2

Wo _ iy |:yvi‘X2+c1 (14)

El,
dx

Para conocer el valor de C; sustituimos la condicion de frontera (8) en la ecuacion (14)

yi

2
E|Z(0)=—M;i(0)+|:v.i(02? +C, ; C,=0

Sustituyendo el valor de C; en la ecuacion (14) tenemos

dv, 2

El, :—szi‘x+FyVi‘X— VvV 0<x<| (15)
dx 2

Es la ecuacion para conocer el giro (pendiente) para cualquier punto de labarra

Por otro lado sabemos que:

Vo=V, o+ Vv,
e g Mgy I (16)
dx dx dx

Sustituimos (15) y (6) en la ecuacién (16)

2

dv ; P X 1 .
El, —=|-MUYx+Fy " |+| - ¢ I1°F" 17
ZdX ( d| yi 2] [ 12¢y y|j ( )

Sergio Uriel Balbuena Pantoja
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Integrando la ecuacion (17) respecto a x.

Vi X2 vi X3 1 Vi
ElLv=-M - +Fj ——E¢y|2Fin+C2 (18)

6
Para conocer el valor de C, sustituimos la condicion de frontera (9) en la ecuacion (18)

El (v)=-M" (02)2+F;; (06)3 1¢ IF (0)+C,

C, =ElLy,

Sustituyendo el valor de C; en la ecuaciéon (18) tenemos

2 3
E|2v=—|\/|;i‘x2 FV'F——¢ I’Fix+El,y, ; V O0<x<l (19)

Es laecuacién para conocer el desplazamiento vertical para cualquier punto delabarra

Para conocer las fuerzas M, " y Fyi“ , evaluamos (15) y (19) en x = | con las condiciones de

frontera (11) y (12) respectivamente.
2
EIZ(O):—MZViiI+FyVi‘I2 (20)
17 I3
EIZ(O):—M;'?+FV'€——¢ 13 F +EIZvi (21)

Despejamos M, de la ecuacion (20).

vi Vi I
M i = I:yi E (22)

Sustituyendo (22) en (21) y despejamos Fy; v,

1® |® i
El,(0)=—— FV' FV'+— I*FY + El v,
()= Fl g, 1°Fi +ELy,
1+E—¢ FiI°+Ely, =0
4 6 12
\{|3
-1+ 2 +Elv =0
(Lg,) 2, +ELY
i 12Ely,
W=t (28)
L+l
Sustituyendo (23) en (22) tenemos:
MY = 6EIZVi2 (24)
1L+¢))
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Para conocer las fuerzas F,;" , Fy;"' y My ", usamos las ecuaciones de equilibrio estatico:

YR =F'+F=0+F'=0 Fy =0 (25)
- . 12El v, - : 12El v,
Z F, = Fy\? + Fy\J{I = YER Fy\J{I =0 Fy\J{I - ENE (26)
1+g)l L+¢,)l
- - i 6EIl v, 12El v, - - 6EIl v,
DM, =M -Fll+M} = 2l L+ My =0 My = —211 (27)
L+ )1° (1+¢)] 1+l
Podemos escribir el vector de fuerzas debido a un desplazamiento v;, como:
S
12El,
@+,
6EI,
Col@ 12
iVI — ( +gy) Vi (4.3)
~12El,
@+p)I°
6EI,
| @+¢)l 2 |
IV.1.3 Fuerzas debidas a un giro v@i en el nodo i en torno al eje local z, fig.4.5.
3.1. Modelo Matematico
by
EA(LU =N¢ Fry
dx -
2 Wi
V / Fr x
El, : zb =My - i =T \ o= =
dx ‘\ s o ] e e
V o M:I’ KH"‘-—_ _——""_f----‘ M:,f
EIZ d S :i¢ IZVe : 7L Extremo j
dX 12 y y Extremo i !
Fig. 4.5
3.2. Fuerzas actuantes en cualquier seccién localizado a una distancia x.
hY
. vy
N=F;" =0
M a _ M VAVi F \X/i N: X
z — i~ Ui X
V a _ F \?\Ii M;Ni| l X ‘ Mza
y n Extremo i
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3.3. Fuerzas Equilibrantes

NS =N =—F'=0 ®
ME=-M2=-MUx+Frx  (2)
Vo=V =—F (3)

3.4.1. Condiciones de Frontera

Nodoi (x=0)
ux=0 = 0 ’ (7)
dv,
—  =w, ; (8
ax| W ©)
V., =0 7 (9)
3.4.2. Solucion

Integramos la ecuacion (4) respecto a x.
EAu=0 (13)
u=0 Vo 0<x<I

Integrando la ecuacion (5) respecto a x.

2
dv,

A Y
El =-M¥'x+F" —+C 14
z dx zi yi 2 1 ( )

3.4. Modelo matematico por resolver
sustituyendo las fuerzas equilibrantes

eadl _o (4)
dx
2 A A
Elz(jj)(\lzl’z—Mz"i“i+Fyvi“ix )
dv 1 o
El,—*="p,I° -F} 6
T PTJ1H L B
Nodoj (x=1)
UX,| =0 ; (10)
dv,
— =0 11
dx |, =
v, =0 N ()

desplazami entos en direccion x

Para conocer el valor de C; sustituimos la condicién de frontera (8) en la ecuacion (14)

A

A . . 2
EIZ(Wi):—MZVi”'(O)+Fyv.”'(.;)+Cl ;

Sustituyendo el valor de C; en la ecuacién (14) tenemos

2
Elz%
dx

:-szi“x+FyVi”X2+Elzwi , VvV 0<x<I

C,=El w

(15)

Es laecuacion para conocer el giro (pendiente) para cualquier punto delabarra

Por otro lado sabemos que:

Vo= Vv, o+ Vv
e, M ogy Mgy I (16)
dx dx dx
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Sustituimos (15) y (6) en la ecuacién (16)

dv X2 1 ~
El, — MW'X+FW'—+E| Wi - = 17
dx ( 2 J ( 12¢y /! j @7

Integrando la ecuacion (17) respecto a x.
3

WIX wi X A 1 wi
Elv=-M "+ Ry EL Wi g, IR C, (1)

Para conocer el valor de C, sustituimos la condicion de frontera (9) en la ecuacion (18)

ElL(0)=-MY (02) FW'(6) +EI w.x——¢ 12F 1 (0) +C,

C,=0
Sustituyendo el valor de C, en la ecuacion (18) tenemos

Elv=— MW'X2 FW'X—+EI wix—112¢y|2|:y€“x . v 0<x<l  (19)

Es laecuacion para conocer el desplazami ento vertical para cualquier punto delabarra

Para conocer las fuerzas M;" y F,*" |
frontera (11) y (12) respectivamente.

2

El (0) =M W'I+FW'|2+ El (20)
El (0)=— MW'E+FW'E+EI w-l—iqﬁ P (21)
g 2 6 o127y Y

Multiplicando -1/2 a la ec. (20)

|2 ° o
ELQ=+MY —FM L _Elwi- (22
.(0) 5 1 wio (22)

Sumando (22) + (21) tenemos:

1 L\ gigs 1oy~ 1 i
O=[-"+_[FYP+ZEl,wil-—g¢ I’°F}"
[ 4 6) Y 2 12’1}y g

Sergio Uriel Balbuena Pantoja
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F‘;.\Vi 1 A
0=(-3+2-¢, 21+ =El, wil
( ¢y)12 2
1 o 1 A
0=——(1+¢,)F 1> +=El w;
12( ¢y) yi 2 z
o BEL W
i S T (23)
1+¢,)l
Sustituimos (23) en (20)
N /\- 2 A
O:—I\/IZV{'I+6LZW'2|—+EIZWi
(1+¢y)| 2
O:—M:?il-i-m-i-Elz\;\Vi
1+4,)
i | Bl wi [B+l+e e
T @+g) | L+g,)
~o A+, JEL, A

il+¢yil

Para conocer las fuerzas Fy;", Fy ;"

SF, =FY 4+ FM =0+F) =0
\;\\Ii \;\Vi 6EIZ G/i
Z Fy=Fi +F; =

T@ag

SM, =MY —F¥+M" =0

2M,

(4+¢,)El, Wi GEI, w,
L) (A+¢)l

Sergio Uriel Balbuena Pantoja

y M Y usamos las ecuaciones de equilibrio estatico:

Fli =0 (25)

y‘jNi =0 E wi =—76EIZWi (26)
Yl (1+¢y)|2

|\/|"A_Vi :(2—¢y)E|ZWi @7
4 L+l

A.
wi
]

=0

105



Anadlisis y Disefio de Sistemas Estructurales Esqueletales Curvos
Capitulo IV. Matriz de Rigideces de la Barra

A
Podemos escribir el vector de fuerzas debido a un giro wi , como:

0
6El,

(1+¢y)|2
(4+¢,)El,
wi L+g)I
f y
- 0
_6EI,
(1+¢y)|2
(2-¢,)El,
i 1+¢)!

\?Vi (4.4)

IV.1.4 Fuerzas debidas a un desplazamiento u;j en el nodo j paralelo al eje local x, fig.4.6.

4.1. Modelo Matematico de barra plana

AY
eAdd _ e
dx * ; Fy/
d’v
El, —=M; Fuf
dx | =
dv 1 w w
El, s = = 2ve M . M
’ dX 12 ’ ! Extremo i _l_ f_l_ Extremo j

Fig. 4.6

4.2. Fuerzas actuantesen cualquier seccion localizado a una distancia x.

. AY
a __ uj
Nx_in uj Vya
. . Fyl
a __ UJ_ uj
M2=MY4 —F4ix a
vi=Fuyi | e g ] N> .
y = i
mio e

Extremo i

El desplazamiento u; no genera momento flexionante ni cortante.

Sergio Uriel Balbuena Pantoja
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4.3. Fuerzas Equilibrantes 4.4. Modelo matemaético por resolver
sustituyendo las fuerzas equilibrantes
du i
, EA— = —F!! 4
NP =-N7 =-F} ® ax *)
e _ wma_ d’v,
M, =-M; =0 (2) El, 7 =0 (5)
X
Ve =-V& =0 3)
y y el dv, 0 (6)
dx

4.4.1. Condiciones de Frontera

Nodoi (x = 0) Nodoj (x=1)
U, =0 ) Uy = U; , (10)
dv, av,
-2 =0 @® =hb =0 ;11
dx oo dx e ' ( )
Vo =0 C) Vo, = 0 : (12)
4.4.2. Solucion

Integramos la ecuacion (4) respecto a x.

EAu=-F4x+c, (13)

Para conocer el valor de C; sustituimos la condicién de frontera (7) en la ecuacion (13).
EA(0)=-F;'(0)+c,
c, =0 (14)

Sustituyendo el valor de C; en la ecuacion (13) tenemos:
EAu=-F"'x (15)

Para conocer F" sustituimos la condicién de frontera (10) en la ecuacién (15):
EA(u;)=-Fgl
: EAuU .
Fil=-—" @9

Sustituyendo (16) en (15) tenemos:
EAu ;X

EAuU =

X
U_Tuj

Campo de desplazamientos para cualquier punto de la barra del eje longitudin al

v 0<x<l  (17)
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Para encontrar F;"! usamos la ecuacion de equilibrio estatico en la direccion x.

Y F=F’+F}/=0
Ful — _pui EAu;
Xj Xi I
Podemos escribir el vector de fuerzas debido a un desplazamiento u; , como:
" EA
I
0

=] O lu @9

N
0
0

IV.1.5 Fuerzas debidas a un desplazamiento v; en el nodo j paralelo al eje local y, fig.4.7.

5.1. Modelo Matematico

du [
EA—=N; _ y
dx s u( Fyj
2 .
El d Vb _ e v ,/ vi
z 2 X f .
dx S LN o N
El, v, = ! o, V¢ S " \& M
dX 12 ’ ’ Extremo i Extremo j
Fig. 4.7
5.2. Fuerzas actuantes en cualquier seccion localizado a una distancia x.
. AY
a __ V) _
N, =F; =0 v
a __ Vj Vj
M 7 = M zi - Fyl X .
a Vi Nx X
V) = FyiJ ****************** I = =
M1 | M:
i X

Extremo i

Sergio Uriel Balbuena Pantoja
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5.3. Fuerzas Equilibrantes 5.4. Modelo matematico por resolver
sustituyendo las fuerzas equilibrantes
du
NS =-N? =—F}i =0 (1) Aax 0 *)
Mé=-M?=-M'Ix+F" 2 2 : ,
i e, =My Ry x (5)
Vy ==V =-Fy 3 dx
dv 1 -
s= o I?(-F/) 6
g =1, O R ©)
5.4.1. Condiciones de Frontera
Nodo i (x =0) Nodo j (x=1)
Uu,=0 ; () u, =0 (0
dVb dVb _ .
dx X=0 ( ) dx x=I
V.,=0 (9 Va =V 5 (12
5.4.2. Solucion

Integramos la ecuacion (4) respecto a x.

EAu=0 @3)

u=0 ; vV 0<x<Il ; desplazami entos en direccion x
Integrando la ecuacion (5) respecto a x.

dv - . x?
El, -2 =-M)x+F" = +C 14
z dX zi yi 2 1 ( )
Para conocer el valor de C; susgituimos la condicion de frontera (8) en la ecuacion (14)
El,(0)=-M}/(0)+ Fyvij(()2)+C1 , G =0

Sustituyendo el valor de C; en la ecuacién (14) tenemos

dv : | X2
E|Zdb:_l\/|;’i1x+l:y"i‘X2 ¥V 0<x<lI (15)
X

Es la ecuacion para conocer el giro (pendiente) para cualquier punto de labarra

Por otro lado sabemos que:

Vo= v, o+ v
e Mg Mgy I (16)
dx dx dx
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Sustituimos (15) y (6) en la ecuacién (16)

dv _ - - x? 1 .
El, —=|-M!x+F" = |+| - ¢ I’F ") 17
Integrando la ecuacion (17) respecto a X.

El :—MV.J'X—2 Fv.jxi—i I’F)'x+C 18
zV zi 2+ yi 6 12¢y y|X+ 2 ( )

Para conocer el valor de C, sustituimos la condicion de frontera (9) en la ecuacion (18)

vi 02 vi 03 1 vi
e, =-My Oy -2 i 0+,

6
C,=0
Sustituyendo el valor de C, en la ecuacion (18) tenemos
Vi X2 Vi X3 1 2 Vi .
EIZv=—Mzi’—+Fyi’?—E¢yl F,)'x ;o vV 0<x<I 19)

Es laecuacion para conocer el desplazamiento vertical para cualquier punto de labarra

Para conocer las fuerzas M;" y Fyi"j , evaluamos (15) y (19) en x = | con las condiciones de
frontera (11) y (12) respectivamente.
|2

ElL,(0)=-MYI+Fy , (20

17 P
El (v)=-M"J—+F"! 3 F 21
Z( J) zi 2 yi 6 12 ¢ ( )
Despejamos M, de la ecuacion (20).
My =Fy L (22)

zi yi

Sustituyendo (22) en (21) y despejamos FyiVj.

El (v, )_—I:F I;F“—¢ I°F))
1 1 ¢ vijr3
= vi)= (4 6 12}“1I
v1|3
El,(v,)=- (1+¢) .
 12ELy,
Fri=—"""2 (23)
L+4,)
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Sustituyendo (23) en (22) tenemos:

W 6El,v, (24)
“ L+l 2
Para conocer las fuerzas Fy;", Fy; y My;* usamos las ecuaciones de equilibrio estatico:
Vj Vj vj V_j =
SF, =FY+F)=0+F =0 R =0 (25)
SE _FY L F RELY, vy v _ 12ELY, (26)
y yli Yl 3 Yl Yl 3
L+l L+g,)l
DM, =M -Fll+M) =0 M) 6El,v, 27)
ZMZ:_ GEIZVJ- + 12E|sz + ;”:0 zj (1+¢y)|2
AL+ ) @+g)I? .
Podemos escribir el vector de fuerzas debido a un desplazamiento v;, como:
h 0 -
 12EI,
@+ )0°
_ BEI,
i 1 |2
iv] — ( +O¢y) VJ (46)
12El,
L+g,)1°
_ BEI,
| (@+p)” |
IV.1.6 Fuerzas debidas a un girovAv,- en el nodo j en torno al eje local z, fig.4.8.
6.1. Modelo Matematico
Ay
EAZlIu =N? Fy
X >
d’v / P
El, 2b = M: \ T e i AR\ =
dx \\\ﬁ # - H_-"""‘-H_:---_-“""‘E\i"'/’ _// \\ #
dv, 1 e M- T = M
z dx :E¢y| Vy Extremo i Enloeigs
Fig. 4.8
111
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6.2. Fuerzas actuantes en cualquier seccion localizado a una distancia x.

wi ay
N: = FXI J = 0 . Va
MI=M2 —Fx . X
Aol 4 I 4+ =
vVa=FWw .
y yi . | . ‘ M’
Extremo i ‘ ‘
6.3. Fuerzas Equilibrantes 6.4. Modelo matematico por resolver
sustituyendo las fuerzas equilibrantes
Nf=-N? :_FXV;VJ =0 @ EAZ;J(:O (4)
e _ a _ G/j \;/j 2 A A
Mz_ Mz_ I\/lzix—i_Fin (2) E|ZdV2b=—M:;’J+Fy‘;VJX (5)
A dx
Ve=_V3&=_FW (3) d A
y y yi v, 1 2( W-j
El, *="¢/1°|-F}/ 6
z dX 12 q)y yi ( )
6.4.1. Condiciones de Frontera
Nodo i (x=0) Nodoj (x=1)
ux:O = O ’ (7) u><=I = 0 ! (10)
dv, dv, A
—2 =0 ; (8 —  =w;; (1
ax| ) ax ()
Vo =0 ;) v, =0 C (12
6.4.2. Solucion

Integramos la ecuacion (4) respecto a x.
EAu=0 13)

u=0 ; v 0<x<l desplazami entos en direccion x

Integrando la ecuacion (5) respecto a x.
dv i N X2
Elzdib:—M;;”X‘f'Fy\?“?‘Fcl (14)
X
Para conocer el valor de C; sustituimos la condicién de frontera (8) en la ecuacion (14)

wj ~i (0)? .
EL©O)=-MI@+Fi 2 +C i C=0
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Sustituyendo el valor de C; en la ecuacién (14) tenemos

dv - o X°
E|ZJ:—MZWi‘x+Fny‘X— vV 0<x<lI (5)
dx 2

Es la ecuacion para conocer el giro (pendiente) para cualquier punto de la barra

Por otro lado sabemos que:

Vo=V, o+ Vv,
g Vo Mgy I (16)
* dx

Sustituimos (15) y (6) en la ecuacién (16)
dv o ~ooy? 1 A

El — —MWJX—{—FV\.’Ji +| —— |2FWJ 17
‘ dx ( “ v 2] ( 12¢y v j (€7

Integrando la ecuacion (17) respecto a x.

X2 x3

Elzv:-vaijz+FyWJ6-¢ I’EYix+C,  (18)

Para conocer el valor de C, sustituimos la condicion de frontera (9) en la ecuacion (18)

El (O)——MW’(O) O 1¢ 12F1(0)+C,

2 6
C,=0
Sustituyendo el valor de C, en la ecuacion (18) tenemos
A 2 A 3
Elzv:—M;:lXZ+F;:JX6 S PEUx v 0<x<I (1)

Es laecuacion para conocer eI desplazamiento vertical para cualquier punto de la barra

Para conocer las fuerzas M;" y Finj, evaluamos (15) y (19) en x = | con las condiciones de
frontera (11) y (12) respectivamente.

2
Bl (W) =-M "I+ FY '2 (20)
o N
ElL(0)=-M}" + Fy“i"g—ﬁqﬁ I°F (21)

Multiplicando -1/2 a la ec. (20)

| L
-——El,(w)=+M]' ——-F" — 22
2 z( J) zi ) yi 4 ( )
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Sumando (22) + (21) tenemos:

| A 1 1)\_o. 1 A
——El,w, ==+ |[FV1P - "9 I°F"
2 ( 4 6) vt 12(]}y !

| A 1 1 .
——El,wj=|-"—"¢, [FYI°
2 1 ( 12 12¢yj i

I ~ 1 ~
—El,w; =——(1+g¢,)F"I?
2 z J 12( ¢y) yi

A

i 6E|2Wj

Fui = (23)
S (R &
Sustituimos (23) en (20)
R . N2
El,w; =M ¥ OELWi 1
L+p)1% 2
EL, Wy = —M 2l 4 30 Wi
1+9,)
w Bt e,
21 L+g,) :

A

Mzgivi: 3El
1+4,)

WJ_(2_¢Y)EIZ _

A —W j (24)

Para conocer las fuerzas F, ", F, " y M5!, usamos las ecuaciones de equilibrio estatico:

El
w

YR =FRI+FY=0+F% =0 FAl=0 (25)
i ~i OEl Wi o ~ 6El \?\,
F,o=F"+F" = "——2"L F" =0 wio o D=l T 2
Z y /! (0| S /! @+g)0* (26)
M. =M™ —FE"[+ MY =0 . (A+4)EL W,
Z z zi yi zj ;ij _ ( (fy)¢ )zl ] (27)
A A +
2-— El wi - ~ y
M _ (-4, ’_6E'ZW‘+MZWJ.J:0
L+ L+,
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Podemos escribir el vector de fuerzas debido a un giro w;, como:
0
6EI,
d+g,)I°
(2-9¢,)El,
vi | @+g)l

0

6EI,

(g,

(4+¢,)El,
L+4,)l

Wi  (47)
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IV.2 Matriz de Rigideces de la Barra

IV.2.1 Matriz de rigideces de una barra continua (similar a una doblemente empotrada)

Sustituyendo las ecs. (4.2, 4.3,4.4,4.5,4.6 y 4.7) en laec. (4.1) tenemos:

iu:iui+ Vl+i\/I\VI+iU

X

B T [0 [0
EA 12El, 6EI,
| @+ L+,
0 6EI, (4+4,)El,
iu— (I)EA u + (1+gy)l v+ (1+O¢y)l
e ~12El, —6El,
OI @+g)1° L+¢,)1°
6EI, (2-¢,)El,
0 | | L+ )7 | | @+g )l |
Expresado de manera matricial tenemos:
EA 0 0
12El, 6EI,
L+g,)0° @+%;P
6EI, (4+¢, )E1,
fi=ku= g7 (+g,)l
_EA 0 0
L
_ 12El,  BEI,
g0 [+g, )1
6Elz (2_¢ijIZ
g2 [+g,)l

P £ =ku (4.2)
_EIA B 120EIZ
AL+g)I°
0 _6El,
Wi+ EOA u; + (1+0¢y)|2
e 12El,
L+¢,)1°
0 _ GEl,
0 | @+p)17 |
—ff 0 0
o lL2EI, 6EI,
Lo, )1? [+g)0
, _ SEl (2-g, )1,
L+g )17 (+g,)1
ﬁé 0 0
12El,  6El,
@eg )0 (L+g)0?
, e, (444, 1,
L+g,)12  [+g)1 |

0
6EI,

(l+¢y)l2

(2-4,)El,

gl | o
0

6EI,

S (1+g)N’
(4+4,)El,
Qg

(4.8)

= Es la matriz de rigideces de una barra plana, que depende exclusivamente del material

y la geometria del elemento; la cual es simétrica y positiva la diagonal principal.

=

u
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Es el vector de desplazamientos en los grados de libertad de de una barra plana.

Es el vector de fuerzas debido a los desplazamientos en los nodos.
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La matriz de rigideces se puede escribir simbolicamente de la siguiente manera:

X
Il

ky O
0 ky
0 32

Ky O
0 ke
0 ke

EA

kll_T:kM =Ky =Ky
12El,

kzz = 1+¢y E =k55 :_kzs —_ksz

) (a+g, )L, i

33—W— 66

) _(2-¢, )1, L

36 W 63
6El,

k23= 2 :k32:
1+g,)1

Por tanto la matriz de rigideces se evalla con las cinco ecuaciones anteriores y se simplifica de la

siguiente forma.

Sergio Uriel Balbuena Pantoja

Ky, 0
0 K,,
0 Kyq

-k, O
0 -k,
0 Kys

0 ky
ky, O
i 0
0 ky
ks O
s 0

0

0

Kas

kzs = kez = _kas = _k53 = _kse = _kes

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

o

<

s =

=

=

(4.15)
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Para una barra tridimensional se procede exactamente igual que en la barra plana, para lo cual
deberan determinarse los vectores debidos a los desplazamientos faltantes y la matriz de rigideces
tridimensional queda de la siguiente manera:

ELA 0 0 0 0
12El, o 0
(L+g,) 018
0 . 12El, 6EI,
1+¢,)1° 1+¢,)1°
(1+4,) 4,
0 0 0 & 0
L
. . _GE, (4+4,)E1,
@+¢,) 1 @+g,)1
6EI
: 0 0 0
— 2
512x12_ EA L+,)1
- 0 0 0 0
o 126, 0 0 0
il+¢yil3
0 . 12El, 6EI,
@+g) P @+g,)1?
0 0 0 % 0
0 6EI, 0 (2-¢,)E1,
@+¢,) 1 @+g,)1
6EI
: 0 0
1+9,)12

0
2-4,)E1,

(4.16)

6EI

ey, 02

IV.2.2 Matriz de rigideces de una barra articulada en el nodo i

0 0 0
0 6EI,
1+g,)12
_ GEl, 0
(L+g,) 17
—% 0 0
0 (2_¢1)E|y 0
(L+4,) 1
0 0 (2_¢y)E|z
il+¢yil
0 0 0
0 0 6,
il+¢yil2
6EI, 0
(L+g) 17
% 0 0
0 (4+¢,)E1, 0
(L+g,)1
. . (4+4,)E1,
i1+¢y I |

Para una barra plana, articulada respecto al eje local z en el nodo i, es decir que permite el libre giro

de la barra y por tanto tenemos que:

forma matricial explicita:

Sergio Uriel Balbuena Pantoja

M i = 0
Tenemos que las fuerzas debidas a los desplazamientos de una barra doblemente empotrada en

i fxul k11 O
o 0k,
M;Ji O k32
£ | |k O
fu 0 ke
MY L0 kg

0 ky
k,, O
s 0
0 ki
kg, O
s 0

(4.17)

0 O
Kas  Kag

35 Rae

0 O
Kss  Ksg
Kes  Kes |

ui
Vi
Wi
U
Vi
W;

(4.9)
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Vemos que todas las fuerzas llevan el superindice u, el cual indica que se deben a los
desplazamientos; de ahora en adelante se quitara sélo por facilidad.
En forma de ecuaciones:

fi =kyu; +k,u; (4.18)
1 = KopVy + Kyg Wit KogV -+ Ko W) (4.19)
M, = KaV, + Ky Wit KygV + Kgg Wi (4.20)
fy = KU +Ky,U; (4.21)
£, = KepVy + Kgg Wit KooV +Keg W (4.22)
M, =KgV; +Kg, vAvi +KgsV + K \?v,- (4.23)

sustituyendo (4.17) en (4.20) y despejando el giro \;\Vi tenemos:

A A
0 =KV, + kg Wi+ k35vj + Ky Wj
A 1 A
Wi =——(Kg,v, + k35vj + Ky Wi)
33

sustituyendo \;\Vi en las ecs. (4.19), (4.22) y (4.23)
k23 A A
fi =KV == (KypV; + k35Vj +Kge W)+ kzsvj +Kyg W

yi
33

k A A
53
fyj =K,V — > (Kg,V, +k35Vj +Kag Wi)+kssvj +Kgg W
33

k A A
63
M, = KeaVi = (KapV, +k35Vj +Kgg Wi)+k65Vj +Kg W
33

agrupando términos semejantes tenemos:

k k k A

fi=(kyv — Bk )V + (ks — 2 Kas )V + (Kyg — B Ky ) Wj (4.24)
Kas K Kas
k k k A

fyj = (Ks,V; - Ky Vi + (Kgs — 5 kas)Vj + (Keg — =% Ksg) Wi (4.25)
Kas Kas K
k k k A

M, = (Kep =2 Ky )V, + (Kegs _ﬁkz»s)vj +(Keg = Kag ) W) (4.26
Kas Kas Kas
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Poniendo las ecs. (4.17), (4.18), (4.21), (4.24), (4.25) y (4.26) en forma matricial:

~ ~ Ky
Fi 0
.| |2
ij = ky
fyj 0
'M 21 0 kez

En forma matricial simbélica:

0 ki 0
k

0 0 ky— 2
25 k33

0 0 0
0 ku 0
k

0 0 kg =
55 t33

0 0 kyp-— 2
fU=k'u (423)

0

k
K,—-2k
26 k33 36

0

0

k
Kes —- 2K
56 t33 36
kee_kieakse

[

<

=

< C

=

(4.22)

Esta ecuacion matricial representa las fuerzas de fijacion debido a los desplazamientos en una barra
articulada en el nodo i, donde k' representa la matriz de rigideces de la barra y se puede expresar de

la siguiente forma simplificada:

k1li

0 0 k, O
k22f 23? 0 kZSI
32I 33I 0 k35
0 0 k, O
k52f 53{ 0 k55f

I k63I 0 k65

0

k36

k66

k26.

k56_

Ky 0
k
0 ky— 2k
22 k33 32
0 0
Ky 0
k
0 ke 2k
52 t33 32
0 ky— Pk
I 62 k33 32
(4.24)

O O o o o

0

k
k.. —

%" |

0

0

k
k.. —

5% |

k
k. —

8 |

La matriz i§ies simétrica respecto a la diagonal principal y para determinar cada uno de los términos
se sustituyen las ecs. (4.11), (4.12), (4.13) y (4.14) con el término El, / (1+¢y) factorizado por
intervenir en todos, quedando como:

EA
T k44 = _k14 = _k41

|3

= kss = _kzs = _ksz
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(4.25)

(4.26)
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I(23 =7 = k32 = k26 = kez = _k35 = _kss = _k56 = _kes

Sustituyendo las ecuaciones anteriores en la matriz tenemos:

kll

X
Il
~
s
=

0
i+4,)
(4+¢) 2

0
A+4,)
(4+4,) s
2(1+¢ )
(4+4,)

(4.27)
(4.28)
(4.29)
0 ki 0 0
. A+4),  20+4),
M+¢) e M+¢)
0 O
0 ki 0 0
o o 44, ” 20+4,)
(4+4,) (4+4,)
0 0 2(1+¢)k65 12(1+¢y)
(4+4,) (4+¢,)

IV.2.3 Matriz de rigideces de una barra articulada en el nodo j

(4.30)

El procedimiento es exactamente igual que en la barra articulada en el nodo i, utilizando la ecuacién:

MZ

=0

(4.31)

De modo que la matriz de rigideces para la barra plana articulada en el nodo j, queda como:

ki
0

0 0
A+4), ~ 20+4),
(4+4,) ° (4+¢,) °
21+4¢,) y 12(1+¢,)
(4+4,) * (4+¢,)

0 0
(+4), ~ 21+4)
(4+¢,) *  (4+4,) ~

0 0
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k14
0

k44

0
@4,
(4+¢,) °

2(1+¢y)k

(4+¢,) °
0

L+4)

(4+4,) ~
0

o]

(4.32)
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IV.2.4 Matriz de rigideces de barra articulada en ambos nodos

Para una barra plana que permite el libre giro (respecto al eje local z) de los nodos i y j, tenemos que
se cumplen simultaneamente las ecuaciones:

M, =0 (4.17)

Zl

M, =0 (4.31)

zj

Las fuerzas debidas a los desplazamientos de una barra doblemente empotrada son las ecs. (4.18) -
(4.23), para liberar los giros en los extremos, sustituimos las ecs. (4.17) y (4.31) en las ecs. (4.20) y
(4.23) respectivamente.

0=K,,V; +Kgy Wit KgsV; +Kgg vAv,- (4.32)

0= KoV, + Kgg Wi KggV; + Keg W (4.33)

sustituyendo las ecs. (4.25)-(4.29)

ozﬁvi +(4+I¢y)\?vi—|62vj +(2_|¢y)\?v,- (4.34)
0=y, (Z‘I"’y)&vi—ﬁvj + (4+|¢y)€v,~ (4.35)

para resolver el sistema, multiplicamos por (-1) la ec. (4.34) y sumamos con (4.35).

(4=4)r (2-4)r (2+4) (4+4)
| Wi+ | Wi+ | W+ | W

A A

0=<—4—¢y+2—¢y>%+<—2+¢y+4+¢y>*

O:

0= —2(1+¢y)\?vi+2(1+¢y)\7vj

A AN

Wi =W (4.36)

sustituyendo (4.36) en (4.34) y (4.35).

ozﬁvi +(4+I¢y)\7vi—livj +(2_|¢y)\?vi (4.36)
0= 8y @) 6, @)L (4.37)

1> I 1>’ I
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despejando a \;\Vi de (4.36).

0 B (4+4)~» 6 (2-¢)~

=r2Vi+ | w |2 j+ | '
6 6 (4+¢,+2-94,) »

Vi — + Wi

0

IR |
6 6 6~
0=7Vi—7vj+fWi
I | I
A V.—Vi
wi = (4.38)

I
sustituyendo (4.38) en (4.19) y (4.22).

foi = KaoVi +Kog Wit KogV; +Kye W (4.19)

f, i =KeVi + Koy Wit KggV +Kgg W) (4.22)

queda como:
V-V, V-V,

foi =KyVi +Ky T + KoV + Ky I (4.39)
Vj _Vi Vj - Vi

f, =KgVi +Kg 4 +KgsV; + Kgg I (4.40)

agrupando términos

f,; :{k22 —k|23—k|26}vi +P<|23+k25 +k|26}vj (4.41)

fyj = {ksz _k|53 _kiﬁ}vi + P‘Itss + k55 +k|56}vj (4.42)

sustituyendo los valores de las rigideces ecs. (4.25)- (4.29) tenemos:
12 6 6 6 12 6

R eI ST

realizando las operaciones resulta:

f,=0 (4.45) f, =0

yi
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(4.46)
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Por tanto se tiene que las fuerzas debidas a los desplazamientos de una barra doblemente articulada
son las ecs. (4.18), (4.21), (4.17), (4.31), (4.45) y (4.46).

fi =kyu; +k,u; (4.18)
f,, =0 (4.45)
M, =0 (4.17)
fy =Kyl +Kk,,U; (4.21)
f,, =0 (4.46)
M, =0 (4.31)

Expresado de manera matricial:

fol [k, 0 0 k, 0 O][uy
f,, 0 00 0 0 0f]v
M, 0 00 0 0 0w
= (4.47)
ij ky 0 0 ky 00 Uj
f,, 0 00 0 0 0]y
(M,;| [0 00 0 0 Of|w]|
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IV.3 Transformacion de los Sistemas de Referencia

La geometria general de una estructura se define respecto a un sistema de referencia global y es en
este sistema donde se determina la posicion de cada uno de los nodos (coordenadas) que componen
a la estructura. Por otro lado, cada una de las barras que conforman a una estructura tienen asociado
un sistema de referencia local, respecto al cual se define su geometria y se mide la variacion de los
elementos mecénicos (en la longitud) y esfuerzos (en la seccion transversal), para el célculo de los
elementos mecanicos se requiere de las fuerzas orientadas en el sistema de referencia local.

En la figura 4.9 se observa un marco plano con los sistemas de referencia local de cada barra y el
sistema global, cuyos nodos se identifican con los nimeros encerrados en los circulos, mientras que
las barras con los nimeros encerrados en los rectangulos.

Sistema local barra 3

Sistema local barra 2

@

Sistema local barra 4

¥ @ X @

B 7. 7 777

Sistema local barra | Sistema de referencia global

Fig. 4.9

El equilibrio de un nodo como el niumero 3 de la fig. 4.9 implica que las fuerzas transmitidas por las
barras deben estar en equilibrio; lo cual resulta laborioso si dichas fuerzas estan orientadas respecto
a los ejes locales de cada barra, como se muestra en la fig. 4.10.

I Fi
A ®
f2 SRS
M. * P
M-
;
a 4]
o ¥ ®

Sistema de referencia global

Fig. 4.10
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Para poder equilibrar el nodo y sumar las fuerzas de las barras; deberan estar orientadas respecto a
un sistema de referencia comun, como el global, esto se muestra en la fig. 4.11.

Sistema de referencia global

Fig. 4.11

Por tanto para equilibrar los nodos de una estructura es importante poder transformar las fuerzas
(vectores) y matrices de rigideces de las barras, de un sistema de referencia a otro, a continuacion se
explica la metodologia para realizarlo.

En la fig. 4.12 se muestra una barra inclinada con las fuerzas orientadas respecto al sistema de
referencia local; donde o es el angulo de inclinacion que guarda la barra, es decir, el eje local x,
respecto al eje X del sistema de referencia global. Mientras que en la fig. 4.13 se muestra la
descomposicion de las fuerzas respecto al sistema de referencia global, (excepto el momento que es
una cantidad invariante).

YA
M:)’ ‘ ___\\
™
fxi \ f'J.-;
/ | . (fvi) coso
N A
Nodo j ’ N
> 1 Svi (fxi cosa fxi
/ . \ ____.-'__..---"' b e A \’{7
E el X e RO -
Nodo i . 5%
N M- f o (fxiseno.
. Nodo i
Fig. 4.12 Fig. 4.13
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Obtenemos las fuerzas resultantes para el nodo i respecto al sistema de referencia global, las cuales
estaran testadas; (en adelante las literales que representan vectores de fuerzas y matrices de rigideces
respecto a un sistema global, estaran testadas).

o= fx =(f)cosa—(f,;)sena+(M,;)0 (4.48)
o=, =(f,)cosa+(f,)sena+(M )0 (4.49)
Mz :ZMZ =(f;)0+(f,;)0+(M,;) (4.50)

Expresadas de manera matricial:

f.,| [cosa —sena O] f,
fy, |=|sena cosa O] f, (4.51)
Mzi 0 0 1(|M,,

para el nodo j se procede igual y tenemos:
fy cosa —sena O] f,
fy; |=|sena cosa Of f, (4.52)
Mz 0 0 1M,

Juntando las ecs. (4.51) y (4.52) de transformacion para el nodo iy j tenemos la ecuacion matricial
para transformar todas las fuerzas de fijacion de una barra plana, de un sistema de referencia local a
uno global y sustituyendo al sen « =sy el cos o =c.

TXi c -s 00 0 O0ff f,
fo, | [s ¢ 00 0 Off f
M zi |00 10 0 O M,,
fe, | |0 0 0c —-s 0Off f (4.53)
fy; 110 0 0 s ¢ 0f f
‘Mz [0 0 00 0 1] _ij_
de manera simbdlica queda como:
f=a f

—T . -, - -
donde, a  es la matriz de transformacion de un sistema de referencia local a uno global.
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La transformacion de un sistema de referencia global a uno local se realiza con la matriz &, y queda
expresado de manera simbdlica como:

f=af

u Q|

Las matrices de transformacion expresadas de manera matricial son:

c s 00 0 O c s 0 0 00O
s ¢c 00 0 0 -s ¢c 0 0 OO
_ 0 01 0 0O
N 0 0 10 0 0](454) a= (4.55)
= o0 0c-soO = |0 00 c¢c s0
0 0 0s ¢ O 0 00 -s c O
0 0 00 0 1] 0 00 O 0 1]
IV.3.1 Transformacion de los vectores de fuerzas debidas a desplazamientos
Del sistema local al global:
(c =s 00 0 Off f; ] [cf—sf,]
s ¢ 00 0 0 f sfqi+cf,
- 0 0 10 0 OfM, M,
f=a f= = (4.56)
~— =~ |0 0 0 c -s Of|f, cf,—sf,
0 0 0 s ¢ 0 f sf,,+cf,
0 0 00 0 1][My] | My; |
Del sistema global al local:
(¢ s 0 0 0 O f,]| [cf,+sf,
-s ¢ 0 0 0 0| f, -sf,+cf,
~ |10 01 0 0 0f|M, M i
f=af-= = (4.57)
~— = |0 00 c s 0fff cf+sf,
0 00 -s ¢ O f,; -sf,+cf,
L0 00 0 0 1] M| | X
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IV.3.2 Transformacion de la matriz de rigideces
Las matrices de rigideces obtenidas anteriormente estan definidas respecto a un sistema de

referencia local, para transformarlas respecto al sistema global se debe realizar la siguiente
operacion:

u X
2 Q|

"ka (4.58)

Por tanto la matriz de rigideces en el sistema global de una barra plana continua en los extremos
queda como:

_C2k11 +32k22 Sc(kn - kzz) _Skzs Czk14 +52k25 SC (k14 _kzs) _Skze_
SC(kyy —Kz) €7k +87Ky,  Cky  SC(Ky —ky)  Cky +87Kys  Ckyg
—S k32 c k32 k33 a Sk35 c k35 k36
Czk41 + 52ksz sC (k41 a ksz) a Sk53 C2k44 + szk55 SC (k44 - k55) a Sk56
SC (k41 a k52) Czk41 + 52k52 c k53 SC (k44 - k45) C2k44 + SZI(55 Ckse
—S kez Ckez k63 - Skes Ck65 k66

a X
Il

(4.59)

16x6

La matriz de rigideces en el sistema global de una barra plana articulada (respecta al eje z local) en
los dos extremos, queda como:

[c?k, scky,
sck,, sk, sck, s’k
0 0 0 0

0 c’k, scky,
0
0
c’k,, sck,, 0 c’k, sck,,
0
0

(4.60)

a X
-
Il

sck, Sk, sck, S°Ky
0 0 0 0

L 16x6

o O O O O o
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V. METODO DE LAS RIGIDECES MATRICIAL
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V. Método de las Rigideces Matricial*

El método de las rigideces (matricial) constituye una teoria general para el analisis de estructuras
esqueletales sometidas a cargas estaticas y tiene por objeto determinar los desplazamientos nodales
y elementos mecanicos en las barras. EI método se basa en la hipdtesis de que el equilibrio general
de la estructura se garantiza cuando las barras y nodos también se encuentran en equilibrio. El
nimero de desplazamientos nodales por determinar serd igual al nimero de nodos que tenga la
estructura, multiplicado por el nimero de grados de libertad sin restringir que tenga cada uno (un
nodo tridimensional tiene seis grados de libertad, mientras que un nodo en el plano tiene sélo tres).

De la sencilla ecuacion fuerza igual a rigidez por desplazamiento [F] = [K] [U], sabemos que los
desplazamientos de un sélo nodo dependen de la rigidez que aportan las barras que une; entonces la
matriz de rigideces para determinar los desplazamientos de todos los nodos se formard con la
aportacion o ensamble de rigideces de todas las barras en los grados de libertad por determinar y
dicha matriz serd de un tamafo equivalente al nimero de desplazamientos que presentan los nodos.
Los desplazamiento se encuentran con la operacién matricial [U] = [K]™'[F], lo cual resulta
demasiado laborioso para realizarlo manualmente por el tamafio de las matrices; por tanto es
indispensable utilizar una computadora para evitar cometer errores de calculo y trabajar mas rapido;
normalmente la solucion del sistema de ecuaciones se realiza utilizando el método de eliminacién de
Gauss o0 uno derivado de este. Una vez determinados los desplazamientos nodales se pueden calcular
todos los elementos mecénicos en las barras.

V. 1. Ecuaciones de Equilibrio

V.1.1 Nomenclatura para las fuerzas
F m
Xn
F =Fuerza o Momento
x =Direccion de aplicacion

n =Numero de identificaciondel nodo en el que actia
m = Numerode identificacionde la barra en laque actua

V.1.2 Equilibrio en las barras

Para un sistema estructural formado por mas de una barra, el equilibrio de cada una esta dado por las
fuerzas equilibrantes resultantes en los extremos (nodos), dichas fuerzas resultan de sumar las
fuerzas de fijacion debidas a las cargas intermedias con las fuerzas debidas a los desplazamientos en
los extremos.

f°™ =Vector de fuerzasde fijacion en los extremos de labarra m debidoa las cargas en lasbarras

f"" =k™u" =Vector de fuerzas debido a los desplazamientos enlosextremos de labarra m

f°™ =Vector de fuerzas equilibrantes en los extremos de la barra m

! Todo el capitulo esta basado en los apuntes de la clase de Analisis Estructural del M.I. Carlos A. Montoya Beltran
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Las ecuaciones de equilibrio en las barras para los diferentes sistemas de referencia, expresadas de
manera vectorial quedan:

=T = 1" +k"u" (5.1) En un sistema de referencia local

k
= =" k""" (52) En un sistema de referencia global

V.1.3 Equilibrio en los nodos

Todas las barras que forman las estructuras esqueletales tienen dos fronteras o nodos que la unen
con otras barras o con los apoyos de la estructura. Los nodos son entes necesarios para definir la
geometria de la estructura, para aplicar carga concentrada, para conocer desplazamientos, para
definir cambios de seccidn transversal y de material.

En un nodo se presentaran las fuerzas de fijacion, las fuerzas debidas a los desplazamientos en los
grados de libertad del nodo y las fuerzas externas concentradas. Si una barra esta unida de manera
continua en sus dos nodos, implica que se pueden desarrollar todas las fuerzas de fijacion posibles
segun las cargas externas aplicadas y por tanto la matriz de rigideces dependera del tipo de union en
los extremos. Si se libera algin elemento mecénico en los extremos de la barra, es decir, que no
tenga la capacidad de resistirlo o transmitirlo a otra barra o apoyo, (esto dependera fisicamente de
cémo se fabrica la unién), la matriz de rigideces cambia.

El equilibrio de todos los nodos de una estructura se garantiza cuando estan en equilibrio las fuerzas

de fijacion, las fuerzas debidas a los desplazamientos nodales y las fuerzas concentradas; esto se
expresa de la siguiente manera:

U=F -F° (5.3) En un sistema de referencia global

2 X‘

K = Matriz de rigidecesde toda la estructura (ensamblada)

=Vector de desplazamientos de todos los nodos

C
=Vector de fuerzas concentradas en todos los nodos

M| IC]

° = Vector de fuerzas de fijacion de todas las barras de la estructura

La ecuacion (5.3) se demuestra a continuacion con una estructura muy sencilla que consiste en una
viga doblemente empotrada modulada con dos barras con carga uniformemente repartida y tres
nodos, el que las une tendra cargas concentradas, donde el sistema de referencia local coincide con
el global, fig. 5.1. Se buscaré equilibrar solamente el nodo intermedio que tiene carga concentrada,
ya que es el unico que tiene desplazamientos diferentes de cero o grados de libertad sin restringir.
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Fig. 5.1

Al definir un nodo intermedio donde se aplica la carga concentrada, nodo 2, podemos decir que se
tienen dos barras unidas continuamente. Los nodos 1 y 3 son apoyos de empotramiento por tanto
todos los grados de libertad estan restringidos (desplazamientos nulos), mientras que el nodo 2,

puede tener tres desplazamientos.

Para la barra 1, las fuerzas equilibrantes en el sistema local que coincide con el global se expresan:

En forma matricial simbélica:
iel:iol_l_klul (5.4)

En forma matricial explicita:

En forma de ecuaciones:

fxel1 = fxil + k111 u, + k114 u,

I f 11 f 1 [k o0 0 k'uw O
frr f 0 k'z k'2z 0 k's
M zell M ?11 N 0 k's22 kl'ss 0 k's
fo fo | |[kKa 0 0 k'm O
fyezl fyozl 0 k'ss k'ss 0 k's

(M5 (M%) [ 0 ke kles 0 ki

AN AN
fo = 1 +k'2v, +k's Wit k'asv, + k' wo

A AN
MS =M% + k', +K'ss Wi+ k'ssv, +K'ss W2
fo="1%5+kau +klau,

A A

fr3 = £y +k's2 vy +k'ss Wit K'ss v, +k'ss W2
A AN

M$ =M +k'ev, +k'es Wi+ k'esv, + k'es W2
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Para la barra 2, las fuerzas equilibrantes en el sistema local que coincide con el global se expresan:

En forma matricial simbélica:

fe=f"+k"u’ (5.12)

En forma matricial explicita:

I f o2 I fo? 1 [k o0 0 k% O 0 ][u:]
f fr 0 k’2 ks 0 k’x Kk’ \AIZ
M| M3 0 kP’ ks 0 ks ks | |W 1
27062 ke 0 0 KW 0 0 ||u 619
3 3 a 44 3
fyea2 fy°32 0 Kk’ k’s 0 k’s ks ||V
IMZ] [IM%Z] | 0 Kk’ k% 0 ks ks Ws

En forma de ecuaciones:

£22 = £92 4 k% u, + KU, (5.14)
F2 = £ 4+ K22V, + k22 Wat k2asV; + k26 Ws (5.15)
M S :Mfzz+k232v2+k233\?v2+k235v3+k236\?v3 (5.16)
F22 = £22 4 k2 U, + KU, (5.17)
F22 = £2 4 K25 v, +kZsa Wat kes Vg + KZs6 Ws (5.18)
M2 = M 92 4 k26 v, + k263 Wa+ ks v, + k6 Wa (5.19)

Resumiendo todas las fuerzas equilibrantes de las barras en la fig. 5.2.

Fil Fy? Fy} Fs?
Fef Fff F$3 Fe3
= = = >

Mel M:: M3 M3

Fig. 5.2

Las condiciones de frontera establecidas en los apoyos son:

En elnodoltenemos: u, =0 ; v,=0 ; Wi =0 (5.20)

Enelnodo3tenemos: wu,=0 ; v,=0 ; ws=0 (5.21)
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Equilibrando el nodo 2, fig. 5.3, tenemos:

S| 7 | Frs
T b T il T
Fa iFa Fao  Fa N\ Fi: K

o T Q o Q_[ @ l) 5 Q ® = o}

M n Fy: M i | M:3

Fig. 5.3

Z Fx == fX921 - fxezz + FxCZ =0 (522)
Y F =—f,-f7+F,=0 (5.23)
dDM,=-M;;-MZ +M;, =0 (5.24)

Sustituyendo las ecs. (5.9) y (5.14) en (5.22); luego (5.10) y (5.15) en (5.23) y por ultimo (5.11) y
(5.16) en (5.24) tenemos:

ZFX = _(fxozl +kla u, + k'as uz) _(fx022 + k211U2 + k%1 u3)+ FXCZ =0

A AN AN A
Z F,=—( fyoz1 +k's2 v, + K'ss Wi+ Khss v, + Khss W) — ( fy022 + K22V, + K23 Wa+ K25V, + K26 W3) + F,=0
_ ol | 11 1 n 1 1 0 02 2 2 N 2 2 N ¢
ZMZ =—(M}; + K62V, +K'es Wi+ K5V, +K'as W2) — (M5 + K32 v, + K s Wa+ K 35 vy + ks Ws) + M |, =0
Tomando en cuenta las condiciones de frontera dadas en las ecs. 5.20 y 5.21 resulta:
ZFX = —fxozl —k144 u, — fX022 - k211 u, + FXCZ =0
Z F,=—f5 —k'ssv, —k'ss wo— £ —k®2v, —k*zWo+ F, =0

A N
DM, =-M7 —kesv, —k'es Wo— M7~k v, —k’s w2+ My, =0

Ordenadas de manera matricial:

fol+ % K'as + K11 0 0 u, Fo 0
fyoz1 + fyoz2 - 0 k'ss + k%2 K'ss+KZ2s || v, |+ F, |=]0
M2 +M?2% 0 k'es + k%32 k'es +K%as Vsz M, 0
Despejando
K'as + K1 0 0 u, Fo i for+ 1%
0 k'ss +k?22  k'ss +k%2s || v, |= Fro |- fyozl + fyoz2
0 k'es + k% k'es + ka3 VAV2 M7, Mo +M?2
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De manera matricial simbdlica tenemos:
K C _ fo
Donde K es la matriz de rigideces ensamblada de toda la estructura y los elementos que la

componen resultan de la suma de rigideces que aportan cada una de las barras en los grados de
libertad del nodo; como es un nodo en el plano con tres grados de libertad, la matriz resulta de 3x3.

-
T

Esto se aprecia mas facil si se definen los grados de libertad de cada nodo segun la siguiente tabla:

Nodo Tipo Grado de Libertad
dx dy gz
1 Apoyo 0 0 0
2 Libre 1 2 3
3 Apoyo 0 0 0

Luego los asignamos a la matriz de rigideces de cada barra, si sabemos que para la barra 1 tenemos
las rigideces en los nodos 1y 2, y para la barra 2 tenemos las rigideces en los nodos 2 y 3.

Nodo 1 Nodo 2 Nodo 2 Nodo 3
0 0 0 1 2 3 1 2 3 0 0 0
K 0 0 k'uw O 00 k% 0 0 ks O 0|1
0 k'z2 k'zs 0 k's k'ss|0 Nodol 0 k%% k% 0 k®s ks |2 Nodo 2
K= 0 k% ks 0 ks k's|O K2 = 0 k% k% 0 k% k%s|3
= ke O 0 k' O 0|1 = k2 0 0 k’x O 0 |0
0 k'ss k'ss 0 k'ss k'ss|2 Nodo 2 0 k% k% 0 ks k% [0 Nodo3
0 k'e k'ss 0 kles k166_ 3 0 k% k% 0 K% k266_ 0

Los unicos grados de libertad que intervienen son los del nodo 2, por tanto las barras sélo aportan la
rigidez de este nodo.

La suma de rigideces que corresponden a un mismo grado de libertad en las matrices de cada barra
se colocan en otra matriz y su posicion queda definida segun los numeros asignados a los grados de
libertad que intervienen, teniendo asi la siguiente matriz ensamblada de 3x3.

1 2 3
k'as + k%0 0 0 1
K= 0 k'ss+k®2  K'ss+k?s | 2
) 0 k'ss+ k%2  K'es+k%s | 3

Lo mismo ocurre con las fuerzas de fijacion; las cuales se suman en los grados de libertad
correspondientes y el orden sera de 3x1.

fr+f9 |1
E®=| £+ 1)
ol 02
M z2 + M 22
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V. 2. Aplicacion del Método de las Rigideces

A continuacion se ejemplifica la aplicacion del método de las rigideces para resolver el marco plano
de la fig. 5.4, formado con tres barras unidas de manera continua y una barra diagonal articulada en
los dos extremos; las propiedades del material y las secciones transversales se muestran a
continuacion, todas las unidades estaran en toneladas — metro (t-m). Para modelar una estructura se
deben definir tres caracteristicas; la geometria, el material y las cargas.

e Geometria

Esta dada en la fig. 5.4 y por las secciones transversales

h=0.4m
1= ,82:
{bz&3m

e Material

f'c:ZSO{ kgz}
cm

E =14000./ f', =14000~/250 = 221359.436{ kg

E = 2213594.36 [tz}
m

v=0.15

e Cargas

Se muestran en la fig. 5.4

V.2.1. Definir el sistema de referencia global

{

h=0.6m
b=0.2m

cm?

|

=12

5t

|

2 t/m

5 t-m

10t
— [0 \J
'o_
Frrirrra Yedid
b o ——
Fig. 5.4

77

El origen del sistema de referencia global se ubica en el apoyo izquierdo, (giro antihorario sera

positivo), fig.(5.5).

V.2.2 Definir los nodos

Se numeran todos los nodos (nimeros encerrados en circulos) y definen sus coordenadas respecto al
sistema de referencia global, fig. (5.5).
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Nodo X Y
1 0 0
2 0 6
3 4 6
4 4 0
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V.2.3 Definir las barras

Se numeran todas las barras (nimeros encerrados en rectangulos), se definen los sistemas locales
(giro antihorario sera positivo), los extremos i y j, se asignan las secciones transversales y se forma
una tabla de propiedades geométricas y del material, fig. 5.5.

Donde la longitud, el seno, coseno y coeficiente de cortante de una barra se calculan como:

. Y-y . X; =% . 121, f, 121, f (L+v)
L:\/(yj—yi)zdr(xj—xi)2 ; senazil_ ;  COSa = ; ), = AGI2 = Al
Barra i j L Seccion A I C c? s cs
1 1 2 6 S1 0.12 | 0.0016 0 1 0 1 0
2 2 3 4 S2 0.12 | 0.0036 1 0 1 0 0
3 3 4 6 S1 0.12 | 0.0016 0 -1 0 1 0
4 2 4 7.2111 S1 0.12 ] 0.0016 | 0.5547 |-0.8321]0.3077 | 0.6923 | -0.46154
Barra E G v Py
1 2213594.36 | 962435.3 0.15 0.012267
2 2213594.36 | 962435.3 0.15 0.0621
3 2213594.36 | 962435.3 0.15 0.012267
4 2213594.36 | 962435.3 0.15 0.008492
Y
’ S
@ = ®
@ 2 [—‘\;‘
% )
Si ] S) > o 3
y J X @
@ g - _— 74 @
Fig. 5.5
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V.2.4 Definir la matriz cédigo de desplazamientos [Cd] de los puntos nodales.

Es una matriz donde el nimero de renglones corresponde al nimero de nodos que tenga la estructura
segun la numeracion asignada, y el nimero de columnas corresponde a los grados de libertad de los
nodos. Si es una estructura plana, sélo seran tres grados de libertad (dos desplazamientos lineales dx
y dy en la direccion X y Y respectivamente, y un giro g, respecto a Z ), mientras que si es una
estructura espacial, habra seis.

La matriz se llena con 0 y 1, donde el 0 indica que el desplazamiento es libre y el 1 indica que esta
restringido. En este caso los nodos 1y 4 tienen restringidos los tres grados de libertad por ser apoyos
de empotramiento. Nodo 1 2 3 4

1 0 0 1] dx
Cd=|1 0 0 1| dz
10 0 1|9z

V.2.5 Formar la matriz de grados de libertad [G, ]

Esta matriz se forma a partir de la de cddigo de desplazamientos por tanto tiene el mismo tamafio, y
nos dice el nimero de ecuaciones o grados de libertad por resolver. Donde aparece 1 en [Cd] se
pone 0 en [GL] debido a que el grado de libertad esta restringido y no habra desplazamiento(el valor
se conoce Yy es igual a cero), asi que sale del problema y de la solucidn; donde aparezca el primer 0
en [Cd] tenemos nuestra primer incégnita por resolver en [GL], de modo que los siguientes O
encontrados en [Cd] seran nuevas incognitas y se van incrementando hasta encontrar el nimero total
de incdgnitas, las cuales estan bien identificadas por nodo y grado de libertad.

Nodo 1 2 3 4

0 1 4 0] dx
G =0 2 5 0| dz
0 3 6 0 0z

V.2.6 Formar los vectores de ensamble para las barras

Cada barra tiene un vector de ensamble y nos indican los grados de libertad que tiene la barra en los
nodos i y j asignados. Estos vectores nos permiten realizar de manera méas ordenada el ensamble de
las fuerzas de fijacion y las matrices de rigideces.

0 1

nodoi=1 nodo i=2 nodo i =3 nodo i =2

nodo j =2 nodo j=3 nodo j=4 nodo j =4

O O O o o b

(]
O O O w N B+

0
0
e 1 e
2
3

o 01 B~ WDN
(]
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V.2.7 Calculo del vector de fuerzas de fijacion local de cada barra cargada

Estos vectores se determinan segin el sistema de referencia local de cada barra definido
anteriormente y las cargas estaticas intermedias.

0
Para la barra 1, fig. 5.6. 6 i N\ ’
RIS —o]
~wl _(26) | 197 =
2 2 5 —
_wi? || (-2)(6)° —]
| 12| 12 || °® —n
0 0 0 2 t/m : L 6.0m
~wl ~ (-2)(6) 6 —] Fig. 5.6
2 2 =
wl? (-2)(6)* | L—6] —
12 J L 12 ] o
T =
S . | 46
Para la barra 2, fig. 5.7. \-—j
o ][ (0 ) i
P -10 0]
_ _ 0 10t .
2 2 SEE b5
P | o] | ‘
for=| 8 |= 8 _| / 0 | - | e g
- 1 o 0 1o Ul )
P (-10) o @ _‘i;: &
_E - 2 5 b] - - 40m ' 5
Pl -10)(4 -5
ry ( g)( ) | o] Fig. 5.7
Para la barra 3y 4, fig. 5.8. = . e [
0] 1l
0
f 03 _ f 04 _ 0 3. 6.0m
_ - - 0 72111 m =
0
_0_ _".
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V.2.8 Calculo del vector de fuerzas de fijacion global de cada barra cargada

Se utiliza el vector que transforma las fuerzas de un sistema de referencia local a uno global. En el
extremo derecho de cada vector a modo de columna, se colocan los grados de libertad asignados a
cada término, segun el vector de ensamble de cada barra.

cf,—-sf, ] [0(0)-@)6) ]
sf,+cf, @(0) + (0)(6)
M, 6
cfo—sf,| |(0)(0)-()(6)
sfo+cf, | | (@(0)+(0)6)
M,, | -6 ]
cf,=sf,| [M)(0)-(0)5)]
sf,,+cf, ©)(O0)+ @)(5)
M., S
cfia—sfy, 1)(0) - (0)(5)
sfa+cf, 0)(0)+ )(5)
M,s i -5 ]
014 _
0 | 5 Nodo3
703 _ 0|6 o4 _
I 0lo I
0 | 0O Nodo4
L O . O L

O O O O O o

-6 10

0 | 0 Nodol
6 |0

-6 |1

0 | 2 Nodo?2
-6 |3
01

5 | 2 Nodo2
513

0|4

5 {5 Nodo3
-5 |6
11

2 Nodo?2

3

0

0 Nodo4
10

V.2.9 Formar el vector de fuerzas de fijacion (ensamblado) de toda la estructura

El vector de fuerzas de fijacion de toda la estructura, se forma con los vectores de fijacion de cada
barra en el sistema global y el ensamble o aportacion de cada una se realiza segun los grados de
libertad asignados por los vectores de ensamble de las barra. EI orden es de 6, el mdximo nimero de

ecuaciones en [G,].

Sergio Uriel Balbuena Pantoja

[ -6+0+0 ] 1 [-6
0+5+0 2 5

Eo -6+5+0 | 3 _ -1
o 0+0 4 0
5+0 5 5

| -5+0 |6 [-5
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V.2.10 Calculo de la matriz de rigideces local de todas las barras

Las barras planas 1, 2 y 3 que forman el marco plano, estdn unidas de manera continua en los
extremos, es decir, transmiten todos los elementos mecénicos de una barra a otra y por tanto se
utilizara la matriz de rigideces definida como (4.9) en el capitulo 1V:

Ky, 0 0 -ky 0 0
0 kzz k23 0 - kzz k23
K™ — 0 kz3 k33 0 - kzs kss
= -k 0 0 Ky 0 0
0 - kzz - k23 0 kzz - k23
L 0 k23 kse 0 - k23 kss i

La barra plana inclinada nimero 4, tiene el giro respecto al eje local z liberado en los dos extremos,
por tanto se utilizara la matriz de rigideces definida como (4.47) en el capitulo 1V, (elemento de
armadura):

k, 0 0 k, 0 O
0 00 0 00
|0 00 0 00
~ |k, 0 0 k, 0 O
0 00 0 00
(0 00 0 0 O

Dado que la barra 1 y 3 tienen la misma seccion transversal y longitud, la matriz de rigideces sera la
misma:

_ EA _ 2213594.36(0.12)

i =, - = 44271.89
(- 12El, - 12(2213594.36) (0.8016) 10438
(L+g,)0 (1+0.01226)6
(4+¢,)E1,  (4+0.01226)(2213594.36) (0.0016)
33~ = =583.14
L+, (1+0.01226)6
(2-¢,E1, (2-0.01226)(2213594.36)(0.0016)
3% — = =2339.72
L+g,)l (1+0.01226)6
0, 6El, _ 62213594.36)(0.0916) 115013
(L+g )l (1+0.01226)6
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En la parte superior y extremo derecho de la siguiente matriz se indican los grados de libertad a los
gue corresponde cada elemento, segun el vector de ensamble de cada barra.

0 0 0 1 2 3
[ 44271.89 0 0 —44271.89 0 o 7o
0 19438  583.14 0 19438 583.14 | 0
o 0 583.14 2330.72 0 ~583.14 1159.13 | 0
< | -a4427118 o0 0 44271.89 0 0 1
0 ~194.38 —583.14 0 19438 -583.14| 2
0 583.14 1159.13 0 ~583.14 2339.72 | 3
4 5 6 0 0 0
[ 44271.89 0 0 —44271.89 0 0 4
0 19438  583.14 0 ~194.38 583.14 | 5
- 0 583.14  2339.72 0 _583.14 1159.13 | 6
< T |-442718 0 0 44271.89 0 0 0
0 ~194.38 -583.14 0 19438 —583.14| 0
0 583.14 1159.13 0 ~583.14 2339.72 | 0
Para la barra 2, la matriz de rigideces resulta:
. - EIA _ 22135941.136(0.12) 6640783
(- 12E1, _12(2213594.36)(0.0036) _ o0
L+g, )00 (1+0.0621) 4°
(4+¢,)E1, (4+0.0621)(2213594.36) (0.0036)
o= = = 2813.63
L+g,) (1+0.0621) 4
(2-4,)E1, (2-0.0621)(2213594.36)(0.0036)
= = = 7619.49
(L+g,)l (1+0.0621) 4
(- 6EI, _ 62213594.36)(0.0036) _ ... o,
(L+g )17 (1+0.0621) 42
1 2 3 4 5 6
[ 66407.83 0 0 — 66407.83 0 o 71
0 1406.81  2813.63 0 ~1406.81 2813.63 | 2
o 0 2813.63  7619.49 0 ~2813.63 3635.02 | 3
< | -66407.83 0 0 66407.83 0 0 4
0 _1406.81 —2813.63 0 1406.81 —2813.63| 5
0 2813.63  3635.02 0 ~2813.63 7619.49 | 6
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Para la barra 4, la matriz de rigideces resulta:

_ EA_ 2213594.36(0.12)

Ky, = — 36836.43678
| 7.2111

1
[ 36836.4498
0
) 0
— 36836.4498
0
0

X
Il
O O O O o o N

O O O O O O w

0
—36836.4498
0
0
36836.4498
0
0

V.2.11 Calculo de la matriz de rigideces global de todas las barras

O O O o o o ©

O O O O O O o
O O O W N -

La matriz de rigideces en el sistema de referencia global para las barras 1, 2 y 3 se calcula como:

_Czk11+82k22 SC (kll_kZZ) _Skzs
SC (k11 o kzz) Czkn + 52k22 c k23
K = Sky, cks, Kgs
- C’kyy +87Ks,  SC(ky —Kg) =Ko
sC (K —Ks,) Czk41 + Szksz CKey
L SKs CKs, Kes

c?ky, + 5Ky

SC (k14 - k25)
— 5K

C?K,y + 57K

SC (k44 - I(45)
—SK s

SC (k14 - kzs)
C?Ky, + %Koy

—SKyg

CK g
k36
— sk,
CKeg
k66

La matriz de rigideces en el sistema de referencia global para la barra 4 se calcula como:

¢k, scky,
sck,, s’k
G| 0 0
= c’k,, scky,
sck,, s’k
00

0

0
0
0
0
0

c’k, sCky,
sck, sk,
0 0
c’k,, sck,,
sck,, s°k,
0 0

Los superindices ij significa que esta articulada en ambos nodos
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Para la barra 1

Donde: ¢=0,s=1, ¢?=0, s°=1,sc=0.

0
[194.38
0
~583.14
~194.38
0
| —583.14

a x|

0
0
44271.89
0
0
—44271.89
0

0
—583.14
0
2339.72
583.14
0
1159.13

1 2
—194.38 0
0 —44271.89
583.14 0
194.38 0
0 44271.89
583.14 0

3
—~583.14]
0
1159.13
583.14
0
2339.72 |

w N P O O O

Para la barra 2, la matriz de rigideces global serd igual a la matriz local debido a que los ejes de
ambos sistemas son paralelos.

1 2 3 4 5 6
[ 66407.83 0 0 —66407.83 0 0 11
0 1406.81 2813.63 0 -1406.81 2813.63 | 2
K2 k2 = 0 2813.63 7619.49 0 —2813.63 3635.02 | 3
= = —66407.83 0 0 66407.83 0 0 4
0 -1406.81 -2813.63 0 1406.81 —2813.63| 5
L 0 2813.63 3635.02 0 —2813.63 7619.49 j 6
Para la barra 3
Donde: ¢ =0, s=-1,¢*=0, s°=1,sc=0.
4 5 6 0 0 0
[ 194.38 0 583.14 -194.38 0 583.14 | 4
0 44271.89 0 0 —44271.89 0 5
o 583.14 0 2339.72 -—-583.14 0 1159.13 | 6
~ —194.38 0 —-583.14 194.38 0 —-583.14| 0
0 —44271.89 0 0 44271.89 0 0
| 583.14 0 1159.13 -583.14 0 2339.72J 0
Para la barra 4
Donde: ¢ =0.5547 , s =-0.83205 , ¢ =0.3076923 , s* =0.6923077 , sc =-0.46153846.
1 2 3 0 0 0
[ 11334.2882 —-17001.43236 0 —11334.2882 17001.43236 0] 1
—17001.43236  25502.14854 0 17001.43236 —25505.14854 0| 2
= 0 0 0 0 0 0| 3
= —11334.2882 17001.43236 0 11334.2882 —-17001.43236 0| O
17001.43236 —25502.14854 0 -—-17001.43236 25505.14854 0| O
| 0 0 0 0 0 0] 0
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V.2.12 Formar la matriz de rigideces (ensamblada) de toda la estructura

Los elementos de la matriz ensamblada resultan de sumar las rigideces de las barras en los grados de

libertad que comparten y se colocan en la celda definida por los 6 valores de los vectores de
ensamble.

1 2 3 4 5 6
66407.83 ~17001.43236 _583.14 66407.83 0 o 1,
+194.38 +11334.2882
~17001.43236 44271.89 2813.63 0 ~1406.81 281363 | ,
+1406.81+ 25502.1485
583.14 2813.63 2339.72 0 281363 3635.02 |
+7619.48
K= —66407.83 0 0 66407.83 0 583.14 |
+194.38
0 ~1406.81 —2813.63 0 140681 281362 |
+44271.89
0 2813.63 3635.02 583.14 —2813.63  7619.48
+2339.72| 6
1 2 3 4 5 6

[ 77936.49824 —17001.4324 583.14 —66407.83 0 0 1
—-17001.4324 71180.84854 2813.63 0 -1406.81 2813.63 2
ra 583.14 2813.63 9959.2 0 —2813.63 3635.02 3
< | —66407.83 0 0 666602.21 0 583.14 4
0 —-1406.81 —2813.63 0 45678.7 —2813.63| 5
i 0 2813.63 3635.02 583.14 —2813.63 9959.2 | 6

V/.2.13 Formar el vector de fuerzas concentradas

El vector de fuerzas concentradas de toda la estructura se genera con la aportacion de fuerzas
concentradas en las direcciones de los desplazamientos por determinar. Para esto se forman antes los
vectores de fuerzas concentradas de cada uno de los nodos, donde la direccion de las fuerzas son
paralelas al sistema global y tienen la siguiente forma:

Fy | GL(n,X) E..—Es el vector de fuerzas concentradas de un nodon
Fo=|F | GL(nYy) en el plano con tres grados de libertad, respecto al
M, | GL(n,z) sistema de de referencia global.
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Para los nodos del marco plano tenemos los siguientes vectores de fuerzas concentradas:

|

- o
o o o
o o o

ul

N O

Il
o o o

il

w o

Il
oo o

ul

» O

1
2
3

[op IR &) NN
o O o
o O o

Ensamblando los vectores anteriores en uno sélo, seglin los grados de libertad por determinar
tenemos:

5] 1
0|2
_. |0|3
F°=
— |0|4
0|5
5|6
V.2.14 Formar el sistema de ecuaciones y resolverlo
KU=F°-F°
[77936.49824 —17001.4324  583.14  — 66407.83 0 o 1lwlr [57 [-6]
—-17001.4324 71180.84854  2813.63 0 —-1406.81 2813.63 Vo |2 0 5
583.14 2813.63 9959.2 0 -2813.63 3635.02 | (w23 [0 -1
—66407.83 0 0 666602.21 0 583.14 u; |4 |0 0
0 —-1406.81  —2813.63 0 45678.7 —-2813.63| | v, |5 0 5
0 2813.63 3635.02 583.14  -2813.63 9959.2 | |w,|6 | 5] |-5 |
U=K *(E*-E°)
U, 11 [0.000134669 3.31624E° —127611E° 0.000134388 —5.49134E~" -1.27351E°| [11]
Vo |2 3.31624E°  22449E° -6.08187E°® 3.31189E° -576078E°® -6.07785E°| |-5
w2 |3 | -1.27611E° -6.08187E° 0.000118627 -1.23777E° 4.68468E° -3.95314E° 1
u, |4 0.000134388 3.31189E° -1.23777E° 0.00014913 -5.8858E " -1.37371E°° 0
Vv, | 5 —~5.49134E~" -5.76078E° 4.68468E° -5.8858E" 2.24676E°  4.68832E° | |-5
ws |6 | -1.27351E° -6.07785E° -3.95314E° -1.37371E° 4.68832E°  0.000118684 | | 10 |
fu, 11 [ 000117818
Vo |2 0.00018596 9
we |3 | -0.000410073
u, |4 | 0.001165862
Vv, | 5 -0.00006652 26
\ws |6 [ 0001014172 |
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V.2.15 Formar el vector de desplazamiento global de cada barra

Esto se hace con los vectores de ensamble y sus correspondientes desplazamientos obtenidos.

u o
vy

W1

[
N
w N B O O

(=g
w
Il
=
w
O o0 oo U N

0.000
0.000
0.000

0.00117818

0.00185969

-0.000410073|

Nodo 1

Nodo 2

0.001165682 |
-6.65226E °
0.001014172

0.000
0.000
0.000

Nodo 3

Nodo 4

u,
Vv,

V.2.16 Calcula el vector de fuerzas equilibrantes global de cada barra

Iem :I()m +Em Qm (52)

Para la barra 1

-6 [ 194.38 0 —583.14
0 0 44271.89 0
Fo_ 6 N —583.14 0 2339.72
~ |-6| |-194.38 0 583.14
0 0 — 44271.89 0
|-6] |-583.14 0 1159.13
Tel_

Sergio Uriel Balbuena Pantoja
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En un sistema de referencia global

~194.38 0
0 -44271.89
583.14 0
194.38 0
0 44271.89
583.14 0
-5.9899 ]
-8.2332 | Nodo 1
6.2117
-6.0101
8.2332 | Nodo 2
-6.2724 |

[ 0.00117818 |
0.000185969
- 0.000410073
0.001165862
- 6.65226E *°

Nodo 2

Nodo 3

-583.14|[

1159.13
583.14

2339.72

| 0.001014172 |

[ 0.00117818 |
0.00185969
-0.000410073
0.000
0.000
0.000

Nodo 2

Nodo 4

0.000

0 0.000
0.000

0.00117818

0 0.00185969

| -0.000410073 |
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Para la barra 2

Sergio Uriel Balbuena Pantoja

er :IOZ +E2g2
[ 0 ] [ 66407.83 0 0 —66407.83 0 0 11 0.00117818 |
5 0 1406.81  2813.63 0 —1406.81 2813.63 0.000185969
ez _ 5 0 2813.63  7619.49 0 —2813.63 3635.02 -0.000410073
- 0 —66407.83 0 0 66407.83 0 0 0.001165862
5 0 —-1406.81 -—2813.63 0 1406.81 —2813.63 - 6.65226E
-5 ] L 0 2813.63  3635.02 0 —-2813.63 7619.49 | | 0.001014172j
[ 0.8180 |
7.0549 | Nodo 2
Feo _| 62724
- -0.8180
2.9450 | Nodo 3
Para la barra 3 [ 1.9473 |
IeS :IOS +E3Q3
(0] [ 194.38 0 583.14 -194.38 0 583.14 | [0.001165682 |
0 0 44271.89 0 0 —44271.89 0 - 6.65226E
o8 _ 0 N 583.14 0 2339.72 -583.14 0 1159.13 | | 0.001014172
- 0 —194.38 0 —583.14 194.38 0 —583.14 0.000
0 0 —44271.89 0 0 44271.89 0 0.000
0] | 583.14 0 1159.13 -583.14 0 2339.72| | 0000 |
[ 0.8180 |
-2.9450 | Nodo 3
e 3.0527
- -0.8180
2.9450 | Nodo 4
Para la barra 4 | 1.8554 |
I94 =I04 +E4g4
(0] [ 11334.2882 —-17001.43236 0 —11334.2882 17001.43236 0] [ 0.00117818 |
0 —17001.43236  25502.14854 0 17001.43236 —25505.14854 O 0.00185969
oo 0 N 0 0 0 0 0 0| |-0.000410073
- 0 —11334.2882 17001.43236 0  11334.2882 —17001.43236 0 0.000
0 17001.43236 —25502.14854 0 -—-17001.43236 25505.14854 O 0.000
o] | 0 0 0 0 0 0|]| 0000 |
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[10.1921 |
-15.2881 | Nodo 2
0
-10.1921
15.2881 | Nodo 4

0

V.2.17 Calculo del vector de fuerzas equilibrantes local de cada barra

Con estas fuerzas se pueden determinar los elementos mecanicos en las barras (reacciones en los
apoyos).

cfu+sf,
-sf +cf,
m —m MXi - .
f = Transformacion del sistemalocal al global
- cf,, +sf,;

-sf,;+cf,

X]

Para la barra 1
Donde: ¢c=0, s=1.

[0(-5.9899) +1(-8.2332) ] [-8.2332]
-1(-5.9899) + 0(8.2332) | | 5.9899 | Nodo 1
6.2117 6.2117

- 0(-6.0101) +1(8.2332) | | 8.2332
-1(-6.0101) + 0(8.2332) | | 6.0101 |Nodo 2
-6.2724 |-6.2724 |

Para la barra 2
El vector de fuerzas equilibrantes local sera igual al del sistema global, debido a que los ejes de

ambos sistemas son paralelos.
[ 0.8180 |

7.0549 | Nodo 2

6.2724
- -0.8180
2.9451 | Nodo 3
| 1.9473 |
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Para la barra 3
Donde: ¢c=0, s=-1

[0(0.818024) -1(-2.94508) 1 [ 2.94508 |
1(0.818024) + 0(-2.94508) | | 0.818024 | Nodo 3
foa_ 3.05274 | 3.05274
- 0(-0.818024) - 1(2.94508) -2.94508
1(-0.818024) + 0(2.94508) | |-0.818024 | Nodo 4
I 1.855418 | | 1.855418 |
Para la barra 4
Donde: ¢ =0.5547 , s =-0.83205
[ 0.5547(10.19209) - 0.83205(-15.28813) | [ 18.374 |
0.83205(10.19209) + 0.5547(-15.28813) 0 | Nodo 2
fes _ 0 0
- 0.5547(-10.19209) - 0.83205(15.288136) -18.374
0.83205(-10.19209) + 0.5547(15.288136) 0 Nodo 4
0 0

V.2.18 Verificar el equilibrio en las barras

El equilibrio de las barras se verifica con las fuerzas equilibrantes de los extremos en el sistema

local de las barras y las cargas intermedias.

Equilibrio de barra 1, fig.5.9.

-8.2332 Las fuerzas en el nodo 1 son de manera directa las
5.9899 | Nodo 1 reacciones en el apoyo.
por_| 62117
- 8.2332 5.99 ¥ 5 ¢/
6.0101 [Nodo 2 p | m| |
-6.2724 | 8233 ( l‘.}U..HHJ\H.HL
....\‘ —~ X | 1 | P
S F, =-8.2332+8.2332 =0 il
6.2117
3 F, =5.9899+6.0101-6(2) =0 | hom
> 'M,; =6.2117 - 6.2724 +5.9899(6) - 6(2)(3) = 0 Fig. 5.9
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Equilibrio de barra 2, fig.5.10.

[0.8180
7.0549 | Nodo 2 Ly
6.2724 ] o

10t
1.9473
s
0.818

70818 |\Y |
- -0.8180 A

] <t+——|

2.9451 | Nodo 3 I"‘\\__A7.()55T
| 1.9473 | 6.2724

D F,=0.8180-0.8180=0
D F, =7.0549+2.9451-10=0
DM, =6.2724 +1.9473 - 7.0549(4) +10(2) = 0

Equilibrio de barra 3, fig. 5.11.

[ 2.9451
0.8180 | Nodo 3
ces _| 30527
— |-29451
-0.8180 | Nodo 4
| 1.8554 |

D F, =29451-2.9451=0
> F,=0.8180-0.8180 =0
D M, =3.0527 +1.8554 — 0.8180(6) = 0

(2]
2945
I~ 40m

Fig. 5.10

[}

6.0m

[

Equilibrio de barra 4, fig. 5.12. Y\w

[ 18.374 ]
0 Nodo 2

fe4_

0 Nodo 4

> F, =18.374-18.374 =0
Z F, =0
DM, =0
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V.2.19 Verificar el equilibrio en los nodos

El equilibrio de los nodos se realiza con las fuerzas equilibrantes de las barras en el sistema de
referencia global y las cargas concentradas.

Equilibrio en el nodo 2, fig. 5.13.

El equilibrio se verifica con las fuerzas de fijacion de la barra 1, de la barra 2, de la barra 3 y el
vector de fuerzas concentradas en el nodo 2.

5.9899] 10,8180 | 710.1921 T
-8.2332 | Nodo 1 7.0549 | Nodo 2 -15.2881| Nodo 2 51 F
ca_| 62117 | 62724 e | 0 £s-lo| F
7| 60101 7| 08180 7 |i10102 ol e
8.2332 | Nodo 2 29451 | Nodo 3 15.2881 | Nodo 4 :
62724 10473 | o
5¢ 0.318
> F, =+6.0101-0.8180-10.1921+5=0 = |
| B 7 7.055
S F, =-8.2332 - 7.0549 +15.2881 = 0 soror LIN> 67
_ _ _ 10.192
S'M,, = +6.2724-6.2724+0=0 ) e

6.2724 Fig.5.13
Equilibrio en el nodo 3, fig. 5.14.

El equilibrio se verifica con las fuerzas de fijacion de la barra 2, la barra 3 y el vector de fuerzas
concentradas en el nodo 3.

[0.818024 | [0.818024 | 0] F,
7.05492 | Nodo 2 -2.94508 | Nodo 3 Fi=|0| F,
ce _| 6.272412 e _| 305274 5| F
~ [-0.818024 ~ |-0.818024
2.94508 | Nodo 3 2.94508 | Nodo 4 ;9473 &

| 194727 | | 1.855418 | g ~ Stm

0.815?_ I[
> F, =0.818024 —0.818024 = 0 l \t’

2.945 |

D F, =—2.94508+2.94508 = 0
DM, =-1.94727-3.05274+5=0
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Equilibrio en el nodo 4, fig. 5.15.

Al establecer el equilibrio en el nodo 4 obtenemos las reacciones en el apoyo.

[ 0.8180 |
-2.9451
3.0527
-0.8180
2.9451

Nodo 3
Tell

Nodo 4

[10.1921 |
-15.2881
0
-10.1921
15.2881

| 1.8554 |

> F, =0.8180 +10.1921+R,, =0
>'F, =-2.9451-15.2881+R,, =0
>'M,, =-1.8855+R,, =0

0

Nodo 2

Nodo 4

il
» O

. R,, =-11.0101
. Ry, =18.2332
. R, =18855

Il
o O O
T T M
N < x
—
A
kg
\ o
Y e —
.,:"N
b=
+u
n

V.2.20 Obtener los diagramas de elementos mecénicos en todas las barras

Los diagramas se trazan una vez conocidas las fuerzas equilibrantes en los extremos de la barra, en
el sistema de referencia local; al realizar la suma de fuerzas a la izquierda de una seccion cualquiera

incluyendo las cargas intermedias de las

Diagramas de la barra 1, fig. 5.16.

8.233
N
N
6.2724

6.0101

Yy
g

1 e

2 ton/m

x

i @
6.2117
5.99
LS
8.233
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Diagramas de la barra 2, fig. 5.17.

10 ton
y 1.9473
0818 |@ x ® 0.818
= | ] ,<+—
7.055 L2]
2.945
6.2724 —— 40m
N osis | - |
7.055 +
V = | 2.945

M /+\I 1.9473

6.2724 |

Fig. 5.17

Diagramas de la barra 3, fig. 5.18.

v o 0.818 0.818 3.053

6.0m E - -+

< ————
0.818 2.945 0.818 1.885

1.885 N V M

Fig. 5.18
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Diagramas de la barra 4, fig. 5.19.

18.374

72111 m \\
o @ 18.374 0.0 0.0
\3.3?4 N V
Fig. 5.19

V.2.21 Resultados con el programa SAP2000 v.12

Se resolvera el marco de la figura 5.4 con el programa SAP2000 v.12 para poder comparar con los
resultados obtenidos. En la fig. 5.20 vemos la pantalla del programa en donde aparece la geometria
de la estructura, la posicién del origen del sistema global, la numeracion asignada a los nodos y
barras y las secciones asignadas a cada barra.

I SAP2000 - ejercicio tesis

File Edit Wiew Define Draw Select Assign Analyze Display Design  Options  Help

- = R J @ r 22220 M 2y v e YR s . B~ et L] ab 2
Y34 X-Z Plane @ Y=0 m| 52 Plane @ Y=0 m|
2 3 4 S1
. 7 3 3 ¢ 3
1 3
R Plane @ =0 %250 Y000 2276 [GLoBal  =|[TonmcC =|
Fig. 5.20
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Vemos que el programa utiliza una identificacion de los nodos y las barras diferente a la que
utilizamos en el ejemplo, también el origen del sistema de referencia global esta colocado en otro
lugar; no obstante los resultados deben ser exactamente iguales.

En la fig. 5.21 se muestra en la pantalla del programa las fuerzas colocadas y la configuracion
deformada del marco.

4 SAP2000 - ejercicio tesis

File Edit VYiew Define Draw Select Assign  Analyze Display Design  Options Help

D H 4 » | PE2eEe M & 6o RE| s, 8-, |[lcFrdt-|,|]af
¥ Frame Span Loads (DEAD) (As Defined) B[] |2 peform '
=
S
=
=
5.00
2 Points 1 Lines Selected GLOBAL  ~l[Ton.m.C =

Fig. 5.21

A continuacién se muestran los datos de entrada del programa:

e Geometria

Table: Connectivity - Frame/Cable

Frame Jointl JointJ Length
Text Text Text m

1 1 2 6.00
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Table: Joint Coordinates

Joint CoordSys CoordType XorR Y z SpecialJt  GlobalX GlobalY Globalz
Text Text Text m m m Yes/No m m m
1 GLOBAL Cartesian -2.00 0.00 0.00 No -2.00 0.00 0.00
2 GLOBAL Cartesian -2.00 0.00 6.00 No -2.00 0.00 6.00
Table: Frame Section Assignments
Frame SectionType AutoSelect AnalSect DesignSect MatProp
Text Text Text Text Text Text
1 Rectangular N.A. S2 S2 Default
2 Rectangular N.A. S2 S2 Default
3 Rectangular N.A. S1 S1 Default
4 Rectangular N.A. S1 S1 Default
Table: Frame Section Properties - General
SectionName Material Shape t3 t2 tf tw
Text Text Text m m m m
S1 concreto Rectangular 0.6 0.2
S2 concreto Rectangular 0.4 0.3
SectionName t2b tfb Area TorsConst 133 122 AS2
Text m m m2 m4 m4 M4 m2
S1 0.12 0.001264 0.0036 0.0004 0.10
S2 0.12 0.001944 0.0016 0.0009 0.10
SectionName AS3 S33 S22 Z33 722 R33 R22
Text m2 m3 m3 m3 m3 m m
S1 0.100 0.012 0.004 0.018 0.006 0.173205 0.057735
S2 0.100 0.008 0.006 0.012 0.009 0.115470 0.086603
SectionName ConcCol ConcBeam Color TotalWt TotalMass FromFile AMod
Text Yes/No Yes/No Text Ton Ton-s2/m Yes/No Unitless
S1 Yes No Gray8Dark 10.5595 1.08 No 1.00
S2 Yes No Green 11.3026 1.15 No 1.00
Table: Frame Release Assignments 1 - General, Joint |
Frame PI Vv2I V3l Tl M2l M3l
Yes/No Yes/No Yes/No Yes/No Yes/No Yes/No Yes/No
4 No No No No No Yes
Table: Frame Release Assignments 1 - General, Joint J
Frame PJ V2J V3J TJ M2J M3J PartialFix
Yes/No Yes/No Yes/No Yes/No Yes/No Yes/No Yes/No Yes/No
4 No No No No No Yes No
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Table: Joint Restraint Assignments

Joint Ul u2 U3 R1 R2 R3
Text Yes/No Yes/No Yes/No Yes/No Yes/No Yes/No
1 Yes Yes Yes Yes Yes Yes
3 Yes Yes Yes Yes Yes Yes

e Material

Table: Material Properties 1 - General

Material Type DesignType UnitMass UnitWeight E U A
Text Text Text Ton-s2/m4 Ton/m3 Ton/m2 Unitless 1/C

concreto Isotropic Concrete 8.0040E-01 7.8490E+0 2213594.36  0.150000 1.1700E-05
e Cargas

Table: Joint Loads - Force

Joint LoadCase CoordSys F1 F2 F3 M1 M2 M3
Text Text Text Ton Ton Ton Ton-m Ton-m Ton-m
2 DEAD GLOBAL 5.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
4 DEAD GLOBAL 0.00 0.00 0.00 0.00 -5.00 0.00
Table: Frame Loads - Distributed
Frame LoadCase CoordSys Type Dir AbsDistA AbsDistB  FOverLA FOverLB
Text Text Text Text Text m m Ton/m Ton/m
1 DEAD GLOBAL Force X 0.0 6.0 2.0 2.0
Table: Frame Loads - Point
Frame LoadCase CoordSys Type Dir DistType  RelDist AbsDist Force
Text Text Text Text Text Text Unitless m Ton
3 DEAD GLOBAL  Force z RelDist 0.5 2.0 -10.0
A continuacién se muestran los resultados obtenidos con el programa:
e Elementos Mecanicos
Table: Element Forces - Frames
Frame Station OutputCase  CaseType P V2 V3 T M2 M3
Text m Text Text Ton Ton Ton Ton-m Ton-m Ton-m
1 0.00000 DEAD LinStatic 8.2332 5.9899 0.0000 0.00000 0.00000 6.21172
1 3.00000 DEAD LinStatic 8.2332 -0.0101 0.0000 0.00000  0.00000 -2.75794
1 6.00000 DEAD LinStatic 8.2332 -6.0101 0.0000 0.00000 0.00000 6.27241
2 0.00000 DEAD LinStatic -2.9451 0.8180 0.0000 0.00000 0.00000 1.85541
2 3.00000 DEAD LinStatic -2.9451 0.8180 0.0000 0.00000 0.00000 -0.59866
2 6.00000 DEAD LinStatic -2.9451 0.8180 0.0000 0.00000 0.00000  -3.05273
Sergio Uriel Balbuena Pantoja 159



Anadlisis y Disefio de Sistemas Estructurales Esqueletales Curvos

Capitulo V. Método de las Rigideces Matricial

Frame Station OutputCase  CaseType P V2 V3 T M2 M3
Text m Text Text Ton Ton Ton Ton-m Ton-m Ton-m
3 0.00000 DEAD LinStatic -0.8180 -7.0549 0.0000 0.00000 0.00000 -6.27241
3 0.50000 DEAD LinStatic -0.8180 -7.0549 0.0000 0.00000 0.00000  -2.74495
3 1.00000 DEAD LinStatic -0.8180 -7.0549 0.0000 0.00000 0.00000 0.78251
3 1.50000 DEAD LinStatic -0.8180 -7.0549 0.0000 0.00000 0.00000 4.30997
3 2.00000 DEAD LinStatic -0.8180 -7.0549 0.0000 0.00000 0.00000 7.83743
3 2.00000 DEAD LinStatic -0.8180 2.9451 0.0000 0.00000 0.00000 7.83743
3 2.50000 DEAD LinStatic -0.8180 2.9451 0.0000 0.00000 0.00000 6.36489
3 3.00000 DEAD LinStatic -0.8180 2.9451 0.0000 0.00000 0.00000 4.89235
3 3.50000 DEAD LinStatic -0.8180 2.9451 0.0000 0.00000 0.00000 3.41981
3 4.00000 DEAD LinStatic -0.8180 2.9451 0.0000 0.00000 0.00000 1.94727
4 0.00000 DEAD LinStatic -18.3741 0.0000 0.0000 0.00000 0.00000 0.00000
4 3.60555 DEAD LinStatic -18.3741 0.0000 0.0000 0.00000 0.00000 0.00000
4 7.21110 DEAD LinStatic -18.3741 0.0000 0.0000 0.00000 0.00000 0.00000

e Desplazamientos
Table: Joint Displacements

Joint OutputCase  CaseType Ul u2 u3 R1 R2 R3

Text Text Text m m m Radians Radians Radians

1 DEAD LinStatic 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

2 DEAD LinStatic 0.001178 0.000000 0.000186 0.000000 0.000410 0.000000

3 DEAD LinStatic 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

4 DEAD LinStatic 0.001166 0.000000 -0.000067 0.000000 -0.001014 0.000000

e Reacciones
Table: Joint Reactions

Joint OutputCase  CaseType Ul u2 U3 R1 R2 R3

Text Text Text Ton Ton Ton Ton-m Ton-m Ton-m

1 DEAD LinStatic -5.9899 0.0000 -8.2332  0.00000 -6.21172  0.00000

3 DEAD LinStatic -11.0101 0.0000 18.2332  0.00000 -1.85541  0.00000

Vemos que los resultados obtenidos con el programa son iguales a los obtenidos con el método de
las rigideces matricial. En las fig. 5.22 y 5.23 se muestran los diagramas de elementos mecanicos y
reacciones en el programa.
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[ ][O)f%] 2 Shear Force 2-2 Diagram (DEAD)

Moment 3-3 Diagram (DEAD)

Z z
foh T_> a3 T y E
b b i - mm

& leoeal ~ | [Tonme ~

2 Paints 1 Lines Selected

I# Axial Force Diagram (DEAD)

2 Points 1 Lines Selected &2 [eosel I Tonmc =

Fig. 5.23
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VI. SISTEMA ESTRUCTURAL EQUELETAL POR
RESOLVER
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VI. Sistema Estructural Espacial Curvo por Resolver *
V1. 1. Descripcion del Proyecto

El objetivo principal de este proyecto es disefiar una cubierta ligera provisional de facil transporte y
rapido montaje para casos de desastre que funcione como refugio o clinica de emergencia temporal. Es
un médulo con forma de igld, de planta cuadrada que cubre un 4rea de 86.6 [m?] y con altura de 6.45
[m]. La cubierta esta compuesta basicamente de una estructura portante retractil y una membrana
plastica, fig. 6.1.

En las siguientes figuras 6.2-6.3 observamos un corte en planta y otro en elevacién con las dimensiones
generales del proyecto. El corte en planta muestra un posible arreglo de los dormitorios.

B BT == Yy
A DORMITORIOS W
395 « || ) | | | LAl
/! . Ll o
=] + =
7.50— % i1, Rl Lt & - LB
™ DORMITORIOS 1l
" — — N
u " |
S8 o olozs Wi
F Frer H
gL | 5
! L AUl vy 1
0 AL AN |
b PN e L | ] -

ACCESO 4202

Fig. 6.2 Corte en planta

! Todo el capitulo esta basado en el proyecto de clave: PAPIIT IN 403204, nombre: MODUNAM I (Estructura de Tijeras),
dependencia: Laboratorio de Estructuras del Centro de Investigaciones y Estudios de Posgrado de la Facultad de
Arquitectura, responsable: Dr. Juan Gerardo Oliva Salinas, corresponsable: Ing. Lorenzo Miranda Cordero.
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L | —

Fig. 6.3 Corte en elevacion
e Estructura Portante

La estructura portante esta compuesta de cuatro paquetes de barras retractiles denominados brazos,
cada uno a su vez conforma un sistema de tijeras desplegables por medio de poleas y cables
tensionados desde los apoyos mediante malacates. La funcidon de dichos mecanismos es tener cuatro
paquetes plegados muy compactos que pueden ser facilmente transportados al sitio donde se necesite
levantar la cubierta. El sistema completamente desplegado se compone de cuatro arcos de
circunferencia (brazos) unidos en la parte superior, conformando un sistema tridimensional a base de
barras. Dos arcos opuestos forman media circunferencia y el otro par se encuentra perpendicular al
primero como se muestra en la siguiente figura 6.4.

Fig. 6.4 Estructura portante
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Todas las barras estan articuladas en los extremos y cuentan con un apoyo intermedio o perno mediante
el cual giran y se despliegan las tijeras, por lo que cada una se indetermina estaticamente.

Todos los elementos estructurales unidos e interactuando constituyen un gran sistema estructural
espacial hiperestatico en el que sobre cada barra actian los seis elementos mecénicos posibles; de ahi
que se requiere de un analisis tridimensional y un programa de computo con el Método de las rigideces
matricial (SAP2000 v 8.12).

e Membrana

La membrana plastica con la que se cubre el espacio Gtil se conoce como velaria 0 manto, existen
muchos modelos de lonas en el mercado tanto nacionales como importadas; para este proyecto se
utiliz6 una lona vinilica de origen nacional marca Fortoflex 610 de 18 0z, con un peso de 610 gr/m?.

La cubierta esta compuesta de cuatro caras iguales, donde la geometria de cada una sera una superficie
de doble curvatura inversa, la cual se genera a partir de la traslacion de dos curvas una positiva sobre
otra negativa. La curva principal A o curva vertical es la cuarta parte de una elipse. Mientras que la
curva principal B o curva horizontal es una parabola, fig. 6.5. La geometria exacta del manto fue
desarrollada en un modelo trididmensional de AutoCAD, dibujado por los becarios anteriores; con el
cual se seguira trabajando. El 4rea total de una cara obtenida de dicho modelo es de 42.8 [m?].

Por ser una cubierta cerrada de poca altura, cuya relacion entre altura y dimension menor en planta es
menor a 5 y de una geometria tal que le aporta una rigidez ante los efectos del viento, de modo que no
varia sustancialmente su forma aunque sea una membrana flexible; se puede clasificar de acuerdo con
su respuesta ante la accion del viento segun las Normas Técnicas Complementaria para Disefio por
Viento como una estructura del tipo 1, en las que bastard tomar en cuenta Unicamente los efectos
estaticos del viento.

CurvaB
— Curva A
s /
42 /1N ,
b If' | ff
I ' f ] / !/ '
|' | ||' I,'
N
|
,}Qb

Fig. 6.5 Geometria de la membrabna
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VI1.2. Antecedentes de los Sistemas Desplegables

El objetivo principal de estos sistemas es tener estructuras con elementos regulares, es decir, con la
misma longitud y lograr un rapido despliegue por medio de cables y polea en los extremos de las
barras. Estos sistemas hasta la fecha han sido muy poco estudiados y aplicados, los pioneros fueron los
espafoles Augusto Pérez Pifieiro, posteriormente Félix Escrig y el japonés Kamamuro. Escrig es quien
propone una clasificacion de estas estructuras en su articulo “A New Geometry from Cylindrical
Deployable X Frames” en el que a las estructuras de tijera les llama marcos en X, por lo que ya era
consciente de la alta hiperestaticidad de dichas estructuras.

De manera general los marcos X son una sucesion de tijeras unidas en los extremos por articulaciones,
por tanto son estructuras de poca estabilidad angular y susceptibles a formar mecanismos de colapso,
pues con la falla de un so6lo elemento o desplazamientos excesivos se induce el colapso de todo el
sistema por estar interconectado con articulaciones. La ventaja de estos marcos desplegables, es que se
pueden librar claros muy grandes sin necesidad de apoyos intermedios teniendo un sistema que se iza
en muy poco tiempo y sin necesidad de maquinaria pesada.

Los primeros modelos modernos de estos sistemas aparecen en las rejas para jardineria, los cuales son
paquetes plegados formados por barras articuladas exactamente al centro, lo que genera un despliegue
recto, fig. 6.6. La longitud de despliegue esta en funcién de cuanto se acorte la distancia entre los
extremos de las barras de una tijera o peralte; por tanto si buscamos una longitud especifica, tendra
asociado un unico peralte final.

- Longitud de Despliegue -

Peralte Peralte
inicial final

Fig. 6.6 Tijeracon despliegue recto

Para tener un despliegue curvo, las barras deberan tener el apoyo o perno intermedio a una cierta
excentricidad del centro de la barra, la curvatura del despliegue esta en funcidén de cuanto se va
acortando el peralte. A este arreglo lo denominamos como brazo curvo y la posicion final que se busca,
tendra asociado un peralte final, el cual es el Gnico que satisface la curvatura deseada, fig. 6.7.

A

Peralte

Radio de Curvatura

1 /_\
Fig. 6.7 Tijeracon despliegue curvo
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Para el izado de un brazo curvo debera realizarse primero un despliegue horizontal y después uno
vertical; para lograr este Ultimo el cable debera tener un arreglo en zig-zag y las barras tendran poleas
en los extremos para que el cable corra a través de ellas, fig. 6.8. Este arreglo del cable es condicion
para que se acorte el peralte de las tijeras y por tanto se desplieguen, de ese modo se va acortando la
distancia del cable el cual es tensionado desde un extremo del brazo por medio de un malacate.

Tension
Cable

Fig. 6.8 Arreglo del cable en zig-zag

Durante el izado todo el sistema permanece sobre un sélo apoyo articulado, ubicado en la base del
brazo y en todo momento se encuentra en equilibrio ya que el cable es el Unico elemento que trabaja
tomando todo el peso del brazo, fig. 6.9.

Fig. 6.9 Despliegue sobre un apoyo articulado

El izado termina cuando el extremo superior del brazo alcanza una cierta altura y se tiene el peralte
adecuado en todas las tijeras. Dicha altura y peralte corresponde al disefio geométrico del brazo en su
posicion final estable. Para mantener sin cambios la geometria final y garantizar el equilibrio del
sistema, debera asegurarse la base del brazo con otro apoyo a una separacion igual al peralte final de
las tijeras, quedando asi restringida la separacion.
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Peralte Final

Peralte Final

Peralte Final

Peralte Final

Peralte Final
Restringido

Fig. 6.10 Posicion final del despliegue

Es importante mencionar que toda la estabilidad ante la formacion de mecanismos de colapso debido a
las articulaciones radica en mantener sin cambios el peralte, ya que de acortarse esta distancia se
precipitaria stbitamente todo el sistema, de ahi la importancia que los apoyos guarden la separacién del
peralte. La estabilidad del sistema se garantiza si se restringe la distancia del peralte final en una tijera,
aunque debe tenerse cuidado con deformaciones excesivas en las otras tijeras; por lo que serad
conveniente colocar unos seguros que restringen el peralte en todas las tijeras por seguridad.

Una vez estable la estructura, es decir, cuando se asegura el segundo apoyo, el cable deja de trabajar
pues hay una redistribucion de esfuerzos debido al equilibrio geométrico que ofrece la posicion final,
en donde solo trabajan las barras y los pernos. El descenso se realiza por peso propio y debera utilizarse
el cable otra vez como Unico elemento que trabaja, manteniendo el equilibrio dindmico.
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V1. 3. Desarrollo Geométrico del Sistema Estructural

A continuacion se mostrara, paso por paso, el procedimiento geométrico, con el que se genera sélo
medio arco, es decir, un brazo de la estructura en su posicion final; ya que los otros tres son idénticos.

1. Se dibuja un arco de media circunferencia con radio de 5 [m] y otro arco concéntrico de 5.5 [m], la

diferencia entre los radios constituye el peralte que tendra la estructura de tijeras, en este caso sera de
0.5 [m].

R3.000

Fig. 6.11 ~ F-os00

2. Se hace una division en 12 segmentos regulares, por lo que se trazan radios a cada 8.18°; formando
modulos regulares en el anillo. Con esto se forman seis tijeras, pero tendremos cinco tijeras completas
y dos mitades en los extremos del brazo.

RS.500

R3.000

8.18°

-—‘ L-D.SDUF
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3. Se unen los mddulos regulares con rectas diagonales, las cuales seran las barras que conforman la
estructura. De aqui obtenemos que cada barra mide 1.574 y en el cruce de las diagonales se tendra una
articulacion fuera del centro de la barra a 0.825 [m] de un extremo 6 a 0.75 [m] del otro, es decir, hay
una cierta excentricidad sin la cual no se obtendria el despliegue curvo, fig. 6.13. Observamos en la
figura 6.14 que un brazo estd compuesto de 5 tijeras completas y 2 medias tijeras en sus extremos.

R3.500

R5.000

R3.500

R5.000

*‘ }——0500

Fig. 6.14
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4. En la siguiente figura 6.15, vemos que por el desarrollo geométrico, el extremo superior del brazo no
esta en su posicién final debido a que se estorbaria con el brazo opuesto, por lo que debe moverse a una
posicion mas alta, al extremo de un elemento que se encuentra en la parte superior de la estructura
Ilamado linternilla que sirve para unir los cuatro brazos y soporta un poste central flotante con un
capuchon, fig.6.16; dicho elemento esta formado por 4 barras con una longitud de 0.574 [m], debe ser
cuadrado para que en cada lado se ensamble uno de los brazos y se encuentra a una altura de 5.923 [m].

Linternilla

— 0572 |[~— Punto Final

—_ e~ del Extremo

RS.2500

R3.000

Punto Inicial
del Extremo

2923

*‘ l—~o.500

Fig. 6.16 Linternilla
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5. Para mover el extremo del brazo al extremo de la linternilla, deber& desplazarse primero todo el
brazo una distancia de 0.338 [m] como se muestra en la fig. 6.17. Este paso no forma parte del

despliegue mecanico del sistema, sino de un desarrollo geométrico para determinar la posicion final de
la estructura.

Fig. 6.17

6. Una vez desplazado el brazo deberéa rotarse como cuerpo rigido en torno al apoyo de la base 8.18° el
mismo angulo con que se subdividié el anillo inicial, fig. 6.18. Este paso no forma parte del despliegue

mecanico del sistema, sino de un desarrollo geométrico para determinar la posicion final de la
estructura.

Fig. 6.18
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7. Se muestra un esquema en la fig. 6.19 del brazo en su posicion final, después del desplazamiento y
giro para alcanzar la posicion de la linternilla.

Fig. 6.19

8. Vemos un esquema con la posicion final de dos brazos opuestos unidos en la parte superior con la
linternilla formando un semicirculo, fig 6.20.

Fig. 6.20
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9. A cada uno de los brazos planos de la figura anterior se les afiade un brazo paralelo para darles
estabilidad lateral, a una separacion de 44 [cm], fig. 6.21.

10. Por altimo se muestra un modelo de la estructura completa en la posicién final del izado, formada
con dos semicirculos perpendiculares unidos en la parte superior por la linternilla. Cada semicirculo
estd formado por dos brazos opuestos con su respectivo paralelo, fig. 6.22.

Fig. 6.22
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VI. 4. Detalles de Estructuracion y del Mecanismo

En esta parte se presentan los detalles de estructuracion que permiten el funcionamiento del mecanismo
de despliegue y proporcionan estabilidad al sistema. Los elementos estructurales principales de las
tijeras son barras de eje recto con seccion transversal tubular, los pernos mediante los cuales articulan
son barras de seccion circular solida.

Una sola tijera esta compuesta de dos barras principales con tres perforaciones cada una por donde
atraviesan los pernos, los cuales permiten los giros 0 mecanismos de tijeras. Las barras principales, no
se encuentran en un mismo plano ya que debe rotar una respecto a la otra, por tanto habra una
separacion minima igual a la suma de los radios de los tubos. En nuestro caso dicha separacion es
mayor debido a que entre las barras hay una polea intermedia que sirve de guia al cable, fig 6.23.

Barras principales Pernos con poleas

Fig. 6.23 Tijera sencilla con poleas
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Una tijera sencilla debe llevar otra paralela que proporciona rigidez y estabilidad lateral; la unién entre
tijeras se hara por medio, de un tubo separador de 44 [cm] de longitud, el cual estard soldado a las
barras internas formando asi un médulo de tijera. Los pernos solo atraviesan a las barras, es decir, no
hay union continua con los tubos Yy giran libremente; en la fig. 6.24 vemos el arreglo completo de un
modulo de tijera con su respectiva paralela. Para el prototipo en acero, como veremos en el apartado
siguiente, las tijeras paralelas se unieron por medio de una placa que dificilmente se modela en el
programa de analisis.

Tijeras Paralelas

Separadores soldados
a las barras interiores

Fig. 6.24 Modulo de tijera formado por dos tijeras sencillas paralelas
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Se muestra a continuacion el arreglo detallado de dos madulos de tijeras con todos los elementos que la
constituyen, fig. 6.25.

Pernos

Separadores soldados

Sujetador de a las barras internas

membrana \

Barras principales

Poleas en los
extremos

Poleas intermedias

Fig. 6.25 Dos mddulos de tijeras completo
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VI. 5. Experiencia con el Prototipo de Acero

El proyecto MODUNAM Il inicialmente fue disefiado en acero por un grupo anterior de becarios,
concluyendo su participacion con la elaboracion de los planos de taller para la construccion de un
prototipo de dimensiones reales. Un nuevo grupo del cual formo parte tomamos el proyecto en la etapa
final, supervisando la fabricacién y realizando las pruebas de izado.

El procedimiento de izado es el siguiente: Una vez armados los cuatro brazos y apoyados sobre un solo
perno en la base, se despliegan manualmente al centro del claro para unirlos con la linternilla a una
altura de 1.5 [m] sobre un soporte y por ultimo se tensan los cables simultdneamente con los malacates.
El despliegue de la estructura es de tal forma que la linternilla sélo se eleva verticalmente.

Se realizé un primer intento de izado que fracasé debido a que no se llegé a la posicion final y se
flexionaron algunos elementos; esto ocurrié por que se colocé mal el cable que levanta la estructura. En
la siguiente figura 6.26 vemos el arreglo erroneo del cable el cual se fijo a la linternilla y no en el perno
inferior, por tanto nunca cerraria la ultima tijera y al seguir tensando el cable, éste Unicamente
esforzaba a las barras sin desplegarlas pues el sistema estaba trabado y nunca se desarrollaria la
geometria completamente.

Perno de linternilla

Distancia sin acortar

Perno inferior

Fig. 6.26

Una vez determinada la causa del problema, los elementos deformados fueron reparados y reforzados
sin ningun criterio estructural como se muestra en la fig. 6.27, para realizar otra prueba de izado.
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En la segunda prueba de izado se armaron los brazos en el sitio, por lo que se requirié de una gria para
mover las piezas de acero, luego se colocé el cable correctamente, después se llevaron al centro los
brazos para unirlos a la linternilla y por altimo se tenso el cable con los malacates hasta completar la
geometria. Durante el izado se tenia la grda fija a la linternilla como seguridad, aungque no interviene ni
se requiere para el despliegue; esto se muestra en las figuras 6.28-6.35.

Fig. 6.28 Armado de los brazos y arreglo del cable

Fig. 6.29 Unio6n de los cuatro brazos con la linternilla al centro del claro
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Fig. 6.30 Posicidn inicial elevado a 1.5 [m]
y apoyado en un solo perno

Fig. 6.32 Posicién intermedia del izado
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Fig. 6.33 Posicion intermedia del izado

Fig. 6.34 Posicion final
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Fig. 6.35 La geometria final se tiene cuando el perno trasero
de la primer tijera llega al apoyo y se asegura en la base

Al final del izado, una vez que el segundo perno quedo asegurado, observamos que por el peso propio
de la estructura deformoé ligeramente el perno trasero, fig. 6.36.
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Una vez finalizado con éxito el izado de la estructura, tres colaboradores subieron a la cima
provocando el colapso subito de la estructura, fig. 6.37.

Fig. 6.37 Colapso de estructura
Se observd que solo fallaron dos barras paralelas en cada brazo y las mismas en los cuatro brazos,

teniendo asi un comportamiento simétrico pues la carga se concentr6 en el punto més alto de la
estructura. Los elementos dafiados se ubican en la segunda tijera como se muestra en la, fig. 6.38.

b

Fig. 6.38 Barras dafiadas
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Después del accidente se revisaron las causas que produjeron el colapso de la estructura, encontrando
los siguientes detalles:

El colapso ocurrio stbitamente debido a que todas las barras estan articuladas en los extremos y con la
falla de un par de elementos paralelos se genera un mecanismo de colapso global. De manera méas
detallada lo que ocurri6 es que la separacion que deben guardar las tijeras (lo que denominamos peralte
final) disminuy6 completamente con la falla de las barras en la segunda tijera y todo el sistema perdid
su estado de equilibrio; vemos que la primer tijera en todos los brazos permaneci6 intacta pues ésta no
disminuyd su peralte. Por otro lado, se observé que el cable de izado no detuvo el colapso porque la
estructura adopt6 un nueva geometria de modo que el cable le quedaba grande.

Por otro lado, las perforaciones en las barras (por donde pasan los pernos) no se reforzaron, pues era de
esperarse un incrementos de esfuerzos debido a que se disminuyo la seccion transversal y como
veremos después en el analisis, el momento flexionante maximo se ubica en la perforacion intermedia,
fig. 6.39.
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En las siguientes imagenes, figs. 6.40-6.41, vemos que en la perforacion, el tubo se plastifico y rompio
en la zona de tensibn mientras que en la zona de compresion se panded localmente y hubo un

aplastamiento de la seccion.

i

- s

Fig. 6.41 Pandeo local y aplastamiento en fibras a compresion

Después se revisO la memoria de célculo, la cual era bastante deficiente ya que no contenia la
informacion necesaria y tenia errores de unidades en la obtencion de las fuerzas por viento, ademas el
modelo de anélisis no era congruente con la estructura real ya que no guardaba las separaciones entre
tubos y no tenia las combinaciones de carga necesarias. Por otro lado, el sistema tenia una
estructuracion incongruente con el comportamiento mecanico, pues en la tijera superior de cada brazo
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habia tres barras de la seccion mas grande, lo que producia una mayor carga muerta concentrada en la
parte superior como se muestra en la fig. 6.42.

Conclusiones del prototipo en acero

e  Observamos que el peso de las barras de acero dificulté bastante el armado y transporte de los
brazos, anulando el objetivo principal de la estructura que era tener una cubierta ligera de facil
transporte y rapido montaje.

. Durante el izado nos dimos cuenta de que el despliegue requiere que los cables sean tensados
simultdneamente, de lo contrario algunos brazos se empieza a torser, induciendo esfuerzos no
considerados en los elementos.

. El izado de la estructura dur6 aproximadamente 15 minutos, ya que se realiz6 lentamente por ser
la primera vez que se levantaba y vigilando que el jalon en los ocho malacates fuera simultaneo.

e  Observamos que la geometria se complet6 exitosamente y cerrando correctamente en el segundo
apoyo, por lo que las dimensiones de los elementos son adecuadas y el sistema se estabilizo sin
necesidad de los cables.

Con toda la experiencia proporcionada por el prototipo en acero, posteriormente se determind realizar
un nuevo prototipo con la misma geometria pero con un material mas ligero como son las aleaciones de
aluminio para lo cual se tendria que volver a realizar por completo todo el analisis y disefio estructural,
labor que me fue asignada.
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V1. 6. Modelos de Anélisis

Para poder realizar el andlisis de la estructura, debe elaborarse un modelo de ésta, el cual debera
respetar la geometria, dimensiones, comportamiento, conexiones, apoyos y otras consideraciones de
carécter funcional y estructural que dan a nuestro modelo similitud real con la estructura que se
pretende construir. En la medida que nuestro modelo de estudio se asemeje con la estructura real, se
tendra un analisis mas preciso.

Muchas veces ocurre que las estructuras se construyen de manera diferente a los modelos de analisis,
teniendo asi un comportamiento diferente al estudiado y pueden ocurrir fallas estructurales debido a
que los elementos disefiados no corresponden a la estructura construida.

Para la estructura de tijeras se realizaron cuatro modelos tridimensionales que guardan la forma y
dimensiones reales, tres de ellos en posiciones diferentes del izado y uno en su posicion final, figs.
6.43-6.46; los cuales se dibujaron en el programa de disefio asistido por computadora AutoCAD2004.
Esta etapa fue muy laboriosa, pues los tres modelos en posiciones intermedias del despliegue no siguen
un procedimiento de dibujo tan sencillo como para la posicion final; ya que se deben simular las
rotaciones de cada una de las barras como lo harian en la realidad.
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Fig. 6.44 Modelo de posicidn intermedia 2
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)

Fig. 6.45 Modelo de posicidn intermedia 3

Fig. 6.46 Posicion Final
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Dichos modelos se exportan al programa de analisis estructural SAP2000 v8.12 en el cual se deberan
definir algunos parametros, los cuales simulan el comportamiento real de la estructura como son:
materiales, predimensionamiento de secciones, uniones entre barras y tipos de apoyos.

e  Material®

El material que se decidio para las barras de la estructura es una aleacion de aluminio por su bajo peso
especifico, tres veces menor que el acero, aunque también es tres veces menor el médulo de Young,
esto quiere decir que es tres veces mas deformable elasticamente. Estas aleaciones tienen propiedades
mecanicas que las hacen adecuadas para el uso estructural, las cuales deben definirse en el programa
de andlisis:

Aleacion | Barras y E Fry Fru Fvy Fvu Fey
[kg/cm®] | [kglem?] | [kg/em?] | [kglem?] | [kg/cm?] | [kg/em?] | [kg/cm?]
6063-T6 | Tubos [2.711x10° | 702777.8 [2178.6111| 2459.72 1350 1546.111 2170
6061-T6 | Pernos |2.711x10° | 702777.8 2811 3162 1908 2108 2811

o Predimensionamiento de Secciones?

Las secciones transversales de las barras principales y separadores seran tubulares, mientras que los
pernos serdn solidos redondos, por tanto en el programa deben definirse algunas de estas secciones con
dimensiones comerciales para ser revisadas hasta encontrar el perfil adecuado. A continuacion se
muestran las especificaciones de las secciones utilizadas obtenidas de un catalogo comercial.

Tubos Redondos I.P.S. cédula 40
Aleacion 6063 T-6, Largo Estandar 6.1 m

Nimero Diametro Espesor de Peso
de Catélogo | Exterior [mm] | Interior [mm] | Pared [mm] [kg/m]
885 48.26 40.89 3.68 1.397
886 60.33 52.5 3.91 1.878
887 73.03 62.71 5.16 2.982
888 88.9 77.93 5.49 3.899
10170 101.6 90.12 5.74 4.685

Barras Solidas Redondas, Aleacion 6061-T6

NUmero Diametro Peso
de Catalogo [mm] [in] [kg/m]
1532 31.75 11/4" 2.146
1536 38.1 11/2" 3.089
1540 44.4 13/4" 4.205
1544 50.8 2" 5.492
1548 63.5 21/2" 8.582

2 Catalogo comercial “Divisién Metales” de Metales Ermita S.A. de C.V., Grupo Saldi.
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e Uniones entre elementos estructurales
En nuestra estructura de tijeras, las uniones entre barras y pernos son muy singulares, por lo que deben

revisarse cuidadosamente para que el modelo sea congruente. Cada barra tiene tres perforaciones por
las cuales atraviesan los pernos permitiendo el libre giro de los elementos, fig. 6.47.

Tubo con tres perforaciones

76,93 69,28
Pernos
Fig. 6.47

Sabemos que en cualquier barra apareceran momentos flexionantes en las uniones cuando se restringe
el giro, bastara con restringir las fibras mas alejadas respecto al eje neutro de la seccidn transversal para
tener momento flexionante; de lo contrario se considera una articulacion en la que el momento es nulo.

Cada una de los tubos que conforman el modelo deben simular las uniones o perforaciones por donde
giran los pernos, esto implica una revision del comportamiento de las uniones; para lo cual debemos
definir los ejes principales de los tubos, en el programa de analisis se define al eje mayor como 3-3y al
eje menor como 2-2, esto se muestra en la fig. 6.48.

‘ Eje Menor
2.9
Perno % ! % Ejs Mayor
----- 15-----———-----—E-------—------fr----—-h-
. Tubo Perforado
Fig. 6.48

Primero revisamos la perforacién en los extremos de los tubos, fig. 6.49, en los cuales vemos que no
hay restriccion al giro respecto al eje mayor, en este sentido funciona como una articulacion; mientras
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que, respecto al eje menor se da una transferencia del momento flexionante del tubo al perno ya que las
fibras extremas respecto a dicho eje estan en contacto directo con el perno y restringe el giro del tubo.

Eje Menor Eje Mayor

Tension =0 Tension |

R = He

vvvvvvvvvvvv / .._._...._....-.L.__l.l_
[RA
Eje de Bara ! O Eje de Barra

Momento respecto = (0 Momento respecto !
al eje mayor {) g

al eje menor

I
L=
------------------ Ogrth-—

% %1’]&' Mayor % I : | :

Compresion =0 Compresion L
Eje Menor

Perforacion en los Extremos
Fig. 6.49

La perforacion en los extremos del tubo no restringe de ninguna manera el giro respecto al eje mayor,
por tanto, en el modelo debera liberarse este giro en los extremos de las barras, esto implica que no
ofrecen resistencia al giro y automaticamente libera de torsion a los pernos de los extremos.

Revisando la perforacion intermedia, fig. 6.50, podemos ver que respecto al eje mayor, las fibras
extremas siguen unidas restringiendo el giro, por tanto, en esta zona habra transferencia del momento
flexionante de un lado al otro del tubo. Respecto al eje menor observamos que las fibras extremas estan
en contacto con el perno, el cual restringe el giro del tubo y habrd una transmision del momento
flexionante. De este modo, en el modelo no se libera ningin giro del tubo respecto a sus ejes
principales; pero sabemos por el tipo de union, que el perno no sufre torsion pues gira libremente y por
tanto deberan liberarse las torsiones de todos los pernos intermedios en el modelo.

Eje Menor Eje Menor

™
- I Tension
Tension

|
/ e e Bl \ / ——————— BTt \
- A
Eje de Barm ) Eje de Barra

: Momento respecto Momento respecto
&l gje mayor g é al eje mayor al eje menor g

)
----------------------- o s ] e Iy
Z Z5
l/ Compresidn / Il!i Compresién

Perforacion Intermedia Eje Menor

Fig. 6.50

En las figuras anteriores vemos que los pernos atraviesan a los tubos por unas perforaciones las cuales
debilitan su seccion transversal, sufriendo un incremento considerable de esfuerzos. Esto no se puede
modelar en el programa de andlisis pero debera ser tomado en cuenta seriamente; para despreocuparnos
por este problema durante la etapa de andlisis y disefio con el programa de cdémputo, debemos
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garantizar que las secciones transversales seran reforzadas localmente en las perforaciones, de modo
que se tomen sin problemas los efectos del incremento de esfuerzos, validando asi nuestro analisis.

El incremento de esfuerzos por perforacion en tubos se evalla con unas ecuaciones experimentales, las
cuales requieren de los elementos mecanicos maximos en la perforacion. Con estas expresiones
podemos proponer un refuerzo local capaz de resistir el incremento de esfuerzos que se sometera a una
prueba de resistencia para tener mayor confianza en el refuerzo propuesto.

. Perforaciones

En las perforaciones de los tubos por donde atraviesan los pernos se debe dejar una holgura
recomendada de 1/8” que permite el libre giro de los pernos durante el izado. Por otro lado, dado que
los tubos y los pernos son del mismo material se busca evitar la friccion entre los metales por medio de
un elemento plastico muy resistente en los tubos, dicho elemento sera un cilindro pequefio de Nylamid
cuyo espesor se propone de 1/16” y de altura igual al didmetro del tubo, a reserva de revisarlo con una
prueba experimental reportada en el capitulo IX; el espesor se busca que sea el minimo para que las
perforaciones en los tubos no sean mas grandes de lo necesario, ya que en estas aparecen incrementos
de esfuerzos por la disminucion de la seccién, que llevaron a la falla al prototipo en acero.

Con esto vemos que todas las perforaciones por las que atraviesan los pernos, se haran ¥%” = 0.635 cm,
mas grandes que el diametro encontrado para los pernos debido a que el tubo debe llevar el cilindro de
Nylamid que evita la friccion de los metales y la holgura recomendada que permite el libre giro del
perno como se muestra en la fig.6.51.

<& Perno

1.,
@Perforacién - @Perno‘l‘ 4

Fig. 6.51 Perforacién en tubo con cilindro de Nylamid, holgura y perno
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. Apoyos

Los apoyos en los arcos s6lo permiten el giro en el plano que los contiene. En el programa de analisis
los apoyos son nodos como cualquier otro pero con grados de libertad restringidos, en la figura 6.52,
para los apoyos del arco A se restringen los tres desplazamientos lineales y los giros respecto a los ejes
X'y Z, permitiendo solo el libre giro respecto a al eje Y ; y de manera analoga en el arco B so6lo se
permite el libre giro respecto al eje X.

Libre giro ‘.k \
respecto al eje Y
respecto al eje X
Fig. 6.52

Libre giro
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VII. Determinacion de las Acciones de Disefio

En este capitulo se determinaran las cargas de disefio que indica el Reglamento de Construcciones
del Distrito Federal (RCDF) puesto en vigor el 29 de enero de 2004, con las correspondientes
Normas Técnicas Complementarias (NTC) puestas en vigor el 6 de octubre del 2004; para el
posterior andlisis de la estructura portante del MODUNAM I1.

VII.1 Acciones de Disefio segiin el RCDF y las NTC

La seccion 2 de las Normas Técnicas Complementarias sobre Criterios y Acciones para el Disefio
Estructural de las Edificaciones (NTC-CADEE) establece los tipos de acciones que deben
considerarse segun su duracion sobre las estructuras y las intensidades de disefio.

En el inciso 2.1 de las (NTC-CADEE) se definen las acciones de disefio, aqui se describen de
manera general como:

a) Acciones permanentes: Actlan de forma continua sobre la estructura y cuya intensidad varia
poco con el tiempo, las principales acciones que pertenecen a esta categoria son:
e Carga muerta
e Empuje estético (de tierra y liquidos)
e Deformaciones y desplazamientos (por presfuerzo o movimientos en los apoyos)

b) Acciones variables: actdan sobre la estructura con wuna intensidad que varia
significativamente con el tiempo, las principales acciones que pertenecen a esta categoria
son:

Carga viva

Efectos de temperatura

Deformaciones y hundimientos (que su intensidad varia con el tiempo)

Funcionamiento de maquinaria y equipo (vibraciones, impactos y frenado)

c) Acciones accidentales: son las que no se deben al funcionamiento normal de la edificacion y
puede alcanzar intensidades significativas sélo durante lapsos breves, pertenecen a esta
categoria:

e Acciones sismicas

Efectos del viento

Cargas de granizo

Explosiones e incendios

Cualquier fendbmeno extraordinario

Con base en lo anterior y por el tipo de estructura que vamos a analizar, las cargas que la afectan
de manera primordial son:

Acciones permanentes: carga muerta
Acciones variables: carga viva
Acciones accidentales: acciones sismicas y efectos del viento
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El inciso 2.2 de las (NTC-CADEE) establece intensidades de disefio segun el tipo de accion, a
continuacion, se describen brevemente:

a) Para acciones permanentes se toma en cuanta la variabilidad de las dimensiones de los
elementos, de los pesos volumétricos y otras propiedades de los materiales, para determinar
un valor méximo probable. Si la accién favorece a la estabilidad de la estructura se
determinara un valor minimo probable de la intensidad.

b) Para acciones variables se determinaran las intensidades siguientes que correspondan a las
combinaciones de acciones para las que deba revisares la estructura:

e Intensidad maxima se determinard como el valor maximo probable durante la vida
esperada de la edificacion. Se empleard para combinacion con los efectos de acciones
permanentes.

e Intensidad instantanea se determinara como el valor maximo probable en el lapso en
que pueda presentares una accion accidental, como el sismo, y se empleard para
combinaciones que incluyan acciones accidentales 0 mas de una accion variable.

e Intensidad media se estimara como el valor medio que puede tomar la accién en un
lapso de varios afios y es empleard para estimar efectos a largo plazo.

e La intensidad minima se empleara cuando el efecto de la accién sea favorable a la
estabilidad de la estructura y se tomar4, en general, igual a cero.

c) Para acciones accidentales se considerara como intensidad de disefio el valor que
corresponde a un periodo de retorno de cincuenta afos.

VII1.2 Carga Muerta

Las (NTC-CADEE) en la seccion 5 establece que se consideran cargas muertas los pesos de todos
los elementos constructivos, de los acabados y de todos los elementos que ocupan una posicion
permanente y tienen un peso que no cambia sustancialmente con el tiempo.

Para la estructura del MODUNAM 11 se utilizaran secciones tubulares de una aleacién de aluminio,
definidas en el capitulo VI. El peso de los elementos no cambia con el tiempo y en el andlisis se
aumentarad un 30% al peso de cada barra debido a que llevara un refuerzo en la perforacion central,
esto sin ser un factor de carga establecido por el reglamento. Cabe aclarar que el programa de
andlisis calcula automéaticamente el peso de cada elemento de la estructura una vez que se definen
las propiedades del material y la geometria de su seccion transversal.

Ademas se consideran en los nodos de la estructura donde se sujeta el manto, unas cargas
concentradas debidas al peso del manto, si este pesa 610 gg/mz] y tenemos una superficie total de
42.761[m?] en cada cara, es decir, 4 x 42.761 = 171.044 [m?], y tenemos 40 nodos donde se sujeta la
membrana, la fuerza concentrada en cada uno sera:
0.610 [kg/m?] x 171.044 [m?]

40 [nodos]

= 2.61[kg /nodo]
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VII.3 Carga Viva

Las (NTC-CADEE) en la seccion 6 establece que se consideran cargas vivas a las fuerzas que se
producen por el uso y ocupacion de las edificaciones y que no tienen caracter permanente. A menos
que se justifiquen racionalmente otros valores, estas cargas se tomaran iguales a las especificadas en
la seccion 6.12.

Dado que las cargas vivas unitarias cominmente se expresan como cargas distribuidas en un area
debido a que actian en los sistemas de piso como losas o parrillas u otros elementos que las
transmiten directamente a los elementos estructurales; para el MODUNAM |1 por su configuracion
estructural y geométrica, carece de estos elementos y las Unicas cargas vivas que pueden actuar
sobre ella son la que producen algunas personas al subir sobre la estructura para dar algun
mantenimiento, manifestindose como cargas puntuales y su efecto mas desfavorable es cuando se
concentra en la parte mas alta (linternilla).

Se ha determinado como carga viva instantanea el peso de dos personas, con el criterio de que
cuando se presentan los vientos més fuertes dificilmente van a estar arriba mas personas; y como
carga viva maxima al peso de cuatro personas, con el criterio de que mas personas no podrian parase
en la linternilla por su reducido tamafio. Si el peso de una persona promedio se considera de 70 [kg].

Carga Viva | Personas Peso [kg]
Instantanea 2 140
Méxima 4 280

VI1.4 Acciones sismicas

Las acciones sismicas no se consideraran en el analisis del MODUNAM 1l debido a que es una
estructura de poca altura, con una geometria regular, simétrica y por ser una cubierta ligera de
aluminio estructural las fuerzas de inercia seran muy pequefias.

VIL5 Cargas debidas al viento

La evaluacion de los efectos del viento se realizara con base en lo establecido por las Normas
Tecnicas Complementarias para el Disefio por Viento (NTC-DV).

Debido a las caracteristicas particulares del MODUNAM 11 de ser una cubierta cerrada de poca
altura cuya relacion entre altura y dimension menor en planta resulta menor a 5 y el manto tendra la
rigidez necesaria ante los efectos del viento debido a su geometria de modo que no varia
sustancialmente su forma aungue sea una membrana flexible, se puede clasificar de acuerdo con su
respuesta ante la accion del viento segln las (NTC-DV) como una estructura del tipo 1, en las que
bastara tomar en cuenta Gnicamente los efectos estaticos del viento.
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En la seccion 3 de dichas normas, se explica el método estatico para el calculo de empujes y/o
succiones debidas a la presion del viento. A continuacion se muestran los datos necesarios para su
aplicacion, obtenidos de la norma segun las caracteristicas de la estructura.

Estructura: Tipo 1

Importancia de la Construccion: Temporal

Zonificacion edlica: Todo el Distrito Federal o cualquier ciudad de condiciones e6licas similares
Viento regional (Vg): 111.6 [km/h] =31 [m/s] (el maximo para construcciones temporales)
Viento regional recomendado en el tanel (Vg): 120 [km/h] = 33.33 [m/s]

Factor topografico (Frr): 1.2 (el méas desfavorable)

Factor de altura (F,): 1.0 (estructura de poca altura)

El viento de disefio se evalUa con la siguiente expresion:

Vo =Fr F, Vg
V, =1.2x1.0x33.33=39.996 [m/s]
La presion de viento siempre actia de manera perpendicular a la superficie, y se evalla con la
siguiente expresion:
p =0.048 CpVD2 [kg/m?]

p = 0.048 (39.996)°C,

p=76.785C, [kg/m’]
donde, C, es el coeficiente local de presion, que depende unicamente de la forma de la estructura.

El inciso 2.4 de las NTC-DV indica que para estructuras de forma geométrica poco usual y con
caracteristicas que la hacen particularmente sensibles a los efectos del viento o cuando se trate de
construcciones de particular importancia, debera recurrirse a estudios de tunel de viento en modelos
de la construccion misma, para la determinacion de los coeficientes de presion.

VI11.5.1 Pruebas en el Tunel de Viento

Se construyd un modelo a escala del MODUNAM |II, para su estudio en el tinel de viento del
Instituto de Ingenieria de la UNAM, con el apoyo y la asesoria del profesor Neftali Rodriguez
Cuevas (responsable del tunel).

El objetivo de las pruebas es conocer el comportamiento de la cubierta bajo la accion del viento que
actua en distintas direcciones y asi poder determinar los valores de los coeficientes locales de
presion, los cuales nos dicen como varia la accion del viento tanto en magnitud como en sentido
(pudiendo tener presiones o succiones), y que dependen Unicamente de la forma de la estructura.
Esto se logra mediante la instrumentacion del manto con una serie de piezometros conectados a una
computadora, los cuales registran dichas variaciones.

El modelo de estudio se elaboro a escala 1:20, la estructura de tijeras se construyo con palitos de
madera, la membrana y los cables con tela e hilo de nylon respectivamente, fig. 7.1.
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Fig. 7.1 Modelo a escala

El tunel de viento cuenta con una turbina que tiene una potencia de 75 caballos de fuerza. Para
conocer gradualmente el comportamiento de la estructura se utilizaron cuatro velocidades de vientos
determinadas como: baja, media, alta y maxima. La direccion en la que se aplico el viento fue de
derecha a izquierda.

e Instrumentacién del manto.

Cada cara se instrumentd con seis puertos, la ubicacion en planta de cada uno se determind
subdividiendo la base cuadrada de la cubierta en los angulos de la fig, 7.2, y la altura de cada uno se
muestra en la fig. 7.3.

13.00°—]=13.00".
2.00 2.002

12.00°_
3.00°~

Fig. 7.2 Ubicacién de los puertos en planta
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Fig. 7.4 Colocacién de puertos en el manto

La ubicacion de los puertos fue una propuesta del personal del tinel de viento, y se realizd en
funcion de las dimensiones del modelo y la facilidad para instalar los sensores.

e Instalacion del modelo

Una vez instrumentado el modelo, se instal dentro de la seccion de prueba y conectaron todos los
puertos al sistema de medicién, para la recopilacion de datos y se realizaron una serie de pruebas
preliminares para calibrar los instrumentos de medicién, fig. 7.5.
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Fig. 7.5 Instalacion del modelo en el tunel

e Realizacion de pruebas definitivas

Se determind revisar los efectos del viento s6lo en dos direcciones, esto es cuando el viento llega a
0°y 45°, por ser las Unicas posibilidades diferentes en que puede actuar sobre nuestra estructura,
esto se observa en las figs. 7.6 y 7.7. A su vez se realizaron dos pruebas en cada una de las
direcciones antes mencionadas, cuando el motor de la turbina trabaja a 15 y 20 [hz] con una
velocidad del viento de 120 [k/h]. De ese modo se recabaron dos archivos de informacién en cada
una de las direcciones estudiadas, y asi tenemos una muestra mas amplia de valores que nos dan una
mejor confiabilidad en la determinacion de los coeficientes. Cabe aclarar que con las pruebas no se
busca la direccion del viento mas desfavorable y desechar la otra, se analizaran las dos direcciones
debido a que producen efectos muy diferentes sobre la estructura.

Fig. 7.6 Vientoa0°
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Fig. 7.6 Viento a 45°
e Resultados

El programa utilizado para el andlisis de los datos fue Hy5can 1000, el cual registro los datos de los
puertos en cada una de las caras cada 833 microsegundos, procesando la informacién por medio de
29 canales, generando los datos finales cada cuatro segundos, teniendo asi cuatro archivos de datos
uno para cada direccion del viento, trabajando a diferentes frecuencias; registrando doscientos
valores en cada puerto los cuales se deberan trabajarse estadisticamente para obtener los coeficientes
de presion en cada uno.

VI1.5.2 Coeficientes de presion
En las siguientes tablas se muestran unicamente los valores maximo, minimo y promedio de los 25
puertos instalados, 24 en el manto (seis por cara) y el restante se coloco arriba del manto y sirve

como una referencia externa de la presion del viento, donde fluye libremente. Cada puerto esta
identificado con un nimero y en la cara que se colocd, fig. 7.7.

Cara3

25

Puerto Externo

Fig. 7.7 Instrumentacion
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El coeficiente de presion para un puerto dado sera la relacion que existe entre el valor registrado
(minimo, maximo o promedio) en el puerto y el valor medido en la referencia externa. En la tabla
aparece el coeficiente de presion minimo, maximo y el promedio, obtenidos respectivamente con el
valor maximo, minimo y promedio de los doscientos datos. Los coeficientes que indican presion
sobre la superficie tendrén signo positivo, mientras que los de succion tendran signo negativo.

Viento en la direccion 0° a 15 [hz] que llega directo a la cara 3.

Puerto Cara Valor Valor Valor Desviacion  Valores  Coeficiente Coeficiente Coeficiente
promedio  maximo minimo estandar dentro maximo minimo promedio
PSI PSI PSI PSI de rango

1 1 -0.007 -0.0054 -0.009 0.0004 198 -0.88 -2.07 -1.34
2 1 -0.006 -0.0048 -0.0074 0.00052 200 -0.77 -1.69 -1.16
3 1 -0.0055 -0.0043 -0.0079 0.00046 198 -0.69 -1.81 -1.05
4 1 -0.0047 -0.0036 -0.006 0.00039 199 -0.58 -1.37 -0.9
5 1 -0.0045 -0.003 -0.0056 0.00036 199 -0.49 -1.28 -0.86
6 1 -0.0048 -0.0036 -0.0061 0.00041 199 -0.59 -1.39 -0.91
7 2 -0.0066 -0.0048 -0.0082 0.00056 199 -0.78 -1.88 -1.25
8 2 -0.007 -0.0056 -0.0089 0.00061 199 -0.9 -2.05 -1.34
9 2 -0.0069 -0.0035 -0.0085 0.00052 199 -0.57 -1.94 -1.32
10 2 -0.0041 -0.0021 -0.006 0.00081 200 -0.34 -1.37 -0.78
11 2 -0.0073 -0.0056 -0.0088 0.00059 200 -0.91 -2.01 -1.39
12 2 -0.0085 -0.0063 -0.0101 0.0007 199 -1.03 -2.32 -1.63
13 3 -0.0025 -0.0002 -0.0038 0.00056 198 -0.02 -0.87 -0.47
14 3 0.0032 0.0057 0.0018 0.00056 199 0.92 0.4 0.61
15 3 0.0039 0.0056 0.0025 0.00063 200 0.9 0.57 0.75
16 3 0.0084 0.0097 0.0069 0.00048 199 1.58 1.59 1.61
17 3 0.0062 0.008 0.0043 0.00051 197 1.3 0.99 1.19
18 3 0.0054 0.0068 0.0023 0.00071 195 1.11 0.52 1.04
19 4 -0.006 -0.0041 -0.0088 0.00068 198 -0.67 -2.02 -1.15
20 4 -0.007 -0.006 -0.009 0.00049 199 -0.98 -2.07 -1.34
21 4 -0.0064 -0.005 -0.0083 0.00056 199 -0.81 -1.9 -1.22
22 4 -0.0075 -0.0057 -0.0095 0.0006 198 -0.93 -2.19 -1.43
23 4 -0.0079 -0.0063 -0.0099 0.00064 199 -1.02 -2.28 -1.51
24 4 -0.0042 -0.001 -0.0062 0.00103 199 -0.16 -1.42 -0.8
25 externo 0.0052 0.0062 0.0044 0.00034 200 1 1 1
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Viento en la direccion 0° a 20 [hz] que llega directo a la cara 3.

Puerto Cara Valor Valor Valor Desviacion  Valores  Coeficiente Coeficiente Coeficiente
promedio  maximo minimo estandar dentro maximo minimo promedio
PSI PSI PSI PSI de rango

1 1 -0.0111 -0.0094 -0.0124 0.00058 200 -0.86 -1.42 -1.14
2 1 -0.0108 -0.0081 -0.0128 0.00095 200 -0.74 -1.46 -1.1
3 1 -0.0098 -0.0081 -0.0116 0.00069 200 -0.73 -1.33 -1.01
4 1 -0.0085 -0.0069 -0.0104 0.00059 199 -0.63 -1.19 -0.87
5 1 -0.0084 -0.0065 -0.0101 0.00069 200 -0.59 -1.15 -0.86
6 1 -0.0087 -0.0072 -0.0101 0.00057 200 -0.65 -1.15 -0.89
7 2 -0.0122 -0.0101 -0.021 0.00127 198 -0.92 -2.4 -1.25
8 2 -0.0123 -0.0091 -0.015 0.00105 199 -0.82 -1.71 -1.26
9 2 -0.0135 -0.0116 -0.0188 0.001 196 -1.05 -2.15 -1.38
10 2 -0.007 -0.0027 -0.0112 0.0018 200 -0.24 -1.28 -0.72
11 2 -0.0134 -0.0094 -0.0169 0.00107 198 -0.85 -1.93 -1.37
12 2 -0.0163 -0.0134 -0.0235 0.00159 198 -1.22 -2.69 -1.67
13 3 -0.0039 -0.0005 -0.0086 0.00104 197 -0.04 -0.98 -0.4
14 3 0.0071 0.0119 0.0051 0.00122 198 1.08 0.58 0.73
15 3 0.0075 0.0107 0.005 0.00105 198 0.97 0.57 0.76
16 3 0.014 0.0175 0.0008 0.00168 196 1.59 0.09 1.43
17 3 0.0118 0.0139 0.0095 0.00086 200 1.26 1.08 1.21
18 3 0.0104 0.0133 0.0067 0.00099 199 1.21 0.77 1.07
19 4 -0.0107 -0.0088 -0.0143 0.00083 197 -0.8 -1.63 -1.1
20 4 -0.013 -0.0113 -0.0159 0.00079 199 -1.03 -1.82 -1.33
21 4 -0.0114 -0.0061 -0.014 0.00116 198 -0.56 -1.6 -1.17
22 4 -0.0138 -0.0119 -0.0188 0.00116 196 -1.08 -2.15 -1.41
23 4 -0.0142 -0.0107 -0.0183 0.0011 197 -0.97 -2.09 -1.46
24 4 -0.007 -0.0001 -0.0108 0.00231 200 -0.01 -1.23 -0.72
25 externo 0.0098 0.011 0.0088 0.00049 200 1 1 1
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Viento en la direccion 45° a 15 [hz] que llega directo a las cara 3 y 4.

Puerto Cara Valor Valor Valor Desviacion  Valores  Coeficiente Coeficiente Coeficiente
promedio  maximo minimo estandar dentro maximo minimo promedio
PSI PSI PSI PSI de rango

1 1 -0.0052 -0.0042 -0.0061 0.00039 200 -0.57 -4.24 -0.95
2 1 -0.0047 -0.0036 -0.0074 0.00044 199 -0.49 -5.19 -0.87
3 1 -0.005 -0.0042 -0.0067 0.0004 199 -0.57 -4.72 -0.92
4 1 -0.005 -0.0041 -0.0062 0.00039 199 -0.55 -4.33 -0.91
5 1 -0.0048 -0.0014 -0.0056 0.00044 199 -0.19 -3.95 -0.88
6 1 -0.0051 -0.0013 -0.0073 0.00056 197 -0.18 -5.08 -0.95
7 2 -0.0047 -0.0017 -0.0055 0.0004 199 -0.23 -3.88 -0.86
8 2 -0.0057 -0.0031 -0.0067 0.00042 197 -0.42 -4.68 -1.05
9 2 -0.0047 -0.0038 -0.0056 0.00036 200 -0.51 -3.91 -0.87
10 2 -0.006 -0.005 -0.0071 0.00038 200 -0.67 -4.98 -1.11
11 2 -0.005 -0.0039 -0.0062 0.00036 197 -0.52 -4.33 -0.91
12 2 -0.0043 -0.0033 -0.0056 0.00037 198 -0.45 -3.95 -0.79
13 3 0.0006 0.0014 -0.0003 0.00029 199 0.19 -0.24 0.11
14 3 0.002 0.0042 0.001 0.00035 198 0.57 0.71 0.37
15 3 0.0019 0.0029 0.0012 0.0003 198 0.39 0.82 0.36
16 3 0.0047 0.0068 0.0038 0.00034 199 0.91 2.66 0.87
17 3 0.0041 0.0053 0.0033 0.0003 199 0.71 2.29 0.75
18 3 0.002 0.0026 0.0013 0.00026 200 0.36 0.91 0.37
19 4 0.0008 0.0027 0 0.00037 199 0.36 -0.03 0.14
20 4 0.0023 0.0029 0.001 0.00025 199 0.39 0.67 0.42
21 4 0.0024 0.0031 -0.0004 0.00033 199 0.41 -0.3 0.44
22 4 0.0024 0.005 -0.0002 0.00045 196 0.67 -0.16 0.44
23 4 0.0028 0.0035 0.002 0.00028 200 0.48 1.43 0.52
24 4 0.0021 0.0034 0.0008 0.00034 197 0.45 0.56 0.39
25 externo 0.0054 0.0074 0.0014 0.00044 197 1 1 1
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Viento en la direccion 45° a 20 [hz] que llega directo a las cara 3 y 4.

Puerto Cara Valor Valor Valor Desviacion  Valores  Coeficiente Coeficiente Coeficiente
promedio  Maximo minimo estandar dentro maximo minimo promedio
PSI PSI PSI PSI de rango

1 1 -0.0094 -0.008 -0.0121 0.00061 199 -0.7 -1.37 -0.94
2 1 -0.0088 -0.0075 -0.0103 0.00061 200 -0.65 -1.17 -0.88
3 1 -0.0093 -0.0078 -0.0119 0.0006 199 -0.68 -1.34 -0.93
4 1 -0.0095 -0.0078 -0.0112 0.00062 200 -0.68 -1.26 -0.95
5 1 -0.0087 -0.0068 -0.0107 0.00057 198 -0.59 -1.21 -0.87
6 1 -0.0097 -0.0083 -0.0123 0.0007 198 -0.72 -1.39 -0.97
7 2 -0.0087 -0.0064 -0.0103 0.00063 199 -0.56 -1.16 -0.87
8 2 -0.01 -0.0085 -0.0116 0.00061 200 -0.74 -1.31 -1

9 2 -0.0089 -0.0073 -0.0116 0.00065 198 -0.64 -1.31 -0.89
10 2 -0.0106 -0.0089 -0.0123 0.00065 200 -0.78 -1.39 -1.06
11 2 -0.0093 -0.008 -0.0111 0.00057 199 -0.69 -1.25 -0.93
12 2 -0.0084 -0.0068 -0.0096 0.00058 200 -0.59 -1.08 -0.84
13 3 0.0011 0.0037 -0.0003 0.0005 199 0.32 -0.04 0.11
14 3 0.0037 0.0059 0.0017 0.00057 196 0.51 0.2 0.37
15 3 0.0049 0.0063 0.0035 0.00048 200 0.55 0.4 0.49
16 3 0.0072 0.0083 0.0056 0.00044 199 0.72 0.63 0.72
17 3 0.0078 0.009 0.0067 0.0004 200 0.78 0.76 0.78
18 3 0.0041 0.005 0.0023 0.00038 198 0.43 0.25 0.41
19 4 0.0019 0.0041 -0.0004 0.0005 197 0.36 -0.05 0.19
20 4 0.0043 0.0053 0.0028 0.00035 198 0.47 0.32 0.43
21 4 0.0049 0.0062 0.0038 0.00039 199 0.54 0.43 0.49
22 4 0.0048 0.0058 0.004 0.00034 200 0.51 0.46 0.48
23 4 0.0061 0.007 0.0051 0.00036 200 0.61 0.58 0.61
24 4 0.0046 0.0076 0.0027 0.00048 198 0.66 0.31 0.46
25 externo 0.01 0.0115 0.0088 0.00038 197 1 1 1
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Revisando las tablas, observamos que los coeficientes mas desfavorables son para la direccion del
viento 0° a 15 [hz] y en la direccion 45° a 20 [hz]. Por tanto estos seran los valores que
utilizaremos para calcular las fuerzas debidas al viento, figs. 7.8 y 7.9.

Viento a 45° Viento a 0°
25 25

Puerto Externo Puerto Externo

ﬁﬂ

Presion Presion Succion

Succién Succién Succion Succion

Fig. 7.8 Coeficientes en la direccion 45° Fig. 7.9 Coeficientes en la direccion 0°

VI1.5.3 Fuerzas debidas al viento

Una vez determinados los coeficientes de presion en los puertos, podemos calcular la presion en
cada uno. Para calcular la fuerza que produce la presion del viento, debemos multiplicarla por la
superficie en la que actla, es decir, un area tributaria.

p=76.785C, [kg/m?]
F=p [kg/m’] A [m?]=76.785C A [kg]

Se definen tres grandes franjas horizontales que responden al acomodo de los sensores,
determinando con esto, su influencia sobre los nodos de la estructura en los cuales se sujeta el
manto, fig. 7.10, por ejemplo, el empuje sobre la franja uno se descarga en seis apoyos; mientras
que la franja dos descarga en cuatro apoyos, lo mismo ocurre con la franja tres. El calculo de las
superficies se hizo con el modelo tridimensional en AutoCAD de la membrana.
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Nodos de la estructura
donde se sujeta el manto y Franja 1 con seis apoyos
descarga la presion del viento \> 2 Area= 7.477 [m?]

Franja 2 con cuatro apoyos
Area= 7.261 [m?]

Franja 3 con cuatro apoyos
Area=128.023 [m?]

Fig. 7.10 Franjas con puertos y sus respectivos apoyos

Cada franja tendra un empuje resultante que se descarga a la estructura en los apoyos
correspondientes, dicha resultante sera la suma vectorial de las fuerzas calculadas en cada sensor
debido a que en estos puntos se conocen los coeficientes. Por tanto a cada puerto le corresponde una
fraccion de la franja tributaria, como se muestra en la fig. 7.11.

Ar. Fr. 1=7.477 [m?]

lva
ALFL2 5o 7 " Ar. §r2 2363 [m]

22*& | 3

4 ¢ | S5¢ 6%

Ar. Fr.3 ‘ArF 3 ‘ArFr3
=9.341 [m?]!
|

=9.341 [m 2]‘

: =9.341 [m?]

Fig. 7.11 Areas tributarias por puerto

A continuacion se muestran las tablas con el célculo de las fuerzas que actdan en cada puerto, con
los coeficientes de presion de cada prueba.

V = 33.3333 [m/s] Areade Franjal= 7.477 [m?]

V=120 [km/hr] Areade Franja2 = 7.261 [m?]
P = 76.8Cp [kg/m?] Area de Franja3 = 28.023 [m?]
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Tabla de célculo para la prueba en la direccion 0°

Sensor | Cara | Cp promedio Presion Fraccion | Area Fuerza
Direccion 0° |  [kg/m?] de franja | [m?] [kq]

1 1 -1,344155161 | -103,231096 | Franja 1l 7,477 -771,8589

2 1 -1,157552793 | -88,9000368 | Franja 2 /2 | 3,6305 | -322,75158
3 1 -1,052233736 | -80,8115348 | Franja 2 /2 | 3,6305 | -293,38628
4 1 -0,897494044 | -68,9275288 | Franja3/3 | 9,341 | -643,85205
5 1 -0,864454459 | -66,3900892 | Franja3/3 | 9,341 | -620,14982
6 1 -0,909100477 | -69,8189027 | Franja 3 /3 | 9,341 | -652,17837
7 2 -1,253667078 | -96,2816123 | Franja 1 7,477 | -719,89762
8 2 -1,33846198 | -102,79386 | Franja2/2 | 3,6305 | -373,19311
9 2 -1,322281865 | -101,551227 | Franja 2 /2 | 3,6305 | -368,68173
10 2 -0,778329554 | -59,7756978 | Franja3/3 | 9,341 | -558,36479
11 2 -1,392284066 | -106,927395 | Franja3/3 | 9,341 | -998,8088

12 2 -1,633081685 | -125,420648 | Franja3/3 | 9,341 | -1171,5543
13 3 -0,474426615 | -36,4359568 | Franja 1 7,477 | -272,43165
14 3 0,606012764 | 46,54177098 | Franja2 /2 | 3,6305 | 168,9699

15 3 0,746763499 [57,35142522 | Franja 2 /2 | 3,6305 | 208,21435
16 3 1,606778234 |123,4005437 | Franja3/3 | 9,341 | 1152,6845
17 3 1,190295758 [91,41469596 | Franja3/3 | 9,341 | 853,90467
18 3 1,039861833 | 79,86137278 | Franja3/3 | 9,341 | 745,98508
19 4 -1,153065228 | -88,5553918 | Franja 1 7,477 | -662,12866
20 4 -1,342681632 | -103,117929 | Franja 2 /2 | 3,6305 | -374,36964
21 4 -1,223832898 | -93,9903478 [ Franja 2 /2 | 3,6305 | -341,23196
22 4 -1,431906689 | -109,970412 | Franja3/3 | 9,341 | -1027,2336
23 4 -1,513993742 | -116,274696 | Franja3/3 | 9,341 | -1086,1219
24 4 -0,797246223 | -61,2284977 | Franja3/3 | 9,341 -571,9354
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Tabla de célculo para la prueba en la direccion 45°

Sensor | Cara | Cp promedio Presion Fraccion | Area Fuerza
Direccion 45° | [kg/m?] | defranja | [m? [kq]

1 1 -0,9360874 -71,8915 Franja 1 7,477 -537,533
2 1 -0,88259501 | -67,78328 | Franja2/2 | 3,6305 | -246,087
3 1 -0,93386381 | -71,72073 | Franja2/2 | 3,6305 | -260,382
4 1 -0,94595889 | -72,64963 | Franja3/3 | 9,341 -678,62

5 1 -0,87045809 | -66,85117 | Franja3/3 | 9,341 -624,457
6 1 -0,97423917 | -74,82155 | Franja3/3 | 9,341 | -698,908
7 2 -0,87465639 -67,1736 Franja 1 7,477 -502,257
8 2 -1,00316408 | -77,04299 | Franja2/2 | 3,6305 | -279,705
9 2 -0,89030278 | -68,37524 | Franja2/2 | 3,6305 | -248,236
10 2 -1,05613441 | -81,11111 | Franja3/3| 9,341 -757,659
11 2 -0,9304032 | -71,45495 | Franja3/3| 9,341 | -667,461
12 2 -0,83668255 | -64,25721 | Franja3/3 | 9,341 | -600,227
13 3 0,10526397 8,0842716 | Franjal 7,477 60,4461

14 3 0,37314513 28,65754 | Franja2/2 | 3,6305 | 104,0412
15 3 0,49204919 37,78937 | Franja2/2 | 3,6305 | 137,1943
16 3 0,71538297 54,941401 | Franja3/3 | 9,341 513,2076
17 3 0,77871079 | 59,804977 | Franja3/3 | 9,341 | 558,6383
18 3 0,41158552 | 31,609762 | Franja3/3 | 9,341 [ 295,2668
19 4 0,18982824 | 14,578806 | Franjal | 7,477 | 109,0057
20 4 0,43242785 33,210453 | Franja2/2 | 3,6305 | 120,5705
21 4 0,49409985 | 37,946861 | Franja2/2 | 3,6305 [ 137,7661
22 4 0,48177712 37,000475 | Franja3/3 | 9,341 345,6214
23 4 0,61377579 47,137971 | Franja3/3 | 9,341 440,3158
24 4 0,46169737 | 35,458351 | Franja3/3 | 9,341 [ 331,2165

Dado que la presion del viento siempre actia de manera perpendicular a la superficie, por tanto, la
direccion de cada una de las fuerzas en los sensores actua de igual forma. Las direcciones se
determinaron con el modelo tridimensional del manto en AutoCAD, el procedimiento se describe a
continuacion.
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Se trazaron tres arcos de circunferencia sobre el manto, que contienen a los puertos y a los dos
extremos, ajustando de manera casi perfecta a la superficie, fig. 7.12

Fig. 7.12 Arcos sobre la superficie, que contienen a los puertos

Cada curva estara contenida en un plano con diferente direccion, una vez determinado el plano de
cada arco se puede encontrar facilmente su centro, fig. 7.13, de donde sabemos que todos los radios
trazados al arco seran perpendiculares a él, y por tanto a la superficie.

Centro del arco 1

Centro del arco 2

Centro del arco 3

Fig. 7.13 Centro de los arcos, con radios a los puertos
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Los radios trazados a los puertos tendran la direccion de las fuerzas producidas por el viento; estas
direcciones seran iguales en las cuatro caras y en las dos direcciones del viento, ya que el viento
siempre actua de manera normal a las superficies, no asi la magnitud y el sentido, fig. 7.14.

Vector normal a la
superficie en el arco 1

. Vectores normales a la

1\~ ) superficie en el arco 2

N 3 -
Ar 01 ) A 6|

2\ " 3

11
Arep? g
4.

A¢0

Vectores normales a la
superficie en el arco 3

Fig. 7.14 Vectores normales (radios de arcos) a la superficie en los puertos

Los vectores unitarios perpendiculares a los arcos en los sensores son:

n, = (8.885E — 6, 0.72752, —0.68608)

n, = (5.57759E -2, —0.89123, 0.450113)
n, = (-5.57759E -2, —0.89123, 0.450113)
n, = (0.1411, —0.960544, 0.23968)

n, = (1.19219E -5, 0.97024, —0.2421)

n, = (-0.1411, — 0.960544, 0.23968)

Las fuerzas con sus direcciones obtenidas en los puertos no nos sirven de mucho, ya que debemos
transmitirlas a la estructura, esto se hara sumando vectorialmente las fuerzas que corresponden a
una misma franja. En la franja 1 quedard la misma fuerza pues solo hay una, en la franja 2 se
sumaran las fuerzas del puerto 2 y 3, y en la franja 3 se sumaran las fuerzas del puerto 4, 5y 6,
teniendo asi una sola fuerza resultante por franja.

La suma vectorial se hard con el programa AutoCAD, dado que ya se tienen los vectores unitarios
en cada puerto. A cada vector se le asigna su correspondiente magnitud, guardando la direccion,
luego se traslada (sin cambiar la direccién) uno sobre el otro y con la ley del paralelogramo
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(espacial) trazamos el vector resultante con magnitud y direccion real; tendremos asi tantos vectores
resultantes como franjas, caras y direcciones se revisan, es decir 24, y se obtendran las componentes
cartesianas paralelas a los ejes del sistema de referencia global del programa de analisis estructural,
de cada resultante.

El procedimiento se muestra a continuacion sélo para la cara 1 en la direccién 0° debido a que son
demasiadas fuerzas por obtener, figs.7.15-7.18, y en la siguiente tabla aparecen las magnitudes de
todas las resultantes con sus respectivas componentes con los signos congruentes a los efectos que
producen (presion o succion).

Una vez obtenidas las componentes de las resultantes, se divide su magnitud entre el nimero de
apoyos que corresponden a cada franja; estos seran los efectos que transmite la franja a sus
respectivos nodos y se trasladan a los nodos guardando la direccion de las componentes.

, | Rz=52823 | Ry = 276.08

Fig. 7.16 Componentes de la resultante en la franja 1 Fig. 7.17 Componentes de la resultante en la franja 2
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z

Rz =454 95¢

Fig. 7.18 Componentes de la resultante en la franja 3

Una vez conocidas todas las componentes de las fuerzas resultantes de cada franja, se dividen entre
el nimero de apoyos que le corresponden a cada franja, ya que en esa proporcion se aplicaran las
fuerzas en los apoyos, ya gque son los nodos en donde se sujeta el manto.

Tabla de fuerzas resultantes y sus componentes en la direccion 0°

Cara Franja Resultante Apoyos Componentes de la Resultante Componentes divididas entre los apoyos
en Franja en Franja X Y Z X Y Z
1 1 -771,8589 6 -398,903 -396,945 528,28 |-66,483833 | -66,1575 |88,0466667
1
1 2 -615,181 4 -388,14 -389,32 276,0855 | -97,035 -97,33 69,021375
1
1
1 3 -1903,21 4 -1308,744 | -1304,77 454,96 -327,186 | -326,1925 113,74
2 1 -719,8976 6 370,17 -371,997 492,8 61,695 -61,9995 |82,1333333
2
2 2 -740,73 4 467,562 -468,57 332,43 116,8905 | -117,1425 83,1075
2
2
2 3 -2712,797 4 1798,873 | -1924,541 | 647,664 | 449,71825 | -481,13525| 161,916
3 1 -272,4316 6 140,795 140,104 186,46 | 23,4658333 | 23,3506667 | 31,0766667
3
3 2 376,604 4 -239,865 -236,077 | -169,006 | -59,96625 | -59,01925 | -42,2515
3
3
3 3 2734,19 4 -1837,98 -1915,81 | -653,685 | -459,495 | -478,9525 | -163,42125
4 1 -662,1286 6 -340,514 342,194 453,18 [ -56,752333 | 57,0323333 75,53
4
4 2 -714,5 4 -452,134 450,835 320,654 | -113,0335 | 112,70875 | 80,1635
4
4
4 3 -2670,06 4 -1876,67 | 1789,05 | 637,674 | -469,1675 | 447,2625 | 159,4185
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Tabla de fuerzas resultantes y sus componentes en la direccion 45°

Cara | Franja| Resultante Apoyos Componentes de la Resultante Componentes _ divididas entre  los apoyos
en Franja en Franja X Y YA X Y Z
1 1 -537,53273 6 -277,801 | -276,4374 | 367,9004 | -46,300167 | -46,0729 |61,31673
1
1 2 -505,68 4 -320,57 -318,51 226,94 -80,1425 -79,6275 56,735
1
1
1 3 -1988,2014 4 -1368,3323 | -1361,864 | 475,3294 | -342,08308 | -340,466 |118,8323
2 1 -502,25699 6 258,296 -259,5701 | 343,7567 | 43,049333 | -43,261683 |57,29278
2
2 2 -527,122 4 333,8424 | -332,3301 | 236,5661 [ 83,4606 -83,082525 | 59,14152
2
2
2 3 -2011,8796 4 1395,7794 | -1366,8098 | 480,9263 | 348,94485 | -341,70245 | 120,2315
3 1 60,4460991 6 -31,239 -31,0857 -41,3708 -5,2065 -5,18095 -6,89513
3
3 2 240,8671 4 -153,7278 | -150,6696 |-108,0897 | -38,43195 -37,6674 | -27,0224
3
3
3 3 1359,3695 4 -912,2515 | -954,0915 | -324,6414 | -228,06288 | -238,52288 | -81,1603
4 1 109,00573 6 56,0584 -56,3349 -74,606 | 9,3430666 -9,38915 | -12,4343
4
4 2 257,9361 4 162,0727 | -163,9036 |-115,7544 | 40,518175 -40,9759 | -28,9386
4
4
4 3 1110,3819 4 763,1913 | -761,6672 |-265,2356| 190,79782 | -190,4168 | -66,3089
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Para los nodos que se ubican en la frontera de dos franjas (nodo 3 y 4) se sumaran aritméticamente
las componentes, debido a que sufren la aportacion de dos regiones como es muestra en la siguiente
tabla; el resultado, seran las fuerzas que se aplican directamente a los nodos de la estructura donde
se sujeta el manto (en el programa de analisis estructural SAP2000), estas fuerzas producen el efecto

de empuje o succién del manto sobre la estructura.

Tabla de fuerzas para analisis, en la direccion 0°

Cara Franja | Componentes divididas entre los apoyos Apoyo | Componentes para analisis en SAP Efecto
X Y Z X Y Z

1 1 -66,483833 | -66,1575 | 88,0466667 1 -66,483833 | -66,1575 |88,0466667 | Succion
1 2 -66,483833 | -66,1575 |88,0466667 | Succion
1 2 -97,035 -97,33 69,021375 3 -163,51883 | -163,4875 | 157,068042 | Succion
1 4 -424,221 -423,5225 | 182,761375 | Succidn
1 5 -327,186 -326,1925 113,74 Succién
1 3 -327,186 | -326,1925 113,74
2 1 61,695 -61,9995 |82,1333333 1 61,695 -61,9995 |82,1333333 | Succién
2 2 61,695 -61,9995 |82,1333333 | Succién
2 2 116,8905 | -117,1425 83,1075 3 178,5855 -179,142 | 165,240833 | Succién
2 4 566,60875 | -598,27775 | 245,0235 [ Succién
2 5 449,71825 | -481,13525 | 161,916 | Succion
2 3 449,71825 | -481,13525 | 161,916
3 1 23,4658333 | 23,3506667 | 31,0766667 1 23,4658333 | 23,3506667 | 31,0766667 | Succion
3 2 23,4658333 | 23,3506667 | 31,0766667 | Succion
3 2 -59,96625 | -59,01925 | -42,2515 3 -36,500416 | -35,668583 | -11,174833 | Presion
3 4 -519,46125 | -537,97175 | -205,67275 | Presion
3 5 -459,495 | -478,9525 | -163,42125 | Presion
3 3 -459,495 | -478,9525 | -163,42125
4 1 -56,752333 | 57,0323333 75,53 1 -56,752333 | 57,0323333 75,53 Succién
4 2 -56,752333 | 57,0323333 75,53 Succidn
4 2 -113,0335 | 112,70875 | 80,1635 3 -169,78583 | 169,741083 | 155,6935 | Succion
4 4 -582,201 | 559,97125 239,582 | Succidn
4 5 -469,1675 | 447,2625 159,4185 | Succion
4 3 -469,1675 | 447,2625 159,4185
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Tabla de fuerzas para analisis, en la direccion 45°

Cara Franja | Componentes divididas entre  los apoyos Apoyo | Componentes para analisis _en SAP Efecto
X Y Z X Y Z

1 1 -46,300166 | -46,0729 |61,3167333 1 -46,300166 | -46,0729 |61,3167333 | Succion
1 2 -46,300166 | -46,0729 |61,3167333| Succion
1 2 -80,1425 -79,6275 56,735 3 -126,44266 | -125,7004 |118,051733 | Succion
1 4 -422,22557 | -420,0935 | 175,56735 | Succion
1 5 -342,08307 | -340,466 | 118,83235 | Succion
1 3 -342,08307 | -340,466 118,83235
2 1 43,0493333 | -43,261683 |57,2927833 1 43,0493333 | -43,261683 | 57,2927833 | Succibn
2 2 43,0493333 | -43,261683 | 57,2927833 | Succion
2 2 83,4606 | -83,082525 | 59,141525 3 126,509933 | -126,34420 | 116,434308 | Succidn
2 4 432,40545 | -424,78497 | 179,3731 | Succion
2 5 348,94485 | -341,70245 |120,231575 | Succién
2 3 348,94485 | -341,70245 | 120,231575
3 1 -5,2065 -5,18095 | -6,8951333 1 -5,2065 -5,18095 | -6,8951333 | Presion
3 2 -5,2065 -5,18095 | -6,8951333 | Presion
3 2 -38,43195 -37,6674 | -27,022425 3 -43,63845 | -42,84835 | -33,917558 | Presion
3 4 -266,49482 | -276,19027 | -108,18277 | Presion
3 5 -228,06287 | -238,52287 | -81,16035 | Presion
3 3 -228,06287 | -238,52287 | -81,16035
4 1 9,34306667 | -9,38915 | -12,434333 1 9,34306667 | -9,38915 |-12,434333 | Presion
4 2 9,34306667 | -9,38915 |-12,434333 | Presion
4 2 40,518175 | -40,9759 -28,9386 3 149,8612417| -50,36505 | -41,372933 | Presion
4 4 231,316 -231,3927 -95,2475 | Presion
4 5 190,797825| -190,4168 -66,3089 | Presion
4 3 190,797825| -190,4168 -66,3089
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En las figs. 7.19 y 7.20 se muestra de manera esquematica la direccion de las fuerzas aplicadas sobre
la estructura con sus signos correspondientes segun el sistema global, en cada direccion por analizar.
Con esto se pueden inferir de forma muy general los efectos que producen sobre la estructura y asi
poder proponer un contraviento satisfactorio que los disminuya.

[T
N

#: Cara3
1IN, Presion
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Ty Succion
3

Z Sistema global SAP

Fig. 7.19 Fuerzas y sus efectos debidas al viento en la direccion 0°
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Fig. 7.20 Fuerzas y sus efectos debidas al viento en la direccion 45°

Sergio Uriel Balbuena Pantoja 218



Anadlisis y Disefio de Sistemas Estructurales Esqueletales Curvos
Capitulo VI1I. Determinacion de las Acciones de Disefio

En las figs. 7.21 y 7.22 se muestra un arreglo muy general del contraviento segun los efectos sobre
la estructura para cada direccion del viento. Los cables salen siempre de los apoyos y sujetaran al
nodo intermedio con mayores desplazamientos, el cual se determinara con el analisis estructural, sin
dejar de revisar los efectos que esto produce en todos los elementos. Cabe aclarar que los arreglos
propuestos sirven unicamente para cuando el viento llega en la direccion de cada figura, por tanto
deberd repetirse en las cuatro caras, en cada direccién y se buscard un contraviento Unico que
satisfaga simultdneamente la llegada del viento en las cuatro caras para las dos direcciones, para lo
cual, serd necesario una extensa serie de corridas como veremos en el capitulo siguiente.

et T

|

4

Fig. 7.21 Contraviento para la direccion del viento a 0° Fig. 7.22 Contraviento para la direccion del viento a 45°
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VIII. ANALISIS ESTRUCTURAL
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VIII. Analisis Estructural

El anélisis estructural se realizara en el programa SAP2000 v8.12, para lo cual se importaron los
cuatro modelos tridimensionales de la estructura (sin el manto) dibujados en el programa AutoCAD,
es decir, tres modelos de analisis en posiciones intermedias del izado y otro en la posicidn final, por
tanto se tendran cuatro archivos, uno de cada modelo. En este capitulo se presentan y explican los
datos de entrada, resultados e imagenes del analisis con programa.

VII1.1 Andlisis de la Estructura en la Posicion Final del 1zado
VI11.1.1 Combinaciones y factores de carga segiin el RCDF y las NTC

El inciso 2.3 de las (NTC-CADEE) establece que la seguridad de una estructura debera verificarse
para el efecto combinado de todas las acciones que tengan una probabilidad no despreciable de
ocurrir simultdneamente, considerandose dos categorias de combinaciones:

a) Para las combinaciones que incluyen acciones permanentes y acciones variables, se
consideraran todas las acciones permanentes que actlen sobre la estructura y las distintas
acciones variables, de las cuales la mas desfavorable se tomara con su intensidad maxima y
el resto con su intensidad instantanea o bien todas ellas con su intensidad media cuando se
trate de evaluar efectos a largo plazo.

b) Para las combinaciones que incluyan acciones permanentes, variables y accidentales, se
consideraran todas las acciones permanentes, las acciones variables con sus valores
instantaneos y Unicamente una accién accidental en cada combinacion.

En ambos tipos de combinacion los efectos de todas las acciones deberan multiplicarse por los
factores de carga apropiados de acuerdo con la seccion 3.4.

Por tanto, las combinaciones seran:

Combinacion 1 : Carga muerta + Carga viva maxima.
Combinacién 2.1: Carga muerta + Carga viva instantanea + Efecto del viento (direccion 0°).
Combinacién 2.2: Carga muerta + Carga viva instantanea + Efecto del viento (direccion 45°).

El inciso 3.4 de las (NTC-CADEE) establece los factores de carga, Fc , de la siguiente manera:

a) Para combinaciones de acciones clasificadas en el inciso 2.3.a, se aplicara un factor de carga
de 1.4. Cuando se trata de edificaciones del Grupo A, el factor de carga para este tipo de
combinaciones se tomara igual a 1.5;

b) Para combinaciones de acciones clasificadas en el inciso 2.3.b, se tomara un factor de carga
de 1.1 aplicado a los efectos de todas las acciones gque intervengan en la combinacion.

c) Para acciones o fuerzas internas cuyo efecto sea favorable a la resistencia o estabilidad de la
estructura, el factor de carga se tomara igual a 0.9; ademas, se tomar& como intensidad de la
accion el valor minimo probable de acuerdo con la seccion 2.2;
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d) Para revisar los estados limites de servicio se tomara en todos los casos un factor de carga
unitario.

De acuerdo con lo anterior, los factores de carga para las combinaciones definidas anteriormente 1,
2.1y 2.2serdan 1.4, 1.1y 1.1 respectivamente, es decir:

Combinacion 1 : [Carga muerta + Carga viva maxima] x 1.4
Combinacién 2.1: [Carga muerta + Carga viva instantanea + Efecto del viento (direccion 0°)] x 1.1
Combinacién 2.2: [Carga muerta + Carga viva instantanea + Efecto del viento (direccion 45°)]x 1.1

VII1.1.2 Procedimiento de analisis en el programa SAP2000 v 8.12

A continuacion se explica el procedimiento que se sigue para analizar una estructura en el programa
SAP2000 v8.12, se ejemplifica con el modelo del MODUNAM 11 en la posicion final del izado; este
procedimiento sera el mismo para cualquier estructura.

e Se importa el modelo tridimensional dibujado en AutoCAD Yy definen las unidades con que
se trabajara, en este caso seran kilogramo fuerza y centimetros, esto se ve en la esquina
inferior derecha de la fig. 8.1.

I SAP2000 - Combinaciont, 2.1 Y 2.2 a 120 km CE&

File Edit Wew Define Draw Select Assign Apalyze Display Design  Options  Help

D Hi @y PPAAL M 3dw v v v &ar W E . . rFr -

30 Wiew =000 Y0.00 20.00 GLOBAL  =||Kgf.cm,C =
Fig. 8.1
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e Se definen las propiedades del material, para las barras principales (tubos) se utilizara la
aleacion 6063-T6, fig. 8.2 y para los pernos (s6lidos redondos) la aleacion 6061-T6, fig. 8.3.

Material Property Data

Type of Material

{* |zohropic " Orthotropic.

Analysiz Property Data

Type of Design

Design

Design Property Data

k aterial Damping - Advanced... |

Cancel |

Diizplay Color
Material Name BOE3-TE Calar _
Type of Material Type of Design
f* |zotiopic " Orthotropic. Design Aluminum -
Analyszis Property D ata Dezign Property Data
Mazs per unit Wolurne 2. 7E4E-06 Alurninum Allay D esignation BOE3-TE
Weight per unit Yolurne 2711E-03 Compressive ield Strength, Foy 2170,
b odulus of Elasticity FUEER: Tensile Yield Strength, Fiy 21786111
Poizzon's R atio 0.25 Tensile Ultimate Strength, Fhu 2459.72
Cioeff of Therrmal Expansion 1.170E-05 Shear Yield Strength, Fsy 1350,
Shear Modulus 281111.12 Shear Ulimate Strength, Fsu 15846111
f* Wwrought ™ Maold Cast i Sand Cast
Faternial D amping - &dvanced... |
Cahcel |
Fig. 8.2
Material Property Data
Dizplay Color
Material Mame BOE1-TE Calor _

Aluminum -

Mazs per unit Volurme m Alurninum Alloy D ezignation IW
Wieight per unit Yolume W Compressive Wield Strength, Foy IW
Madulus of Elasticity 7027778 Tensile Yield Strength, Fty 211,
Poisson's Ratio oz Tersile Ultimate Strenath, Fru 7162,
Coeff of Thermal Expansion W Shear vield Strength, Fsp Iﬁ
Shear Maodulus IW Shear Ultimate Strength, Fau W

f* ‘Wiought ™ Maold Cast " Sand Cast
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e Se definen las secciones transversales que aparecen en las siguientes tablas, con el material
que le corresponde a cada una, en la fig. 8.4, vemos la ventana del programa donde se
pueden seleccionar. En las figs. 8.5 y 8.6 se muestran las ventanas donde se definen dos
secciones tubulares y las figs. 8.7 y 8.8 dos sdlidos redondos.

Tubos Redondos I.P.S. cédula 40
Aleacion 6063 T-6, Largo Estandar 6.1 m

Numero Diametro Diametro Espesor de Peso
de Catélogo | Exterior [mm] [ Interior [mm] | Pared [mm] [kg/m]
885 48.26 40.89 3.68 1.397
886 60.33 52.5 3.91 1.878
887 73.03 62.71 5.16 2.982
888 88.9 77.93 5.49 3.899
10170 101.6 90.12 5.74 4.685
Barras Solidas Redondas
Aleacion 6061 T-6
Numero Diametro | Diametro Peso
de Catalogo [mm] [in] [kg/m]
1532 31.75 11/4" 2.146
1536 38.1 11/2" 3.089
1540 44.4 13/4" 4.205
1544 50.8 2" 5.492
1548 63.5 21/2" 8.582
Froperties Chooze Property Type for Add

Type in property to find:

| |Im|:u:|rt |Awfide Flange ﬂ
ALBES

\&dd |AWide Flange |

ALB06
AL887
ALBSS
ALEE10 |

Click to:

AL10170
B
CABLEDS
P1

P2 |
P11/2

P11/4 v

b iy 'S hiowe Property, |

[ ok ]

Cancel |

Fig. 8.4
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Section Name |

Properties Froperty Modifiers h aterial
i Sechon Properhes. .. I Set Modifiers. . ‘
Dimenzionz

ot

Outzide diameter [t3]
Wwall thickness [ bw ] b

o

Diizplay Color .

Cancel

Fig. 8.5

Section Hame |

Properties Property kodifiers b aterial
¢ Sechion Propertes, .. | Set Modifiers... |
Dimenziong
P
Outzide diameter [ 3] 5
Wwiall thickness [ bw ]
Drigplay Colar .

Cancel

Fig. 8.6
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Section Hame

Properties

i Sechon Properties. . I

Property kModifiers
Set Modifiers... |

b aterial

Dimensions

Diameter [t3]

0176 =]

R

ol

Digplay Color l_

| Cancel |

Section Hame

Froperties

i Sechon Propertes. |

Fig. 8.7

Property Modifiers
Set Modifiers... |

b aterial

Dimensions

Diameter [t3]

06176 7]

T

ol

o

Drizplay Color

Cancel
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e Se restringen los grados de libertad en los nodos que se apoya la estructura; en la fig. 8.9 se
muestran los desplazamientos que se restringen en el programa. Vemos que los apoyos de un
mismo arco tienen las mismas restricciones y el Unico giro que se permite sera entorno al eje
perpendicular al arco.

-OmbIng

bt Fle Edic Wiew Define Draw Select Assign  Apalyze Display Design  Options  Help

: . . = x|
D B > |/ & »r PRPEeA2L I 3y « w @ | 4 % ||| bR BT L
= v
TSELL
— L T 3
i \
I > '
‘ - <
Joint Restraints “ﬁ-. - Restraintz in Global Directions \ \\
.7 W Tranglation 1 [ H H { if
[l atelecan .‘ W Translation 2 [w Rotation about 2 3 /
Ivifanssion i BBt ' v Translation 3 [w Rotation shout 3
¥ Tranglation 2 | Rotation about 2 .
¥ Tranglation 3 v Rotation about 3 i‘ fosthicshants
- .. | | ] ®
Fast Restraints .
| | | @ ‘." Cancel
Cancel )
1 Points Selected mm
Fig. 8.9
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e Para tratar de reproducir el comportamiento real de las uniones entre tubos y pernos, se
deben liberar de momentos flexionantes y torsion algunos elementos. Todos los tubos tienen
tres perforaciones dos en los extremos y una perforacion intermedia por las cuales atraviesan
los pernos que giran libremente. Para reproducir en el programa las articulaciones en los
extremos de los tubos, liberamos el momento flexionante respecto al eje mayor, es decir, se
libera el giro en estos puntos y esto sirve de manera indirecta para liberar de torsién a los
pernos de los extremos. En la perforacion intermedia el tubo sigue unido de manera
continua, sélo que con menor area, asi que no se libera el momento flexionante, pero al
perno que atraviesa aqui debe liberarse de torsion, esto se muestra en la fig. 8.10. Cabe
aclara que con esto se trata de reproducir las uniones debidas al mecanismo de tijeras
lograndose de manera exitosa, pero no se pueden evaluar las concentraciones de esfuerzos
que inducen las perforaciones, de modo que el programa analiza y disefia las secciones como
si estuvieran completas en las uniones. Por tanto para validar nuestro analisis, en el capitulo
siguiente se propone un refuerzo local que toma el incremento de esfuerzos el cual se
revisard de manera experimental.

?_j‘{: File Edit View Define Draw Select Assign Apalyze Display Design  Options Help |E ‘ x|
D B 7 » B e®e [ G g TS E| 4, |aRelar .||t
/f ﬂ / Assign Frame Releases
\‘ \\ Frame Releases-
Release Frarne Partial Fisity 5 prings
Start  End Start End
Ayial Load B E
ShearForce 2 [Major) [ T
ShearForce 3 (Minar) [ T
Tarsion |
Maoment 22 [Minor) r r
/({ / Moment 33 [Major] (2 n U
[~ NoReleases Cancel
Assign Frame Releases
Frame Releases
Release Frarne Partial Fisity 5 prings
Start  End Start End
Axial Load B E
Shear Foree 2 [Major) [~ T
Shear Foree 3 [Minor) I~ T
\ Tarsion Wi 0

Moment 22 [Minar) u W
Morment 33 (Major) u W

N [~ MNoReleases Cancel

1 Pointz 2 Lines Selected GLoBAL  w|lKaimC «

Fig. 8.10
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e Se asignan las secciones transversales que vamos a revisar a todos los elementos de la
estructura, en la fig 8.11 tenemos la representacion en el programa y en la fig. 8.12 se tiene
un arco completo con algunas secciones asignadas por revisar.

B SAP2000 - Combinacion1, 2.1 Y 2.2 a 120 km

File Edit ‘Wew Define Draw Select Assign Analyze Display Design  Options  Help o |
pe| BE o2& | 2P22PO M|y 2 0 Gar|# G|E£E|zjv|”]:“'|_|“1_1'}‘;_1'M'|.!J_Iall%pk -|

B Frame Sections

pE | =
]
B2 . P2
7'
b 3
5 Frame Properties
" i~ Properties ——— [~ Choose Property Type for ddd——
F & Type in property ta find: Ilmpurl |Awide Flange -
3 =)
K [k 1 wide Flange -
ey Alaay - Click to:-
e ALE8E
ALBRIO Add New Property.
Prym ALI0170
EABLED g Modify/Shaw Praperty.. I
g F1
o P2 Delete Property I
g P11/2
3} P11/4 [
' = = Carcel |
L] &
i Atsgs E]
®, l f
o)
g
E
-
2 Lines Selected GLOBAL  =|[KgimC ~!

P 2"

Pt

P2

P

Fig. 8.12
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e Se definen los diferentes casos de carga o0 acciones que intervienen en el andlisis. La carga
muerta se define en el programa como SELFWT, a la carga viva méxima como Viva, a la
carga viva instantanea como Vivalnst, a la carga por viento en la direccién 0° como VientoO
y para la carga por viento a 45° como Viento45, fig. 8.13.

Es aqui donde afectaremos a la carga muerta por un 30% debido a que todos los tubos
[levaran un refuerzo local que en el programa no se considera.

Define Loads

Loads Click Ta:
Self Weight Ak
Load Hame Type Fultiplier Lateral Load pefilen Loed |
[SELFWT IDEAD =3 | = ModiyLosd |
I

Yiental) WIND i Mone ﬂ |

Yientod5 WM D 0 Maore

"Wiva LIvE i

Vivalrist LIvE 0 j Delete Load |

Fig. 8.13

e Se definen las combinaciones de carga y se afectan por los respectivos factores de carga,

figs. 8.14 - 8.16.

Response Combination Data

Response Combination Data

Responze Combination Mame COMET Rezponze Combination Mame COMEZA
Combination Type Linear 4dd - Cambination Type Lingar&dd =
Define Combination of Case Results Define Combination of Case Results
Case Name Caze Type Scale Factaor Case Hame Caze Type Scale Factor
SELFWT v |[Linear Static 1.4 SELFWT v |[Linear Static [1.1
Yiva Linear Static Add Vightal Lirear Static 1.1
Wivalnst Linear Static 1.1
M Ddlf_',-l b adify
Delete Delete
ok |
Fig. 8.14 Fig. 8.15
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Response Combination Data

Response Combination Hame COMB22
Combination Type Linear Add -
Define Combination of Caze Results
Caze Mame Caze Type Scale Factor
SELFwT v |[Linear Static 1
Wientod5 Lirear Static 11 Add
Wivalkist Lirear Static 11
b adify
Delete
ok |
Fig. 8.16

Se asignan las cargas concentradas en los nodos de la estructura, en los casos de carga
correspondientes. El peso propio de los elementos estructurales es tomado en cuenta
automaticamente por el programa una vez asignada la seccion transversal y lo aplica de
manera uniforme a lo largo de los elementos en la direcciéon -Z del sistema global, y lo

asigna en el caso SELFWT.

En la fig. 8.17 se muestra la ventana del programa, en la que se asigna una carga concentrada
para lo cual se elige el caso de carga al que corresponde, se escribe la magnitud en la

direccion que actua segun el sistema de referencia en el que este definida la carga.

Moment about Global = |0,
Marment about Global v |0,
Marment about Global 2 |0,

[ritg
Load Caze Hame |"-.-"iva j |Kgf, m, C j
Loads Coordinate System
Force Global » 0] |I3LEI Eal ﬂ
Force Global v 0.
Optionz
Farce Glabal 2 -35

" Add to Existing Loads
f* Replace Existing Loads

i Delete Existing Loads

[_ox ]

Cancel

Fig. 8.17
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Las fuerzas concentradas en los nodos que sujetan a la membrana, debidas a su peso propio, se
asignaron en el caso de carga: SELFWT, y se muestran en la fig. 8.18.

Las fuerzas concentradas en la linternilla debidas a la carga viva instantanea se asignaron en el caso
de carga: Vivalnst, y se muestran en la fig. 8.19.

Las fuerzas concentradas en la linternilla debidas a la carga viva maxima, se asignaron en el caso de
carga: Viva, fig. 8.20.

Las fuerzas concentradas en los nodos que sujetan a la membrana, debidas a los efectos del viento en
la direccion 0° (cuando pega solo en la cara 3), se asignaron en el caso de carga: VientoO. En la fig.
8.21 podemos verlas en el programa y en la fig. 8.22 se muestra un esquema en planta de la
estructura con las fuerzas asignadas, donde podemos ver su direccidén segun la orientaciéon de la
estructura y el sistema de referencia global tal y como se tiene en el programa.

Las fuerzas concentradas en los nodos que sujetan a la membrana, debidas a los efectos del viento en
la direccion 45° (cuando pega en las caras 3 y 4), se asignaron en el caso de carga: Viento45. En la
fig. 8.23 podemos verlas en el programa y en la fig. 8.24 se muestra un esquema en planta de la
estructura con las fuerzas asignadas, donde podemos ver su direccion segun la orientacion de la
estructura y el sistema de referencia global tal y como se tiene en el programa.

I SAP2000 - Combinacidni, 2.1 Y 2.2 a 120 km - [Joint Loads (SELFWT) (As Defined)]
:i‘{: File Edit View Define Draw 3Select Assign Apalyze Display Design  ©ptions Help _ |5 | x|

= = ] f & » P2 2EL M 3day v & g M| s, . r .

GLOBAL  ~llKaf.cm C -

Fig. 8.18
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I SAP2000 - Combinacidn1, 2.1 Y 2.2 a 120 km - [Joint Loads (Vivalnst) (As Defined)] [ EE
:}’-’: Eile Edit Wew Define Draw 3elect Assign Apalyze Display Design Options  Help _ ‘5‘ X‘
D | HS | & » 92220 M 3y v rz v &ér E s, . r

<

4
3 Puoints 3 Lines Selected GLOBAL  «||Kgf.om.C ~
Fig. 8.19
1 5AP2000 - Combinacidn1, 2.1 ¥, 2.2 a 120 km - [Joint Loads (Viva)] [BEE
B Ble Edt Wiew Define Draw Select Assign Apslyze Display Design Options Help _ |5‘ x|
D& | J o &y | PR PR M|y v e v &Fér e . Llm T -

3D Wiew #0.00 Y0.00 Z0.00 GLOBAL = ||Kgf,cm.C =
Fig. 8.20

Sergio Uriel Balbuena Pantoja

233



Anadlisis y Disefio de Sistemas Estructurales Esqueletales Curvos
Capitulo VIII. Andlisis Estructural

2 SAP2000 - Combinacion1, 2.1 ¥ 2.2 a 120 km - [Joint Loads (VientoO) [As Defined)]
¥ Fle Edt Yew Define Draw Select pssion Apalyze Display Desian Options Help _ ‘E | x ‘
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2 SAP2000 - Combinacioni, 2.1 Y 2.2 a 120 km - [Joint Loads (Viento45) (As Defined)]
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Se asigna un codigo de disefio, segun el material, en este caso sera el cddigo de disefio por
esfuerzos permisibles para aleaciones de aluminio (AA-ASD 2000), fig. 8.25. En el capitulo
X1 se explica la etapa disefio de secciones con este codigo.

Aluminum Frame Design Preferences for AA-ASD 2000

Item Dezcniption
Item Yalue
1 | Design Code Ad-A50 2000
2 | Tirme Hiztory Design Envelopes
3 | Framing Type toment Frame
4 [ Streszz Rahio Limit 1.
5 [Max Mumber of Auto lterations 1
E | Lateral Factor 1.3333
7 | Usze Lateral Factor? o
8 |[Bridge Type Stucture? Mo
Explanation of Colar Coding for Yalues
Blue: Default Value
) Black: Mot a Default *alue
Set To Default Walues Reset To Previous Walues
Al terns Selected ltems All temns Selected ltems | Red: Value that has changed during
the current sezsion
Cancel |

Fig. 8.25

Los resultados de las corridas con el programa son los desplazamientos, elementos
mecanicos y reacciones. En una misma corrida el programa obtiene estos resultados para
cada caso de carga individual y para las combinaciones definidas.

Una vez obtenidos los elementos mecanicos se revisan las secciones asignadas con el cédigo
de disefio lo cual también realiza el programa, comparando los esfuerzos que producen los
elementos mecanicos maximos en las barras contra la resistencia elastica del material
afectada por algun factor de seguridad segun el elemento mecéanico. Esto se explicara
detalladamente en el capitulo siguiente.

Si algunos elementos fallan o la estructura tiene un mal comportamiento se deberan cambiar
algunas secciones 0 bien se reestructura el sistema, esto es, quitar o poner algunas barras
adicionales o cables de contraviento. Por ejemplo, se determind colocar en las tijeras unos
seguros de seccion tubular una vez izada por completo la estructura, los cuales estaran
articulados respecto a su eje mayor, como es indican en la fig. 8.26. Estos elementos se
colocan Unicamente como seguridad dada la experiencia en acero, pues al cerrarse las tijeras
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se induce por deformaciones excesivas un mecanismo de colapso global debido a todas las
articulaciones. La determinacién del contraviento adecuado se explica en el siguiente
apartado.

SAP2000 - Combinacidn1,2.1,2.2-120 km - [3-D View]

j’{: File Edit Wew Define Draw Select Assign  Apalyze Display Design  Options  Help

- =] x|
D 33 S @y 2Re2L M 3y v v v G M . o L el >
3D View ®0.00 Y0.00 Z0.00 [GLoBal  ~[[KatmC |

Fig. 8.26

e Se realizarén tantas corridas como sea necesario hasta obtener secciones transversales que
trabajen de manera satisfactoria atendiendo a los estados limites, es decir, las mas eficientes
en cuanto a su capacidad para resistir esfuerzos y desplazamientos excesivos, sin ser
necesariamente las secciones definitivas para la fabricacion, solo seran un primer
acercamiento. La determinacién de las secciones definitivas se debe evaluar de manera
conjunta con el fabricante revisando la facilidad, tiempos y costos de fabricacion.

En este capitulo se presentan Unicamente los resultados de las corridas con las secciones definitivas
trabajando simultaneamente con el contraviento adecuado.
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VI11.1.3 Determinacién del contraviento

La configuracion geométrica de la estructura no es capaz de tomar satisfactoriamente los efectos
laterales del viento sufriendo grandes desplazamientos y esfuerzos en las barras, de ahi la necesidad
de proponer un contraviento que le ayude a reducir estos efectos mediante un sistema de cables de
acero que deberan sujetar ciertos nodos claves desde los apoyos atendiendo a la direccion de las
fuerzas transmitidas a la estructura como los arreglos propuestos al final del capitulo VII.

En el programa no podemos modelar el comportamiento real de los cables como elementos que no
soportan compresion, de cualquier forma pondremos elementos redondos sélidos de acero con el
didmetro de un cable comercial, los liberamos de flexion y torsién en los extremos y solamente
debemos asegurarnos que trabajen a tensién en todas las combinaciones de carga. En el momento
que uno de estos elementos sufre compresion, nuestro analisis se invalida debido a que aportan
rigidez (modificando los desplazamientos y elementos mecanicos) lo cual no ocurre en realidad con
los cables y se deben colocarl en otros puntos, y debemos volver a correr el programa.

Las primeras corridas fueron para ver el comportamiento ante las diferentes combinaciones y como
era de esperarse las mas desfavorables resultan ser las que incluyen los efectos del viento. En las
figs. 8.27 y 8.28 se muestran las configuraciones deformadas de la estructura por efectos del viento
en las direcciones 0°y 45° respectivamente.

Fig. 8.27 Configuracion deformada con el viento a 0° Fig. 8.28 Configuracion deformada con el viento a 45°
En el programa podemos ver los desplazamientos de los nodos en la configuracion deformada,

figs.8.29 y 8.30, con el objeto de encontrar los nodos por sujetar a los apoyos, en donde vemos que
son muy grandes, por tanto, es condicion encontrar un arreglo de cables que los disminuya.
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El procedimiento para encontrar los nodos adecuados fue sujetar los que mas se desplazan, luego
hacer la corrida de nuevo (ahora con los cables), revisar que ninguno se comprima y se verifica que
los desplazamientos y esfuerzos en todas las secciones sean admisibles, de tener problemas con
algunas barras y cables se buscaran otros nodos y se repite el procedimiento; en todo momento se
debe tomar en cuenta que el contraviento propuesto debera funcionar para la otra direccién del
viento. Los nodos determinados para el contraviento, no son necesariamente los que presentan los
desplazamientos méximos, sino aquellos que proporcionan el mejor comportamiento en cuanto a
desplazamientos y esfuerzos en todos los elementos.

Después de varias corridas, se encontraron los contravientos definitivos para las dos direcciones del
viento donde todos los cables trabajan a tension y cuya configuracion responde a la direccién de las
cargas asignadas, es decir, sélo funcionan para cuando el viento llega como se indica en las figs 8.31
y 8.32. Los nodos sujetados con los cables seran los mismos en los cuatro brazos y para las dos
combinaciones, esto lo vemos en las figs. 8.33-8.35.
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Fig. 8.31 Contraviento para la direccion 0° Fig. 8.32 Contraviento para la direccion 45°
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Fig. 8.33 Nodos que se sujetan
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¥ SAP2000 - Combinacion 2.1 contraviento a 120 km - [3-0 View]
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Fig. 8.34 Contraviento para la combinacién 2.1

I2 SAP2000 - Combinacién 2.2 contraviento a 120 km - [3-D View]
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Fig. 8.35 Contraviento para la combinacién 2.2
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La direccion definida como 0° grados indica que el viento llega de frente a una sola cara y la
direccion 45° indica que el viento llega directo a dos caras. EI modelo se cargd con las fuerzas
debidas al viento cuando llega sélo en la cara 3 (direccion 0°) en la combinacion 2.1 y cuando llega
en las caras 3 y 4 (direccion 45°) en la combinacion 2.2 como indican las figs. 8.22 y 8.24 y por
tanto los contravientos encontrados, figs. 8.31 y 8.32 so6lo funcionan cuando el viento llega de esa
manera, por la restriccion en el programa de que los cables s6lo pueden trabajar a tension.

En la realidad el viento puede llegar a una sola cara de las siguientes cuatro posibilidades, fig. 8.36,
y sus respectivos contravientos seran los que se muestran en la fig. 8.37. En la realidad se deberan
superponer los cuatro posibles contravientos ya que en el programa s6lo modelamos una, teniendo
asi la configuracion que tome cualquier posibilidad, fig 8.38, resultando una configuracién muy
sencilla debido a que muchos elementos se repiten y se sujetan de los mismos nodos.
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Fig. 8.38 Contraviento que toma los efectos del viento cuando llega por una cara cualquiera que sea.

Para cuando el viento llega directo a dos caras ocurre lo mismo, se tienen las siguientes cuatro
posibilidades, fig. 8.39, y sus respectivos cortavientos seran los que se muestran en la fig. 8.40. En
la realidad se deberan superponer los cuatro posibles contravientos, ya que en el programa sélo
modelamos una, teniendo asi la configuracién que tome cualquier posibilidad en la fig 8.41,
resultando una configuracion muy sencilla debido a que muchos elementos se repiten y se sujetan de
los mismos nodos, ademas resulta ser exactamente igual para las cuatro posibilidades que se tienen
de que el viento llegue por una sola cara.

Cara 4 ™ Cara 3

S = | I I I T 1L <y

Cara 1 1 Cara 2

o> [

Fig. 8.39
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Fig. 8.41 Contraviento que toma los efectos del viento cuando llega por dos cara cualquiera que estas sean.
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El arreglo definitivo del contraviento serda aquel que toma sin problemas las ocho posibilidades
anteriores, por tanto, serd la unién de los contravientos de las figs. 8.38 y 8.41, que resultaron ser
iguales, y dado que los nodos sujetados en las dos combinaciones son los mismos, tenemos un
arreglo definitivo muy sencillo que se muestra en la fig. 8.42.

Cara 4

=t

Caral

Fig. 8.42 Contraviento definitivo en las caras para cualquier posible direccion del viento

El contraviento que cruza las caras resulta muy conveniente debido a que funciona para cualquier
direccion en que llegue el viento y disminuye sustancialmente los desplazamientos de la estructura,
sin embargo, se tienen zonas en la base de los arcos donde se concentran esfuerzos muy altos,
principalmente en las dos primeras tijeras, para lo cual se determiné un contraviento local en estas
zonas que responde a la direccion de las fuerzas aplicadas segin la combinacién que se trate. La
determinacion de este contraviento fue de la misma manera que en las caras, es decir, se sujetaron
distintos nodos hasta encontrar los idéneos, se verificd que los cables trabajaran a tension y que las
secciones no presentaran problemas de esfuerzos. Por ultimo el arreglo debera superponerse para
todas las posibilidades ya que el contraviento encontrado sélo responde a una posible llegada del
viento en cada combinacion.

Los cables del contraviento sobre las tijeras que trabajan a tension para el caso particular de la
direccion 0° de la combinacion 2.1 se muestran en la fig. 8.43, y para la direccion 45° de la
combinacion 2.2 se muestran en la fig. 8.44.

Para cualquier otra posible llegada del viento ya sea por una o dos caras, se deberan superponer
todos los casos, a modo de obtener el contraviento definitivo en las tijeras, resultando un arreglo
sencillo debido a que muchos elementos se repiten. El arreglo final que deberan llevar las tijeras de
todos los brazos se muestra en la fig. 8.45.
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Fig. 8.43 Contravientos en las tijeras para la combinacion 2.1
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Fig. 8.44 Contravientos en las tijeras para la combinacion 2.2
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Fig. 8.45 Arreglo final del contraviento en las tijeras para todos los brazos

Es muy importante hacer notar la necesidad del contraviento tanto en las caras como en las tijeras,
ya que estos son los Unicos elementos que garantizan la estabilidad y buen comportamiento de la
estructura ante los efectos de viento en cualquier direccién que se presente. Los cables que cruzan
las caras reducen principalmente los desplazamientos, mientas que los cables sobre las tijeras
reducen principalmente los esfuerzos en las barras, de ahi la importancia de ambos sistemas.
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VII1.1.4 Resultados del anélisis estructural

Dado que las cargas fluyen de arriba hacia abajo para ser descargadas en los apoyos, es de esperarse
que las tijeras inferiores sean las mas esforzadas y por tanto presenten los elementos mecanicos
mas grandes. A continuacion se muestran en unas tablas los valores de los elementos mecanicos
maximos en los elementos de las tres primeras tijeras (las mas esforzadas) para cada combinacion de
carga, por tanto, se define la siguiente nomenclatura en las barras, fig. 8.46 y 8.47

Brazo 3

Cara 4 Cara 3

H
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[ e et e e e e e e O
Brazo 4 [ 1T 1T Brazo 2
Y Caral ?} Cara 2
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E;}
% fiSid
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Fig. 8.46 Nomenclatura para los brazos de la estructura
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Fig. 8.47 Nomenclatura para identificar las barras
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VI1I11.1.4 .1 Resultados para la combinacion de carga 1
e Elementos mecénicos

Para la combinacion de carga 1 tenemos que las cargas muertas se aplican de manera simétrica y las
vivas se concentran al centro en la parte superior, esto induce un comportamiento simétrico en los
cuatro brazos de la estructura, teniendo asi, que los desplazamientos y elementos mecanicos son
practicamente iguales, de ahi que s6lo se presentan los elementos mecanicos maximos en las barras
de un s6lo brazo.

Brazo 1 = Brazo 2 = Brazo 3 = Brazo 4

Tijera Barra Posicion A [kg] T [kg] M3 [kg m] V2 [kg] M2 [kg m] V3 [kg]
3 Exterior | Izquierda-Arriba 140.5 4.7 -55.7 68.68 16.29 -8.92
3 Exterior Izquierda-Abajo -306.45 -4.62 -55.7 -75.33 -16.19 1.5
3 Exterior Derecha-Arriba 139.83 -4.68 -55.68 68.65 -16.36 9.04
3 Exterior Derecha-Abajo -306.97 4.64 -55.68 -75.3 16.25 -1.69
3 Interior Izquierda-Arriba -339.41 5.03 -54.04 74.61 25.68 85.15
3 Interior Izquierda-Abajo 95.43 4.33 -54.04 -68.3 -16.37 -49.39
3 Interior Derecha-Arriba -340.31 5.01 -54.02 74.6 -25.82 -85.56
3 Interior Derecha-Abajo 94.63 -4.34 -54.02 -68.26 16.38 49.3
2 Exterior Izquierda-Arriba 88.44 3.38 -54.54 -66.46 -7.89 -2.1
2 Exterior Izquierda-Abajo -156.56 -4.89 -54.54 73.05 8.66 1.06
2 Exterior Derecha-Arriba 85.33 -3.38 -54.49 -66.4 7.9 2.07
2 Exterior Derecha-Abajo -156.32 4.86 -54.49 72.98 -8.72 -1.22
2 Interior Izquierda-Arriba -327.04 -0.47 -7.83 12.46 24.82 80.13
2 Interior Izquierda-Abajo -65.23 0.24 -7.83 -11.69 -9.89 -26.58
2 Interior Derecha-Arriba -327.04 0.46 -7.82 -12.43 -24.91 -80.38
2 Interior Derecha-Abajo -65.3 -0.26 -7.82 -11.66 -9.89 26.46
1 Exterior Izquierda-Arriba -43.77 -4.16 -47.65 -58.3 -5.43 -4.38
1 Exterior Izquierda-Abajo 147.07 2.7 -47.65 60.03 7.98 -14
1 Exterior Derecha-Arriba -43.52 4.22 -47.73 58.4 -5.48 4.5
1 Exterior Derecha-Abajo 148.09 -2.64 -47.73 -64.14 8.01 14.14
1 Interior Izquierda-Arriba -181.52 0.31 7.74 -11.66 13.05 36.57
1 Interior Izquierda-Abajo -415.54 0.82 7.74 10.77 49.92 -145.23
1 Interior Derecha-Arriba -180.84 -0.3 7.81 -11.71 -13.04 -36.72
1 Interior Derecha-Abajo -415.89 -0.76 7.81 10.96 -49.89 145.38
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Fig. 8.48 Desplazamientos en nodos para la combinacién 1

Con estos resultados vemos que para la combinacion 1 los miembros de la estructura presentan
elementos mecéanicos y desplazamientos muy pequefios, por tanto esta combinacion no rige el
disefio de las barras, incluso se realizaron otras corridas adicionales con la carga viva en distintas
posiciones simulando que van subiendo por los brazos y con una carga viva maxima de 500 kg
donde tampoco presentan problemas, recordando siempre que el programa no considera el
incremento de esfuerzos por perforacion ni disefia con las secciones reducidas, por tanto, el refuerzo
que se proponga en las perforaciones (capitulo 1X) deberd tomar por completo el incremento de
esfuerzos para que las secciones disefiadas con el programa sean validas.
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VI11.1.4.2 Resultados para la combinacion 2.1

e Elementos mecénicos
Brazo 1

Tijera Barra Posicion A [ko] T [kg] M3 [kg m] V2 [kg] M2 [kg m] V3 [kg]
3 Exterior | 1zquierda-Arriba | -724.46 -11.24 -95.42 116.61 69.25 -130.85
3 Exterior | Izquierda-Abajo | -1502.31 -19.91 -95.42 -128.1 -80.45 122.85
3 Exterior | Derecha-Arriba | -567.08 4.87 -87.96 107.56 -34.94 75.69
3 Exterior | Derecha-Abajo | -1234.33 178.8 -87.96 -118.15 83.92 -98.47
3 Interior | Izquierda-Arriba | 412.08 -9.34 -95.14 133.57 -37.35 -121.66
3 Interior | 1zquierda-Abajo | 1076.38 6.54 -95.14 -120.58 -69.6 233.45
3 Interior Derecha-Arriba 555.18 9.91 -88.95 123.17 33.19 74.66
3 Interior Derecha-Abajo | 1315.41 -2.94 -88.95 -109.56 130.28 -360
2 Exterior | Izquierda-Arriba | -228.63 31.61 -231.69 -281.24 -47.1 4.02
2 Exterior | Izquierda-Abajo | -1137.82 -7.9 -231.69 309.32 75.46 84.54
2 Exterior | Derecha-Arriba -19.39 -23.96 -220.45 -267.61 51.01 -42.99
2 Exterior | Derecha-Abajo -922.96 17.65 -220.45 294.32 -48.64 6.79
2 Interior | Izquierda-Arriba | -1550.05 -0.92 -27.54 37.04 114.3 352.36
2 Interior | Izquierda-Abajo | -474.34 5.31 -27.54 -37.58 -48.92 -134.77
2 Interior Derecha-Arriba | -1235.4 5.13 -28.67 41.1 -86.57 -295.31
2 Interior Derecha-Abajo -184.57 -3.85 -28.67 -40 27.11 61.52
1 Exterior | 1zquierda-Arriba 832.06 -13.64 -123.05 -149.63 14.73 -33.08
1 Exterior | Izquierda-Abajo 1097.8 3.71 -123.05 164.52 -59.7 -98.19
1 Exterior | Derecha-Arriba 880.91 11.28 -100.75 122.6 -35.37 -64.84
1 Exterior | Derecha-Abajo 870.35 -10.19 -100.75 -134.78 15.93 -7.93
1 Interior | I1zquierda-Arriba | -1103.99 -7.55 -50.68 75.66 100.86 293.28
1 Interior | 1zquierda-Abajo | -1414.82 -1.77 -50.68 -70.61 157.19 -425.06
1 Interior Derecha-Arriba | -1099.87 -2.85 -65.03 95.93 -63.12 -201.95
1 Interior Derecha-Abajo | -1373.73 -21.27 -65.03 -91.62 -168.68 509.27

Brazo 2

Tijera Barra Posicion A [ka] T [kg] M3 [kg m] V2 [kg] M2 [kg m] V3 [kg]
3 Exterior | 1zquierda-Arriba | 473.16 12.56 9.71 -12.66 -61.9 1354
3 Exterior | Izquierda-Abajo 583.22 2.82 9.71 13.76 -50.7 -60.67
3 Exterior Derecha-Arriba | -1059.44 21.66 -13.93 17.78 -81.01 195.32
3 Exterior | Derecha-Abajo | -1243.82 11.44 -13.93 -19.39 -65.38 -135.17
3 Interior | I1zquierda-Arriba | 1052.65 -2.33 6.04 -18.05 41.99 103.53
3 Interior | Izquierda-Abajo 1430.3 -2.42 6.04 12.31 -196.54 435.29
3 Interior Derecha-Arriba | -469.12 -2.29 -12.5 28.35 50.03 167.25
3 Interior Derecha-Abajo -530.39 -1.9 -12.5 -22.51 -84.29 376.15
2 Exterior | izquierda-Arriba | 146.27 254 -161.74 196.4 -40.71 73.72
2 Exterior | Izquierda-Abajo | -645.65 3.36 -161.74 -216 -116.01 -190.29
2 Exterior | Derecha-Arriba | -808.68 211 -106.22 -129.07 89.71 109.96
2 Exterior | Derecha-Abajo | -1027.28 23.02 -106.22 141.93 -127.83 -301.95
2 Interior | Izquierda-Arriba 647.95 7.83 -20.95 46.02 74.72 -290.95
2 Interior | 1zquierda-Abajo 1419.7 16.61 -20.95 -46.83 -92.28 211.41
2 Interior Derecha-Arriba -1318.6 10.02 6.07 -24.44 -114.57 -291.6
2 Interior Derecha-Abajo -895.91 19.97 6.07 26.91 64.42 202.65
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1 Exterior | 1zquierda-Arriba | -816.8 55.37 -4.71 -6.12 -18.78 12.21
1 Exterior | Izquierda-Abajo -1463 55.54 -4.71 6.65 171.03 327.98
1 Exterior | Derecha-Arriba | -1163.96 52.57 -24.84 30.52 34.87 29.69
1 Exterior | Derecha-Abajo | -1233.75 55.48 -24.84 -33.5 -82.78 140.48
1 Interior Izquierda-Arriba | -1429.05 25.96 -114.75 173.15 77.9 -299.1
1 Interior Izquierda-Abajo -1207.4 62.8 -114.75 -168.37 99.27 -238.08
1 Interior | Derecha-Arriba | -507.39 41.87 -72.93 122.34 -125.48 | -440.53
1 Interior Derecha-Abajo -107.07 42.6 -72.93 -103.32 50.68 172.99
Brazo 3

Tijera Barra Posicion A [ko] T [kg] M3 [kg m] V2 [kg] M2 [kg m] V3 [kg]
3 Exterior | Izquierda-Arriba | -999.77 -17.81 -4.72 6.61 100.16 -209.89
3 Exterior | Izquierda-Abajo | -1347.87 -3.17 -4.72 -7.1 -125.1 272.42
3 Exterior Derecha-Arriba 421.43 -7.95 5.6 -7.67 68.04 -121.61
3 Exterior | Derecha-Abajo 748.55 7.71 5.6 8.27 44.45 86.58
3 Interior | Izquierda-Arriba | -371.25 18.87 -29.15 67.26 -38.79 -157.26
3 Interior Izquierda-Abajo -673.22 49.69 -29.15 -65.32 142.38 -445.96
3 Interior Derecha-Arriba | 1006.23 15.05 31.07 -67.64 -41.91 -91.93
3 Interior Derecha-Abajo | 1312.11 36.44 31.07 65.29 217.72 -533.24
2 Exterior | izquierda-Arriba | -979.78 6.54 -124.76 151.54 124.18 -254.43
2 Exterior | Izquierda-Abajo | -1314.77 -20.73 -124.76 | -166.66 -189.92 433.18
2 Exterior Derecha-Arriba 249.08 -12.04 -168.36 204.41 -120.17 -202.62
2 Exterior Derecha-Abajo -421.14 1.01 -168.36 -224.83 124.53 89.21
2 Interior | Izquierda-Arriba | -1184.82 55.96 -8.41 -24.44 -79.03 271.27
2 Interior Izquierda-Abajo -502.41 47.24 -3.75 -9.89 -116.61 -241.08
2 Interior Derecha-Arriba 571.58 21.35 12.33 -27.01 137.65 432.52
2 Interior Derecha-Abajo | 1117.62 44.61 7.8 19.7 -65.52 -245.55
1 Exterior | 1zquierda-Arriba | -1506.31 -74.72 -14.93 18.51 30.2 12.39
1 Exterior | Izquierda-Abajo | -1747.62 -73.53 -14.93 -20.28 57.88 -57.25
1 Exterior Derecha-Arriba -946.18 -82.88 -45.42 55.49 97.16 114.76
1 Exterior | Derecha-Abajo | -1284.57 -81.59 -45.42 -60.69 161.28 -280.58
1 Interior Izquierda-Arriba | -888.87 -58.7 -86.49 139.33 93.29 285.4
1 Interior | 1zquierda-Abajo | -312.01 -46.87 -86.47 -106.52 -60.97 -217.04
1 Interior | Derecha-Arriba | -1118.51 -55.8 -93.96 134.62 79.82 283.63
1 Interior Derecha-Abajo | -1108.18 -70.52 -93.96 -131.41 -34.17 -1.45

Brazo 4

Tijera Barra Posicion A [ka] T [kg] M3 [kg m] V2 [kg] M2 [kg m] V3 [kg]
3 Exterior | Izquierda-Arriba | -579.77 -5.87 -83.6 102.28 36.88 -76.37
3 Exterior | Izquierda-Abajo | -1221.73 -18.99 -83.6 -112.33 -83 102.14
3 Exterior Derecha-Arriba -714.9 8.39 -91.43 111.76 -63.78 124.85
3 Exterior Derecha-Abajo | -1466.62 17.49 -91.43 -122.77 78.36 -115.34
3 Interior | I1zquierda-Arriba | 575.08 -10.18 -86.37 120.08 -32.9 -78.34
3 Interior | Izquierda-Abajo | 1294.36 2.15 -86.37 -106.27 -125.05 345.35
3 Interior Derecha-Arriba 394.11 8.44 -92.36 129.95 39.75 126
3 Interior Derecha-Abajo | 1044.22 -7.5 -92.36 -117.22 70.91 -236.01
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2 Exterior | 1zquierda-Arriba | -40.78 22.56 -216.35 | -262.63 -50.24 40.52
2 Exterior | Izquierda-Abajo | -920.65 -18.53 -216.35 288.85 45,53 -0.92
2 Exterior | Derecha-Arriba | -209.21 -32 -228.86 277.59 -45.76 -4.77
2 Exterior | Derecha-Abajo | -1113.44 6.65 -228.86 -305.3 72.71 -78.28
2 Interior | Izquierda-Arriba | -1208.51 -6.37 -27.36 38.84 87.45 297.91
2 Interior | Izquierda-Abajo | -179.91 2.04 -27.36 -37.92 -27.49 -59.93
2 Interior Derecha-Arriba | -1522.43 -1.24 -27.84 37.95 -110.15 -339.2
2 Interior Derecha-Abajo -464.01 -6.98 -27.84 -38.05 47.38 133.59
1 Exterior | Izquierda-Arriba | 848.41 -12.15 -98.02 119.28 36.52 69.7
1 Exterior | Izquierda-Abajo 822.33 8.78 -98.02 -131.13 -15.97 5.78
1 Exterior Derecha-Arriba 840.48 12.19 -121.08 147.26 16.32 38.23
1 Exterior | Derecha-Abajo | 1106.79 -4.88 -121.08 -161.9 -58.76 93.58
1 Interior | Izquierda-Arriba | -1081.65 -2.28 -65.66 97.27 63.44 204.71
1 Interior | Izquierda-Abajo | -1338.06 20.34 -65.66 -92.9 165.45 -503.43
1 Interior | Derecha-Arriba | -1089.56 5.95 -49.79 74.38 -98.29 -283.92
1 Interior Derecha-Abajo | -1404.18 -2.8 -49.79 -70.28 -154.78 414.58
e Desplazamientos

Los desplazamientos de la fig. 8.49 se pueden comparara directamente contra los de la fig. 8.29
debido a que se presentan para los mismos nodos y vemos como el contraviento los reduce de
manera significativa.
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Fig. 8.49 Desplazamientos en nodos para la combinacion 2.1
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VI11.1.4.3 Resultados para la combinacion 2.2

e Elementos mecanicos

Brazo 1

Tijera Barra Posicion A [ko] T [kg m] M3 [kg m] V2 [kg] M2 [kg m] V3 [kg]
3 Exterior | 1zquierda-Arriba | -928.28 -17.34 -61.44 75.4 49.7 -118.37
3 Exterior | Izquierda-Abajo | -1425.64 -22.21 -61.44 -82.77 -85.29 133.35
3 Exterior | Derecha-Arriba | -924.17 16.91 -60.8 74.62 47.38 114.6
3 Exterior | Derecha-Abajo | -1413.29 22.04 -60.8 -81.91 85.61 -131.64
3 Interior Izquierda-Arriba 433.58 -5.75 -63.04 86.43 -33.77 -97.38
3 Interior | 1zquierda-Abajo 915.8 2.84 -63.04 -78.84 -75.75 225.84
3 Interior Derecha-Arriba 437.05 5.44 -62.61 85.17 33.49 95.56
3 Interior Derecha-Abajo 921.5 -2.64 -62.61 -77.87 78.97 -233.14
2 Exterior | Izquierda-Arriba | -239.15 25.78 -243.91 296.09 -36.84 0.34
2 Exterior | Izquierda-Abajo | -1177.4 -15.71 -243.91 325.62 69.94 59.54
2 Exterior | Derecha-Arriba -234.76 -25.15 -243.05 -295.01 37 -2.7
2 Exterior Derecha-Abajo | -1169.32 16.45 -243.05 324.47 -68.35 -54.74
2 Interior | Izquierda-Arriba | -1442.84 -1.43 -21.3 30.04 102.94 331.59
2 Interior | Izquierda-Abajo -327.3 2.88 -21.3 -27.41 -41.33 -108.34
2 Interior Derecha-Arriba | -1429.16 1.85 -21.04 29.62 -101.44 -328.47
2 Interior Derecha-Abajo -318.27 -2.43 -21.04 -27.39 104.3 55.562
1 Exterior | I1zquierda-Arriba | 717.17 -12.54 -114.85 -139.69 -8.58 12.76
1 Exterior | Izquierda-Abajo 774.34 6.77 -114.85 153.58 -13.64 -26.55
1 Exterior | Derecha-Arriba 704.92 12.86 -113.43 137.97 -12.66 -21.11
1 Exterior | Derecha-Abajo 740.54 -6.74 -113.43 -151.69 -7.89 19.2
1 Interior Izquierda-Arriba | -1217.24 -4.4 -78.04 104.53 92.06 278.65
1 Interior Izquierda-Abajo | -1441.22 10.99 -78.04 -95.54 170.93 -486.76
1 Interior Derecha-Arriba | -1224.53 4.4 -79.33 107.5 -89.91 -273.85
1 Interior Derecha-Abajo | -1444.66 -12.33 -79.33 -98.45 -171.6 493.74

Brazo 2

Tijera Barra Posicion A [ka] T [kg m] M3 [kg m] V2 [kg] M2 [kg m] V3 [kg]
3 Exterior | Izquierda-Arriba | 218.97 19.01 3.8 -5.49 -63.52 100.46
3 Exterior | Izquierda-Abajo 282.67 9.88 3.8 5.87 -54.62 -59.08
3 Exterior | Derecha-Arriba -836.1 30.68 -18.41 23.21 -87.83 170.67
3 Exterior Derecha-Abajo | -1052.46 21.09 -18.41 -25.36 -68.96 -141.82
3 Interior Izquierda-Arriba 543.98 8.36 2.13 -7.49 28.43 49.81
3 Interior Izquierda-Abajo 880.97 9.9 2.13 8.99 -149.15 352.12
3 Interior Derecha-Arriba -149.86 94 -18.62 31.66 2491 98.04
3 Interior Derecha-Abajo -353.75 9 -18.62 -31.35 -105.06 307.66
2 Exterior | 1zquierda-Arriba 347.3 20.56 -118.11 143.49 -41.3 73.62
2 Exterior | Izquierda-Abajo | -297.31 2.83 -118.11 -157.79 -99.65 -172.12
2 Exterior Derecha-Arriba -512.95 1.98 -96.54 -117.33 81.65 102.39
2 Exterior Derecha-Abajo -811.31 18.64 -96.54 129.02 -94.95 -229.3
2 Interior Izquierda-Arriba 295.64 12.04 -31.51 54.06 67.03 -248.21
2 Interior Izquierda-Abajo 903.58 21.75 -31.51 -53.89 -65.88 163.08
2 Interior Derecha-Arriba | -1071.52 16.12 -10.31 26.04 -97.09 -265.17
2 Interior Derecha-Abajo -620.27 21.57 -10.52 -20.66 60.16 176.9
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1 Exterior | 1zquierda-Arriba | -277.42 35.64 -18.81 -23.21 -14.75 2.25
1 Exterior | Izquierda-Abajo | -548.89 40.85 -18.81 25.46 114.4 214.62
1 Exterior Derecha-Arriba -307.71 36.21 -37.01 45.29 25.58 17.45
1 Exterior | Derecha-Abajo -249.94 36.57 -37.01 -49.74 -85.83 152.88
1 Interior | Izquierda-Arriba | -894.54 27.86 -53.88 83.39 53.73 -221.89
1 Interior Izquierda-Abajo -945.54 44.37 -53.88 -87.73 84.4 -212.23
1 Interior | Derecha-Arriba | -438.73 35.53 -37.15 67.36 -99.33 -331.4
1 Interior Derecha-Abajo -238.62 32.63 -37.15 -53.07 -45.99 159.09
Brazo 3

Tijera Barra Posicion A [ko] T [kg m] M3 [kg m] V2 [kg] M2 [kg m] V3 [kg]
3 Exterior | Izquierda-Arriba | -290.28 -9.34 56.29 -69.15 -16.88 -7.9
3 Exterior | Izquierda-Abajo 118.76 0.9 56.29 75.89 18.93 15.26
3 Exterior Derecha-Arriba -281.77 10.07 55.62 -68.34 16.56 4.53
3 Exterior | Derecha-Abajo 131.52 0.97 55.62 75.01 -17.47 -16.25
3 Interior | Izquierda-Arriba | 102.79 7.49 545 -76.57 -13.86 46.82
3 Interior Izquierda-Abajo -340.33 -1.32 54.5 67.88 314 -90.54
3 Interior Derecha-Arriba 151.72 -4.25 54.15 -73.23 17.85 -57.75
3 Interior Derecha-Abajo -258.94 4.15 54.15 68.23 -22.73 77.24
2 Exterior | izquierda-Arriba | -500.51 -0.36 -67.79 82.46 21.26 -48.02
2 Exterior | Izquierda-Abajo | -700.47 -8.5 -67.79 -90.67 -46.21 73.83
2 Exterior | Derecha-Arriba | -495.89 -0.79 -71.39 86.82 -19.79 45.23
2 Exterior Derecha-Abajo -717.35 7.44 -71.39 -95.47 44.08 -65.47
2 Interior | Izquierda-Arriba 118 1.73 9.66 -14.13 -10.28 -28.77
2 Interior Izquierda-Abajo 371.42 -3.37 9.66 12.87 -36.47 108.87
2 Interior Derecha-Arriba 139.6 -0.97 9.16 -14.12 12.21 33.07
2 Interior Derecha-Abajo 420.09 3.58 9.16 13.38 40.16 -115.72
1 Exterior | 1zquierda-Arriba | -1540.16 4.57 51.35 -62.68 -11.16 -2.42
1 Exterior | Izquierda-Abajo | -2230.22 -7.83 51.35 68.87 -56.96 131.08
1 Exterior Derecha-Arriba | -1434.78 -8.28 50.97 -62.22 10.25 2.24
1 Exterior | Derecha-Abajo | -2144.58 4.22 50.97 68.36 60.58 -139.75
1 Interior Izquierda-Arriba -680.6 -11.62 -119.95 160.55 48.82 162.03
1 Interior | 1zquierda-Abajo -53.89 9.56 -119.93 -145.88 -20.32 -50.37
1 Interior Derecha-Arriba -730.21 10.86 -122.23 164.78 -47.9 -153.67
1 Interior Derecha-Abajo -96.34 -11.68 -122.23 -150.31 18.27 49.97

Brazo 4

Tijera Barra Posicion A [ka] T [kg m] M3 [kg m] V2 [kg] M2 [kg m] V3 [kg]
3 Exterior | 1zquierda-Arriba | -823.95 -30.4 -19.62 24.68 84.81 -165.92
3 Exterior | Izquierda-Abajo | -1037.22 -21.82 -19.62 -26.98 66.57 151.15
3 Exterior Derecha-Arriba 212.91 -19.11 1.32 -2.48 59.3 -94.57
3 Exterior Derecha-Abajo 248.82 -10.47 1.32 2.56 53.08 57.7
3 Interior | I1zquierda-Arriba | -119.32 -10.07 -19.85 31.48 -24.41 -90.42
3 Interior | Izquierda-Abajo -299.3 -10.38 -19.85 -32.25 97.15 -296.81
3 Interior Derecha-Arriba 506.49 -8.8 1.35 -4.5 -21.7 -41.37
3 Interior Derecha-Abajo 848.11 -11.45 -2.57 -7.23 143.3 -342.39
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2 Exterior | izquierda-Arriba | -469.41 -1.93 -96.82 -117.68 -81.06 -101.78
2 Exterior | Izquierda-Abajo | -789.62 -18.29 -96.82 129.4 91.22 220.3
2 Exterior | Derecha-Arriba 369.56 -20.55 -114.17 138.71 4131 -75.1
2 Exterior | Derecha-Abajo | -264.44 -2.95 -114.17 -152.54 98.14 169.93
2 Interior | Izquierda-Arriba | -1052.48 -17.12 -13.75 30.23 95.16 262.95
2 Interior | Izquierda-Abajo | -586.89 21.6 -13.75 -23.88 -60.53 -176.12
2 Interior Derecha-Arriba 254.58 -12.54 -33.63 56.1 -66.44 243.91
2 Interior Derecha-Abajo 851.63 -22.39 -33.63 -55.59 63.65 -159.77
1 Exterior | Izquierda-Arriba | 185.99 -34.24 -38.19 46.72 -24.72 -16.47
1 Exterior | Izquierda-Abajo | -114.36 -34.26 -38.19 -51.32 85.72 -153.44
1 Exterior Derecha-Arriba -207.05 -33.56 -20.13 24.82 -14.04 -0.85
1 Exterior | Derecha-Abajo | -437.92 -39.3 -20.13 -27.23 107.9 -201.78
1 Interior | I1zquierda-Arriba | -434.49 -34.7 -33.11 61.11 96.65 319.98
1 Interior | Izquierda-Abajo | -256.83 -31.47 -33.11 -47.41 46.38 -158.8
1 Interior Derecha-Arriba -839.98 -28.04 -47.17 73.47 -50.98 213.09
1 Interior Derecha-Abajo -919.63 -42.32 -47.17 -74.39 -83.19 210.67

e Desplazamientos

Los desplazamientos de la fig. 8.50 se pueden comparara directamente contra los de la fig. 8.30
debido a que se presentan para los mismos nodos y vemos como el contraviento los reduce de

E{: SAP2000 - Combinacion 2.2 contraviento a 120 km - [Deformed Shape (COMBZ.2)] E‘Eim
:}‘-: File Edit Wiew Define Draw Select Assign Analyze Display Design  Options Help = |ﬁl | X‘
Do | G @l | P2eA@22 M e « v v Gar B k||
J2 Joint Displacements @ I Joint Displacements gj
Jaint 1D 434 dan|BEL
1 2 3 i ! & 5
Tians -0.12138 -3.04777 -0.13873
e e Ll } Fon  8.759E-04  77.48083  0.00516
_‘ L] B Jint i
18 Joint Displacements EI L ‘ & Joint Displacements @
Jaint 1D 392 | doint 1D 137 ; 5 5
1 s 3
Trane  -0.03586  -2.11200 -1.29750 ;':[:‘S ,g'gggzg g'gggﬁg g'gﬂ]f;
Rotn 3.03005 -4.146E-04 0.00134 — B - B
rﬁ G L T Lﬁﬁj
E:F_;\_P S RS — — 1+ HE
2 Joint Displacements @ T - Joint Displacements @
Joint 1D 3 Joint 1D 157
1 2 3 1l 2 3
Trans -0.65252 -1.26072 -0.57008
Trans 7.834E-D4 -1.76469 -0.63129
Fiotn 173508 3.737E-04  2.929E-04 f l i SRR SRR (Rl
12 Joint Displacements @ ‘ ( I8 Joint Displacements @
Jaint 1D 309 — Joint [D 315
1 2 3 : - 1 2 3
Trans -0.03155 -1.48964 -0.38750 i i Tians -0.05757 -1.85669 0.40746
Ratn -121.8188 -9.922E-04 -0.0015% -I.H }IH. Ratn 2.27061 0.00175 0.00166
i
Right Click on anw joint for displacement values Skark Animation |¢- ‘-4: GLOBAL  «| |Kof cm, © =

Fig. 8.50 Desplazamientos en nodos para la combinacion 2.2
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VII1.2 Andlisis de la Estructura en Posiciones Intermedias del 1zado

Para analizar las posiciones intermedias con el programa, se procede de manera andloga a la
posicion final, sélo que las cargas de disefio, sus combinaciones, factores y algunas condiciones
particulares seran distintas, como se explica a continuacion:

Debido a que el izado de la estructura se realiza en aproximadamente 15 minutos, los efectos
debidos a las cargas accidentales y por ocupacion (vivas) se desprecian. Por tanto los Unicos efectos
que se consideran serdn el peso propio de las barras, del manto y una carga concentrada en la
linternilla de prueba para la posicion final que debera subir durante todo el izado; dicha carga sera la
viva méaxima para la posicion final de 280 [kg].

Los tres modelos en posiciones intermedias, en la realidad representan solo un instante en el tiempo
durante el izado y si buscamos equilibrarlas como estructuras fijas en el tiempo seria imposible
debido a que su configuracion y las articulaciones libres las hacen inestables. En la realidad ocurre
que el despliegue se debe al jalon de los cables y si analizamos los modelos en el programa como
estructuras estaticas en el tiempo se deben incluir los efectos de dicho jalon, los cuales son los
Unicos que garantizan el equilibrio para las posiciones intermedias y son dificiles de modelar en el
programa.

Por tanto, para el andlisis de los tres modelos se colocaran apoyos simples en los nodos donde el
cable jala a la estructura, ya que en estos puntos, en todo momento la estructura se apoya sobre el
cable, es decir, en los puntos donde corre por medio de poleas.

Los tres modelos tendrén las secciones definitivas encontradas para la posicién final y si al realizar
las corridas, algun elemento falla o tiene problemas debera cambiarse tanto en el modelo de izado en
cuestion como en la posicidn final y volver a revisarse en todos los modelos.

Realizando las corridas en los tres modelos, encontramos que las barras de la estructura trabajan
muy poco ya que el cable toma todo el peso durante el izado y resulta ser el elemento més esforzado
por disefiar, de modo que las secciones encontradas en la posicion final y revisadas en los modelos
de izado, seran las definitivas.

Por otro lado, la experiencia con el prototipo en acero nos dice que la estructura durante el izado no
presenta ningln problema con todo y perforaciones; con esto se concluye de manera indirecta que
durante el izado la estructura esta menos esforzada que en la posicion final y por tanto las secciones
encontradas para la posicion final no tendran problemas en el izado.

A continuacién se muestran los modelos analizados para cada posicion.
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VI11.2.1 Posicion intermedia 1 (inicial)

En lafig. 8.51 se muestra el modelo de analisis en la posicion inicial, con los apoyos simples en los
nodos donde el cable corre mediante unas poleas y se muestran las cargas aplicadas, las cuales son el
peso propio del manto aplicado en los nodos donde se sujeta y la carga de prueba al centro de la
estructura, en la linternilla.

i SAP2000 - SAP Tijeras 2 arcos 35° - [Joint Loads (SELFWT)]

"}-f: File Edit W¥iew Define Draw Select Assign Apalyze Display Design  Options  Help - |E| X|
D i J & » @@ M 3dw = w & g vl B | 1 - ||| 1 A pf %
WAL
M
t
) g1 o
30 View %0.00 ‘Y0.00 Z0.00 GLOBAL  v|[KetmC -]

Fig. 8.51 Posicidn intermedia 1 (inicial)

Sergio Uriel Balbuena Pantoja 259



Anadlisis y Disefio de Sistemas Estructurales Esqueletales Curvos
Capitulo VIII. Andlisis Estructural

VII1.2.2 Posicion intermedia 2

En la fig. 8.52 se muestra el modelo en la posicion intermedia definida como 2, con los apoyos
simples en los nodos donde el cable corre mediante unas poleas y se muestran las cargas aplicadas,
las cuales son el peso propio del manto aplicado en los nodos donde se sujeta y la carga de prueba al
centro de la estructura, en la linternilla.

% SAP2000 - SAP Tijeras 2 arcos 30° - [Joint Loads (SELFWT) (As Defined)]

Eﬁ’{: File Edit Yiew Define Draw Select Assign Analyze Display Design  Options  Help

_|=| x|
D W dl@a|» 22220 M 3dyw v w v Gd e E| % st ab s 2
{ . AR A ’_‘,_(‘ +4
B i i B .
fm e | e )
: | A _
P — ‘gﬁ
A E e ]
I et ‘\‘/\\
/ &
#0.00 ¥0.00 Z0.00 GLoBAL  v|[kglm.C |
] —

Fig. 8.52 Posicién intermedia 2
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VI111.2.3 Posicion intermedia 3

En la fig. 8.53 se muestra el modelo en la posicion intermedia definida como 3, con los apoyos
simples en los nodos donde el cable corre mediante unas poleas y se muestran las cargas aplicadas,
las cuales son el peso propio del manto aplicado en los nodos donde se sujeta y la carga de prueba al
centro de la estructura, en la linternilla.

i SAP2000 - SAP Tijeras 2 arcos 20° - [Joint Loads (SELFWT) (As Defined)]

_3‘{: File Edit Wiew Define Draw 3Select Assign Apalyze Display Design  Options Help

BN ] J @ » 20200 M 3dw e w & g | . Ul Bt | ab e 2
-, 1.1
/PR Do
ettt RLAATEL e =y
e 4
] B
3D View %0.00 Y0.00 Z0.00 GLOBAL  w|[kgtmC -]

Fig. 8.53 Posicién intermedia 3
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IX. DISENO DE ELEMENTOS ESTRUCTURALES
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IX. Disefio de Elementos Estructurales

Una vez realizada la etapa de anélisis, es decir, la obtencion de elementos mecanicos y
desplazamientos se deben disefiar todos los elementos que componen la estructura; esto se hace
comparando directamente la resistencia de las piezas segun el material que se utiliza, contra los
esfuerzos que inducen los elementos mecanicos siguiendo algln codigo de disefio.

El programa realiza esta etapa final para todas las piezas y nos sefiala aquellas que tienen problemas
para sustituirlas por otras y asi realizar de nuevo las corridas necesarias; de ese modo se encontraron
unas primeras secciones satisfactorias en cuanto a su capacidad para resistir los esfuerzos y
deformaciones excesivas denominadas secciones tedricas, fig. 9.1, las cuales no seran definitivas

debido a diversos factores de la fabricacion que no se pueden considerar en el programa.
11/4"

Fig. 9.1 Secciones teéricas

En la fig. 9.1, vemos que las secciones méas pequefias se tienen en la parte superior, mientras que las
secciones mas grandes en la parte inferior, esto nos indica donde se localizan los esfuerzos mayores,
ya que las secciones teoricas responden a la necesidad de material segin la demanda de esfuerzos.
Los tubos no son diferentes sélo en didmetro, sino tambien en perforaciones, ya que los pernos que
los atraviesan no son los mismos para tubos con diametros iguales, teniendo asi que todas las
secciones serian diferentes en su fabricacion.
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Para la determinacion de las secciones definitivas se trabajo de manera conjunta con el fabricante, el
cual daba sus puntos de vista en cuanto a los costos, tiempos y dificultades de la fabricacién de las
secciones tedricas. Algunos de los problemas que se presentaban eran; la tardanza de fabricar barras
diferentes, ademas los refuerzos en la perforacion intermedia serian diferentes para cada una y la
posibilidad de construirlos se complicaba por la disponibilidad en el mercado de secciones para su
fabricacion, ya que el refuerzo seria un tubo que abraza localmente la perforacion con un
determinado espesor, esto se explica detalladamente méas adelante. Otro factor muy importante que
goberno la eleccion de las secciones definitivas era el cuidado del diametro de las perforaciones
intermedias, ya que algunos tubos tedricos resultaban pequefios en relacion a sus pernos, esto es, que
sus perforaciones serian muy grandes debilitando excesivamente la seccion; aunque en el programa
no tenian problemas se decidié aumentar el didmetro de esos tubos, de modo que las perforaciones
intermedias, siempre sean menores que en los extremos, ya que aqui se presentan los momentos
flexionantes maximos.

Después de revisar los distintos factores se llegd a la conclusion de que lo mas conveniente seria
tener tubos de igual didmetro y se buscarian pernos que nos arrojen el menor numero de barras
diferentes, en la fig. 9.2, se muestra un diagrama de las secciones definitivas.

112"

Fig. 9.2 Secciones definitivas

En este capitulo solo se presentan los criterios seguidos para el dimensionamiento de todos los
elementos que conforman la estructura, asi como las dimensiones de las secciones definitivas
(planos de taller) con las que se fabricar la estructura.
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IX.1 Cédigo de Disefio *

Para el disefio de todos los elementos de aluminio se decidi6 utilizar el cédigo por esfuerzos
permisibles para aleaciones de aluminio AA-ASD 2000; sobre el de disefio por factores de carga y
resistencia AA-LRFD, por las siguientes razones:

El codigo ASD es mas conservador debido a que disefia con la capacidad elastica del material,
mientras que el cddigo LRDF aprovecha la capacidad plastica de las secciones, es decir, permite la
formacion de articulaciones plésticas, esto resulta conveniente en barras unidas de manera continua
ya que para formar el mecanismo de colapso de ésta, se deben formar tres articulaciones plasticas
(dos en los extremos y una al centro) dando mayor capacidad de carga a la seccién. En la estructura
del MODUNAM todas las barras estan articuladas en los extremos y la Unica articulacién plastica
que puede formarse es la del centro donde el momento flexionantes es mayor y se tiene la
perforacidn; teniendo asi la tercer articulacion que induce el mecanismo global de toda la estructura
como ocurrié en el prototipo en acero, por tanto no podemos aprovechar la capacidad plastica del
material y por eso utilizamos el codigo ASD que trabaja solo en el rango eléstico del material.

e Disefio por esfuerzos permisibles (ASD)

La filosofia de disefio por esfuerzos permisibles busca que los esfuerzos inducidos por los elementos
mecanicos (demanda), nunca sean mayores que la capacidad elastica del material, la cual se reduce
con un factor de seguridad (F.S.<1) que depende del elemento mecanico por revisar, ec. 9.1. Esto
mismo se puede expresar con la relacion demanda-capacidad, ec. 9.2, la cual siempre debe ser
menor que uno.

f...e = Esfuerzo actuante segun el elemento mecdnico
F, = Esfuerzo de fluencia del material

F.S.<1 Factor de seguridad que reduce la capacidad del material
buscamos que ;  f, ., <(F.S.)F, 9.

demanda < capacidad

como cociente o <1 9.2)
(F.S.)F,
Sl' ; f;lCt —
(F.S.)F,
implica que ;  f,,=(F.S)F,
demanda = capacidad ; inaceptable

La capacidad elastica de las piezas depende exclusivamente de las propiedades del material que les
fue asignado, afectada por ciertos factores dependiendo del elemento mecanico por revisar segun el
cddigo de disefio. EI programa calcula los esfuerzos debido a los elementos mecanicos maximos en

! Todo el apartado 1X.1, esta basado en el libro: Sharp, Maurice L., “ Behavior and design of aluminium structures” ,
McGraw-Hill, USA, 1993, pags. 305.
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las barras para las secciones transversales asignadas y los compara directamente contra su capacidad
con la relacion demanda—capacidad, y si ésta resulta mayor o igual que uno nos indica que es
inaceptable y debemos cambiarla.

e Esfuerzos permisibles

Los esfuerzos permisibles para los distintos elementos mecanicos se calculan de la siguiente manera:

Fraiiow = 0.46 Fr), Esfuerzo permisible de tension

Fsaiiow = 0.606 Fs,, Esfuerzo permisible de cortante

Fp atiow = 0.67 F ,, Esfuerzo permisible de flexidn para secciones no compactas
Fpaitow = 0.78 F,, Esfuerzo permisible de flexion para secciones compactas

Fa atiow = f (kl/r, Temple) Esfuerzo permisible de compresion que depende de la relacion de

esbeltez y el temple de la aleacion.

e Interaccion de esfuerzos

Cuando actuan simultaneamente los esfuerzos normales debidos a fuerza axial y momentos
flexionantes perpendiculares, se debe revisar la interaccion de dichos esfuerzos con la relacion
demanda-capacidad de cada elemento mecénico sumados de modo que el resultado siempre sea
menor que uno, ec. 9.3:
fx (+-) fby sz

+ +
F, F, F,

(T,a) allow bx allow by allow

1>

(9.3)

f. = esfuerzo actuante axial (+ tension, — compresion)
fby = esfuerzo actuante por momento flexionanterespecto al eje y

1. = esfuerzo actuante por momento flexionante respecto al eje z

e Pandeo eléstico e inelastico

El esfuerzo critico (o) debido al pandeo elastico en elementos a compresion se evalda con la
ecuacion de Euler, ec. 9.4, que depende Unicamente del mddulo elastico de la aleacion y la relacion
de esbeltez (kL/r), por tanto, podemos trazar una grafica esfuerzo vs relacion de esbeltez y ver donde
termina el comportamiento elastico; el valor de (kL/r) donde se presenta la frontera entre las
regiones elasticas e inelasticas se denomina coeficiente de columna Cc.

_TE (o4

Gc‘r
(kLJZ
7

k = factordelongitud efectiva

r=radio de giro
L =longitud de la barra

En la figura 9.3 se muestran los valores de k que depende del tipo de fijacion en los extremos de la
barra y se presenta un valor teérico y un valor recomendado.

Sergio Uriel Balbuena Pantoja 266



Analisis y Disefio de Sistemas Estructurales Esqueletales Curvos
Capitulo IX. Disefio de Elementos Estructurales

Flexural Buckling (Ref. 8) Torsional Buckling
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Fig. 9.3

Las aleaciones de aluminio se clasifican en dos grupos segun la forma de la curva esfuerzo vs
deformacion; en el primero se tienen las aleaciones cuyo temple se designa como T6, T7, T8 y T9,
las cuales tienen limites de fluencia muy altos y en general son aleaciones mas resistentes pero
fragiles. En el segundo grupo se tienen las aleaciones cuyo temple se designa como 0, H, T1, T2,
T3y T4 con limites de fluencia muy bajos, en general son menos resistentes pero mas ductiles. Por
tanto, cada grupo tendra un valor diferente de Cc debido a que sus limites de fluencia son diferentes.
Una vez que termina el rango elastico la formula de Euler ya no es valida y se debe recurrir a una
serie de experimentos que nos arrojen informacién del rango inelastico. Para aleaciones de aluminio,
los resultados experimentales se pueden ajustar de manera muy precisa a un modelo lineal dado por
la ecuacién 9.5. oc.=B-DJ (95)

donde A= (ij

-
donde: B, Dy C son parametros del material y las expresiones para calcularlos son diferentes, si
cambia la seccion y el temple, en la fig. 9.4 se tiene las expresiones para secciones | y rectangular,
en la fig. 9.5 para placas en compresion axial, flexion (igual que para las rectangulares) y cortante.

B, D,
Type of beam Temper ksi MPa ksi MPa C.
Wide-flange All alloys with tempers [] ) [ oy )1{2] Fl s ( ay )1;"2] B, (BB*-)J-’Z B, (GBc)"'?' 28,
I-sections starting with -0, -H, %+ * \1oo0 "yt " \6895 0\ E 20\ E 3D,
-T1, -T2, -T3, -T4
All alloys with tempers o, \12 o, |2 B, (B2 B, {6B.\12 0.418,
starting with L0 B (22'56) b (iiﬁi‘iiﬁ) 10 (E) E(“E") D,
“T5, -T6, -T7, -T8, -T9 )
B, D,
ksi MPa ksi MPa Cy
Rectangular All alloys and tempers [ ()43 (o, )13 B, (6B,\ 12 B, 168,112 9B
2 ] vyl P . peat 25 e =& 4 “_pP
section L8y 1 + =5 ] 1-‘50'."[1 * 933 ] 20{ E ) 2[)( E ) 3D,
Fig. 9.4
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B" ﬂp
Loading on plate Tempers ksi MPa ksi MPa c,
L P } ; {”y}la’.‘! ) (e )lr'a & (% 12 &(%)W gﬂ
0, -H, -T1, -T2, -T3, -T4 ,,:[1 + 22 o1+ 232" 25 iz
113 13 B, B \12 B B\~ R
.T5, -T6, -T7, -T8, -T9 (o) (o)) —H(—-"-) = (_’) 4122
L5 3 A L Vy[l + 114 a1+ 21.7 1W\E 10\E 0,119p
Axial compression
s ya B, 16B,\V2 B, (6B,\12 9B,
| Al (ay) (ay) By (_P) Hp (_ﬂ) 25
Z ‘{L; 1.3::,[1 + 55 I. L3l + 53— 3\ E o\ E 3D,
Bending
1 __‘ [ (7,) 48 (. )L-'s B, (6B,\\2 B, (6B,\12 9B
-0, -H, -T1, -T2, -T3, -T4 Ty y ] (_n) 2p (.,_n) 25,
1 | K Ry ] "’3[1 ! 11.3] 20VE 20VE 3D,
1 1
| b
T o (1)1 (1)1 By, (Bp\\2 By (By\12 By
Shegr -T5, -T6, -17, -18, -T9 zv[l + ;_3 1+ —1{” 0\ % 0\E 0.41 D,
Fig. 9.5

En la fig. 9.6 se muestra las constantes K; y K, para el pandeo en placas. El programa calcula
automaticamente todos estos pardmetros, pero solo utiliza los correspondientes a la seccion por

revisar.
TABLE7.3 Formulas for Postbuckling Strength of Plates™?

K, K,, stress for A2 C,
K\E, KE:N\/B.E
,\P = Y . CP = ._.z__ff
Loading on plate Tempers D, Ay
-0, -H, -T1, -T2, 0.50 2.04
-T3, -T4
-T5, -T6, -TT, 0.35 2.27
-T8, -T9

kil

Axial compression

-0, -H, -T1, -T2, 0.50 2.04
-T3, -T4

Bending -T5, -T6, -T1, 0.50 2.04
-T8, -T9
1
4 All B, - . T =1, + 0.866(1, - 1,)
| e | L :
Shear
Fig. 9.6

En la fig. 9.7 se muestra la forma de la curva elastica e ineléstica para los dos grupos de aleaciones
definidos anteriormente, en donde vemos que las aleaciones de temples ductiles presentan primero la
region inelastica, es decir, con esfuerzos menores; también vemos que los coeficientes de columna
(Cc) son diferentes para cada grupo.
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Be— De )\
(0,-H,-T1,-T2,~T3,~T4,T9)

1 | 1 1 | |

Figure 5.8 Column curves for aluminum alloys.

Fig. 9.7

A continuacion se revisard solamente la barra mas esforzada, la denominada como exterior
izquierda-abajo de la tijera 2, en el brazo 1 para la combinacion 2.2, para lo cual se calcularan todos
los valores necesarios de la manera como lo hace el programa para determinar si la seccién
propuesta es satisfactoria.

Primero se calculan las propiedades geométricas, luego buscamos los elementos mecanicos
maximos que acttan en la seccion de la etapa de analisis, después se calculan los esfuerzos que
producen y por ultimo se calculan los esfuerzos permisibles con todas las constantes necesarias, esto
se muestra a continuacion:

Las propiedades geométricas que se calcularan son el area (4), momento de inercia (7), modulo de
seccion (S), radio de giro (r), y el momento estatico (Q).

D, =889 [cm] ; t=0549[cm] ; r, 6 =4445[cm] ; r, =3.896 [cm]
ﬂ- ! ! * A 2rert
A:ﬂ-(reit_ ist) ; ]:Z(reit_ ir:lt) ; SZ* , r:\/; ; Q:A yzz[ - j

rL’X t 71.

Se calcular el primer momento de inercia a partir del eje neutro, que serd el mismo tanto para el eje
menor (22) como para el eje mayor (33):

Q=4y
A- A(R
Oy =0 —Ey —E (ﬁj
R=r. +% —3.896 +0'L249 — 41705
o 14386 ( 2641705 _ o oo
2 | 3.1416
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Las férmulas para calcular los esfuerzos actuantes en la seccidon producidos por los elementos
mecanicos son:

P M . M, . Vo, Vo : Vo Vo
Jo== L S s fe= 2 S = > , fp=—2= ~

A S33 SZZ ]33b 133(2t) IZZb ]22(20
En la siguiente tabla se presentan las propiedades de la seccidn transversal, las propiedades del
material, los elementos mecdnicos maximos que actuan en un punto a lo largo de la barra y los

esfuerzos que estos producen:

Seccion AL888 Material 6063-T6 Elementos mecanicos y sus esfuerzos
D =889 cm E =702777.8 kg/cm’ P=-1173.241 kg fa = 81.554 kg/em’
t=0.549 cm F,=2170 kg/em’ | Ms; = -24390.723 kg-cm | f 135 = 862.844 kg/cm’
A =14.386 cm’ F., = 2170 kg/em’ Moy = 2530.889 kg-cm | f1 2 = 89.533 kg/em’
Iy =1L =125.65cm® | Fr,=2178.611 kg/cm® V,=325.616 kg fy2=45.138 kg/em’
Sy =S33=28.268 cm’ | Fr,=2459.72 kg/em’ Vs =59.54 kg fy3=8.2418 kg/em’
rp=ry=2955cm | F,, =1350.00 kg/cm’
02 =033 =19.0976 cm’ | F,, = 1546.11 kg/em’

Los esfuerzos permisibles son:

Fraiow = 0.46 Fr, =1009.116 [kg/cm’] ; Por tension
Fs aliow = 0.606 Fs, = 818.182 [kg/cm’] ; Por cortante
Fhatiow = 0.67 F, = 1461.023 [kg/cm’] ; Por flexién

Para el esfuerzo permisible por compresién se calcula la relacion de esbeltez A y se entra a la grafica
de la fig. 9.8.

r 2.955

s
i ) \‘H\;‘\‘\ o 1°

- : B 3

:_ 100 g
] Kb 0.5
1 i L\ I\-
i | L | _ | - S—
20 40 (519 80 100 120
Ac
Fig. 9.8
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De la grafica obtenemos que:

a allow 2

cm

F, ow =17.59 [ksi]=1236.25[ ke }
Las constantes de pandeo se calculan con las ecuaciones de las figs. 9.4 y 9.5 segln la seccién
transversal, donde los subindices de las constantes B, C'y D se cambiaran por los del programa para
identificarlos facilmente. Como las ecuaciones estan en unidades /ksi/ los términos quedan como:
o, =2170 [kg/em’] = 30.88 [ksi] ; 7,= 1350 [kg/em’] = 19.21 [ksi] ; E =702,777.8 [kg/cm’] = 10,000[ksi]
Para seccion |

o, )" 30.88 )"
B =01+ 2 —30.88| 1+ [j = 34.497 [ksi] = 2424.42 kg | cm® ]
717 2250 2250

B (B 34.49(34.49
©710

1/2
) = 0.20255 [ksi]=14.235[kg / cm?

E 10 110000
C. =0415: — 041 242442) _gg g3
‘ D, 14.235

Para secciones rectangulares:

o 30.88 /3
B, =130, 1+ 72 :1.3(30.88){14{ E H:58.136[ksi]:4085.67[kg/cm2]

_B,(6B,)" _58136(6x58.136
20\ E 20 10000

o :2(4085'67j=71_39
" 3\ D, ) 338153

Para placas en compresion axial:

13 13
B =01+ & ||=30.88 1+( 2288 " || 30.378[ksi] = 2767.42[kg / cm?]
R T 11.4

B, (Bp J“Z B 39.378(39.378

1/2
j =0.54289 [ksi] = 38.153[kg / cm?]

10

10000
B

C,=041 2 |= 0.41{ 2767'42] = 65.34
D, 17.366

Para cortante en placas:

1/3 13
B = alu(g’ 5 ]] =19.2{1+[19'92; H = 24.742[ksi]=1738.81[kg / e’

BB\ 2474224742
"1\ E 10 | 10000

C =041 B |—0.41{ 173881 g5 426
: D, 8.649
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De la fig. 9.6 vemos que las constantes K; y K, para placas cargadas axialmente de temples altos
son:
<K&:= 0.35 N ](j:= 2.27

En la fig. 9.9 se muestra la ventana del programa en donde se revisa la seccion transversal anterior,
en donde aparecen todos lo valores antes calculados:

I Aluminum Stress Check Information AA-ASD 2000 &l

File

AA-ASD 28808 ALUMINUM SECTIOM CHECK Units: Kgf, cm, C Urits |Kaf, em, C =

Frame ID: 713 Station Loc: 74.95% Section ID: AL8SS
Element Type: Homent Resisting Classification: Hon-Compact

Lateral Factor: 1.888 Use Lateral Factor: Ho
Bridge-Structure: Ho Hear-Weld Section: Ho 3

Safety Factors:  Mu=1.9258 HNy=1.658 HMNa=1.280 kt=1.008

L=74.959
A=14.386 1i22=-125.658 1i33=125.650
522=28.268 <s33=28.268 ¢22=2_055C y33=2.955

Designation: 6863-T6 Wrought Alloy
E=702777.880 Fcy=2178.888 Fty=2178.611 Fsy=1350.0880 Fy=2170.0808 Ftu=2459.720 Fsu=1546.111

Buckling Constants

Bc =2424.155 Dc =14.237 Cc =69.889 Bp =2767.893 Dp =17.363 Cp =65.340
Bt =2665.259 Dt =92.364% Ct =N/C Bbr=4085.131 Dbr=38.14%6 Cbr=71.395%
Btb=3997.889 Dtb=264.325 Ctb=68.856 Bs =1738.713 | Ds =8.648 [Cs -82.429
K1c=@8.358 HK2c=2.278 K1b=08.358 K2b=2.270

P-M33-M22 Demand/Capacity Ratio is 1.884 = @.292 + B.709 + 0.054

STRESS CHECK FORCES & MOMENTS

P M33 H22 uz U3
Combo COMBZ.2 -1173.241 -243908.723 2530.889 325.616 59.540
AXIAL FORCE & BIANIAL MOMENT DESIGH (4.1.1-1)
fa Fa Ft
Stress Allowable Allowable
Axial 81.554 278.899 1889116
Fc{flange) Fc{web) Faca Fec Fcr Frc
Compression Compression  Allowable Buckling Buckling Allowable
Axial 1236.251 1236.251 1236.251 543.852 490839.0408 8.008
fb Fb Fe Cm K L
Stress Allowable Allowable Factor Factor Factor
Hajor Bending 862844 1461.823 278.899 8.858 4453 1.8688
Hinor Bending 89.533 1461.823 21224948 8.858 1.614 1.08684
Fb  Fb{Flange) Fb(Web) Feb{Local) Fcr{Local) Frb(Local)
Tension Compression Compression Buckling Buckling Allowable
Hajor Bending 1544.833 1461.823 1461.823 8.888 8.888 8.008
Hinor Bending 1544833 1461.823 1461.823 8.0688 8.0688 8.0088
Cb C1 c2
Coefficient 1.667 a.888 a.888
SHEAR DESIGH
fu FU Stress
Stress Allowable Ratio
Hajor Shear 45138 818 ._182 8.855
Hinor Shear 8.254 818 _182 a.e18
Fig. 9.9

Vemos que la seccion esta al limite en la relacién demanda-capacidad, pero se espera que tenga una
capacidad adicional por el refuerzo local.
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IX.2 Resistencia de Soldadura para Aleaciones de Aluminio

Dado que los refuerzos en las perforaciones estaran soldados a las barras, es de interés conocer la
resistencia de la soldadura para aluminio aplicada por el constructor, por tanto se fabricaron dos
probetas para ser probadas a tension y cortante en el Laboratorio de Mecéanica de Materiales de la
Facultad de Ingenieria, en la méaquina universal con la ayuda y asesoria del ing. Héctor Guzman
Olguin (responsable del laboratorio) y sus colaboradores.

IX.2.1 Prueba de Tension
Objetivo: Conocer la resistencia de la soldadura sometida a una fuerza de tension; en las figs. 9.10 y

9.11 se muestra la probeta que se fabricd para la prueba, donde la soldadura tiene un area de
contacto de 3cm x 0.7cm = 2.1cm’ 'y se observa bien aplicado el cordén de soldadura.

El 0.7
—
15
RI > < RLY
Soldadura . m— 20 = 50
R1 R1
Y
15
Fig. 9.10 Croquis de fabricacion acotado en [cm] Fig. 9.11 Probeta fabricada

Resultado: La carga de ruptura fue de 2,300 kg y el esfuerzo Gltimo de 1095.24 kg/cm’. Al
inspeccionar la falla de la soldadura, vemos que no hay porosidad ni grietas en ella, figs. 9.12 y
9.13, concluyendo que se realizé un buen trabajo de soldadura.
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Fig. 9.12

I1X.2.2 Prueba de Cortante

Objetivo: Conocer la resistencia de la soldadura bajo esfuerzo cortante; la probeta fabricada para la
prueba se muestra en la fig. 9.14 y la prueba se realiz6 en la maquina universal como se muestra en
la fig. 9.15. La probeta tiene dos cordones de soldadura, cada uno con 5 ¢m de longitud y un espesor
de 0.5 c¢m por tanto tenemos un area de contacto total igual a 2x(5x0.5)=5cm’.

10

r——-l 0.7
_—
20 20
3
i ] 7 I
Soldadura) 5 5
4 i
20 20
20 20
: ¥ 07
Fig. 9.14 Croquis de fabricacion acotado en [cm] Fig. 9.15 Prueba de corte
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Resultado: En las figs. 9.16 y 9.17 vemos que el material fall6 antes que la soldadura con una carga
de 3950 [kg]. Por tanto el esfuerzo resistio sin ningn problema un esfuerzo de:

o, = %[lzg] =790 [kg /cm?]
5[cm?]

La capacidad de la soldadura se determina como:

Cap=(F.S)x(c,)x(t, 1)
F.S.= Factor de seguridad = 0.707
t. = espesor del cordon
[, = longitud del cordon
Cap =0.707 x790x0.5x/, = 279.265x [, [kg]

Este valor es muy importante, ya que con él se calcula la longitud de los cordones de soldadura,
ademas tenemos la garantia que resiste mas debido a que en la prueba fall6 primero la seccion.

Fig. 9.16 Fig. 9.17
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IX.3 Disefio por Perforaciones

Como se dijo anteriormente, todos los tubos llevan tres perforaciones, dos en los extremos y una
intermedia por donde atraviesan los pernos. Sabemos que al perforar una seccion se disminuye el
area efectiva y habra un incremento de esfuerzos que disminuye sustancialmente la capacidad de la
seccidén, dichos esfuerzos no se puede evaluar con las expresiones clasicas de la mecanica de
materiales, de ahi la necesidad de utilizar expresiones basadas en pruebas experimentales. Es muy
importante tomar en cuenta estos efectos, ya que como vimos en el capitulo VI, estos fueron los
causantes del colapso del prototipo en acero.

1X.3.1 Evaluacion de los esfuerzos en la perforacién intermedia?

En las perforaciones intermedias actlan simultdneamente una fuerza axial y el momento flexionante
maximo y las expresiones para calcular los incrementos de esfuerzos por perforacion en una seccion
tubular son las ecs. 9.6 Y 9.7, donde las variables se muestran en la fig. 9.18.

Esfuerzo por Momento Flexionante Esfuerzo por Tension Axial
32MDK 4PK

A = 9.6 A = 9.7
T max 0 —d') (9.6) O prmax 0" -a7) (9.7)

ceko k) (2] s if2] koo Z)er(Z) rf2)

donde iSO.Q y2<03 donde i<0.9 y2<045
D D D D
K, =3 K, =3
2
K, =-6.69— 1.62(61) + 4.432(dj =2773+1. 529[ j 4. 379(dj
D D D
2
K, =44.739 + 10.724(61) - 19.927(6{) K,=-0421- 12.782((1} + 22.781(01]
D D D D
d a\ d d\’
K, =-53.307 — 25.998| — | + 43.258| — K, =16.841+16.678 — | — 40.007| —
D D D D
r
d D
Fig. 9.18

Como se dijo en el capitulo anterior, las secciones definitivas no estan disefiadas para resistir los
incrementos de esfuerzos, de ahi la necesidad de proponer un refuerzo local que tome dichos
efectos.

2'Young, Warren C., "Roark’s Formulas for Stress and Strain”, Mc Graw-Hill, 6a edicion, USA, 1989, PP. 739
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1X.3.2 Dimensiones del Refuerzo
e Espesor del refuerzo

El refuerzo serd un tubo que encamisa localmente a la seccion definitiva en la perforacion, fig 9.19,
cuyo espesor se determinara con las expresiones anteriores, al evaluar los elementos mecanicos que
actuando simultaneamente producen los efectos maximos y las dimensiones de la seccion definitiva,
que sera la misma para todos los tubos.

Seccion definitiva
Refuerzo

2 Fig. 9.19

En las ecs. 9.6 y 9.7 se evaluan como valores constantes: los elementos mecénicos (M y P) de la
barra mas esforzada y el diametro interno (d) de la seccién, variando unicamente el diametro
exterior (D) hasta encontrar aquel que produce incrementos de esfuerzos que revisados con la
relacion demanda-capacidad para la interaccion de esfuerzos normales, ec. 9.8, se tengan valores
aceptables. El valor del diametro externo satisfactorio (D) sera el del diametro del tubo de refuerzo
y su espesor se calcula como: ¢’=(D’-D)/2.
1> Ao, N Ao,
F,

P allow b allow

El momento y carga maxima que producen los incrementos mas altos son los de la barra exterior
izquierda-baja de la tijera 2 del brazo 1, segun la nomenclatura definida en el capitulo anterior, para
la combinacion de carga 2.2.

(9.8)

P=-1173.241 [kg] ; M =24390.723 [kg-cm]
Los parametros fijos de la seccion transversal son:

Diametro externo: D =8.89 [cm]
Diametro interno: d = 7.792 [em]

El diametro externo encontrado con el espesor del refuerzo son:

Diametro encontrado: D’ = 11.43 [cm]
Espesor de refuerzo: ¢’ =1.27 [em] = %"
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Los incrementos de esfuerzos con el refuerzo resultan de:

Por compresion axial: Aoy = 116.54 [kg/cm’]
Por flexion: Aoy, =947.3 [kg/em’]

Los esfuerzos permisibles son:

De compresion:  F.auow = 1236.25  [kg/em’]
De flexion: Fhatow = 1461.023 [kg/cm’]

La relacion demanda-capacidad para la interaccion de esfuerzos resulta satisfactoria.
116.54 947.3

> +
1236.25 1461.023
1>0.095+0.6

1>0.743

e Longitud del refuerzo®

El Gnico criterio que se propuso para determinar la longitud del refuerzo fue el de la longitud de
articulacion plastica para secciones tubulares de acero, ec. 9.9, calculada como:

1
PR

L, = Longitud de la articulacion plastica
k = Factor de forma = M, M , (Seccion tubular k =1.7)
L = Longitud de la barra (L =157.4[cm])

L, = (1— 117j157.4 = (0.412)157.4
L, =64.82[cm]

La longitud encontrada resulta muy grande, cerca de la mitad de la longitud de la barra, lo cual ya no
seria un refuerzo local, por tanto, se usara la mitad a reserva del resultado que arroje una prueba
experimental.

Las dimensiones del refuerzo obtenidas con las expresiones experimentales anteriores no son
determinantes debido a que se tuvieron algunas incertidumbres en cuanto a su aplicacion, por
ejemplo, al evaluar la expresion del incremento de esfuerzos por tension, ya que no sabemos si es
aplicable a compresion axial, asi como la relacion d/D<0.9 que de cumplirse no habria incremento
sustancial de esfuerzo y la expresion de longitud de articulacion plastica sea valida para el aluminio.

De cualquier modo se fabric6 una barra con el refuerzo para realizar una prueba de resistencia y
conocer el comportamiento real de la barra con su refuerzo, simultaneamente con la soldadura que
los une. Las dimensiones del refuerzo fabricado se muestran en la fig. 9.20.

3 Bresler Boris,“Disefio de estructuras de acero”, Limusa, 12 edicion, 92 reimpresion, México D.F., 1990, PP.114

Sergio Uriel Balbuena Pantoja 278



Analisis y Disefio de Sistemas Estructurales Esqueletales Curvos
Capitulo IX. Disefio de Elementos Estructurales

Seccion definitiva
Refuerzo

7.792 8.89 11.43

I )L

e Cordodn de soldadura

La soldadura que une al refuerzo con el tubo principal sera un cordon aplicado de manera
longitudinal en una ranura del refuerzo, figs. 9.21 - 9.23, y la longitud del cordon se calcula al
igualar la capacidad de la soldadura con la fuerza total que lo corta, que es la suma del efecto de la
carga axial (N) con el momento flexionante (M) de la barra mas esforzada.

Cordén de soldadura

N S TN N

—_— M ( @:)J8.89 [em] T 155};}@6;&&5;;\”” Drowo= 8.5;9 [c>m] ) M —
> l l (3
N\ <

. -
c | “ - C

| s |

Fig. 9.22

Copo M _24391[kg—cm]
brso 889 [em]

F=C+N=2,74364+1177.4 =3,921.044[kg]

La capacidad de un cordon de 0.5 cm de espesor

Cap =279.265 x | [kg]

= 2743.64[kg]

F=Cap
3,921.044 =279.265 x [
1= 3921084 v
279.265
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1X.3.3 Prueba de flexion simple para refuerzo local

Del anélisis estructural realizado al MODUNAM Il, se encontr6 que todas las barras presentan el
momento maximo al centro de la barra justo en la perforacion intermedia, como se muestra en la
fig. 9.24, por lo que se espera un incremento considerable de los esfuerzos en esta zona, para lo cual,
se propuso un refuerzo local que tomé dichos efectos.

I SAP2000 - Combinacicn 2.2 contraviento a 120 km - [ Moment 3-3 Diagram (COMB2.2)]

}‘{I File Edit Wew Define Draw 3Select Assign Apalyze Display Design  Options  Help _ |E| x|
D W Sy BReAR M iy v v v G =@ I- BlixVss SN EE
> A, JaY R
j"' ! ]
B | vy (“:
""‘!" / KA
o }’.Y
\ 7 y N
iy S —ri

Right Click an any Frame Element for detalled diagram = ‘ = ‘ GLOBAL | |Kgbm.C =
Fig. 9.24

Para conocer el comportamiento real del refuerzo en la perforaciéon intermedia, se realizara una
prueba de flexion simple con el momento maximo actuando en esta zona; en la fig. 9.25 se muestran
las dimensiones de la barra fabricada para dicha prueba.

174,53
34 Tubo & =11.43
4,44
); { 889
17 \7
857 82.4 ! ' 75 8.5
T T
Perforacion @ =5.71 (2 1/4") Tubo & = 8.89 Perforacion &= 4.44 (1 3/4") Perforacion @=5.71 (2 1/4")

Fig. 9.25 Diagrama de fabricacion para la prueba de flexion simple, acotado en [cm]
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Objetivo de la prueba:

Se busca conocer el comportamiento del refuerzo propuesto en la

perforacion central con una prueba de flexion simple debido a una carga concentrada en el perno
central, mediante dos gatos hidraulicos del marco de carga del Laboratorio de Mecéanica de
Materiales de la Facultad de Ingenieria, como se muestra en las figs. 9.26 y 9.27. En la prueba se
revisara también el comportamiento del cilindro de Nylamid que evita la friccion entre el perno y el
tubo, ya que se tiene la incertidumbre de su resistencia para el espesor tan delgado que se propuso.

Fig. 9.26

Fig. 9.27

Se espera que el refuerzo no tenga problemas en la perforacion donde habrd una concentracion de
esfuerzos, buscando que la fluencia del material se presente en la frontera del refuerzo. La carga
puntual esperada a priori para la prueba que produce la fluencia en la frontera se calcula a

continuacion, segun la fig 9.28.

60

P

77 3

77

e

Datos de la seccion
D =8.89cm
t=0.549 cm

r,., =4.445cm

ext

7 =3.896cm

I= %(reit - ri::t)=125.650m4

f,,=2178 &
cm

5 esfuerzo de fluencia a tension

Sergio Uriel Balbuena Pantoja

e

Momento flexionante en la frontera del refuerzo

M:Fdzg(GO):BOP

Esfuerzo por flexion
o Mr_ 30P(4.445) 106128 P
1 125.65

Encontramos Pcon o = f;

2178=1.06128 P
P =2052.243 kg
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Resultado: Durante la prueba, la barra se comportd linealmente presentando una deflexion al centro
de la barra, de 0.1 [em] cada 100 [kg]. El comportamiento dejé de ser lineal (se plastifico la seccion)
aproximadamente a los 2000-2200 [kg], lo que corresponde con la carga esperada, también se
cumplié que el refuerzo no presentd ningn problema y la deformacion plastica ocurrié en la
frontera del refuerzo, como se muestra en las figs. 9.24 y 9.25; la prueba se detuvo hasta los 3200
[kg] por seguridad, sin llegar a la ruptura de la barra, quedando la barra deformada pléasticamente.

La carga puntual de 2000 [kg] en la prueba que produce la fluencia en la frontera del refuerzo
induce en esa zona, un momento flexionante de:

M =Fd = (Z’C;OOJGO = 60,000 [kg — cm] = 600 [kg — m]
Esfuerzo por flexion
Mr  60,000(4.445) 2
= = =2122.56 [kg/ =
7T 125.65 kg lem™]= 1,

Del anélisis con el programa sabemos que el momento maximo que se presenta en los tubos en la
perforacion intermedia se tiene para la combinacion de carga 2.2 y resulta de:

Myax = 243.91[kg-m]

Con esto, podemos pensar que la seccidn esta sobrada, pero falta la interaccién de los demés
elementos mecanicos; de cualquier manera se concluye que el refuerzo se comportd
satisfactoriamente tomando por completo el incremento de esfuerzos debidos a la perforacion, por lo
que las secciones definitivas encontradas con el programa se validan por completo. Por otro lado, el
cilindro de Nylamid no presentd ningin problema y se fabricardn con los didmetros y espesores
propuestos.
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1X.3.4 Perforaciones en los extremos de las barras

Las perforaciones en los extremos sirven para articular a las barras, por tanto, no presentan
momentos flexionante, ni los respectivos incrementos de esfuerzos. El problema que se tienen en
estas perforaciones es que son mas grandes que la intermedia y preocupa su comportamiento
principalmente por la tension que le producen los pernos, fig. 9.31, ya que puede provocar el
desprendimiento del borde que mantiene sujetado al perno, fig. 9.32.

=/ I @ gt > —

Fig. 9.31
db > 2@ perforacion

T >

@ perforacion

Fig. 9.32
Como en todas las perforaciones, el comportamiento mecanico es incierto y se utilizaron

recomendaciones basadas en pruebas experimentales® y la distancia del centro de la perforacion al
borde del tubo denominada (db) se calcula como:

db =2 Gperforacion
Si la perforacion mas grande en los extremos es:
Gherforacion 5. 71[cm] = 2 V™
Tenemos que la distancia del centro de la perforacion al borde debe ser de:
db=11.43[cm] =4 %"
La distancia encontrada segun la recomendacion, resulta muy grande y en la parte més alta de la
estructura se tendrian problemas durante del izado, ya que algunas barras se estorbarian; por tanto,

se determing utilizar una distancia al borde menor, que se muestra en la fig. 9.33 y se calcula como:

db = 1.5 Chertoraciin = 8.565 [cm]

* Sharp, Maurice L., “ Behavior and design of aluminium structures” , McGraw-Hill, USA, 1993, pag. 215.
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db = 15@ perf.
8.565[cm]
[(
(
\
]
5.71 [cm]

%) perf. max. =2 U

Fig. 9.33

Debido a que se disminuyo el valor de la distancia al borde por problemas con el mecanismo de
izado, se debe revisar con una prueba experimental para comprobar que no tenga problemas.

I1X.3.5 Prueba de tension en la distancia al borde

Del andlisis estructural se espera una carga maxima de tension en las barras de 7,500 [kg] que deben
ser resistidos por el material que se encuentra entre la perforacion y el pafio o borde de la barra. La
prueba es necesaria debido a que no se puede conocer con exactitud el comportamiento mecanico en
esta zona y ademas se redujo la distancia recomendada. En las figs. 9.34 y 9.35 se muestran los
croquis detallados de la probeta que se fabricé para la prueba, con los elementos adicionales
necesarios.

| 40 571 571
- ! | -
10.89 { ) 889
L 1 8.565
| 20 30 | e=s71=24
‘ S51.42
Fig. 9.34
‘ 20 ‘ 30 o 10 1 10 ‘
! | \
| T \/\r\ 1T ) 20 ‘
— |
- o |
: ! o I |
B oo
Placa de a{umino i . :\ ) Placa de acero
espesor /4" L 1016 Y
P Cordones de soldadura E z - espesor /4
para aluminio \

Tubo de aluminio
& =8.89[cm] t=0.549[cm]

\

|

\

Perno de aluminio |
& =5.08[cm]=2" ‘
|

Fig. 9.35
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Objetivo de la prueba: Comprobar que la distancia al borde de 1.5 veces el diametro de la
perforacion a partir del centro de la perforacion al pafio de la barra es resistente para el nivel de
carga esperado. La prueba se realizd en la maquina universal como se muestra en las fig. 9.36 y
9.37.

Fig. 9.36 Fig. 9.37
Resultado: La barra comenzo6 a plastificarse aproximadamente a los 8,000 [kg]. La fuerza final

aplicada fue de 72,350 [ kg] sin poder llevar a la falla el borde, debido a que se presentd primero la
falla en la placa de unién con el tubo, esto se observa en las figuras 9.38-9.42.

’ n B e T =
O y b

Fig 9.38
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Fig. 9.40 Fig. 9.41

Fig. 9.42

La distancia al borde reducida de 1.5 Oerforacion = 8.565 [cm], resistio elasticamente 5 veces la
carga esperada de andlisis estructural y 8 veces a la falla. Por tanto, todas las barras se fabricaran con
esa distancia.
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IX.4 Disefo de Cables

Los cables de acero para la estructura del MODUNAM 1l fueron seleccionados de un catalogo
comercial®, de donde, se decidié utilizar cables de la serie 6x19 (6 torones de 19 alambres), tipo
Barracuda de alma de acero, arado mejorado galvanizado (A.M.G.) y de torcido regular, esto es, que
los alambres del tor6n estan torcidos en direccion opuesta a la direccion de los torones, con esto
presentan menor tendencia a destorcerse. En la fig. 9.43 Se muestran las especificaciones del cable
elegido.

CABLES DE ACERO S.A.

ESPECIFICACIONES DE CABLE.

1 | - ! - I

Fig. 9.43

* ARADDO MEJORADOD GALVANIZADOD

Para la determinacion de los didmetros mas adecuados, el catalogo toma en cuenta la carga de
trabajo que actla sobre los cables, su resistencia a la ruptura y algin factor de seguridad; en el
catélogo definen al factor de seguridad (F'.S.) como:

_ Resistencia de ruptura
Carga de trabajo

F.S.

% Cables de acero S.A de C.V. “Catélogo de Cables y Estrobos”, México D.F., Cedro No.75, Col. Sta. Marfa la Rivera
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El valor recomendado segun el tipo de servicio es:

Cable para tension: FS=6
Equipo vario paraizar: F.S. =6

En el catalogo aparecen los diferentes diametros de cada cable con sus respectivas resistencias de
ruptura, por tanto, para seleccionar un cable debemos calcular la resistencia de ruptura de la
siguiente manera:

Resistencia = F.S. (Carga de trabajo)

Para la estructura se tienen tres tipos de cables, dos tipos son de contraviento y otro para el de izado.
Para el contraviento tenemos los cables que cruzan las caras, estos disminuyen los desplazamientos
y los que van sobre las dos primeras tijeras reducen la carga en las barras inferiores; el contraviento
es fundamental para la estabilidad del sistema ante la accion del viento.

Cabe aclarar que cuando se cologuen los cables, una vez izada por completo la estructura, estos no
deben tensarse, ya que esto induce carga a la estructura que nunca fue tomada en cuenta, sélo deben
guardar la distancia geométrica que les corresponde y trabajaran unicamente cuando los nodos que
unen se traten de desplazar, es decir, cuando intenten cambiar la distancia relativa entre ellos al
actuar las cargas externas.

1X.4.1 Contraviento en las caras

La tension maxima en los cables del contraviento en las caras, se presenta en la combinacion de
carga 2.1, con este valor podemos calcular la resistencia de ruptura del cable y determinar el
diametro con el catalogo.
Tnase = 1,500 [kg]
R =6x 1,500 = 9,000 [kg]
Diametro = 1.27 [cm] = 1/2”

IX.4.2 Contraviento sobre las tijeras

Las tensiones maximas en los cables de contraviento que van sobre las dos primeras tijeras, se
presentan en la combinacion de carga 2.2, con estos valores podemos calcular la resistencia de
ruptura de los cables y determinar los diametros con el catalogo.

e Sobre latijera 2
dex = 1’200 [kg]
R=6x1,200= 7200 [kg]
Diametro = 1.27 [cm] = 1/2”
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e Sobre latijeral

Cables Cruzados
Tonax = 2,200 [kg]
R=6x2200=13200 [kg]
Diametro = 1.59 [cm] = 5/8"
Cables Verticales

Tasx = 2,000 [kg]
R=6x2,000= 12,000 [kg]
Didmetro = 1.59 [cm] = 5/8”

IX.4.3 Cables para el izado

Durante el izado, los cables son los Unicos elementos que soportan todo el peso de la estructura y la
membrana, mas una carga adicional de prueba para la posicion final, que debera elevar durante el
izado igual a la carga viva maxima de 280 [kg].

Cada uno de los brazos sera elevado por dos cables que corren paralelos, cada uno cargara la mitad

del peso de cada brazo, méas la octava parte del peso de la membrana y de la carga de prueba. El
calculo de la carga que le corresponde a cada cable se muestra a continuacion:

Cuantificacion de piezas y peso total por brazo

Elementos Tipo Longitud | Peso/longitud Peso Piezas | Peso total
[m] [kg/m] [kd] [k]
Separadores | AL885 0.45 1.397 0.62865 10 6.2865
Tubos AL888 1.75 3.899 6.82325 24 163.758
Refuerzos | AL1017 0.34 10.99 3.7366 20 74.732
Pernos 11/4" 0.9 2.146 1.9314 3 5.7942
Pernos 11/2" 0.9 3.089 2.7801 10 27.801
Pernos 2" 0.9 5.492 4.9428 6 29.6568
¥ = 308.0285

La membrana pesa 610 [g/m’] y tiene un &rea total de 43 /m?’], por tanto el peso total de la

membrana es:
Peso de Membrana = 0.610 [kg/m’] x 43 [m’] = 23.23 [kg]
Peso de membrana por brazo = 23.23/4=5.81[kg]

La carga de prueba sera la carga viva méaxima para la posicion final de 280 [kg/, de modo, que a
cada brazo le corresponde:
Peso de prueba por brazo = 70 [kg]
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El peso total en cada brazo sera la suma del peso de las barras mas el peso de la membrana y la
carga de prueba correspondientes. Afectaremos el peso total de las barras por un 20% debido a que
faltan las poleas y tornilleria.

Peso de cada brazo = 308.03(1.2) + 5.81 + 70 = 445.446 [kg]

Por tanto, la carga final que le corresponde a cada cable del izado, serd la mitad del peso total de
cada brazo.

Carga en los cables = 222.723 [kg]

La resistencia de ruptura sera:
R=6(222.723) = 1336.338 [kg]

El didmetro correspondiente del catalogo es:
D =0476[cm] =3/16"

El didmetro minimo de las poleas por las que corren estos cables serd igual a 25 veces el didmetro
del cable, por recomendacion del catalogo, fig. 9.44.

Dpolea minimo — 25 (0476) =119 [Cm]

~

| Didmetro
de polea

Fig. 9.44
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IX.5 Planos de Taller

Como se menciono en el capitulo VIII, la seccién transversal definitiva de los tubos principales
resulto ser la misma, esto no quiere decir que se fabricaran iguales, la diferencia entre barras se debe
a que no son simétricas y las perforaciones en los extremos nos son iguales, por tanto, es
conveniente realizar una nomenclatura que facilite la identificacion y fabricacion de todas las barras
que sean diferentes, fig. 9.45. En las figs. 9.46-9.59 se muestran los planos de taller reducidos de
todos los elementos que conforman la estructura, con la nomenclatura asignada y las dimensiones
definitivas.

®

NOMENCLATURA DE BARRAS
Tipo No. de barras
A 8
B 2
B-1 2
C 8
D 2
E 2
A F 2
G 2
A Separadores 10
Seguros 6
G 15\ : Nota: Los diametros indicados son de las
‘ %) perforaciones que llevan las barras.
Fig. 9.45
Barra tipo A
Tubo de & =8.89
t=10.549 Refuerzo
‘ 17453 .
857 ‘% 857
— A N B ~—
18‘89
‘ 17 17 ‘ B ¥
82.4 75
Ay
Perforacion @ 5.71 (2 1/4") Perforacion @ 4.44 (1 3/4") Perforacion & = 5.71 (2 1/4")
Acotaciones en [cm] i
Fig. 9.46
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. Corte A-A
Barra tipo B |
\ : 38.89
Tubo de & = 8.89 S
t=0.549 Refuerzo \.,%@vf"%
|
857 ‘
82.4 ‘
7 (( 1A 1A "
Perforacion @ 5.71 (2 1/4") Perforacion @ 4.44 (1 3/4") Perforacion & = 4.44 (1 3/4")
Acotaciones en [cm] !
Fig. 9.47
. Corte A-A
Barra tipo B-1 |
\ : ?8.89
Tubo de & = 8.89 S
t=10.549 Refuerzo s‘%((«(\'\ N
4 44—} ey
‘ 172,63 ‘
6.66 <—>34 8.57
' ) 1\ 21143
‘ ‘ AP /T B ‘ I
] { |8‘89 Corte B-B
' ?8.89
‘ 17 17 ‘ B - |
82.4 75
A —
Perforacion & = 4.44 (1 3/4") Perforacion @ 4.44 (1 3/4") Perforacion @ 5.71 (2 1/4")
Acotaciones en [cm]

Fig. 9.48

. Corte A-A
Barra tipo C o
Tubo de & = 8.89

\ |
t=0.549 Refuerzo

S
SRLLLL?
SRR

127/ /7
3.81- -~k -
17072 A\

¢ ST
D A«%’
Y S
NNaW
RID LSS
Kess

Perforacion & =4.44 (1 3/4")

Perforacion @ 3.81 (1 1/2") Perforacion & = 4.44 (1 3/4")

Acotaciones en [cm]

Fig. 9.49
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Barra tipo D
9065
#8.89
A 0.549

Perforacion @ 3.81 (1 1/2") Perforacion @ 4.44 (1 3/4")

Acotaciones en [cm]

Barra tipo E
8325
88.89
\0.549

Perforacion @ 3.81 (1 1/2") Perforacion @ 4.44 (1 3/4")

Acotaciones en [cm]

Fig. 9.50

Fig. 9.51

Barra tipo F

92.55

Perforacion @ 5.71 (2 1/4") Perforacion @ 4.44 (1 3/4")

Acotaciones en [cm]

Barra tipo G

85.15

Perforacion 0 5.71 (2 1/4") Perforacion @ 4.44 (1 3/4")

Acotaciones en [cm]

Fig. 9.52 Fig. 9.53
Barra separadora Perno de 1 1"
\ 45 | 4
‘ . 90 ‘
‘ ! -
4‘8861‘ e—~
#3175 = 1§
Acotaciones en [cm] Acotaciones en [cm]
Fig. 9.54 Fig. 9.55
Perno de 13" Perno de 2"
‘ 90 ) ‘ 90 )
83.81=1} |
Acotaciones en [cm] Acotaciones en [cm]
Fig. 9.56 Fig. 9.57
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Seguros

857, 50 857

Perforacion & = 4.44 (1 3/4")  Perforacion & = 4.44 (1 3/4")

El analisis, indica que para el seguro basta la
seccion tubular mas pequeiia (AL88S5), pero las
perforaciones son muy grandes para su diametro,

por tanto, se utilizara la barra mas grande (AL888). Acotaciones en [cm]

Fig. 9.58

Refuerzo

Corte A-A

Corte en alzado

34

A @ Perforacion

Cordén de soldadura de espesor 0.5 [em]

El refuerzo se fabricara con 2 tubos de

& =10.16 [cm] espesor = 0.6 [cm]

acoplados al tubo de & = 8.89 [em].

Corte en planta

Acotaciones en [cm]
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X. Conclusiones

Esta tesis constituye un trabajo de recopilacion tedrica y aplicacion practica como objetivos
principales, enfocados al andlisis de sistemas estructurales esqueletales curvos desplegables, en
donde cada objetivo tuvo diversas etapas y me dejaron distintas ensefianzas de las que se recuperan
algunas conclusiones importantes como son:

1. La recopilacién teérica completa para llegar al método de rigideces matricial me parece
fundamental como sustento de los programas de analisis ya que su comprension es necesaria
para el correcto uso de los paquetes de computo y ademas nos damos cuenta de los alcances
que tiene el método con el que operan, ya que se conocen las hipdtesis en las que se basa.

2. Este trabajo nos da una vision de la posibilidad de formas con mecanismos (como las tijeras
del sistema de despliegue), que se pueden presentar en los sistemas estructurales esqueletales
cuyo analisis no seria posible sin la ayuda de un programa de computo.

3. En la medida que el modelo de analisis de cualquier estructura se ajuste de manera més
precisa a la que se construya en la realidad, se tendra un trabajo mas refinado y la solucién
sera més exacta. Para la estructura del MODUNAM |11 fue muy importante reproducir en el
modelo, los mecanismos (grados de libertad en las barras) debidos al sistema de tijeras ya
que estos afectan directamente los resultados del andlisis.

4. Los sistemas estructurales desplegables como el MODUNAM Il, tienen articulaciones en
todas las barras, necesarias para que el sistema de tijeras sea desplegable. Estos mecanismos
proporcionan un grado muy alto de inestabilidad que debe cuidarse, ya que como se vio en el
prototipo de acero, fueron los causantes del colapso global con la falla de muy pocos
elementos.

5. Durante la etapa de analisis se busco combinar dos materiales de rigideces muy diferentes, el
acero en los pernos con la idea de disminuir los didmetros de las perforaciones y el aluminio
en las barras principales. Esta propuesta se desecho debido a que con los resultados de las
corridas en el programa observamos que el material mas rigido, en este caso el acero, se
esforzaba mas que el aluminio y los diametros volvian a ser similares a los que resultaron
con aluminio sin disminuir las perforaciones y con mas peso en el sistema. La explicacion de
esto, es que para desplazar un nodo en donde se unen barras con materiales diferentes, el
material mas rigido debe tomar mayor carga para ser deformado de igual modo que el
material mas débil, el cual toma menos carga.

6. Las perforaciones que permiten los mecanismos de tijeras son otro aspecto trascendental que
debe cuidarse en cualquier elemento que se perforé, ya que se disminuye la seccion y esto
produce concentraciones de esfuerzos considerablemente altos. Dicho incremento de
esfuerzos fueron los responsables de la falla de algunas barras que produjeron el colapso
global del prototipo en acero.
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7.

10.

11.

12.

13.

Por la experiencia de otros proyectos desarrollados en el Laboratorio de Estructuras
aprendimos la dificultad de soldar piezas de aluminio estructural, ya que difiere bastante de
la soldadura en acero y muy poca gente los sabe hacer de manera correcta, de ahi la
necesidad de realizar pruebas de resistencia y comportamiento a la soldadura; con esto se
evalua de manera indirecta al fabricante.

La geometria de los arcos trabaja de manera eficiente para cargas uniformemente repartidas
en su longitud como el peso propio, pero cuando se somete a cargas concentradas en la parte
superior y/o a cargas laterales (debidas al viento) se ve seriamente afectada. Esto se
comprobd con el prototipo en acero, pues al concentrar una carga viva en la parte superior y
conjugado con un error de estructuracion, en donde las barras de seccion mas grande (mas
pesadas) se colocaron en la parte superior y se afiadio una barra extra en la dltima tijera de
cada brazo, teniendo asi una carga muerta concentrada muy alta, se produjo el colapso global
de todo el sistema.

La seguridad estructural debe tomarse con los factores y recomendaciones de alguna norma,
en este caso utilizamos el Reglamento de Construcciones del Distrito Federal y las Normas
Técnicas Complementarias respectivas.

Las pruebas en el Tuanel de Viento son esenciales para conocer el comportamiento de
estructuras con geometrias poco convencionales como lo marcan las Normas Técnicas
Complementarias para el Disefio por Viento y asi poder calcular las presiones que ejerce el
viento. Del andlisis observamos que la accién del viento, resulta ser el efecto mas
desfavorable en este tipo de cubiertas, por la considerable &rea expuesta a los empujes y
succiones, a diferencia del sismo el cual no impacta de manera significativa debido a que la
estructura no es alta y su masa es pequefia.

Las pruebas realizadas en el Laboratorio de Mecanica de Materiales fueron fundamentales
para conocer el comportamiento de las piezas con los refuerzos propuestos, cuyas
dimensiones causaban incertidumbre debido a que fueron determinadas con expresiones
experimentales que no ajustaban de manera exacta con nuestra estructura.

Una etapa muy importante fue el trabajo en conjunto con el fabricante para la determinacion
de las secciones definitivas, ya que se evaluaron consideraciones reales que ningun programa
de analisis puede contemplar como son la factibilidad, tiempos y costos de fabricacién y se
consideraron en todo momento los puntos de vista del constructor atendiendo al proceso de
fabricacion de las barras.

Del analisis observamos que algunos giros en los nodos estan fuera de escala, es decir, son
demasiado grandes y fisicamente no tienen sentido; estos giros particulares son Gnicamente
los que se presentan respecto al eje perpendicular al arco de la estructura que los contiene y
su magnitud se debe a una incompatibilidad entre sistemas de referencia, de modo que para
tener los giros reales, deberd realizarse una corrida modificando los sistemas locales en cada
nodo. Todos los demas giros y desplazamientos lineales se encuentran en 6rdenes de
magnitud muy aceptables.
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14.

15.

16.

17.

El anélisis de la estructura del MODUNAM 11, constituye mi primer trabajo de ingenieria
estructural, realizado durante los Gltimos semestres de la Licenciatura y fue una labor muy
interesante que me dejé muchas ensefianzas fuera de clase, tanto que determind mi vocacion
por el area de las estructuras. Me parece que se cubrieron muchos aspectos importantes que
no se revisaron con el prototipo en acero y se realizaron correcciones importantes al sistema,
por lo que se espera que la estructura en aluminio trabaje satisfactoriamente.

Por otro lado, de las pruebas experimentales realizadas a los tubos con el refuerzo en la
perforacién, seria interesante comprobar los resultados obtenidos experimentalmente contra
los que se obtienen de un analisis a la barra por medio de un modelo de elementos finitos,
como trabajo de una posterior tesis de maestria.

La aportacion que busco de este trabajo, es que sirva como una referencia completa del
método de las rigideces matricial que constituye una teoria general para el analisis de
estructuras esqueletales con una aplicacion real de la que se rescata cierta experiencia como
son las pruebas en el tnel de viento, las pruebas en la maquina universal y el marco de
carga, asi como los criterios aplicados en la manera de construir los modelos y en el calculo
de las fuerzas por viento, lo cual no se ve en muchos libro de texto ni en las clases de
Licenciatura, lo cual me parece muy importante ya que muchas veces los egresados no
tenemos idea de como abordar problemas reales ni que criterios tomar de manera confiable.

Por ultimo, este trabajo sera la memoria de calculo del MODUNAM |11, estructura que
actualmente se esta fabricando y una vez terminada serd sometida a pruebas con el fin evitar
accidentes. Después se buscard transferir esta tecnologia desarrollada en la UNAM para
posteriormente industrializarse y este disponible para beneficio de la sociedad.
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