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Prologo

La Chimera era un ser mitoldgico terrible, con la mitad delantera del cuerpo de le6n y cabra, y la trasera como la de un
dragén. Escupiendo fuego aterrorizé el reino de Lycia hasta que Belerofonte la derrotd, montado sobre el lomo de Pegaso.
Asi como la Chimeara incluia en su anatomia elementos de animales fantisticamente ajenos entre si, el tema de este trabajo
estd formado por elementos de dreas tan diversas de la Fisica que quiza la misma Pallas Atena encontraria dificil explicar su
conjuncién. Para dar una idea al le¢tor de lo que estoy hablando, he aqui un breve resumen del problema que trataré. Este
trabajo tendrd como cuerpo al efeo Casimir, un resultado de la Ele@rodindmica Cudntica. Este efeto se transmutara al
terreno de la Actstica, y una vez ahi se aplicardn conceptos nacidos del vientre de la Mecanica Clésica para extraer nuevos
resultados, que posteriormente se transfigurardn en cudnticos otra vez. Si hasta ahora la repugnancia por tal pedaceria no
ha sido suficiente para ser ahuyentado, prosiga viajero en el camino de esta Tesis Quimérica. . .
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Breve historia del Efe¢to Casmir
y del Efe¢to Casimir acustico

So far as what there may be of a narrative in this book; and, indeed, as
indirectly touching one or two very interesting and curious particulars [...] the
Jforegoing chapter, in its earlier part, is as important a one as will be found in
this volume; but the leading matter of it requires to be Stll further and more
Sfamiliarly enlarged upon, in order to be adequately understood, and moreover ro
take away any incredulity which a profound ignorance of the entire subject may
induce in some minds, as to the natural verity of the main points of this affair.
1 care not to perform this task methodically; but shall be content to produce the
desired impression by separate citation of items, practically or reliably known
to me [...J; and from these citations, I take it - the conclusion aimed ar will

naturally follow of itself.

-Moby Dick or The Whale, Herman Melville

En 1948 Hendrik B. G. Casimir publicé un articulo de un par de pdginas en una oscura revista holandesa, [1]. El
articulo resolvia un problema (aparentemente) simple, herencia de otro (aparentemente) mas complejo. El problema original
estaba relacionado con la estabilidad de suspensiones de particulas hidrofébicas en electrolitos acuosos diluidos. Uno de los
modelos que describian una de tales sustancias suponia que las particulas suspendidas podian considerarse dos pequenas
placas paralelas conductoras.

Este problema llev6 a Casimir a estudiar un sistema de dos placas paralelas y la posible interaccion dipolar entre ellas.
El estudio de este tipo de fuerzas no era nuevo. Las famosas fuerzas de van der Waals tienen el mismo origen: interacciones
entre los momentos dipolares moleculares, aun para moléculas que no tienen un momento dipolar permanente. Inclusive,
Casimir y London resolvieron ese mismo ano un problema particular para fuerzas de van der Waals retardadas (esto es,
considerando que la luz tiene una velocidad de propagacion finita.)

El ahora famoso articulo de Casimir del 48 estudiaba especificamente el caso de dos placas infinitas y perfeCtamente
conductoras colocadas en el vacio. Primero, calcul6 la densidad de energfa asociada a las oscilaciones del campo electro-
magnético en el vacio cudntico (“energia del punto cero") en presencia de las placas, que funcionaban como una cavidad
resonante limitando los valores admisibles de las longitudes de onda en el interior. Esta densidad la rest6 a la densidad de
energia que tendria el espacio sin placas, que es la energfa asociada al punto cero pero sin restricciones sobre las longitudes de
onda. Como se verd més adelante, el calculo requirié de un método ingenioso, puesto que estrictamente las dos cantidades
son infinitas. Casimir encontrd que el resultado era un nimero finito y que equival {a a una fuerza atraltiva entre las placas.

Si bien el articulo fue poco difundido, la mayoria de sus colegas cercanos lo conocieron. Entre ellos, Casimir recuenta
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en sus memorias como Pauli, con su caraleristico y agrio sarcasmo, inicialmente deseché el resultado como una mera
curiosidad matemdtica. 1 Fue sélo Neils Bohr quien resalté la probable importancia del resultado que hacia explicita la
realidad fisica de la energia del punto cero. En uno de sus tltimos escritos, Casimir reconoce que él mismo nunca le ajudicé
demasiada importancia al tema y que siempre lo considerd un resultado secundario a sus anteriores investigaciones sobre
fuerzas retardadas entre moléculas, [2]. Casimir dedicé un par de articulos mis al tema, y el llamado efe¢to Casimir fue de
facto relegado al olvido.

En 1956, E. M. Lifschitz publicé un articulo, [3], que trataba sobre fuerzas intermoleculares de largo alcance. El
problema que planteaba Lifschitz era muy parecido al que habia tratado Casimir: encontrar una expresién para la fuerza
entre entre dos semi espacios infinitos debido a la interaccién entre sus momentos dipolares no permanentes. En este caso
las placas no eran condu&ores perfeGtos, sino que estaban hechas de materiales con propiedades dielétricas arbitrarias.
Posteriormente se demostré que al tomar el limite de conduores perfectos en la expresién de Lifschitz, las fuerzas eran
completamente iguales (ver por ejemplo, [4]). Esto era realmente sorprendente, puesto que el tratamiento de Lifschitz en
ningin momento considerd explicitament el papel de las fluctuaciones del vacio, sino que calculaba las fuerzas retardadas
clasicas entre moléculas debido a la existencia de momentos dipolares en ellas (mucho mds tarde se encontraria que estos mo-
mento surgen precisamente por la accién de las fluctuaciones del vacio, dando -casi- fin a una larga discusién hermenéutica).
Las diferencias entre estas dos teorias se profundizaban todavia mds porque, en contraste con la deduccién de Casimir, el
articulo de Lifschitz era y sigue siendo famoso por su complicada metodologia hasta el punto en que se dudé de la veracidad
de los resultados. El mismo Lifschitz eliminé las referencias que habia al tema en ediciones posteriores de los famosos libros
de texto que coautord, y lo colocé como un tema secundario en uno de los tomos menos consultados de la coleccion.

Si bien la fuerza de Casimir habia sido deducida usando métodos estindares de mecdnica cudntica, la realidad fisica
del resultado no era nada evidente. Existen procedimientos de eleGtrodindmica cudntica que explicitamente desechan las
contribuciones de la energia del vacio argumentando que estas energfas infinitas son fisicamente inaceptables. En esos
tiempos estos procedimientos eran ampliamante usados para evitar las aberrantes manipulaciones de infinitos que son la
cara&eristica inequivoca de lo problemas modernos de fuerzas de Casimir. Claramente existia una necesidad de verificacién
experimental de cualquiera de los dos puntos de vista. 2 Sin embargo, la solucién al problema no fue inmediata. La fuerza
que Casimir calcul6 era de extremo corto alcance (escala micrométrica) y las dificultades experimentales para producir
resultados confiables eran extraordinarias. Hasta hace apenas una década los experientos, que finalmente dieron la razén a
Casimir, podian contarse como menos de una decena, [5, 6,7, 8, 9, 10, 11]. Pero esta situacion ha cambiado radicalmente
en los tltimos afos con la explosién de la Fisica de la micro y nano escala. La popularidad de esta disciplina ha requerido
un mejoramiento en las técnicas para manipulacién y creacion de dispositivos a las escalas donde las fuerzas de Casimir
son medibles, con lo cual cada dia se observa un acelerado incremento en el niimero de experimentos, y con cada vez mas
precision.

Ultimamente varios articulos han notado la gran importancia que estudiar estas fuerzas tiene para la nanotecnologia,
posiblemente el drea de estudio cientifico de mayor crecimiento actual. Es un hecho que a escalas nanométricas las fuerzas de
Casimir tienen efe¢tos importantes, que podrian aparecer como fuerzas parasitarias al deformar nanoestructuras, colapsarlas

1 “I mentioned already that in 1951 both Pauli and I attended the Bothe Conference in Heidelberg. During an excursion

by boat on the Neckar I explained to him my results on Van der Wals forces and their relation to field fluGuations in empty
space. He began by bluntly telling me it was all nonsense, but was obviously amused when I did not give in. Finally, after I had
countered all his arguments, he agreed, and called me a real Stehaufmanderl - a toy known as “tumbler” in English. [...] Itis a
pleasant memory. The beautiful scenery of the Neckar valley slid quietly past, while we were sitting on deck discussing physics,
and Pauli repeated over and over, “a true Stehaufmanderl". It was the last time he did not call me “Herr Direktor." "

-H. G. B. Casimir, ver [12].

2 “The state of of the eleGtromagnetic field of lowest possible energy, which we shall call the ground state or the vacuum state,
is that in which there are no photons of any mode. This means that the energy in each mode is fiw /2, where w is the frequency
of the mode. Now, if we were to sum this ground-state energy over all of the infinite number of possible modes of ever-increasing
frequency which exist even for a finite box, the answer would be infinity. This is the best symptom of the difficulties which beset
quantum eleGtrodynamics.

In the present case, for the vacuum state, the problem is easily fixed. Suppose we choose to measure zero point energy from
a different zero point. Since there is no physical effect resulting from a constant energy, the result of any experiment we
perform will be insensitive to the arbitrary choice of the zero point energy. |...]
For the present, we are safe in assigning the zero value to the vacuum-state energy density. Up to the present time no
experiments that contradict this assumption have been performed.
-R. P. Feynman (1965), ver [13].
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totalmente o con efectos de adhesion incontrolables, [14, 15, 16, 17, 18]. Por lo tanto expertos en el drea han hecho un
llamado a encontrar maneras de modificar y controlarlas por varios y diversos métodos, casi siempre mediante el uso de
materiales con cara&eristicas y arreglos especificos.

A pesar de los numerosos estudios tedricos sobre fuerzas de Casimir, estamos lejos de poder decir que tenemos un
entendimiento sélido de las complejidades del problema, o que ya existe una comprensién heuristica total. La fuerza de
Casimir para una esfera es el caso mds claro. El mismo Casimir propuso que una esfera perfe¢tamente conductora se veria
afetada por una fuerza que tenderia a colapsarla usando la misma idea intuitiva que usaba para explicar la fuerza atractiva
entre dos placas. Seglin este argumento, al igual que con las placas, la frontera esférica funciona como una cavidad resonante
que limita los modos admisibles en el espacio interior de la esfera, mientras que afuera los modos son ilimitados. Por lo tanto,
esta diferencia en el niimero de modos se conviertiria hipotéticamente en una menor densidad de energia en el interior que
daria lugar a la atraccién. Casimir propuso que esto podria explicar la estabilidad del ele€trén como particula cuasi-puntual.
Sin embargo, poco después Timothy Boyer calculd esta fuerza como repulsiva, cuando la misma interpretacién nos sugeriria
que los modos en el interior de la esfera también son menos® [19]. El clculo de Boyer es muy tedioso y complicado (pero
probadamente correto), y al final los resultados son mds una consecuencia matematica que la aplicacién de conceptos
fisicos, algo comdn a muchos de los problemas tipo Casimir excepto los mds simples. Hasta la fecha, el resultado de Boyer
carece de una interpretacion fisica adecuada.

El problema de las cantidades infinitas asociadas a fuerzas de Casimir es un problema recurrente. En un articulo reciente
publicado por el grupo experimental de Harvard liderado por Federico Capasso (uno de los equipos de mayor renombre
en experimentos de fuerzas de Casimir) [20], se hace uso de materiales exéticos (hydrogen switchable mirrors 6 HSMs)
que mediante manipulaciones simples pueden volverse transparentes a ciertos intervalos de frecuencias y luego regresarse
a su estado original. Los autores mencionan que el propésito del articulo era proponer una forma de modificar la fuerza
de Casimir sustancialmente mediante el uso de materiales de este tipo, ya que se esperaba una disminucion significativa
en la fuerza cuando el material era modificado para hacerce invisible. Para su sorpresa encontraron que aunque la fuerza
si disminuia, el decremento era mucho mds pequefio que lo esperado, argumentdndose que esto es debido a que el intervalo
de “invisibilidad” (finito) es casi despreciable comparado con el espeétro entero (infinito). El problema estd lejos de tener
una respuesta concreta convincente.

Por Larraza hablari el espiritu

Cuando el afio pasado me fue propuesto como servicio social el realizar investigacién en el efeto Casimir, el primer
paso, de rigor, fue el estudio de las placas paralelas originales. Al comenzar una revision de la literatura para la eleccion de
un tema con miras a la escritura de la tesis de licenciatura, mi asesor sugiri6 la revisién de un articulo llamativo que ayudaria
a familiarizarme un poco mds con el problema. Este articulo se titulaba An Acoustic Casimir Effect, [21, 22, 23], y parecia
interesante pues hacia una analogfa actistica -completamente clasica- con el efe¢to Casimir original. Usando un campo de
ruido de fondo blanco, dos placas paralelas dentro de un espacio cerrado se mostraban sujetas a una fuerza muy del estilo
de Casimir. Pero existia una diferencia entre este caso y el original. Mientras que para conductores perfectos la fuerza es
siempre atraltiva, para el caso actstico podia ser atradtiva o repulsiva segin se escogieran las frecuencias limite supriores e
inferiores del ruido de fondo. Surgié la idea de reproducir los cilculos para distintas frecuencias y ampliarlo para incluir
materiales que no fueran reflectores actsticos perfectos. Adicionalmente, se pensé en utilizar el efe¢to Casimir actstico para
demostrar la validez de un teorema cominmente usado para aproximar resultados tedricos a experimentos reales en fuerzas
de Casimir (teorema de Proximidad, o aproximacion de Derjaguin).

La presente tesis es el resultado de esa investigacién, que culminé con la rdpida publicacién de un articulo en el
Journal of the Acoustical Society of America, [24]. Por un lado se tradujeron dire&tamente técnicas ya utilizadas para el
efecto Casimir ele@tromagnético al caso actstico, lo cual permitié ampliar el nimero de casos en que se podria tratar el caso
acustico tedricamente: mediante el uso de practicamente cualquier material para la construccién de las placas. Este resultado
era sustancial, considerando que las aplicaciones del efecto Casimir acustico, si bien no han sido explotadas, podrian ser
relevantes en un futuro como concluye Larraza en el articulo citado. Pero dificilmente el caso acustico llegue alguna vez a

3 En el interior de la “cavidad” esférica los modos son contables, mientras que en el exterior no lo son. Esto es, en el interior
de la cavidad, la cardinalidad del ntimero de modos es R, mientras que la cardinalidad del nimero de modos en el exterior es

N;.
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tener tanta relevancia como el ele€tromagnético.

La revision final de nuestra publicacion se mandd pocos meses antes de la aparicion del articulo de Capasso et al.
Al igual que en éste, la modificacién de la fuerza como funcién de las frecuencias de corte es mencionada en nuestro
articulo del JASA, aunque el punto no es tratado a profundidad. Sin embargo, es posible que del efe¢to Casimir actstico
se pudieran extraer dividendos adicionales con respecto a este tema. La modificacién del ruido de fondo en el caso actstico
se realiza con facilidad, y podria ayudar a simular situaciones de interés practico en el caso eletromagnético, que en la
practica experimental podrian ser dificiles de realizar para este tltimo. Ademas, los experimentos actsticos requieren de
instrumentacién ficilmente accesible y de mucho menor costo. Por lo tanto, no sélo es importante la aportacion de la teoria
de campo ele¢tromagnética al caso actstico, sino también la retroalimentacién que pudiese surgir de practicar experimentos
acusticos que nos dieran una mejor comprension del efecto en general. Por lo tanto, la presente tesis tiene dos metas
principales. En primer lugar, la extrapolacion de la teoria de la impedancia generalizada previamente desarrollada para
el caso ele@tromagnético al caso actstico, y la exaltacion del efeCto Casimir actstico per se. Segundo, la refleccién de las
conclusiones acusticas al caso ele@tromagnético y su aplicacién al entendimiento fenomenoldgico (si es posible) del efe¢to
Casimir generalizado.

La estru€tura de este trabajo es la siguiente. En el primer capitulo se trata el Casimir ele€tromagnético, presentando
su deduccién desde primeros principios hasta llegar a algunos de los desarrollos mas recientes. He omitido las deducciones
de algunos resultados: los que pueden encontrarse en cualquier libro de texto relacionado con el tema, o los que por su
longitud no tienen cabida. El segundo capitulo trata del efeto Casimir actstico, y como se verd, con toda intencién
tiene una estru¢tura completamente analoga a la del primero. El tltimo capitulo expande nuestro articulo del JASA, y se
enuncian algunos detalles que se han publicado desde entonces en el campo de estudio, ademds de algunas exploraciones
con simulaciones numéricas sobre las ecuaciones propuestas.
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El efecto Casimir EleGtromagnético

“Nature abhors a vacuum.”

“Then we must fill the vacuum. That is the only thing to
do."

-A Wind in the Door, Madeleine L'Engle

Deduciré aqui el resultado original de Casimir, siguiendo los mismos argumentos que en su articulo de 1948. Primero
introduciré el problema de la cuantizacién del campo eletromagnético siguiendo la formulacién de la segunda cuantizacién
de la mecanica cudntica. Después calcularé la fuerza de Casimir siguiendo el argumento original, tomado casi verbatim de
[1] y que hace uso de la férmula de Euler-McLaurin. Esta es la presentacidn que recibe el efe¢to Casimir en la mayor parte
de las introducciones al tema, (ver por ejemplo, [25]).

Maxwell para principiantes

Empezamos por plantear las ecuaciones basicas del problema. Estas son, por supuesto, las ecuaciones de Maxwell para
las densidades de carga y corriente p y j

. 10B
VXE-&-EE—O, (1)
V- D = 4mp, (2)
. 10D 4r-
VXH—ZE J (%)
V-B=0, (4)

trabajando en el sistema cgs. ¢ es la velocidad de la luz en metros sobre segundo. Suponemos que E'y B son expresables en

términos de un potencial escalar ¢ y un potencial ve&orial A4,
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q 104 q .
E=--22_ B=vVxA
e Vo, V x (5)

Sustituyendo en las ecuaciones de Maxwell éstas son cumplidas dire¢tamente. Sin embargo, los potenciales no son tnicos.
Es direto demostrar que los potenciales modificados

A=A+Vy, ¢=p-—-= (6)

donde x/(, t) es una funcién arbitraria, también cumplen con las ecuaciones de Maxwell sin alterar el valor de E'y B. Esta
modificacién a los potenciales originales es conocida como transformacién de norma de segundo grado. El proced1m1ento

comun para encontrar una ecuacion acoplada para los campos es el siguiente. El primer paso es sustituir E y B por sus

expresiones en términos de A y ¢ en la segunda y la tercera ecuacién de Maxwell. Trabajando en coordenadas cartesianas
se usa la identidad ve&torial

V x (VxA)=V(V-A)-V2A (7)
y la llamada norma de Lorentz,
w1 DA
A+ =
v o =0 (8)
resultando en que la transformacién de norma cumple la relacién
1 02 > 10p
2 _— = — . -
Vex ElrTER <V A+03t>' (9)

Sustituyendo dire¢tamente en la segunda y tercera ecuacién de Maxwell se obtienen las dos relaciones

1 82 - 471'?

AVEY iy 10
c? Ot? ¢’ (10)
1 02
2 7 /
— ¢ = —4mwp. 11
v TP (11)
Por el momento trabajaremos en el vacio cldsico, es decir, un espacio libre de fuentes, con ] Oyp = 0.4 Ademis,

introducimos un caso trivial de la norma de Lorentz, conocida como la norma de Coulomb dada por

V-AF ) =0, ¢ (Ft)=0, (12)

donde 7 es el vector de posicidn, lo cual finalmente resulta en la ecuacién de onda para el vacio elecromagnético,

- 1 0% &
2 —

VA——Q@A—O7 (1%)
junto con las condiciones adicionales

V-A=0, ¢=0. (14)
La solucién mas general puede expresarse usando el teorema de Fourier como una combinacién lineal de ondas planas
monocromaticas o o

14(,,—'7 t) _ Aoez(k-r—wt) + ‘486—1(k~1‘—wt)7 (15)

tal que

4 La concepcién cldsica del vacio ofrece una fuente de estudio independiente por su propio mérito, desde un punto filoséfico.
Uno de los dividendos conceptuales mas importantes de los estudios de Casimir, aunque no necesariamente imputable a él, fue
la transformacién del concepto del vacio fisico como un estado completamente bien definido pero opuesto a la idea “natural” del
vacio como un espacio donde no hay cuerpos fisicos; ver [26].
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w = |k| ¢ = ke, (16)

-
donde k es el vector de onda tridimensional, cuya direccion es la misma que el de la direccién de propagacion de la onda, y
con magnitud definida por la ecuacion anterior. De los argumentos anteriores, puede demostrarse que se cumple la relacién
de ortogonalidad

Ay -k =0. (17)

Es conveniente introducir el ve¢tor de polarizaciéon € como el ve€tor unitario en la direccién de Ay, con lo que los campos
elé&rico y magnético finalmente toman la forma

E = —2k|Ay| £ sin(k -7 — wt + a), (18)
B =24k x &sin(k-7—wt+a). (19)

Cuantizacién del campo electromagnético

La formulacion de la segunda cuantizacién del campo ele@tromagnético parte de la descripcién del campo en términos
de los potenciales como variables principales, y no de los campos mismos. Si el potencial se descompone en modos normales,
puede demostrarse que la forma més general que puede tomar el campo es, [27],

AF ) =Y N, (dla(t) e 4l (1) €T (20)
P

]

Ny es un faltor de normalizacién, £ el vetor de polarizacién y las cantidades Gy y Gxo las amplitudes asociadas a cada
modo normal (en virtud del teorema de Fourier). El subindice o es 1 6 2 y hace referencia a las dos posibles polarizaciones
de la onda. El vector de onda k es perpendicular al de polarizacién, y determina la direcién de propagacién. Su magnitud
estd dada por

w? = ?k? = kI + Kk + k2. (21)

Se ha usado la relacién

i, () = af., (0) e~ (22)

que es di¢tada por el cuarto postulado de la Mecanica Cudntica, y que resulta en la evolucién temporal del operador,

d .t

Sl (t) = —iwal, (1), (23)

El procedimiento usual para encontrar los modos admisibles requiere que se defina un volumen de cuantizacién finito que
después se hara tender a infinito. 5 Debido a la simetria del sistema, lo mas adecuado es usar un cubo con volumen L?.
Entonces, el fadtor de normalizacidn es, [27],
1
2rhe?\ 2
L WE

De la expresion para el potencial se obtiene las siguientes relaciones para los campos eléétrico y magnético,

5 Este es formalmente el primer paso del llamado proceso de renormalizacién: obtener una cantidad finita (energfa por unidad
p p p glap
de volumen) a partir de la diferencia de dos cantidades infinitas (energia por unidad de volumen asociada al vacio, y asociada al

sistema de placas).
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E(F t) = —% > &, (% (alg(t)) R % (axo () e ;) 7 (25)
l;,a
B t) = 3V x &, (o, () 7 4 tno (1) €757 (20)
E,a’

Si se insertan estas identidades en la expresion cldsica para la energia asociada al campo ele@tromagnético en el vacio cldsico
se obtiene

H:i/vdv(52+§2)=8ifvdv ! M2+HVX/TH2 , (27)

81 T 2| ot

y el Hamiltoniano del sistema puede manipularse para finalmente expresarse como

4mc?
k,o k,o

H=¥ Wi n2ps (afwakg + akgaL) - % 3 o (aLaka + akaalg) . (28)

Apelando al segundo postulado de la Mecdnica Cudntica, las amplitudes &i ¥ Gko se convierten ahora en operadores, lo
cual explica por qué en la ecuacion (28) puede requerirse que los dos sumandos se mantengan separados . El Hamiltoniano
se convierte entonces en el operador

=3 hop (af i + ot ) (29)
k,o

donde ahora Gy, representa el operador Hermitiano adjunto de d:r( o

De aqui en adelante la descripcién de los campos electromagnéticos se basa en la ya mencionada formulacién de la
mecinica cudntica conocida como de segunda cuantizacién, o como algunos textos sugieren, “formulacién de los niimeros
de ocupacién”. Esta fue inventada por Dirac para describir sistemas de muchos cuerpos que constan de particulas idénticas.
Seglin esta formulacion, se define el ve&or de estado de un sistema de 7 particulas idénticas usando el postulado bésico
que “un conjunto completo de operadores K que describe el comportamiento de una particula, puede ser también usado
para describir n particulas”. Si a un operador K le corresponde el conjunto de eigenvalores K,,, denotamos como N al
operador que al a¢tuar sobre el veGtor de estado arroja el eigenvalor n,,: el nimero de particulas a las cuales les corresponde el
eigenvalor K,;,. Ademds, suponemos como otro postulado fundamental que { K} es un conjunto completo de operadores
que conmutan. El veGtor de estado es un elemento del llamado “espacio de Fock”, que es la suma dire&ta (equivalente al
producto directo si el niimero de indices es finito) de productos tensoriales de espacios de Hilbert individuales (ver [28]).
El ve&or de estado

|7’l1, no, TL3>

corresponde a un sistema tal que existen 1y particulas con eigenvalor K, y en general n; particulas con eigenvalor K.
La teoria puede extenderse utilizando productos de espacios de Fock cada vez més extensos para incluir diversas clases de
particulas, o para afiadir mas propiedades al sistema. Para nuestro caso, trabajaremos tinicamente con fotones, y una cantidad

de operadores minima (I:[ , &l »» (ko> 7). Nuestro vacio es entonces, por definicion,
|0) = 10,0,0,...), (30)

el estado con cero particulas. Los demis estados se construyen usando los llamados operadores de creacién y aniquilacion,

respectivamente escritos como dT, a. Sus efetos sobre un estado arbitrario son

afln) = Arln + 1) (31)
aln) = Aajn — 1) (32)
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Para definir el 4lgebra de los operadores es necesario un paso mas. Al aplicar sucesivamente dos operador de creacién 6
aniquilacién a un estado ¢, aplicindolos en orden inverso se llega al mismo estado, salvo por una constante de normalizacion,

dj&jcp = /\&I&jw. (33)

Puede demostrarse, [28], pg. 540, que los tinicos valores admisibles para A consistentes con el resto de la construccién
anterior resultan ser

A=+£1. (84)
Por lo tanto, existen dos y s6lo dos tipos de relaciones entre los operadores. Cuando A = 1, tendremos las relaciones de
conmutacion
alal —xalal =0 (35)
y para A = —1 las relaciones de anticonmutacién
&jd;[ + /\&;[&:f =0. (36)

El primer caso corresponde a las particulas conocidas como bosones, y las segundas a los fermiones, que en el esquema
de la teoria cuantica de campo corresponden a particulas que obedecen las llamadas estadisticas de Bose-Einstein 6 de Fermi-
Dirac, respe¢tivamente. Se sabe que las particulas asociadas al campo ele@tromagnético, los fotones, son bosones. Por lo
tanto, nos ocuparemos exclusivamente de las relaciones de conmutacion. Definimos los operadores de creacién/aniquilacién

para fotones &l »» (ko asociadas a un fotén con vector de onda k y espin o. El dlgebra de estos operadores es entonces,

[al{,, ai”} = BB (37)

[alg,ak,ﬂ,} - [ak{,,ag,a,}_ -0 (38)

La ecuacién (29), el Hamiltoniano del campo eletromagnético, resulta idéntico al Hamiltoniano de n
osciladores arménicos, uno por cada modo normal del campo (por cada k, o). Usando las relaciones de conmutacién
el Hamiltoniano tiene también la forma

=Y hw <ak[,&la + %)

k,o

ghwk <ﬁ+ %) (39)

Los eigenvalores n del operador 7 corresponden al nimero de cuantos o fotones del campo cuando el sistema esta en el
estado |n). La “energfa del punto cero” (energia del vacio) corresponde a la del estado [n) = |0). Su energfa en el espacio
libre es

i 10y = %ka 0), (40)
k,o

y como no hay restricciones sobre las longitudes de onda, w corre de 0 a 0o y su valor es infinito.

La forma del Hamiltoniano, sin embargo, debe ser una fuente de alegria y bienestar para el le€tor, puesto que es bien
conocida y estudiada hasta el hartazgo en cualquier curso de mecdnica cudntica. El campo eletromagnético se comporta
como un conjunto de osciladores arménicos, a los cuales podemos asociar cuantos 6 “particulas” energéticas: fotones. El
vacio se define ahora sin ambiguedad como el estado base con |n) = |0). Este estado tiene un campo elé&rico con valor
esperado cero, (0| E]0) = 0, pero puede demostrarse que su dispersién no es siempre cero, (0|E2]0) = 0. Que el valor
esperado del campo elé&rico sea cero es debido a la coexistencia de fotones con fases tal que se anulan entre si. Entonces,
el vacio ya no es ese estado completamente estitico aborrecido por la naturaleza aristotélica, sino un espacio virtualmente
vacio, pero continuamente fluGtuante.
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El Evangelio segtin San Casimir

La siguiente figura presenta el arreglo del sistema que describi6 Casimir; dos placas de lados ¢, colocadas a una distancia
L una de la otra y perpendiculares entre si. Por el momento consideraremos que las placas son conductores perfectos (lo
cual también implica que la distancia de penetracién de las ondas es estriCtamente cero). La susceptibilidad magnética es
igual a la unidad.

L
placal \i

placa 2

=

El eje z se ha elegido como perpendicular al plano de las placas, para ser consistentes con la notacién de la literatura.
Las condiciones a la frontera estin ya implicitamente planteadas: dentro de un conductor las cargas se reacomodan para que
el campo eléctrico sea siempre cero, por lo que las condiciones a la frontera para el campo elé&rico son

— —

E(z=0)=E(z=1L)=0. (41)

Supondremos que la solucién es una superposicén de ondas planas. Queremos calcular la energfa del punto cero para
este sistema usando la ecuacion (40). A diferencia del espacio libre las longitudes de onda no pueden tomar cualquier valor
arbitrario, sino que deben ser consistentes con las condiciones a la frontera. El problema es similar al de una guia de ondas

cuadrada semi infinita, [29]. La componente de k sobre el eje z esta restringida por la condicién
n=0,1,...,00 (42)

mientras que k y k;, pueden tomar cualquier valor positivo. La densidad de energia E), adentro de las placas es entonces
la suma sobre todas las componentes que se transforman en integrales sobre las componentes continuas,

he L2 oo o > nm\ 2
_ne 2 12 2 | 1.2 nm
=" (%)2/0 /0 dkydk, ,/kz+ky+2nz=:1 i () ). (43)

El primer sumando corresponde a n = 0, que tiene s6lo una polarizacion, mientras que el segundo sumando incorpora ya
las dos polarizaciones. Por otro lado, la energia del vacio estd dada por una triple integral,
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he L?
B, = c d/ / / dhydkydk, 2,/k2 + k2 + k2 . (44)

Usando la sustitucion &y = /kZ + k7, se tiene el elemento de drea (en el espacio de las k)

dkydk, = 2k dk). (45)

La diferencia entre las densidades del espacio libre y del espacio con placas, por unidad de area, se expresa entonces como

AF he L? mr 2
5:?:EP7EU: 2 27 Jo dk‘”]{?” kl|+22 k / dk, k‘ +k‘g . (46)

El truco de renormalizacién entra en este momento: primero se introduce el “cambio de variable” k. = %, donde n es por
supuesto continua. Elle&tor cuidadoso sentird ahora cierta incomodidad, puesto que ya anteriormente se habia utilizado esta
sustitucién en (42) diciendo quen eraun nutmero natural. EstriCtamente, este es un truco matematico inj ustificado, puesto
que a priori no estamos tratando de la misma variable “n” en la suma y la integral. Supongamos, empero, que podemos
realizar impunemente este abuso de notacién, tal como lo propuso Casimir. De lo contrario entramos en la dificultad de
no tener una manera de restar (comparar) dos cantidades verdaderamenta infinitas. Por conveniencia adoptamos también
el cambio de nombre de variable k| = z para simplificar visualmente la notacién, con lo cual la ecuacién se convierte en

2w

3 [ee) S 00
E(%) / dz z §+Z\/z2+n2—/ dnv/ 22 +n? | . (47)
0 ot 0
Definimos la funcién

E(n) = /OOO dz 2/ 22 + n?, (48)

con lo que se tiene finalmente, intercambiando el orden de integracién y suma,

Sy %E(O)-f—iE(n)—/ooodnE(n) . (49)

El problema es ahora extraer un resultado fisica y matemdticamente aceptable de estas relaciones, ya que estrictamente
la ecuaci6n anterior no esta bien definida a causa de las cantidades infinitas involucradas. El procedimiento usual se basa en
el siguiente hecho empirico: para materiales reales, a frecuencias suficientemente altas los cuerpos se vuelven escencialmente
invisibles a los fotones. Damos la vuelta a que el limite de integracion superior sea infinito introduciendo una funcidn de
corte f(n) en base a este argumento puramente fisico. La forma de ésta es irrelevante, siempre que

lim f(z) =
zZ—00
Un ejemplo particularmente elegante es usar como funcién de corte una exponencial negativa, que lleva a la aparicién de la

funcién zeta de Riemann [27, 30]. Pero aqui usaré la llamada funcién de Heaviside (o escalén) dada por

1, siz<A

f(z):{o, si l’;A.

Las integrales para £/(n) se modifican insertando la funcién de corte en el integrando,

.0 00 A
E(n) :/ dz 27/ 22 + n? —>/ dz f(2)2V/ 22 + n? :/ dz 2/22 +n? =
0 0 0

% (w2 + 4272 —0*) . (50)
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La ecuacién (49) asi modificada puede evaluarse usando la siguiente identidad, conocida como la férmula de Euler-
Maclaurin para series infinita. De esta es posible extraer la relacion, [31, 32],

E'(0)  E®(0)

1 - =
55(0)+25(”)_/0 dnSn)=—57r T 304

(51)

n=1

Ahora es evidente la razén por la cual se introdujo el injustificado abuso de notacién con respecto a n. Aplicindola a F(n)
dentro de € y evaluando término a término para los primeros sumandos de la serie se observa

EM(0)=0
E®(0) =2,
y dado que
Alim EM™) =, stm > 3,
£ es finalmente
he rm\3 2 w2he
5’%(5) <730‘4!>77720L3' (52)

Como dato curioso, los coeficientes de la expansién dada por la ecuacién de Euler-Maclaurin estdn relacionados con los
nameros de Bernoulli, que también surgen en la formulacién mediante la funcién zeta. La fuerza de Casimir por unidad
de dreaes

_6_6__ m2he
da 240 LY

Es posible deducir este mismo resultado considerando no las diferencias en densidades de energfa, sino la presién de
radiacién sobre las placas, [33]. Presento el argumento bésico porque, como se vera mas adelante, el efecto Casimir actstico
empieza con un planteamiento paralelo a esta formulacién. Primero, partimos de que un fotén en el vacio tiene asociado un
momento lineal %hl; Ademis, se sabe que en general una onda incidente sobre una superficie a un dngulo 8 perfetamente
reflejada ejerce una presién de radiacién que es

Fo = (53)

F
i 2u cos® 0, (54)

donde u es la densidad de energia del campo incidente, que es dimensionalmente equivalente al momento por unidad de
volumen. A cada modo de frecuencia w le corresponde entonces una presion

P(w) =2 <%> (%‘") V~!cos? 6, (55)

donde el faor 1/2 adicional es consecuencia de que hay ondas viajando en ambas direcciones asociadas a un mismo modo
del vacio. Expresando cos 6 en términos de las componentes de %, se llega a una expresion igual para la fuerza de Casimir
que la obtenida en la deduccion usando la densidad de energfa.
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Sobre la temperatura

Aunque no se ha hecho explicito, el calculo desarrollado en la seccién anterior es valido cuando la temperatura del
sistema es el cero absoluto, es decir, el estado de minima energfa. El articulo de Lifschitz, ademas de desarrollar la teoria
para materiales reales, la extiende para temperaturas distintas de cero (llamadas en la literatura zemperaruras finitas). Por lo
tanto, la fuerza de Casimir es estri®tamente también funcién de la temperatura del sistema:

FC:FC(T7L)7 (56)
y la fuerza de Casimir arriba calculada es en estos términos

B m2he
240 L4

La conexién entre la fuerza de Casimir a temperatura cero y la fuerza a temperatura finita puede hacerse mediante la famosa

Ley de Radiacién de Planck, que asocia a una cavidad resonante hecha de un material perfe¢tamente absorbente (y por lo
tanto reflejante) una distribucién espeétral definida para el campo ele@tromagnético como funcién de la temperatura del
sistema. Ver, por ejemplo, [4, 34].

El efecto Casimir para materiales reales

El efeto Casimir en su versién original se formuld con idealizaciones que no son aplicables a ningin material real.
Aunque en una primera aproximacién cualquier metal puede tratarse como un conductor perfecto, en realidad la conduc-
tividad es muy grande, pero finita. El primero en considerar un arreglo similar para materiales reales fue Lifschitz en 1956,
[3]. El trabajo de Lifschitz se enfocd en encontrar la fuente de fuerzas entre cuerpos dielétricos descargados que no eran
explicables por medio de fuerzas de Van der Waals simples. El resultado final fue una teoria que modelaba estas fuerzas
como tipo Van der Waals retardadas (x %7), y no retardadas (o< %6) Una de las principales cara&eristicas de la teoria de
Lifschitz es que las fuerzas dependian tnicamente de las propiedades macroscopicas de los cuerpos, y no de las interacciones
intermoleculares. Esto hace que este modelo sea aplicable a una amplia gama de materiales si se conocen sus propiedades
macroscopicas (i.e. susceptibilidades, permitividades), que pueden adicionalmente ser medidas de forma simple para la
mayoria de los materiales, o calculadas por modelos macroscépicos simples. En el limite de conductores perfetos, tanto la
teorfa de Casimir como la de Lifschitz convergen al mismo resultado. Esta equivalencia es hasta cierto punto sorprendente,
ya que las dos teorias tienen interpretaciones fisicas muy distintas:

a) La fuerza de Casimir surge cuando los cuerpos materiales modifican los modos eletromagnéticos admisibles del
punto cero del espacio libre, y esto se traduce en una modificacién de la densidad de energia: la fuerza surge de modificar
las condiciones del espacio.

b) Las fuerzas de Lifschitz se deben a que las oscilaciones del punto cero, intrinsecas al espacio, producen fluctuaciones
estocasticas del campo eletromagnético, que a su vez producen momentos dipolares en los cuerpos materiales y/o corrientes
superficiales que dan lugar a fuerzas macroscopicas: la fuerza surge porque las fluCtuaciones intrinsecas al espacio modifican
el estado ele@tromagnético de las superficies materiales, causando una interaccién entre ellos.

Aunque las teorias ya han sido mostradas equivalentes, las interpretaciones tan distintas aun son fuente de debate (para una
revision bibliografica exhaustiva y relativamente reciente, ver [35]).
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Impedancias en fuerzas de Casimir

El método de Casimir se basa en que los modos admisibles de las oscilaciones del vacio son bien definidos (condiciones
de Dirichlet) para un conductor perfe¢to. Cuando el material que compone las fronteras no tiene una conduéividad
estri®tamente infinita, las condiciones a la frontera ya no se pueden definir simplemente como de Dirichlet, debido a que
las ondas penetran dentro del material y el campo eléétrico toma una forma mds compleja. La distancia de penetraciéon
dependera de la interaccién radiacién/materia que a su vez estd relacionada con las propiedades del material, y con la
frecuencia de los fotones incidentes. Por ejemplo, un fotén de baja frecuencia penetrard relativamente poco en el material
antes de ser absorbido o reflejado, mientras que a altas frecuencias la distancia de penetracién puede ser tan alta que traspase
al material. La frontera se vuelve “difusa” debido a la dependencia de la distancia de penetracién con la frecuencia.

Inicialmente, se realizaron varios intentos por modelar las fuerzas tipo Casimir entre dielé&ricos considerando las
fuerzas intermoleculares, lo cual dio resultados parcialmente corre¢tos. Lifschitz introdujo una filosofia distinta, al enfocarse
en las propiedades macroscépicas de los materiales en cuestion, es decir, la res-puesta promedio de un ensemble estadistico
de moléculas. La fuerza (por unidad de 4rea) de Lifschitz entre dos placas semi infinitas con permitividades €; y €2, separadas
por un espacio de ancho L con permitividad €3, es

h

P =533

/1 dpr/O de €2 (G1(€.p) " + Ga(€p) ) | (58)
donde

G, p) = €351 + €1€382p + €2p o2pvesl/e _
7 €351 — €1€352D — €2p

Gale,p) = LEED aepvanye
81— S2p— P

Aqui & es una frecuencia imaginaria tal que £ = iw. p, $1 y s2 son las componentes del veCtor momento paralela y
perpendiculares a las placas, con K7 = k2 + ¢;(i€)€? /¢, 6 explicitamente, K3 = \/e3ép/cy K75 = €36%s7 5/c?. La
deduccién original de estos resultados es bastante complicada. Aunque sus predicciones concordaban con las mediciones
experimentales, partia de principios carentes de una interpretacion fisica clara, por lo que muchos autores buscaron métodos
alternativos mas evidentes, hasta llegar al mismo resultado usando métodos similares al planteamiento de Casimir, [33].

Basindose en esta linea de trabajos Mochan et al., [36], encontraron una expresién para la fuerza entre dos placas con
propiedades dielétricas arbitrarias. En esta formulacién, las propiedades materiales del medio y de las placas son imbuidas
en los coeficientes de refleétividad 7”;-1::15”5 de cada placa (1, 2), y para cada polarizacion (s, p) con respecto al medio. Los
coeficientes a su vez se determinan usando las impedancias superficiales generalizadas. Estas impedancias se definen como

75 = o (59)
Jll

i.e., las razones entre las componentes de los campos eléétrico y magnético, salientes de la superficie material. El subindice o
hace referencia a las posibles polarizaciones, a = s, p (perpendiculares y paralelas al plano de incidencia, respe&tivamente),
y j ala distincién entre placas, 6 0 para una onda en el vacio (espacio entre as placas) j = 0, 1, 2. Las reflectividades son
entonces

gz, 42

rL = =
TN+ Zy

S

T = e s (60)
T Z3+ 7§

El uso de impedancias generalizadas obedece a la formulacién de Lifschitz en que es un coeficiente relacionado con
las propiedades macroscopicas de los materiales que componen las placas. Ademas, como se verd més adelante, el concepto
de impedancia es tan general que se puede extrapolar a situaciones muy variadas. Una de tales aplicaciones es de hecho el
corazén de este trabajo.
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Antes de proceder vale la pena definir la notacion que se usara adelante, basada en el trabajo arriba citado. Se definen
los ve&ores de onda del vacio como ¢+ = (Q , k) donde Cj es la componente del veGtor paralela a la superficie y £k la
componente perpendicular tal que ¢ = w/c¢, siendo w la frecuencia de la onda y ¢ la velocidad de la luz.

Nuestro sistema esta formado por dos placas infinitas perpendiculares al eje z. Sus superficies se definen geométrica-
mente como 21 = 0, 20 = L.

Primero analizaremos las impedancias de una onda en el vacio. Al trabajar con con el formalismo de las polarizaciones s
y D es necesario establecer el llamado plano de incidencia, que es por definicién paralelo al vector de propagacion. Escojamos
por simplicidad el plano z = 0. Se define una onda con polarizacién s como aquella que estd polarizada linealmente
perpendicular al plano de incidencia. Asi mismo, la polarizacién p corresponde a una polarizacién lineal paralela al plano
de incidencia. Usando la notacién arriba planteada para las componentes del vector de onda, para este arreglo particular,
las ondas tienen la forma explicita,

E(7,t) = (0, B}, 0)e @eEr) =it = (0, B, 0), (61)
(7,t) = (EL,0, L)' QvEk)e=wt = (B, 0, B.),

=
3

—
D
S

=

El signo de k se escoge apropiado para describir una onda entrante a la superficie (negativo para la placa 1, positivo para la
2). Insertando estas ecuaciones en la Ley de Induccién de Faraday-Henry-Lenz, ec. (1), para una onda con polarizacién s
obtenemos la ecuacion

- 108 iw 5 . =

E,=———=—B=1¢B.
V x e - iq (63)
Desarrollamos el rotacional y obtenemos
. A TR
VxEs=det|d; 0y, 0.|=—(0.Ey)i+ (0:Ey)2 (64)
0 E, 0

Trabajando componente a componente, de la ecuacidn (63) encontramos, para la placa 1

igBy = 0,E, = ikE,, (65)
igB, =0, (66)
iqB, = 0, Ey = iQE,. (67)
Por lo tanto, para una onda con polarizacién s,
E|=E,, B)=B,. (68)
Entonces,
_ BB, ¢
ZE =" =L =2, (69)
BH Ey% k

Para una onda con polarizacién p, notamos que el ve¢tor magnético es siempre perpendicular al plano de incidencia,

% det| Q 0

B:ﬂi_,: k
||k x E] E, 0 E.

/||EXE||:@. (10)

Apliquemos entonces al veCtor magnético la ecuacién de Ampere-Maxwell sin corrientes para el espacio libre, ec. (3),

La ecuaci6n anterior toma exatamente la misma forma que la ecuacién (63), y por lo tanto,
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By B, q_ 1 k
Py 1 - = ZP = -, (72)
B EL kO Z T

El andlisis realizado es valido para la placa 1 (localizada en z=0). Para la placa 2, la onda entrante desde el vacio se
propaga en direccidn contraria, y por lo tanto la componente £ tiene signo contrario, al igual que las impedancias. Entonces,
el procedimiento anterior lleva a que en el caso general, son vélidas las condiciones

iny(0+) = _ZfazEy(0+)
igEy(L™) = +Z50.E,(L™)
(73)
iqu((ﬁ) = *leasz(OJr)
igBy(L™) = +2Z50,B,(L™)

Analogamente a como se procedié para ondas en en vacio, los mismos argumentos llevan a que en la interfase de las placas
las impedancias resultan ser (ver [36])
q s q

Zj :E Zj :Eaka7 (74)

donde k, es la componente normal a la superficie para un medio con respuesta dielé&rica €, (w).

Las funciones de Green y la densidad de estados: solucién para materiales reales

Como se menciond anteriormente, el problema al tratar con materiales reales es que los modos admisibles en el interior
de las placas no pueden establecerse por medios simples. Sin embargo, varios métodos se han inventado que son relativa-
mente direGtos. Uno de ellos se basa en encontrar la densidad de modos por medio de la funcién de Green del sistema. La
funcién de Green que buscamos es la asociada al operador de Helmholtz (que es el caso particular de los estados estacionarios
de la ecuacién de onda unidimensional)

V2 + K2 (75)

Empecemos con la polarizacién s. Si E; y Ey> son las soluciones generales de la ecuacién de onda unidimensional

en el espacio entre las placas, consistentes con las condiciones a la frontera eletromagnéticasen z = 0y z = L, ec. (60) y
(73), sus expresiones explicitas son

Es(z) = e thz pseihz (76)
E;(Z) _ eik(sz) + rsefik(sz). (77)

La funcién de Green del sistema asociada a la ecuacién de Helmholtz homogénea, construida explicitamente esta dada por

(ver [37])

ES(z)E> (25),
GE(z,7) = By (<) By (25), (78)
w
donde z y 2> son respeGtivamente el mayor y menor de z y 2’ y W es el Wronskiano, definido por
bt Ny
1 1 1
det w{ w? wﬁ‘ : (79)
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con 1, Y3 . . . 1Py, las soluciones linealmente independientes del sistema, y 1™ la n-ésima derivada. La densidad de modos
p (total) del sistema se define como la “funcidn de peso” (weight function) tal que al integrar sobre todas las frecuencias esto
resulta en la suma sobre el conjunto M de todas las eigenfrecuencias del sistema (o integral, si el espectro es continuo),

/pdE: > En.

meM

Identificamos la parte imaginaria de la funcién de Green como proporcional a la densidad de estados del sistema
mediante

p(E) = — = Im [Goo )] (80)

donde G es la traza de la matriz asociada (ver Apéndice C para la derivacién de la igualdad). La funcién de Green del
lado derecho es la funcién asociada al sistema entero, que para nuestro caso consta de varias partes. Primero estd

PZ2 = Pzz elec + PZ‘Z mag (81)

que es la densidad asociada a la polarizacion s, a su vez la suma de la parte eléétrica, desarrollada anteriormente, y la parte
magnética. La parte magnética es simplemente proporcional a la eléétrica y puede derivarse usando los mismos métodos.
La densidad de modos asociados a la polarizacién s es entonces, [32],

1 1+ ri’rgeQikL
e | 172%

1
S, —___T GE R ! GB Nl = = i
P2 g m [ w2 (2,2) + Gia(z, 2 )} ok 1 — rorge2ikL

(82)

Notese el factor 2, debido a que atn falta tomar en cuenta la polarizacién p. Debe adicionalmente realizarse la
sustitucion k = k + i07: esto asegura que se mantenga el principio de causalidad (ver [38]). Para calcular la contribucién
de p simplemente se realizan las sustituciones B, — —E, y £, — B, . El resultado es exatamente la ecuacién (82), pero

con la sustitucién de todos los indices, s — p. La funcién de Green total es la suma de las soluciones correspondientes a
cada polarizacién. La densidad total es

S S s » »
P2 = Pk2 elec T P2 mag k2 clec T P2 mag * (83)
P2 PZQ

La fuerza se calcula sumando el flujo de momento a través de la superficie de las placas, ec.(55). En el espacio k2,
un fotén estd caralerizado por un momento en la direccién z igual a p, = hk y una velocidad v, = *+ck/q. El
signo + corresponde a un fotén incidente sobre la placa 2, y el signo — sobre la placa 1, y en ambos casos resulta en una
contribucién de momento Aick? /g a la placa 2. Para encontrar la presién total del interior sobre la placa 2, debemos integrar
los momentos sobre todas las ), k e insertar las densidades de estados P obtenida, ademds del nimero de ocupacién

foténico, f(k) = N(k) +1/2,
2
3 / QdQk hc%ﬂk)p;:, (84)
$,p

Sustituyendo 7§ — Oy reflejando la direccién de propagacion, z — —z, se obtiene el flujo desde el exterior. Entonces,
sumando ambos flujos se obtiene la fuerza total,

I3 o E2 80 20k L Poa,2ikL
F(L) = A—C2/ dQ Q/ dk ° Re | 112¢ 1i72° (85)
212 Jo >0 q 1 —rirge2ikl 1 — pProre2ikl

El célculo usualmente se hace en el espacio rotado (espacio de Wick) haciendo una integral de contorno que va de iQ) a 0
y luego a co. Las oscilaciones bruscas del integrando dificultan la integracién real usando métodos computacionales, y en
general las fuerzas no tienen una expresion cerrada. En el limite cuando |r| — 1, la densidad de estados se convierte en una
suma de deltas de Dirac (peine de Dirac) y se recuperan el resultado para conductores perfetos.
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Conceptos basicos de Acustica

Give me to hold all sounds, (I madly Struggling cry,)

Fill me with all the voices of the universe

Endow me with their throbbings, Natures also,

The tempest, waters, winds, operas and chants, marches
and dances,

Utter, pour in, for I would take them all!

-Proud Music of the Storm [fragmento], Walt Whitman

El propésito fundamental de la Actstica es describir ondas de compresién propagandose en medios materiales. Es-
cencialmente lo que se busca es una ecuacién de estado que describa al medio perturbado. La perspectiva es generalmente
macroscopica, y el medio de propagacion par excelence es gaseoso (6 liquido). Esto hace que la Termodindmica clésica y la
Fisica Estadistica asociada a ella sean componentes importantes de la teoria. En especial la teoria cinética y sus resultados
sobre el comportamiento de los gases juega un papel importante, aunque no unico (en general cuando hable sobre éstos
debe sobreentenderse que la Actstica se puede extrapolar a la propagacion de ondas de compresion en cualquier cuerpo
material).

Una ecuacién de estado primeriza debe plantearse en términos de cantidades fisicas que sean medibles de forma dire&ta
y con relativa facilidad. En Acstica, las dos propiedades fisicas del medio que estdn a la alcance del experimentador son
la presién del medio p y la velocidad (local) del fluido ¢. Variables adicionales pueden incluir las cantidades cominmente
asociadas a las ecuaciones termodindmicas propias de un gas, como temperatura, densidad, compresibilidad y demas. Debido
a que de todas las variables asociadas a la propagacién de ondas actsticas, la presion es la que mas facilmente puede medirse,
suele buscarse una ecuacién de estado que resulte en una funcién que describa la presion del medio. Resumiendo, la Actstica
tiene como propésito fundamental encontrar una ecuacién de estado de la forma

p :p(l‘17x27 e 7-rn)-

donde las = pueden ser cualquier variable asociada al estado del sistema. Lo mas comun al introducir el tema de ondas
acusticas es plantear la busqueda de una ecuacién de estado que relacione las variables de campo densidad, entropia especifica,
presion y velocidad como funciones del tiempo. El estado ambiente (sin perturbaciones) normalmente es descrito por las
variables (po, po, o), mientras que el sistema perturbado est4 descrito por las variables

p=po+p  p=po+yp (86)
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Se toma como punto de partida dos resultados primitivos: la ecuacion de conservacion de la masa y la ecuacion de Euler
para fluidos ®. Estas y los teoremas de compresibilidad son las relaciones materiales basicas para construir la Actistica desde
principios basicos. Aqui sélamente se presentara la construccion general del tema, refiriendo al le€tor con mayor interés a
la literatura apropiada.

Al respeo sdlo queda un punto que evidenciar. Para la mayoria de los casos basta hacer una aproximacién lineal a
la presién en funcion de las demds variables, llamada aproximacion acistica. Esta expansion es bastante buena en la praxis,
pero no es una teoria universalmente valida. El resultado de hacer esta aproximacién son las ecuaciones aciisticas lineales

4 o
E"ﬁ‘pov-v =0 (87)
ov ,
POE——VP (88)
Ip
;2 2 _ [ ZF
veed o= (%) (59)

ademis del requisito termodindmico de que c?

sea siempre positiva, donde U es la velocidad local del fluido, ¢ es la velocidad
de la onday p densidad de masa del fluido en reposo. De las ecuaciones anteriores se obtiene finalmente la ecxacion de onda

acistica

9 1 6%

La anterior deduccién surge de la aplicacion de elementos de mecanica de fluidos en un marco puramente Newtoniano (de
hecho, el mismo Newton aportaba ampliamante al tema cuando no estaba ocupado tirdindose frutos prohibidos sobre la
cabeza para encontrar teorfas mas ambiciosas). Hasta ahora los conceptos principales de la dindmica del fluido actstico se
han basado en el concepto de fuerzas (disfrazadas como presiones) y velocidades. Una formulacién alternativa es mediante
el uso de la teoria del potencial (estudio de funciones arménicas), donde en lugar de trabajar con cantidades veGoriales el
elemento a analizar es un escalar conocido como el potencial de velocidad. Sia la ecuacién de Euler le aplicamos el operador
rotacional

VX(p—erﬁ-V)U:VX(pr) (91)

de la relacién general V x V = 0 se obtiene

%(vm):o. (92)

—

Como las ondas actsticas son de compresién (longitudinales), V x v(0) = 0, y entonces para 7,

BL)
_*: CD = — _—
7=V P=—pg (93)

lo cual resulta de linealizar la ecuacién de Euler, ec. (91). Utilizando nuevamente la ecuacién de continuidad se obtiene una
segunda ecuacién de onda,
1 6%®
Ve - —— =0. 9

6 La ecuacién que describe los esfuerzos en un fluido viscoso es la ecuacion de Navier-Stokes. Si la viscosidad es cero, se
obtiene la ecuacién de Euler, i.e. el uso de la ecuacién de Euler es una simplificacién que es aplicable a fluidos con efectos de
viscosidad despreciables.
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El potencial actistico es una cantidad que no tiene una interpretacén fisica directa 7, pero que en ocasiones es matemarica-
mente mas simple de manipular que trabajar con un campo vectorial como el de velocidades.

Ya que se tiene la ecuacion diferencial que describe al sistema, la solucién del problema dependerd de las condiciones a
la frontera que se impongan. En general, para una ecuacion de segundo grado la solucién esta determinada completamente
por dos condiciones, que pueden ser dos valores de la funcién, de su derivada o una de cada tipo para dos puntos del
espacio/tiempo. Si se especifican dos valores de la funcién estas se llaman condiciones a la frontera de Dirichlet. Si se especifican
dos valores de la derivada de la funcién estos se conocen como condiciones a la frontera de Neuwmann.

Una solucién particular es la ecuacion de onda plana. Para encontrar las soluciones es necesario definir un ve&tor de
propagacién 7. Las condiciones a la frontera en este caso son de Dirichlet, y se plantean estableciendo que el potencial es
constante para cualquier plano perpendicular a 7. Si tomamos un sistema de referencia ortrogonal con uno de los vectores
paralelo a 77, un punto en el espacio se define por medio de la transformacion

(‘r’ y? z) :> (87 Y7 Z)7

donde s es la componente a lo largo de 77, Y y Z son las componentes de los vectores que generan el plano perpendicular a
la normal, el plano tangente. Esta rotacion de los ejes de referencia es vélida siempre y cuando se esté tratando un espacio
isotrépico. Entonces, la ecuacién de onda, en ambas representaciones, se reduce a

0 1 0% Pp 1%
o cor ) a2 dor (58)
que puede descomponerse en
0o 10 0 10
(%‘za) <$+za>*0‘ (96)
La solucién general estd dada por
p=flt+s/c)+g(t—s/o), (97)

donde f y g son funciones arbitrarias. Las soluciones de ¢/ estan dadas por

U= (pc) "' (f(t+s/c) +g(t —s/c))i.

Las relaciones actsticas fundamentales son entonces

i T
i=Zp J=% T’:p(—ﬁ) : (98)
pe c Pep /g

El factor de proporcionalidad pc es llamado la impedancia caracteristica del medio.

7 ...en el sentido de, por ejemplo, el fisicalismo de Rudolph Carnap que requiere que cualquier cantidad fisica bien definida

deba ser “directamente” medible en el laboratorio. El potencial escalar es un constructo matemético que no es posible medir (en
el sentido fisicalista), y que se construye cuando encontramos una cantidad fisica & que obedece la relacién V X o = 0, donde
V es el operador nabla usual. Aplicando cilculo vectorial cartesiano bésico, es directo demostrar que para cualquier cantidad que
obedezca esta relacién, existe una funcién escalar 6(7) (aunque no tinica; ver la seccién de ele@romagnetismo), tal que 0 = V.
Por lo tanto, aunque el potencial no puede medirse en el laboratorio, se construye de tal forma que su gradiente sea siempre una
cantidad medible. En general, una funcién potencial es una funcién arménica que satisface la ecuacién de Laplace, V26 = 0.
En mecdnica cudntica, es casi una regla que trabajar con campos puede llevar a deducciones erroneas, mientras que trabajar con
potenciales da los resultados correctos. El efecto Aharanov-Bohm es un ejemplo particularmente ilustrativo; ver Greiner, QM:
Special Chapters.
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Impedancia acidstica

La universalidad del concepto de impedancia para cualquier teoria de campo es una de los elementos cruciales de esta
tesis, lo cual ya se habra sospechado a partir de su mencién justamente al final de los primeros capitulos. Como se verd
mis adelante, el simil entre impedancia actstica especifica e impedancia eletromagnética permitird que relaciones vélidas
dentro del marco de la ele¢trodinimica sean traducidos direCtamente al caso actstico. Acerca del concepto de impedancia,
J. A. Stratton dedica en su conocido libro de texto sobre eletromagnetismo una seccion para discutir este tema, sobre la
cual dice, [39]

En nuestro mundo, en el cual todo es variedad, es recomfortante cuando en ocasiones descubrimos rasgos de unidad, y resulta
tentador especular sobre su significancia. Para la mente sin entrenamiento apropiado, un conjunto de pesas vibrantes colgando de
una red de resortes pareceria tener poco en comiin con un siStema de bobinas y condensadores de carga. Sin embargo, el circuito
puede ser diseiado de tal forma que su evolucion y la de las vibraciones del siStema mecdnico puedan ser modeladas por el mismo
conjunto de ecuaciones diferenciales. Entre ambos existe una relacion uno a uno. La corriente reemplaza a la velocidad, y el voltaje
a la fuerza; la masa y la elasticidad del resorte son representadas por la inuctancia y la capacitancia. Pareceria ser que la “realidad
absoluta’, si nos atrevemos a pensar en la posibilidad de algo ast, implica una propiedad inercial de la cual masa e indutancia
sélo son nombres o representaciones.

Cualquiera que sea la significancia filosdfica de estas equivalencias mecdnica, elétrica 6 quimica, los fiisicos han hecho buen
uso de ellas para facilitar sus propias investigaciones. [...] No sélo han sido los métodos sino también los conceptos de circuitos
eléitricos los cuales se han extendido a otras ramas de la Fisica. Sin duda, el concepto mds importante ha sido el de impedancia,
que relaciona voltaje y corriente tanto en amplitud como en fase. ESta idea se ha aplicado en Mecdnica para expresar la razdn
entre fuerza y velocidad, y en Hidrodindmica, sobre todo en AciiStica, para medir la razdn entre la presion y el flujo.

[Traduccién del autor]

Impedancia acistica especifica

En la seccién anterior presenté la ecuacién de segundo grado que describe a un sistema actstico entero, cuando las
suposiciones para la derivacién de la ecuacién son plausibles (fluido no viscoso, aproximacion lineal). La solucién particular
estd determinada por las condiciones a la frontera (de Dirichlet) que se impongan. Una forma de plantear las condiciones
a la frontera es deducir el valor del campo del fluido sobre una superficie.

Definimos a 75 como el ve&tor normal a la superficie S, ¥ es la velocidad local del fluido y Z(t))s es el veGor de
posicién de una particula adyacente a la superficie. Suponemos que la superficie es impenetrable, y entonces la particula
adyacente a un tiempo ¢ los seguird siendo a un tiempo ¢ + 6¢. Para fluidos con viscosidad despreciable y fuera de la capa
de frontera viscosa, el fluido puede desplazarse lateralmente, pero tendrd la misma velocidad normal a la superficie que la
superficie misma, si ésta estd en movimiento. Aqui suponemos la incompresibilidad del fluido, y esto se expresa formalmente
como

Ty =Ty - ils = Un, (99)

con Us la velocidad de la superficie. Si la superficie es estacionaria ¢ - s = 0, y de la ecuacién anterior y las ecuaciones
acusticas lineales se tiene

Tty = Vp-its = 0. (100)

Un primer resultado obtenible a partir del andlisis en la frontera es el de la reflexién y transmisién de ondas. Supong-
amos una superficie rigida plana parametrizada por x = 0, tal que 77, = €, €, el vetor unitario sobre el eje . Imaginemos
una onda plana incidente cuyo vector de velocidad 771 est sobre el plano  — y (i. e. no tiene componente z). La onda es
descrita por las ecuaciones
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p=f(t—c i 7), U= P (101)

Si B es es el angulo que forma el vector de velocidad con el plano, el vector unitario de velocidad puede descomponerse en
las componentes

iy = €ysin 0 — €, cos 0. (102)

Es un hecho empirico que una onda que incide sobre una superficie rigida es reflejada, y entonces la solucién del sistema
estd compuesta por la suma de dos funciones de onda p; y pr, que son la onda incidente y la reflejada. Las condiciones a
la frontera sobre p, Op/dx = 0, resultan en la relacién

pR(SU7y7Z,t) :p1(7x7y7z7t)’ (103)

que es equivalente a @ = ', donde ¢’ es el dngulo entre la onda reflejada y la superficie. Una onda plana que ademds tiene
frecuencia constante tiene ademds una presion total

pr +pr =2 cos(kycos®) f(t —c 'z sind). (104)

Existe un concepto que relaciona de manera mucho mds general las ondas incidente y reflejada, llamado impedancia
acistica espectfica, que inclusive puede extenderse a superficies penetrables (porosas) y no rigidas. La tnica restriccion es la
suposicién que la presion reflejada es una funcion lineal de la presién incidente. Se define la impedancia acustica especifica
como

Zs(w) = pcl(w)) (105)

/N
S
N—
93}
Il

donde p y 0 son las amplitudes complejas de ondas monocromaticas de frecuencia w. La funcién {(w) es un nimero
adimensional que es la razén de la impedancia especifica sobre la impedancia caraleristica Z, = p c.
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Deduccién del efeéto Casimir actstico

The relations of things remain unchanged by whatever syStem. By the word
things is to be under§tood any 0bject of thought, that is, any thought upon which
any other thought is employed, with an apprehension of distinction. The relations
of these remain unchanged; and such is the material of our knowledge.

-On Life, Percy Bysshe Shelley

En el primer capitulo, se menciond al final de la deduccién de la fuerza de Casimir una interpretacion alternativa del
fenémeno la cual propone que la fuerza puede ser considerada como originandose debido a la transmisién de momento
hk /2 asociado a un fotdn virtual en el estado base. Esto significa que al vacio podemos asociarle un campo de radiacién
de fondo cuyo efeto neto es observable a través de la presion que ejerce contra los cuerpos inmersos en él. Larraza et al.
propusieron el siguiente experimento como una analogia a este “campo de fondo": sustituir el campo ele¢tromagnético por
un campo de presién actstica, usando el mismo arreglo de placas paralelas. Las placas se introducen en un contenedor
acustico dentro del cual también se colocan los instrumentos de medicién (balanza analitica) y varios compresores acusticos
que proveen un campo de banda ancha entre dos frecuencias limite. El espectro se supone plano para todas las frecuencias
entre los limites y el campo idealmente es homogeneo e isotrépico.

Teoria del efecto Casimir acistico

Los capitulos 2 y 3 trataron de la forma que toman las ecuaciones fundamentales que describen un campo eleétro-
magnético y acustico, respetivamente. Las ecuaciones de onda eleCtromagnética (13) y actstica (90) tienen exactamente la
misma forma, excepto con una respetiva constante ¢ que representa la velocidad de la onda en el medio. Matematicamente,
las soluciones deben ser equivalentes, la tinica diferencia siendo que para el caso eletromagndtico por tratarse de una onda
transversal, la onda tiene dos polarizaciones (grados de libertad de oscilacién), mientras que para el caso actstico la onda es
longitudinal (en la misma direccién que el vector de propagacién) y solo hay una polarizacién.

Recordamos la ecuacién (54), que es vélida en general para cualquier campo. Se define la intensidad acistica como

I[=Pi=——"pvod 1
U 5PV (106)

donde P es el potencial de velocidad y p la densidad de masa del fluido en reposo. Puede demostrarse (ver [40], [41]) que
la intensidad actstica cumple la ecuacién de continuidad de la energia

o g f= 1
o TV 0, (107)

donde w es la densidad de energia de la onda definida por medio de la densidad Lagrangiana L como
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1 oL
L=—-p(V-V®—px0,?), =0 —+ — L. 108
D) p( pr Oy ®) w r) (9,9) ( )
La intensidad acustica representa entonces el flujo total de energia de la onda. Recordamos que la presién que la onda
ejerce al incidir sobre una superficie estd dada por

21
P =" cos®0, (109)
¢

donde 6 es el angulo de incidencia de la onda con respe&o a la normal de la superficie. Se define ademas la intensidad
espeéral como dI = I,,dw. Si queremos trabajar en el espacio de niimeros de onda |k| = w/c, escribimos

dl = I,dw = Iyd*k = I;2rk?dk, (110)
por lo que
L, dk (el 1
I = — = (=)=, 111
M7 Ank? dw <47r> 2 (111)

La presidn actstica puede entonces escribirse como

P= (%) /COSQQ(E)dedkydkz. (112)

Esta serd la ecuacién basica para encontrar la presion sobre las dos placas del sistema de Larraza. Como la superficie de las

placas es perpendicular al eje z, el coseno del dngulo 6 puede escribirse en término de una onda incidente con vector de
i\

onda k =k, ky, k. como

k
cosf = —2—. (113)
\/ k3 + kg4 k2
La presion es entonces
I k2
pP= (—’“) /—ZQdkzdkydkz. (114)
2 (k2 + k2 + k2)
Cambiando a coordenadas polares e integrando azimutalmente la presion es
/2 ko Ik I
P:Ik/ do sin@cos29/ dk = — (ko — k1) = —. (115)
0 k1 3 ?)C

Esta presion es la ejercida sobre las caras exteriores de las placas. Para calcular la presién interior, debemos tomar en cuenta
las condiciones a la frontera y sustituir la integral sobre k. por una suma,

™ L
ko= 7 =nk,n=012. = ;/deHZ (116)

Usando coordenadas cilindricas, para simplificar la integracién sobre k;, y ky, la presion interior se calcula integrando sobre
toda una esfera de radio k2 y restando la contribucién debida a una esfera con radio k1 (que resulta mas simple que integrar
de kl a /{12),

k2 /ko) k2 —n?k2
n2/ : RAE g k), (117)
0

[
Rn - kSIw —_—
=kl 2 (7 + Ry

[k;/ko) es el maximo entero mayor o igual a k;/k, (i.e. el miximo n que cumple con las condiciones a la frontera). La
presion total sobre las placas es por supuesto la diferencia entre la presién interna y la externa, F = P, — P, que después
de hacer las integrales correspondientes y manipular las expresiones algebrdicamente es
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wl, NZ(N2+1)(2N2+1) Nl(Nl +1)(2N1+1) Zd(kg *k‘l)
F=50 (N2 TN T di T 6thd/E 8n ) (118)

con N; = [k;L/]. Los pardmetros de importancia aqui son las frecuencias limite (representadas por las ks) del espectro de
banda ancha. Al contrario de la fuerza de Casimir eleGtromagnética que es siempre atrattiva, la actstica puede ser atractiva
o repulsiva, seglin se escojan los cortes. Cuando en la ecuacién (7118) k1 — 0, ko — o0,

. ml,
ko — o0

Entonces, cuando las frecuencias limite son las mismas que el “campo de fondo” de la energia del punto cero, la fuerza
también es siempre atraltiva. Que la fuerza sea inversamente proporcional a la separacién de las placas y no a la cuarta
potencia es consecuencia de la diferencia en las polarizaciones.
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Materiales reales

Las cosas cambian cuando el material del que estan hechas las placas no es un refletor perfeGto. Esto no necesariamente
significa que el material es absorbente, sino que quiza parte de la energia se pierde parcialmente en una onda transmitida,
si el ancho de la placa es finito. El problema es escencialmente el mismo que para el Casimir EM: es imposible realizar la
suma directa sobre los modos al no poderse, en general, especificar condiciones a la frontera de Dirichlet. De nuevo se usa
el método de las funciones de Green para encontrar los eigenvalores del sistema y asi poder realizar la suma/integral.

Primero, recordamos la ecuacién fundamental para el potencial actstico, ec. (94). Si suponemos soluciones arménicas,
ésta se reduce a la ecuacién de Helmholtz,

2
687? = k2. (120)

Por definicién, k2 son los eigenvalores del operador 92. Sea ¢, la eigenfuncién corrrespondiente al eigenvalor Ap,. De las
expresiones para la velocidad local del fluido y la presién en términos del potencial actstico, ec. (93), la componente normal
del tensor de esfuerzo correspondiente al n-ésimo eigenvalor se escribe como, [42],

odn\?
Wy, = g [(7> + qu)nz

Sumando sobre todas las n e integrando sobre todos los valores de k2 se encuentra la componente normal total, tomando
en cuenta que s6lo los eigenmodos contribuyen a w,

. (121)

w= /d(ki) > 6(k2 = An)wn. (122)

Usando la siguiente identidad (ver [31])

1

T wiah = whe ind (k2 — \y) (123)
z z

con k,+ = lim,_o k‘f + in la ecuacién (122) se reescribe como

w= f%/d(kg) Im [Z ﬁwn} . (124)

n

El término entre los paréntesis cuadrados corresponde a la representacion espectral de la funcién de Green del sistema y de
su derivada, expandidas en términos de las eigenfunciones del operador de Helmholtz £ = V2 + k? (ver [43])

1
Gr(z,2) +0°Gr(z,7) = Z U (125)
2t~ \n

n

Asi, finalmente puede identificarse como la densidad de modos actstica del sistema Dkz la expresion
1 ! 2 !/
Djz = ——Im [G(z,2') + 92G(z,2")] (126)
E T
La funcién de Green total debe estar compuesta por dos términos, G, debido al campo de presion y otro G, debido al
campo de velocidades. Ambas funciones son deducibles del mismo campo de potencial por medio de las ecuaciones acusticas
fundamentales, ecuacién (93). Esto se observa explicitamente en la ecuacién (121). Entonces, la densidad de estados total

€s

Dy = —%Im Gy (2,2) + G2, 2)]. (127)
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Esto es completamente analogo al caso ele@tromagnético donde la densidad de estados es la suma de la funcién de Green
eléétrica mas la funcién de Green magnética, [32]. En los dos casos ambas funciones son funciones de un mismo potencial
escalar y relacionadas por ecuaciones constitutivas. Por lo tanto, sélo se requiere construir una de las funciones, y la otra es
expresable en términos de ésta. La funcidn de Green para el potencial de velocidades puede encontrarse de forma explicita
facilmente usando la definicién estdndar

P (2<)P>(25)
w

donde W es el Wronskiano. Las soluciones particulares ® consistentes con las condiciones a la frontera (en términos de los

Gi2(z,2) =
coeficientes de refle&tividad) estan dadas por

CI)<(Z) — efikzz + ,r,leik:zz
B (2) = etk=(GmL) | pyemika(z-L) (128)

con z<, z> el mayor y menor de z y 2’ respeftivamente. Sustituyendo la ecuacién (7128) en la ecuacién (126) obtenemos
una expresion para la densidad de estados

1 1 /ikzL
b1 = g [ L]

2k, 1 — ryrqetk:=L

Esta densidad fue elaborada para integracién dentro del espacio kg, sin embargo como se verd mas adelante es de interés la

densidad para el espacio k.. Esta se obtiene ficilmente a partir de la densidad par k,> como

D, = Dr.d(k;2) = 2k. Dy, (129)
por lo que la densidad buscada es
1 1+ ryrgeth=L
Dy, = —Re | —12¢ "1
ke 7TR€ {1 — ryroeth=L

Insertamos la densidad de estados en la expresién para la presion total, ec. (117), para obtener

P = 2 [ gt any i, D= (130)
in — in cUWhylhy L, Lt .
Cuando r — 1 (limite de conductores perfectos) la densidad de estados tiende a un peine de Dirac
ko
lim Dy, =—>» 0(k, —nk 131
7.17}.£n_>1 k= = ; (k: —n 0)7 ( 3 )

con ko = /L con lo cual la integral sobre k se convierte en una suma sobre 7 y se recupera el resultado de Larraza.

p, _ kols /dk dk, S " (132)
"o Y (K2 + K2+ n?kg )
Para el caso de refletividades generales, la fuerza unitaria (P;,, — Ppyt) puede generalizarse a una forma particularmente
simple,
Lo, ' k2 1

con £ = (ryryexp (2ik.L))”". Aun cuando la expresion parece simple, los parimetros con los que se pueden jugar son
muchos. Por un lado, 71 y 72 no son constantes en general, sino que pueden ser funciones dependientes de la frecuencia, lo
cual hace para un modelo mucho realista, y a la posibilidad de inclusién de materiales muy generales: materiales absorbentes,
porosos, elasticos, etc. Ademds, mediante el uso del concepto de impedancia, puede inclusive tratarse el caso de medios de
propagacién distintos con propiedades también arbitrarias, como por ejemplo el caso de medios viscoelasticos.
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Reflectividad e impedancia acidstica

La relacién entre el coeficiente de refletividad 7 y la impedancia actstica especifica del medio Z,(w) estd dada por la
ecuacion

_ Zg(w)cosh — pc

"~ Zy(w)cosh + pc’ (154)

0 es el dngulo de incidencia de la onda. La impedancia del medio pc toma el lugar que en el caso eletromagnético realizaba
la impedancia del vacio, mientras que la impedancia especifica es equivalente a las impedancias superficiales. Un vistazo a
la ecuacion anterior y la comparacién con la ecuacién (60) simplemente reafirma lo que se ha dicho constantemente a lo
largo del trabajo: la impedancia es un concepto general que aparece a lo largo y ancho de variadisimas ramas de la Fisica, y
del cual podemos extraer muchos resultados. Asi mismo, la impedancia actstica es una cantidad direGtamente medible.

El papel de las frecuencias limite del ancho de banda

Uno de los efectos mads interesantes de este modelo se ve al manipular las frecuencias limite del ruido de banda ancha.
Para hacer un simil totalmente equivalente al efeto Casimir EM, seria imperativo que las frecuencias limite fueran 0 é
oo: la energia del punto cero del vacio funciona como un campo de radiacién de fondo con una frecuencia de corte
infinita. Por supuesto, en el caso actstico alcanzar ambos limites es imposible, lo cual marca una diferencia importante. Mas
adelante se propone que para el caso ele@tromagnético si es posible manipular la frecuencia limite més baja, w2, metiendo las
placas dentro de una cavidad resonante lo cual introduce un limite en la cota méxima de las longitudes de onda admitidas
(que es inversamente proporcinal a la frecuencia). De hecho, la mayoria de los esquemas de normalizacién incluyen un
procedimiento asi, ver por ejemplo, [27]. El efecto neto de introducir una frecuencia inferior distinta de cero es decrecer la
fuerza sin cambiar su forma como funcién de la distancia, lo cual introduce una posible técnica para manipular las fuerzas
de Casimir, y como se mencioné anteriormente, esto podria resultar de sumo interés tecnoldgico en un futuro préximo.

También se estudié el caso en que la frecuencia maxima es finita (cota sobre el minimo de la longitud de onda), el cual
es irrealizable en el caso EM. Cuando esto sucede, se observa que la fuerza puede ser tanto atra&tiva como repulsiva, donde
la fuerza oscila entre valores negativos y positivos conforme se manipula wo. En el estudio de otras fuerzas “tipo Casimir"
se han reportado fuerzas con estas mismas caracteristicas cuando se introducen los equivalentes a estos limites.

El Teorema de Proximidad

Uno de los puntos de mayor controversia respecto a los experimentos de fuerzas de Casimir es en relacién con las
incertidumbres reportadas es la aplicacion del llamado Teorema de Proximidad & Aproximacion de Derjaguin, [44], la cual
dice que

“la fuerza entre dos superficies suaves como funcion de la distancia entre ellas es proporcional
al potencial de interaccion € por unidad de drea, donde el factor de proporcionalidad es 2 por el
reciproco de la raiz cuadrada de la cuadratura Gaussiana de la funcion de separacion en el punto
mds cercano entre las superficies.”

La mayoria de los experimentos realizados hasta la fecha que miden la fuerza de Casimir lo hacen entre una esfera y una
placa, y no entre dos placas, por lo cual es necesario hacer la comparacién tedrica aplicando el teorema de proximidad. Este
arreglo es usado debido a la dificultad de mantener dos planos perfeCtamente paralelos a las escalas usadas (micrémetros y
menores), mientras que para la placa/esfera inicamente es necesario conocer la distancia de méximo acercamiento. Varios
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autores han sefialado la necesidad de estudiar este punto més a fondo antes de declarar incertidumbres del orden del 1 por
ciento, como actualmente se reportan en algunos trabajos.

La diferencia de escalas entre el efeCto Casimir Actstico y el caso eletromagnético hace posible que en el primero
si sea posible realizar los experimentos con placas paralelas, como lo mostré Larraza. El experimento actstico puede llevarse
a cabo entre una esfera y una placa 6 entre dos placas con la misma facilidad, pudiendose comparar los dos casos y arrojando
luz sobre el rango de validez del Teorema de Proximidad. La energia libre por unidad de drea en el caso acustico se obtiene
de la generalizacién de los resultados anteriores simplemente como (ver Apéndice A)

L, k. ;
= W/dkzdkydkz il [In(1 — ryrae®™==1)] . (135)
La fuerza por unidad de 4rea entre esfera y plano es entonces
]w z i
Fsp = Q—f dkydkydk, %Re [ln(l — rlrgez‘kzzL)] . (156)
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Exploraciones numeéricas

Now does my project gather to a head
My charms crack not, my spirits obey, and time
Goes upright with his carriage. How’s the day?

-The Tempest, Act V.1 , William Shakespeare

La motivacién inicial de este trabajo fue examinar cuidadosamente el articulo de Larraza. Por ejemplo, dado que
en éste se suponen materiales refletores perfeGtos, se procedid a analizar el mismo sistema pero usando datos reales para
calcular la refletividad del Aluminio del cual estaban formadas las placas en el experimento de Larraza. Para esto se grafic el
coeficiente de refletividad del aluminio como funcién del dngulo de incidencia, y se supuso que en el rango de frecuencias
usado la refletividad no depende fuertemente de la frecuencia. Se tomaron los valores pc = 429N /s - m? para aire a 1
atm y 0 grados C, Z4; = 1.7 x 10°N/s - m3. La siguiente figura presenta el resultado.

Reflectividad del Al

0.99995 |

0.9999 ¢

0.99985 ¢

0.9998 ¢

1(6)

0.99975 ¢

0.9997 ¢

0.99965

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5

Puede observarse que aunque la refle@tividad no es constante, difiere de la unidad en menos de una milésima parte en
el intervalo de 0 a 77/2 radianes. Al calcular la fuerza de Casimir usando esta refletividad, no hay una diferencia significativa
entre este caso, y el ideal de Larraza, por lo que se concluye que la aproximacién es apropiada.
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Otros materiales

Usando las deducciones del capitulo anterior se calculé la fuerza de Casimir actstica para el sistema de placas paralelas
de Larraza suponiendo que estaban compuestas de materiales con refletividades significativamente més bajas, utilizando
simulaciones en FORTRAN . Se supuso que la refle&tividad era constante, es decir, no dependiente de la frecuencia, 6 del

angulo de incidencia.

Los resultados para refletividades 1 = 0.7,0.5 se muestran en la siguiente figura, comparadas con la fuerza para

un refleGtor perfeto (r=1). Se supuso el mismo ancho de banda de frecuencias utilizado por Larraza et al. , dw =

[bkHz,15kHz].

40
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20 ‘I L
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i ! i i i L i i
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distancia (m)

El efecto de disminuir la refletividad es reducir la magnitud de la fuerza, pero manteniendo la forma general de la fuerza
como funcién de la distancia. Las oscilaciones entre zonas donde la fuerza es repulsiva y atra&tiva es muy cara&eristica de las
fuerzas tipo Casimir, excepto en el caso eleCtromagnético. La aparicién de zonas donde la fuerza se vuelve repulsiva contrasta
con el efecto ele@tromagnético, para el cual la fuerza es siempre atra&tiva. Esto se debe a la finitud del ancho de banda; la
grafica de la fuerza se suaviza al hace el limite superior de dw cada vez mas grande, y en el limite las oscilaciones desaparecen
y se observa una fuerza siempre atractiva. Jugando con el limite superior pueden manipularse las zonas atra&tivas/repulsivas,
mientras que si se aumenta el limite inferior el resultado es disminuir la fuerza.

En el Casimir EM, resulta imposible manipular la frecuencia superior del “ancho de banda" del espectro, pero hay una
forma bastante simple de manipular el limite inferior. Recordando que

(137)

obtenemos un limite inferior sobre la frecuencia si podemos lograr que k alcance un valor maximo finito. Si el sistema de
placas paralelas se inserta en medio de otras dos placas paralelas como se muestra en la siguiente figura
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Para el sistema original, & < L', y por lo tanto se tiene que para la frecuencia, w > ¢/L. Recordemos que en la
introduccién se mencioné la importancia a¢tual de las investigaciones dirigidas a la manipulacién de las fuerzas parasitarias
de Casimir en MEMs. Un arreglo de este tipo podria utilizarse para atenuar los posibles efectos de fuerzas que colapsaran
un MEM.

El Teorema de Proximidad

También se calculd la fuerza para un refleCtor perfecto y se comparé con la fuerza calculada usando el teorema de
proximidad. La siguiente figura presenta los datos obtenidos.

30 _
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Puede observarse que la aproximacion es bastante buena para distancias menores a 1 cm, y que inclusive la grifica de
la fuerza aproximada mantiene la forma general de la fuerza calculada exatamente, incluyendo los cambios de signo. Sin
embargo, tampoco puede decirse que los resultados son extremadamente precisos, por lo que podemos concluir que, por lo
menos en el caso actsico, serfa incorreto comparar la fuerza medida entre una placa y un plano con la fuerza tedrica entre
dos placas.

La versatilidad del método de impedancias generalizadas se puso a prueba en el cilculo de un caso de interés practico,
al calcularse la fuerza entre una placa (r = 1) y una interfase agua/aire (pressure release surface, 7 = —1) donde se encontrd
una fuerza siempre atractiva. Esto se nota inmediatamente analizando la ecuacién (7133) con i1y = —1,

1, k2 1

El primer término entre paréntesis es siempre positivo. El segundo término puede manipularse para obtener

1 1 4
T 5 3 tan kL), (139)
por lo que la parte real de la integral es estri¢tamente positiva, que con el signo negativo exterior da el resultado antes
mencionado, una fuerza siempre atractiva para cualquier valor de las frecuencias limite del ancho de banda.

Conclusiones

La aparicion de las oscilaciones en el cambio de signo que se observan en las figuras anteriores es tipica de todos los
efectos tipo Casimir (e.g. el efe¢to Casimir ele&trénico), menos, irénicamente, del efe¢to Casimir original. Ya se dijo que las
oscilaciones aparecen cuando el limite inferior de las frecuencias es distinta de cero, pero que en el efeto EM es imposible
cambiar el limite inferior de las frecuencias. Aunque se propone el sistema de dos placas exteriores a las dos placas originales
para disminuir la fuerza, sucede algo desafortunado. Es ahora bien sabido, como lo verificé experimentalmente Capasso
en el parcialmente fallido experimento de los HSMs, que las mayores contribuciones a la fuerza de Casimir vienen de las
regiones de baja frecuencia del espe@ro del “campo de radiacion de fondo”. Entonces, la idea de las placas externas podria
funcionar sélo de manera parcial.

En cuanto al Teorema de Proximidad, la verificacién experimental atin no se ha llevado a cabo, aunque el estudio teérico
del problema si, pero parcialmente: he reiterado que la fuerza de Casimir es sumamante susceptible al arreglo geométrico
del sistema y que en general resulta imposible preveer como una variacién geométrica sobre el sistema influenciaria los
resultados. Se observé que por lo menos en el caso actstico, las variaciones resultan bastante sustanciales, y eso en el caso
ideal. AGtualmente los experimentos en el Casimir EM de mayor precision se llevan a cabo entre placas y esferas, y se reportan
incertidumbres menores al 1%. Ha surgido un amplio debate sobre si estas desviaciones son auténticas precisamente porque
hasta ahora nunca se han logrado realizar experimentos entre placas paralelas con desviaciones menores al 15%, y por lo
tanto la comparacion entre placa/placay esfera/placa, por lo menos experimentalmente, no existe. Por lo tanto, la realizacién
del experimento actstico propuesto podria resultar sumamente relevante.

Para finalizar, menciono que a partir de un articulo que aparecié antes del nuestro en JASA, se ha planteado la posibil-
idad de otro tipo de efe¢to Casimir acustico, debido a la interacciones de fonones en los cuerpos materiales [45].
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Apéndice A: demostracion geométrica del
Teorema de Proximidad

Se presenta aqui una demostracién simple del teorema. Para ello considerese un sistema como el de la siguiente figura,
formado por dos esferas de radio R y Ry separadas en su punto mds préximo por una distancia L y tal que Ry, Ry >> L.

Suponemos que la fuerza total entre las esferas depende del area de contalto entre ellas, y que dada un 4rea total A;
para la esfera 1, la fuerza por unidad de 4rea para la segunda esfera depende tnicamente de la distancia entre ellas, tal que

dF
()] (140)

La siguiente figura esquematiza la geometria.
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(ZQ £

Del diagrama se observa que, utilizando el teorema de Pitagoras,

-

dA,

RI=7r?+ (R, —21)> =7+ R} — 2Rz + 3. (141)

Ahora bien, como estamos suponiendo que localmente la superficie semeja a un plano, esto se traduce en que z; = 0, y por
lo tanto de (141), a primer orden se tiene que

7"2 = 2R121,
7‘2 = 2R222, (142)

donde la segunda ecuacidn surge en completa analogia con la primera puesto que las suposiciones para la segunda esfera son
las mismas. Entonces, z & L + 312 (R 4 Ry1). El elemento de 4rea sobre la esfera se puede aproximar como

dA = 2nr dr = 2n(R7 + Ry "V dz = 27 Ml (143)
Ri+ Ry

Aplicando esta aproximacién,

B R1R2 R1R2
F=2r (m>/ f(z)dz=2r (R +R2)u(H), (144)

con u(L) siendo la energfa de interaccién por unidad de drea. La fuerza entre una esfera de radio R y un plano (R — o0)
es entonces

F(L) = 2rR u(L). (145)

donde & es la energia libre del sistema y R es el radio de la esfera, resultado que es vélido si L/R << 1, aunque ain no
existe un resultado definitivo sobre que tan grande tiene que ser la razén L/ R para que la aproximacién arroje resultados
correctos.

# Luis Reyes Galindo #



# El Efe¢to Casimir’ Actstico para Materiales Reales & 39

Apéndice B: programa para calcular la fuerza de
Casimir acustica entre dos placas paralelas

Para compilar el cédigo se utilizé6 Absoft FORTRAN9O0 para Mac OSX 10.3, con las librerias IMSL adicionales.

module VARIABLE

INTEGER IRULE, caso

REAL*8: :A, B, ERRABS, ERREST, ERREL
REAL*8:a0, af,dela, pi, RESULT, 1
Integer::n,nl, tol

end module variable

program acoustic

use variable

implicit none

REAL*8: :X,Y

EXTERNAL F, G, dtwoqd

pi=3.1415925d0

A=90.0001000d0

B=390.d0

open (unit=30, file="fuerza.dat",6 status="unknown")

ERRABS=0.000000d0
ERREL=0.00001000d0
IRULE=6

a0=.01

af=1.

dela=.01

do 1=a0,af,dela

write(*,*) 1

CALL dtwodq(F,A,B,G,H, ERRABS, ERREL, IRULE, RESULT, ERREST)
write (30, *) 1,RESULT

end do

END
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FUNCTION F (X, Y)

use variable

implicit none
complex*8::kz,ii,xsi
real*8::F,X,¥Y,rl, r2
rl=.8d0

r2=.8d0

ii=cmplx (0.d0,1.d0)

kz=SQRT (X**2-y**2)
xsi=rl*r2*exp(ii*2.d0*kz*L)
F=real (Y*kz/ ((X**3) * (xsi-1.d0)))
RETURN

END

REAL FUNCTION G (X)
REAL*8 X

G=.01d0

RETURN

END

REAL FUNCTION H (X)
REAL*8 X

H=10.d0

RETURN

END

# Luis Reyes Galindo #



# El Efecto Casimir Acustico para Materiales Reales # 41

Apéndice C: relacion entre la funcion de Green

y la densidad de estados

Para un sistema con un Hamiltoniano H bien definido, tal que %, son sus eigenfunciones normalizadas con eigenvalores
correspondientes E,,, se define la densidad de estados como, [46]

D(E)=Y 6(E—Ey). (146)

m

La densidad de estados proyectada sobre un estado particular |0¢) (6 densidad de estados local) se define de la manera usual,

no(E) = 3 (I{oolvm) 8§ (B — En)) - (147

m

La funcién de Green retardada se define como

1

CEH9= g

(148)
A la energia E se le suma una cantidad infinitesimal imaginaria 7€ para mantener el principio de causalidad. El niimero
€ es estriCtamente positivo, lo cual significa que al definir el infinitesimal se esta haciendo uso implicito del limite “por la
izquierda”

1
G(E) = lim ——. 149
B) = v (249)
tomando el papel usual de la funcién escalén en la definicién de la funcién de Green. Para encontrar la relacién entre las
funciones de Green y la densidad de estados, considérese el elemento diagonal de matriz

Goo(E) = (00|G(E)o0)

Dado que suponemos que las 1)1 forman una base completa ortogonal, usamos el operador identidad 1 = Y |1 (¥ |,
e insertandolo en la ecuacién anterior se llega a

GoolE) = 3 ool i G B o0) = 3ol Wbl gr——rloo)

H

m m

1
= looltm)I* Eiic E. (150)

m

E—FE,)—ie
= 3 ool S

m

# Luis Reyes Galindo #



# El Efecto Casimir Acustico para Materiales Reales #

Ahora, hacemos uso de la siguiente identidad para la funcién delta, [46],

1 . €
OE = Bm) = ;ELH& (E—Epn)?+¢€¥’

por lo que

no(E) = f%m (Goo(E)] .

A su vez, es dire€to demostrar que la densidad de estados total corresponde a la traza de la matriz, ya que

D(E) =Y nm(E) = —%ImTrG(E)

42

(151)

(152)

(153)

Para encontra las fuerzas de Casimir, primero debe calcularse una suma del tipo Eiotq1 = D ,,, Em, donde m son todos los
eigenvalores admisibles al sistema. Esta suma pude a su vez expresarse como una integral del tipo Eyotq; = f D(E)dE. Por
lo tanto, si se conoce la funcidon de Green del sistema, se tiene una férmula para realizar la suma mediante integrales. Si por
otro lado se puede construir la funcién de Green para un sistema, aun cuando no se puedan definir los modos dire€tamente,

se puede usar esta formula para hacer la integral.
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& Ete trabajo fue escrito, evidentemente en una Mac, usando plain IgX con el paquete de macros adicionales E-plain. (g
fuente usada en el texto es (Adobe Garamond Pro, en su version Open Type, convertida a métricas de T&X usando el programa
otf2tfm. La fuente de las ecuaciones es la Computer CModern, original de “Donald Knuth. Ningtin fotén virtual fue lastimado

0 perjudicado durante la escritura de eSte texto, segiin los estandares de la Asociacion Interamericana para la Proteccidn de
Particulas Epistemoldgicamente Infundadas. &3
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