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Introduccion

El problema de extension de funciones en topologia es importante y apa-
rece frecuentemente. En general éste es el siguiente.

Dados dos espacios topolégicos X y Y y una funcién continua
f: A — Y donde A es un subespacio cerrado de X, encontrar
una extensién continua de f a una vecindad (abierta) U de A.

Un caso de particular importancia observado por K. Borsuk es cuando Y = A
y f = Id. En este caso, si existe una extension de f a una vecindad U de A,
diremos que A es un retracto de vecindad de X; a la extension r : U — A de
f se le llama retraccion. Si ademés U = X, A se dice simplemente retracto
de X.

Un espacio Y en una clase débilmente hereditaria de espacios K es un
retracto absoluto para dicha clase (Y € AR(K)), si cada vez que Y aparece
como un subespacio cerrado de un espacio X € K, Y es retracto de X. En
general, un espacio Y es un extensor absoluto para la clase K (Y € AE(K))
si cada funcién continua f: A — Y, de un subespacio cerrado A de X € K,
posee una extension continua a todo X. Claramente, si Y € Ly Y es un
extensor absoluto para la clase K, entonces es un retracto absoluto para K.

Resulta que para un nimero importante de clases de espacios (débilmen-
te hereditarias), el concepto de retracto absoluto coincide con el de extensor
absoluto, esto es, la proposicién: Y € AR(K) implica Y € AE(K), también
es cierta. Un método para probar esta proposicion consiste en encajar al es-
pacio Y en un extensor absoluto como un subespacio cerrado. En topologia
general existen varios teoremas de encaje que tienen como espacio ambiente
precisamente a extensores absolutos.
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En este trabajo revisaremos algunos de esos resultados agregando la
hipétesis adicional de que los espacios cuenten con un grupo topolégico de
transformaciones (fijo). Obtendremos entonces, encajes que respeten la ac-
ci6n inducida por dicho grupo (equivariantes).

Recordemos que un grupo de transformaciones en un conjunto X, es un
grupo G junto con un homomorfismo de grupos © : G — Sx, donde Sy es
el grupo de permutaciones de X en si mismo. Para el caso en que X es un
espacio topoldgico, fijaremos nuestra atencién en el subgrupo Homeo(X) de
Sx compuesto de todos los autohomeomorfismos de X y nos restringiremos
a homomorfismos G — Homeo(X). Si G estd provisto de una topologia de
modo tal que G sea un grupo topoldgico (multiplicacién e inversién conti-
nuas), y dotamos a Homeo(X) de la topologia compacto-abierta, podemos,
en principio, considerar homomorfismos continuos. Sin embargo, cuando X
no es compacto de Hausdorff, Homeo(X) no necesariamente resulta un grupo
topoldgico con la topologia compacto-abierta. No obstante, © es equivalente
a una funcién (llamada accién) 6 : G x X — X, (g,x) — gz que satisface las
condiciones

ex=z y g(hz)=(gh)z

para toda z € X y todos g,h € G, donde e € G es el neutro. Pedimos
entonces la continuidad de 6 para referirnos al grupo topoldgico de transfor-
maciones (G, X, 0). En este caso diremos que X es un G-espacio. A lo largo
del trabajo, mantendremos al grupo G fijo.

Una funcién continua entre G-espacios que conmuta con la accién del gru-
po es llamada equivariante. Es posible entonces, considerar la nocion equiva-
riante de retractos y extensores para una clase KE de G-espacios en K.

Presentamos asi las versiones equivariantes de famosos teoremas de en-
cajes en G-extensores absolutos. Por ejemplo, el encaje isométrico de Ku-
ratowski-Wojdyslawski y el de Tychonoff . Enunciamos también versiones
equivariantes del Teorema de Extension de J. Dugundji y otros teoremas
equivariantes sobre extensores absolutos con la finalidad de mostrar la equi-
valencia entre G-extensores y G-retractos, tanto absolutos como de vecindad,
para las clases de G-espacios métricos, compactos de Hausdorff, compactos
métricos y p-paracompactos.
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La fuente de los resultados principales de este trabajo es el articulo de
S. Antonyan [5]. La estructura de la tesis es como sigue:

En el Capitulo 1 se presentan las definiciones de grupo topolégico, grupo
topoldgico de transformaciones y las nociones basicas de la Teoria de Retrac-
tos. También se discuten algunas propiedades de los espacios de Tychonoff
y de los espacios p-paracompactos. Ademas, recordamos algunos hechos de
topologia general que se usan a lo largo del texto sin referencia explicita. Una
revisién detallada de los grupos de transformaciones continuos se encuentra
en los apuntes de S. de Neymet [13]. Una exposicion de la Teorfa de Retractos
se encuentra por ejemplo, en la monografia de S-T. Hu [9].

El Capitulo 2 trata algunas propiedades de topologia general relativas al
campo de las acciones continuas, como las métricas, los limites inversos y
separacién de puntos en G-espacios. También se aborda el tema de accio-
nes en espacios de funciones de GG-espacios y subespacios importantes como
las funciones G-uniformes. Esto tltimo siguiendo el enfoque presentado por
J. de Vries en [16].

En el Capitulo 3 se encuentran los encajes equivariantes anunciados para
espacios metrizables (bajo una métrica invariante), espacios de Tychonoff y
espacios p-paracompactos. En la primera seccién se dan tres encajes isométri-
cos. El primero de ellos es una version equivariante del Teorema de Encaje
de Kuratowski-Wojdyslawski (Teorema 1.4.8); los otros dos resultados tie-
nen como espacios ambiente G-espacios lineales normados. Estos resultados
requieren la existencia de una métrica invariante que se garantiza, por ejem-
plo, cuando el grupo actuante es compacto. El Teorema 3.2.1 en la segunda
seccién representa una version equivariante del famoso Teorema de Encaje
de Tychonoff (Teorema 1.3.6). En la prueba de este Teorema se usa el hecho
(debido a L. S. Pontrjagin) de que podemos aproximar grupos compactos con
grupos compactos de Lie y por tanto acotar el estudio de acciones de gru-
pos compactos al de grupos compactos de Lie (Corolario 2.5.4). Observamos
también que este teorema nos da una compactacion equivariante del mismo
peso para un espacio dado (Corolario 3.2.2). Finalmente, el encaje presenta-
do para espacios p-paracompactos usa como espacio ambiente el producto de
un espacio obtenido en la primera seccién y uno de la segunda seccion.
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Para concretar los resultados, se enuncian en el Capitulo 4 versiones equi-
variantes del Teorema de Extension de Dugundji (Teorema 1.4.9), obtenidas
por Antonyan tanto para grupos compactos de Lie (en [4]), como para grupos
compactos en general (en [1]). Estos, junto con otros resultados debidos tam-
bién a Antonyan, nos permiten finalmente mostrar la equivalencia de las no-
ciones de retracto y extensor absolutos y equivariantes para las clases de espa-
cios métricos, compactos Hausdorff, métricos compactos y p-paracompactos
en la presencia de una accién de un grupo topolégico compacto (Teorema

4.3.4).



Capitulo 1

Nociones preliminares

1.1. Grupos de transformaciones

1.1.1. Grupos topoldgicos

Conjugamos los conceptos fundamentales de grupo y espacio topoldgico
de manera natural para dar lugar a los grupos topoldgicos.

Definicién 1.1.1 Sea G un conjunto con una operacion binaria - y una fami-
lia de subconjuntos T. Un grupo topolégico es una terna (G, -, T) que satisface
las siguientes condiciones:

1. (G,-) es un grupo;
2. (G,T) es un espacio topoldgico;
3. las operaciones de grupo a: G x G — G y 3 : G — G, dadas por
a(g,h)=g-h, B(h)=h""
son continuas.

En adelante, al referirnos a un grupo topolégico, obviaremos la notacién
(G, -, T) y sélo escribiremos GG. Usaremos la letra e para referirnos al elemento
neutro del grupo.

Si tenemos un grupo topoldgico G y definimos la funciéon v: G x G — G
por
(g, h) = gh™ (1.1)

7
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resulta inmediato que 7 es continua. Por otro lado, si G es un grupo con
estructura topoldgica de modo tal que la funcién v definida arriba resulta
continua, y dado que (e,h) = h~! para toda h € G, notamos que si iden-
tificamos a G con {e} x G tenemos que 3 = 7|(}x¢ €s continua y ademds
como (g, B(h)) = gh para cualesquiera g, h € G, la operacién a = y( , 3) es
continua.

Observacion 1.1.2 La condicion 3 de la definicion 1.1.1 es equivalente a la
condicion:

3’ la funcion v: G x G — G ~(g,h) = gh™' es continua.

Ejemplos
Algunos ejemplos conocidos e importantes de grupos topoldgicos son:
1. Cualquier grupo G provisto de la topologia discreta.

2. Los grupos aditivos real y complejo R y C con la topologia inducida
por sus métricas usuales.

3. Los grupos multiplicativos R* = R\{0} y C* = C\{0} con la topologia
heredada de R y C, respectivamente.

4. El grupo de matrices no singulares sobre los reales GL(n,R) dotado de
la topologia heredada de M (n,R) = R™ 0 bien el grupo multiplicativo
GL(n,C) como subespacio de M (n,C).

5. Subgrupos de GL(n,R) y GL(n,C) como:
a) el grupo especial lineal SL(n,R) = {A € GL(n,R)| det(A) = 1}.
b) el grupo ortogonal O(n) = {A € GL(n,R)| AA* =1,}.
c) el grupo especial ortogonal SO(n) = O(n) N SL(n,R).
y los respectivos grupos para GL(n,C):
a) SL(n,C)={A e GL(n,C)| det(A) = 1}.
b) U(n)={A € GL(n,C)|A(A)! = I,}.
c) SU(n)=U(n)NSL(n,C).

6. Un ejemplo interesante dentro de estos es SU(1), en este caso G(n,C) =

C* y A(A)! = ||A]|. De modo que SU(1) = {z € C| ||z]| =1} =S .
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1.1.2. Grupos topoldgicos de transformaciones
Definamos ahora los grupos de transformaciones de un espacio.

Definicién 1.1.3 Sea G un grupo y X un conjunto. Una accién (izquierda)

de G en X es una funcion G x X L x que satisface las condiciones:
(i) O(e,x) =z para toda x € X
(ii) 6(g,0(h,x)) = 0(gh,z) para todos g,h € G y toda v € X

En este caso diremos que G actia sobre X por la izquierda y X es un
G-conjunto o espacio fase. Por comodidad, sustituiremos la expresién 6(g, x)

por gz.

Dada una accién izquierda de G en X, es facil ver que ésta define una
acciéon derecha X x G — G, (v,9) — g 'z. Reciprocamente, toda accién
derecha induce una accién izquierda. En adelante usaremos acciones por la
izquierda simplemente llamandolas acciones.

Definicién 1.1.4 Un grupo topolégico de transformaciones es una terna
(G, X,0) que consta de un grupo topolégico G, un espacio topoldgico X y
una accion continua G x X —— X.

En este caso diremos que X es un G-espacio y obviaremos la accion 6.

Si G es un grupo y X un G-conjunto, consideramos los siguientes conjun-
tos:
a) Pera HC Gy AC X, HA={hae X |he€ H,ae A}. Si A = {z}
escribiremos H(x) y si H = G, nos referimemos a G(z) como la drbita
de x en X. Si H = {h}, cambiaremos HA por hA.

b) Para A C X, G4 = {g € G|gA = A} se llama el estabilizador de A. Si
A = {z} escribiremos G, en vez de Gg.

c) Para H < G (H subgrupo de G), un subconjunto A de X se dice H-
invariante si HA = A o equivalentemente, si a € A, h € H implica
ha € A. Si H = G, llamaremos a A invariante.

d) z € X se llama punto fijo si G = G,, e.d. gr =2 Vg € G.

Sucede que G, < G para toda r € X y si A C X es invariante,
Olgxa : G x A — A es una accién.
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Ejemplos

1. Cualquier grupo topolégico actiia en si mismo (continuamente) de va-
rias formas. Mediante la multiplicacién « (Definicién 1.1.1) o mediante
7 (ecuacion (1.1)).

2. Cualquier grupo discreto GG convierte a todo espacio X en un G-espacio
con la accion trivial, i.e., gr = x para toda g € G, x € X.

3. Si X es un espacio topoldgico y f € Homeo(X) (homeomorfismos de
X en si mismo), entonces el grupo discreto Z actiia en X mediante la
funcién (n,x) — f(z).

4. Sea GG un grupo topoldgico y X un G-espacio. Entonces cualquier ho-
momorfismo continuo ¢ : G' — G, de otro grupo topoldgico G’, induce

., . .y oxIdx 9
una accion continua en X: la composiciéon G’ x X "— G x X — X
es continua y para cada x € X, ¢', h' € G’ se tiene

(¢, 2) = o)z =ex ==z, G(g'h)x = (o(g)o(N))z = ¢(g')(¢(h)z).

5. Las rotaciones del plano forman un grupo de transformaciones conti-
nuas. Si X = C 2 R?2 G =S! < Cy gz es la multiplicacién compleja,
X es claramente un G-espacio. Representamos esta situacién en la Fi-
gura 1.1.

Tomando en cuenta los ejemplos 3 y 5 listados arriba, podemos observar
que los elementos del grupo “mueven” a cada punto del espacio fase y este
movimiento es invertible. Si g € G, la funcién 6, : X — X, 0,(z) = 0(g, x)
satiface, de acuerdo a la definicién de accion,

1. 0.(r) =z, para toda z € X
2. (0,01)(z) = g(hx) = (gh)r = O4,(x), para cualesquieraz € X, g,h € G

es decir, 0. = Idx y 0405, = 0y,. Lo que implica 0,0, = 0, = Idx = 0,10y,
luego 0, es biyectiva. En caso de tener un G-espacio en lugar de un G-
conjunto, la funcién 6, es continua al igual que (0,)~' = 6,-1, de modo que
6, es un elemento en Homeo(X).
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-
y

gx

Gx

\/

dh
N

Figura 1.1: Grupo de transformaciones

Observacién 1.1.5 Dada una accion G x X 2 X y un elemento g € G,
la asignacion

g— 0,
es un homomorfismo de grupos entre G y el grupo de permutaciones de X. En
caso de tener una accion continua, el homomorfismo va de G a Homeo(X).

A dicha asignacién la denotaremos © : G — Homeo(X). En este sentido,
(G, X, 0) es un grupo de transformaciones.

Funciones equivariantes

Una vez definidos los G-espacios, es natural preguntarnos por las funcio-
nes que preservan su estructura, i.e., funciones que conmutan con la accion
del grupo G.
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Definicién 1.1.6 Sean G un grupo topologico y X,Y dos G-espacios. Una
funcion continua f : X — Y se llama equivariante si f(gx) = gf(x) para
todo x € X y todo g € G.

En caso de que Y tenga la accion trivial de G, llamaremos a la funcion
moariante.

Es claro que la funcién identidad Idy : X — X para un G-espacio X
es equivariante y que dadas dos funciones equivariantes f : X — Y, h :
Y — Z entre G-espacios X,Y, Z, su composicion hf : X — Z es también
equivariante, de aqui se obtiene lo siguiente.

Observacién 1.1.7 Sea G un grupo topoldgico. Entonces la clase TOPC de
G-espacios forman, usando a las funciones equivariantes como morfismos,
una subcategoria de TOP (los espacios topoldgicos y funciones continuas).

Dado un grupo topolégico G y un G-espacio X,

1. Si A C X es invariante, habiamos visto que 0|gxa : G X A — A es una
accion, por tanto, A es un G-espacio. Esta es la inica accién que hace
a la inclusion A < X un morfismo de G-espacios.

2. Para todo r € X, tenemos z = ex. Por otro lado, si y € X es tal
que gx = hy € (G(x) N G(y)) para algunos g,h € G, entonces & =
g 'hy € G(y) por lo que G(x) C G(y), andlogamente G(y) C G(z);
luego G(x) = G(y). Asi que dos érbitas en el espacio fase X o bien
son ajenas o coinciden. Tenemos entonces que el conjunto de érbitas
de X forma una particién de este. Denotaremos por X /G al conjunto
{G(x) |z € X} de 6rbitas en X. Tenemos también la funcién canénica
p: X — X/G; asi que podemos dotar a X/G de la topologia cociente
respecto a p, es decir, un subconjunto A C X/G es abierto en esta
topologfa si y sélo si p~1(A) C X es abierto. Al espacio obtenido asf lo
llamaremos espacio de orbitas. Claramente, la acciéon natural de G en
X/G, (g9,Gx) — G(gr) = G(x) resulta trivial. En este caso, p : X —
X/G es un morfismo invariante.



CAPITULO 1. NOCIONES PRELIMINARES 13

1.2. Herramientas de topologia general

1.2.1. Isometrias

Denotaremos por Rt a los niimeros reales no negativos.
Para un espacio métrico (X,d), si xyp € X y € > 0, la bola abierta con
centro en o y radio € serd denotada por Og(zg, €).

Definicién 1.2.1 Sean (X, d), (Y, p) espacios métricos. Una funcion f : X — Y
se llama isometria si para cualesquiera x1,xs € X se satisface

p(f(z1), f(x2)) = d(z1, 22).

Observacién 1.2.2 Sean (X,d) y (Y,p) dos espacios métricos. Entonces
cualquier isometria de X a'Y es un encaje.
Demostracién Sea f: X — Y una isometria, entonces
1. f es continua: Sean € > 0 y xy € X, entonces
v € [THO(f(x0),0) = p(f(z0), f(2)) <e

& d(xg,x) <€
&z € Oy(xg,€)

2. f es inyectiva: claramente si x1,z2 € X son tales que f(x;) = f(z2)
entonces 0 = p(f(x1), f(x2)) = d(z1,22) . 21 = xa.
3. Sig: f(X)— X eslainversa de f, entonces
f(z) € 9™ (Oalwo,€)) & d(wo,(f(2))) <e
& d(zg,x) <€
& p
& f

Por tanto ¢ es continua.
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1.2.2. Redes

Las redes generalizan la nociéon familiar de sucesiones. Para abordar la
definicion de red, es necesario primero tener presente la de conjunto dirigido:

Sea A un conjunto. Tomemos un preorden =< en A, esto es, < es una
relacién binaria de A que satisface

(i) A X X para toda A € A
(il) A1 = Ag, A2 = A3 = A\ < A3 para todos Aq, Az, Ay € A.
El par (A, <) se llama conjunto dirigido por < si
(iii) para todos A, Ag € A, existe A € A con Ay Ay Ay <A
Ejemplos

1. La relacién < de orden usual en N ¢ R resulta ser un orden lineal, por
lo que tanto (N, <) como (R, <) son conjuntos dirigidos.

2. En un espacio topoldgico cualquier base local para un punto dado cons-
tituye un conjunto dirigido si definimos el preorden como: U <X V si
VcU.

Definicién 1.2.3 Sea X un espacio topoldgico y A = (A, <) un conjunto
dirigido. Una red en X es una funcion ¢ : A — X. Al punto ¢(N\) € X se le
denota por xx y a la red por su imagen {x)}ren 0 simplemente {x,}.

En el caso de que A = N (con el orden usual), las redes son precisamente las
sucesiones {z,} de X.

Definicién 1.2.4 Sea {x)} una red en X. Decimos que

1. {x)} converge a x € X si para toda vecindad V de x, existe X € A tal
que xy €V siempre que X' = X. Denotamos esto escribiendo xy — .

2. {x,} tiene a x € X como punto de acumulacion si para toda vecindad
V de x y para toda A € A existe X' = X tal que xy € V.

Como habiamos visto en el ejemplo 2 de conjuntos dirigidos, si I/ es una
base local de vecindades de z € X, (I/,D) es dirigido y toda red {zv }ycp
con la propiedad de que zy € V para cada V' € I/, obviamente converge a x.
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Proposicién 1.2.5 Una funcion f : X — Y entre espacios topologicos es
continua en xog € X si y solo si siempre que una red {x)} en X converge a
xo, la red {f(x\)} converge a f(xg) €Y.

Ver por ejemplo, [6], Cap. X, Teo. 5.1

Cuando el espacio X satisface el primer axioma de numerabilidad, cada
base de vecindades en un punto xy se puede sustituir por una base numerable
decreciente {V,,}. Entonces, toda red convergente a x, contiene una sucesiéon
de la forma {zy, } con zy, € V,, que convergerd a x.

Observaciéon 1.2.6 Si en la Proposicion 1.2.5 pedimos que X sea primero
numerable, es condicion suficiente para la continuidad de f en xq, que dada
una sucesion convergente a xo, la sucesion de imdgenes converja a f(xo).

Otros resultados que usaremos a lo largo del trabajo son

Proposicion 1.2.7 Sea X un espacio topologico. Entonces

1. X es de Hausdoff si y solo si toda red converge a lo mds a un punto
([6], Cap. X, Teo. 3.1).

2. X es compacto si y solo si toda red en X tiene un punto de acumulacion
([6], Cap. XI, Teo. 1.3).

3. SiAC X, entonces x € A siy sélo si existe una red en A convergente
ax ([6], Cap. X, Teo. 4.1).

Observacion 1.2.8 En un espacio numerablemente compacto, toda sucesion
tiene un punto de acumulacion.

1.2.3. Espacios topoldgicos vectoriales

Definicién 1.2.9 Sea (V,+, ) un espacio vectorial (real). Si V' tiene estruc-
tura topoldgica de modo tal que (V,+) es un grupo topolégico y (R, V,+) es un
grupo topologico de transformaciones, diremos que V' es un espacio vectorial
topoldgico.
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En algunas ocasiones llamaremos a V' espacio topologico lineal.

Si tenemos una norma definida en un espacio vectorial V, || - || : V' — R™,
es inmediato que la funcién d : V' x V — R™*, definida por
d(v, w) = [[v —w] (1.2)

determina una métrica para V' y ésta a su vez una topologia para V', resul-
tando un espacio vectorial topolégico. Denotaremos por (V.|| - ||) al espacio
topoldgico lineal normado asi obtenido.

Por ejemplo, el conjunto de funciones continuas y acotadas de un espacio
topolégico X en R, denotado por C*(X), con la suma y la multiplicacién por
escalares definida punto por punto, es claramente un espacio vectorial (sobre
R). Dada f € C*(X), la definicién || f|| = sup{|f(x)|| z € X} tiene sentido y
es facil ver que esta es una norma (llamada del supremo) para C*(X). A la
métrica s inducida por esta norma la llamaremos métrica supremo, ésta es

s:C*(X) x C*(X) = R", s(fi, fo) = 33§{|f1(x> — fa(@)[}-

Recordemos que un subconjuuto A de un espacio vectorial (real) V' es
convexo si para cualesquiera v,w € Ay cada t € [0,1] se tiene que tv +
(1—t)w € A. Si V es un espacio lineal topoldgico, diremos que es localmente
convexo si dada U vecindad de 0 € V, existe U’ C U vecindad convexa de 0.
Es claro que un espacio lineal normado (V|| - ||) es localmente convexo.

Definicién 1.2.10 Sea L un espacio vectorial y A un subconjunto de L. La
envoltura convexa de A, denotada por conv(A), es el conjunto convexo mds
pequeno que contiene a A.

Para dar una descripcién més precisa de conv(A) definamos primero

conv,(A) = {Zkiai lay,...,a, €A, A,...; N, €[0,1] v Z)\izl}
i=1

Proposicién 1.2.11 Sea L un espacio vectorial y A un subconjunto de L,
entonces

conv(A) = U convy, (A)

En particular, si L es espacio topoldgico lineal y A C L es compacto, conv(A)
también lo es.

Ver por ejemplo, [12], Cap. 1, Lema 1.2.2.
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1.2.4. Sistemas inversos

Definicién 1.2.12 Sea C una categoria y (A, <) un conjunto dirigido. Un
sistema inverso X en C es una familia de objetos y morfismos { X, pﬁl, A}

indicados por A que satisface
i) SiA, N €A yX=< XN entonces pﬁl Xy — Xo
i) Para toda A € A, py = Idx,
ii1) Para A\, X', X" € A con N XN <X X', el siguiente diagrama conmuta

)\//
Py

X/\//

1 !
pi\*»/pi

A las funciones {pj\\/ : X — X, A XX} las llamamos enlaces.

Definicién 1.2.13 Sea X = {X\,p),A} un sistema inverso en una cate-
goria C. Un limite inverso para X es un objeto X en C junto con una familia

{pxr: X — X)\}a de morfismos tales que

i) Para \, N € A con X 2 X se tiene que el siguiente diagrama conmuta

X
N\
)\l
Xy e X,

ii) S1Y es otro objeto en C y existe una familia de morfismos {gx : Y — Xy }a
tales que g, = p,\ gy sitempre que A = X', entonces existe un unico mor-

fismo p:Y — X tal que para cada \ € A el diagrama

Y-2>X

N

X\

conmuta.
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Denotamos al limite inverso de un sistema inverso X por lim X.

Proposicién 1.2.14 Dado un sistema inverso X = {Xx,p3, A} en la cate-
goria TOP, el limite (inverso) de este sistema existe y es

lim X = {{aa}a € [[ 20 [ 03 (wx) = s siempre que A < X'}
A

gunto con {px = m\|imx }, las proyecciones del producto [| Xy restringidas a
lim X.

Ver por ejemplo, [11], Cap. 1, pag. 54-55.

1.2.5. Espacios de funciones

El espacio ambiente de varios de los encajes que presentaremos en el
Capitulo 3 son espacios de funciones. Observamos que para un espacio X,
(C*(X), s) es un espacio métrico (s la métrica inducida por la norma supre-
mo). Consideremos ahora el caso general C(X,Y) = Morrop(X,Y’) donde
Y es un espacio no necesariamente metrizable.

Definicién 1.2.15 Sean X,Y espacios topologicos. Sea K C X, U C Y y
[K,U] = {f € C(X,Y) | f(K) C U}. La topologia compacto-abierta para
C(X,Y) es la generada tomando como subbase al conjunto

{{K,U] | K C X es compacto yU C Y es abierto}.

Denotamos a este espacio por C.(X,Y). Para f € C(X,Y) y 2z € X, la
evaluacién (f,z) — f(z) serd denotada por ev. Si z € X es fijo, ev, =

evlo(xy)x(z)-
Proposicion 1.2.16 Sean X,Y espacios topoldgicos. Entonces

a) Cualquier topologia para C(X,Y) que hace continua a la funcion ev es
mas fina que la topologia compacto-abierta. ([13], Anexo B, Prop. 5)

b) Si X el localmente compacto entonces la evaluacion ev : Co(X,Y) X
X =Y es continua. ([6], Cap. XII, Teo. 2.4)

c)ev : (C*(X),s) x X — R es continua. En particular, la topologia
compacto-abierta estd contenida en la inducida por la métrica supremo.
([13], Anexo B, Prop. 6)
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d) Si X es compactoyY es metrizable, digamos bajo d, entonces la métrica
s para C(X,Y') dada por

s(f1, f2) = sup{d(fi(2), f2(2))}

rzeX

hace que C.(X,Y) = (C(X,Y),s). ([13], Anexo B, Prop. 6)

Maés adelante necesitaremos el Teorema de Arzela-Ascoli como criterio de
compacidad para subespacios de C.(X,Y). Recordemos que si (Y,d) es un
espacio métrico y X es uno topolégico, una familia F' C C(X,Y) se dice
equicontinua en xo € X si para cada ¢ > 0 existe U vecindad de x( tal que
para toda f € F, d(f(z), f(z0)) < €, para toda € U. F' es equicontinua en
X si lo es en todos sus puntos.

Teorema 1.2.17 (Arzela-Ascoli) Sea X un espacio topoldgico y (Y, d) un
espacio métrico. Si F' es una familia de C(X, Y)_ equicontinua en X y con
ev,(F) CY compacto para toda x € X, entonces F' C C.(X,Y) es compacto.

Ver por ejemplo, [6], Cap. XII, Teo. 6.4.
Ahora veremos una especie de regreso de este teorema.

Lema 1.2.18 Sean X un espacio topolégico, (Y,d) un espacio métrico y F
un subespacio del espacio C.(X,Y"). Si F' es compacto y la funcién evaluacion
es continua, entonces ' es una familia equicontinua en X.

Demostracion Sean g € X y € > 0.

Para cada f € F, ev(f,70) = f(z0) € Oa(f(20),5). Como ev es continua,
existen Oy C C(X,Y), vecindad de f y V; C X, vecindad de zy (ambas
dependen de f, pues z es fija por ahora) tales que g € Oy y z € V]ﬁ implican

que
€

dg(a). f(a)) < § (1.3
Como {Oy|f € F'} es una cubierta abierta del compacto F', podemos suponer
que {Oy,,0y,,...,0y,} cubre a F para ciertas fi,...,f, € F. Sea V =

ﬂVJﬁi que es abierto en X y contiene a xy. Veamos que V es la vecindad de
equicontinuidad para xzy que se pide en la definicion.
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Sea f € F'yx €V, entonces f € Oy, para alguna j € {1,2,...,n}

y T € Vjﬁj asf que por (1.3) tenemos d(f(x), f;(xz0)) < § y como zy € ngj
también es cierto que d(f(xo), fj(20)) < § por lo tanto

d(f(z), f(xo)) < d(f(z), fi(x0)) + d(fj(z0), f(w0))

< €+E
— — =€
2 2

Por tanto F' es equicontinua en X.
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1.3. Espacios de Tychonoff y espacios p-para-
compactos

1.3.1. Separaciéon de puntos

Discutimos a continuacion la base del Teorema de Encaje de Tychonoff.

Definicién 1.3.1 Sean X un espacio topologico y {Yx}rea una familia de es-
pacios topoldgicos. Diremos que una familia de funciones continuas {fy : X — Y\ }rea
distingue o separa puntos si para cada par de puntos x,y € X distintos, existe

una funcion fy tal que fr(z) # fr(y).
La misma familia separa puntos de conjuntos cerrados si para cada A C

X cerrado y cada x € X\ A, existe una funcion f tal que fr(x) & fr(A).

La familia {f)\ : X — Y)}iea, induce un tnico morfismo de espacios,
llamado funcién diagonal, A : X — ], Ya de modo que el diagrama

X—é>HY/\/

NS

Yy

conmuta para toda A € A. Como A(z), = my(A(x)) = fi(z), resulta claro
que A es inyectiva si y sélo si la familia separa puntos de X. Cuando la
familia {f\} separa puntos de conjuntos cerrados, la diagonal A es abierta si
la vemos como una funcién suprayectiva de X en A(X) (A(X) C [ Y, con
la topologia relativa).

Lema 1.3.2 Sea F' = {f\ : X — Y)}a una familia de funciones continuas
de un espacio X a espacios Yy. Si F' separa puntos de conjuntos cerrados de
X, entonces la correstriccion A 1 X — A(X) de la diagonal A de F, es

un morfismo abierto.

Demostracién Por comodidad denotaremos a A|*(X) simplemente por A.
Sea rg € X y U C X una vecindad (abierta) de xy. Probaremos que existe
un abierto subbésico del producto que contiene a A(xzg) cuya interseccion
con A(X) queda contenida en A(U).
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Como X\U = X\U y zy € U, de la hipdtesis sobre F existe f\, € F
con f,(x0) & foao (X\U) d.e. fa (o) € Yo \foo(X\U) que es abierto de Y.
Sea Vi, = Y3, \ /o, (X\U), entonces (Vy,) = Vi, x [],,, Y es un abierto
subbésico de [[Y\ y como A(zo)r, = fro(®0) € Vi, (Vi) €s vecindad de
A(xzg) en [[ Y. Ahora consideremos

AX)N (V) = {A(x) |z e X, A(x)y, € Vi)

= {A@) 2 € X, fiyln) € B\ (D)}
{A(@) |z € X, fa(2) € Yo \fao(X\U)}

{A(z) |z e X, ze U} =A(U)

N 1N

pues f, es continua si y sélo si fy,(A) C fr,(A) (siy sélo si Yy, \fr(4) C
Yy, \fr (4) ) para todo subconjunto A de X, en este caso para A = X\U.

Por tanto A(xy) € A(X)N(V),) que es abierto en A(X) y A(X)N(V,,) C
A(U) ed., A(U) es vecindad de A(zg) como se afirma.

O

Corolario 1.3.3 Sean X un espacio topologico y F' = {fr : X — Yi}ren una
familia de funciones continuas a espacios Yy. Si F' separa puntos y puntos de
cerrados de X, entonces la diagonal A de F es un encaje de X en [] ., Y.
En particular, si existe un encaje fy € F de X en Yy, la diagonal A es un
encaje.

Si tanto el espacio X como los factores Y son T (para toda ), dos
puntos x,y (distintos) de X hacen que z ¢ {y} = {y} asi que si la familia F’

separa puntos de cerrados debemos tener una f\ € F con f\(z) ¢ fr({y}) =
{/h ()} = {fr(y)} por lo que F' también distingue puntos. Este es el caso,
por ejemplo, de los espacios de Tychonoff. Aqui consideramos la familia F' de
las funciones continuas de un espacio en el intervalo (compacto) I = [0, 1].
De este modo siempre podemos encajar a un espacio de Tychonoff en el cubo
(compacto) I*. M4s ain, como cualquier cubo es compacto de Hausdorff
entonces es normal y por lo tanto cualquier subespacio es de Tychonoff. De

modo que tenemos la siguiente caracterizacion de estos espacios.

Teorema 1.3.4 (de Encaje de Tychonoff) Un espacio topoldgico X es
de Tychonoff si y solo si es homeomorfo a un subespacio de un cubo.

Corolario 1.3.5 Un espacio X es compacto de Hausdorff si y solo si es
homeomorfo a un subespacio cerrado de un cubo.
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Demostracién Del Teorema de Tychonoff, cualquier cubo (producto de
intervalos) es compacto. Si X es un espacio compacto Hausdorff, en particu-
lar es de Tychonoff, asi que se encaja en un cubo y como este es de Hausdorff,
el subespacio homeomorfo a X es compacto y por lo tanto cerrado. Por otro
lado, si X es (salvo homeomorfismo) un subespacio cerrado de un cubo, en-
tonces el cubo hereda a X la propiedad de ser Hausdorff y como es cerrado
y el cubo compacto, X resulta también compacto.

Para el caso de un espacio de Tychonoff X, si 7 es el peso de X, es posible
considerar una subfamilia de F' de cardinalidad 7 que también separe puntos
de cerrados y considerar a X dentro del cubo de Tychonoff I7 ([7], Teo.
2.3.23). De este modo el Teorema 1.3.4 se refina en el

Teorema 1.3.6 Un espacio topoldgico X de peso infinito w(X) = 7 es de
Tychonoff si y solo si se puede encajar en el cubo de Tychonoff I™.

Observemos que si 7 y v son dos nimeros cardinales tales que que v < 7
entonces [” C I7 (topolégicamente), asi que el Teorema 1.3.6 nos dice que
I™ es un objeto universal para la clase de los espacios de Tychonoff de peso
menor o igual a 7, esto es

Teorema 1.3.7 Sea 7 un niumero cardinal infinito. Entonces todo espacio
de Tychonoff X de peso w(X) < 7 es homeomorfo a un subespacio del cubo
de Tychonoff I".

En el caso mas general de funciones continuas de X a espacios Y, podre-
mos también controlar el nimero de factores con el peso del espacio.

Lema 1.3.8 Sean X un espacio de Tychonoff de peso infinito w(X) =T y
F ={f\: X — Y)\}aea una familia de funciones continuas, donde cada 'Yy es
un espacio de Tychonoff. Si la familia F separa puntos de conjuntos cerrados
de X, entonces se puede escoger una subfamilia K C F que separe puntos de
conjuntos cerrados y de cardinalidad |K| = 7.

Demostracion Sea [ una base para la topologia de X de cardinalidad
|B8] = 7. Definamos el subconjunto 6 C 8 x 8 de pares (U, Uz) tales que
U, C U, y existe A € A para la que f, satisface

AT) N AX\T2) =0 (1.4)
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Tenemos que |0] = 7. Para ver esto observemos que en principio |§| <
|8 x B| = |6] = 7. Ahora, si Uy € By x € Uy entonces © ¢ X\Us, asi que
existe A € A tal que fy(x) ¢ fu(X\Us), i.e., YA\ fr(X\U2) es una vecindad
de fa(z) en Y\ que es en particular regular, por lo que existe una vecindad

V de fi(x) tal que B
V C YA\

y de la continuidad de fy hay una vecindad U’ de z en X tal que f,(U') C V'y
otra vecindad Uy, que podemos escoger en 3, de x, tal que U; C U’. Juntando
las contenciones tenemos

A € AU) CV CVH\A(X\D)

esto es, (Uy,Usz) € 6. Como U, € 3 fue arbritrario concluimos que |3| < |4].
Por tanto 0| = 7.

Para cada par (U, Us) € § escojamos un fy € F que satisfaga la ecuacién
(1.4) y denotemos por K al conjunto formado por estas funciones. Con esta
definicién |K| < |§] = 7. Veamos que K también separa puntos de cerrados.

Sean x € X y A C X, un cerrado, con z € X\ A. Como X\A es abierto
y (0 una base para X, podemos escojer un basico Uy €  con x € Uy C X\ A.
Ahora, como F separa puntos de conjuntos cerrados en X, existe una funcion
X =Y, tal que

(@) ¢ [L(X\Ua)

Sea y = fa(z) € Yy B = fL(X\Us) C Y,. Como Y, es de Tychonoff,
existe un morfismo g : Y\ — I tal que g(y) = 0y g(B) = 1. Por la continuidad
de g tenemos que

1 1 1
—1 - -1 - -1 -
g1(00.3)) € g7 (0,2]) € g7 (0, 3)
o en otras palabras, si V; = g7 1([0,3)), Vo =g¢7%([0,3]) vy V5 = g *([0,3)),
entonces V; y V3 son abiertos de Y y
yeVicVicV,CcV3CY)\\B (1.5)

Como f es continua, f; (Vi) C X es vecindad de z y como X es de
Tychonoff podemos escoger una vecindad bésica U; € (3 con

zeU CU C f'(Vi)NU;
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de modo que las contenciones en (1.5) implican que

f,\(a) cWV

y entonces fy(U;) C Vi C V3 por lo que (1.5) implica que

HT)NB=0

y concluimos que (Uy, Us) estéd en §.

Por tanto, para el par (U, Us) € § tenemos una f € K que cumple

(O N f(X\Uz) =0

y de aqui que f(z) ¢ f(A) pues f(A) C f(X\Us), i.e, K separa puntos de
conjuntos cerrados en X.

O

1.3.2. Funciones perfectas

Definicién 1.3.9 Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y continua.
Decimos que f es propia si es cerrada y para cada y € Y, su fibra f~(y) es
compacta en X. Si ademds [ es suprayectiva diremos que f es perfecta.

La demostracién de los siguientes resultados se puede ver en [6], Cap. XI,
Sec. 5.

Teorema 1.3.10 Sean X y Y espacios y f: X — Y perfecta. Entonces
1. Si X es de Hausdorff, entonces Y también es de Hausdorff.
Si X es metrizable, entonces Y también es metrizable.

S1Y es paracompacto, entonces X también es paracompacto.

Para cada C CY compacto, f~1(C) es compacto en X .

Corolario 1.3.11 La composicion de funciones perfectas es perfecta.
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Demostraciéon Sean X, Y, Z espaciosy f: X =Y, g:Y — Z funciones
perfectas. Es claro que ¢gf es cerrada y suprayectiva. Ahora, para z € Z,
g '(2) C Y es compacto y por el inciso (4) del Teorema anterior (gf)~*(z) =
f(g7(2)) es compacto en X.

Observacion 1.3.12 Sean X y T espacios con T compacto, entonces la pro-
yeccion m : X X T — X es perfecta.

Esto se sigue del hecho de que T' compacto implica que 7 es cerrada ([6],
Cap. XI, Teo. 2.6) y de que la fibra 7=!(z) = {z} x T es compacta para toda
r e X.

Definamos ahora a los espacios p-paracompactos.

Definicién 1.3.13 Un espacio topoldgico X es p-paracompacto si existe un
espacio metrizable Z y una funcion perfecta f : X — Z.
Denotamos por P a la clase de los espacios p-paracompactos.

Es inmediato que todo espacio métrico es p-paracompacto. Mds atn, si
f X — Z es una funcién perfecta con Z metrizable, entonces como Z es
paracompacto, por el Teorema 1.3.10, X también es paracompacto. En par-
ticular P es una clase de espacios de Tychonoff.

Observaciéon 1.3.14 Sea X un espacio p-paracompacto y'T' un espacio com-
pacto, entonces X X T es p-paracompacto.

Demostracién Si f: X — Z es una funcién perfecta a un espacio metri-
zable Z y m : X x T — X es la proyeccion coordenada, entonces 1" com-
pacto implica que m; es perfecta y por el corolario anterior la composicion
fm: X xT — Z también es perfecta.

Enunciamos ahora un resultado debido a V. Filippov ([8]) que nos serd de
gran ayuda en las préximas secciones.

Afirmacién 1 (Filippov) La clase P de los espacios p-paracompactos es
cerrada bajo funciones perfectas.
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1.3.3. k-espacios

Recordemos que un espacio topoldgico X es un k-espacio si X tiene la
topologia débil determinada por la familia de sus subespacios compactos .e.
A C X es cerrado si y s6lo si AN C es cerrado en C para cada C C X
compacto.

Los siguientes resultados y sus demostraciones aparecen en [6], Cap. XI,
Sec. 9.

Proposicién 1.3.15 Sea X un espacio topologico. Si X es primero numera-
ble o localmente compacto, entonces X es un k-espacio. En particular, cual-
quier espacio métrico es un k-espacio.

Teorema 1.3.16 Un espacio topolégico X es un k-espacio si y solo si exis-
te una identificacion Y — X donde Y es un espacio topologico localmente
compacto.

En la seccién anterior notamos que el producto X x T de un espacio
p-paracompacto X y uno compacto 7', es p-paracompacto; una situacién
similar se observa en el caso de k-espacios. Recordemos primero el Teorema

de Whitehead.

Teorema 1.3.17 (Whitehead) Sean X yY espacios topolégicosy f : Y —
X wuna identificacion. Si T es un espacio topologico localmente compacto,

entonces
fxIdy:Y xT — X xT

es una identificacion.

La demostracion de este importante teorema puede encontrarse, por ejemplo,
en [6], Cap. XII, Teo.4.1.

Corolario 1.3.18 Sea X un k-espacio y T un espacio compacto, entonces
X X T es un k-espacio.

Demostracion Como X es un k-espacio, por la caracterizacién dada en el
Teorema 1.3.16, existen un espacio localmente compacto Y y una identifica-
cién f Y — X, luego, como T es compacto, entonces f X Idy : Y xT —
X x T esidentificacién, pero Y x T es localmente compacto. Por tanto X x T
es un k-espacio.
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1.4. Teoria de Retractos

En este apartado presentamos las nociones basicas de la Teoria de Re-
tractos y algunos resultados que trabajaremos en el caso equivariante.

1.4.1. Retractos absolutos

Sea X un espacio topoldgico y Y C X un subespacio. Una retraccion es
una funcién continua r : X — Y que hace conmutar el diagrama

X —=Y

i

En este caso diremos que Y es un retracto de X. Observemos que si Z es
cualquier conjunto tal que Y C Z C X entonces r|z : Z — Y es una
retraccion, i.e., si Y es un retracto de X entonces es retracto de cualquier
subespacio de X que lo contenga.

Ejemplos de retractos son el mismo espacio X (r = Idy) o bien cualquier
punto z € X donde r: X — {z} es la tnica funcién posible.

Por otro lado, si el subespacio Y es retracto de alguna vecindad U C X
de Y entonces diremos que Y es retracto de vecindad de X. Obviamente si
Y es retracto de X entonces es retracto de vecindad de X.

Por ejemplo, la esfera S"~! como subespacio del disco D", no es retracto
de D", sin embargo S"~! es retracto de U = D"\{0} que es una vecindad
de S"7!. Para ver esto basta tomar como r : U — S" ! a la proyeccién
r(z) = x/||x|| que representamos en la Figura 1.2

Observaciéon 1.4.1 Todo retracto de un espacio de Hausdorff es cerrado.
([6], Cap. XV, Sec. 5)

Recordemos que una clase K de espacios topoldgicos se dice débilmente
hereditaria si es cerrada bajo homeomorfismos y subespacios cerrados. Por
ejemplo, la clase de los espacios de Hausdorff, la de los espacios de Tychonoff,
la clase N de los espacios normales, la clase M de los espacios metrizables
o la clase P de espacios p-paracompactos son clases débilmente hereditarias.
También podemos mencionar a los espacios Hausdorff y compactos C y co-
mo la interseccion de dos clases débilmente hereditarias también lo es, de
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r(x)

\

Figura 1.2: Retracto de vecindad

particular utilidad es considerar la clase CM = C N M de espacios métricos
compactos.

Consideremos ahora a los espacios que son retractos de cualquier espacio
que los contenga.

Definiciéon 1.4.2 Sea K una clase de espacios débilmente hereditaria. Un
espacio Y € K es un retracto absoluto para la clase K si siempre que Y
aparezca (salvo homeomorfismo) como un subespacio cerrado de un espacio
X € K se tiene que Y es retracto de X. Andlogamente, el espacio Y € K es
un retracto absoluto de vecindad para la clase IC si cada vez que Y aparezca
como un subespacio cerrado de un espacio X € K, entonces Y es un retracto
de vecindad de X.

En el primer caso escribiremos Y € AR(K) y en el sequndo escribiremos

Y € ANR(K).

Es claro que AR(K) € ANR(K) y si Ky, /Ky son dos clases débilmen-
te hereditarias tales que K; C Ko, entonces AR(Ky) C AR(K;) y también
ANR(K) C ANR(K,).
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1.4.2. Extensores absolutos

En el apartado anterior consideramos una retracciéon como una extension
de Id : Y — Y para un subespacio (cerrado) Y de X. Podemos generalizar
este hecho diciendo que un cerrado A C X tiene la propiedad de extension
en X respecto a un espacio Y si cada funcién continua f : A — Y admite
una extension (continua) F': X — Y i.e, F' hace conmutar el diagrama

) e v

i

De manera similar, podemos considerar la extensiéon a una vecindad de A,
e.d., A tiene la propiedad de extension de vecindad en X respecto a'Y si todo
morfismo f: A — Y admite una extension F' : U — Y donde U C X es una
vecindad de A.

Consideremos el caso en que el espacio Y hace posible la propiedad de
extension respecto a Y para cualquier par (X, A), donde A C X es un sub-
espacio cerrado.

Definicién 1.4.3 Sea K una clase de espacios débilmente hereditaria. Un
espacio Y es un extensor absoluto para la clase K si cada subespacio cerrado
A de cualquier espacio X € K tiene la propiedad de extension en X respecto
aY . El espacioY es un extensor absoluto de vecindad para la clase K si cada
subespacio cerrado A de un espacio X € K tiene la propiedad de extension
de vecindad en X respecto a 'Y .

En el primer caso escribiremos Y € AE(K) y en el sequndo escribimos Y €

ANE(K).

Claramente cualquier AE(K) es ANE(K) y si Ky C Ko, donde Ky y K son
clases débilmente hereditarias, entonces AE(Ky) C AE(K;) y ANE(K,) C
ANE(K,).

Por ejemplo, el famoso Teorema de Tietze-Urysohn afirma precisamente
que el intervalo I = [0,1] es un extensor absoluto para la clase N/ de los
espacios normales.
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Enunciaremos algunas propiedades de los AE’s y ANE’s que nos resultan
ttiles, su demostracién se puede consultar en [9], Cap.I, Sec. 4, 6.

Proposicion 1.4.4 Sea K una clase de espacios debilmente hereditaria. En-
tonces, para una familia de espacios {Y)\}aen se tiene

1. SiY\e AE(K) para toda A € A, entonces [[,., Yr € AE(K)

2. SiY\ € ANE (K) para toda A € A, entonces para cada subconjunto
finito {\1,..., \n} C A tenemos Yy, x ... xY,, € ANE(K).

Proposiciéon 1.4.5 Sea K una clase de espacios debilmente hereditaria. Si
Y es un espacio ANE (K), entonces cualquier subespacio abierto U de Y
también es un ANE (K).

En vista de estos resultados es inmediato que R = (0,1) C [ es un
ANE(N) y por lo tanto, todo espacio euclidiano R™ es ANE(N). También se
tiene que todo cubo I” es un AE(N) para cualquier cardinal 7.

El siguiente teorema aparece en [11], Cap. I, pdg. 38.

Teorema 1.4.6 S1 Y y T son espacios métricos donde T es compacto y'Y
es un ANE(M), entonces C.(T,Y) € ANE(M).

Otro resultado que utilizaremos al final del trabajo es el de Yu. T. Lisica
que aparece en [10] y enunciamos como

Afirmacién 2 (Lisica) SiY es un AE(M) entonces también es un AE(P).

1.4.3. Relacion entre retractos y extensores

Supongamos que K es una clase de espacios débilmente hereditaria y X
es un objeto de K. Si Y es un subespacio cerrado de X y tiene la propiedad
de extensién o extension de vecindad respecto a Y mismo, podemos en parti-
cular, extender el morfismo Idy : Y — Y a una funcién continuar : X — Y
0r:U — Y donde U es una vecindad de Y, respectivamente. En resumen, si
YeKyY eAE(K) 6Y € ANE(K), entonces Y € AR(K) 6 Y € ANR(K),

respectivamente.
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Al considerar lo anterior, surgen de manera natural la preguntas: Y &
AR(K) ‘Nimplicard que Y € AE(K)? y Y € ANR(K) ?implicard que Y €
ANE(K)? Esto no siempre es asi, por ejemplo, si K es la clase de los espacios
de Tychonoff, entonces I € AR(K) y I ¢ AE(K) ([11], Cap. I, pag. 34-35).
Sin embargo, para la clase M tenemos

Teorema 1.4.7 Sea Y un espacio métrico. Entonces
1. YEARM) & Y e AEM) yY e M
2. Y€ ANR(M) & Y € ANE(M) yY e M

La demostracion este teorema se basa en dos famosos teoremas, el de
encaje de Kuratowski-Wojdyslawski y el de extensién de Dugundji:

Teorema 1.4.8 (Kuratowski-Wojdyslawski) Para cada espacio métrico
Y existe un espacio lineal normado (y completo) L y un encaje isométrico
h:Y — L tal que h(Y') es cerrado en su envoltura conveza.

Teorema 1.4.9 (Dugundji) Sean X un espacio métrico y A un subespa-
cio cerrado de X. Sea L un espacio topoldgico vectorial localmente convezo.
Entonces cada funcion continua f : A — L tiene una extension (continua)
F: X — L tal que F(X) queda contenida en la envoltura conveza de f(A).

Este resultado se puede expresar desde la teoria de retractos como

Teorema 1.4.10 Un subespacio convexo de un espacio topoldgico vectorial
localmente convexo es un AE(M).

En la Seccion 3.1 daremos la version equivariante del Teorema 1.4.8 junto

con la prueba para el caso general. La del Teorema 1.4.9 se encuentra en [6],
Cap. IX, Teo. 6.1.

Demostraciéon del Teorema 1.4.7 Sea X un espacio métricoy A C X
un subespacio cerrado. Sea f : A — Y continua.
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1. Por el Teorema 1.4.8 podemos considerar (salvo homeomorfismo) a Y’

como un cerrado dentro de un subespacio K ,convexo en un espacio
lineal normado L. Como Y € AR(M) y K es métrico (L € M), existe
una retracciéon r : K — Y.

Por otro lado, el Teorema 1.4.10 afirma que K € AE(M), asi que la
composiciéon A LY < K se extiende a F: X — K , de aqui que
F=rF:X —Y esclaramente una extension de f a X.

2. La demostracién de Y € ANR(M) = ANE(M) es similar, tomando la
retraccién r : U — Y de una vecindad U de Y en K y la extension F
como arriba. En este caso ﬁ(a) = f(a) € Y C U para toda a € A por
tanto A € F~Y(U) y F~Y(U) es una vecindad de A en X. La funcién
F : F7Y(U) — Y dada por F(z) = rF(z) es la extensién de f a la
vecindad F~1(U) de A.

0

La idea fundamental de este teorema fue considerar al retracto dentro de
un extensor para dar una extension al espacio ambiente y luego retraerla al
espacio original.

Proposicién 1.4.11 Sea K una clase de espacios débilmente hereditaria.
Sea Z un espacio y'Y C Z un subespacio cerrado. Entonces

1. SiY es retracto de Z y Z € AE(K), entonces Y € AE(K)
2. SiY es retracto de vecindad de Z y Z € ANE(K), entonces Y €
ANE(K)
Demostracién

1. Sea r : Z — Y una retraccién e ¢ : Y — Z la inclusién. Sea X un
espacio en la clase Ky A C X un cerrado. Consideremos una funcién
f A — Y continua y la extensiéon F' : X — Z que completa el

diagrama
Z
Y

(e

>

B e

-
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entonces F = rF : X — Y es continua y para cada a € A

F(a) = rF(a) = rif(a) = Idy(f(a)) = f(a)
e.d., F' extiende a f.

2. Supongamos ahora que r : U — Y es una retraccion, donde U C Z es
una vecindad de Y. Como arriba, i : Y < U lainclusiéon. Sea f : A —» Y
continua de un subespacio cerrado A de cualquier objeto X € K a Y.
Tomemos F': V — Z extensién continua de if a una vecindad V' de A
en X. Es claro que F~1(U) C V es una vecindad de A en V. Como V

es a su vez abierto en X, F~}(U) C X es una vecindad de A en X.
Finalmente, el diagrama conmutativo

~ FIFH@)

nos proporciona F : F(U) — Y dada por F(z) = rF(z) que obvia-
mente extiende (continuamente) a f.

O

Ahora es posible dar prueba alternas al Teorema 1.4.7 (y a otras clases de
espacios) dando encajes en retractos absolutos. En nuestro caso, pediremos
la condicion adicional de preservar la accién de un grupo.



Capitulo 2

Algunos aspectos de los
(G-espacios

2.1. Propiedades generales

Productos

Sea G un grupo topoldgico y {X)}rea una familia de espacios. Supon-
gamos que G actia en cada espacio X, continuamente, entonces es posible
definir una accién (continua), llamada diagonal, de G en el producto to-
poldgico [[ X\ de manera que las proyecciones py : [[ Xy — X resulten
equivariantes. Esto se hace definiendo

G x H X N H Xa, 0(g, {zr}ren) = {922} aen

AEA AEA

Observacién 2.1.1 [[, X\ es un G-espacio (con accion diagonal).
Si ademds cada X, es un espacio topologico vectorial y la accion de G es
lineal, [T X es un G-espacio lineal.

Demostracion Claramente 6 es accion.

Como py0(g,{xx}) = px({gzr}) = gz, entonces, si Vyy C Xy es una ve-
cindad de gz, basta escoger una vecindad U C GG de g y otra Wy, C X de
xy tales que UWy C Vi, de este modo py8(U x (Wy)) C Vi, luego py 8 es
continua para cada X' € A y por lo tanto # es continua.

35
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Para la segundad afirmacién observemos que las operaciones algebraicas
en [ X son coordenada a coordenada, por lo que la linealidad de la accién
en cada factor garantiza que para g € G, {z\}, {va} € [[ X0 y a € R,

g{za} +a{m}) = glon +ayn}
{g9(zx+ayr)}
{9\ + agyn}

= g{oa} +alg{yn}),

i.e., 0, es lineal para cada g € G.

Cocientes

Sea (G, X,60) un grupo de transformaciones. Supongamos que H es un
subgrupo normal y cerrado de G, entonces podemos dotar al grupo G/H
de la topologia cociente respecto a la proyeccién natural g : G — G/H. Al
hacer esto, ¢ resulta continua y abierta, al igual que la proyeccién orbital
p: X — X/H (X como H-espacio mediante H — (). Quisieramos definir
una funcién o : G/H x X/H — X/H que sea accién (continua) y complete
el diagrama conmutativo

Gx X—2 X (2.1)

ol I

G/H x X/H > X/H

Proposicién 2.1.2 Sea G un grupo topologico, H un subgrupo normal y
cerrado de G. Si X es un G-espacio (con accion 0), entonces la funcion

a:G/HxX/H— X/H, o(gH,H(z))= H(gx)

es una accion continua de G/H en el espacio X/H.

Si N es otro subgrupo normal y cerrado de G y estd contenido en H,
entonces la funcion f: X/N — X/H, N(z) — H(z) es suprayectiva, abier-
ta, continua y st G actia en X/N y en X/H mediante las proyecciones
G — G/N y G — G/H, respectivamente, entonces f es G-invariante.
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Demostracién Primero veamos que « esté bien definida. Si gH = ¢'H en
G/H y H(z) = H(2') en X/H entonces, ¢ € gH por lo que ¢’ = gh para
alguna h € H. Ademés, H(z) = H(2') implica que 2’ = h'z para alguna
h' € H y por tanto

gz’ = (gh)(W'z) = ghh'z = (ghh'g™")gx.

Como hh' € H, g € G y H es normal, tenemos que ghh/g~! € H y por lo
tanto H(¢'x’) = H(gz). Obviamente o manda a (eH, H(z)) en H(z) para
todo x € X y es asociativa pues 6 lo es.

Para demostrar la continuidad de e observemos que el diagrama (2.1) nos
da, para cada U C X/H abierto,

0 (p ' (U)) = (g xp) (' (U)) = o' (U)=(gxp)@ ' (p"(U)))

como p es continua, p~ ' (U) C X es abiertoy 7' (p~1(U)) C G x X también
(6 continua); también sabemos que tanto ¢ como p son abiretas asi que ¢ X p
loesy a (U) C G x X/H es abierto, e.d., a es continua.

Ahora, f : X/N — X/H esta bien definida, pues si N(z) = N(2') en-
tonces 2’ = hx para alguna h € N C H. Por tanto H(z) = H(z'). Para la
continuidad de f observemos que el diagrama

conmuta (donde 7 es la proyeccién orbital). Asi que
UCX/H = r(f7/(U) =p (V) = [1(U)=r(p~(V))

Como X/N tiene la topologia cociente respecto a r, r es continua y abierta,
asi que si elegimos U abierto, p~(U) es abierto al igual que f~1(U) y f es
continua. Del mismo diagrama concluimos que si V' C X/N es abierto, como
r es suprayectiva, V = r(r=Y(V)) y f(V) = f(r(r~(V))) = p(r~1(V)) que
es abierto pues r~1(U) lo es y p es abierta.
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Por tltimo recordemos que las acciones de G sobre X/N y X/H estan
dadas por g(N(x)) = a(gN, N(z)) = N(gz) v g(H(z)) = H(gz) respectiva-

mente, asi que para g € G y x € X tenemos

f(g(N(z))) = f(N(gz)) = H(gx) = g(H(z)) = g(f(N(z)))
Por tanto f es G-invariante.
OJ

Cuando G es compacto, la proyeccién orbital 7 : X — X/G (y el espacio
X/@G) tiene buenas propiedades en el sentido del siguiente

Lema 2.1.3 Sea G un grupo topolégico compacto y X un G-espacio de Haus-
dorff con accion 6 : G x X — X, entonces 0 es cerrada.

Demostracién Sean C' C G x X un cerrado y y € 6(C) C X. Entonces
existe una red {(gx,z,)} en C cuya imagen {0(gx,z))} = {grzr} converge
a y. Usando la compacidad de G, la red {g,} posee una subred convergente
{90, } a algin g € G. Tenemos entonces que g,, — ¢g de donde g;A1 —glty
Zay = ar (YarTay) — 97"y, por lo que la subred {(ga,,Zq,)} converge al par
(9,97 'y). Como C es cerrado y la red original estaba totalmente contenida
en C se debe tener que el limite (g, 'y) € C de modo que y = 0(g,g7'y) €

6(C), i.e., 8(C) = 0(C) como se afirma.

O

Corolario 2.1.4 Sea G un grupo topolégico compacto. Si X es un G-espacio
de Hausdorff con accion 6, entonces

1. La proyeccion w: X — X/G es perfecta.
2. El espacio X/G es de Hausdorff.

3. El espacio X es compacto si y sélo si el espacio X/G lo es.
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Prueba Para ver que 7 es cerrada, sea A C X un cerrado. De la definicién
de topologfa cociente, m(A) C X/G es cerrado si y sélo si 7 1(7(A)) € X
es cerrado, y esto ultimo es cierto pues 7' (7(4)) = GA = (G x A) y
G x A C G x X es cerrado (aplicando el lema anterior). Ahora para pro-
bar que 7w es perfecta basta con observar que la fibra de cualquier punto
7(y) € X/G es 77 (n(y)) = Gy = 0(G x {y}), como G x {y} C G x X es
compacto y 6 es continua, la fibra es compacta.

Supongamos que x,y € X y que w(z), 7(y) son dos puntos distintos en el
espacio de drbitas X/G. Como G(z) y G(y) son dos conjuntos compactos y
disjuntos en el espacio de Hausdorff X, estos pueden ser separados por vecin-
dades disjuntas digamos G(x) C U, G(y) C V, en particular para el punto z,
la vecindad U satisface U NGy = 0, por lo que 7(y) ¢ m(U), luego, m abierta
(siempre) y cerrada (G compacto) implica que 7(U) y X/G \ 7(U) son dos
vecindades disjuntas de w(z) y 7w(y), respectivamente, i.e., X/G es Hausdorff.

Es claro que, como 7 es continua, X compacto implica que 7(X) = X/G
es compacto. Por otro lado, si X/G es compacto, como 7 es perfecta (propia),
entonces por el Teorema 1.3.10, X = 771 (X/G) es compacto.

O

Observaciéon 2.1.5 Si en las hipdtesis de la Proposicion 2.1.2 anadimos las
condiciones de H compacto y X Hausdorff, entonces f resulta perfecta.

Demostraciéon Como N es cerrado en Gy N C H, entonces N también
es compacto por tanto las proyecciones p : X — X/H y r: X — X/N son
perfectas, luego p = fr implica que f es perfecta.

Espacios lineales

Proposicién 2.1.6 Sean G un grupo y L un espacio vectorial sobre R. Su-
pongamos que G actua en L linealmente y L a su vez tiene una base B
inwvariante bajo la accion. St todo elemento de B tiene estabilizador trivial en
G, entonces cualquier otro elemento distinto de cero en L tiene estabilizador
finito.
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Demostracién Sea x € L\{0}. Como B C L es base, existen t,...,t, €
R\{0} y vectores (distintos) by,...,b, € B tales que

Sea g € G, apliquemos la accién al par (g, x), entonces
x=gr=g(tiby + ... +t,by) = t1(gb1) + ... + t,(gby). (2.3)

Ahora, como gb; € B, para cada ¢ € {1,...,n} (B invariante), x se
expresa como dos combinaciones lineales (2.2) y (2.3) de elementos de B que
es linealmente independiente, por lo que debemos tener una reordenamiento
entre elementos de {by,...,b,} v {gb1,...,9b,}, e.d., paracadai € {1,...,n}

debemos tener una j € {1,...,n} tal que
gbz = bj
y esta j es unica. De este modo, la asignacién ¢ — j es en realidad una
permutacién, a la que llamaremos o, : {1,...,n} — {1,...,n}. Asi, o,
queda definida por la ecuacién
gbi = bag(i), 1= 1,...,n (24)

Hemos establecido una funcién ¢ de G, en el grupo de permutaciones de
n elementos S,, g — o0, Como S, es finito, para mostrar que G, es finito
bastard con demostrar que ¢ es inyectiva, para ello mostraremos que ¢ es
incluso un monomorfismo de grupos.

Sean g, h € G, entonces de (2.4) tenemos que para cada i € {1,...,n}

bogiy = (gh)bi
= g(hb;)
9(bo, (i)
= boy(0n() = Dogonti)-
Por tanto o4,(7) = o404(7), i.e., p(gh) = o4 = o400 = ¢(g)¢(h) por lo que
¢ es homomorfismo. Veamos que ¢ es mono; si h € ker ¢, entonces (2.4) se

transforma en
hbi:ba'h(i):bi’ izl,...,n,

y h € Gy, = {e} como esperabamos. Hemos construido un monomorfismo
¢ del grupo G, en S, que es finito.

O
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2.2. Meétrica invariante

Dado un grupo topolégico de transformaciones con un espacio fase me-
trizable, tiene sentido preguntarse cudndo las transformaciones inducidas
por elementos del grupo actuante son simetrias. En este caso hablaremos
de métricas invariantes. En algunos de los teoremas siguientes pedimos esta
condicion.

Definicién 2.2.1 Sean G un grupo topolégico y X un G-espacio metriza-
ble. Una métrica compatible d para X se dice invariante si al considerar
el producto X x X y a Rt como G-espacios (con accidn diagonal y trivial
respectivamente), la funcion continua d : X x X — R es equivariante, i.e.,

d(gx,gy) = d(z,y) para cualesquiera g € G, x,y € X

Proposicién 2.2.2 Sean G un grupo topoldgico y (X, p) un G-espacio métri-
co. Si el grupo G es numerablemente compacto, entonces existe una métrica
para X invariante y compatible con la métrica p.

Demostracién Definamos la métrica d : X x X — R* por

d(z,y) = ilelg{p(gm, 9y)}

que esta bien definida pues GG es numerablemente compacto y por lo tanto
pseudocompacto.
Veremos que d es una métrica.

1. Para z,y € X tenemos

d(z,y) =0 < plgz,9y) =0 YVge G
&S gr=gqy Vge G
& T =y.

2. plgz,gy) = p(gy, gv) Yg € G,z € X por tanto d(z,y) = d(y,r) Yo,y €
X.
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3. Sizx,y,z € X entonces

d(z,z) = EEB{’)(W’ 92)}

IN

sup{p(9x, gy) + p(gy, 92)}
geG

< sgg{p(gx, 9y)} + Sgg{p(gy, 92)} = d(z,y) + d(y, 2).

Veamos que d es invariante bajo translaciones. Sean h € G, =,y € X,
entonces

d(hz,hy) = sup{p(g(hx),g(hy))}

geG

= sup{p((gh)z, (gh)y)}

geG

keG
pues la translacion por h es una biyeccion de G en si mismo.

Sélo nos resta verificar que d y p son métricas equivalentes. Para ello
basta mostrar que cualquier sucesién {z, } en X converge bajo p si y sélo si
converge bajo d, e.d., p(x,,x) - 0 < d(z,,x) — 0 para algin z € X.

De la definicién de d es claro que p(z,y) < d(z,y) para cualesquiera =,y €
X por lo que dada una sucesién {z, } y un punto z en X con d(x,,x) — 0, se
tiene que p(z,,x) — 0. Probemos ahora la otra implicacién; supongamos lo
contrario, i.e. existe una sucesiéon {x,} C X con p(z,,z) — 0y d(x,,z) / 0.
Podemos entonces tomar un € > 0 y una subsucesion {y,, } C {z,} tal que

d(Yn,,v) > €, VkeN.

ahora bien, por la definicién de d, tenemos una sucesion {g,} C G con
€
A(GrYn,., grT) > € > 3 Vk € N. (2.5)

Dado que G es numerablemente compacto, la sucesién { g} tiene un punto
de acumulacién g € G. La accién continua de G en X manda al par (x,g) en
gx por lo que podemos tomar vecindades V' C G de g y U C X de x tales
que VU C B,(gz, §), i.e.,

, YVheVyVyelU (2.6)

S

p(hy, gz) <
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Como {yn, } C {zn}, p(Yn,,x) — 0 tenemos que existe n € N tal que
Yn, € U para toda &k > N. Por otro lado, como g es punto de acumulacién
para {gx}, existe ko > N tal que gy, € V. Por (2.6) tenemos que

P(GkoYniy - 97) < 5 ¥ PGk, gT) <

?

=1 ™
= m

por lo que p(groYny,: Ire®) < §+ 7 = 5 lo que contradice la ecuacién (2.5).

4
Esto termina la prueba.

O
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2.3. Acciones en espacios de funciones

Supongamos que (G, X, 0) es un grupo topolégico de transformaciones.
Cada elemento g € G induce un homeomorfismo 6, : X — X, asi que si
f X — Y es cualquier funcién continua en un espacio topolégico Y, pode-

mos definir una nueva funcién gf como la composicion X Yox Jy i.€.,
gf(x) = f(gz). En general esto no necesariamente define una accién de G en
C(X,Y) pues para verificar la asociatividad expresada en la Definicién 1.1.3
deberia darse la igualdad entre g(hf) y (gh)f para todos g,h € Gy f €
C(X,Y). Esto es, [g(hf)](z) = (hf)(g9z) = f(hgz) y [(gh)fl(z) = [f(ghz)
deberian coincidir para toda x € X. Esto no es inmediato si por ejemplo, G
no es abeliano (pensemos en f = Idg € C(G,G) y « = e). Sin embargo, es
posible definir una accién si en vez de considerar a 6, tomamos 6,-1.

El hecho de tener una acciéon en un espacio no garantiza su continuidad.
En nuestro caso, la compacidad local del grupo es todo lo que necesitamos,
alternativamente podemos pedir que el espacio X sea Hausdorff y localmente
compacto.

Proposicién 2.3.1 Sea G un grupo topoldgico localmente compacto. Sean
X un G-espacio con accion 0 y'Y un espacio topoldgico. Si f € C(X,Y)

yg € G, gf = f0,-1 define una accion de G en C(X,Y) y es continua si
C(X,Y) es provisto de la topologia compacto-abierta (C.(X,Y)).

Prueba Veamos que G x C.(X,Y) = C.(X,Y) donde (g, f) — fl,-1, i.e.,

gf X =Y, (9f)(x) = flg”'z), (2.7)

es una accién continua.

Es claro que ef = fO.-1 = fldxy = f para toda f € C(X,Y). Sean
g,h € Gy f: X — Y continua, entonces, para cada z € X,

lg(h)(z) = (hf)(g ' )
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Por tanto g(hf) = (gh)f y « es accién.

Para demostrar la continuidad de « escojamos un par arbritrario (go, fo)
en G x C.(X,Y) y una vecindad [K,U] de gofy en C.(X,Y), i.e., K C X
es compacto, U C Y es abierto y gofo(K) C U. Veremos que a~!(U) es una
vecindad de (go, fo)-

Observemos que go fo(K) C U siy solo si para cada k € K, fo(gy k) € U.
Como fy es continua, entonces, para cada k € K, existe V' C X, vecindad
de g5 'k tal que f3(V') C U, ademés de la continuidad de @ y de la inversién
en el grupo, existen vecindades W C Gy V C X de gy y k, respectivamente,
tales que (W~ x V) C V' (notemos que tanto V' como W dependen de k
pues go es fijo). En resumen, para cada k € K existen vecindades W}, de g
y Vi de k tales que

folg™'z) €U, Vge W, z eV, (2.8)

Tenemos que K C {Vj | k € K}, asi que existen ky,...,k, € K tales
que K C U ,Vi.. Para estos puntos k;, Wy, es una vecindad de gy por lo
que N, Wy, también lo es. Como G es localmente compacto, gy tiene una
vecindad O tal que O C N, W, vy O C G compacto, luego (O)~! es compacto
y L =0((0)"! x K) C X es compacto (# es continua).

Ahora bien, sea [ € L, entonces [ = ¢~ 'k para algunos g € O, k € K asi que
existe j € {1,...,n} parael cual k € V,, y como g € OcnN W, C W, se
tiene, por (2.8), que fo(l) = fo(g~'k) € U, como [ fue arbritrario, concluimos
que fo(L) C U, ed., fo € [L,U]. Ya tenemos vecindades O de go y [L, U]
de fo. Afirmamos que O x [L,U] es una vecindad de (go, fo) contenida en
a” ([, U)).

Parage O, fe[L,U]y k€ K, tenemos g 'k e Ly

gf(k) = f(g"'k) € f(L) C U.

Por tanto gf(K) C U, i.e, a(g,f) € [K,U]. Por tanto O x [L,U] C
a1 ([K,U]). De modo que a~!([K,U]) es abierto.

O
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2.4. Funciones G-uniformes

Cuando queremos pasar resultados de topologia general al caso equiva-
riante, surge el problema de encontrar los objetos en TOPY andlogos a la
linea real R o al intervalo (compacto) I = [0, 1], as{ mismo, los anédlogos de
C(X) y C*(X). En [16], J. de Vries sugiere que C.(G) es un candidato para
sustituir a R y por tanto, Moryope (X, C.(G)) es un sustituto para C'(X).
También observa quién debe ser considerado como C*(X) en TOPC, se con-
sideran entonces las funciones llamadas G-uniformes.

Notemos que cada elemento z € X induce un “movimiento” continuo
0* . G — X, g — gz. Dada una funcién continua f : X — R podemos
definir ¢ : X — C(G) como p(z) = f67.

Por otro lado, la composicién (g,h) — (h,g) = hg~' de G x G en G es
una accién continua de G en si mismo (Observacién 1.1.2), de modo que la
accion (2.7) de la proposicién anterior se transforma en

(go)(h) = o(hg), para cualesquiera g,h € G, o € C(G), (2.9)

por lo que

p(gx)(h) = f09°(h)
= f(hgx)
= f0"(hg)
= ¢(x)(hg) = (gp(x))(h),

para cualesquiera x € X, f € C(G), g,h € G y por tanto p(gz) = gp(z).
En resumen, cada f € C(X) induce una funcién ¢ : X — C(G) que es
invariante bajo la accién de G.

Acabamos de observar que si G es localmente compacto, el espacio C.(G)
es un G-espacio, por ejemplo, con la accién de la ecuacién (2.9). Tiene en-
tonces sentido considerar funciones de X a C.(G) no sélo invariantes sino
continuas, i.e., al conjunto Moryppe (X, C.(G)). Si ¢ : X — C.(G) es un
elemento de éste, para cada © € X, ¢(z) : G — R, por lo que podemos
evaluar en e. Como ev, : C.(G) — R es continua, tenemos que evep : X — R
es continua.
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De esta manera definimos la funcion
€ Moryope(X,Ce(G)) — C(X)  &(p) = evegp.

Reciprocamente, vimos que cada funciéon continua f : X — R, induce, para
toda x € X, una funcién f6* : G — R, también continua, asi que tenemos
una asignacion X — C(G) y por tanto la correspondencia

¢ : C(X) = Morrppa(X, Ce(G)),  C(f)(x) = f6".
C(f) es en efecto equivariante como también observamos.

Observaciéon 2.4.1 Las funciones & y ¢ arriba definidas son inversas.

Demostracién Sea ¢ € Moryope(X,C.(G)) y © € X, entonces

CEl)(x) = &(p)d”
(eveyp)d”
eve (ph”)
p0”(e)
= p(ex) = p(z).

Por tanto ((£(y)) = ¢. Por el otro lado, si f € C(X) y x € X entonces

ECUN() = (evel(f))(@)
= eve(C(f)(2))
= ev.(f0")
= f0%(e) = f(a).

Por tanto £(((f)) = f vy la observacién queda demostrada.

Si dotamos a Moryppe (X, Ce(G)) C C.(X, C.(G)) de la topologia rela-
tiva y vemos también a C(X) con la topologia compacto-abierta, ¢ es una
funcién continua. Si resulta que el espacio C.(G) es localmente compacto
entonces ¢ también es continua (y los espacios homeomorfos).

Una vez establecida la correspondencia entre Moryope (X, Co(G)) y C(X)
resulta necesario saber qué subconjunto de Morynpa (X, Ce(G)) juega el pa-
pel de C*(X) C C(X), las funciones continuas y acotadas de X en R. Como
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en R los conjuntos acotados son aquellos cuya cerradura es compacta, genera-
lizamos esto y definimos el conjunto A = {f € Moryopc (X, C.(G)) | f(X) C
C.(G) es compacto}. Resulta que bajo £, A se convierte en el conjunto B =
{g € C(X)| g es acotada y {gf” }.cx es equicontinua en G}.

Para probar esto tomemos un elemento f € A, como f(X) C f(X) enton-
ces ev.(f(X)) C eve(f(X)) C R es compacto (f(X) C C.(G) es compacto
y ev, es continua), luego ev.(f(X)) es acotado y también &(f) = ev.(f(X)).
Ademds para z € X, £(/)0* = C(€(/))(x) = f(x) asi que {E(f)"}aex =
f(X); ahora, f(X) C C.(G) es compacto y como G es localmente compacto,
la evaluacion ev : C.(G) X G — R es continua y el Lema 1.2.18 asegura que
f(X) es equicontinua y por lo tanto f(X) C f(X) también, luego {(A) C B.

Ahora elijamos g € B, notemos que ((g) € Moryppa (X, C.(G)) tiene las
siguientes propiedades

1) ((9)(X) =A{C(g9)(x)}rex = {g0" }rex es equicontinua en G.

2) Para cada h € G, {g0%()},cx = {9(h2)},cx = {9(¥)},ex = 9(X) C
R compacto pues g es acotada.

Asi que por el Teorema de Arzela-Ascoli (1.2.17), ¢(¢9)(X) € C.(G) es com-
pacto, i.e., ((g) € A.

Hemos visto que ((B) C A luego £(¢(B)) = B C&{(A) C By &(A) =B (y
((B) = A).

Consideremos entonces un elemento f € B. Como la familia {f6Y},cx es
equicontinua en G, en particular lo es en e, i.e., para cada ¢ > 0 existe una
vecindad U C G de e tal que para cada z € X (f6* € {f0Y},ex) y cada
g € U se cumple

1f0%(g) — f0"(e)| = | f(gz) — f(a)] <e (2.10)
Debido a la homogeneidad del grupo, la equicontinuidad en e es suficiente
para garantizar la equicontinuidad en el resto del grupo, pues si t € G es
cualquier otro elemento entonces t € Ut C G abierto y si h € Ut, entonces
h=gt, geUy
[f0°(h) — fO°(t)] = |f(hx) — f(iz)]
= [f(gtz) — f(tz)]
= |f0"(g) — [0 (e)] <.
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Como en la ecuacién “clave” (2.10) no requerimos la continuidad de f,
ni que sea acotada, podemos definir en general esta condiciéon ain para G-
conjuntos.

Definicién 2.4.2 Sea G un grupo topolégico y X un G-conjunto con accion
0. Una funcion f: X — R se dice G-uniforme si para cada € > 0 existe una
vecindad U C G de e tal que

|f(gz) — f(x)] <€, VxeX, geUl.

Cuando X sea un espacio topoldgico y 6 continua, llamaremos Cy(X) al
subcongunto de C*(X) que consta de funciones G-uniformes.

Notemos que en esta definiciéon ya no requerimos la hipétesis de compa-
cidad local en el grupo. Consideraremos a Cyp(X) como subespacio de C*(X)
con la topologia inducida por la métrica del supremo, que segin lo enunciado
en la Proposicién 1.2.16 contiene a la topologia compacto-abierta.

Maés adelante volveremos a considerar el conjunto Moryppe (X, C.(G))
para un G-espacio X y un G localmente compacto y veremos que bajo cier-
tas condiciones es un conjunto suficientemente grande de funciones que nos
permitira hacer encajes.

Proposicién 2.4.3 Sea (G, X, 0) un grupo topoldgico de transformaciones,
entonces Cy(X) es un subespacio lineal y cerrado de C*(X).
Demostracién

1. Esclaro que 0: X — R € Cy(X) (incluso cualquier constante).

2. Si fi,fa € Co(X) y € > 0, escojamos dos vecindades V; C G de e
(1 =1,2) tales que

filgr) = fi@)] < 5. VgeViweX.
entonces para g € V1NV, y x € X se tiene

[(fi + f2)(g92) = (i + f2)(@)] < |filgz) — fi(z)| + | fo(g) — fol@)]

o L
—+ - =c
2 2

Por tanto fi; + fo € Cp(X).
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3. SifeCyX)y e R\{0},sean e >0y V C G, vecindad de e, tales
que

|f(gx) — f(x)] < ﬁ, Vg € V,x € X entonces

|(Af)(gz) = (AN @) = [A(flgz) — f(2))]
= Al [f(g2) — f(=)|
Ne =
para cualesquiera g € V, z € X. Por tanto A\f € Cy(X).

Ya tenemos que (Cp(X),+) es un subespacio vectorial de (C*(X),+).
Ahora veamos que Cy(X) C (C*(X), ] - ||) es cerrado.

Sea {f,} C Cy(X) una sucesiéon convergente a f € C*(X). Mostraremos
que f € Cy(X). Sea € > 0, entonces existe N > 0 tal que

1o = fll < % sin > N.
Sea V' C (G una vecindad de e tal que
€
[fvlgz) = fn(@)l < 5, VgeV,weX.

Entonces juntando estas dos desigualdades vemos que

[f(gz) = f(@)] < [f(gx) = fn(go)| + [fn(gz) — [ (@) + [fn(z) = f(2)]

< €+€+€_
37373 °¢

para toda g € V' y toda z € X, por tanto f € Cy(X).
[

Proposicién 2.4.4 Sean G un grupo topologico y X un G-espacio con ac-
cion 6. Entonces la funcion o @ G x Cyp(X) — Cy(X) dada por (gf)(x) =
flg7tx) es continua, y restringida a la sequnda coordenada es isométrica y
lineal.
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Demostracion Sabemos que a es una accién incluso si la definimos de GG
en C(X,Y).

Veamos que Cy(X) es invariante bajo a. Para esto tomemos g € Gy
f € Cy(X) y mostraremos que gf € Cy(X). Sea € > 0, escojamos V C G,
vecindad de e, tal que

If(ha) — f(z)] <e, VheV, zeX. (2.11)

Definamos U = gVg~! C G, que es una vecindad de e, entonces para
cadat € Uy cada y € X tenemos t = ghg ! para alguna h € V' y

(9f)(ty) = (9N W) = [flg7 (ty)) — flg™"y)
1f((g™ t)y) — flg~ ")l

= [f((hg™Yy) — flg~y)l

= [f(Mg™y) = flo™'y)l <

(aplicando (2.11)). De este modo Cy(X) es un G-conjunto. La linealidad de
a se sigue de

lg(fr + M ))(x) = (fr + M f2)(g ')
= filg7'2) + Afalg ')
= gfi(z) + g fa(x),

vélido para cualesquiera g € G, A € R, x € X y f; € C(X). De modo que
oy es lineal para toda g € G.

Probemos ahora que o, es isometria para toda g € G. En vista de que
0,1 : X — X es una biyeccién para toda g € G,

lgfi —gfell = Slel)lg{’gﬁ('%) — gfa()[}
= ilel)rg{lfl(g”r) — falg™ o)}

= Sg)g{’fl(w — L)} = /i = fal-

Por tltimo demostraremos la continuidad de a. Sean € > 0y (g1, f1) €
G x Cy(X). Tomemos V' C G, vecindad de e, tal que

meywmm<; VheV, zeX,
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entonces U = g1V~

1

es una vecindad de g; y para cualesquiera g € U, f €

O4(f1, %), tenemos que g = g1h~" para alguna h € V. Entonces para cada

r e X,

lg1f1(7) — gf(2)]

IN

A\

|filgr'z) — f((uh ™) )|
|filgr ' x) — f(h(gy '2))]
|filgr'x) — fi(h(gy o) + | f1(h(gr '2)) — f(h(g) 'x))]

+ i
2 T3~ &

ast que [lg1 fi — gf|| < €, para cada (g, f) € U x O,(f1, §) C G x Cy(X), ice.,
a(U x Os(f1,5)) C Os(g1f1,€) por lo que a es continua.

O

Corolario 2.4.5 Sea G un grupo topologico y X un G-espacio con accion 6.
Entonces Cy(X) es un G-espacio lineal de Banach.

Demostracién Observemos que (C*(X),|| - ||) es un espacio de Banach,
por lo que las dos proposiciones anteriores demuestran el enunciado.
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2.5. Limite inverso de (GG-espacios

Sea (A, <) un conjunto dirigido. Consideremos ahora la categoria de los
grupos topoldgicos y homomorfismos continuos y en ella un sistema inverso
{G,, pﬁ’, A}. Siguiendo la descripcién dada del limite inverso G, de este sis-
tema, es facil ver que G es un subgrupo topolédgico del grupo topolédgico I1G
y que las proyecciones py : G — G, son homomorfismos continuos ([15], pag.
340).

Para cada A € A definamos Hy = pgl(e ), donde ey es el elemento neutro
del grupo G. Asumiendo que cada G, es un espacio T, {ex} C G es cerrado
y H = kerp, es un subgrupo normal cerrado de G. Ademas, el diagrama
conmutativo

asegura que Hy < H, siempre que A\ < ).

Ahora supongamos que tenemos un G-espacio X. La inclusion Hy, — G
induce una accion de Hy en X para toda A € A. Podemos entonces formar el
cociente X/ H, al cual denotaremos por X, y por 7y a la proyeccién canénica
X - X -

De acuerdo a la Proposicién 2.1.2, G/H, actia en X/H, de manera na-
tural y el homomorfismo canénico G — G/ H) hace que X, sea un G-espacio.
Siguiendo la establecido en la misma proposicién y suponiendo que A\, X' € A
son tales que A < )\ entonces Hy» < H) nos da una funcién de G-espacios

X)\/ —>X)\, 7T§ (H)\/<I)):H>\(I)
y es inmediato que A\, ', X" € A con A < ) < ) implican m} = 7} 73 . De

. . / ,
este modo obtenemos un sistema inverso { Xy, 73", A} en la categoria TOPC.

o . ! .
Notemos ahora que las definiciones de 7y y 7} hacen que el diagrama

VN
)\/
X

X
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conmute siempre que A < ). Esto nos lleva a pensar que X es el limite inverso
para el sistema antes descrito. En efecto, cuando todos los subgrupos H) <
G son compactos, X es homeomorfo al subespacio del producto cartesiano
[T X, que segin vimos en la Proposicién 1.2.14, actiia como limite para
{Xy, ", A}. Probaremos primero el

Lema 2.5.1 Con las definiciones anteriores, si Hy < G es compacto para
cada A € A, la familia de morfismos {my : X — X }iea separa puntos de
conguntos cerrados de X .

Demostracion Sean x € X cualquier punto y A C X un cerrado con
x € X\ A. Consideremos el movimiento inducido por z, #* : G — X. Ya que
X\A es una vecindad para x = 6*(e), la continuidad de #* nos garantiza la
existencia de una vecindad (abierta) U C G de e tal que

0*(U) c X\A (2.12)

Como G es el limite inverso de {Gy, p3 , A}, la familia {p;* (V) }rea donde
V) C G, es abierto, es una base para la topologia de G ([7], Prop. 2.5.5). De
este modo, podemos tomar una Ag € A tal que

eepy, (Va,) CU, (2.13)

para algun abierto V), C G),. Como p,, : G — G, es un homomorfis-
mo de grupos tenemos que ey, = py,(e) € V), y (2.13) también implica
que Hy, = pyl(ex) C pys(Vay) C U. Asi que de (2.12) deducimos que
0*(Hy,) N A =0 pero 0*(H,,) = Hy,(x), asi que Hy,(x) N A = 0 por tanto
o (.%’) ¢ ™o (A)

Por ultimo, en virtud de que H, es compacto para cada A € A, el Corolario
2.1.4 afirma que ), : X — X, es perfecta, por lo que my,(A) = my,(A).

O

Teorema 2.5.2 Siguiendo las definiciones anteriores, st Hy < G es com-
pacto para cada N € A, X es G-equivalente al limite inverso del sistema

{X)\,’]Ti\\/,A}.
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Demostracién La familia de morfismos {7 : X — X} ea induce un tni-
co morfismo (diagonal) 7 : X — X, z — m(z) donde la A-ésima coordenada
de 7(z) es w(z)\ = ma(x). Como la familia {my : X — X, },ca separa puntos
de conjuntos cerrados (Lema anterior) y cada X, es T} (Corolario 2.1.4), el
morfismo 7 es un encaje (Corolario 1.3.3). Ademads, como my(gx) = gma(x)
para cualesquiera g € G, x € X entonces m(gz) = gr(x), i.e., ™ es un encaje
equivariante.

Verifiquemos ahora que 7(X) = X es el limite propuesto en la demostra-
cién de la Proposicion 1.2.14, e.d., probemos que

7(X) = {{xx}x € HXA |73 (zx) = 2y si A < N}
A

Tomemos = € X, como habiamos notado en el diagrama anterior

T = 7T§/7T>\/, (214)

si A < XN oasi que 1} (7(2)x) = 7 (mx(z)) = ma(z) = 7(x)y, de modo que

(X)) estd contenido en el conjunto referido.

Ahora, sea {x\} € [[ X\ tal que 7} (zx) = zy, si A < ). Para cada
A € A definimos C) = ﬂ/(l(m) C X que es compacto pues Hy C G lo es
(Corolario 2.1.4). Supongamos que A, ' € A satisfacen A < X' entonces si
y € Cy tenemos por (2.14) que

m(y) =3 (Tx(y) = 13 (2x) = @

asi que Cy C C). Esto ultimo muestra que la familia {C\}, de compactos
de X esta dirigida (por la inclusién) y por tanto satisface la propiedad de
interseccién finita, luego (), Cy # 0.

Tomando un punto = € [, C) tenemos que

VA e A, m(z) ==z ie, {x\}=m(r)en(X)
lo que termina la demostracion.
O

Observacién 2.5.3 En virtud de la Observacién 2.1.5, tanto los enlaces 7

como las proyecciones my son abiertos y perfectos.
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Al principio de esta seccién consideramos a G como cierto limite inverso de
un sistema inverso en la categoria de los grupos topolégicos y homomorfismos
continuos. De acuerdo al siguiente resultado de L. S. Pontrjagin ([15], Cap.
8, pag. 341), esto es posible siempre que el grupo G sea compacto.

Afirmacién 3 (Pontrjagin) Todo grupo topoldgico compacto G es el limi-
te inverso de un sistema inVETso {G,\,pﬁ',A} donde cada Gy es un grupo

topologico compacto de Lie y las proyecciones y enlaces son homomorfismos
continuos.

Corolario 2.5.4 Sean G un grupo topologico compacto y X un G-espacio.
Entonces existe un sistema inverso { Xy, 7}, A} en la categoria TOPC para
el cual X es el limite inverso y los G-morfismos de enlace y proyecciones son
abiertos y perfectos.

Ademds, cada X, es un Gx-espacio donde Gy es un grupo compacto de
Lie y hay un homomorfismo continuo py : G — G.
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2.6. Separacién equivariante de puntos

Gracias al resultado de Pontrjagin, el Corolario 2.5.4 nos permite ampliar
la hipétesis del grupo actuante para considerarlo compacto de Lie y no sélo
compacto. Usaremos esto para aplicar resultados previos con grupos com-
pactos de Lie. En especial, para asegurar la versiéon equivariante del hecho
de que la familia de morfismos de un espacio de Tychonoff al intervalo [0, 1]
separa puntos de cerrados.

Sean G un grupo topoldgico y X un G-espacio. Consideremos todos los
posibles G-espacios euclidianos {R" | n = 1,2,...} y denotemos por E(X)
al conjunto de todos los G-morfismos acotados de X a estos espacios. Para
demostrar el primer teorema de esta seccion usaremos un resultado anterior
de R. Palais ([14] Prop. 1.4.5) el cual enunciamos a continuacion.

Afirmacién 4 (Palais) Sea G un grupo topoldgico compacto de Lie. En-
tonces para todo G-espacio de Tychonoff X, el conjunto E(X) separa puntos
de conjuntos cerrados de X.

Lema 2.6.1 Sea G un grupo topologico compacto. Si X es un G-espacio de
Tychonoff con peso infinito w(X) = 7, entonces existe una subfamilia K
de E(X) que separa puntos de conjuntos cerrados en X y de cardinalidad
|K|=T.

Demostracion Las condiciones del enunciado son aplicables al Lema 1.3.8
por lo que basta probar que E(X) separa puntos de cerrados en X.

De acuerdo a la discusién de la seccion anterior, la Afirmacién 3 nos per-
mite suponer que G es el limite inverso de un sistema inverso {G,, pﬁ’, A}
de grupos compactos de Lie G. En las construcciones de esa seccién vi-
mos también que X es G-equivalente al limite inverso de un sistema inverso
{X, Wi\‘/, A} donde cada X, es un Gy-espacio y por tanto un G-espacio me-
diante la proyeccién py : G — G (Teorema 2.5.2). Mostramos también que
el conjunto de proyecciones {my : X — X, } es una familia que separa puntos
de cerrados en X (Lema 2.5.1).

Sean entonces € X y A un cerrado de X con z € X\ A, tenemos asf una
proyeccién my, : X — X, tal que

o (l‘) Q_ﬁ o (A)
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El Corolario 2.5.4 afirma que ), es abierta y perfecta, en particular
cerrada, por lo que my,(A) = 7y, (A) en X,,. Como X,, es un G,,-espacio
y G, es compacto de Lie, la Afirmacion 4 nos permite suponer que hay un
Gy,-morfismo acotado ¢ : X, — E a un G),-espacio euclidiano E para el

cual
e(ma (2)) ¢ p(ma (A))

Como p,, : G — G, es un homomorfismo continuo, G actia en E (con-

tinuamente) mediante p,,. Finalmente la composicién X o x  — E
denotada por f es claramente acotada, continua y por las definiciones de
accién de Gy, en Xy, y de G en G, f es G-invariante. Por tanto f € E(X)

y por la ecuacién anterior f(x) ¢ f(A) como se afirma.
U

Consideremos ahora el caso en que el grupo topolégico G es localmente
compacto. Sabemos que C.(G) es un G-espacio con accién

(9:f) = 9f:G—R donde gf(x) = f(zg). (2.15)

(Proposicién 2.3.1). En la seccién 2.4 discutimos por quien reemplazar el es-
pacio C(X) de un G-espacio X y luego usamos una biyeccién para encontrar
las funciones G-uniformes. Veamos que sin dicha asociacion atin es posible
encontrar resutados andlogos a los ya obtenidos. Llamemos F'(X) al conjunto
Morrppe (X, C.(G)).

Lema 2.6.2 Sea G un grupo topologico localmente compacto. Si X es un
G-espacio de Tychonoff, entonces el conjunto F(X) contiene un subconjunto

S de cardinalidad |S| = w(X) que separa puntos de conjuntos cerrados de
X.

Demostracién Por el Lema (1.3.8) basta probar que el mismo conjunto
F(X) separa puntos de conjuntos cerrados de X.

Sean y € X y A C X un cerrado tales que y € X\ A. Como X es de
Tychonoff podemos escoger una funcién continua ¢ : X — I tal que ¢(y) =0

v p(A) =1
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Ahora, la composicién ¢ : X x G — I C R de las funciones

XxG—>Gx XL sx—5%ICR

(z,9) —(9,2) —>= 9% —>p(gx)

nos da una funcién continua ([6], Cap. XII, Teo. 3.1).

x L 19co@), f@)g) =dg) = olgr). (2.16)

Ademsds, si h,g € Gy x € X de (2.15) y (2.16) tenemos

f(hx)(g) = @(g(h))

@
= f(x)(gh) = (hf)(9)-

Por tanto f(hx) = hf(x) para toda h € Gy f es equivariante, f € F(X).

Veamos que f separa a y de A. ev, : C.(G) — R siempre es continua,
asi que

es abierto en C.(G) y ev.(f(y)) = f(y)(e) =
f(y) € U. De igual forma ev.(f(a)) = f(a)(e)
por lo que UN A = () y siendo U vecindad de

fley) = f(y) = 0 asi que
= ¢(a) = 1, para toda a € A
f(y) concluimos que

fy) ¢ F(A)



Capitulo 3

Encajes equivariantes

3.1. Encajes equivariantes isométricos

Los encajes que presentamos en esta seccion son versiones simétricas de
encajes isométricos bien conocidos en el caso general. En el siguiente capitulo,
veremos que los espacios ambiente de estos encajes son en efecto G-extensores
absolutos para G-espacios métricos.

Comenzamos enunciando una versién equivariante del Teorema de Encaje
de Kuratowski-Wojdyslawski (Teorema 1.4.8).

Teorema 3.1.1 Sean G un grupo topolégico y X un G-espacio con un punto
figo. Si X admite una métrica invariante, entonces X se encaja isométrica
y equivariantemente en Cp(X) y su imagen resulta cerrada en su envoltura
convexa.

Demostracién Sea d : X x X — R™ una métrica invariante y compatible
con la topologia de X y sea a € X un punto fijo bajo la accién, i.e., ga = a
para toda g € G. Definamos la funcién ¢ : X — Cy(X) como t(z) = f, :
X — R, donde

fz(y) = d(SL’,y) - d(a7 y)

Como f,(y) < d(z,a) para toda y € X y d es continua, tenemos que f, €
C(X) para toda x € X. Verifiquemos que f, efectivamente estd en Cy(X).

60
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Sean € > 0 y x € X, entonces

|d(x, hy) — d(a, hy) — d(z,y) + d(a, y)|

|d(z, hy) — d(x,y)| + |d(a,y) — d(a, hy)|
d(h™ 'z, y) — d(z,y)| + |d(ha, hy) — d(a, hy)|
d(h'z,r) +0=d(x, hx), Yye€ X, hea,

I IA

IN

y en vista de la continuidad de d y de la accién (y como x = ex), basta tomar
vecindades V C Gy W C X de e y z, respectivamente, tales que

V{z} C VW C O4(x,¢),
con lo que
[fo(hy) = [o(y)| < d(z,ha) <e, Vye X, heV,
de modo que f, € Cp(X).

Es facil ver que ¢ es isometria pues para cualesquiera xq,xs € X se tiene

[ for = faull = zgg{lfxl(y) — Jaoa (y)[}
= sup{|d(z1,y) — d(z2,9)|}
yeX
< sup |d(z1, 22)| = d(x1, 22),
yeX

y por otro lado notemos que

||far1 - fm” = |f$1(ZL’2) - f$2<x2)| = d(Ihx?)'
Por tanto ¢ es isometria y un encaje (Observacion 1.2.2).
Para ver que ¢(X) es cerrado en conv(¢(X)) tomemos una sucesién { f;, }

en ((X) convergente a f € conv(¢(X)). Tenemos entonces f = > " t;f,, con
z€X, t; >0y > t; =1, luego

m
| fen — thsz“ — 0, cuando n — oo.
=1
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Dada n > m, como »_t; = 1 podemos suponer (reordenando) que ¢t; > 1/n,
tenemos entonces

[ fen = fII = 1S (2n) = f2n)]
= |f(wn) + d(a, zn)]

= ‘ Z tifzi (xn) + Z tid(a7 ‘r”)l
i=1 i=1

= ’Ztid(zi,xn)’ > tid(z1, 7).
i=1

Por tanto d(z1,z,) — 0, si n — oo, i.e., x, — 2z por lo que t(z,) — t(z)
y como Cy(X) es de Hausdorff debemos tener que f = f,;, € «(X) como
queriamos.

Resta ver que ¢ es equivariante. Para esto, sean g € Gy © € X y obser-
vemos que, para cada y € X,

(9f:)(y) = fulg™'y)
= d(x,9g7'y) —d(a,g'y)
= d(gz,y) —d(a,y) = fe(y),

es decir ¢gf, = fy. 0 bien gu(x) = t(gx), por lo tanto ¢ es equivariante como
afirmabamos.

O

Corolario 3.1.2 Sea G un grupo topolégico. Entonces para todo G-espacio
métrico X que admite una métrica invariante existe un G-espacio lineal nor-
mado (y completo) y un encaje equivariante de X en él tal que la imagen de
este encaje es cerrada en su envoltura convexa.

Demostracién Supongamos primero que X tiene un punto fijo, entonces
basta observar que Cy(X) es un espacio lineal normado (Corolario 2.4.5) y
tomar el encaje del teorema anterior.

En caso de que X no tenga ningun punto fijo, anadiremos uno, esto es,
tomemos la suma topolégica X' = X + {oc} (donde co es un punto ajeno a
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X) y definamos la accién (claramente continua) G' x X' -+ X' dada por:

gr, sire X
g-r= .
00, Sl =00

Luego la composicién X — X' <5 Cj (X') es el encaje que necesitdbamos.

Teorema 3.1.3 Sea G un grupo topolégico y X un G-espacio métrico. St X
admite una métrica tnvariante y acotada entonces existe un encaje 1Sométrico
y equivariante j : X — L, donde L es un G-espacio lineal y normado, tal
que la imagen j(X) es cerrada topoldgicamente y también una base vectorial
para L.

Demostracién Si P(X) es el conjunto potencia de X, denotemos por Z
al conjunto {z € P(X) | z es finito} y definamos una funcién G x Z — Z
por (g,2) — gz = {gp | p € z} que es claramente una accién de G en Z.

Podemos entonces considerar el G-espacio (de Banach) (A(Z), || - ||) de
todas la funciones acotadas y G-uniformes de Z a R y || -|| la norma supremo.
Sea s la norma supremo para A(Z) y sea d : X x X — R* una métrica inva-
riante, acotada y compatible para X y definamos un primer encaje isométrico
Jj: X — A(Z) con j(z) = f, : Z — R dada por

fe(2) = d(x, z) = inf{d(z,p)}.

peEZz

Esto tiene sentido pues al ser d acotada f, lo es y la G-uniformidad
de f, se sigue de la invarianza de d y del hecho de que para cualesquiera
€/, heG,zeX

[fo(hz) = fo(2)] = |d(z, hz) —d(z, 2)]
= |d(h 'z, 2) — d(x,2)|
< d(h™'z,z) = d(z, hx)

asi que en vista de la continuidad de la accién (dado que x = ex), es suficiente
escoger una vecindad V' C G de e (y otra de x, W C X) tal que

V{z} C VW C Oz, €),
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con lo que para cualesquiera z € Z, h € V|
|[fa(hz) = fa(2)] < d(x, h) <,

de este modo concluimos que f, € A(Z).

Para probar que j es una isometria tomemos x1,zo € X, entonces

fol - fxz” = igIZ){’fm(’Z) - fxz(z)’}
= sup{ld(z1, z) = d(z>, 2)[}
sup{d(z1,x2)} = d(z1, x2).

z2€Z

IN

y para el caso particular en que z = {zy} € Z tenemos

[far = Saoll 2 [f21(2) = fan (2)| = d(1, 22),

asi que s(j(x1),j(xe)) = d(x1, z2).
Ademas, como

(9f:)(2) = falg™'2) = d(z,97"2) = d(gz, 2) = feu(2)

para cualesquiera v € X, g € G y 2 € Z, concluimos que gf, = fga, t.¢.,
gj(x) = j(gx) para cualesquiera z € X y g € G esto es, j es equivariante.

Notemos también que j(X) C A(Z) es linealmente independiente. De
lo contrario, existirian xy,xs,...,Tyy1 V G1, 02, ..., Gy, elementos de X y de
R, respectivamente tales que f, ., = a1 fs, + a2 fe, + ... + anfs,, tomando
z ={wy,x9,...,2,} tendriamos que

Jran(2) = a1 fay (2) + a2 fay(2) + .. A fo,(2) =04+ 04...+0=0

y entonces z,11 € z, lo cual es una contradiccién (suponiendo que los ele-
mentos x; son distintos entre si). Ahora es inmediato que al definir L como
el subespacio de A(Z) generado por j(X), j(X) resulta base de L y el encaje
anunciado en el teorema serd la correstriccién de j a su imagen j|* : X — L,
que por comodidad seguiremos llamando j.

Sé6lo nos resta demostrar que j(X) es cerrado en L: sea ¢ € L\j(X),
entonces ¢ es de la forma Y ! | a;f,, para algunas n € N, z; € X, a; €
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R (i=1,...,n). Como ¢ # f, para cadai € {1,...,n}, podemos escojer
un € € R tal que

(3.1)

Afirmamos que Og(yp, €) C L\j(X). Supongamos lo contrario, entonces existe
x € X tal que f, € Os(p,¢€) o sea

||90_f:v|| <, (32)

pero por (3.1) tenemos que

Hfac - f:c@” > ”90 - fa::” - ”90 - f:c” >2—e= €, pala cada 1 € {17 s 7”}7
entonces debido a que j es una isometria tenemos que
d(z,z;) > e Vie{l,...,n}. (3.3)

Por otro lado sabemos que |[¢ — f.|| > |p(2) — f:(2)| para toda z € Z,
aplicando esto a z = {zy,...,2,} y usando (3.3) tenemos que

lo = fall = [0(2) = fa(2)| = fa(2) = d(2,2) = €
contradiciendo (3.2). Con esto termina la demostracién.

O

Teorema 3.1.4 Sean G un grupo topolégico compacto y X un G-espacio me-
trizable. Entonces existe un espacio lineal normado L y un encaje isométrico
y equivariante | : X — C(G, L) cuya imagen (X)) es cerrada en C(G,L).

Demostracion La acciéon que usaremos para ver a G como un (G-espacio
es (g, ) — xg~! que claramente es continua y que transforma la accién (2.7)
de la Proposicién 2.3.1 para C(G, L) en

(hf)(g) = f(gh), para cualesquiera h,g € G, f € C(G,L). (3.4)

Recordemos que como G es compacto C(G,L) = C*(G,L) y C.(G,L) =
(C(G,L),|| - ||) donde || - || es la norma supremo (Proposicién 1.2.16).

Ahora bien, ya que G es compacto, la Proposicién 2.2.2 nos permite apli-
car el Teorema 3.1.3, luego, existe un espacio lineal normado L junto con un
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encaje isométrico X < L tal que su imagen «(X) es cerrada en L. Usando
esto, definamos la funcién [ : X — C(G, L)

I(x)(g9) = a(gx), para cualesquieraz € X, g € G

y veamos que satisface lo afirmado.

Sean x1, 25 € X, usando el hecho de que a es isometria y tomando una
métrica invariante d compatible con la topologia de X, tenemos que

[1(1) = Uz2) || = igg{\l(xl)(g)—l(xz)(g)\}

= ilelcp{\a(gim) — a(gza)[}

= sup{|d(zy, z2)|} = d(w1, 22).

geG

Por tanto [ es isometria.
Para ver que [ es equivariante sean g, h € G, y usando (3.4) obtenemos

(hi(z))(9) = Uz)(gh)
(ghz)
(I(hz))(9),

de modo que hi(z) = l(hx), como pedimos.

Q

Sélo falta ver que I(X) C C(G, L) es cerrado. Como X y C(G, L) son
métricos, podemos probarlo usando sucesiones.

Sea {z,} una sucesién en X y supongamos que la sucesién {l(z,)} con-
verge a f € C(G, L), sera suficiente mostrar que f € [(X). Notemos que

xn) = f = U(zn)(e) = [fle),
y como [(x,)(e) = a(ex,) = a(z,), si y = f(e) entonces
a(en) =y, {a(zn)} C a(X),

y ya que a(X) = a(X), obtenemos que y = a(z) para alguna z € X. Como
a es una isometria deducimos que x,, — x. La continuidad de [ implica que
[(x,) — [(z). Por tanto, en un espacio de Hausdorff como L debemos tener
que f=I(x) € (X) y l(X) C L es cerrado.
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O

Si el grupo G solamente es localmente compacto, seguiremos teniendo al
G-espacio C.(G, L) donde L se puede elegir con cualquier otro encaje X < L.
En este caso, [ sigue siendo un encaje equivariante ([13], Teo. 6.2).
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3.2. Encajes equivariantes de espacios de Ty-
chonoff

Como discutimos en la seccién 2.6, el resultado enunciado en el Lema
2.6.1 nos permitira demostrar de manera natural la versién equivariante del
Teorema de Encaje de Tychonoff. Por otro lado, la idea de considerar a C(G)
como el objeto en TOPY que juega el papel de R en TOP nos dard, en
vista del Lema 2.6.2, la versién equivariante del Teorema 1.3.7 sobre objetos
universales en la categoria 7OPC.

Teorema 3.2.1 Sea G un grupo topologico compacto. Entonces para cada
G-espacio de Tychonoff X de peso infinito w(X) = 7, existe una accidn de
G continua y lineal en R™ junto con un cubo B, C R™ (de peso T) invariante,
en el cual X se encaja equivariantemente.

Demostraciéon Por el Lema 2.6.1, existe una familia K de G-morfismos
acotados f : X — E; donde Ef es un espacio euclidiano (algin R"), con
cardinalidad |K| = 7 que separa puntos de conjuntos cerrados de X.

Como cada f € K es acotada, f(X) C Ef es compacto y por lo tan-
to su envoltura convexa By = conv(f(X)) también es compacta (Proposi-
cién 1.2.11). Claramente By es homeomorfo a un cubo de dimension finita.
Ademas G actia linealmente en Ey para cada f € K por lo que de acuerdo

a la descripcién dada en la Proposicién 1.2.11, By es invariante en Ey.

Ahora simplemente consideremos el producto [[{Ef | f € K} el cual es
topoldgica y linealmente equivalente a la potencia R™, de modo que identifi-
caremos a ambos y definiremos B, = [[{Br | f € K}.

Es claro que R™ ([ Ef) es un G-espacio lineal con accién diagonal y de
este modo B, C R” es un conjunto invariante. Obviamente B, es compacto,
convexo y homeomorfo al cubo I”7 como se afirma.

Sélo nos falta dar el encaje equivariante de X a B,, pero de acuerdo a
nuestro argumento, este surge de forma natural tomando el morfismo diago-
nal inducido por la familia K, e.d.,

A: X — H By con A(z); = f(x),
feK
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que de acuerdo a la accién (diagonal) en B, y a la G-invariancia de las
funciones f, es un morfismo de G-espacios.

En vista del Corolario 1.3.3, como X es de Tychonoff y K separa puntos
de cerrados en X, A es un encaje y el teorema queda demostrado.

O

Una vez que el espacio queda encajado, la cerradura de este en el espacio
ambiente es una compactacion. Como ademés la cerradura de un invariante
es de nuevo invariante, tenemos asi una G-compactacion, i.e.,

Corolario 3.2.2 Sea G un grupo topolégico compacto. Entonces cada G-
espacio de Tychonoff admite una compactacion equivariante del mismo peso.

Cosideremos ahora la existencia de G-objetos universales.

Teorema 3.2.3 Sea 7 un numero cardinal infinito. Si G es un grupo to-
poldgico compacto de peso w(G) < T, entonces hay una accion lineal de G en
la potencia topoldgica R™ y un cubo B, C R™ (de peso T) en donde cualquier
G-espacio de Tychonoff de peso menor a T se encaja equivariantemente.

Demostracién Consideremos el G-espacio C.(G) con accién (g, f) — gf
tal que gf(z) = f(xg) (Proposicién 2.3.1). Oservemos que el peso de G y
C.(G) coinciden pues w(C(G)) = w(C.(G,R)) < w(G)w(R) ([6] Cap. XII,
Teo. 5.2) y w(G) < w(C(G)) siempre, asi que w(G) = w(C(G)).

Ahora, por el Teorema 3.2.1, la potencia R¥(C(@) = R*(©) o5 un G-espacio
lineal y hay un cubo invariante B,,q) C R¥(©) que hace posible encajar a
C(G) equivariantemente en By (G compacto implica que C(G) € M).
Ademas, segin la Observacién 2.1.1, la accién diagonal de G en cualquier po-
tencia de un G-espacio sigue siendo continua y lineal; en particular (R*(“))"
es un G-espacio lineal. Pero w(G) < 7 implica que (R¥(%))" 22 R topologica
y linealmente, asi que podemos identificar los dos espacios para nuestra co-

modidad.

Definamos B; = (B, ()" C R” (segtn el comentario anterior) y veamos
que B, satisface la propiedad establecida en el enunciado.
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Sea X un G-espacio de Tychonoff con peso w(X) < 7. De acuerdo al Le-
ma 2.6.2, existe un subconjunto S C F(X) que separa puntos de conjuntos
cerrados en X y cuya cardinalidad es 7. Esto implica que el morfismo diago-
nal A : X — [[;.4 C(G); = C(G)" inducido por S es un encaje equivariante.

Ahora, C(G) se encaja en By, ¢ equivariantemente por lo cual (C(G))" se
encaja en (By))" también equivariantemente (coordenada a coordenada).
Luego la composicién de encajes equivariantes

X — (C(Q) — B,
es el encaje equivariante de X en B, buscado.

O

El problema de GG-compactacion, i.e., encajes equivariantes en espacios
compactos es muy interesante. En [3] Antonyan prueba que en el caso del
Lema 2.6.2, si el grupo G es compacto, el subconjunto F*(X) de F(X) de
G-morfismos X — C(G) donde f(X) C C(G) es compacto también separa
puntos de conjuntos cerrados en X. Como vimos en la Seccién 2.4, estas
funciones corresponden, bajo la asociacion & de la Observacion 2.4.1, a las
funciones G-uniformes. En [17], De Vries demuestra que el G-espacio de Ty-
chonoff X (con accién ) admite una G-compactacion si y sélo si Cyp(X)
separa puntos de conjuntos cerrados en X. Esto es cierto si, por ejemplo,
G es localmente compacto. Como consecuencia de esto De Vries presenta el
siguiente resultado.

Afirmacién 5 (De Vries) Sea (G, X,0) un grupo topolégico de transfor-
maciones. Entonces X se encaja equivariantemente en un G-espacio com-
pacto (de Hausdor(f) si y sdlo si X admite una uniformidad tal que, al darle
al grupo Homeo(X) la topologia de convergencia uniforme, el homomorfismo

© : G — Homeo(X), ¢ — 0,

es continuo ([17] Coro. 3.10).
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3.3. Encajes equivariantes de espacios
p-paracompactos

Teorema 3.3.1 Sea G un grupo topoldgico compacto. Si X es un G-espacio
p-paracompacto de peso infinito w(X) = T, entonces hay una accidn lineal de
G en R” junto con un cubo B, C R” de peso T invariante y un espacio lineal
normado L tales que X se encaja equivariantemente como un subespacio
cerrado del G-espacio B, x L.

Demostracién Como G es compacto, el Corolario 2.1.4 garantiza que la
proyeccion orbital p : X — X/G es perfecta. De acuerdo a la Afirmacién
1, el espacio de érbitas X /G es también p-paracompacto. Esto significa que
hay una funcién perfecta f : X/G — Z donde Z es un espacio métrico. La
acciéon de G en X/G es trivial y podemos suponer lo mismo para la accién
en Z, asi que f es una funcién equivariante (invariante). De este modo la

composicién X = X /G L 7 ala que llamaremos ¢’, es un morfismo perfec-
to e invariante de X a Z. Ademas en vista de que Z es métrico, Z se encaja
isométricamente como un cerrado de un espacio lineal normado L (Teorema
3.1.3 con acciones triviales).

Componiendo ¢’ con el encaje Z <— L obtenemos un G-morfismo propio
e invariante ¢ : X — L (L es un G-espacio trivial).

Retomando lo establecido en el Teorema 3.2.1 (X es en particular de Ty-
chonoff), tenemos un G-espacio lineal R™ y dentro de este un cubo B, C R”
de peso 7 invariante junto con un encaje equivariante ¢ : X — B,.

Con los dos morfismos anteriores definamos su diagonal
hiX =B x L, ()= (p(x),4(a))

y observemos que como ¢ es un encaje, h también lo es (Corolario 1.3.3). Es
claro también que h es equivariante. Finalmente, como ¢ es propia, h también
lo es ([7], teo. 2.3.20), en particular h es cerrada.

O



Capitulo 4

Retractos absolutos
equivariantes

4.1. G-extensores y G-retractos

Definiremos a continuacién, de manera natural, las nociones de G-retracto
absoluto (y de vecindad) y de G-extensor absoluto (y de vecindad) para clases
de G-espacios.

Si G es un grupo topoldgico y K es una clase de espacios denotaremos por
KC ala subcategoria completa TOPYNK, i.e., espacios de K con una accién
(continua) de G y funciones equivariantes.

Definicién 4.1.1 Sean K una clase de espacios débilmente hereditaria y G
un grupo topolégico. Un G-espacio Y € K¢ es un G-retracto absoluto para la
clase KC si cada vez que Y aparezca como un subespacio cerrado e invariante
de un G-espacio X € K¢, Y es un G-retracto de X, i.e., existe una retraccion
equivariante de X a'Y. Diremos que Y € K¢ es un G-retracto absoluto de
vecindad para la clase K¢ si cada vez que Y aparezca como un subespacio
cerrado e invariante de un G-espacio X € K¢, Y es un G-retracto de una
vecindad invariante U de'Y en X, i.e., existe una retraccion equivariante de

UaY.

Estas nociones las abreviaremos como Y € G-AR(K) y Y € G-ANR(K),
respectivamente.

Pasemos ahora al caso equivariante de los extensores.

72
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Definicién 4.1.2 Sean K una clase de espacios débilmente hereditaria y G
un grupo topolégico. Un G-espacio Y es un G-extensor absoluto para la clase
K¢ si para cada subespacio A cerrado e invariante de un G-espacio X en
K¢ y cada morfismo de G-espacios f : A — Y, f admite una estension
equivariante F . X — Y. El G-espacio Y es un G-extensor absoluto de
vecindad para la clase K€ si para cada G-espacio X € K¢ cada G-morfismo

f A=Y deun cerrado e invariante A de X, existe una vecindad invariante
U de A en X yuna G-extension F: U — Y de f.

Si Y es un G-extensor absoluto para la clase K escribiremos Y € G-AE(K)

y si es G-extensor absoluto de vecindad para la misma clase escribiremos
Y € G-ANE(K).

Con la definicién de accién diagonal en un producto de G-espacios (Ob-
servacién 2.1.1) es facil demostrar el siguiente andlogo de la Proposicion 1.4.4.

Observacion 4.1.3 Sea G un grupo topologico y K una clase de espacios
débilmente hereditaria. Entonces el producto de una familia de G-AE(K)’s
es de nuevo un G-AE(K).

Demostracioén Sean {Y)},ca una familia de G-extensores absolutos y
A C X un cerrado e invariante de un G-espacio X en K¢ Sean f : A —
[Liea Yo un G-morfismo y my : [[ ., YA — Y la proyeccién N-ésima. Tene-
mos el diagrama

X - —F>HY,\
Fy l

7T>\/
A

que para cada A’ € A induce una extensién equivariante Fy, de 7y f. Luego,
{F\} induce una funcién F : X — [[ Y\ que es equivariante pues

F(gz) = {Fx(g2)}x = {gFa(z) }x = g{ FA(z)} = gF (x),

y que hace que el tridgulo superior derecho conmute para cada \ € A.
Tenemos asi que todo el cuadrado conmuta y por lo tanto para cada a € A

7T>\/F<CL) = F,\/(a) = 7r,\/f(a)
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como X € A es arbritraria concluimos que F'(a) = f(a), i.e., F' es la exten-
sion equivariante de f.

La version simétrica del cubo de Tychonoff es la siguiente.

Definicién 4.1.4 Sean G un grupo topoldgico y T un numero cardinal. Si G
actua continua y linealmente en el espacio topologico vectorial R™, diremos
que B, C R™ es un G-cubo si

i) B, es compacto, convexo e invariante en R”,
it) B, es homeomorfo al cubo I7,

iii) By € G-AE(N).

Proposicién 4.1.5 Sean G un grupo topologico y H un subgrupo normal y
compacto de G. Sea K una clase de espacios débilmente hereditaria y cerrada
bajo funciones perfectas. Si'Y es un G/H-ANE (K), entonces el G-espacio
Y es un G-ANE (K).

Demostracién Recordemos que el G/ H-espacio Y puede ser visto como G-
espacio mediante el homomorfismo canénico (y de identificacion) G — G/H.
Sea X un G-espacio en la clase K y A C X un cerrado invariante. Sea
f A — Y una funcién equivariante. Como A y Y son G-espacios, también
son H-espacios y f es H-invariante, asi que f induce una tnica funcién
(continua) f : A/H — Y/H que hace conmutar el diagrama

A—L sy
pl f lq
AJH L >v/H

donde hemos designado por p y ¢ a las proyecciones orbitales correspondien-
tes.

Notemos que, como la accién de H sobre Y es la inducida por H — Gy
la de G estd a su vez determinada por el homomorfismo G — G/H, entonces
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la accion de H en Y estd dada por la composicion H <— G — G/H que es
trivial para toda h € H. Asi que la accién de H en Y es trivial, i.e., Y/H =Y
y el diagrama anterior se reduce al diagrama

A—f>Y

| A

AJH

Ahora bien, el espacio cociente A/H es un G/H-espacio (Proposicién
2.1.2) y por tanto un G-espacio mediante el homomorfismo G — G/H, i.e.,
que tiene por accién gH(a) = H(ga). Por otro lado, si vemos a A como el
cociente A/{e} y aplicamos la misma Proposicién 2.1.2, tenemos que p es
G-invariante. Del diagrama anterior obtenemos, para g € Gy H(a) € A/H,

flgH(a)) = f(H(ga))
= flga)
= gf(a) = gf(H(a)).

Por tanto f es un G-morfismo y también un G/H-morfismo (pues G actia
en A/H y en Y mediante G — G/H).

Usando la compacidad de H, el Corolario 2.1.4 implica que P : X —
X/H es perfecta (P|a = p). Como pedimos que la clase K sea cerrada
bajo funciones perfectas, debemos tener que X/H € K. En resumen, fv €
Mor;onpa/n(A/H,Y)y A/H C X/H es un cerrado GG/ H-invariante de modo
que f admite una G/H-extension F:V —YdondeV CX /H es una ve-
cindad invariante del subespacio A/H (Y € G/H-ANE(K)). Ahora es claro
que U = p~1(V) es una vecindad invariante de A y del diagrama

A VR N Ve
I
A—2>A/H

f

vemos que F' = FP:U —Y es la extensién G-invariante de A4 a la vecindad
(invariante) U. Esto concluye la prueba.



CAPITULO 4. RETRACTOS ABSOLUTOS EQUIVARIANTES 76

O

En la demostracién de la Proposiciéon anterior es posible considerar la
extensiéon de f a todo el espacio X/H en lugar de una extensién a una
vecindad invariante de A/H, esto es, suponiendo que Y sea un G/H-AE(K)
y la vecindad de A resultaria el espacio X, resumimos esto en la

Observacién 4.1.6 Con las definiciones anteriores, siY es un G/H-AFE(K),
entonces también es un G-AE(K).

Corolario 4.1.7 Sean G un grupo topologico y H un subgrupo normal, cerra-
do y compacto de G. Sea K una de las clases M, C, CM y P. Entonces si
Y es un G/H-espacio se tiene que

1. SiY € G/H-AE(K), entonces Y € G-AE(K).
2. SiY € G/H-ANE(K), entonces Y € G-ANE(K).
Demostracién Del Teorema 1.3.10 usando (1) y (2) se tiene que M, C y

CM son clases cerradas bajo morfismos perfectos. Por la Afirmacién 1, P
también es cerrada bajo funciones perfectas.

O
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4.2. Algunos hechos sobre extensores equiva-
riantes

El propdsito de este apartado es enunciar versiones equivariantes de teo-
remas como los comentados en la seccién 1.4, que resultan en extensores
absolutos, para combinarlos con los encajes (equivariantes) obtenidos en el
capitulo anterior. Estos resultados se encuentran en [4].

Empezamos con una versiéon equivariante del Teorema de Extensién de
Dugundji (1.4.9).

Teorema 4.2.1 (Antonyan) Sea G un grupo topoldgico compacto. Sea L
un G-espacio lineal localmente convero y V' un subespacio convero e inva-
riante de L. Supongamos que una de las siguientes condiciones

1. 'V es completo respecto a la uniformidad natural del espacio topolégico
vectorial L,

2. L es de dimension finita,

3. G es finito,

es cierta. Entonces, para cualquier subespacio cerrado e invariante A de un
G-espacio X, si un morfismo de G-espacios f : A — V admite una extension
a X, también admite una extension equivariante de X a V.

Si el G-espacio X es metrizable, la Proposicién 2.2.2 nos permite suponer
que X tiene una métrica invariante, de modo que la version equivariante del
Teorema 1.4.10 se obtiene aplicando el mismo Teorema de Dugunji (1.4.9) y
luego el anterior.

Corolario 4.2.2 Sean G un grupo topologico compacto, L un G-espacio li-
neal localmente convexo y V. C L cerrado, convexo e invariante. Si V es
completo respecto a la uniformidad natural de L, L es de dimension finita o

G es finito, entonces V € G-AE(M).

Si un espacio métrico es extensor absoluto para espacios métricos y ade-
mas es completo y separable, entonces también es un extensor absoluto para
espacios normales ([9], Cap. II, 16.1). Asi que del Teorema 4.2.1 también se
obtiene la siguiente consecuencia.
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Corolario 4.2.3 Sean G un grupo topologico compacto. Sea L un G-espacio
lineal de Banach y V' C L un subespacio cerrado, convexo, invariante y se-

parable de L, entonces V € G-AE(N).

Queremos ahora enunciar la versiéon equivariante del Teorema 1.4.6. Su-
pongamos que un grupo topologico G actiia en dos espacios Y y T' metriza-
bles. Sabemos (Proposicién 2.3.1) que si G es localmente compacto, entonces
C.(T,Y) es un G-espacio con accién (g, f) — gf donde (gf)(x) = f(g 'z).
Por otro lado, en el Teorema 1.4.6 pedimos que 7" sea compacto para asegurar
que la topologia compacto-abierta coincida en C(T,Y") con la inducida por
la norma supremo descrita en la seccién 1.2.3 ([13], Anexo B, Prop. 6). Por
ultimo, si G es numerablemente compacto, tendremos asegurada la existen-
cia de métricas invariantes para Y y 7. Con estas cosideraciones en mente,
pediremos la compacidad de G al igual que la de T
El resultado se basa en el teorema debido a Antonyan ([2]) que enunciamos
a continuacion.

Teorema 4.2.4 Sean G un grupo topologico compacto y T un G-espacio.
Sean Iy y Ky dos clases de espacios de Tychonoff tales que

1. Para cada X € K1, X X T es un k-espacio.

2. Para cada X € KY, el espacio de érbitas (X x T)/G pertenece a K,

Si el espacioY es un ANE(K,), entonces el G-espacio C(T,Y) esun G — -ANE(K,).
Si ademds Y es un AE(Ks), entonces C(T,Y) es un G-AE(K,).

Teorema 4.2.5 Sean G un grupo topolégico compacto y T un G-espacio
compacto. SiY es un ANR(M) entonces el G-espacio C(T,Y') es un G-ANE(P).
SiY es ademds un AR(M), entonces C(T,Y) es un G-AE(P).

Demostracién Nuestro objetivo es usar el Teorema 4.2.4 para las clases
de espacios K1 = Ky = P que son en efecto clases de espacios de Tychonoff.
Verifiquemos las condiciones de este teorema.

Para la condicién (1), sea X € P cualquier objeto, entonces existe una fun-
cién perfecta f : X — Z a un espacio Z € M. Sabemos que cada espacio
métrico es un k-espacio (Proposicién 1.3.15) y que la preimagen perfecta de
un k-espacio es de nuevo k-espacio ([7], Teo. 3.7.25) por tanto X es un k-
espacio. Del Corolario 1.3.18, la compacidad de T implica que X x T es un
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k-espacio y asi se tiene la primera condicién del teorema.

Para la condicién (2), la Observacién 1.3.14 nos garantiza que X x T es
p-paracompacto. Si suponemos que X es un G-espacio entonces X x T tam-
bién es un G-espacio y por el Corolario 2.1.4, la proyeccion orbital X x T" —
(X xT)/G es perfecta. De la Afirmacion 1, tenemos que (X xT') /G esté en P.

Por ltimo, debido a un resultado de Yu. T. Lisica ([10]) se tiene que Y €
AR(M) implica que Y € AE(P) y Y € ANR(M) implica que Y € ANE(P),

asi que el enunciado se deduce del teorema anterior.
OJ

En el teorema anterior, la tinica propiedad requerida de T' es la compaci-
dad, asi que como tambien pedimos la compacidad de G, podemos considerar
el G-espacio (G, G,~) donde (g, h) = gh™! es la misma de la ecuacién 1.1.

Corolario 4.2.6 Sea G un grupo topoldgico compacto. SiY es un AE(M) o
un ANE(M), entonces el G-espacio C(G,Y) es un G-AE(P) o un G-ANE(P),
respectivamente.

Cuando Y es un extensor absoluto, la hipdtesis sobre el grupo puede
mejorarse a compacidad local como se observa en la siguiente proposicion

([13] Teo. 6.6).

Proposicion 4.2.7 Sean G un grupo topoldgico localmente compacto y KC
una clase débilmente hereditaria. S1Y € AE(K), entonces C.(G,Y) € G-AE(K).



CAPITULO 4. RETRACTOS ABSOLUTOS EQUIVARIANTES 80

4.3. Relacion entre los retractos y extensores
equivariantes absolutos

Nuestro objetivo final en este trabajo es dar la versién equivariante de
las ideas presentadas en la seccién 1.4.3. Mostraremos la equivalencia de las
nociones de retractos y extensores equivariantes para las clases C, M, CM
y P. Para ello utilizaremos el mismo método de la prueba del Teorema 1.4.7
y la versién equivariante de la Proposicién 1.4.11 junto con los encajes del
Capitulo 3.

Proposicién 4.3.1 Sea G un grupo topoldogico y K una clase de espacios
débilmente hereditaria. Entonces, si Z es un G-espacio yY C Z es un cerrado
mvariante, se tiene que

1. SiY es un G-retracto de Z y Z € G-AE(K), entonces Y € G-AE(K).

2. Si'Y es un G-retracto de vecindad de Z y Z € G-ANE(K), entonces
Y € G-ANE(K).

Prueba De la prueba de la Proposiciéon 1.4.11 podemos ahora pensar que
las funciones son equivariantes al igual que las vecindades asi que las exten-
siones construidas son también equivariantes.

Para el caso de los G-espacios metrizables, una vez obtenida la ver-
sién equivariante del encaje de Kuratowski-Wojdyslawski (Corolario 3.1.2)
y enunciada la versién equivariante del resultado de Dugundji (Corolario
4.2.1), resulta natural proceder, en vista de la proposicién anterior, como en
el Teorema 1.4.7. Sin embargo, no es inmediato que conv(X) sea cerrado en
Cy(X) o incluso completo, asi que no podemos deducir que conv(X) sea un
G-AE(M).

No obstante, Cy(X) es un G-espacio lineal de Banach (Corolario 2.4.5) asi que
el Teorema 3.1.1 representa efectivamente un encaje equivariante en un G-
extensor absoluto aunque X no es necesariamente cerrado en Cy(X).

Otra version equivariante del Teorema de Dugundji es la obtenida también
por Antonyan en [4] .
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Teorema 4.3.2 Sea G un grupo topoldgico de Lie compacto. Sean L un G-
espacto lineal localmente convexo y V' un subespacio convexo e invariante de
L, entonces V' es un G-ANE(M).

Mas ain, si el G-espacio V' tiene G-puntos fijos, V' es un G-AE(M).

En vista de este resultado, si suponemos que el grupo es compacto de
Lie, entonces la Proposicion 2.2.2 nos garantizara la existencia de una métri-
ca invariante admisible para el G-espacio X y podemos aplicar los Teoremas
3.1.1 y 3.1.3 en combinaciéon con el Teorema 4.3.2. La hipdtesis de este ulti-
mo teorema respecto a la estructura diferencial del grupo no es del todo
imprecindible, de hecho, en [5] (Teo. 6), Antonyan observa lo siguiente.

Teorema 4.3.3 Sea G un grupo topoldgico compacto y metrizable que no sea
de Lie. Entonces eziste un G-espacio lineal normado que no es G-ANE(M).

Hemos visto que bajo ciertas condiciones, los Teoremas 3.1.3 y 3.1.1 repre-
sentan encajes isométricos y equivariantes en retractos absolutos. El Teorema
3.1.4 ciertamente enuncia otro encaje en un G-extensor como veremos mas
adelante.

En la situacion general, los espacios compactos Hausdorff pueden ser vis-
tos, segin notamos en el Corolario 1.3.5, como subespacios cerrados de un
cubo I7 para cierto cardinal 7. Como observamos en la Secciéon 1.4.3, I” siem-
pre es un extensor absoluto para la clase N. Pasando al caso equivariante, los
Teoremas 3.2.1 y 3.2.3 muestran encajes en (G-espacios homeomorfos a cubos
de Tychonoff que, como veremos, son también espacios G-AE para la clase
NC. En esta misma condicién se encuentran los espacios p-paracompactos
en el encaje presentado en el Teorema 3.3.1.

Teorema 4.3.4 Sea G un grupo topolégico compacto y K una de las clases
M, C, CM y P. Entonces para un G-espacio X € K se tiene

1. X € G-AR(K) siy sdlo si X € G-AE(K).
2. X € G-ANR(K) si y solo si X € G-ANE (K).
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Demostraciéon Es claro que un G-extensor absoluto y absoluto de vecin-
dad para K es G-retracto absoluto y absoluto de vecindad para K, respecti-
vamente. Veamos la otra implicacién.

Consideremos los siguientes casos:

i)

ii)

iii)

Si K = M, como G es compacto, la Proposicion 2.2.2 nos permite su-
poner que X admite una métrica invariante. Por el Teorema 3.1.4, X
es G-homeomorfo a un subespacio cerrado e invariante del G-espacio
C(G, L), donde L es un espacio lineal normado Podemos entonces su-
poner que X C C(G,L). Observemos que por el Teorema 1.4.10, L
es un AE(M), luego, las hipétesis del Corolario 4.2.6 se satisfacen y
concluimos que C(G, L) es un G-AE(P) y como M C P tenemos que
C(G, L) € G-AE(M).

Si K es una de las clases C 6 CM, entonces X es un G-espacio de
Tychonoff y por el Teorema 3.2.1 X puede ser visto como un subespacio
cerrado e invariante de un G-espacio B, donde 7 = w(X). Sabemos,
de la prueba de dicho teorema, que B, es un subespacio compacto y
convexo de R™ y que es homeomorfo a 7. Atin més, en esa prueba, B, se
construye como el producto de subespacios By de espacios euclidianos
E; que son compactos y convexos por tanto cada factor By de B;
satisface las hipétesis del Corolario 4.2.3, por lo que cada By es un
G-AE(N), luego, por la Observacién 4.1.3, B, también es un G-AE(N).
En resumen, podemos suponer que X C B, y B, € G-AEN) C
G-AE(C) C G-AE(CM).

Si KL = P, el Teorema 3.3.1 nos proporciona una manera de ver a X
como un subespacio cerrado e invariante del G-espacio B, x L donde
B, es el G-cubo del Teorema 3.2.1 que como acabamos de observar,
es un G-AE(N) y L es un espacio topoldgico lineal normado. Por el
Teorema 1.4.10, L es un AE(M) y por la Afirmacién 2, L también es
extensor para P. Tenemos asi que L € AE(P) pero como observamos
en la Seccion 1.1.2, podemos ver a la categoria TOP como TOPY
usando la accién trivial. Asi, las nociones de extensor y {e}-extensor
coinciden, en particular L € {e}-AE(P). Ahora bien, {e} = G/G y
G es un subgrupo compacto de G asi que por el Corolario 4.1.7, L €
G/G-AE(P) implica que L € G-AE(P). De este modo tenemos que,
X C B x Ly B; € G-AE(N) C G-AE(P), ademés L € G-AE(P)
implica que B; x L € G-AE(P).
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En cualquiera de los casos, es posible considerar a X (salvo homeomorfis-
mo) como un subespacio cerrado e invariante de un G-espacio Z que resulta
un G-extensor absoluto para la clase K respectiva. Aplicando la Proposicion
4.3.1 terminamos la demostracion.

O
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