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Introducción

El problema de extensión de funciones en topoloǵıa es importante y apa-
rece frecuentemente. En general éste es el siguiente.

Dados dos espacios topológicos X y Y y una función continua
f : A → Y donde A es un subespacio cerrado de X, encontrar
una extensión continua de f a una vecindad (abierta) U de A.

Un caso de particular importancia observado por K. Borsuk es cuando Y = A
y f = IdA. En este caso, si existe una extensión de f a una vecindad U de A,
diremos que A es un retracto de vecindad de X; a la extensión r : U → A de
f se le llama retracción. Si además U = X, A se dice simplemente retracto
de X.

Un espacio Y en una clase débilmente hereditaria de espacios K es un
retracto absoluto para dicha clase (Y ∈ AR(K)), si cada vez que Y aparece
como un subespacio cerrado de un espacio X ∈ K, Y es retracto de X. En
general, un espacio Y es un extensor absoluto para la clase K (Y ∈ AE(K))
si cada función continua f : A → Y , de un subespacio cerrado A de X ∈ K,
posee una extensión continua a todo X. Claramente, si Y ∈ K y Y es un
extensor absoluto para la clase K, entonces es un retracto absoluto para K.

Resulta que para un número importante de clases de espacios (débilmen-
te hereditarias), el concepto de retracto absoluto coincide con el de extensor
absoluto, esto es, la proposición: Y ∈ AR(K) implica Y ∈ AE(K), también
es cierta. Un método para probar esta proposición consiste en encajar al es-
pacio Y en un extensor absoluto como un subespacio cerrado. En topoloǵıa
general existen varios teoremas de encaje que tienen como espacio ambiente
precisamente a extensores absolutos.
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En este trabajo revisaremos algunos de esos resultados agregando la
hipótesis adicional de que los espacios cuenten con un grupo topológico de
transformaciones (fijo). Obtendremos entonces, encajes que respeten la ac-
ción inducida por dicho grupo (equivariantes).

Recordemos que un grupo de transformaciones en un conjunto X, es un
grupo G junto con un homomorfismo de grupos Θ : G → SX , donde SX es
el grupo de permutaciones de X en śı mismo. Para el caso en que X es un
espacio topológico, fijaremos nuestra atención en el subgrupo Homeo(X) de
SX compuesto de todos los autohomeomorfismos de X y nos restringiremos
a homomorfismos G → Homeo(X). Si G está provisto de una topoloǵıa de
modo tal que G sea un grupo topológico (multiplicación e inversión conti-
nuas), y dotamos a Homeo(X) de la topoloǵıa compacto-abierta, podemos,
en principio, considerar homomorfismos continuos. Sin embargo, cuando X
no es compacto de Hausdorff, Homeo(X) no necesariamente resulta un grupo
topológico con la topoloǵıa compacto-abierta. No obstante, Θ es equivalente
a una función (llamada acción) θ : G×X → X, (g, x) → gx que satisface las
condiciones

ex = x y g(hx) = (gh)x

para toda x ∈ X y todos g, h ∈ G, donde e ∈ G es el neutro. Pedimos
entonces la continuidad de θ para referirnos al grupo topológico de transfor-
maciones (G,X, θ). En este caso diremos que X es un G-espacio. A lo largo
del trabajo, mantendremos al grupo G fijo.

Una función continua entre G-espacios que conmuta con la acción del gru-
po es llamada equivariante. Es posible entonces, considerar la noción equiva-
riante de retractos y extensores para una clase KG de G-espacios en K.

Presentamos aśı las versiones equivariantes de famosos teoremas de en-
cajes en G-extensores absolutos. Por ejemplo, el encaje isométrico de Ku-
ratowski-Wojdyslawski y el de Tychonoff . Enunciamos también versiones
equivariantes del Teorema de Extensión de J. Dugundji y otros teoremas
equivariantes sobre extensores absolutos con la finalidad de mostrar la equi-
valencia entre G-extensores y G-retractos, tanto absolutos como de vecindad,
para las clases de G-espacios métricos, compactos de Hausdorff, compactos
métricos y p-paracompactos.
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La fuente de los resultados principales de este trabajo es el art́ıculo de
S. Antonyan [5]. La estructura de la tesis es como sigue:

En el Caṕıtulo 1 se presentan las definiciones de grupo topológico, grupo
topológico de transformaciones y las nociones básicas de la Teoŕıa de Retrac-
tos. También se discuten algunas propiedades de los espacios de Tychonoff
y de los espacios p-paracompactos. Además, recordamos algunos hechos de
topoloǵıa general que se usan a lo largo del texto sin referencia expĺıcita. Una
revisión detallada de los grupos de transformaciones continuos se encuentra
en los apuntes de S. de Neymet [13]. Una exposición de la Teoŕıa de Retractos
se encuentra por ejemplo, en la monograf́ıa de S-T. Hu [9].

El Caṕıtulo 2 trata algunas propiedades de topoloǵıa general relativas al
campo de las acciones continuas, como las métricas, los ĺımites inversos y
separación de puntos en G-espacios. También se aborda el tema de accio-
nes en espacios de funciones de G-espacios y subespacios importantes como
las funciones G-uniformes. Esto último siguiendo el enfoque presentado por
J. de Vries en [16].

En el Caṕıtulo 3 se encuentran los encajes equivariantes anunciados para
espacios metrizables (bajo una métrica invariante), espacios de Tychonoff y
espacios p-paracompactos. En la primera sección se dan tres encajes isométri-
cos. El primero de ellos es una versión equivariante del Teorema de Encaje
de Kuratowski-Wojdyslawski (Teorema 1.4.8); los otros dos resultados tie-
nen como espacios ambiente G-espacios lineales normados. Estos resultados
requieren la existencia de una métrica invariante que se garantiza, por ejem-
plo, cuando el grupo actuante es compacto. El Teorema 3.2.1 en la segunda
sección representa una versión equivariante del famoso Teorema de Encaje
de Tychonoff (Teorema 1.3.6). En la prueba de este Teorema se usa el hecho
(debido a L. S. Pontrjagin) de que podemos aproximar grupos compactos con
grupos compactos de Lie y por tanto acotar el estudio de acciones de gru-
pos compactos al de grupos compactos de Lie (Corolario 2.5.4). Observamos
también que este teorema nos da una compactación equivariante del mismo
peso para un espacio dado (Corolario 3.2.2). Finalmente, el encaje presenta-
do para espacios p-paracompactos usa como espacio ambiente el producto de
un espacio obtenido en la primera sección y uno de la segunda sección.
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Para concretar los resultados, se enuncian en el Caṕıtulo 4 versiones equi-
variantes del Teorema de Extensión de Dugundji (Teorema 1.4.9), obtenidas
por Antonyan tanto para grupos compactos de Lie (en [4]), como para grupos
compactos en general (en [1]). Éstos, junto con otros resultados debidos tam-
bién a Antonyan, nos permiten finalmente mostrar la equivalencia de las no-
ciones de retracto y extensor absolutos y equivariantes para las clases de espa-
cios métricos, compactos Hausdorff, métricos compactos y p-paracompactos
en la presencia de una acción de un grupo topológico compacto (Teorema
4.3.4).



Caṕıtulo 1

Nociones preliminares

1.1. Grupos de transformaciones

1.1.1. Grupos topológicos

Conjugamos los conceptos fundamentales de grupo y espacio topológico
de manera natural para dar lugar a los grupos topológicos.

Definición 1.1.1 Sea G un conjunto con una operación binaria · y una fami-
lia de subconjuntos τ . Un grupo topológico es una terna (G, ·, τ) que satisface
las siguientes condiciones:

1. (G, ·) es un grupo;

2. (G, τ) es un espacio topológico;

3. las operaciones de grupo α : G × G → G y β : G → G , dadas por

α(g, h) = g · h, β(h) = h−1

son continuas.

En adelante, al referirnos a un grupo topológico, obviaremos la notación
(G, ·, τ) y sólo escribiremos G. Usaremos la letra e para referirnos al elemento
neutro del grupo.

Si tenemos un grupo topológico G y definimos la función γ : G×G → G
por

γ(g, h) = gh−1 (1.1)

7
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resulta inmediato que γ es continua. Por otro lado, si G es un grupo con
estructura topológica de modo tal que la función γ definida arriba resulta
continua, y dado que γ(e, h) = h−1 para toda h ∈ G, notamos que si iden-
tificamos a G con {e} × G tenemos que β = γ|{e}×G es continua y además
como γ(g, β(h)) = gh para cualesquiera g, h ∈ G, la operación α = γ( , β) es
continua.

Observación 1.1.2 La condición 3 de la definición 1.1.1 es equivalente a la
condición:

3’. la función γ : G × G → G γ(g, h) = gh−1 es continua.

Ejemplos

Algunos ejemplos conocidos e importantes de grupos topológicos son:

1. Cualquier grupo G provisto de la topoloǵıa discreta.

2. Los grupos aditivos real y complejo R y C con la topoloǵıa inducida
por sus métricas usuales.

3. Los grupos multiplicativos R
∗ = R\{0} y C

∗ = C\{0} con la topoloǵıa
heredada de R y C, respectivamente.

4. El grupo de matrices no singulares sobre los reales GL(n, R) dotado de
la topoloǵıa heredada de M(n, R) ∼= R

n2
o bien el grupo multiplicativo

GL(n, C) como subespacio de M(n, C).

5. Subgrupos de GL(n, R) y GL(n, C) como:

a) el grupo especial lineal SL(n, R) = {A ∈ GL(n, R)| det(A) = 1}.

b) el grupo ortogonal O(n) = {A ∈ GL(n, R)| AAt = In}.

c) el grupo especial ortogonal SO(n) = O(n) ∩ SL(n, R).

y los respectivos grupos para GL(n, C):

a) SL(n, C) = {A ∈ GL(n, C)| det(A) = 1}.

b) U(n) = {A ∈ GL(n, C)| A(Ā)t = In}.

c) SU(n) = U(n) ∩ SL(n, C).

6. Un ejemplo interesante dentro de estos es SU(1), en este caso G(n, C) =
C

∗ y A(Ā)t = ‖A‖. De modo que SU(1) = {x ∈ C| ‖x‖ = 1} = S
1 .
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1.1.2. Grupos topológicos de transformaciones

Definamos ahora los grupos de transformaciones de un espacio.

Definición 1.1.3 Sea G un grupo y X un conjunto. Una acción (izquierda)

de G en X es una función G × X
θ

−→ X que satisface las condiciones:

(i) θ(e, x) = x para toda x ∈ X

(ii) θ(g, θ(h, x)) = θ(gh, x) para todos g, h ∈ G y toda x ∈ X

En este caso diremos que G actúa sobre X por la izquierda y X es un
G-conjunto o espacio fase. Por comodidad, sustituiremos la expresión θ(g, x)
por gx.

Dada una acción izquierda de G en X, es fácil ver que ésta define una
acción derecha X × G → G, (x, g) → g−1x. Rećıprocamente, toda acción
derecha induce una acción izquierda. En adelante usaremos acciones por la
izquierda simplemente llamándolas acciones.

Definición 1.1.4 Un grupo topológico de transformaciones es una terna
(G,X, θ) que consta de un grupo topológico G, un espacio topológico X y

una acción continua G × X
θ

−→ X.
En este caso diremos que X es un G-espacio y obviaremos la acción θ.

Si G es un grupo y X un G-conjunto, consideramos los siguientes conjun-
tos:

a) Para H ⊆ G y A ⊆ X, HA = {ha ∈ X | h ∈ H, a ∈ A}. Si A = {x}
escribiremos H(x) y si H = G, nos referimemos a G(x) como la órbita
de x en X. Si H = {h}, cambiaremos HA por hA.

b) Para A ⊂ X, GA = {g ∈ G | gA = A} se llama el estabilizador de A. Si
A = {x} escribiremos Gx en vez de G{x}.

c) Para H ≤ G (H subgrupo de G), un subconjunto A de X se dice H-
invariante si HA = A o equivalentemente, si a ∈ A, h ∈ H implica
ha ∈ A. Si H = G, llamaremos a A invariante.

d) x ∈ X se llama punto fijo si G = Gx, e.d. gx = x ∀g ∈ G.

Sucede que Gx ≤ G para toda x ∈ X y si A ⊂ X es invariante,
θ|G×A : G × A → A es una acción.
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Ejemplos

1. Cualquier grupo topológico actúa en śı mismo (continuamente) de va-
rias formas. Mediante la multiplicación α (Definición 1.1.1) o mediante
γ (ecuación (1.1)).

2. Cualquier grupo discreto G convierte a todo espacio X en un G-espacio
con la acción trivial, i.e., gx = x para toda g ∈ G, x ∈ X.

3. Si X es un espacio topológico y f ∈ Homeo(X) (homeomorfismos de
X en śı mismo), entonces el grupo discreto Z actúa en X mediante la
función (n, x) → fn(x).

4. Sea G un grupo topológico y X un G-espacio. Entonces cualquier ho-
momorfismo continuo φ : G′ → G, de otro grupo topológico G′, induce

una acción continua en X: la composición G′ ×X
φ×IdX−→ G×X

θ
−→ X

es continua y para cada x ∈ X, g′, h′ ∈ G′ se tiene

(e′, x) → φ(e′)x = ex = x, φ(g′h′)x = (φ(g′)φ(h′))x = φ(g′)(φ(h′)x).

5. Las rotaciones del plano forman un grupo de transformaciones conti-
nuas. Si X = C ∼= R

2, G = S
1 ≤ C y gx es la multiplicación compleja,

X es claramente un G-espacio. Representamos esta situación en la Fi-
gura 1.1.

Tomando en cuenta los ejemplos 3 y 5 listados arriba, podemos observar
que los elementos del grupo “mueven” a cada punto del espacio fase y este
movimiento es invertible. Si g ∈ G, la función θg : X → X, θg(x) = θ(g, x)
satiface, de acuerdo a la definición de acción,

1. θe(x) = x, para toda x ∈ X

2. (θgθh)(x) = g(hx) = (gh)x = θgh(x), para cualesquiera x ∈ X, g, h ∈ G

es decir, θe = IdX y θgθh = θgh. Lo que implica θgθg−1 = θe = IdX = θg−1θg,
luego θg es biyectiva. En caso de tener un G-espacio en lugar de un G-
conjunto, la función θg es continua al igual que (θg)

−1 = θg−1 , de modo que
θg es un elemento en Homeo(X).
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G

Gx

X

g

gx
x

Figura 1.1: Grupo de transformaciones

Observación 1.1.5 Dada una acción G × X
θ

−→ X y un elemento g ∈ G,
la asignación

g → θg

es un homomorfismo de grupos entre G y el grupo de permutaciones de X. En
caso de tener una acción continua, el homomorfismo va de G a Homeo(X).

A dicha asignación la denotaremos Θ : G → Homeo(X). En este sentido,
(G,X, θ) es un grupo de transformaciones.

Funciones equivariantes

Una vez definidos los G-espacios, es natural preguntarnos por las funcio-
nes que preservan su estructura, i.e., funciones que conmutan con la acción
del grupo G.
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Definición 1.1.6 Sean G un grupo topológico y X,Y dos G-espacios. Una
función continua f : X → Y se llama equivariante si f(gx) = gf(x) para
todo x ∈ X y todo g ∈ G.

En caso de que Y tenga la acción trivial de G, llamaremos a la función
invariante.

Es claro que la función identidad IdX : X → X para un G-espacio X
es equivariante y que dadas dos funciones equivariantes f : X → Y, h :
Y → Z entre G-espacios X,Y, Z, su composición hf : X → Z es también
equivariante, de aqúı se obtiene lo siguiente.

Observación 1.1.7 Sea G un grupo topológico. Entonces la clase T OPG de
G-espacios forman, usando a las funciones equivariantes como morfismos,
una subcategoŕıa de T OP (los espacios topológicos y funciones continuas).

Dado un grupo topológico G y un G-espacio X,

1. Si A ⊂ X es invariante, hab́ıamos visto que θ|G×A : G×A → A es una
acción, por tanto, A es un G-espacio. Esta es la única acción que hace
a la inclusión A ↪→ X un morfismo de G-espacios.

2. Para todo x ∈ X, tenemos x = ex. Por otro lado, si y ∈ X es tal
que gx = hy ∈ (G(x) ∩ G(y)) para algunos g, h ∈ G, entonces x =
g−1hy ∈ G(y) por lo que G(x) ⊆ G(y), análogamente G(y) ⊆ G(x);
luego G(x) = G(y). Aśı que dos órbitas en el espacio fase X o bien
son ajenas o coinciden. Tenemos entonces que el conjunto de órbitas
de X forma una partición de este. Denotaremos por X/G al conjunto
{G(x) | x ∈ X} de órbitas en X. Tenemos también la función canónica
p : X → X/G; aśı que podemos dotar a X/G de la topoloǵıa cociente
respecto a p, es decir, un subconjunto A ⊂ X/G es abierto en esta
topoloǵıa si y sólo si p−1(A) ⊂ X es abierto. Al espacio obtenido aśı lo
llamaremos espacio de órbitas. Claramente, la acción natural de G en
X/G, (g,Gx) → G(gx) = G(x) resulta trivial. En este caso, p : X →
X/G es un morfismo invariante.
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1.2. Herramientas de topoloǵıa general

1.2.1. Isometŕıas

Denotaremos por R
+ a los números reales no negativos.

Para un espacio métrico (X, d), si x0 ∈ X y ε > 0, la bola abierta con
centro en x0 y radio ε será denotada por Od(x0, ε).

Definición 1.2.1 Sean (X, d), (Y, ρ) espacios métricos. Una función f : X → Y
se llama isometŕıa si para cualesquiera x1, x2 ∈ X se satisface

ρ(f(x1), f(x2)) = d(x1, x2).

Observación 1.2.2 Sean (X, d) y (Y, ρ) dos espacios métricos. Entonces
cualquier isometŕıa de X a Y es un encaje.

Demostración Sea f : X → Y una isometŕıa, entonces

1. f es continua: Sean ε > 0 y x0 ∈ X, entonces

x ∈ f−1(Oρ(f(x0), ε)) ⇔ ρ(f(x0), f(x)) < ε

⇔ d(x0, x) < ε

⇔ x ∈ Od(x0, ε)

2. f es inyectiva: claramente si x1, x2 ∈ X son tales que f(x1) = f(x2)
entonces 0 = ρ(f(x1), f(x2)) = d(x1, x2) ∴ x1 = x2.

3. Si ϕ : f(X) → X es la inversa de f , entonces

f(x) ∈ ϕ−1(Od(x0, ε)) ⇔ d(x0, ϕ(f(x))) < ε

⇔ d(x0, x) < ε

⇔ ρ(f(x0), f(x)) < ε

⇔ f(x) ∈ Oρ(f(x0), ε)

Por tanto ϕ es continua.

¤
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1.2.2. Redes

Las redes generalizan la noción familiar de sucesiones. Para abordar la
definición de red, es necesario primero tener presente la de conjunto dirigido:

Sea Λ un conjunto. Tomemos un preorden ¹ en Λ, esto es, ¹ es una
relación binaria de Λ que satisface

(i) λ ¹ λ para toda λ ∈ Λ

(ii) λ1 ¹ λ2, λ2 ¹ λ3 ⇒ λ1 ¹ λ3 para todos λ1, λ2, λ2 ∈ Λ.

El par (Λ,¹) se llama conjunto dirigido por ¹ si

(iii) para todos λ1, λ2 ∈ Λ, existe λ ∈ Λ con λ1 ¹ λ y λ2 ¹ λ.

Ejemplos

1. La relación ≤ de orden usual en N ó R resulta ser un orden lineal, por
lo que tanto (N,≤) como (R,≤) son conjuntos dirigidos.

2. En un espacio topológico cualquier base local para un punto dado cons-
tituye un conjunto dirigido si definimos el preorden como: U ¹ V si
V ⊂ U .

Definición 1.2.3 Sea X un espacio topológico y Λ = (Λ,¹) un conjunto
dirigido. Una red en X es una función φ : Λ → X. Al punto φ(λ) ∈ X se le
denota por xλ y a la red por su imagen {xλ}λ∈Λ o simplemente {xλ}.

En el caso de que Λ = N (con el orden usual), las redes son precisamente las
sucesiones {xn} de X.

Definición 1.2.4 Sea {xλ} una red en X. Decimos que

1. {xλ} converge a x ∈ X si para toda vecindad V de x, existe λ ∈ Λ tal
que xλ′ ∈ V siempre que λ′ º λ. Denotamos esto escribiendo xλ → x.

2. {xλ} tiene a x ∈ X como punto de acumulación si para toda vecindad
V de x y para toda λ ∈ Λ existe λ′ º λ tal que xλ′ ∈ V .

Como habiamos visto en el ejemplo 2 de conjuntos dirigidos, si ν es una
base local de vecindades de x ∈ X, (ν ,⊇) es dirigido y toda red {xV }V ∈ν
con la propiedad de que xV ∈ V para cada V ∈ ν , obviamente converge a x.
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Proposición 1.2.5 Una función f : X → Y entre espacios topológicos es
continua en x0 ∈ X si y sólo si siempre que una red {xλ} en X converge a
x0, la red {f(xλ)} converge a f(x0) ∈ Y .

Ver por ejemplo, [6], Cap. X, Teo. 5.1

Cuando el espacio X satisface el primer axioma de numerabilidad, cada
base de vecindades en un punto x0 se puede sustituir por una base numerable
decreciente {Vn}. Entonces, toda red convergente a x0 contiene una sucesión
de la forma {xVn} con xVn ∈ Vn, que convergerá a x0.

Observación 1.2.6 Si en la Proposición 1.2.5 pedimos que X sea primero
numerable, es condición suficiente para la continuidad de f en x0, que dada
una sucesión convergente a x0, la sucesión de imágenes converja a f(x0).

Otros resultados que usaremos a lo largo del trabajo son

Proposición 1.2.7 Sea X un espacio topológico. Entonces

1. X es de Hausdoff si y sólo si toda red converge a lo más a un punto
([6], Cap. X, Teo. 3.1).

2. X es compacto si y sólo si toda red en X tiene un punto de acumulación
([6], Cap. XI, Teo. 1.3).

3. Si A ⊂ X, entonces x ∈ A si y sólo si existe una red en A convergente
a x ([6], Cap. X, Teo. 4.1).

Observación 1.2.8 En un espacio numerablemente compacto, toda sucesión
tiene un punto de acumulación.

1.2.3. Espacios topológicos vectoriales

Definición 1.2.9 Sea (V, +, ·) un espacio vectorial (real). Si V tiene estruc-
tura topológica de modo tal que (V, +) es un grupo topológico y (R, V, ·) es un
grupo topológico de transformaciones, diremos que V es un espacio vectorial
topológico.
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En algunas ocasiones llamaremos a V espacio topológico lineal.
Si tenemos una norma definida en un espacio vectorial V , ‖ · ‖ : V → R

+,
es inmediato que la función d : V × V → R

+, definida por

d(v, w) = ‖v − w‖ (1.2)

determina una métrica para V y ésta a su vez una topoloǵıa para V , resul-
tando un espacio vectorial topológico. Denotaremos por (V, ‖ · ‖) al espacio
topológico lineal normado aśı obtenido.

Por ejemplo, el conjunto de funciones continuas y acotadas de un espacio
topológico X en R, denotado por C∗(X), con la suma y la multiplicación por
escalares definida punto por punto, es claramente un espacio vectorial (sobre
R). Dada f ∈ C∗(X), la definición ‖f‖ = sup{|f(x)| |x ∈ X} tiene sentido y
es fácil ver que esta es una norma (llamada del supremo) para C∗(X). A la
métrica s inducida por esta norma la llamaremos métrica supremo, ésta es

s : C∗(X) × C∗(X) → R
+, s(f1, f2) = sup

x∈X

{|f1(x) − f2(x)|}.

Recordemos que un subconjuuto A de un espacio vectorial (real) V es
convexo si para cualesquiera v, w ∈ A y cada t ∈ [0, 1] se tiene que tv +
(1− t)w ∈ A. Si V es un espacio lineal topológico, diremos que es localmente
convexo si dada U vecindad de 0 ∈ V , existe U ′ ⊆ U vecindad convexa de 0.
Es claro que un espacio lineal normado (V, ‖ · ‖) es localmente convexo.

Definición 1.2.10 Sea L un espacio vectorial y A un subconjunto de L. La
envoltura convexa de A, denotada por conv(A), es el conjunto convexo más
pequeño que contiene a A.

Para dar una descripción más precisa de conv(A) definamos primero

convn(A) =
{ n∑

i=1

λiai | a1, . . . , an ∈ A, λ1, . . . , λn ∈ [0, 1] y
∑

λi = 1
}

Proposición 1.2.11 Sea L un espacio vectorial y A un subconjunto de L,
entonces

conv(A) =
∞⋃

n=1

convn(A)

En particular, si L es espacio topológico lineal y A ⊂ L es compacto, conv(A)
también lo es.

Ver por ejemplo, [12], Cap. 1, Lema 1.2.2.
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1.2.4. Sistemas inversos

Definición 1.2.12 Sea C una categoŕıa y (Λ,¹) un conjunto dirigido. Un
sistema inverso X en C es una familia de objetos y morfismos {Xλ, pλ′

λ , Λ}
indicados por Λ que satisface

i) Si λ, λ′ ∈ Λ y λ ¹ λ′ entonces pλ′

λ : Xλ′ → Xλ

ii) Para toda λ ∈ Λ, pλ
λ = IdXλ

iii) Para λ, λ′, λ′′ ∈ Λ con λ ¹ λ′ ¹ λ′′, el siguiente diagrama conmuta

Xλ′′

pλ′′

λ
�� ��

��
��

��

pλ′′

λ′ ��
Xλ′

pλ′

λ
����
��
��
��

Xλ

A las funciones {pλ′

λ : Xλ′ → Xλ, λ ¹ λ′} las llamamos enlaces.

Definición 1.2.13 Sea X = {Xλ, p
λ′

λ , Λ} un sistema inverso en una cate-
goŕıa C. Un ĺımite inverso para X es un objeto X en C junto con una familia
{pλ : X → Xλ}Λ de morfismos tales que

i) Para λ, λ′ ∈ Λ con λ ¹ λ′ se tiene que el siguiente diagrama conmuta

X
pλ′

����
���

��� pλ

�	 












Xλ′

pλ′

λ ��
Xλ

ii) Si Y es otro objeto en C y existe una familia de morfismos {gλ : Y → Xλ}Λ

tales que gλ = pλ′

λ gλ′ siempre que λ ¹ λ′, entonces existe un único mor-
fismo p : Y → X tal que para cada λ ∈ Λ el diagrama

Y

gλ �	 ���
���

��
p �����

X

pλ�

Xλ

conmuta.
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Denotamos al ĺımite inverso de un sistema inverso X por ĺım X.

Proposición 1.2.14 Dado un sistema inverso X = {Xλ, p
λ′

λ , Λ} en la cate-
goŕıa T OP, el ĺımite (inverso) de este sistema existe y es

ĺım X = {{xλ}Λ ∈
∏

Λ

Xλ | pλ′

λ (xλ′) = xλ siempre que λ ¹ λ′}

junto con {pλ = πλ|ĺım X}, las proyecciones del producto
∏

Xλ restringidas a
ĺım X.

Ver por ejemplo, [11], Cap. 1, pág. 54-55.

1.2.5. Espacios de funciones

El espacio ambiente de varios de los encajes que presentaremos en el
Caṕıtulo 3 son espacios de funciones. Observamos que para un espacio X,
(C∗(X), s) es un espacio métrico (s la métrica inducida por la norma supre-
mo). Consideremos ahora el caso general C(X,Y ) = MorT OP(X,Y ) donde
Y es un espacio no necesariamente metrizable.

Definición 1.2.15 Sean X,Y espacios topológicos. Sea K ⊂ X, U ⊂ Y y
[K,U ] = {f ∈ C(X,Y ) | f(K) ⊂ U}. La topoloǵıa compacto-abierta para
C(X,Y ) es la generada tomando como subbase al conjunto

{[K,U ] | K ⊂ X es compacto y U ⊂ Y es abierto}.

Denotamos a este espacio por Cc(X,Y ). Para f ∈ C(X,Y ) y x ∈ X, la
evaluación (f, x) → f(x) será denotada por ev. Si x ∈ X es fijo, evx =
ev|C(X,Y )×{x}.

Proposición 1.2.16 Sean X,Y espacios topológicos. Entonces

a) Cualquier topoloǵıa para C(X,Y ) que hace continua a la función ev es
más fina que la topoloǵıa compacto-abierta. ([13], Anexo B, Prop. 5)

b) Si X el localmente compacto entonces la evaluación ev : Cc(X,Y ) ×
X → Y es continua. ([6], Cap. XII, Teo. 2.4)

c) ev : (C∗(X), s) × X → R es continua. En particular, la topoloǵıa
compacto-abierta está contenida en la inducida por la métrica supremo.
([13], Anexo B, Prop. 6)
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d) Si X es compacto y Y es metrizable, digamos bajo d, entonces la métrica
s para C(X,Y ) dada por

s(f1, f2) = sup
x∈X

{d(f1(x), f2(x))}

hace que Cc(X,Y ) ∼= (C(X,Y ), s). ([13], Anexo B, Prop. 6)

Más adelante necesitaremos el Teorema de Arzela-Ascoli como criterio de
compacidad para subespacios de Cc(X,Y ). Recordemos que si (Y, d) es un
espacio métrico y X es uno topológico, una familia F ⊂ C(X,Y ) se dice
equicontinua en x0 ∈ X si para cada ε > 0 existe U vecindad de x0 tal que
para toda f ∈ F, d(f(x), f(x0)) < ε, para toda x ∈ U . F es equicontinua en
X si lo es en todos sus puntos.

Teorema 1.2.17 (Arzela-Ascoli) Sea X un espacio topológico y (Y, d) un
espacio métrico. Si F es una familia de C(X,Y ) equicontinua en X y con
evx(F ) ⊂ Y compacto para toda x ∈ X, entonces F ⊂ Cc(X,Y ) es compacto.

Ver por ejemplo, [6], Cap. XII, Teo. 6.4.
Ahora veremos una especie de regreso de este teorema.

Lema 1.2.18 Sean X un espacio topológico, (Y, d) un espacio métrico y F
un subespacio del espacio Cc(X,Y ). Si F es compacto y la función evaluación
es continua, entonces F es una familia equicontinua en X.

Demostración Sean x0 ∈ X y ε > 0.
Para cada f ∈ F , ev(f, x0) = f(x0) ∈ Od(f(x0),

ε
2
). Como ev es continua,

existen Of ⊂ Cc(X,Y ), vecindad de f y V ′
f ⊂ X, vecindad de x0 (ambas

dependen de f , pues x0 es fija por ahora) tales que g ∈ Of y x ∈ V ′
f implican

que

d(g(x), f(x0)) <
ε

2
(1.3)

Como {Of |f ∈ F} es una cubierta abierta del compacto F , podemos suponer
que {Of1 , Of2 , . . . , Ofn} cubre a F para ciertas f1, . . . , fn ∈ F . Sea V =
∩V ′

fi
que es abierto en X y contiene a x0. Veamos que V es la vecindad de

equicontinuidad para x0 que se pide en la definición.
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Sea f ∈ F y x ∈ V , entonces f ∈ Ofj
para alguna j ∈ {1, 2, . . . , n}

y x ∈ V ′
fj

aśı que por (1.3) tenemos d(f(x), fj(x0)) < ε
2

y como x0 ∈ V ′
fj

también es cierto que d(f(x0), fj(x0)) < ε
2

por lo tanto

d(f(x), f(x0)) < d(f(x), fj(x0)) + d(fj(x0), f(x0))

<
ε

2
+

ε

2
= ε

Por tanto F es equicontinua en X.

¤
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1.3. Espacios de Tychonoff y espacios p-para-

compactos

1.3.1. Separación de puntos

Discutimos a continuación la base del Teorema de Encaje de Tychonoff.

Definición 1.3.1 Sean X un espacio topológico y {Yλ}λ∈Λ una familia de es-
pacios topológicos. Diremos que una familia de funciones continuas {fλ : X → Yλ}λ∈Λ

distingue o separa puntos si para cada par de puntos x, y ∈ X distintos, existe
una función fλ tal que fλ(x) 6= fλ(y).

La misma familia separa puntos de conjuntos cerrados si para cada A ⊂
X cerrado y cada x ∈ X\A, existe una función fλ tal que fλ(x) /∈ fλ(A).

La familia {fλ : X → Yλ}λ∈Λ, induce un único morfismo de espacios,
llamado función diagonal, ∆ : X →

∏
λ∈Λ Yλ de modo que el diagrama

X

fλ �� ���
���

���
∆ ����� ∏

Yλ′

πλ�

Yλ

conmuta para toda λ ∈ Λ. Como ∆(x)λ = πλ(∆(x)) = fλ(x), resulta claro
que ∆ es inyectiva si y sólo si la familia separa puntos de X. Cuando la
familia {fλ} separa puntos de conjuntos cerrados, la diagonal ∆ es abierta si
la vemos como una función suprayectiva de X en ∆(X) (∆(X) ⊂

∏
Yλ con

la topoloǵıa relativa).

Lema 1.3.2 Sea F = {fλ : X → Yλ}Λ una familia de funciones continuas
de un espacio X a espacios Yλ. Si F separa puntos de conjuntos cerrados de
X, entonces la correstricción ∆|∆(X) : X → ∆(X) de la diagonal ∆ de F , es
un morfismo abierto.

Demostración Por comodidad denotaremos a ∆|∆(X) simplemente por ∆.
Sea x0 ∈ X y U ⊂ X una vecindad (abierta) de x0. Probaremos que existe
un abierto subbásico del producto que contiene a ∆(x0) cuya intersección
con ∆(X) queda contenida en ∆(U).
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Como X\U = X\U y x0 ∈ U , de la hipótesis sobre F existe fλ0 ∈ F
con fλ0(x0) /∈ fλ0(X\U) i.e. fλ0(x0) ∈ Yλ0\fλ0(X\U) que es abierto de Yλ0 .
Sea Vλ0 = Yλ0\fλ0(X\U), entonces 〈Vλ0〉 = Vλ0 ×

∏
λ6=λ0

Yλ es un abierto
subbásico de

∏
Yλ y como ∆(x0)λ0 = fλ0(x0) ∈ Vλ0 , 〈Vλ0〉 es vecindad de

∆(x0) en
∏

Yλ. Ahora consideremos

∆(X) ∩ 〈Vλ0〉 = {∆(x) | x ∈ X, ∆(x)λ0 ∈ Vλ0}

= {∆(x) | x ∈ X, fλ0(x) ∈ Yλ0\fλ0(X\U)}

⊆ {∆(x) | x ∈ X, fλ0(x) ∈ Yλ0\fλ0(X\U)}

⊆ {∆(x) | x ∈ X, x ∈ U} = ∆(U)

pues fλ0 es continua si y sólo si fλ0(A) ⊆ fλ0(A) (si y sólo si Yλ0\fλ0(A) ⊆
Yλ0\fλ0(A) ) para todo subconjunto A de X, en este caso para A = X\U .

Por tanto ∆(x0) ∈ ∆(X)∩〈Vλ0〉 que es abierto en ∆(X) y ∆(X)∩〈Vλ0〉 ⊆
∆(U) e.d., ∆(U) es vecindad de ∆(x0) como se afirma.

¤

Corolario 1.3.3 Sean X un espacio topológico y F = {fλ : X → Yλ}λ∈Λ una
familia de funciones continuas a espacios Yλ. Si F separa puntos y puntos de
cerrados de X, entonces la diagonal ∆ de F es un encaje de X en

∏
λ∈Λ Yλ.

En particular, si existe un encaje fλ ∈ F de X en Yλ, la diagonal ∆ es un
encaje.

Si tanto el espacio X como los factores Yλ son T1 (para toda λ), dos
puntos x, y (distintos) de X hacen que x /∈ {y} = {y} aśı que si la familia F
separa puntos de cerrados debemos tener una fλ ∈ F con fλ(x) /∈ fλ({y}) =
{fλ(y)} = {fλ(y)} por lo que F también distingue puntos. Este es el caso,
por ejemplo, de los espacios de Tychonoff. Aqúı consideramos la familia F de
las funciones continuas de un espacio en el intervalo (compacto) I = [0, 1].
De este modo siempre podemos encajar a un espacio de Tychonoff en el cubo
(compacto) IF . Más aún, como cualquier cubo es compacto de Hausdorff
entonces es normal y por lo tanto cualquier subespacio es de Tychonoff. De
modo que tenemos la siguiente caracterización de estos espacios.

Teorema 1.3.4 (de Encaje de Tychonoff) Un espacio topológico X es
de Tychonoff si y sólo si es homeomorfo a un subespacio de un cubo.

Corolario 1.3.5 Un espacio X es compacto de Hausdorff si y sólo si es
homeomorfo a un subespacio cerrado de un cubo.
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Demostración Del Teorema de Tychonoff, cualquier cubo (producto de
intervalos) es compacto. Si X es un espacio compacto Hausdorff, en particu-
lar es de Tychonoff, aśı que se encaja en un cubo y como este es de Hausdorff,
el subespacio homeomorfo a X es compacto y por lo tanto cerrado. Por otro
lado, si X es (salvo homeomorfismo) un subespacio cerrado de un cubo, en-
tonces el cubo hereda a X la propiedad de ser Hausdorff y como es cerrado
y el cubo compacto, X resulta también compacto.

Para el caso de un espacio de Tychonoff X, si τ es el peso de X, es posible
considerar una subfamilia de F de cardinalidad τ que también separe puntos
de cerrados y considerar a X dentro del cubo de Tychonoff Iτ ([7], Teo.
2.3.23). De este modo el Teorema 1.3.4 se refina en el

Teorema 1.3.6 Un espacio topológico X de peso infinito w(X) = τ es de
Tychonoff si y sólo si se puede encajar en el cubo de Tychonoff Iτ .

Observemos que si τ y ν son dos números cardinales tales que que ν ≤ τ
entonces Iν ⊆ Iτ (topológicamente), aśı que el Teorema 1.3.6 nos dice que
Iτ es un objeto universal para la clase de los espacios de Tychonoff de peso
menor o igual a τ , esto es

Teorema 1.3.7 Sea τ un número cardinal infinito. Entonces todo espacio
de Tychonoff X de peso w(X) ≤ τ es homeomorfo a un subespacio del cubo
de Tychonoff Iτ .

En el caso más general de funciones continuas de X a espacios Yλ, podre-
mos también controlar el número de factores con el peso del espacio.

Lema 1.3.8 Sean X un espacio de Tychonoff de peso infinito w(X) = τ y
F = {fλ : X → Yλ}λ∈Λ una familia de funciones continuas, donde cada Yλ es
un espacio de Tychonoff. Si la familia F separa puntos de conjuntos cerrados
de X, entonces se puede escoger una subfamilia K ⊂ F que separe puntos de
conjuntos cerrados y de cardinalidad |K| = τ .

Demostración Sea β una base para la topoloǵıa de X de cardinalidad
|β| = τ . Definamos el subconjunto δ ⊂ β × β de pares (U1, U2) tales que
U1 ⊂ U2 y existe λ ∈ Λ para la que fλ satisface

fλ(U1) ∩ fλ(X\U2) = ∅ (1.4)
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Tenemos que |δ| = τ . Para ver esto observemos que en principio |δ| ≤
|β × β| = |β| = τ . Ahora, si U2 ∈ β y x ∈ U2 entonces x /∈ X\U2 aśı que
existe λ ∈ Λ tal que fλ(x) /∈ fλ(X\U2), i.e., Yλ\fλ(X\U2) es una vecindad
de fλ(x) en Yλ que es en particular regular, por lo que existe una vecindad
V de fλ(x) tal que

V ⊂ Yλ\fλ(X\U2)

y de la continuidad de fλ hay una vecindad U ′ de x en X tal que fλ(U
′) ⊂ V y

otra vecindad U1, que podemos escoger en β, de x, tal que U1 ⊂ U ′. Juntando
las contenciones tenemos

fλ(U1) ⊂ fλ(U ′) ⊂ V ⊂ Yλ\fλ(X\U2)

esto es, (U1, U2) ∈ δ. Como U2 ∈ β fue arbritrario concluimos que |β| ≤ |δ|.
Por tanto |δ| = τ .

Para cada par (U1, U2) ∈ δ escojamos un fλ ∈ F que satisfaga la ecuación
(1.4) y denotemos por K al conjunto formado por estas funciones. Con esta
definición |K| ≤ |δ| = τ . Veamos que K también separa puntos de cerrados.

Sean x ∈ X y A ⊂ X, un cerrado, con x ∈ X\A. Como X\A es abierto
y β una base para X, podemos escojer un básico U2 ∈ β con x ∈ U2 ⊂ X\A.
Ahora, como F separa puntos de conjuntos cerrados en X, existe una función
fλ : X → Yλ tal que

fλ(x) /∈ fλ(X\U2)

Sea y = fλ(x) ∈ Yλ y B = fλ(X\U2) ⊂ Yλ. Como Yλ es de Tychonoff,
existe un morfismo g : Yλ → I tal que g(y) = 0 y g(B) = 1. Por la continuidad
de g tenemos que

g−1([0,
1

3
)) ⊂ g−1([0,

1

3
]) ⊂ g−1([0,

1

2
))

o en otras palabras, si V1 = g−1([0, 1
3
)), V2 = g−1([0, 1

3
]) y V3 = g−1([0, 1

2
)),

entonces V1 y V3 son abiertos de Yλ y

y ∈ V1 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ V3 ⊂ Yλ\B (1.5)

Como fλ es continua, f−1
λ (V1) ⊂ X es vecindad de x y como X es de

Tychonoff podemos escoger una vecindad básica U1 ∈ β con

x ∈ U1 ⊂ U1 ⊂ f−1
λ (V1) ∩ U2
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de modo que las contenciones en (1.5) implican que

fλ(U1) ⊂ V1

y entonces fλ(U1) ⊂ V1 ⊂ V3 por lo que (1.5) implica que

fλ(U1) ∩ B = ∅

y concluimos que (U1, U2) está en δ.

Por tanto, para el par (U1, U2) ∈ δ tenemos una f ∈ K que cumple

f(U1) ∩ f(X\U2) = ∅

y de aqúı que f(x) /∈ f(A) pues f(A) ⊂ f(X\U2), i.e, K separa puntos de
conjuntos cerrados en X.

¤

1.3.2. Funciones perfectas

Definición 1.3.9 Sean X y Y espacios topológicos y f : X → Y continua.
Decimos que f es propia si es cerrada y para cada y ∈ Y , su fibra f−1(y) es
compacta en X. Si además f es suprayectiva diremos que f es perfecta.

La demostración de los siguientes resultados se puede ver en [6], Cap. XI,
Sec. 5.

Teorema 1.3.10 Sean X y Y espacios y f : X → Y perfecta. Entonces

1. Si X es de Hausdorff, entonces Y también es de Hausdorff.

2. Si X es metrizable, entonces Y también es metrizable.

3. Si Y es paracompacto, entonces X también es paracompacto.

4. Para cada C ⊂ Y compacto, f−1(C) es compacto en X.

Corolario 1.3.11 La composición de funciones perfectas es perfecta.
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Demostración Sean X, Y , Z espacios y f : X → Y , g : Y → Z funciones
perfectas. Es claro que gf es cerrada y suprayectiva. Ahora, para z ∈ Z,
g−1(z) ⊂ Y es compacto y por el inciso (4) del Teorema anterior (gf)−1(z) =
f−1(g−1(z)) es compacto en X.

Observación 1.3.12 Sean X y T espacios con T compacto, entonces la pro-
yección π1 : X × T → X es perfecta.

Esto se sigue del hecho de que T compacto implica que π1 es cerrada ([6],
Cap. XI, Teo. 2.6) y de que la fibra π−1(x) = {x}×T es compacta para toda
x ∈ X.

Definamos ahora a los espacios p-paracompactos.

Definición 1.3.13 Un espacio topológico X es p-paracompacto si existe un
espacio metrizable Z y una función perfecta f : X → Z.

Denotamos por P a la clase de los espacios p-paracompactos.

Es inmediato que todo espacio métrico es p-paracompacto. Más aún, si
f : X → Z es una función perfecta con Z metrizable, entonces como Z es
paracompacto, por el Teorema 1.3.10, X también es paracompacto. En par-
ticular P es una clase de espacios de Tychonoff.

Observación 1.3.14 Sea X un espacio p-paracompacto y T un espacio com-
pacto, entonces X × T es p-paracompacto.

Demostración Si f : X → Z es una función perfecta a un espacio metri-
zable Z y π1 : X × T → X es la proyección coordenada, entonces T com-
pacto implica que π1 es perfecta y por el corolario anterior la composición
fπ1 : X × T → Z también es perfecta.

Enunciamos ahora un resultado debido a V. Filippov ([8]) que nos será de
gran ayuda en las próximas secciones.

Afirmación 1 (Filippov) La clase P de los espacios p-paracompactos es
cerrada bajo funciones perfectas.
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1.3.3. k-espacios

Recordemos que un espacio topológico X es un k-espacio si X tiene la
topoloǵıa débil determinada por la familia de sus subespacios compactos i.e.
A ⊂ X es cerrado si y sólo si A ∩ C es cerrado en C para cada C ⊂ X
compacto.

Los siguientes resultados y sus demostraciones aparecen en [6], Cap. XI,
Sec. 9.

Proposición 1.3.15 Sea X un espacio topológico. Si X es primero numera-
ble o localmente compacto, entonces X es un k-espacio. En particular, cual-
quier espacio métrico es un k-espacio.

Teorema 1.3.16 Un espacio topológico X es un k-espacio si y sólo si exis-
te una identificación Y → X donde Y es un espacio topológico localmente
compacto.

En la sección anterior notamos que el producto X × T de un espacio
p-paracompacto X y uno compacto T , es p-paracompacto; una situación
similar se observa en el caso de k-espacios. Recordemos primero el Teorema
de Whitehead.

Teorema 1.3.17 (Whitehead) Sean X y Y espacios topológicos y f : Y →
X una identificación. Si T es un espacio topológico localmente compacto,
entonces

f × IdY : Y × T → X × T

es una identificación.

La demostración de este importante teorema puede encontrarse, por ejemplo,
en [6], Cap. XII, Teo.4.1.

Corolario 1.3.18 Sea X un k-espacio y T un espacio compacto, entonces
X × T es un k-espacio.

Demostración Como X es un k-espacio, por la caracterización dada en el
Teorema 1.3.16, existen un espacio localmente compacto Y y una identifica-
ción f : Y → X, luego, como T es compacto, entonces f × IdY : Y × T →
X×T es identificación, pero Y ×T es localmente compacto. Por tanto X×T
es un k-espacio.
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1.4. Teoŕıa de Retractos

En este apartado presentamos las nociones básicas de la Teoŕıa de Re-
tractos y algunos resultados que trabajaremos en el caso equivariante.

1.4.1. Retractos absolutos

Sea X un espacio topológico y Y ⊆ X un subespacio. Una retracción es
una función continua r : X → Y que hace conmutar el diagrama

X
r ��

Y

Y
��

� �

IdY

� ���������

En este caso diremos que Y es un retracto de X. Observemos que si Z es
cualquier conjunto tal que Y ⊆ Z ⊆ X entonces r|Z : Z → Y es una
retracción, i.e., si Y es un retracto de X entonces es retracto de cualquier
subespacio de X que lo contenga.

Ejemplos de retractos son el mismo espacio X (r = IdX) o bien cualquier
punto x ∈ X donde r : X → {x} es la única función posible.

Por otro lado, si el subespacio Y es retracto de alguna vecindad U ⊆ X
de Y entonces diremos que Y es retracto de vecindad de X. Obviamente si
Y es retracto de X entonces es retracto de vecindad de X.

Por ejemplo, la esfera S
n−1 como subespacio del disco D

n, no es retracto
de D

n, sin embargo S
n−1 es retracto de U = D

n\{0} que es una vecindad
de S

n−1. Para ver esto basta tomar como r : U → S
n−1 a la proyección

r(x) = x/‖x‖ que representamos en la Figura 1.2

Observación 1.4.1 Todo retracto de un espacio de Hausdorff es cerrado.
([6], Cap. XV, Sec. 5)

Recordemos que una clase K de espacios topológicos se dice débilmente
hereditaria si es cerrada bajo homeomorfismos y subespacios cerrados. Por
ejemplo, la clase de los espacios de Hausdorff, la de los espacios de Tychonoff,
la clase N de los espacios normales, la clase M de los espacios metrizables
o la clase P de espacios p-paracompactos son clases débilmente hereditarias.
También podemos mencionar a los espacios Hausdorff y compactos C y co-
mo la intersección de dos clases débilmente hereditarias también lo es, de
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Y

U
x

r(x)

Figura 1.2: Retracto de vecindad

particular utilidad es considerar la clase CM = C ∩M de espacios métricos
compactos.

Consideremos ahora a los espacios que son retractos de cualquier espacio
que los contenga.

Definición 1.4.2 Sea K una clase de espacios débilmente hereditaria. Un
espacio Y ∈ K es un retracto absoluto para la clase K si siempre que Y
aparezca (salvo homeomorfismo) como un subespacio cerrado de un espacio
X ∈ K se tiene que Y es retracto de X. Análogamente, el espacio Y ∈ K es
un retracto absoluto de vecindad para la clase K si cada vez que Y aparezca
como un subespacio cerrado de un espacio X ∈ K, entonces Y es un retracto
de vecindad de X.

En el primer caso escribiremos Y ∈ AR(K) y en el segundo escribiremos
Y ∈ ANR(K).

Es claro que AR(K) ⊂ ANR(K) y si K1,K2 son dos clases débilmen-
te hereditarias tales que K1 ⊂ K2, entonces AR(K2) ⊂ AR(K1) y también
ANR(K2) ⊂ ANR(K1).
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1.4.2. Extensores absolutos

En el apartado anterior consideramos una retracción como una extensión
de Id : Y → Y para un subespacio (cerrado) Y de X. Podemos generalizar
este hecho diciendo que un cerrado A ⊆ X tiene la propiedad de extensión
en X respecto a un espacio Y si cada función continua f : A → Y admite
una extensión (continua) F : X → Y , i.e, F hace conmutar el diagrama

X
F ��

Y

A
��

� �

f

� ���������

De manera similar, podemos considerar la extensión a una vecindad de A,
e.d., A tiene la propiedad de extensión de vecindad en X respecto a Y si todo
morfismo f : A → Y admite una extensión F : U → Y donde U ⊂ X es una
vecindad de A.

Consideremos el caso en que el espacio Y hace posible la propiedad de
extensión respecto a Y para cualquier par (X,A), donde A ⊂ X es un sub-
espacio cerrado.

Definición 1.4.3 Sea K una clase de espacios débilmente hereditaria. Un
espacio Y es un extensor absoluto para la clase K si cada subespacio cerrado
A de cualquier espacio X ∈ K tiene la propiedad de extensión en X respecto
a Y . El espacio Y es un extensor absoluto de vecindad para la clase K si cada
subespacio cerrado A de un espacio X ∈ K tiene la propiedad de extensión
de vecindad en X respecto a Y .
En el primer caso escribiremos Y ∈ AE(K) y en el segundo escribimos Y ∈
ANE(K).

Claramente cualquier AE(K) es ANE(K) y si K1 ⊂ K2, donde K1 y K2 son
clases débilmente hereditarias, entonces AE(K2) ⊂ AE(K1) y ANE(K2) ⊂
ANE(K1).

Por ejemplo, el famoso Teorema de Tietze-Urysohn afirma precisamente
que el intervalo I = [0, 1] es un extensor absoluto para la clase N de los
espacios normales.
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Enunciaremos algunas propiedades de los AE’s y ANE’s que nos resultan
útiles, su demostración se puede consultar en [9], Cap.I, Sec. 4, 6.

Proposición 1.4.4 Sea K una clase de espacios debilmente hereditaria. En-
tonces, para una familia de espacios {Yλ}λ∈Λ se tiene

1. Si Yλ ∈ AE (K) para toda λ ∈ Λ, entonces
∏

λ∈Λ Yλ ∈ AE (K)

2. Si Yλ ∈ ANE (K) para toda λ ∈ Λ, entonces para cada subconjunto
finito {λ1, . . . , λn} ⊂ Λ tenemos Yλ1 × . . . × Yλn ∈ ANE (K).

Proposición 1.4.5 Sea K una clase de espacios debilmente hereditaria. Si
Y es un espacio ANE (K), entonces cualquier subespacio abierto U de Y
también es un ANE (K).

En vista de estos resultados es inmediato que R ∼= (0, 1) ⊂ I es un
ANE(N ) y por lo tanto, todo espacio euclidiano R

n es ANE(N ). También se
tiene que todo cubo Iτ es un AE(N ) para cualquier cardinal τ .

El siguiente teorema aparece en [11], Cap. I, pág. 38.

Teorema 1.4.6 Si Y y T son espacios métricos donde T es compacto y Y
es un ANE(M), entonces Cc(T, Y ) ∈ ANE(M).

Otro resultado que utilizaremos al final del trabajo es el de Yu. T. Lisica
que aparece en [10] y enunciamos como

Afirmación 2 (Lisica) Si Y es un AE(M) entonces también es un AE(P).

1.4.3. Relación entre retractos y extensores

Supongamos que K es una clase de espacios débilmente hereditaria y X
es un objeto de K. Si Y es un subespacio cerrado de X y tiene la propiedad
de extensión o extensión de vecindad respecto a Y mismo, podemos en parti-
cular, extender el morfismo IdY : Y → Y a una función continua r : X → Y
ó r : U → Y donde U es una vecindad de Y , respectivamente. En resumen, si
Y ∈ K y Y ∈ AE(K) ó Y ∈ ANE(K), entonces Y ∈ AR(K) ó Y ∈ ANR(K),
respectivamente.
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Al considerar lo anterior, surgen de manera natural la preguntas: Y ∈
AR(K) ‘?implicará que Y ∈ AE(K)? y Y ∈ ANR(K) ?implicará que Y ∈
ANE(K)? Esto no siempre es aśı, por ejemplo, si K es la clase de los espacios
de Tychonoff, entonces I ∈ AR(K) y I /∈ AE(K) ([11], Cap. I, pág. 34-35).
Sin embargo, para la clase M tenemos

Teorema 1.4.7 Sea Y un espacio métrico. Entonces

1. Y ∈ AR (M) ⇔ Y ∈ AE (M) y Y ∈ M

2. Y ∈ ANR (M) ⇔ Y ∈ ANE (M) y Y ∈ M

La demostración este teorema se basa en dos famosos teoremas, el de
encaje de Kuratowski-Wojdyslawski y el de extensión de Dugundji:

Teorema 1.4.8 (Kuratowski-Wojdyslawski) Para cada espacio métrico
Y existe un espacio lineal normado (y completo) L y un encaje isométrico
h : Y → L tal que h(Y ) es cerrado en su envoltura convexa.

Teorema 1.4.9 (Dugundji) Sean X un espacio métrico y A un subespa-
cio cerrado de X. Sea L un espacio topológico vectorial localmente convexo.
Entonces cada función continua f : A → L tiene una extensión (continua)
F : X → L tal que F (X) queda contenida en la envoltura convexa de f(A).

Este resultado se puede expresar desde la teoŕıa de retractos como

Teorema 1.4.10 Un subespacio convexo de un espacio topológico vectorial
localmente convexo es un AE(M).

En la Sección 3.1 daremos la versión equivariante del Teorema 1.4.8 junto
con la prueba para el caso general. La del Teorema 1.4.9 se encuentra en [6],
Cap. IX, Teo. 6.1.

Demostración del Teorema 1.4.7 Sea X un espacio métrico y A ⊆ X
un subespacio cerrado. Sea f : A → Y continua.
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1. Por el Teorema 1.4.8 podemos considerar (salvo homeomorfismo) a Y
como un cerrado dentro de un subespacio K ,convexo en un espacio
lineal normado L. Como Y ∈ AR(M) y K es métrico (L ∈ M), existe
una retracción r : K → Y .
Por otro lado, el Teorema 1.4.10 afirma que K ∈ AE(M), aśı que la

composición A
f
→ Y ↪→ K se extiende a F̃ : X → K, de aqúı que

F = rF̃ : X → Y es claramente una extensión de f a X.

2. La demostración de Y ∈ ANR(M) ⇒ ANE(M) es similar, tomando la

retracción r : U → Y de una vecindad U de Y en K y la extensión F̃
como arriba. En este caso F̃ (a) = f(a) ∈ Y ⊆ U para toda a ∈ A por

tanto A ⊂ F̃−1(U) y F̃−1(U) es una vecindad de A en X. La función

F : F̃−1(U) → Y dada por F (x) = rF̃ (x) es la extensión de f a la

vecindad F̃−1(U) de A.

¤

La idea fundamental de este teorema fue considerar al retracto dentro de
un extensor para dar una extensión al espacio ambiente y luego retraerla al
espacio original.

Proposición 1.4.11 Sea K una clase de espacios débilmente hereditaria.
Sea Z un espacio y Y ⊆ Z un subespacio cerrado. Entonces

1. Si Y es retracto de Z y Z ∈ AE(K), entonces Y ∈ AE(K)

2. Si Y es retracto de vecindad de Z y Z ∈ ANE(K), entonces Y ∈
ANE(K)

Demostración

1. Sea r : Z → Y una retracción e i : Y ↪→ Z la inclusión. Sea X un
espacio en la clase K y A ⊆ X un cerrado. Consideremos una función
f : A → Y continua y la extensión F̃ : X → Z que completa el
diagrama

X
F̃ �����

Z

r
��

A
��

� �

f ��
Y
��

i

� �
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entonces F = rF̃ : X → Y es continua y para cada a ∈ A

F (a) = rF̃ (a) = rif(a) = IdY (f(a)) = f(a)

e.d., F extiende a f .

2. Supongamos ahora que r : U → Y es una retracción, donde U ⊂ Z es
una vecindad de Y . Como arriba, i : Y ↪→ U la inclusión. Sea f : A → Y
continua de un subespacio cerrado A de cualquier objeto X ∈ K a Y .
Tomemos F̃ : V → Z extensión continua de if a una vecindad V de A
en X. Es claro que F̃−1(U) ⊂ V es una vecindad de A en V . Como V

es a su vez abierto en X, F̃−1(U) ⊂ X es una vecindad de A en X.
Finalmente, el diagrama conmutativo

F̃−1(U)
F̃ |F̃

−1(U) ��
U

r
��

A
��

� �

f ��
Y
��

i

� �

nos proporciona F : F̃−1(U) → Y dada por F (x) = rF̃ (x) que obvia-
mente extiende (continuamente) a f .

¤

Ahora es posible dar prueba alternas al Teorema 1.4.7 (y a otras clases de
espacios) dando encajes en retractos absolutos. En nuestro caso, pediremos
la condición adicional de preservar la acción de un grupo.



Caṕıtulo 2

Algunos aspectos de los
G-espacios

2.1. Propiedades generales

Productos

Sea G un grupo topológico y {Xλ}λ∈Λ una familia de espacios. Supon-
gamos que G actúa en cada espacio Xλ continuamente, entonces es posible
definir una acción (continua), llamada diagonal, de G en el producto to-
pológico

∏
Xλ de manera que las proyecciones pλ′ :

∏
Xλ → Xλ′ resulten

equivariantes. Esto se hace definiendo

G ×
∏

λ∈Λ

Xλ
θ

−→
∏

λ∈Λ

Xλ, θ(g, {xλ}λ∈Λ) = {gxλ}λ∈Λ

Observación 2.1.1
∏

λ Xλ es un G-espacio (con acción diagonal).
Si además cada Xλ es un espacio topológico vectorial y la acción de G es

lineal,
∏

Xλ es un G-espacio lineal.

Demostración Claramente θ es acción.
Como pλ′θ(g, {xλ}) = pλ′({gxλ}) = gxλ′ , entonces, si Vλ′ ⊂ Xλ′ es una ve-
cindad de gxλ′ , basta escoger una vecindad U ⊂ G de g y otra Wλ′ ⊂ Xλ′ de
xλ′ tales que UWλ′ ⊂ Vλ′ , de este modo pλ′θ(U × 〈Wλ′〉) ⊂ Vλ′ , luego pλ′θ es
continua para cada λ′ ∈ Λ y por lo tanto θ es continua.

35
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Para la segundad afirmación observemos que las operaciones algebraicas
en

∏
Xλ son coordenada a coordenada, por lo que la linealidad de la acción

en cada factor garantiza que para g ∈ G, {xλ}, {yλ} ∈
∏

Xλ y α ∈ R,

g({xλ} + α{yλ}) = g{xλ + αyλ}

= {g(xλ + αyλ)}

= {gxλ + αgyλ}

= g{xλ} + α(g{yλ}),

i.e., θg es lineal para cada g ∈ G.

Cocientes

Sea (G,X, θ) un grupo de transformaciones. Supongamos que H es un
subgrupo normal y cerrado de G, entonces podemos dotar al grupo G/H
de la topoloǵıa cociente respecto a la proyección natural q : G → G/H. Al
hacer esto, q resulta continua y abierta, al igual que la proyección orbital
p : X → X/H (X como H-espacio mediante H ↪→ G). Quisieramos definir
una función α : G/H × X/H → X/H que sea acción (continua) y complete
el diagrama conmutativo

G × X

q×p �

θ ��
X

p�

G/H × X/H α ��
X/H

(2.1)

Proposición 2.1.2 Sea G un grupo topológico, H un subgrupo normal y
cerrado de G. Si X es un G-espacio (con acción θ), entonces la función

α : G/H × X/H → X/H, α(gH,H(x)) = H(gx)

es una acción continua de G/H en el espacio X/H.
Si N es otro subgrupo normal y cerrado de G y está contenido en H,

entonces la función f : X/N → X/H, N(x) → H(x) es suprayectiva, abier-
ta, continua y si G actúa en X/N y en X/H mediante las proyecciones
G → G/N y G → G/H, respectivamente, entonces f es G-invariante.
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Demostración Primero veamos que α está bien definida. Si gH = g′H en
G/H y H(x) = H(x′) en X/H entonces, g′ ∈ gH por lo que g′ = gh para
alguna h ∈ H. Además, H(x) = H(x′) implica que x′ = h′x para alguna
h′ ∈ H y por tanto

g′x′ = (gh)(h′x) = ghh′x = (ghh′g−1)gx.

Como hh′ ∈ H, g ∈ G y H es normal, tenemos que ghh′g−1 ∈ H y por lo
tanto H(g′x′) = H(gx). Obviamente α manda a (eH,H(x)) en H(x) para
todo x ∈ X y es asociativa pues θ lo es.

Para demostrar la continuidad de α observemos que el diagrama (2.1) nos
da, para cada U ⊂ X/H abierto,

θ−1(p−1(U)) = (q × p)−1(α−1(U)) ⇒ α−1(U) = (q × p)(θ−1(p−1(U)))

como p es continua, p−1(U) ⊂ X es abierto y θ−1(p−1(U)) ⊂ G×X también
(θ continua); también sabemos que tanto q como p son abiretas aśı que q× p
lo es y α−1(U) ⊂ G × X/H es abierto, e.d., α es continua.

Ahora, f : X/N → X/H está bien definida, pues si N(x) = N(x′) en-
tonces x′ = hx para alguna h ∈ N ⊂ H. Por tanto H(x) = H(x′). Para la
continuidad de f observemos que el diagrama

X
r

�����
��
��� p

�� ��
��

���
�

X/N
f ��

X/H

conmuta (donde r es la proyección orbital). Aśı que

U ⊂ X/H ⇒ r−1(f−1(U)) = p−1(U) ⇒ f−1(U) = r(p−1(U))

Como X/N tiene la topoloǵıa cociente respecto a r, r es continua y abierta,
aśı que si elegimos U abierto, p−1(U) es abierto al igual que f−1(U) y f es
continua. Del mismo diagrama concluimos que si V ⊂ X/N es abierto, como
r es suprayectiva, V = r(r−1(V )) y f(V ) = f(r(r−1(V ))) = p(r−1(V )) que
es abierto pues r−1(U) lo es y p es abierta.
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Por último recordemos que las acciones de G sobre X/N y X/H están
dadas por g(N(x)) = α(gN,N(x)) = N(gx) y g(H(x)) = H(gx) respectiva-
mente, aśı que para g ∈ G y x ∈ X tenemos

f(g(N(x))) = f(N(gx)) = H(gx) = g(H(x)) = g(f(N(x)))

Por tanto f es G-invariante.

¤

Cuando G es compacto, la proyección orbital π : X → X/G (y el espacio
X/G) tiene buenas propiedades en el sentido del siguiente

Lema 2.1.3 Sea G un grupo topológico compacto y X un G-espacio de Haus-
dorff con acción θ : G × X → X, entonces θ es cerrada.

Demostración Sean C ⊂ G × X un cerrado y y ∈ θ(C) ⊂ X. Entonces
existe una red {(gλ, xλ)} en C cuya imagen {θ(gλ, xλ)} = {gλxλ} converge
a y. Usando la compacidad de G, la red {gλ} posee una subred convergente
{gαλ

} a algún g ∈ G. Tenemos entonces que gαλ
→ g de donde g−1

αλ
→ g−1 y

xαλ
= g−1

αλ
(gαλ

xαλ
) → g−1y, por lo que la subred {(gαλ

, xαλ
)} converge al par

(g, g−1y). Como C es cerrado y la red original estaba totalmente contenida
en C se debe tener que el ĺımite (g, g−1y) ∈ C de modo que y = θ(g, g−1y) ∈
θ(C), i.e., θ(C) = θ(C) como se afirma.

¤

Corolario 2.1.4 Sea G un grupo topológico compacto. Si X es un G-espacio
de Hausdorff con acción θ, entonces

1. La proyección π : X → X/G es perfecta.

2. El espacio X/G es de Hausdorff.

3. El espacio X es compacto si y sólo si el espacio X/G lo es.
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Prueba Para ver que π es cerrada, sea A ⊂ X un cerrado. De la definición
de topoloǵıa cociente, π(A) ⊂ X/G es cerrado si y sólo si π−1(π(A)) ⊂ X
es cerrado, y esto último es cierto pues π−1(π(A)) = GA = θ(G × A) y
G × A ⊂ G × X es cerrado (aplicando el lema anterior). Ahora para pro-
bar que π es perfecta basta con observar que la fibra de cualquier punto
π(y) ∈ X/G es π−1(π(y)) = Gy = θ(G × {y}), como G × {y} ⊂ G × X es
compacto y θ es continua, la fibra es compacta.

Supongamos que x, y ∈ X y que π(x), π(y) son dos puntos distintos en el
espacio de órbitas X/G. Como G(x) y G(y) son dos conjuntos compactos y
disjuntos en el espacio de Hausdorff X, estos pueden ser separados por vecin-
dades disjuntas digamos G(x) ⊂ U, G(y) ⊂ V , en particular para el punto x,
la vecindad U satisface U ∩Gy = ∅, por lo que π(y) /∈ π(U), luego, π abierta
(siempre) y cerrada (G compacto) implica que π(U) y X/G \ π(U) son dos
vecindades disjuntas de π(x) y π(y), respectivamente, i.e., X/G es Hausdorff.

Es claro que, como π es continua, X compacto implica que π(X) = X/G
es compacto. Por otro lado, si X/G es compacto, como π es perfecta (propia),
entonces por el Teorema 1.3.10, X = π−1(X/G) es compacto.

¤

Observación 2.1.5 Si en las hipótesis de la Proposición 2.1.2 añadimos las
condiciones de H compacto y X Hausdorff, entonces f resulta perfecta.

Demostración Como N es cerrado en G y N ⊂ H, entonces N también
es compacto por tanto las proyecciones p : X → X/H y r : X → X/N son
perfectas, luego p = fr implica que f es perfecta.

Espacios lineales

Proposición 2.1.6 Sean G un grupo y L un espacio vectorial sobre R. Su-
pongamos que G actúa en L linealmente y L a su vez tiene una base B
invariante bajo la acción. Si todo elemento de B tiene estabilizador trivial en
G, entonces cualquier otro elemento distinto de cero en L tiene estabilizador
finito.
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Demostración Sea x ∈ L\{0}. Como B ⊂ L es base, existen t1, . . . , tn ∈
R\{0} y vectores (distintos) b1, . . . , bn ∈ B tales que

x = t1b1 + . . . + tnbn. (2.2)

Sea g ∈ Gx, apliquemos la acción al par (g, x), entonces

x = gx = g(t1b1 + . . . + tnbn) = t1(gb1) + . . . + tn(gbn). (2.3)

Ahora, como gbi ∈ B, para cada i ∈ {1, . . . , n} (B invariante), x se
expresa como dos combinaciones lineales (2.2) y (2.3) de elementos de B que
es linealmente independiente, por lo que debemos tener una reordenamiento
entre elementos de {b1, . . . , bn} y {gb1, . . . , gbn}, e.d., para cada i ∈ {1, . . . , n}
debemos tener una j ∈ {1, . . . , n} tal que

gbi = bj

y esta j es única. De este modo, la asignación i → j es en realidad una
permutación, a la que llamaremos σg : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}. Aśı, σg

queda definida por la ecuación

gbi = bσg(i), i = 1, . . . , n (2.4)

Hemos establecido una función φ de Gx en el grupo de permutaciones de
n elementos Sn, g → σg. Como Sn es finito, para mostrar que Gx es finito
bastará con demostrar que φ es inyectiva, para ello mostraremos que φ es
incluso un monomorfismo de grupos.

Sean g, h ∈ Gx, entonces de (2.4) tenemos que para cada i ∈ {1, . . . , n}

bσgh(i) = (gh)bi

= g(hbi)

= g(bσh(i))

= bσg(σh(i)) = bσgσh(i).

Por tanto σgh(i) = σgσh(i), i.e., φ(gh) = σgh = σgσh = φ(g)φ(h) por lo que
φ es homomorfismo. Veamos que φ es mono; si h ∈ ker φ, entonces (2.4) se
transforma en

hbi = bσh(i) = bi, i = 1, . . . , n,

y h ∈
⋂

Gbi
= {e} como esperábamos. Hemos construido un monomorfismo

φ del grupo Gx en Sn que es finito.

¤
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2.2. Métrica invariante

Dado un grupo topológico de transformaciones con un espacio fase me-
trizable, tiene sentido preguntarse cuándo las transformaciones inducidas
por elementos del grupo actuante son simetŕıas. En este caso hablaremos
de métricas invariantes. En algunos de los teoremas siguientes pedimos esta
condición.

Definición 2.2.1 Sean G un grupo topológico y X un G-espacio metriza-
ble. Una métrica compatible d para X se dice invariante si al considerar
el producto X × X y a R

+ como G-espacios (con acción diagonal y trivial
respectivamente), la función continua d : X × X → R

+ es equivariante, i.e.,

d(gx, gy) = d(x, y) para cualesquiera g ∈ G, x, y ∈ X

Proposición 2.2.2 Sean G un grupo topológico y (X, ρ) un G-espacio métri-
co. Si el grupo G es numerablemente compacto, entonces existe una métrica
para X invariante y compatible con la métrica ρ.

Demostración Definamos la métrica d : X × X → R
+ por

d(x, y) = sup
g∈G

{ρ(gx, gy)}

que está bien definida pues G es numerablemente compacto y por lo tanto
pseudocompacto.

Veremos que d es una métrica.

1. Para x, y ∈ X tenemos

d(x, y) = 0 ⇔ ρ(gx, gy) = 0 ∀g ∈ G

⇔ gx = gy ∀g ∈ G

⇔ x = y.

2. ρ(gx, gy) = ρ(gy, gx) ∀g ∈ G, x ∈ X por tanto d(x, y) = d(y, x) ∀x, y ∈
X.
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3. Si x, y, z ∈ X entonces

d(x, z) = sup
g∈G

{ρ(gx, gz)}

≤ sup
g∈G

{ρ(gx, gy) + ρ(gy, gz)}

≤ sup
g∈G

{ρ(gx, gy)} + sup
g∈G

{ρ(gy, gz)} = d(x, y) + d(y, z).

Veamos que d es invariante bajo translaciones. Sean h ∈ G, x, y ∈ X,
entonces

d(hx, hy) = sup
g∈G

{ρ(g(hx), g(hy))}

= sup
g∈G

{ρ((gh)x, (gh)y)}

= sup
k∈G

{ρ(kx, ky)} = d(x, y)

pues la translación por h es una biyección de G en śı mismo.

Sólo nos resta verificar que d y ρ son métricas equivalentes. Para ello
basta mostrar que cualquier sucesión {xn} en X converge bajo ρ si y sólo si
converge bajo d, e.d., ρ(xn, x) → 0 ⇔ d(xn, x) → 0 para algún x ∈ X.

De la definición de d es claro que ρ(x, y) ≤ d(x, y) para cualesquiera x, y ∈
X por lo que dada una sucesión {xn} y un punto x en X con d(xn, x) → 0, se
tiene que ρ(xn, x) → 0. Probemos ahora la otra implicación; supongamos lo
contrario, i.e. existe una sucesión {xn} ⊂ X con ρ(xn, x) → 0 y d(xn, x) 6→ 0.
Podemos entonces tomar un ε > 0 y una subsucesión {ynk

} ⊂ {xn} tal que

d(ynk
, x) ≥ ε, ∀k ∈ N.

ahora bien, por la definición de d, tenemos una sucesión {gn} ⊂ G con

d(gkynk
, gkx) ≥ ε >

ε

2
, ∀k ∈ N. (2.5)

Dado que G es numerablemente compacto, la sucesión {gk} tiene un punto
de acumulación g ∈ G. La acción continua de G en X manda al par (x, g) en
gx por lo que podemos tomar vecindades V ⊂ G de g y U ⊂ X de x tales
que V U ⊂ Bρ(gx, ε

4
), i.e.,

ρ(hy, gx) <
ε

4
, ∀h ∈ V y ∀y ∈ U (2.6)
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Como {ynk
} ⊂ {xn}, ρ(ynk

, x) → 0 tenemos que existe n ∈ N tal que
ynk

∈ U para toda k ≥ N . Por otro lado, como g es punto de acumulación
para {gk}, existe k0 ≥ N tal que gk0 ∈ V . Por (2.6) tenemos que

ρ(gk0ynk0
, gx) <

ε

4
y ρ(gk0x, gx) <

ε

4
,

por lo que ρ(gk0ynk0
, gk0x) < ε

4
+ ε

4
= ε

2
lo que contradice la ecuación (2.5).

Esto termina la prueba.

¤
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2.3. Acciones en espacios de funciones

Supongamos que (G,X, θ) es un grupo topológico de transformaciones.
Cada elemento g ∈ G induce un homeomorfismo θg : X → X, aśı que si
f : X → Y es cualquier función continua en un espacio topológico Y , pode-

mos definir una nueva función gf como la composición X
θg
→ X

f
→ Y i.e.,

gf(x) = f(gx). En general esto no necesariamente define una acción de G en
C(X,Y ) pues para verificar la asociatividad expresada en la Definición 1.1.3
debeŕıa darse la igualdad entre g(hf) y (gh)f para todos g, h ∈ G y f ∈
C(X,Y ). Esto es, [g(hf)](x) = (hf)(gx) = f(hgx) y [(gh)f ](x) = f(ghx)
debeŕıan coincidir para toda x ∈ X. Esto no es inmediato si por ejemplo, G
no es abeliano (pensemos en f = IdG ∈ C(G,G) y x = e). Sin embargo, es
posible definir una acción si en vez de considerar a θg tomamos θg−1 .

El hecho de tener una acción en un espacio no garantiza su continuidad.
En nuestro caso, la compacidad local del grupo es todo lo que necesitamos,
alternativamente podemos pedir que el espacio X sea Hausdorff y localmente
compacto.

Proposición 2.3.1 Sea G un grupo topológico localmente compacto. Sean
X un G-espacio con acción θ y Y un espacio topológico. Si f ∈ C(X,Y )
y g ∈ G, gf = fθg−1 define una acción de G en C(X,Y ) y es continua si
C(X,Y ) es provisto de la topoloǵıa compacto-abierta (Cc(X,Y )).

Prueba Veamos que G×Cc(X,Y )
α
→ Cc(X,Y ) donde (g, f) → fθg−1 , i.e.,

gf : X → Y, (gf)(x) = f(g−1x), (2.7)

es una acción continua.

Es claro que ef = fθe−1 = fIdX = f para toda f ∈ C(X,Y ). Sean
g, h ∈ G y f : X → Y continua, entonces, para cada x ∈ X,

[g(hf)](x) = (hf)(g−1x)

= f(h−1(g−1x))

= f((h−1g−1)x)

= f((gh)−1x) = [(gh)f ](x).
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Por tanto g(hf) = (gh)f y α es acción.

Para demostrar la continuidad de α escojamos un par arbritrario (g0, f0)
en G × Cc(X,Y ) y una vecindad [K,U ] de g0f0 en Cc(X,Y ), i.e., K ⊂ X
es compacto, U ⊂ Y es abierto y g0f0(K) ⊂ U . Veremos que α−1(U) es una
vecindad de (g0, f0).

Observemos que g0f0(K) ⊂ U si y sólo si para cada k ∈ K, f0(g
−1
0 k) ∈ U .

Como f0 es continua, entonces, para cada k ∈ K, existe V ′ ⊂ X, vecindad
de g−1

0 k tal que f0(V
′) ⊂ U , además de la continuidad de θ y de la inversión

en el grupo, existen vecindades W ⊂ G y V ⊂ X de g0 y k, respectivamente,
tales que θ(W−1 × V ) ⊂ V ′ (notemos que tanto V como W dependen de k
pues g0 es fijo). En resumen, para cada k ∈ K existen vecindades Wk de g0

y Vk de k tales que

f0(g
−1x) ∈ U, ∀g ∈ Wk, x ∈ Vk (2.8)

Tenemos que K ⊂ {Vk | k ∈ K}, aśı que existen k1, . . . , kn ∈ K tales
que K ⊂ ∪n

i=1Vki
. Para estos puntos ki, Wki

es una vecindad de g0 por lo
que ∩n

i=1Wki
también lo es. Como G es localmente compacto, g0 tiene una

vecindad O tal que O ⊂ ∩n
i=1Wki

y O ⊂ G compacto, luego (O)−1 es compacto
y L = θ((O)−1 × K) ⊂ X es compacto (θ es continua).
Ahora bien, sea l ∈ L, entonces l = g−1k para algunos g ∈ O, k ∈ K aśı que
existe j ∈ {1, . . . , n} para el cual k ∈ Vkj

y como g ∈ O ⊂ ∩n
i=1Wki

⊂ Wkj
, se

tiene, por (2.8), que f0(l) = f0(g
−1k) ∈ U , como l fue arbritrario, concluimos

que f0(L) ⊂ U , e.d., f0 ∈ [L,U ]. Ya tenemos vecindades O de g0 y [L,U ]
de f0. Afirmamos que O × [L,U ] es una vecindad de (g0, f0) contenida en
α−1([K,U ]).
Para g ∈ O, f ∈ [L,U ] y k ∈ K, tenemos g−1k ∈ L y

gf(k) = f(g−1k) ∈ f(L) ⊂ U.

Por tanto gf(K) ⊂ U , i.e., α(g, f) ∈ [K,U ]. Por tanto O × [L,U ] ⊂
α−1([K,U ]). De modo que α−1([K,U ]) es abierto.

¤
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2.4. Funciones G-uniformes

Cuando queremos pasar resultados de topoloǵıa general al caso equiva-
riante, surge el problema de encontrar los objetos en T OPG análogos a la
ĺınea real R o al intervalo (compacto) I = [0, 1], aśı mismo, los análogos de
C(X) y C∗(X). En [16], J. de Vries sugiere que Cc(G) es un candidato para
sustituir a R y por tanto, MorT OPG(X,Cc(G)) es un sustituto para C(X).
También observa quién debe ser considerado como C∗(X) en T OPG, se con-
sideran entonces las funciones llamadas G-uniformes.

Notemos que cada elemento x ∈ X induce un “movimiento” continuo
θx : G → X, g → gx. Dada una función continua f : X → R podemos
definir ϕ : X → C(G) como ϕ(x) = fθx.

Por otro lado, la composición (g, h) → (h, g)
γ
→ hg−1 de G × G en G es

una acción continua de G en śı mismo (Observación 1.1.2), de modo que la
acción (2.7) de la proposición anterior se transforma en

(gσ)(h) = σ(hg), para cualesquiera g, h ∈ G, σ ∈ C(G), (2.9)

por lo que

ϕ(gx)(h) = fθgx(h)

= f(hgx)

= fθx(hg)

= ϕ(x)(hg) = (gϕ(x))(h),

para cualesquiera x ∈ X, f ∈ C(G), g, h ∈ G y por tanto ϕ(gx) = gϕ(x).
En resumen, cada f ∈ C(X) induce una función ϕ : X → C(G) que es

invariante bajo la acción de G.

Acabamos de observar que si G es localmente compacto, el espacio Cc(G)
es un G-espacio, por ejemplo, con la acción de la ecuación (2.9). Tiene en-
tonces sentido considerar funciones de X a Cc(G) no sólo invariantes sino
continuas, i.e., al conjunto MorT OPG(X,Cc(G)). Si ϕ : X → Cc(G) es un
elemento de éste, para cada x ∈ X, ϕ(x) : G → R, por lo que podemos
evaluar en e. Como eve : Cc(G) → R es continua, tenemos que eveϕ : X → R

es continua.



CAPÍTULO 2. ALGUNOS ASPECTOS DE LOS G-ESPACIOS 47

De esta manera definimos la función

ξ : MorT OPG(X,Cc(G)) → C(X) ξ(ϕ) = eveϕ.

Rećıprocamente, vimos que cada función continua f : X → R, induce, para
toda x ∈ X, una función fθx : G → R, también continua, aśı que tenemos
una asignación X → C(G) y por tanto la correspondencia

ζ : C(X) → MorT OPG(X,Cc(G)), ζ(f)(x) = fθx.

ζ(f) es en efecto equivariante como también observamos.

Observación 2.4.1 Las funciones ξ y ζ arriba definidas son inversas.

Demostración Sea ϕ ∈ MorT OPG(X,Cc(G)) y x ∈ X, entonces

ζ(ξ(ϕ))(x) = ξ(ϕ)θx

= (eveϕ)θx

= eve(ϕθx)

= ϕθx(e)

= ϕ(ex) = ϕ(x).

Por tanto ζ(ξ(ϕ)) = ϕ. Por el otro lado, si f ∈ C(X) y x ∈ X entonces

ξ(ζ(f))(x) = (eveζ(f))(x)

= eve(ζ(f)(x))

= eve(fθx)

= fθx(e) = f(x).

Por tanto ξ(ζ(f)) = f y la observación queda demostrada.

Si dotamos a MorT OPG(X,Cc(G)) ⊂ Cc(X,Cc(G)) de la topoloǵıa rela-
tiva y vemos también a C(X) con la topoloǵıa compacto-abierta, ζ es una
función continua. Si resulta que el espacio Cc(G) es localmente compacto
entonces ξ también es continua (y los espacios homeomorfos).

Una vez establecida la correspondencia entre MorT OPG(X,Cc(G)) y C(X)
resulta necesario saber qué subconjunto de MorT OPG(X,Cc(G)) juega el pa-
pel de C∗(X) ⊂ C(X), las funciones continuas y acotadas de X en R. Como
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en R los conjuntos acotados son aquellos cuya cerradura es compacta, genera-
lizamos esto y definimos el conjunto A = {f ∈ MorT OPG(X,Cc(G)) | f(X) ⊂
Cc(G) es compacto}. Resulta que bajo ξ, A se convierte en el conjunto B =
{g ∈ C(X) | g es acotada y {gθx}x∈X es equicontinua en G}.

Para probar esto tomemos un elemento f ∈ A, como f(X) ⊂ f(X) enton-
ces eve(f(X)) ⊂ eve(f(X)) ⊂ R es compacto (f(X) ⊂ Cc(G) es compacto
y eve es continua), luego eve(f(X)) es acotado y también ξ(f) = eve(f(X)).
Además para x ∈ X, ξ(f)θx = ζ(ξ(f))(x) = f(x) aśı que {ξ(f)θx}x∈X =
f(X); ahora, f(X) ⊂ Cc(G) es compacto y como G es localmente compacto,
la evaluación ev : Cc(G) × G → R es continua y el Lema 1.2.18 asegura que
f(X) es equicontinua y por lo tanto f(X) ⊂ f(X) también, luego ξ(A) ⊆ B.

Ahora elijamos g ∈ B, notemos que ζ(g) ∈ MorT OPG(X,Cc(G)) tiene las
siguientes propiedades

1) ζ(g)(X) = {ζ(g)(x)}x∈X = {gθx}x∈X es equicontinua en G.

2) Para cada h ∈ G, {gθx(h)}x∈X = {g(hx)}x∈X = {g(y)}y∈X = g(X) ⊂
R compacto pues g es acotada.

Aśı que por el Teorema de Arzela-Ascoli (1.2.17), ζ(g)(X) ⊂ Cc(G) es com-
pacto, i.e., ζ(g) ∈ A.
Hemos visto que ζ(B) ⊆ A luego ξ(ζ(B)) = B ⊆ ξ(A) ⊆ B y ξ(A) = B (y
ζ(B) = A).

Consideremos entonces un elemento f ∈ B. Como la familia {fθy}y∈X es
equicontinua en G, en particular lo es en e, i.e., para cada ε > 0 existe una
vecindad U ⊂ G de e tal que para cada x ∈ X (fθx ∈ {fθy}y∈X) y cada
g ∈ U se cumple

|fθx(g) − fθx(e)| = |f(gx) − f(x)| < ε. (2.10)

Debido a la homogeneidad del grupo, la equicontinuidad en e es suficiente
para garantizar la equicontinuidad en el resto del grupo, pues si t ∈ G es
cualquier otro elemento entonces t ∈ Ut ⊂ G abierto y si h ∈ Ut, entonces
h = gt, g ∈ U y

|fθx(h) − fθx(t)| = |f(hx) − f(tx)|

= |f(gtx) − f(tx)|

= |fθtx(g) − fθtx(e)| < ε.
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Como en la ecuación “clave” (2.10) no requerimos la continuidad de f ,
ni que sea acotada, podemos definir en general esta condición aún para G-
conjuntos.

Definición 2.4.2 Sea G un grupo topológico y X un G-conjunto con acción
θ. Una función f : X → R se dice G-uniforme si para cada ε > 0 existe una
vecindad U ⊂ G de e tal que

|f(gx) − f(x)| < ε, ∀x ∈ X, g ∈ U.

Cuando X sea un espacio topológico y θ continua, llamaremos Cθ(X) al
subconjunto de C∗(X) que consta de funciones G-uniformes.

Notemos que en esta definición ya no requerimos la hipótesis de compa-
cidad local en el grupo. Consideraremos a Cθ(X) como subespacio de C∗(X)
con la topoloǵıa inducida por la métrica del supremo, que según lo enunciado
en la Proposición 1.2.16 contiene a la topoloǵıa compacto-abierta.

Más adelante volveremos a considerar el conjunto MorT OPG(X,Cc(G))
para un G-espacio X y un G localmente compacto y veremos que bajo cier-
tas condiciones es un conjunto suficientemente grande de funciones que nos
permitirá hacer encajes.

Proposición 2.4.3 Sea (G,X, θ) un grupo topológico de transformaciones,
entonces Cθ(X) es un subespacio lineal y cerrado de C∗(X).

Demostración

1. Es claro que 0̂ : X → R ∈ Cθ(X) (incluso cualquier constante).

2. Si f1, f2 ∈ Cθ(X) y ε > 0, escojamos dos vecindades Vi ⊂ G de e
(i = 1, 2) tales que

|fi(gx) − fi(x)| <
ε

2
, ∀g ∈ Vi, x ∈ X,

entonces para g ∈ V1 ∩ V2 y x ∈ X se tiene

|(f1 + f2)(gx) − (f1 + f2)(x)| ≤ |f1(gx) − f1(x)| + |f2(gx) − f2(x)|

<
ε

2
+

ε

2
= ε.

Por tanto f1 + f2 ∈ Cθ(X).
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3. Si f ∈ Cθ(X) y λ ∈ R\{0}, sean ε > 0 y V ⊂ G, vecindad de e, tales
que

|f(gx) − f(x)| <
ε

|λ|
, ∀g ∈ V, x ∈ X entonces

|(λf)(gx) − (λf)(x)| = |λ(f(gx) − f(x))|

= |λ| |f(gx) − f(x)|

< |λ|
ε

|λ|
= ε

para cualesquiera g ∈ V, x ∈ X. Por tanto λf ∈ Cθ(X).

Ya tenemos que (Cθ(X), +) es un subespacio vectorial de (C∗(X), +).
Ahora veamos que Cθ(X) ⊂ (C∗(X), ‖ · ‖) es cerrado.

Sea {fn} ⊂ Cθ(X) una sucesión convergente a f ∈ C∗(X). Mostraremos
que f ∈ Cθ(X). Sea ε > 0, entonces existe N > 0 tal que

‖fn − f‖ <
ε

3
, si n ≥ N.

Sea V ⊂ G una vecindad de e tal que

|fN(gx) − fN(x)| <
ε

3
, ∀g ∈ V, x ∈ X.

Entonces juntando estas dos desigualdades vemos que

|f(gx) − f(x)| ≤ |f(gx) − fN(gx)| + |fN(gx) − fN(x)| + |fN(x) − f(x)|

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε

para toda g ∈ V y toda x ∈ X, por tanto f ∈ Cθ(X).

¤

Proposición 2.4.4 Sean G un grupo topológico y X un G-espacio con ac-
ción θ. Entonces la función α : G × Cθ(X) → Cθ(X) dada por (gf)(x) =
f(g−1x) es continua, y restringida a la segunda coordenada es isométrica y
lineal.
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Demostración Sabemos que α es una acción incluso si la definimos de G
en C(X,Y ).

Veamos que Cθ(X) es invariante bajo α. Para esto tomemos g ∈ G y
f ∈ Cθ(X) y mostraremos que gf ∈ Cθ(X). Sea ε > 0, escojamos V ⊂ G,
vecindad de e, tal que

|f(hx) − f(x)| < ε, ∀h ∈ V, x ∈ X. (2.11)

Definamos U = gV g−1 ⊂ G, que es una vecindad de e, entonces para
cada t ∈ U y cada y ∈ X tenemos t = ghg−1 para alguna h ∈ V y

|(gf)(ty) − (gf)(y)| = |f(g−1(ty)) − f(g−1y)|

= |f((g−1t)y) − f(g−1y)|

= |f((hg−1)y) − f(g−1y)|

= |f(h(g−1y)) − f(g−1y)| < ε,

(aplicando (2.11)). De este modo Cθ(X) es un G-conjunto. La linealidad de
α se sigue de

[g(f1 + λf2)](x) = (f1 + λf2)(g
−1x)

= f1(g
−1x) + λf2(g

−1x)

= gf1(x) + λgf2(x),

válido para cualesquiera g ∈ G, λ ∈ R, x ∈ X y fi ∈ C(X). De modo que
αg es lineal para toda g ∈ G.

Probemos ahora que αg es isometŕıa para toda g ∈ G. En vista de que
θg−1 : X → X es una biyección para toda g ∈ G,

‖gf1 − gf2‖ = sup
x∈X

{|gf1(x) − gf2(x)|}

= sup
x∈X

{|f1(g
−1x) − f2(g

−1x)|}

= sup
y∈X

{|f1(y) − f2(y)|} = ‖f1 − f2‖.

Por último demostraremos la continuidad de α. Sean ε > 0 y (g1, f1) ∈
G × Cθ(X). Tomemos V ⊂ G, vecindad de e, tal que

|f1(hx) − f1(x)| <
ε

2
, ∀h ∈ V, x ∈ X,
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entonces U = g1V
−1 es una vecindad de g1 y para cualesquiera g ∈ U, f ∈

Os(f1,
ε
2
), tenemos que g = g1h

−1 para alguna h ∈ V . Entonces para cada
x ∈ X,

|g1f1(x) − gf(x)| = |f1(g
−1
1 x) − f((g1h

−1)−1x)|

= |f1(g
−1
1 x) − f(h(g−1

1 x))|

≤ |f1(g
−1
1 x) − f1(h(g−1

1 x))| + |f1(h(g−1
1 x)) − f(h(g−1

1 x))|

<
ε

2
+

ε

2
= ε,

aśı que ‖g1f1 − gf‖ < ε, para cada (g, f) ∈ U ×Os(f1,
ε
2
) ⊂ G×Cθ(X), i.e.,

α(U × Os(f1,
ε
2
)) ⊂ Os(g1f1, ε) por lo que α es continua.

¤

Corolario 2.4.5 Sea G un grupo topológico y X un G-espacio con acción θ.
Entonces Cθ(X) es un G-espacio lineal de Banach.

Demostración Observemos que (C∗(X), ‖ · ‖) es un espacio de Banach,
por lo que las dos proposiciones anteriores demuestran el enunciado.
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2.5. Ĺımite inverso de G-espacios

Sea (Λ,≤) un conjunto dirigido. Consideremos ahora la categoŕıa de los
grupos topológicos y homomorfismos continuos y en ella un sistema inverso
{Gλ, p

λ′

λ , Λ}. Siguiendo la descripción dada del ĺımite inverso G, de este sis-
tema, es fácil ver que G es un subgrupo topológico del grupo topológico ΠGλ

y que las proyecciones pλ : G → Gλ son homomorfismos continuos ([15], pág.
340).

Para cada λ ∈ Λ definamos Hλ = p−1
λ (eλ), donde eλ es el elemento neutro

del grupo Gλ. Asumiendo que cada Gλ es un espacio T1, {eλ} ⊂ Gλ es cerrado
y H = ker pλ es un subgrupo normal cerrado de G. Además, el diagrama
conmutativo

G
pλ′

����
���

��
�

pλ

�	 ���
���

��

Gλ′

pλ′

λ ��
Gλ

asegura que Hλ′ ≤ Hλ siempre que λ ≤ λ′.

Ahora supongamos que tenemos un G-espacio X. La inclusión Hλ ↪→ G
induce una acción de Hλ en X para toda λ ∈ Λ. Podemos entonces formar el
cociente X/Hλ al cual denotaremos por Xλ y por πλ a la proyección canónica
X → Xλ.

De acuerdo a la Proposición 2.1.2, G/Hλ actúa en X/Hλ de manera na-
tural y el homomorfismo canónico G → G/Hλ hace que Xλ sea un G-espacio.
Siguiendo la establecido en la misma proposición y suponiendo que λ, λ′ ∈ Λ
son tales que λ ≤ λ′ entonces Hλ′ ≤ Hλ nos da una función de G-espacios

Xλ′

πλ′

λ−→ Xλ, πλ′

λ (Hλ′(x)) = Hλ(x)

y es inmediato que λ, λ′, λ′′ ∈ Λ con λ ≤ λ′ ≤ λ′′ implican πλ′′

λ = πλ′

λ πλ′′

λ′ . De
este modo obtenemos un sistema inverso {Xλ, π

λ′

λ , Λ} en la categoŕıa T OPG.

Notemos ahora que las definiciones de πλ y πλ′

λ hacen que el diagrama

X
πλ′

����
���

��� πλ

�	 












Xλ′

πλ′

λ ��
Xλ
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conmute siempre que λ ≤ λ′. Esto nos lleva a pensar que X es el ĺımite inverso
para el sistema antes descrito. En efecto, cuando todos los subgrupos Hλ ≤
G son compactos, X es homeomorfo al subespacio del producto cartesiano∏

Xλ que según vimos en la Proposición 1.2.14, actúa como ĺımite para
{Xλ, π

λ′

λ , Λ}. Probaremos primero el

Lema 2.5.1 Con las definiciones anteriores, si Hλ ≤ G es compacto para
cada λ ∈ Λ, la familia de morfismos {πλ : X → Xλ}λ∈Λ separa puntos de
conjuntos cerrados de X.

Demostración Sean x ∈ X cualquier punto y A ⊂ X un cerrado con
x ∈ X\A. Consideremos el movimiento inducido por x, θx : G → X. Ya que
X\A es una vecindad para x = θx(e), la continuidad de θx nos garantiza la
existencia de una vecindad (abierta) U ⊂ G de e tal que

θx(U) ⊂ X\A (2.12)

Como G es el ĺımite inverso de {Gλ, p
λ′

λ , Λ}, la familia {p−1
λ (Vλ)}λ∈Λ donde

Vλ ⊂ Gλ es abierto, es una base para la topoloǵıa de G ([7], Prop. 2.5.5). De
este modo, podemos tomar una λ0 ∈ Λ tal que

e ∈ p−1
λ0

(Vλ0) ⊂ U, (2.13)

para algún abierto Vλ0 ⊂ Gλ0 . Como pλ0 : G → Gλ0 es un homomorfis-
mo de grupos tenemos que eλ0 = pλ0(e) ∈ Vλ0 y (2.13) también implica
que Hλ0 = p−1

λ0
(eλ0) ⊂ p−1

λ0
(Vλ0) ⊂ U . Aśı que de (2.12) deducimos que

θx(Hλ0) ∩ A = ∅ pero θx(Hλ0) = Hλ0(x), aśı que Hλ0(x) ∩ A = ∅ por tanto
πλ0(x) /∈ πλ0(A).

Por último, en virtud de que Hλ es compacto para cada λ ∈ Λ, el Corolario
2.1.4 afirma que πλ0 : X → Xλ0 es perfecta, por lo que πλ0(A) = πλ0(A).

¤

Teorema 2.5.2 Siguiendo las definiciones anteriores, si Hλ ≤ G es com-
pacto para cada λ ∈ Λ, X es G-equivalente al ĺımite inverso del sistema
{Xλ, π

λ′

λ , Λ}.
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Demostración La familia de morfismos {πλ : X → Xλ}λ∈Λ induce un úni-
co morfismo (diagonal) π : X → Xλ, x → π(x) donde la λ-ésima coordenada
de π(x) es π(x)λ = πλ(x). Como la familia {πλ : X → Xλ}λ∈Λ separa puntos
de conjuntos cerrados (Lema anterior) y cada Xλ es T1 (Corolario 2.1.4), el
morfismo π es un encaje (Corolario 1.3.3). Además, como πλ(gx) = gπλ(x)
para cualesquiera g ∈ G, x ∈ X entonces π(gx) = gπ(x), i.e., π es un encaje
equivariante.

Verifiquemos ahora que π(X) ∼= X es el ĺımite propuesto en la demostra-
ción de la Proposición 1.2.14, e.d., probemos que

π(X) = {{xλ}λ ∈
∏

λ

Xλ | π
λ′

λ (xλ′) = xλ si λ ≤ λ′}.

Tomemos x ∈ X, como habiamos notado en el diagrama anterior

πλ = πλ′

λ πλ′ , (2.14)

si λ ≤ λ′ aśı que πλ′

λ (π(x)λ′) = πλ′

λ (πλ′(x)) = πλ(x) = π(x)λ, de modo que
π(X) está contenido en el conjunto referido.

Ahora, sea {xλ} ∈
∏

Xλ tal que πλ′

λ (xλ′) = xλ, si λ ≤ λ′. Para cada
λ ∈ Λ definimos Cλ = π−1

λ (xλ) ⊂ X que es compacto pues Hλ ⊂ G lo es
(Corolario 2.1.4). Supongamos que λ, λ′ ∈ Λ satisfacen λ ≤ λ′, entonces si
y ∈ Cλ′ tenemos por (2.14) que

πλ(y) = πλ′

λ (πλ′(y)) = πλ′

λ (xλ′) = xλ

aśı que Cλ′ ⊂ Cλ. Esto último muestra que la familia {Cλ}Λ de compactos
de X está dirigida (por la inclusión) y por tanto satisface la propiedad de
intersección finita, luego

⋂
λ Cλ 6= ∅.

Tomando un punto x ∈
⋂

λ Cλ tenemos que

∀λ ∈ Λ, πλ(x) = xλ, i.e., {xλ} = π(x) ∈ π(X)

lo que termina la demostración.

¤

Observación 2.5.3 En virtud de la Observación 2.1.5, tanto los enlaces πλ′

λ

como las proyecciones πλ son abiertos y perfectos.
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Al principio de esta sección consideramos a G como cierto ĺımite inverso de
un sistema inverso en la categoŕıa de los grupos topológicos y homomorfismos
continuos. De acuerdo al siguiente resultado de L. S. Pontrjagin ([15], Cap.
8, pág. 341), esto es posible siempre que el grupo G sea compacto.

Afirmación 3 (Pontrjagin) Todo grupo topológico compacto G es el ĺımi-
te inverso de un sistema inverso {Gλ, p

λ′

λ , Λ} donde cada Gλ es un grupo
topológico compacto de Lie y las proyecciones y enlaces son homomorfismos
continuos.

Corolario 2.5.4 Sean G un grupo topológico compacto y X un G-espacio.
Entonces existe un sistema inverso {Xλ, π

λ′

λ , Λ} en la categoria T OPG para
el cual X es el ĺımite inverso y los G-morfismos de enlace y proyecciones son
abiertos y perfectos.

Además, cada Xλ es un Gλ-espacio donde Gλ es un grupo compacto de
Lie y hay un homomorfismo continuo pλ : G → Gλ.
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2.6. Separación equivariante de puntos

Gracias al resultado de Pontrjagin, el Corolario 2.5.4 nos permite ampliar
la hipótesis del grupo actuante para considerarlo compacto de Lie y no sólo
compacto. Usaremos esto para aplicar resultados previos con grupos com-
pactos de Lie. En especial, para asegurar la versión equivariante del hecho
de que la familia de morfismos de un espacio de Tychonoff al intervalo [0, 1]
separa puntos de cerrados.

Sean G un grupo topológico y X un G-espacio. Consideremos todos los
posibles G-espacios euclidianos {Rn | n = 1, 2, . . .} y denotemos por E(X)
al conjunto de todos los G-morfismos acotados de X a estos espacios. Para
demostrar el primer teorema de esta sección usaremos un resultado anterior
de R. Palais ([14] Prop. 1.4.5) el cual enunciamos a continuación.

Afirmación 4 (Palais) Sea G un grupo topológico compacto de Lie. En-
tonces para todo G-espacio de Tychonoff X, el conjunto E(X) separa puntos
de conjuntos cerrados de X.

Lema 2.6.1 Sea G un grupo topológico compacto. Si X es un G-espacio de
Tychonoff con peso infinito w(X) = τ , entonces existe una subfamilia K
de E(X) que separa puntos de conjuntos cerrados en X y de cardinalidad
|K| = τ .

Demostración Las condiciones del enunciado son aplicables al Lema 1.3.8
por lo que basta probar que E(X) separa puntos de cerrados en X.

De acuerdo a la discusión de la sección anterior, la Afirmación 3 nos per-
mite suponer que G es el ĺımite inverso de un sistema inverso {Gλ, p

λ′

λ , Λ}
de grupos compactos de Lie Gλ. En las construcciones de esa sección vi-
mos también que X es G-equivalente al ĺımite inverso de un sistema inverso
{Xλ, π

λ′

λ , Λ} donde cada Xλ es un Gλ-espacio y por tanto un G-espacio me-
diante la proyección pλ : G → Gλ (Teorema 2.5.2). Mostramos también que
el conjunto de proyecciones {πλ : X → Xλ} es una familia que separa puntos
de cerrados en X (Lema 2.5.1).

Sean entonces x ∈ X y A un cerrado de X con x ∈ X\A, tenemos aśı una
proyección πλ0 : X → Xλ0 tal que

πλ0(x) /∈ πλ0(A)
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El Corolario 2.5.4 afirma que πλ0 es abierta y perfecta, en particular
cerrada, por lo que πλ0(A) = πλ0(A) en Xλ0 . Como Xλ0 es un Gλ0-espacio
y Gλ0 es compacto de Lie, la Afirmación 4 nos permite suponer que hay un
Gλ0-morfismo acotado ϕ : Xλ0 → E a un Gλ0-espacio euclidiano E para el
cual

ϕ(πλ0(x)) /∈ ϕ(πλ0(A))

Como pλ0 : G → Gλ0 es un homomorfismo continuo, G actúa en E (con-

tinuamente) mediante pλ0 . Finalmente la composición X
πλ0−→ Xλ0

ϕ
−→ E

denotada por f es claramente acotada, continua y por las definiciones de
acción de Gλ0 en Xλ0 y de G en Gλ0 , f es G-invariante. Por tanto f ∈ E(X)
y por la ecuación anterior f(x) /∈ f(A) como se afirma.

¤

Consideremos ahora el caso en que el grupo topológico G es localmente
compacto. Sabemos que Cc(G) es un G-espacio con acción

(g, f) → gf : G → R donde gf(x) = f(xg). (2.15)

(Proposición 2.3.1). En la sección 2.4 discutimos por quien reemplazar el es-
pacio C(X) de un G-espacio X y luego usamos una biyección para encontrar
las funciones G-uniformes. Veamos que sin dicha asociación aún es posible
encontrar resutados análogos a los ya obtenidos. Llamemos F (X) al conjunto
MorT OPG(X,Cc(G)).

Lema 2.6.2 Sea G un grupo topológico localmente compacto. Si X es un
G-espacio de Tychonoff, entonces el conjunto F (X) contiene un subconjunto
S de cardinalidad |S| = w(X) que separa puntos de conjuntos cerrados de
X.

Demostración Por el Lema (1.3.8) basta probar que el mismo conjunto
F (X) separa puntos de conjuntos cerrados de X.

Sean y ∈ X y A ⊂ X un cerrado tales que y ∈ X\A. Como X es de
Tychonoff podemos escoger una función continua ϕ : X → I tal que ϕ(y) = 0
y ϕ(A) = 1.
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Ahora, la composición ϕ̂ : X × G → I ⊂ R de las funciones

X × G
��

G × X
θ ��

X
ϕ��

I ⊂ R

(x, g)
��

(g, x)
��

gx
��

ϕ(gx)

nos da una función continua ([6], Cap. XII, Teo. 3.1).

X
f

−→ IG ⊂ C(G), f(x)(g) = ϕ̂(x, g) = ϕ(gx). (2.16)

Además, si h, g ∈ G y x ∈ X de (2.15) y (2.16) tenemos

f(hx)(g) = ϕ(g(hx))

= ϕ((gh)x)

= f(x)(gh) = (hf)(g).

Por tanto f(hx) = hf(x) para toda h ∈ G y f es equivariante, f ∈ F (X).

Veamos que f separa a y de A. eve : Cc(G) → R siempre es continua,
aśı que

U = ev−1
e (

−1

2
,
1

2
)

es abierto en Cc(G) y eve(f(y)) = f(y)(e) = f(ey) = f(y) = 0 aśı que
f(y) ∈ U . De igual forma eve(f(a)) = f(a)(e) = φ(a) = 1, para toda a ∈ A
por lo que U ∩ A = ∅ y siendo U vecindad de f(y) concluimos que

f(y) /∈ f(A)

¤



Caṕıtulo 3

Encajes equivariantes

3.1. Encajes equivariantes isométricos

Los encajes que presentamos en esta sección son versiones simétricas de
encajes isométricos bien conocidos en el caso general. En el siguiente caṕıtulo,
veremos que los espacios ambiente de estos encajes son en efecto G-extensores
absolutos para G-espacios métricos.

Comenzamos enunciando una versión equivariante del Teorema de Encaje
de Kuratowski-Wojdyslawski (Teorema 1.4.8).

Teorema 3.1.1 Sean G un grupo topológico y X un G-espacio con un punto
fijo. Si X admite una métrica invariante, entonces X se encaja isométrica
y equivariantemente en Cθ(X) y su imagen resulta cerrada en su envoltura
convexa.

Demostración Sea d : X ×X → R
+ una métrica invariante y compatible

con la topoloǵıa de X y sea a ∈ X un punto fijo bajo la acción, i.e., ga = a
para toda g ∈ G. Definamos la función ι : X → Cθ(X) como ι(x) = fx :
X → R, donde

fx(y) = d(x, y) − d(a, y)

Como fx(y) ≤ d(x, a) para toda y ∈ X y d es continua, tenemos que fx ∈
C(X) para toda x ∈ X. Verifiquemos que fx efectivamente está en Cθ(X).

60
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Sean ε > 0 y x ∈ X, entonces

|fx(hy) − fx(y)| = |d(x, hy) − d(a, hy) − d(x, y) + d(a, y)|

≤ |d(x, hy) − d(x, y)| + |d(a, y) − d(a, hy)|

= |d(h−1x, y) − d(x, y)| + |d(ha, hy) − d(a, hy)|

≤ d(h−1x, x) + 0 = d(x, hx), ∀ y ∈ X, h ∈ G,

y en vista de la continuidad de d y de la acción (y como x = ex), basta tomar
vecindades V ⊂ G y W ⊂ X de e y x, respectivamente, tales que

V {x} ⊂ V W ⊂ Od(x, ε),

con lo que

|fx(hy) − fx(y)| ≤ d(x, hx) < ε, ∀ y ∈ X, h ∈ V,

de modo que fx ∈ Cθ(X).

Es fácil ver que ι es isometŕıa pues para cualesquiera x1, x2 ∈ X se tiene

‖fx1 − fx2‖ = sup
y∈X

{|fx1(y) − fx2(y)|}

= sup
y∈X

{|d(x1, y) − d(x2, y)|}

≤ sup
y∈X

|d(x1, x2)| = d(x1, x2),

y por otro lado notemos que

‖fx1 − fx2‖ ≥ |fx1(x2) − fx2(x2)| = d(x1, x2).

Por tanto ι es isometŕıa y un encaje (Observación 1.2.2).

Para ver que ι(X) es cerrado en conv(ι(X)) tomemos una sucesión {fxn}
en ι(X) convergente a f ∈ conv(ι(X)). Tenemos entonces f =

∑m

i=1 tifzi
con

zi ∈ X, ti ≥ 0 y
∑

ti = 1, luego

‖fxn −
m∑

i=1

tifzi
‖ → 0, cuando n → ∞.
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Dada n > m, como
∑

ti = 1 podemos suponer (reordenando) que t1 > 1/n,
tenemos entonces

‖fxn − f‖ ≥ |fxn(xn) − f(xn)|

= |f(xn) + d(a, xn)|

=
∣∣

m∑

i=1

tifzi
(xn) +

m∑

i=1

tid(a, xn)
∣∣

=
∣∣

m∑

i=1

tid(zi, xn)
∣∣ ≥ t1d(z1, xn).

Por tanto d(z1, xn) → 0, si n → ∞, i.e., xn → z1 por lo que ι(xn) → ι(z1)
y como Cθ(X) es de Hausdorff debemos tener que f = fz1 ∈ ι(X) como
queŕıamos.

Resta ver que ι es equivariante. Para esto, sean g ∈ G y x ∈ X y obser-
vemos que, para cada y ∈ X,

(gfx)(y) = fx(g
−1y)

= d(x, g−1y) − d(a, g−1y)

= d(gx, y) − d(a, y) = fgx(y),

es decir gfx = fgx o bien gι(x) = ι(gx), por lo tanto ι es equivariante como
afirmábamos.

¤

Corolario 3.1.2 Sea G un grupo topológico. Entonces para todo G-espacio
métrico X que admite una métrica invariante existe un G-espacio lineal nor-
mado (y completo) y un encaje equivariante de X en él tal que la imagen de
este encaje es cerrada en su envoltura convexa.

Demostración Supongamos primero que X tiene un punto fijo, entonces
basta observar que Cθ(X) es un espacio lineal normado (Corolario 2.4.5) y
tomar el encaje del teorema anterior.
En caso de que X no tenga ningún punto fijo, añadiremos uno, esto es,
tomemos la suma topológica X

′

= X + {∞} (donde ∞ es un punto ajeno a
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X) y definamos la acción (claramente continua) G × X
′ ·
→ X

′

dada por:

g · x =

{
gx, si x ∈ X

∞, si x = ∞

Luego la composición X ↪→ X
′ ι
↪→ Cθ(X

′

) es el encaje que necesitábamos.

Teorema 3.1.3 Sea G un grupo topológico y X un G-espacio métrico. Si X
admite una métrica invariante y acotada entonces existe un encaje isométrico
y equivariante j : X → L, donde L es un G-espacio lineal y normado, tal
que la imagen j(X) es cerrada topológicamente y también una base vectorial
para L.

Demostración Si P (X) es el conjunto potencia de X, denotemos por Z
al conjunto {z ∈ P (X) | z es finito} y definamos una función G × Z → Z
por (g, z) → gz = {gp | p ∈ z} que es claramente una acción de G en Z.

Podemos entonces considerar el G-espacio (de Banach) (A(Z), ‖ · ‖) de
todas la funciones acotadas y G-uniformes de Z a R y ‖·‖ la norma supremo.
Sea s la norma supremo para A(Z) y sea d : X ×X → R

+ una métrica inva-
riante, acotada y compatible para X y definamos un primer encaje isométrico
j : X → A(Z) con j(x) = fx : Z → R dada por

fx(z) = d(x, z) = inf
p∈z

{d(x, p)}.

Esto tiene sentido pues al ser d acotada fx lo es y la G-uniformidad
de fx se sigue de la invarianza de d y del hecho de que para cualesquiera
z ∈ Z, h ∈ G, x ∈ X

|fx(hz) − fx(z)| = |d(x, hz) − d(x, z)|

= |d(h−1x, z) − d(x, z)|

≤ d(h−1x, x) = d(x, hx)

aśı que en vista de la continuidad de la acción (dado que x = ex), es suficiente
escoger una vecindad V ⊂ G de e (y otra de x, W ⊂ X) tal que

V {x} ⊂ V W ⊂ Od(x, ε),
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con lo que para cualesquiera z ∈ Z, h ∈ V ,

|fx(hz) − fx(z)| ≤ d(x, hx) < ε,

de este modo concluimos que fx ∈ A(Z).

Para probar que j es una isometŕıa tomemos x1, x2 ∈ X, entonces

‖fx1 − fx2‖ = sup
z∈Z

{|fx1(z) − fx2(z)|}

= sup
z∈Z

{|d(x1, z) − d(x2, z)|}

≤ sup
z∈Z

{d(x1, x2)} = d(x1, x2).

y para el caso particular en que z = {x2} ∈ Z tenemos

‖fx1 − fx2‖ ≥ |fx1(z) − fx2(z)| = d(x1, x2),

aśı que s(j(x1), j(x2)) = d(x1, x2).
Además, como

(gfx)(z) = fx(g
−1z) = d(x, g−1z) = d(gx, z) = fgx(z)

para cualesquiera x ∈ X, g ∈ G y z ∈ Z, concluimos que gfx = fgx, i.e.,
gj(x) = j(gx) para cualesquiera x ∈ X y g ∈ G esto es, j es equivariante.

Notemos también que j(X) ⊂ A(Z) es linealmente independiente. De
lo contrario, existiŕıan x1, x2, . . . , xn+1 y a1, a2, . . . , an, elementos de X y de
R, respectivamente tales que fxn+1 = a1fx1 + a2fx2 + . . . + anfxn , tomando
z = {x1, x2, . . . , xn} tendŕıamos que

fxn+1(z) = a1fx1(z) + a2fx2(z) + . . . + anfxn(z) = 0 + 0 + . . . + 0 = 0

y entonces xn+1 ∈ z, lo cual es una contradicción (suponiendo que los ele-
mentos xi son distintos entre śı). Ahora es inmediato que al definir L como
el subespacio de A(Z) generado por j(X), j(X) resulta base de L y el encaje
anunciado en el teorema será la correstricción de j a su imagen j|L : X → L,
que por comodidad seguiremos llamando j.

Sólo nos resta demostrar que j(X) es cerrado en L: sea ϕ ∈ L\j(X),
entonces ϕ es de la forma

∑n

i=1 aifxi
para algunas n ∈ N, xi ∈ X, ai ∈
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R (i = 1, . . . , n). Como ϕ 6= fxi
para cada i ∈ {1, . . . , n}, podemos escojer

un ε ∈ R tal que

0 < ε <
1

2
mı́n

i∈{1,...,n}
‖ϕ − fxi

‖ . (3.1)

Afirmamos que Os(ϕ, ε) ⊆ L\j(X). Supongamos lo contrario, entonces existe
x ∈ X tal que fx ∈ Os(ϕ, ε) o sea

‖ϕ − fx‖ < ε, (3.2)

pero por (3.1) tenemos que

‖fx − fxi
‖ ≥ ‖ϕ − fxi

‖ − ‖ϕ − fx‖ ≥ 2ε − ε = ε, para cada i ∈ {1, . . . , n},

entonces debido a que j es una isometŕıa tenemos que

d(x, xi) ≥ ε ∀i ∈ {1, . . . , n}. (3.3)

Por otro lado sabemos que ‖ϕ − fx‖ ≥ |ϕ(z) − fx(z)| para toda z ∈ Z,
aplicando esto a z = {x1, . . . , xn} y usando (3.3) tenemos que

‖ϕ − fx‖ ≥ |ϕ(z) − fx(z)| = fx(z) = d(x, z) ≥ ε

contradiciendo (3.2). Con esto termina la demostración.

¤

Teorema 3.1.4 Sean G un grupo topológico compacto y X un G-espacio me-
trizable. Entonces existe un espacio lineal normado L y un encaje isométrico
y equivariante l : X → C(G,L) cuya imagen l(X) es cerrada en C(G,L).

Demostración La acción que usaremos para ver a G como un G-espacio
es (g, x) → xg−1 que claramente es continua y que transforma la acción (2.7)
de la Proposición 2.3.1 para C(G,L) en

(hf)(g) = f(gh), para cualesquiera h, g ∈ G, f ∈ C(G,L). (3.4)

Recordemos que como G es compacto C(G,L) = C∗(G,L) y Cc(G,L) ∼=
(C(G,L), ‖ · ‖) donde ‖ · ‖ es la norma supremo (Proposición 1.2.16).

Ahora bien, ya que G es compacto, la Proposición 2.2.2 nos permite apli-
car el Teorema 3.1.3, luego, existe un espacio lineal normado L junto con un
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encaje isométrico X
α
↪→ L tal que su imagen α(X) es cerrada en L. Usando

esto, definamos la función l : X → C(G,L)

l(x)(g) = α(gx), para cualesquiera x ∈ X, g ∈ G

y veamos que satisface lo afirmado.

Sean x1, x2 ∈ X, usando el hecho de que α es isometŕıa y tomando una
métrica invariante d compatible con la topoloǵıa de X, tenemos que

‖l(x1) − l(x2)‖ = sup
g∈G

{|l(x1)(g) − l(x2)(g)|}

= sup
g∈G

{|α(gx1) − α(gx2)|}

= sup
g∈G

{|d(x1, x2)|} = d(x1, x2).

Por tanto l es isometŕıa.
Para ver que l es equivariante sean g, h ∈ G, y usando (3.4) obtenemos

(hl(x))(g) = l(x)(gh)

= α(ghx)

= (l(hx))(g),

de modo que hl(x) = l(hx), como pedimos.

Sólo falta ver que l(X) ⊂ C(G,L) es cerrado. Como X y C(G,L) son
métricos, podemos probarlo usando sucesiones.

Sea {xn} una sucesión en X y supongamos que la sucesión {l(xn)} con-
verge a f ∈ C(G,L), será suficiente mostrar que f ∈ l(X). Notemos que

l(xn) → f ⇒ l(xn)(e) → f(e),

y como l(xn)(e) = α(exn) = α(xn), si y = f(e) entonces

α(xn) → y, {α(xn)} ⊂ α(X),

y ya que α(X) = α(X), obtenemos que y = α(x) para alguna x ∈ X. Como
α es una isometŕıa deducimos que xn → x. La continuidad de l implica que
l(xn) → l(x). Por tanto, en un espacio de Hausdorff como L debemos tener
que f = l(x) ∈ l(X) y l(X) ⊂ L es cerrado.
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¤

Si el grupo G solamente es localmente compacto, seguiremos teniendo al
G-espacio Cc(G,L) donde L se puede elegir con cualquier otro encaje X ↪→ L.
En este caso, l sigue siendo un encaje equivariante ([13], Teo. 6.2).
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3.2. Encajes equivariantes de espacios de Ty-

chonoff

Como discutimos en la sección 2.6, el resultado enunciado en el Lema
2.6.1 nos permitirá demostrar de manera natural la versión equivariante del
Teorema de Encaje de Tychonoff. Por otro lado, la idea de considerar a C(G)
como el objeto en T OPG que juega el papel de R en T OP nos dará, en
vista del Lema 2.6.2, la versión equivariante del Teorema 1.3.7 sobre objetos
universales en la categoŕıa T OPG.

Teorema 3.2.1 Sea G un grupo topológico compacto. Entonces para cada
G-espacio de Tychonoff X de peso infinito w(X) = τ , existe una acción de
G continua y lineal en R

τ junto con un cubo Bτ ⊂ R
τ (de peso τ) invariante,

en el cual X se encaja equivariantemente.

Demostración Por el Lema 2.6.1, existe una familia K de G-morfismos
acotados f : X → Ef donde Ef es un espacio euclidiano (algún R

n), con
cardinalidad |K| = τ que separa puntos de conjuntos cerrados de X.

Como cada f ∈ K es acotada, f(X) ⊂ Ef es compacto y por lo tan-

to su envoltura convexa Bf = conv(f(X)) también es compacta (Proposi-
ción 1.2.11). Claramente Bf es homeomorfo a un cubo de dimensión finita.
Además G actúa linealmente en Ef para cada f ∈ K por lo que de acuerdo
a la descripción dada en la Proposición 1.2.11, Bf es invariante en Ef .

Ahora simplemente consideremos el producto
∏
{Ef | f ∈ K} el cual es

topológica y linealmente equivalente a la potencia R
τ , de modo que identifi-

caremos a ambos y definiremos Bτ =
∏
{BF | f ∈ K}.

Es claro que R
τ (

∏
Ef ) es un G-espacio lineal con acción diagonal y de

este modo Bτ ⊂ R
τ es un conjunto invariante. Obviamente Bτ es compacto,

convexo y homeomorfo al cubo Iτ como se afirma.

Sólo nos falta dar el encaje equivariante de X a Bτ , pero de acuerdo a
nuestro argumento, este surge de forma natural tomando el morfismo diago-
nal inducido por la familia K, e.d.,

∆ : X →
∏

f∈K

Bf con ∆(x)f = f(x),
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que de acuerdo a la acción (diagonal) en Bτ y a la G-invariancia de las
funciones f , es un morfismo de G-espacios.

En vista del Corolario 1.3.3, como X es de Tychonoff y K separa puntos
de cerrados en X, ∆ es un encaje y el teorema queda demostrado.

¤

Una vez que el espacio queda encajado, la cerradura de este en el espacio
ambiente es una compactación. Como además la cerradura de un invariante
es de nuevo invariante, tenemos aśı una G-compactación, i.e.,

Corolario 3.2.2 Sea G un grupo topológico compacto. Entonces cada G-
espacio de Tychonoff admite una compactación equivariante del mismo peso.

Cosideremos ahora la existencia de G-objetos universales.

Teorema 3.2.3 Sea τ un número cardinal infinito. Si G es un grupo to-
pológico compacto de peso w(G) ≤ τ , entonces hay una acción lineal de G en
la potencia topológica R

τ y un cubo Bτ ⊂ R
τ (de peso τ) en donde cualquier

G-espacio de Tychonoff de peso menor a τ se encaja equivariantemente.

Demostración Consideremos el G-espacio Cc(G) con acción (g, f) → gf
tal que gf(x) = f(xg) (Proposición 2.3.1). Oservemos que el peso de G y
Cc(G) coinciden pues w(C(G)) = w(Cc(G, R)) ≤ w(G)w(R) ([6] Cap. XII,
Teo. 5.2) y w(G) ≤ w(C(G)) siempre, asi que w(G) = w(C(G)).

Ahora, por el Teorema 3.2.1, la potencia R
w(C(G)) = R

w(G) es un G-espacio
lineal y hay un cubo invariante Bw(G) ⊂ R

w(G) que hace posible encajar a
C(G) equivariantemente en Bw(G) (G compacto implica que C(G) ∈ M).
Además, según la Observación 2.1.1, la acción diagonal de G en cualquier po-
tencia de un G-espacio sigue siendo continua y lineal; en particular (Rw(G))

τ

es un G-espacio lineal. Pero w(G) ≤ τ implica que (Rw(G))
τ ∼= R

τ topologica
y linealmente, aśı que podemos identificar los dos espacios para nuestra co-
modidad.

Definamos Bτ = (Bw(G))
τ ⊂ R

τ (según el comentario anterior) y veamos
que Bτ satisface la propiedad establecida en el enunciado.
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Sea X un G-espacio de Tychonoff con peso w(X) ≤ τ . De acuerdo al Le-
ma 2.6.2, existe un subconjunto S ⊂ F (X) que separa puntos de conjuntos
cerrados en X y cuya cardinalidad es τ . Esto implica que el morfismo diago-
nal ∆ : X →

∏
f∈S C(G)f = C(G)τ inducido por S es un encaje equivariante.

Ahora, C(G) se encaja en Bw(G) equivariantemente por lo cual (C(G))τ se
encaja en (Bw(G))

τ también equivariantemente (coordenada a coordenada).
Luego la composición de encajes equivariantes

X → (C(G))τ → Bτ

es el encaje equivariante de X en Bτ buscado.

¤

El problema de G-compactación, i.e., encajes equivariantes en espacios
compactos es muy interesante. En [3] Antonyan prueba que en el caso del
Lema 2.6.2, si el grupo G es compacto, el subconjunto F ∗(X) de F (X) de
G-morfismos X → C(G) donde f(X) ⊂ C(G) es compacto también separa
puntos de conjuntos cerrados en X. Como vimos en la Sección 2.4, estas
funciones corresponden, bajo la asociación ξ de la Observación 2.4.1, a las
funciones G-uniformes. En [17], De Vries demuestra que el G-espacio de Ty-
chonoff X (con acción θ) admite una G-compactación si y sólo si Cθ(X)
separa puntos de conjuntos cerrados en X. Esto es cierto si, por ejemplo,
G es localmente compacto. Como consecuencia de esto De Vries presenta el
siguiente resultado.

Afirmación 5 (De Vries) Sea (G,X, θ) un grupo topológico de transfor-
maciones. Entonces X se encaja equivariantemente en un G-espacio com-
pacto (de Hausdorff) si y sólo si X admite una uniformidad tal que, al darle
al grupo Homeo(X) la topoloǵıa de convergencia uniforme, el homomorfismo

Θ : G → Homeo(X), g → θg

es continuo ([17] Coro. 3.10).
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3.3. Encajes equivariantes de espacios

p-paracompactos

Teorema 3.3.1 Sea G un grupo topológico compacto. Si X es un G-espacio
p-paracompacto de peso infinito w(X) = τ , entonces hay una acción lineal de
G en R

τ junto con un cubo Bτ ⊂ R
τ de peso τ invariante y un espacio lineal

normado L tales que X se encaja equivariantemente como un subespacio
cerrado del G-espacio Bτ × L.

Demostración Como G es compacto, el Corolario 2.1.4 garantiza que la
proyección orbital p : X → X/G es perfecta. De acuerdo a la Afirmación
1, el espacio de órbitas X/G es también p-paracompacto. Esto significa que
hay una función perfecta f : X/G → Z donde Z es un espacio métrico. La
acción de G en X/G es trivial y podemos suponer lo mismo para la acción
en Z, aśı que f es una función equivariante (invariante). De este modo la

composición X
p
→ X/G

f
→ Z a la que llamaremos q′, es un morfismo perfec-

to e invariante de X a Z. Además en vista de que Z es métrico, Z se encaja
isométricamente como un cerrado de un espacio lineal normado L (Teorema
3.1.3 con acciones triviales).

Componiendo q′ con el encaje Z ↪→ L obtenemos un G-morfismo propio
e invariante q : X → L (L es un G-espacio trivial).

Retomando lo establecido en el Teorema 3.2.1 (X es en particular de Ty-
chonoff), tenemos un G-espacio lineal R

τ y dentro de este un cubo Bτ ⊂ R
τ

de peso τ invariante junto con un encaje equivariante ϕ : X → Bτ .

Con los dos morfismos anteriores definamos su diagonal

h : X → Bτ × L, h(x) = (ϕ(x), q(x))

y observemos que como ϕ es un encaje, h también lo es (Corolario 1.3.3). Es
claro también que h es equivariante. Finalmente, como q es propia, h también
lo es ([7], teo. 2.3.20), en particular h es cerrada.

¤



Caṕıtulo 4

Retractos absolutos
equivariantes

4.1. G-extensores y G-retractos

Definiremos a continuación, de manera natural, las nociones de G-retracto
absoluto (y de vecindad) y de G-extensor absoluto (y de vecindad) para clases
de G-espacios.
Si G es un grupo topológico y K es una clase de espacios denotaremos por
KG a la subcategoŕıa completa T OPG∩K, i.e., espacios de K con una acción
(continua) de G y funciones equivariantes.

Definición 4.1.1 Sean K una clase de espacios débilmente hereditaria y G
un grupo topológico. Un G-espacio Y ∈ KG es un G-retracto absoluto para la
clase KG si cada vez que Y aparezca como un subespacio cerrado e invariante
de un G-espacio X ∈ KG, Y es un G-retracto de X, i.e., existe una retracción
equivariante de X a Y . Diremos que Y ∈ KG es un G-retracto absoluto de
vecindad para la clase KG si cada vez que Y aparezca como un subespacio
cerrado e invariante de un G-espacio X ∈ KG, Y es un G-retracto de una
vecindad invariante U de Y en X, i.e., existe una retracción equivariante de
U a Y .

Estas nociones las abreviaremos como Y ∈ G-AR(K) y Y ∈ G-ANR(K),
respectivamente.

Pasemos ahora al caso equivariante de los extensores.

72



CAPÍTULO 4. RETRACTOS ABSOLUTOS EQUIVARIANTES 73

Definición 4.1.2 Sean K una clase de espacios débilmente hereditaria y G
un grupo topológico. Un G-espacio Y es un G-extensor absoluto para la clase
KG si para cada subespacio A cerrado e invariante de un G-espacio X en
KG y cada morfismo de G-espacios f : A → Y , f admite una extensión
equivariante F : X → Y . El G-espacio Y es un G-extensor absoluto de
vecindad para la clase KG si para cada G-espacio X ∈ KG cada G-morfismo
f : A → Y de un cerrado e invariante A de X, existe una vecindad invariante
U de A en X y una G-extensión F : U → Y de f .

Si Y es un G-extensor absoluto para la clase KG escribiremos Y ∈ G-AE(K)
y si es G-extensor absoluto de vecindad para la misma clase escribiremos
Y ∈ G-ANE(K).

Con la definición de acción diagonal en un producto de G-espacios (Ob-
servación 2.1.1) es fácil demostrar el siguiente análogo de la Proposición 1.4.4.

Observación 4.1.3 Sea G un grupo topológico y K una clase de espacios
débilmente hereditaria. Entonces el producto de una familia de G-AE(K)’s
es de nuevo un G-AE(K).

Demostracioón Sean {Yλ}λ∈Λ una familia de G-extensores absolutos y
A ⊆ X un cerrado e invariante de un G-espacio X en KG. Sean f : A →∏

λ∈Λ Yλ un G-morfismo y πλ′ :
∏

λ∈Λ Yλ → Yλ′ la proyección λ′-ésima. Tene-
mos el diagrama

X
F �����

Fλ′

�� ��
��

��
��

∏
Yλ

πλ′

�

A
��

� �

πλ′f

��
Yλ′

que para cada λ′ ∈ Λ induce una extensión equivariante Fλ′ de πλ′f . Luego,
{Fλ} induce una función F : X →

∏
Yλ que es equivariante pues

F (gx) = {Fλ(gx)}λ = {gFλ(x)}λ = g{Fλ(x)} = gF (x),

y que hace que el triágulo superior derecho conmute para cada λ′ ∈ Λ.
Tenemos aśı que todo el cuadrado conmuta y por lo tanto para cada a ∈ A

πλ′F (a) = Fλ′(a) = πλ′f(a)
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como λ′ ∈ Λ es arbritraria concluimos que F (a) = f(a), i.e., F es la exten-
sión equivariante de f .

¤

La versión simétrica del cubo de Tychonoff es la siguiente.

Definición 4.1.4 Sean G un grupo topológico y τ un número cardinal. Si G
actua continua y linealmente en el espacio topológico vectorial R

τ , diremos
que Bτ ⊂ R

τ es un G-cubo si

i) Bτ es compacto, convexo e invariante en R
τ ,

ii) Bτ es homeomorfo al cubo Iτ ,

iii) Bτ ∈ G-AE(N ).

Proposición 4.1.5 Sean G un grupo topológico y H un subgrupo normal y
compacto de G. Sea K una clase de espacios débilmente hereditaria y cerrada
bajo funciones perfectas. Si Y es un G/H-ANE (K), entonces el G-espacio
Y es un G-ANE (K).

Demostración Recordemos que el G/H-espacio Y puede ser visto como G-
espacio mediante el homomorfismo canónico (y de identificación) G → G/H.
Sea X un G-espacio en la clase K y A ⊂ X un cerrado invariante. Sea
f : A → Y una función equivariante. Como A y Y son G-espacios, también
son H-espacios y f es H-invariante, aśı que f induce una única función
(continua) f̃ : A/H → Y/H que hace conmutar el diagrama

A

p �

f ��
Y

q�

A/H
f̃ ��

Y/H

donde hemos designado por p y q a las proyecciones orbitales correspondien-
tes.

Notemos que, como la acción de H sobre Y es la inducida por H ↪→ G y
la de G está a su vez determinada por el homomorfismo G → G/H, entonces
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la acción de H en Y está dada por la composición H ↪→ G → G/H que es
trivial para toda h ∈ H. Aśı que la acción de H en Y es trivial, i.e., Y/H ≡ Y
y el diagrama anterior se reduce al diagrama

A

p �

f ��
Y

A/H
f̃

�  ��������

Ahora bien, el espacio cociente A/H es un G/H-espacio (Proposición
2.1.2) y por tanto un G-espacio mediante el homomorfismo G → G/H, i.e.,
que tiene por acción gH(a) = H(ga). Por otro lado, si vemos a A como el
cociente A/{e} y aplicamos la misma Proposición 2.1.2, tenemos que p es
G-invariante. Del diagrama anterior obtenemos, para g ∈ G y H(a) ∈ A/H,

f̃(gH(a)) = f̃(H(ga))

= f(ga)

= gf(a) = gf̃(H(a)).

Por tanto f es un G-morfismo y también un G/H-morfismo (pues G actúa
en A/H y en Y mediante G → G/H).

Usando la compacidad de H, el Corolario 2.1.4 implica que P : X →
X/H es perfecta (P |A = p). Como pedimos que la clase K sea cerrada

bajo funciones perfectas, debemos tener que X/H ∈ K. En resumen, f̃ ∈
MorT OPG/H (A/H, Y ) y A/H ⊂ X/H es un cerrado G/H-invariante de modo

que f̃ admite una G/H-extensión F̃ : V → Y donde V ⊂ X/H es una ve-
cindad invariante del subespacio A/H (Y ∈ G/H-ANE(K)). Ahora es claro
que U = p−1(V ) es una vecindad invariante de A y del diagrama

U
P ��

V
F̃ ��

Y

A

f

! "

��

� �

p ��
A/H

��

� �

f̃

�  ��������

vemos que F = F̃P : U → Y es la extensión G-invariante de A a la vecindad
(invariante) U . Esto concluye la prueba.
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¤

En la demostración de la Proposición anterior es posible considerar la
extensión de f̃ a todo el espacio X/H en lugar de una extensión a una
vecindad invariante de A/H, esto es, suponiendo que Y sea un G/H-AE(K)
y la vecindad de A resultaŕıa el espacio X, resumimos esto en la

Observación 4.1.6 Con las definiciones anteriores, si Y es un G/H-AE(K),
entonces también es un G-AE(K).

Corolario 4.1.7 Sean G un grupo topológico y H un subgrupo normal, cerra-
do y compacto de G. Sea K una de las clases M, C, CM y P. Entonces si
Y es un G/H-espacio se tiene que

1. Si Y ∈ G/H-AE(K), entonces Y ∈ G-AE(K).

2. Si Y ∈ G/H-ANE(K), entonces Y ∈ G-ANE(K).

Demostración Del Teorema 1.3.10 usando (1) y (2) se tiene que M, C y
CM son clases cerradas bajo morfismos perfectos. Por la Afirmación 1, P
también es cerrada bajo funciones perfectas.

¤
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4.2. Algunos hechos sobre extensores equiva-

riantes

El propósito de este apartado es enunciar versiones equivariantes de teo-
remas como los comentados en la sección 1.4, que resultan en extensores
absolutos, para combinarlos con los encajes (equivariantes) obtenidos en el
caṕıtulo anterior. Estos resultados se encuentran en [4].

Empezamos con una versión equivariante del Teorema de Extensión de
Dugundji (1.4.9).

Teorema 4.2.1 (Antonyan) Sea G un grupo topológico compacto. Sea L
un G-espacio lineal localmente convexo y V un subespacio convexo e inva-
riante de L. Supongamos que una de las siguientes condiciones

1. V es completo respecto a la uniformidad natural del espacio topológico
vectorial L,

2. L es de dimensión finita,

3. G es finito,

es cierta. Entonces, para cualquier subespacio cerrado e invariante A de un
G-espacio X, si un morfismo de G-espacios f : A → V admite una extensión
a X, también admite una extensión equivariante de X a V .

Si el G-espacio X es metrizable, la Proposición 2.2.2 nos permite suponer
que X tiene una métrica invariante, de modo que la versión equivariante del
Teorema 1.4.10 se obtiene aplicando el mismo Teorema de Dugunji (1.4.9) y
luego el anterior.

Corolario 4.2.2 Sean G un grupo topológico compacto, L un G-espacio li-
neal localmente convexo y V ⊂ L cerrado, convexo e invariante. Si V es
completo respecto a la uniformidad natural de L, L es de dimensión finita o
G es finito, entonces V ∈ G-AE(M).

Si un espacio métrico es extensor absoluto para espacios métricos y ade-
más es completo y separable, entonces también es un extensor absoluto para
espacios normales ([9], Cap. II, 16.1). Aśı que del Teorema 4.2.1 también se
obtiene la siguiente consecuencia.
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Corolario 4.2.3 Sean G un grupo topológico compacto. Sea L un G-espacio
lineal de Banach y V ⊂ L un subespacio cerrado, convexo, invariante y se-
parable de L, entonces V ∈ G-AE(N ).

Queremos ahora enunciar la versión equivariante del Teorema 1.4.6. Su-
pongamos que un grupo topológico G actúa en dos espacios Y y T metriza-
bles. Sabemos (Proposición 2.3.1) que si G es localmente compacto, entonces
Cc(T, Y ) es un G-espacio con acción (g, f) → gf donde (gf)(x) = f(g−1x).
Por otro lado, en el Teorema 1.4.6 pedimos que T sea compacto para asegurar
que la topoloǵıa compacto-abierta coincida en C(T, Y ) con la inducida por
la norma supremo descrita en la sección 1.2.3 ([13], Anexo B, Prop. 6). Por
último, si G es numerablemente compacto, tendremos asegurada la existen-
cia de métricas invariantes para Y y T . Con estas cosideraciones en mente,
pediremos la compacidad de G al igual que la de T .
El resultado se basa en el teorema debido a Antonyan ([2]) que enunciamos
a continuación.

Teorema 4.2.4 Sean G un grupo topológico compacto y T un G-espacio.
Sean K1 y K2 dos clases de espacios de Tychonoff tales que

1. Para cada X ∈ K1, X × T es un k-espacio.

2. Para cada X ∈ KG
1 , el espacio de órbitas (X × T )/G pertenece a K2

Si el espacio Y es un ANE(K2), entonces el G-espacio C(T, Y ) es un G − -ANE(K1).
Si además Y es un AE(K2), entonces C(T, Y ) es un G-AE(K1).

Teorema 4.2.5 Sean G un grupo topológico compacto y T un G-espacio
compacto. Si Y es un ANR(M) entonces el G-espacio C(T, Y ) es un G-ANE(P).
Si Y es además un AR(M), entonces C(T, Y ) es un G-AE(P).

Demostración Nuestro objetivo es usar el Teorema 4.2.4 para las clases
de espacios K1 = K2 = P que son en efecto clases de espacios de Tychonoff.
Verifiquemos las condiciones de este teorema.
Para la condición (1), sea X ∈ P cualquier objeto, entonces existe una fun-
ción perfecta f : X → Z a un espacio Z ∈ M. Sabemos que cada espacio
métrico es un k-espacio (Proposición 1.3.15) y que la preimagen perfecta de
un k-espacio es de nuevo k-espacio ([7], Teo. 3.7.25) por tanto X es un k-
espacio. Del Corolario 1.3.18, la compacidad de T implica que X × T es un
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k-espacio y aśı se tiene la primera condición del teorema.
Para la condición (2), la Observación 1.3.14 nos garantiza que X × T es
p-paracompacto. Si suponemos que X es un G-espacio entonces X × T tam-
bién es un G-espacio y por el Corolario 2.1.4, la proyección orbital X × T →
(X×T )/G es perfecta. De la Afirmación 1, tenemos que (X×T )/G está en P .

Por último, debido a un resultado de Yu. T. Lisica ([10]) se tiene que Y ∈
AR(M) implica que Y ∈ AE(P) y Y ∈ ANR(M) implica que Y ∈ ANE(P),
aśı que el enunciado se deduce del teorema anterior.

¤

En el teorema anterior, la única propiedad requerida de T es la compaci-
dad, aśı que como tambien pedimos la compacidad de G, podemos considerar
el G-espacio (G,G, γ) donde γ(g, h) = gh−1 es la misma de la ecuación 1.1.

Corolario 4.2.6 Sea G un grupo topológico compacto. Si Y es un AE(M) o
un ANE(M), entonces el G-espacio C(G, Y ) es un G-AE(P) o un G-ANE(P),
respectivamente.

Cuando Y es un extensor absoluto, la hipótesis sobre el grupo puede
mejorarse a compacidad local como se observa en la siguiente proposición
([13] Teo. 6.6).

Proposición 4.2.7 Sean G un grupo topológico localmente compacto y K
una clase débilmente hereditaria. Si Y ∈ AE(K), entonces Cc(G, Y ) ∈ G-AE(K).



CAPÍTULO 4. RETRACTOS ABSOLUTOS EQUIVARIANTES 80

4.3. Relación entre los retractos y extensores

equivariantes absolutos

Nuestro objetivo final en este trabajo es dar la versión equivariante de
las ideas presentadas en la sección 1.4.3. Mostraremos la equivalencia de las
nociones de retractos y extensores equivariantes para las clases C, M, CM
y P . Para ello utilizaremos el mismo método de la prueba del Teorema 1.4.7
y la versión equivariante de la Proposición 1.4.11 junto con los encajes del
Caṕıtulo 3.

Proposición 4.3.1 Sea G un grupo topológico y K una clase de espacios
débilmente hereditaria. Entonces, si Z es un G-espacio y Y ⊆ Z es un cerrado
invariante, se tiene que

1. Si Y es un G-retracto de Z y Z ∈ G-AE(K), entonces Y ∈ G-AE(K).

2. Si Y es un G-retracto de vecindad de Z y Z ∈ G-ANE(K), entonces
Y ∈ G-ANE(K).

Prueba De la prueba de la Proposición 1.4.11 podemos ahora pensar que
las funciones son equivariantes al igual que las vecindades aśı que las exten-
siones construidas son también equivariantes.

Para el caso de los G-espacios metrizables, una vez obtenida la ver-
sión equivariante del encaje de Kuratowski-Wojdyslawski (Corolario 3.1.2)
y enunciada la versión equivariante del resultado de Dugundji (Corolario
4.2.1), resulta natural proceder, en vista de la proposición anterior, como en
el Teorema 1.4.7. Sin embargo, no es inmediato que conv(X) sea cerrado en
Cθ(X) o incluso completo, aśı que no podemos deducir que conv(X) sea un
G-AE(M).
No obstante, Cθ(X) es un G-espacio lineal de Banach (Corolario 2.4.5) aśı que
el Teorema 3.1.1 representa efectivamente un encaje equivariante en un G-
extensor absoluto aunque X no es necesariamente cerrado en Cθ(X).

Otra versión equivariante del Teorema de Dugundji es la obtenida también
por Antonyan en [4] .
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Teorema 4.3.2 Sea G un grupo topológico de Lie compacto. Sean L un G-
espacio lineal localmente convexo y V un subespacio convexo e invariante de
L, entonces V es un G-ANE(M).

Más aún, si el G-espacio V tiene G-puntos fijos, V es un G-AE(M).

En vista de este resultado, si suponemos que el grupo es compacto de
Lie, entonces la Proposición 2.2.2 nos garantizará la existencia de una métri-
ca invariante admisible para el G-espacio X y podemos aplicar los Teoremas
3.1.1 y 3.1.3 en combinación con el Teorema 4.3.2. La hipótesis de este últi-
mo teorema respecto a la estructura diferencial del grupo no es del todo
imprecindible, de hecho, en [5] (Teo. 6), Antonyan observa lo siguiente.

Teorema 4.3.3 Sea G un grupo topológico compacto y metrizable que no sea
de Lie. Entonces existe un G-espacio lineal normado que no es G-ANE(M).

Hemos visto que bajo ciertas condiciones, los Teoremas 3.1.3 y 3.1.1 repre-
sentan encajes isométricos y equivariantes en retractos absolutos. El Teorema
3.1.4 ciertamente enuncia otro encaje en un G-extensor como veremos más
adelante.

En la situación general, los espacios compactos Hausdorff pueden ser vis-
tos, según notamos en el Corolario 1.3.5, como subespacios cerrados de un
cubo Iτ para cierto cardinal τ . Como observamos en la Sección 1.4.3, Iτ siem-
pre es un extensor absoluto para la clase N . Pasando al caso equivariante, los
Teoremas 3.2.1 y 3.2.3 muestran encajes en G-espacios homeomorfos a cubos
de Tychonoff que, como veremos, son también espacios G-AE para la clase
NG. En esta misma condición se encuentran los espacios p-paracompactos
en el encaje presentado en el Teorema 3.3.1.

Teorema 4.3.4 Sea G un grupo topológico compacto y K una de las clases
M, C, CM y P. Entonces para un G-espacio X ∈ KG se tiene

1. X ∈ G-AR(K) si y sólo si X ∈ G-AE (K).

2. X ∈ G-ANR(K) si y sólo si X ∈ G-ANE (K).
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Demostración Es claro que un G-extensor absoluto y absoluto de vecin-
dad para K es G-retracto absoluto y absoluto de vecindad para K, respecti-
vamente. Veamos la otra implicación.
Consideremos los siguientes casos:

i) Si K = M, como G es compacto, la Proposición 2.2.2 nos permite su-
poner que X admite una métrica invariante. Por el Teorema 3.1.4, X
es G-homeomorfo a un subespacio cerrado e invariante del G-espacio
C(G,L), donde L es un espacio lineal normado Podemos entonces su-
poner que X ⊆ C(G,L). Observemos que por el Teorema 1.4.10, L
es un AE(M), luego, las hipótesis del Corolario 4.2.6 se satisfacen y
concluimos que C(G,L) es un G-AE(P) y como M ⊂ P tenemos que
C(G,L) ∈ G-AE(M).

ii) Si K es una de las clases C ó CM, entonces X es un G-espacio de
Tychonoff y por el Teorema 3.2.1 X puede ser visto como un subespacio
cerrado e invariante de un G-espacio Bτ donde τ = w(X). Sabemos,
de la prueba de dicho teorema, que Bτ es un subespacio compacto y
convexo de R

τ y que es homeomorfo a Iτ . Aún más, en esa prueba, Bτ se
construye como el producto de subespacios Bf de espacios euclidianos
Ef que son compactos y convexos por tanto cada factor Bf de Bτ

satisface las hipótesis del Corolario 4.2.3, por lo que cada Bf es un
G-AE(N ), luego, por la Observación 4.1.3, Bτ también es un G-AE(N ).
En resumen, podemos suponer que X ⊆ Bτ y Bτ ∈ G-AE(N ) ⊂
G-AE(C) ⊂ G-AE(CM).

iii) Si K = P , el Teorema 3.3.1 nos proporciona una manera de ver a X
como un subespacio cerrado e invariante del G-espacio Bτ × L donde
Bτ es el G-cubo del Teorema 3.2.1 que como acabamos de observar,
es un G-AE(N ) y L es un espacio topológico lineal normado. Por el
Teorema 1.4.10, L es un AE(M) y por la Afirmación 2, L también es
extensor para P . Tenemos aśı que L ∈ AE(P) pero como observamos
en la Seccion 1.1.2, podemos ver a la categoŕıa T OP como T OPG

usando la acción trivial. Aśı, las nociones de extensor y {e}-extensor
coinciden, en particular L ∈ {e}-AE(P). Ahora bien, {e} = G/G y
G es un subgrupo compacto de G aśı que por el Corolario 4.1.7, L ∈
G/G-AE(P) implica que L ∈ G-AE(P). De este modo tenemos que,
X ⊂ Bτ × L y Bτ ∈ G-AE(N ) ⊂ G-AE(P), además L ∈ G-AE(P)
implica que Bτ × L ∈ G-AE(P).
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En cualquiera de los casos, es posible considerar a X (salvo homeomorfis-
mo) como un subespacio cerrado e invariante de un G-espacio Z que resulta
un G-extensor absoluto para la clase K respectiva. Aplicando la Proposición
4.3.1 terminamos la demostración.

¤
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