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Why is geometry often described as ’cold’ and ’dry’? One
reason lies in its inability to describe the shape of a cloud,
a mountain, a coastline, or a tree. Clouds are not spheres,
coastlines are not circles, and bark is not smooth, nor does
lightning travel in a straight line. [...] The existence of these
patterns challenges us to study those forms that FEuclid
leaves aside as being formless’, to investigate the morphol-
ogy of the ‘amorphous’.

Benoit B. Mandelbrot

Fractal geometry will make you see everything differently.
There is danger in reading further. You risk the loss of
your childhood vision of clouds, forests, flowers, galaxies,
leaves, feathers, rocks, mountains, torrents of water, car-
pets, bricks, and much else besides. Never again will your
interpretation of these things be quite the same.

Michael F. Barnsley
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Capitulo 1

Introduccion

A lo largo del tiempo la ciencia y la tecnologia han evolucionado de acuer-
do a las necesidades del contexto social y cultural en el que se desarrollan,
cada cultura genera sus propios métodos y técnicas para adaptarse a su
entorno; por ejemplo, los sistemas de numeracion, la fabricaciéon de embar-
caciones y diversas herramientas que facilitan la vida cotidiana. Conforme
estos conocimientos crecen, la humanidad puede ser capaz de mantener un
intercambio cultural con distintas sociedades dando lugar a una expansiéon y
enriquecimiento de sus conocimientos. Esto ha implicado el surgimiento de
nuevas técnicas que benefician la comunicacion entre ellas.

En la actualidad las vias de comunicaciéon han ayudado al desarrollo cienti-
fico y tecnologico facilitando la propagacion de informaciéon de una manera
rapida y eficaz. Con el surgimiento de las computadoras, la humanidad pudo
manejar grandes cantidades de informacion, de una manera antes inimagin-
able. Con la ayuda de esta herramienta se hace primordial el intercambio de
datos de manera rapida y confidencial a lugares geograficamente distantes,
una soluciéon ha sido transmitir éstos por medio de cables conectados en-
tre las computadoras. Al transcurrir los anos, el nimero de computadoras
conectadas se fue incrementando, formando pequenas redes de computado-
ras creadas para los fines especificos de alguna comunidad. A su vez, estas
comunidades tuvieron la necesidad de hacer un intercambio de informaciéon
entre ellas por lo que se inici6 la conexién entre sus redes, formando asi una
gran red de redes mundial, ahora conocida como Internet, la via de comuni-
cacion electronica més importante de nuestros dias.



2 Introducciéon

Con este intercambio de grandes cantidades de informacion a grandes veloci-
dades, desaparecen las barreras geograficas, formando un sistema unificado
limitado solamente por el flujo y el almacenamiento de datos que aumenta
dia a dia.

En la busqueda de métodos y técnicas para dar solucion a los problemas de
almacenamiento y transmision de grandes cantidades de datos, se han creado
algoritmos de compresion los cuales reducen la cantidad de éstos explotan-
do sus redundancias y conservando sus caracteristicas principales para no
perder informacién al momento de la descompresién. Se han generado es-
tandares que regulan el funcionamiento de estos algoritmos. Al principio se
reconstruia intacta la informacién comprimida, pero con el surgimiento de
nuevos tipos de datos como iméagenes, audio y video que requieren de grandes
espacios para su almacenamiento, se ha considerado perder un porcentaje de
esta informaciéon tomando en cuenta las limitaciones de los sentidos del ser
humano; por ejemplo, el formato de audio mp3 el cual elimina las frecuen-
cias que no son perceptibles al oido humano reduciendo el tamano de los
archivos aproximadamente en un 80 % y conservando una alta fidelidad en
el sonido. Con los actuales métodos de compresién se necesita adecuar al
constante crecimiento de la transmisién y almacenamiento de datos, por lo
que los cientificos se han dado a la tarea de buscar nuevas formas de poder
comprimir éstos de la manera més eficiente.

En las ultimas décadas se ha descubierto un algoritmo capaz de reducir en
un 99 % el tamano en bytes de imégenes; este algoritmo se basa en teorias
matemaéaticas relativamente recientes, utiliza el concepto de autosemejanza
para encontrar redundancias en diferentes partes de la imagen a diferentes
escalas, esta propiedad es una caracteristica de los fractales. Por tal motivo,
a este método se le conoce con el nombre de compresion fractal. La impor-
tancia de este algoritmo radica en el cédigo que genera la compresion de
una imagen; este codigo, a diferencia de los generados por otros algoritmos
de compresion, es manejable ya que se compone de una matriz definida por
nimeros lo que hace posible utilizar este algoritmo para diferentes proposi-
tos; por ejemplo, hacer comparaciones entre imigenes, calculando qué tanto
difieren las matrices que pertenecen a cada imagen.

Por otro lado se ha encontrado la forma de asociar una imagen al codigo
genético de organismos, utilizando una técnica llamada juego del caos; ésta



nos brinda una imagen tnica para cada organismo. La cual, mediante la
compresion fractal, se le puede obtener un cédigo que también es tnico; de
esta manera se puede obtener un algoritmo de clasificaciéon robusto el cual
nos permite observar diferencias estructurales en los organismos a partir de

su DNA.

En el capitulo 2 se puede encontrar una descripciéon detallada de la molécula
de DNA junto con sus procesos basicos como es el de replicacion, transcripcion-
traduccién y mutacion. También se describira la forma en que se manipularan
las cadenas de DNA para este trabajo y un cuadro donde se encuentra el
codigo genético.

En el capitulo 3 se describe la técnica llamada juego del caos, asi como
su generalizacion que se llamaré juego del caos circular; se definiran algunos
mapeos para ejemplificar el funcionamiento del juego del caos, particular-
mente nos enfocaremos al mapeo shift de Bernoulli ya que manipula secuen-
cias binarias. También se encuentra una breve seccién que describe a grandes
rasgos el concepto de fractal.

En el capitulo 4 se daran las bases teodricas para entender la compresion
fractal de imagenes. Se dara una breve introduccion a los espacios métricos y
transformaciones sobre ellos, llegando a la definicién de un espacio métrico de
Hausdorff, para finalmente llegar a la definicién de un sistema de funciones
iteradas y dar a conocer el teorema del collage; concluiremos esta seccién
dando una definciéon de la medida invariante de un sistema de funciones
iteradas.

En el capitulo 5 se darén los fundamentos de la compresion fractal para ima-
genes, definiremos lo que es un mapeo de contraccion local para llegar a la
definiciéon de un sistema de funciones iteradas local, éstas nos serviran para
explicar el teorema del collage aplicado a sistemas de funciones iteradas lo-
cales. Los conceptos antes mencionados se aplicaran a imégenes en blanco y
negro y posteriormente se definird un método para compresion y descompre-
sion de imagenes en escala de grises. Se concluira por describir los algoritmos
de compresion y descompresion fractal desarrollados por Michael Barnsley.

En el capitulo 6 se describen los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo de
compresion fractal a imégenes del juego del caos que son generadas mediante
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secuencias de DNA. Se muestran dendrogramas en los cuales se aprecian las
diferencias entre 10 diferentes organismos.

Para concluir en el capitulo 7 se da una discusiéon de la eficiencia del método
de clasificacion propuesto.

Este trabajo es de gran importancia por el paradigma cientifico que se esta
viviendo, es decir el de los sistemas complejos, ya que una de sus caracteris-
ticas es la interdisciplinaridad y el estudio de fenémenos con un enfoque no
lineal. Se ha logrado conjuntar diferentes disciplinas cientificas como la bi-
ologia, las mateméaticas y las ciencias de la computacién dando lugar a
un enriquecimiento entre ellas. Este tipo de précticas cientificas ayudaran a
quitar las barreras entre las diferentes disciplinas permitiendo una unificacion
de la ciencia que logre tener un beneficio real para la sociedad en general.



Capitulo 2

Conceptos sobre el DNA

2.1. La estructura del DNA

La molécula de DNA es un polimero lineal construido con una sucesiéon de
cuatro monémeros distintos llamados nucle6tidos. Cada monoémero tiene una
parte constante que es una molécula de fosfato y desoxirribosa, y una parte
variable que puede ser cualquiera de las siguientes cuatro bases nitrogenadas
o nucleotidos: adenina (A), guanina (G), timina (T) y citosina (C). El DNA
es una doble hélice formada por dos polimeros lineales antiparalelos en forma
de escalera, los pasamanos de la escalera son moléculas de fosfato y desoxir-
ribosa (azticar) mientras que los peldarios son una de las cuatro bases anteri-
ormente mencionadas, una de cada lado y unidas entre si mediante puentes
de hidrogeno (ver Figura 2.1).

Adicionalmente, se debe mencionar que las bases nitrogenadas pueden ser de
dos tipos, la A y la G pertenecen a la familia de las purinas y son moléculas
de dos anillos que llamaremos grandes; por otra parte la T y la C pertenecen
a la familia de las pirimidinas y son moléculas de un anillo que llamaremos
pequenas (ver Figura 2.2).

Como cada peldafio esta formado por una base de cada lado, para mantener
homogénea la anchura de la escalera es necesario que si en un lado de la doble
hélice se encuentra una purina, del lado opuesto le corresponda una pirimidi-
na. Esto, aunado al hecho de que no todas las uniones purina-pirimidina son
posibles debido a la incompatibilidad de formar adecuadamente los enlaces
de hidrogeno, esto determina el siguiente principio de complementaridad en-
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Figura 2.1: Estructura de doble hélice del DNA.

tre los lados de la escalera: cada vez que aparece una molécula de adenina
(A) del otro lado existe una timina (T) con la cual esta apareada y viceversa,
mientras que cada vez que aparezca una de citosina (C) se hallard apareada
con una de guanina (G) y viceversa. Por ello, la informacién contenida en la
molécula se puede deducir de una sola rama de la doble hélice (ver Figura
2.3).

La unioén de los peldanos de la escalera no es homogénea; las parejas A-T es-
tan unidas mediante dos puentes de hidréogeno, mientras que las parejas C-G
lo estan mediante tres puentes de hidrogeno (ver Figura 2.3). Esto sugiere
que las secciones de la cadena mas abundantes en G o C sean, en prome-
dio, mas rigidas que aquéllas en las cuales la abundancia relativa de A-T sea
mayor, en el sentido de la energia necesaria para separar las dos ramas de la
molécula. Por otra parte, la diferencia de tamafo entre las purinas y pirim-
idinas hace que la escalera no sea geométricamente uniforme; si de un solo
lado se alternan purinas y pirimidinas, la escalera se encontrara dislocada,
de manera que podemos afirmar que en este caso la molécula es en promedio
rugosa. Si localmente se encuentran sélo purinas la cadena seré lisa. De aqui
en adelante, llamaremos a las bases G y C fuertes, A y T débiles.

La cadena de DNA contiene toda la informacion necesaria para la produccion
de cadenas de aminoacidos (polipéptidos) que, a su vez, dan lugar a las
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N

H

Guanina (G) Citocina (C)

Figura 2.2: Las bases componen la parte variable del DNA, los nucle6tidos
adenina (A) y guanina (G) se conforman de dos anillos por lo que se les llama
“bases grandes”, mientras que la timina (T) y citosina (C) por tener un anillo,
se les llama “bases pequenas”.

proteinas que son la materia prima de todo ser vivo. En el DNA se encuentra
codificada la herencia morfologica y funcional que una célula transmite a sus
descendientes.

Se ha hablado de las relaciones fuertes o débiles, grandes o pequenas, asi
como de su natureleza purimica o pirimidica que existen entre los cuatro nu-
cledtidos; para propositos de este trabajo, las cadenas de DNA se veran como
secuencias de letras A,G,C y T y utilizaremos sus propiedades de relacion
para poder trabajar con ellas en forma binaria, es decir cadenas de ceros y
unos. Se pueden tener tres formas de asignar ceros y unos a las cuatro le-
tras, una es por la relacion fuertes-débiles a lo que llamaremos la clasificacion
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Figura 2.3: Enlaces de hidrégeno entre nucleotidos; un triple enlace ocurre
entre G y C por lo que se les llama “bases fuertes”, mientras que un doble
enlace ocurre entre A y T por lo que se les llama “bases débiles”.

WS otra es la relaciéon grandes-pequenas, llamada YR y la dltima relacion
que se da por su naturaleza aminada-cetonica le llamaremos MK que es la
combinacion faltante de las dos anteriores [18]; la asignacion se muestra en
el Cuadro 2.1.

Fuertes C,G 1 _J Grandes C,T 1
WS = { Débiles AT 0 Yh= { Pequenias A,G 0
Aminadas A,C 1

MK :{ Cetonicas T,G 0

Cuadro 2.1: Cuadro de asignaciéon de digitos binarios a los nucledtidos de
secuencias de DNA de a cuerdo con sus caracteristicas.
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2.2. Proceso de replicacion del DNA

La doble hélice del DNA se abre como un cierre, para dar lugar a dos pro-
cesos diferentes de la vida celular. Uno de ellos es el proceso de replicacion,
en el cual el DNA se duplica generando dos copias idénticas (salvo por mu-
taciones y errores de copiado) quedando una de estas copias en cada célula
producto de la division celular (ver Figura 2.4). El otro proceso, llamado de
transcripcién-traduccion, es aquél mediante el cual la informaciéon contenida
en el DNA determina la manera en que una célula produce los polipéptidos
que a la larga daran lugar a las proteinas. A un segmento de DNA que con-
tiene la informacion necesaria para la sintesis de una proteina se le llama gen
estructural .

hebra original

se abre en forma de cierre

£

las hebras se completan con los nucleotidos correspondientes

hebra duplicada hebra duplicada

Figura 2.4: Proceso de replicacion del DNA.

2.3. Algunos hechos sobre los genes

Las células se clasifican como procariontes y eucariontes; las primeras no
tienen un nicleo cuya pared separe el material genético del resto del proto-



10 Conceptos sobre el DNA

plasma, un ejemplo de ellas son las bacterias. Las células eucariontes, por
otra parte, poseen un nticleo bien definido en el cual reside el DNA; todos
los organismos pluricelulares estan conformados por células eucariontes, en
éstas, no toda la molécula de DNA esta constituida por genes; de hecho, es-
tos conforman una minima parte de la secuencia. Los genes estan separados
entre si, por largos segmentos intergénicos cuya funcion (si es que la tienen),
no ha sido atin descubierta. Mas atn, un gen estd constituido por uno o
varios segmentos llamados exones que contienen la informacion que codifica
la produccion de polipéptidos y por islas entre ellos llamadas intrones cuya
utilidad o falta de ella tampoco se conoce a la perfeccion (ver Figura 2.5),
esto pasa durante el proceso de transcripcion en el cual se crea el RNA men-
sajero (RN A,,) que es el que lleva la informacion necesaria al ribosoma y asi
poder codificar los diferentes aminoacidos. Al conjunto de material genético
de una célula se le llama genoma.

Como dato importante tenemos que un virus tiene del orden de 1000 megabas-
es'; los animales y plantas mas comunes tienen proximadamente 2000 megabas-
es; el humano tiene alrededor de 3000 megabases y algunos sapos y salaman-
dras pueden llegar a tener 20000 megabases [8].

2.4. Proceso de transcripciéon-traduccion

La manera en que se lleva a cabo el proceso de transcripcién-traduccion es
el siguiente: en algin momento de la vida celular, el segmento del DNA cor-
respondiente a un gen estructural (de aqui en adelante, simplemente gen)
se abre como se mencion6 anteriormente y en lugar de duplicarse en una
molécula similar, la sucesion de bases se transcribe en una molécula de acido
ribonucléico (RNA) siguiendo el principio de complementaridad mencionado
anteriormente. Se obtiene una copia de las ramas de DNA| con la tnica difer-
encia que en el RNA se reemplaza la timina (T) por uracilo (U), que también
es una pirimidina con propiedades geométricas y quimicas muy semejantes
a las de la timina, es en esta etapa que al RNA se le conoce como RNA
mensajero.

Después en las células eucariontes, con la ayuda de un sistema formado por
proteinas, conocido como espliceosoma, se eliminan los segmentos intrénicos

1Una megabase equivale a 1000 bases o nucle6tidos
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Gen
Exon 1 Exon 2
Cadena de DNA Intron 1 Intron 2
Proceso de transcripcion Sintesis de RNA
Exon 1 Exon 2
RNA nuclear

Proceso de edicion

Exon1 | Exon2 | Exon3

RNA mensajero (RNAm)

Figura 2.5: Proceso de edicién que ocurre en los genes durante el proceso de
transcripcion para poder formar el RNA mensajero (RN A,,).

y se pegan en sucesion las partes codificadoras; este proceso se conoce como
edicién y es ilustrado en la Figura 2.5. Con esto termina la primera parte del
proceso que es la transcripcion (ver Figura 2.6).

La molécula resultante, que es el RNA mensajero, viaja a una estructura de
la célula conocida como ribosoma. En ésta, se lee secuencialmente el RNA
y por cada tres bases se agrega un aminoacido a una cadena lineal conocida
como polipéptido que es la precursora de la proteina (ver Figura 2.7) . A
cada terna de bases se le llama codon.



12 Conceptos sobre el DNA

Doble hélice de DNA

Membrana ruciesr =P ‘l RNAm deja el niicleo

Figura 2.6: Proceso de transcripcion para formar el RNA mensajero.

Cadena de polipéptidos

RNA mensajero (RNAmM)

Figura 2.7: Proceso de traduccion el cual a partir de codones se forman los
aminoacidos.
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2.5. El cédigo genético

Dado que existen cuatro bases, pueden formarse 64 codones distintos de
los cuales todos, excepto tres, dan lugar a aminoacidos. Sin embargo, en
la naturaleza existen tan solo 20 aminoacidos diferentes que se emplean en
la construccion de proteinas, de lo que se infiere que aunque hay codones
distintos, son sinénimos para un aminoécido, en el Cuadro 2.2 se muestra
la equivalencia entre secuencias de DNA que contiene las cuatro bases y los
aminoacidos, a la informacién contenida en la tabla se le denomina cddigo
genético estandar, esta asociacion se hace durante el proceso de traducciéon

7.

Una proteina tiene una configuracion tridimensional que esta dada por una
secuencia de aminoécidos. La funciéon de una proteina depende de su es-
tructura, por lo que es necesario saber qué forma tiene para predecir su
funcionamiento.

2.6. Mutaciones

Durante los procesos anteriores, puede suceder que, debido a un error en
la duplicacién o en la transcripcién, se cambie una base por otra; a este
fenémeno se le llama sustitucion o también mutacion (ver Figura 2.8). La
replicacion de DNA tiene que ser extremadamente exacta para evitar la in-
troduccion de mutaciones, es decir el cambio de una base por otra, en las
copias del genoma. Algunas mutaciones, pueden ocurrir como un error de
replicacion o debido a los efectos quimicos y fisicos que alteran directamente
la estructura quimica del DNA. Existen varios tipos de mutaciones, pero el
més comin es el que mantiene invariante el tamano de la molécula mutada,
es decir, que mantiene su condiciéon de purina o pirimidina en la sustitucién.
Estas mutaciones pueden ser corregidas por enzimas correctoras del DNA;
aquellas mutaciones que escapan del proceso de correccion llegan a tener car-
acteristicas permanentes en su descendencia. Las mutaciones son una fuente
de variabilidad en los organismos que les otorga la plasticidad necesaria para
que éstos, en su momento, respondan ante presiones selectivas, dando lugar
a la evolucién bioldgica.
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T C A G
PHE | SER | TYR | CYS
PHE | SER | TYR | CYS
LEU | SER | STOP | STOP
LEU | SER | STOP | TRP
LEU | PRO | HIS | ARG
LEU | PRO | HIS | ARG
LEU | PRO | GLN | ARG
LEU | PRO | GLN | ARG

ILE | THR | ASN | SER
ILE | THR | ASN | SER
ILE | THR | LYS | ARG
MET | THR | LYS | ARG
VAL | ALA | ASP | GLY
VAL | ALA | ASP | GLY
VAL | ALA | GLU | GLY
VAL | ALA | GLU | GLY

alislislislardigbdlollollole] kell=llel !
Q= Q|| Q| QH|| Q= Q| Q> Q|3

Cuadro 2.2: Codigo genético estandar. El primer nucleétido del triplete es in-
dicado por la primer columna del lado izquierdo, el segundo es indicado por
las cuatro columnas centrales y el tltimo es indicado por la tltima columna
de la derecha. Aminoacidos codificados por cada codén del ARN mensajero.
ALA: Alanina, CYS: Cisteina, ASP: Acido aspartico, GLU: Acido glutamico,
PHE: Fenilalanina, GLY: Glicina, His: Histidina, ILE: Isoleucina, LYS: Lisi-
na, LEU: Leucina, MET: Metionina, ASN: Asparagina, PRO: Prolina, GLN:
Glutamina, Arg: Arginina, SER: Serina, TMR: Treonina, VAL: Valina, TRP:
Triptofano, TYR: Tirosina, y STOP denota los aminoécidos Pardo, Ambar
y Ocre que no codifican pero que sirven como signos de puntuaciéon para el
fin del mensaje.



2.6 Mutaciones 15

Mutacion ADN normal Mutacién

1ADN con puntos de muiacio‘nj_/

Figura 2.8: Fenémeno de mutaciéon, puede ocurrir durante los procesos de
replicacion o de transcripcion.
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Capitulo 3

El juego del caos

Si pensamos en algo aleatorio asociado a una imagen, podriamos imaginar
un lienzo de pintura lleno de manchas de colores cubriéndolo por completo y
sin ningln orden o patrén especifico.

También se puede sugerir el siguiente ejemplo; el movimiento browniano,
descubierto por el botanico Robert Brown, aproximadamente en 1827 [19].
Brown se di6 cuenta que las particulas de polen que habia metido en un
frasco, repentinamente cambiaban de direccién, esto debido al choque del
polen con las particulas de aire. Podemos describir este choque de particulas
dibujando la trayectoria de una de ellas en el plano, lo que tenemos que hacer
es tomar un punto en el plano, escoger cualquier direccién al azar, caminar
una cierta distancia y parar, después escoger otra direcciéon al azar, volver
a recorrer una distancia y parar; si repetimos este procedimiento por algin
tiempo, veremos que la trayectoria de nuestra particula no se aleja mucho de
los primeros trazos, por lo que llena densamente una zona del plano pero sin
ningln patrén reconocible (ver Figura 3.1).

Estos ejemplos muestran que a partir de una conducta azarosa no se obtiene
ningln patrén, pero no siempre es asi. Se estudiarad el juego del caos en el
cual se pueden obtener patrones bien definidos de una conducta totalmente
aleatoria.
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Figura 3.1: Movimiento browniano sobre el plano.

3.1. Reglas basicas del juego del caos

El juego del caos es un proceso iterativo totalmente aleatorio el cual puede
producir imagenes perfectamente ordenadas y deterministicas; este juego lo
invent6 Michael F. Barnsley [4], el juego consiste en tener tres puntos fijos, los
cuales son los vértices de un tridngulo, se asocia a cada vértice una etiqueta
de identificacién. La probabilidad con que podemos escoger cada una de estas
es 1/3; es decir tenemos la misma posibilidad de escoger cualquiera de las
tres, después de haber iniciado el juego con un punto xy como condicién
inicial, la sorpresa que obtenemos es el tridngulo de Sierpinski, generado a
partir de un proceso totalmente aleatorio.

Para empezar el juego se necesita un dado de seis caras, en donde dos caras
estan marcadas con el nimero 1, otras dos con el nimero 2 y las dos tltimas
con el nimero 3, este dado nos servird como una maquina generadora de
ntmeros aleatorios, con esto nos aseguramos que la posibilidad de que caiga
cualquiera de los tres niimeros sea la misma, es decir 1/3.

Ahora se escogen tres puntos que pertenecen al plano, éstos serviréan de vér-
tices para formar un triangulo!, asignaremos a cada uno de los vértices una

IPara obtener un mejor resultado los vértices deben formar un tridngulo equilétero.
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etiqueta con los nimeros 1, 2 y 3 respectivamente. Después se selecciona un
punto en el plano de preferencia en el interior del tridngulo, este punto nos
servird de condicion inicial y lo etiquetaremos como x4, ahora hacemos uso de
nuestro dado, supongamos que el nimero generado después de haber tirado
el dado es 3, entonces obtenemos el punto medio entre el punto zy y el vértice
del tridngulo marcado con el niimero tres, este nuevo punto es etiquetado co-
mo 1, este es nuestro nuevo punto para seguir jugando, de nuevo usamos el
dado que dara como resultado un niimero entre 1 y 3 para después calcular el
punto medio entre el punto z; y el vértice elegido correspondiente al nimero
que resulté de haber tirado el dado. Este proceso se repite durante un niimero
muy grande de veces. De manera general, supongamos que hemos jugado k
veces, entonces se ha generado una sucesién que se compone de k£ puntos
{21, 29, ...,z }. Cada vez que se utilza el dado se obtiene un niimero n, con
n € {1,2,3}, esto genera un nuevo punto .1, que esta situado en el punto
medio de xy, y el vértice marcado con la etiqueta n. Después de todo este pro-
ceso totalmente hecho al azar, se esperaria que la sucesiéon de puntos tuvieran
una distribucién uniforme sobre el interior del triAngulo, pero la distribucién
de los puntos esta lejos de parecerse a este comportamiento. Si al término del
juego, se dibuja la sucesién de puntos, la figura que se obtiene es el conocido
triangulo de Sierpinski (ver Figura 3.2). El triangulo de Sierpinski puede ser
mejor apreciado si el niimero de veces que jugamos es grande, debido a que
esta figura es el atractor del sistema, es decir que para cualquier condiciéon
inicial dada, siempre tendremos el mismo comportamiento. El tridngulo de
Sierpinski es uno de los ejemplos mas representativos de un fractal.

3.2. Fractales

El concepto de fractal se ha venido construyendo desde finales del siglo XIX
y principios del siglo XX, pero tuvo grandes problemas por la introduccién de
dimensiones fraccionarias, lo que causé que muchos matemaéticos no tomaran
el concepto de forma seria. Este fue retomado por Benoit Mandelbrot [15], que
propuso el nombre para estas figuras con dimesion fraccionaria, las llamo frac-
tales, término que proviene del adjetivo latino fractus, que significa irregular o
interrumpido. Mandelbrot afirma que las figuras geométricas convencionales
pueden representar los objetos hechos por el hombre y que la geometria frac-
tal es la forma para representar los objetos hechos por la naturaleza. En los
ultimos anos, con tantos avances en los equipos de computo, nos damos cuen-
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Figura 3.2: Tridngulo de Sierpinski, generado por el juego del caos.

ta que la idea de Mandelbrot no es tan descabellada, ya que por medio de
la computadora podemos observar imagenes de calidad artistica y hermosos
paisajes hechos por la composicion de diferentes fractales. Mas atn, pode-
mos observar comportamientos fractales en diferentes dindmicas utilizadas
para la descripciéon de diferentes fendmenos en la naturaleza; por ejemplo, el
sistema de Edward N. Lorenz [10], que inicié6 como un modelo para predecir
el clima; o el comportamiento de la ecuacién logistica que es un modelo que
se utiliza para describir el crecimiento de una poblacién; éstos son s6lo dos
ejemplos de muchos que tratan de modelar fenénemos en la naturaleza. Por
otro lado, en el juego del caos se pueden observar fractales como el tridngulo
de Sierpinski y veremos después que éstos son una herramienta importante
para la compresién de imégenes.

Hemos dicho que una caracteristica de las figuras fractales es su dimen-
sion fraccionaria, pero la idea principal es la propiedad de autosemejenza
a cualquier escala, es decir que si ampliamos alguna parte de la figura, po-
dremos encontrar en esa porcion el total de ella y si ampliamos alguna parte
de la porcion, se encontrard nuevamente el total, y asi sucesivamente, lo que
hace que los fractales tengan implicito un proceso de autosemejanza infinito.

Muchos fractales se construyen por medio de procesos de iteracion; es decir,
que a partir de una figura geométrica simple y haciendo una repeticiéon de
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ella, se consigue una figura de gran complejidad iterando un nimero suficien-
temente grande de veces.

3.3. Mapeos como generadores de sucesiones

Como vimos anteriormente, para jugar al juego del caos necesitamos de
la ayuda de una maéaquina generadora de niimeros aleatorios, en cualquier
lenguaje de programacién se tienen funciones predeterminadas que gener-
an nimeros pseudo-aleatorios, pero asi como podemos utilizar las funciones
determinadas de un leguaje de programacién podemos utilizar algin mecan-
ismo diferente para generar tales nimeros. Heinz-Otto Peitgen [19] utilizo6 los
numeros generados por el mapeo logistico para el juego del caos, se queria
obtener de nuevo el triangulo de Sierpinski, también utilizé diferentes mapeos
que algunas veces generaban patrones fractales y otras veces daban lugar a
distribuciones de puntos sin algiin patrén discernible. La distribucién de pun-
tos que resulta de la ecuacion logistica, es distinta a la distribucion del trian-
gulo de Sierpinski. A continuacién entraremos en detalle de como utilizar los
diferentes mapeos dentro del juego del caos.

Utilizaremos el mapeo logistico en su régimen cadtico total, es decir, cuando
A =4

Tg+1 — )\.Tk(l — .Tk) (31)

Este mapeo produce niimeros entre 0 y 1; se comienza por dividir el intervalo
en 3 partes iguales, es decir 1 : [0,1/3), 2 : [1/3,2/3), 3 : [2/3,1], a cada
intervalo se le asigna un vértice del triAngulo en el que se aplicaré el juego
del caos. Se genera una sucesiéon de k niimeros provenientes de la ecuacion
logistica, a cada elemento en la sucesion se le asocia el nimero del intervalo al
que pertenece, entonces se calcula el punto medio entre una condicion incial
dada g y el vértice del tridngulo que corresponde segiin la sucesion. Se repite
este proceso hasta terminar con la sucesiéon de nimeros, es decir k veces. El
resultado, como se dijo antes, esta lejos de ser el tridngulo de Sierpinski. Esto
se ha realizado también para el mapeo tienda de apache (Ec.(3.2)) y el mapeo
diente de sierra (Ec. (3.3)); los resultados han sido diferentes distribuciones
de puntos que estan lejos de formar el tridngulo de Sierpinski; sin embargo, la
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dindmica obliga a que estos puntos se encuentren en el atractor del sistema.
Los cimulos de puntos se agrupan de manera autosemejante. (ver Figuras
3.3y 3.4).

Figura 3.3: Juego del caos para el mapeo logistico.

Se ha intentado obtener diferentes distribuciones de puntos incrementando el
numero de vértices de la figura geométrica; existe una técnica empleada por
Takashi Tsuchiya, de la Universidad de Meisei en Tokio [29] que da resultados
sorprendentes, utilizando los mapeos antes mencionados como generadores de
numeros. Se encontrd que para cada mapeo existe un atractor particular; esto
se hace mediante la generalizaciéon del juego del caos, es decir, aumentando
el nimero de vértices del tridngulo, jugando asi en un cuadrado, en un pen-
tagono, en un hexigono y asi hasta llegar a un poligono de suficientes lados
que se pueda cosiderar como aproximacion de una circunferencia; esto es, en
esencia, el juego del caos circular, que se explicara con detalle en la proxima
seccion. En las Figuras 3.5 y 3.6 se pueden ver los atractores del juego del
caos en el cuadrado utilizando los mapeos de las ecuaciones (3.1), (3.2) y

(3.3).

| 2z, si0<a<g
”“""“_{2—2.% si s <z<1 (32)
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Figura 3.4: (A) Juego del caos para el mapeo tienda de apache y (B) juego
del caos para el mapeo diente de sierra.

% (3.3)

3.4. El juego del caos circular

El juego del caos circular es una generalizacion del juego propuesto por Barns-
ley, esta forma de hacer el juego fue utilizada por Tsuchiya como técnica
para tener una vision cualitativa del comportamiento en régimen cadtico de
algunos mapeos, Tsuchiya lo probd con mapeos tales como la ecuaciéon logis-
tica, el mapeo tienda de apache y el mapeo diente de sierra. Lo que se ha
probado con esta generalizacion, es que cada mapeo puede tener un atractor
que lo puede distinguir de los otros, es decir funciona como una huella digital
para cada mapeo.

La generalizacion del juego del caos, comienza por incrementar el nimero
de vértices, de tres vértices se incrementa a cuatro, después a cinco, etc.;
se ha visto que al utilizar el mapeo logistico ( Eq. (3.1)), el mapeo tienda
(Eq. (3.2)) y el mapeo diente de sierra (Eq. (3.3)) los tres vértices no son
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Figura 3.5: Juego del caos para el mapeo logistico en el cuadrado.

A

Figura 3.6: Mapeos en el cuadrado. (A) Juego del caos para el mapeo tienda
de apache y (B) para el mapeo diente de sierra.

suficientes para observar el atractor del sistema; al incrementar el niimero de
vértices, se converge al atractor del juego del caos circular correspondiente a
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cada sistema; las figuras 3.5 y 3.6 muestran el juego del caos para el nimero
de vértices igual a cuatro.

La generalizaciéon se hizo como sigue; tenemos V' vértices para comenzar
el juego, entonces se tiene que dividir el intervalo [0,1] en V subintervalos
cada uno etiquetado con un nimero desde 1 hasta V' respectivamente de la
siguiente manera

1:[05%)5 2[%a%) 1t V[ual]

El paso siguiente es escoger una condicion inicial z y obtener una sucesién de
ntimeros proveniente de algiin mapeo que nos ayudara a seleccionar el vértice,
dependiendo de a qué intervalo pertenezca. Como en el juego de Barnsley,
se calcula la distancia entre el i-ésimo vértice seleccionado y la condicion
inicial g, se obtiene un nuevo punto x; en la siguiente iteraciéon se vuelve
a seleccionar otro vértice y se calcula la distancia entre el nuevo vértice y el
punto x1; este proceso se repite un nimero suficientemente grande de veces.
Al final tendremos el atractor del juego del caos para V vértices; si V es
suficientemente grande, se tendra el atractor del juego del caos circular, el
cual es Gnico para cada mapeo. En las Figuras 3.7 a la 3.9 se puede ver
el comportamiento de las sucesiones de nimeros generadas por diferentes
mapeos. En la seccion anterior se gener6 para V' = 4; al incrementar el niimero
de vétices a V' = 16 se observa una tendencia de los puntos a agruparse sobre
una figura (ver Figuras 3.7, 3.8 y 3.9) y al ir incrementando el niimero de
vértices, el atractor correpondiente al mapeo utilizado se hace visible; de
hecho, es suficiente con V' = 64 para poder apreciar el atractor del juego del
caos circular, cuando V' = 1024 el atractor se aprecia mejor (ver Figuras 3.7,
3.8y3.9).

3.5. El shift de Bernoulli y el juego del caos
circular

Para propésitos de este trabajo se ha utilizado el mapeo shift o corrimiento de
Bernoulli [19] que es la version binaria del mapeo diente de sierra (Ec. (3.3)).
El mapeo shift provee un atractor que es tnico, independientemente de la
condicién inicial utilizada; la densidad de puntos sobre el atractor cambia
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Figura 3.7: Juego del caos con el mapeo logistico, (A) con un poligono de 16
lados y (B) con un poligono de 1024 lados.

Figura 3.8: Juego del caos con el mapeo tienda de apache, (A) con un poligono
de 16 lados y (B) con un poligono de 1024 lados.
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Figura 3.9: Juego del caos con el mapeo diente de sierra, (A) con un poligono
de 16 lados y (B) con un poligono de 1024 lados.

dependiendo de la secuencia de niimeros sobre la que se utiliza el mapeo.
Se han hecho pruebas sobre secuencias de niimeros totalmente aleatorias. El
objetivo de este trabajo es obtener informaciéon de las secuencias de DNA en
forma binaria? utilizando el juego del caos circular junto con el mapeo shift.

A continuacion se explicara como obtener la representacion binaria del mapeo
diente de sierra y, de esta forma, poder utilizarlo en el juego del caos.

Para comenzar, se utiliza la funcién parte fraccionaria de un nimero Frac(z)
que se define como sigue:

Frac(z) =z —ksik <z <k+ 1,k entero (3.4)

esta ecuacion elimina la parte entera de un niimero dejando sélo su parte frac-
cionaria, por ejemplo Frac(5.98345) = 0.98345. Llamaremos S(z) al mapeo
(3.3) que se puede escribir en términos de la funcion Frac(xz) como sigue:

S(z) = Frac(2z) para 0 < z < 1. (3.5)

2La forma binaria del DNA se obtiene a partir de las relaciones vistas en el capitulo 2.
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Este mapeo toma valores entre [0, 1), esto es posible ya que la primera parte
del mapeo diente de sierra (3.3) cubre el intervalo 0 < z < 1/2 , entonces
0 < S(z) = 2x < 1y Frac(2x) dan el mismo resultado, por otro lado si
1/2 < z < 1 se tiene que 0 < S(z) = 2z — 1 < 1 por lo que 2z — 1 se
comporta de igual forma que Frac(2z) entonces Frac(2x) = 2x — 1, con esto
se cubre el intervalo [0, 1) obteniendo una equivalencia entre S(z) y Frac(2z).

Los valores que toma la ecuacion 3.5 se encuentran en el intervalo [0, 1) por
lo que son de la forma 0.a¢a;as....

La forma de convertir un niimero binario byb1bs . .. b, donde b; € {0,1} a su
representacion decimal fraccionaria es multiplicando cada uno de sus térmi-
nos de la siguiente manera

1 1 1
$:b0§+b1?+b2§+...:O.Q()alaQ..., (36)

multiplicando la ecuacién (3.6) por 2 se hace un corrimiento de un digito
hacia la izquierda

1 1
2$:b0+bl§+62?+...:ao.alag..., (37)

entonces si se aplica la funcién S(z) a estos nimeros se recorre un digito
hacia la izquierda del punto decimal y se desecha la parte entera como sigue:

1 1 1 1 1

Esto se ha utilizado para poder introducir secuencias en el juego del caos,
de la siguiente manera; se toman las secuencias de DNA en forma binaria,
para empezar a jugar con las secuencias dependemos del niimero de lados del
poligono como sigue: si tenemos un poligono de 8 vértices entonces tenemos
que tomar cadenas de tres en tres digitos, cada una de estas pequenas cadenas
forman a su vez un nimero en base decimal en donde el més pequeno que
podemos representar es el nimero cero 0 = 000 y el mayor es 7 = 111 cada
uno de estas secuencias indican el vértice hacia donde se dirigira, entonces
la relaciéon entre el niimero de vértices y tamano de la cadena que se toma
es V = 2% en donde 3 es la longitud de la cadena y V = 8 es el niimero
de vértices del poligono; entonces, cuando tomamos cadenas de 4 digitos, el
poligono tiene V = 2* = 16 vértices; en general, tenemos que el nimero de
vértices de un poligono esta dado por V = 2" en donde n es la longitud de
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la cadena que se toma. El procedimiento que se acaba de describir utiliza
el mapeo shift de la siguiente manera, una vez leida la cadena que indica
el vértice se calcula el punto medio entre la condicién inicial y el vértice
correspondiente, el corrimiento desecha el primer digito a la izquierda y se
vuelve a construir el siguiente niimero en forma decimal; por ejemplo, si la
secuencia inicial es 10111 ... y tenemos un poligono de 8 lados se toman los
tres primeros digitos que construyen el nimero decimal 101 = 5 depués se
aplica el shift y se desecha el primer digito de la izquierda que en este caso
es 1 y la secuencia restante es 0111 .. .; de nuevo, se vuelven a tomar los tres
primeros elementos y se calcula su niimero decimal correspondiente 011 = 6y
se desecha el 0 y asi, la cadena de nuevo se recorre hacia la izquierda quedando

111..., este proceso se repite hasta el final de la cadena (ver Figura 3.10).

110 010

100 001
S
10111
S0

101 000

011 111

Figura 3.10: En la figura podemos ver un poligono con 8 vértices, y se muestra
una cadena binaria de entrada, cada vértice se encuentra etiquetado por
secuencias binarias que corresponden a un ntimero decimal entre 0 y 7, en
sentido contrario a las manecillas del reloj, se puede ver como se aplica el
shift de Bernoulli a la secuencia de entrada que indica en qué orden se van
tomando los vértices.
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3.6. Jugando con nucleétidos

Considerando las secuencias de DNA como sucesiones de letras que repre-
sentan a los cuatro nucledtidos —adenina (A), guanina (G), citocina (C)
y timina (T)— se pueden generar imégenes de gran complejidad utilizando
el juego del caos en un cuadrado. Se comienza por etiquetar cada vértice
del cuadrado con una letra del alfabeto {A,G,C,T}, el orden en que se
acomoden repercutira en la distribucién de los puntos. Las reglas vistas an-
teriormente se conservan; lo que ahora decidird qué vértice debemos elegir,
serd la letra que indica la secuencia de DNA escogida, es decir si tenemos
la secuencia AAGTC tomaremos un punto inicial xq dentro del cuadrado y
como la primera letra de la secuencia es A entonces el segmento de recta que
tomamos es el que va del punto inicial zy al vértice correspondiente a la letra
A, se calcula el punto medio y se etiqueta como z1, se tomaré el punto medio
entre x; y la siguiente letra que indica la secuencia, esto se repite hasta que
la secuencia se termine, el resultado es una imagen en la cual podemos ver
repetidas veces la formaciéon de cuadrados dentro de otros cuadrados, esto
sugiere la relacion de la imagen con un fractal (ver Figura 3.12).

En la Figura 3.11 se muestra el ejemplo del juego del caos utilizando una se-
cuencia de letras generada aleatoriamente por una computadora, la imagen
muestra una distribucién uniforme de los puntos y no se distingue ningin
patron ordenado. Barnsley [4], hace un analisis al juego del caos relacionado
con los sistemas de funciones iteradas con probabilidades, en estos sistemas,
a cada vértice del cuadrado se le asigna una probabilidad diferente de ocur-
rencia, las probabilidades escogidas correctamente generan figuras con dis-
tribuciones parecidas a la de la Figura 3.12. Podemos darnos cuenta de los
patrones maravillosos que las secuencias de DNA pueden generar en el juego
del caos, podemos decir que la probabilidad con que aparece una letra en
una cadena tuvo que ser escogida bajo cierto criterio, con esto nos damos
cuenta que podemos aprovechar la informacion que nos brinda el juego del
caos utilizando secuencias de DNA.
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Figura 3.11: Juego del caos en el cuadrado utilizando una secuencia de letras
generadas aleatoriamente.

Figura 3.12: Juego del caos en el cuadrado utilizando la cadena de DNA del
Homo sapiens. A cada vértice se le asigna un nucle6tido, comenzado por el
vértice superior izquierdo en direcciéon contraria a las manecillas del reloj se
asignan A, G, C y T respectivamente.
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Capitulo 4

Sistemas de funciones 1teradas

En la seccion anterior se generaron estructuras especificas que pertenecen a
una gran familia de fractales con la simple regla de tomar el punto medio entre
el vértice correspondiente del poligono y el punto que se determiné en el paso
anterior. Ahora se generardn aplicando un conjunto de transformaciones
afines contractivas a un conjunto arbitrario de R2.

Los sistemas de funciones iteradas se componen de un conjunto de transfor-
maciones afines que trabajan sobre un espacio métrico el cual provee infor-
macion de la naturaleza y la forma del conjunto al que le estamos aplicando
las transformaciones.

En los siguientes apartados se explicara el concepto geométrico de una trans-
formacion afin y de un espacio métrico ya que son necesarios para entender
la teoria de los sistemas de funciones iteradas.

4.1. Espacio métrico y transformaciones

Los sistemas de funciones iteradas se desarrollan en un entorno que para los
propositos de este trabajo, sera el plano euclidiano conocido también como
R?; se definird una métrica o una medida de distancia en este plano; puede
ser, por ejemplo, la distancia euclidiana o cualquier otra que cumpla con las
propiedades que se definiran. Asi, con una medida de distancia y un entorno,
se tiene un espacio métrico.
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Denotemos al espacio métrico sobre el plano euclidiano junto con una funciéon
de distancia como (R?, d) donde la funcién d : R*> x R?> — R mide la distancia
entre pares de puntos z, y pertenecientes al plano euclidiano. La funcion d
debe cumplir con las siguientes propiedades y es aplicable a todo par de
puntos sobre el plano.

1. La distancia que hay entre el punto x al punto y es la misma que de y
az,dz,y)=dy,z).

2. La distancia entre cualquier par de puntos diferentes debe ser mayor
que cero, 0 < d(z,y) < oc.

3. La distancia entre cualquier par de puntos iguales es cero, d(x,z) = 0.

4. La desigualdad del triangulo d(x,y) < d(z, z) + d(z, y).

Entonces decimos que la funcién d es una métrica sobre el espacio R2.

A A
R’ R’
P,(X2,Y5) P.(X 5 Y2)

d(p, , P,)
d (py, Py)

P.(X1, Y1) Pi(X1, Y1)

A B

Figura 4.1: Ejemplos de métricas para el plano euclidiano entre los puntos p;
Yy P2.

En la Figura 4.1 (A) se muestra el espacio métrico

(R?,d(p1,p2) = \/(351 —22)2 4+ (1 — 12)? )
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en donde d es la distancia euclidiana, en (B) se muestra el mismo espacio
utilizando la métrica de Manhattan

(RQad(prb) = |z1 — 22| + [t1 — y2| ).

Definicién 1 a) Una transformacion en R? es una funcidn f : R? — R2.
b) Si S es un subconjunto de R?, entonces, f(S) = {f(z) : x € S} es la
imagen de S bajo f. «¢) La funcion f es uno-a-uno f(z) = f(y) implica
x =vy. d) La funcion f es sobre si f(R?) = R®. e) La funcion f es
llamada invertible si es uno-a-uno y sobre; en este caso es posible definir una
transformacion f~! : R? — R?, llamada inversa de f, tal que f~(y) = x
donde z es el inico punto tal que f(z) = y.

4 R2 f A
: - conjunto f(S)
conjunto S
° f-1 °
punto x Y punto f(x)

Figura 4.2: Transformaciones f y f~! en el plano euclidiano. Se ilustra cémo
se modifica el conjunto S al aplicarle una transformacion f; asi mismo, si
aplicamos la transformacion inversa al conjunto f(.S) obtenemos el conjunto
original S; también se ejemplifica con un solo punto.

Ahora se definirdn un par de conceptos mas que son las iteraciones delantera
y trasera de las transformaciones; esto nos servird mas adelante para explicar
los sistemas de funciones iteradas.

Definicion 2 Sea f : R? — R? una transformacion sobre R%. a) La
iteracion delantera de f son las transformaciones f°" : R? — R?, para
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n=0,1,2,.... b) Si f es invertible, entonces la iteracion trasera de f
son las transformaciones f°C™ : R2 — R? para m = 1,2, 3... (note que no
se incluye el cero).

Cuando se hace la composicion de estas transformaciones quiere decir que se
aplican a un conjunto de puntos en el plano (o solo un punto) tantas veces
como se indique, si se tiene n igual a cero, f°° es la identidad y f°°(S) = S,
se mantiene el mismo conjunto, es decir, la transformacioén no se aplica, si se
tiene n igual a 1, la transformacién se aplica una vez al conjunto de puntos,
y asi sucesivamente. Al aplicar la transformacion inversa se regresa iteracion
tras iteracién al conjunto original.

A

f f f
conjunto S Q v p
iteracion O iteracion 1 iteracion 2 iteracion 3
f1 f-1 f-1
>

Figura 4.3: Composicién de transformaciones.

En la Figura 4.3 se muestran tres iteraciones para un conjunto de puntos
arbitrario, cuando se aplican todas las transformaciones delanteras se llega
al conjunto marcado como tercera iteracion f°3(S); bajo cada iteracion las
imégenes f(S) son distintas del conjunto original S sobre el cual se aplican.
Ahora, si se aplican las iteraciones traseras, se regresa al conjunto inicial S.

En la siguiente subseccion se estudiara un tipo de transformaciones con una
estructura particular que denominaremos transformaciones afines.

4.2. Transformaciones afines

Las transformaciones afines o lineales, como se verd, son las funciones que,
al ser aplicadas sobre un conjunto de puntos, generan fractales. Las transfor-
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maciones son la parte més importante de los sistemas de funciones iteradas,
ya que con las transformaciones correctas, podemos generar patrones com-
plicados de gran semejanza con los que se encuentran en la naturaleza como
nubes, montanas, bosques o flores.

Los cuatro tipos de transformaciones afines basicas son: traslacion, escalamien-
to, refleccion y rotacion; y son transformaciones lineales. Son importantes por
su simplicidad matemética, pueden expresarse mediante la multiplicacién de
una matriz por un vector (para hacer esto se eleva la dimensionalidad de
la matriz a R®) o mediante la multiplicacién de una matriz por un vector,
més otro vector. Otro rasgo importante es, como vimos anteriormente, que
podemos componer varias transformaciones; por ejemplo, una rotaciéon con
una traslacion, para formar una sola transformaciéon que hace exactamente
lo mismo que las transformaciones originales pero en un solo paso.

Formalmente, una transformacién afin es una funciéon w : R2 — R? de la
forma

w(z,y) = (ax + by + e, cx + dy + f), (4.1)

donde a, b, ¢, d, e, y f son nimeros reales.

Con la notacién equivalente de matrices y vectores, tenemos lo siguiente:

o) 5 ()+() oo

Aqui A = <(CL 2) es una matriz de 2 x 2 y T es un vector columna (;)

El vector columna con las componentes x y y representa un punto en el plano
euclidiano. Al aplicar las transformaciones se debe pensar en conjuntos de
puntos sobre el plano como se explic6 anteriormente, ya que la finalidad es
manipular los conjuntos para obtener diferentes figuras.

La traslacion se aplica cuando se desea mover cada punto a una nueva posi-
cion que difiere de la posicion original en un vector constante, es decir, suméan-
dole a cada vector original el vector de los incrementos. En la Figura 4.4 se
representa un cuadrado en el plano que se traslada a una nueva posicion.
Matematicamente se describe de la siguiente manera
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L bk Tr asl aci on>

L Escal am ent o> — —

5 Ref 1 exi on > ‘
.,

/L/ Rotacion > =
S~

Figura 4.4: Transformaciones bésicas.

20 =60 6)+ () -C0)
y 0 1) \y f y+f
en donde e y f representan los incrementos sobre las componentes x y y.

El escalamiento de un conjunto de puntos se refiere a la contraccion o expan-
sion del conjunto. Se requiere de un factor de escalamiento que denotaremos
como s y actiia sobre las componentes z y y de la siguiente manera

(=G 26+ ()=C)
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Si el factor s es mayor que 1 entonces el conjunto se expande. Si s es menor
que 1 entonces el conjunto se contrae. Ahora, si deseamos escalar un conjunto
de tal forma que la escala horizontal y la vertical difieran, se debe escoger
valores distintos para las componentes z y y

()= () 6+ @)~ ()

w = + = .

Y 0 s/ \¥ 0 50Y

El factor s, modifica la escala horizontal del conjunto mientras que s,
modifica la escala vertical. En la Figura 4.4 se representa el escalamiento
de un cuadrado en donde s, = s, por lo que la escala horizontal y vertical
permanecen en la misma proporcién. Cabe senalar que en los sistemas de

funciones iteradas que nos interesan, el factor de escalamiento s debera ser
menor que 1.

Para la operacién de reflexrion se deben cambiar los signos de los valores
de la diagonal de la matriz; si se quiere hacer una reflexiéon tomando como
referencia el eje y, la primera entrada de la matriz debe ser negativa

wl®) = -1 0 T i 0\ [—=z
y) \0 1)\y 0) \wy/°
En la Figura 4.4 las lineas indican el movimiento de los puntos y la flecha
representa la nueva posiciéon del punto original. Si se requiere que la reflexion

sea sobre el eje x, se debe hacer negativa la componente y. Por otro lado, si
se requiere reflejar simultaneamente respecto al eje z y el eje y, se tiene lo

o(5)=( ) () +(6) =)

La rotacion de un conjunto de puntos consiste en girar el conjunto alrededor
de un punto. Por ejemplo, la expresion utilizada para una rotacion de 90
grados, es la siguiente

2= () 6)+6)- (%)
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En la Figura 4.4 se representa la rotacion de la imagen en pasos de 90 grados.

La traslacion, reflexion, escalamiento y rotacion son transformaciones basicas
que se pueden combinar para manipular el conjunto de puntos de una
manera especifica. Existen otro tipo de transformaciones afines que nos per-
mite rotar con mayor libertad y que incluyen las transformaciones basicas.
A estas transformaciones se les llama transformaciones de semejanza y se
expresan de la siguiente manera

z\ _ (rcosd —rsend T n e
v y)  \rsenf rcosd y f)
z\ _ [rcosd rsend z n e
v y) \rsenf —rcosf) \y f)’

en donde 6 es llamado el angulo de rotacién y toma valores en 0 < § < 27 y
r es llamado el factor de escalamiento. Estas son una forma generalizada de
las transformaciones basicas.

4.3. Propiedades de espacios métricos y sub-
conjuntos

Describiremos ciertas propiedades topologicas que nos serdn de utilidad para
entender el comportamiento de los conjuntos generados por los sistemas de
funciones iteradas que acttian sobre el espacio métrico R?, estas propiedades
se pueden generalizar a n dimensiones pero nos enfocaremos en el plano
euclidiano.

Para entender las propiedades topolégicas debemos enunciar como primer
lugar lo que es una sucesiéon de puntos. Una sucesiéon es un conjunto de
elementos que denotaremos de la forma {z,}°°, los cuales son puntos en R?.
Su ordenamiento esta dado por el indice que se denota como n y tiene la
propiedad de preservar el orden.

En nuestra bisqueda y estudio de fractales generados por los sistemas de
funciones iteradas se debe trabajar sobre un espacio que cumpla con cier-
tas propiedades los cuales llamaremos espacios métricos completos, anterior-
mente se definié a R? como un espacio métrico, ahora se explicara lo que es
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una sucesiéon de Cauchy para posteriormente definir a R?> como un espacio
métrico completo.

Definicion 3 Una sucesion {,}°°; de puntos en el espacio métrico (R?, d)
es llamada una sucesion de Cauchy s¢ para cualquier nimero dado € > 0,
hay un entero N > 0 tal que

d(Tp, Tm) < € para toda n,m > N.

Esto quiere decir que, dada cualquier distancia positiva ¢, es posible encontrar
un indice N (que depende de €) tal que para cualquier par de indices n y m,
que superan a N, la distancia entre los puntos correspondientes de la sucesion
€s menor que e.

2

R

Xa®

ampliacion

ampliacidn

X.® ...y asi
Xe ® hasta el
Xze® infinito ...
X5®
Xo®

Sucesion infinita
de puntos

Figura 4.5: Imagen representando sucesivas ampliaciones sobre una sucesién
de Cauchy.

En la Figura 4.5 se observa la representacion de una sucesiéon de puntos en
R?, conforme la serie va avanzando los puntos se juntan cada vez mas (se
representa haciendo ampliaciones sobre subconjuntos de puntos), pero esto
no quiere decir que converjan a un punto especifico. Para saber si converge
a un punto o no introduciremos la siguiente definicion.

Definicion 4 Una sucesion {z,}%°; de puntos en el espacio métrico (R?, d)
se dice que converge al punto x € R?, si para cualquier nimero dado € > 0,
hay un entero N > 0 tal que
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d(z,,x) < € para toda n > N.

El punto x € R? es donde converge la sucesion y es llamado el limite de la
sucesion, lo denotaremos como

lim z, =x

n—oo
Graficamente lo podemos ver como un circulo de radio € que satisface que
dentro de él estaran todos los puntos de la sucesiéon a partir del indice N,
donde N tipicamente crece conforme € es cada vez més pequena.

ampliacion ampliacion

... para siempre

Figura 4.6: Ampliaciones alrededor del punto fijo.

Como se observa en la Figura 4.6 cada vez que hacemos una ampliacion
alrededor del punto fijo, son visibles mas y més puntos, estas lupas son una
buena analogia para los circulos mencionados anteriormente, ya que las lu-
pas pueden desempenar esta funcién, cuando hacemos un zoom es como si
redujéramos el radio € del circulo, y los puntos que estan dentro de la lente
amplificadora son los mayores a un indice /N. En el infinito la serie convergeré
al punto senalado como punto limite.

La relacion entre una sucesion de Cauchy y una relaciéon convergente es ésta:
en cualquier espacio métrico, toda sucesién convergente es una sucesiéon de
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Cauchy pero s6lo en ciertos espacios métricos es posible asegurar la afirmaciéon
inversa, que toda sucesion de Cauchy sea convergente. De hecho, cuando en
el espacio métrico de que se trate se cumple que las sucesiones de Cauchy
convergen, se dice que el espacio es completo.

En los cursos de andlisis matematico se prueba que los espacios (R",d) son
completos y es posible establecer, en ellos, las siguientes definiciones.

Definicion 5 Sea S un subconjunto de puntos del espacio métrico (R?,d).
Un punto x € R? es llamado un punto limite de S si hay una sucesién de
puntos {z,}>, de S\ {x} tal que lim, ,o 2, = x

R? punto

e
s \
. N
/// . \
L \
A - |
. .
L7 \ . ®e !
. \ . .
p
p
p

/,,\Ii:—""x/\sucesion infinita
T de puntos
ampliacion

Figura 4.7: Punto limite del conjunto S.

En la Figura 4.7 se muestra el punto limite x que no pertenece a la sucesién
de puntos. La sucesiéon converge al punto pero no lo incluye. Un punto limite
x puede estar contenido en el conjunto S o no, y la siguiente definicién explica
esto.

Definicién 6 Sea S contenido en R? un subconjunto de puntos del espacio

métrico (R?,d). La cerradura (closure) de S, denotada como S, se define
como S = S U {Puntos Limite de S}.

Definicion 7 S es cerrado si contiene todos sus puntos limite, esto es si
S=35



44 Sistemas de funciones iteradas

Cuando S es un conjunto cerrado, sus puntos limite x estdn siempre dentro
del conjunto, nunca en el exterior de S. Hay regiones en las que no hay
puntos limite, como se muestra en la Figura 4.8, las ampliaciones nos revelan
donde hay puntos limite, en la ampliacion de la izquierda no hay puntos
limite, mientras que en la otra tenemos dos. Si para cada punto x de S
pudiéramos encontrar una sucesion de puntos de S que convergiera a dicho
punto, tendriamos un conjunto de puntos limite con la misma cardinalidad
que el conjunto S. La siguiente definicién enuncia esta propiedad.

R’ -
conjunto S :
no existen
N puntos limite

no hay

puntos limite
hay puntos
limite

Figura 4.8: S es cerrado si sus puntos limite estan dentro del conjunto.

Definicion 8 El conjunto S es perfecto si tiene el mismo nimero de ele-
mentos que el conjunto de todos sus puntos limite.

En la Figura 4.9 se aprecia la comparaciéon del conjunto S y el conjunto de
sus puntos limite.

Se concluira esta seccion con la definicion de conjunto compacto, este concep-
to es de gran importancia ya que los sistemas de funciones iteradas generan
conjuntos compactos que se estudiaran para entender el comportamiento de
los fractales. Con todas estas herramientas y conceptos, se podra abordar la
compresion fractal de imagenes.

Definicién 9 Sea S contenido en R® un subconjunto del espacio métrico
(R?,d). S es compacto si para toda sucesion infinita de puntos {x,}°°, en
S existe una subsucesion que tiende al limite en S.
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conjunto S = conjunto de
puntos limite

Figura 4.9: Comparacion entre el conjunto S y el conjunto de puntos limite
de S.

Podemos imaginarnos; por ejemplo, una sucesion infinita de puntos que esté
conmutando entre dos puntos p; y po en S, si tomamos una subsucesién
con las posicidénes pares tendremos un conjunto que consta sélo de puntos
p2, ¥ dicha subsucesién converge al punto p,, andlogamente si tomamos las
posiciones impares. De esta forma se construyen las subsucesiones para que
tengan su limite en S. Otra forma de ver al conjunto compacto es que sea
cerrado y acotado. Para una discusiéon profunda a cerca de estas definiciones
véase 9], [6] y [20].

4.4. Transformaciones de contraccion

Esta propiedad de las transformaciones es la clave para generar los obje-
tos fractales, los conceptos desarrollados en la seccion 4.2 son la base para
entender esta propiedad, se empezara por definir qué es un punto fijo.

Definicién 10 Sea f : R? — R? una transformacion en el plano euclidi-
ano. Un punto xy que pertenece al plano tal que al aplicar la transformacion
permanece en el mismo lugar, f(xy) = xf, es llamado punto fijo de la trans-
formacion.

En la figura 4.10 se ilustra como el conjunto que se dibujé en forma de &rbol
se le aplica la transformacién f y se va reduciendo iteracion tras iteracion
hasta que el arbol se ha transformado en un pequeno conjunto, al llegar a
esta etapa el conjunto es ahora un punto que no cambia y es entonces cuando
surge el punto fijo de la transformacion f.
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P <
-

» X

Figura 4.10: Ejemplo de punto fijo.
Se definira lo que es una transformacion de contraccion.

Definiciéon 11 Una funcion f : R? — R? sobre el espacio métrico (R?,d) es
llamada transformacién de contraccién si hay una constante entre 0 < s < 1
tal que se cumpla la siguiente desigualdad para todo x y y en el plano:

d(f(z), f(y)) < s-d(z,y)

A la constante s se le llama factor de contraccion para la transformacion f.

En la Figura 4.11 se aplica la transformacién f a dos puntos cualesquiera
en el plano, los nuevos puntos transformados tienen una distancia menor
que los originales; es decir, estAn méas cerca: se puede saber que tanto se
acercaron con el factor de contraccion; por ejemplo, si s fuera 0.5 quiere
decir que los nuevos puntos transformados distan la mitad de su distancia
original. Si s toma el valor de cero los puntos transformados quedan en una
sola posicion, es decir quedan encimados, por lo tanto su distancia es cero, el
caso contrario es cuando s esta muy cerca del valor uno, la distancia entre los
puntos transformados es casi igual que la distancia de los puntos originales.

Ahora se enunciara el teorema del mapeo de contraccion el cual nos garanti-
za que al aplicar una transformaciéon de contracciéon repetidamente a algin
conjunto S que pertenece a R?, este converge a algtin punto fijo.
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A R2 A
punto x f punto f (x)
oy ./ A(F (9, F(y)
punto f (y)
punto y

Figura 4.11: La transformacion tiene la propiedad de contraccion.

Teorema 1 FEl teorema del mapeo de contraccion.

Sea f: R? — R? un transformacion de contraccidn sobre el espacio métrico
completo (R?,d). Entonces f posee ezactamente un punto fijo z; € R?, y
mds ain para cualquier punto T que pertenece a R?, la sucesidn de puntos
generados por las iteraciones delanteras {f°™(z) : n=0,1,2,...} converge al
punto fijo xy; esto es,

lim f"(z) = x4, para cada v € R?
n—oQ

Para la demostracion del teorema véase [4].

Se han dado las herramientas necesarias para llegar a comprender el com-
portamiento de un sistema de funciones iteradas. En la siguiente seccion se
describird un espacio en donde se pueden estudiar los conjuntos generados
por los sistemas de funciones iteradas, de tal forma que podamos definir sen-
cillas operaciones sobre estos conjuntos. Seremos capaces de entender estas
dindmicas que dan como resultado los tan sencillos y complicados fractales.

4.5. Espacio de Hausdorff

Para estudiar los fractales que se generan con los sistemas de funciones
iteradas es conveniente trabajar en el espacio de Hausdorff H, ya que en este
espacio los conjuntos pueden ser tratados como dibujos e imagenes binarias
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pues estan consituidos por puntos negros sobre un fondo blanco, esto nos seré
de gran utilidad cuando nos adentremos en el tema de compresiéon fractal.

En el espacio de Hausdorff H podemos estudiar importantes subconjuntos
de espacios métricos. Nos enfocaremos en el espacio métrico completo R?
con la distancia euclidiana, ya que es el espacio donde hemos definido todos
nuestros conceptos. Empezaremos por definir formalmente este espacio.

Figura 4.12: La representaciéon de elementos en el espacio de Hausdorff.

Definicién 12 Sea (R?,d) un espacio métrico completo. Entonces H(R?)
denota el espacio cuyos puntos son subconjuntos compactos no vacios de R?.

En la secciéon anterior se defini6 lo que es un conjunto compacto, en términos
sencillos es un conjunto que “estd delimitado”; por ejemplo, una imagen.
Estos conjuntos en el espacio de Hausdorff son puntos como se menciona en
la definicién, pero sobre el plano euclidiano son conjuntos.

A continuacion se definira una métrica que opere sobre el espacio de Hausdorff
para posteriormente definirlo como un espacio métrico completo.

Definicion 13 Sea (R?,d), sea x un punto en R® y B un elemento en el
espacio H(R?), entonces definiremos
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d(z, B) = min{d(z,y) : y € B}
donde d(z, B) es llamada la distancia entre el punto x y el conjunto B.

Para obtener esta distancia debemos calcular; por ejemplo, la distancia eu-
clidiana entre todos los puntos del conjunto B y el punto z, esto genera un
conjunto de niimeros y el menor de ellos es la distancia que representa la
definicién anterior (ver Figura 4.13).

RZ

punto x
)

- /.
minima
distancia

conjunto B
Figura 4.13: Se muestra la menor distancia que hay entre un punto z y el
conjunto B.
Definicion 14 Sea (R?,d). Sean A y B pertenecientes a H(R?). Definimos
d(A, B) = maz{d(z,B) : z € A}

donde d(A, B) es llamada la distancia entre el conjunto A € H(R?) y el
conjunto B € H(R?).

Para obtener esta distancia se aplica la definicién 13 para cada punto en A y
el conjunto B, de esta forma se obtiene un conjunto de distancias minimas;
posteriormente se encuentra el elemento maximo para tener la distancia entre
el conjunto A y el B; notemos que no es lo mismo calcular la distancia d(A, B)
y d(B, A), esto servira para la definicién siguiente (ver Figura 4.14).

Definicion 15 Sea (R?,d). Entonces la distancia de Hausdorff entre los pun-
tos A y B en H(R?) esta definida por

h(A, B) = d(A, B) V d(B, A)
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R i
conjunto A conjunto B

~ maxima
distancia

Figura 4.14: La distancia entre los conjuntos A y B se calcula tomando la
distancia maxima de entre las distancias minimas de los puntos de A al
conjunto B.

donde x V y significa el mdrimo de x y y. Llamaremos a h la métrica de
Hausdorff sobre H.

Ya que se ha definido una métrica, se puede definir el espacio de Hausdorff
como un espacio métrico completo, recordando que toda sucesion de Cauchy
sobre este tipo de espacios converge.

Teorema 2 Sea (R?,d). Entonces H(R?, h) es un espacio métrico completo.
Mis atin, si {A, € H(R?) :n=1,2,...} es una sucesion de Cauchy, entonces

A= lim A, € H(R?)

n—o0

puede ser caracterizado como

A ={z € R? tal que existe una sucesion de Cauchy {z, € A,}
convergiendo a x}.

Para la demostracion del teorema véase [4].

Sea (R?,d) un espacio métrico y sea (H(RR?), h(d)) la notacién para represen-
tar su espacio de Hausdorff asociado, con la métrica h(d) descrita anterior-
mente y donde d es la distancia euclidiana como la hemos manejado siempre.
La notacion h(d) muestra que d es la métrica que esta por debajo o subyace
a la métrica de Hausdorff A.
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4.6. Mapeos de contraccion en el espacio H

Anteriormente se definieron los mapeos de contraccién para R? y se explicaron
detalladamente sus propiedades, ahora llevaremos estos conceptos al espacio
de Hausdorft.

Lema 1 Seaw : R? — R? un transformacion de contraccion sobre el espacio
métrico (R2,d) con factor de contraccion s. Entonces w : H(R?) — H(R2)
definida por

w(B) = {w(x) : x € B}, para todo B € H(R?)

es una transformacion de contraccion sobre (H(R?), h(d)) con factor de con-
traccion s.

Los sistemas de funciénes iteradas como su nombre lo dice constan de un
conjunto de funciones o transformaciones que seran aplicadas a un conjunto,
la forma de aplicarlas se explicara en el siguiente lema, y por lo tanto llegare-
mos al objetivo primordial de este capitulo que es dar una difinicién formal
de los sistemas de funciones iteradas sustentada en todos los conceptos que
se han desarrollado.

Lema 2 Sea {w, :n=1,2,..., N} un conjunto de transformaciones de con-
traccion sobre (H(R?),h). Sea s, el factor de contraccion para la transfor-
macion wy. Definiremos W : H(R?) — H(R?) como

W(B) =wi(B)Uwy(B)U...Jwy(B)

= UY, wn(B), para cada B € H(R?)

Entonces W es una transformacion de contraccion con factor de contraccion
s =max{s,:n=1,2,.... N}.

4.7. Sistemas de funciones iteradas

El nombre de sistemas de funciones iteradas (en inglés iterated function sys-
tem ) fue inventado o usado por primera vez por Barnsley [22|. Hay otras
referencias relevantes como [16] y [25]. En esta seccion se usara la definicion
dada por Barnsley [5] modificada ligeramente para el espacio R?.
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H(R?)

Wy w; (B)
T
w, (B)
W
—_ W,

\/. ws (B)
W3

W = union ||

Figura 4.15: La aplicacién de un conjunto de transformaciones de contracciéon
al punto B en el espacio de Hausdorff #(R?), el resultado es la unién de los
nuevos puntos.

Definicion 16 Un sistema de funciones iteradas consiste del espacio métri-
co completo (R?, d) junto con un conjunto finito de transformaciones de con-
traccion w, : R2 — R? con su respectivo factor de contraccion s,, para
n =1,2,....,N. Usaremos la abreviacion “IFS” para sistemas de funciones
iteradas. La notacidn para los IFS es {R*;w,,n =1,2,..., N} y su factor de
contraccion es s = max{s, :n=1,2,...,N}.

Usaremos esta nomenclatura para denotar simplemente un conjunto de trans-
formaciones finito actuando sobre el espacio métrico en cuestion, con la tinica
condicion de que sean transformaciones afines como las que se definieron ante-
riormente. El siguiente teorema es la parte central para describir la dinamica
de un IFS.

Teorema 3 El teorema de los IFS
Sea {R%; wy,n = 1,2,..., N} un Sistema de Funciones Iteradas con factor de
contraccion s. Entonces la transformacion W : R2 — R? definida por

W (B) = Up_y wa(B),

para todo B € H(R?) es un mapeo de contraccion sobre el espacio métrico
completo (H(R?), h(d)) con factor de contraccion s; esto es
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h(W(B),W(C)) < sh(B,C)

para todo B,C € H(R?), se tiene un tnico punto fijo, A € H(R?), el cual
obedece

A= W(A) = UnN:1 wn(A)7

y viene dado por A =lim,_,o, W°"(B) para cualquier B € H(RR?).

Definicién 17 El punto fijo A € H(R?) descrito en el teorema de los IFS
se llama el atractor del IF'S.

4.8. Algoritmo de la maquina fotocopiadora

Podemos calcular el atractor del IFS a través de algoritmos adecuados.
Existe un algoritmo llamado El algoritmo de la mdquina fotocopiadora, el
cual sugiere los pasos para poder calcular el atractor del IFS. Como primer
punto debemos definir el IFS, sea {R?; wy, ws, ..., wy}. Se escoge un conjunto
compacto Ay que pertenece a R?. Se calculan sucesivamente conjuntos
A, = W°(A) con la regla siguiente:

Apy1 = Ujvzl wj(A,) paran =1,2,..;

la cual construye un sucesion {A, : n = 0,1,2,3,...} € H(R?) que con-
verge al atractor del IF'S en el espacio de Hausdorff. Para ser més claros,
las transformaciones del IFS se aplican al conjunto inicial Ay como en la
Figura 4.15; este conjunto inicial puede ser cualquiera no importa la forma
o el tamafio. Al nuevo conjunto generado le llamaremos A; y se le aplicara
nuevamente el conjunto de transformaciones para obtener Ay y asi sucesiva-
mente para obtener una sucesiéon de conjuntos que a la larga convergera al
atractor del TFS. Si cada A; lo graficamos en una computadora a través del
software adecuado, se observara la sucesion de estados convergiendo a una
aproximacion del atractor (es aproximado ya que el verdadero atractor surge
cuando hacemos un namero infinito de iteraciones).

Se le llama “algoritmo de la maquina fotopiadora” porque el proceso de foto-
copiar es similar al proceso anterior. Por ejemplo, tomamos una hoja de papel
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en blanco, y la reducimos de tamano digamos en un 40 % entonces tenemos
la imagen de un rectangulo en la nueva hoja, recortamos este rectangulo y lo
pegamos en una hoja en blanco en cualquier posiciéon . Creamos tantos rec-
tangulos como queramos, este paso se representa en figura 4.16. Generamos
8 copias de esta nueva hoja ya que seran nuestras plantillas. Ahora tomamos
una hoja con contenido (texto, imagen, etc.), y la reducimos en un factor
de 40 %, este factor debe ser el mismo en todas las fotocopias, ya reducida
sacamos tres copias, recortamos las reducciones y las pegamos en la primer
plantilla (ver Figura 4.16), a esta plantilla le llamaremos A;. La plantilla A;
la reducimos y le sacamos tantas copias como rectangulos haya, en nuestro
caso son 3 copias, se recortan y se pegan en la segunda plantilla y la lla-
mamos A, y asi sucesivamente, hasta terminar todas las plantillas. Después
de repetir una y otra vez todo el proceso, notaremos que hay un momento
en que no se encuentran diferencias entre plantillas, entonces diremos que
llegamos al atractor generado por la fotocopiadora.

—

Figura 4.16: Plantilla arbitraria para generar un atractor con el algoritmo de
la fotocopiadora.

4.8.1. Ejemplo de un IFS

Aplicando el algoritmo anterior podemos generar el tridngulo de Sierpinski.
Primero definiremos el IFS adecuado. Sea {R?;wy, wy, w3} donde las w; son
transformaciones afines en R? definidas como:
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El triangulo de Sierpinski tendra como vértices los puntos (0,0), (100,0), y
(100,100). La figura 4.17 muestra el conjunto inicial que corresponde a un
cuadrado de 100 por 100 pixels, tiene estas dimensiones para mostrar de una
forma simple las siguientes 8 iteraciones.
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Figura 4.17: Tteraciones generadas por el IFS.

Para reforzar la idea de convergencia de un IFS en su atractor, se repite
el proceso pero ahora con un conjunto inicial diferente como se muestra en
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la figura 4.18. Al cabo de n iteraciones el IFS convergera al tridngulo de
Sierpinski.
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Figura 4.18: Un Conjunto inicial distinto al de la Figura 4.17 convergiendo
al tridngulo de Sierpinski.

Para manipular facilmente el cédigo podemos hacer una tabla que resuma
las caracteristicas del IF'S anterior como la siguiente.

w a b cd e f p

1 05 0 0 05 0 0 0.33
2 05 0 0 05 50 0 0.33
3 05 0 0 05 50 50 0.33

La utima columna representa una probabilidad asociada a cada transforma-
cion, en el ejemplo anterior no se utilizaron. En la siguiente seccién se explica
la forma en que trabajan los IFS con probabilidades.
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4.9. IFS con probabilidades

Se difinirad un nuevo tipo de IFS que es parecido al anterior, ahora las trans-
formaciones se aplicaran siguiendo una probabilidad, esto nos permitira crear
rapidamente una representacion gréafica del atractor.

Definicion 18 Un sistema de funciones iteradas con probabilidades consiste
de un IFS {R%;wi,ws,...,wyx} junto con wun conjunto ordenado de
nimeros {p1, s, ...,Pn}, tal que

pr+pe+..+pv=1yp;>0parai=1,23,.., N.
La probabilidad p; esta asociada a la transformacion w;.

Las probabilidades est4n relacionadas con la teoria de la medida de los atrac-
tores de los IFS. Con un algoritmo adecuado podemos usar estas probabili-
dades para llegar a la visualizacion del atractor en una computadora.

El siguiente mecanismo nos permite asignar probabilidades a cada transfor-
macion y nos serd de utilidad para el algoritmo que mostraremos posterior-
mente.

p.% |d§tA1" — J\Laidi—bq;ci‘
CTNL A X Jaidi—bic

 para 1=1,2...,N.

Se toma el simbolo =~ ya que puede surgir el caso en que A; = 0 entonces
asignara una probabilidad cero y estaria violando la definicién, por tal mo-
tivo debemos asignar un ntimero positivo muy pequeno o ajustarlo segin
convenga.

4.9.1. EL algoritmo de iteraciones aleatorias

Sea {R?;w;,ws, ...,wy} un IFS, donde las probabilidades p; > 0 han sido
asignadas para cada transformacion w; con ¢ = 1,..., N donde > " p; = 1.
Se escoge un punto cualquiera xy € R?, se escoge recursivamente y de forma
independiente una transformacion de acuerdo a su probabilidad. Se le aplica
la transformacién elegida y obtenemos un nuevo punto

X, € {wi(p—1), wo(Tp-1), ..., wn(Tpn—1)} paran =1,2,3, ...,
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donde la probabilidad del evento x, = w;(z, — 1) es p;. Entonces se
construye la sucesion {x, : n =1,2,3,...} € R%. Esta sucesion {x,}°; con-
verge al atractor del IFS. Para poder visualizar el atractor debemos graficar
los 1ltimos n puntos ya que son los que estdn mas proximos al atractor. En
la Figura 4.19 se muestra el proceso de este algoritmo calculando el helecho
(fern) de Barnsley.

4.10. El teorema del collage

El objetivo del teorema del collage es escoger un IFS para un conjunto de
puntos 7" tal que al iterarlo resulte un conjunto lo mas parecido al conjunto
T inicial, es decir se escogen las transformaciones del IF'S tal que al aplicarlas
sobre T la distancia entre el conjunto 7 inicial y el conjunto 7" transformado
sea minima, esto nos garantiza que el atractor del TF'S estard atin mas cerca
del conjunto inicial 7' que cualquier iteracion del IFS sobre T. La compre-
sion fractal de imagenes utiliza este teorema como fundamento teérico para
garantizar su eficiencia.

Teorema 4 El teorema del collage
Sean T € H(R?) y e > 0. Se escoge un IFS {R?; wqy, wy, wy, ..., wx } con factor
de contraccion 0 < s < 1 entonces se tiene

B (T, U wn(T)) <
en donde h(d) es la métrica de Hausdorff, entonces

(T, A) <

€
175

en donde A es el atractor del IFS. Equivalentemente se tiene que
(T, A) < (a—s)"'h (T, ux, wN(T)) para toda T € H(R?).

Para la demostracion del teorema véase |4].



4.10 El teorema del collage 59

Figura 4.19: Helecho de Barnsley generado por un IFS con probabiliades
utilizando como conjunto inicial el tridngulo de Sierpinski.



60 Sistemas de funciones iteradas

4.11. Medida invariante

El proposito de esta seccion es dar una herramienta que serviré para estudiar
las distribuciones de puntos en los atractores generados por sistemas, en
particular el juego del caos y los IFS. En el juego del caos utilizando el shift
de Bernoulli encontramos distribuciones de puntos muy variadas dependiendo
de la sucesion que se utilice. Otro ejemplo es el IFS que genera el helecho
de Barnsley, ya que al variar las probabilidades, las distribuciones de puntos
sobre el atractor cambian. Para saber como cambian estas distribuciones, es
necesario poder medir las densidades de puntos sobre los atractores, esto se
hara utilizando algo que llamaremos medida invariante.

A los subconjuntos de R? que contengan puntos los llamaremos subconjuntos
de Borel sobre R? y los denotaremos como B(R?). Los subconjuntos de Borel
de R? incluyen los subconjuntos compactos no vacios de R? asi que H(R?)
estd contenido en B(R?). Si O es un subconjunto abierto de R? entonces

O € B(R?)

Para medir la densidad de puntos sobre el atractor definiremos regiones B
que lo cubran totalmente. B donota una bola cerrada en R?. La densidad
estard dada por un sistema que produce una sucesiéon de puntos {Z,}> ;.
Definamos a

N (B,n) = nimero de puntos en {z, 21, ..., 2, } N B paran =0,1,2, ....

La medida invariante la denotaremos como pu, la cual es una funcién de
R? — [0,1] C R y la definiremos como:

w(B) = lim N(B,n)
Esto indica que la densidad en la bola B es la proporcién de puntos pro-
ducidos por el sistema que caen en la bola. Por ejemplo si A es un atractor
entonces u(A) =1y (o) =0, también u(R?) = 1, lo que nos dice que todo
el espacio R? tiene la misma densidad que el atractor del sistema, por lo que
el sistema no genera puntos que no estén sobre el atractor.

Para comprender estos conceptos defininamos una bola B € B(R?) en el
tridngulo de Sierpinski generado por el juego del caos, como se muestra en la
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Figura 4.20: El cuadro negro sobre el tridngulo de Sierpinski generado por el

juego del caos representa una bola.

Figura 4.20 y aplicamos la medida p a la bola con diferentes cantidades de

iteraciones n, los resultados se muestran en el Cuadro 4.1

Si se tiene una medida sobre un conjunto de Borel entonces diremos que esta

medida es de Borel, por lo que p es una medida de Borel.

Definicién 19 Sea p una medida de Borel sobre O C R%. Si p(0) = 1,

entoces decimos que | esta normalizada.

Sea B que denota los subconjuntos de Borel de (. Sea w : [0 — [ continua

n iteraciones N (Bi,n)/n N (Bs,n)/n

10000 0.010900
50000 0.009500
100000 0.009700
500000 0.009008
1000000 0.009145
5000000 0.009106

0.013900
0.014540
0.014010
0.013204
0.013098
0.013101

Cuadro 4.1: Medidas de dos bolas con distintas iteraciones, se puede ver que

entre més iteraciones la proporcion de puntos converge a un valor.
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y definamos w™! : B — B. Si v es una medida normalizada de Borel sobre
[0 entonces v o w™! también lo es. Utilizaremos estas construcciones para la
siguiente definicién.

Definicion 20 Sea {0;ws,ws, ..., wy;p1,P2, -, PN} un IFS con proba-
bilidades. El opearador de Markov asociado con este IFS se define como

M) =pow; +pwow," + ...+ pyvowy"

La medida de Borel p es invariante bajo el operador de Markov M (v). En
otras palabras M(v) define una nueva medida de Borel normalizada sobre
(. Esta nueva medida de Borel la evaluaremos sobre un subconjunto dado
B € [ que es el atractor del IFS.

La iteracion sobre el operador de Markov construira las densidades sobre sub-
conjuntos de Borel y lo podemos representar mediante histogramas. En par-
ticular existe una tnica medida 7 tal que al aplicarle el operador de Markov
no varia, es decir M(n) = n y cumple con

lim M"(v) =n
n—0o0
A n le llameremos el punto fijo del operador de Markov.

Definicién 21 Sea n el punto fijo del operador de Markov. Entonces n es
llamada la medida invariante del IF'S con probabilidades.



Capitulo 5

Compresion fractal

Con el avance de la tecnologia las cantidades de informacion que se manejan
han crecido; por lo tanto, cada vez hay mas necesidad de dispositivos para
guardarla, pero no han sido suficientes para la cantidad de datos que se
maneja en imagenes, audio y video. Cada vez que la calidad de resolucion
en imagen y video crece o, en el caso del sonido, la fidelidad, se requiere de
nuevos dispositivos que logren contener tal cantidad de informacién; hasta
el momento, los avances cientificos y tecnologicos han logrado satisfacer esta
necesidad, pero debemos tener en cuenta que las herramientas que tenemos a
la mano estan limitadas y la cantidad de datos que se manejan esta creciendo
de manera exponencial; por tal motivo, los cientificos se han visto en la
necesidad de desarrollar técnicas que persiguen la compresion de datos.

La compresion de datos se ha buscado desde la decada de los 40 como una
consecuencia de la teoria de la informacion hecha por Claude Shannon[27];
la compresion de datos ha evolucionado desde ese tiempo y uno de los cam-
bios més importantes es la postura de sacrificar informacion cada vez que
se comprime, cuando la iniciativa original era que la informacion de-
bia mantenerse intacta. Esta postura comenz6 a aplicarse cuando se tuvo la
necesidad de comprimir imagenes, audio y video. En el caso de las imagenes,
las limitaciones del ojo humano juegan un factor importante en todo esto
ya que, aunque es capaz de procesar grandes cantidades de informacién, hay
detalles en la imagen codificada en pixeles que no alcanza a distinguir por lo
que era aceptable perder parte de los datos originales, siempre y cuando se
retuviera suficiente informacién para que el ojo pudiera reconocer la imagen
en cuestion.
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El proposito de este capitulo es tratar de explicar una técnica de compre-
sion de imégenes basada en geometrias fractales, utilizando todo el cuerpo
matematico desarrollado en el capitulo anterior y describir el algoritmo uti-
lizado por Barnsley, ya que este algoritmo es adecuado para los fines de
este trabajo. Desde que Barnsley encontr6 este método, se han desarrollado
mejoras al algoritmo utilizando herramientas como redes de neuronas y algo-
ritmos genéticos [28]. Por otro lado, existen articulos en los que se discute la
eficiencia de diferentes algoritmos de compresion fractal utilizando sistemas
de funciones iteradas [24], [23].

5.1. Bases de la compresion fractal de imagenes

La compresioén fractal de imagenes matematiza las imagenes del mundo real
para describir los patrones y estructuras “que viven” en ellas. Iniciemos con
ideas basicas sobre este tipo de compresion.

Imaginemos una fotocopiadora fuera de lo comiin, nuestra fotocopiadora tiene
propiedades especiales, cada vez que se fotocopia una imagen, ésta se reduce
a la mitad y se reproduce tres veces en la copia, si la copia que acabamos
de hacer la volvemos a fotocopiar y repetimos este proceso una y otra vez,
lo que observamos es que todas las copias parecen converger a una misma
imagen; sin importar la imagen inicial, podemos imaginarmos que la imagen
final sera afectada tiinicamente por la posiciéon y la orientacion de la imagen
inicial. Llamaremos a la imagen final el atractor de nuestra fotocopiadora
(ver Figura 5.1).

La compresion fractal de imagenes fue desarrollada por Barnsley, conocido
por haber comercializado este esquema, sugirié que el ver las imagenes co-
mo colecciones de transformaciones, podria llevarnos a una compresién de la
imagen. Su argumento fue el siguiente: el helecho en la Figura 5.2 tiene una
geometria intrincada y complicada pero es generado solamente por cuatro
transformaciones afines y la probabilidad de ocurrencia de cada una de
ellas. Cada transformacion afin w; es definida por seis nimeros, a;, b;, ¢;, d;, €;,
fi y su probabilidad p;, los cuales para su almacenamiento no requieren de
mucha memoria en la computadora. Guardar la imagen del helecho requiere
de mucha méis memoria que guardar el conjunto de nimeros antes men-
cionados. Si deseamos ver la imagen del helecho utilizando este conjunto de
numeros, s6lo tenemos que utilizar el método de la fotocopiadora para generar
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Figura 5.1: Proceso del algoritmo de la fotocopiadora para una imagen
cualquiera, escalando la imagen a un medio y copiandola tres veces, como
resultado de 5 iteraciones se converge al tridAngulo de Sierpinski.

su atractor, es decir convergera a la imagen del helecho. Ahora supongamos
que tenemos una imagen arbitraria, puede ser cualquier foto de algin 4lbum
familiar; si existe un nimero finito de transformaciones que puedan generar
la imagen de esa foto, entonces podemos guardarla en la memoria de la com-
putadora de una forma compacta. El truco es encontrar las transformaciones
y probabilidades adecuadas como en el helecho, esto se discutira con detalle
en las siguientes secciones.

El esquema descrito anteriormente puede ser fractal en muchos sentidos.
Una imagen es guardada como una coleccién de transformaciones, esto tiene
muchas implicaciones. Por ejemplo, el helecho de Barnsley es un conjunto
que tiene detalle en cualquier escala por lo que su decodificaciéon conserva
los detalles, es decir si se hace una ampliacion al helecho, digamos en un
factor de 2, la imagen que resulta es dos veces méas grande y sin embargo
no pierde calidad en los detalles como sucede con otros formatos de iméa-
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Figura 5.2: Helecho de Barnsley generado por cuatro transformaciones.

genes', por lo tanto la imagen puede ser decodificada en cualquier tamafio.
La resoluciéon que se necesita para decodificar en tamanos muy grandes es
generado automéaticamente por las transformaciones. Podemos preguntarnos
si esta nueva resoluciéon es la adecuada; es decir si decodificamos una ima-
gen de una persona en un tamano més grande ;podremos ver las células de
la piel o tal vez los atomos? la respuesta es no. El detalle no esta del todo
relacionado con la resoluciéon de la imagen cuando fue digitalizada. En am-
pliaciones grandes las transformaciones codificaran imégenes que estan lejos
de parecerse a la original. Sin embargo, en algunos casos, el detalle es realista
en pequenas ampliaciones de la original.

5.1.1. La mejor compresion fractal de imagenes

Los métodos para la compresion de imagenes pueden ser evaluados utilizando
su tasa de compresion, que es la cantidad de memoria requerida para guardar
una representacion de la imagen en forma comprimida, dividida entre la can-
tidad de memoria requerida para guardar una imagen como una coleccién de
pixeles. La tasa de compresion para el esquema, fractal es dificil de medir, da-
do que la imagen puede ser decodificada a cualquier escala. Si decodificamos

LJPEG, Postcript, RAW, PGM, BMP, etc
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el tridngulo de Sierpinski en, digamos, dos veces su tamafo, entonces pode-
mos tener cuatro veces mas la tasa de compresién, pues requerimos cuatro
veces mas pixeles para guardar la imagen descomprimida.

Ya se ha dicho que se han escrito articulos en los que se discute la eficiencia de
diferentes algoritmos de compresién fractal, comparando la tasa de compre-
sion de diferentes imagenes. Por ejemplo, han comparado las diferentes tasas
de compresién entre los algoritmos hechos por Barnsley, Yuval Fisher y Mark
Nelson [23], de donde ha resultado mejor la técnica utilizada por Fisher, que
sacrifica tiempo por tasa de compresion; el algoritmo hecho por Nelson es
mas veloz que el de Fisher pero sacrifica tasa de compresiéon mientras que el
algoritmo de Barnsley gasta tiempo en el proceso de compresion y su tasa
es deficiente en comparacion con los anteriores ademés de que la pérdida de
informacioén es notoria en la imagen descomprimida.

Los propositos de este trabajo estan lejos de una discusion de la eficiencia
de los diferentes algoritmos de compresion fractal, por lo que utilizamos el
algoritmo de Barnsley como una herramienta de clasificacién que se acomoda
a los objetivos primordiales de este trabajo.

5.1.2. Autosemejanza en imagenes

Para empezar a discutir la compresion de iméagenes necesitamos un modelo
matemaético de una imagen. Generaremos una funcién z = f(z,y) tomando
la altura como la intensidad de gris que corresponde a un pixel en la posicion
(x,y), con las partes méas altas indicando el color blanco, y las més bajas
acercandose al color negro. Este es nuestro modelo para una imagen, tomando
en cuenta que la superficie es generada por la unién de las alturas de una malla
finita; entonces, cuando queramos hablar de una imagen nos referiremos a
la funcion f(z,y), la cual asigna el nivel de gris para cada punto (z,y).
Cuando estemos trabajando con una imagen digitalizada y almacenada en
una computadora, f(z,y) serd tomada de forma discreta y asignara un valor
constante sobre cada pixel.

Una imagen tipica de una cara no contiene el tipo de auto-semejanza que
podemos encontrar en el triAngulo de Sierpinski. La imagen no parece con-
tener transformaciones afines de si misma pero, de hecho, la imagen contiene
un tipo diferente de autosemejanza. En una imagen podemos encontrar re-
giones que son similares a diferentes escalas, tal vez idénticas en porciones;
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por ejemplo, si la reflejamos en un espejo o si la rotamos 180 grados. La dis-
tincion del tipo de semejanza que vemos en la imagen de un helecho, es que
la imagen est4 formada de copias de si misma bajo transformaciones afines
apropiadas. En una imagen del mundo real encontramos que esta formada
por copias de partes de ella misma propiamente transformadas. Estas partes
no son copias idénticas si mismas bajo transformaciones afines. Esto quiere
decir que la imagen que codificamos como un conjunto de transformaciones
no serd una copia idéntica de la imagen original, pero si una aproximacion
de ella.

Finalmente jen qué tipo de imagenes podemos esperar este tipo de autoseme-
janza local?, resultados experimentales sugieren que la mayoria de las ima-
genes que uno puede ver, pueden ser comprimidas tomando ventaja de este
tipo de semejanza; por ejemplo, imégenes de arboles, casas, caras, monatanas,
nubes, etc. Sin embargo la existencia de esta autosemejanza local y la ha-
bilidad de un algoritmo para detectar esto, son temas que trataremos en las
siguientes secciones de este capitulo.

5.2. Metodologia para la compresion y descom-
presion fractal de imagenes

Los conceptos que se han tratado anteriormente en este capitulo seran de
gran utilidad para comenzar a adentrarse en todo lo que encierra el algorit-
mo hecho por Barnsley. El marco teérico que se utiliza son los sistemas de
funciones iteradas y, de manera central, el teorema del collage.

5.2.1. Sistemas de funciones iteradas locales

Se definird un mecanismo con el propésito de llegar a una compresion au-
tomaética de imagenes utilizando los IF'S como se han definido en el capitulo
anterior; se comenzard por describir el esquema para imagenes binarias con
el fin de describir la metodologia bésica para depués llegar a nuestro objetivo
que son las imégenes en escala de grises.
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Se han definido los mapeos de contracciéon y los IFS, ahora retomando un
poco de estas ideas, se definaran los mapeos de contraccion locales y los IFS
locales.

Definicién 22 Sea R un subconjunto no vacio de R?. Sea w : R — R? una
transformacion y s un numero real en el intervalo 0 < s < 1, si

dw(z),w(y)) < s d(z,y) para toda z,y en R

entonces w es llamado un mapeo de contraccion local sobre (R?, d). El nimero
s es el factor de contraccion para w.

Definicion 23 Sea w; : R; — R? un mapeo de contraccon local sobre (R?, d),
con factor de contraccion s;, para 1 = 1,2,..., N, en donde N es un entero
positivo. Entonces

{wi:Ri—>R2 Zi:1,2,...,N}

es llamado sistema de funciones iteradas local (IFS local). El nimero s =
max{s; :1=1,2,..., N} es llamado factor de contraccion para el IFS local.

Las ideas de las definiciones anteriores no difieren en mucho de las expuestas
en el capitulo anterior, lo que debe tenerse en cuenta es que ahora las tran-
formaciones se estan aplicando a una parte especifica R; y no a un conjunto
arbitrario, como se habia definido anteriormente; para cada una de ellas, se
tiene un mapeo de contraciéon con un factor de contracién s;; entonces, para
el TF'S local, el factor de contraccién s es el maximo niimero que toman las
S;.

Las definiciones 22 y 23 son de gran importancia para la compresion fractal;
a continuaciéon daremos una explicacién de la forma de uso de éstas.

Sea S el conjunto de todos los subconjuntos de R?. Ahora podemos definir
el operador Wiy 1 S — S de la siguiente forma:

Wioear(B) = Ufil w;(R; N B), para cada B € S,
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con las condiciones adecuadas podemos tratar a Wi, como un operador
sobre el espacio de Hausdorff (R?) que consiste de subconjuntos no vacios
compactos de R?; entonces se puede encontrar que Wj,q €s un mapeo de
contracciéon sobre ciertos subconjuntos compactos de H(R?), con factor de
contraccién s con respecto a la métrica de Hausdorff.

Diremos que un subconjunto no vacio A de R? es un atractor o conjunto
invariante del IFS local si

I/Vlocal (A) =A

Un IFS local puede no tener atractores o puede tener varios, esto depende de
la forma del conjunto B en W,,.,; ya que si tomamos un B adecuado, entonces
podemos encontrar el atractor completo o parte de él; por lo tanto, en la unién
de estas partes encontraremos el atractor completo del IF'S local; por otra
parte, si Wiyeq (B) = @ no podremos encontrar el atractor. Cuando hablemos
del atractor de Wj,.q, nos referiremos a la unién de todos los atractores que
pueden ser generados por Wigeq;-

A continuacion se dard un método que garantiza encontrar el atractor del

IF'S local.

Sea {w; : R = R? : 4 = 1,2,..., N} un IFS local y supongamos que los
conjuntos R; son compactos. Entonces podemos definir una sucesién de sub-
conjuntos compactos de R*, {4, :n=0,1,2,3, ..., } como sigue

AO - R2
Ay =UN wi(RiNA,_y) paran =1,2,3, ...
Es facil observar que
AODAIDAQDAgD...

Entonces {A, : n = 0,1,2,3,...} es una sucesion decreciente de conjuntos
compactos.

En particular, existe un conjunto compacto A C R? tal que

lm A, =A

n—oo
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Rl A0= R2 ‘/\\é\h

,,,,,,,,,,,,,,,,,

Rey 0
conjuntos R; y R, A1:D
o WiRiNAY WiR10A2)

Figura 5.3: Una sucesién decreciente de conjuntos convergiendo a un atractor
de un IF'S local.

A= Uz]\il w; (Rz N A) = I/Vlocal(f4)7
tenemos que A es el atractor para el IF'S local.

En la Figura 5.3 se muestran los primeros cinco elementos de la sucesién
{4, :n=0,1,2,3,...} generada por el operador Wj,q, €l elemento inicial A,
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es R?; esto garantiza la existencia del atractor siempre y cuando los elementos
A,, sean diferentes del conjunto vacio y se definan dos subconjuntos R; y Rs.
Para contruir A; aplicamos el operador Wj,..; a Ay y el conjunto resultante se
representa con la parte sombreada y para A, se vuelve a aplicar el operador
y asi sucesivamente para un nimero suficientemente grande de iteraciones
para obtener el atractor. En la imagen se observa como en el subconjunto
R, se converge a un punto en su parte superior izquierda, mientras que en
R, se converge a varios puntos que se aproximan a una curva. El conjunto
A, nunca es vacio por la caracteristica de que los conjuntos w;(R;) siempre
estan contenidos en los conjuntos R;.

5.2.2. El teorema del collage para IFS locales

Para poder hacer la compresién de una imagen se necesita encontrar un
conjunto de transformaciones afines tales que su atractor sea lo més parecido
a ella, esto se conseguira utilizando el teorema del collage para IFS locales.

La idea es dividir la imagen mediante una cuadricula; para cada cuadro en
ella se debe encontrar un mapeo de contraccion tal que, al aplicarlo a una
cierta parte de la imagen, el resultado sea lo mas parecido posible al cuadro
en cuestion.

Empecemos por definir a una imagen mediante 0 = {(z,y) e R* 1 a <z <
b,c <y < d}, es decir un rectangulo contenido en R? que se utilizara como
el conjunto que contiene a todas las imagenes.

Sea G una imagen binaria, subconjunto de [ (G C O); se cubre a G con
pequeiios cuadrados que se llamaran dominios (ver Figura 5.4 ) y se denotara
mediante D; para ¢ = 1,2,..., N. Entonces, para cada D;, buscaremos una
trasformacion afin w; : R; — [ con factor de contraccion s, tal que

wi(Ri) =D

Donde R; son subconjuntos que cubren por completo a G y se llamaran
rangos (ver Figura 5.4).
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wi(Ri) = Dj

Figura 5.4: La transformaciéon w manda R; a un dominio D; que es de menor
tamano.

En la ecuacion (5.1) el criterio de aproximacion puede estar dado por la dis-
tancia de Hausdorff entre R;NG y D;NG, debemos ser capaces de minimizarla
tanto como se pueda, es decir, conseguir que para € > 0 suficientemente pe-
quna se cumpla que

h(w;(R;NG),D;NG) <€, parai=1,2,...,N.

En la practica, podemos utilizar la distancia euclidiana y las transformaciones
las podemos escoger de la siguiente forma

o(5)=091(;)+ (5)

en donde A es una simetria afin del Cuadro 5.1 y los R; son dos veces mas
grandes que el tamano de los D;.

Cada bloque D; es del mismo tamano, entonces el IF'S local esta totalmente
especificado por la coordenadas (D,, D,) que pertenecen a la esquina inferior
izquierda de cada dominio, por las coordenadas (R, R,) que corresponden a
la esquina inferior izquierda de cada rango y un entero que indica la simetria
afin A escogida. El resultado de este proceso le llamaremos el codigo del IFS
local.



74 Compresion fractal

Simetria Matriz Descripcion
1 0 .
0 ( 01 ) Identidad
-1 0 . .
1 ( 0 1 ) Reflexion en el eje y
1 0 . .
2 ( 0 -1 ) Reflexion en el eje x
-1 0 .
3 ( 0 -1 ) Rotacion 180 grados
0 1 . .
4 ( 1 0 ) Reflexion en la linea y = x
0 1 .
) < 1 0 ) Rotaciéon 90 grados
0 -1 .
6 ( 1 0 ) Rotacién 270 grados
0 -1 ., ;
7 ( 1 0 ) Reflexién en la linea y = —x

Cuadro 5.1: Se muestra el conjunto de las 7 transformaciones para el cuadra-
do. Las rotaciones son en el sentido de las manecillas del reloj.

5.2.3. Transformacidén fractal para imagenes binarias

El siguiente algoritmo describe los pasos principales de la compresion fractal
automatica de imagenes binarias, este algoritmo fue patentado por Barnsley

[5].

1. Se introduce una imagen G, subconjunto de O C R2.

2. Se cubre G con bloques dominio D; como se ilustra en la Figura 5.5.
El conjunto total de bloques dominio {D; : i = 1,2, ...,n} deben cubrir
G. Los bloques D; no se traslapan unos con otros.

3. Se introduce una colecciéon de posibles bloques rango R;, que estan
contenidos en [], pero son tales que la interseccion de ellos con
G es diferente del vacio. Los rangos son cuadrados tales que sus
lados son dos veces mas grandes que los lados de los dominios. Las
posibles coordenadas (R, R,) de la esquina inferior izquierda de cada
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imagen G bloques D

D1 | D2

Figura 5.5: La imagen G es cubierta por dominios D; de forma adecuada.

R; estan restringidas a un conjunto L. Correspondientemente, se define
una coleccion 7 de transformaciones afines contractivas locales, como
mapeos que van de los bloques rango R; a los bloques dominio D;. Esto
para: =1,2,...,n, es decir,

Ti = {w(D;, Ry, Ry, j) : (Rey Ry) € L; 5 =0,1,2,..., 7}

en donde w(D;, Ry, Ry, j) es la transformacion afin con propiedad de
contraccion, que va de R; a D; mediante la regla

o))

en donde A(j) denota la j-ésima simetria del Cuadro 5.1.

4. Para llevar a cabo el proceso de la transformacion fractal, para cada
i, escogemos w; € 7 de manera que la distancia de Hausdorff
h(w;(RNG), D; N G) sea minima.

Para cada bloque dominio D; se trata de escoger un bloque rango R; y
una simetria correspondiente, de manera que la parte R; transformada
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(0,4) (4,4)

(0,0) (4,0)

Figura 5.6: Se escoge un conjunto de coordenadas (x,y) adecuado para la
imagen G .

de la imagen sea la més parecida a la parte de la imagen que esti en
el dominio D; (ver Figuras 5.6 y 5.7).

El conjunto Wieeqr = Uw;(R N G) es el conjunto de todas las contrac-
ciones que se escogieron de acuerdo al criterio de la minima distancia
(la imagen més parecida) aplicadas a ciertos rangos; a este conjunto se
le llama el Collage de la imagen G correspondiente al IFS local y la
distancia

h(wZ(R N G), Dz N G)

es llamado el error del collage.

Ahora se tienen los datos que hacen que la compresion fractal de imé-
genes funcione, se tienen las coordenadas (R, R,) de la esquina inferior
izquierda de cada bloque rango R; y sabemos a qué bloque dominio se
dirige mediante las coordenadas de la esquina inferior izquierda de cada
bloque dominio (D, D,) y el nimero de la transformacion afin que se
ha escogido. Todo este conjunto de datos forman la salida de la com-
presion y nos servird para formar el codigo de un IFS local. El Cuadro
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Ri=R;

Figura 5.7: Se escoge un R; y una transformaciéon w; para un dominio especi-
fico D;, tal que la distancia de Hausdorff h(w;(R; N G), D; N G) sea minima.

5.2 muestra el formato del codigo, en donde map# es un ntimero 7 que
indica la aplicacion del mapeo i-ésimo (w;).

6. Por ultimo se aplica un algoritmo de compresiéon sin perdida de infor-
macion? al codigo del IFS local.

El siguiente paso es hacer la descompresion de la imagen comprimida, esto es
de alguna forma més sencillo dado que tenemos disponible la definicién de un

2Conocido como lossless data algorithm, tales como tar, gzip, etc.
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map# D, D, R, R, simetria
1 0 25 0 2 0
2 1 25 0 2 0
3 2 2 2 2 0
4 3 2 2 2 0
5 2 3 2 2 0
6 3 3 2 2 0
7 2 1 2 0 0
8 3 1 2 0 0
9 3 0 2 0 0

Cuadro 5.2: Codigo del IFS local para la imagen G'.

IF'S local, ya que para descomprimir una imagen, lo inico que debemos hac-
er es aplicar el algoritmo de la fotocopiadora explicado detalladamente en el
capitulo anterior. De manera muy rapida, lo que se intenta hacer es reconstru-
ir el operador Wy,..1, visto en la seccién anterior y calcular las aproximaciones
para lim, W (D). Este proceso se puede observar en la Figura 5.8.

El algoritmo presentado anteriormente se puede utilizar sobre cualquier
imagen digitalizada en forma binaria, pero es posible hacer una extension de
él y utilizarlo sobre iméigenes digitalizadas en escalas de grises, de esto se
hablara en la siguiente seccién.

5.2.4. Un IFS local asociado a un esquema de compre-
si6on para imagenes en escala de grises

Anteriormente se decribié un esquema para la compresion fractal de imagenes
binarias, ahora introduciremos una estructura apropiada para hacer de forma
automaética la compresion fractal de imagenes en escala de grises.

Definiremos un espacio X = 0 x I, donde I = [a,b] C R, en particular este
intervalo representara los posibles valores de la intensidad de grises que se
encuentran en el intervalo [0, 255], en donde 0 es el valor para el color negro y
255 es el valor para el color blanco. En la Figura 5.9 se observa un elemento
de este espacio, el cual es una superficie que muestra diferentes intensidades
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A1

Figura 5.8: El codigo del IFS local es usado para descomprimir una imagen
mediante la iteracion del operador Wi,eq-

de grises, los puntos mas altos se ven en color blanco y los més bajos en color
negro.

Convertiremos X en un espacio métrico completo, asociandole la métrica
euclidiana d, entonces tenemos (X, d). Sea H(X), el espacio de Hausdorff
aplicado a X con la métrica de Hausdorff A.

Consideremos a [J X [a,b] como una coleccion finita de conjuntos D;, i =
1,2,..., M, tal que

0 x [a,b] = U, D;

en donde D; N D; = @ para ¢ # j. Para cada 7, sea v; : R — R una
transformaciéon de contraccion con factor de contraccion s, con 0 < s < 1,
que cumple con
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Figura 5.9: Elemento del espacio X = [ X [a, b]

[vi(z1) — vi(22)| < s|z1 — 22| para todo 21,20 € Rii =1,2,.... M

Esto nos dice que la distancia entre dos niimeros reales se hace menor bajo
la transformacién v; en un factor s y se ilustra en la Figura 5.10.

Vi

recta real

71 Zy V(Zl) V(ZZ)

Figura 5.10: Se observa el efecto que tiene la transformacién de contraccion
v; sobre los elementos z; y 2s.

En la seccion anterior se defini6 el operador Wj,.,; que se aplica sobre ima-
genes binarias en el plano; ahora se introducird una variable méas haciendo
referencia a la escala de grises, esto nos lleva a trabajar en un, espacio de
tres dimensiones, en particular este espacio serd X, ya que esta acotado por
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el intervalo [0, 255]. A continuacién definiremos la estrutura de las tranfor-
maciones de contraccion para el IFS local en tres dimensiones.

{Wi:Ri - X:1= 1,2,...,N}
en donde X = X [a,b], Ry = R; X [a,b] y w; : Ry = X se define como
Wi(mayaz) = (wz(way)avz(z)) para todo (x,y,z) € Ri

En donde w;, R; y D; se definen como en el esquema para imégenes binarias.

Definamos al operador W,y : H(X) — H(X) como
Wlocal = U wi(Ri N B)

donde B es un elemento de X. En la Figura 5.11 se muestra el proceso del
operador W, sobre una imagen B; el cubo representa un subconjuto R;,
la intersecciéon de B con R; esta dada por la superficie dentro del cubo, que
nunca es vacia por que se han tomado los R; de manera adecuada. A esta
superficie se le aplica la transformaciéon de contraccion w;; el resultado
de aplicar esta transformacion, es la actualizacion del dominio D;
correspondiente. Recordemos que la transformaciéon w; se compone de w; que
acttia sobre el plano zy y la transformacion v; que actiia sobre las escalas de
grises. Esto se repite para cada D; de la imagen B. Al finalizar tendremos
una imagen en escala de grises distinta a la inicial.

Al igual que el Wi, para imagenes binarias podemos construir una sucesion
de subconjuntos compactos de X, {A, : n =0,1,2,3,...} como sigue

AO =[x [a, b]
Ap = Ui\il w;(R;N A, 1) paran=1,2,3, ...
El elemento A, es una imagen inicial arbitraria de X, a la cual se le aplica

el operador W,.,;, conforme se avanza en la sucesion, los subconjuntos D;
convergen a un conjunto invariante.
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Imagen B

Figura 5.11: Proceso para el operador W,y

En particular, existe un conjunto compacto A C X tal que

lim A, = A
n—00
y
Wlocal(A) = A.

Entonces tenemos que A es el atractor para el IFS local.

5.3. Algoritmo para hacer la compresion y
descompresion fractal de imagenes en
escala de grises

Para poder hacer una compresion de una imagen en escala de grises usaremos
transformaciones afines de la forma
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W, = (Y| = |G dz 0 Yy + Ry
2 0 0 P| |z Qs

para que sea méas claro el manejo de esta transformacion dentro del algoritmo,
podemos separarla en dos transformaciones de la siguiente manera

wi(z,y) = (@;x + by + Ry, cix + diy + Ry)
vi(z) = Pz + Qi

donde los coeficientes a;, b;, ¢; v d; son las entradas de la matriz de transfor-
macion para el plano xy de acuerdo con las simetrias del Cuadro 5.1, con un
factor de contraccion de 0.5. El coeficiente P es un nimero positivo fijo que se
encuentra en 0 < P < 0.5. El parametro @); regula la intensidad de grises en
un R;, de manera que ésta sea lo mas parecida a la de su D; correspondiente.

El objetivo de la compresion fractal es la busqueda de los parametros men-
cionados anteriormente, éstos formaran parte del codigo del IFS local, que
posteriormente servird para hacer la descompresion.

5.3.1. Algoritmo para la compresiéon fractal

1. Se lee una imagen en formato de escala de grises, es decir cada pixel
representa un namero entre 0 y 255.

2. Se escoge un sistema adecuado de coordenadas para la imagen, como se
muestra en la Figura 5.12 (A). Se divide la imagen en dominios cuadra-
dos D; del mismo tamano tal que cubran la imagen sin intersectarse.
La misma imagen es dividida en rangos R; del doble del tamano de los
D; ya que el factor de contraccién se definié anteriormente como 0.5,
éstos pueden intersectarse entre si. Su posicién estd determinada por
las coordenadas (R, R,) que pertenecen a la esquina inferior izquierda
de cada rango, como se muestra en la Figura 5.12 (B).

3. Para un dominio especifico D; se debe encontrar un rango adecuado
de la siguiente forma: para cada rango R;, se calcula el valor ); de la
funcién v; mediante la diferecia del promedio entre su escala de grises
y la escala del D;; posteriormente se le aplica a R; cada una de las siete
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Imagen

(4,0) (4,4)

1 2 3 4 Rx=0,Ry=0 Rx=1,Ry=0 Rx=2,Ry=0

5 6 7 | 8 —

9 |10 | 11 |12 R=0,Ry=1 R=1Ry,=1 R=2R,=1

13 | 14 | 15 16

(010) (410) Rx=0,Ry=2 Rx=1,Ry=2 Rx=2,Ry=2
A B

Figura 5.12: En (A) se dividide una imagen en 16 dominios homogeneos sin
intersectarse, en (B) se muestra la misma figura con sus 9 posibles rangos y
respectivas coordenadas.

simetrias del Cuadro 5.1 para encontrar una transformacion tal que la
distancia entre el R; transformado y D; sea minima; en particular, en
el algoritmo de Barnsley se utiliza la distancia euclidiana. Cuando real-
icemos este proceso sobre todos los rangos de la imagen, obtendremos
el mejor R; para el dominio D; (ver Figura 5.13).

Con esto obtenemos un c6digo para cada D; de la forma

‘Rz R, simetria Q‘

podemos suprimir las coordenadas de los dominios ya que la posicién
de ellos esta determinada por el nimero del renglon del cédigo, por tal
motivo el tamano de los D; debe ser constante.

4. Se almacenan los codigos de los D; en un archivo, su tamano en bytes
serd menor que el de la imagen del paso 1.
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\_ IRALL S
> 9 10 | 11 12+

w, Q=89 Simetria=7
=
1 2 3 4

<
> N <

5 | 6 | 77 8]

‘\

w3 Q=24 Simetria=3

Figura 5.13: Representacion bidimensional de la conclusiéon del paso 3, cada
D; ha obtenido su R;, su simetria y su escala de gris @;.

5.3.2. Algoritmo para la descompresion fractal

1.

Se lee el archivo que contiene el coédigo de la compresion fractal y una
imagen?® con las caracteristicas del paso 1 del algoritmo de compresion.

Se define el mismo sistema coordenado que en el algoritmo de compre-
sion; luego se divide la imagen en dominios y rangos como en el paso 2
del algoritmo de compresion.

El codigo se aplica en orden para saber a que D); corresponde; por
ejemplo, al primer cédigo se le asocia el dominio Dy, al dominio D se
le asocia el segundo c6digo y asi sucesivamente hasta el c6digo n-ésimo
que le corresponde el dominio D,, (ver Figura 5.12). Con la R, y R, del
codigo encontramos el R; al que se le aplicard la simetria y su intensidad
de gris ;. El rango R; transformado se sustituira en lugar del dominio
D; (ver Figura 5.11). Cuando se termine de aplicar el codigo a todos
los dominios, se tendra una imagen modificada.

3La imagen puede ser la que se desee.
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4. FEl paso anterior se repetird para la imagen modificada y asi sucesiva-
mente, teniendo dos criterios para el término del algoritmo, cuando se
cumplan las iteraciones preestablecidas o cuando la imagen ya no sea
modificada por el proceso.

La imagen que resulte del algoritmo de descompresion, puede perder detalles
en comparaciéon con la imagen que generd el c6digo en el algoritmo de com-
presion.

Los algoritmos presentados, son una forma simple de aplicar los conceptos
teoricos desarrollados a lo largo de esta seccién. Es posible hacer modifi-
caciones que mejoren los procesos de compresiéon para encontrar las trans-
formaciones adecuadas en un tiempo relativamente corto, mejorando asi la
calidad de la imagen descomprimida. Algunas sugerencias pueden ser, tomar
diferentes factores de contracciéon para cada rango y extender el conjunto de
transformaciones que se pueden elegir.

En la figura 5.14 se presenta un ejemplo de la compresion y descompresion
de una imagen, con los algoritmos desarrollados anteriormente.
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Codigo del TFS local

R, R, Simetria @

96 96 7 127
Proceso de 5 23 4 124 Proceso de
Compresion | > | 96 96 7 120 | = pescompresion

96 96 7 81

0 0 0 41

96 96 7 68

96 96 4 51

13 48 7 63

96 96 7 53

96 96 7 42

Figura 5.14: Se muestra un diagrama que une los algoritmos de compresién y
descompresion, se inicia con la imagen G pasando por el proceso de compre-
si6n y obteniendo su codigo del cual se muestra una parte en la tabla central,
por tltimo se aplica el proceso de descompresion y se obtiene una imagen G’
que es parecida a G.
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Capitulo 6

Aplicaciones a la clasificacion de
organismos a partir del DNA

A lo largo de los capitulos anteriores se han mostrado las bases tedricas de
diferentes métodos que han sido de gran utilidad en distintos &mbitos de las
matematicas y las ciencias de la computacion, nuestro propoésito es conjuntar
los métodos presentados para tener una herramienta de clasificacién bien
fundamentada, respaldada por teorias desarrolladas con bases matemaéticas.
El método que describiremos a continuacion serd para hacer una clasificacion
robusta de organismos a partir de su DNA.

Los organismos que se eligieron para su clasificacion son los mostrados en el
Cuadro 6.1, [12].

6.1. Meétodo de clasificacion de organismos

Como primer punto se deben conseguir secuencias de DNA en su formato
fasta ' que contienen cadenas de letras compuestas con el alfabeto A, G,
C y T, que indican los cuatro nucleétidos. Convertiremos esta cadena en un
formato binario con las propiedades de relacion que existen entre los cuatro
nucledtidos, estas son WS y YR (ver capitulo 2), la relacion MK no se
utilizara ya que las relaciones anteriores contienen la suficiente informacion
para describir caracteristicas principales del DNA de cada organismo. En el

!Existen varios formatos que describen diferentes caracteristicas de la secuencia de
DNA.
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(A) Arabidopsis thaliana. Pequenia planta perteneciente al grupo eucarionte,
es facilmente cultivable en cualquier region.

(B) Bacillus subtilis. Organismo perteneciente al grupo de bacterias, alta-
mente resistente a cambios fisicos y se encuentra generalmente en el
suelo.

(C) Caenorhabditis elegans. Nematodo de suelo que se encuentra en regiones
templadas, longitud aproximada de 1mm, perteneciente al grupo de los
eucariontes.

(D) Chlamydia trachomatis. Parasito intracelular, relacionado con enfer-
medades de transmisiéon sexual en humanos, muy sensible a cambios
de temperatura, algunas veces clasificado como bacteria y otras como
perteneciente a un grupo suigeneris.

(E) Escherichia coli. Bacteria que se encuentra en los intestinos de humanos
y animales.

omo sapiens. Especie terrestre que habita en casi todo el planeta,
F) H ) E ie t t habit i todo el planet
pertenece al grupo de los eucariontes.

(G) Methanococcus jannaschii. Arqueobacteria acuética que se encuentra en
chimeneas marinas de 2600 m de profundidad y con una presiéon de 200
atm.

(H) Sulfolobus solfataricus. Arqueobacteria termofilica que se encuentra en

los volcanes terrestres ricos en sulfuros y acidos, a temperaturas entre
los 70 y 90 grados C.

(I) Thermatoga maritima. Bacteria que se encuentra en volcanes marinos
con una temperatura de 80 grados C.

(J) Thermoplasma volcanium Arqueobacteria que crece Optimamante en
temperaturas mayores a los 50 grados C.

Cuadro 6.1: Organismos utilizados para su clasificacion. A cada organismo
se le asocia una letra que sirve de clave para los Cuadros 6.4 y 6.5.
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caso de YR nos interesa resaltar el tamano de la molécula, mientras que
en WS la cantidad de enlaces de hidrégeno con los que estan unidos los
nucle6tidos, en ambos casos se reduce la informacion de la naturaleza quimica
que distingue a cada una de las moléculas, esto nos permite manipular y
estudiar cada secuencia utilizando las herramientas descritas a lo largo de
este trabajo.

A continuacion se presenta un ejemplo de estas conversiones:

Archivo fasta ... AGTCGATCGACGATATGATAC ...
Conversion W S ...010110011011000010001 ...
Conversion YR ...001100110010010100101...

Se procede a utilizar el juego del caos circular sobre un poligono de 1024 la-
dos acompaitiado del mapeo shift de Bernoulli como se explico en el capitulo
3. Generaremos sucesiones de puntos siempre del mismo tamano: es decir,
cuando se utilice el juego del caos circular con secuencias binarias diferentes
la cantidad de puntos sobre el atractor sera la misma. Se han mostrado
imagenes del atractor que se produce para el mapeo shift, el atractor para
diferentes secuencias es el mismo y no es facil discernir como se distribuyen
los puntos. Para analizar este comportamiento recurriremos a la medida in-
variante. Cubriremos el atractor por completo con una malla en la cual cada
celda representa una bola y se definira un sistema de coordenadas adecuado
para poder ubicar la posicion de las celdas en la malla (ver Figura 6.1) .

Las bolas que contengan puntos seran subconjuntos de Borel. Sobre cada
celda se calcula la cantidad de puntos que caen dentro en cada iteracion, la
medida invariante como se definié es un proceso infinito, pero mostraremos
que al tener un nimero suficientemente grande de iteraciones la distribucién
de puntos empieza converger, ya que las diferencias entre una y otra iteraciéon
se hacen mas pequenas.

En la Figura 6.2 se muestra una bola sobre el juego del caos circular utilizando
la secuencia del Homo sapiens, en el Cuadro 6.2 se muestra una sucesion de
valores que representan una medida en la bola para diferentes cantidades de
iteraciones, se observa cémo, al aumentar el nimero de iteraciones, la sucesién
se acerca a un valor; para un nimero infinito de iteraciones a este valor se
le conoce como la medida invariante de la bola, en el caso de las secuencias
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Figura 6.1: Malla sobre el atractor del juego del caos circular correspondiente
a la secuencia del Homo sapiens. La malla cubre un cuadrado cuyos lados
tienen longitud 2 y esta centrado en el origen.

de DNA se puede conocer este valor ya que éstas se componen de un niimero
finito de elementos, no es necesario utilizar la secuencia completa ya que
la ocurrencia de una subcadena cualquiera esta dada por una probabilidad
implicita dentro de la secuencia. Se utilizaron cadenas de tamano 1,000,000
tomando en cuenta no exceder la longitud de la secuencia con menor nimero
de elementos.

Sobre el conteo de puntos normalizado entre cero y uno de cada celda, se
le asigna una intensidad de gris, las celdas que tienen mayor densidad de
puntos estan cerca del color blanco mientras que las celdas de menor den-
sidad se acercan al color negro (ver Figura 6.3). A esta representacion le
llamaremos el histograma del sistema asociado a una escala de grises. Como
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cada organismo tiene un histograma asociado, se le puede utilizar para hacer
una clasificacion midiendo qué tan distintas pueden ser sus distribuciones
de puntos. Asociaremos estos histogramas con el método de la compresion
fractal.

Figura 6.2: Representacion de un bola sobre el atractor del juego del caos
circular utilizando la secuencia binaria WS del cromosoma 21 del Homo
sapiens.

n iteraciones N (B, n)/n
10000 0.0249
50000 0.0213
100000 0.0207
500000 0.020612
1000000 0.022051
10000000 0.024668

Cuadro 6.2: Medida invariante sobre una bola con distintas iteraciones.

Se ha descrito el método de compresion y descompresion fractal para ima-
genes en escalas de grises, trabajaremos con las imégenes que representan las
distribuciones de puntos sobre el atractor, al hacer la compresion se genera
un codigo (ver capitulo 5) el cual pertenece a un IFS local y éste sera nuestra
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Figura 6.3: Medida invariante sobre el atractor del juego del caos circular con
la secuencia correspondiente al Homo Sapiens.

materia prima para la clasificacion de organismos. El codigo del IFS local nos
brinda la informacién necesaria para reconstruir las tonalidades de grises que
representan las densidades de puntos a través del proceso de descompresion.
Como el IF'S local fue construido apropiadamente por medio del proceso de
compresion, el atractor del IFS ser4 la imagen para la que fue construido?.

En la Figura 6.4 se muestran cuatro diferentes histogramas sobre el juego del
caos circular correspondientes a distintos organismos. Es notable la diferencia
que se observa en las distribuciones de puntos, la maxima aglomeraciéon de
puntos se observa en las zonas blancas, cuando es muy pequena la cantidad
de puntos que caen en en la zona, ésta se ve de color negro. En la Figura
6.4 (B) se puede notar una sola regién en donde la densidad de puntos es

2Ver teorema, del collage en el capitulo 5.
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D

Figura 6.4: Histograma para los organismos (A) T. maritima, (B) cromosoma
21 del H. sapiens, (C) S. solfataricus y (D) B. subtilis, con los ejes z y y se
muestra la orientacién de cada uno de ellos.
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mayor; por tal motivo las demas regiones toman tonos de grises obscuros. El
caso contrario se puede observar en la Figura 6.4 (D) en donde las regiones
en blanco predominan, es decir, la distribucién de puntos en diferentes zonas
es parecida.

Para obtener una mayor informacion de los histogramas en el Cuadro 6.3 se
muestran las coordenadas en donde la cantidad de puntos es méxima, esto
nos da una referencia acerca de las distintas alturas en el histograma.

Organismo Coordenada (x,y) Maximo
T. maritima  (0.0404, -0.1717) 464

H. sapiens (0.9898, 0.0) 3065

S. solfataricus (0.9898, 0.0) 1300

B. subtilis (0.1919, 0.101) 441

Cuadro 6.3: Para cada organismo se muestra la coordenada de la esquina
inferior izquierda de la celda donde se encuentra el maximo conteo de puntos.

A cada organismo por medio de la compresiéon fractal se le construye un
codigo IF'S. Estos codigos seran tratados como vectores a los que calcularemos
su distancia euclidiana. En las Figuras 6.5 y 6.6 se muestra la imagen original
correspondiente a los histogramas de los organismos de las Figuras 6.4 con su
respectiva reconstrucciéon a partir del codigo IFS generado por la compresion
fractal.

En los Cuadros 6.4 y 6.5 se muestran las distancias obtenidas entre los or-
ganismos del Cuadro 6.1.
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Figura 6.5: (A) Imagen en escala de grises asociada al histograma del or-
ganismo T. maritima. (B) Imagen construida a partir de su coédigo IFS. (C)
Imagen en escala de grises asociada al histograma correspondiente al cro-
mosoma 21 del organismo H. sapiens. (D) Imagen construida a partir de su
codigo IF'S.
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Figura 6.6: (A) Imagen en escala de grises asociada a la medida invariante del
organismo S. solfataricus. (B) Imagen construida a partir de su cédigo IFS.
(C) Imagen en escala de grises asociada a la medida invariante del organismo
B. subtilis. (D) Imagen construida a partir de su codigo IFS.
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B

C

D

E

F

0

1474.58
691.318
687.106
1446.67
1584.47
1258.66
668.680
1111.58
1503.33

T OoHdEmgaow

1474.58
0

1522.77
1342.25
622.439
918.858
944.357
1522.41
759.281
771.774

691.318
1522.77
0

882.022
1443.92
1512.90
1135.14
763.308
1027.62
1411.49

687.106
1342.25
882.022
0

1268.36
1444.25
1197.50
762.115
1019.74
1359.37

1446.67
622.439
1443.92
1268.36
0
892.38
897.104
1467.59
769.146
746.827

G

H

I

J

A

1583.47
918.858
1512.9
1444.25
892.38
0
886.326
1615.68
914.396
823.827

e ITmodmHoaQw

1258.66
944.357
1135.14
1197.5
897.104
886.326
0
1331.76
736.339
822.157

688.68
1522.41
763.308
762.115
1467.59
1615.68
1331.76
0
1150.36
1500.99

1111.58
759.281
1027.62
1019.74
769.146
914.396
736.339
1150.36
0

766.8

1503.33
771.754
1411.49
1359.37
746.827
823.827
822.157
1500.99
766.8

0

Cuadro 6.4: Matriz simétrica de distancias para cadenas binarias obtenidas

mediante la regla WS .
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B C D E F

0 1121.07 567.527 673.055 1259.33
1121.07 0 908.96  877.67  465.97
267.527 908.96 0 776.231 1070.19
673.0556 877.67 T776.231 0 968.982
1259.33 465.97 1070.19 968.982 0
824.788 588.551 629.213 688.55  701.25
547.046 889.439 461.292 663.58 1031.83
871.544 667.093 603.496 864.751 756.452
422.578 935.83 461.984 582911 1080.25
1223.83 461.061 1043.5 930.834 340.031
G H I J A
824.788 547.046 871.544 422.578 1223.83
588.551 889.439 667.093 935.83  461.061
629.213 461.292 603.496 461.984 1043.5
688.55  663.58 864.751 582.911 930.834
701.25 1031.83 756.452 1080.25 340.031
0 081.81  514.221 654.243 648.465
281.81 0 647.035 418.427 976.277
014.221 647.035 0 702.341 727.564
654.243 418.427 702.341 O 1045.11
648.465 976.277 727.564 1045.11 O

s TomTooH-"dmgaw

oD oH-"aHoaw

Cuadro 6.5: Matriz simétrica de distancias para cadenas binarias obtenidas
mediante la regla Y R.
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6.2. Dendrogramas asociados a organismos

Con el fin de representar graficamente la matriz de distancias recurriremos
a métodos de clasificacién jerarquica ascendente. Esta tomard parejas de
organismos de acuerdo a su distancia en las matrices de los Cuadros 6.4
y 6.5. Se construiran cimulos de pares de organismos y se relacionaran de
acuerdo a su distancia, comenzando por los que se encuentran en el mismo
cumulo siguiendo con los que se encuentran en el cimulo mas préximo y
asi sucesivamente. A la representacion gréafica de este proceso se le llama
dendrograma.

Los métodos de clasificacion jerarquica que se utlizaron para generar los
dendrogramas son: método de vecinos cercanos, método de vecinos lejanos 'y
método de pesos ponderados. El método de pesos ponderados es un prome-
dio de los otros dos. Para una descripcién detallada de estos métodos de
clasificacion véase [2].

Aplicamos el método de pesos ponderados a la matriz del Cuadro 6.4, para
observar graficamente que tanto difieren los organismos (ver Figura 6.7). Para
saber que los resultados son confiables se utilizan los métodos extremos que
son los métodos de vecinos cercanos y lejanos. Los dendrogramas generados
por estos métodos se muestran en la Figuras 6.8 y 6.9.

En el dendrograma superior de la Figura 6.7 que fue hecho utilizando las
secuencias WS de los organismos por el método de pesos ponderados, se
agrupan en dos cimulos notables, uno que consta de B. subtilis, E. coli,
T. maritima y Ch. trachomatis que pertenecen al grupo de las bacterias,
en el otro cimulo se ven agrupados organismos que pertenecen al grupo de
eucariontes y arqueobacterias. Los organismos ecucariontes se encuentran
maés cercanos unos con otros, mientras que las arqueobacterias se alejan de
los eucariontes y se mantienen cercanas entre ellas. Por el método de vecinos
cercanos y lejanos se obtuvieron las mismas agrupaciones pero con variaciones
en las distancias (ver Figura 6.8).

En los histogramas generados por las cadenas WS se notan claras diferencias
tanto cualitativas como cuantitativas entre los organismos que pertenecen
al grupo de los eucariontes y las bacterias, en los eucariontes existen zonas
sobre el atractor en las que se acumula gran cantidad de puntos haciendo
que otras zonas parezcan poco densas y existen algunas zonas en donde la
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densidad es casi nula, en el caso de las bacterias es dificil encontrar a simple
vista la zona donde se aglomera la maxima cantidad de puntos, esto hace que
su histograma parezca denso, las densidades que se encuentran son distintas
en diferentes zonas del atractor sin llegar a una desidad nula. Las arqueobac-
terias a su vez comparten caracteristicas de los dos grupos anteriores, es
decir, podemos encontrar zonas donde la densidad de puntos es casi nula y
al mismo tiempo tener zonas con distintas densidades sin poder distinguir
la zona de maxima aglomeraciéon de puntos. Este comportamiento no se
puede generalizar, ya que hay organismos de distintos grupos tales que sus
histogramas pueden tener caracteristicas similares a histogramas de grupos
a los que no pertenecen.

Con lo que respecta a los dendrogramas generados con las cadenas YR, se
forma un subgrupo que se compone de eucariones mientras que las bacterias y
arqueobacterias se mezclan indiferentemente ya que tenemos arqueobacterias
y bacterias cerca del grupo de los eucariones y por otro lado tenemos un
grupo formado por bacterias y arqueobacterias lejos de los eucariontes. Este
comportamiento se observa sin importar el método utilizado. Los histogramas
generandos con cadenas YR son mas variados y no siguen un comportamiento
como el que se presenta utilizando cadenas WS.
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B. subtilis

E. coli

T. maritima

Ch. trachomatis
C. elegans

H. sapiens

C. thaliana

S. solfataricus
T. volcanium

M. jannaschii

| | | | |
I I I I
1416.33 1062.25 708.17 354.08 0.00

B. subtilis

Ch. trachomatis
S. solfataricus
T. volcanium

E. coli

C. elegans

H. sapiens

C. thaliana

M. jannaschii

T. maritima

I I I I
877.46 658.09 438.73 219.36 0.00

Figura 6.7: Dendrogramas generados respectivamente con las matrices de
distancias WS y Y R por el método de pesos ponderados.
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B. subtilis

E. coli

T. maritima

Ch. trachomatis
C. elegans

H. sapiens

C. thaliana

S. solfataricus
T. volcanium
M. jannaschii

| | | | |
I I I I
1019.74 764.81 509.87 254.94 0.00

B. subtilis

. E. coli

T. maritima

Ch. trachomatis
C. elegans

H. sapiens

C. thaliana

S. solfataricus
- T. volcanium

M. jannaschii

I I I I
1615.68 1211.76 807.84 403.92 0.00

Figura 6.8: Dendrograma para la matriz de distancias WS generado por el
método de vecinos cercanos y vecinos lejanos, respectivamente.
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B. subtilis

S. solfataricus
T. volcanium
Ch. trachomatis
M. jannaschii

T. maritima

E. coli

C. elegans

H. sapiens

C. thaliana

| | | | |
I I I I
588.55 44141 294.28 147.14 0.00

B. subtilis

Ch. trachomatis
S. solfataricus
T. volcanium

E. coli

C. elegans

H. sapiens

C. thaliana

M. jannaschii
T. maritima

I I I I
1259.33 944.50 629.67 314.83 0.00

Figura 6.9: Dendrograma para la matriz de distancias YR generado por el
método de vecinos cercanos y vecinos lejanos, respectivamente.
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Capitulo 7
Discusion

El esquema presentado es una propesta para una clasificaciéon de organis-
mos utilizando cadenas de DNA en funcién de su naturaleza fisicoquimica y
se han conjuntando métodos que han sido utilizados para el entendimiento
de fenbmenos no lineales. Este esquema nos proporciona una visualizacion
cualitativa y cuantitativa de la cadena de DNA mostrando nuevas caracteris-
ticas que, en su representacion de sucesion de letras, no se pueden inferir.
Esto enriquece el campo de la biolégia molecular brindando nuevas lineas
de investigacion ya que, utilizando la informacién que esta implicita en las
cadenas, se puede ayudar al mejor entendimiento del origen y evolucién del
DNA.

El marco conceptual y teoérico que se utiliza en este trabajo, desde el punto
de vista de la dindmica, es el de los sistemas complejos ya que se estudia y
se analiza el DNA como un todo dejando a un lado el enfoque reduccionista
que se utiliza en ciertas ramas de la biologia.

Los resultados obtenidos con nuestro esquema son compatibles con la divisién
propuesta por Carl Woese en 1990 [30] y que es aceptada hoy en dia; Woese
propuso los dominios eucariontes, arqueobacterias y bacterias, y el arbol filo-
genetico se construye utilizando las distancias evolutivas entre los distintos
organismos mediante el ARN mitocondrial 16s, ya que es una secuencia “per-
fectamente conservada”; esto significa que ha evolucionado muy lentamente,
por lo que puede ser utilizada para rastrear los cambios evolutivos sucedidos
a lo largo de lapsos muy largos y es facil de manejar en laboratorios.
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En este trabajo se analiza una muestra de organismos que incluye los tres
grupos propuestos, permitiéndonos observar sus similitudes y diferencias con
base en nuestro esquema. El siguiente paso es hacer una optimizaciéon den-
tro del esquema de la compresion fractal de imagenes para tener un codigo
que permita distinguir con exactitud las diferencias entre organismos. Esto
permitiria hacer un anélisis detallado y exhaustivo de todas las secuencias
codificadas hasta el momento, para sugerir una forma de caracterizar las
fronteras que existen entre eucariontes, bacterias y arqueobacterias.

Para obtener una clasificaciéon robusta y que pueda complementar a la prop-
uesta original, se puede conjuntar la informaciéon de los histogramas genera-
dos por las relaciones WS y YR de cada organismo.

De este trabajo se desprende la posibilidad de usar el juego del caos circular
como herramienta para obtener medidas sobre cadenas binarias; hasta donde
se sabe, el juego del caos no ha sido utilizado para estos propdsitos. También
se pueden encontrar resultados interesantes si se cambia el orden en que
se acomadan los vértices del poligono, ya que las distribuciones de puntos
cambian dependiendo del ordenamiento sobre el mismo atractor; por ejemplo,
un ordenamiento es dado por los codigos de Gray, los cuales tiene la propiedad
de diferir en un bit entre uno y otro, fueron patentados por Frank Gray,
investigador de los laboratorios BELL en 1953 [13].

En cuanto a la compresion fractal, tenemos la seguridad de que es la primera
vez que se utiliza como método de clasificacién de imégenes, por lo cual se
podria seguir una linea de investigacion que optimize los algoritmos prop-
uestos por Barnsley cuidando que el formato del c6digo se mantenga. Una
propuesta para mejorar el algoritmo de compresién es el uso de algoritmos
genéticos que obtengan una optimizacién al aplicar el teorema del collage.

Finalmente se hace énfasis que uno de los propésitos primordiales de este
trabajo es conjuntar diversas disciplinas cientificas tendiendo puentes entre
ellas para enriquecer y proponer nuevos enfoques que permitan un mejor
entendimiento a los problemas planteados en cada una de éstas.
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