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PROLOGO

En el presente trabajo se expone €l desarrollo de un modelo para la simulacion del proceso
de laminacion. Este modelo tiene sus bases en el método del Planchon, que a pesar de ser
uno de los métodos més sencillos aplicados para laminacién, no implica que los resultados
obtenidos estén muy alejados de la readlidad. De hecho, € método del Planchén permite
obtener una aproximacion aceptable sin la necesidad de realizar una gran cantidad de
calculos, como sucede con otros métodos. Sin embargo, hay que admitir que mientras mas
exacta se requiera una solucion en este método, € modelo matemético empieza a
complicarse més, hasta el grado que, para obtener una funcién analitica de la solucion
resulta casi imposible con las herramientas mateméaticas existentes hasta el momento.
Afortunadamente, € gran desarrollo que se tiene en la computacién actualmente, ha hecho
factible la aplicacion de métodos numéricos a modelos complejos. Es por esa razén que el
modelo que se plantea en este trabajo es resuelto a través de un software que emplea
métodos numéricos.

El programa resultante del modelo ha sido nombrado LAMPLAN, e cua tiene como
funcion bésica €l andlisis del caso simétrico de un proceso de laminacion en frio,
considerando la region elastica del material de trabajo. Ademas, también permite comparar
este modelo con otros ya existentes, los cuales presentan diferentes consideraciones con €l
proposito de simplificar su andlisis. El desarrollo del programa se realiz6 en lenguaje C, y
necesita la introduccién de los datos del problema por medio de un archivo de texto. Los
resultados del software se obtienen en otro archivo de texto, en el cual su formato permite
su facil mangjo dentro del entorno de Microsoft Excel, permitiendo la manipulacion y
visualizacion de los datos.

En e primer capitulo del trabajo se realiza una descripcion general del proceso de
laminacion, el cual comprende una peguefia resefia histérica del proceso, su clasificacion y
un andlisis del proceso de laminacion de productos planos. También se hace una
descripcion de una variante del proceso de laminacion de productos planos conocida como
colaminacion; en donde dos o mas materiales se laminan uno sobre otro formando un
conglomerado cuyas propiedades como producto final (que son funcién de la combinacion
Optima de materiales) resultan ser adecuadas para ciertas aplicaciones especificas.

En el segundo capitulo se describen los conceptos bésicos relacionados con el proceso de

conformado en cuestion. Se presentan conceptos de mecanica del medio continuo, los
antecedentes de la teoria de plasticidad, |a teoria basica sobre friccidn secay una breve



descripcion del método del Planchon. Estos temas tienen como finalidad el mostrar la teoria
en lacual se basa el modelo desarrollado.

El capitulo 3 presenta el desarrollo de |as ecuaciones que conforman el modelo que utiliza
LAMPLAN, ademas de las consideraciones implicadas en el modelo. Seincluye el estado
del arte sobre la aplicacion de este método en el proceso de laminacién, y se describen los
cuatro casos que analiza LAMPLAN. Los resultados obtenidos de un jemplo tomado de un
proceso de laminacion se discuten en el capitulo 4.

Finalmente, en &l capitulo 5 Unicamente se plantean |as ecuaciones para el modelo del
proceso de colaminacién. Lo original de este andlisis es que se pretende obtener larelacion
de espesores ala salida del proceso mediante el uso del método del Planchon. Ademas se
utilizaran los resultados del capitulo 4 parajustificar una simplificacion hechaa modelo.

Unade lasfinalidades de este trabajo es dar inicio a desarrollo de un modelo que describa
el proceso de colaminado basado en el método del Planchdn, para posteriormente comparar
los resultados con datos experimentales y de esa manera evaluar la eficacia del modelo. Si
el modelo resulta satisfactorio, se obtendria una herramienta poderosa, y alavez smple,
para el andlisis de este proceso, cuya aplicacion de sus productos en laindustria se havisto
ampliada recientemente.

Orlando Ledn Garcia.
Septiembre de 2003.



NOMENCLATURA

La lista de simbolos que se muestra a continuacion Unicamente se aplica para el desarrollo
de los modelos para los procesos de laminacidn y colaminacion, los cuales corresponden a

los capitulos 3y 5.

E Maodulo de Y oung.

Eef Deformacion efectiva.

& Deformacion real en ladirecciony.

Fr Fuerza de reaccion en los rodillos por unidad de ancho.

fr Friccién de losrodillos.

fe Friccion provocada por € contacto entre la capainternay la externa.

h Espesor total del material de trabajo paralaminacién y colaminacion.

ho Espesor total inicial del material de trabajo paralaminaciény colaminacion.
hy Espesor total final del material de trabajo paralaminaciony colaminacion.
he Espesor de la capa externa.

heo Espesor inicial de la capaexterna.

et Espesor final de la capa externa.

h; Espesor de la capainterna

hio Espesor inicial dela capainterna.

hit Espesor final de la capainterna.

K Coeficiente de resistencia.

k Esfuerzo cortante de fluencia.

Kerin Esfuerzo cortante de fluencia del material méas blando en &l conglomerado.
m Factor de friccion.

u Coeficiente de friccion.

n Exponente de endurecimiento por deformacién en frio.

1% Coeficiente de Poisson.

P Cargadelosrodillos.

Pc Carga normal provocada por lainteraccion entre la capainternay la externa.
R Radio de losrodillos.

0 Angulo de contacto paralaminacion.

(78 Angulo de contacto entre la capa externay la capa interna.

N Angulo de contacto del punto neutro.

& Angulo de contacto entre €l rodillo y la capa externa



00
01
02
O3
Ox
Oxi
Oxe
Oy

Yo

Angulo de contacto total paralaminacion.

Esfuerzo normal de fluencia.

Esfuerzo principal en ladireccion 1.

Esfuerzo principa en ladireccién 2.

Esfuerzo principal en ladireccion 3.

Esfuerzo principal en ladireccion x.

Esfuerzo principal en ladireccion x de la capainterna.
Esfuerzo principa en la direccion x de la capa externa.
Esfuerzo principal en ladirecciony.

Torque de laminado por unidad de ancho.

Ancho del material de trabgjo.

Esfuerzo normal de fluencia para una prueba de traccion uniaxial.

VI



CAPITULO 1

ANTECEDENTES

1.1 INTRODUCCION

La contribucién de la manufactura a producto nacional bruto (PNB) en un pais
industrializado es un excelente indicador, sino es que hasta exclusivo, de su grado de
desarrollo como nacion. Lo anterior se puede demostrar en la gréficade lafigura1l.1, enla
que se presenta la contribucién de la manufactura al PNB como una funcion del PNB per
capita. La gréfica posiciona a Alemania como lider, seguido por Suiza, Japén, Italia,
Franciay los Estados Unido de América. En la escala mas baja estan las naciones en vias
de desarrollo, como lo son Bangladesh, Zaire y Etiopia. México se encuentra en una
pOsicidn un poco superior a estos paises, teniendo en cuenta la escala logaritmica.

100000 — Japan
] HongKong US <  Germany
i . ‘e e Singapore
10000 — Italy Canada
B 3 Hungary
Q ] Mexico = ¢ Poland ‘
&’ - Turkey * Russia
8 1000 E Pakistan * Philippines
i Bangladesh ° o China
- * India
100 = o
j Ethiopia
10 ] T T
0 10 20 30 40
contribution of manufacturing to the GDP (%)

Figura 1.1 Contribucion de lamanufacturaa PNB en 1995.
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Debido a a importancia que tienen los procesos de manufactura en la economia de un pais,
se ha redlizado un gran nimero de investigaciones con € propdsito de comprender y
explicar el comportamiento de estos procesos y, de esa manera, disefiar y controlar las
caracteristicas fisicas del producto final.

Gracias a la capacidad de procesamiento de datos de la computadoras, actualmente los
modelos numéricos de calculo son herramientas posibles e indispensables en e disefio de
procesos de manufactura. Sin embargo, alin con todo e potencia de célculo actua y los
avances en la ciencia, no existen soluciones exactas que describan completa 'y cabamente
el comportamiento de algunos de estos procesos.

A pesar de €ello, un sin nimero de aproximaciones han sido propuestas por varios autores
para € modelado matemético y simulacién de dichos procesos, en donde se aplican
diversas teorias y herramientas matematicas que buscan dar una solucién a problema de
predecir el comportamiento de un material durante su procesamiento, asi como los
pardmetros involucrados durante € mismo.

Entre los procesos de conformado mecanico, que son una rama de los procesos de
manufactura, el proceso de laminacion es uno de los més importantes debido al campo de
aplicacion que tan amplio que tienen sus productos.

1.2 EL PROCESO DE LAMINADO

Dentro de los procesos de conformado mecanico, e laminado es un proceso de
deformacion volumétrica, en el cual € espesor del material de trabajo se reduce mediante
fuerzas de compresion gercidas a través de dos rodillos que giran en sentidos opuestos,
como se ilustra en lafigura 1.2. Debido a giro de los rodillos, €l material de trabgjo se
introduce hacia € claro de laminacion por las fuerzas de friccion a la vez que es
comprimido por los rodillos. El proceso basico de laminacion es el laminado de productos
planos, que es el que se muestra en la figura 1.2, utilizado para reducir €l espesor de una
seccién transversal rectangular, donde las dimensiones del ancho son mucho mayores que
el espesor.

La mayoria de los procesos de laminado involucran una alta inversion de capital, debido a
que se requieren piezas de equipo pesado [lamadas molinos laminadores o de lalaminacion.
El alto costo de inversién exige que los molinos se usen para produccion en grandes
cantidades de articul os estandar como laminasy placas.
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Material de q
Trabajo

~—

Figura 1.2 Proceso de laminacion.

La préctica moderna del laminado data del afio 1783, cuando se expidid en Inglaterra una
patente para un proceso que producia barras de hierro usando rodillos acanalados;
anteriormente, la historia registra el disefio de un molino de laminacion realizado por
Leonardo da Vinci en el afio 1480. Hoy en dia los productos laminados abarcan cerca del
90% de los productos fabricados mediante procesos de conformado tradicionales, debido al
bajo costo de producciony € gran campo de aplicaciones.

Dada la gran variedad de aplicaciones, resulta interesante el andlisis del proceso mediante
técnicas analiticas. La necesidad de predecir el comportamiento de un material al ser
deformado para obtener un producto se remonta a los primeros estudios de la deformacion
plastica de los metales (esto es a fines del siglo X1X). La mayor parte de la teoria del
conformado de metales se ocupa finalmente de la prediccién de las tensiones mecanicas o
de los esfuerzos que actlan durante la deformacion del metal, y en consecuencia, de las
fuerzas que se deben aplicar.

1.3 CLASIFICACION DEL PROCESO DE LAMINADO

Una de las clasificaciones principales en que se divide el proceso de laminado depende del
rango de la temperatura en la que se desarrolla el proceso, por 1o que es comin referirse a
laminado en frio y a laminado en caliente. Esta clasificacion se basa en la gran variacion
gue existe entre las propiedades de los productos y |as condiciones del proceso.

En la industria, la préctica usual es laminar primero a altas temperaturas, para finalmente
aplicar laminado en frio. El laminado en caliente se aplica cuando se desean realizar
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deformaciones considerables con cargas no tan elevadas, mientras que e laminado en frio
se utiliza cuando se necesita gran precision dimensional y para mejorar las propiedades
mecanicas.

1.3.1 LAMINADO EN CALIENTE

En e laminado en caliente, e material de trabgjo entra a los rodillos a una temperatura
superior a su temperatura de recristalizacion, la cual es aproximadamente la mitad de su
punto de fusion en la escala absoluta. EI material de trabajo se suaviza més conforme se
eleva la temperatura por encima de la de recristalizacion; sin embargo, existe el
inconveniente de que durante el proceso de laminacion se genera en ocasiones € calor
necesario para causar lafusion en ciertas regiones.

La ventaja mas significativa del laminado en caliente radica en la capacidad de producir
deformaciones plasticas sustanciales en €l material, a diferencia del laminado en frio.
Dentro de otras de sus ventajas estan que |os productos obtenidos generalmente estan libres
de esfuerzos y sus propiedades son isotropicas. Las desventagjas del laminado caliente son
que el producto no puede mantenerse dentro de tolerancias estrechas, y la superficie
presenta una capa de 6xido caracteristica.

En los ultimos 40 afios, las tecnologias del control de proceso han sido desarrolladas
ampliamente con el proposito de satisfacer las demandas de dimensiones de alta precision,
de un control estrecho en las propiedades fisicas y mecanicas y de la obtencion de una
productividad alta. En los procesos de laminaciéon en caliente modernos, € control de
proceso es totalmente computarizado, por 1o que las propiedades del producto final pueden
ser controladas con mayor precision.

1.3.2 LAMINADO EN FRIO

La temperatura a la que se produce €l laminado en frio es la del ambiente o un poco
superior a €lla. Las ventgas més significativas del laminado en frio en comparacién al
laminado en caliente son: proporcionar mejor precision dimensional, lo que significa
tolerancias mas estrechas del espesor; superficie del material libre de incrustaciones o capas
de Oxido; endurecimiento por deformacion, lo cual aumenta la resistencia 'y la dureza del
material de trabajo; y, en cuestiones econdmicas, debido a ahorro de costos de horno y
combustible.
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=

Figura 1.3 Orientacion de granos en el laminado en frio.

Ademés de las ventgjas anteriores, hay una que cabe mencionar por separado, y es la
referente a la orientacion de los granos. Antes de que €l material de trabajo sea laminado,
todos los granos que conforman el metal se encuentran sin una direccién en especifico, y
esto se reflegja en las propiedades del material mediante su isotropia. Sin embargo, como se
observa en la figura 1.3, debido a la deformacion provocada por el proceso de laminacion,
los granos obtienen una direccion orientada hacia € flujo del material, por lo que las
propiedades se vuelven direccionales. Esta anisotropia del material por lo general resulta
conveniente en € producto, principamente porque la resistencia en la direccion
longitudinal del material se ve incrementada. Pero en ocasiones esta caracteristica de los
productos laminados resultan indeseables, por g emplo, en el proceso de embutido en € que
se obtienen piezas defectuosas si no se tiene en cuentala anisotropia de lalamina.

Entre una de las desventajas asociadas con e laminado en frio, esta la elevada carga que
sufren los rodillos durante el proceso, que es un limitante para la cantidad de reduccion del
material de trabajo.
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1.4 ANALISIS DEL LAMINADO DE PRODUCTOS PLANOS

El proceso de laminado de productos planos se ilustra en la figura 1.4. Este proceso
involucra el laminado de planchas, tiras, laminas y placas, y partes de trabajo de seccidn
transversal rectangular con un ancho mayor que e espesor. En e laminado plano se
acostumbra expresar larelacion entre el espesor final y € inicial en términos de un cociente
conocido como reduccion, r.

(1.1)

Cuando se utiliza una serie de operaciones de laminado, |a reduccion se toma como la suma
de los adelgazamientos dividida entre el espesor original.

Figural.4 Variablesdel laminado plano.

Ademas de reducir €l espesor, e laminado incrementa usualmente el ancho del material de
trabajo. Esto se conoce como ensanchamiento (spreading), y tiende a ser mas pronunciado
con bajas relaciones entre ancho y espesor, asi como con bajos coeficientes de friccion.

Los rodillos entran en contacto con el material de trabajo alo largo de un arco de contacto
definido por el angulo de contacto, €. Cada rodillo tiene un radio R y su velocidad de
rotacion tiene una velocidad tangencial v;. Esta velocidad es mayor que la velocidad de
trabg o vo y menor que la velocidad de salida vi. Como €l flujo de metal es continuo, hay un
cambio gradual en la velocidad del material de trabajo entre los rodillos. Sin embargo,
existe un punto a lo largo del arco donde la velocidad del trabgjo iguala la velocidad del
rodillo. Este punto se llama punto neutro, también conocido como punto de no
deslizamiento, localizado a un angulo de contacto 6y. A cualquier lado de este punto,
ocurren deslizamientosy friccion entre €l rodilloy el material de trabgjo

Lafriccion se presentaen el laminado como una de las fuerzas que tienen mayor
importancia en este proceso. En el lado de la entrada del punto neutro la fuerza de friccion
tiene una direccion afavor del flujo del material, mientras que en el otro lado, tiene la
direccién opuesta. Sin embargo, las dos fuerzas no son iguales. Lafuerza de friccion es
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mayor en laentrada, de manera que lafuerzanetajala el trabajo através de los rodillos. El
laminado no seria posible sin estas diferencias.

Las variaciones en la presion del rodillo alo largo del arco de contacto son significativas.
La presion alcanza un méximo en e punto neutro y se desvanece a cada lado de los puntos
de entrada y salida. Al aumentar la friccion, la presiéon se incrementa al maximo relativo
entre los valores de entrada y salida. Al disminuir lafriccion, € punto neutro se corre hacia
lasalida afin de mantener una fuerza neta que jale el material en la direccion del laminado.
De otra forma, con una bagja friccion, el material de trabajo podria dedlizarse en lugar de
pasar entre los rodillos.

1.5 EL PRoceso bDE COLAMINADO

El colaminado de metales es un proceso de conformado mecanico utilizado para la
obtencion de materiales compuestos laminares. Los materiales que conforman el compuesto
pueden seleccionarse para proporcionar combinaciones poco usuales y dificiles de obtener
en los materiales originales, como son: rigidez, resistencia, peso, rendimiento a temperatura
alta, resistenciaala corrosion, dureza o conductividad.

L os productos colaminados incluyen recubrimientos muy delgados, superficies protectoras
mMé&s gruesas, revestimientos, elementos bimetdlicos y laminados entre otros. Muchos son
disefiados para mejorar la resistencia a la corrosion mientras se mantiene un bajo costo, alta
resistencia o bgjo peso. Otras aplicaciones importantes incluyen una resistencia superior al
desgaste 0 abrasion, caracteristicas poco usuales de expansion térmica, e incluso para fines
estéticos como es el caso de la chapa para acufiado empleada en Estados Unidos. una
aleacion Cu-80%Ni se une por ambos lados a una aleacion Cu-20%Ni; la aleacion de
alto niquel da una tonalidad parecida a la plata, mientras que €l nucleo predominantemente
de cobre garantiza un bajo costo.

L os materiales de revestimiento tienen una combinacion de buenaresistencia ala corrosion
y dta resistencia mecanica. El Alclad es un compuesto en €l cual € auminio
comercialmente puro se une con aleaciones de aluminio de mayor resistencia. EI aluminio
puro protege de la corrosion a la aleacion mas resistente. El espesor de la capa de aluminio
puro es de entre 1% y 15% del espesor total. Este metal se utiliza en la construccién de
aeronaves, cambiadores de calor, edificios y tanques de amacenamiento, donde son
deseables las combinaciones de resistencia ala corrosion, resistencia mecanicay bajo peso.

El colaminado es una variante del proceso de laminacion convencional, es decir, la unién
permanente de metales se da por medio de la compresion entre rodillos, los cuales producen
la deformacién pléstica de los materiales por medio de esfuerzos de compresion y cortantes.
L os esfuerzos de compresion se deben a que segiin € material se introduce, €l espesor libre
entre los rodillos (claro de laminacion) es cada vez menor; los esfuerzos cortantes son
debido a que las fibras externas de los materiales estén sujetas ala fuerza de friccion de los
rodillos.
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1.6 VARIANTES DEL PROCESO DE COLAMINADO

La simetria del proceso queda basicamente determinada por € numero, disposicion y
espesor de las capas a unir. Adicionalmente la velocidad, dimensiones y rugosidad de los
rodillos definirédn también condiciones de simetria. La simetria se tomara con relacion a la
disposicion de los materiales respecto a plano medio que divide a claro de laminacion en
iguales a considerar que los rodillos superior en inferior son iguales y los parametros de
operacion los mismos. El andlisis del proceso se simplifica cuando existe simetria tanto en
la disposicion del material como en la operacion del laminador puesto que los flujos seran
iguales para ambas mitades.

1.6.1 CASO SIMETRICO

Al contar con una disposicién simétrica de los materiales a colaminar, cuando los rodillos
del laminador en contacto con el material son del mismo diametro y cuando las velocidades
de éstos son iguales, e proceso de modelado se ssimplifica. Con este se consigue un ahorro
significante en recursos de computo. El colaminado simétrico facilita el modelado al
requerir unicamente estudiar la deformacién de la mitad del conglomerado. El gemplo mas
sencillo de colaminado simétrico se muestra en la figura 1.5, en donde tres capas de
materiales. dos de ellas iguales tanto en propiedades como en espesores (exteriores en
contacto con los rodillos) y una tercera intermedia, son laminadas conjuntamente por un
laminador con rodillos del mismo didmetro. Comunmente se tiene que la capa que presenta
menos deformacion es laintermedia.

El colaminado simétrico se gjusta perfectamente a la primera etapa de la fabricacion de
cojinetes de deslizamiento, en donde se tiene un conglomerado Al-AlSn-Al.

R

(

y 1 \ ‘
L R

Figura1l.5 Caso simétrico.
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1.6.2 CASONO SIMETRICO

Cuando la disposicion de los materiales no es simétrica, y € didmetro de los rodillos de
trabajo no es el mismo o bien s las velocidades angulares de éstos difieren, el andlisis del
proceso resulta mas complegjo. En lafigura 1.6 se muestra el caso no simétrico méas ssimple,
en donde lavelocidad lineal delos rodillos eslamisma.

El laminado conjunto no-simétrico se gusta a la etapa terminal de la fabricacion de
cojinetes de dedlizamiento, en donde el conglomerado A1-A1Sn-Al (que una vez
conformado, précticamente puede ser considerado como un Unico material) se une a una
cinta de acero por medio de la accién mecanicadel laminador.

l Plano de simetria

X Soporte
rigido

Figura 1.6 Caso no simétrico.



CAPITULO 2

CONCEPTOS BASICOS

2.1 CONCEPTOS DE MECANICA DEL MEDIO CONTINUO

La composicion atomica y molecular de la materia esta bien establecida. A escalas lo
suficientemente pegueiias, por ejemplo, un bloque de aluminio se puede representar como
un conjunto discreto de varios aomos de aluminio organizados en celdas que se repiten, y a
una escala aln més pequefia, los aomos estan conformados por un nicleo de protones y
neutrones del cual los electrones giran arededor en una o6rbita. De esta forma, se
comprueba que la materia no es continua. Sin embargo, € aceptar que la materia se
comporta como un continuo, implica ignorar la composicion discreta de los materiales, y
asumir que la materia de dichos cuerpos esta distribuida uniformemente en su totalidad, sin
espacios vacios. Es decir, se podria dividir indefinidamente la materia en muy pequefios
elementos, y cada elemento tendria las mismas propiedades fisicas del cuerpo original.

El concepto del continuo resulta aplicable satisfactoriamente a la realidad cuando en un
andlisis se consideran cuerpos cuyas dimensiones caracteristicas son mucho mayores en
comparacion de las distancias moleculares. Poniendo nimeros, cuando las dimensiones son
mayores a 1 [um] se puede considerar a un cuerpo como continuo.

La Mecénica del Medio Continuo se encarga del andlisis del comportamiento cinemético y
mecanico de materiales que son modelados como continuos.

En este capitulo se aplica la mecanica del medio continuo con el proposito de dar las bases
parala obtencion de las ecuaciones fundamental es que conforman el modelo matematico de
los procesos de laminacién y colaminacion. Ademas de aplicar e concepto de medios
continuos, también se realizan otras dos consideraciones respectos a las propiedades de los
materiales. La primera, es que los materiales son homogéneos, que implica que las
propiedades en cualquier region del material son las mismas en todo € cuerpo, y la
segunda, que las propiedades de los materiales no cambian con la direccion, sin importar su
localizacion, alo que se le conoce como isotropia.

10
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2.1.1 ESFUERZO

Usuamente, el esfuerzo se define como la solicitacion de un medio continuo a una carga o
solicitacién, esta reaccidn es directamente proporcional a la fuerza aplicada e inversamente
proporciona a area sobre la cual actla. Las fuerzas involucradas en esta relacion son las
denominadas fuerzas de superficie, las cuales actian por contacto y pueden ser clasificadas
como de carga o de presion.

Las fuerzasinternas en €l solido afectan el estado de los enlaces que mantienen unidas a las
particulas de éste, manifestandose por consiguiente en una reaccion fisica. Por lo tanto, €
esfuerzo se define como la reaccion interna de un material en un punto de dimensiones
diferenciaes, es decir

o= lim &F ~9F 2.1)

A0 AA dA
La resultante (F) se puede descomponer en dos componentes: una componente normal y
una componente tangencial con respecto a area de contacto. A partir de estos dos tipos de
fuerzas, se pueden definir esfuerzos normalesy esfuerzos cortantes.

Figura2.1 FuerzaF aplicadaaun angulo # sobre un cuerpo.

o= dF, (2.2) T= a7
dA dA

(2.3)

11
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Figura 2.2 Estado de esfuerzos de un volumen diferencial.

Si se andliza un volumen diferencial de un cuerpo que se encuentra en equilibrio y esta4
sujeto a una serie de solicitaciones externas, como € de la figura 2.2, se obtendria que
cualquier combinacion de esfuerzos aplicados a elemento diferencial podria reducirse a 18
componentes, 3 por cada cara. Sin embargo, como el cuerpo se encuentra en equilibrio, por
balance de fuerzas se reduce a la mitad el nimero de incognitas. El conjunto de estos 9
esfuerzos definen el estado de esfuerzos, es decir, el total de las reacciones en €l interior de
un cuerpo sometido a solicitaciones externas. La representacion matemética del estado de
esfuerzos es por medio de un tensor de segundo rango ojj, conocido como tensor de
esfuerzos, que en formamatricial quedaria expresado como

Oy 2-xy Ty
Ci=|Tx O, Ty (2.4)
T o

El nimero de componentes linealmente independientes se reduce a seis a aplicar la
ecuacion de momentos angulares. También se encuentra, que a haber equilibrio de
momentos angulares, el tensor obtenido es simétrico. Aplicando estos resultados a la
ecuacion 2.4, se obtiene:

Oy z-><y Ty
O =Ty Oy Ty, (2.5)
Ty z'yz o,

Cabe destacar que la magnitud de cada componente del tensor de esfuerzo depende de la
direccion del sistema coordenado elegido. Existen direcciones en las que algunos
componentes del tensor de esfuerzo tienen un valor de cero. Un gemplo obvio de esta

12
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situacion se observa en una prueba de traccion, los esfuerzos normales perpendiculares ala
direccion de la fuerza de traccion son nulos.

Existe un conjunto de ges coordenados (1, 2 y 3) alo largo de los cuales €l valor de los
esfuerzos cortantes se anula. A los esfuerzos normales que conforman a este tensor de
esfuerzos (o1, o», o) se le denominan esfuerzos principales, mientras que a las direcciones
se les conoce como g es principales.

La magnitud de los esfuerzos principales puede ser determinada por la siguiente ecuacion
cubica:

oy - ol +1,0,-1,=0 (2.6)

A los coeficientes 13, I, y I3 se les conoce como invariantes, debido a que son
independientes del sistema coordenado escogido. El valor de cada uno de los invariante esta
dado por

l,=0,+t0,+0, (2.7)

2 2 2
I, = (rxy +T, TTy, )— (O‘XGy +o,0,+ JXO'Z) (2.8)

ryzz +o.12+0,12 ) (2.9)

y¥xz z%xy

l;=0,0,0,+2r,7,7,-\0

xy“xztyz X

Para un estado de esfuerzos dado, |os esfuerzos principal es son Unicos.

2.1.2 DEFORMACION

La deformacion se define como el cambio de forma de un cuerpo provocado por la
aplicacion de una carga. Conforme un solido es deformado, los puntos que conforman al
cuerpo tienen un determinado desplazamiento. La forma de medir las deformaciones es por
medio de estos desplazamientos, sin embargo, es necesario excluir los efectos del
movimiento de cuerpo rigido, tal como lastraslacionesy las rotaciones puras.

Siendo el cambio de longitud lo que se usa para definir la deformacion, se obtiene que:

=l _al (2.10)

ly ly

e

donde e es conocida como deformacion ingenieril o nominal. Para deformaciones grandes,
es més conveniente utilizar una definicion alternativa, propuesta por Ludwick. La
deformacion real, ¢, también conocida como logaritmica o natural, es definida como el
cociente del cambio en el incremento de longitud entre la longitud actual. Expresado en
forma matemética se tiene:

13
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de :OI" (2.12)

Al integrar laecuacion 2.11 se obtiene:

= |n|' (2.12)

0

A pesar de lasimplicidad de cdlculo que implica el uso de deformaciones ingenieriles, este
tipo de deformacién no cumple con la propiedad de aditividad. La propiedad de aditividad
consiste en que la suma de incrementos en la deformacién es igua a la deformacién total.
En € caso de las deformaciones reales, éstas si cumplen con esta propiedad, por 1o que es
més conveniente su uso.

Al igua que en e caso de esfuerzos, las deformaciones también se utiliza un tensor de
deformaciones, que es definido de |a siguiente manera:

&y Xy Xz
&= Ex & &y (2.13)
Ex Ey &

Como ya se habia mencionado, las deformaciones no contemplan los movimientos
relacionados al cuerpo rigido, por 1o que lamatriz de deformacion resulta ser simétrica

& =\le, &, & (2.14)
g

2.1.3 DEFORMACION PLANA

Un estado de deformacion plana ocurre cuando, en la region de deformacion, una de las
dimensiones principales es visiblemente mayor que las otras dos. En laminacion esto se
cumple cuando €l érea de la seccion transversal que comprende el claro de laminacion es
muy peguefia comparada con el espesor de la cinta. Comunmente se puede considerar que
s larelacion entre el espesor del material alaminar y su ancho es de 1 a 10, la deformacion
puede considerarse plana sin mayores inconvenientes. En este sentido, la deformacién en €
gje perpendicular a flujo del material (el ge z de lafigura 2.3) es despreciable y e tensor
de deformaciones queda expresado de la siguiente manera

14



Capitulo 2 Conceptos Béasicos

y
X
z/

Figura 2.3 Deformacion plana.

0
e=|¢, €, 0O (2.15)
0

Un estado de deformacion plana esta caracterizado por |as siguientes propiedades:
e El flujo esen cualquier punto paralelo a un plano dado.
e El movimiento esindependiente del gje normal a dicho plano.

El casi nulo ensanchamiento del material de trabajo durante el proceso de laminacion es un

indicador de la aproximacion a un estado de deformacion plana.

2.1.4 ELASTICIDAD ISOTROPICA

Para la zona el astica de un material isotrépico, lineal y homogéneo, la ecuacion constitutiva
correspondiente es laley de Hooke. Laley de Hooke asume que €l esfuerzo es directamente
proporcional aladeformacion.

Para el caso de traccion uniaxial, donde se examina €l esfuerzo y la deformaciéon en una
soladireccion, figura 2.5, setiene que

&= E (225)

Sin embargo, las deformaciones en las otras dos direcciones principales se relacionan con la
deformacion cuya direccion es la de la traccion mediante otra constante, conocida como
coeficiente de Poisson, v, de la siguiente manera

E,=E;=—VE (2.26)
2 3 1
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Figura2.5 Deformaciones principales en una prueba de traccion uniaxial.

En el caso en e que los tres esfuerzos principales sean aplicados simultaneamente, cada
uno de ellos provoca deformaciones en las direcciones perpendiculares a su direccion, por
lo que laley de Hooke para un estado de esfuerzos tridimensional esta dado por

1

& = £ (0'1 —V(O'2 +0, )) (2.27)

De manera similar quedarian expresadas las deformaciones de las otras direcciones,
solamente gque con sus subindices respectivos.

b2 = (o -v(,+0,) (2.28)
1
&3 = E(US ~v(o, +0,)) (2.29)

2.1.5 ECUACION DE CAUCHY

La ecuacién de Cauchy es una expresion basada en e principio de conservacion de
cantidad de movimiento lineal. Este principio de conservacion es de hecho una
generalizacion de la segunda ley de Newton aplicada a la mecénica de los medios
continuos, y establece que las interacciones entre las particulas de un continuo pueden ser
representadas por fuerzas internas (en forma de esfuerzos), donde estas fuerzas obedecen
los mismos principios aplicados a las fuerzas externas. La conservacion de la cantidad de
movimiento lineal puede ser enunciada de la siguiente manera: la razén de cambio de la
cantidad de movimiento lineal de cualquier conjunto de particulas esigual alaresultante de
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las fuerzas que actlan en este conjunto de particulas. La cantidad de movimiento lineal es
representada generalmente por el vector L, y su valor esta dado la siguiente expresion

L=mv (2.16)

Para la deduccion de la ecuacion de Cauchy, se parte de considerar cualquier conjunto de
particul as que ocupen un volumen V en el espacio, delimitadas por una fronterade area A, y
que estén sometidas a una serie de fuerzas expresadas por unidad de area Fj, como se
muestra en la figura 2.4. Las fuerzas de cuerpo estan representadas por €l vector B,
mientras que b es lafuerza de cuerpo por unidad de volumen.

Figura2.4 Conservacion de cantidad de movimiento lineal.

La cantidad de movimiento lineal de cada elemento diferencial esta dado por pvdV, donde v
es la velocidad lineal del elemento diferencial dV. La cantidad de movimiento lineal total
del volumen V puede ser evaluada por lasiguiente integral:

L= L ovdV (2.17)

Por lo tanto, larazon de cambio de la cantidad de movimiento lineal total esta dada por
— = *L pvdV = L pd—vdV (2.18)
t dt

Aplicando la segunda ley de Newton y utilizando la ecuacion 2.18 se obtienen los
siguientes resultados

_ do
> F =4t (2.19)
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[FdA+[ pbdv = p‘jji_'dv (2.20)

Sin embargo, se tiene que F=o:n y utilizando el teorema de la divergencia, la integral de
superficie puede ser transformada a unaintegral de volumen

FdA=[o-ndA= (V- oodV (2.21)
JFaA=]; )

Donde o es el tensor de esfuerzosy n es el vector unitario normal ala superficie.

Sustituyendo la ecuacion 2.21 en la ecuacion 2.20 y reacomodando |os términos se obtiene
que

L[v-m pb—p‘;i’jdv =0 (2.22)

Para que se cumpla la ecuacion 2.22, € integrando debe ser igual a cero, por lo que se
obtiene la siguiente ecuacion

V-O'+pb:p(;: (2.23)

La ecuacion 2.23 es la forma diferencial del principio de conservacion de la cantidad de
movimiento lineal y es conocida como la ecuacion de Cauchy. En notacion indice, la
ecuacion de Cauchy es expresada de la siguiente manera

do; dv.

i o i 2.24
ix + pb, P4t (2.24)

]

2.2 PRINCIPIOS DE PLASTICIDAD

A diferencia de la elasticidad, en e comportamiento plastico € cuerpo deformado no
regresa a su estado original cuando se retira la solicitacion aplicada. La deformacion es
permanente. Sin embargo, para provocar una deformacion plastica, es necesario rebasar un
determinado esfuerzo, a este esfuerzo se le conoce como esfuerzo de fluencia. En la
mayoria de los metales ductiles, la deformacion pléastica puede continuar incrementandose
s @ esfuerzo que inicié lafluencia es continuamente incrementado.

Las expresiones matemdticas que sirven para aproximar €l comportamiento de la

plasticidad, aunadas con observaciones experimentales, son conocidas como criterios de
fluencia. Estos criterios tienen como principal objetivo el predecir bgo que estados de
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esfuerzos se producira la fluencia, dependiendo de determinadas propiedades del metal a
ser deformado.

2.2.1 CRITERIOS DE FLUENCIA

Como ya se mencion0, un criterio de fluencia es aquella expresion matemética que
utilizando €l estado de esfuerzosy ciertas propiedades de material es capaz de determinar el
inicio de la deformacion plastica o fluencia. La forma méas general de esta expresion en
términos de los esfuerzos principales es la siguiente:

f(o,,0,,0;,)=Cte (2.30)

Para la mayoria de los metales ductiles que son isotropicos, se hacen las siguientes

consideraciones en base a diversas observaciones.

1. No se considera e efecto de Bauschinger, por 1o que los esfuerzos de cedencia en
traccion y compresion son equivalentes.

2. Basandose en laley de conservacion de masa, € equivalente pléstico del coeficiente de
Poisson es 0.5.

3. El esfuerzo hidrostético, oy, no influye en la deformacién pléstica.

=Gl+(72+0'3

. (2.31)

Oy

En base a las consideraciones 1y 3, si se representa graficamente en tres dimensiones un
criterio de fluencia donde |os esfuerzos principales en cada una de la direcciones fueran los
gjes coordenados, se obtendria una superficie prismética en la que el area perpendicular a
cada uno de los ges se mantendria constante. A esta superficie se le conoce como
superficie de fluencia. Si uno de los esfuerzos principales se mantiene constante, a la
grafica bidimensional resultante se le conoce como laregion de fluencia.

La razon por la que se puede hacer la consideracion 2, es que la deformacién pléstica
ocurre solamente por la accion de esfuerzos cortantes. Por |o tanto, la ecuacion 2.31 puede
ser expresada de la siguiente manera

fllo,—0,)(0; - 05).(0, —05)] = Cte (2.32)
Si se utilizaran los circulos de Mohr para la visualizacion de los esfuerzos principales, se
observaria que por la ecuacion 2.32 la fluencia no dependeria de la posicion de los circul os,

sino Unicamente de sus diametros. Lo anterior se ilustra en la figura 2.6, donde los dos
estados de esfuerzos son equivalentes, debido a que ambos estados provocan fluencia.
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Figura2.6 Circulos de Mohr para dos estados de esfuerzos que difieren por esfuerzo hidrostético, pero que
son equivalentes en cuestion de lafluencia

Dentro de la teoria de la plasticidad, es comun expresar a tensor de esfuerzos como la
suma de dos términos: e esfuerzo hidrostético, ojj, y €l tensor desviador de esfuerzos, S;;.

O =00, + 5 (2.33)

donde J;; representa al tensor identidad.
Debido a que el esfuerzo hidrostético no influye en la fluencia, € desviador de esfuerzos es
el unico responsable de provocarla.

2.2.2 CRITERIO DE TRESCA

El criterio postula que la fluencia ocurre cuando €l esfuerzo cortante mayor alcance un
valor critico. En términos simplificados, € criterio puede ser expresado de la siguiente
forma

Omax — Omin = Cte (2.34)

O amanerade giemplo

o,—-0,=Cte; s o,>0,>0, (2.35)
Para poder evaluar la constante, se utiliza € estado de traccion uniaxial. En ese estado
omax=01, o»=03=0 y la fluencia ocurre en e momento en que se alcanza el esfuerzo de

fluencia en la prueba de traccion, es decir, o1=op. Sustituyendo se obtiene

o,—-0,=Cte=0, (2.36)
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Para €l caso de cortante puro, omax=01, omin=03=-01 Y 0»=0. La fluencia ocurre cuando €l
cortante maximo alcanza €l esfuerzo de fluencia para el caso de cortante puro, k. Cuando se
alcance ese punto s;=k, por lo que

0, -0, =20, =Cte=2k (2.37)
Finalmente el criterio de Tresca se expresa como

0,—-0,=0,=2k;S 0,>0,>0, (2.38)
El criterio de Tresca es utilizado ampliamente en el disefio ingenieril debido a su relativa
simplicidad matemética. Sin embargo, este criterio no toma en consideracion el esfuerzo

principal intermedio.

Enlafigura2.7 se muestrala gréficade laregion de fluencia para el criterio de Tresca.

—C,

_GO

Figura2.7 Region defluenciaparael criterio de Tresca

2.2.3 CRITERIO DE VON MISES

Von Mises (1913) propuso que la fluencia ocurre cuando e segundo invariante del
desviador de esfuerzos J, exceda algun valor critico.

J, =k? (2.39)
donde
1 2 2 2]
J, :6 (0-1_0-2) +(O-2_O-3) +(O-1_03) (2.40)
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Para evaluar la constante k y relacionarla con €l esfuerzo de fluencia en la prueba de
traccion, se examinara la fluencia en traccion uniaxial, donde 61=6, 6,=63=0

of +of =20f =6k? (2.41)

noy =13k (2.42)

Sustituyendo los resultados de la ecuacion 2.41 se obtiene la forma tipica del criterio de
fluencia de von Mises

Oy = j-é [(‘71 —0, )2 + (0-2 — 03 )2 + (0-1 — 03 )2]% (2.43)

Von Mises originamente propuso este criterio debido a su ssimplicidad matemética. En
trabajos posteriores se intentd encontrar el significado fisico de la ecuacion 2.43, pero no
fue sino hasta 1924 cuando Hencky demostré gque era equivalente a asumir que la fluencia
ocurre cuando la energia de distorsion alcanza un valor critico. La energia de distorsion es
la parte de la energia total de deformacion por unidad de volumen que esta involucrada en
el cambio de forma en contraposicién a un cambio de volumen.

Laregion de fluenciapara e criterio de von Mises se muestra en lafigura 2.8.

Figura 2.8 Region defluenciaparael criterio de von Mises.
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2.2.4 ESFUERZO EFECTIVO

Para cualquier esfuerzo de fluencia, es conveniente definir un esfuerzo efectivo que sea una
funcién que represente al estado de esfuerzos aplicado. Si la magnitud del esfuerzo efectivo
alcanza un valor critico, entonces el estado de esfuerzos aplicado causara fluencia, es decir,
el esfuerzo efectivo es un indicativo del criterio de fluencia.

Expresado en términos de esfuerzos principales, € esfuerzo efectivo se expresa como

0w = llor-0) (0,0 f 4oy i) 242

Considerando €l criterio de Tresca, éste se puede expresar como

oy =0,—0,;donde o, >0, >0, (2.45)
Cabe resaltar que cuando os=0y, en cuaquier criterio se puede predecir fluencia; mientras

que el esfuerzo efectivo debe alcanzar un valor de ~/3k de acuerdo a von Mises y de 2k
conforme a criterio de Tresca.

2.2.5 DEFORMACION EFECTIVA

De manera similar en que se definio el esfuerzo efectivo, es conveniente relacionar €l
incremento de una deformacion multiaxial con un incremento equivalente de una prueba de
traccion uniaxial. Para obtener dicha relacion, es necesario aplicar el principio de trabajo
plastico equivalente, lo cua implica igualar € trabgo plastico desarrollado en una
dimension con el trabajo pléastico realizado para estado general:

dw=o,de, =0,de, +0,de, + o,0e, (2.46)

Para el criterio de von Mises, la deformacion efectiva esta dada por

de, = fy(dgl —de, ) +(de, —de, ) +(de, — de, (2.47)

Si la deformacién es proporcional, la deformacion efectiva total puede ser expresada en
términos de la deformacion total como

Eg = \/2 (812 +el+ 632) (2.48)

Para el criterio de Tresca, la deformacion efectiva se expresa como
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dey =ds;| (2.49)

donde i se refiere alas direcciones principales. Por o tanto, & para € criterio de Tresca
equivale a valor absoluto de la deformacion principal mas grande.

2.2.6 REGLASDE FLUJO

Para el caso de deformacion eléstica, el esfuerzo y las deformaciones estén relacionadas por
laley de Hooke; por g emplo

& = —(0'1 — v(a2 + 0, )) (2.27)

Existen relaciones similares, conocidas como reglas de flujo, que han sido desarrolladas
para € caso de deformacion pléstica. De manera general, la ecuacion de flujo puede ser
establecida como

de; = ar- ot (2.50)
do;

donde f es una funcién de o;; que describe la fluencia S el criterio de von Mises es
utilizado paraf, y con la diferenciacion apropiada, se obtiene que

d
de, = e (0'1 —;(0'2 + og)j (2.51)

do

Cabe hacer notar la similaridad con la ecuacion 2.27. Las expresiones para de, y de; son
andlogas. Sin embargo, d1 y d&/does frecuentemente no pueden ser evaluadas, por 1o que
las reglas de flujo pueden ser evaluadas a través de cocientes

o) (oS (o Yo

de, - de, - deg

(2.52)

Para el caso del criterio de Tresca, f=01-03, por |0 que de acuerdo a la ecuacion 2.50, las
reglas de flujo estén dadas por

de, =dA (2.53)
de, =0 (2.54)
de, =—dA (2.55)
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Siempre y cuando se cumplaque 01>0 >0 3.

2.3 RELACIONES ESFUERZO-DEFORMACION

El propdsito de un ensayo de traccion uniaxial es el de poder determinar la relacion
esfuerzo-deformacion que rige al material de la probeta. Por 1o general, dicha relacion es
representada de manera gréfica, y € tipo de esfuerzos y deformaciones que se utilizan son
losingenieriles o los reales. Las curvas obtenidas de las gréficas, tanto laingenieril como la
real, tienen casi el mismo comportamiento en laregion elastica.

La diferencia entre la curva esfuerzo-deformacion real y su contraparte ingenieril se
presenta en la region plastica. Los valores del esfuerzo real son mas altos en la regién
pléstica porque se utilizan en el célculo las &reas instantaneas de la seccion transversal de
las probetas, mismas que han sido continuamente reducidas durante la elongacion. Al final
de la curva se produce un descenso como resultado del estrangulamiento. Las gréficas
esfuerzo-deformacion ingenieril y real caracteristica de los metales se muestran en lafigura
2.9.

S Ingenieril o Real

Inicio de cuello

= Sle = Sle

N
N

" e " &
Region Region Plastica Region Region Plastica
Elastica Elastica

Figura2.9 Curva esfuerzo-deformacion ingenieril y real.
Conforme €l esfuerzo se vuelve significativo en la regién plastica, los valores de la
deformacion rea y deformacion ingenieril divergen. La relacion entre ambas
deformaciones esta dada por:
g=In(1+e) (2.56)

Deigual manerael esfuerzo real y el ingenieril pueden relacionarse mediante la expresion:

o=S(l+e) (2.57)
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Se puede observar en la region plastica de las graficas esfuerzo-deformacion, que
conforme el esfuerzo aumenta, €l metal se torna més resistente. A esta propiedad se le
conoce como endurecimiento por deformacién y es una caracteristica que exhiben todos los
metales en mayor o menor grado.

El endurecimiento por deformacién, o endurecimiento por trabajo, es un factor importante
en ciertos procesos de manufactura, particularmente en conformado de metales. Aunque €l
comportamiento de los materiales reales en la region pléstica es demasiado complega, se
han sugerido varias ecuaciones de origen empirico con € proposito de idedizar la
plasticidad en los metales. Dentro de estas ecuaciones, lamas utilizada corresponde ala que
sugirio Holloman en 1944, cuya expresion es:

o=Kel (2.58)

Donde el esfuerzo y la deformacién involucradas en la ecuacion se refieren alas reales.

La ecuacion 2.58 recibe e nombre de curva de flujo o fluencia, y aproxima el
comportamiento de los metales en la region pléstica, incluida su capacidad de
endurecimiento por deformacion. A la constante K se le llama coeficiente de resistencia,
[MPa], mientras que a parametro n se le conoce como exponente de endurecimiento por
deformacion. La curva de flujo es obtenida mediante regresion lineal a partir de ensayos de
traccion uniaxial, sin embargo, es posible utilizarla para otros casos, como para
deformacion plana. La Unica modificacion que debe aplicarse es que deben utilizarse los
esfuerzos y deformaciones efectivas en la ecuacion 2.58.

La curva de esfuerzo contra deformacion real proporciona mucha informacién acerca del
comportamiento plastico. Como ya se ha menciond, la ley de Hooke gobierna el
comportamiento de los metales en la region elastica, y la curva de fluencia o flujo
determina el comportamiento en la region pléstica. Para €l estudio del proceso de
laminacion de productos planos, las tres formas béasicas de relacion esfuerzo-deformacion
que se utilizan para describir el comportamiento de los materiales a laminar se presentan a
continuacion:

a) Rigido-Plastico sin endurecimiento. Debido a las grandes deformaciones plasticas, se
desprecia el comportamiento elastico. Si €l esfuerzo alcanzado es menor a de fluencia, el
material se comporta como un cuerpo rigido. Sin embargo, a rebasar € punto de fluencia
Y, € material se deforma pléasticamente al mismo nivel de esfuerzo. La curva de fluencia
esta dada por K =Yg y n = O. Los metales se comportan de esta manera cuando han sido
calentados a temperaturas lo suficientemente altas para recristalizar, mas que endurecerse
por trabajo durante la deformacion.

b) Rigido-plastico con endurecimiento. También se desprecia la region elastica del
material dado a su comparacién con la deformacion plastica. Se considera €
endurecimiento del material parael comportamiento plastico.

c) Eléastico-plastico con endurecimiento. Estos materiales obedecen alaley de Hooke en la
region eléstica, y comienzan a ceder en su punto de fluencia Yo. Su deformacion continua
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requiere esfuerzos siempre crecientes, dados por una curva de fluencia cuyo coeficiente de
resistencia K es mayor que Yo, cuyo exponente de endurecimiento por deformaciéon n es
mayor que cero. La mayoria de los metales dictiles se comportan de esta manera cuando se
trabajan en frio.

. . / i

a) b) c)

Figura2.10 Relaciones esfuerzo-deformacion paralaminacion: a) rigido-pléstico sin endurecimiento, b)
rigido-pléstico con endurecimiento y c) eléstico-pléstico sin endurecimiento.

2.4 FRICCION

Dentro del estudio de los procesos de manufactura, la consideracion de las fuerzas de
friccién es un factor importante dentro de los problemas en los que existe contacto entre
dos piezas. Aunque en algunas ocasiones en los andlisis de conformado se desprecian las
fuerzas de friccién, existen procesos en los que no es posible despreciarlos, dado que la
friccion resulta ser un factor predominante, y su supresion implicaria una consideracion
lgana alarealidad. Para el caso del proceso de laminado, lafriccion es un efecto que no se
puede despreciar, debido a que esta fuerza es la que permite el flujo del material dentro del
claro de laminacion.

2.4.1 Ley bE CouLOMB

L a ecuacion mas conocida de las leyes de friccion es laley de Coulomb (Ley de lafriccidn
seca 0 Ley de Amonton). Esta ley establece que la magnitud de la fuerza de friccion es
directamente proporcional ala magnitud de lafuerzanormal, o, de manera equivalente, que
el esfuerzo cortante debido alafriccién es proporcional alacarganormal:

F, = uN 6 f =uP

A (2.59)

Donde, lafuerza de friccién o el esfuerzo cortante son simplemente valores limitantes de la
fuerza tangencia o esfuerzo que quiza estén presentes debido alos efectos de friccién. i es
conocida como € coeficiente de friccion o constante de Coulomb, €l cual tiene un valor
constante con respecto ala presion de contacto o esfuerzo para una determinada situacion.
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Laley de Coulomb es conceptual mente correcta para presiones muy pequefias, en las que la
fuerza limitante tangencial se aproxima a cero conforme la presion se va acercando a cero.
De hecho, esta ley generalmente se utiliza cuando |as presiones de contacto son menores
gue lade laresistencia del material y no existen grandes deformaciones.

2.4.2 TEORIA DE LA ADHESION

Una antigua teoria sostenia que la friccion resultaba del blogueo mecanico entre las
superficies. Si bien esta teoria es aplicable para algunas situaciones, no explica la manera
en que ocurre lafriccion en lamayoria de los sistemas de friccidn en ingenieria mecanica.

Hoy en dia la explicacion de la friccion aceptada cominmente es la teoria de la adhesion,
la cual sostiene gue dos superficies deslizantes (no lubricadas) estan en contacto una con la
otra sdlo en una pequefia fraccion del area aparente entre ellas. Esto es verdad aun cuando
s las superficies sean bastante lisas. Cuando se observan en una vista muy amplificada,
cada superficie se caracteriza por asperezas microscopicas que hacen contacto con su
opuesta solo en ciertos puntos. Estos puntos comprenden € area real de contacto A, entre
las dos superficies, como se observaen lafigura2.11.

L F

Figura2.11 Vistamicroscopica de dos superficies deslizantes con friccion en laintercara.

A causa de que el area real soporta la carga normal, los esfuerzos involucrados en estos
puntos de contacto son muy altos y conducen a deformaciones plésticas y adhesiéon en
algunos casos. Debido a la naturaleza aeatoria de las superficies, agunas asperezas
experimentan esfuerzos mas grandes que otros, de manera que la adhesion ocurre
solamente en los puntos donde los esfuerzos son muy atos y hay un contacto fisico muy
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estrecho. La forma de enlace no esta completamente explicada, pero se cree que implicala
clase de mecanismos de los enlaces atdmicos. Esta influida por € tipo de materiales en
contacto y su condicion. Para romper estos enlaces adhesivos conforme las superficies se
mueven, una con respecto a la otra, se requiere una fuerza la cual se aplica contra las
uniones como una fuerza cortante. Estas conexiones suman un area equivaente a areareal
de contacto. De la misma manera, lafuerza normal N implicalaresistencia alafluencia del
material méas suave aplicada sobre el areareal de contacto.

2.4.3 FRICCION ADHERENTE

Mientras que la ley de Coulomb resulta ser una buena aproximacién para la prediccién de
la fuerza de friccion para cuerpos rigidos, sin embargo, cuando se trabgja con cargas
suficientemente grandes como para alcanzar €l esfuerzo de fluencia del material, laley de
Coulomb sobrestima la fuerza de friccion.

Como ya se menciond en la teoria de la adhesion, la friccion en la intercara no puede
exceder al esfuerzo cortante de fluencia del material, debido a que el material empezaria a
deslizarse ain cuando estén unidos firmemente. A esta condicion extrema se le conoce
como friccion adherente, y es representada generalmente como

f, =k (2.60)
donde k es €l esfuerzo cortante de fluencia correspondiente al material més suave. Lafigura

2.12 ilustra la transicién entre las bajas presiones de contacto y las presiones cercanas al
valor del esfuerzo cortante de fluencia del material.

r 4 Coulomb Transicion Adherente

A

Sle Sle
2N 2N

v

Figura2.12 Comportamiento de lafriccion en funcion de la presion normal.

Para €l caso del criterio de Tresca, el esfuerzo cortante méximo expresado en términos del
esfuerzo de normal de fluencia esta dado por:
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A (2.61)

Mientras que en el caso del criterio de von Mises, setiene que:

_ %9

s

Generamente es introducida una modificacion a la friccién adherente para explicar €l
hecho de que |as fuerzas de friccion son raramente tan grandes como €l esfuerzo cortante de
fluencia, pero que estédn en un régimen de presiones de contacto ato en las que son poco
dependientes de la presion. Esta generalizacion puede ser escrita de la siguiente forma:

f (2.62)

f, =mk (2.63)
Donde m es una constante conocida como € factor de friccion y varia desde O
(deslizamiento sin friccién) hasta 1 (adhesion).

2.5 METODO DEL PLANCHON

Este método, también conocido como aproximacion de equilibrio del cuerpo libre, consiste
en la descomposicion de la pieza de trabajo en elementos con espesor diferencial (en inglés
slab), y la aplicacion de balance de fuerzas a cada uno de estos elementos. EI  método
produce una ecuacion diferencial ordinaria, que mediante la integracion de esta ecuacion y
con € uso de condiciones de frontera adecuadas, es posible obtener una solucién del
problema. L as suposiciones inherentes involucradas para el método del planchon son:

e Ladireccion de las cargas aplicadas y los planos perpendiculares a estas direcciones
definen las direcciones principales, y los esfuerzos principales no varian en estos
planos.

e A pesar de que los efectos de lafriccion en las superficies son incluidas en el balance de
fuerza, estos no influyen en la distorsién interna del metal o en la orientacion de las
direcciones principales.

e Secciones planas permanecen planas, o cual implica que la deformacién es homogénea
al momento de la determinacion de la deformacion inducida

Ademés de las consideraciones anteriores, se enlistan a continuacién otras consideraciones
utilizadas comunmente gue tienen como objetivo la simplificacién del modelo matemético,
sin embargo, dichas consideraciones no son indispensables para €l desarrollo del método
del planchon.

e El material tiene un comportamiento rigido-plastico.
¢ No se presenta endurecimiento en el material.

e Seaplican simplificaciones geométricas.

e Seutilizan modelos de friccion sencillos.
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e Condiciones de frontera simplificadas.
L os pasos basicos parala aplicaciéon del método del planchdn es la siguiente:

1. Identificar la direccion en la que se encuentren las variaciones mas significativas de
esfuerzos y deformaciones.

2. Aplicar equilibrio de fuerzas a un elemento diferencial del material, incluyendo los
esfuerzos originados por contacto y friccion. La caracteristica del elemento diferencial
es que tiene una longitud de magnitud diferencial correspondiente a la direccion del
paso anterior.

3. Obtener una ecuacion diferencial ordinaria en la que se relacione € esfuerzo con una

variable geométrica.

Utilizar un criterio de fluencia para reducir a unaincognitaalafuncion.

Aplicar condiciones de frontera.

Resolver la ecuacion diferencia ordinaria para obtener al esfuerzo en funcién de la

variable geométrica.

o ok

Al utilizar equilibrio de fuerzas el método del planchoén, €l principio universal que se busca
cumplir es el relativo a la conservacion de la cantidad de movimiento lineal. Sin embargo,
el método estrictamente no cumple con la ecuacion de Cauchy, debido a que se desprecian
términos.

i (2.24)

El segundo y €l tercer término de la ecuacion se refieren a las fuerzas de cuerpo y a los
efectos inerciales, respectivamente. Estos términos son los que desprecia el método del
planchon debido a que en comparacion con € primer término, éstos no tienen tanto efecto
en la ecuacion de Cauchy. Ademas, e incluir estos términos implicaria complicar la
matematica del problema a cambio de un poco mas de exactitud, 1o cual no es conveniente.

Por o tanto, laforma de la ecuacion de Cauchy con que utiliza en método del planchon es

do;
—%-0 (2.64)
dx

]
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CAPITULO 3

DESCRIPCION DEL MODELO

3.1 ESTADO DEL ARTE

Los modelos unidimensionales del proceso de laminado, basados en e método del
planchon, han sido publicados ya hace varios afios y frecuentemente revisados. Una
revision detallada de los model os de Orowan y sus variaciones, incluyendo un programa de
computacion en FORTRAN, fue realizada por Alexander en 1972. En este estudio,
Alexander compard criticamente la capacidad de prediccion entre sus resultados y los
model os obtenidos de las simplificaciones de Simsy Bland y Ford.

3.1.1 MODELO DE OROWAN

Este modelo fue primero desarrollado por Von Karman en 1925 para posteriormente ser
desarrollado y resuelto por Orowan en 1943, mediante el uso de técnicas gréficas. El
modelo de Orowan esta basado en € equilibrio de fuerzas de un elemento diferencial que
sufre una deformacion pléstica provocada por dos rodillos, como se muestra en la figura
3.1. Lapresion del rodillo, distribuido a lo largo del arco de contacto, €l esfuerzo cortante
debido alafriccidn y los esfuerzos en las direcciones longitudinal y transversal conforman
el sistema de esfuerzos en el elemento diferencial. El equilibrio de este sistema conformala
ecuacion basica de balance. Las dos ecuaciones generadas son:

;9 (o,h) =2P,R(send + pcosd o) (3.1

o, =P, (1£ utano) (3.2

El signo + indica larelacion existente para € punto neutro, en esencia, €l modelo presenta
dos ecuaciones diferenciales distintas. La ecuacion de signo negativo funciona de la entrada
a punto neutro y la de signo positivo de dicho punto ala salida.
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p\w

c,+do,

h+dh

Elemento

diferencial

Figura3.1 Modelo de Orowan.

Laforma que presenta la ecuacion 3.1 esla misma ala que Orowan planted en 1943. Para
encontrar una solucién sera necesario hacer uso de ecuaciones independientes de la teoria
de plasticidad como €l criterio de von Mises:

o,—o, =2k (3.3

y X
Donde k representa €l esfuerzo de cedencia para un estado de cortantes puro.

La expresion 3.1 es una ecuacion diferencia  ordinaria no lineal EDO con dos variables
dependientes por 1o que seré necesario eliminar la variable h representandola en funcién de
lavariable independiente 4, utilizando la geometriade lafigura 3.1:

h=h, + 4Rsen2(gj (34)

Para poder encontrar una solucion a este sistema de ecuaciones desarrollado por Orowan es
necesaria la utilizacion de algun método numérico. En 1972 Alexander realizd un programa
en FORTRAN basandose en e método numérico de Runge Kutta, en €l cual proporcionaba
una solucién a dicha ecuacion.

3.1.2 MODELO DE SIMS

Sims (1954) asume que debido a que los angulos son pequefios en e proceso de
laminacion, éstos pueden ser representados por sus magnitudes expresadas en radianes.
También asume que el producto del esfuerzo cortante debido a la friccion y la variable
angular es despreciable en comparacién de los demés términos y que la friccion adherente
esta presente en la region de deformacion. Estas simplificaciones permiten la integracion
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directa de la ecuacion de equilibrio, por lo que lafuerza de los rodillos por unidad de ancho
esta dada por

P '= 2kLQ, (3.5)

El término 2k representa el esfuerzo de fluencia del material, obtenido en compresién
plana. Lalongitud de contacto proyectada L esta dada por la expresion

L=_[R(h,—h,) (3.6)

El factor Qp esté en funcion del radio del rodillo, la reduccion, r, y el espesor en €l punto
neutro, hy

N ) AR e e e LT

(3.7)

El angulo donde se localiza el punto neutro, 6y, se obtiene de la siguiente ecuacion
Zinl-r)= Z\Ftanl \FHN —\FtanE . (3.8)
4 h h h 1-r

Debido a su simplicidad, el modelo de Sims frecuentemente es la base de los modelos de
fuerza en los rodillos para €l laminado en caliente en la industria del acero laminado. El
modelo de Beynon 'y Sellars (1993), conocido como SLIMMER, utiliza el modelo de Sims.

3.1.3 MODELO DE BLAND Y FORD

Ademés de la consideracion de angulos pequefios, Bland y Ford (1948) suponen que la
carga de los rodillos es igual a esfuerzo en la direccion vertical. Como la diferencia entre
estas dos magnitudes resulta ser una funcion del coseno de angulos muy pequefios, € error
no es apreciable, especialmente en laminado en frio, donde los diametros de los rodillos son
usualmente mucho més grandes que el espesor del material de trabajo. Bgjo estas
consideraciones, lafuerza de los rodillos por unidad de ancho es

P = 2kR j"Nieﬂ“dm j[’Tﬂeﬂ(“r”de (3.9)
r o h, o h,

donde H esta dado por
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H=2 /Rtanl[ Re] (3.10)
h, h,

Lalocalizacién del punto neutro estéd dado por la siguiente ecuacion

h, H h,
0, =.|—tan| —N_|— 3.11
= (2 RJ (3.11)

Este model o es frecuentemente utilizado en el analisis del proceso de laminado en frio.

3.2 CONSIDERACIONES DEL MODELO

El modelado de algun fendmeno fisico siempre acarrea el uso de ciertas suposiciones, esto
no sblo con €l fin de simplificar las operaciones y ahorrar tiempo, tanto humano como de
maquina; sino que las herramientas matematicas con que se cuentan no son suficientes para
la resolucion del modelo. Lo ideal seria encontrar una solucion de forma analitica que
describiera a la perfeccion e fendmeno a modelar, debido a que permitiria un mayor
control sobre este fendbmeno. Sin embargo, como ya se menciond, aln con €l uso de algunas
suposiciones, no es posible encontrar una solucion analitica, por lo que se recurre a
métodos Numéricos.

Ademas de las suposiciones que son necesarias para la aplicacion del método del Planchén
gue se mencionaron en €l capitulo 2, es necesario también realizar ciertas consideraciones
sobre las condiciones del proceso de laminacion. A continuacion, se enlistan todas las
suposiciones que estan involucradas dentro del desarrollo del andlisis, tanto las
concernientes al método del planchon, como las del proceso de laminacion.

1. El ge definido por la direccion del flujo del material y una direccion perpendicular
a éste, cuyo plano es perpendicular a €e de la linea de centro de los rodillos,
conforman lo que son las direcciones principales de los esfuerzos principaes. Las
direcciones principales no cambian de orientacién en algin punto del proceso.

2. No se considera la distorsion interna del material provocada por lo efectos de
friccidn, aunque en el equilibrio de fuerzas si se consideren estas fuerzas. Esto
implica gue los planos de seccion vertical permanecen planos.

3. Debido a que en & proceso de laminacion el ancho del material es mucho mayor
que el espesor, se encuentra que el ancho casi no presenta deformacion durante el
proceso, por lo que se puede considerar deformacidon plana sin algjarse de la
realidad.

4. Respecto alafriccion, se utilizalaley de Coulomb para el contacto entre €l rodillo

y e material. Ademas se considera que €l coeficiente de friccién se mantiene

constante en toda la superficie de contacto.

Lavelocidad angular de los rodillos es constante.

Se utilizara el criterio de von Mises como criterio de fluencia.

o o
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7. Lalongitud de contacto entre los rodillos y €l material es mucho mas pequefia en
comparacion con lacircunferenciade losrodillos.

8. En € andlisis de equilibrio de fuerzas, se desprecian los efectos inerciales y las
fuerzas de cuerpo gque actlian sobre cada elemento diferencial.

9. El proceso amodelar es laminado simétrico en frio.

10. La ecuacion constitutiva parala zona el éstica del material estararegida por laley de
Hooke

&= —(0,-v(o, +03)) (312

11. Para el modelado del endurecimiento del material en la zona pléstica se utilizara la
siguiente relacion entre esfuerzo y deformacion reales

o, = Kep (3.13)

A pesar de que ya se habia hecho mencion de las consideraciones necesarias para el método
del planchon, estas se vuelven a mencionar, pero con la diferencia de que se adapta o se
justifica cada una de estas suposiciones con las condiciones del proceso de laminacion.

3.3 VARIABLES DEPENDIENTE E INDEPENDIENTE DEL MODELO

Para €l caso de laminacion, la variable que se desea determinar primordiamente es la
distribucion de la carga que € rodillo gjerce sobre el material de trabgjo, P,. A partir de esta
distribucién de carga, es posible determinar lafuerza de reaccion soportada por €l rodillo, €l
torque necesario para larealizacion del proceso y la potencia requerida para la laminacion
de productos planos. Los datos obtenidos de la fuerza de reaccion sobre los rodillos tienen
como principal objetivo la seguridad del equipo de la laminadora y la calidad de los
productos laminados. Una fuerza excesiva durante €l proceso de laminacién puede causar
una deformacién en los rodillos, 1o cual produciria una variacion de espesores a lo ancho
del producto de laminacion.

Uno de los pasos para el desarrollo del método del planchén es obtener una ecuacion
diferencial en la que las Unicas variables sean el esfuerzo de interés y otra cuyo origen sea
geométrico. La variable dependiente para el caso de laminacion es la carga de los rodillos,
como ya se menciond en el parrafo anterior. Sin embargo, con €l propdsito de no complicar
el calculo de las operaciones, se utiliza el esfuerzo principa correspondiente a la direccion
del flujo del material, ok, como la variable dependiente. A partir del esfuerzo principal, se
determina el valor de la carga de los rodillos, que es la variable de interés. Para € caso de
lavariable independiente, se utiliza el angulo de contacto 6, aunque €l analisis parte del uso
de la variable longitudinal x. La razdn por la que se prefiere esta variable respecto a la
longitudinal x, es debido a que las variaciones de los esfuerzos y cargas implicadas en €l
andlisis son menos bruscas con respecto del angulo de contacto € que con la variable
longitudinal X, y mientras menos sean estas variaciones, se reduce més el error implicado
por €l uso de un método numeérico.
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Figura 3.2 Variables dependiente e independiente.

3.4 DESARROLLO DEL MODELO

Para la aplicacion del método del planchén a proceso de laminacién, cabe recordar que
este andlisis es unidimensional. Del proceso de laminacion, se tiene que la direccion en la
que varia principamente el valor de los esfuerzos es en € ge x, por 1o que las variaciones
en |os otros gjes se desprecian para este método.

Como en € andlisis por e método del planchon se busca cumplir en cierta manera con €l
principio de conservacion de cantidad de movimiento lineal, se tiene que las ecuaciones
principales son las ecuaciones de equilibrio de fuerzas. Del equilibrio de fuerzas se derivan
tres ecuaciones, que corresponden a cada uno de los gjes coordenados. Sin embargo, debido
a gque la laminacion de productos planos se considera como un proceso de deformacion
plana, entonces solamente se cuenta con dos ecuaciones referentes al equilibrio de fuerzas.

El diagrama de cuerpo libre de dos elementos diferencial es representativos del material de
trabajo se muestran en lafigura 3.3, en el cual € elemento de la derecha esta situado entre
el plano de entrada y el plano del punto neutro, mientras que el elemento de la izquierda
representa los elementos entre el plano del punto neutro y el plano de salida.
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h| — @ |h+dh

y L Fr
—~—
=~
N F" X - f -

Figura 3.3 Método del planchén.

Donde

N: Fuerza debida ala presion normal de los rodillos sobre el material.
Fr. Fuerzadefriccién entre e rodillo y € material.

Fea: Fuerza de empuje gjercida por €l elemento diferencial anterior.
Fep: Fuerza de empuje gjercida por el elemento diferencial posterior.

Aplicando la ecuacion de equilibrio fuerzas en € gex:
> F =0 (3.14)
Fop —Fea +2N, F2F, =0 (3.15)

El simbolo que antecede a la fuerza de friccion, implica que el signo de arriba (en este caso
negativo) se utiliza entre el plano de entrada y el punto neutro, mientras que el signo
inferior (positivo en esta ecuacion) se aplica entre el punto neutro y el plano de salida. Esta
convencién se utilizaen todo el andlisis.

Cada una de estas fuerzas puede ser expresada en términos de fuerza por unidad de area.

F, = o, hw (3.16)
F.=(o, +do Yh+dh)w (3.17)
N = P, (sen 8 )wds (3.18)
F,. = f,(cosé)wds (3.19)
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Como se menciond en las suposiciones, en este modelo se va a utilizar 1a ley de Coulomb,
gue relacionaalapresién normal P, con € cortante f, mediante la siguiente ecuacién

f, = uP. (3.20)
Sustituyendo el valor de cada una de las fuerzas, la ecuacion que se obtiene es la siguiente

o,hw— (o, +do, h+dh)w+ 2P, (send)wds F 24P, (cosé)wds = 0
(3.21)

NS

Figura 3.4 Relaciones geométricas.

A partir de la geometria mostrada en la figura 3.4 se obtiene la siguiente relacion:

ds =X (3.22)
cosd

Sustituyendo la ecuacién 3.22 en la ecuacion 3.21, desarrollando términos y simplificando
se obtiene la siguiente ecuacion

do N _ 2p (tano T ) (3.23)

dx * dx

X

h

Para poder desarrollar la ecuacion y dejarla en términos del angulo de contacto 6, que es la
variable independiente del modelo, es necesario desarrollar las relaciones entre x, h y 6.
Estas relaciones se determinan a partir de la geometria del proceso, la cual seilustraen la
figura3.5.
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Figura3.5 Andlisis geométrico.

h=h, + 2R(1-cosf) (3.24)

X = Rsend (3.25)
Derivando las ecuaciones 3.24 y 3.25 se obtiene

dh

—— = 2Rsend (3.26)
do
W _ R coso (3.27)
do

Sustituyendo las ecuaciones 3.26 y 3.27 en la ecuacion 3.23, aplicando laregla de la cadena
para derivadas y despejando la derivada del esfuerzo principal en x, se obtiene

ddaex = ZhR(R (send F 1 cosb)—- o, send) (3.28)

Por otro lado, para poder determinar la relacion entre P, y ox es necesario desarrollar la
ecuacion de equilibrio para € €ey. De esta ecuacion, se obtiene € esfuerzo principal
correspondiente a ee y en funcion de la carga de los rodillos P,. Desarrollando el
equilibrio defuerzasen el gey apartir del diagrama de cuerpo libre de lafigura 3.6.
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N 0
1
<
I:I'
y L
X
s P
dx

Figura 3.6 Diagramade cuerpo libre parael gey.

Donde
Fir: Fuerzainterna vertical del material.

El valor de la fuerza interna Fi; puede dearse en términos del esfuerzo principal
correspondiente al gey.

F; = o, wdx (3.29)

Considerando la ecuacion del equilibrio de fuerzas en ladireccionyy:

z F, =0 (3.30)

F, -N,¥F, =0 (3.31)

o,wdx — P, cos&Ni F ,uPrsenéwi =0 (3.32)
cosé cosé

Simplificando la ecuacion y despejando oy se obtiene
o, =P (1t utano) (3.33)

La forma de relacionar ambas ecuaciones resultantes del equilibrio de fuerzas es mediante
el criterio de von Mises, en & que se relaciona a ambos esfuerzos principales cuando existe
un comportamiento plastico del material. Partiendo de la ecuacion del capitulo 2 del criterio
de von Misesy de la ecuacién de flujo parala direccion 3 se obtienen la ecuacion buscada.

[(0'1 —0; )2 + (0'2 — 03 )2 + (0'1 — 03 )2]% (2.43)

Oy =

1
12
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e [03 - ; (01 +0, )j (3.34)

Debido a que la laminacion es un proceso de deformacion plana se tiene que =0, la
ecuacion 3.34 sesimplificaa

O, = ;(0'1 +0,) (3.35)
Al sustituir la ecuacién 3.35 en la ecuacion 2.43 y simplificando se obtiene

0,—0,=——0, (3.36)

L.

X

+ )

Q

9 S
Q
) | =

Figura 3.7 Esfuerzosinternos del material.

Para poder sustituir cada uno de los valores de la ecuacién del criterio de von Mises, es
necesario analizar cada uno de los esfuerzos involucrados. Ambos esfuerzos principales,
tanto el correspondiente a la direccion x como a la direccion y, fueron considerados como
esfuerzos compresivos desde su planteamiento, como se observa en la figura 3.7. Hay que
tener en mente gue por convencion se ha adoptado que esfuerzos de traccion implican un
valor positivo, mientras que para esfuerzos de comprension el signo es negativo. Por eso es
necesario realizar un cambio de signo a momento de sustituir los valores de los esfuerzos
principales. Los resultados que esperariamos con estos cambios de signo es que los valores
de los esfuerzos principales tendrian un signo positivo durante todo el proceso, y debido a
que los signos del esfuerzo principa eny, oy, y de la presion de los rodillos P, son iguales,
entonces se obtendria un valor positivo para Py, siendo que implica realmente un esfuerzo
de comprension. Por otro lado, oy representa el esfuerzo de fluencia para el caso de
compresion, por lo que el signo resultante debe ser también negativo. Con € proposito de
obtener valores positivos, serd necesario poner el signo negativo al momento de sustituir en
la ecuacién 3.36. Cabe recordar que la ecuacion del criterio de von Mises original contiene
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elementos elevados al cuadrado, por lo que se evita el problema concerniente ala diferencia
de signos entre e esfuerzo de fluencia y e resultado de la diferencia de los esfuerzos
principales. Para eliminar los exponentes a ambos lados se necesita eliminar este problema
de signos. Por las condiciones del proceso se obtiene que el esfuerzo principal eny siempre
vaaser mayor al esfuerzo principal en x en cuestion de magnitud. Considerando |os signos,
la diferencia de oy menos o tendra como resultado un valor negativo, que seria del mismo
signo que € del esfuerzo de fluencia. De todo el andlisis anterior se puede concluir
entonces que:

c,=-0, (3.37)
o, =-0, (3.38)
0,'=-0, (3.39)

Finalmente, la ecuacién del criterio de von Mises, después de multiplicar por menos a toda
la ecuacion, quedaria de la siguiente manera:

o, (3.40)

El valor del esfuerzo de fluencia obtenido de la ecuacién 3.40 depende del tipo de
comportamiento que presente el material cuando es sometido a deformacion plastica. Si el
material no presentara endurecimiento e valor de op Seria constante e igua a Yy, sin
embargo, s se considera endurecimiento, e esfuerzo de fluencia seria funcion
principalmente de la deformacion efectiva del material, como ya se menciono en el capitulo
2. Las conclusiones anteriores parten de la consideracion de que €l proceso a modelar es
laminado en frio.

Como ya se habia mencionado, |a ecuacion constitutiva que se selecciono para el caso de
endurecimiento fue la ecuacion 3.13.

Debido a que €l proceso es una deformacién planay aplicando e principio de conservacion
de masa se obtiene que &=-¢. De la definicion de esfuerzo efectivo, ecuacion 2.48, se
obtiene la siguiente ecuacion:

o = igy (3.42)

ef ﬁ

Cabe recordar que g es la deformacion real que sufre el elemento diferencial en la
direccion y; pero como éste es de compresion, e signo de la deformacion por lo tanto es
negativo. En la ecuacion de endurecimiento, Unicamente se necesita el valor absoluto de la
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deformacion para la prediccion de la magnitud del esfuerzo de fluencia, ya sea de
compresion o de traccion. Por o anterior, la deformacidn real en la direccion y se obtiene
de la siguiente manera

(3.43)

Finalmente juntando las ecuaciones 3.41, 3.42 y 3.43 en la ecuacién 3.40, se obtiene la
relacion entre los esfuerzos principales en e caso de la zona plastica.

o,—0O

_iKih’]ﬂ
b 3 W3] hy

] (3.41)

Por otra parte, para € modelado del comportamiento eléstico, la ecuacion obtenida del
criterio de von Mises no seria aplicable. De las consideraciones, la ecuacion constitutiva
paralazonaelastica del material esta dada por laley de Hooke.

5 =2 (0,-V(o; +3) (2.27)
&y = é(as ~v(o,+0,)) (2.29)

Por las condiciones del problema, la deformacién principal en ladireccion 3 es cero.
o, =v(o, +0,) (3.42)

Al sustituir la ecuacion 3.42 en laecuacion 2.27 y simplificando se obtiene
£ :é(al(l—vz)—az(v+v2)) (3.43)

Con respecto alos signos, se cumple lo mismo que para la deformacion pléstica, tanto para
los esfuerzos, como para la deformacion.

O'y(l—vz)—ax(v+v2): Ee, (3.44)

Donde ¢ tiene la misma definicion que la de la ecuacion 3.40, por lo que la ecuacion
finalmente quedaria como
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Inﬂ

. (3.45)

o l-v?)-o lv+v?)=E
J-v?)-o, (v +v?)

Cuando se considera un comportamiento elastico-plastico, cuando se inicia de la
deformacion se utiliza la ecuacion 3.45. La ecuacion que corresponde a comportamiento
plastico, la ecuacion 3.41 empezaria a utilizarse cuando €l esfuerzo efectivo alcanzara un
valor critico que corresponde al inicio de la fluencia. Como se esta utilizando € criterio de
von Mises, la fluencia comienza cuando se cumple la siguiente condicion

o -0, =2, (3.46)

y X ﬁ

Donde Y, es el esfuerzo de fluencia para traccion uniaxial.
En conclusion, todas las ecuaciones necesarias para el modelado del proceso de laminacién
de productos planos se muestran a continuacion.

99, _ 2R (p (sng T ucosd)- o, send) (3.28)

do h

o, =P (1t utano) (3.33)
2 (2] n))

—0,=—K| =|In— 3.41
O'y o, \/é (\/é hO] ( )
O'y(l—vz)—ax(v+v2)= Eln: (3.45)

0
h=h, +2R(1-cosh) (3.24)

3.5 CONDICIONES DE FRONTERA

La obtencion de lafuncién de la cargade losrodillos P, se obtiene de laresolucion de la
ecuacion diferencia ordinaria 3.28 y del sistema de ecuaciones al que se llegd. Sin
embargo, la ecuacion 3.28 expresa en realidad dos ecuaciones diferenciales, cuya Unica
diferencia entre ambas se encuentra en un signo. Partiendo del plano dey utilizando la
ecuacion diferencia ordinaria con el signo en la parte superior, la solucién proporciona una
curvaparalacargade losrodillos. Laotra ecuacion diferencial ordinaria, ladel signo en la
parte inferior, se utiliza para el plano de salida, y de su solucion se obtiene otra curva. Estas
dos curvas, que predicen el comportamiento de lacargaalo largo del arco de contacto,
definen lo que usua mente se conoce como colina de friccidn, las cuales se muestran en la
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figura 3.8. Lalocalizacion de lainterseccion de las dos curvas (el punto mas alto de la
colina de friccion) define el plano que contiene a punto neutro N.

P A

— >
Entrada Salida 0

Figura 3.8 Colinade friccion.

L as condiciones de frontera parala entrada y la salida son las siguientes
ox=0 para 6=0
ox=0 para 6= Ot

Donde & es el angulo de contacto total.

Estas condiciones de frontera son aplicables para cualquier consideracion realizada sobre €l
método del planchon en el proceso de laminacion, incluyendo cualquier tipo de
comportamiento del material. Estas condiciones se basan en el hecho de que los el ementos
diferenciales en el plano de entrada y de salida no interactian con aquellos el ementos que
no estan en contacto con los rodillos, por 1o que €l esfuerzo en ladireccién del flujo de
material esigual acero.

3.6 GENERALIDADES DEL SOFTWARE

El encontrar una solucion analitica de la ecuacion diferencia 3.28 resulta muy poco
factible, por 1o que es necesario €l uso de métodos numéricos para obtener una solucion. El
método numérico empleado es el Runge-Kutta de cuarto orden, mientras que el lengugje de
programacion utilizado para la aplicacion del método es € lengugje C orientado a objetos.
El nombre del software creado para la aplicacion del método del planchon orientado al
proceso de laminacion es LAMPLAN. En € anexo Il se explica la forma en que €
prograna LAMPLAN recibe los datos del problema y también la manera en que se
obtienen los resultados, ademéas de que en & anexo IV se incluye e codigo fuente del
programa.
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El programa LAMPLAN tiene como objetivo la comparacion entre varias consideraciones
realizadas en el método del planchon aplicado al proceso de laminacion. Se presentan
cuatro casos. El primero de ellos serefiere al andlisis aportado por este trabajo, en donde se
considera la region elastica en e proceso de laminacion y, por lo tanto se utiliza un
comportamiento eléstico-pléstico para el material. Las ecuaciones implicadas se muestran a
continuacion

ddzx = th(Pr (send T picos) - o, send) (3.29)
o, =P (1t utand) (3.33)
EK[Q:] a1
ay(l—vz)—ax(ervz):Elnr::) (3.45)
h=h, +2R(1-cosh) (3.24)

L as ecuaciones obtenidas a aplicar |as sustituciones son

Eln: +ax(v+v2)

dGX _ 2R o
d6  h, +2R(-cosd)| (1+ utand)i-v?)

(sené ¥ ucosh)- o, send

(3.47)
Eln:+ax(v+v2)
P = ° 3.48
" (1% utan)1-v?) (549
2 (2 h}
3 X
do, _ 2R 3 43 (send ¥ ucosh)- o, send
dé h, +2R(1-cosf) (1+ ptand)

(3.49)
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2 (20 .
P — \/é \/é ho ' (350)
' (1+ ptand) .

Las ecuaciones 3.54 y 3.55 corresponden a la regién elastica, mientras que las ecuaciones
3.56 y 3.57 se refieren a la region plastica. La condicion utilizada para conocer en que
region se encuentra el material se da a continuacion

. . 2
Region elastica s o,—o,<—Y
eg y \/5 0
Region pléstica si o,—0 >£Y
y X_\/é 0

En el segundo caso, también se considera un comportamiento del material rigido-plastico,
pero con la diferencia que se toma en cuenta el endurecimiento del material. Las ecuaciones

resultantes son

do

dex = ZhR(R (sené T pcosh)— o, send) (3.28)
o, =P (1t utano) (3.33)
o, — 0, =éK[éln£+ngn (3.52)
£, = JE (3.52)
h=h, +2R(1-cosd) (3.24)

El término &, de la ecuacion 3.50 corresponde a desplazamiento de la curva de
endurecimiento que se debe aplicar para modelar el comportamiento rigido-pléastico con la
ecuacion 2.58.

o =Keg; (2.58)

Sustituyendo las ecuaciones 3.24, 3.33, 3.50 y 3.51 en la ecuacién 3.28 se obtiene
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iK iInj +%F ” +0
doy _ 2R 33| K X(sené?i cosf)—o, send
dd h, +2R(1-cosb) (1+ ptang) # "
(3.53)
i (2 In— +WJH +0o
P - B3 (3.54)
(1i,utan9)

En & caso 3 se anadliza el modelo clasico que se utiliza en los libros de Metalurgia
Mecénica', en € que se considera un comportamiento del material rigido-plastico sin
endurecimiento. L as ecuaciones involucradas son

ddaex = 2S(Pr (send F 1 cosb) - o, send) (3.28)

o, =P (1t utano) (3.33)

o o — 2y (3.55)
y X \@ 0

h=h, +2R(1-cosh) (3.24)

Haciendo las sustituciones y simplificaciones necesarias se obtiene que las ecuaciones
necesarias para este caso son

2
do, _ 2R 3
dd h, +2R(1-cosf)| (1+ utand)

Yo +to

X

(sené ¥ pcosh)- o, send

(3.56)

Y, +o

= L (3.57)

(1+ ptang)
Finalmente, en el caso 4 se utiliza el mismo comportamiento del material que para el caso
1, la diferencia es que se aplica una de las consideraciones de Bland y Ford en la que
suponen gue la carga de los rodillos es igual al esfuerzo principal en la direccion vertical.
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Esta consideracion implica que € término utanéd se desprecie, por 1o que las ecuaciones
guedarian de la siguiente forma

g Elnf:] +ax(v+v2)
Ix - 2R S (sené ¥ ucosh)- o, send
d6  h, +2R(1-cosd) L-v?)
(3.58)
Eln: +ax(v+v2)
p__| T (3.59)

do 2R 2 (2] nlY
X = — K| —=In—| | + sené F ucosh)—o, send
d0  h, +2R(1—cosh) {@ (ﬁ hoj GX]( 00s0)-0,
(3.60)
2 (21 n)
P=<K Zinl| +o 361
-2 ( 2 ho] X @6y

L as condiciones son las mismas que las aplicadas en el caso 3, tan solo con la variante de
que oy=P;.

Finalmente, LAMPLAN obtiene € angulo en €l cual las curvas de la colina de friccion se
intersectan, con lo cual se obtiene la localizacién del punto neutro para cada uno de los
cuatro casos. Conociendo donde se encuentra €l plano del punto neutro, se calcula lafuerza
de reaccion en los rodillos y € torque del laminado, ambos por unidad de ancho, en base a
las siguientes ecuaciones:

6 q Oy q
F = LN P.R 9+j0 P, Rd6 (3.62)

rlil

T - ZyR( I:T P,Rd0 - [" P, Rd 9) (3.63)

rll

Donde Py, y Py corresponden a la distribucion de carga de los rodillos a la entrada y a la
salidadel proceso.

Sin embargo como no se tiene una funcion analitica como solucién de la distribucién de

carga de los rodillos, entonces se utiliza la definicion de integral para obtener la fuerza de
reaccion en losrodillosy €l torque de laminacion
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F. _ZP
0=0,
T, _2;1R(

O
R(A0)+> P, R(A6)
6=0

ZP R(AG)- %Pr,,R(AQ)]

0=0y 0=0

(3.64)

(3.65)
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CAPITULO 4

RESULTADOS

COMPARACION ENTRE LOS CASOS DISTINTOS DE LAMINACION

Cuando se elabora un modelo que predice e comportamiento de algun fenémeno fisico,
resulta i ndispensable la comparacion de los resultados obtenidos de éste con |os datos del
proceso real. Lo anterior con e propdsito de evaluar la eficacia de este modelo parala
prediccion del fendmeno. Sin embargo, cuando no es posible obtener datos del fendmeno
real, se procede ala comparacion con otros model os ya existentes y aceptados, que
permitan observar las semejanzasy las diferencias en el comportamiento entre estos
model os. El caso del proceso de laminacion no es la excepcion a esto.

AUn cuando no se cuenta con lainformacion de datos experimentales, es posible obtener de
laliteratura model os sobre la aplicacion del método del planchén a proceso de laminacion.
El modelo que se encuentra en dicha literatura considera una comportamiento rigido-
plastico sin endurecimiento en |as propiedades del material, utilizado debido alarelativa
simplicidad que implica en la herramienta matemética. Otra simplificacion que en
ocasiones se llegaa aplicar es lade considerar despreciable la componente de lafuerza de
friccidn sobre el gje cuya direccidn es perpendicular a flujo del material de trabajo. La
ultima es la misma consideracion que aplicaron Bland y Ford en su modelo. Otro modelo,
que se vaa utilizar, aln cuando no aparece en laliteratura, es el que considera el
endurecimiento del material en un comportamiento rigido-plastico. El modelo anterior tiene
el propdsito de observar el efecto que tiene & considerar laregidn elastica del material
sobre la distribucién de cargas.

L os datos referentes ala geometria, alas propiedades del material y alas condiciones de
contacto que se utilizaron para efectuar la comparacién entre los diferentes model os del
proceso de laminacion con LAMPLAN se muestran en latabla 4.1. El material cuyas
propi edagles se muestran en latabla 4.1 corresponde a acero de bajo contenido de carbono
recocido”.

% Ref[8] pp. 51
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Radio de losrodillos R=20[cm]
Espesor inicial del material ho =7 [mm]
Espesor final del materiad h = 4 [mm]
Coeficiente de friccion #=03
Madulo de Y oung E =210 [GP4]
Coeficiente de Poisson v=0.3
Coeficiente de Resistencia K =500 [MPg]
Exponente de endurecimiento n=0.25
Esfuerzo de fluencia Yo = 250 [MPa]

Tabla4.1 Datosdel problema

Uno de los aspectos que se debe tener muy presente en la resolucion de un modelo por
medio de herramientas informaticas, es el tiempo empleado para la obtencion de los
resultados. Para el caso de algunos software que utilizan otros métodos, por ejemplo el
método del elemento finito, se necesitan de horas, alin con una computadora adecuada, para
poder obtener los resultados del modelo. Para el caso del software de LAMPLAN, la
solucién es obtenida en cuestion de segundos, 1o cual resulta una gran ventgja.

L os resultados obtenidos mediante LAMPLAN se observan en las siguientes gréficas que
corresponden alas colinas de friccién de cada uno de los modelos de laminacion. Los
valores en los que se basa cada una de las colinas de friccion se presentan en el anexo |1.

Caso 1

700
600 I
500 -
400 ——Entrada

300 - Salida

200 -
100 ~

Pr
[MPa]

Gréfica4.1 Comportamiento el astico-plastico con endurecimiento.
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Pr
[MPa]

Caso 2

500
400 +
300 A
200 +
100 -

—— Entrada
Salida

Gréfica4.2 Comportamiento rigido-plastico sin endurecimiento.

Pr
[MPa]

Caso 3

700

600 | ———

500 -
400 -
300 -
200 -
100 ~

— Entrada
Salida

Gréfica4.3 Comportamiento rigido-pléstico con endurecimiento.
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Caso 4

700
600 ™
500 -
400 - — Entrada
300 - Salida

200 -
100 A

Pr
[MPa]

[’]

Gréfica4.4 Comportamiento elastico-pléstico con endurecimiento con la consideracion de Bland y Ford.

De manera cualitativa, es posible observar la gran diferencia que existe en la forma de las
curvas de colina de friccion cuando se consideran diferentes tipos de comportamiento en €
material de trabgjo (gréficas 4.1, 4.2 'y 4.3). En cambio, cuando se hace la consideracion de
Bland y Ford, no se aprecia diferencia en el comportamiento de los resultados (graficas 4.1
y 4.4).

Al comparar los resultados entre si de manera cuantitativa, tomando como referencia el
modelo del caso 1 por ser el mas completo, se obtienen las siguientes graficas.

Error ala Entrada

70
60 -
50 -
40 -
30 ~
20 +
10

——Caso 2
Caso 3
— Caso 4

%E
[%]

0
[°]

Gréfica4.5 Comparacion entre los cuatro casos utilizando los resultados de la entrada.
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Error a la Salida

50
L= 30 - ——Caso 2
° N Caso 3
S 720
= Caso 4
10 -

T W A

Gréfica4.6 Comparacion entre los cuatro casos utilizando |os resultados de la salida.

Cuando se desarrollaron las ecuaciones en € capitulo 3, se utilizd el signo + paraindicar
gue se tenian dos ecuaciones: una que utilizaba el signo de arriba, que por convencién
correspondia al arco de contacto entre laentraday €l punto neutro, y la otra que hacia uso
del signo inferior, que comprendia entre el plano que contiene a punto neutro y el plano de
salida. Al hacer referencia de los resultados de la entrada, significa que los resultados
corresponden ala solucion de la ecuacion diferencial ordinaria que utiliza el signo superior,
mientras que los resultados de salida son asociados a la solucién con €l signo inferior.

La ecuacién que se utilizo para calcular €l porcentaje de error se da a continuacion

Pri _Prl

%E = -100% (4.1)

ri

Delasgréficas4.5y 4.6 se observa que el caso que presenta mayor porcentaje de error,

con un valor promedio cercano a 40 %, corresponde a modelo clésico del método del
planchon aplicado alaminacion, en e que se considera un comportamiento rigido-plastico
sin endurecimiento. Para el caso 3, en € que se considera un comportamiento rigido-
plastico con endurecimiento, el error en lamayor parte del arco de contacto presenta un
valor inferior a 10 %. Sin embargo, en las proximidades del plano de entrada, €l error
aumenta hasta superar € 60 %. Para el caso 4, se aprecia que la suposicion de Bland y Ford
genera un error inferior del 3 % alo largo del arco de contacto.
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A continuacion se muestran valores de otros datos de interésy su comparacion con €l caso
1.

Angulo Neutro: %E
[%]
Casol: 1517 [grados| 0
Caso2: 1.727 [grados| 13.843
Caso3: 1559 [grados| 2.7686
Caso4: 1.769 [grados| 16.612

Fuerza de reaccion:

Casol: 11383.772 [kN/m] 0
Caso2: 7418.176 [KN/m] 34.836
Caso3: 11992.446 [kN/m] 5.3469
Caso4: 11552.168 [kN/m] 1.4793
Torque:
Casol: 1366.053  [kN] 0
Caso2: 890.181 [KN] 34.836
Caso3: 988.628 [KN] 27.629
Caso4: 1386.26 [KN] 1.4792
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CAPITULO 5

PLANTEAMIENTO DEL MODELO DE
COLAMINACION

5.1 ESTADO DEL ARTE

Métodos de andlisis parala comprension y prediccion del comportamiento de las capas que
se colaminan estan orientados a proporcionar parametros importantes de disefio. Gracias a
la capacidad de procesamiento de datos de las computadoras, actualmente los modelos
numericos son herramientas importantes e incluso indispensables en € disefio, con esto se
busca dar solucién a problema de predecir € comportamiento del material durante su
procesamiento asi como los pardmetros involucrados durante € proceso. En el pasado se
han desarrollado varios métodos aproximados de andlisis y se han aplicado a varios
procesos de conformado, los métodos méas conocidos son e Método del Planchon, e
Método de Campos de Lineas de Dedlizamiento, e Método de la Visioplasticidad, €l
Método General de Hill, el Método del Limite Superior, y més recientemente el Método del
Elemento Finito.

El Méodo del Elemento Finito es considerado actualmente como la técnica mas
generadlizada para €l andlisis de un modelo cuyas primeras aplicaciones orientadas al
andlisis de la deformacién pléstica estuvieron basadas en las ecuaciones de Prandtl-Reuss.
Comunmente, la smulacion y andlisis de procesos de conformado mecanico es mediante
software comercia basado en la aplicacion de este método.

Alternativamente se utilizo un modelo matemético basado en e Método del Limite
Superior cuya formulacion requiere de los antecedentes tedricos asociados a las
deformaciones plasticas, asi como de técnicas de cdlculo que, apoyadas con métodos de
programacion, dieron origen recientemente a sistema SIMCLAD para € andlisis de
deformaciones en e colaminado simétrico en la Unidad de Asistencia Técnica en
Materiales de la Facultad de Ingenieriade laUNAM.
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MODELO DE Tzou

Este modelo fue desarrollado recientemente por G.Y. Tzou (2001) y tiene la aparente
ventaja de poder ser resuelto de forma analitica sin utilizar el método numérico de Runge-
Kutta parala solucién de las ecuaciones que definen € proceso de colaminado. La solucién
alcanzada por este método permite explorar € campo de esfuerzos de las capas
colaminadas en € claro de laminacion. La solucion analitica de las ecuaciones de equilibrio
resultantes proporciona la posibilidad de obtener una relativa conveniencia en cuanto a
tiempo de célculo requerido. Por lo tanto este modelo utiliza el método del planchén para el
proceso de colaminacion.

A continuacion, y para efectos de poder hacer una comparacion entre las bondades del
método desarrollado en € presente trabajo, se hace una breve descripcion del modelo
propuesto por Tzou. El andlisis parte de considerar el equilibrio en un elemento diferencia
de un conglomerado tricapa como el mostrado en la figura 5.1. Para simplificar la
formulacion del modelo se hacen las siguientes consideraciones:

1. Los rodillos son rigidos y del mismo diametro, y las capas a colaminar tienen un
comportamiento rigido-plastico.

2. Se considera deformacion plana.

3. Los esfuerzos se presentan uniformemente distribuidos en los elementos que se
colaminan. El esfuerzo vertical (p) y los esfuerzos horizontales (qc y qm) son asumidos
como esfuerzos principales.

4. El coeficiente defriccion entre losrodillosy €l material de las capas externasy entre las
capas gue se colaminan es constante alo largo del arco de contacto. Se hace uso del modelo
de friccion de Coulomb, es decir: =yp.

5. Las direcciones del flujo de las capas colaminadas a la entrada y a la salida son
horizontales.

6. No existe desizamiento entre la interfase de las hojas; por lo que e conglomerado que
se colamina esta unido completamente antes de ser laminado.

La disposicion geométrica del conglomerado y la nomenclatura utilizada por e autor del
articulo citado se muestran en lafigura5.1.
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J; Nomenclatura:
' R Radio de los rodillos.
h, Mitad del espesor final.
h; Mitad del espesor inicial.
Noc Espesor final de la capa
q; externa.
-—= x|h,, Mitad del espesor final
de la capa interna.
X, Posicion del punto neutro.
do Traccién frontal aplicada
en el conglomerado.
q, Traccién posterior aplicada
en el conglomerado.

Figura5.1 Modelo de Tzou.

Béasicamente, la solucion parte de plantear 1as ecuaciones de equilibrio cuasi-estético de un
elemento diferencial en cada capa y asi, generar las ecuaciones diferenciales pertinentes
gue sustenten la condicion de equilibrio de fuerzas a interior del material. Al contar con
dos capas de materiales diferentes (la simetria se aplica en € desarrollo del modelo) se
cuenta con un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas, cuya solucion resulta
relativamente simple de evaluar al utilizar métodos convencionales para ecuaciones
diferenciales. La solucién final es funcion de los pardmetros caracteristicos del proceso y
particularmente de un pardmetro que se mantiene como incognita alo largo de la solucion
el cual eslarelacion de espesores entre las capas que se colaminan.

La mayor desventaja de este método radica en el hecho de que parasimplificar el andlisisy
poder acoplar las ecuaciones diferenciales que gobiernan e fendmeno se recurre a
considerar que los materiales han sido unidos de forma permanente previamente al proceso,
con lo cual se desprecia el efecto que tiene la friccion debida a deslizamiento que ocurre
entre las capas. La union previa de las capas condiciona fuertemente los perfiles de flujo de
material y con ello la deformacion alainterfase de los materiales.

Otro inconveniente, y que quiza tenga mayor importancia que €l anterior es que larelacion
de espesores en cualquier punto del proceso se mantiene constante, es decir, € cociente del
espesor de las capas a la entrada es igual alas de la salida. Lo anterior implica que no se
determina realmente larelacion de espesores al final del proceso.

En el campo de aplicacion practica de cualquier modelo que simule el proceso de
colaminado, la relacion de espesores (y no la carga de laminacion) sera quiza la variable
primordial de interés debido a que este parametro define, en muchas aplicaciones, las
caracteristicas del producto final en el que e conglomerado serd utilizado. Es por €ello que,
y debido a su omisién en la solucién, e modelo desarrollado por Tzou no puede tener una
aplicacion préctica en la industria y resulta muy inconveniente cuando la variable
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primordial es la relacion de espesores del producto final. Para condiciones particulares es
posible establecer correlaciones entre cargay relacion de espesor, sin embargo lo anterior
no resultaidéneo a no contar con una solucion general del problema.

5.2 CONSIDERACIONES DEL MODELO

De manera analoga a como se procedio en la aplicacion del método del planchon para el
proceso de laminacion, es necesario plantear las consideraciones parael caso del proceso de
colaminado. Para el desarrollo del modelo se requiere tomar en cuenta las condiciones del
proceso real asi como las simplificaciones que se hacen respecto a éste. A continuacion se
enlistan las consideraciones de |as que parte el desarrollo del modelo:

1

2
3.

0N

10.

11.

Se considera un proceso de colaminado a temperatura ambiente (trabajo en frio) y
simétrico.

. Sedesprecialadeformacion de los rodillos.

Se considera deformacién plana en el conglomerado, debido a que se desprecia €l
ensanchamiento.

Laley de Coulomb se utiliza para e contacto entre e rodillo y la capa externa. Se
asume un coeficiente de friccion durante el proceso.

Para el contacto entre la capa interna y la capa externa se utiliza la teoria de la
friccion adherente, donde se considera que no existe deslizamiento (m=1).

f =mk (2.63)

Se aplicael criterio de von Mises paralafluencia de los materiales.

El angulo de contacto total es pequefio.

En el equilibrio de fuerzas de las capas del conglomerado se desprecian |os efectos
inercialesy las fuerzas de cuerpo.

Se considera un comportamiento rigido-plastico con endurecimiento para los
materiales del conglomerado. La ecuacion utilizada para modelar el endurecimiento
por trabajo es la ecuacion

o=Keg;p (2.58)

L a ecuacion congtitutiva para la zona el astica del material estara regida por laley de
Hooke.

Para el modelado del endurecimiento del material en la zona pléstica se utilizara la
expresion de Holloman, mencionada en el capitulo 2.

Ademas de estas consideraciones hay que agregar las implicadas con el uso del método del
planchdn, que no seincluyeron en lalista.
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5.3 VARIABLES DEPENDIENTES E INDEPENDIENTES DEL MODELO

Como ya se menciond en €l Ultimo parrafo del modelo de Tzou, larelacién de los espesores
al fina del conglomerado es la variable mas importante a determinar, debido a su
aplicacion que tendria en laindustria en cuestion de prediccion. En este modelo, la variable
principal que se busca determinar es €l espesor de la capa interna del conglomerado en
cualquier punto del arco de contacto, debido a que con este espesor es posible obtener de
manera directa la relacion de espesores del conglomerado. De manera adicional, el modelo
permite obtener la distribucion de cargas resultante del contacto entre €l rodillo y la capa
externa. De manera similar a modelo del proceso de laminacion, la variable independiente
sera el angulo de contacto, &, por las mismas razones gque se plantearon en € capitulo 3.

A diferencia del modelo que se obtuvo para € proceso de laminacién, en € caso de
colaminacion se tendran dos variables dependientes, que son el espesor de la capa interna,
hi, y la carga de los rodillos, P;. Lo anterior implica la existencia de un sistema de dos
ecuaciones diferenciales ordinarias en funcién de dos variables dependientes y una
independiente.

5.4 FORMULACION Y DESARROLLO DEL MODELO

En lafigura 5.2 seilustra de manera esquematica el proceso de colaminacion simétrico.

y | e0
L 2
X

Figura5.2 Proceso de colaminado.

Como ya se mencioné anteriormente, la principal ventaja del método del Planchén es que
cumple con la conservaciéon de la cantidad de movimiento lineal, a pesar de que se
desprecien ciertos efectos relacionados a éste por las condiciones del problema. La
ecuacion resultante de la conservacion de cantidad de movimiento lineal es la relacionada
con el equilibrio de fuerzas en €l cuerpo, que para este caso sera el equilibrio de fuerzas en
cada elemento diferencial de los materiales a colaminar.
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La ecuacion de equilibrio de fuerzas debe satisfacerse para cualquier direccion del elemento
diferencial, y debido a que se considera deformacion plana durante todo el proceso, basta
con satisfacer €l equilibrio de fuerzas en los gjes x y y tanto para la capa externa como para
la capa interna.

Las fuerzas que actlan sobre un elemento diferencial cualquiera de la capa externa se
muestran en el diagramade cuerpo libre delafigura5.3.

F
Fl‘lf F nr gr
i -

F F E
? =
ep ea he ep ea he+d h

dx

Figura5.3 Diagrama de cuerpo libre parala capa externa.
Donde

Fnr: Fuerza debida ala presion normal de los rodillos sobre la capa externa.
Fr: Fuerzadefriccion entre e rodillo y la capa externa.

Fne: Fuerza debida alapresion normal de la capainterna sobre la capa externa.
Fr: Fuerza de friccidn entre la capainternay la capa externa.

Fea: Fuerza de empuje gjercida por €l elemento diferencial anterior.

Fep: Fuerza de empuje gercida por el elemento diferencial posterior.

De la ecuaciéon de equilibrio de fuerzas en la direccion x del elemento diferencial se
obtiene:

Y. F.=0 (5.1)

Fep - I:ea + I:nrx FFo - I:ncx +F =0 (52)

frx fex
Al igual que para € caso de laminacion, a fuerza debida a la friccion que gercen los
rodillos sobre la capa externa del material tiene ambos signos, debido a que e sentido de
dicha fuerza cambia en funcidén de la localizacion del elemento diferencial analizado
respecto a punto neutro. Entre la entrada del materia al claro de laminacion y e punto
neutro, €l elemento tiene un signo negativo, originado por € deslizamiento entre el rodillo y

la capa externa, donde la velocidad tangencial del rodillo es mayor. En cambio, e signo es
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positivo a partir del punto neutro y hasta la salida, dado que la velocidad de la capa exterior
es mayor alatangencial del rodillo.

Sustituyendo los valores respectivos de cada uno de los términos de la ecuacion 3.1, es
posible obtener la siguiente ecuacion:

o, &w—(oxe +do,, )Mw+ P ox wsend, F f, ox wcos6,
2 2 cosd, coso,
-P, dx wsend, + f, dx wcosd, =0 (53
Cosd, cosd,

Cabe resdltar que o,, representa el esfuerzo principal en la direccion x, mientras que Py,
P., fr y f. representan las presiones normales y las fuerzas de friccién por unidad de area.

Desarrollando la ecuacion 5.3, multiplicando por €l signo menos toda la ecuacion y
despreciando el producto de diferenciales

O e dge +hz‘“’daXe —Ptang,dx+ f,.dx+Ptang.dx— f.dx=0 (5.4)
O bien
e 9% _o(ptang, 7 1, —Ptang, + 1) (5.5)

a - -
®dx ¢ dx

La ecuacion 5.5 esta expresada en forma de ecuacion diferencial, donde las incognitas a
determinar son o, , he, Py, Pc, fr, fc, 6, y 6,.

Al aplicar la ecuacion de equilibrio de fuerzas en la direccion y del elemento diferencial se
obtiene la siguiente ecuacion:

~F, FF =0 (5.6)

+ I:ncy + chy -

fry

Al sustituir los valores de cada una de los términos de la ecuacion 5.6 y a simplificar el
resultado obtenido, se obtiene la siguiente relacion:

P £ ftang, =P, + f tang, (5.7)

De manera andloga al desarrollo de las ecuaciones en la capa externa, se parte del andlisis
del diagramade cuerpo libre de la capainterna, que se muestraen lafigura5.4.
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h| —2 2 | h+dh,

Figura5.4 Diagrama de cuerpo libre parala capainterna.
Donde:

Fne: Fuerza debida a la presion normal de la capa interna sobre la capa externa. Aplicacién
delaterceraley de Newton.

Fr: Fuerza de friccion entre la capa interna 'y la capa externa. Aplicacion de la tercera ley
de Newton.

Fia: Fuerza de empuije gjercida por €l elemento diferencial anterior.

Fip: Fuerza de empuje gjercida por € elemento diferencial posterior.

Fv: Fuerzainternaparael equilibrio delasfuerzasen el gey.

Laecuacion de equilibrio de fuerzas en el ge x queda expresada de |a siguiente manera:
> F, =0 (5.8)

Froe — Fia + 2F, —2F, =0 (5.9)

fex

Sustituyendo variables:

o.hw—(o, +do, \h +dh )w+ ZP{ o stenec - Zf{ o chosé’C =0

cosé, cosé,
(5.10)

Desarrollando términos y despreciando el producto de diferenciales:
hdo, +o,dh —2P.dxtang, +2f.dx =0 (5.11)

Reordenando términos para obtener la forma de una ecuacion diferencial:
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h 9% 4 g I

- 5.12
9% s, M afprana, - 1) (512

Respecto ala ecuacion de equilibrio de fuerzas en el gjey para esta capa, se obtiene:

F,-F_-F_=0 (5.13)

ncy fey =
Desarrollando la ecuacién 5.13 y haciendo uso de la ecuacion 5.7 se obtiene:

P + f.tand, =P, + f tand, (5.14)

Oy

Donde o, es €l esfuerzo principal en ladirecciony.

De la ecuacion 5.14 podemos concluir que el esfuerzo de compresion gjercido sobre cada
elemento diferencial del claro de laminacién en la direccion y, tanto de la capa externa
como de la capainterna, tiene un valor de o, , € cua resulta ser el esfuerzo principal en la

direccidn, y que puede ser expresado en términos de la presion normal y de la friccion ya
seade losrodillos o de lainterfase de los materiales.

Aplicando las consideraciones tomadas para €l modelado de las fuerzas de friccion a las
ecuaciones 5.5, 5.12 y 5.14 se obtiene:

dh do

—2+h,— % =2P (tanb, ¥ i, )-Ptand, + mk; 5.15

O-XE dX e dX ( r( r ILlI’) c c mln) ( )

h; doy o dh _ 2(P.tang, —mk,,) (5.16)
dx dx

o, =P,(1+ y tand,)=P, +mk,, tano, (5.17)

Mediante manipulacién algebraica, la ecuacion 5.17 puede ser expresada de la siguiente
manera

o, =P (1t ytang,)=P, (1+ mkfpni“tan ecj (5.18)

Una de las conclusiones que se obtuvo del capitulo 4 fue que € despreciar la componente
de la fuerza de friccion sobre €l e y no afecta de manera apreciable a la solucion. Para el
andlisis del proceso de colaminacién se aplica esta consideracion para ambas capas, con €l
propdsito de poder simplificar 1as matematicas del modelo, sin la necesidad se sacrificar la
exactitud de la solucién. Por lo tanto, la ecuacion 5.18 se simplificaa

(5.19)
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Como P, es una de las variables que de interés, sustituimos a P, de las ecuaciones 5.15 y
5.16.

dhe do—xe — T —
O e a + he dx - Z(Pr (tan er T4, tan ec )+ mkmin) (520)

o Qo dh

i B —mk_. 5.21
1 dX XI dX 2(Pr tan 00 mkmln ) ( )

La ecuacién que relaciona a los esfuerzos principales de las ecuaciones anteriores se basa
en € criterio de fluencia. Como €l criterio de fluencia que se utiliza es el mismo que €l
utilizado en la laminacion, € andlisis es similar al aplicado a ese modelo, por lo que se
obtienen las siguientes ecuaciones

2

Oy =0y = EGOG (5.22)
2

O, =0, = Eam (5.23)

Sustituyendo la ecuacion 5.19 en las ecuaciones 5.22 'y 5.23, y despgjando a o,, y a o,; e
obtiene

R (5.24)
o, =P —ia (5.25)
Xi r ﬁ Oi "

Al sustituir las ecuaciones anteriores en las ecuaciones 5.20 y 5.21 llega a las siguientes
ecuaciones

[Pr _i jdhe+h ﬁ_ih do_oe ZZ(PI’(taner $aur _tanec)+ mkmin)

(o2
J37% ) dx T dx 43 ° dx
(5.26)
2 dh. dP. 2 doy
P-“6,|—+h—"—-2h "% =—2(Ptand. —mk__ 5.27
( r ﬁao'jdx + i dX ﬁ i dX ( r c mln) ( )

Para poder desarrollar la ecuacion y degarla en términos de 6, que es la variable
dependiente del modelo, es necesario desarrollar |as relaciones entre x, he, hi y 6. Algunas
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de estas relaciones son obtenidas de la misma manera que en capitulo 3 para €l caso de
laminacién. Las relaciones restantes se determinan basdndose en las figuras 5.2, 5.3y 5.4.

h=h +h, (5.28)
h=h, +2R(1-cosé,) (3.24)
o[ hy —hy+2R
0,=cos| (5.29)
2R

X=Rsené, (5.30)
X Reoso, (5.31)
do,

dh R send, (5.32)
do,

dhy _ 2tané, (5.33)
dx

dh =2tand, (5.34)
dx

Aplicando estas relaciones geométricas alas ecuaciones 5.25 y 5.26

dP. 2 do, 2 dh. 2
h-h)——-—"—(h-h)—%2+ "6, —=2mk_ . FuP +—oc,tand
( |) ( |) dX \/éUOe dX 2( min :ur r ﬁGOe rj

dx /3
(5.35)
d°P. 2, do, 2 dh.
h, —L ——=h —% — L ==2mK . 5.36
i dX ﬁ i dX ﬁ GOI dX min ( )

Haciendo uso de laregla de la cadena utilizando la ecuacion 5.31 se obtiene

(h - hi )jzr _é( - hi )dO-Oe i dhl = 2R((mkmin $/url:)r )COS@I, +£GOe Sengrj

+ =00

do, /3 *do, /3
(5.37)

&P, 2 do, 2  dn

Rl S -~ 5, =—2Rmk_._cosd 5.38
'd@r \/é i d@r @GO| d@r min r ( )
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Capitulo 5 Planteamiento del Modelo de Colaminacién

Derivando la ecuacion 2.58, que corresponde a la ecuacion de Holloman, y utilizando las
definiciones de deformacion efectiva y deformacidon real se obtienen las siguientes
expresiones

ne—1
Qoo __ Ko [ PRl fopeong - N (5.39)
do. ~ h-h h do

r i e0 r

n-1
dGOi :_Kini _|n hi dhl (5-40)
do, ~ h he)) do

r

Sustituyendo las ecuaciones 5.39 y 5.40 en las ecuaciones 5.37 y 5.38, y simplificando

dP 2 n 2 n ) dh
h-h r+ —K — YL [
( I)dgr \/é e[ge \/g e€e jd@r

— 2 n 2 ne-1
2R| (MK, F 4, P, )cost, +——=K,| & ——=n.e," " |send, | (5.41)
(7)ot + [~ T ne

P 2 dh
h — - = K. le" —ne" )= = _2Rmk .. cosd 5.42
i d@r \/é I(gl i€i )dgr min r ( )

En las ecuaciones anteriores se introdujeron las variables & y &, las cuales se refieren alas
deformaciones efectivas de la capa exterior y la capa interior, respectivamente.

2 (h-h
ge = —\/éln( heo ] (5.43)
2 (h

Las ecuaciones diferenciales 5.41 y 5.42 describen el modelo del proceso de colaminacién
suponiendo un comportamiento rigido-plastico con endurecimiento de los materiales. La
solucién de estas ecuaciones se puede obtener con e mismo método numeérico utilizado en
el proceso de laminacion, solo que con las modificaciones para un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias, por 1o que es necesaria la normalizacion de este. Las ecuaciones
diferenciales normalizadas quedarian de la siguiente forma

dh, _ ce—bf (5.45)
dg, ae-—db
dpP. _af —dc (5.46)
dg, ae—db

r

69



Capitulo 5 Planteamiento del Modelo de Colaminacién

Donde
nd%mlj (5.47)

(5.48)

c=2RUmhm¢ijuBa+ZZK{Q%—ZZmQngmQJ (5.49)

3 73
2 n_ 8'nrl .

d=—¢§m@i ne?) (5.50)

e=h (5.51)

f =—2Rmk,;, coso, (5.52)
2 (h-nh,

&, =—ﬁln( . j (5.43)
2 (h,

a=—J3mL%j (5.44)

5.5 CONDICIONES DE FRONTERA DEL MODELO

La obtencién de las condiciones de frontera para €l caso de colaminacién resultan mas
dificiles de obtener que para el caso de laminacion de productos planos. La complejidad se
debe a que son dos variables dependientes, P, y h;, las que contiene el sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias, por lo que se necesitan dos ecuaciones de frontera para
hallar su solucion. Sin embargo, cabe recordar que en realidad se tienen dos sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias de dos variables dependientes, debido a que un sistema
de ecuaciones es aplicable entre el plano de entrada 'y el plano del punto neutro, y €l otro
sistema corresponde al arco de contacto entre el punto neutro y la salida. Lo anterior nos da
un total de cuatro condiciones de frontera: dos para €l plano de entrada y dos para e plano
de salida.

Las condiciones de frontera para € plano de entrada estdn dadas por las condiciones
geométricas de los materiales que conforman el conglomerado y la condicién del esfuerzo
principal correspondiente a gje x. La ultima condicion tiene una deduccion familiar a la
dada para €l proceso de laminacion (capitulo 3.6), por 1o que las condiciones de frontera
parael plano de entrada son
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Capitulo 5 Planteamiento del Modelo de Colaminacién

ox=0 y h=hjy paa 6=0

Para €l caso de las condiciones de frontera del plano de salida, la situacion es diferente. Se
cuenta con la condicion del esfuerzo principal correspondiente a ge x, ox=0, pero €l
problema es obtener el valor del espesor de la capainterna a la salida, debido a que este es
una de las incognitas a determinar de mas importancia en e modelo. Sin embargo, a
andizar e elemento diferencial que corresponde a del plano de sdlida y aplicar la
condicion final del esfuerzo principal en € gex, setiene que € criterio de fluencia para las
dos capas queda expresado de la siguiente manera

2
Oy =0y = ﬁ%e (5.21)
2
o, = ﬁ%e (5.45)
o, —0y =20 (522)
y  ©xi _ﬁ 0i :
2
5= 500 (5.46)
Igualando la ecuacion 5.45 con la ecuacion 5.46
Coe =0y (5.47)

Sustituyendo la ecuacion 2.58 y la definicion de deformacion real en la ecuacion 5.47

EEIRES)

LaUnicaincégnitaen laecuacién 5.48 es el hj;, por 1o que es posible hallar su valor. Debido
a que resulta complicado el despeje del espesor final de la capa interna de la ecuacion 5.48,
serd necesario recurrir a un método numérico para encontrar dicho valor. Al obtener €l
valor de hj;, se obtienen las cuatro condiciones de frontera necesarias para la resolucion del
modelo, por lo que nada més resta encontrar la solucion por medio de métodos numéricos
aplicados a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de dos variables.

71



CONCLUSIONES.

En el presente trabajo se ha desarrollado un modelo para la simulacién del proceso de
laminacion de productos planos en base al método del planchoén. La caracteristica principal
de este modelo, que lo diferencia de otros existentes basados en el mismo método, radica en
la consideracién de un comportamiento elastico-plastico del material, en el que se
consideran los efectos del endurecimiento por deformacién. Para la obtencion de este
modelo fue necesario el desarrollo de las ecuaciones correspondientes a la region elastica
del material, tomando como base la teoria existente para la elasticidad.

El software desarrollado, al que se le ha nombrado LAMPLAN, consiste en una recoleccion
de diferentes modelos que utilizan el método del planchén para la obtencion de la
distribucion de cargas a lo largo del arco de contacto, ademas de otras variables, como son
la localizacion del punto neutro y la fuerza de reaccion por unidad de ancho experimentada
por los rodillos. Los resultados obtenidos de LAMPLAN también pueden ser utilizados
para la comparacion de los modelos entre si.

Al realizar la comparacion de los modelos para un caso especifico de laminacion, se
encontrd que la diferencia entre el modelo cléasico existente presentaba una diferencia
apreciable en los resultados en comparacion con el modelo desarrollado en este trabajo. A
lo que se concluye que los modelos analizados por el método del planchén para el proceso
de laminacion dependen en gran medida del tipo de comportamiento que se considere para
el material de trabajo.

También se concluye que la suposicion de considerar despreciable la componente de la
friccion correspondiente al eje normal a la direccion del flujo no acarrea errores
importantes. Esta conclusién pudo utilizarse para el desarrollo del modelo para el proceso
de colaminacion.

Aunque el método del planchén se ha utilizado exclusivamente para la determinacién de
esfuerzos, se demostrd que este método es capaz de obtener una expresion para modelar la
geometria de la capa interna de un conglomerado de colaminacion. Estas ecuaciones fueron
desarrolladas para un proceso de colaminacion simétrica en frio y con un comportamiento
de los materiales rigido-plastico con endurecimiento. Ademas se utilizd el modelo de
friccion adherente para la simulacién del contacto entre los materiales del conglomerado.

Al final del desarrollo se obtuvo una ecuacion en la cual se puede obtener el valor del
espesor de la capa interna del conglomerado a la salida del proceso, una variable importante
para fines de disefio del proceso.

Como comentario final, se espera que el presente trabajo sirva como base para la obtencion

de modelos del proceso de colaminacion en base al método del planchén, aprovechando las
bondades que presenta este método.
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ANEXO |

INTEGRACION NUMERICA DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Cuando se quiere encontrar la solucién de una ecuacién diferencial no lineal existen dos
caminos posibles. El primero consiste en buscar las soluciones planteadas en la literatura
para algunas de estas ecuaciones que han podido ser encontradas por métodos aleatorios,
dichas soluciones son variables puesto que dependen de las condiciones de frontera o del
valor inicial. Un andlisis de estabilidad de los puntos singulares proporcionara informacion
del caracter convergente o divergente de la ecuacion y se podran encontrar |os diagramas de
fases correspondientes gque representan la ecuacion exacta para regiones “muy cercanas’ a
estos puntos. El segundo método seria utilizar algin método numeérico, éstos estan basados
en encontrar series o polinomios truncados que representen de forma alterna a la funcion
deseada. La ventgja de estos métodos radica en que la solucion de la ecuacion puede ser
determinada en cualquier parte del dominio donde la funcién exista, es decir, en donde
cumpla con el teorema de unicidad. La desventgja radica en que la solucién es expresada de
forma discreta en pares de puntos, de primera instancia pareceria coherente encontrar los
pares de puntos casi contiguos de tal forma que la solucién pareciera ser continua, pero €
procedimiento parair encontrando nuevos puntos es por interpolacién o extrapolacion, con
esto, se limita la convergencia de la solucién. Ademés hay que resaltar que éste es un
proceso iterativo el cual necesita de una computadora que pueda realizar cientos o miles de
célculos, trayendo como consecuencia problemas de almacenamiento de datos y errores de
truncamiento.

El forma general de una ecuacion diferencia ordinaria de primer orden (EDOP)es:

M = f (X, y)

dx
Como se puede observar, en una EDOP la derivada siempre sera una funcién conocida por
lo que se puede conocer |a pendiente en cualquier punto que se desee, esto implica una gran
ventgja para una interpolacion puesto que se puede predecir un punto desconocido

extrapolando a partir de un valor inicial, de tal forma:

yn+l = yn + hf (Xn ’ yn)
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Anexo 1. Integracion Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Donde “h” es la distancia al punto “n” sobre el dominio donde se quiere extrapolar y
f(x,,y,) lapendiente de lafuncion deseada, Este método se le conoce como de Euler y la

mayoria de los métodos numeéricos para la solucion de EDOP |o toman de referencia.

METODO DE RUNGE-KUTTA DE 4° ORDEN

Este método es una de las variantes del método de Euler y presenta una correccion respecto
a éste Ultimo debido a que toma en cuenta la derivada valuada en el punto donde se
extrapolara 'y en otros tres puntos dentro del intervalo, es de caracter simétrico por lo que
no estara sélo en funcion de la derivada valuada sino que hace uso de pardmetros de
correlacion obtenidos por expansiones en series de Taylor, el modelo es el siguiente.

K, ky  ks K, 5
=y, +—+=+—+—"+0(
Sria = Tg Tt T ")
kl:hf(xn’yn)
h k
k,=hf| x, +—,y, +*
2 (n 2yn zj

h k
ky=hf| x, +—,y, +2
3 (n 2 yn Zj

k, =hf(x,+h,y, +k;)

Donde las “k” son los parametrosy “ O(h°)” es el error. Se puede observar que para pasos
h pequefios €l error tendera a cero aunque hay que recordar los inconvenientes descritos
anteriormente, sera necesario encontrar un rango de equilibrio en donde €l proceso arroje
errores minimos debido al modelo y a la vez los debidos a truncamiento y a nimero de
iteraciones. En lagréficade lafigural.l se representa el error de la ecuacion diferencial en
funcion del tamario de los incrementos, h.
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Error ‘
O(h%)

Error total

Truncamiento

v

Figural.l Error implicado por €l uso de métodos numéricos.
Para el modelo de laminacion mostrado, el método de Runge-K utta resulta ser una opcién

poderosa en la solucién debido a que solo se necesita conocer la condicion de frontera y
hacer un alto nimero de iteraciones.
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ANEXO II.

L os siguientes datos corresponden al archivo de salida generado por LAMPLAN.

Radio de los Rodillos: R= 200.00 [mm]

Espesor Inicial: hO= 7.00 [mm]

Espesor Final: hf= 400  [mm]

Angulo de Contacto: Trc 7.022 [grados]

Coeficiente de Friccion: m= 0.300

Modulo de Y oung: E= 210000 [MPe]

Coeficiente de Poisson: v= 0.300

Coeficiente de Resistencia: K= 500.00 [MPq]

Exponente de Endurecimiento: n= 0.251

Esfuerzo de Fluencia: YO=  250.00 [MP4]

Numero de Iteraciones: Pas= 500

Salida de Datos: i= 5
Angulo h Sxl Sx2 Sx3 x4 Pri Pr2 Pr3 Pr4
[grad] [m]  [MPa] [MPe] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPd]

ENTRADA

7022 700 000 000 000 000 0.000 278.389 278.389 0.000

6937 693 017 030 031 018  183.138278.799 291.086 189.829
6867 687 027 043 045 028  213.334 279.026 300.480 221.051
6.797 681 034 052 054 035 234.452279.211 309.060 242.847
6727 675 039 058 062 041  251.082279.373 316.980 259.980
6657 670 044 063 067 046  264.970 279.521 324.352 274.263
6586 6.64 048 067 072 050 276.986 279.662 331.259 286.597
6516 658 052 071 077 053 287.631279.798 337.765 297.506
6446 653 055 074 081 057 297.225279.931 343.922 307.319
6376 647 059 078 085 0.61  305.983280.063 349.771 316.261
6305 642 062 081 089 0.64  314.059 280.195 355.349 324.491
6235 637 066 084 093 0.69  321.566 280.329 360.684 332.130
6165 631 071 088 098 0.73  328.595 280.468 365.803 339.268
609 626 076 093 104 079  335.215280.615 370.730 345.980
6025 621 084 099 113 0.87  341.489 280.776 375.493 352.330
5954 616 095 108 125 098  347.479 280.967 380.126 358.384
5884 6.11 116 125 148 120  353.276 281.232 384.704 364.237
5814 6.06 173 170 210 179  359.165 281.769 389.514 370.193
5744 601 574 481 644 592  368.162 284.890 397.797 379.450
5674 59 98 797 1087 1016 377.049 288.063 406.053 388.592
5603 591 1044 842 1151 10.77 382.324 288.601 410.500 393.900



Anexo 2. Datos de Salida

5533 586 1066 858 1174 1099 387.060 288.863 414.445 398.638
5463 582 1078 867 1186 11.11 391.538 289.052 418.183 403.104
5393 577 1086 873 1195 1119 395.827289.213421.781 407.372
5322 572 1092 877 1201 1126 399.958 289.362 425.267 411.473
5252 568 1097 881 1207 1131 403.949 289.504 428.655 415.428
5182 563 1103 885 1213 1137 407.817 289.645 431.956 419.252
5112 559 11.08 889 1219 1142 411.572289.788 435.181 422.959
5042 555 1115 894 1226 1150 415.232 289.941 438.342 426.566
4971 550 1126 901 1237 11.60 418.821 290.116 441.462 430.097
4901 546 1146 915 1258 1181 422407 290.355 444.612 433.626
4831 542 1219 965 1336 1257 426.424 290.952 448.243 437.608
4761 538 1861 1402 20.10 19.15 435.898 295.315 457.633 447.328
4690 534 1978 1481 2133 20.35 440.165 296.192 461.578 451.569
4620 530 20.02 1497 2158 2059 443.444 296.454 464.508 454.771
4550 526 2013 1504 2169 20.71 446.525 296.634 467.252 457.764
4480 522 2020 1509 2177 20.78 449.495 296.790 469.900 460.641
4410 518 2027 1513 21.84 20.85 452.384 296.938 472.481 463.431
4339 515 2033 1518 2191 2092 455.207 297.088 475.012 466.153
4269 511 2042 1523 2200 21.01 457.987 297.252 477.515 468.830
4199 507 2060 1535 2219 2119 460.791 297.473 480.057 471.530
4129 504 2161 16.00 2323 2222 464.343298.215 483.393 475.012
4059 500 2745 1975 2932 2820 472572 301.995491.611 483.378
3988 497 2786 20.01 2974 28.61 475.421 302.358 494.242 486.122
3918 493 2798 20.09 2987 2874 477.940 302.545 496.540 488.519
3848 490 2806 20.13 2995 2882 480.357302.702 498.745 490.810
3778 487 2813 2018 30.02 28.89 482.716 302.856 500.900 493.040
3707 484 2823 2025 30.13 29.00 485.054 303.030503.045 495.248
3637 481 2857 2045 3048 29.34 487.566 303.343 505.380 497.636
3567 477 3387 2375 3598 3475 494912 306.692512.735 505.049
3497 474 3440 2408 36.52 3529 497.517 307.122515.184 507.529
3427 472 3451 2415 36.64 3541 499.672307.303517.176 509.542
335 4.69 3459 2419 36.72 3548 501.745 307.460 519.090 511.468
3286 466 3469 2426 36.83 3559 503.798 307.635520.994 513.374
3216 463 3527 2461 3743 36.18 506.275 308.094 523.341 515.717
3146 460 3988 2741 4218 40.87 512.665 310.963529.743 522.112
3.075 458 4005 2752 4237 4105 514.662 311.183 531.610 523.956
3.005 455 4014 2757 4246 4114 516.523 311.346 533.342 525.657
2935 452 4027 2765 4259 4127 518.388 311.536 535.086 527.363
2865 450 4401 2990 4646 45.08 523.774 313.866 540.470 532.703
2795 448 4457 3023 47.03 4564 525.974 314.306 542.571 534.751
2724 445 4466 3029 4712 4574 527.680 314.475544.169 536.289
2654 443 4482 3039 4729 4590 529.416 314.685 545.803 537.858
2584 441 4876 3273 51.36 4991 534.844 317.113 551.249 543.226
2514 438 4893 3283 5152 50.07 536.502317.323552.815 544.712
2444 436 4904 3290 5164 5019 538.078 317.506 554.299 546.112
2373 434 5206 3468 5475 5325 542482 319.382558.704 550.418
2303 432 5222 3477 5492 5341 544.024 319.590 560.164 551.781
2233 430 5246 3491 5516 53.65 545.605 319.844 561.669 553.184
2163 428 5499 3640 57.77 56.22 549.421 321.430 565.480 556.877
2092 427 5510 3646 5789 56.34 550.808 321.613 566.795 558.078
2022 425 5748 37.85 6033 5875 554.399 323.105 570.382 561.535
1952 423 5760 3792 6046 5887 555.719 323.291 571.637 562.666
1882 422 5979 3919 6270 61.08 559.048 324.668 574.962 565.851
1812 420 6005 3935 6298 61.35 560.441 324.940576.301 567.055
1741 418 6294 4102 6594 64.27 564.394 326.717 580.275 570.871
1671 417 6484 4212 6790 66.19 567.341 327.929 583.220 573.658
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1601 416 66.18 4290 69.28 6754 569.692 328.815 585.554 575.834
1531 414 6650 4309 69.61 67.87 571.006329.122 586.828 576.953
1461 413 6805 4398 7120 6943 573.495330.127 589.311 579.267
1390 412 6973 4495 7293 7113 576.084 331.209 591.902 581.680
1320 411 7066 4548 73.88 72.07 577.893331.862 593.695 583.299
1250 410 7180 46.14 75.05 7322 579.875 332.633 595.668 585.092
1180 4.08 7337 47.04 76.67 74.80 582.250 333.649 598.050 587.283
1109 4.07 7652 4884 79.90 77.98 586.166 335.568 602.017 591.034
1039 4.07 7834 4988 8177 79.82 588.725 336.727 604.594 593.406
0969 406 79.64 50.62 8310 8112 590.726 337.587 606.601 595.211
0899 405 8070 5123 8420 8219 592.465 338.316 608.342 596.748
0829 404 8240 5220 8594 8390 594.802 339.406 610.701 598.889
0.758 4.04 8281 5244 86.36 8432 595.824 339.765 611.713599.700
0688 403 8475 5355 8836 86.27 598.337 340.993614.258 602.015
0618 4.02 8556 5401 89.19 87.09 599.687 341.579 615.614 603.154
0548 4.02 9208 57.72 9588 93.65 606.697 345.407 622.783 610.000
0477 401 9399 5881 97.84 9556 609.073 346.616 625.198 612.169
0407 401 9578 59.83 99.68 97.36 611.307 347.762627.471 614.193
0337 401 10201 63.37 106.07 103.62 617.935 351.428 634.257 620.635
0267 4.00 103.76 64.37 107.87 105.37 620.055 352.549 636.419 622.539
0.197 4.00 107.03 66.22 111.22 108.65 623.662 354.534 640.110 625.934
0126 4.00 11389 70.13 118.27 11554 630.834 358.566 647.464 632.904
0.056 4.00 12274 7516 127.35 12442 639.954 363.724 656.820 641.822
-0.000 4.00 12899 78.71 133.77 130.69 646.409 367.386 663.444 648.106

SALIDA
0000 400 000 000 000 0.00 517.416288.675529.676 517.416
0084 400 875 488 896 875 526.377293.689 538.853 526.143
0154 400 1705 951 1745 17.04 534.814298.429 547.494 534.374
0225 400 2000 1116 2047 1999 537.866 300.186 550.628 537.223
0295 401 2222 1240 2274 2220 540.158 301.537 552.985 539.310
0365 401 2789 1556 2855 27.86 545.877 304.822 558.855 544.808
0435 401 2959 1651 3029 2956 547.582 305.885 560.619 546.305
0506 4.02 3140 1753 3215 3137 549.369 307.015 562.470 547.881
0576 4.02 3497 1952 3580 3493 552.882309.130566.092 551.171
0646 403 3815 21.30 39.05 38.09 555.966 311.025 569.278 554.031
0.716 4.03 4045 2259 4141 4039 558.143 312.434 571.539 555.988
0786 4.04 4092 2285 4189 40.85 558.443312.812571.881 556.079
0857 4.04 4264 2381 4366 4257 559.970 313.898 573.483 557.386
0927 405 4305 2405 44.08 4298 560.143 314.246 573.701 557.350
0997 406 4498 2513 46.06 4490 561.810 315.452575.454 558.792
1067 4.07 4708 2631 4820 46.98 563.607 316.753 577.343 560.360
1138 4.08 5049 2822 5169 5037 566.690 318.798 580.553 563.197
1208 4.09 5224 2921 5349 5211 568.072319.908 582.025 564.350
1278 410 53.01 29.64 54.28 5287 568.430 320.463 582.451 564.492
1348 411 5409 3026 5539 5395 569.071321.199 583.172 564.912
1418 412 55,62 3112 56.96 55.47 570.125 322.189 584.318 565.736
1489 413 56.79 31.78 58.15 56.63 570.778 322.974 585.059 566.166
1559 415 5852 3276 59.92 5834 571.954324.078 586.339 567.108
1629 416 6029 3376 6174 60.10 573.148 325.214 587.642 568.066
1699 418 6259 3507 6410 6238 574.832 326.652 589.451 569.503
1769 419 6292 3526 6443 6270 574.491 326.961 589.189 568.951
1840 421 6648 3728 68.09 66.23 577.381 329.132592.244 571.566
1910 422 69.16 3882 70.84 68.88 579.345330.801 594.355 573.270
1980 424 6939 3894 7107 6910 578.789 331.054 593.884 572.504
2050 426 7241 4068 74.17 72.09 581.021 332.927 596.280 574.464
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2121 427 7263 4080 7439 7231 580.383333.177595.734 573.617
2191 429 7468 4198 7650 74.33 581.560 334.495 597.057 574.542
2261 431 7633 4293 7819 7596 582.293 335.582597.929 575.032
2331 433 7648 4302 7835 76.12 581.474335.797597.212 574.006
2401 435 8065 4543 8263 80.23 584.677 338.365600.633 576.899
2472 437 8088 4557 8287 8045 583.854 338.626 599.922 575.868
2542 439 8105 4566 83.04 80.62 582926 338.851599.110574.736
2612 442 8663 4892 8878 86.12 587.449 342.277 603.907 578.900
2682 444 87.02 4915 89.19 86.51 586.670 342.638 603.258 577.910
2752 446 8715 4922 89.32 86.64 585.580 342.843 602.296 576.617
2823 449 8755 4945 89.72 87.02 584.715 343.206 601.571 575.543
2893 451 9360 5302 9595 9298 589.552 346.950 606.721 579.993
2963 453 9387 5318 96.23 9324 588.477 347.243605.794 578.713
3033 456 9400 5325 96.36 9337 587.212 347.450604.677 577.249
3104 459 9421 5338 9659 9358 585.989 347.710603.611 575.825
3174 461 9991 56.77 10246 99.18 590.294 351.293 608.250 579.740
3244 464 10260 5838 10523 101.82 591.501 353.059 609.703 580.659
3314 467 10281 5850 10544 102.02 590.129 353.316 608.507 579.089
3384 470 10294 5858 10558 102.15 588.630 353.528 607.188 577.396
3455 473 103.10 58.68 10575 102.31 587.121 353.764 605.867 575.694
3525 476 10365 59.01 106.32 102.85 585.949 354.235 604.904 574.317
3595 479 11289 64.62 115.86 111.89 593.580 360.086 613.042 581.396
3665 482 11384 6520 116.84 112.82 592.714 360.811 612.415 580.308
3736 485 11406 65.33 117.06 113.03 591.047 361.081 610.969 578.450
3806 488 11419 6542 117.20 113.17 589.241 361.302 609.392 576.459
3876 491 11433 6550 117.34 113.30 587.378 361.523 607.766 574.412
3946 495 11453 6562 117.55 113.50 585.522 361.787 606.161 572.374
4016 498 115.07 6596 118.11 114.03 583.957 362.269 604.868 570.612
4087 502 12426 7171 12764 123.00 591.167 368.275 612.688 577.232
4157 505 12846 7433 13200 127.09 593.211 371.099 615.168 578.910
4227 509 12890 7461 13246 127.53 591.354 371.525 613.617 576.864
4297 512 12910 7474 13266 127.72 589.180 371.795 611.754 574.516
4367 516 12924 7483 13281 127.86 586.874 372.028 609.770 572.042
4438 520 12937 7491 13295 127.98 584.483 372.253 607.716 569.485
4508 524 12952 7501 13310 128.13 582.034 372.492 605.621 566.874
4578 528 129.73 7514 133.32 128.33 579.571 372.773 603.532 564.249
4648 532 13015 7541 13375 128.74 577.234 373.191 601.597 561.743
4719 536 131.74 76.45 13542 130.29 576.017 374.399 600.854 560.298
4789 540  146.03 85.83 150.35 144.17 587.737 384.165 613.655 571.099
4859 544  148.69 8758 153.12 146.74 587.430 386.106 613.921 570.504
4929 548 14925 87.96 153.71 147.29 584.881 386.637 611.872 567.787
4999 552 14952 88.14 153.99 147.55 581.928 386.969 609.433 564.686
5070 556 149.70 88.26 154.18 147.72 578.769 387.240 606.815 561.391
5140 561 14984 8835 154.33 147.86 575.457 387.486 604.073 557.949
5210 565 14997 8844 15446 147.98 572.009 387.724 601.230 554.377

Angulo Neutro:
Casol: 1517 [grados]
Cas02: 1.727 [grados]
Caso3: 1559 [grados|
Caso4: 1.769 [grados]

Fuerza de reaccion:

Casol: 11383.772 [KN/m]
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Caso2: 7418.176 [KN/m]
Caso3: 11992.446 [KN/m]
Caso4: 11552.168 [KN/m]

Torque:
Casol: 1366.053 [KN]
Caso2: 890.181 [KN]
Caso3: 988.628 [KN]
Caso4: 1386.260 [KN]
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ANEXO I11

LAMPLAN obtiene los datos sobre las condiciones de laminacion de un archivo externo y
genera un archivo de salida. El archivo de texto que brinda informacion al programa es
Tecpatl.dat, €l cual contiene informacidn sobre aspectos geométricos del proceso de
laminacion, propiedades del material de trabgjo, propiedades de contacto entre materialesy
datos sobre €l método numeérico.

A continuacién se muestrala forma en que esta constituido el archivo de entrada, partiendo
de un giemplo.

0.2 R[m] Radio delos Rodillos.

0.007 ho [m] Espesor inicial delaplaca.

0.004 he [m] Espesor final de la placa

0.3 U Coeficiente de friccion.

210000 E [MPq] Modulo de Y oung.

0.3 1% Coeficiente de Poisson.

234 K[MPaq] Coeficiente de Resistencia.

0.251 n Exponente de endurecimiento.

250 Yo[MPa] Esfuerzo de fluencia.

500 NUmero de pasos del método numérico.

2 Numero de puntos de inspeccion sobre el arco de
contacto.

El archivo de salida tiene como nombre Calli.txt y contiene informacion sobre el angulo de
contacto, 6, €l espesor del material, h, los esfuerzos principales en ladireccion del flujo del
material , oy, ademas de la carga que g ercen los rodillos sobre la placa, Py, para cada uno
de los cuatro casos. El caso 1 corresponde a un material con comportamiento el astico-
plastico con endurecimiento; el caso 2 es el mas simple, tiene comportamiento rigido-
plastico sin endurecimiento; el caso 3 presenta un comportamiento rigido-pléstico con
endurecimiento; y, por ultimo, en el caso 4 se considera que la carga P; tiene lamisma
direccion que el esfuerzo principal enyy.
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La constitucion del archivo de salida esla siguiente:

Datos de entrada del proceso

Radio de los Rodillos: = 200 [mm]
Espesor Inicial: hO= 7 [mm]
Espesor Final: hf= 4 [mm]
Angulo de Contacto: Trc 7.022 [grados]
Coeficiente de Friccion: = 0.3
Modulo de Young: E= 210000 [MPa]
Coeficiente de Poisson: V= 0.3
Coeficiente de Resistencia: K= 234 [MPa]
Exponente de Endurecimiento: n= 0.251
Esfuerzo de Fluencia: YO0= 250 [MPa]
Numero de Iteraciones: Pas= 500

Salida de Datos: i= 2

Cargadelosrodillos

Angulo h Sx1  Sx2 Sx3 Sx4  Prl Pr2 Pr3 Pr4
[grad] [m] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa]
ENTRADA
7.022 7 0 0 0 0 0 278.389 278.389 0
6.98 6.96 0.04 0.18 0.18 0.05 71.992 278.623 278.941 74.637
0 4 60.37 78.71 85.16 61.16 302.519 367.386 404.574 303.314
SALIDA

0 4 0 0 0 0 242.151 288.675 319.414 242.151
0.042 4 262 313 346 2.62 244.826 291.868 322.945 244.771
0.07 4 379 451 499 3.79 246.019 293.297 324.524 245.928

Otras variables de interés.

Angulo Neutro:

Casol: 1.517 [grados]
Caso2: 1.727 [grados]
Caso3: 1.559 [grados]
Caso4: 1.769 [grados]

Fuerza de reaccion:



Anexo I11. Archivos de entrada y salida de LAMPLAN

Torque:

Casol:
Caso2:
Caso3:
Caso4:

Casol:
Caso2:
Caso3:
Caso4:

11383.772
7418.176

11992.446
11552.168

1366.053
890.181
988.628
1386.260

[kN/m]
[kN/m]
[kN/m]
[kN/m]

[kN]
[kN]
[kN]
[kN]

85



ANEXO IV

El tipo de lenguaje que se utilizé para la elaboracion del software fue lenguaje C orientado

a objetos. El cddigo fuente del programa LAMPLAN se muestra a continuacion.

#include <stdio.h>

#include <string.h>

#include <math.h>

#include <conio.h>

#define Pi 3.1415926535

class Laminado
{
double R, hO, r, mr;
double Trc;
double Tr;
double k, n, YO;
double E, v;
double Pas;
int i;
char Pos, Comp;

FILE *Ollin;

public:
Laminado();
void Archivo(char Arc[20]);
void Constantes(char Arc[20]);
double Deformacion(double h);
double Fluencia(double h);
double Carga(double Ang, double sx);
double NormalSx(double Ang, double pr);
void RungeKutta();
void Final(Q);

};

Laminado: :Laminado()

{
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void Laminado: :Archivo(char Arc[20])

{

Ollin= fopen(Arc, "a+t'™);

void Laminado: :Constantes(char Arc[20])

{

char archivo[16];
FILE *Datos;

Datos=fopen(Arc, ''r');
fseek(Datos, 0, SEEK SET);
fgets(Arc, 9, Datos);
R=atof(Arc);

fgets(Arc, 9, Datos);
hO=atof(Arc);

fgets(Arc, 9, Datos);
r=atof(Arc)/ho0;

fgets(Arc, 9, Datos);
mr=atof(Arc);

fgets(Arc, 9, Datos);
E=atof(Arc);

fgets(Arc, 9, Datos);
v=atof(Arc);

fgets(Arc, 9, Datos);
k=atof(Arc);

87
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fgets(Arc, 9, Datos);
n=atof(Arc);

fgets(Arc, 9, Datos);
YO=atof(Arc);

fgets(Arc, 9, Datos);
Pas=atof(Arc);

fgets(Arc, 9, Datos);
i=atof(Arc);

Trc=acos((hO*(r-1.0)+2.0*R)/(2.0*R));
/*

printF("'Archivo externo: ');

scanf("'%s™, &archivo);

strcat(archivo, '.dat");

Ollin= fopen(Arc, "at+t'™);
*/
fprintf(Ollin, "\n\nRadio de los Rodillos:\tR=\t%.2F\t[mm]",
1000.0*R);
fprintF(Ollin, "\nEspesor Inicial:\thO=\t%.2f\t[mm]", 1000.0*h0);
fprintf(Ollin, "\nEspesor Final:\thf=\t%.2F\t[mm]", 1000.0*h0*r);
fprintf(Ollin, "\nAngulo de Contacto:\tTrc\t%.3f\t[grados]",
Trc/Pi*180.0);
fprintf(Ollin, ""\nCoeficiente de Friccion:\tm=\t%.3f", mr);
fprintfF(Ollin, "\nModulo de Young:\tE=\t%.0f\t[MPa]", E);
fprintf(Ollin, ""\nCoeficiente de Poisson:\tv=\t%.3F", v);
fprintf(Ollin, ""\nCoeficiente de Resistencia:\tK=\th.2F\t[MPa]",
K):
fprintF(Ollin, "\nExponente de Endurecimiento:\tn=\t%.3f", n);
fprintf(Ollin, '"\nEsfuerzo de Fluencia:\tYO=\t%.2F\t[MPa]", YO);
fprintf(Ollin, "\nNumero de lteraciones:\tPas=\th.0f", Pas);
fprintF(Ollin, '"\nSalida de Datos:\ti=\t%d", 1);

fprintf(Ollin,
"\N\N\N\tANguU IO\ ER\ESXINESX2\ESX3\NESXANtPr1INtPr2\tPr3\tPr4");
fprintf(Ollin,
"\n\t[grad]\t[m]\t[MPa]\t[MPa]\t[MPa]J\t[MPa]\t[MPa]\t[MPa]\t[MPa]J\t[MPa]"
):

fclose(Datos);

double Laminado::Deformacion(double h)

double ey;
ey=-log(h/h0);
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Anexo IV. Cadigo fuente de LAMPLAN

return(ey);

double Laminado::Fluencia(double h)

{
double sO;
sO=k*pow(2.0/sqrt(3.0)*Deformacion(h), n);
return(s0);

double Laminado::Carga(double Ang, double sx)

{
double Pr, h, sy, sO;

h=hO0*r+2.0*R*(1.0-cos(Ang));
switch(Comp)
{

case "E":
sy=(E*Deformacion(h)+sx*(v+v*v))/(1.0-v*V);
iT(sy-sx>=2.0/sqrt(3.0)*Y0 || Pos=="S%)

sy=2.0/sqrt(3.0)*Fluencia(h)+sx;
break;

case "D":
sy=(E*Deformacion(h)+sx*(v+v*v))/(1.0-v*Vv);
if(sy-sx>=2.0/sqrt(3.0)*Y0 || Pos=="S")

sy=2.0/sqrt(3.0)*Fluencia(h)+sx;
break;

case "R":
sy=2.0/sqrt(3.0)*Y0+sXx;
break;

case "P":
sO=k*pow(2.0/sqrt(3.0)*Deformacion(h)+pow(Y0O/k, 1.0/n),

sy=2.0/sqrt(3.0)*s0+sx;
break;

}

if(Comp=="D")
Pr=sy;
else
{
if (Pos=="E")
Pr=sy/(1.0+mr*tan(Ang));
else
Pr=sy/(1.0-mr*tan(Ang));

return(Pr);
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double Laminado::NormalSx(double Ang, double sx)

{
double

dsSx, Pr, h;

h=h0*r+2.0*R*(1.0-cos(Pi/AnQ));
Pr=Carga(Ang, sx);

it (Pos=="E")

dSx=2.0*R/h*((Pr-sx)*sin(Ang)-mr*Pr*cos(Ang));

else

dSx=2.0*R/h*((Pr-sx)*sin(Ang)+mr*Pr*cos(Ang));

return(dsx);

void Laminado: :RungeKutta()

{
double

int j,
double
double
double
double
double
double
double
double
double
double
double

ul, u2, u3, u4;

z, nt, NE, NR, NP, ND;
h;

Inc;

Sx1, Sx2, Sx3, Sx4;
CargaE[1000];
CargaD[1000];
CargaR[1000];
CargaP[1000];

TNE;

TND;

TNR;

TNP;

******/

TNE
TND
TNR
TNP=

0.0
0.0
0.0
0.0

Pos="E";
Tr=Trc;
h=h0;
Inc=Trc/Pas;

Sx1=0.0;
Sx2=0.0;
Sx3=0.0;
Sx4=0.0;
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fprintf(Ollin, "\n\nENTRADA");

fprintFOlLin, "\n\t%.3FA\t%_2A\t%.2A\t%.2FA\th . 2F\t%.2F",
180.0/Pi*Tr, 1000.0*h, Sx1, Sx2, Sx3, Sx4);

Comp="E";
CargaE[0]=Carga(Tr,

fprintfF(Ollin, ""\t%.

Comp="R";
CargaR[0]=Carga(Tr,

fprintfF(Ollin, "\t%.

Comp="P";
CargaP[0]=Carga(Tr,

fprintf(Ollin, "\t%.

Comp="D";
CargaD[0O]=Carga(Tr,

fprintfF(Ollin, ""\t%.

for(Tr=Tr-Inc, j=0,

{
Comp="E";

Sx1);
3f"", Carga(Tr, Sx1));

Sx2);
3, Carga(Tr, Sx2));

Sx3);
3f", Carga(Tr, Sx3));

Sx4);
31", Carga(Tr, Sx4));

z=1; Tr>=0.0; Tr=Tr-Inc, j++, z++)

ul=Inc*NormalSx(Tr, Sx1);
u2=Inc*NormalSx(Tr-Inc/2.0, Sx1-ul/2.0);
u3=Inc*NormalSx(Tr-Inc/2.0, Sx1-u2/2.0);
ud=Inc*NormalSx(Tr-Inc, Sx1-u3);

Sx1=Sx1-(ul+2.0*u2+2.0*u3+u4)/6.0;

CargaE[z]=Carga(Tr, Sx1);

Comp="R";

ul=Inc*NormalSx(Tr, Sx2);
u2=Inc*NormalSx(Tr-Inc/2.0, Sx2-ul/2.0);
u3=Inc*NormalSx(Tr-Inc/2.0, Sx2-u2/2.0);
u4=Inc*NormalSx(Tr-Inc, Sx2-u3);

Sx2=Sx2-(ul+2.0*u2+2.0*u3+u4)/6.0;

CargaR[z]=Carga(Tr, Sx2);

Comp="P";

ul=Inc*NormalSx(Tr, Sx3);
u2=Inc*NormalSx(Tr-Inc/2.0, Sx3-ul/2.0);
u3=Inc*NormalSx(Tr-Inc/2.0, Sx3-u2/2.0);
ud=Inc*NormalSx(Tr-Inc, Sx3-u3);

Sx3=Sx3-(ul+2.0*u2+2.0*u3+u4)/6.0;

CargaP[z]=Carga(Tr, Sx3);

Comp="D~;

ul=Inc*NormalSx(Tr, Sx4);
u2=Inc*NormalSx(Tr-Inc/2.0, Sx4-ul/2.0);
u3=Inc*NormalSx(Tr-Inc/2.0, Sx4-u2/2.0);
ud=Inc*NormalSx(Tr-Inc, Sx4-u3);

Sx4=Sx4-(ul+2.0*u2+2.0*u3+u4)/6.0;
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CargaD[z]=Carga(Tr, Sx4);
if g==i)
{
h=hO0*r+2.0*R*(1.0-cos(Tr));

fprintf(Ollin,

"\n\t%.3A\th.2A\t%. 2A\t% . 2A\t% . 2A\t%. 2", 180.0/Pi*Tr, 1000.0*h, Sx1,
Sx2, Sx3, Sx4);

Comp="E";
fprintfF(Ollin, "\t%.3F", Carga(Tr, Sx1));
Comp="R";
fprintf(Ollin, "\t%.3f", Carga(Tr, Sx2));
Comp="P";
fprintfF(Ollin, "\t%.3f", Carga(Tr, Sx3));
Comp=="D"~;
fprintf(Ollin, "\t%.3f", Carga(Tr, Sx4));

J=0;

Y }
fprintFOILin, "\n\t%.3F\t%h. 2R\ t%.2A\t%. 2FA\t% . 2F\t%.2F",

180.0/Pi*Tr, 1000.0*h, Sx1, Sx2, Sx3, Sx4);

Comp="E";
fprintf(Ollin, "\t%.3f", Carga(Tr, Sx1));
Comp="R";
fprintf(Ollin, "\t%.3f", Carga(Tr, Sx2));
Comp="P";
fprintf(Ollin, "\t%.3f", Carga(Tr, Sx3));
Comp="D";
fprintf(Ollin, "\t%.3f", Carga(Tr, Sx4));

nt=z;

*****/

Pos="S";
Tr=0.0;
h=h0*r;

Sx1=0.0;
Sx2=0.0;
Sx3=0.0;
Sx4=0.0;

fprintf(Ollin, "\n\nSALIDA™);
fprintfOlLin, "\n\t%.3\t%._ 2F\t%.2A\t%. 2A\t% .2 \t%.2F",

180.0/Pi*Tr, 1000.0*h, Sx1, Sx2, Sx3, Sx4);

Comp="E";

CargaE[z]=Carga(Tr, Sx1);

fprintfF(Ollin, "\t%.3F", Carga(Tr, Sx1));
Comp="R";

CargaR[z]=Carga(Tr, Sx2);
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fprintf(Ollin, "\t%.3f", Carga(Tr, Sx2));
Comp="P";

CargaP[z]=Carga(Tr, Sx3);

fprintf(Ollin, "\t%.3f", Carga(Tr, Sx3));
Comp="D";

CargaD[z]=Carga(Tr, Sx4);

fprintfF(Ollin, "\t%.3Ff", Carga(Tr, Sx4));

z=z-1;

for(Tr=Inc, j=0; Tr<=0.75*Trc; Tr=Tr+Inc, j++, z--)
{
Comp="E~;
ul=Inc*NormalSx(Tr, Sx1);
u2=Inc*NormalSx(Tr+Inc/2.0, Sx1+ul/2.0);
u3=Inc*NormalSx(Tr+Inc/2.0, Sx1+u2/2.0);
u4=Inc*NormalSx(Tr+Inc, Sx1+u3);

Sx1=Sx1+(ul+2.0*u2+2.0*u3+u4)/6.0;
if(Carga(Tr, Sxl)<=CargaE[z])
{

CargakE[z]=Carga(Tr, Sx1);
TNE=Tr*180.0/Pi;
}

Comp="R";

ul=Inc*NormalSx(Tr, Sx2);
u2=Inc*NormalSx(Tr+Inc/2.0, Sx2+ul/2.0);
u3=Inc*NormalSx(Tr+Inc/2.0, Sx2+u2/2.0);
ud=Inc*NormalSx(Tr+Inc, Sx2+u3);

Sx2=Sx2+(ul+2.0*u2+2.0*u3+u4)/6.0;
if(Carga(Tr, Sx2)<=CargaR[z])

CargaR[z]=Carga(Tr, Sx2);
TNR=Tr*180.0/Pi;
e

Comp="P~;

ul=Inc*NormalSx(Tr, Sx3);
u2=Inc*NormalSx(Tr+Inc/2.0, Sx3+ul/2.0);
u3=Inc*NormalSx(Tr+Inc/2.0, Sx3+u2/2.0);
ud=Inc*NormalSx(Tr+Inc, Sx3+u3);

Sx3=Sx3+(ul+2.0*u2+2.0*u3+u4)/6.0;
if(Carga(Tr, Sx3)<=CargaP[z])
CargaP[z]=Carga(Tr, Sx3);

TNP=Tr*180.0/Pi ;
3

Comp="D";
ul=Inc*NormalSx(Tr, Sx4);
u2=Inc*NormalSx(Tr+Inc/2.0, Sx4+ul/2.0);
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u3=Inc*NormalSx(Tr+Inc/2.0, Sx4+u2/2.0);
ud=Inc*NormalSx(Tr+Inc, Sx4+u3);

Sx4=Sx4+(ul+2.0*u2+2.0*u3+u4)/6.0;

if(Carga(Tr, Sx4)<=CargaD[z])
CargaD[z]=Carga(Tr, Sx4);
TND=Tr*180.0/Pi;

}

if g==1)

{
h=h0*r+2.0*R*(1.0-cos(Tr));
fprintf(Ollin,

"\N\t%.3A\t%. 2A\t% . 2A\t%.2A\t%.2A\t%.2Ff", 180.0/Pi*Tr, 1000.0*h, Sx1,
Sx2, Sx3, Sx4);

Comp="E";
fprintfF(Ollin, "\t%.3Ff", Carga(Tr, Sx1));
Comp="R";
fprintfF(Ollin, "\t%.3f", Carga(Tr, Sx2));
Comp="P~;
fprintf(Ollin, "\t%.3f", Carga(Tr, Sx3));
Comp="D";
fprintfF(Ollin, "\t%.3F", Carga(Tr, Sx4));
3=0;
}
}
**********/

fprintF(Ollin, "\n\nAngulo Neutro:'");

fprintfF(Ollin, "\n\n\tCasol:\t%.3Ff\t[grados]', TNE);
fprintf(Ollin, "\n\tCaso2:\t%.3f\t[grados]", TNR);
fprintfF(Ollin, "\n\tCaso3:\t%.3f\t[grados]”, TNP);
fprintf(Ollin, ""\n\tCaso4:\t%.3f\t[grados]", TND);

for(z=0, TNE=0.0, TNR=0.0, TNP=0.0, TND=0.0; z<=nt; z++)

{
TNE=CargaE[z]*Inc*R+TNE;
TNR=CargaR[z]*Inc*R+TNR;
TNP=CargaP[z]*Inc*R+TNP;
TND=CargaD[z]*Inc*R+TND;
}

fprintF(Ollin, "\n\nFuerza de reaccion:");
fprintfF(Ollin, "\n\n\tCasol:\t%.3F\t[kN/m]", TNE*1000);
fprintf(Ollin, "\n\tCaso2:\t%.3Ff\t[kN/m]", TNR*1000);
fprintf(Ollin, "\n\tCaso3:\t%.3f\t[kN/m]"*, TNP*1000);
fprintfF(Ollin, "\n\tCaso4:\t%.3f\t[kN/m]", TND*1000);

for(z=0, TNE=0.0, TNR=0.0, TNP=0.0, TND=0.0; z<=nt; z++)
{
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Anexo IV. Cadigo fuente de LAMPLAN
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{

iT(z<NE)

TNE=-2_0*mr*R*CargaE[z]*Inc*R+TNE;
else

TNE=2.0*mr*R*CargaE[z]*Inc*R+TNE;
iT(z<NR)

TNR=-2.0*mr*R*CargaR[z]*Inc*R+TNR;
else

TNR=2.0*mr*R*CargaR[z]*InCc*R+TNR;
iT(z<NP)

TNP=-2_.0*mr*R*CargaP[z]*Inc*R+TNP;
else

TNP=2.0*mr*R*CargaP[z]*Inc*R+TNP;
iT(z<ND)

TND=-2.0*mr*R*CargaD[z]*Inc*R+TND;
else

TND=2.0*mr*R*CargaD[z]*Inc*R+TND;
}

fprintF(Ollin, "\n\nTorque:");

FfprintfF(Ollin, "\n\n\tCasol:\t%.3F\t[kN]", TNE*1000);
fprintf(Ollin, "\n\tCaso2:\t%.3Ff\t[kN]", TNR*1000);
fprintf(Ollin, "\n\tCaso3:\t%.3Ff\t[kN]', TNP*1000);
fprintf(Ollin, "\n\tCaso4:\t%.3F\t[kN]", TND*1000);

id Laminado: :Final()

fclose(Ollin);

id main (void)
Laminado Col;
clrscr(Q);

Col .Archivo("Calli.txt");
Col .Constantes("'Tecpatl.dat'™);

Col .RungeKutta();

Col.Final(Q;
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