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INTRODUCCION

Desde sus origenes la matematica nos ha sorprendido y maravillado a
través de ver que siempre ha mantenido una simbiosis frente a la mo-
dernidad cientifica en cada periodo de la historia'.

Pero ¢l interés de la matemdtica no s6lo se ha dirigido a aqueilas cues-
tiones que van a la vanguardia con los temas nuevos o con las aplica-
ciones novedosas. El interés por los problemas inconclusos ha sido una
constante a lo largo de la historia, como st se tratara de ir cerrando
—o ampliando— capitulos en la matematica.

Cabe mencionar que la matemitica es una de las disiplinas con mas
problemas —y algunos muy longevos— que ain permanecen sin solu-
cion, Pero lo que es mas importante es que dichos problemas siguen
vigentes y sin grandes modificaciones en cuanto sus enunciados o
planteamientos originales®.

En este contexto, la teoria de los nimeros siempre ha dado motivos
para la incertidumbre y la ilusion. Desde Euclides (330 a.C.—275 a.C.)
[19594], en sus libros aritméticos (VII al IX), contenidos en Elementos,
tenemos la primera exposicion tedrica del estudio de los enteros posi-
tivos. Esta obra dio lugar a que los matematicos —principalmente—
del siglo XVI, y posteriores, enfrentaran los problemas como retos pa-
ra construir lo que hoy conocemos como la teoria de los nimeros.

! Esta relacion —a través de la historia— de matematicas y modernidad se podria,
sin duda, extender a otras ramas de la ciencia. Se tiene que comemplar que la mate-
mitica desde la antigiiedad pertenecia a un conjunto de disciplinas agrupadas en una
sola, es decir, astronomfa, misica, geometria, entre otras, formaban parte de una
sola. Asi, la matematica —en este trabajo— no se contempla como disciplina des-
vinculada de las otras ciencias, pero, para los objetivos de este trabajo contemplare-
mos solo a la maternatica.

* Aquf es importante mencionar que en ofras dreas del conocimiento también han
existido los problemas abiertos. Pero segiin las caracteristicas mismas de cada mate-
ria los problemas no siempre logran trascender a través de Ia historia, v ello se debe a
que por el avance mismo de la ciencia algunos problemas pierden importancia, o
incluso, llegan a perderla totalmente. Como ejemplo tenemos ¢l uso de sales para
curar algunas enfermedades, las sangrias para liberar al cuerpo de los malos humores
o, por otro lado, la bisqueda para perfeccionar las trayectorias de los planetas en el
sistema piolemaico, 0 Descartes cuando guiere describir por medio de los corpuscu-
los del viento porque una musica nos es mas agradable que otra. En todos estos casos
los problemas a resolver quedaron estancados, y la razén fue porque los problemas
perdieron vigencia, es decir, s¢ desarrollaron otras teorias que rebasaron estas inter-
rogantes. Asi, existen problemas en 4reas de las ciencias bioldgicas o fisicas que son
abiertos —desde cientos de aftos atras— pero que ya ro son de interés, los que si-
guen vigenies en estas asignaturas son escasos, pero no asi en la matemética.



Para el presente trabajo de tesis hemos decidido abordar uno de los pa-
sajes de la teoria aditiva de los nimeros que consideramos que es im-
portante para la matematica de los siglos XVIH al XX, Pero antes de
adentrarnos més es importante precisar qué es la teoria aditiva de los
nimeros. Esta rama de la teorfa de los niimeros estudia la representa-
cion de enteros positives como suma de deterrninados conjuntos de
enteros; entre estos conjuntos podemos mencionar el de los mimeros
cuadrados, que histéricamente fue un problema central de la teoria
moederna de los enteros. Se podria decir que un punto de partida de los
problemas clasicos —en la teoria aditiva de los nimeros— es el de la
representacion de enteros como suma de dos, tres o cuatro cuadrados
(que corresponde a lo que conoceriamos después como los teoremas de
Fermat, Gauss y Lagrange). Posteriormente se presentarian los pro-
blemas que plantean mayores dificultades, que son la representacion
de enteros como suma de cubos ¢ de potencias mayores (lo que se co-
noce como los problemas de Warlng).

Una de las principales motivaciones para desarrollar este trabajo fue el
ver lo poco que se conoce del trabajo de Edward Waring. Nos hemos
percatado que en algunos textes se mencionan los "problemas de
Waring", pero solo de manera complementaria, es decir, no se discuten
fas precisiones que ¢! planteo, y solo se mencionan como parte de
otros problemas. Un ejemplo que ilustra esta situacién lo tenemos en
tas frecuentes referencias a la conjetura de Goldbach donde se hace
mencion que es parte de los "problemas de Waring”.

Una obra que aborda et tema de una manera extensa y moderna es la
de Melvyn Nathanscn [1996], Additive Number Theory. The Classical
Bases, pero tiene el inconveniente que es un libro para estudiantes que
se estan especializando en teoria de los nimeros o para ser utilizados
en cursos de Posgrado, es decir, no es una obra para un lector novicio,
El libro de Nathanson aborda los temas de manera avanzada y no pre-
senta un enfoque muy didactico para abordar los problemas originales
de Waring, aunque su gran virtud es que si se ocupa de eflos bajo un
enfoque contemporaneo.

Par lo anterior consideramos que seriz apropiado escribir una exposi-
cion de los problemas originalmente planteados por Waring y las solu-
ciones ofrecidas por sus contemporaneos, asi come las actuales, aun-
que todo restringido a la lista que Waring [1728] originalmente propu-
so en sus Meditationes Algebraicae en el afio 1770.




El presente trabajo de tesis se divide en cuatro capitulos:

Capitulo 1. Se exponen algunos datos biograficos de Edward Waring
¥y un panorama amplio de lo que son los "problemas de Waring". Con-
sideramos que en este ¢aso sf es importante exponer los datos biografi-
cos por el gran desconocimiento que se tiene de este personaje,

Capituloe II. Se hace una presemtacién del libro Meditationes
Algebraicae. La intencién es dar a conocer el libro ya que no alcanza
¢l nivel de popularidad de obras como las de Newton, Fermat o
Descartes, pero no por ello deja de ser importante para la historia de
las matemdticas. La presentacion se hard en dos etapas, i) se mostraran
algunas de las aportaciones de Waring y ii) se llevara a cabo una breve
descripcion de cada capitulo con la finalidad de tener una visién lo
mas amplia posible de las Meditationes Algebraicae.

Capitulo III. Serd dedicado al teorema 47 del capitulo 5 de
Meditationes Algebraicae. Aqui es donde aparece lo que conocemos
como los "problemas de Waring”. Se enunciarén en sus formas origi-
nales para después dar lugar a las demostraciones hechas por sus con-
temporaneos as{ como algunas mas recientes.

Capitulo IV. Se describen algunos problemas actuales, asi como algu-
nas lineas de investigacidn que es hacia donde se dirigen los proble-
mas de Waring. Entre ellos se puede mencionar el estudio de los ni-
meros politopo, que actualmente constituyen uno de los focos de aten-
cién de los especialistas.




CAPITULO1

Su pasado

Edward Waring nacio en Shrewsbury, Inglaterra, en 1736, y murié en
Picaley, cerca de Shrewsbury, el 15 de agosto de 1798. De la vida de
este matemdtico inglés se sabe realmente muy poco. En 1753 fue ad-
mitido en el Magdalene College en Cambridge —donde su talento ma-
tematico rapidamente atrajo ia atencion de sus profesores— y se gra-
dud como contendiente mayar3 en 1757.* Entre otras peculiaridades,
esta escuela sometia a los alumnos, en su tercer afio, a un examen muy
complicado llamade ¢ripos, v a los estudiantes se les conocia en forma
individual por el resultado obtenido en dicho examen. Cada afio, a
quien obtenia la mejor calificacion en esta prueba, se le llamaba con-
tendiente mayor o primera clase, la segunda mejor calificacion recibia
el nombre de segunde contendiente o segunda clase, v asi sucesiva-
mente.

Waring fue electo miembro de la comunidad de la Universidad y, en
1760, recibié su M. A. a la vez que rechazaba una beca porque le fa-
vorecia mas aceptar la cidtedra
lucasiana, libre como
consecuencia de la muerte de
John Colson. Asi, él seria el
sexto profesor Lucasiano (y el
cuarto en el 4rea de ma-
temdaticas).’

Debido a sus escasos 24 afios
de edad algunos de sus com-
pafieros -—también profesores
de Cambridge— se opusieron
a esta designacion, pero pronto
callé las criticas cuando publi-
cd en 1762 su Miscellanea
analytica de  aequationibus
algebraicis et curvarum
proprietatibus, el cual fue una prueba irrefutable de su habilidad, de-
mostrando asi porque era contendiente mayor. Con estos antecedentes

¥ Senior wrangler.

# Cabe mencionar que por esta misma universidad han pasado matematicos de la talla
de Hardy vy Littlewood.

* Los pritmeros cinco en ocupar la catedra, sus respectivos periodos, fueron: Isaac
Bamrow 1664-1660, Isaac Newton 1669-1702, William Whiston 1702-1710, Nicolas
Saunderson 1711-1739, John Colson 1739-1760.



no tuvo problema y fue electo miembro de la Roval Society al afio si-
guiente.

La Miscellanea fue descrita por Charles Hutton [1815] como “el libro
mas complejo de las dreas mas complicadas del dlgebra”. Este libro se
ocupa en gran parte de la teoria de niimeros (algunos de sus capitulos
son “De fluxionibus fluentium inveniendis”, “De methodo
incrementorum™ y “De infinitis seriebus™), una rama de las matemati-
cas en la cual Waring puso un interés especial. Este libro contiene, sin
demostracion, el teorema que dice que todo nimero entero es la suma
de cuatro cuadrados, nueve cubos, 19 cuartas polencias, etcétera.

En 1770 Waring publicd su libro Meditationes Algebraicae, un trabajo
que fue profundamente elogiado por Lagrange. Otras publicaciones de
este matematico son: Proprietates algebraicarum curvarum [1772] v
Meditationes analyticae [1776]. Ademds de estos importantes tratados,
durante este periodo publico trece articulos en el Philosophical
Transactions of the Royal Society. Su iiltimo trabajo, titulado Essay on
the Principles of Human Knowledge, publicado en 1794, es notable
por la presentacion de aplicaciones de la ciencia abstracta a la filoso-
fia,

Waring recibi6 la medalla Copley de fa Royal Society en 1784; tam-
bién fue electo como miembro de varias sociedades cientificas euro-
peas, siendo dignas de mencionar las de Gottingen y Bolofia. Trabajé
como profesor Lucasiano hasta el dia de su muerte. Sus actividades no
fueron exclusivamente mateméticas; al mismo tiempo que escribia sus
libros de mateméticas se interesd por la medicina y recibid la maestria
por parte de la Universidad de Cambridge en 1770, Aparentemente
nunca practico la medicina, pero se cree que realizé disecciones en la
privacidad de su laboratorio en Cambridge.

Su entorno

Para Waring el entorno inglés no le fue muy favorable debido a que las
matemiaticas inglesas atravesaban por un periodo incierto. Esto se de-
bia en parte a la notacidn confusa que habia utilizado Newton en su
Cdleulo, v al enfoque geométrico que dio a los Principia, considerada
por algunos como un tanto arcaico. Y por otro lado los lectores ingle-
ses fueron persuadidos para pensar que la nueva gran herramienta ma-
tematica forjada por Newton y Leibniz (la cual era empleada con gran
vigor y habilidad en el continente, particularmente por los Bernoulli)
no era realmente necesaria. Esta situacién persistié por mas de un si-
glo, a pesar de los esfuerzos de matemdticos distinguidos tales como
Brook Taylor, Colin Maclaurin, John Wallis y Jérome Lalande. Este




altimo escribio [1976] que no habia un solo analista de primera en toda
Inglaterra, pero Waring sostuvo consistentemente que su Miscellanea
Analytica contradecia totalmente la observacién de Lalande, y la justi-
ficacion evidente bien podrian ser los elogios que recibio de
d’Alembert, Lagrange y Euler.

A pesar de las mejoras en la notacién matematica que fueron pronun-
ciadas en el continente, Waring utilizd en sus propios trabajos el deism
de Leibniz y el dotage de Newton —los dos grandes sistemas riva-
les— indistintamente, y no hizo ninguna contribucién notable al esta-
blecitniento de una notacién permanente en alguna rama de las mate-
maticas. Su método de escribir los exponentes era extremadamente
tesco, por lo general sus presentaciones parecian poco atractivas, y sus
obras eran dificiles de leer, esto es, sus escritos mateméticos resultaban
algo confusos y casi imposibles de seguir en el manuscrito; mientras
que sus trabajos publicados, quizds debido a su miopia extrema, estan
plagados de errores tipograficos. Como ejemplo podemos encontrar en
Powell [1760] algunas criticas sobre el inconveniente de recurrir a
Waring para calcular raices, en lugar de utilizar el método de la regla
de Newton.

A manera de resumen: los trabajos que publicé Waring son complica-
dos pero innovadores; de alguna manera podemos pensar que una parte
de los trabajos que publicé son una sintaxis de problemas algebraicos
de los enteros que se venian proponiendo desde Diofanto, Fermat y
Descartes. Por ofra parte, sus articulos en los Philosophical
transactions of the Royal Society son variados, abarcan topicos de teo-
ria de los nimeros, polinomios, series y mecdnica. Aqui es importante
mencionar que no se tiene el registro preciso de cuéntos articulos pu-
blicd para la Royal Society. Por ejemplo, la referencia que da Scott
[1976] en el Dictionary of Scientific Biography, es que existen cinco
articulos. Para el presente trabajo se realizé una busqueda que arrojo
una cantidad superior de articulos, trece, para ser més precisos.

De los diversos trabajos escritos por Waring, los que corresponden a
teorfa aditiva de los niimeros constituyen el tema principal de esta te-
sis.

A continuacién se dard una introduccion a los problemas de Waring, y
en el capitulo 3 se tratari de responder las siguientes preguntas:
“iCudles son estos problemas?” y “;Tienen solucién dichos proble-
mas?, y si la tienen ;Como se resuelven?”.




(Cuales son los problemas de Waring?

Waring, en su libro Meditationes algebraicae, hizo conjeturas sobre la
posibilidad de que los enteros pudieran escribirse como la suma de
otros enteros elevados a diversas potencias. Por ejemplo, se puede es-
cribir 13=9+4=3"+2%. De aqui es posible observar que 13 puede
escribirse como la suma de dos cuadrados. ;Puede cualquier nimere
escribirse como suma de dos cuadrados? La respuesta a esta pregunta
es NO. Por gjemplo, si se considera el nimero 12 resulta que no se
puede escribir de esa manera, dado que al intentarlo se obtienen las
siguientes combinaciones:

12=1411; 12=22 + 8 y 12=3" 43

Y con ellas se han agotado todas las posibilidades de escribir a 12 co-
mo suma de dos cuadrados, con lo que se constata que es imposible
hacerlo.

Ahora seria natural hacer la siguiente pregunta: ;jcual es el menor ni-
mero de cuadrados necesarios para representar a todo nimero entero
positivo? Ya se sabe que no son suficientes 2 cuadrados. De hecho,
Joseph-Louis Laprange demostrd en 1770 que tode entere positivo
puede escribirse como la suma de no més de cuatro cuadrados, es de-
cir, cualquier nimero, sin importar lo grande que sea, puede escribirse
utilizando un maximo de cuatro cuadrades. Mas adelante se demostra-
14 este resultado, hoy conocide como “Teorema de Lagrange™.

Ahora se pide al lector que nos permita adentramos un poco més en
algunas propiedades, pero sin legar ain al planteamiento original de
Waring y las demostraciones respectivas.

Para entender mejor cudntas potencias se requieren para representar a
un entero, definase g (k) como el menor nimero requerido de poten-
cias & para representar a todos los enteros positivos. Es decir, se sabe
(gracias a Lagrange) que g(2)=4, porque 4 es el menor niimero de
cuadrados requeridos para representar a todos los enteros positivos.
Waring propuso que g(3)=9, es decir, que se requieren nueve cubos
(0 menos) para representar a cualquier entero (para ¢l caso k = 3). Para

esta cuestion es logico pensar que algunos mimeros muy grandes re-
quieren de los nueve cubos, pero no es asi. Considérese el nimero 23,
y se verd que no podemos utilizar 3° como parte de la suma para 23
porque 27 >23; por lo tanto 23 debe representarse como la suma de
cubos de 1 v 2. Asi, la menor representacion de 23 como la suma de
cubos ¢s la siguiente:




D=+ 2+ P+ P+ PP+

El siguiente nimero con esta propiedad —que requiere de nueve cu-
bos— es 239:

239=5 + P +F + ¥ + 2 12 12 12 4P

Asi, si se intenta escribir a todos los enteros como suma de 8 cubos,
sélo se fracasara con 23 y 239.°

De todo lo anterior se pueden adelantar dos preguntas:
1.- (Realmente existe g{4) para toda 47 y

2.- S8i ese es el caso, jcudl es su valor?

Como regla general se puede decir que & +1< g(k), (para una demos-

tracion de este resultado véase Loo [1982]). De lo contrario, si se in-
tenta representar a todos los nimeros como la suma de & niimeros ele-
vados a la potencia £, se fracasard. Sin embargo, ésta es solamente una

cota inferior y no dice cual debe ser g(k) para cada k en particular.

Se han hecho esfuerzos importantes para resolver este problema. Sin
embargo, sélo se ha logrado resolver en algunos casos especificos, a
saber, para £ =2,..,10. A continuacion se presenta una tabla donde se

indica quién es g (k) o cules son sus cotas en dichos casos:

g{2)=4 Conjetura de Fermat, demostrada por
Lagrange en 1770

g(3)=9 Conjetura de Waring, demostrada por
Weiferich en 1912

g(4)=19 Conjetura de Waring, demostrada
en 1986

2(5}=37 Demostrada por Chen en 1964

g(6)=73 Demostrada por Pillai en 1940

143 < g(7) <3806

279<g(8)<36,119
548 < g(9)< M
1079 < g(10) < 772

% para verificar este dato se puede consultar el articulo de Dickson [1939].




En esta lista se puede observar que solamente los casos particulares de
k=2,3,4,5y6 han logrado resolverse. Se tiene muy poca informa-

ctén del 7 al 10. Pero ;habra alguna formula general?

Otra parte de este fascinante problema es preguntarse: “;Cual es el
menor namero de potencias de & en el que existird s6lo un numero fini-
to de fallas?”. Por ejemplo, se sabe que se necesitan cuatro cuadrados
para representar a todos los enteros. ;Pero si se intenta utilizar unica-
mente tres? jSera finito el ndmere de enteros que no se pueden repre-
sentar? En otras palabras, ;existe alguna n suficientemente grande tal
que todos los nimeros mayores que » puedan representarse con solo
tres cuadrados? La respuesta es NO. Si se intenta uwtilizar solamente
tres cuadrados para escribir nimeros, existird una cantidad infinita de
excepciones.

Como otro ejemplo se pueden analizar los cubos. Se sabe que se re-
quicren nueve cubos para representar a cualquier entero positivo’, Sin
embargo, solamente dos nimeros relativamente pequeifios requieren el
uso de los nueve cubos. También se sabe que todos los nimeros ma-
yotes solo requieren de ocho cubos o menos. Es decir, se requieren
menos de nueve cubos para representar a todos los enteros positivos
mayores que 239, ;Se puede decir lo mismo para siete cubos? La res-
puesta es SI. ;Y para seis cubos? Se empieza a tener problemas.

Ahora, sea G(k) €l menor nimere de potencias k en el que existen
56lo un nomero finito de excepeiones. Es decit, si se intenta represen-
tar los niimeros con menos potencias k que G(k), entonces se obten-
drd un nimero infinito de fracasos. Se sabe que G(2)=4, asi como
que g(2)}=4. Ahora, g(3)=9, pero ;jcudnto vale G(3)? Sélo se
puede decir que 4G (3)<7.

El segundo problema de Waring parece ser mas dificil. Sin embargo,
para los matematicos tiene tanto interés como g(k), porque parece ser

que los nimeros menores tienen sus propias peculiaridades que no
comparten con los niimeros mas grandes. Esto significa que algunos
leoremas solo fallan para algunos nimeros pequefios y nada més. Por

lo tanto, G(k) (que solo tiene un nimero finito de fallas) es tan im-

portante como g (k) (que no tiene ninguna falla).

" El tecrema que respalda esta afirmacion es el de Wieferich-Kempner, que dice:
Todo entero no negativo es la suma de nueve cubos no negativos. Ms adelante en la
tesis se demuestra dicho teorema (véase la pag. 76)




En general, se puede decir que k+1<G(k)<g(k). Para G(k) espe-
cificos, donde £ =2,...,10, se sabe lo siguiente:

G(2)=4
4<G(3)<7
G(4)=16
6<G(5)<21
9<G(6)<31
8<G(7)<45
32<G(8)<62
132G(9)<82
12<G(10)<102

En 1909, ¢l matemdtico aleméan David Hilbert (1862-1943) demostrd
que para cualquier k existe g (k) y que este nimero es finito, Si g{k)

existe, entonces (k) también existe, porque en el peor de los casos
se tendria que G(k)=g(k). También se han realizado algunos es-

fuerzos para encontrar algtin limite superior de g{(k) y G(k) depen-

diendo tnicamente de k. En 1954, G.J Mozzochi, demostré que:
 T2In(3k)-In(6k)

o5

{para ampliar la informacidn de este resultado véase Andrews [1986])

G{k)

Las desigualdades anteriores, producen un limite superior bastante
grande para g(k) ¥ G(k). Por ejemplo, si k=3 se tendria que:
£(3)<2™ (un nimero bastante grande) y que G(3)<14, una cota

superior mucho mds razonable que la de g(k), pero considerablemen-
te mayor que el limite que actualmente se tiene que es 7.

Para entender mejor la relacion existente entre las funciones g(k) y
G(k) consideremos el caso & =4, como ya vimos en las tablas pre-
sentadas anteriormente, g(4)=19 y G(4)=16, esto quiere decir que

todos los enteros pueden ser expresados mediante fa suma de 19 cuar-
tas potencias, pero si solamente utilizamos 16, cuartas potencias, los
eteros excluidos de esta notacion son sclamente un nimero finito.




CAPITULO IT
Meditationes Algebraicz

Introduccion

En ¢l presente capitule se muestra un breve resumen del contenido de
Meditationes Algebraice. El interés por exponer de manera compacta
¢l contenido de esta obra de Waring obedece a que el libro no ha goza-
do de popularidad entre los cientificos como los Principia (Newton),
el De revolutionibus (Copérnico), La geometria (Descartes) o los
Elementos (Euclides). Asi, sera importante, en primer lugar, exponer
las principales ideas que Waring escribio en el prefacio de la obra, es
decir, se presentaran las aportaciones al dlgebra que Waring considerd
importantes para su época y necesarias para el desarrollo de sus pro-
puestas matematicas. Al final del capfwlo se dara a conocer el conte-
nido de la obra.

Waring compilé en su prefacio una breve historia de las etapas del al-
gebra que considerd importante conocer, para poder asi dar seguimien-
to a sus Meditationes Algebraicee.

Abordd el trabajo de Diofanto de Alejandria (360 d.C.) sobre reduc-
cidn de ecuaciones y menciona que hasta hace poco sus métodos (los
de Diofanto) para encontrar soluciones racionales a dichos problemas
no habian sido descritos con precisidn y elegancia.

Waring retoma la historia de los numerales 0, 1, 2, 3, etc. inventados
por los hindis, pasando por los 4rabes y los europeos como Al-Zarqali
y Regiomontanus alrededor del afic 1400 d.C. Se adentré en la
Aritmética de Petrus Ramus, publicada en 1560, y comentd su aporte
al sistema decimal. Propotciona una breve historia de las soluciones de
ecuaciones cuadriticas y ciibicas; menciona a Mohammed ben Musa,
Thebit ben Korah v a Omar ben Ibrahim, algebristas arabes que entre
otras aportaciones redujeron el grado de las ecuaciones ctbicas, pero
-—comenta Waring— que para su €pocz los manuscritos arabes no
habian sido examinados detalladamente. Siguié con Cardano y el
debate —actualmente mas explorado—, para resolver ecuaciones
cubicas que involucrd a Scipio del Ferro, Nicold Tartaglia y a
Ludovico  Ferrar.

Con respecto a la notacién matematica, Waring menciona que Buteo

en su Logistica, publicada en 1559, designd varias cantidades desco-
nocidas mediante letras A, B, C, etc. También sefiala que Vieta (otro
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pionero en la notacién) empleé la sustitucién de letras por cantidades
conocidas, como ejemplo de ello se tiene el proceso de demostracién
de que el coeficiente del segundo término de una ecuacién es la suma
de las raices, y que todos los coeficientes son constituidos similarmen-
te; también hace sefialamientos acerca de las elegantes demostraciones
para encontrar soluciones racionales a una ecuacion cuadritica. Si-
guicndo con Vieta, menciona —Waring— los elegantes métodos exis-
tentes  para  relacionar los términos  del  desarrollo  de
(a+5) =a"+1rm"“'1‘:+n(”7_l]a""lﬁ;z +... con los mimeros triangulares,

piramidales y asi sucesivamente.®

En la primera edicién del libro Waring publicé un método para decidir
si todas las raices de una ecuacion dada son reales. Vale la pena men-
cionar que en las ecuaciones arbitrarias de grado mayor es raro que
todas las raices sean reales; por lo tanto él menciona que le gustaria
tener una regla que estableciera primero el nimero de raices imposi-
bles —imaginarias— de una ecuacién dada y, posteriormente, si el
nimero de raices imposibles esta dado, entonces buscar el nitmero de
raices positivas y negativas. Waring opinaba que estos dos problemas
de ecuaciones de grado mayor, y que requieren calculos laboriosos y
complejos, casi nunca han sido resueltos. Por tal razon los incluyé en
este libro.

Waring fue el primero en probar el principio racional de Schooten so-

bre la extraccién de la n-ésima raiz de la cantidad binomial a+ b
siempre que la raiz pueda ser expresada de la forma

(x+5)

Jo

Siguiendo con la historia del dlgebra, Waring nos menciona las “frac-
ciones continuas”, las cuales fueron discutidas por Viscount Brounker,
quien también demostrd diversas formas para encontrar valores enteros

¥ Agregando mds a esta parte de la notacion, seftafa que Harriot también influyé en la
notacién matematica. El sustituyé aa, aaa, ctc. por a’, a*, etc., y rescribit las ecua-
ciones como expresicnes simples que le permitieron demostrar como las ecuaciones
de grade mayor pueden seér construidas a partir de ecuaciones lineales. Descartes
utilizd las ultimas letras del alfabeto, ..., x, y, z para representar cantidades descono-
cidas y las primeras, a, b, ..., para cantidades conocidas. Segner establecid que
existen cuando mucho tantas raices positivas como cambios en el signo de +a — yde
— a +, y cuando mucho tantas raices negativas como hay secuencias continuas + +

y--.
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para x 6 y en la ecuacién ax’ +1= y*. Una regla general para esto, que
recurre al uso de series, fue propuesta por Waring.”

De las aportaciones de Fermat no se pudo abstraer, y entre muchos
resultados menciona que todo entero es un nimero triangular o puede
ser escrito como la suma de dos o tres triangulares. Otro teorema en-
uncia que si m es un nimero entero, entonces todo nimero primo de la
forma (4m+1) es la suma de dos cuadrados. En la segunda edicion del
Meditationes Algebraicae se muestran problemas semejantes, por
glemplo: todo nimero es un cubo o es lasumade 1,2, 3, 4,..., 86 9
cubos; también que todo nimero que sea mas grande que otro cierto
nimero es la suma de nimeros de la forma pa’ +gb* +re’ +s5d°,
donde a, &, ¢, 4 son niimeros arbitrarios y p, g, r, 5 son primos entre si.
Waring afirma que la suma de dos cubos
& +b =(a+b)(a* —ab+b?)

no puede ser igual 2 un tercer cubo ¢’ o igual a ae(a2 —el), y de
igual forma, x(xTH] no puede ser un cuadrado (a2 menos de que

x=1). Euler establecié las prucbas de estas proposiciones y afiadié
una similar que dice que @’f#x' + Aay’,... no pueden ser cuadrados,
la cual €l mismo prob6 con los mismos lineamientos.

En la primera edicién Waring incluyé una regla para series que caleula
la suma —directamente de los coeficientes de la ecuacion dada— de
las raices de una ecuacién dada, la suma de los cuadrados de las raices,
la suma de los cubos de las raices, y asi sucesivamente, hasta llegar a
cierto grado. Cabe sefialar que estos resultados también los abordaron
en su momento Buler, Girard y Newton.

Con respecto al trabajo de Cramer, Waring en su primera edicién pre-
sentd una regla sencilla para calcular las potencias de las raices de

Y-y gy " 4 =0,

es decir, calcular los valores de a®f#°y°5“---+... usando las sumas de
potencias enteras de las raices; en la segunda edicion, afiadid un méto-
do para evaluar la misma expresion utilizando los coeficientes dados
por la ecuacion.

® No se deja de mencionar en el prefacio del Meditationes Algebraicae que Euler
extendié este método a la ecuacion ax’ +bx+c=y*, Asl como las aportaciones al
tema por parte de Lagrange, Wallis, Bachet, Simpson.
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En 1762 Waring publicé un método para transformar una ecuacioén da-
da en otra cuyas raices sean cuadrados de las diferencias de las raices
de la ecuacién dada, y notd que: “Si todos los signos de los términos
de la ecuacién resultanie alternan + - y — +, entonces la ecuacion
dada no tiene raices imposibles; de otra manera, tendra alguna raiz im-
posible.” En los Philosophical Transactions (Londres 1764), Waring
dic ejemplos de esta transformacion para ecuaciones de quinto grado,
y ahi se afirma que la ecuacion dada tiene dos rafces imposibles si el
término final de la ecuacién resultante es negativo; pero si es positivo,
entonces ninguna o cuatro raices serdn imaginarias. En el mismo arti-
culo, Waring menciona que: dada la ecuacién
¥ -px" +gx"?*—_.=0, se opueden proponer ecuaciones
v -"T_Epv"" +..=0 y ¥' — pv" +... =z, y transformar estas dos en
una sola para eliminar a v. Por medio de la ecuacién que resulta en z se
puede detectar a menudo si hay raices imposibles: se afirma que la
ecuacion dada no tiene ninguna raiz real si los signos de los términos
de la ecuacién con raiz z continuamente alternan + ~ y - +,

En este libro, Waring prueba que si se tienen ecuaciones que son simé-
tricas con respecto a X ¥ ¥, y se toma una cantidad racional P=z, en
la cual los cuadrados de x y y estén implicados, entonces la ecuacién
que tiene por raiz a z tiene raices en parejas, una negativa y una positi-
va, de la misma magnitud, y consecuentemente se obtendrd una forma
de bajar el grado a la mitad a la ecuacidn cuya raiz es x & y. Al parecer
Newton no sabia que el grado de la ecuacidn que tiene por raiz a z se-
ria de la mitad del grado de la ecuacion cuya rafz es x 6 y. Waring fue
el primero en afirmar y demostrar la siguiente proposicién: “Dadas dos
ecuaciones simétricas en x y y, la eccuacién cuyas raices son funciones
simétricas racionales de x y y tendra solamente la mitad del grado de la
ecuacién cuya raiz es x 6 y.”. En este trabajo afiadié la siguiente pro-

™ En este tenor, Waring consideré apropiado también mencionar que Maclaurin fue
el primero en  afirmar que las  raices de la ccoacién

™ —(n-1) px"* +{n-2)gx"" ~...=0 son los limites de las raices de la ecua-

n=-4

cidn x" - px"' +gx" - rx
probé gue fa ecuacion

ax” ~(a+b) px"" +(a+2b)ge™? —(a+3b)x" +... =0
no siempre tiene una raiz entre la raiz menor positiva y menor negativa
dex” — px"' +gx"* —rx™* 4 .. = 0. Finalmente aprega el trabajo de Newton sobre

+...=0. En el mismo contexto menciond que Milner

como extraer la rafz cuadrada de a+vE+o+d + ., siempre que la raiz pueda
ser expresada por una cantidad del mismo tipo, y é1 -Newton— redujo ecuaciones de

grado 21 en ecuaciones de grado 1. Waring hizo reducciones similares a grado %,

. "
siempre y cuando 3 fuera entero.
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posicion: “Sea x=g(z) tal que z estd también en funcién de x, ie.,
z=¢(x). Entonces para cualquier ecuacion dada A=0, [a cual es

funcién de x y y, si se escribe a x como su valor ¢(z), y en la ecuacién
resultante para z se escribe x, y si se denota la ecuacién resultante co-
mo B =0; entonces el valor de la cantidad x en la ecuacién x = g(x)

sera el mismo valor que el de la cantidad x asumida en las ecuaciones
A4=0y B=0"

Letbnitz  fue el primerc en descomponmer la  fraccidn
ﬁ en fracciones —£—+ 4
=" g™t r—a x-f
Euler mostro que:

@’ + il + r o=
(a-B)a-r)e-8) (B-a)B-r)(B-8) (r-a)(r-p)r-5)
siempte que » sea un entero menor que el nimero de letras &, 5, ¥, §,
etc. Waring generalizé esta proposicion en los Philosophical
Transactions; también lo demuestra utilizando un nueve principio,
cuando a”, 8%, #",.. son reemplazados por productos, todos de la
misma dimension, de dos, tres o mds raices distintas. Waring deduce el
valor de la suma cuando » es cualquier nitmero, positivo o negativo,
destacando una serie con la cual expresa dicha suma si r es una frac-
cion.

o

Bezout establece que y=% y sustituye esta expresion por y en la
X+

ecuacidn "+ k=0, obteniendo como resuitado la siguiente igualdad:

. a+hb ., n-1 a +ho?
X" +n——x —————
1+h 2 1+4

X y=0

Waring presento la siguiente serie:
n-3 n-4 n-5

" =a"'bta" b +na" thx + n-Ta"'schl +n 3 o'+ _cuya
resolucion es x=¥a""b +¥a" 8" . En los Philosophical Transactions y
en este libro, Waring exhibe la igualdad:

n(n2 —1)

1.2.342nb"-1a4px»-z_lu:ahp_bz"Pz y

el — 28 " _%_znbn-xaszn-t _

ademas:

3 o

x" —p[na""bx"‘ + n--ﬁ;a""b"x‘ + ]t pl[naTb x—...] =a"p+b"p*, cuya

solucion es x=a%/p +b{p’ . Estas soluciones se pueden hacer mas
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generales afin de manera fécil, i e., se pueden construir las ecuaciones
cuvas raices estén dadas por

x=a&'/;;+bW

Euler estableci6 un método para reducir dos ecuaciones,
YVi+ayT +by" P+ =0y Y+ A" +By" 7 +..=0, a una sola en
la que se elimind y. Para hacer esto se tiene que multiplicar de ambos
lados de las ecuaciones por estas dos  cantidades:
Pyl ay" by Py Py T+ Ay 4 By 4. después se
suman los dos productos y se impone la condicién de que en la ecua-
cion resultante las variables P, a’, ¥, ..., P, 4", B, ..., que involucren a
¥, deben desaparecer. Se pueden aplicar métodos similares para tres o
mds ecuaciones con tres o mas variables. Waring fue el primero en pu-
blicar ésta y otras proposiciones del estilo en la segunda edicién de su
libro, las cuales podrian ser derivadas de manera més facil directamen-
te del principio presentado en el Problema 41, como él mismo indica
en dicho problema. En la primera edicién de su libro Waring demues-
tra como reducir dos ecuaciones a una —para eliminar variables— por
medio de series infinitas, y en la tercera edicion este método es exten-
dido para casos de mas ecuaciones con més incégnitas. También esta-
blecid un meétodo para resoiver este problema, y que combina los mé-
todos de Cramer y de Bezout. A su vez, Lagrange resolvio este mismo
problema utilizando logaritmos.

Euler desarrollé un método para generar ciertas ecuaciones de las cua-
les se conoce su solucién, es decir, supongamos que

x=a+yfp+ify+45+..

es la solucion, en donde a, f, ¥, &, ... denotan respectivamente las m
taices distintas, todavia no determinadas, de una ecuacion de grade m.
En la primera edicién del libro de Waring se encuentra ¢l método ge-
neral para encontrar una ecuacion para esta solucién, en donde se re-
quiere unicamente eliminar cantidades racionales de la ecuacién dada.
En conexién con esto también desarrolla dos nuevos métodos genera-
les para eliminar irracionalidades. Es importante hacer notar que Wa-
ring fue el primero en descubtir y revelar este método. También dedu-
Jo que si se asumen las distintas potencias 1,2,3, 4, ...,n-2, n-1,
entonces #—1 variables independientes pueden ser introducidas sin
que se agregue ninguna variable irracional nueva, llegando a la solu-
C1on

x=aifp+b3fp? +exfp? +..+ Bfp = +Cifp? + D3
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de la cual, si se eliminan las cantidades irracionales, se obtendria la
siguiente ecuacion: x" —n(aD+5C+cB+..)x"" +...=0. Este método
esta contenido en la primera edicidn y de la cual, a principios del afio
1763, mandé copias a Euler. Luego, en mayo de 1770, fueron enviadas
copias de la segunda edicidn a matematicos, entre quienes se encon-
traban D’Alambert, Bezout, Moentucla, Euler, Lagrange y Frisi, entre
otros. No se sabe si estos ejemplares llegaron a su destino, ya que nin-
guno de estos personajes, a excepeion de Frisi, le escribié a Waring
para informarle de la recepeion del libro.

Tschirnhaus propone la ecuacion y=ax™ +bx" 7 +¢cx™ 4. para
eltiminar el m-ésimo términoc de la ecuacion dada
' —px" +gx" ="+ .. =0, De la ecuacion que resulta, todos los
términos intermedios también se hacen desaparecer, obteniendo final-
mente la ecuacién 3" —H =0. El usa este método para resolver la

ecuacién cibica x’ + px* +gx+r =0, eliminando el segundo y tercer
término ( xty qx) . En la segunda edicion de su libro Waring primero

usa este método para climinar ¢l segundo y el cuarto término de fa
ecuacién dada. A partir de ello deriva una solucién de la ecnacidn bi-
cuadritica. En esta misma version también preciséd, primeramente, que

3
la solucién J—lbh‘lb’ +Z (:A)+#—lb—,,lb2 d (= B) tiene nueve
2 4 27 2 4 27

valores, los cuales son las soluciones de las tres ecuaciones cibicas:

. 1493 =
2 2

C+rax+b=0, x ax+6=0 y - =0; después mosird

ue Ias tres raices de la ecuacién x* +ax+5=0 son; 4+ B, a4 +E
q p. y

,8A+£, en donde 1, &, B son las raices de la ecuacién x* —1=0;
B Y

por ultimo establecié una ecuacién x* +gx—r =0, cuyas raices son
o, f, —a—fi, tales que si se transforma esta Gltima ecuacién en otra

& +af+

cuya raiz sea z, y tal que z* —zx=g= Lentonces z tendra 6
Y g

(@+28)4-3 £+(,8+2a)~f3 7a“,3i(—cx—ﬁ)\f~_3
5t , .

valores: z =24
2 [ 6 2 6

De Moivre da un método para obtener la suma de una serie de térmi-
nos que sean iguales, alternantes o ciclicos, sobre un intervalo de dis-

tancia dos, tres o més, a+bx +cx’ +... Esto o hace a través de dividir
la unidad por la expresion multinomial p+gx+rx®+.. En 1757,
Waring envio la primera versién de este trabajo a la Royal Society de




Londres, la cual Simpson leyd, y después de su visto bueno, la insertd
en los Philosophical Transactions en 1758,

En la segunda edicién de su libro Waring presenta un método para de-
terminar si una serie dada puede ser expresada como una fraccién ra-
cional ¢ no, y afiadié que no existen # nimeros primos escritos en pro-
gresién aritmetica a menos que su diferencia comin sea divisible por
1:2-3-4.--n. Varias propiedades sobre los divisores de niimeros fue-
ron ¢ncontradas por Euler, Lagrange y Beguelin, entre otros. En su li-
bro Meditationes Algebraicae Waring muestra que el niimero de resi-

duos obtenidos al dividir los nimeros 17, 27, 3", 4, ... por un niime-
. . p-1 - . -
ro primo p sera £, donde r es ¢l maximo comén divisor de m y
r

p—1. Waring no vio la proposicion de Euler hasta que su libro va es-
taba impreso. Esta proposicién es la siguiente: si mxs+1= p, enton-

ces § serd el nitmero de residuos de lo antedicho, lo cual es un caso es-
pecial de la proposicién que Waring dio.

Waring probé que la suma 1"+2"+3"+4" + . +x" es siempre divisi-
ble por x ¢ x+1, siempre que x 6 x+1 sea un nimero primo mayor
que r+1. Del mismo modo probé que la suma de productos de 1a for-
ma a’f'y°5"-.-, donde a, B, 7, 6, ... representan nimeros distintos
1.2,3,4,..,x, y lasuma a+b+c+d+... de indices dados es menor
que x—1 & x, siempre sera divisible por el nimero prime x 6 x+1. Se
puede afirmar de manera més general que 1-2-3-4...(r+1)xS siem-

pre es divisible por (2x+1}x{x+1)xx, si r es par, y por x* +(x+1)’
si r es impar; de aqui se pueden deducir elegantes propiedades de las
parabolas similares a las propiedades canénicas de las pardbolas de
Arquimedes, publicadas por Waring {1772] en su Proprietates
Algebraicarum Curvarum. La prueba también nos da una elegante
propiedad de los niimeros primos, la cual fue descubierta mas adelante
y que afirma Jo siguiente: el nimero 1-2-3-4-.-(n—1)+1 es siempre

divisible por » siempre que » sea primo; la prueba elegante de este teo-
rema fue establecida primero por Lagrange.

En resumen, este prefacio de Waring da una introduccion sobre la teo-

ria contenida en el libro, as{ como toda la teoria existente y de la cual
Waring se va a apoyar para poder realizar su propia teoria.
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Finalmente Waring pone una nota para los lectores que a continuacién
se enunciara:

“Después de tanta labor de tantos obreros en el campo dei algebra, algunos
podrian asombrarse de que yo haya producido otro trabajo, uno con tantas pa-
ginas sobre ¢l asunto. Pero la falta seria mia de no haberlo hecho; si fueran
menos paginas que en mi primer libro no podria compilar todos los descubri-
mientos de recientes escritores y no podria dar énfasis a ninguno de ellos, ni a
cualquiera de mis propios descubrimientos que también quizis merecen Ia
elaboracién, Pero de esto el lector erudite debe ser el juez. Mi deber ha sido
de hecho servir fielmente, y para promover tanto cuanta yo pueda la causa del
conocimiento. Yo le pido entonces aceptar este libro, a pesar de sy verbosidad
tediosa, para dominar un poco més el tema que busca explicar.”
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Resumen por capitulos de Meditationes
Algebraicae

Capitulo I: “Un método para encontrar una ecuacién cuyas raices son
cualquier funcion algebraica de las raices de una ecuacion dada o de
varias ecuaciones dadas,”

Aborda la teoria de funciones simétricas, esto es, aquellas funciones
racionales integrales que no se alteran mediante ninguna permuiacién
de las variables. Es mds, Waring no se refiere a éstas con este nombre,
simplemente las llama funciones algebraicas de la ecuacién general.

Un método caracteristico de Waring es establecer, donde sea posible,
principios y reglas generales, y después aplicar éstos a los casos espe-
cificos. Presenta una ley general para la m-ésima potencia en funcién
de las raices de una ecuacion dada; para esto no sélo caleula, al tgual
que Newton, las potencias en secuencia ascendente sino que presenta
una formula general y después explica los pasos que condujeran a su
deduccidn.

Por ejemplo: dada una ecuacién de grado » cuyos exponentes estin
ordenados de manera descendente con los signos de los coeficientes
alternados, se requiere encontrar una nueva ecuacién cuyos coeficien-
tes consistan en las sumas de las m-€simas potencias de las raices de la
ecuacion antedicha (problema I).

Al presentar este método general Waring discutié las funciones simé-
tricas elementales. También estin los dos sistermnas de férmulas esta-
blecidas que revelan las relaciones que existen entre las sumas de las
potencias de las raices de una ecuacién con sus coeficientes, y que, es-
critas de esta manera general, son conocidas como las Jormulas de
Waring. También dio pruebas para estas formulas pero no queds satis-
fecho con solamente probar la correccitn de éstas.

A las sumas de potencias Waring las pasé a funciones simétricas de la
forma Y "By +o’ £ +.. Y mostré gue toda funcidn simétrica de
esta forma puede ser expresada como una funcién integral de sumas de
potencias y, de igual manera, como una funcién integral de los coefi-
cientes de la ecuacion dada cuyas raices son a, B, y, eic. (problema
1.

Pero Waring fue mas all4, y en su problema V busca para una ecuacion
dada, qué coeficientes son funciones simétricas de las raices de dos o
maés ecuaciones. Para este problema, obtuvo resultados positivos que
nadie encontrd antes que é1.
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Como Waring ne contaba con el actual simbolo de suma ¥, ni tenia
la notacion factorial a su disposicion, sus formulas resultantes son muy
incomodas. Pero de cualquier maners, incluso, los matemnaticos mo-
dernos deberfan referirse a Waring para cualquier investigacién rela-
cionada con estos temas.

CAPITULO II: “Raices imaginarias™

La investigacion de Waring sobre el nimero de raices de una ecuacion
tuve como punto de partida las raices imaginarias. En su época €l las
Nlamo “imposibles™ y tas utilizd como nosotros utilizamos a a+&i y a

a—bi, pero si bien las denotd mediante (a +y -8 ) y (a —-b ) .

Para la deteccion de raices complejas Waring ofrece un estudio muy
amplio, aunque debié conformarse con resolver casos especiales dado
que no encontréd una regla general. Ademds, Waring transforma una
ecuacion general, con algunas potencias no incluidas y con signos al-
ternantes adjuntos a los coeficientes, en otra cuyas rafces son los cua-
drados de las diferencias de las raices de la ecuacion dada. De donde
resulta que si la ecuacion resultante tiene coeficientes de signos conti-
nuamente alternantes entonces la ecuacién dada no tiene raices com-
plejas, y de otra manera si las tendra (problema XII).

Bajo la misma suposicion Waring presenté un método general para
encontrar las raices positivas y negativas de una ecuacién bicuadratica
(problema XII) y una de la ecuacién de grado 5 (problema XII), las
cuales no ofrecen una utilidad muy practica. Sin embargo, afios des-
pués, se pudo encontrar de manera mucho més sencilla el mimero
maximo de raices positivas y negativas (por medio del teorema de
Descartes y Rolle) e incluso (a través del teorema de Sturm) el nime-
ro exacto de raices reales.

De la misma manera, conociendo el nimero de raices reales positivas
v negativas de la ecuacion dada (problema XVT), Waring hallé un mé-
todo para obtener ¢l nimero de raices imaginarias de una ecuacién cu-
yas raices son iguales a los cuadrados de las diferencias de las raices
de una ecuacién dada.

Waring [1728 (pp. 101-106)] conocia la regla de los signos de Descar-
tes, y lo discute de la siguiente manera: “La regla de los signos de
Descartes puede ser mencionada como sigue: una ecuacion polinomial
completa tiene tantas raices positivas como cambios de signo, de + a
— yde — a +, siempre y cuando la ecvacién no tenga raices imposi-
bles. Cuando cualquier ecuacidén es multiplicada por x—a, donde a es




una cantidad positiva, el nimero de cambios en el signo serd
incrementade en al menos 1; pero si la ecuacién dada es multiplicada
por x+a, entonces entre el primer término y ¢l peniltimo de la
ecuacién resultante habri tantos o més (por un mimero par) signos
idénticos como habia en la ecuacién original. Si la ecuacidn resultante
tiene exactamente tantos signos cambiados, del primere al peniltimo
término, como en la ecuacion dada, entonces el penaltimo término de
la ecuacidén resultante tendra el mismo signo que el idltimo término de
la ecuacién dada, de aqui que la ecuacion resultante tendrd un signo
mds agregado a la progresidn, la cual no se puede encontrar en la
ecuacién original. Asi, en la ecuacién que resulta habra un nimero
impar de las progresiones de los signos ademas de los que estaban en
la ecuacion dada.”

Estas afirmaciones son importantes, porque aqui Waring revela un co-
nocimiento o entendimiento mas profundo de la regla de los signos,
mismo que Gauss retomaria mas adelante.

CAPITULO I1I: “Reduccién y solucion de ecuaciones.”

Para Waring, la reduccion sensu latu comprende la transformacion de
cualquier ecuacién para hacer su solucién mucho mas sencilla; la re-
duccidn sensu strictu es para €l la transformacion a otra ecuacitn de
grado menor. Por lo tanto, para Waring, la reduccién no es simplemen-
te un sindénimo de descomponer una ecuacidn polinomial en factores.

La ley de reducciones, tal y como la menciona Waring, sefiala que:
“Las ecuaciones pueden ser reducidas si pueden ser separadas en dos
partes iguales tales que las mismas raices se puedan extraer de cual-
quiera de las dos partes”. (Teorema XIX)

Waring también entiende que la eliminacion del resto (que es indepen-
diente de la variable x) es precisamente la condicion para que dos
ecuaciones tengan una raiz en conuin. Pero solamente con la ayuda de
determinantes puede ser posible enunciar de manera decente la regla
por la cual las sucesiones polinomiales del resto podrian ser construi-
das facilmente.

En cuanto a los métodos para encontrar soluciones de ecuaciones de
grado superior, Waring conoce tinicamente aquellos que dependen de
transformaciones de la ecuacion dada; los métodos basados en la reso-
lucién directa fueron disefiados por primera vez por Lagrange.

Respecto de las transformaciones de ecuaciones, Waring avanzd mas

alla del método de Tschirmhausen, Waring sabia mas que solamente
eliminar el segundo y el tercer términe de una ecuacién de cualquier
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grado a partir de resolver una ecuacion cuadratica: podia también, re-
curriendo a una ecuacién bicuadratica, remover el segundo y el cuarto
término (problema XXIIT). Creia que con este método una ecuacién de
cualquier grado podria ser transformada en una ecuacidén pura, ¥ que
podria enunciar el teorema que afirmara que la ecuacion reductora, en

general pudiera ser de grado a lo mas (n—1)!. Sin embargo Waring

nunca apotté demostraciones de todas estas afirmaciones.

En este capitulo Waring también discute el tipo de ecuaciones que se
conocen como reciprocas (problema XVII), y para su solucion ofrece
un método especial que se justifica solamente si contara con un cono-
cimiento mds profundo de la estructura de tales ecuaciones. Pero Wa-
ring utilizé otro camino para resolver estas ecuaciones, que de hecho
resultd mucho més complicado.

Waring también conocia las ecuaciones binomiales (problema XXVII)
¥ sus propiedades, si bien sus representaciones trigonométricas le re-
sultaban desconocidas. Como un caso especial de las ecuaciones bi-
nomiales, Waring coensiderd la ecuacion x” ~1=0 y la utilizé para in-
troducir el estudio de las llamadas raices de Ia urnidad (Teorema XIV).
Esto a pesar de que no conocia la diferencia entre las raices primitivas
¥ las no primitivas.

Sobre este tema estaba familiarizado con el siguiente teorema: “La

suma de las m potencias de las raices de la ecuacidén z"—-1=0 es 0,
excepto cuando r=m o cuando n es un factor de m; en este caso la
suma sera n.”

Ampliando este teorema, Waring demostré que cualquier funcién si-
métrica de la n-ésima raiz de la unidad, Y a"g7'8 es siempre igual a
cero, excepto cuando m+r+s5+¢ es un multiplo de # Como es su
costumbre, Waring busca expandir este teorema en varias combinacio-
nes de potencias de sumas y desarrollar una formula general de este
método.

CAPITULO IV: “Dos o mas ecuaciones con dos o mas incognitas.”

Waring sabia que hay un nimero especifico de pares de raices que sa-
tisfacen simultaneamente dos ecuaciones dadas; asi mismo conocia el
teorema de Bezout: “Dos ecuaciones independientes con dos incégni-
tas y coeficientes independientes de grado m y » respectivamente tie-
nen al menos n-m soluciones.” (Teorema XXIV). Pero el método de
Ernest Fardinand Minding (1806-1885), el cual permite calcular el
nimero exacto de soluciones para cada caso especial, naturalmente no
era conocido por Waring.




Waring muestra mds adelante en este capitulo cémo es que una de las
dos incdgnitas puede ser eliminada a través de encontrar divisores co-
munes (problema XXV}, o por medio de multiplicar cruzado y dividir
{problema XXXT}, o a través de series infinitas que se insertan en la
segunda ecuacion y después se multiplican los valores resultantes entre
ellos, o multiplicando las dos ecuaciones por dos ecuaciones arbitrarias
y tesolviéndolas por medio del método de coeficientes correspondien-
tes.

Ademds, a través de numerosos ejemplos, llega a la conclusion de que
k ecuaciones con k incdgnitas pueden ser transformadas en una sola
ecuacién con una sola variable; y cuando descubre que el grado de esta
ecuacion tiene que ser igual al producto de los grados de las k ecuacio-
nes originales, puede enunciar un teorema (probflema XXXT) que mas
adelante recibi6 el nombre de Generalizacicn del Teorema de Bezout.

Subsecuentemente en este capitulo, Waring introduce su investigacion
sobre raices repetidas de ecuaciones miltiples (problema XXXIII), pe-
ro no podia conseguir lo que es la nocidn de discriminante, que es una

funcién integral homogénea de los coeficientes de grado 2(n—1}.

Mas adelante Waring establece un criterio para estimar las raices re-
ales € imaginarias de ecuaciones multiples. Para investigar las raices
imaginaria ide6 un método con ¢l cual primero determina st hay algu-
na raiz real en la ecuacion dada y después la elimina de la ecuacién
para liege ocuparse de las raices imaginarias de la ecuacion reducida
(Teorema XXXT y XXXII),

Waring dio una calurosa bienvenida at Teorema de Cauchy, gracias al
cual uno puede determinar el niimero de raices, en cualquier ecuacion,
cuyas partes real e imaginaria se encuentran entre los dos conjuntos
respectivos de cotas superiores e inferiores.

En la pagina 233 hace referencia a su libro Proprietates
Algebraicagrum Curvarum y reporta que mediante su interpretacién
geométrica comienza a darse cuenta que st dos, tres o més arcos de
curvas, cuyas ecuaciones son dadas, pasan a través de un punto P, en-
tonces se define un doble (o multiple) punto, y que este resultado es un
equivalente geométrico de la propiedad que sefiala que dos o mis
ecuaciones tienen doble (o miltiple) raiz comun.
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CAPITULO V: “Cantidades racionales y enteras.”

En este capitulo se encuentra ¢l resultado gue permite a Waring ocupar
uno de los sitios de honor en la historia de la teoria de los nimeros: ¢l
teorema 47, mismo que se ocupa de los problemas de teorfa aditiva de
los nameros, hoy conocidos como los 'problemas de Waring',

Aunque este Teorema aparece sin demostracion en el libro, sin embar-
go es uno de los resultados més enriquecedores y completos de la obra
de este gran matematico.

Pero es importante mencionar que el capitulo V no solo se reduce a
este gran Teorema; el capitulo es extenso, y entre otras aportaciones
cabe enunciar las siguientes:

v

Se introducen métodos mediante los cuales se pueden encontrar
taices racionales en una ecuacién con varias variables y, més
atn, ofrece criterios para decidir si una ecuacion puede ser re-
suelta por extraccion de raices cuadradas o cibicas (problema
XLVD.

Busca soluciones enteras para las funciones exponenciales a*
y x? (problema LXIII).

Da ejemplos y métodos constructivos para wmimeros perfectos
(Teorema XLV y mimeros amigos™*.

Demostrd que si (a+5)" y (a—5) no tienen factores comu-

nes excepto 27, entonces a2 y & son primos relativos (Teorema
XLIID.
Se introducen teoremas tedricos-numeéricos adicionales de dife-
rentes autores:
» La técnica de aproximacion de Wailis, que convierte
una fraccién decimal infinita en una fraccidn equivalen-
te racional (problema LI).
El método de Brounker para expresar una fraccion co-
mun v su reciproco como una fraccion continua (pro-
blema XLV).
El método de Kirast, que detenmina la divisibilidad por
7 de un nimero compuesto de la forma a+b (Teorema
XLV, ‘
El método de J 4. Castelvetri de division de un niimero
a través de un proceso de aproximaciones,

""En esta parte, cuando Waring habla de residuos y no-residuos, se esta refiriendo a
nuestro concepto moderno de congruencias. Sin embargo, los residnos cuadraticos y
residuos no cuadraticos eran desconocidos para €l.




v El problema enunciado por Waring (pagina 379): “Todo nime-
ro par es la suma de dos nimeros primos y todo nimero impar
es primo o la suma de tres primos.” Esta afirmacién —en nues-
tros dias— es mejor conocida como la confetura de Goldbach.

v El dltimo Teorema de Fermar, aungque con otro nombre (Teo-
rema LIT),

v El teorema teérico-numérico mas famoso en el libro de Waring

es ¢l Teorema de Wilson'’.

Cabe mencionar que todos los resultados conciernen tmicamente a
campos de nimeros racionales. Pero Waring también se ocupaba de
los campos cuadréticos imaginarios y produjo un acoplamiento elegan-
te entre dos grandes disciplinas: el 4lgebra y la teoria de funciones.

"Det cual sabemos que Lagrange tuvo éxito en enconirar una demostracién,
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CAPITULO I

Los Problemas de Waring

El capitulo III es la parte central de este trabajo dado que es donde se
expondran los problemas de la teoria aditiva que anteriormente se han
venido mencionando. Pero antes de presentar los enunciados de los
problemas que corresponden al teorema 47, es conveniente contextua-
lizar el teorema 47 respecto del contenido del capitulo V del
Meditationes, que es donde aparece el teorema.

Como ya se vio en capitulos anteriores del Meditationes Algebraicae,
una de las principales vertientes de la obra es estudiar las propiedades
de las ecuaciones de una, dos o mas variables, y el capitulo V no fue la
excepeion. Ya se sabe que el libro de Waring no se caracterizé por se-
guir una ruta bien definida para llegar a los cbjetivos, aunque debemos
suponer que €l si los tenia claros. Por esta razon el capitulo V tiene
contrastes teméticos que por momentos hacen que la lectura sea com-
plicada y, por otro lado, enuncia resultados que parecen ser de poca
importancia si bien ahora sabemos que son trascendentes para las ma-
temdticas. Por ejemplo, al refetirse a las propiedades de los enteros
enuncia la cenjetura binaria y terciaria de Goldbach, también mencio-
na que la suma de los reciprocos de los primos forman una serie diver-
gente, entre otros problemas.

El titulo del capitulo es “Sobre racionalidad y partes enteras”. Aqui
(Cap. V) se abordan problemas tales como los siguientes: encontrar
soluciones via el método de Descartes de dividir entre binomios que
contienen una raiz; resolver una ecuacidn a través de encontrar raices
clibicas y cuadradas; métodos de aproximacitn; formas para convertir
una fraccién decimal con mriltiples repeticiones a una fraccién simple,
los cual logra en parte a través de aproximar de raices de ciertas series
infinitas. También se adentra en la solucién por enteros de la conocida
ecuacién de Pell ax* + 1= ¥, la cual en realidad fue propuesta por
Euler. Trabaja en soluciones enteras de funciones exponenciales. Men-
ciona el tema de los residuos y no-residuos, la cual guarda una fuerte
semejanza con lo que hoy conocemos como congruencias; sin embar-
go, desconocia lo que corresponde a los residuos cuadriticos y no-
cuadrdticos.

Después, en éste mismo capitulo, da un giro en [a direccién tematica ¥
empieza a presentar algunos problemas que tenian que ver con primos,
con divisibilidad y con enteros representados como sumas de enteros.

Asi, s¢ puede ver que el teorema 47, que dominé (por la fama que le

dieron) sobre todo el libro Meditationes Algebraicae, no fue en su
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momento un resultade principal en la obra, fue solamente una recopi-
lacién de problemas aditivos que se venian discutiendo desde 1a época
de Fermat.

Como ya se sabe, los problemas del teorema 47 no fueron demostrados
por Waring. En el capitulo [II de la tesis se presentan algunas de las
demostraciones que han surgido a lo largo de los afies; asi mimo, en un
apéndice final se encuentran resultados que pueden ser necesarios para
un mejor seguimiento de los mismos,
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Teorema 47

10.

Sean x y z enteros cualesquiera y a y & dos nlmeros sin diviso-
res comunes. Entonces, cualquier nimero mayor que
ab - a - b puede ser expresado como ax + bz .

Si n es un entero, entonces cualquier nimero divisible por »
que sea mayor que nab—na—nb puede ser expresado por
nax + rhz .

Todo nimero entero es un nimero triangular o la suma de dos
o tres némeros triangulares, .¢., estid compuesto por uno, dos o
tres de los numeros 1, 3, 6, 10, etc,

Todo mimero entero es un nimero pentagonal o la suma de
dos, tres, cuatre o cinco nimeros pentagonales. De la misma
manera, todo entero €5 un nimero hexagonal o la suma de dos,
tres, cuatro, cinco, seis, siete u ocho niimeros hexagonales.
Todo entero es un cuadrado o la suma de dos, tres o cuatro
cuadrados.

Todo entero puede ser expresado como la suma de cantidades
delaforma a® -0 y @* -b* -2, donde a,be .

Tedo nimero que sea mayor que cualesquiera niimeros dados
P, 4, 1, 5 (los cuales se consideran como parametros y sin divi-
sores comunes) puede ser expresado por la cantidad
pa’ +gb® +ret +5d°, donde a,b,e,d e Z.

Todo entero puede ser escrito como la siguiente suma:
(a2 tab +b2)+(,t:2r2 ipq+q2] donde a,b,p,ge Z.

Todo entero es un cubo o la suma de dos, tres, cuatro,..., nueve
cubos; todo entero también es una cuarta potencia o suma de a
lo méas 19 cuartas potencias. Leyes similares pueden ser afir-
madas para cualquier potencia.

Cualquier nimero de la forma 4n+2 divisible por 2 pero no
por 4, puede ser compuesto come a suma de dos o tres cuadra-
dos.







Inciso 1

Sean x y z enteros cualesquiera y ¢ y & dos niimeros sin divisores co-
munes. Entonces, cualquier nimero mayor que ab—a—5 puede ser
expresado como ax + bz,

Demaostracion:

Intrinsecamente se puede asumir que @ y b son enteros positivos y co-
mo estos nimeros no tienen divisores comunes, entonces (a,b)=1.
Los nimeros mas pequefios que cumplen estas condiciones son
a=lyb=2 6 a=2yb=1, de esta manera se tiene que la cota
ab—a—b es por lo menos 1-2-1-2=-1, asi, lo que se tiene que pro-
bar es que todo nimero entero n>-1 puede ser expresado como
ax+ bz, ie., los mimeros que se pueden expresar de esta forma son los
enteros positivos.

Por el algoritmo de la division, existen r, s € Z tales que ar +bs=1.
Sea n cualquier entero, entonces, multiplicando la ecuacién ar + bs =1
por i de ambos lados de la igualdad se obtiene que arn+bsn = n.

Como 7, 5 y n son enteros se tiene que x=rn y z =s# también son

enteros, por lo tanto »=ax+ bz para cualquier » entero positive, es
decir, para # mayor que ab~a—-56. O
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Inciso 2

Si # es un entero, entonces cualquier nimero divisible por » que sea
mayor que pab —na— nb puede set expresado por nax + nbz .

Demostracion:

Sean n, me Z tales que » divide a m, entonces existe un entero k tal
que m =kn. Como ke Z, entonces gracias al inciso 1 se tiene que
k = ax + bz ; multiplicando esta iltima igualdad por » de ambos lados
se obtiene kn =axn+bzn, pero se sabe que m=kn, por lo tanto
m=nax+nbz .

Nuevamente, por el inciso 1 se tiene que &k > ab~a—b y n es un ente-
Io positivo; entonces, si se multiplica la dltima desigualdad por » de
ambos lados, la desigualdad no se altera y resulta que
kn 2 nab—na - nb, es decir, el entero m es mayor que nab — na — nb

¥y puede ser expresado por rax+nsbz. O
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Inciso 3

Todo niimero entero es un nlimero triangular o la suma de dos o tres
nimeros triangulares, es decir, estd compuesto por 1a suma de uno, dos
o tres de los nimeros 1, 3, 6, 10, etc.

Antes de demostrar este inciso se hecesita tener un panorama giobal de
lo que es un mimero triangular, y mas ain, lo que es un namero poli-
gonal. Para ello se necesitan algunos resultados que a continuacion se
presentan:

Los pitagoricos relacionaron los nimeros con la geometria; introduje-
ron la idea de mimeros poligonales, tales como los mimeros triangula-
res, nimeros cuadrados, nimeros pentagonales, nimeros hexagona-
les, etc. Una idea geométrica de esta clase de nameros figurados se
muestra a cotitinuacion:

<o b A

pegaghighil

) T 45

ESNA) @

Definicién 1: Un mimero triangular es un entero positivo que puede
ser representado como puntos acomodados, de acuerdo con cierta re-
gla, en los lados de un tridngulo equildtero. Asi, la sucesion de niime-
ros triangulares quedaria escrita de la siguiente manera; 1, 3, 6, 10, 15,

». (ver figura). Se denotard al #-ésimo mimero triangular por r,

28
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donde » 1. En la construccién de ¢, se observa que en la i-ésima fi-

la, hay exactamente / puntos, ast que el n-ésimo nhimero triangular
queda perfectamente definido por la siguiente formula:

L n+1)

=3i=tet

Ynel
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Una vez que se ha entendido la idea general de lo que es un mimero
triangular se puede dar una definicion que funcione para cualquier
numero figurado.

Definicién 2: Para toda m 21, se define el -ésimo nimero poligonal
de orden'® m + 2, denotado por p,, (k), como la suma de los primeros

k términos de la progresion aritmética con valor inicial | y diferencia
m, esto es:

Po(B) =1+ (m+1)+(2m + 1} +... 4 ((k-1)m+1)

_mk(k—-l)+k
T2

Con esta definicion se tiene que los nitmeros triangulares son nameros
poligonales de orden 3, es decir, m+2 =3 y en consecuencia m =1,

klk
por lo tanto  p, (k):t,,=—(—-;i).

Ahora que se conoce qué son los niimeros poligonales ya se puede re-
gresar al enunciado del inciso 3.

Primero se dard un panorama general de la demostracién de este pro-
blema;

Lo que se quiere probar es que un nimero entero N se puede represen-
tar como la suma de tres nimeros triangulares, es decir, que
Ne a(a+l)+ b(b+l)+ e{e+1)
2 2 2
primero se requicre analizar a los enteros que pueden ser escritos como
suma de 3 cuadrados. Estos resultados se mostrardn en un Lema y un
Teorema y a partir de ellos el inciso 3 se demuestra facilmente.

, para algunos a, b, ceZ*. Para esto,

Lema 1: 5i » es un entero tal que n=1,3,65 (mod8), entonces n
puede ser representado como suma de tres cuadrados.

Demostracion:

8i n=1, entonces el resultado se obtiene de inmediato, ya que
1=1* +0% +0*. Ahora, supdngase que n 2 2,

" £l orden de un niimero poligonal no es mas que la dimensidn de dicho mimero;
por ejemplo, si se habla de némeros poligonales de orden tres nos referimos a nime-
ros triangulares, los de orden cuatro son [os cuadrados, y asf sucesivamente,
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Constriyase el nOmero entero ¢ de la siguiente manera:

Sin =1 (mod8), entonces ¢ =3
8in=3 (mod8), entonces c = |
Sin=35 (mod§), entonces c =3

Por hipotesis se sabe que #=1(mod8), n=3(mod8) &

n =35 (mod8). Se estudiara cada caso por separado:

Si n=1{mod8), entonces c=3, entonces cn=3(mod8),

cn—1=2{mod8} y por lo tanto se tiene que an_[ =1(mod4). Ade-

mas, como cn—1=2+8k para alguna ke Z, entonces cn—1 es un
ch—1

numero par, por lo tanto €Z.

Si #=3(mod8), entonces ¢ =1, cn=3 (mod8), en—1=2 (mod8)

y por lo tanto se tiene que %ﬁl =1(mod4) y de manera analoga al ca-

cn—1

S0 anterior se tiene que eZ.

Si n=5(mod8), entonces ¢ =3, cn=7 (mod8), cn—1=6 (mod8)

cn—1

y por lo tanto se tiene que =3(mod4). Ademds, como

en—1=6+8qg para alguna g e Z, entonces en—1 es un nimero par,

cn—1

por lo tanto eZ.

En los tres casos se obtiene que [4n, 6"2— ! ] =1.

Por el Teorema de progresiones aritméticas de Dirichlet'* se sabe que
ci—1

existe un primo p de la forma p=4m+ , para algin entero positivo
-

Ahora, se construye un entero ' que tenga la forma d' =3/ + ¢, des-
pués tomese el primo de Dirichlet tal que

** Teorema de progresiones aritméticas de Dirichlet: $i & >0 y (A, %) =1, entonces

existe una infinidad de primos en la progresion aritmética vk + 4; n=0,1, 2, ..,
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cn—1

2p=2(4nj+

que 2p=nd' -l yd =8j+c¢.

]=8nj+cn~1 =n{8j+c)-1=nd'-1, por lo tanto se ticne

Para poder continuar con la demosiracién se necesita un lema auxiliar
que solamente se enunciard en el recuadro 1 y posteriormente se de-
mostrard porque sera util para otras pruebas.

Lema guxiliar: Sea # > 2. 5i existe un entero positivo &' tal que —o"
es un residuo cuadratico'® médulo dn—1, entonces » puede ser re-
presentado como [a suma de tres cuadrados,

Recuadro 1

Con ayuda de este lema, si se prucba que —” es un residuo cuadratico
modulo 2p =nd’—1, entonces se tendtd que » es representable por
medio de tres cuadrados.

Supdngase que —4" es un residuo cuadritico modulo p, entonces exis-
te un entero x, tal que x; =-d’(mod p), es decir,

X3 +d'=0(mod p). Lo cual implica que
(n+p) +d'=x2+d' =0 (mod p).
X, six, esim
Sea x={ ¢ pat , entonces x es impar y x* +d’ es par.
X, + p six, es par

Como x; +d" es un niimero par, entonces x* +d’ =0 (mod2) y se
tiene que x” +d’ =0 (mod p), entonces x* +d" =0 (mod2p); por lo

tanto es suficiente probar que —d" es un residuo cuadratico médulo p .

Resumiendo, si 2p =nd’—1, entonces es suficiente demostrar que
—d" es un residuo cuadritico médulo p y por tanto se tendré que 7 es
la suma de tres cuadrados.

Para probar esto, sea d' = qu la factorizacién del entero impar o’
4

en potencias de primos impares distintos g,. Como

" Un entero x es un residuo cuadrdtico médulo m, si y sélo si existe un entero y tal
que y* =x (modm), donde {x,m)=1. En el apéndice A se profundiza mas sobre
residuos cuadrdticos y ¢l simbelo de Legendre.
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2p=nd'-1=-1(modd’), entonces 2p=-1{modq,) y {p,q,)=1
para todo primo g, que dividaa &'.

Si n=1{mod8), entonces C—"zllsl (mod4). De esta manera se tiene

que 4+ L

=4nj+1 (mod 4), lo cual implica ue
i P q

p=4n+1{mod4)y, como 4mj+1=1(mod4), resulta que
p=1(mod4). Andlogamente, si n=3(mod8), entonces

cn—1

2
lo cual implica que p =4#j+1(mod4) , y como 4mj+1=1(mod4)

cn—1

=1(mod4); de esta manera se tiene que 4sj + =4dni+1 (mod4),

resulta gue p=1 (mod 4) ;

Por otra parte, como el simbolo de Legendre es multiplicativo (en la

parte supcrior)’f’, entonces (i}(_—]](i} pero se sabe que
P PP

- -} -
(JJ =(-1)T,ycomo p=1 {mod 4), entonces PT[ €5 un niimero par
7

. =
y de esta manera se tiene que (-1): =1, y por lo tanto:

(ﬁ]:[i][i} =(d_'], Pero como d'=[Jq*, resulta que
P ald

R 65

Utilizando nuevamente que el simbolo de Legendre es multiplicativo
se tiene que

=242 ) -p)

Ya se analizé qué sucede si n=163(mod8); ahora bien, si

n=5{mod8), se sigue el mismo procedimiento que en los dos casos
anteriores, vy resulta que p=3 (mod4). Como d'=8j+c=8j+3

para alguna j € Z, entonces d’ =3 {mod8). Asi las cosas, para el ca-

18 propiedad 2 del Teorema 4 del apéndice A.




0 1 =35 (mod 8) se emplea el hecho de que todos los nimeros primos

Son congruentes con 1 e con 3 médulo 4, y entonces, se puede reescri-
bira d" de la siguiente manera:

d= [T ¢ Tl 4. Siseobserva esta ultima igualdad y se reduce
Aol t) o)
mddulo 4 resulta que [ 4" =1(mod4) puesto que g, =l{mod4).
retimod 4
De manera andloga se tiene que Il & =(-1)" (mod4) ya que
4l
9,=3{mod 4)

g, =3(mod 4). Por lo tanto se obtiene:

= I1 & II &= [1 ()" (moda).
IR AR
Luego «'= [T (-1)" (mod4); pero d'=8j+3, por lo que
ot )
8j+3= T (-1)" (mod4). Claramente 4|8/, y entonces
f:fmm

IT (-9)* =3 (mod4), pero 3=-1 (mod4). Por lo que resulta que
ot .
IT (-1)* =-1(mod4), y de esta manera d'=-1 (mod4). Como
z;:’s-(nmd‘]

IT (-1)* sélo puede tomar el valor de 1 6 -1, y es congruente con -
ald
i=3(mad 4)

1 médulo 4 se tiene que: [ (-1)* =-1.

1']:3‘1::»44}
Como se vio anteriormente, {iJ=(——!)[i], pero en este caso
P P
p=3(mod4), de donde resulta que (%}:(h—[)[i]z—{iJ Utili-
PP P

zando la expansion de d' en primos se obtiene que:
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. b ,,,
_(EL]Z_ 1 [‘f_] I [‘*_J . Al utilizar 1a ley de reciprocidad
g, ol

P NP NP
cuadratica y su corolario'’ se obtiene lo siguiente:
& %, k
—(_-]:w Il (ﬁ] - T1 (ﬁ] . 8i se sustituye el signo “-”
14 4ld" q; gld’ P
4 =l{mod 4) 4 =3 }

iy
que estd junto a [ (iJ por [ (-1)*, y dado que, como se¢
R ot

vio anteriormente [T (~1)* =-1, resulta que:

il
g,=3{mod4)
&' ¥ K
u(ﬁJ:_ 11 {ﬁ) I (?L] TT (-1)" . es decir,
P wld A gl P o'
g ml(mod 4} g, =3} {(mod4) qu{mod4)
5 k 4
—[w]x I {-3) I [3—] , ¥ entonces:
P &) g P
¢ mllmad 4) AR lmdﬂ‘l)

(7] rowme ()2

A continuacion se muesira con mas detalle cada uno de los desarrollos
para dar mayor claridad:

231
£

& 4

% &

ald P g

4, wI{mod 4} g =) (mod 4)
p & a K

- = fid -1 i
H [‘?i) H [ PJ rd'l—[ ( )

wld* % @
Gyml(mo4) g, 3{mwd 4) g w3{mod 4)

12

" Sean p y 4 dos primos impares distintos, entonces [ﬂJ[i) = (—-1)[”%)"0%} .La
QNP

demostracién de este resultado ¥ su corolario aparece en el apéndice A,
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Nétese que independientemente del caso m=1 3 6 5 (mod8) se tiene

g’ o z
que [ijcn(ﬂ] . Ahora bien, se sabe'® que (Z—J{i):l para
P Wk \ ! )

cualquier mimero primo impar /. Entonces se puede realizar la siguien-

te operacion:
2.2 2 Y (20}
[WJ:H(—] (—p] . es decir,
q akd\ G 9
LA

F-nlz)

( ] [ ] [—ﬁ] . Ahora bien, como 2p =-1(modyg,), enton-
ol 9,

ces"? [—p] [;] lo tanto se obtiene que:
q

Para efectos de la demostracion, lo que se requiere es que ( ] (-0.
4,

- I si g =1({mod4
Se sabe que™ - . 9= ) , Entonces para que se cumi-
@ -1 si g, =-1(mod4)

pla lo que se necesita, debe ocurrir que g, =3 (mod4), es decir,
=4k +3 para alguna k € Z. Multiplicando de ambos lados de la
ultima igualdad por 2 se tiene que 2g, =8k + 6 para alguna ke Z, 0

lo que es lo mismo
2¢, =6 (mod8)....... {1}

Resolviendo (1) para g; se tiene que como (2,8) =2 divide a 6, en-
tonces la congruencia tiene exactamente dos soluciones, a saber:

q,:[;JrnH{ ](mods) ie, g =3x +4 (mod8); donde r=0,1y

x, es la solucion de la congruencia [%stl (mod @D, s decir, de la
congruencia x =1{mod4). Claramente, x, =5 (mod4}, de esta ma-
nera  se  tiene  que g,=35+4-0=15=7 (modS) Y
g, =3-5+4-1=19=3 (mod8). Por lo tanto, 1‘[(‘_'] - 1 (.

al\ G, W
=), 7imod 8)

¥ Gracias al Teorema 4, inciso 4.a del apéndice A.
" Por el Teorema 4, inciso 3 del apéndice A.
* Teorema 5 del apéndice A.
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F 1si g =l (mod8
Ahora aparece [] 3] . Come® —2—J= o (mads) v ade-
ol g, -1 si g =43 (modS)

t.
mis —3 =5 (mod8), entonces H[i] = ]_[ (-1
9.1 \ G

q, -J s(mad )

Como consecuencia se tiene que (i} IT H (-1 .
P

ol
g =1, 5(mod 8) .,-,-J 7{mod 1)

Entonces se obtiene lo siguiente:

()0 e ey
¢ w1, 5(mod ) :Zlfs.wtmom
- 119 TT 0 JT 6y IT ¢
tf.-l(modﬂ] q,-s(rmdn) q,.l(mm:] -7(mdx)
= I e NS lI—I (-1
.J(moda) q‘nS'J[mndsl
- 1 -1* I UX
a'.-i(rmds} q -5 7imod 1)

- I e

i’
¢ =5, 7(mod 8)

Lo que establece que (iJ = H (- .
P

q,.s T 4}

Lo que dice esta Gltima igualdad es que ~d’ es un residuo cuadritico
médulo 2p=d'n~1 siempre y cuando la suma de los exponentes £,

sea un nlmero par o, lo que es lo mismo, que Y & =0 {mod 2)22
::i:;J[mds)

por 1o que, lo Ymico que resta probar ¢s que, en efecto, esta suma es

congruente con () médulo 2.

Como todo primo es congruente con 1, 3, 5 6 7 moédulo 8, entonces se

puede escribir a'= ] 4 [] 4 H g H g" . Reduciendo
i) 31'5':(»-:“1 W) G mas)

esta ecuacion mébdulo 8 se tiene que

*' Teorema 6 del apéndice A.
PYaquesi ¥ & =0(mod2), entonces [iJ= [T (-1 =1, lo cual es la defi-
: P

L n !
4,25.7(med8) w7 (mel]

nicién de residuo cuadritico.




B
0

[T 3 TI 3" TI (-1} (mod8). Reagrupando los térmi-
::‘:i!‘(nmdl) Zj‘itma) ::If;tmn)
nos  congruehtes  con 5  médulo 8 resulta que

d'= [T 3#* [ (-1)" (mods).

4l 4,14
g3 Mmeds) g 3 HmodE}

Si n=165(mod8), entonces c=3 y d'=8j+3=3 (mod8). Esto
implica que 3 & =1(mod2} ¥ Y & =0(med2}, que lleva a
Z:‘.d:‘,ﬁ(mn) ::I::."(mods}
que Y & =0(mod2).
ﬂf:'sl,m;mu)
Si n=3(mod8), entonces ¢ =1y d'=87+1=1(mod8). Por lo tan-
to se tiene que:

¥ k=0(med2) vy Y k=0{mod2), de  donde
31!:'.;‘51."0“) lej;_vlm 5

>k =0(mod2).
4!
4,=5.7(mod 8}

Entonces, de ambos casos se concluye que Y & =0 (mod2), lo
ij:r!"?{undl]

cual implica que ~d" es un residuo cuadritico médule p. Ahora, ya

que [i)zl, entonces —~d' también es residuo cuadritico modulo
4

2p=d'n—1. Asi, por el Lema auxiliar se tiene que # puede ser repre-
sentado como la suma de tres cuadrados. [J

Teorema 1: Si ¥ es un entero positivo tal que N = 3(mod8) , entonces
N es la suma de tres cuadrados impares,

Demostracion:

Se sabe que para cuaiquier entero x=0,1,2,3,4,5,6067 (mod 8) ,
se tiene que x*=0°,1%,2°, 3, 4,55, 6° 6 7° (mod8), por lo que
x' =0,164 (mod8).
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Si =3 (modS), entonces, gracias al Lema 1, N es suma de tres cua-
drados, es decir, existen a, b, c € Z tales que N =a’ +5? +¢*; como
N =3(mod8), entonces a* +5” +¢? =3 (mod8), lo que licva a que
@ =b =t =1 (mod8) y cada uno de estos cuadrados debe de ser
impar, ya que st @’ =1 (mod8), entonces a° —1=0 (mod8), o lo que
¢s lo mismo (a-1){a+1)=0 (mod8), es decir, 8{a—-1 6 8 la+1. 8i
8la+1 entonces existe weZ 1al que g+I=8w, de donde
as= 2(4w) —1 ¥ por lo tanto @ es impar. An4logamente, 5 ¥ ¢ sen im-
pares.

Por lo tanto, N es la suma de tres cuadrados impares. [

Con estos dos resultados (Lema 1 y Teorema 1), la demostracién del
inciso 3 se sigue de inmediato:

Demostracion {del inciso 3: Todo mimero entero es la suma de tres
niimeros trianguiares):

k(k+1)
2

N =1 un entero arbitrario, Entonces, por ef Teorema 1, el entero

8N +3, que es congruente con 3 moédulo § para cualquier ¥, es la su-

ma de tres cuadrados impares. De donde resulta que existen enteros no

negativos &, k,, k. tales que:

. Sea

Se sabe que los nimeros triangulares son de la forma

8N +3=(2k +1) +(2k, +1) +(2k, +1)’
=4k + 4k + 1+ 4k, + 4k, +1+ 47 + 4k, +1
=4l vk k7 + K +hk)+3

Entonces 8N = 4(k* + & + &’ +k, + k] +k3), o 1o que es lo mismo,

N :%(ic,2 +h +h7+h 4k + 4} y por lo tanto:

N=k' (k,+l)+k2(k1+])+k,(k,+l)
2 2 2

Asi, todo nlimero entero es la suma de tres nimeros triangulares. [J

42




Inciso 4

Tode numero entero €s un numero pentagonal o la surna de dos, tres,
cuatro o cinco nimeros pentagonales, ie., estd compuesto por uno,
dos, tres, cuatro o cinco numeros 1, 4, 10, 20, 33, etc. De la misma
manera, es la suma de dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete u ocho ndme-
ros hexagonales 1, 5, 15, 35, 70, 126, 210, etc.

Lo que se hard a continuacidn es presentar una resefia de la demosira-
cién que Nathanson [1996] incluyé en su libro Additive Number
Theory, y que se ocupa del caso general de este inciso. En la tesis se
toma la demostracidn de Nathanson para responder el inciso 4, pero se
incluyen algunas anotaciones adicionales para que sea mas comprensi-
ble.

Primeramente se recordard lo que es un nimero poligonal. Sea m =1
un niimero entero. Se define el k-ésimo nimero poligonal de orden

(m + 2) como la suma de los primeros &k términos en la progresion

aritmética 1, (1+m), {1+2m), (1+3m), .. De esta manera, y como

gjemplo, los numeros poligonales de orden 3 y 4 son los numeros
triangulares y cuadrados respectivamente.

Fermat fue el primero en enunciar el siguiente resultado: “Todo nime-
ro €5 un namero triangular o la suma de dos o tres triangulares; todo
nimero es un cuadrado o la suma de dos, tres o cuatro cuadrados; todo
nimero es un nimero pentagonal o la suma de dos, tres, cuatro o cinco
pentagonales; y asi kasta el infinito”.

Como se vio en el inciso 3, Gauss probé que todo niimero es un trian-
gular o la suma de dos o tres triangulares o, equivalentemente, que to-

do entero no negativo n=13 (mod 8) es la suma de tres cuadrados im-

pares. Mds adelante en la tesis se demostrara el inciso 5, mismo gue se

! Este enunciado tiene varios errores. Para Waring el conjunto de nimeros pentago-
nales es {1,4,10,20,35, ..} ¥ no tiene comespondencia con los ndmeros figurados de

orden 5, ie, los pentagonales, que son: {L.%12,22,35.}. De la misma manera,
Waring afirma que los nimeros hexagonales son {1, 5, 15, 35, 70,126, 210, ..} , ¥ en rea-
lidad este conjunto es {1, 6,15, 28, 45, 66,91, .} . Ademas, afirma que todo entero puede

ser escrito como lasuma de 1, 2, 3, ...,7 0 8 niimeros hexagonales, pero se sabe que
todo entero puede ser escrito como fa suma de 1, 2, 3, 4, 5 6 6 niimeros hexagonales
y no hacen falta ni 7 ni 8 de ellos,

Par lo tanto, el enunciado deberfa de decir;

“Todo niimero entero es un namero pentagonal o la suma de dos, tres, cuatre o cinco
nimeros pentagonales, ie., estd compuesto por uno, dos, tres, cuatto o cinco nime-
ros L, 5, 12, 22, 35, etc. De la misma manera, es la suma de dos, tres, cuatro, cinco o
seis numeros hexagonales 1, 6, [5, 28, 45, 66, 91, etc ™
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debe a Lagrange, quien probd que todo niimere es la suma de cuatro
cuadrados.

Para los casos m = 5, Cauchy probé que todo niimero entero es la su-
ma de m nimeros poligonales de orden m, con al menos cuatro de es-
tos sumando distintos de cero o uno.

Pepin [1892-93] y Dickson [1927] publicaron tablas™ de representa-
ctén para todo entero 7 <120m como la suma de m niimeros poligona-
les de orden m, con al menos cuatro de estos diferentes de 0 6 1. Por lo
tanto es suficiente probar el teorema de Cauchy solamente para
n=120m.

Notacién: Se denotara al k-€simo niimero poligonal de orden (m +2)

por medio de p, (k):%'—(k’-k)auk, de esta manera se tiene que

7., (0) =0, p, (1) =1, p, (2) =m+2, ...

Una vez analizada someramente 1a historia de este resultado v fijado la
notacién con la cual se va a trabajar, se comenzaré con la teoria que
dard como resultado el inciso 4 v su caso general.

La via a través de la cual se dard respuesta a este inciso sera mediante

el Teorema de Cauchy, y para la demostracién de dicho resultado se

necesitan algunas cualidades del intervalo
1 6N

I =[5+ - -3, %'FJﬂ—SJ y asi encontrar cuatro enteros consecuti-
m n

vos para poder construir la suma de (m + 1) nimeros poligonales de
orden (m + 2) que sea la representacion de cualquier entero. Para ello
se requiere construir y demostrar tres lemas:

% El Lema 1 define el intervalo 7, antes mencionado, y su longi-
tud.

% El Lema 2 establece, mediante un par de desigualdades, las
propiedades que tienen los nimeros que pertenecen al intervalo
’a

“ En el Lema 3, a partir de las desigualdades construidas en el
Lema 2, se representa a nimeros enteros como la suma de cua-
drados y otras representaciones necesarias para resolver el Teo-
rema de Cauchy.

* En las cuales hay algunos errores que pueden ser corregidos.
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Lema 1: Sean m=3, N22m y L la longitud del inmtervalo

I = 1+J6_N_3,3+J8_N-8 . Entonces:
2 m 3 m

iy L>4 51 N2108m.
ifySeale Z ,entonces L>lm silz3y N> T'm",

Demostracion:

Para facilitar las cuentas, sea =N, y [ :Iv%. Con todos es-
m m

tos cambios se tiene que L=%+J8x—8—%4\/6x—3 =/Bx-8 ~J6x—3+é.

Entonces [ > siy sélo si v8x—8 >6x—3+1,, si se eleva al cuadrado
ambos lados de la desigualdad y se reagrupan los términos, se tiene
que 2x-#}-5>2/,+/6x-3. Ahora, elevando al cuadrado nuevamente y
reagrupando se obtiene:

(26-72 ~5) >4 (6x-3)

4x' + 1 +25 —4xi} —20x + 100 > 24xf] 1212

(4x - axty =205 ~24xiy Y+ (I +1008 +25)+1212 >0
ax(x- (7 +5))+ (B +5) +1282 >0

2
Esta iltima desigualdad se cumple si xz71§+5=7(1—%J +5, Por lo

ks
tanto se tiene que L >/ siempre y cuando x=ﬁ27(1~éj +5. Como
m

2z
7(4-%) +5=107.861, entonces se sigue que L >4 siempre que

N 2108m, lo cual demuestra el inciso ),

2
Como 77 » 7(!—%) +5 para [ 23, entonces resultaque L>1 si /=3

y N1 Porlo tanto,si / 23 y N> 7°m’, entonces L > Im 1]
m




Lema 2: Sean m >3 y N =2m. Considérese los enteros no negativos
a,byrtalesque 0<r<m y

2
Si bel; donde 7= {; J Jfﬁ, J entonces b <4g y

Ja<bh +2b+ 4.
Demostracion:
De la ecuacién (1) se tiene que:
N=%(a—b]+b+r
N=all b2 ber

2 2

aE=N+bﬂfb—f'
2 2

a=N£+1‘J—.{hE—rZ
L m m

a=b(]—£)+2("v—r]
m m
2 2 2
Entonces # —da=4h _4[1__Jb_3[
"
z
05b<2(l—£)+\/4[|wiJ +3(N"J_
m m m
8i b € 7, entonces se tiene que:
0<b< + Jﬂ_g
3 m
<2(1*£]+ E(N—r]
" m
X
o 2T
m m m

Por lo tanto 5* —4a < 0, es decir 4* <4qa.

N-r

m

]«:0 siempre y cuando

Nuevamente, considérese b° + 25+ 4 —3a, lo que se quiere analizar es
cuando esta expresion es mayor que cero. Para esto se substituye

a= b{l —£]+ 2 [ N- r] . Entonces se tiene que

m n
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b2+2b+4—3a=b2—(I—EJb—[G(NAr)—:tJM) siempre y cuando se
m m

2
cumpla que b>(%—i)+\!(l—1} +6[N_FJ—4 . Pero si se supone que
n

2 m m

b el entonces:

i
J (%)
m
Porlotanto &* + 26+ 4-3a> 0, es decir, 3a<h +2b+4. O

El siguiente Lema a veces es llamado “Lema de Gauss”.

Lema 3: Sean a y & dos enteros positivos impares tales que 5° <4a y
3a <b® +2b+4. Entonces existen enteros no negativos s, £, u y v tales
quea=s"+2+ul vy b=s+r+u+v.

Demostracion:

Como a y b son ambos impares, entonces, observando un sistema
completo de residuos médulo 8 se tiene que a, b=1,3,56 7 (mod 8) s

entonces 4a =4,12, 20 6 28 (mod8), pero 4=12=20=28 {modg),
por lo tanto 4a=4(mod8) y #°=1,9,25649(mod8); pero
1=9=25=49 (mod8), por lo tanto b° =1(mod8). De esta manera

se tiene que 4a—b’ =4—1=3 (mod8). Gracias al Teorema 1 del in-

ciso 3 (véase la pagina 41) existen tres enteros positivos impares. Sean
x2yzztalesque da—b =x' + ' +2°.

Se puede escoger el signe de +z de tal manera que
b+x+y+z=0(mod4). Se definen los enteros s, f, u y v de la si-

guiente manera:




b+x+y+z
g=——"4=

4
7Ei£_s=b+x—y¥z
2 4
w=OEY _ _boxtyFz
2 4
btz b-x-y*r

T2 T

31 se hacen las cuentas se puede verificar que con estas definiciones se
obtiene: a=s" +£2 +u  +v?, b=s+t+u+v ysztzuzv. [J

Tcorema de Cauchy: Si m>4 y N >108m, entonces N puede ser es-
crito como la suma de (m+ l) nimeros poligonales de orden (m +2),

con al menos cuatro de estos distintos de 0 6 1. Si N 2 324, entonces
N puede ser escrito como la suma de cinco nimeros pentagonales yal
menos uno de estos es 06 1.

Demostracién:

Por el Lema 1, la longitud del intervalo ¢ =[l+ fﬁ—N-3 , 2, JS—N—BJ
2 m 3 m

€s mayor que 4 gracias a que N >108m . Entonces / contiene cuatro
enteros consecutivos y como consecuencia dos nimeros impares con-
secutivos, denotados por 5, y b,. Si m 2 4, el conjunto de nimeros de
la forma b+r donde befh, b}y refo,1,.., m—3} es un sistema
completo de residuos médulo m y entonces se puede escoger a
belh,bicl y a re{ol,.., m-3} de tal manera que
N=b+r(modm).

N-b-r

Por lo tanto a= 2(
n

]+b:(l—£)b+2[h] €s un entero positi-
m m

voimpary N :%’-(a—b]+b+r. Por el Lema 2, como b e I, se tiene que

b <dayila<h+2b+4.

Ahora bien, por el Lema 3, existen enteros no negativos s, £, 2 y v tales
que a=5"+1"+u’ +v' y b=s+t+u+v. Deaqui que:
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N=%(a-b)+b+r

m
=E(52 ~s+E —t+ut —u+v? —v)+(s+t+u+v)+r

[ [ e e,

=p, (_g)+pm ([)+ P, (“)"'P.,. (v)+r

Como 0<r<m-3 y0, 1 son nimeros poligonales de orden (m +2)

para toda m, entonces se tiene el Teorema de Cauchy para m > 4, esto
es, para nmeros poligonales de orden al menos 6.

Para obtener el resultado de nimeros pentagonales, es decir, para
m=3, considérense mimeros de la forma & +r y &, +r, donde
b y b, son enteros consecutivos impares en el intervalo 7 y
r=061.0

Este resultado tiene varias aplicaciones en la teoria de los mimeros.
Una de ellas, bastante representativa en la teoria aditiva de niimeros, es
el siguiente teorema que se le acredita a Legendre:

Teorema de Legendre: Sea m>3 y N228%° . Simes impar, enton-
ces N es la suma de cuatro niimeros poligonales de orden (m +2). Si

m gs par, entonces N es la suma de cinco niimeros poligenales de or-
den {m +2), con al menos uno de ellos iguala 0 6 1.

Demostracion;

Como m=>3, entonces como N 228m'y N228m° >252m=2m.
Por lo tanto AN2=2m. Asi, gracias al Lema |, como
N27'm’ = 28m’, haciendo 7 =2, la longitud del intervalo / es ma-
yor que 2m, y por ende / contiene m enteros impares consecutivos,

Si m es impar, entonces los m enteros impares consecutivos del inter-
valo / forman un sistema completo de residuos médulo m, por lo que

N =6 (modm) para algén entero impar & € /. Se toma la misma de-
finicién para el niimero a que se utilizd en la demostracién del Teore-

ma de Cauchy: a=2(mJ+b. Témese a r=0, entonces
m

N:i;i(a—b)w. Ahora bien, m 23, y ya se vio que N >2m; clara-

mente a, by » =0 son enteros no negativos tales que 0<r <m, en-
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tonces se cumplen las hipétesis del Lema 2. Por lo tanto, si bel, se
tiene que b* < 4a y 3a < b’ + 26+ 4. De la misma manera se cumplen
las hipétesis del Lema 3 por lo tanto existen enteros no negativos s, £, &
yviales que o =52 +¢" +u’ +v' y b =s+1+u+v. Entonces se tiene
que:

- il st v st —u-
N=m(a b)+b=m(s il ’ ul v)+s+!+u+v
2 2
y— L)+t 1)+ —1J+vfv-1

e eyl
_ms(s =)+ me(t—1)+ mu(u—1)+my{v—1}+25+ 2 + 20+ 20
) 2
:ms{s—i)+s+m!(:‘—l)+!+mu(u—l)+u+mv(v—l)+v

2 2 2 2

=P (5)+ 2 (1) + 2 (W) + 2, (v)

Por lo tanto N es la suma de cuatro nimeros peligonales de orden
(m+2)‘

Si m es par y N es impar, entonces N =b (mod m) para algtn entero
impar & €/, y por un razonamiento andlogo se tiene que N es la suma
de cuatro nimeros poligonales de orden (m+2). Si m es par y N es

par, entonces N -1=5 (modm) para algiin entero impar 6 f. En-
tonces N —1 es impar y por lo tanto

N-1=p, (s}+p, (1) + p, (1) + p. (v), es decir,
N=p,{(s)+p, (}+p, (w)+p, (v)+1.

Por lo tanto A es la suma de cinco nimeros poligonales de orden
{m+2),yalguno deellos es p, (1)=1.0
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Inciso §
Tode entero es un cuadrado o la suma de dos, tres o cuatro cuadrados.

De este problema ya se tienen referencias que datan desde la época de
Diofanto. Bachet sefiala que Diofanto asumid en diferentes partes de
su Aritmética (libro V) que cualquier mimero es un cuadrado o la suma
de 2, 3 6 4 cuadrados, y é} mismo habia verificado esta hip6tesis para
todos los nimeros hasta 325 y daria la entrada para una prueba. Des-
compuso en 4 o menos cuadrados 2 cada nimero hasta el 120, también
menciono —Bachet— la generalizacion de Diofanto, escrita en su libro
IV, del problema que consiste en encontrar & nimeros tales que la su-
ma de sus cuadrados sea un ndmero dado n. Atribuir a Diofanto un co-
nocimiento mas profundo de este teorema seria falso; €1 no hizo men-
cion de una condicion para que un namero fuera la suma de cuatro
cuadrados, pero si dio condiciones necesarias para el estudio de que
todo entero pueda ser representado como la suma de dos o tres cuadra-
dos. Diofanto intentd dividir un néimero dado en cuatro porciones tales
que la suma de cualesquiera tres de las partes fuera un cuadrado. Asi,
tres veces la suma de las cuatro partes es la suma de cuatro cuadrados.

Fermat indicé que ya tenia una prueba de que cada ndmero es la suma
de cuatro cuadrados, y también comenté que al parecer Diofanto sabia
este resultado. Mencion6 ademas que tenia muchos problemas en en-
contrar los nuevos principios necesarios para aplicar su método de
descenso infinito en la demostracién de que cada niimero es un cua-
drado o la suma de 2, 3 6 4 cuadrados.

Descartes enuncié un teorema (sin demostrarlo): Cualquier niimero
que sea la suma de tres cuadrados y mayor que 41 se puede expresar
también como la suma de cuatro cuadrados, excepto solamente los

productos de 6 6 14 por 4, 4°, 4°, ... No existen otros niimeros que no
se compongan de cuatro cuadrados, excepto 2-4", que no es un cua-

drado, ni suma de tres o cuatro cuadrados, y que solamente lo es de
dos.

Una vez que se conoce un poco de la historia de este problema se pro-
cederd a dar la demostracidn con todo detalle de este inciso.

Primero se van a dar las condiciones necesarias para que un entero
pueda ser representado como la suma de uno, dos o tres cuadrados v,
posteriormente, se demostrara el caso general que dice que todo entero
es la suma de cuatro cuadrados.

El problema de un cuadrado se puede escribir en un teorema que dice:
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Teorema 1: Si Q(x)=x", entonces la ecuacién Q(x)=n tiene solu-

cicnes enteras si y solo si n =m’ para algin entero m.
p g

Claramente este teorema es clerto, ya que estd afirmando que los na-
meros enteros que son representables por un cuadrado son los mismos
nilmeros cuadrados. Nétese también que si un entero » es representa-
ble por un cuadrado, también se puede ver como suma de cuatro cua-

drados ya que si m=m’ para algin meZ, entonces también
n=m'+0" +0° + 0,

Para el problema de los dos cuadrados, lo que se debe de hacer es ca-
racterizar el conjunto de enteros para los cuales la ecuacion diofantina

x*+y* =n tiene solucién, donde x, y,neZ. Emil Grosswald

{1984], en su libro Representations of integers as sums of squares,
afirma que este problema se demuestra si se prueba el siguiente teore-
ma:

Teorema 2: La ecuacién diofantina x* + »* = » tiene solucion si y solo
si todos los divisores primos g de n, tales que g =3 (mod4), aparecen
en la descomposicion de n con potencias pares.

Para la demostracion de este resultado se necesitan un par de lemas
auxiliares que a continuacién se presentan:

Lema 1: Si pin y p=3(mod4), entonces la ecuacién diofantina

x* +y* = n no tiene solucién primitiva®,
Demostracion:

Se va a suponer que x ¥ ¥ son solucién de la ecuacion x* + y* = » con
(x,¥}=1 y se tratari de llegar a una contradiccién. Sea p un divisor
primo de n. Si pir y pix, entonces p|y, lo cual es una contradic-
cién con el hecho de que (x,y)=1. De esta manera se tiene que si

plrentonces plxy ply.

Por el pequefio Teorema de Fermat™, x*" =1(modp) y entonces

yx*" =y (mod p). Si se hace un cambio de variable z = yx"7, se

# se dice que x,, ¥, es una solucidn primitiva de la ecuacion ¥’ +y* = i si los en-

teros x,, y, son primos relativos, ie., (x,, 3 )=1L.




tiene que xz =y (mod p); elevando al cuadrado ambos lados de la

cengruencia y sumando x° se obtiene:

]

xz(zzﬂ) ¥y +x* =n=0(mod p).
Como pfx y x (z’+1)-=—0(modp), entonices z* +1=0 {(mod p),

0 lo que es lo mismo, z* = -1{mod p), ie., -1 es un residuo cuadriti-

co?’ modulo P, entonces [_—IJ:!, ¥ como por otro lado se sabe que
-]

- = -1 . .
—IJ =(-1} 7. Por lo tanto PT s un nimero par, es decir,
P

1

PT”so(modz); entonces p-1=0{(mod4) y por lo tanto

p=1(mod4), lo cual contradice el hecho de que p =3 {mod4).

Se concluye que la ecuacién diofantina x2 + y? = n no tiene solucién
primitiva. [

Lema 2: La ecuacion diofantina x* + y* = tiene solucién si 7 es un
nimero primo congruente con ! modulo 4, ie, si n= p=1 (mod 4).

Demostracion:

Si p=1(mod4), entonces p-1=0(mod4), lo cual implica que
pT-lao {mod2), es decir, 321! €3 un nimero par y por consiguicnte

(_—1)=(—1 Lz_'l=1, lo cual quiere decir que la congruencia
p

x* +1=0(mod p} tiene solucién. Por lo tanto x* + ? = mp es solu-

ble con x, y y m enteros. Lo que se tiene que probar ahora es que
m=1,

Como x y y pertenecen al sistema completo de residuos modulo p, en-

2 2

tonces se escoge |x]<g, [_y,<—§-, entonces 1 +y* <‘DT<£2~ ¥ m<§.

Sea m, el menor entero tal que x’ +y’ =myp es soluble para x y y
o q o P p

* Pequeio Teorema de Fermat: Sea p un primo tal que p f o, entonces

a™' =1 (mod p).

2 Para ver definiciones, propiedades y resultados de residuos cuadraticos y simbolo
de Legendre, revise ¢l apéndice A.
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enteros. Se supendra que m, > 1 y se tratard de llegar a una contradic-
cién. '

Supéngase entonces que m, >1 y que my | X, entonces m, | » .2 To-
mense los enteros ¢ y d de tal manera que x, =x—cm, yy, =y - dn,;

con  |g|<Z%,|yl<™ y ambos no cero. Entonces
27T

4

- m,
se sigue que x; + y7 =m,m, , donde 0<m, <

Si se multiplica la ecuacién x*+)* =mp por x?+y:=mm,
se tiene que:

aﬂgrrzl}:ﬁ:(x1 +y2)(x,2 +yf):(xx, +)y,)2 +(xy, —yxl)z.
Como x; =x—cm, yy = y—dm, entonces:
0+ gy, = x(x—omg )+ y(y—dm ) =x" 4y —my (ex+ dy) = my (p-cx—ay) = m X
y de la misma manera se obtiene que:
2, =5 =x{y-dm,)- y(x—cm ) = m, (cy~dx) = m,¥ .

De donde claramente se estd suponiendo que X=p-ex—dy y
¥ =cy—dx. Por lo tanto mjngp:mj()(’ +Y’), o lo que es lo mis-
mo, X*+¥? = P, con D<m, <%, lo cual contradice la minimali-

dad de »1, . Por lo tanto m, =1 y esto prueba el lema 2. [

Una vez que se demostré el Lema 1, ya se puede pasar a la demostra-
ci6n del Teorema 2 y asi resolver el problema de los dos cuadrados.

Demostracion (del Teorema 2):

Supéngase que x y y son solucion de la ecuacién x* + 3% =n, con
(x»}’):d,yque pE3 (mod4) es tal que pr Id y pr+l rd

**¥a que si se supone lo contrario, es decir, si m, | y entonces my | x* +y* lo cual
implica que m; |m,p, i, m, | p y porlo tanto se tendria que m, =1, locual es
imposible.
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Sean x =dx,, y =dy, donde (x,,),)=1, entonces
n=x’ 4yt =(dn ) +(dy) = (53 )=dn.

o+l £-1r c=2r-

Si p‘|ny p™ fn, entonces p* |m y p°7 I1y. Sin embargo,
x+yt= #,, lo cual implica que x, y y, es una representacion primiti-

vade A, P Porel Lema t, pln, porlotanto ¢ =2r yes par.

Se puede entonces afirmar que si x y ¥ son solucién de la ecuacion
X +y =nypesunprimotal que p=3(mod4), p’|dy p™' | d,
entonces p aparece en la descomposicion de # con potencia par.

Inversamente, si se supone que todos los divisores primos g de » que
son congruentes con 3 médulo 4 aparecen con potencias pares en la
descomposicion de 1, 1o que se quiere probar es que n puede ser es-
crita como la suma de dos cuadrados.

Gracias al Lema 1 se sabe que todos los primos congruentes con 1
moddulo 4 son representables como suma de dos cuadrados; asi mismo,
fas potencias de 2 también se pueden escribir como suma de dos cua-
drados, v como el producto de dos niimeros que son representables
como suma de dos cuadrados se puede expresar nuevamente como

suma de dos cuadrados™, entonces 1, =2'n es la suma de dos cua-
drados, donde f €N y #, es el producto de primos congruentes con 1
mddulo cuatro; por lo tante existen dos enteros @ y b tales que
n,=2'nm =a® +b*. Ahora considérense los primos congruentes con

tres médulo 4, n, = [] q”:[ I q‘),ysea m= ]| 4, enton-

ged{moda} g=3(mod 4) g=3{mod 4)

ces m=m. Por lo tante se  tiene  que

nm’ = m* (a* +b% )= (am)’ +(bm) =n.
Por lo tanto » es la suma de dos cuadrados. 0

Notese que al igual que en el problema de un cuadrado, si un entero
es representable por la suma de dos cuadrados, también se puede ver

como suma de cuatro cuadrados ya que si #n =g’ +5” para algunos
enteros a y b, entonces también n = a° +4* + 07 + 07,

# Es decir, x,, ¥, es solucién primitiva de Ia ecuacion ! +y =n, .
* Yaque (::l2 -r-bl)(f:2 +d? ) =(ac+bd} +{ad -bc) = (ve—bd)’ +(ad +be)’

55




Para ilustrar el Teorema 2 se observa que 3 no puede ser representado
como la suma de dos cuadrados, pero en el caso de # =90 si se pue-
de, ya que en su descomposicién en primos aparece Unicamente un
primo congruente con 3 médulo 4, a saber, el 3, y figura con una po-

tencia par, ie, 90=2-5.37 =97 +32,

Para ¢l problema de los 3 cuadrados se necesitan un par de lernas cuya
demostracion no se incluye en esta parte, ya que el primero no es mas
que el inciso 10 que mas adelante se probara y el segundo lema es un
resultado que ya se utilizé y estd demostrado en el inciso 3, a saber, el
Lema 1 (Pag. 33)

Lo que se quiere s clasificar a los enteros que pueden ser representa-
dos por la suma de tres cuadrados; esta clasificacion esta dada por los

enteros que no son de la forma N =47 (8k + 7) y a esto es a lo que se
quiere llegar.

Lema 4°"; Si » es un entero positivo y n =2 (mod 4), entonces » pue-
de ser representado como la suma de tres cuadrados.

Lema 5°%: Si n es un entero positivo tal que n=1,365 (modB), en-
tonces n puede ser representado como la suma de tres cuadrados.
P P

Una vez que se tienen estos dos resultados, ya se puede demostrar el
problema de los tres cuadrados, que no es mas que demostrar el si-
guiente Teorema:

Teorema 3**: Un entero positive N puede ser representado como la
suma de tres cuadrados si y solo si N no es de la forma

N=4"(8k+7).
Demostracion:

Se sabe que un entero x puede ser congruente con 0, 1, 2,...6 7 médulo
ocho, entonces x* =0, 16 4 (mod8). De esta manera se sigue que la

suma de tres cuadrados nunca puede ser congruente ¢con 7 madulo 8.

Si el entero 4m ¢s la suma de tres cuadrados, entonces existen enteros
Xy, Xy, X; tales que 4m=x7 +x; +x,ie, ¥} +x2 +x es un maltiplo
de cuatro, y entonces los tres X, X, X, tienen que ser ntmeros pares,

* Este resultado es justamente el inciso 10.
* Este Lema es lo que llamamos Lema 1 en el inciso 3.
" El resultado se debe a Gauss.




2
cuadrados si y solo si m es la suma de tres cuadrados. Esto demuestra
que cualquier entero que no sea de la forma 4° (8% +7) puede ser es-

2 2 1
de donde m =[%’) +[I—’] +(%’J . Por lo tanto 4" m es la suma de tres

crito como la suma de tres cuadrados.

Todo entero positivo N puede ser escrito de manera tnica en la forma
N =4"m, donde m=2(mod4) 6 m=1,3,56 7 (mod8). Entonces
gracias a los Lemas 4 y 5 se tiene que el entero positivo N es la suma
de tres cuadrados, excepto cuando m = 7 (modS). Por lo tanto si N no

¢s de la forma 4° (Sk +7), entonces se puede escribir como suma de
tres cuadrados. O

Claramente si un nlimero se puede expresar como la suma de tres cua-
drados, supongase n=x +x] +x;, entonces también se puede ver

como la suma de cuatro cuadrados haciendo # = x7 + x2 + x7 +0* .

A continuacion se presentard el problema de los cuatro cuadrados.

En la demostracién del inciso 3, se introdujo la definicién de mimero
figurado. Asi, los niimeros cuadrados son nimeros poligonales de or-

den (m+2), por lo tanto, el orden de los nimeros cuadrados es

. -1
m+2=4, es decir, m=2 y pz(k)=%—)+k=k‘-k+k=k’. Una

vez que se tiene esta definicion ya se puede proceder a la demostracion
del caso general de este inciso™.

Un eshozo de la demostracion permite apreciar en qué consiste su es-
trategia.

Se requiere demostrar que cualquier e Z se puede representar como
la suma de cuatro cuadrados. Se necesita para ello descomponer a »
como producto de primos; con ello el problema se reduce a probar dos
casas: la primera es que todo nimero primo se puede escribir como la
suma de cuatro cuadrados®; y la segunda es que el producto de sumas
de cuatro cuadrados puede ser expresado nuevamente como suma de
cuatro cuadrados™.

A continuacién se presentardn estos resultados con los cuales se res-
pondera el inciso 5.

» Que se debe a Lagrange, el cual lo demostrd en 1770,
¥ Lo cual va a ser consecuencia de lo que Hamaremos Lema 7,
% Lo cual vamos a llarnar Lema 6,
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Lema 6 (Euler, 1743): El producto de sumas de cuatro cuadrados pue-
de ser expresado como una suma de cuatro cuadrados.

Demostracion:

La demestracion de este lema se basa en la siguiente identidad alge-

braica:

(az +&r +t +d? )(e" + gt hz) =(ae+bf +cg +dh) +(af ~be+ch—dg) +
+(ag —bh—ce+ df) +(ah+bg—cf - deY

La cual es ficil de comprobar desarrollando ambos lados de la igual-
dad. (0

Lema 7 (Euler, 1751): Si p es un primo impar, entonces existen enteros
xyytalesque 1+ x* + p* =0 (mod p), donde 0<x, y<£ .
Demostracion:

2
Considérese el conjunto 4 ={0’, L {p—zll] } Sean r v 5 cualesquie-

ra dos elementos distintos de 4, y supdngase que r* =5* (mod p). Se
demostrard que esto es imposible,

8i r* =5* (mod p), entonces (r +5)(r—s)=0 (mod p}, lo cual indi-
ca que plr+sé plr—s; por lo tanto
r=s(modp)6r=-s{modp). Como r#s y r,s<p, entonces
r # 5 (mod p). 8i r =—5 (mod p), entonces p|r +s, lo cual es im-
posible, ya que O0<#+5< p y p es primo. Por lo tanto, si r # 5, en-
tonces r x s (mod p).

Andlogamente, si a y b son dos eclementos distintos de
2

B={—1—02, -1-1, .., —1—[‘”—2_1] }, entonces no pueden ser congruen-

tes entre si modulo p. Supdngase que si, es decir que g =5 (mod p),

entonces existen x, yeZ con O<x, ysp—;-l- tales que

-1-x* =-1-)* (mod p), lo cual implica que x* = y* (mod p}, y
repitiendo el proceso que se siguid para los elementos de A resulta que
x =ty (mod p), lo cual da lugar a una contradiccién.
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Ahora bien, la cardinalidad del conjunto 4 es |4|= pT_IH ylade Bes

8= 222 +1. De ello se sigue que la cardinalidad del conjunto 4UB es

_1 - ]
!AUB|=pT+1+pTl+l=p—l+2=p+l; como AU B tiene (p+1} ele-

mentos, entonces, por el principio del palomar’’, dos elementos distin-
tos de 4l B tienen que ser congruentes modulo p. Pero ya se demostré
que dos elementos distintos de 4 no pueden ser congruentes entre si al
igual que dos elementos distintos de B, por lo tanto algiin elemento
del conjunto 4 y otro del conjunto B son congruentes médulo p, ie.,
como dos elementos de A y dos de B no pueden ser congruentes, y el

conjunto 4UB tiene ( p+]] elementos, entonces ya sea que AUZB

constituye un sistema completo de residues o no, debe de contener dos
elementos congruentes entre si moédulo p. Por lo tanto

x*=-1-)"(modp) opara algunos enteros x, ), donde

05x,y<PT4<§.Porlotanto 1+x" +3* =0 (mod p). O

Corolarie: Si p es un primo impar, entonces exisie un entero positivo
k < p tal que kp puede ser expresado como suma de cuatro cuadra-

dos.
Demostracion:

Por el Lema 2, como p es un primo impar, entonces existen enteros x,
y tales que 1+x”+)* =0 (mod p), donde 0<x, y<§, es decir,
pll+x* +)’; entonces existe un entero k tal que x* + )’ +1=fp, o

lo que es lo mismo, x* + y* +1° +0° = kp . Como 05x<§ yo<y<Z,

2
2 2
entonces 0<x’ <(§J y 0<)y? <(§J . De esta manera resulta que

2 1 2
'S +y’+l<(§] +(§] +]<%+[<p1,y Iq9<p1,i.e., k<p.
Por lo tanto 4p es la suma de cuatro cuadradoscon k< p. O

Lema 8 Todo primo se puede escribir como la suma de cuatro
cuadrados.

*7 Si se tienen s nidos y en ellos duermen (z + 1) palomas, entonces al menos hay un
nido en el cual duerme mds de una paloma,
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Demostracion

Sea p un primo, claramente 2 =1% +1° + 07 + 0%; entonces el resultado
es valido para p = 2. Supdngase entonces que p es impar.

Gracias al Corolario del Lema 7, existe k€ Z, con & < p, tal que kp

es la suma de cuatro cuadrados. Por el principio del buen orden®® ocu-
me que existe un entero positivo (minimo) m tal que:

mp=w +x+ ¥+ ()
para algunos enteros w, x, y y z, donde 1 <m < p.

Sim=1,entonces mp=1-p=p=w +x* +y’ +2°, y por lo tanto p
se puede representar por medio de la suma de cuatro cuadrados. En-
tonces lo que se requiere probar es que m=1.

Primero se demostrard que m es impar; esto se hard por reduccion al
absurdo. Supingase que m es par, entonces mp también es par. Asi,

w +x* +3” + 2% es par, lo cual implica que w, x, y ¥ z deben de tener
la misma paridad o dos a dos tener la misma paridad. Supéngase, sin
pérdida de generalidad, que w=x(mod2) y que y =z (mod2); de
esta manera se tienen las siguientes congruencias:

w+x=2x=0 (mod2)
w—x=0 (mod2)
y+z=2z=0(mod2}
y—z=0(mod2)

wix 1‘12‘_{{ -"T” y % son enteros, v ademads,

W x 2 werx 2 rz 4 —z 2 wz +x2+ z+zz m
(-——J +[ ) +(—y A Piall L S m(—]p. Enton-
2 2 2 2 2 2

ces [g] p puede ser expresado como suma de cuatro cuadrados y

Entonces,

El

n I3
F<m Y ademds, como se supuso que m es par resulta que % €s ente-

ro, lo cual contradice la minimalidad de m. Por lo tanto m es impar.

Ahora se mostrara que m =1. Para esto supdngase que » > 1 y se lle-
gara a una contradiccion. Sean a, b, ¢ y 4 enteros no negativos tales

% Todo subcenjunto no vacio de niimeros naturales tiene primer elemento.
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que w=a(modm), x=b(modm), y=c (modm)

z=d (modm), donde H% <a b e d< % : entonces

a+b++d = w x4y v =mp =0 (modm). Esto implica
que m|a’ +b* +¢* +d*, y por lo tanto existe un entero positivo n, de
tal manera que:
mn=a+b* +¢t +d’.......(i)

F 1 H 2 2
y ademas 0<sa’ +8' +¢* +d' <+ W2y 3] =m’, y por en-

PR R 2
de O<mn<m’ yasi O<n<m.

Seafirmaque n1,yaquesi n=0 entonces a’ +5* +c* +d* =0, lo
cual implica que a=b=c¢=d=0, y por lo tanto que
w=x=y=z=0(modm). Esto dltimo conduce a
w=xl=yl =2t EO(modmz), y de esta manera se obtiene que
waxleypi 4z =0 (modmz).Porlotanto m? |(w2 +x7 4+ +22),
y entonces m® | mp y de aqui se llega a que m | P, lo cual es una con-

tradiccion, ya que 1 <m < p y p es primo. De esta manera, # > 1 ¥ por
lotanto 1snw<m.

Al multiplicar las ecuaciones (i) y (i) resulta que
(W +x7 4y +2')(a* +8° + o +d*}=(wa+xb+yc+zd) +(wb-xa+yd -z} +
+(we—xd - ya+ zb)’ +(wd + xc— yb—za)’
es decir:
m'np=(mp)(mn)=r* +5* +£> +4* ... (iif)

Esta ecuacién se puede deducir con ayuda del Lema 1. De esta manera,
se obtienen las siguientes igualdades:

r=wa+xb+yc+zd
s=wh-xa+yd-zc
t=we-xd-ya+zh
w=wd+xc—yb-za

En virtud de que w=a(modm), x=b (modm), y=c(modm) y
z=d (mod m), ocurre que
r=wa+xb+ycrzd=w'+x"+y"+7* =0{modm), y por consi-

guiente r =0 (modm). De una manera analoga se puede demostrar




= Z . Entonces la

que s=+=u=0(modm). Por lo tanto =, %
m m
ecuacion (i) se replantea de la siguiente manera:

L] H

{ u
m m

FPestelrd (e (Y (¥ (uY
np=—~—1——=(—] +(_J +[—] +(—J con # < m. Esto contra-
m m m m n

dice 1a manera de seleccionar m. Por lo tanto m=1.

De esta forma se tienc que mp=1-p=p=w’+x> +y + 2. Por lo
tanto p puede ser escrito como la suma de cuatro cuadrados. O

Alcanzada esta etapa queda preparado el camino para demostrar el teo-
rema de Lagrange. A continuacién se presenta dicha prueba, misma
que parecerd muy simple, pero es debido a los resultados anteriores:

Demostracion (del inciso (5): Todo entero es la suma de cuatro cua-
drados):

Sea » un entero positivo cualquiera. Como 1=1? + 0% + 0? + 0%, enton-
ces el resultado es verdadero cuando #=1.

Supdngase que #22 y sea n=[]p" su descomposicién en primos.
Aplicando el Lema 8, y debido que cada p, es un nimero primo, en-
tonces estos pueden ser escritos como la suma de cuatro cuadrados.

Por lo tanto, y gracias al Lema 6, p/ y consecuentemente [Tz =n
pueden ser escritos como suma de cuatro cuadrados. [J




Inciso 6

Tode entero puede ser expresado como la suma de cantidades de [a
forma a® —b" y a® —b* -2, donde a,b e Z ¥,

Demosiracion:

Como todo nimero entero es congruente con 0, 1, 2 6 3 médulo 4, en-
tonces todos los enteros son de la forma 4n, 4n+1, 4n+2 6 4n+3

con neZ “. Se va a demostrar este inciso haciendo cada caso por
separado.

Caso 1. Sea m un entero de la forma 4» con n € Z, entonces se tiene:

m=4n=22n+(dn’ - 4n’ )+ (1-1)
=(4r:2 +2-2n+1)—4n2—1
=(2n+1) —4n? -1
=(2n+1) —(2n) -1
=(2n+1)' ~(2n) +(1-2)
=(2n+1) —(2n) +(1-0* -2)
Por lo tanto »r puede ser escrito como la suma de una cantidad de la

forma a? - b* y una de la forma a° -b* -2

Caso0 2. Sea m un entero de la forma 4r+1 con ne Z, por el caso 1 se
sabe que:

m=4n+1 =(2n+])2 —[Zn)2 +(]z - —2)+1, pere 1=1%~-0* De
esta manera se obtiene que:

=[(@n+1) ~(2n) |+[P -0 -2]+[1* - 0?]
Por lo tanto, »1 puede ser escrito como la suma de dos cantidades de la
forma o’ —5” y una de la forma a® —5* - 2.

* Para Waring los enteros 2 y b en ambas expresiones ne necesariamente son igua-
les, ya que si lo fueran lo que el teorema aseguraria s que todo entero que puede ser

expresado por medio de a* —b° +a* - -2, lo seria de la forma
2at -2 2= 2(::z b - !) y claramente no se pueden expresar de esta manera a

los ndmeros impares ya que la expresion por si misma s un nimero par.

“ @ dicho de otra forma, se va a representar a todos los mimeros enteros por medio
de las clases de equivalencia médulo 4 y de esta manera cada entero pertenece a la
clase del cero, del uno, del des o del tres y solamente a una de estas. De esta manera
se puede asegurar que cada entero puede ser representado por
4n, 4n+1, 4n+2 6 4n+3 paraalguna ne Z .
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Caso 3. Sea m un entero de la forma 4n+2, pero como
= -2 {mod4), entonces se puede ver a m como un entero de la for-

ma 4n-2 con ne Z, por ¢l caso 1 se tiene:

m=4n—2=(2n+1)2—(2n)2+(12~02—2)—2, pero

-2 =0 —0® - 2. Entonces:

m=[(2n+1)' ~(2n)’ |+[F ~0* ~2]+[0? —0? -2]
Por lo tanto, » puede ser escrito como la suma de una cantidad de la
forma a’ - * y dos de la forma a* —5* - 2.

Caso 4. Sea m un entero de la forma 4n+3, pero como

=—I (mod4), entonces m puede ser visto como un entero de la for-
ma 4n-1 con ne Z, por el caso 1 se tiene:
m=4n—-1= (2n+1)2 —(2?1)2 +(12 -0 —2)—1, pero —E=0* —1* En-
tonces;

m=[(2n+1)' -(2n)' |+[ 2 -0* 2]+ [0* 1]

Por lo tanto, m puede ser escrito como la suma de dos cantidades de la
forma @’ —#” y una de la forma a* - - 2.

Por lo tanto, cualquier entero m puede ser escrito como la suma de

cantidades de la forma a’ -4" y a’ -b*—2; donde a v » son
enteros.




Inciso 7

Todo nimero que sea mayor que cualesquiera nimeros dados p, g, r, s
(los cuales se consideran como pardmetros y sin divisores comunes)

puede ser expresado por la cantidad pa’ +gb” +rc? +sd?, donde
abcdeZ.

La base de la demostracion de este inciso al igual que la del inciso 8
son las formas cuadraticas, en el inciso 10 se profundiza sobre las de-
finiciones y la teoria necesaria para comprender mejor este concepto,

Para la demostracion de este inciso y del inciso § se requiere un teo-
rema que facilitard la prueba, pero antes de enunciar dicho teorema se
necesitan un par de definiciones para comprender mejor el resultado
awxiliar.

Definicién 1: Una funcidn lineal fes una funcién que cumple con lo
siguiente:;

i)f(a+b)=f(a)+f(b) Va,be Dom(f)
if) f (ca) = ¢f (a) Vae Dom(f)yVceR

Definicién 2: Una funcién lineal fes acotada si y sélo si:
[f(x)l Sk|x} vxeH y para alguna k c R*.

Una vez que se tienen estas definiciones, ya se puede enunciar el Teo-
rema que ayudaréd a demostrar estos incisos. El resultado que se utiliza-
t4 es un caso particular del Teorema de Lax-Milgram que dice lo si-
guiente:

Si @ es una forma cuadritica tal que e;ar"x]]2 £ ®(x,x), para algin

@eR" y con xeH. Entonces, para cada funcional lineal acotada f
existe un dnico elemento y e H tal que f (x)=®(x,»).

En el Teorema de Lax-Milgram H es un espacio de Hilbert y lo tnico
que s¢ hace en el teorema que se ocupard es hacer a H igual a un R”
que también es un espacio de Hilbert y con esta suposicidn las funcio-
nales lineales son funciones lineales.




Teorema auxiliar {Teorema 1): Sea @ una forma cuadratica tal que

cf"x"2 < (D(x,x), para algin o € R* y con x € R" para alguna ne M.
Entonces, para cada funcién lineal acotada f existe un Unico elemento
yeR" alque f(x)=®(xy).

Demostracion el inciso 7:

Sea »n cualquier entero vy considérese la forma cuadritica
O:7' %2 5 7 dada per: (D((x, »zw),(x, 2, w)) =pr' + g +rrt Wt

con p,q,r,seZ’ ysea J_t:(x,y,z,w)eZ‘.
px’ + gy +r2’ +5w’ zmin{p, g, 7, s}(x2 +yt 42t +w2)
—2
=min{p, q,r, s}!‘x"

12 - =
es decir a"x" < CD(x, x) con @ =min{p, q,r,shecR",
Entonces, por el Teorema | existe un tinico vector a = (a,b,c, a’) e?’

tal que para cada funci6n lineal acotada f:R' — R se tiene que
f(;) = d}(;,s) . En particular para x=a,ie, f(z) = (D(E,E).

Sea f{x.y.z,w)= 5:— , claramente fes una funcién lineal acotada ya que
|f (;)l = % < E "E" , entoneces:

f(;) — na

——=n=¢[:1,;r)=pa2 +gh* +rct +5d? .
a

Por lo tanto cualquier entero # puede ser expresado por la cantidad
pa’ +qb* +rc’ +sd’, donde a,b,c,deZ. U




Inciso 8

Todo entero puede ser escritc como la siguiente suma;
(o i-ab+bz)+(p2 + pg +4°) donde a,b,p,q e Z.

Demostracion:

La expresion (o’ tab+ b2)+ ( ptpg+ ql) se dividird en cuatro

€asos:

a1+ab+bz) p1+pq+q2)
a2+ab+b’) P - pq+q)

a ~ab+b’) +(p* +pg+q’ )

( +{
(@ —ab+bz)+(pz pg+g )
( +(
( (

Sea n cualquier entero, entonces se tiene que:

Caso 1: Se demostrard que todos los enteros pueden ser representados
por medio de la expresion (a2 +ab+ b ) +(p2 +pg+q’ ) i

Definase la forma cuadratica ® : Z* x Z' — Z como sigue:
®({a.b, p.g),(0.5,p.9)) =’ +ab+b* + p* + pg+ g' y supéngase
que ab 2 0 entonces

az+ab+b2+pz+pq+q22a2+b2+p2+q1="Eﬁz donde

a=(a,b, 7.q)- Entonces se tiene que a" » < CD a, ) con a =1. Asi

mismo, sea [ :R* = R definida mediante f(xy,z, w):E, como ya
a

se vio en el inciso anterior (inciso 7), / es una fumcién lineal acotada,
entonces por el Teorema 1 existe un unico  vector

y=(7.¥.%.¥)eR" de tal manera que f(a) = tb(z,;), en parti-

cular sea a = ; » Entonces:
f(a):——=n=¢(a,a)=a2 +ab+b +p +pg+q’
Por lo tanto todc entero »n puede ser expresado por

(a +ab+b'}+{p* +pq+q2).
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Caso 2: Se demostrara que todos los enteros pueden ser representados
por medio de la expresion (@’ —ab+5" )+ (p’ -pg+q’ ) :

Definase la forma cuadritica @ : Z* xZ* — Z como sigue:
®©((a.5,p.q).(a.b. p.q))=a* —ab+b* + p* - pg+q°.

2 2 2 2
Claramente®' -ab2 -% , entonces &' +b —abza’ +b° —% y
1 2
+b .
por lo tanto o’ +4" —abz cd . De manera andloga se prucba que
2 2z
P +q
Pg g

z 2 2 2
Entonces &* —ab+b* +p* —pg+q’ 2%:%%“2). Por lo tan-

to se tiene que 0:"5”2 < @(5, 5) con a= ! ¥ a= (a,b,p,q).

3
Entonces, por el Teorema 1, para cada funcidn lineal acotada f existe
un inico vector a & R* tal que f(;) = (IJ(x,a) con x = (x, Y.z, w) en
particular se cumple para la funcion lineal acotada [ R 5> R defi-

nida mediante f({x, y,z,w)= Liud ¥ para a= ;, asi se obtiene:
Qa

f(;):ﬂ:n¢¢(z,z)=az +b —ab+pt +q9' - pq

cr

Por lo tanto todo entero n puede ser expresado por
(az'-—ab+b2)+(p2—pq+q2).

Caso 3: Se demostrard que todos los enteros pueden ser representados
por medio de la expresion (a2 +ab+b? )+ (p2 —-pg+qg’ )

Definase la forma cuadratica @ : Z* xZ° — Z como sigue:
®((a,6,p.9).(a.b,p.q))=a” +b* +ab+ p’ + 4" - pg.

, ademas se sabe

2 x
. . +
Como se vio en el caso anterior p* +¢° ~ pg2 L 2q

que si ab >0, entonces a® +b* +ab>a’ +b". Sumando las dos des-

* Se sabe que (r-5)’ 20, entonces 0<r? +5 —2rs lo cual implica que
? H

+
$ vr,seR

,
2rs < +5% ypot lotanto rs <



igualdades anteriores resulta que

o(a, a)> P e oy zﬂﬂ:lﬂﬂr), ¢s decir,
2 2 2

E“I £ (D(E, 5) con a=% y E=(a,b,p,q).

d

Entonces, por el Teorema 1 (visto en el inciso 7), para cada funcién
lineal acotada f existe un vinico vector a & R* tai que f (x) = (D(x,a)

con ;=(x, ¥,z,w) en particular se cumple para la funcional lineal

acotada f:R* 5 R definida mediante f(x,y,z, w)=E y para a=x,
a

de esta manera se obtiene:

f(c_z):ﬂﬂx='~‘J:°(.;,E)=a2 +b +abir pt + g’ - pg
a

Por lo tanto todo entero n puede ser expresado por
(az +~ab+bl)+(p2 -pg+q’)-

Caso 4: Haciendo un procedimiento andlogo al de la demostracion del
caso 3 se tiene que todo entero n puede ser expresado por

(az —':n’J+bz)+(p2 +pq+q2).

Por o tanto, cualquiera que sea el caso, todo entero puede ser escrito
como la siguiente suma: (az tab+b )+ ( P ipg+ q’) donde
a,b, p.q € Z. Lo cual demuestra el inciso 8. 0
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Inciso 9

Todo entero es un cubo o fa suma de dos, tres, cuatro, ..., nueve cubos;
todo entero también es una cuarta potencia o suma de a lo mas 19
cuartas potencias, Leyes similares pueden ser afirmadas para cualquier
potencia.

Cuando se enuncid ¢l Teorema 47, se dio una pequefia resefia histérica
sobre este resultade, cabe recordar que en la mayoria de los textos se
refieren al inciso 9 como “Los problemas de Waring”.

La demostracion de este inciso se hard en tres partes:

Se demostrara el caso k=3, es decir, se probara que todo nimero
entero puede ser representado como la suma de 9 cubos, 0 en nuestra

notacion, se probard que g(3) =9,

Se hard un bosquejo de la demostracion del Teorema de Hilbert-
Waring, el cual es el caso general de este inciso.

Se dara una serie de tablas en las cuales se puede observar el avance de
esta conjetura y el estado actual de la misma para valores especificos
de &, a saber, para £ =3, .., 10.

A continuacion se demostrard con detalle que todo entero es la suma
de a lo méas 9 cubos, ie, g(3)}=9, esta demostracién se le debe a

Wieferich y Kempner. Antes de entrar a los detalles, para que el lector
entienda de una mejor manera esta prucba, se dard una resefia de la
demostracién:

Lo que se quiere demostrar es que todo entero N puede ser escrito co-
mo la suma de nueve cubos no negativos. Nathanson [1996] presenta
un resultado en el cual se caracterizan los enteros que pueden ser re-
presentados como suma de 9, 8, 7 6 6 cubos no negativos*. Gracias a
esta proposicién, todo entero menor que 40,000 es la suma de 9 cubos
no negatives, entonces nuestro problema se reduce a demostrar que
todo entere mayor que esta cota, también es representable como la
suma de 9 cubos no negativos. Después se construye un enierc de la
forma N -a’ y se ve, gracias a lo que se llamaréd Lema 2, que este
entero es congruente con un cubo impar mddulo una potencia de 8.
Después se hacen una serie de sustituciones en la cual se requiere de
otro resultado®, el cual afirma que para todo entero r mayor que 227,
existen un par de nimeros d y m tales que 0< 4 £22 y m se puede

2 1 cual [lamaremos Lema 4.
* Que llamaremos Lema 3.
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esctibir como suma de 3 cuadrados, de tal manera que r =d” +6m .
Finalmente se llega a wuna expresion de la forma

N=a+b+c+ GA(A’ + m) entonces lo que haria falta para que N

fuera suma de 9 cubos no negativos es que la expresién 64 (A2 +m)

fuera suma de 6 cubos no negativos, pero este resultado es justamente
lo que sera el Lema 1.

Una vez que se ha aclarado un poco el panorama de ia demostracion,
se entrard a la parte técnica de dicha prueba.

Lema 1: Sean 4 y m enteros no negativos tales que m < A* y m puede
ser escrito como la suma de tres cuadrados, entonces 615[(.42 +m) es

la suma de seis cubos no negativos.

Demostracion:

Sean m,, m, y m, enteros no negativos tales que m=m’ +m; +m;,

entonces, se tiene que 6A(A2 +m)=64(A> +m +m} +m). Se
3

afirma que: 64{4" +m] +m; +m§)=2((A+m, )y +(A—m,.)’) . Para probar
=l

esta afirmacion, se desarrolla cada término y se compara el resultado:

Para cada i =1, 2, 3, se tiene que:

(A+m) = £ +38m, +34m} +m} y también

(4-m) = 4 =34%m +34m’ —m, entonces

(4+m) +(4-m) =24 +64m?, pero como es para cada

i{l,2,3}, entonces:

3
Z((Am,)‘ +(A—m,)’)=2.4’ +64Am} +248 +64m? +2.4° +6Am’
i=l

=64 +6Any +6Am] +64Am!

=6A(A2 +mi )

=64(4 +m)
Por lo tanto se tiene que 6A(A2 +m) es la suma de seis cubos. Lo

inico que falta probar es que estos cubos no son negativos. Asi, los
cubos que conforman la expresion de 6A(A2 +m) son de la forma
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{A+m) y (A-m), entonces lo que se debe mostrar es que
A+m 20y 4—m, 20 paracada i =1, 2, 3:

Seaie {1, 2, 3} arbitraria, entonces rm, > 0 ya que m, son los nimeros
que al elevarlos al cuadrado conforman a m, el cual es un entero no
negativo. Como m=m +m +m’ y m, =0, entonces m’ <m y por

lo tanto m, <«/m. Por hipétesis se sabe que m< A’, entonces

Jm < A. De esta manera se llega a la siguiente cadena de desigualda-
des: 0<m, < Jm < 4. Como m < A, entonces A—m. =0 y también,
0<m £2m < 4+m,, locual implicaque 4+m, 20.

Por lo tanto 6.4 (A2 + m) es la suma de seis cubos no negativos. N

Lema 2: Sea £ > 1. Para todo entero impar w, existe un entero impar b
tal que w = b (mod?‘).

..o 44
Demostracion”:

Témese un sistema completc de rtesiduos modulo 2,
A={0, L2, ... 2'—1}. Ahora, dividase este conjunto 4 en dos,

4, v 4,, donde los elementos de 4, son los nimeros pares del conjun-
to 4 y los elementos de 4, los impares, Ie,
4={0,2, ., (2 -2} ={0}Uf2" f k=10 -1} y
4 ={43,.,2 -1} Porlotanto A=4 U4,

Sea # un niimero impar arbitrario, entonces n* # q (mod 2 ) Vaed

ya que a es un nimero par y al ser # impar resulta que »° también es
impar y no es posible que un niumero impar sea congruente con un
nitmero par médulo un ndmero par {2' es par para todo ¢ 21). Como
A es un sistema completo de residuos, entonces existe m € 4, tal que

w=m (mod 2') , esto quiere decir que todo nimero impar es con-

gruente con un cubo impar médulo 2°.

* La demostracion que presenta Nathanson [1996] no es del tado clara, por lo
tanto, la prueba que se presenta es original.
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Ahora bien, si &, y b, son enteros impares de diferentes clases residua-
les tales que B =& (mod 2’), entonces  2°  divide a
b -8 =(b, b)) (b} +b,b, +b7). Como b} +bh +b} es impar, se
sigue que 2' divide a b, -5, es decir, b, =b, (mod 2‘). Pero, si
b yb, son enteros impares tales que 0<d <b, <2, entonces
b, —b <2 yyase vio que 2' | b, — &, lo cual es imposible, por lo tan-
to ' # 5 (mod2).

Resumiendo, todo ndmero impar es congruente con un cubo impar
médulo 2‘ y cualesquiera dos cubos de impares caen en diferentes
clases de equivalencia. Per lo tanto se puede sustituir al conjunto A,

por 4, ={13, P, ., (2’ —1)3}.

Si w es un entero impar, entonces existe A e Az' tal que
w=h' (mod 2 ), pero como b’ € 4,', entonces b’ =5 para algan en-
tero impar . Por lo tanto, para todo entero impar w, existe un entero
impar b tal que w = #° (mod 2’). O

Lema 3: Si r 210648 = 22° | entonces existe un entero d e [0.22] yun

entero m que es la sumna de tres cuadrados tal que » = d° +6m .
Demostracion:

Se analizard qué sucede si se supone que el entero no negative m NO
es la suma de tres cuadrados, para de esa manera poder construir el

entero d’ +6m y poder demostrar que es igual al entero r.

Si m NO es la suma de tres cuadrados, entonces® existen enteros no

negativos s y 7 tales que m =4’ (8+7). Entonces 6m =6-4" (8 +7).

Ahora se observardn cudles son los posibles residuos de 6m madulo
96:

81 522, entonces :
64" (8+7)=6-4* (8 +7)(47) = 96(8¢ + 7){4? ) = 0 (mod 96)..

* Gracias al Teorsma 3 del inciso 5 (pagina 56).
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St 5 =1, entonces:

6:4"(8t+7)=6-4(8+7)=96(2r) +168 =168 = 72 (mod 96).

Si 5 =0 y f €5 un némero par (supéngase ¢ = 2k ; k € Z), entonces:
6-4" (82+7) = 6(8(2k) + 7} =96k + 42 = 42(mod 96) .

Si 5 =0 ytesunnimero impar (f = 2k +1; k € Z), entonces:

6-4° (81 +7) = 6(8(24 +1)+ 7) = 96k +90 = 90{mod 96) .

Resumiendo, se tiene que:

0 (mod96)sisz2
72 (mod 96} sis =1

42 (mod %6) sis =0y es par
90 (mod 96) si s =0 y £ es impar

Ahora bien, considérese la congruencia 6m = h (mod 96), claramente,

h solo puede ser miiltiplo de 6 médulo 96, es decir, # puede tomar va-
lores en el conjunto
{0,6,12,18,24,30,36,42,48,54,60,66,72,78, 84,90}, pero como ya se
vio anteriormente, si se quiere que » sea suma de tres cuadrados, en-
tonces A no puede ser 0, 42, 78 ni 90. Por lo tanto
he H = {6,12,18,24,30,36,48,54,60,66,78,84} .

A continuacién se presenta una tabla (denotada como Tabla 1) en la
cual se construyen los enteros d’ +h médulo 96 con he H y
de [0, 22] en la cual se demuestra que estos enteros forman un siste-
ma completo de residuos mddulo 96. No es necesario considerar todo
el intervalo {0,22] ya que 12°=0,16’ =4 y 20° =8 (mod 96) y
ademds cuando se consideran d =19 y d = 21, los valores de & +h
se repiten en los renglones anteriores. De esta manera se puede supo-
nerque d € D={0,1,2,3,4,5,6, 7.8,9,10,11,13,14,15,17,18,22}.

74



6 12 1B M T B 48 % @O & B 84
b [6 12 1B % 3 % # = & & % &
L7 B B8 B a2 x 49 5 6 &8 ® 8
2 (M X ¥ m OB M S5 &2 & Mo 92
3ld 3 £ 5 S & 75 o8m 8 #0915
1M ® R OB WM 4 16 B B M & 52
5 s &4 2 % % & T o@m o= o0 w
6 |la 2 =

T oa w

2 l%m w2

9 |lw 2 w

B & I

nls = =

B |1

4 |3

15 |3

7| ®

12 {0

2| o
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De esta manera, se muestra que los miimeros de la forma ¢° +% con
he H y d € D son un sistema completo de residuos modulo 96.

Para cada d € D es claro que 0<d <22, Entonces, si r 222 se si-
gue que existe un entero de€D no negativo tal que

r—d* =h(mod96) para alguna he H . Por lo tanto, r ~d® = 6m,
donde m es la suma de tres cuadrados. [J

Lema 4: Si 1 < N < 40,000, entonces:

(#} N es la suma de nueve cubos no negativos.

(i) Si N #23 6 239, entonces N es la suma de ocho cubos no negati-
VoS,

(i) St ¥ 223 6 239, y si N no es ninguno de los siguientes 15 nime-
TOS:

15 22 50 114 167
175 18 212 231 238
303 364 420 428 454

Entonces, N es la suma de siete cubos no negativos.

* Los elementos de H estan listados en el primer renglén y los elementos de D en
la primer columna. Los renglones que no estin completos es porque los demas
valores se repiten en renglones anteriores y en esta tabla séko se consideran nime-
ros distintos
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(iv) 8i N > 8042, entonces N es la suma de seis cubos no negativos.
Demostracion:

La demostracion de este lema es cien por ciento téenica, todos los re-
sultados se siguen de cdlculos hechos por computadoras. O

Una vez que se tienen estos cuatro lemas y el bosquejo inicial de la
demostracién del Teorsma de Wieferich-Kempner, se pasard de inme-
diato a la demeostracién de dicho resultado.

Teorema (Wieferich-Kempner): Todo entero no negativo es la suma de
nueve cubos no negativos, Le., g (3) =9.

Demostracion:

Gracias al Lema 4, se sabe que todo entero N tal que 1< N < 40,000

¢s la suma de 9 cubos no negativos, entonces lo que se tiene que pro-
bar es que ¢l resultado es valido para enteros N > 40,000 . Para esto,

la prueba se dividira en dos casos:

1. ¥ >8°
2. 40,000 < N < 8"

Para el primer caso considérese el entero » =[N” 3 ], claramente, como

N>8" por hipotesis, entonces N'° >38° =2, Tomando parte
entera de ambos lados se tiene que [2°]=2" <[N'"]=n, por lo tanto

2% <n. Como el valor mis pequefio que puede tomar N es
8" +1=1,073,741,825, cuya raiz cibica es N =n=1,024=2.8",
entonces para toda k > 2 se tiene que n < 28", Por lo tanto

MWen<2.8 . ()

De ta misma manera se afirma que existe un entero &k >3 de tal mane-
raque 8-8% <N <8-8%,

Sea N, = N—i*,para i =1,..,u, y definase d, = N_, — V,, entonces:

d,=N-(i-1f -N+# = ~(i-1) =8 (P 3 +3i~1)=3" -3i +1



Se sabe que 3i° —3i+1<3* < -3i+1< 0« 3i>1, pero por hipdte-
sis, i > 1, entonces 3/ >3 >1. Lo cual implica que 3 > 1. Por lo tanto
d =3 -3i+1<3",

Ahora, 3 €3N o # < N* < i< N, perosesabe que iesalo
mas n=|:N”3:|, entonces, / es a lo mas N'?, ie, i N . Porlo

tanto se tiene que d, = 3i* —3i+ 1< 3i* <3N,

Finalmente se tiene la siguiente cadena de dobles implicaciones:

3. 81!: +3

3N2p’3 < = 2N1.’] < 82]“-3 P 2N21] < 2zk+] _42l-+:| o N21] < 22!”34 .42h-3

o NI g Bl g3l o S g pllke) g2l o g2 5(2"" )1.(2&-3 )z -
o NI L2 OH o W DM G N 2% 2 o N 2B (28) o
N 228 o[V ]<[28" @ ng2.8t

Pero gracias a ta desigualdad (1) se sabe que # < 2-8*"', Por lo tanto:

2k+3
d =3 -3i+1<3* <3N s%,

Ahora, escojase i € {1, 2, ..., n} de tal manera que
N, <88 SN oo ().

Claramente 7 > 1, ahora témese &k > 3, entonces se tienen las siguien-
tes afirmaciones:

Por la definicién de N, setiene que N, =N —#' y también:
N-w z(n+l) w1 N<(n+1) -1 NsA' +307 +3n+1-1o
e Ns[NT +3[ N T 4[N [ NSN30 +3n 307 43020

Pero 3n” +3n2 0. Porlotanto N, = N —r’ <{n+1)’ —n* -1,

Ahora bien, (n+1)3-n’—l=n3+3n2+3n+l-—n’—l=3nz+3n, de

esta manera se tiene que N, = N ~n° <3n° + 3.

Se observa que 3t +43n<6n’ o3In<In’ on<n’, pero
n=[N”3]>l, por lo tanto n<n’. De esto se sigue que

N, =N-r <3n” +3n<6n’.
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Por la desigualdad (1) se sabe que n < 2-8**', ¢levando al cuadrado de
ambos lados se tiene 7’ <27 .8** y multiplicando por 6 de ambos
lados, 6n° <2487 Por lo tanto 6#° £3-8**, De esta manera se
icneque N, = N-n' <31’ +3n<6n’ <384,

Finalmente, 3-8 <8g" 3.8 8 <88 3.8 <88 =38,
pero por hipétesis se tiene que &k 23, lo cual implica que A-221 y
por lo tanto 3<82, Por lo tanto

N, =N-n €30 +3n<6n’ <38 <8.8%,

Se afirma que 7 < #—1, ya que si no sucediera, entonces, como i <n e
{ NO es menor o igual que n—1, entonces i = n. Ahora, gracias a la
desigualdad anterior se sabe que N, <8.8% y por la desigualdad (2)

se tiene 8:8% <N,. Por lo tanto N, =8.8%. Asi, se tiene que

N-n' =8-8%, es decir, 8-8* =0 lo cual es una contradiccién. Por
lotanto i < n—1.

Se sabe, gracias a la siguiente cadena de doble implicaciones que:
N <N, o N-P<N-{i-1) & <P +3 -3i+]1 o 3 -3i+1>0
<3(i-t)+1>0

pero i > 1. Porlotanto N, < N_,.

Ahora bien, N_ =(N_+N)+(N,-N,)+N, =d+d, +N,,.

L pike

Como ya se sabe, d, < Yi y también, como i <7 -1, entonces

i+1<n; por lo tanto, haciendo i+1=n, se tiene que N, <8.8*,
Por lo tanto:

3.8 3.ge
+

d+d, +N, <

¥l ixl

+8-8" =3.8"7 4+ 3.8 y de esta manera se

obtiene N, <3-8% +8.8%,

Finalmente se tiene que:

38H7 488 <118 < 8 (387 2 8)<118* 3.8 48211
<38 et 2l

pero por hipétesis & =3, entonces 0 >3- k. Por lo tanto 8 <1. De
esta manera se tiene que:

N, <387 +8.8" <11.8% ... (3)

Ahora considérese d, = N,_| = N,, claramente d, es impar ya que:




N -N =N-(i-1) -N+7
= +3 =3 +1+ 7
=3 —3i+1

Entonces:

1.- Si i es un nimero par entonces i’, 3i* y 3i son pares, entonces
3#* -3 espary 3i° —3i+1 es impar. Por lo tanto d, es impar.

2.- Si i es un niimero impar, entonces i, 3i° y 3 son impares, enton-
ces 34 —3i espary 3i —3i+1 es impar. Por lo tanto d, s impar.

Por lo tanto, exactamente N, 6 N, es impar. Escojase a e {i-1, i}
de tal manera que N, =N ~a’ sea un nimero impar. Por el Lema 2 se
sabe que existe un entero impar be [1,8* —l:' tal que
N-d =b (mod8*). Entonces se tiene que
7 8% =8.8% 8" <«<N-4"-0". Como b >0,  ecntonces
N-&@-b <N-a"=N, y por la desigualdad (3) se tiene
N, <11-8%*. Por lo tanto:

7-8* <N-a' -b <N, <11-8* ... (4)

Como N -a’ =4 (mod 8*), entonces existe g < Z de tal manera que
N-a -5 =8-q. Por la desigualdad (4) se sabe que
8.8" -8* <« N-a’ -b’, entonces factorizando 8* del lado izquierdo
de la desigualdad se tiene que 8 (8 g% g ) <8" g, si se elimina de
ambos lados 8* se tiene §-8% -8 < 4. Por lo tanto 7-8* < g. Nue-

vamente, por (4) se tiene N-g' -5 <11-8%, entonces
8 -g <11.8"*, Por lo tanto g <11-8%. Asi, se ticne la siguiente des-
igualdad:

7-8% <g<11-8%...(5)

Sea r = ¢ —6-8"", entonces es claro que 22° <8°; como & >3 enton-
ces se tiene 8% <8 . Ahora bien, gracias a la designaldad (5) se tiene
que 7-8* <g, entonces 8% <g—6-8*. Por lo tanto 8 <r: de
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igual manera, por la desigualdad (5) se tiene que g <11-8%, entonces
g—6-8 <5-8% Porlo tanto » < 5.8% . De esta manera se tiene que:

22° <85 <8% <r < 5.8 .. (6)

Como r > 22’ entonces, gracias al Lema 3, » puede ser escrito como
r=d +6m;donde 0<d <22 ymes la suma de tres cuadrados.

Sea A=8", entonces, como r=d’+6myd >0 se sigue que
6m <r, por lo tanto m < % También, gracias a la desigualdad (6) se

S_Sll

sabe que » <5-8%_ Por lo tanto %< . Por ltimo, como §<1 \

2k 2

-8 .

entonces <8*, Por lo tanto

< 4. Asi, se obtiene:

2k
* 2

ms= <%<A'...(7)

[~ N

Con todos estos datos y haciendo ¢ = 2°d se tiene:
N=d+b +8 g

=a' +b' +8(6-8% +r)

=a’ +b +8*(6-8"UE +d’ +6m)

=a +5 +8'd* +8(6-8" +6m)

=a’ +b +(2"a’)3 +8* (68" +6m)

=2+ +c* + A(64° +6m)

Gracias a la desigualdad (7) se sabe que m < A%, y m es la suma de
tres cuadrados, entonces por el Lema 1 se sabe que 64 (AZ + 6m) esla

suma de seis cubos, supéngase que tales cubos son:
BA(A® +6m) = +2, +24; +u) + ) +aug; u, e ZVi=1,2, ., 6.

ASLN=a' +0 +& +u) +u; +u; +u) +u] +u, es decir, N es la
suma de nueve cubos v esto demuestra el caso 1,
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Para el caso 2, se va a suponer que 40,000 < N < 8", Constriyase el
entero a=[(V-10,000"]. Como N>40,000, entonces

N-10,000>30,000 y por lo tanto &> 30,000"". También
30,000' =31.072... > 31. Por lo tanto:

a > 30,000 > 31

Sea d=(a+1)-a'=d’+3a°+3a+1-a* =3a* +3a+1. Ahora
bien, se tiene que
3a° +3a+1<4a’ < 3a+1<3a’ = 1<34" -3a o 1<3a(a-1),

pero a €5 un nimero menor o igual que 31, entonces
3@’ +3a+1<da’. También se tiene que
d4a’ <4N*? e a’ <N < a< N, pero N-10,000 < N, enton-

ces (N -10,000)" < ', por lo tanto a<[N”3:|sN”3. Asi, se

obtiene que:

d=(a+1) ~a’ =3a’ +3a+1<da’ <4N" . (8)

Por 1o tanto N——(ai—l)3 < 10,000, ya que:
N —(a+1) <10,000 & N -10,000 <(a+1)’ &> (¥ -10,000)" <a+1e

a<a+ie0<]

También resulta que 10,000 < N - 4*, esto es porque:
10,000 N -’ > a' <N ~10,000 = as(¥-10,000)" =
o [(¥-10,000)" | = (¥ ~10,000)"

Pero N-a'=N-(a+1) +d=N-(a+t) +(a+1) - =N—(a+1)'+d y
N-{a+1)'+d <10,000+4N*" ya que d<4N*’ y N-(a+1) <10,000.
Asi:

N-{a+1) <10,000<N-a' = N—(a+I) +d <10,000+4N*"*

Si N—a’ £40,000, entonces porel Lema4 N —a’ es la suma de seis
cubos y va se tendria el resultado.

Si N-a’ >40,000, se construye el entero

b =[(N -a —10,000)”3] > 31 de tal manera que:
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N —(b+1) <10,000< N—a® —b* <10,000+4(N -a*}"

Si N-—a® b <40,000, entonces por ¢l Lema 4 N—a' -5 es la
suma de seis cubos y ya se tendria el resultado.

Si N-—a —b > 40,000, se construye
= [(N—.:z3 -5 —10,000)“}] >31 de tal manera que:

N—a' -8 —{c+1) <10,000
SN-d -b ¢
<10,000+4(N ~a* -2’}

243
<10,000-+4(10,000+4(10, 000 +4n*)"")

2 211 173
<_::0,000+4(10,000+4(1o,000+4(s'°) ] J
=10, 000+4(1u 000 + 4

10,000 +4,194, 304)1”)

(
=10,000+ 4{10,000 + 4(26049.301))’
~ 10,000 +4(2353.804...)
~19,41521637... < 20,000

Por lo tanto, si 40,000 <N < 8!, entonces existen a, b, cc Z" tales
que 10,000 <N -a’ —b' —c* £40,000. Entonces, por el Lema 4,
N—a b -c* es suma de 6 cubos no negativos, ie., eXisten
2, 2,,2, €2 tales que N—a' —b ¢’ =z +z; +2z;. Por lo tanto
se tiene que:

N=d@+b+c’+z +2) +2}, es decir, N es la suma de nueve
cubos. [

Como ya s¢ menciond en el capitulo [ el resultado importante de los
problemas de Waring es el de dar certidumbre a que siempre se puede
expresar un nbmero entero como suma de cualesquiera potencias que
se elijan, es decir, que todo nimero es la suma de k-ésimas potencias,
para toda & en los enteros positivos. David Hilbert demostré que todo
entero puede ser representado por una cantidad finita de -ésimas po-
tencias, cabe sefialar que no demostrd cuantos sumandos se requieren
para cada potencia &, solo demostré que si es posible representar a
cada entero de tal forma.

Melvyn B. Nathanson [2000], en su libro Elementary Methods in

Number Theory, da la demostracion de este teorema, Cabe mencionar
que este teorema se enuncia en términos de bases y bases asintdticas,
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asi que, primeramente, se recordardn estos conceptos para después
poder pasar a la prueba.

Definicién 1: Sea 4 un conjunto de enteros no negativos, entonces:

¥ A es llamado base de orden h si todo entero positivo puede ser
escrito como la suma de exactamente s elementos de A.

¥ El conjunto 4 es llamado base de orden finito si A es una base de
orden / para alguna A.

Por ¢jemplo, gracias al Teorema de Lagrange, el conjunto de nimeros

cuadrados es una base de orden cuatro.

Con esta notacién, el Teorema de Waring-Hilbert queda escrito de la
siguiente manera: “Para todo entero k=2, el conjunto de k-ésimas
potencias no negativas s una base de orden finito”,

Ya que se utiliza esta notacion para la demostracion del teorema, es
importante introducir la siguiente definicién para que quede comple-
tamente claro cada une de los conceptos:

Definicién 2: Sea B un conjunte de enteros no negativos, entonces:

» B es llamado base asintdtica de orden k si todo entero positivo
suficientemente grande puede ser escrito como la suma de exacta-
mente k elementos de B,

» Se llamard a B una base asintdtica de orden finito si B es una base
asintOtica de orden k para alguna k.

Por ejemplo, el conjunto de cubos forman una base asintética de orden
8, ya que se necesitan 9 cubos para representar a todos los enteros,
pero Unicamente se requieren exactamente los 9 para representar al 23
y al 239, entonces, a partir del 239 todos los enteros pueden ser escri-
tos como suma de & cubos.

Para la prueba, Nathanson utiliza un par de teoremas los cuales impli-
can directamente al Teorema de Waring-Hilbert;

k
Teorema 11.9: Sea f{x)=Y ax =ax* +a_x*"+. . +ax+a, un
=0

pelinomio valuado en los enteros de grado & con ¢, >0 y el maximo
comiin divisor med(A(f))=1, es decir, { £(0), 7{1),..)=1. Enton-
ces A{f)={r(0), F(1),..}U{0} es una base asintética de orden
finito, es decir, para alguna /4 y para tode entero suficientemente gran-




de n, existe un entero positivo A, <k y enteros no negativos x,,...,x,

"
tales que f(x,)+...+f(x,,")= n

A partir de este resultado, se sigue de inmediato el siguiente teorema,
el cual a su vez implica el resultado de Waring-Hilbert:

Teorema 11.10: Sea f(x) un polinomio de grado 4 valuado en los
enteros con coeficiente principal a, >0, Si
0,1e A(f):{f(x) lxe Nﬂ}; donde N, =NU{O}, entonces 4{ /)
s una base de orden finito.

Una vez que tenemos este par de resultados, el Teorema de Waring-
Hilbert se sigue de inmediato. A continuacién se enunciara el enuncia-
do de este famoso resultado:

Teorema (Waring-Hitbert)":

Para todo entero & = 2, el conjunto de k-€simas poten-
cias no negativas forman una base de orden finito.

Por dltimo, se hard un estudio sobre la conjetura de Waring en casos
particulares para que, de esta manera, al lector le quede mas claro el
avance de dicho problema asi como los resultados que atn no tienen
solucion.

Alrededor del afio de 1772, Johannes Albert Euler {hije de Leonhard
Euler) hizo la siguiente observacidn: Si se considera un entero k22,
entonces, dividiendo 3 entre 2' se obtiene la siguiente igualdad:

L3
3 =(qx2*]+r donde 1<7<2*. Por lo tanto q=[%;].Una vez que

se tiene este entero g, se construye el entero 5= (q x 2t )—I < 3%, ahora

bien, si 5 es la suma de &-€simas potencias, entonces dichas potencias
solamente pueden ser 1 6 2%, perc s puede ser factorizado como
s=(g-1)x2" +(2* -l)xl, por lo tanto s es la suma de ¢ -2+2° (y

no menos) k-€simas potencias. De esta manera se obtiene que

&
g(k)z[[%} ]—2+2" y por lo tanto se tienen cotas inferiores para

*7 Este teorema es un caso especial del Teorema 11.10 aplicado a la funcién polino-
mial f(x)=r .




g (k). es decir, g{k}=9,19, 37, 73,143, 279, 548,1079, ... para cada
k=3,4756,7 8910, .. respectivamente.

Maillet, en ¢l afio de 1908 dio una cota inferior para G(k). £l demos-

tré que G{k)=k+1 para toda &, aunque esta cota es muy pobre, lo
que Maitlet afimd es que existen nimeros naturales arbitrarios muy
grandes los cuales NO pueden ser representeados como 1a suma de &
k-ésimas potencias.

Mais adelante Hardy y Littlewood publicaron, en 1920 y en los afios
siguientes, una serie de articulos de pran relevancia para la conjetura
de Waring. Ellos desarrollaron un nuevo método analitico el cual fue
utifizado para crear una nueva prueba del teorema de Hilbert, la cual
produjo la siguiente estimacion:

G(k)s 2" (k~2)+5

Sin embargo, la prueba de Hardy y Littlewood fue mejorada por
Vinogradev en 1935 y éstas a su vez fueron simplificadas por
Helibronn un afio mas tarde. Con estas mejoras, Vinogradov obtuvo en

1947 que G(k)<k(3logk+11) y, mas ain, para 1959, el mismo
mejord este resultado para & =170000.

Pero la cota de G(k) dada por Vinogradov no es la mejor. Chen en

1958 llega a la conclusién de que G(k)<k(3logk+5.2) la cual se

mejora una vez mas en 1984 gracias a Balasubramanian y Mozochi,
ellos afirmaron que

log(34) log(64) k-1
lo; “TTege TR

G(k)s[24, + 4 ~4]; donde 4, =~

g0 log o k

De la misma manera, se dieron cotas para g(k) cada vez mcjores,
pero nunca llegando a su valor exacto para cada entero £.

Sin mas preAmbulo, se dardn una serie de tablas, hechas por
Ribenboim [1989} en las cuales se realiza un estudio sobre los valores

de g(k) y G(k) para k=3, ..., 10, asi como también el estado actual
de la conjetura de Waring para dichos valores:

85




Aifio | Autor Nota

1862 | J.A. Euler >9

1895 | E. Maillet <21 |z4 2(3) existe

1906 | A. Fleck <13

1909 | A, Wieferich | <9 El mejor valor posible
de g(3)

1909 [ E. Landau <8

1943 | Yu. V. Linnik =7

En 1939, Dickson demostré que todos los nimeros enteros, excepto el
23 y el 239 pueden ser representados como la suma de ocho cubos.

El estado actual de este resultado es el siguiente:

4<G(3}=7; El valor exacto de G(3) se desconoce, sin embargo, gra-
cias a los calculos de Bohman y Fréberg en 1981 asi come Romani en
1982, se puede afirmar que la posibilidad mas acertada es que

G(3)=4.
k=4
Afo | Autor g(#) | G{4) | Nota
1859 | J. Liouville =53 g(4) existe
1862 | J.A. Euler =19
1878 | 8. Réalis <47
1878 | E. Lucas <41
1895 | E. Maillet 5
1906 | A. Fleck <39
1907 | E. Landau <38
1909 | A. Wieferich <37
1912 | AJ. Kemprer > 16
1921 | Hardy y Littlewood <21
1539 | H. Davenport <16 | El mejor valor
posible de G{4)
1971 | F. Dress <30
1974 | J.R. Chen <27
1974 | H.E. Thomas <22
1979 | R. Balasubramanian <21
1986 | R. Balasubramanian, <19 El mejor vator
J.M. Deshouillers y posible de
F. Dress g(4)




El estado actual de este resultado es el siguiente:
G(4)=16 y g(4)=19, por lo tanto, el problema est4 resuelto.

k=5
Afio Autor g2(s) | G(5) Nota
1862 J.A. Euler >37
1892 E. Maillet <192 | =16 £(5) existe
1907 A. Fleck <156
1907 A. Wieferich =39
1913 W.S. Baer <38
1922 G.H. Hardy y J.E. <53
Littlewood
1933 L.E. Dickson <354
1942 H. Davenport =23
1964 IR. Chen <37 El mejor valor
posible de g(5)
1985 K. Thanigasalam <22
1986 R.C. Vaughan <21

El estado actual de este resultado es el siguiente:
g{5)=37 y 6sG{5)s21.

k=6
Afio Autor g(6) G(6) Nota
1862 J.A. Euler =73
1895 E. Maillet =7
1907 A. Fleck < 184g(3)+59 £(6) cxiste
<2451
1912 AJ. Kempner <970
1913 W.S. Baer <478
19221 G.H.HardyyJE. <133
Littlewood =9
1940 3.8 Pillai <73 El mejor valor
posible de g(6)
1942 H. Davenport <36
1985} K. Thanigasalam <34
1986 R.C. Vaughan <31

El estado actual de este resultado es el siguiente:
£(6)=73 y 9<G(6)<31
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Aiio Autor
1862 LA, Euler > 143
1895 E. Maillet > 8
1909 | A, Wieferich | <3806 z(7) existe
1922 | GH. Hardyy <325
J.E. Littlewood
1942 7 H. Davenport =53
1964 ; R.M. Stemmler 143
1985 | K. Thanigasalam =350
1986 | R.C. Vaughan <43

El articulo en donde K. Sambasiva Rao, en 1941, afirma que G{7)=<52

es incorrecto. El estado actual de este resultado es el siguiente:
g(7)=143 y 8sG(7)<45.

k=8
Afio Autor g(8) G(8) Nota
1862 J.A. Euler >279
1895 E. Maillet =9
1908 E. Maillet <o g(8) existe
1908 A. Hurwitz < 840g(4)+273 g(B) existe
<36119

1922 | G.H. Hardy ¥ L.E. <773

Littlewood >32
1941 | V. Narasimhamurti <73
1964 | R.M. Stemmler 279
1985 | K. Thanigasalam <68
1986 R.C. Vaughan <62

El estado actual de este resultado es el siguiente:

g(8)=279y 325G(8) < 62.




Ao Autor 2(9) | G(9) | Nota

1862 J.A. Euler > 548
1895 E. Maillet
1922 | G.H. Hardy y J.E.

Littlewood
1841 | V. Narasimhamurti <99
1964 R.M. Stemmler 548
1973 R.J. Cock <06
1977 R.C. Vaughan <9
1985 | K. Thanigasalam <87
1986 R.C. Vaughan <382

La existencia de g(9) se sigue del teorema de Hilbert. El estado ac-

tual de este resultado es el siguiente: g(9)=3548 y 13<G(9)<82.

k=10
Afio | Autor £{(10) G(10) | Nota
1862 | LA. Euler > 1079
1895 [ E. Maillet >11
1909 | J. Schur <o 2(10) existe
1922 | GH. Hardy y J.E. >12
Littlewood
1941 | V. Narasimhamurti <122
1964 | R.M. Stemmler 1079
1973 | R.J. Cook <121
1977 | R.C. Vaughan <107
1984 | R. Balasubramanian <106
y C.J. Mozzochi
1985 | K. Thanigasalam < 102

El estado actual de este resultado es el siguiente:

€(10)=1079 y 125 G(10) < 102.

Para que se entienda un poco mejor esta serie de tablas, se presenta
una nueva tabla la cual resumird, el estado actual de la conjetura de

Waring para k=2, 3, ..., 10.
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Inciso 10

Cualquier niimero de la forma 4n+ 2, divisible por 2 pero no por 4,
puede ser compuesto como la suma de dos o tres cuadrados.

Nathanson [1996} demuestra este teorema en su libro Additive Number
Theory, su prueba esta basada en formas cuadraticas. De hecho, utiliza
la tecria de formas cuadréticas para demostrar los Lemas 1 al 6 y los
Teoremas 1 y 2. Con estos resultados se deduce a lo que se llamara
Lema 7. Este Gltimo resultado es el que va a implicar directamente el
inciso 10, ya que el problema se reduce a demostrar que cierto entero
—d' es un residuo cuadritico médulo otro nimero p. Asi que prime-
ramente se dard una pequefia introduccién a este tema, asi coma los
resultados necesarios para la demostracion de este inciso.

Considérese el conjunto SZ, (Z), como el grupo de matrices de tama-

fio nxn con discriminante 1. Se afirma que este grupo actia en el ani-
llo M,(Z)* de la siguiente manera:

Side M, (Z) y UeSL(Z), se define
SLAZ)xM (Z)—>SL(Z) de la  siguiente  manera
(U,A)= 4-U =U" 4U . Este es una accién de grupo ya que:
(1d,Ay=A-Id=1d'Ald = A yaque Jd' =Id yespara Ae M, {Z)
Ademas se cumple que:
(Ur, Ay=a-(Uv)=(UrY a(uv)y=y" (U AaU)¥ =

(U aUv) ¥ =(A-U)¥ =-(V,-(U, 4))

Una vez definida esta accion, se introduce una relacion entre matrices
de la siguiente manera:

Dos matrices 4,B e M, (Z) son equivalentes ( 4 ~ B ) si 4 y B perte-
necen a la misma orbita de la accion de grupo, ie, si
B=A4-U=UTAU para algma U e SL,(Z). Se puede verificar fa-

cilmente que ésta relacion es una relacién de equivalencia, asi que in-
duce una particién: para cualquier entero d, la particién de la accion de

“ Recordar que un grupo G actiia en un conjureo X si existe un mapeo
@:Gx X — X con las siguientes propiedades:
1) ©{e,x)=x Yxe.X;dondeees laidentidad en G

2) @(g. ®(hx))=®(ghx) YxeX yVhgeG
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grupo es ¢l conjunto de matrices simétricas® de tamafic #x#n con dis-
criminante d.

Para toda matriz simétrica 4 =(a, J) de tamafio nx#, le asociamos la

Jorma cuadrdtica F, definida mediante F, {x, .. x, =22 a,xx,.
i=l =l

F, es una funcion homogénea de grado 2 en » variables X5 oy X, X

Esta es una funcién homogénea de grado dos en » variables Xy oo X,
Por ejemplo, si {, cs la matriz identidad de tamafio nx 1, entonces la
forma cuadritica asociada a esta matriz es
Fo(xy X, )=  #x2+4 22,
4
Sea x la matriz de tamafio nx1 (o vector columna) x=| ! |. Entonces
xn

s¢ puede escribir la forma cuadritica de esta matriz como
F (%, ... x,)=x" Ax . Se define el discriminante de la forma cuadri-

tica F, como el determinante de la matriz 4.

Se define una nueva relacién (ahora entre formas cuadraticas) de la
siguiente manera:

Sean 4 y B matrices simétricas de tamaflo nx 7z y sean F, y F; sus
correspondientes formas cuadraticas. Se dice que estas formas son
equivalentes ( F,~F,) si las matrices 4 y B son equivalentes, es decir,
A~ B. La equivalencia de formas cuadraticas es, nuevamente, una

relacién de equivalencia y formas cuadréticas equivalentes tienen el
mismo discriminante.

* e dice que una matriz A € M, (Z) es simétricasi A" = 4. Obsérvese que si 4 es

una matriz simétrica y U es cualquier matriz en A, (), entonces UT AU es tam-

bién una matriz simétrica ya que (U7 AU) =UT AT (U7} =uT AU .

Obsérvese que si 4 es una matriz simétrica y U/ s cualquier matriz en M, (Z) , en-
tonces U7 4L es también una matriz simétrica ya que
(Tav) =uT g (UTY =uTau,

* por ejemplo, si I, es la matriz identidad de tamafio #x», entonces Ia forma cua-

dratica asociada a esta matrizes £, (%, .. x, ) =x" +x] +--+x.
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Se dice que la forma cuadritica F, representa al entero N si existen
enteros X,.., x, tales que F,{x,..,x,)=N. De esta manera, si
F,~F,, entonces 4 ~ B y por lo tanto existe una matriz {J e SL, (7)
tal que A=B-U=U"BU, de aqui se sigue que
Fy(x)=x"4x = x"U" BUx = (Ux)' B(Ux)=F,(Ux); donde x es la

matriz de tamafio #x 1 antes definida,

Agi, si la forma cuadrdtica F, representa al entero N, entonces toda

forma equivalente a F, también representa a N. Como la equivalencia

de formas cuadriticas es una relacién de equivalencia, entonces cua-
lesquiera dos formas cuadriticas en la misma clase de equivalencia
representan exactamente el mismo conjunto de enteros.’’

Se dira que la forma cuadritica F, es positiva-definida si
Fy(x, .0 x,) 21 paratodo (x,, ..., x,}#(0, ..., 0) 32

Finalmente, una forma cuadritica en dos variables se llamard forma
cuadrdtica binaria y, analogamente, una forma cuadratica en tres va-
riables se llamard forma cuadrdtica ternaria.”

Una vez que se tienen los conceptos basicos de formas cuadraticas, se
pucde continuar con los resultados necesarios para demostrar el inciso
10. Cabe sefialar que no se demostrarin, con todo rigor, todos estos
resultados ya que las demostraciones son muy técnicas y a lo que se
quiere llegar es a la prueba del inciso 10. Para consultar dichas prue-
bas, refiérase a Nathanson [1996].

! A manera de ejemplo, el Teorema de Lagrange de los cuatro cuadrados se puede
reescribir en términos de formas cuadréticas de la siguiente tanera:
“Para » 2 4, cualquier forma equivalente a a forma x +-+++ x_ representa a todos

los enteros no negativos”.

2 Toda forma equivalente a una forma cuadrética positiva-definida es también una
forma positiva-definida.

* Para las formas cuadréticas binarias y temarias se puede probar que hay solamente
una clase de equivalencia de formas positivas-definidas de discriminante 1.
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a a, . v et o
Lema 1: Sean A‘=( - "‘J una matriz simétrica de tamafio 2x2 y
%4y

Fy(x.x)=a,x +2a,,%% +a,,x; su forma cuadritica asociada.
Entonces, la forma cuadrdtica binaria F, es positiva-definida si y sélo
si 4,21, Ademas, el discriminante d satisface que

d=det(A)=a,a,,-a, 21.
Demostracion:

De la suposicion de que F, es positiva-definida, se considera
F,{1,0)=a, 21 y de esta manera resulta que a,, 21 y mediante una

serie de calculos sencillos se flegaaque 421,

Del hecho de que @, 21 y d21, se sigue de inmediato que
Fy(x,x,)}=0 siysolosi (x,x,)=(0,0). Por lo tanto F, es positiva-
definida. O

Lema 2: Toda clase de equivalencia de formas cuadriticas binarias
positivas-definidas de discriminante o contiene al menos una forma

F,(x.x)=a,x +2a,xx, +a,,x; paralacual, 2lq,|<a, s%ﬁ.

Demosiracion:

Para esta prueba, se construye una matriz B y su correspondiente forma
cuadritica (positiva-definida) F, (x,,x,)=8,x7 +2b,x%, +b,,%] y
una matriz £/ € SL, (Z) de tal manera que 4=U"BU .

Después se prueba que 4 — B y por tanto la forma £, es equivalente a
la forma Fo(x,0, )= a5 +2a,x%, + ay,x; donde

2|“|.2

< &, = a4,

Por Gltimo, mediante una serie de calculos a partir del discriminante

2
sellegaaque a, s—d. 0O
gaaque a Ve

Teorema 1: Toda forma cuadrdtica binaria positiva-definida con dis-
criminante 1 es equivalente a la forma x” + x2.

94



Demostracion:;

Se considera una forrna cuadratica binania positiva-definida & con dis-
criminante |, utilizando e] Lema 2 se llega a que F es equivalente a la

2
forma a,, %7 +26,,%%, + a4, ,x; para la cual 2|a,|<a, =V <2.

5

Del hecho de que el discriminante de F es | junto con una serie de
consideraciones para los elementos a,,, a4, y &, se llega a que la

forma F es equivalente a la forma x7 +x2. O

A continuacion se presentaran los resultados analogos a los exhibidos
hasta este momento pero para formas cuadriticas ternarias positivas-
definidas. Por lo tante las dernostraciones, aunque un poco mds largas
y complejas, no son mis que los casos generales de los resultados ante-
riores.

a, @y Gy
Lema 3: Sea 4=|a, a,, a,, | unamatrizsimétrica de 3x3 ysea F,
Gy &y B,
la correspondiente forma cuadratica ternaria. Sea 4 el discriminante de
F,. Entonces:

2 hd
a, Fy (x,5,3) =(a,x +a,,x, + &%) +G . (%,,3,);donde G, es
la forma cuadritica binaria comrespondiente a la matriz
£ =[ a8y, _alz,z Bty ~ %5
Ay oty 4, - “ﬁ:

a,d . 8i F, es positiva-definida, entonces G '+ €8 positiva-definida.

(. tiene por discriminanie a
y G, p

Mas aln, la forma F, es positiva-definida si y sélo si los siguientes
tres determinantes son positivos:

a, =det(au)21
a, aq

d’:det[ '~=J21
T2 Gy

d=det(4)>1
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Lema4: Sea B = (b,, J.) una matriz simétrica de tamafio 3x 3 tal que la
forma cuadrética ternaria F, es positiva-definida.

Sea G, la tnica forma cuadritica binaria positiva-definida tal que
b, Fy ()’1 da¥)= (buJ’] +h 0, by )2 +G (.Vz )

Para cualquier matriz ¥* = (7, ) & SL, (Z), sea A" =(1"') BV"... (1)
y considérese G, la forma cuadritica binaria positiva-definida corres-

pondiente a la matriz simétrica 4" y equivalente a la forma G..

1 r s ]
Para cualesquiera enteros r y s, sean ¥, =(v}=[0 v, ¥, eSL,(Z)
0 vy w,

y 4, =V BV =(a{,_ J,) y F, la correspondiente forma cuadritica

5 rs

ternaria.

Entonces a,=h, y
2
a, Fy (x,%,% ) =(a,x +a,% +a,%) +G, (x,x), donde Ia

matriz A" definida por (1) es independiente de r y 5.

Lema 5: Sean wu,;, u,, y u,, enteros tales que (u,,,,uzgl,u3!1)= 1. En-
tonces existen enteros u,coni=1273y j=2,3 tales que la matriz
U=(u,)eSL,(2), e, det(U) =1.

Lema 6: Toda clase de equivalencia de formas cuadriticas ternarias
positivas-definidas de discriminante 4 contiene al menos una forma
1

Z.:lu)r,:tJ para la cual 2max(|ﬂ|,z|=lﬂu,s|)5ﬂn.n 5.;1{:’3

ijat

Teorema 2: Toda forma cuadratica temaria positiva-definida de dis-
criminante 1 es equivalente a la forma x; +x; +x} .

Una vez que se tienen todos estos resultados relacionados con formas
cuadraticas (tanto binarias como ternarias) se presentard el Gltimo re-
sultado auxiliar que, junto con todos los anteriores, ayudaran a la reso-
lucion del inciso 10,
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Lema 7: Sea n 2 2. Si existe un entero positivo d* tal que —d” es un
resido cuadratico médulo d’»—1, entonces n puede ser representado
como la suma de tres cuadrados.

Demostracion:

Como -d’ es un residuo cuadratico médulo d'm—1 , entonces™ existe
a,eZ tal que a;, =-d’' (modd'n-1), ie.,
oy, +d'=0(modd’n—1). Por lo tanto, existe a,eZ tal que
a,(dn-1)=a,+d" ya que dn-1|al, +d'. Ahora, sustitiyase

v . s r
d'n—1=a,,, entonces se tiene que a,+d =aa,.

Entonces, a,=dn-122d'-1 ya que

dn—-122d'-1< dn22d" < n>2, pero por hipbtesis # > 2. Tam-
bién se tiene que 2d'-121 ya que por hipdtesis d' >0, entonces
24’22, porlo tanto 24" —12 1. De esta manera se obtiene que

a, =dn-122d'-121

Como aj, +d’=a,,a,, y, ademds, a’y >0 (por ser un cuadrado) y
d'20 por hipétesis, entonces af,+d’ >0 o equivalentemente
a,a,, > 0. Pero se acaba de probar que a,, 2 1. Por lo tanto, por ser

@, unentero, se tiene que a,, > 1.

Nuevamente, como &, +d'=a,a,,, entonces d’'=aa,, -a,.

a;, a, I
Considérese entonces la matriz simétrica A= @, a4, 0|y calcilese
1 0 =«
su determinante:
a, d a, 4
dct(A)= 1,2 2 +n 1.1 12
1 0 a, 4,

==, +n(a,_,a2'2 —a12,2)
= (al,laz‘z - “12,2 )” —lh;
=({a, +d'-a},)n-a,,
=nd -a,,
=nd'—dn+1=1

* Gracias a la definicién 1 del apendice A.
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Por lo tanto det(4) =1, como se vio anteriormente a,, 21 y también
d' 21, entonces gracias al Lema 3, la forma cuadratica F, (correspon-

diente a la matriz 4} es positiva. Mas ain, F, tiene discriminante 1 y

a, a, 1})0
ademas £,(0,0,1)=n ya que (0 0 l){a, a, O 0|=r. Por lo
1 a njit

tanto F, representa al entero n.

Como F, es una forma cuadrética ternaria positiva definida de discri-
minante 1, entonces (por el Teorema 2) es equivalente a la forma
X! +x, +x;. Pero F, representa a n, entonces x; +x +x? también
representa a #,

Por lo tanto # = x} + x2 + x} es la suma de tres cuadrados. O

Ya se tiene toda la herramienta para demostrar el inciso (10), asi que a
continuacion se presenta la demostracion de dicha proposicién:

Demostracion (del inciso 10: Cualquier ndmero de la forma 4r+2,
divisible por 2 pero no por 4, puede ser compuesto como la suma de
dos o tres cuadrados):

Témese un entero de la forma 4n+ 2, es decir, n=2 (mod4), enton-
ces 4n=0(mod4) y n—1=1(mod4), entonces (4n,n-1)=1. Por
lo tanto, y gracias al Teorema de progresiones aritméticas de Dirichlet,
{4nj+n-1/ j=1,2,..} contienc una cantidad infinita de primos.
Escojase ;=1 tal que p=4nj+r—1 sea un mimero primo y considé-
rese d'=4j+1. Como n=2 (mod4), entonces p=1(mod4) ya que
p=dn-l=(4j+)n-1=4jn+n-1=n-1=2-1=1(mod4),

Gracias al Lema 7, si se prueba que —d' es un residuo cuadratico mé-
dulo p =d'’n—1, entonces n es la suma de tres cuadrados que es lo que
se quiere probar.

Témese la factorizacion en primos de 4': d'=Hq,“' » donde los g,
gl

son  primos distintos. De esta manera se tiene que

98



p=d’n—lzl_[q,k’-n—IEl(modq,)Vi, entonces

qld
d'= l_[ g - n gt = n (—])k' {mod4).
g’ i, ld" qld
g, =X mod-4) ¢, wi{mod4) «, w3 mad 4}
Como d'=4j+1=1(mod4), entonces

d= ] (—l)k' =1(mod4). Como este producto solo puede tomar
-

a4
<, »3(mod 4}

los valores 1 & -1 y es congruente con 1 mdédule 4, ademas

1#-1(mod4), entonces [ (-1)" =1.

o ld"
4= (mod 4)

Del hecho de que p=1{mod4) se sigue, gracias al Teorema 5 del

apéndice A, que (——l] =1.
4

(Que no se olvide que lo que se quiere probar es que —d’ es un residuo

cuadritico médulo p, ie., {iJ= L.
r

Gracias a la propiedad 2 del Teorema 4 del apéndice A se sabe que

ZFGIE o (2 e (] o

tomande de nuevo [a foctorizacion en primos de d' se tiene que

[—J=(—}= #___ | aplicando varias veces la propiedad 2 det Teo-
P P P

H‘?'.*' »
rema 4 del apéndice A resulta que |2 — =H{3J , ahora bien, co-
P g\ P
mo p=1 (mod 4) entonces por el corolario de la ley de reciprocidad
5 5
cuadritica de Gauss™ H(ﬁ] =H(£J . Como p=-1(modg,), en-

a1\ P aa\ %
tonces por la propiedad 3 del Teorema 4 del apéndice A se sigue que

%% yéase el apéndice A

99



& %,
n[ﬁ] = H[;{] Pero por el Teorema 5 del apéndice A se tiene que

s\ G v\ Gy

3
H(;‘] =TT (-1}" y como ya se vio anteriormente [] (-1)* =t.
w’\ & wld’ b’

GaMmd ) Hiw i)

Por lo tanto (i} l.
P

Resumiendo, las cuentas que se hicieron en esta parte son:

GG

I

Entonces [iJ=l, es decir, —d' es un residuo cuadritico médulo
P

p=dn-1, Porlo tanto y gracias al Lema 7 se tiene que # es ia suma
de tres cuadrados. [0
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Otros problemas aditivos del Capitulo V  de
Meditationes Algebraicae

En la seccidn anterior se estudio el Teorema 47 (que perienece al capi-
tulo 3}, sin embargo, a continuacion se analizardn algunos otros resul-
tados de este capitulo para tener una idea mas global sobre los proble-
mas de teorfa aditiva de los nimeros en et libro de Waring,

El Teorema 46 trata propicdades de los mimeros enteros, en este resul-
tado se observan varios corolarios y notas, las cuales son muy dtiles en
la teoria aditiva de nimeros y en particular para los problemas de
Waring. De este resultado se analizard el inciso 10 ¢l cual se dedica a
estudiar las propiedades de la funcion “suma de divisores” de un entero
.

Teorema 46 (inciso 10):

Considérese la siguiente férmula:
S(n)=8(n-1)+8(n-2)-5(n-5)-8(n-7)+5(n-12)}+ S (n-15)

- §(n-22)-5(n-26)+5(n-35)+ S {n-40)- .
Donde §(n) denota la suma de los divisores de n y los signos + y —

se alternan por pares de términos. Esta farmula contiene todos los ni-
KESE S

meros de 1a forma vzed.

La serie determina cuando el argumento del término S(x) se volverd

negativo o cero; si se vuelve exactamente cero, entonces para éste ul-
timo se escribiré 7.

Ademas de este resultado, Waring presenta una serie de notas y corola-
rigs que son de gran utilidad en la matematica, a continuacion se hara
una pequeda resefia de estos resuitados.

Nota 1. Considérese la siguiente ecuacion:

(J;-i}(x2 ~1)(+ —l)---(x" —1) el - S S
— xﬁ kxh-l _xh-z +xh—.‘] + xﬁ—T _xb—ll _“'iljrn
=4=0

Los signos + y — se alternan en pares hasta ¢l término x"". Los coefi-
¥ p

H

cientes de los términos hasta ™" son +1, —1 6 0 estos seran:

- - 3zt
+1 para los términos de la forma x* donde v=22_2°

¥ Z un nimero

par.

-1 para v= ¥ 2 un ndmero impar.




Cero en cualquier otro caso.

Los mimeros 1, 2, §, 7, 12, 15, 22, 26, 35, 40, ..., que son restados del
indice /r son obtenidos como suma de los nameros 1, 1, 3,2, 5, 3, 7, 4,
9,5, 11, 6, ... los cuales son derivados de intercalar las siguientes se-
ries: 1,3,5,7,9, 11, ...v1,2,3,4,5,6,7, ...

Nota 2. La suma de las m-€simas potencias de las raices de A4 = 0 seran
S{m), donde S(m) es la suma de los divisores de m siempre que

m=n.

Corolario 10.1: Con esta regla se observa que:
S(m)=pS(m-1)-gS(m-2)+rS(m-3)-s5(m-4)+..
=S(m-1)+8{m~2)-S(m-5)-S(m-T)+8(m~12)+
+8(m-15)-5(m-22)-8(m—26)+...
Las cuales son las propiedades, dadas por Euler, de los divisores,

Corolario 10.2: Si en la siguiente ecuacion (dada)
S(m)=85(m-1)+8(m-2)-S(m-5)-$(m-7)+... se sustituyen los valo-
res:

$(m-2)+8(m-3)-5(m-6)-S(m-8)+..,
${m-3)+§(m-4)~-S(m-7)-8(m-9), etc. por §(m-1), S(m-2),etc.
respectivamente, se puede derivar una expresion para S{ m) en térmi-
nos de los diviscres de los nimeros menores que (m—1} o, recursiva-

mente, menores que (m -2} y asi sucesivamente,

Corolario 10.5: Sea [ el coeficiente de ¥ ™, entonces:
+1-2-3--mx L= 1-m-’"T'ly(z)m(m-l)i;—zy(s)t_.. es una ecuacion

que expresa una relacion entre los divisores primos de los nimeros 1,
2, 3,..., my sus potencias.

Corolaric 10.6: El coeficiente +L es igual a Ia diferencia entre el ni-
mero de maneras que puede ser construido m como surna de primos 2,
3,5, 7, 11,13, ... y el niimero de maneras que puedes ser construido m
sin incluir al 2.

Aunque Waring no demostrd el Teorema 47 en su libro, més adelante
da resuitados que ayudan a la resolucion de dicho teorema, tal es el
caso del Teorema SO y del Teorema 51, los cuales hablan sobre repre-
sentacion de enteros como suma de cuatro cuadrados.
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Teorema 50 : Sea (a2 +H +ct +d’z)(pz +q* +» +sz) =xt vyt 42 407,
donde a, b, ¢, d y p, g, r, 5 son enteros; entonces x, y, z, v también son
enteros™, de hecho se tiene que:

x=ap+bg+cr+ds
yv=ag—bptesFdr
r=arfbs-cptdyg
v=astbr¥eg-dp

Teorema 51:

(a +ab+ 87 ){(e* +cd +d* ) =(ac +ad +bd)’ +(ac+ad +bd){bc - ad)—(bc - ad)’
=(ac+bd +bc)’ +(ac+bd + bc){ad - be) +{ad - be)’
:(.f:chc.mH-bc)2 +(ar:+a‘d+l‘:n:r)(.!':'c;!~ac)+(!Ja'—ac)2

={ad +bd +bc)’ +(ad + bd + be){ac - bd) + (ac— bd )’
=p

Corolatio 1: Si una cantidad de la forma p’ + pg +¢° (conp v ¢ ente-

ros o cero) es multiplicada por otra cantidad de la misma forma, enton-
ces el producto sera otra cantidad de la misma forma.

Corolario 2: El producto {a* +ab+ 5 )(c* +cd +d”) puede ser com-

puesto de dos diferentes maneras con cantidades de la forma
P’ + pg+4¢*. De la misma manera, puede ser compuesto de dos dife-
rentes maneras con cantidades de la forma p° — pg+4° (dondep y ¢
SON enteros positivos o cero).

Corolarig 3: Si [os mimeros N y M son compuestos, en r y m maneras
respectivamente, por cantidades de la forma p* + pg + ¢*. Entonces ¢l

numero N x M es compuesto de 2rm maneras con cantidades de Ia
misma forma.

Corolario 4: Todo divisor de un némero de la forma p’ = pg +4°,

donde p ¥ ¢ son primos relativos, es también un niimero de esta misma
forma.

Corolario 5: Si el nimero P no tiene por divisor a a®, no es divisible
por 3 y puede ser resuelto en sdlo una manera como un nimero de la

2 2 . ’ - .y
forma p° + pg+g°, entonces P serd un nimero primo. También, por

* Este resultado ya se demostré cuando se resolvio el Teorema de los cuatro cuadra-
dos de Lagrange,




el mismo principio, si 4 =a® + mb” no tiene por divisores ni a ¢* nia
ma’ y puede ser expresado por a® +mb® de una sola manera, enton-
ces A es un namero prime.

Corolario 6: La suma de dos cubos, &’ +4° tiene divisores los cuales
son también divisores del nimerc a +#4, y estos contienen un nimero
de la forma p® + pg +¢”. En estas instancias a y b son primos relati-
VOs.

También, en el corolario 6 del Teorema 52, Waring habla sobre la su-
ma de dos cuadrados, todos estos resultados fueron de gran utilidad
para que Lagrange, en 1770, pudiera resolver el Teorema de los cuatro
cuadrados.

Corolario 6 (del Tecrema 52

La suma de dos cuadrados no puede ser dividida por ningin primo de
la forma 4n -1 a menos que ay b, ambos, sean divisibles por 4n - 1.
La diferencia a*” -5"" puede ser dividida por 4n-1, pero
@™~ b4 257 = 6" 4 ™2 no es divisible por 4n-1. Pero
g™ - 5" es divisible por a® + 5 y por lo tanto & + 57 no es divi-
sible por 4n—1.

En el Teorema 54, Waring presenta una serie de resultados de gran
utilidad para el problema de Hilbert-Waring, ya que en estos podemos
encontrar aparentes condiciones para que un nimero pueda ser expre-
sado come la suma de cierta cantidad de potencias de enteros. A conti-
nuacién se presenta el corolario 2 de este teorema y una serie de ejem-
plos que clarifican el resultado, asf como el corolario 3.3 que no es mas
que la generalizacion del corolario 2.

Teorema 54:

Corolario 2: Sean ', &', ¢’, ... enteros tales que no se pueden represen-
tar por medio de sumar de dos residuos @, 8, ¥,...;8ean g”, b", ", ...

enteros tales que no se puedan representar por medio de sumar tres
residuos; y asi sucesivamente. Entonces, ningiin nitmero de la forma
ne+a', nr+ ¥, ... puede ser representado como suma de dos m-ésimas

potencias A" + k™ y de la misma manera, ningan nimero de la forma
Y
ne+a’,nr +b", ... puede ser representado come la suma de tres mi-
» p p

meros A" +&" +1™,

Ejemplo 2.1: Considérese el sistema completo de residuos médulo 7:
{0,1,2,3, 4,56}, emonces los cubos module 7  som:
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0,1, 2,3,4,5,6=0,1,1,6,1,6,6 (mod7), es decir, cualquier

cubo es congruente con 0, 1 6 6 module 7. Ahora bien, la suma de cua-
lesquiera dos de éstos residuos puede ser tinicamente 0, 1, 2, 5 6 6,
entonces, ni 3 ni 4 pueden ser escritos como la suma de dos residuos de
cubos maodulo 7. Por lo tanto se tiene que 7r +3 y 77 + 4 para cual-

quier r € Z NO pueden ser representados como la suma de dos cubos
positivos.

Eiemplo 2.2: Ahora considérese el sistema completo de residuos mé-
dulo 11, se observa que los residuos de dividir 0°, 1°, ..., 10° entre 11
son 0, 1 6 10; y la suma de cualesquiera dos de estos residuos puede
serigual a 0, 1, 2, 9 6 10. Como 3, 4, 5, 6, 7 v 8 no pueden ser escritos
como la suma de dos residuos de potencias de 5 mddulo 11, entonces
1r+3,11r+4, .., 11+ 8 NO pueden ser representados come suma

de dos potencias quintas A’ + k° paratoda reZ.

Ejemplo 2.3: Retomando el ejemplo anterior, la suma de cualesquiera
tres residuos de potencias de 5 médulo 11 puede ser tgnal a 0, 1, 2, 3,
8,9y 10. Como 4, 5, 6 y 7 no aparecen en estas sumas, entonces los
enteros 1ir+4,11r +5,11r+6 ¥y 11r +7 para cualguier » € Z, NO
pueden ser representados como la suma de tres potencias guintas

B+ +P.

Ejemplo 2.4: Tomando el ejemplo 3.2.1, se tiene que los posibles resi-
duos son 0, 1 6 6 mddulo 7, entonces, si se considera la diferencia de
cualesquiera dos de estos residuos se tiene que los resultados Gnica-
mente pueden ser 0, 1, 2, 5 6 6; lo cual quiere decir que ningdn nimero
de la forma 7r +3 6 7r +4 puede ser escrito como #° + &’. Analoga-

mente, la diferencia de cualesquiera dos residuos de potencias de §
modulo 11 puede tomar finicamente el valor 0, 1, 2, 9 6 10. Por lo tan-
to, ningain nilmero de la forma
Ilr+3, 1lr+4, 117 +5,11r +6,11r+7 2 11r +8 puede ser represen-

tadopor " £ k°.

Corolario 3.3: En general, sean a, 8, y, &, ... los residuos de dividir
los nameros 17,27, 37, 47, ... por m; sean @', #', ¥', &', ... los resi-
duos de dividir los nimeros 1™, 2", 3™, 4™ por n. Si el nimero / no

puede ser expresado por ningdn nmimero de la  forma
Aax+*BA+Cy+.., entonces nr+ H no puede ser un numero de la

forma AA™ £ Bk" £ CI" £...; y si H' no puede ser expresado por la
siguiente formula:

Ao rBA+Cyt.  t A’ + B £y +..., entonces nr + H' no pue-
de ser un numero de la forma
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AR £ B £ CI" £ 2 AW £ BET £CTT £ donde
Bt l, KB K, . ,mm, .., ABC ., A B,C,.. son todos
numeros enteros.

En el Problema LXI, Waring hace un estudio sobre la relacién de dis-
tintos tipos de nimeros poligonales asi como la representacion de ente-
ros como suma de nimeros figurados.

Problema LX1, caso 2

Corolarto 2.1: Si no existen dos nimeros a y b tales que » sea la suma
2
det cuadrado &* y del niimero triangular %, entonces 87+1 no

puede ser igual a
82> +4h* +4b+1= 2(4a2 )(Zb + l)2 =2p" +4°, ¥ en consecuencia

ho es un nimero prime.

Entre el Teorema 55 y el 56, Waring presenta un Lema en el cual toca
el tema de ternas pitagéricas, si bien es ciertc que Waring no demues-
tra este resultado, queda claro que él tenia un conocimiento muy pro-
fundo sobre este tema.

Lema: Supdngase que a* +5° es un niimero cuadrado, con a y b pri-
mos  relativos.  Entonces a=p’~-q’yb=2pg, y asi

a’ +4b’ =( p+qt )z; donde p y g también son primos relativos. Uno

de los cuales debe de ser par y el otro impar. De otra manera, a y # no
serian primos relativos.

Supdngase que a’ —b? es un niimero cuadrado, con a y & primos rela-
tivos. Entonces a=p’ +¢° yb=p"—¢’ 6 b=2pq, donde p y ¢ son
primos relativos, uno de ellos debe de ser par y el otro impar.

En el Teorema 56, como ejemplos, Waring introduce los casos conoci-
dos —hasta ese momento-— sobre E! ditimo Teorema de Fermat, aun-
que sin ese titulo. En el ejemplo 1 de este resultado, Waring aborda el
caso x* +ay' = 2* con a e Z. Cabe seiialar que en la demostracion de
dicho ejemple, Waring utiliza una pruzba de descenso infinito. Des-
pués, el ejemplo 2 lo divide en dos casos, los cuales son muy conoci-
dos en la teoria de nimeros:

1.- La suma de dos cuartas potencias (a‘ + ﬁ") no puede ser un cua-
drado,
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2.7 a' -b y por lo tanto
a'b(::t2 ~b2), Zab(a1 +b2) y2a* +2p" = (a2 +b2)2 4»(02 - b )2 no

son ndimeros cuadrados, 2 menos que a = b.

Después, se presentan dos corolarios de gran importancia, en los cuales
el autor incluye algunos ejemplos. El corolario 5 habla de la relacion
cntre los nlmeros triangulares y las cuartas potencias y en el 6, Waring

dice cuando un nimero puede ser un “generador” de un niimero cua-
drado.

. ., . . 1 .
Corolario 5: Ningin nimero triangular x(x; ), excepto la unidad,

. x+1 | x .
puede ser una cuarta potencia. Para x y 03y x+1, son primos

relativos, y asi ambos tendrian que ser cuartas potencias.

Ejemplo 3: Ningiin nimero de la forma a'+2b6* puede ser un
cuadrado.

Corolario 6: Si a'+4b* no es un cuadrado, entonces
2keei’y* - 2¢ Bx* nunca serd capaz de generar un cuadrado,

Ejemplo 4: Ningln cubo (excepto el 8} es 1 menos que un cuadrado,

3

- o .

te, ——+l=v: no es verdadero, y tampoco es cierto que
b]

a3b+b4 =b4v2 =u2'

5! Cabe sefiatar que el caso 2, no es mis que un caso analogo al 1.
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CAPITULO IV

Presente y future de los problemas de Waring

En este tltimo capitulo, el objetivo es responder la siguiente pregunta;
“¢Hacia donde van los problemas de Waring?”. Al principio de la tesis
se trato de explicar un poco los origenes de estos problemas, mas ade-~
lante vio cuales son los problemas mas representativos y sus solucio-
nes y, ahora, se quiere mostrar cuales son las rutas actuales de dichos
problemas.

Numeros politopos

0. Introduccién

Hyun Kwang Kin [2002] en su articulo On the reguiar polytope
#umbers trabaja la generalizacion del teorema de Lagrange sobre los
cuatro cuadrados pero llevado a nameros poligonales y al problema de
Hilberi-Waring. En su articulo, Kwang asocia una sucesién de enteros
no negativos que les Hamard niimeros politopo, con politopos regulares
V en un espacio euclidiano, con ellos ya definidos, considera el pro-
blema de encontrar el orden g(¥) del conjunto de numeros politopa
regulares asociados a V.

En este capitulo de la tesis se presentan las principales ideas del trabajo
de Kwang, y es importante sefialar que esta investigacion es actual, se
sigue desarrollando y practicamente los resultados de Kwang son los
tinicos a la mano de los interesados en el tema.

Gauss probé que los nitmeros triangulares forman una base de orden
tresss, esdecir#=A+A+ A,

Teorema de Gauss: Todo entero no negativo es la suma de tres niime-
ros triangulares,

Mas adelante, Cauchy dio un resultado mids fuerte y mas general:

** Un conjunto no vacio A de enteros no negativos es Nlamado base de orden gsiges
el niimero minimo con la propiedad de que todo entero no negativo puede ser escrito
como la suma de g elemenios de 4.

Por ¢jemplo, el Teorema de Lagrange (suma de cuatro euadrados) lo podemos rees-
cribir como sigue:

El conjunto {n1 In=0,1, 2, } de cuadrados no negativos forman una base de
orden 4.




Teorema de Cauchy: Si m =4 y ¥ 2108m, entonces N puede ser escrito

como la suma de m+ 1 nimeros poligonales de orden (m +2); alo mas

cuatro de ellos diferentes de cero o uno. Si & =324, entonces N puede
ser escrito como la suma de cinco nimeros pentagonales; al menos uno
de etlos es cero 0 uno.

Edward Waring conjeturé en 1770 que todo entero no negativo es la
suma de cuatro cuadrados (Teorema de Lagrange), 9 cubos, 19 cuartas
potencias y asi sucesivamente.

El problema de Waring es: “Probar que para todo entero k£ 2 2, ¢l con-
junto de k-ésimas potencias no negativas es una base de orden finito™

Denstese por g(3) al niimero de cubos que se necesitan para represen-
tar a cualquier entero como la suma de g(3) cubos. Wieferich y
Kempner probaron que g{3)=9. Entonces, rescribiendo el problema

de Waring se tendria que: “Probar que g(k) es finito”. Hilbert probé
esto en 1909,

Tecrema de Hilbert-Waring; Las k-ésimas potencias forman una base
de orden finito para todo entero positivo .

Una vez que se tiene la idea de los miimeros poligonales, se puede ge-
neralizarla e introducir la idea de los mimeros politopos. En matemati-
cas, un politopo regular es una figura peométrica con un alto grado de
simetria. Ejemplos en dos dimensiones incluyen el cuadrado, el pentd-
gono, el hexdgono regular, etc. En tres dimensiones los politopos regu-
lares incluyen los sélidos platénicos o sea, los poliedros regulares.
Existen ejemplos también en dimensiones superiores. Los circulos y
las esferas, aunque altamente simétricos, no son considerados polito-
pos porque no lienen caras planas. Si se toma un politopo regular ¥en
el espacio Fuclidiano y se le asocia una sucesién de enteros no negati-
vos, a los elementos de esta sucesion se les lamaran nimeros polito-

pas (regulares).

La aplicacién de los problemas de Waring en los mimeros politopos es
la siguiente: Generalizar ¢l Teorema de los cuatro cuadrados de La-
grange, encontrar el orden de g(¥) del conjunto de los nimeros poli-
topos asociados a ¥y generalizar el Teorema de los nimeros poligona-
les de Cauchy.

Kim, en su articulo On regular polytope numbers, da la siguiente for-
mula para el n-ésime ntmero poligonal de orden &:
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P ()= e (k- 2)(" DA s (1)

Por otro lado, como ya se habia visto, Nathanson da la siguiente for-
mula:

n(n ])(Ic 2) on

p{n}= ~{2)

Aunque estas dos formulas parezcan distintas, se verd que son equiva-
lentes:

() =p (r)=n+(k-2)

(n—zl}n =n+n(n—l:)!(k-2) a7} =(2).

La diferencia entre las notaciones es que Nathanson denota al k-ésimo

mk(k-1)
2

nimero poligonal de orden (m +2) como p, (k)= +k, esto lo

hace para evitarse escribir (m—2), pero con esta notacion se tiene que

nin-1}{k-2)

m(n)= g tnes el n-ésimo nimero poligonal de orden k.

En lo sucesivo se utilizara la siguiente notacion:

Z={nelinz0}

V (respectivamente ¥*) = Un politopo regular {respectivamente de
dimensidn d) en el espacio Euclidiano.

v(n)= El n-ésimo nimero politopo asociado a V.

av (n)= El niimero de puntos en la #-ésima linea en la frontera de V.

¥(n)’ = El nimero de puntos en la n-ésima linea en el interior de ¥,




1. Construccion de nameros politopos (regulares)

Lo que hace el autor en esta seccidn es dar el método para construir la
sucesion {V(n)!ne Z’} de nimeros politopos {regulares) asociades al

politopo regular ¥y lo hace por induccidn.
Convencion: F({0)=0y ¥F({1)=1.

Esto suena bastante [o6gico, pues sucede lo mismo para los numeros
poligonates:
(-1)(9)

'y (0)=0+(k—2)—2—:0+0=0. Por lo tanto g; (0)=0

N {l):1+(k—2)%=]+0=1.}’or lo tanto p; (1) =1

La manera de construir los politopos es muy semejante a los poligonos.
Se toma el palitopo Xy se asume que ¥ (n-1) estd construido. Se con-

sidera el vértice x de X (uno de ellos) y se extiende el extremo de X que
contiene a x para formar un politopo regular més grande ¥ que con-
tiene a x. Despu€s se toma la #-ésima linea de puntos asociados a ¥ en
X . En primer lugar la (n-1)-ésima linea de puntos en X, después a
cada nueva cara k-dimensional de X, 0<4 <d-1. Se pone la »-ésima
linea de puntos asociados en ¢l correspondiente £-dimensional politopo
regular. Por convencidn, consideramos el n-ésimo 0-dimensional ni-
mero politopo en el 1, si #21. Finalmente, se cuentan todos los puntos
de X que definena ¥ (n).

Para continvar con nuestra construccién de niimeros politopos es nece-
sario introducir ef simbolo de Schidfli denotado por {p, g} (para el caso
de poligonos regulares) donde p es el mimero de lados del poligono y ¢
es ¢l nimero de ellos que concurren en un vértice. El cubo, por ejem-
plo, es un poliedro regular cuye simbole de Schlifli es {4, 3}. Esto
mismo se puede hacer con politopos de dimension &, con & un entero
positivo.

Teorema de Schlifli: Los dinicos posibles sitmbolos de Schlifti para un
politopo regular en el espacio Euclidiano R“ estan dados por la si-
guiente lista:

2:{n}, donde # > 3 es un entero arbitrario.
3 {3,3],[3,4},{4,3},{3,5},{5,3}
4;
5:

£3.3,3},{3.3.4},{4.3,3}.{3.4,3}.{3.3,5}.{5.3.3}
{3d-| }’{34-1,4} ,{4,3;1-:}

R T
1}

4
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Ademds, para cada simbolo en la lista existe un politopo regular con
ese simbolo y dos politopos regulares con el mismo simbolo son simi-
lares.

A confinuacion se presenta una serie de tablas en las cuales se dan los
politopos més representativos asi como la formula explicita de los
n-ésimos mimeros politopos para los casos de dimension 3, 4 y 4 con

d25:
Dimension 3
Nombre del Simbolo de Ny | ¥, | ¥, | pésimo miimero
politopo Schlafli politopo
Tetraedro 3.3} 4164 %n(n+l)(n+2)
Cubo {4, 3} 8§ 11216 "
Octacdro 3,4 L R L O
3
Dodecaedro {5,3} 20|30 12 % n(9n* -9n+2)
Icosaedro {3.5} 1213020 %n(si ~5n+2)

Dimension 4

Nombre del | Simbolode | W, N, N, N, | n-ésimo nimero politopo
politopo Schlafli

Sceldss | (3,33} [ 5[ 10 [ 10 |3 r(r+)(n42)(ne3)

16celdas | {3,3,4} | 8 | 24 | 32 | 16 37 (7 +2)

Tessaract {4,3,3} l6 1 32 | 24 8 n

24 celdas {3,4,3}) |24 96 | 96 | 24 n* (3n’ —4n+2)

600 celdas {3,3,5} 120 | 720 [ 1200 | 600 %n(l45n’ﬁ280n1+179n—38)

120 celdas {5,3,3} |600|1200| 720 (120

% n(26 1’ — 304K +283n— 38)
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Dimension d > 5

Nombre del | Simbolode | ~, (0<j<d-1)| n-ésimo numero politopo
politopo Schltifli
Simple regu- {3} d+1 1 N
lar a* {jH] d!n(nH) (m+d-1)
Cruzado g* {32, 4} @ ESPIPYS € L A YO
2 sl Z;( 1) T (n)
Medible »* {4, 32} n’

2

o (n)=L‘n(n+|)...(n+s—|):["+s_l), donde a’(n) es el n-ésimo
s &

namero simple regular de dimension s.

En estas tablas se utilizaron los términos ¥, N,, ¥,, ..

nuacion se definen estos términos:

. N,. A conti-

N, = El nimero de vértices del politopo {dimensién 0)
N, = El mimerq de lineas del politopo (dimensidn 1)
N, = Elnomero de caras del politopo (dimension 2)

N, = Elnimero de caras del politpo ("caras" de dimensién k)
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2. Relacién entre los niimeros politopos (regulares).

El propésito de esta seccion es dar una analogia entre los niimeros po-
litpos cruzados y los nimeroes politopos medibles. Para hacer esto, se
enuncia (y demuestra) el siguiente Teorema:

Teorema 2.1: Todo nimero politopo regular de dimensidn & puede ser
escrito como una combinacion lineal de nimeros simples regulares de
dimension d con coeficientes enteros no negativos.

Demostracion:
d=2; p(n)=p, (n)+(k-3)p,(n-1), k23

n-ésimo nimero cubo = &’ (n)+4e’ (n-1)+ 2’ (n-2)
r-ésimo nimero octaedro = ar” (n)+ 22 (n-1}+a’ (n-2)
n-ésimo nimero dodecaedro = &' () + 6’ (r—1)+ 10&’ {n—2)

n-ésimo nimero icosaedro = &’ (n)+8a’ (r-1)+6a’ (n-2)

d=4,

n-€simo niimero {3,3,4} = ‘(n)+3a’ (r-1)+3a’(n-2}+a' (n-3)
[4.3,3} =a’ (n)+11a' (n—1}+11a* (n-2}+a* (n-3)
n-¢sima niimero {3,4,3} =a’ (n)+ 19" (n—1)+ 432" (n~2)+9a* (n-3)
n-sime nimero {3,3,5} = a ( Y+ 115a° (n-1)+357a’ (n-2)+ 107" (n-3)
{ {n)

+452° (n-1)+1993a’ (n-2)+ 5432 (n-3)

n-€simo numero

n-ésimo namero {5,3,3} =a
d=5;

d=1 _
Se sabe que 3"(n)=2(—l)’[d" 1] 277" (n). Ahora, ndtese que

"' (n)=a’ (r)—a" (n-1}. Por la aplicacion sucesiva de esta relacion se
obtiene que :

@' (n)= iu(-l)' [: ]a" (n-3). Por lo tanto:
S (! e ey (et e
el

LS
Log

A {n) =

]
i LME g,M

=2 ac "(n—i)

I
&




Donde 4, =(-1) 2(-1)' [":‘](‘; ]zd-'-f .

Ahora se tiene que:

g =(-1) 2(_1)' (dr“]mzd ¥
engen e

:[d;le’Z:-(_])gﬁm_,[d—sl—t)r :[di—lJ

Esto prueba que ﬁ"(n):ii(dr__]]a”’ (n-i). O
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3. Resultados numéricos.

En esta seccidn, se dan los datos numéricos det orden de g del conjunto
de nimeros politopos (regulares).

Dimension 3

Simbolo de Schi4fli n-ésimo niimero politopo g
{3,3} én(n+1)(n+2) 3
{4,3} " 9*
{3, 4} ln(2n2 +l) 7
3
5,3} %n(‘)nz -9n+2) 22
{3, 5} Eln(in2 -5n+2) 15
Dimensién 4
I Simbolo de Schlafli | n-ésimo namero politopo g
13,3.3} %n(n+1)(n+2)(n+3) 8
{3,3,4} ;_”2 (nz+2) 11
{4, 3? 3} ’!4 ]9*
{3.4, 3} " (3?11 —4n+2) 28
£3.3.5} %n(msﬂ’ ~280n" +179n-38) 125
5.3.3) %n(261n] ~5045" +283n-38) 606
Dimensién 3
Simboio de Schléfli | #-ésimo namero politopo g
{3,3.3,3} ! 10
En(n+ 1)(n+2)(n+3)(n+4)
{3.3,3,4} %n(h‘ +10n° +3) 14
{4,3,3,3) n 37




Dimension 6

Simbolo de Schlifli | #-ésimo ndmero politopo

&
3
3} én(rﬁl)---(n-f.’)) 13
13,4 LJ:lz (2)‘.!‘4»2(]:12 +23) 19
45
{4, 3} ' 73*
Dimensién 7

Simbolo de Schldfli | n-ésimo nimero politopo g
3 l 15

e Znlne)-(n+6)
(.4 L p(ane 1700 1967 145) | 2!

315

{4, 3} " §43

Los niimeros que tienen * son los que tienen valores exactos:

g({4.3})=9 Probado por Wieferich y Kempner.

g({4,3,3})=19 Probado por Balasubramanian, Deshouillers y Dress.

2({4,3,3,3}) =37 Probado por Chen.
£({4.3,3,3,3})=73 Probado por Pillai.
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Otras Vertientes

Para terminar este capitulo, mostraremos algunas de las vertientes por
la que se han dirigide los problemas de Waring, se debe sefialar que
estos ejemplos corresponden a propuestas hechas en su mayorda en el
siglo XX:

Se considera escribir nimeros como sumas de potencias de &, pero
solo cuando los nimeros que se utilizan en las sumas son primos.
A esta generalizacion la podriamos llamar “Ef Problema Primo de
Waring”. Cuando k=1, se obtiene la Conjetura de Goldbach. Es
decir, jcualquier mimero suficientemente grande puede represen-
tarse como la suma de dos o tres primos elevados a la primera po-
tencia? En 1938, Vinogradov demostré que para toda k, existe un

entero ¥ (k), tal que todo nimero suficientemente grande es la
suma de V (k) primos elevados a la potencia k. Como ejemplo, se

tiene que 38 =5 +3* +2°, donde & =2 y cada niimero que se ele-
va a la potencia k£ es primo., Es obvio que no todos los nimeros
pueden escribirse en esta forma. Sin embargo, Vinogradov demos-
tré que si se deja que m sea suficientemente grande, entonces todo
namero mayor que # puede escribirse como la suma de cuadrados
de primos. El problema es encontrar ¥ (2), o cuantos cuadrados se

necesitan. A esto se le conoce como el Problema de Waring-
CGoldbach.

Otra generalizacion bastante natural es preguntarse: “Si f(x) es

un polinomio valuade en enteros que toma el valor de 1, entonces
“ise puede expresar a cada entero como la suma de un nimero aco-

tado de valores de f(x)?". El Problema cldsico de Waring co-

rresponde al caso cuando f(x)=x*. De cierta manera, este pro-

blema tiene su origen en Fermat, quien en 1640 afirmé: “Un entero
positive es triangular o es la suma de dos o tres triangulares; es
cuadrado o la suma de 2, 3 6 4 cuadrados; es pentagonal o la suma
de 2, 3, 4 6 5 pentagenales, eic.” Es increible que este problema
también se encuentra en el Meditationes Algebraicae apenas pre-
cediendo al problema de Waring.

El problema de Fermat fue resuelto por Cauchy, la prueba es bas-
tante elemental. Kamke dio una solucién mds general a dicho pro-
blema, su argumento estd basade en el método de Hilbert. Después,
ta maquinaria analitica fue aplicada en el problema y un niimero

anlogo a G(k) aparecié. Hua dio una cota superior de este niime-
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10, con caracteristicas similares a la estimacion de Vinogradov para
G(k).

Quizis la generalizacion mas natural del problema de Waring es
preguntarse sobre campos de nitneros algebraicos o sobre campos
arbitrarios. Siegel aborda el problema de campos numéricos. FI
demostrd que si 4, es un conjunto de enteres algebraicos del cam-

po numérico X en el cual pueden ser escritos como suma de &-
ésimas potencias de enteros algebraicos, entonces existe una cota

g{k, K) que depende de k y X de tal manera que cada entero

N
e 4, puede ser escrito de la forma #=3%a', donde

Jal

N<g(k,K)y a,,...a, son enteros algebraicos,

Como generalizacién del problema de Waring en una direccion
totalmente opuesta, uno puede tomar una sucesion n, <n, <... de

enteros positivos y preguntarse si todo entero positivo N puede ser

escrito de fa forma ~¥ =%z, donde r es menor que alguna cota
i=l

que depende tinicamente de la sucesion {n,} .

Resulta que hay una caracterizacidn muy buena de tales sucesiones
probada por Scourfield: “Una condicion necesaria y suficiente para

que exista una cota es que Z"’I‘ =w.”
=l "i
Hay un problema mas simple en una pauta similar. Sea r(n)} que

denota el AGltimo entero » tal que Ja ecuacion
N=wu+---+u,, con s £ r, es soluble para tode entere positivo N,

donde cada u, es un entero de la forma x con m = s, Pillai mos-

tré que r(n)szu-k-—l para toda n 232, donde k=[:°—g!] y

1) .

Otro problema, conocido como el problema de Waring “mas facil”,
considera la representacién del enterc s de la forma

n=tx'+-.-+x* Es bastante ficil probar que existe el andlogo de
g(k), pero la obtencién de una informacion mds exacta es en gran
parte un problema sin resolver.
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CONCLUSIONES

Como se menciond en la Introduccion, ¢l Teorema 47 —contenido en
Meditationes Algebraicae— es la parte central del presente trabajo de
tesis, sin embargo, a través del capitulo II y 11l queda la evidencia de
que los problemas de Waring no fueron sélo el teorema 47. El trabajo
de Waring —por lo menos— en la obra arriba mencionada fue
extenso, con temas muy diversos en el campo del algebra,
principalmente en la solucién de ecuaciones, pero como ya se
menciond, aquf salo se abordo el analisis del teorema 47. A lo largo de
la tesis quedd de manifiesto que los problemas de dicho teorema atin
son vigentes, es frecuente encontrar articulos de investigacién en el
Journal of Number Theory que estudian problemas derivados de los
originales de Waring.

En la tesis se presentan soluciones ya existentes, pero rescritas para
una mejor comprension, y en algunos casos la demostracién es propia
de este trabajo. Es importante sefialar que varias de las demostraciones
ne son «nicas, podemos menctonar por gjemplo el famoso articule de
Andrews [1986] para la demostracién de la suma de tres nidmeros
triangulares, o la demostracion de Gauss [1801] que da en su
Disquisitiones Arithmeticae.

Es importante mencionar que la conjetura de Goldbach ha sido
también indirectamente una de las difusoras de los problemas de
Waring, ello se debe a que es frecuente que cuando se menciona la
conjetura de Goldbach se haga en el marco de una discusién de
problemas aditivos de la teoria de los nameros, sin embargo, lo que no
s¢ menciona con frecuencia es que la conjetura antedicha es un caso
particular de los problemas de Waring, en particular de lo que hoy
conocemos como bases clasicas.

Otra linea importante de investigacién que no se puede dejar de
mencionar es la del estudio de los nimeros politopo, gracias a la
investigacion de Kim [2002], es importante hacer un alto en el caming
del estudio de los problemas aditivos, para mirar las generalizaciones
de los miimeros poligonales que nos presenta este autor. Esta es una de
las lineas de investigacidn en teoria aditiva de los nimeros que vale la
pena seguir de cerca por su modernidad.

Otro ejemplo de como el trabajo de Waring ha contribuido a la
matematica modemna es la demostracién del teorema de los cuatro
cuadrados de Lagrange (que es un caso particular del Teorema de
Hilbert-Waring), la cual da pie a introducir las nociones de bases
finitas y bases asintéticas finitas. Nathanson [1996, 2000) rescribe los
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problemas de Waring en términos de bases, la cual es una notacién
mucho mas moderna v de esta manera se relaciona la matematica
clasica con la actual.

Desde el inicio del trabajo, quedé manifiesto que nunca se tuvo la
intencidn de escribir la vida y obra de Waring, pero si darlo a conocer,
porque es de los personajes poco reconocidos dentro de la matemitica,
de esta manera esperamos de un panorama global sobre Waring y su
libro Meditationes Algebraicae, y que asi el lector conozca un poco
sobre la vida y trabajo de este gran matematico.
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APENDICE A

Residuos cuadriticos y simbolo de Lagrange

Definiciénl: Sea me Z’ y @ un entero tal que (a,m)=1. Entonces a

es llamado un residuo cuadrdtico de m si existe un entero x tal que
x = a(modm).

Observacién: Si b=a(modm) y a es un residuo cuadratico de m,
entonces b también es un residuo cuadratico de m.
Teorema 1: Todo primo impar tiene exactamente 32_—1 residuos cua-

draticos y 32;1 residuos no cuadrdticos.

Demosiracion:

Sea 4={1, 2, , p-2, p-1}un sistema completo de residuos médulo r

un primo impar. Este conjunto puede ser reescrito de la siguiente ma-
nera:

A= {1, 2 PT"}U{-L 2. J’T‘l} Se sabe que (I =(-1)* (mod p),

(2) =(-2) (modp), .... [PT“} E(J’T“Jz (mod ).

. . L =1
Sea n el nimero de residuos cuadraticos de p, entonces 1sns > Lo

que se quiere demostrar es que »# =”T_l .

Témense dos enteros x y y tales que x* = y* (mod p). Si se demuestra
que x =y se obtendra el resultado deseado. Como x =y, entonces
Plx+y 0 p|x—y,esto junto con el hecho de que p es primo se tiene

que lﬂs%ﬁt ¥ li:ysfz;l. Entonces 2<x+y < p-1, lo cual impli-

caque pfx+y,entonces plx~y,ie, x=y (modp), pero como p
€s primo entonces x = y .

- . . . -1 .
Por lo tanto n=p—l asf se tiene que p tiene exactamente £ resi-
2 y que p 2

duos cuadraticos. O




Tecrema 2: Si a es un residuo cuadrético modulo p, ( p,a) =lypes
p_vl
un primo impar, entonces ¢ 2 =1(mod p).

Demostracion:

Como a es un residuo cuadrético (R.C) modulo p, entonces la con-
gruencia x* = g (mod p) tiene solucion.

JE
Como x* =a (mod p), entonces (xz) ? =a? (modp), lo cual im-

=l

plica que x”' =a > {mod p), por lo tanto (x"",p)"[aq,p). Como

p_—l
(p.a)=1, entonces {a 2 ,pJ=1 y (x"",p):l. Asi, por el pequefio

teorema de Fermat™ se tiene que x7° =1(mod p}, pero

Lall .
x*'=a? (modp), entonces por tramsitividad se obtiene que

p-1

a? =1{modp).C

Teorema 3: Sea p un primo impar, si @ no es un residue cuadratico

E!
modulo py (p,a)=1, entonces a 2 =1 {mod p).

Demostracion:

Gracias al Teorema 1, se sabe que el nimerc de R.C contenidos en el
. - -1 . .
sistema completo de residuos modulo p es ;"T, es decir, el ndimero de

il
2

R.C es el mismo que las solucionesde g ? =1 (mod p). Entonces, los

-t

R.C agotan todas las soluciones de a 2 =1(mod p) y no puede tener

. -1 .
mas de pT soluciones.

* Pequefto Teorema de Fermat: Sea p un primo tal que p} a, entonces
a’™ =1 (med p).
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Como ( p.a)=1, por el pequeiioc Teorema de Fermat se tiene que

p-l

2l 21
a”' =1 (modp), entonces (a : —1}[.:: ? +1}20(mod r), de esto se

il fall ot ~
obtiene, p|[a1 -1](::2 +1] pero pi[al —IJ o] p|[a2 +|J Yy no a

ambos, ya que si lo hiciera se tendria que:

7 =]
pla? —1-a? —1 yentonces p|-2, locual es imposible pues p es
un primo impar, [

Definicion: Si p denota a un primo impar y ( p,a) =1, se define el sim-
bolo de Legendre de la siguiente manera:

( a] {I si a es un residuo cuadratico modulo p

2 —1 si a no es residuo cuadratico modulo

Observacion: Si plea entonces (3J=0.
P

Teorema 4: Si p es un primo impar y (&, p) = 1=(b, p), entonces:

a

1- [_JE i {mod p) .

’
00
3.-Si a=b (mod p), entonces [%] - [%J
af2)

o[

o3
(5
Demostracién:

I.- Por los Teoremas anteriores se tiene que: si @ es R.C, entonces
E=) .2}
a? =1{modp) ysianoesRC, entonces a 2 =-1 {mod p). Asi,




=
2

si ¢ es R.C entonces (5]=1 y por lo tanto [E}E a? (modp), andlo-
P p

gamente, si @ no es R.C entonces (5J=—1 y por lo tanto
P

2 £
(EJ =a? (modp). En ambos casos resulta que [EJ =q?
14

, (mod p) .

-~ Por el inciso anterior se sabe que (

-1 ! 1
JE b7 (medg).  Entonces (%J [%] =a?bh? {medp), fe,

e
TN

ﬁ]s(ab)fz;I (modp)y de muevo por el inciso 1 se obtiene
P

(EJ{EJ;(EE] (mod p). Si ambos lados de la dltima congruencia son
ele) \p

iguales entonces se obtiene el resultado, pero en caso contrario resulta

una contradiccién ya que si (ﬂ](ﬂj =1y [a—b) =1, entonces se tiene
pN\p P

que 1=-1(mod p)} lo cual implica que p divide a 2 lo cual es imposi-
ble. Por lo tanto (E](ﬂ]:[ﬁé] .
p\p) \p
-1 -l

3.- Como a=h(modp), entonces a * =b? (mod p), por el inciso
1 se tiene que [5] s(ﬁ] {mod p) y haciendo un andlisis andlogo al rea-
P} AP

lizado en el inciso 2 se obtiene que (EJ =(2] .
pl\p

4.- a) Por el inciso 2 se sabe que {i]z [EJ[E] Por lo tanto {a—z] =1.
P PAP I
2
b} Por 4.a) se tiene que (lJ ﬁ[—l—] =1.
r)\p

¢) Sea @ = ~1, por el inciso 1 se tiene que [_—l) = (—1)”7 .
P

i I
5- Por el inciso 2 se tiene que [a—é}[a—J[E) y por 4.a)
P

r
(ﬁ]:l(ﬂ). Por o tanto (QJ :(E]. 0
P P P P

125




Teorema 5: S8i p es un primo impar entonces se tiene que:
-1 1si p=1 {mod4)
p) |-lsi p=—t(mod4)
Demostracion:

Por la propiedad 4.c. del Teorema 4, s¢ sabe que (_—IJ:(-I)J’T_I. Pero
P

p-l - I si E:Zk pa kek
El T 2

(-1)

=1 (mod p), entonces (-1)

-1 s =2k+lpa kel

p—1
2
Del hecho de que pT_]= 2%, se sigue que p—1=4k lo cual implica

que p=4k+1,ie, p=1(mod4). Andlogamente, de que pT_] =2k+1
se sigue que p—1=4k+2 lo cual implica que p=4k+3, ie,
p=3=-1{mod4}. Por lo tanto se tiene que:

[__;]={ 1si p=1 (mod4)

P ~si p=-1(mod4)
]

Lema de Gayss: Sea p un primo impar y @ un entero tal que {p,a)=1.

Considere los enteros: a, 24, 3a, ..., [‘DT_I}: y sus residuos no negativos

3

modulo p. 8i »# denota el mimero de los residuos que exceden a g
a »

entonces [—J =(-1)".
P

Demostracion:

Sean 7, r,, ..., r, los residuos que exceden a g Y 8, 8, ..., 5, los resi-

duos que no excedena £ Los ¥ 5, son distintos de cero v distintos
q : SR} y




®. Ademis se sabe que n+k=£2:—], O0<p-r << para

2
i=1,..,n,los p-r son distintos y ninguno de los p—7 es igval a

b~

entre  si

un 5, €sto €s ya que:

Sea r, = pa (mod p} y 5, = ga (mod p); donde ISp,JSPT_I. Por lo
tanto si se supone que p-r, = §;, entonces p—r, =p-pa (modp),
ie, 5, = p—pa(modp). Lo cual implica que oa = p - pa (mod p),
entonces ga+pa= p(modp). Por lo tanto p|aa+ pa=a(c+ p),
pero {p.a)=1 entonces plo+p y por otro lado, como

o+p<p-1ypesprimo entonces p ) o+ p lo cual es una contra-
diccion. Por lo tanto, ninguno de los p—r, esigual aun s, y son todos

- il Y
(les p—r ylos s,) por lo menos 1 y menos que 5 ¥ en nimero son

-1 .
n+k= pT . Con todo esto, se puede afirmar que existen solamente los

-1 .
enteros 1, 2, 3, ..., [pTJ en algim orden.

Ahora, (p—rn)-(p=1)-s s, =[—‘?~2:1]!, pero (p-7}=—# (mod p)

entonces se tiene que (p—x)-—-(p-r,)=(-r)(-r,) (modp),
entonces s¢ da la congruencia
(P=r)=(p=r)-s5 -5, =(-1)(-5)-5 s, (modp), lo cul
implica que

(—rl)---(—r")-slv--s,.E(pT_lJl(modp). De esta manera, resulta que

n ~1
(71) LIEEEY AEK RETRS A El-Z---pT(mod p), pero,

a-2a---[p*1JaErl -5, -5, (mod p), entonces
-y a-2a-n(!:-l«)as(-l]"rl cor -85 (modp} ¥ por lo tanto resulta

que (-1)" aﬂz;I -1-2---(”7_1Jst-2--{£§i] (mod p).

* Supongamos que Ka=pg+r y Fa=pA+r,entonces Ka-Fa= pg— pi. Por
lotante a{K -T)= p{g—4), pero {p,a) =1, entonces p|K-T pero

K, T spT—l. Asi p | K-T locual es imposible. Por lo tanto Ka y I'a tienen

residuos distintos.
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Como p es un primo impar, se tiene que (l-zv--[%],p]= 1, entonces

p_—l
resulta que (-1)'¢? =1(modp) o lo que es lo mismo

(=) (-1) «

Entonces, si se utiliza el inciso 1 del Teorema 4 se tiene que

| -1

el -l
* =(-1)" (mod p). Porlotanto a ? =(-1)" {mod p).

el Ll
[ﬂ]saT (mod p) y por otra parte @ ? ={-1)" (mod p). Entonces
r

(EJE(—I)” (mod p). Por lo tanto {%):(—1)". O

P

Corolarie: Sea p un primo impar y ( p.a)=1. Sea n que denota el ni-

mero de residuos (los menores positivos) de 4, 24, 34, ..., (iz_—]Ja que

exceden a Ep . Entonces [3] =1 sty solo si » es par.
P

Teorema 6: Sea p un primo impar, entonces se tiene que:

[EJ:{ Lsi p=21 (mod8)

P} [-lsi p=43 (mod8)

Demostracion:

Gracias al Lema de Gauss se sabe que [Z] =(-Yyv =pT_1_[£J°
r

Caso 1.- 8i p=1{mod8)}

Como p=1(mod8), entonces p =8k +1 para algin entero k. De esta

manera se tiene que v= 8 ;l - -[STIJ =4k -2k =2k, por lo tanto

v =2k esun nimero par.

Por lo tanto (EJ =(-1)* =1.
P




Caso 2.-Si p=-1(mod8)
Como p=-1(mod8), entonces p =8k —1 para algin entero . De

3"‘2"'—F"t;;]Jﬂk-l-(zk—l):zk,porio

esta manera se tiene que v =

tanto v = 2k es un nimero par. Por lo tanto [2] =(-1)" =1.
P

Caso 3.-5i p=3(mod8)
Como p=3(mod8), entonces p=8k+3 para algin entero k. De

8k+3—l_[8k+3J
4

¢sta manera se tiene que v= =4k +1-2k=2k+!, por lo

tanto v = 2k +1 es un ntimero impar. Por lo tanto [EJ =(-1y*" =-1.
P

Caso 4.- Si p=-3 (mod8)
La demostracion es analoga a la de los tres casos anteriores.

Por lo tanto

BRI

p) |-1si p=13 {mod8)

Ley de reciprocidad cuadritica de Gauss: Sean p y ¢ dos primos impa-

=1y g-1
res distintos, entonces (E](E] = (—l)[FTKqT].
rlp

Demostracion:

Sean 5., .., 5, los residuos modulo p (positivos minimos) de los

p-1

enteres g, 24q, ..., —z—q y que son menores que g y scan 8, 8, .., §

v

. -1
los residuos que exceden a —‘; Entonces k+v=2£ >

y por el Lema de

(Gauss se ticne que [E] =(-1y.
7
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En la demostracion del Lema de Gauss se establecié que los 3211 ente-

105 (£, #y5 s s PS5, ..., p—5,) SON UNA permutacién de los enteros

-1
PT , entonces

et p-1 p+l
SN ot 7y e
Yrayp-s =y k=l+24 482 2 _ 2 77 poyigtanto
= it il 2 2 S

k v 2 _ . . . £
Sr4wp-Ys, = pT] - Unicamente por comodidad, se escribe R=3"r,
- =l

¥ §=2s, . Entonces se tiene que:

i=l

2
Ps—l =R+vp-5§ (l)

Regresando a los &g, (q, 2q, P—z_l— ) donde ls.rcsp—;1 . 5 tiene
que: [EJ denota la parte entera de Ia divisién de kg entre p. Se deno-
P

tard por tk al residuo de " con O<rk < p. Con estos datos se obtie-
7

ne que:
. o

fall 2t [l
Mz{ﬂJ.p+;k, entonces ikq:i{—k—qJ'p+iA‘k, de esta mancra, se
P =L P

k=1 k=1

21

tiene que qik=p3'(p,q)+R+S; donde S'(p,q) es el numero de los
k=1

enteros que estan por debajo de 1a recta y = Ly De esta manera resulta
P

q[gs;l)=p3'(p,q)+ii+3 ..(2).

Restando las ecuaciones (1) y (2) se obtiene:
2
(g- l)(pT-lJ = p(8'(p.9)-v)+2S, entonces (S’(p,q) - v) €5 un nime-
S(pa)v . §{py) -
ro par. Por lo tanto (1) =1, ie, (-1)"""-(-1)" =1. Por lo

tanto (<)) =(=1)"". Pero se tenia que (%]=(~l)", entonces

(i) =(-)"** y en forma similar se obtiene que [5} =(-1)""" . Por lo
P

oo (£)[2) -y
g\ p




De esta manera®' resulta que [ﬁ)(i} =(—1)(FT-] . a
PAP

Corolario: Sean p y ¢ primos impares distintos, entonces:

(2] s p=16 971 (moa)

[%]= _[,,

—] si p=3=gq(mod4)
q

Demostracion:

Si p=1(mod4), entonces 4| p—1t. Como (p—1) es par, entonces
pT—l es par y de esla manera se tiene que -‘e»i_-l-qT_l €S un nimero par.

Potr la ley de reciprocidad cuadritica se sabe que

(5)(%) =(—1)F'T-I'HT-l =1, entonces, como [5][%}:1 y (%J:J_rl ={%}.

Por lo tanto (2] = (i] . Analogamente si 4{g-1.
q P

Ahora, se analizaré cuando p=g=3(mod4). Si p=3(mod4) en-

tonces 4] p-3, p—3=41y pT_3=2,1 para alguna AeZ. Por lo

—1}=2 . . - . -
tanto %—=ZA, lo cual implica que "’T‘=2A +1, ie, 1’5—1 es un
nimero impar. Andlogamente se llega a que 4_2‘1 es impar. Por lo tan-

to (%—lf’—;—l] €8 un numero par.

Ahora bien, por la ley de reciprocidad cuadritica se sabe gque

{5](%} = (—l)fz;l'r%I =~1. Por lo tanto (%J = —(f). a

® Gracias al siguiente resultado: Sean p y g primos impares distintos. Entonces:
el a-t
-1 g-1
E{HMFJJ__«J_
=i P PR 2
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