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Introduccion

Las Oscilaciones Cuasi-Periddicas de kHz (OCP de kHz) forman parte
de un grupo de fenémenos que se manifiestan en el espectro de rayos X
de ciertos sistemas binarios. En estos sistemas un objeto compacto acreta
masa desde una estrella compafiera y, dependiendo de las caracteristicas de
ambas, la transferencia de masa ocurre de dos formas distintas: acrecién
de disco y acreciéon por viento estelar. Una parte del flujo de rayos X que
emiten dichos objetos puede producirse debido a que la energia potencial
gravitacional, liberada conforme los flujos de acrecion se acercan al objeto
central, se emite en las regiones internas de los discos de acrecién o en
la superficie de una estrella de neutrones. La asociacién de este tipo de
emisién de energia con los fendmenos mencionados anteriormente conduce
a la hipdtesis de que las OCP de kHz se originan en el disco de acrecion.

El interés principal para el estudio de éste fendmeno consiste en la opor-
tunidad que presenta para el estudio de los efectos de relatividad general,
presentes en los objetos compactos. Las OCP, junto con los pulsares de
milisequndo y las oscilaciones de rdfaga conforman un grupo que presen-
ta efectos en escalas dinamicas de milisegundos, tiempos que caracterizan
los movimientos de materia bajo la influencia de campos gravitacionales
intensos y por ende, de indole relativista.

El estudio de las OCP de kHz es relativamente nuevo, pues fué apenas
en febrero de 1996 cuando se detecté el primer espectro de frecuencias de
variabilidad temporal, en el objeto Sco X-1 (van der Klis et al. 1996). Las
OCP de kHz aparecen como 2 picos en el espectro de frecuencias de algunos
objeto compactos (fig. 1), de diferente magnitud pero siempre acompanados
en pares. Mediante el valor de las frecuencias de las OCP pueden distinguir-
se dos tipos de oscilacién: las de baja frecuencia (que no van en pares, con
perfodos de algunos segundos y descubiertas en los afios 80 ') y su contra-
parte de kilohertz, observadas en los espectros de rayos X. Ejemplos de éste
fenémeno han sido observados en sistemas binarios de baja masa (sec. §1.2)
cuyos objetos compactos pueden ser enanas blancas, candidatos a hoyos
negros o estrellas de neutrones.

Poco tiempo después del descubrimiento de las OCP se sugirié que el

Lvan der Klis et al. 1985
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Figura 1: Oscilaciones Cuasi-Periddicas en Sco X-1. La figura es de van
der Klis et al. 1996

fenémeno puede producirse debido a las oscilaciones entre distintas orbitas
en el flujo de acrecién, producto del desacoplamiento de frecuencias en relati-
vidad general (Abramowicz & Kluzniac 2001). Es decir, en vez de considerar
s6lo una frecuencia orbital €2, la utilizacién de un potencial caracteristico de
una métrica relativista conduce al desacoplamiento de frecuencias w,,wy y
wg, para una simetria esférica, por ejemplo. Las ahora eigenfrecuencias pue-
den entrar en un tipo de resonancia conocida como resonacia paramétrica
que se produce cuando los sistemas oscilantes tienen la forma de una ecua-
cion de Mathieu, que se caracteriza por incluir 2 frecuencias en un mismo
oscilador. Cuando las frecuencias alcanzan valores que provocan que las
razones entre éstas estén en nimeros enteros, la resonancia se produce, ha-
ciendo que la amplitud de la oscilacion explote.

Aprovechando las propiedades de éste tipo de ecuaciones, puede cons-
truirse un sistema de dos osciladores, cada uno con distinta frecuencia, que
refleje las caracteristicas del movimiento orbital alrededor de los objetos
compactos, en el que también se consideren las no-linealidades y la deriva-
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cién de algun tipo de acoplamiento, como una hipdtesis para el origen, al
menos en el sentido analitico, de las OCP.

En el trabajo que inicia a vuelta de hoja se describen algunas de las pro-
piedades de los sistemas binarios y de los fenémenos en rayos X que tienen
lugar. Luego se hace un repaso sobre los diferentes tipos de osciladores, para
llegar a la ecuacién de Mathieu y al método que se utiliza para resolverla.
Finalmente, y después de un analisis de la resonancia paramétrica, se habla
sobre la construccién del sistema de osciladores, su solucién y los resultados
en su aplicacion al problema del origen de las OCP.
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Capitulo 1

Propiedades de los Sistemas
Binarios de Rayos X

Un sistema binario esta formado por dos estrellas ligadas gravitacional-
mente. Puesto que alrededor de la mitad de la poblacion total de estrellas
vive en sistemas binarios o multiples, la probabilidad de encontrar este tipo
de sistemas es alta. Sin embargo, para que estos sean fuentes de rayos X,
en dichos sistemas debe de encontrarse al menos un objeto compacto (ver
sec. §1.4.1) que ya sea mediante fendmenos en su superficie 0 mecanismos
de acrecién, permita emitir en dicha banda de frecuencias.

§1.1. Propiedades

Los Sistemas Binarios de Rayos X (BRX) constituyen una de las fuentes
mas brillantes de rayos X conocidas hasta el momento en el Universo. La
primera fuente de rayos X no solar fué descubierta en 1962, por un grupo
de cientificos bajo la direccion de Riccardo Giacconi de American Science
and Engineering, Cambridge, EU; quienes montaron un detector de rayos
X a bordo de un cohete, con lo que identificaron Scorpius X-1, a la postre
identificada como binaria de rayos X (Gursky et al. 1966; Sandage et al.
1966; Gottlieb et al. 1975).

Los principales factores que determinan el tipo de emisién de estos ob-
jetos son:

1. Si el objeto central es una estrella de neutrones o un hoyo negro.

2. La geometria e intensidad del campo magnético, si se trata de una
estrella de neutrones.

3. La geometria del flujo de acrecién, esférica o de disco.

De esta manera, es posible identificar si la regiéon de emisién es la capa
polar magnética de una estrella de neutrones, el disco de acrecién alrededor
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de un hoyo negro, la regién de choque en un flujo esférico, o la parte interior
del disco de acrecién de una estrella de neutrones. Ademds, la masa del
objeto y la tasa de acrecién influyen en la forma del espectro, la luminosidad
y la variabilidad de la emision.

En las estrellas de neutrones, un fuerte campo magnético (~ 102 G)
limita la frontera interna del disco de acreciéon a cientos de radios de la
estrella con respecto de su superficie, ademas de colimar el flujo hacia los
polos magnéticos. Si los ejes de dichos polos no coinciden con los de rotacion,
pueden verse pulsaciones de rayos X, siempre que la emisién coincida con
la Iinea de visién. Por otro lado, si el campo magnético es débil (< 1010 G),
el disco puede tocar o al menos acercarse a la superficie de la estrella. La
energia liberada por el disco de acrecién interno y la frontera entre el disco
y la superficie de la estrella de neutrones dominan la emisiéon de rayos X de
este tipo de sistemas. Si se trata de un hoyo negro, los rayos X provienen

del disco interno, resultado del calentamiento viscoso !.

El tipo espectral de la companera determina el modo de la transferencia
de masa asi como el ambiente en la vecindad del objeto compacto. En los
sistemas binarios de rayos X de baja masa, BRXBM 2, esta compaiera es
del tipo AV o més tardia; aunque en ciertas ocasiones puede tratarse de una
enana blanca. Como estos objetos no poseen un viento lo suficientemente
fuerte para alcanzar la transferencia de masa que conduzca a la tasa de
acrecién necesaria, los rayos X se producen solo si dichas estrellas llenan su
16bulo de Roche 3.

En los sistemas binarios de rayos X de alta masa, BRXAM, la com-
panera es del tipo B u O, cuya luminosidad en rayos UV y en éptico puede
ser comparable con las de la fuente de rayos X. En este caso el viento es
considerable, de entre 1076 y 1071° M, /afio, con una velocidad terminal de
2000 kms~!, por lo que una estrella de neutrones o un hoyo negro pueden
atrapar una gran cantidad de esta materia, suficiente para producir los rayos
X. En las BRXAM la acrecion puede deberse a que el radio del objeto es
mayor al 16bulo de Roche, sin embargo, si el cociente de masa entre el objeto
compacto y su companera sobrepasa la unidad, la transferencia de masa en
dicho caso puede volverse inestable, aproximadamente 10° afios después de
iniciada la acrecién (Savonije 1983).

Muchas de las binarias en rayos X aparecen como fuentes intensas por
corto tiempo (dias), para luego decaer a los largo de meses o incluso afnos.

Las particulas de la materia que se acreta pierden su momento angular original con-
forme comienzan a girar en el disco, proceso que libera energia gravitacional. La mitad
de esa energia se invierte en el incremento de la energia cinética de rotacién, mientras
la otra parte se convierte en energia térmica que es radiada por la superficie de la parte
interna del disco (Shakura y Sunyaev 1973).

2Este tipo, junto con el correspondiente para masas mayores se define en la siguiente
seccion.

% Ibid.
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Estas fuentes transitorias pueden, por algunas semanas, estar entre las mas
brillantes en el cielo (10* — 10° L,).

La geometria del flujo estd determinada por el momento angular (por
unidad de masa) de la acrecién. Si el radio de la companiera sobrepasa el
l6bulo de Roche, entonces una corriente de flujo pasard por uno de los pun-
tos de Lagrange y luego orbitard alrededor del objeto compacto en un radio
determinado por el momento angular, cuyo limite exterior esta acotado por
las fuerzas de marea. En este caso, las interacciones viscosas y la conserva-
cién de momento angular provocan la expansién del disco. Por otro lado, si
el momento angular se adquiere desde el viento estelar, la magnitud de este
serd mucho menor, dando como resultado que el disco de acrecién, si existe,
sea muy tenue.

Finalmente, la emision de estos objetos se propaga a través del medio
que los rodea, lo que modifica los espectros de emision y absorcién. Las
zonas que intervienen en estos procesos son: la magnetosfera de la estrella
de neutrones, el disco de acrecion, la corona del disco, el viento, la atmosfera
de la companera y el medio interestelar.

§1.2. Sistemas Binarios de alta y baja masa

Como se ha dicho, la transferencia de masa de una estrella a un objeto
compacto libera energia potencial gravitacional en forma de radiacion. Si L
es la luminosidad resultado del proceso de acrecién a una tasa M alrededor
del objeto compacto de masa M y radio R, entonces

GMM

L~
R

Si esta radiacion es termalizada, la temperatura efectiva estara determi-
nada por
L~ 4AnR*(oTly),

donde T,ry es la temperatura efectiva. Como regla general, sabemos que
cualquier luminosidad tiene como limite la luminosidad de Eddington (el
punto en el que la luminosidad del objeto detiene el proceso de acrecién),
con lo que es posible calcular la tasa maxima de acreciéon igualando am-
bas luminosidades (Padmanabhan 2001, vol. 2), esto es, la luminosidad de
acrecion para una estrella de neutrones

MM M M
Loor = 2 — 1001, (o e :
R 106 cm My ) \ 15X 10-5M,/ ano

(1.1)

con la luminosidad de Eddington
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ArGM M
Lpgq = —=2MpC _ qgts (—) Lo, (1.2)
or M,

de donde obtenemos la acreciéon méxima
Mggq = (1.5 x 1078 M, /afio) Rg (1.3)

, donde la masa del protén se indica con m, y Rg es el radio del obje-
to compacto en unidades de 10% em. Para una estrella de neutrones tipica
M = 1.41 Mg, Rg = 1, la maxima tasa de acreciéon que puede sustentarse
en estado estacionario es aproximadamente 1.5 x 1078 M afo~!. Con este
resultado, lo siguiente es preguntarnos para qué tipo de estrellas pueden
darse estos niveles de acrecién, en un sistema binario.

Existen dos procesos diferentes que conducen a la acreciéon sobre una
estrella de neutrones. En el primero, la companera llena su l6bulo de Roche
y transfiere masa a través de uno de los puntos Lagrangianos del sistema a
la estrella de neutrones. En el segundo caso, la estrella compaiiera tiene un
considerable viento estelar, del que se alimenta la acrecion. Posteriormente
veremos que el primer proceso es efectivo sélo cuando la estrella compafnera
tiene masas menores a ~ 1 M), mientras que el segundo ocurre cuando dicha
estrella es muy masiva M 2 15 Mg . Por el momento, abrimos un paréntesis
para hablar sobre el 16bulo de Roche.

Lobulo de Roche

Sea un sistema de 3 cuerpos con masas mj,mg > Mg, CON M1 y M2
describiendo érbitas circulares alrededor de su centro de masa. En general, la
ecuacién de movimiento para una particula sobre la que actiia un potencial
V(x) en un marco de referencia que gira con velocidad angular constante 2

€S

mi—::—g—z+2mvxﬂ+mﬂx(xxﬂ), (1.4)

por lo que, si las coordenadas de mg son (z,y), la ecuacién de movimiento
a partir de (1.4) es:

0P o
i _op= 22 ion - 92 .
T Y oz’ Y+ 2 ' (1.5)
donde X 1
1 —
U = pl'u—i—%y plZ[($+u)2+y2]1/2’ ng[(x—l—i-/,L)?—l—y?]l/Q,
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con (—u,0) y (1 —p,0) como las coordenadas de m; y ma, respectivamente.
Si multiplicamos las dos ecuaciones (1.5) por & y y, y luego las sumamos,
obtenemos

20 — 3% — ? = C = constante. (1.8)

Esta dltima, llamada Constante de Jacobi, es escencialmente la energia
del sistema. Lo siguiente es ver lo que sucede manipulando las condiciones
de equilibrio. Dado un valor de C, se debe satisfacer la desigualdad &2 +7? =
2¢ — C' > 0, de donde es posible ver que el movimiento se restringe a una
curva ® = C'/2 llamada curva de Hill.

Reescribiendo la ecuacién (1.6), expresando (x,y) en términos de p; y
p2, tenemos

P1

o= 3+ (54 ) -1 u (5 o) a1 (09

® es siempre positiva y tiene un minimo ®,,,;, = 3/2 cuando p; = py = 1.
Esto es, si mg esta en cualquiera de estos dos puntos p1, p2 con velocidad ce-
ro (en el marco de referencia rotacional), la configuracién de todo el sistema
serd estacionaria, con mg en la posicién de minimo de potencial. La ubica-
cién de dichos puntos (llamados Ly y Ls) coincide con la de dos tridngulos
equildteros cuya base la forman my y meo. Tal caso corresponde a C' = 3
para el que la curva de Hill se degenera en los dos puntos aislados Ly y Ls.

Otra soluciéon de equilibrio la constituyen los valores simultaneos & =
0, y=0, (00/0x) =0y (0®/0y) = 0; con lo que se encuentran otros 3
puntos de estabilidad L1, Lo, L3 sobre la linea que une a my y ms. A la
superficie rodeada por la curva de Hill se le conoce como Lébulo de Roche,
donde todo el material esta ligado gravitacionalmente a la estrella.

Inner

Orbital plane

Figura 1.1: Puntos de Lagrange y Lébulo de Roche.

Continuando con los tipos de acrecion, en el caso del desbordamiento
del I6bulo de Roche, la transferencia ocurre a bajas velocidades y toda la
materia que se transfiere se acreta por medio de la companera. Tipicamente,
la estrella que pierde masa es de mas de ~ 1.4 Mg . Si este es el caso, la
orbita y el tamano del 16bulo de Roche disminuird hasta ser menor que el de
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la estrella. Esta situacion se convierte rapidamente en inestable, acelerando
el proceso de transferencia de masa a una escala térmica:
GM? M/Mg)?
OMT 3% 107 aios —MMo)”
RL (R/Ro)(L/Lo)
Utilizando las relaciones de escala L oc M3°, R o M"® (Padmanabhan
2001, vol. 2), validas en el caso de que la masa de la companera sea mayor
que la del objeto compacto, obtenemos

(1.10)

Tter =

MO\ 2
Tter = 3 x 107 afios <M—®> . (1.11)

Suponiendo que la mayoria de la masa de la companera se transfiere en
esta escala de tiempo (~ 0.8 Mg ), obtenemos la tasa de tansferencia

3
Mpoche ~ 3 x 1078 <£> M, /afios. (1.12)
Mg

Aqui vemos que Mpoche < Mpaq solo st M < M. Sin embargo, esto

no ocurre pues aqui la masa del objeto compacto no es mayor que la de la
companera. Pero si ese fuera el caso, puede demostrarse que la transferencia
de masa provocaria un aumento en el tamano de la érbita, ademés de reducir
el tiempo de dicho proceso a escalas nucleares (Padmanabhan 2001, vol. 2):

-1
Touel = 1010 (%) (%) afios. (1.13)
Utilizando L o« M3®, tenemos M ~ 10710 My, /afio (M /M)>®, que es me-
nor que la tasa de acreciéon de Eddington sélo si M < 3Mg, aunque bajo
la primera suposicién M < 1.4Mg . Entonces concluimos que el desborda-
miento del 16bulo de Roche puede producir acrecién estable con M < Mpgaq
siempre que la masa de la estrella sea menor de ~ 1.4 M.

La situacion es algo diferente en el caso de los sistemas con estrellas com-
panieras masivas (M 2 15 Mg). Estas estrellas tienen fuertes vientos estela-
res, conduciéndoles a una alta tasa de pérdida de materia (~ 1079 M, /afo
o més) a fuertes velocidades (Vijento = (1 — 2) x 103km/s). De todo ese
viento, sélo una pequena fraccién sera capturada por la estrella de neutro-
nes. Podemos obtener el radio critico dentro del cual la acrecion tiene lugar
si igualamos la profundidad del potencial gravitacional del objeto compacto
(GM,,/racr) en el radio de acrecién con la energia cinética (por unidad de
masa) V,2,,.,,/2 del material en el viento. Asumiendo que todo el flujo de
particulas a través de un drea mr2,, es capturado por la estrella de neutro-
nes (que orbita a una distancia a de la comparera), la tasa de acrecién se
calcula como:

2 2 2
. mr . G~ M, . .
Meoer = 4—%; viento — <V47HQ> Myiento = S Myiento- (1'14)
Ta viento®
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Como puede verse, la expresion anterior depende fuertemente de la ve-
locidad de viento. Sia =50 Rg ¥ Viiento = 102 km/s, tenemos S ~ 5 x 1072,
Para tener una acrecién significativa, digamos, M., > 1072 Mg /ano, ne-
cesitamos Myiento > 2 x 1078 M, /afio. Estos vientos solo se encuentran
en estrellas de secuencia principal con masas mayores a (20 — 25) Mg y en
supergigantes azules mayores que (15 — 20) M.

Estos resultados nos llevan a una conclusiéon importante. Suponiendo
que los remanentes compactos (relativistas) como una estrella de neutrones
o un agujero negro pueden formarse al lado de estrellas de cualquier masa,
los sistemas binarios de acrecién persistente pueden surgir inicamente de
dos maneras:

a). Un objeto compacto y una companera de baja masa (< 1.4 Mg) en la
que la acrecién se debe al desbordamiento del 16bulo de Roche.

b). Un objeto compacto y una companera de alta masa (2 15 Ms) que
acreta debido al fuerte viento estelar.

En el rango de (1.4—1.5 M) los vientos son muy débiles para que ocurra
(b), mientras que (a) es impedido por la luminosidad de super-Eddington.
De aqui que las estrellas con masas en este intervalo no produzcan acrecion
continua en sistemas binarios.

A estas dos clases de sistemas de acrecién se les llama cominmente bina-
rias de rayos X de baja masa (LMXB) y binarias de rayos X de alta masa
(HMXB) “. Estas binarias de rayos X son sistemas que pueden contener
tanto una estrella de neutrones como un agujero negro, acretando material
desde la companera; y como se ha dicho, son las fuentes més brillantes de
rayos X en el cielo.

En las BRXAM la comparfiera es una estrella de tipo O 6 B (M 2 10 M)
cuya emisién predomina en las bandas del 6ptico y UV, siendo comparable
o incluso superior a la de rayos X. Esta estrella pierde masa por viento
estelar a una tasa de M ~ (10710 — 1076) M, /ano y con una velocidad
v =~ 2000 km/s. La fuente de rayos X es alimentada por una fraccién de la
masa del viento estelar que es acretada. En general, las BRXAM muestran
fuertes llamaradas (flare-ups), pulsaciones de rayos X, rafagas transitorias
(transient outbursts) y variabilidad en escalas de tiempo de minutos. La
escala de tiempo caracterfstica de las BRXAM es de Tprx anm =~ 5x 10* afios.
Hasta el anio 2001 se habian encontrado ~ 50 BRXAM en nuestra galaxia,
con lo que se puede deducir una tasa de formacién de ~ 10~3 por afo, que
es apenas el 10% de la tasa de aparicién de supernovas tipo II en nuestra
galaxia. Esto implica que de 1 a 3 de cada 10 estrellas de neutrones en la
galaxia estan en BRXAM.

Por otro lado, las BRXBM contienen companeras mas tardias que AV,
con M < 2 Mg, y una emisiéon que puede verse dominada por el disco de

4Por sus siglas en inglés. En adelante se utilizardn las abreviaturas: BRXBM y BRXAM
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acrecién. Estos sistemas aparecen como objetos tenues de color azul en la
banda del 6ptico. La escala de tiempo para la transferencia de masa es de
TerxBM 2, 10% afios, mientras que al haber ~ 100 BRXBM (2001) en la
galaxia, la tasa de formacién es ~ 1075 por afio, i.e., 1 de cada 10*° (la
tasa de formacion es menor que la de formacién de supernovas tipo II por
un factor de 10*?) estrellas de neutrones en nuestra galaxia es parte de una
BRXBM.

Si la acrecion es esférica, sobre el remanente compacto de masa M y
radio R se acumulard una cantidad de materia AM = M (2GM/R?)'/? so-
bre una escala de tiempo dinamica. La densidad de columna a causa del gas
acumulado serd de C' = AM /(47 R?). Expresando M en términos de la lumi-
nosidad de acrecién L = (GMM/R), con lo que C' = RY2L/[4x(GM)*/?].
Para una estrella de neutrones, C' ~ 0.7 gm/cm?, suficiente para que los ra-
yos X puedan escapar del sistema, lo que no ocurre para las enanas blancas
(C' ~ 22 gm/cm?), pues los rayos X son comtinmente detenidos a densidades
de columna de unos pocos gramos por centimetro cuadrado.

§1.3. Acrecion

Ya hemos hablado de como la naturaleza del sistema define el tipo de
acrecion con que el objeto captura masa de la companera. En esta seccion
se discutira brevemente la dindmica de los materiales gaseosos, que orbitan
en un plano alrededor del objeto compacto que constituyen los discos de
acrecion.

§1.3.1. Caracteristicas

Una manera de tratar la formacién del disco es al observar que este se
forma cuando el momento angular especifico J de la materia que se acreta
sobre el remanente compacto es muy grande para caer directamente sobre
él, esto es, que el radio de circularizacién R.;.., donde la materia pierde
energia pero no momento angular,

J2

Rcirc = G—]Wl’

(1.15)

es mayor que el radio efectivo R del objeto compacto M. Es decir:

1). Si R > Rgire, la materia acreta directamente.

). Si R < Reire, la materia debe perder momento angular para acretar

En las binarias de rayos X el caso (ii) siempre se cumple, como cuando
la acrecién se da por desbordamiento de l6bulo de Roche. La excepcién la
constituyen los objetos con un importante campo magnético, como ocurre
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en algunas estrellas de neutrones y enanas blancas en las que ademas la
acrecién se de por viento estelar.

Algunas enanas blancas pueden tener los momentos magnéticos (u =
BR?) més grandes que cualquier objeto astronémico (més de 10%* G em?),
causando que el radio magnetosférico r, sea incluso comparable con el de
separacion a de la binaria. Un ejemplo ilustrativo de esto lo dan algunas
Variables Cataclismicas (binarias donde el objeto compacto es una enana
blanca), como AM Herculis, donde la razén r,/a es tan grande que se su-
prime la formacién del disco.

Suponiendo que la materia puede orbitar a R, ésta debe perder
energia a un ritmo mayor al que se pierde momento angular. Esto indica
que la acrecién debe ocurrir a través de una secuencia de orbitas circulares
con una disminucién gradual de J; si ademds no existe un elemento externo
que disminuya la cantidad de momento angular, como el campo magnéti-
co ®, el proceso sélo puede completarse si J es transportado hacia afuera,
por lo que el borde del disco se extiende a una distancia mucho mayor de
Reire. La mayoria del momento angular original es llevado hacia afuera de
esta manera, donde puede regresar a la érbita de la companera a través de
fuerzas de marea.

El agente responsable de la disipacién de energia y del transporte de
momento angular es la viscosidad, aunque la fisica detras de este concepto
es hasta el dia de hoy poco clara. Esto da como resultado que la teoria
de discos de acrecion cuente con distintas suposiciones sobre el comporta-
miento de ésta para explicar fenémenos como la inestabilidad. Sin embargo,
hay propiedades de los discos estacionarios que son independientes de la
viscosidad, lo que permite darnos una buena idea sobre sus caracteristicas.

§1.3.2. Modelo de Discos Delgados

Esta configuracion se basa en la suposicion de que los discos de acrecién
existen practicamente sélo en el plano, con un grosor H mucho menor que
el radio R. Esto requiere que la luminosidad sea mucho menor que la de
Eddington. Si L 2 Lpg4q la fuerza de radiacién es comparable con la de la
gravedad, por lo que la estructura gaseosa en el eje vertical puede sostenerse
contra ella, haciendo que H =~ R. Si (L/Lpq4q) < 1, la radiacién no puede
soportar la caida de materia, con lo que H < R. Sin embargo, es necesario
verificar si la presién puede proveer del soporte necesario.

Puesto que la componente vertical de la aceleracién a la altura H es

SEl campo magnético puede impedir la libre circulacién del material acretado (plasma)
a lo largo de las orbitas debido al choque de las lineas de campo del plasma con las del
objeto compacto, lo que disminuiria la velocidad del material y con ello, su momento
angular
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(%) (&)

se requiere que el soporte vertical sea

GMN (HN _1)0P
R? R) ploz

donde P,y p. son la densidad y la presion centrales, respectivamente, y M
es la masa del objeto compacto central. Si la velocidad azimutal de un fluido
en una érbita kepleriana es vy = (GM/R)'/2, podemos escribir la condicién
anterior como

aproximadamente

P,
T pcH’

(1.16)

P H?
2 28 )2 (1.17)

C. ™~ >~V —.
pe  °R?

Para que el disco sea delgado, debe ocurrir que H < R, que equivale
ac < ’U%. En el mismo limite, la aceleraciéon radial debida a la presion
estd dada por:

Lor ~ Fe zézG—MH—Q, (1.18)
plOR|  p.R R  R? R?

lo cual es mucho mas pequeiio que la aceleracién gravitacional cuando H <

R. Esto muestra que el fluido en un disco delgado se mueve en una o6rbita

kepleriana con un alto grado de precisién.

Lo siguiente es considerar la érbita de un disco en estado estacionario,
tomando en cuenta la posibilidad de pérdidad de momento angular mediante
algiin mecanismo. La cantidad de materia que cruza por algtin radio R por
unidad de tiempo es

M = —27R Y vp, (1.19)

donde vg es la velocidad radial del gas (vp < v4, la velocidad azimutal)
y X(R) es la densidad de superficie del disco, integrada en direccién z. En
un disco kepleriano, la velocidad angular de rotacién varfa como Q(R) =
(GM/R*)'/2, por lo que el momento angular especifico varfa como R?Q o
RY2, que disminuye con R. Esto nos indica que la acrecién a través de
orbitas keplerianas sucesivas es posible sélo si constantemente se pierde
momento angular por alguna torca provocada por la viscosidad. Si tomamos
la aceleracién causada por el cambio de momento angular como RdS2/dR,
podemos calcular la fuerza viscosa por unidad de longitud alrededor del

radio R como: 5
—uvER( =
F =vXR <dR> ,

donde v es algin coeficiente no especificado de viscosidad. Con esto, la torca
de la viscosidad alrededor de toda la circunferencia es:
dQ2

G(R) = (2nRF)R = v ¥ 21 R? (E) : (1.20)
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La direccién de la torca es tal que para un radio menor que R, la direccién
que ésta le da al fluido es hacia atras, perdiendo momento angular; y si por
el contrario, el radio aumenta, se incrementa .J.

Para determinar la estructura radial del disco debemos igualar la torca
anterior con la tasa de pérdida de momento angular especifico. Para esto,
consideremos un anillo en el disco ubicado entre los radios Ry dR+ R y
supongamos que para cierto tiempo, una cantidad M entra al anillo R+ dR
con momento angular especifico (R + dR)*[Q(R + dR)] y lo deja en R con
R%[Q(R)]. De ésta manera, podemos ver que la pérdida neta de momento
angular en el anillo de fluido por unidad de tiempo es

d(R%Q)
dR

M[ ]dR.

La pérdida de momento angular se debe a que la torca actia sobre R y
R + dR, cuyo efecto neto es (dG/dR)dR. Es decir:

LA(R?Q)  d 4dQ
M= =~ |:I/227TR | (1.21)

Utilizando Q(R) = (GM/R?)Y/? ¢ integrando, obtenemos

M
VY RY? = 3—R1/2 + constante. (1.22)
s
La constante de integracién, como es de suponer, puede determinarse bajo
condiciones de contorno. Una posibilidad es asumir la existencia de un radio
R;n: como el borde interior del disco. Entonces, para calcular la constante
decimos que el lado derecho de la ecuacién (1.22) es cero en Rjy,, por tanto:

vy = 3% [1 - (Rgt>l/2] . (1.23)

El valor de R;,; varia segin sea el caso. Si se trata de un hoyo negro,
Rint = 6(GM/c?) que es el radio marginal de la tltima 6rbita estable. En el
caso de una estrella de neutrones o una enana blanca, R;,; puede tomarse
como el radio del objeto si el campo magnético es nulo. En el caso de que
éste exista, la situacién se complica y el radio debe calcularse a partir del
balance entre la presién del campo magnético y la presién ram ¢ (o de
empuje). Este calculo puede hacerse de una manera aproximada (sin tomar
en cuenta la geometria del campo) suponiendo que a una distancia R, el
campo magnético se comporta como un dipolo, esto es, B(R) = (Ry/R)?By;

5La presién que produce el movimiento de un fluido contra alguna superficie, en este
caso, la presién originada por la caida de material sobre la estrella
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donde By es el campo magnético en la superficie del objeto compacto de
radio Ry. La presion magnética en R debida a éste campo es:

[B(R)* _ B§ R§

8 " 8aR0 (1.24)

P, mag —
Si aunado a esto, suponemos que la materia acretada cae desde infinito
con una velocidad v; =~ (GM/R)'/2, se obtiene que la tasa de acrecién es de
M = (47 R?pv), donde p es la densidad del gas. Este gas ejerce una presién
ram P, = pv?, que también puede escribirse como
M [GM
s | (1.25)
AT R R

Igualando esto ultimo con la presién magnética (ec. 1.24) se determina

el radio de la magnetosfera para el caso de la caida libre:

Ry ~ G- VTBY R M=V N2 (1.26)

Bajo los pardametros de una estrella de neutrones tipica, R, ~ 100 veces
el radio de tal estrella, con lo que se muestra que existe una amplia region
entre el disco y la superficie de la estrella que es dominada por el campo
magnético. Para una enana blanca, R,, es mayor al de la estrella inicamente
si B > 10° G; magnitud que no todos esos objetos alcanzan. La existencia
de dicho campo indica la existencia de una columna de acrecién formada
en los polos magnéticos, por donde el material entra finalmente al objeto
central.

El valor de la luminosidad en el disco de acreciéon puede obtenerse si
se calcula la tasa a la que el material se calienta por la disipacion de la
viscosidad. Puede demostrarse a partir de la ecuacién de cambio de energia
para un fluido viscoso ” que esto equivale a D(R) = (1/2v)t;;t;; (Shapiro
& Teukolsky 1983), donde t;; son las componentes del tensor de esfuerzos
para la viscosidad, que en un disco delgado tiene sélo componentes para el
movimiento radial en el plano orbital:

1 Ve
t?“¢ = t¢7" =V ;Ur’d) =+ ’U¢7T — ? . (127)
Como v, 4 = %zg = 0; vy = rQ = (GM/r)"/2, entonces
3 3 (GM\'?
trp —51/9 = -5V ( 3 > . (1.28)

Por lo tanto, para todo el disco (utilizando 1.23):

"Bs decir: % (%112 +u) =v- % + %, donde p‘ji—‘t’ = —VP + V -t es la ecuacién de

FEuler para un fluido con viscosidad y du = —Pd% + T'ds.
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N\ 1/2
1— <Rznt> ]
R

GMM
2Rint )

1, 3GMM

DRy =25t = g

y finalmente, para la luminosidad:

L :/ D(R)2rRdR = (1.29)
Rint

Aqui puede verse que L es la mitad de la energia potencial gravitacional
perdida en la caida desde infinito hacia R;,;. La otra mitad estd presente
como energia cinética en el fluido en R;,; y no se disipa en calor: se pierde
dentro del hoyo negro o en la frontera de la columna de acrecién en el caso
de un objeto compacto con superficie.

Como se ha dicho, el otro mecanismo de acreciéon ocurre mediante viento
estelar. Sélo una muy pequena cantidad del plasma eyectado (< 0.1%) es
capturado por la estrella compacta, y dado que tal material tiene muy poco
momento angular, la acrecion es casi esférica. Una manera de modelar este
tipo de acrecién es suponiendo que el objeto compacto se encuentra dentro
de un gas de extensién infinita y en resposo; a lo que se le llama Acrecion de
Bondi (1952). En pocas palabras, a partir de las ecuaciones de continuidad
y de Euler de hidrodinamica no-relativista, se obtiene que la velocidad a la
que se acreta el gas obedece la ecuacién:

1 v?\ dv 2 GM
Sl (P RO T 1.30
v( vg) dr T+T27)§’ ( )

donde v, es la velocidad del sonido dada en términos de presién y densidad
vs = /7P/p cuando el gas sigue una relacién politrépica P = p7. La
velocidad v es igual a vs en el punto sénico:

GM
rs = . (1.31)
20,
Para la acrecion esférica, la ecuacion de continuidad es:
M = 47 R?pv = constante. (1.32)

Si se escribe la velocidad del sonido en el punto sénico como

ve(rs) = (5_237)1/2 Voo, (1.33)

se encuentra que M es:

M

5—3v/2(v—1) 2
( : ) % (1.34)

32
Vs,00
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donde poo ¥ V5,00 son la densidad y la velocidad de sonido evaluadas en oo.

En el caso de que el gas posea alguna rotacién, aunque ésta sea muy
pequena, las lineas en las que el material es acretado bajo la simetria esférica
dejan de ser radiales, formando parabolas cuyo foco estd en la estrella (que se
supone puntual), por lo que las lineas de corriente no acaban en la superficie
de la estrella, como es el caso de la acrecion esférica. Para el material que
estd fuera del plano ortogonal al eje de rotacién (y que pasa por el centro de
la estrella), las particulas que estdn en trayectorias opuestas simétricamente
chocan estre si, por lo que la componente de la velocidad perpendicular al eje
de rotacién se anula, produciendo una onda de choque y la energia cinética
liberada es radiada en forma de calor. Lo anterior da como resultado que
las particulas del gas limiten su movimiento al plano meridional alrededor
del objeto compacto, formando un disco de acrecién.

Sin embargo, esto es un caso ideal y no se ha tomado en cuenta el
campo magnético (en el caso de que no se trate de un hoyo negro) ni que el
gas proviene de un flujo mas o menos constante de viento estelar. Incluso la
aproximacion relativista del modelo de Bondi indica que existen trayectorias
del gas que ain fuera del plano pueden llegar a la superficie del objeto,
con lo que la simetria de disco se pierde. En general, existen modelos para
cada caso de acrecion: hoyos negros, estrellas de neutrones y enanas blancas
con campo magnético y sin él. Cada caso depende de las particularidades
del sistema, pero los dos ejemplos anteriores son suficientes para ilustrar a
grandes rasgos lo que sucede en las binarias de rayos X, i.e., si se trata de
una de baja o alta masa.

§1.4. Fenémenos de Rayos X en Sistemas Bina-
rios

§1.4.1. Caracteristicas

Ya se ha hablado un poco sobre la luminosidad en los discos de acrecion
alrededor de los objetos compactos, pero ain no se ha dicho el porqué ésta
llega a alcanzar energias de rayos X. Para iniciar esta seccién, trataremos
muy brevemente esta situacion.

Para un cuerpo que radia a la luminosidad de Eddington (ec. 1.2), te-
nemos:

drGMmpc

ar

M
Lpad = = 1.3 x 10° (W) erg/s. (1.35)

Igualando con la luminosidad de un sistema de tamano R que radia como
cuerpo negro con temperatura 1" se obtiene

M 1/4 R —1/2
T~18x 108K [ — — . 1.
8 x 10 (M) <1km> (1.36)
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Como 108K es del orden de temperaturas a las que se radia en rayos X, el
objeto alcanzara esas frecuencias si M ~ Mg, para R ~ 1 km.

Existen diversos mecanismos que conducen a la emisién en rayos X en los
discos de acrecién, aunque en general estos se concentran en la zona interior
del disco. Cuando no se trata de un hoyo negro, los rayos X pueden también
emitirse como resultado de la explosién del material acretado en la superficie
del objeto. En ambos flujos de rayos X se observa una variabilidad que se
caracteriza por producirse en escalas dinamicas de milisegundos; por ésta
razén a los fenémenos de rayos X en los que se encuentra dicha variabilidad
se les conoce como oscilaciones de milisequndo. Esto puede verse a partir
de las escalas de tiempo dindmicas en las cercanias del objeto compacto. Si
T es el tiempo caracteristico:

3\ /2

Para una estrella de neutrones de 1.4 My, si la distancia R es de 10km,
entonces 7 ~ 0.7ms; y a 100km, 7 ~ 2ms. Para un hoyo negro de 10 M,
a un radio de 100km, 7 ~ 1ms. De lo anterior vemos que los milisegundos
son la escala de tiempo natural de los procesos de acrecién en las zonas
de emisién de rayos X, por lo que una fuerte variabilidad en los rayos X
en dicha escala es muy probablemente provocada por un movimiento de
materia en esas regiones.

Estos flujos de materia se localizan en regiones con campos gravitacio-
nales intensos, por lo que en los fenémenos que ahi ocurren se observan
efectos de relatividad general. Esta es la principal motivacién para estudiar
dichos fenémenos: para analizar los efectos realtivistas de la materia y del
espacio-tiempo.

Hasta ahora, se han observado 3 fenémenos de milisegundo en las bi-
narias de rayos X. El primero en descubrirse fué el de las Oscilaciones
Cuasi-Periodicas de Kilohertz, que se suponen actualmente provocadas por
movimientos orbitales en el flujo de acrecién (como se supone en la simula-
cién de este trabajo). A continuacién se vieron las “oscilaciones de rafaga”
o Burst Oscillations causadas probablemente por el giro de una capa en la
atmosfera de la estrella de neutrones en corotacion con la propia estrella. Y
por ultimo, mediante mediciones de satélite se descubrieron los pulsares de
milisegundo, cuya existencia ya se habia predicho..

En lo que resta de este capitulo hablaremos de estos tres fenémenos
(aunque en distinto orden al presentado arriba), pues presentardan un buen
panorama sobre los fenémenos de variabilidad en binarias de rayos X como
antecedente al andlisis de la oscilaciones cuasi-periédicas.
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§1.4.2. Pulsares de Milisegundo

Como hemos visto en la introduccién, uno de los posibles escenarios de
evolucién estelar es el de la formacién de un remanente compacto, como
una estrella de neutrones. Durante el colapso hasta la formacion final del
remanente, puede que se conserve momento angular en cierta cantidad. Si
el momento angular al inicio del precolapso es de Ji, ~ M QinR?n, para
que se cumpla Ji, = Jg, se requiere que Qg, ~ Qin(Rin/Ran)?; v si la
razén entre el radio inicial y final es ~ 10°, con velocidad angular inicial de
Qin = (27/20dfas), la estrella de neutrones tendra una muy alta velocidad
de rotacién:

Qfn ~ (27/1074seg). (1.38)

Los objetos con estas caracteristicas son conocidos como Pulsares. Como
ademads el campo magnético en estos objetos puede ser muy importante, po-
demos distinguir dos ejes, el de rotacion y el magnético. En general, estos ejes
no estan necesariamente alineados, por lo que al rotar la estrella esta pue-
de actuar como un dipolo magnético, emitiendo radiacion electromagnética
que se detecta como una senal periddica si el observador se encuentra en la
direccién de los polos magnéticos.

El término pulsar de milisequndo se refiere usualmente a pulsares con
periodos de rotacién < 10ms, aunque este limite es algo arbitrario. Otra
caracteristica que distingue a estos objetos son los débiles campos magnéti-
cos (~ 10® — 10° G), tres 6rdenes de magnitud menores que el calculado
para la mayorfa de los pulsares. Aproximadamente el 80 % de los pulsares
de milisegundo han sido encontrados en sistemas binarios, lo que contrasta
con el hecho de que sélo el ~ 1% de los pulsares con periodos de rotacién
mayores estan en binarias.

Se cree que los pulsares de milisegundo adquieren la velocidad de ro-
tacién mediante los procesos de spin-up durante la fase de acreciéon de sus
companeras. En la mayoria de los pulsares de rayos X en los que la estrella
de neutrones acreta mediante un disco, se ha visto que el periodo de rota-
cién disminuye constantemente, por lo que no parece exagerado sugerir que
el mecanismo para la creacion de pulsares de milisegundo es el spin-up.

Existen 3 importantes factores que determinan el spin-up: el campo
magnético de la estrella de neutrones, la duracién de la acrecion, y la tasa a
la que acreta. La masa de la companera que pasa al disco de acrecién pierde
momento angular conforme se acerca al remanente compacto, mediante me-
canismos de viscosidad debidos a la rotacién diferencial a lo largo del disco.
Durante este acercamiento, la materia se mueve en orbitas keplerianas hasta
que se acerca a la magnetosfera de la estrella de neutrones, donde el campo
magnético es lo suficientemente fuerte para dominar la dindamica, obligan-
do a la materia a co-rotar con la estrella. Si para que esto ocurra, se debe
acelerar la materia en el disco a una velocidad angular mayor, la estrella de
neutrones perderd momento angular; mientras que si la co-rotacién deman-
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Figura 1.2: Espectro de potencias y perfil de pulsos (recuadro) del primer
pulsar de milisegundo en rayos X descubierto (Wijnands & van der Klis
1998).

da que la materia del disco sea desacelerada a velocidades sub-keplerianas,
una parte del “exceso” de momento angular pasard a la estrella via torcas
magnéticas. Luego de cierto tiempo, se alcanzara un estado de equilibrio
para la velocidad de co-rotacion, correspondiente a la de la orbita kepleria-
na en la frontera de la magnetosfera. Bajo estas condiciones, el periodo de
rotacion de la estrella de neutrones igualard al del movimiento kepleriano
en la frontera del campo magnético. A esto se le conoce como el periodo de
equilibrio Py, y estd dado por:

1/2
o R}
Py=— 1 _gp|ma) 1.39

T Qu(r = Ronag) ( GM > (1.39)

aqui €2, denota la velocidad kepleriana, R, es el radio de la magnetosfera
y M es la masa de la estrella de neutrones. El célculo de (1.39) puede hacerse
hallando el Radio de Alfvén, i.e., la distancia desde la estrella de neutrones
en la que el campo magnético iguala la presién ram. Esto se hace igualando
las ecuaciones (1.24) y (1.25), de donde se obtiene:

26 2/7
Ra— <.37R> . (1.40)
MA~2GM

Sustituyendo esto en (1.39) se obtiene:

M N\ M
Py = 1.9msB9< > ( : )Réﬁﬁ, (1.41)

donde By es el campo dipolar de la estrella de neutrones en la superficie
en unidades de 10° G y Rg es el radio de la estrella en unidades de 10° em.
De acuerdo con este resultado, para que una estrella acelere su rotacién
en periodos de milisegundos es necesario que el campo magnético sea bajo
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(< 10°G), lo que esta de acuerdo con las observaciones. Pero incluso si
este campo magnético es lo suficientemente bajo, la estrella no podra acele-
rarse si el tiempo de acrecién no es lo suficientemente largo para depositar
el momento angular necesario (esencialmente, J es el producto de la tasa
de acrecién y el momento angular kepleriano especifico en la frontera de la
magnetosfera). A este ritmo, la estrella de neutrones alcarnzara el equili-
brio luego de que una masa total de AM ~ 0.1 Mg (Pyy/1.5ms)~*3 haya
sido acretada. Si la tasa de acrecién es la de Eddington, este equilibrio se
alcanzaré al pasar ~ 107 afios. Pero para que lo anterior ocurra, es necesaria
una cosa mas: si la masa de la companera es mayor que la de la estrella de
neutrones, los periodos de acrecién necesarios no se alcanzaran, puesto que
poco después del desbordamiento del 16bulo de Roche la transferencia de
masa se volverfa inestable y la duracién del proceso serfa < 10 afios. Por
esta razon, se piensa que los progenitores de los pulsares de milisegundo son
BRXBM, en los que la estrella companera es de menor masa que el objeto
compacto. Si éste es el caso, y ocurre la transferencia de masa, la drbita
tiende a expandirse, manteniendo la acrecién estable y suficientementa alta
para acelerar la rotacion del objeto central.

Luego de lo anterior, no es de extranarse la posibilidad de que, luego
de alcanzar la estabilidad, la estrella de neutrones contintie acelerandose.
Esto depende de que el objeto rote con una velocidad angular minima pa-
ra no destruirse por fuerzas centrifugas, que tedricamente, depende de la
ecuacién de estado del material de la estrella. Con los modelos actuales,
los periodos de rotacién minimos estan en el rango de 0.5 — 1.5ms, pero
no hay evidencia observacional que lo sustente. Sin embargo, se ha pensa-
do en otros mecanismos que limiten el incremento de rotaciéon, como por
ejemplo, que conforme los pulsares se aceleran, éstos se vuelven inestables
y en consecuencia aparecen deformidades que conducen a la emisién de on-
das gravitacionales, pudiendo alcanzarse un equilibrio entre la emisién y
la ganancia de momento angular alrededor de 10 — 30 % mayor al perfodo
de rotaciéon minimo mencionado anteriormente. Sin embargo, la viscosidad
puede suprimir tales inestabilidades.

§1.4.3. Oscilaciones de Rafaga

Ciertas fuentes de rayos X que muestran incrementos dramaticos de
luminosidad por periodos cortos de tiempo son llamadas Rdfagas de Rayos
X (X-ray Bursts): en estas fuentes 10%? ergs de energia son liberados en
~ 10s. El inicio del destello es muy rapido ~ 1s con incremento en todas
las bandas del espectro, diferente a lo que sucede durante el decaimiento,
donde el decremento es distinto para las diferentes frecuencias (més rapido
para las mas altas).

La acrecion de hidrégeno del disco hacia la estrella de neutrones crea una
capa de dicho material alrededor del objeto que al fundirse nuclearmente
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Figura 1.3: Espectro de frecuencias de una rafaga en la fuente de rayos
X SAX J1808.4-3658 (Chakrabarty et al. 2003). Durante el inicio de la
rafaga 397 ~ 403 Hz y alrededor de 401 Hz pueden verse oscilaciones
en milisegundos, a diferencia del pico de amplitud. La linea punteada
indica la frecuencia que se supone para el pulsar. En el eje x se miden los
segundos desde el inicio de la rafaga y el conteo de rayos X en unidades
del instrumento PCU, unidad de conteo proporcional.

forma una capa de helio. Si las densidades y las temperaturas en esta capa
alcanzan el punto de fusién, la superficie sufrird un rapido e inestable quema-
do del helio, produciéndose un destello termonuclear que alcanzard energias
de rayos gama; incluso, la acreciéon de més helio puede producir una nueva
rafaga poco tiempo después, siendo mads energéticas las que acumulan mayor
cantidad de helio, con un tiempo entre las distintas acreciones de ~ 3 hrs.
Con este modelo, el rapido incremento de temperatura y el posterior enfria-
miento durante el evento termonuclear puede reproducirse correctamente.
Sin embargo, existen otro tipo de rafagas en las que los destellos ocurren a
intervalos de tiempo muy corto para poder ser explicados por dicho modelo.
Hoffman, Marshall y Lewin (1978) introdujeron la clasificacién de Tipo I y
Tipo II y sugirieron que las rafagas repetitivas (tipo II) son producidos por
inestabilidades en la acrecion y los del tipo I por destellos termonucleares.

Durante la fase inicial de las rafagas de tipo I, tal parece que la ge-
neracion de energia es anisotropica debido a que la aparicion de multiples
destellos, unos mas cercanos que otros, sugiere que no todo el combustible
disponible se quema en cada destello, es decir, s6lo una parte de la superficie
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se funde; aunque esto puede ser ocasionado también por la interaccién con
el campo magnético o en algunos casos, por las irregularidades de la capa.
La emisién anisotrépica que resulta de lo anterior produce un fenémeno
de semiperiodicidad que en teoria puede ser observado, por lo que diversos
grupos, desde 1980, realizaron biisquedas de oscilaciones en los destellos de
rafaga. Sin embargo, fué hasta 1996 cuando se detecté la primera fuente
irrefutable de oscilaciones en réfagas de tipo I con una variaciéon de 363 Hz
en un espectro de 32s de duracién, justo antes del comienzo de la rafaga.

Algunas oscilaciones son lo suficientemente fuertes para durar al menos
~ 1s durante el inicio de la rafaga, para luego observarse s6lo muy débil-
mente o en absoluto y finalmente aparece por ~ 10s durante la cola de la
explosién. Usualmente la frecuencia se incrementa por 1 —2Hz al final de la
rafaga, convergiendo a una “frecuencia asintética”, que tiende a mantenerse
estable de réfaga a rafaga, con variaciones de ~ 0.1 % (que coincide con lo
esperado por corrimiento Doppler orbital).

Una posible explicacién (y quiza la mas aceptada), consiste en que existe
un punto o varios de alta temperatura (hot spots) en alguna capa de la
atmosfera de la estrella de neutrones que rota algo mas lento que la propia
estrella, debido a que se expanden de 5 — 50m durante la rafaga, pero
conservando su momento angular, por lo que la variaciones en la frecuencia
del espectro son causadas por la aceleracion de la atmosfera conforme ésta
se contrae durante el decaimiento de la rifaga. La frecuencia asintética
corresponde a una atmésfera totalmente contraida, con una velocidad de
rotacion muy cercana a la de la estrella. Si éste fuera el caso, se esperaria
un decaimiento de la frecuencia durante el inicio de la rafaga, aunque no
hay suficiente evidencia observacional de que esto ocurra. Una caida de la
frecuencia que ha podido observarse durante el final de la rafaga se explica
por una entrada adicional de energia termonuclear al final del evento.

Las amplitudes de las oscilaciones varfan en un rango de ~ 50 % (rms)
respecto al flujo del inicio de la rafaga hasta entre 2 y 20% durante el
decaimiento. Bajo el modelo de hot spots, la amplitud de las oscilaciones
depende entonces de “que tan compacta” es la estrella, factor definido por
R/ R donde R es el radio de la estrella de neutrones y Rg = GM/ e es el
radio gravitacional, por lo que entre mas compacta es la estrella, menor es
la amplitud de la oscilacién.

A pesar de que se han podido explicar muchas de las caracteristicas
de las oscilaciones de rafaga, quedan ain varias dudas, principalmente el
explicarse el porqué no en todas las réafagas se presentan estas variaciones
en el espectro de frecuencias.

§1.4.4. Oscilaciones Cuasi-Periddicas

Las oscilaciones cuasi-periddicas (OCP) fueron descubiertas por van der
Klis en 1985 en el flujo de rayos X de la fuente GX 51 (4U 1758-25) que per-
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tenece a la clase de BRXBM, con variaciones en las frecuencias del espectro
de potencias de 0.5ms — 2s. Sin embargo, como se ha dicho antes, habia
un sustento tedrico suficiente para suponer la existencia de fenémenos de
variabilidad en la escala de kHz como en efecto sucedi6 con los dos fenome-
nos mencionados arriba. En el caso de las oscilaciones cuasi-periddicas la
busqueda termind en Febrero de 1996 cuando en el Centro Espacial God-
dard de la NASA se descubrieron las primeras OCP de kHz en la fuente Sco
X-1 (4U1728-34), s6lo dos meses después del lanzamiento del satélite Rossi
X-ray Timing Explorer o RXTE (van der Klis et al. 1996). Estos aparecieron
como dos picos en el espectro de frecuencias en el rango de 300 — 1300 Hz,
con una separacién entre ambas de 300 Hz. Por lo general, la frecuencia de
ambos picos se incrementa con el flujo de rayos X. Ver figura (1).

Primeras Interpretaciones

Poco tiempo después del descubrimiento de las OCP de kHz, se pensé que
estas podian surgir a causa de los movimientos orbitales de la materia que
acreta alrededor del objeto compacto o como un batimiento entre tales in-
teracciones orbitales y la rotacién del objeto central (Van der klis et al. 1996,
Strohmayer 1996). Incluso, al tiempo del hallazgo, un modelo de batimien-
to de frecuencias por interaccion de la rotacién del objeto con las érbitas
estaba en uso para OCP lentas en BRXBM, por lo que de inmediato se
aplico a las de kHz. Si vy es la frecuencia mas alta del par de picos y v la
mas baja, la interpretacion que da el modelo de batimiento de frecuencias
es que vy es Uy, para algun radio del disco, v; es la frecuencia de batimien-
to entre vo v Vrot, ¥V Vot €8 la frecuencia de rotacién del objeto compacto,
entonces vy = Upat = Vorh, — Vrot & V2 — Vrafaga donde la aproximacion viene
de Vrgfaga = Vrot. Posteriormente, este modelo fué perfeccionado en la forma
de “modelo de batimiento de frecuencia de punto sénico” por Miller et al.
(1996, 1998) donde el radio en la érbita es el punto sénico (el radio interno
del disco kepleriano).

El modelo de batimiento (ver §1.5.1) implica entonces que la separacién
entre los picos Av = vy —vq de las OCP de kHz debe ser igual a la frecuencia
de rotacion del remanente compacto .o, por lo que ésta debe ser constante
y casi igual que ygfaga. Sin embargo, se ha encontrado que esto no es asi,
por lo que se han propuesto modelos donde la precesién relativista de una
paricula libre pueda explicar la variaciéon de Av.

Dependencia en el Tipo de la Fuente

Existen diferencias entre las OCP que pueden verse en funcion del tipo de
fuentes en las que se observen. Estas son las fuentes “Z” y las tipo “atolén”,
figuras 1.4 y 1.5. Las del primer tipo fueron llamadas asi debido a las pistas
en forma de Z que se trazan en las graficas de rayos X en color-color y en
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los diagramas de dureza-intensidad en escalas de tiempo de horas a dias.
Son BRXBM mas luminosas, pues en rayos X ésta es muy cercana a la de
Eddington, L, ~ Lggs. Las fuentes de atolén producen pistas en forma de
U o C, las cuales recuerdan al mapa de un atolén debido a que en el limbo
izquierdo de la U el movimiento del diagrama se vuelve mas lento, por lo
que la pista se rompe en forma de “islas”. La mayoria de estas fuentes estan
en el rango de 0.01 — 0.2 Lggq (en la parte baja y derecha del diagrama),
aunque un grupo pequeno puede alcanzar 0.2 — 0.5 Lgqq.

T T T T T T
Horizontal Branch

Hard Color

3.4 345 35 355 36 3.65
Log (Intensity (c/s))

Figura 1.4: Fuente tipo Z del objeto GX 44040 (Jonker et al. 1999). Los
valores S, asi como los nombres de las distintas partes del diagrama son
caracteristicas convencionales de ambos tipos de fuentes.

La mayor parte de las caracteristicas espectrales de estas fuentes depen-
den, en general, de la posicién a lo largo de la pista de la Z o del atolon,
por lo que la fenomenologia es escencialmente unidimensional. En todas las
fuentes Z se observa que las OCP de kHz caen a los niveles mas bajos de
acrecion que se pueden inferir, y por otro lado, las OCP se vuelven indetec-
tables para los niveles mas altos. En las fuentes de atolén, donde la acrecion
es mas alta de lo que se infiere, esto no puede ser un efecto de sensitividad;
aqui las OCP son vistas en la parte baja de la pista, cercanas a la parte de
las islas, donde en algunas fuentes se detectan picos que suelen ser mucho
mas débiles que la mayor tasa de acrecién inferida.

Se ha observado que la frecuencia de las oscilaciones se incrementa a la
largo de las pistas si la tasa de acreciéon también aumenta. En escalas de
tiempo de horas a un dia, la tasa de acrecién inferida usualmente corres-
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Figura 1.5: [Fuente tipo atolén del objeto 4U 1608-52. (Méndez et al.
1999).

ponde a un aumento en el flujo de rayos X; sin embago cuando este flujo
decrece y no asf la M, se espera que la frecuencia se mantenga en correlacién
con la tasa de acrecién inferida, sin importar el flujo, situacién que se ha
observado en algunas fuentes.

Por tanto, las OCP se ajustan a la fenomenologia anterior para fuentes
Z y de atolon en BRXBM en términos de los tipos de éstas y sus estados,
incluyendo el hecho de que es la posicién en las pistas y no los flujos de
rayos X lo que determina la fenomenologia.

En las tablas 1.1 y 1.2 se muestran algunas de las observaciones de las
OCP de kHz, indicando las frecuencias donde se han visto cada uno de los
picos y la separacion entre ellos, en las fuentes Z y en las fuentes de atolon,
respectivamente.

Altas Gravedades y OCP

Las oscilaciones cuasi-peridédicas son potencialmente un instrumento pa-
ra establecer la masa y radio de las estrellas de neutrones, asi como para
probar efectos de relatividad general. La deteccién de la dltima érbita circu-
lar estable (UOCE) u 6rbita marginal puede constituir la primera deteccién
directa de un efecto relativista, probando que el radio de la estrella es menor
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Cuadro 1.1: Frecuencias de las OCP de kHz observadas en fuentes Z.

Fuente 1 Vo Av Referencias
(Hz) (Hz)  (Hz)
Sco X-1 565 870 307+5 Van der Klis et al. 1996a,b,c,1997b
845 1080 237+5
1130
GX5-1 215 505 298411 Van der Klis et al. 1996e
660 890 Wijnands et al. 1998c
700
GX 1742 645 Van der Klis et al. 1997a
480 785 Wijnands et al. 1997b
780 1080 2048
Cyg X-2 730 Wijnands et al. 1998a
530 855
660 1005 34629
GX 34040 200 535 Jonker et al. 1998, 1999¢c
565 840 33948
625
GX 34942 710 980 266+13 Zhang et al. 1998a
1020¢ Kuulkers & van der Klis 1998

Valores de vy y v2 de los picos de las OCP (redondeados al valor 5 mas cercano). Las entradas de
las columnas que no estan separadas por una linea horizontal indican los rangos sobre las cuales se
observé o infirié que varia la frecuencia, dichos rangos se combinan para diferentes observaciones.
Las entradas en una fila ininterrumpida significan que los datos fueron tomados simultdneamente.
(*) indica una deteccién marginal. Figura tomada de van der Klis 2000.

que la érbita marginal. Por otro lado, si las OCP de kHz son causadas por
el movimiento orbital alrededor de la estrella de neutrones, su frecuencia no
puede ser mayor que la de la érbita marginal.

Si uno de los picos de frecuencia v corresponde a un movimiento keple-
riano estable alrededor de una estrella de neutrones, es posible inferir los
limites de la masa y el radio de la estrella. Para una geometria de Schwarzs-
child, 1) el radio de la estrella R debe ser menor que el radio de la dérbita
kepleriana 7y, i.e.:

/
GM >1 ’ (1.42)

f<me= <47T21/2

y 2) el radio de la 6rbita marginal 7,4,y debe también ser menor que 7, es
decir:

M M 1/3 3
6C <<G ) 6 ¢ (1.43)

Tmarg = M< ——

g c2 4m2y? 2163/2Gr
La condicién 1) es un limite superior para R independiente de la masa,
mientras que 2) es un limite superior para M. A pesar de que ambas ex-
presiones son clasicas, dan idea muy cercana de lo que sucede en el limite
relativista.
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Cuadro 1.2: Frecuencias de las OCP de kHz observadas en fuentes de

atoldn.
Fuentes vy vy Av Referencias
(Hz) (Hz) (Hz)
4U 0614409 450 Ford et al. 1996, 1997a,b; Van der Klis
418 765 et al. 1996d; Méndez et al. 1997;
31242 Vaughan et al. 1997,1998; Kaaret et
825 1160 al. 1998; van Straatén et al. 1999
1215
1330
EXO 0748—676 695 J. Homan 1999, in prep.
4U 1608—52 415 Yéx&sl:’%radijs letl'célg.?lQI%& Berger let al.
; Yu et al. ; Kaaret et al.
440 765 3257 1998; Vaughan et al. 1997,1998;
475 800 32643 Méndez et al. 1998a,b, 1999; Méndez
865 1090 225+12 1999; Markwardt et al. 1999b
895
40U 1636—53 830 Zhang et dl 19964 b,1997a; Van der
900 1150 Klie cloal, 1996d; Vaughen ot al,
ang i ndn s et
950 1190 25144 al. 1997a; Méndez et al. 19
1230 Méndez 1999; Markwardt et al 1999b;
1070 Kaaret et al. 1999a
40U 1702—43 625 Markwardt et al. 1999a,b
655 1000 34447
700 1040 337+7
770 1085 315+11
902
4U 1705—44 775 1075% 298+11 Ford et al. 1998a
870
XTE J1723—-376 815 Marshall & Markwardt 1999
4U 1728—34 325 Strohmayer et al. 1996a,b,c; Ford &
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Candidatos a Hoyos Negros

Aunque durante anos se ha buscado en los fenémenos de milisegundos
marcas distintivas que permitan diferenciar a las estrellas de neutrones y
hoyos negros, incluso mediante las OCP (Titarchuk y Shaposhnikov 2005),
por lo general existen grandes similitudes entre los fenémenos espectrales
entre las estrellas de neutrones de bajo campo magnético y los objetos que
son candidatos a hoyos negros. En los candidatos a hoyos negros, las OCP
de kHz se muestran como dos picos con una relacién de frecuencias de
3:2, e incluso 4:3; sin embargo, a diferencia de las fuentes con estrellas de
neutrones, los picos no se mueven a lo largo del espectro de frecuencias sino
que se mantienen en los mismos valores de v. Especificamente, en la fuente
GRO J1655-40 las frecuencias de los picos de amplitud son de 300 Hz y de
450 Hz, mientras que en XTE J1550-564 estdn en 184 Hz y 276 Hz.

Diversos autores afirman que las OCP de baja frecuencia (< 100 Hz)
parecen tener una contraparte en los candidatos a hoyos negros, debido a
que el fenémeno puede depender de un mismo pardmetro, como M. Otros
sugieren que el origen es una dependencia fisica entre las frecuencias. Incluso
en ciertos candidatos de hoyos negros, pulsares de milisegundo y fuentes de
atolén, cuando las tasas de acrecién son bajas los espectros de potencias
son muy parecidos, con una amplia componente de ruido que muestra una
ruptura a bajas frecuencias, en la que frecuentemente se tiene una apariencia
de OCP. Esto sugiere, a excepcion de las fuentes Z que no entran en los
parametros de la similitud, que tales fenémenos son el mismo en estrellas
de neutrones y hoyos negros. Esto podria excluir a los modelos de batimiento
entre érbitas y la rotacién del objeto, asi como cualquier otro modelo que
requiera de un remanente con superficie, un horizonte de eventos, un campo
magnético o su ausencia; lo que implicaria que el fendmeno es generado en
el disco de acrecion alrededor de cualquier objeto compacto.

§1.5. Modelos para Oscilaciones Cuasi-Peridédicas

Debido a la posibilidad de obtener conclusiones fundamentales sobre
la naturaleza, se han propuesto varios modelos para explicar el origen de
los OCP de kHz, pues claramente este fenémeno involucra aspectos que de
ser entendidos brindan la oportunidad de probar, sobre todo, predicciones
de relatividad general. En la mayoria de estos se involucra el movimiento
orbital alrededor de la estrella de neutrones. Luego de los primeros trabajos,
sobre el batimiento de frecuencias, el caso donde se utiliza el punto sénico,
la precesién relativista de drbitas de Stella y Vietri (1998), se tienen los
del modelo de burbuja de fotén (Klein et. al. 1996) y el de transicién de
capas en el disco (Titarchuck et. al 1998), por mencionar algunos de los mas
citados. A continuacién se presenta un panorama general y muy breve de
algunas de las propuestas que han surgido a raiz de la aparicién de las OCP



§1.5. MODELOS PARA OSCILACIONES
CUASI-PERIODICAS 27

de kHz.

§1.5.1. Modelo de Batimiento de Frecuencias en el Punto
Sénico

Los modelos de batimiento de frecuencias involucran movimientos or-
bitales para algin radio en el disco. Otro fenémeno observado en algunas
fuentes Z son las oscilaciones de rama horizontal o ORH de 15 — 60 Hz,
que de acuerdo a Alpar y Shaham (1985) se explica utilizando un modelo
de batimiento donde se utiliza el radio de la magnetosfera como uno de los
parametros. Miller et al. (1996) propone utilizar este mismo modelo para las
OCP de kHz utilizando como radio de interaccién en el disco aquel donde
las velocidades se vuelven supersénicas, rs. En este punto, la materia que
orbita se acerca gradualmente a la estrella de neutrones siguiendo trayecto-
rias espirales hasta que en algin punto golpea la superficie, con lo que se
produce la emisiéon de energia. Este punto viaja alrededor de la estrella de
neutrones a la velocidad angular del grupo de orbitas espirales. Esto pro-
duce el pico superior en vo, mientras que v, aparece debido a que un haz
de rayos X generado por la acrecién hacia los polos magnéticos que recorre
el objeto compacto con una velocidad igual a la de la rotacién de la propia
estrella v, irradia el grupo de érbitas en rs una vez por periodo, lo cual
modula (a la frecuencia de batimiento) la tasa a la cual el grupo de érbitas
provee materia a los flujos espirales y en consecuencia, la emisién desde los
puntos mencionados.

De esta manera, el modelo predice que Av = vy — vy es constante con
v, situacién que es contraria a las observaciones. Sin embargo, si las trayec-
torias espirales que recorren las 6rbitas se modifican, entonces la frecuencia
de batimiento cambiara, en particular, ésta aumentara si es que la espiral
disminuye lo que en consecuencia acorta el tiempo de los trayectos de la
materia hacia la superficie. Con esto, el pico de baja frecuencia se acerca al
otro, con lo que Av disminuye, inclusive puede disminuir mas si la luminosi-
dad de rayos X que aumenta por una fuerte radiacién “arrastra la espiral”,
disminuyendo su tamano y produciendo el mismo efecto.

§1.5.2. Modelo de Precesién Relativista

La idea principal de este modelo es que las 3 frecuencias principales que
se observan son las 3 frecuencias que resultan del movimiento orbital de una
particula libre bajo efectos de relatividad general.

Si se tienen Orbitas excéntricas e inclinadas para una particula libre
alrededor de una estrella de neutrones con rotacién, se verd precesion nodal
(un “temblor” del plano orbital) y una precesion del periastro (andlogo a la
precesion del perihelio de Mercurio). En este modelo (Stella y Vietri 1998),
se identifica a vy con la frecuencia de una 6rbita en el discoy a v; y vgp de
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una de las bajas frecuencias (10 — 100 Hz) en los picos de las OCP con la
precesion del periastro y la precesion nodal de las érbita, respectivamente.

Al orden mas bajo, la precesién nodal relativista es vy,,q = 872 Iv3vs/c? M,
donde I es el momento de inercia de la estrella. Por otro lado, la variacién en
separacion entre los picos es causada por la precesién del periastro, de ma-
nera que Av = vy(1 — 6GM/rc?)'/?, con r como el radio orbital (obsérvese
que debido a la forma de las ecuaciones, lo anterior puede aplicarse también
a hoyos negros). Existe una concordancia aceptable con las observaciones
para 11 y vo si vpp esigual a 2 o 4 veces la frecuencia de la precesiéon nodal,
lo que es posible que suceda mediante argumentos sobre la geometria alre-
dedor del objeto. Sin embargo, para una concordancia mas precisa con las
observaciones, se requieren parametros adicionales.

Aunque el modelo provee de buenos resultados, quedan dudas sobre
su propia consistencia. Atin no es claro cémo Orbitas con esos niveles de
excentricidad y precesion pueden existir, cémo es exactamente que el flujo
es moderado a las frecuencias que se predicen, como es que vy varia con la
luminosidad, etc.

§1.5.3. Modelo de la Burbuja de Fotén

Este modelo intenta explicar las OCP de kHz vistas en Sco-1 mediante
hidrodindmica de la radiacién (Klein et al. 1996). Aqui la acrecién (super-
Eddington) tiene lugar mediante un embudo magnético, donde se forman
“burbujas de fotones” que suben flotando y explotan en secuencia cuasi-
periddica. En algunas de las simulaciones 1 o 2 picos son encontrados, que
incrementan su frecuencia conforme aumenta la acreciéon, como en las obser-
vaciones. Lo interesante del modelo es que no se requiere rotaciéon alguna,
pero no explica de manera natural las relaciones entre las frecuencias, como
en el batimiento.

§1.5.4. Modelo de Transicién de Capas

Existen diversos modelos en los que se identifica a las OCP como modos
de oscilacion en el disco de acrecion, aunque estos difieren en cuanto a la
naturaleza de las oscilaciones. Titarchuk, Lapidus y Muslimov (1998) pro-
ponen un modelo en el que la llamada baja frecuencia de rama vg, de Kepler
v y la frecuencia hibrida v, son las eigenfrecuencias del oscilador. Proponen
que la frecuencia vory de las oscilaciones de rama horizontal asi como 1
y 1 pueden ser interpretadas como la resonancia entre las frecuencias vp,
Vi v V. Ademds, argumentan que los corrimientos de frecuencia dependen
de una tasa de amortiguamiento \. Poco tiempo después, Titarchuk (2002)
amplia el trabajo y entre otras cosas calcula el angulo de inclinaciéon del
eje de la magnetosfera respecto al de rotacion mediante relaciones entre las
frecuencias.



§1.5. MODELOS PARA OSCILACIONES
CUASI-PERIODICAS 29

§1.5.5. Modelo de Resonancia Paramétrica No-Lineal

En diversos articulos (Abramowicz y Kluzniak 2001; Kluzniak y Abra-
mowicz 2002; Abramowicz et al. 2003; Kluzniak et al. 2004; Lee 2004) se dice
que las OCP de kHz pueden ser el resultado de la resonancia no-lineal entre
dos modos de oscilacion en el disco de acrecion. Como se ha visto en siste-
mas con agujeros negros y posiblemente en Sco X-1, las frecuencias de los
picos suelen coincidir con la relacién wy/ws =m :n, con m: n =2: 3, que
corresponderia a la primera resonancia. La presencia de otros pares de OCP
de mayor frecuencia reforzaria esta hipotesis, pues éstos podrian explicarse
como los sub-harménicos de la primera resonancia (m :n =3 :4,4 : 5, etc).

Para reproducir las OCP, se parte de un modelo en el que se suponen
lineas de flujo en el disco de acrecion, que oscilan con cierta frecuencia
(derivadas de un potencial pseudo-relativista) con respecto al radio y al
plano de acrecion del disco. Cada uno de estos “osciladores” tiene la forma de
la ecuacién de Mathieu, como veremos mas adelante, en las que se presenta
la resonancia. El acoplamiento entre los osciladores se varia de tal manera
que se puede ver la resonancia para distintas frecuencias a lo largo del
espectro de Fourier.






Capitulo 2

Osciladores

Con la finalidad de ilustrar la construccién del modelo que se utili-
zara para la simulacion, a continuacién se da un breve repaso sobre algunos
aspectos de los osciladores hasta llegar al caso de la resonancia paramétrica
(ecuacién de Mathieu), con el fin de demostrar que éste tipo de oscilacién
puede dar lugar a las OCP.

§2.1. Osciladores Lineales

Osciladores libres

Consideremos un sistema en una dimension que se desplaza (en el vacio)
ligeramente alrededor de un punto de equilibrio estable, es decir, aquel donde
la energia potencial U(xg) es un minimo. Para hallar la energia de restau-
racion correspondiente a estos desplazamientos, una buena aproximacién es
hacer un desarrollo en serie de Taylor alrededor de dicha posicién:

+ﬂ (a:—a:)-i—ldQ—U
da |, O ol da? |

zo

(x—x0)?+ ..., (2.1)

o

U(z) = Uf(zo)

y elegimos U(xzg) = 0 (como el minimo) al igual que %, por lo que el

primer término no nulo corresponde a la segunda derivada del potencial,
para la que hacemos U” = k, e ignoramos los términos de orden superior
en el desarrollo. Ahora tomemos la forma general de la energia cinética
como 2a(z)i? haciendo a(x) = m para z = 2. De esta forma obtenemos el
Lagrangiano del sistema:

1 5 1

. 2
— Zmi? — = 2.2
L 5 Qk:v , (2.2)

cuya ecuacién de movimiento es:

mi + ka? = 0,
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y con

w=+k/m, (2.3)

como la frecuencia angular obtenemos

i+ wir =0, (2.4)

cuya solucion, en forma general, es:
x = c1 coswt + cg sinwt, (2.5)

o de otra manera
x = acos(wt + ), (2.6)

donde las constantes a y « representan la amplitudy la fase, que estan rela-

cionadas por:
a=1/c+c3, tana = —cp/co.

Asi que de acuerdo a la ecuacién (2.6), el sistema se mueve ejecutando
oscilaciones harmoénicas, con una frecuencia f = w/2mw, que depende de
propiedades intrinsecas del sistema (ec. 2.3) y no de la amplitud, bajo la
suposicién de pequenas oscilaciones. Si ampliamos el movimiento al plano
complejo, escribimos la solucién como

x = Re[Aexp(iwt)], (2.7)

donde
A = aexp(ia), (2.8)

es la amplitud compleja.

Osciladores forzados

Ahora pensemos que el sistema anterior oscila bajo la accién de un
campo externo Ug,t(x,t). Para los desplazamientos en x, de manera anéloga
a (2.1)

ou
Uext(l‘,t) = Uext((),t) + 8_ ZT. (29)
L lz=0

El primer término puede ser excluido del lagrangiano por depender del

tiempo. Si llamamos xF'(t) al segundo, obtenemos que el lagrangiano de

todo el sistema es: 1 1
L= 5mg;~2 — §kx2 +2F(t), (2.10)

al que corresponde la ecuacién de movimiento

i+ Wl = F(t)/m. (2.11)
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No es dificil de imaginar que dadas las caracteristicas del medio donde
ocurren las OCP, la fuerza que estimula dichas oscilaciones sea periddica
(i.e. debido a la rotacién del objeto compacto y de su campo magnético); si
éste es el caso:

F(t) = fcos(yt + 7). (2.12)

En este caso, la solucién particular tiene la forma
x1 = beos(yt + ). (2.13)

Para hallar el valor de esta amplitud, sustituimos lo anterior junto con
(2.12) en (2.11) y obtenemos

R
m(w? —~2)’

En general, la ecuacién (2.11) tiene una solucién de la forma x = xg+x1,
es decir, las solucién de la ecuacién homogénea (2.6) mas (2.13). Asi

x = acos(wt 4+ a) + cos(yt + (), (2.14)

m(? =7?)
donde a y « son constantes arbitrarias. Si suponemos que las OCP son
el resultado de la resonancia entre osciladores, veamos que sucede en tal
caso, cuando v — w. De esta forma, el denominador del segundo término
se vuelve cero. Para poder calcular el limite, es conveniente reescribir la
solucién anterior como

xr = a cos(wt + ) + %72)[003(% + 3) — cos(wt + B)], (2.15)

m(w

y como puede verse, el valor de la constante a es distinto. Con esto, puede
aplicarse la regla de L’Hopital (para derivar respecto de w). Esto da como
resultado:

z = a cos(wt + a) + 5 tsin(wt + 3). (2.16)

mw

Esto indica que un campo externo periddico cuya frecuencia es lo sufi-
cientemente cercana a la de las oscilaciones hard que la amplitud aumente
linealmente con el tiempo. Si la frecuencia del forzamiento difiere algo mas
de la del sistema, digamos €, de acuerdo con (2.7) la solucién general se
escribe como

x = Aexp(iwt) + B(expli(w + €)t]) = [A + Bexp(iet)] exp(iwt). (2.17)

El término

C = |A + Bexp(iet)|, (2.18)
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representa la amplitud del movimiento cerca de la resonancia. Reescribiendo,
de acuerdo a 2.8 tenemos

C? = a® + b* + 2abcos(et + B — a) (2.19)

donde se ha escrito B = bexp(i3). De esta manera se observa que cerca de
la resonancia la amplitud varia con frecuencia ¢, entre los valores |a — b| y
a+b. A este fendmeno se le conoce como batimientos (beats).

Osciladores amortiguados

Veamos ahora el caso en que el sistema no se mueve sélo en el vacio, sino
en presencia de un medio. Nuevamente debemos suponer que las oscilaciones
son pequenias, en comparacién con los procesos de disipacién de energia en
el medio.

El principal mecanismo de amortiguacion es la friccién, que bajo las
condiciones anteriores y las de un medio homogéneo puede depender sélo
de la velocidad. Si ademas ésta es lo suficientemente pequena, la friccion
puede aproximarse mediante un desarrollo en potencias de dicha velocidad
de la forma f; = —ad. La ecuacién de movimiento toma entonces la forma

mi = —kx — ad. (2.20)

Aligual que en 2.3, wg = /k/m es la frecuencia de las oscilaciones libres
en el vacio. Definimos también el coeficiente de amortiguamiento A como:

A= (2.21)
2m
con esto obtenemos
i+ wir + 20t = 0. (2.22)

Para calcular la solucion de la ecuacién anterior, sélo necesitamos hallar
las soluciones de la ecuacién caracteristica r? + w? + 2\r = 0 . Estas son:

12 = == \/)\2 — wg,
que corresponden a los argumentos de la solucién general de 2.22
x = ¢y exp(rit) + cg exp(rat). (2.23)

Podemos inferir el comportamiento de este oscilador si analizamos dis-
tintos casos para la solucién anterior, mediante la relacién entre las frecuen-
cias. Tomemos primero A < wy (r compleja). Entonces la solucién general

queda como
z = re[Aexp(—t + iy/wi — \2t)],
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donde A es alguna constante compleja arbitraria. Esto también lo podemos
escribir como
x = aexp(—At) cos(wt + a), (2.24)

donde
w? =wi - )2

por lo que es facil ver que la frecuencia con la que oscila el sistema en
este caso es menor que la de las oscilaciones libres (a y a son constantes
reales). Con la ecuacién (2.24) podemos ver que la caida de la amplitud es
exponencial, y determinada por el parametro .

Si ahora A > w, escribimos la solucién general (2.23) como

z = crexp[(—A + \/ A2 — wd)t] + caexp[(—A — /A2 — wd)t],

donde es posible ver que la amplitud disminuye en el tiempo, y para t — oo
esta se acerca asintéticamente a la posicion de equilibrio. Por iltimo, para
A= wo

x = (c1 + c2) exp(—At),

donde al igual que en el caso anterior, la amplitud disminuye con el tiempo.

Osciladores forzados con amortiguamiento

Para avanzar en generalidad, analizemos ahora el caso que combina los
resultados de los apartados anteriores. La ecuacién de movimiento que com-
bina (2.11) y (2.22) es

i+ wir 4+ 203 = i cos(yt),
m

al igual que anteriormente, por simplificacién y generalidad, reescribimos
esto como

i+ wiz 4+ 203 = i exp(int), (2.25)
m
cuya solucién particular

x = Bexp(iyt), (2.26)

al sutituirse en la ecuacién de movimiento (2.25) da

/
m(wg — 2 + 2i\y)’

B= (2.27)

Para calcular la amplitud, definimos

B =bexpid, (2.28)
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por lo que de la ecuacién (2.27) se obtiene:

= / tand = _ Py
ml(wg —7%)? + (2A)?)’ — (Wi —1?)’

(2.29)

con lo que vemos que conforme v — wy, aumenta la amplitud de las osci-
laciones, aunque como era de esperarse, no en la medida de las oscilaciones
sin amortiguamiento. Finalmente

x = Bexp(iyt) = bexpli(yt + 0)],

esta ultima ecuacién, junto con las solucidnes encontradas para los oscila-
dores amortiguados constituyen una solucion general para el presente caso.
Por ejemplo, si A < wy

x = aexp(—At) cos(wt + a) + beos(yt + 9), (2.30)

tenemos que, al caer exponencialmente la amplitud del primer término,
luego de cierto tiempo el comportamiento del oscilador sera el mismo del
de uno en ausencia de friccién o forzamiento. Veamos que sucede en el caso
cercano a la resonancia v = wg + €. De (2.29a)

2 — wg = (7 +w)(y — w) = —2wpe,

por tanto

_ f
© 2mwo(iX —€)’

o en términos de la amplitud

- /
2mwoVer + A2

aqui la amplitud disminuye desde infinito de acuerdo a la separacién con la
resonancia y al coeficiente de amortiguamiento.

b tand = é, (2.31)
€

Resonancia paramétrica

Hemos analizado el caso en que las frecuencias con que los campos ex-
ternos que estimulan al oscilador se encuentran en resonancia con el mismo.
Veamos ahora un caso similar, pero en el que el incremento de amplitud en
la resonancia no es proporcional al tiempo (ver 2.16) ni tiene z =0, © =0
como puntos de equilibrio estable. Supongamos que k es proporcional al
tiempo, entonces
i(ma:) + kx =0,
dt

es la ecuacién de movimiento. Escrita de otra forma

i+ w?(t)r = 0. (2.32)
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Amplitud

Figura 2.1: Comparacién entre los 3 tipos de osciladores vistos hasta
ahora. Los coeficientes de amortiguamiento y forzamiento son iguales en
ambos casos, con una frecuencia de forzamiento muy cercana a la de la
oscilacion

Por lo que hemos visto, podemos decir que w(t) es de periodo T' = 27/ f,
por lo que w(t+71') = w(t). De esta manera, la ecuacién (2.32) es invariante
bajo la transformacién ¢t =t + T y cualquiera de los dos argumentos seran
soluciones de la ecuacién. Por tanto, es posible relacionar ambas soluciones
mediante la multiplicacién por alguna constante

w1t +T) = pt/TI (1), @t +T) = uf T, (1), (2.33)

donde II; (), IIz(¢) son funciones de periédo T. En este caso, se puede de-
mostrar que |p3| = |3 = 1. Por otro lado, otra solucién tiene la forma

wa(t) = w0 (L), wa(t) = p T Ta(E), (2.34)

para las que |p| # 1. Si|u| > 1 6 |p| < 1, alguna de las soluciones de
(2.34) creceréd exponencialmente en el tiempo, lo que significa que = = 0 es
un punto de equilibrio inestable. A diferencia de la resonancia vista en la
seccién de osciladores forzados, si x y @ son exactamente cero, su valor en
el tiempo permanece igual.

Digamos que la frecuencia de oscilacién del sistema w(t) varia periédi-
camente respecto de otra frecuencia constante wi. Esto es

w?(t) = wi(1 + hcoswat),

con h positiva. Con esto, la ecuacién de movimiento de la resonancia pa-
ramétrica se escribe como

i + w1 + hcos(wat)]x = 0. (2.35)

A la anterior se le conoce como ecuacion de Mathieu. En la figura (2.2) es
posible ver que la amplitud de las oscilaciones esta relacionada con el valor



38 2. OSCILADORES

de los cocientes de las frecuencias wi y we. La resonancia paramétrica des-
cribe los fenémenos en lo que la amplitud de una oscilacién crece mediante
un movimiento periédico externo. Un ejemplo de esto es la manera en que
nos movemos al subirnos a un columpio, pues para ampliar el movimiento,
nos balanceamos en los extremos de la oscilacién, logrando que la amplitud
del movimiento aumente. Otro ejemplo es la resonancia que se produce en
las cuerdas de un instrumento musical: cuando tocamos una nota en algu-
na cuerda el sonido excitara el movimiento de otra si se trata de la misma
nota, aunque de indice diferente (frecuencia), es decir, tocamos un harmdni-
co (una fraccién de la frecuencia original) de la frecuencia de la otra cuerda,
lo que provoca la resonancia.

1e+35
1e+30
le+25
le+20
le+15
le+10
100000
1
le-05

Figura 2.2: La figura muestra las zonas de estabilidad en color azul
oscuro. La resonancia (inestabilidad) puede verse en forma de “lenguas”.
Notese que la escala es logaritmica, por lo que el valor de la amplitud
(mostrado en la barra de la derecha) para la primera resonancia es mucho
mayor que el de las siguientes.

§2.2. Osciladores No-Lineales

Hasta ahora hemos analizado distintos casos en los que los osciladores
permiten soluciones analiticas. Sin embargo, cuando introducimos términos
de orden mayor, dichas soluciones toman formas mas complejas. Es decir,
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para la ecuacién (2.25) tenemos

i+ wiz 4+ 203 + B2 + 62 + ... = i cos(t),
m

con todos los términos de orden superior. Un resultado de la no-linealidad
es que ahora la eigenfrecuencia wy depende de la amplitud, de la forma
wh = wo + kb? donde & es alguna constante. Al sustituir lo anterior en la
ecuacion (2.32) y utilizando v — wp = € se obtiene:

b*[(e — Kb*)? + N = S

4Am2w

. (2.36)

El valor maximo de la amplitud b se alcanza cuando db/de = 0. Haciendo
esto con la ecuacién anterior se encuentra que € = xb?. Sustituyendo este
resultado en la ec. (2.36) obtenemos el valor maximo de la amplitud:

S

2mwo

bmaz = (2.37)

Esto indica que, aunque se esté cerca de la resonancia, la amplitud sélo
crecerd hasta un cierto valor, o dicho de otra forma, la amplitud se satura,
debido a que la oscilacién aumenta en forma tal que mueve a la eigenfre-
cuencia fuera de la resonancia.

Aunque existen métodos analiticos para resolver este tipo de ecuaciones,
utilizaremos métodos numéricos. El método que su utiliza es el de Runge-
Kutta, que se explica al final del presente capitulo.

Resonancia paramétrica

En el caso no-lineal de la resonancia paramétrica, partimos de la ecuacion
(2.35) para escribir la ecuacién de movimiento

i+ wil + hcos(wat)]x + 2\d + B2 = 0; (2.38)

por simplicidad, tomamos terminos hasta segundo orden. En la figura 2.2
podemos ver el comportamiento del oscilador de acuerdo a la relacién entre
las frecuencias w; y wa: la resonancia ocurre cuando el cociente entre estas
frecuencias es un multiplo entero wj/we = n. Sin embargo, es costumbre
utilizar la relacién anterior de la siguiente manera:
Wy = % (2.39)
n
Para los discos de acrecién, existe una restriccién en los valores de n
para los que es posible la resonancia, resultado de las relaciones entre las
frecuencias orbitales alrededor de objetos compactos, como se verd en el
siguiente capitulo.
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Osciladores Acoplados

En la seccion de osciladores forzados se vié que si el forzamiento es de
forma periddica, la amplitud varia con la frecuencia, lo que se conoce como
batimientos. Algo similar sucede en el caso de un sistema de osciladores
acoplados.

Sean z1 = x1 — T3 y 29 = x1 + T2 pequenos desplazamientos alrededor
del equilibrio para dos osciladores harménicos simples y acoplados:

i‘l +w81‘1 = —kzl,
(2.40)
i‘g + w(%l‘g = —kZQ,

donde k es el coeficiente de acoplamiento. Restando y sumando ambas ecua-
ciones se obtienen
2+ (wd + 2k)z = 0,
(2.41)
Zo + W(Q)ZQ =0,

si suponemos que k es pequeila, entonces 0y = /w3 + 2k ~ w0+w—]i), Qs = wo
con lo que obtenemos las ecuaciones que describen los modos normales de
oscilacién del sistema. Las soluciones de éstas son de la forma (2.5):

z1 = a1 cos 1t + by sin Q4
(2.42)
Zo = a9 cos ot + by sin (ot

Digamos que la velocidad inicial de ambos osciladores es nula, pero que uno
de ellos esta fuera de la posicién de equilibrio (&2 = x2 = 0, 21 = C), es
decir

21:732:0, 2122220,

de donde

entonces
z1 = C cos 41, z9 = (' cos Q9t.

Por tanto, las soluciones particulares para cada oscilador son

21422 Qo— o, Qo—Oy
5 = 51 Cos =51,

T = C' cos

(2.43)

1o = 255 = —(C'sin 9259115 - 8in QQ;Qlt,

donde podemos ver facilmente la modulacién de frecuencia (o de batimien-
tos) entre los dos osciladores.
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Veamos lo anterior de otra forma. Para un sistema de osciladores, las
ecuaciones de movimiento pueden escribirse como

> (Mg + kpr) =0, (2.44)
k

donde xj representa los desplazamientos respecto del equilibrio. Como en
las secciones anteriores, sea

xp = Ag exp(iwt),

donde Aj, son constantes. Sustituyendo en (2.44) obtenemos

Z(kzk — w?m) Ay, exp(iwt) = 0,
k
esto es, un sistema de ¢ = N ecuaciones lineales homogéneas. Si éste tiene
soluciones no triviales, se debe cumplir que el determinante

ki, — w?miy| = 0. (2.45)

En general, la ecuacion caracteristica (2.45) tiene N raices reales positivas!
w?, las eigenfrecuencias del sistema.

§2.3. Meétodo de Runge-Kutta

Este método se utiliza para hallar la solucién de ecuaciones diferenciales
dadas las condiciones iniciales. Consideremos primero la ecuacién diferencial
de primer orden

y = f(z,y), (2.46)
con la condicién inicial

y(xo) = o, (2.47)
para la que existe una tinica solucién y = ®(z). El procedimiento es construir
valores aproximados yg, Y1, -.-Yn... de la solucién ¢ para los puntos zg <
1 < ... < x, < ... Lo primero es determinar y; a partir de yg desde
la condicién inicial y'(zo) = f(z0,v0), -ec. (2.46)-. Una vez calculada y,
podemos calcular ys y asi sucesivamente.

El método de Runge-Kuta? parte de la idea de utilizar un desarrollo tipo
serie de Taylor pero que no involucre calculos de las derivadas parciales. La
formulacion es equivalente, hasta el quinto término, al desarrollo de Taylor:

h2 h3 w h4

Ynt1 = Yn + hyl, + gyg + 3190 + Zyﬁf’ (2.48)

'Esto puede argumentarse pensando que de lo contrario, la parte imaginaria de w
representaria una variacion exponencial de zp y @, violando la conservaciéon de energia
del sistema.

2Desarrollado inicialmente por Carl Runge en 1895 y continuado por M. W. Kutta
en 1901.Aparece en: Zeits. Math. Phys. 46, Numerische Rechnung, 435-453; Runge, C. y
Kénig. 1924.
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El método calcula los promedios de los valores de f(x,y) sobre puntos del
intervalo z, <z < xp41. Esto es:

1
Ynt+1 = Yn + E(knl + 2'I€n2 + 2'I€n3 + kn4)7 (249)
donde
knl = f(l“myn) : h‘v

kna = f(.l‘n + %h’yn + %knl) “h,
(2.50)
kn3 = f(.l‘n + %h’yn + %kﬂﬂ) “h,

kn4 - f(xn + hayn + kn3) - h.

De esta manera, la ecuacién (2.49) calcula la solucién aproximada a
(2.46) a partir de las iteraciones el los valores ky;, que al sumarse en la
ecuacion (2.49) dan un tipo de “promedio” de la pendiente. Evidentemente
el nimero de iteraciones (ciclos) que se lleven a cabo para el célculo de
Yn+1 serd proporcional a la amplitud de muestreo de la solucién; mientras
que para la precisién, es posible demostrar que el error de los calculos es de
O(h®) por paso, o proporcional a h* para un intervalo.

Este mismo método se puede utilizar para resolver ecuaciones diferencia-
les de orden mayor. Lo importante aqui es disminuir el orden de la ecuacion
hasta llegar a una de primer orden, mediante la construccién de un sistema
de ecuaciones en que se incluyan todos los érdenes de diferenciacién. Vea-
mos que sucede para el caso de segundo orden, por simplicidad y por ser el
caso que es de interés para el problema de oscilacién que tratamos, como se
verda mas adelante. Sea

@ = f(t,x,y), (2.51)

la ecuacion a resolver. Utilizamos una notacion de derivada temporal de
nuevo bajo el argumento de acercarnos directamente al problema de oscila-
ciones, pero sin perder generalidad. También tenemos

o =0,
(2.52)
To=a Y aeR

como las condiciones iniciales del problema. La manera de disminuir el orden
es renombrando la variable x como

(2.53)

Con ¢y = a, po = 0. De esta manera, p equivaldra a una nueva funcion,
digamos ¢g(t, z,y) -estrictamente p = g-, mientras f queda como la funcién
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con las variables originales. Las soluciones para ambas estdn entonces dadas
por:
Pnt+1 = Pn + %(knl + 2'I€n2 + 2kn3 + kn4)7

(2.54)
Gn+1 = Gn + %(lnl + 2lp2 + 203 + ln4)
donde
kn1 = f(tnaxnayn) “h,
kng = f(tn + %h,l‘n + %knlayn + %lnl) - h,
kns = f(tn + %haxn + %knbyn + %an) “h,
kn4 = f(tn + h7$n + kn3uyn + lnB) : h;
(2.55)

ln1 = g(tnaxnayn) “h,
lno = g(tn + %h7$n + %knlayn + %lnl) - h,
lng = g(tn + %h7$n + %kn%yn + %an) - h,

lna = g(tn +h,xp + kn3, yn + ln3) - h.

Con lo que el problema queda resuelto por la ecuacién (2.54b).

Por ultimo, para el caso de osciladores acoplados, es evidente que ahora
la solucién implica resolver mas de una funcién como la de (2.51). Para ello,
basta con proceder como se hizo para calcular p, g, para cada una de las
ecuaciones diferenciales. Es decir, encontrar k, [ (si el sistema es de segundo
orden de diferenciacién) tantas veces como ecuaciones halla en el sistema.
Esta es la manera, sin entrar aun en detalles, en la que se resuelve el sistema
de osciladores acoplados de la siguiente seccién del presente trabajo.






Capitulo 3

Modelo de Resonancia
Paramétrica para las
Oscilaciones Cuasi-Periodicas

En esta seccién hablaremos de como el modelo de resonancia paramétrica
entre dos osciladores acoplados puede aplicarse al fenémeno de las oscila-
ciones cuasi-periddicas. Como se ha dicho, las OCP se observan como una
variacion en la curva de luz de algunos objetos compactos, y una de las
posibilidades es que tal variacién provenga de algin fenémeno en el disco
de acrecién, como se sostiene en la mayoria de los modelos mencionados
en la seccion §1.5. Bajo esta hipdtesis, suponemos que las OCP resultan de
la oscilacion entre dos diferentes érbitas en el disco de acreciéon por lo que
comenzaremos por explicar el origen de dichas Orbitas en las cercanias de
los objetos compactos.

§3.1. Desacoplamiento de Orbitas

Clasicamente, el potencial efectivo gravitacional es:

GM 2
Z/{ — _T + W,
en el que el lado derecho corresponde a los potenciales central gravitacional
y centrifugo (donde ¢ = TQQZ}), respectivamente. La frecuencia con la que una
particula de prueba orbitara alrededor del objeto que origina dicho potencial

€S

(3.1)

0o ()" a2

como se ha visto en la seccion §1.3.2. Para calcular la frecuencia con la que
la particula oscilara en la trayectoria de la orbita luego de alguna pequena
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perturbacién, hacemos un desarrollo el Taylor del potencial efectivo alrede-
dor del punto de equilibrio (manteniendo el momento angular constante) y
tomamos el primer término no nulo del desarrollo (como en la sec. §2.1).
Sin embargo, podemos calcular el valor de la oscilacién simultaneamente en
todos los planos si para derivar tomamos el laplaciano de Y. Debido a la
simetria de las 6rbitas, esto puede hacerse en coordenadas cilindricas:

10 ou 10°U  o*Uu
2,_+0 ([ oA el
vu_r@r <T8r> r2 00 + 022 (3.3)
Entonces, utilizando la ec. (3.1), para la parte radial:
10 ([ oUu GM 202
=)=+ 4
r or <T8r> r3 +T‘4 (3-4)
El momento angular evaluado en la érbita es igual
por lo que si sustituimos lo anterior en la ec. 3.4 y obtenemos
10 ([ oU GM
(=) = = 3.6
ror (T or ) r3 (36)

Esto nos indica que en la coordenada r, la particula oscilard en un movi-
miento arménico simple, con una frecuencia de oscilacion w? = GM/r3. Es
decir, la frecuencia orbital (ec. 3.2) es igual que la frecuencia de oscilacién en
la coordenada radial. Ahora, para calcular la frecuencia de oscilacién en el
caso de que la perturbacién ocurra en #, suponemos que dichas oscilaciones
son lo suficientemente pequenas de forma que las perturbaciones angulares
puedan escribirse como perturbaciones puramente verticales. Por tanto, ba-
jo la anterior aproximacién y con r = /a2 + y2 + 22, las oscilaciones en 6
y z tendran la misma frecuencia, es decir:

10°U 09U GM

2902 T 92 T 8 (37)

Con esto podemos ver que todas las frecuencias de oscilacién y angular
en una 6rbita bajo la accion de un potencial newtoniano seran las mismas:
2 _ 2 02

wy =wj = Q7 (3.8)

o dicho de otra forma, las frecuencias estdn degeneradas. Lo anterior no

sucede en el caso relativista, pues el valor de las frecuencias cambia segin
el plano de oscilacién, como veremos a continuacién.

Como se ha dicho, el campo gravitacional de un objeto puede ser tan

grande que la dindmica a su alrededor (o de otra forma, la geometria) se

modifique respecto a la formulacién newtoniana. Esto se traduce, en primera
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instancia, en un cambio en la forma de medir las distancias en las vecindades
del objeto. Clasicamente, un intervalo s en un espacio 4-dimensional (que
incluye al tiempo como coordenada) se mide de la forma ds? = (cdt)? —
dx? — dy? — dz? donde c es la velocidad de la luz. Si asumimos una notacién
tensorial, lo anterior puede escribirse como:

ds® = gipda'da®, (3.9)

en donde g;;, representa la métrica del espacio-tiempo, por lo que se conoce
como tensor métrico. En el caso donde la geometria del espacio es plana, el
tensor dz'dz® tiene entradas z° = ct,z' = z,2% = y,2® = 2 por lo que el
tensor métrico toma los valores:

10 0 O
0 -1 0 O .

0 0 0 -1

con lo que recuperamos la métrica del espacio de Minkowski (euclidiana).
Esto sucede siempre que se quiera transformar un sistema de referencia
cualquiera a uno inercial. Sin embargo, es muy importante notar que no
es posible llevar el tensor métrico en su forma general a la forma de la
ec. (3.10) mediante Unicamente una transformacién de coordenadas, con lo
que se demuestra que los campos gravitacionales no pueden ser eliminados
totalmente por una transformacién de coordenadas, o dicho de otra forma,
mediante la eleccién de un sistema de referencia adecuado. De esta manera,
el campo gravitacional modifica los intervalos de espacio-tiempo haciendo
los 4-espacios curvos.

La conclusién anterior nos indica que bajo la accién de potenciales gra-
vitatorios lo suficientemente intensos debemos considerar la curvatura que
le produce la geometria del espacio-tiempo, lo que implica la utilizacién de
una métrica distinta. Esta métrica resulta ser la solucién de las ecuaciones
de campo gravitacional (ecuaciones de Einstein) que, sélo por mencionar,
son

Ry, — %gikR = 8:—4GTika (3.11)
donde R;; es el tensor de Ricci, que resulta de la contraccién del tensor de
Riemann Ry (el tensor de curvatura de una variedad), R; = glleimk;
R es el escalar de Ricci o la curvatura escalar del espacio que es a su vez la
contraccién del tensor del mismo nombre, R = RZ-' = g” gkaiklm. T es el
tensor de energia momento, que es la fuente de campo gravitacional.

A pesar de la dificultad que desde un principio representaba resolver
la ecuacién (3.11), sélo un ano después de su pubicacion, Schwarzschild
presento la primera solucién, para una distribucion esférica de materia. En
este caso, la métrica que describe el campo gravitacional estd dada por:



3. MODELO DE RESONANCIA PARAMETRICA PARA LAS

48 OSCILACIONES CUASI-PERIODICAS
2GM dr?
2 2 742 2 2
ds® = (1 — ’]”62 ) codt” — 0_7% - T dQ s (312)

donde d2? = df? + sin? d¢p?. Esta ecuacién es valida para puntos externos
a la distribucion de materia. De acuerdo a lo anterior, el tensor métrico en
este caso sera:

1— 2y 0 0 0
0 (1 — 2GM \—1 0 0
ik = 0 ( 07“02 ) 2 0 (3.13)
0 0 0 —r2sin®0

con dz' = (dt, —dr, —dS2), -ver ec. (3.9)-.

La ecuaciéon de movimiento en relatividad general se calcula utilizando
el principio de minima accién §S = 0, con lo que se obtiene que para la
cuatro velocidad u?, du’/ds = 0. En coordenadas curvilineas esto equivale
a Du'/ds = 0, donde D es la derivada covariante, definida como

k _ 4k
DAY = A;pdxp, (3.14)
donde 3
0A
Ak = <w - anpAm) : (3.15)

Anélogamente, podemos calcular también la derivada contravariante,
siguiendo las reglas de contracciéon tensorial. A las cantidades I‘fnpAm se les
conoce como simbolos de Christoffel o la conexion y usualmente se definen
por la ecuacién (3.15). Para un espacio plano, anp =0.

Entonces, para calcular Du'/ds = 0 utilizamos las ecuaciénes (3.14) y
(3.15), con lo que obtenemos

ot gy dtdel 0 (3.16)
ds? Mods ds ’

que es la ecuacién de movimiento de una particula de prueba en un cam-
po gravitacional. Esto nos demuestra en primera instancia que cuando la
particula se encuentra el dicho campo, su movimiento no serd uniforme ni
rectilineo, sino en trayectorias geodésicas.

A partir de la ecuacién anterior, pueden calcularse las ecuaciones de
movimiento en coordenadas esféricas:

A 2 oU(r,0 . A
0(7) + gy 2™ + 200y (7)0(7) = 0,

#(7) + oo P40 4Py 0(7)? + T, (7)? = 0, (3.17)

b(t) = 0.
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Aqui 7 es el tiempo propio, el potencial efectivo es:
U =g +1g" + 124%%, (3.18)

y E = —uy es la energia, la componente temporal de la 4-velocidad (tomando
en cuenta que u; = (—c,v)).

Al igual que antes, consideremos una perturbacion en la érbita de la
particula en el plano ecuatorial (rg,6y = 7/2,¢ = Q7,7 = 7/rg) mante-
niendo constante el momento angular:

(1) =ro+p(t) p<<ro,
) (3.19)
0(1) =5 +2(1) 2<<3,

donde 5(7) y 0(7) denotan las pequenas perturbaciones a lo largo de las érbi-
tas respectivas, con z = rgf. Esto describe, a primer orden, dos osciladores
armonicos acoplados donde

1 6 19
Wi = <_‘9_52’> R I <_8_L;> . (3.20)
900 00% ) ¢ 10z /o Grr 12 ) 4 o /2

son los valores de las frecuencias de oscilacién (Rebusco, 2004). Como puede
verse, esto es distinto al caso newtoniano donde, como vimos, el valor de
las frecuencias de oscilacion radiales y verticales es el mismo que el de la
frecuencia orbital.

Si continuamos a mayor orden en la expansion de Taylor, los osciladores
se acoplan por lo que la resonancia paramétrica es posible. A tercer or-
den apareceran términos de saturacion que limitan las amplitudes. Ambas
situaciones se veran a continuacion.

Modelo de Paczynski-Wiita

Como vimos, las ecuaciones (3.20) nos dan las frecuencias de oscilacion
si el potencial efectivo es el de la ecuacién (3.18). Sin embargo, podemos
simplificar en gran medida los calculos si en vez de utilizar dicho poten-
cial utizamos un potencial pseudo-newtoniano que reproduce correctamente
distintos aspectos de la métrica de Schwarszchild, como las posiciones de la
ultima érbita circular estable 7,5 v de la Ultima érbita circular r,,; que es de
interés pues el borde interior del disco de acrecién puede encontrarse entre
estos puntos. Este potencial es de la forma:

52
2r2sin? 6’
con el momento angular especifico £ = ¢r?sin? 6. El potencial gravitatorio
® es de la forma:

U=(r0) + (3.21)
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GM

O(r,0) = — 3.22

(r0) = =, (322)

donde 7y es el radio de Schwarszchild rs = 2GM/c?. Con lo anterior, ahora
las frecuencias se calculan de forma andloga al caso clasico:

1 (U o°U
2 2
0T <ae2 )/ “r (aﬂ >e‘ (3.23)

Sustituyendo (3.21) en las ecuaciones anteriores obtenemos:

2__GM 2_ _GM . (1 - T’”S), (3.24)

Wp = —mmmm w, =
0 (r—rms)

r(r—rg)?’ " r

donde 1,5 = 3rs. Con esto podemos ver que al igual que en el caso re-
lativista y a diferencia del clésico, las degeneracién de las frecuencias se
rompe, ademéds de obtener la desigualdad w? < wg. Esta relacion es muy
importante, pues nos permitird identificar las resonancias que en nuestro
modelo pueden identificarse con las observadas en el disco, como veremos a
continuacion.

§3.2. Resonancia Paramétrica en un Oscilador

Ahora veamos cual es el comportamiento del oscilador tipo Mathieu,
para tener una idea de céomo tiene lugar la resonancia, antes de pasar al
caso del acoplamiento. Como hemos visto en la seccién §2.2, la resonancia
paramétrica tiene lugar en un oscilador tipo Mathieu (ec. 2.38), de la forma:

i+ w1 4 hcos(wat)]x + 2\ + Bz* = 0.
Si identificamos los términos wi = wg, w3 = w? y las perturbaciones en
x con 00, obtenemos:

60 + w2[1 + hcos(w,t)]66 + 20560 + 3663 = 0. (3.25)

Los términos 280 y 3663 corresponden al amortiguamiento y a la sa-
turacién, respectivamente. En la saturacién hemos cambiado la potencia
del término no lineal por §03 debido a que es necesario cumplir con la si-
metria ecuatorial del disco, por lo que si el potencial tiene un término de
orden cuarto (por ser resultado de un desarrollo en serie de Taylor, como
se verd en el caso del acoplamiento) la derivada que corresponda a dicho
término tendrd un orden de potencia menos, representada por éste valor.

Este oscilador entra en resonancia cuando la relacién entre las frecuen-
cias es igual a w, = 2wy /n (ec. 2.39), para n € IN; sin embargo, de acuerdo
al valor obtenido para las frecuencias en 3.23 se debe cumplir que w? < wg
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por lo que ahora n > 3. Esto implica que a pesar de que tengamos reso-
nancias en n = 1,2, las que tendran un sentido fisico seran sélo las que
cumplan con n mayor que 3, es decir, la resonancia mas fuerte ocurre cuan-
do la razén entre frecuencias es de 2:3; con lo que se apoya la hipétesis de
la resonancia paramétrica para las OCP, pues en algunas fuentes la razon
de las frecuencias a las cuales ocurren los picos en el espectro es de ésta
magnitud.

Para llevar a cabo la simulacién, se utiliza un cédigo en Fortran 77 en
el que se resuelve la ecuacion (3.25) por el método de Runge-Kutta (seccion
§2.3); esto es, se construyen dos ciclos mediante los que se calculan las
iteraciones en 06 y 60 vistas en las ecuaciénes 2.50 1 para encontrar los
elementos de la suma y,11 = y, + %(knl + 2kpo + 2kns + kna) -ec. 2.49- con
la que se calcula el valor de . Sin embargo, como se explica mas adelante
en la misma seccién, nuestro problema implica la solucién de una ecuacién
de orden dos en la derivada temporal de 8, por lo que si procedemos como
ahi se indica, primero se definen las funciones:

f(t,80,66) = 60,
. ' (3.26)
9(t,80,80) = —w3[1 + hcos(w,t)]|60 — A3 — 3563,

cuyas soluciones estaran dadas por las ecuaciones (2.54), de las cuales, k y
[ se calculan mediante las iteraciones de las funciones anteriores (ec. 3.26).
Las condiciones iniciales son, para todos los casos: 0 < 60 < 1 (posicién) y
60 = 0 (velocidad).

Luego, para ver el comportamiento del oscilador, se anaden ciclos en los
que se varfan los valores de h, A, 3 y n (el cociente las frecuencias) de manera
que es facil ver lo que sucede en diferentes casos y sobre todo, como varia
la amplitud respecto de las frecuencias, es decir, la resonancia paramétrica.
Finalmente todos los resultados se grafican utilizando el programa Gnuplot.

Ahora veamos distintos casos de este oscilador. Un oscilador tipo Mat-
hieu sin términos no-lineales o amortiguamiento se comporta como en la
figura 3.1, donde podemos ver claramente la amplitud de las oscilaciones
asi como las zonas de inestabilidad en forma de “lenguas” donde se pro-
ducen las resonancias alrededor de los valores enteros de n. Ademaés, puede
verse que el rango de frecuencias para las que el oscilador se vuelve inestable
aumenta con h. Las zonas de inestabilidad pueden verse mas facilmente en
la figura 3.2, donde s6lo se muestra la base de la figura anterior.

Como puede verse, la amplitud de las resonancias disminuye por varios
ordenes de magnitud al aumentar n, es decir, conforme el valor de wy crece

'Es importante no confundir h de esta ecuacién (que solo se utiliza en dicha seccién)
con h en la ecuacién del oscilador. La h de las ecuaciones (2.50) y (2.55) es un incremento
que determina el nimero de valores de la amplitud que obtendremos en el programa, y por
tanto, la precision de éste, por lo que puede pensarse en dicho valor como el incremento
usual dx.
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Amplitud 56
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Figura 3.1: Amplitud de un oscilador libre tipo Mathieu.

1le+35
1e+30
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le+15
1le+10
100000
1
1e-05

Figura 3.2: Zonas de inestabilidad de la resonancia paramétrica.
Aqui n = 2wg/w,, A\, = 0, la amplitud 06 varfa de acuerdo a la escala
mostrada del lado derecho.

respecto de w;.

Los 2 siguientes casos ilustran como se comporta el oscilador cuando
se introducen los términos de no-linealidad y amortiguamiento, respectiva-
mente (fig. 3.3y 3.4).
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Figura 3.3: Aqui podemos ver como el término no-lineal §6° satura la
amplitud en pocos o6rdenes de magnitud respecto del caso libre, mante-
niendo su valor durante mas ciclos, como puede verse mediante la escala
de colores. En este caso = 0.6

le+14
le+12
1le+10
1e+08
1e+06
10000
100

0.01

Figura 3.4: La amplitud disminuye con los ciclos ademés de aumentar
el valor de h para el que existe inestabilidad. Aqui A = 2

Finalmente, la figura 3.5 muestra el comportamiento del oscilador con
los 2 términos anteriores, que sera del tipo que se utilice en la siguiente
seccion. En estas ultimas dos figuras podemos ver como la amplitud de las
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oscilaciones varia en mucho menor medida que en el oscilador libre, asi como
el cambio en los valores de las frecuencias a las que ocurren las resonancias
(las lenguas de inestabilidad se mueven respecto de n). Ambas circunstancias
se asocian a la aparicién de §03, pues como vimos en la seccién §2.2, la
no-linealidad conduce a que la amplitud dependa de la eigenfrecuencia del
oscilador, y puesto que la oscilacién mueve a la eigenfrecuencia fuera de la
resonancia, la amplitud alcanza un valor maximo.

Amplitud

o B N W b O O

o Rr N W b OO

Figura 3.5: Oscilador tipo Mathieu con términos no-lineal y de amor-
tiguamiento. Los valores de A y (8 son los mismos que en los ejemplos
anteriores.

§3.3. Resonancia Paramétrica en Osciladores Aco-
plados

En esta seccién veremos finalmente como funciona el modelo de oscilado-
res y de que manera pueden ser interpretados los resultados de tal simulacion
a fin de servir de hipétesis en los mecanismos que conducen la aparicién de
los OCP en sistemas compactos.

63.3.1. Modelo de los Osciladores

Nuestro modelo se restringe a particulas de prueba en érbitas cuasi-
geodésicas, por lo que consideraremos lineas de flujo en el disco de acrecion
bajo tales condiciones (ecs. 3.19).

Ahora debemos encontrar las ecuaciones de movimiento en cada direc-
cién (r y 6). Para ello, utilizamos las ecuaciones (3.17) para las que se
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sustituye U por un desarroyo de Taylor del mismo potencial efectivo hasta
el cuarto orden, para luego perturbar las ecuaciones en las variables respec-
tivas (0+66 y r+0r). De acuerdo con Abramowicz et. al. (2003)?, utilizando
gir de la métrica de Schwarzschild, descartando términos nulos por argu-
mentos de paridad y al evaluar en el equilibrio se obtiene que las ecuaciones
de movimiento geodésico son:

60+ [1+ Lo+ 140 502 5 + 2 (1 - &) 8657+

w5 o
(3.27)
4
o (5,00 = fo

57 4 w2or + %(w?)’érQ + %(w?)"dr?’ —7(06)* + 6r(60)% = f.,  (3.28)

0 =r?sin® 0 f,. (3.29)

En éstas ecuaciones, el potencial que se utilizara es el de Paczynski-
Witta, a partir del que también se calculan las frecuencias. Las f; son fuerzas
que pueden tener origen en la viscosidad, presién, campo magnético, etc.,
pero no gravitacional. Con lo anterior, se justifica el porque se ha revisado la
ecuacién de Mathieu a lo largo de este trabajo: las ecuaciones (3.27) y (3.28)
describen dos osciladores no-lineales acoplados en resonancia paramétrica,
con términos de amortiguamiento y saturacion. Estas son las ecuaciones que
se resolveran mediante una simulaciéon numérica.

63.3.2. Acoplamiento

En nuestro modelo de osciladores acoplados (ecs. 3.27 y 3.28) hemos
dicho que ambos se encuentran bajo condiciones de forzamiento, sin precisar
su origen. La naturaleza de tales fuerzas en los discos de acrecion es un
problema que hasta hoy no cuenta con una solucién satisfactoria, por lo
que es muy dificil presentar un modelo para simularlas. Sin embargo, para
los fines de las matematicas de la simulacion, podemos considerar las f; de
forma tal que los términos de perturbacién (no-geodésicos) se anulen. Esto
lo podemos hacer introduciendo un parametro a; que varie desde cero hasta
uno para los términos del lado derecho de las ecuaciones de movimiento. De
nuevo, en Abramowicz et al. (2003) se dice que tales componentes son de la
forma:

— 1 2\ §,.2 L 84_1/{ 2
fo=ag 2(w9) or +6?”2 B Z(SH 00, (3.30)

2En Rebusco (2004) encontramos otra manera, partiendo de principios mas generales,
de deducir las ecuaciones de movimiento geodésico
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or 9
fr=ay gl 1| r(66)=. (3.31)

De forma que sélo la ecuacion 3.30 tiene la forma de un oscilador de
Mathieu, pues es de donde se obtendran las resonancias. Lo anterior con
la intencién de que este oscilador sea “alimentado” por el radial (ec. 3.31),
que sélo se distingue de una oscilador libre por incluir términos no-lineales.
Con el fin de simplificar los cédlculos, suponemos que ay = o, = a. De esta
manera es posible estudiar el comportamiento de los osciladores en distintos
niveles de acoplamiento; y, lo que es mas importante, establecer un sistema
cerrado en el que se den las condiciones para una posible retroalimentacién
de la energia entre ambos osciladores, lo que representa un soporte a la
hipotesis de la resonancia paramétrica para las OCP, pues demuestra que
los picos de amplitud pueden originarse a partir de perturbaciones en las
orbitas de los flujos de acrecion, dando como resultado la autoexcitacién de
las oscilaciones, lo cual provoca la resonancia.

§3.4. Simulaciones

A continuacién se muestran los resultados de las simulaciones numéricas
hechas con el modelo de osciladores de la seccién anterior.

Para los calculos se han tomado unidades naturales (G = ¢ = 1) y se
ha tomado como 1 el valor de la masa. Los valores de las frecuencias y sus
derivadas se obtienen de las ecuaciones 3.24, es decir:

2\/ 3GM T'ms GM T'ms
(wr)_ m(l T)+(r—r)3(r2)’
2\n _ 12GM _ Tms) _ _6GM (rms) _ _2GM __ Tms
(wr)  (r—rs)® (1 r ) (r—rs)* ( r? ) (r—rs)3 (1 r3 )7
(3.32)
2 _ _GM
Wo = r(r—rs)2’
(w2)/ _ __2GM GM
0/ 7  r(r—rs)3 r2(r—rg)2’
2\ _ _6GM 4GM 2GM
(wg) T or(r—rs)? + r2(r—rs)3 + r3(r—rg)? "
Por otro lado, para el término del potencial del oscilador en 6:
oU\ _ 2402 cos? 0 8¢2 60£2 cos® 2402 cos
(894)£ T r2sint + r2sin? 0 + r2sin® 0 + r2sin g’
(3.33)
(B_M) _ 8z
00%)p== — 42

2
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con

(= Qr?; -, |_GM (3.34)
r(r—rg)?

Para resolver el sistema, procedemos igual que como se explico en el caso
de un oscilador (método de Runge-Kutta) aunque esta vez se construiran los
ciclos correspondientes a la solucion en r. También se construyen los ciclos
que iteran los valores de a y de r con el fin de observar los cambios en la
amplitud conforme a la variacién la posicion de la érbita de la linea de flujo
de acrecién y del acoplamiento entre los osciladores. En las simulaciones,
las condiciones iniciales son 00 = ér = 0.5 y 60 = 67 = 0.

§3.5. Resultados

Veamos en primer lugar lo que sucede en el caso o = 0. En la figura
3.6 podemos ver como aparecen las resonancias en la amplitud de 60 de
acuerdo a los distintos valores de r, como se senala en la figura. Los efectos
no-lineales de los osciladores (maximos para este valor «) pueden causar
que la segunda resonancia tenga mayor amplitud que la primera.

a=0

25 12:4 23
0.28 T

0.275 B

0.27 o

0.265 B

Amplitud

0.26 - B

0.255 4

0.245 ! ! ! ! ! !
6.5 7 7.5 8 8.5 9 9.5 10

Figura 3.6: Resonancias en o = 0. Aqui se identifican las 3 primeras
resonanciasn =5, n =4y n = 3.

En la figura 3.7 vemos el caso contrario, cuando el acoplamiento es méxi-
mo. Los valores de r para los que hay resonancias son menores, ademas de
que los valores de saturacién de la amplitud son mayores que cuando o = 0.
En la figura 3.9 vemos que incluso muy cerca del acoplamiento los valores
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de r para las resonancias también disminuyen. En el caso de @ = 0 las
condiciones iniciales son menores (06, dr = 0.25) que los del segundo caso
(06,6r = 0.5). En la figura 3.8 sélo se ilustra la curva de disminucién de la
amplitud al aumentar r.

a=1
0.54 — T

0.535 B

0.525

0.52 -

Amplitud

0.515

0.51

0.505 | u g
J

05

0.495 I I I I I

Figura 3.7: Resonancias en o = 1. Al igual que en la figura anterior, se
identifican las 3 primeras resonanciasn =5, n=4yn = 3.

Los cambios en las frecuencias y en las amplitudes de saturacién con «
y r pueden verse mejor en la figura 3.10, cerca del acoplamiento, que es la
zona de mayor interés, pues reproduce las condiciones en que los osciladores
son perturbados ligeramente. Ahi vemos que conforme a dismunuye, los
valores de r para las resonancias también lo hacen, asi como las amplitudes
de saturacion.

Lo que se ha visto en las simulaciones y en las graficas anteriores sugiere
que las OCP son el resultado de pequenas perturbaciones no-geodésicas,
pues de acuerdo con las condiciones iniciales, hemos visto que la amplitudes
aunmentan cuando « se acerca a cero. Lo anterior también sucede cuando
r dismunuye a 6, que es de esperar pues debido a las unidades que se han
tomado (G = M = ¢ = 1), corresponde al radio de la dltima 6rbita estable
rms- A pesar de que el modelo es muy simple y no se han hecho considera-
ciones termodinamicas que incluyan la posible disipacion de la energia, los
osciladores con factores de acoplamiento o ~ 1 parecen representar sistemas
con mayor sentido fisico, pues es natural pensar que las perturbaciones de
las lineas de los flujos de acrecion son muy pequenas, pues se observo que de
lo contrario, no es claro que la resonancia paramétrica tenga lugar. Por lo
tanto, para observar las resonancias, los parametros de perturbacién (66, dr)
deben permanecer bajos (a cerca de 1), lo que indica, como se dijo, un me-
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a=0.98
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Figura 3.8: Esta figura tiene los mismos pardmetros que la anterior
(fig. 3.7), aunque para valores de r mayores. Podemos ver como decae la
saturacién de la amplitud de 66 conforme las oscilacién se aleja del objeto
central.

25 12:4 23 a=0.98
0.53 T T

0.525 B

0.515 b

- \\\/WW

0.505 B

0s ] ]
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Figura 3.9: Aqui se muestra cémo cambian los valores de r, respecto de
«a = 1, para las resonancias al cambiar el nivel de acoplamiento.

canismo que en efecto puede ocurrir en la naturaleza.

Lo siguiente es buscar las frecuencias de cada oscilador. Para esto, pri-
mero se calcula la modulacién de las oscilaciones en ér y 66, esto es, como
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Figura 3.10: En esta figura podemos ver claramente como es que los
valores de r para los que hay resonancia disminuyen con «, al igual que
las amplitudes de saturacion.

las amplitudes a lo largo del tiempo varian en forma de una oscilacién pe-
riédica (donde los méaximos representan a las resonancias), de manera que
es posible obtener una frecuencia clara. Esto lo vemos en la figura 3.11, que
es una modulacién para 06. La modulacion en §r es opuesta a la de ésta
figura, debido al intercambio de energia entre los osciladores.

Para determinar los valores que forman la grafica anterior (3.11), se es-
tablecen antes (analiticamente) los valores de a y r para los que la amplitud
es maxima en los intervalos de «[0.95,0.99] y de 7[6.5,9.9], para conseguir
que los datos con que se calcularian las frecuencias fuesen en efecto los de las
resonancias. Una vez hecho esto, se escribié un programa que calculara la
transformada de Fourier de los datos de las modulaciones, es decir, una vez
fijos los valores de « y r, se inicia de nuevo la simulacién cuyos resultados
(modulaciones) constituyen los valores de entrada del programa que calcula
las frecuencias. Asi, la transformada correspondiente a los valores anteriores
se muestra en la figura 3.12.

Se definieron 7 valores maximos por cada simulacién, por lo que se obtu-
vieron igual nimero de transformadas, en cada plano de resonancia. Debido
a que el codigo utiliza unidades adimensionales, los resultados se han rees-
calado con las unidades de las ecs. (3.24). Esto es importante debido a que
la utilizacién del factor de escala permite, en el sentido inverso, calcular la
masa del objeto compacto. Y en efecto, se ha podido encontrar que para
la renormalizacion de la frecuencia, el uso de factores de escala donde se
varia el radio de la misma forma que en las simulaciones (el pardmetro libre
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Figura 3.11: Modulacién en 66. Aqui podemos ver como oscila la ampli-
tud de manera periédica a lo largo del tiempo (que representa el nimero
de incrementos dx en la rutina de Runge-Kutta). En el recuadro pode-
mos ver como la modulacion se forma por la variacion de los ciclos de la

oscilacién.
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Figura 3.12: Transformada de Fourier de la figura 3.14. En el recuadro
de acercamiento podemos ver los primeros picos de frecuencia de la mo-
dulacién. Nétese sin embargo, que aun no se han cosiderado los factores
de escala, por lo que la frecuencia estd en Hz s G = M = 1.
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para tal caso) conduce a cdlculos donde la masa del objeto estd alrededor
de 1.4M), la masa de una estrella de neutrones.

En la siguiente tabla se muestran las frecuencias obtenidas para 06 y dr,
tomando los 3 picos de mayor magnitud en la transformada.

56 wy (Hz) or wyr (Hz)
0.5137 | 216.5, 658.54, 1100.58 | 0.5051 | 422.23, 845.38, 1275.92
0.5164 | 215.47, 653.5, 1091.61 | 0.5048 | 439.27, 879.05, 1322.47
0.5179 | 212.91, 647.77, 1083.33 | 0.5045 | 435.56, 871.87, 1306.95
0.5203 | 211.88, 643.08, 1074.35 | 0.5039 | 432.82, 864.87, 1300.17
0.5229 | 209.66, 638.46, 1066.07 | 0.5033 | 429.23, 858.55, 1291.44
0.5256 | 208.64, 632.65, 1058.21 | 0.5023 | 425.56, 851.58, 1281.74
0.5288 | 207.61, 628.9, 1050.18 | 0.5015 | 423.07, 845.21, 1272.05

Como podemos ver, las frecuencias caen en los rangos de las OCP de kHz
observadas (ver tablas 1.1 y 1.2). Sin embargo, a pesar de que la correlacién
3:2 0 4:3 no se mantiene de manera exacta, si podemos asumir que los
resultados concuerdan cualitativamente (pues el escalamiento de los valores
obtenidos del cédigo es sélo para efectos de comparacion).

Cuando se hablé de los candidatos a hoyos negros (sec. §1.4.4) se vié que
las CPO de kHz que se observan en binarias con estos objetos mantienen
claramente una correlacion 3:2, sin observar corrimiento de frecuencias en
el espectro, a diferencia de las binarias con estrellas de neutrones, como
en Sco X-1, donde las CPO varian considerablemente en frecuencia, pero
mostrando una poblacién considerable en la distribucién de las mismas para
la relacién 3:2 (Abramowicz et al. 2002).

§3.6. Conclusiones

Las caracteristicas de las oscilaciones cuasi-periédicas de kHz en los sis-
temas binarios sugieren que éstas son generadas en los discos de acrecion,
pues entre otras cosas, se han observado tunicamente en sistemas binarios
de baja masa, en los que el objeto compacto puede ser un hoyo negro, una
estrella de neutrones o una enana blanca, sistemas que comparten el mismo
tipo de acrecién (de disco). Debido a que los picos de amplitud se presen-
tan en la mayoria de los casos en una correlaciéon de frecuencias 3:2, se
ha propuesto que tales picos pueden producirse por una resonancia entre
las frecuencias epiciclicas de los flujos de acrecién en el disco, especiifica-
mente, por resonancia paramétrica. Tomando lo anterior como hipétesis, se
construyeron programas que permitieran explorar las caracteristicas de la
resonancia paramétrica no-lineal, asi como las condiciones que produce un
sistema de osciladores de éste tipo en las lineas de movimiento geodésico
del flujo de acreciéon de un objeto compacto. Un bajo acoplamiento entre
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los osciladores indica una ligera perturbacion no-geodésica de las ecuacio-
nes, que es lo que conduce a la resonancia, observandose la aparicién de
picos de amplitud en distintas frecuencias, como lo demostraron los datos
arrojados por la simulacién numérica de tal sistema.

La construccién del modelo se ha llevado a cabo bajo suposiciones pura-
mente matematicas. Se ha elegido incluso la manera en que varia el pardme-
tro de acoplamiento no-geodésico «, seleccionando los términos que deberan
desaparecer cuando o — 1 (o0 en general, que los términos de velocidad sélo
se mantengan en un oscilador, mientras en el otro se eliminan los de tercer
orden). En una eleccién més general de pardmetros oy # .., con lo que
los valores de la resonancia cambiarian, mas no la correlacién. Las carac-
teristicas de la acrecién en los sistemas binarios es algo que hasta el dia
de hoy permanece como un problema abierto, por lo que es dificil asumir
un modelo en el que se incluyan explicitamente los aspectos que rodean al
mecanismo de generacién de las CPO de kHz, como el tipo de perturbacio-
nes de las érbitas, la disipacion de la energia o la aparicion de algin tipo
de forzamiento en las oscilaciones. Sin embargo la construccién del sistema
es relativamente general y puede incluir sin mayores modificaciones éstos u
otros elementos.

Dos elementos de consistencia que sostienen la afirmacion anterior de
generalidad son a) el escalamiento de las OCP de kHz con el radio y b) el
escalamiento con la masa. Para el primero vemos que se cumple la condi-
cién v o r~3/2, como lo indica la deduccién de las frecuencias de acuerdo
a la suposicién de orbitas keplerianas. Y para el segundo, debido a que la
frecuencia es proporcional al radio de Schwarzschild, entonces v o< 1/M (el
factor de escala de las frecuencias es proporcional a la frecuencia fundamen-
tal Q@ = \/GM/r3, y r puede expresarse en términos de 7). Es decir, para
una estrella de neutrones de ~ 1My tenemos v ~ 1kHz, y para un hoyo
negro de ~ 10Mg, v =~ 0.1kH z.

De otra manera, puede darse un tratamiento mas general a los oscilado-
res que originan la resonancia. En diversos articulos (Rebusco 2004, Horak
2004) se hace una deduccién de las ecuaciones de los osciladores a partir de
sistemas de ecuaciones diferenciales, que se resuelven mediante el método de
escalas multiples. También se han hecho modelos numéricos donde ademas
de incluir términos de forzamiento, se sustituye el disco de acrecién por un
toro (Lee, Abramowicz & Kluzniak 2004), obteniendo resultados similares.

Todo lo anterior indica que el sistema de resonancia paramétrica funcio-
na como un mecanismo generador de las OCP de kHz. A pesar del avance
que en esta linea se ha logrado en los ultimos anos, ain hay mucho por
descubrir. Las OCP, como se ha dicho, brindan una singular ventana de ob-
servacion de los efectos de relatividad general; lo que representa por si mismo
un interés para su estudio.
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