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Resumen

En este trabajo se estudia un modelo de motores brownianos para los procesos de transporte
intracelular de proteinas motoras sobre microtibulos.

El modelo consiste en una particula browniana sobreamortiguada, en un bafo térmico
(ruido blanco), sujeta a una fuerza conservativa debida a un potencial periédico asimétrico
y a una fuerza externa aleatoria correlacionada (ruido de color).

El modelo se estudia en una y dos dimensiones. Para el caso de una dimensién se
emplea un potencial tipo matraca (ratchet potential en inglés) y se plantea la ecuacién
de Langevin que describe el movimiento de la particula browniana. Partiendo de ésta, se
deduce la correspondiente ecuacién de Fokker-Planck, de la cual se obtienen las condiciones
necesarias para la presencia de transporte dirigido, es decir, corriente. De dicha ecuacién
también se obtienen las ecuaciones de evolucién de los promedios de las cantidades més
relevantes del problema. Ante la falta de una solucién analitica de la ecuacién de Langevin.
se procede a resolverla numéricamente. El método numérico estd basado en una integracién
estocastica usando la férmula de Euler. Los resultados coinciden con las predicciones
derivadas de la ecuacién de Fokker-Planck y, en particular, cuando se tiene un potencial
tipo matraca y una fuerza externa aleatoria correlacionada se observa la presencia de una
corriente constante.

Para modelar las fuerzas involucradas en la interaccién entre proteinas motoras y mi-
crotibulos en dos dimensiones, se propone un novedoso potencial en forma de “canal” o “fil-
amento atractivo”, en cuyo fondo contiene una estructura periédica asimétrica longitudinal.
Se plantean las ecuaciones de Langevin correspondientes y se resuelven numéricamente uti-
lizando el mismo método que en el caso de una dimensién generalizado a doos dimensiones.
Se analizan los resultados desde diversos puntos de vista y se encuentra que el movimiento

de la particula browniana reproduce cualitativamente parte del comportamiento observado

experimentalmente.
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Abstract

In this work, a Brownian motor model for the intracelular transport of motor proteins on
microtubules, is studied.

The model consists of an overdamped Brownian particle in a thermal bath (white noise),
subject to a conservative force due to an asymmetric periodic potential and to an unbiased
random external force (colored noise).

The model is studied in one and two dimensions. For the one-dimensional case, a
ratchet potential is used and the Langevin equations that describe the motion of the Brow-
nian particle are formulated. From this formulation, the Fokker-Planck equation is derived.
Based on it, the necessary conditions for the generation of directed transport (current), are
deduced, together with the governing equations of the averages for the most relevant quan-
tities. The Langevin equation is solved numerically due to the lack of an analytic solution.
The numerical method is based on a stochastic integration using the Euler formula. The
results match those predictions obtained from the Fokker-Planck equation, in particular,
when a ratchet potential and an unbiased random external force are present, a constant
current is observed.

In order to model the forces of interaction between the motor proteins and the mi-
crotubules in two dimensions, a new potential is proposed, whose shape resembles a long
attractive filament (or channel) with a periodic and asymmetric structure inside, on the
longitudinal direction. The corresponding Langevin equations are formulated. These are
solved numerically using the Euler method generalized for multi-dimensions. The results
are analyzed from several points of view and it is found that the motion of the Brown-

ian particle resembles qualitatively that observed in experiments with motor proteins and

microtubules.
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Capitulo 1

Introduccion

De unos anos a la fecha ha surgido un creciente interés interdisciplinario en el estudio de los
procesos biolégicos en paralelo con la realizacién de experimentos que, gracias a los avances
tecnolégicos, han permitido que dichos procesos bioldgicos sean descritos con mayor detalle.
Ambos hechos en conjunto han permitido la aplicacién de principios y técnicas de la fisica
para intentar comprenderlos y explicarlos. Entre los procesos biolégicos que han despertado
interés en los ultimos afios, se encuentran los fenémenos de transporte dentro de la célula,
que se llevan a cabo por medio de proteinas y enzimas llamadas motores moleculares.
Dichos motores moleculares son los responsables de llevar diversas substancias quimicas,
empaquetadas en organelos conocidos como vesiculas, de un sitio a otro de la célula con
mucho mayor eficiencia que la lograda mediante la difusién [1]. Para realizar la funcién
de transporte, los motores moleculares consumen energia quimica, que obtienen del medio
que los rodea, y la transforman en movimiento mecdnico. Sus dimensiones son tales que
su dindmica es dominada por las incesantes colisiones de las moléculas del fluido en el
que se encuentran contenidas, llamado citoplasma, es decir, se encuentran en el régimen
browniano.

Uno de los modelos biofisicos que se han propuesto para los motores moleculares consiste
en considerarlos, de manera minimalista, como simples particulas brownianas fuera de
equilibrio bajo la influencia de un potencial periédico asimétrico. A los modelos con estas
caracteristicas se les conoce como motores brownianos o como matracas estocdsticas del
inglés stochastic ratchets.

El presente trabajo estd enfocado al estudio de este tipo de fenémenos de transporte en
sistemas periddicos asimétricos fuera de equilibrio térmico, en los cuales el ruido térmico,

proveniente del medio en que se encuentran contenidos, juega un papel dominante. Como



una consecuencia inevitable, la dindmica del sistema estd siempre sujeta a efectos disipa-
tivos. Asi, el transporte dirigido en un sistema periddico. en contacto con un bano térmico
que genera ruido y disipa energia por medio de la friccion, estd necesariamente gober-
nado por la Segunda Ley de la Termodinamica. El sistema tiene entonces que ser sacado
del equilibrio térmico por una perturbacién externa dependiente del tiempo, ya sea ésta
determinista o estocéstica, para poder asi obtener un trabajo neto, representado por el
transporte dirigido. De la enorme cantidad de opciones para llevar a cabo esta tarea en el
presente trabajo se eligié como perturbacién externa un proceso estocdstico, dependiente
del tiempo y correlacionado, es decir, un ruido de color.

Ademés de estar fuera de equilibrio térmico, un requerimiento indispensable para el
surgimiento del transporte dirigido en sistemas con periodicidad espacial es el rompimien-
to de la simetria espacial. La tipica manera de lograr esto, y que sera la empleada en el
presente trabajo, es a través de un potencial peridédico asimétrico conocido como potencial
tipo matraca, gracias a un dispositivo ideado por Feynman que se describe maés adelante.

El progreso en el campo de los motores brownianos ha evolucionado a través de contribu-
ciones de muy diversa indole sobre los principios bésicos en diferentes contextos. Smolu-
chowski [2] fue el primero en hablar explicitamente de la ausencia de transporte en sistemas
periddicos asimétricos en contacto con un bano térmico simple. Mostrd, mediante un ex-
perimento pensado (“Gedankenexperiment”) sobre fluctuaciones microscépicas, la imposi-
bilidad de convertir movimiento browniano en trabajo util. El siguiente paso importante se
debe a Feynman [3], con la recapitulacién y extensién del problema mediante un dispositivo
para ejemplificar la Segunda Ley de la Termodindmica.

Dicho dispositivo cuenta entre sus partes con una rueda dentada con dientes asimétricos
y un trinquete (ver Figura 1.1). El trinquete cuenta con un resorte que lo regresa a su
posicién una vez que la rueda gira y lo levanta. Este mecanismo permite a la rueda girar
en la direccién de las manecillas del reloj, pero, debido a la presencia del trinquete, impide
que gire en la direccién contraria. Este mecanismo es conocido como matraca.

El dispositivo completo ideado por Feynman esta constituido por dos cajas, cada una
de las cuales que contiene un gas. Una de las cajas encierra a la matraca y se encuentra a
una temperatura 7). La otra caja contiene un sistema de aspas y estd a una temperatura
T,. El sistema de aspas y la rueda se encuentran unidas por un eje, como se muestra en

la Figura 1.1. Se hace la suposicién de que el dispositivo es de dimensiones microscépicas,



Figura 1.1: Dispositivo de Feynman. (A) Matraca.- Rueda dentada con un trinquete que
permite que la rueda gire en la direccién de las manecillas del reloj, pero impide que
gire en la direccién contraria. (B) Dispositivo completo.- Matraca conectada mediante
un eje a unas aspas y a una polea que soporta un peso. En ausencia del trinquete y
el peso, las colisiones aleatorias del gas sobre las aspas causan un movimiento rotatorio

descorrelacionado en la rueda. El trinquete supuestamente rectifica dicho movimiento y
levanta el peso.

tales que la dindmica de sus partes estd sujeta a las fluctuaciones térmicas aleatorias, es
decir, se encuentra en el régimen browniano. Por tal motivo, este dispositivo es conocido
como matraca estocdstica y es el que le da nombre a este tipo de sistemas periédicos
sujetos a movimiento browniano. Asimismo, a los potenciales con una estructura periddica
asimétrica, como los dientes de la matraca, se les llama potenciales tipo matraca.

De primera instancia parece convincente pensar que la rueda gire en la direccién de las
manecillas del reloj por efecto de las colisiones de las moléculas de gas de la segunda caja
sobre las aspas, en combinacién con el mecanismo de la matraca. De manera que si un
pequeno peso es colgado en una polea sujeta al eje, como se observa en la Figura 1.1, este
podria ser levantado, realizdndose asi un trabajo.

Sin embargo, si las cajas se encuentran a la misma temperatura, Ty = T,, esta su-
posicién es incorrecta. A pesar del mecanismo asimétrico, no es posible que se presente
movimiento en una direccién preferencial. De otra manera el dispositivo representaria una

maquina de movimiento perpetuo de segundo tipo, en contradiccién con la Segunda Ley de
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la Termodindmica. Dadas las dimensiones microscépicas del dispositivo completo, tanto
las aspas como la rueda y el trinquete estdn expuestos a las colisiones aleatorias de las
moléculas de los respectivos gases. Esto hace que las aspas muevan el eje y este a su
vez mueva la rueda. Sin embargo el trinquete, debido al mismo origen, también tiene un
movimiento fluctuante en su tnico grado de libertad, hacia arriba y abajo, independiente a
la rueda. De modo que de vez en cuando el trinquete se levanta y permite que la rueda gire
libremente, en particular en sentido contrario a las manecillas del reloj. Feynman demostré
que, mientras las dos cajas estén a la misma temperatura habrd un balance probabilistico,
cuya consecuencia es que la rueda gire en ambas direcciones con la misma probabilidad y
el trabajo neto sera cero.

La dnica manera de obtener trabajo de este sistema es manteniendo a la caja que
contiene las aspas a una temperatura mayor que la de la caja con la matraca, es decir,
T; > T1. Logrando con esto que la probabilidad de que la rueda gire por efecto de las aspas
sea mayor a la probabilidad de que el trinquete se levante. Sin embargo, para que esto
suceda se requiere de una fuente de energia que mantenga esta diferencia de temperatura.
Es decir, que se requiere de ejercer un trabajo sobre el sistema.

Una parte importante en el desarrollo de la teoria de los modelos de motores brownianos
corresponde a la investigacion sobre transporte intracelular, especificamente a la bioquimica
de los motores moleculares debido a que, como se ha mencionado antes, estos sistemas han
sido utilizados como modelos de proteinas motoras.

De la enorme cantidad de trabajos relacionados con estos sistemas se pueden mencionar
las refs.[4-11]. Entre estos destaca el trabajo de Magnasco [4], quien fue uno de los primeros
en utilizar este tipo de modelos para transporte intracelular y que senalé que los motores
brownianos tienen la capacidad de “rectificar” ruido correlacionado simétrico, siendo en-
tonces capaces de producir una corriente neta. Este resultado verificado posteriormente
en los trabajos de las refs.[5,6] y en muchos otros trabajos méas recientes. Desde entonces
este tipo de modelos han sido aplicados a una gran variedad de campos del conocimiento,
como: la misma fisica, la biologia, la economia, entre otros [12,13].

Uno de los aspectos més interesantes de este problema es el hecho de comprender ¢6mo
la aplicacién de una fuerza externa simétrica y de promedio cero, en un sistema donde
las fluctuaciones térmicas del medio son también simétricas, sea capaz de producir una

corriente neta unidireccional. El problema se ha analizado siguiendo diferentes enfoques,



poniendo en claro cuéles son las condiciones necesarias para que el fenémeno de trasporte
se presente. Sin embargo, no obstante la gran cantidad de trabajos al respecto, la esencia
del problema y los motivos basicos del porqué el fenémeno se presenta, no estdn bien com-
prendidos ain. Predecir la direccién del transporte y la magnitud de la corriente generada
siguen siendo problemas no resueltos completamente. Una vez que las condiciones nece-
sarias para la aparicién de la corriente estdn dadas, encontrar los valores de los pardmetros
involucrados para observar una corriente de cierto valor es un asunto de prueba y error.
M34s aun, existen casos en los que la direccién de la corriente cambia al variar los valores
de los pardmetros del sistema. A este comportamiento se le conoce como inversién de
corriente y no son bien comprendidas ain las razones por las cuales ocurre. Sin embargo,
en el caso determinista, existen trabajos que explican el fenémeno [14].

El primer objetivo de este trabajo es contribuir a la comprensién de los mecanismos
elementales que controlan el comportamiento del sistema. Esto se lleva a cabo mediante
un andlisis tanto tedrico como numérico en una dimension.

El segundo objetivo de este trabajo es introducir un nuevo modelo para las proteinas
motoras en dos dimensiones. El modelo consiste en un filamento atractivo recto que en su
interlor consta de una estructura periddica y asimétrica.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 2 se presenta una
descripcién de la proteinas motoras y del mecanismo mediante el cual “caminan” para
transportar vesiculas dentro de las células. Asimismo, se plantea la relacién entre la realidad
biolégica de las proteinas motoras y el modelo de motores brownianos propuesto.

En este modelo se ha considerado a la proteina motora como una particula browniana
inmersa en un bano térmico debido a lo cual se encuentra sometida a la accién de fuerzas
estocdsticas producidas por las colisiones de las moléculas del bano térmico que la rodea.
Adicionalmente, se incluye la accién de un potencial periédico asimétrico que modela, de
manera simplificada, la compleja interaccién entre la proteina motora y la estructura sobre
la cual se desplaza. Finalmente, se considera un término de fuerza externa, aleatoria, no
conservativa y dependiente del tiempo, que simula el proceso mediante el cual la proteina
motora toma energfa del medio para transformarla en energia mecanica.

En el Capitulo 3 se establecen las bases del movimiento browniano y se plantea la
ecuacion de Langevin para el caso en el que se tiene una fuerza externa aleatoria co-

rrelacionada, v un potencial asimétrico tipo matraca. Se deduce después la ecuacién de



Fokker-Planck correspondiente al problema, se discuten algunos resultados derivados de su
andlisis y se obtienen las ecuaciones de evolucién de los promedios de las cantidades maés
relevantes del problema. Por otra parte, se resuelve numéricamente la ecuacién de Langevin
calculando en el proceso los promedios de las cantidades antes mencionadas. Se concluye
el capitulo con un anélisis comparativo entre los resultados numéricos y las ecuaciones de
evolucién obtenidas a partir de la ecuacién de Fokker-Planck.

En este mismo capitulo se encuentran, tanto de los resultados analiticos de la ecuacién
de Fokker-Planck como del andlisis numérico de la ecuacién de Langevin, las condiciones
necesarias para que en el modelo se produzca corriente. Se demuestra que si el sistema
llega a un estado estacionario la corriente se anula. Se demuestra también que uno de los
ingredientes esenciales para que exista una corriente es el hecho de que la fuerza externa
aleatoria que se anade esté correlacionada. En las condiciones adecuadas, aparece una
corriente cuya magnitud es depende de los pardmetros adimensionales del sistema. En
particular, se encuentra que la corriente no desaparece cuando la temperatura del bafio
térmico tiende a cero. En ningun caso se presenta inversién de corriente. Se llega a una
expresién en la que se demuestra que la corriente estid determinada por el promedio de la
fuerza debida al potencial. Este resultado es verificado numéricamente. En todos los casos
se encuentra una concordancia entre los resultados numéricos y los analiticos, corroborando
asi la equivalencia entre la ecuacién de Langevin y la ecuacién de Fokker-Planck hallada.
Con esto ultimo se verifica la validez de la discretizacién aplicada para el anélisis numérico.

En el Capitulo 4 se presenta un modelo bidimensional de filamento para el transporte
que llevan a cabo las proteinas motoras dentro de la célula, diferente a los modelos bidimen-
sionales que se han ensayado previamente en este tipo de sistemas [15-20]. Dicho modelo
consiste en una particula en un espacio de dos dimensiones sujeta a las mismas fuerzas que
en el caso en una dimensién, pero en este caso bajo la influencia de un potencial atractivo
en forma de filamento recto a lo largo del eje z. El filamento contiene en su interior una
estructura periédica y asimétrica. A continuacién, se plantean las ecuaciones diferenciales
correspondientes y se presenta un anélisis detallado de los resultados obtenidos tras resolver
numéricamente dichas ecuaciones. En particular, se estudian la corriente y las probabili-
dades de tiempos de residencia de la particula, tanto en el estado ligado como en el estado
desligado del filamento. También se estudia la probabilidad de permanencia dentro del fil-

amento, asi como la evolucién temporal de la distribucién de probabilidad. Se encuentra,



entre otras cosas, que la presencia del filamento ejerce una influencia sobre la particula tal
que su movimiento se ve afectado, presentando un desplazamiento promedio distinto de
cero, es decir, corriente. Se concluye que este modelo de filamento resulta adecuado para
los procesos de transporte que llevan a cabo las proteinas motoras llamadas kinesinas sobre
los microtibulos, ya que reproduce cualitativamente parte del comportamiento observado
experimentalmente.

Finalmente, en el Capitulo 5 se presentan las conclusiones generales del trabajo, asi

como las perspectivas para trabajos posteriores.






Capitulo 2

Proteinas motoras

1 Transporte intracelular

Las células més primitivas son las llamadas células procariontes, células sin nicleo, prin-
cipalmente bacterias. Su interior consiste basicamente en una gran sopa sin particiones
o divisiones internas. Debido a que las células procariontes son ademés relativamente
pequenas, el transporte intracelular de las diversas substancias puede llevarse a cabo sin
problemas mediante la difusién térmica. Es decir, la difusién resulta suficiente para que
estas substancias lleguen a tiempo a las diferentes regiones de la célula donde son requeri-
das, de manera que el metabolismo de la célula sea el adecuado. En contraste, las células
eucariontes, constituyentes de todo organismo multicelular, no son sélo mas complejas y
sofisticadas que las procariontes, sino que son considerablemente més grandes (més de un
orden de magnitud). En este caso el transporte mediante la difusién térmica resulta insufi-
ciente, ya que un incremento de 20 veces en el tamano de la célula implica un metabolismo
400 veces mas lento [4]. Entre los elementos distintivos de las células eucariontes se en-
cuentran: el nicleo, muchos otros compartimientos internos llamados organelos, y una
red de filamentos poliméricos -el citoesqueleto- que los organiza, interconecta y da soporte
estructural a la célula [1].

Algunos de estos filamentos poliméricos son fibras de proteinas, llamadas microtibulos.
Los microtibulos estan constituidos por moléculas de tubulina, cada una de las cuales es un
dimero que consiste de dos proteinas globulares relacionadas entre si llamadas a-tubulina
y B-tubulina. Cada dimero de tubulina tiene aproximadamente 4nm de didmetro y 8nm
de longitud. Las tubulinas se enlazan formando cadenas lineales de tal manera que las

proteinas a-tubulina y S-tubulina se encuentran dispuestas alternadamente (ver Figura



2.1). Estas cadenas se conocen como protofilamentos. Un microtibulo estd compuesto
tipicamente de 13 protofilamentos dispuestos uno junto al otro en paralelo formando un

tubo hueco [1], como se muestra en la Figura 2.1. La asimetria de los dimeros de tubulina

B

i

Molécula de
tubulina

LA}

Protohlamento

'} | Extrema
' Negative

COCHCHCHCHCHCHCHCHCE .

Microtubulo

D) {E}

Figura 2.1: (A) Corte transversal de un microtibulo, imagen obtenida mediante microsco-
pia electrénica. (B) Imagen de un scgmento de microtibulo, obtenida mediante la misma.
técnica. (C) Esquema del corte transversal de un nicrotiubulo donde, al igual que en la
imagen, se muestra como el microtiubulo est4 formado por 13 protofilamentos. (D) Protofil-
amentos alineados en paralelo formando un tubo hueco, el microtibulo. (E) Esquema de
molécula de tubulina y protofilamento. Este ultimo consiste en una cadena de moléculas
de tubulina con la misma orientacion. Esta figura ha sido adaptada de la ref.[1].

y el hecho de que cada protofilamento tiene en sus extremos una tubulina o y una (3,
respectivamente, tiene como consecuencia que el microtibulo tenga una polaridad distinta
de cero. Adicionalmente, el tubo exhibe una estructura helicoidal ya que cada uno de

los protofilamentos estd ligeramente desfasado respecto a sus vecinos (ver Figura 2.1). El
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microtibulo tiene un didmetro externo de aproximadamente 25nm y una longitud total de
hasta algunas ym. Debido a la polaridad de cada uno de los filamentos, el microtibulo

tiene también polaridad, un extremo positivo y uno negativo [1].

Kinesina

Figura 2.2: Esquema de kinesina transportando una vesicula a lo largo de un microtiibulo.

Entre otras funciones, los microtiibulos son utilizados como “autopistas” a lo largo de los
cuales los nutrientes, desechos, etc. son transportados en wvesiculas por proteinas motoras
especificas. En conjunto actiian como un sistema circulatorio y alimentan a las distintas
regiones de la célula [12]. Se ha observado que las proteinas motoras kinesina y dineina
hidrolizan ATP (trifosfato de adenosina) para “caminar” y desplazar vesiculas a lo largo
de los microtiibulos liberando ADP (difosfato de adenosina) y una molécula de fosfato. En
particular, la kinesina axonal (ver Figura 2.2) utiliza la energfa de la hidrélisis del ATP para
desplazar vesiculas en pasos discretos de 8nm, precisamente la longitud de una molécula
de tubulina, a una velocidad de entre 0.5 y 2um/s en la direccién de polaridad positiva
del microtibulo [15,21]. Observaciones experimentales de kinesinas han mostrado que su
“caminata” o desplazamiento sobre microtibulos ocurre siguiendo una trayectoria recta a lo
largo de uno de los protofilamentos [21]; este tipo de proteina no cambia de protofilamento
mientras se desplaza, de modo que la estructura helicoidal del microtibulo no juega un

papel importante. Las trayectorias de las dineinas, en cambio, visitan frecuentemente
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muchos protofilamentos. Este trabajo estard enfocado a las kinesinas [1].

Se ha observado que las proteinas motoras no hidrolizan ATP a un ritmo apreciable a
menos que se encuentren ligadas a los microtibulos, indicando la estrecha relacién entre
el ciclo quimico y la interaccién con los microtibulos [12]. Asi, el transporte dirigido de
vesiculas y la hidrélisis se dan cuando las proteinas motoras se encuentran ligadas a un
microtubulo. En estas condiciones se genera una asimetria espacial que tiene su origen en
una combinacién de la estructura de la tubulina con la ligadura entre las proteinas y el mi-
crotubulo [12]. Las proteinas motoras permanecen ligadas a los microtiibulos por intervalos
de tiempo limitados y pueden ser caracterizados mediante un “tiempo de residencia”, que
es el tiempo promedio entre el estado ligado y el no-ligado o libre. Dentro de las proteinas
motoras estudiadas, se ha encontrado en las refs.[22-24] que el tiempo de residencia es
de algunos segundos. En escalas de tiempo grandes respecto al tiempo de residencia, los
movimientos de las proteinas consisten en una combinacién alternada de secuencias entre
el estado ligado y el estado libre. Cuando dichos motores moleculares no se encuentran
ligados a un microtibulo su movimiento corresponde al de un caminante al azar, es de-
cir, movimiento browniano simple [1] y sélo se transportan en una direccién preferencial

cuando se encuentran sobre el microtibulo. El modelo propuesto en este trabajo tratard

de capturar este hecho.

2 DMotores brownianos como modelo del transporte
en las células

La proteinas motoras descritas presentan ciertas caracteristicas que es importante senalar:
a) los procesos de transporte ocurren a temperatura constante y no en presencia de gra-
dientes de temperatura; b) las dimensiones de las protelnas motoras son tales que las
fluctuaciones térmicas son apreciables, es decir, se encuentran en el régimen browniano;
c) las proteinas motoras se transportan a lo largo de estructuras lineales periddicas como
lo son los protofilamentos de los microtibulos; d) existe una asimetria espacial en el sitio
en el que las proteinas motoras se ligan al microtibulo; y €) la liberacién de energia en la
hidrolisis del ATP juega el papel de agente externo de suministro de energia mediante la
cual las proteinas motoras son capaces de realizar trabajo mecénico.

Estas observaciones sugieren que los procesos de transporte como los descritos puedan

ser modelados mediante mecanismos que involucran motores brownianos, donde la proteina
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motora actia como una particula browniana inmersa en un bano térmico y en presencia
de un potencial periddico asimétrico. Adicionalmente, la particula browniana es sometida
a la accién de una fuerza externa aleatoria que modela de la hidrélisis del ATP.

En este trabajo se ha considerado un modelo de motor browniano haciendo uso de la
teoria de Langevin del movimiento browniano. La proteina motora es modelada como una
particula browniana inmersa en un bano térmico, debido a lo cual se encuentra sometida
a la accion de fuerzas estocésticas producidas por las colisiones de las moléculas del bafio
térmico que la rodea. Estas colisiones también frenan a la particula, haciendo las veces de
fuerzas disipativas provenientes del mismo medio. En los sistemas bioldgicos a los que estéd
enfocado este trabajo, el medio es muy viscoso y la masa de la proteina es tan pequeifia
que, en una muy buena aproximacion, la inercia puede ser despreciada respecto al resto de
las fuerzas involucradas en el sistema [12]. Por lo tanto, se ha considerado que la particula
browniana del modelo se encuentra en un régimen sobreamortiguado. Adicionalmente, se
incluye la accién de un potencial periédico asimétrico que modela, de manera simplificada,
la compleja interaccién entre la proteina motora y la estructura sobre la cual se desplaza.
Finalmente, se considera un término de fuerza externa no conservativa y dependiente del
tiempo que simula el proceso de la hidrdlisis del ATP. Para que esta fuerza externa ejerza
su accién se requiere que una molécula de ATP, la cual se encuentra inmersa en el fluido
intracelular y moviéndose como caminante al azar, se una a la proteina motora y asi se lleve
a cabo el ciclo de la hidrdlisis. Debido la aleatoriedad con la que este proceso ocurre, se ha
modelado a la hidrélisis como un proceso estocdstico con su propio tiempo de correlacién e
independiente de la fuerza estocéstica térmica. Para ambas fuerzas estocésticas, la térmica
y la externa, se supone que el promedio temporal es cero, evitando con esto que la direccién
del movimiento se vea forzada de manera preferencial.

Existen algunos trabajos en los que se han propuesto modelos con caracteristicas si-
milares al que aqui se propone [9,19,25]. Se ha encontrado que, bajo ciertas condiciones,
los elementos incorporados en estos modelos dan por resultado un transporte neto de la,

particula browniana que representa el movimiento unidireccional de la proteina motora.
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Capitulo 3

Motores brownianos en una
dimension

En este capitulo se establecen las bases del movimiento browniano, haciendo mencién a
algunos de los resultados més relevantes sobre este tema. Una vez establecidas las bases, se
plantea la ecuacion de Langevin para el caso en el que se tiene: una fuerza externa, aleatoria
y correlacionada; una fuerza conservativa debida a un potencial asimétrico; ademés de
la fuerza estocdstica térmica descorrelacionada y su correspondiente fuerza de friccién.
Después se plantea el problema desde un punto de vista alternativo, a través de la ecuacién
de Fokker-Planck que se deduce partiendo de la ecuacién de Langevin. Se discuten algunos
resultados del analisis de la ecuacién de Fokker-Planck. De dicha ecuacidn se obtienen las
ecuaciones de evolucidén de los promedios de las cantidades mas relevantes del problema.
Por otra parte, se resuelve numéricamente la ecuacién de Langevin calculando en el proceso
los promedios de las cantidades antes mencionadas y se presentan y discuten los resultados
obtenidos. Se discuten las condiciones para que exista transporte en el sistema. Se concluye
con un anlisis comparativo entre los resultados numéricos y las ecuaciones de evolucién

obtenidas a partir de la ecuacién de Fokker-Planck.

1 Movimiento browniano

El movimiento browniano fue estudiado sistemaéticamente, por primera vez, por Robert
Brown en 1828. Con ayuda de un microscopio, observd que particulas de polen de un
tamano del orden de algunas micras, se dispersaban en una solucién mediante un movimiento

fluctuante ininterrumpido e irregular. También reconocid que este movimiento 1o se debfa a
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causas bioldgicas, como se crefa entonces, sino que tenia un origen fisico. De hecho, encontré
que este fenémeno era observable con particulas de cualquier material pero de tamanos com-
parables, ya fueran estos orgénicos o inorgénicos [26]. Muy pronto los movimientos fueron
atribuidos a colisiones entre los componentes microscépicos de la materia. Einstein fue de
los primeros en reconocer que el origen de estos movimientos es el bombardeo incesante y
aleatorio de las moléculas del liquido sobre las particulas en cuestién [26]. En su articulo de
1905, ref.[27], demostré esta hipdtesis, haciendo uso de la termodindmica y de la mecénica
estadistica, y poco tiempo después Perrin la comprobé experimentalmente [28].

Para que este fenémeno sea apreciable se requieren condiciones especiales de densidad
y débil interaccién. Especificamente, para una particula de masa m, que se encuentra
suspendida en un fluido constituido por moléculas de masa m,, a temperatura T, se requiere

que

My 5> My, (3.1)

y que m, sea lo suficientemente pequena para que las colisiones de las moléculas del flu-
ido sean apreciables. Es decir, se requiere que la particula se encuentre en un régimen
browniano.

A una particula con estas caracteristicas se le llama particula browniana, y su velocidad

media caracteristica, v?, estd dada por

kT
v | — (3.2)
m,

donde k es la constante de Boltzmann y v™ es la velocidad media caracteristica de las
moléculas del fluido.

En su articulo sobre el movimiento browniano [27], Einstein llevé a cabo un anélisis
tedrico sobre la base del llamado “caminante al azar” y establecié una relacidén entre las
fluctuaciones moleculares del sistema y la naturaleza irreversible del fenémeno de la di-
fusién. La desviacién cuadrética media de la particula browniana respecto al nimero total
de pasos elementales, es una consecuencia de la naturaleza aleatoria de los pasos.

Smoluchowski utilizé una aproximacién que en esencia es la misma que la de Einstein,
pero difiere en el procedimiento matematico, ya que introduce la funcién de probabilidad
Pu(Z|Z,). Esta representa la probabilidad de que en una serie de n pasos, la particula se
encuentre en Z dado que inicialmente, en ¢ = 0, se encontraba en 7,. Aqui, la suposicién

importante es que los pasos son independientes entre si. Para que esto se cumpla se
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necesita suponer que la longitud [ de cada paso ocurre en un tiempe mayor que el tiempo
de correlacidén de las velocidades de la particula, 7. En el limite continuo, cuando ! - 0 y
T — 0, donde la cantidad £ = @ es una constante, en un volumen de d*z alrededor de Z,
la probabilidad p(Z,|£,) es la solucién a la ecuacién de difusion [2, 29]

Op(Z, tI%,)

= = DV*p(Z, t|Z,), (3.3)

donde D es el coeficiente de difusién. Cuando la condicién inicial es la delta de Dirac,

lim p(7, t|7,) = 8(z — x,), (3.4)

t—0
la solucidn a la ecuacidn de difusién es

1 [

p(fvt‘fu)=\/me_ e (35)

Por lo tanto, la desviacidn cuadréatica media de la posicién estd dada por

«f—@fﬁ;/fmamm&3=2Nm, (3.6)

siendo N la dimensién del espacio en el que estd definido el vector . Este resultado
muestra la relacién entre la constante macroscoépica D con las propiedades microscépicas
del sistema. Con este se confirma que el origen del fendmeno proviene de los impactos

aleatorios de las moléculas del fluido sobre la particula browniana [29].

2 Ecuacién de Langevin

Después de los trabajos de Einstein y Smoluchowski, Langevin estudié la naturaleza del
movimiento browniano considerando que la velocidad de la particula browniana, moviéndose
en un fluido en una dimensidn, obedece la siguiente ecuacién [29]

du(1)

M

= —yu(t) + fi(t) (3.7)

donde m es la masa de la particula y v(t) es su velocidad. Los términos de la derecha
representan las fuerzas ejercidas por las moléculas del fluido sobre la particula. El primer
término es en un fuerza disipativa lineal en v, que representa la friccién que experimenta
la particula en el fluido, dende v es el coeficiente de friccién. El cardcter irreversible de

la ec.(3.7) reside en este término, que la hace no invariante ante inversiones del tiempo
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t — —t. El término restante, f5(¢), es la fuerza que ejerce el baio sobre la particula, sobre
la cual se pueden postular las siguientes propiedades estadisticas [29]:

(1) fs(t), es una fuerza aleatoria dada por un proceso estocéstico.

(i1). Las propiedades estocdsticas de fs(t) son independientes de v, de manera que f4(¢)

actia como un fuerza externa y su promedio se anula,

(fs(t)> =0, (38)

donde { - ) representa el promedio sobre un conjunto representativo de realizaciones. Esta
propiedad asegura que no exista flujo neto debido a f,(¢).

(iii) La fuerza fs(t) es producida por las colisiones de las moléculas del fluido que
rodean a la particula y varia rdpidamente. Esto se expresa postulando su funcién de

autocorrelacién

(fs(O) fs(t)) = ad(t — 1), (3.9)
donde a es una constante. La idea es que cada colisién entre las moléculas del fluido
y la particula browniana es practicamente instantdnea y que colisiones sucesivas estin
descorrelacionadas. En realidad, el lado derecho de la ec.(3.7) debe de ser funcién de
|t — t’| con un pico de ancho igual a la duracién de una colisién, la duracién de la colisién
es el tiempo de correlacién del bano. Si se considera que el resto de los tiempos relevantes
que caracterizan la dindmica de la particula browniana son significativamente mayores que
el tiempo de correlacién del baifio, la funcién delta puede ser usada como una muy buena
aproximacién. La ec.(3.9) define el llamado ruido blanco o descorrelacionado.

(iv) Se supone que f,(t) es un proceso aleatorio gaussiano, de manera que con las
condiciones (ii) y (iii) el proceso esta completamente determinado.

Una fuerza con las propiedades (i), (ii), (iii) y (iv) es llamado fuerza de Langevin o
fuerza estocéstica térmica. Por brevedad, de aqui en adelante se le llamard a esta fuerza
simplemente “fuerza térmica”.

La ecuacién de movimiento de la particula, ec.(3.7), es conocida como la ecuacién de
Langevin, y define un proceso estocéstico cuando una condicién inicial estd dada, es decir

v(0) = v,. Entonces la ec.(3.7) puede resolverse explicitamente, siendo su solucién

3 t t—t/
o(t) = vt + [ e 57 A1)t (3.10)
0
donde se ha definido el tiempo de relajamiento de la particula como
== (3.11)
~
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La ec.(3.10) muestra que la velocidad decae exponencialmente a una razén determinada
por el tiempo de relajamiento. Utilizando esta solucién y la funcién de autocorrelacién,

ec.(3.9), se llega a que el promedio del cuadrado de la velocidad est4 dado por [29]

. . t t L’—L” "
W) = uge—%me-%/o dt’/o e S f () dt (3.12)
= vge“?+2a (l—e_%). (3.13)
my

Cuando ¢t — o0, la particula browniana y el bafio térmico tienden a un estado de equilibrio
entre si, y la velocidad cuadréitica media debe tender al valor de equiparticidén de la energia

%T. Por lo tanto se llega a que

o Qo kT
1)) = —=— 3.14
W) =g~ = (3.14)
entonces,
o = 2kT. (3.15)

Esta ecuacidn relaciona «, la magnitud de las fluctuaciones, con la constante de disi-
pacién . Este resultado se conoce como el Teorema de Fluctuacién-Disipacién [29]. La
interpretacién fisica es que las colisiones aleatorias tienden a ensanchar la distribucién de
velocidades, mientras que el amortiguamiento trata de regresarlas a cero. El balance entre
estos dos mecanismos resulta en la distribucién de equilibrio, ec.(3.15).

Dado que se conoce la magnitud de las fluctuaciones, se substituye en la ecuacién de la

autocorrelacién de f,(t), ec.(3.9), de lo que se obtiene

(0 F(8)) = 29kT5(t — ¢). (3.16)
Por lo tanto,
£o(8) = \/27kT €(), (3.17)

donde £(t) representa un ruido blanco gaussiano, de promedio cero, (£(¢)) = 0, y cuya

funcién de autocorrelacién es

| (E(0E) = bl 1), (3.18)
La ec.(3.17) es la expresién que representa la fuerza estocéstica debida a las colisiones entre
las moléculas del fluido y la particula browniana cuando el tiempo de correlacién del bano

es menor que el resto de los tiempos relevantes del sistema. Esta expresién es la que se

utilizard més adelante para la fuerza térmica.
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Partiendo de la ecuacién de Langevin, ec.(3.7), es posible obtener la difusién de la
particula en el fluido. Para ello, se multiplica a ésta por la posicién instantédnea = y se
promedia. De este procedimiento se llega a que [3]]

d? 1d

@(93) t o (2?) = 2(v%). (3.19)

Suponiendo que la particula browniana ya ha alcanzado el equilibrio térmico con el bano,

se substituye la velocidad cuadrética media por su valor de equiparticién, ec.(3.14). Inte-

grando se obtiene
3

(E (- e—;)> | (3.20)

T

o 2kT
(@) = =7
m

Entonces, para t <« 7, la expresién se reduce a
kT
(z?) = “=¢% = <U2> £, (3.21)
m

que es consistente con las ecuaciones reversibles de Newton. Mientras que para tiempos

mayores al tiempo de relajamiento, ¢ > 7, se obtiene la relacién de Einstein

2kT
(z?) = 2T ot (3.22)
m
Aqui el coeficiente de difusién es
p-F (3.23)
v

Esta ecuacion expresa la relacién entre la disipacién y la difusién. Es decir, tanto la friccién
como la difusién provienen de las fluctuaciones del sistema.

De promediar la ec.(3.7) e integrando se llega a que, para t > 7,
(z(t)) = 0. (3.24)

En otras palabras, la posicién del conjunto de particulas brownianas, inicialmente concen-
tradas en el origen, se difunde a medida que transcurre el tiempo con promedio cero y
desviacién cuadrética media 2D¢. De manera que, el proceso difusivo no genera transporte
neto. La ec.(3.24) muestra que las particulas brownianas se difunden de manera simétrica
alrededor de la posicién inicial.

Es importante reiterar que la escala de tiempo correspondiente a la funcién de correla-
cién de la velocidad ((v(0)v(t))) estd dada por el tiempo de relajamiento 7 del movimiento
browniano. Este debe ser muchos érdenes de magnitud mayor que el tiempo caracteristico

7, de las funciones de correlacién (f(0)f(t)). Es decir, 7 >> 7.
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3 Ecuacién de Langevin en presencia de fuerzas con-
servativas

Una vez analizada la ecuacién de Langevin se hardn las aproximaciones pertinentes y se in-

troduciran los términos correspondientes a las fuerzas necesarias para modelar el problema

que se desea estudiar.

3.1 Régimen sobreamortiguado

Hasta el momento se ha considerado el término correspondiente a la inercia en la ecuacién
de movimiento, ec(3.7). Pero, para los sistemas biolégicos a los que estd enfocado este
trabajo, el tiempo de relajamiento 7 = 2 resulta ser muchos érdenes de magnitud mas
pequeno que el resto de los tiempos involucrados en la ecuacién, debido a que se trata
de sistemas en los que la masa en muy pequefa en relacién a la viscosidad [12]. Por
lo tanto, es posible despreciar el término inercial, considerando el sistema en el régimen

sobreamortiguado. En dicho caso, la ecuacién de Langevin se reduce a

con condicién inicial z(0) = z,.

3.2 Potencial tipo matraca

El primero de los términos que se introduce en la ecuacién de Langevin es aquel que
representa a la fuerza ejercida por un potencial conservativo periédico y asimétrico V' (z),
de periodo A, V(z + A\) = V(z). Se trabajard con un potencial tipo matraca (en inglés
ratchet potential) [3,4], que se muestra en la Figura 3.1 y cuya ecuacién que lo describe es

z 4 z 2 z
_ : AR N 2 z
V(z) Vs {sm (27*/\) + T (47r/\) T (67*)\)

Este potencial tiene dos parametros independientes, la amplitud V, y el periodo A. La

(3.26)

asimetria del potencial permanecerd invariante a lo largo del analisis. Al incluir la fuerza

debida a este potencial, la ecuacién de Langevin toma la siguiente forma

V=T e 327

Esta ecuacién diferencial es no lineal debido a la forma del potencial.
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Potencial tipo matraca
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Figura 3.1: Potencial conservativo periddico y asimétrico, de periode A y amplitud V.

3.3 Fuerza externa aleatoria

Se introduce una fuerza externa aleatoria y dependiente del tiempo F,(t), con el propdsito
de mantener al sistema fuera del equilibrio termodindmico. Esta fuerza presenta memoria,
es decir, esta correlacionada en el tiempo. Su distribucién es gaussiana y su promedio
es cero, (F.(t)) = 0. Para que esta fuerza presente memoria, debe tener un tiempo de
correlacién mayor al tiempo de correlacién del bafio y mayor al tiempo caracteristico del
sistema. Asl, esta fuerza estocdstica representa un ruido de color o correlacionado, en
contraste con la del bano térmico que es un ruido blanco o descorrelacionado. Dicha

fuerza sera llamada simplemente “fuerza externa” y estd descrita por la siguiente ecuacidn

diferencial
dF, F.(t
Et(t) =— e_( ) + ¢ (1), ~ (3.28)

donde 7, es el tiempo de correlacién de la fuerza externa y ((t) es un ruido blanco gaussiano

de promedio cero, ({(t)) = 0, con la siguiente funcién de autocorrelacién

(CBCE) =258 - 1), (3.29)



donde f, es una constante relacionada con la magnitud de las fluctuaciones de la fuerza
externa aleatoria. Una fuerza que cumple con las caracteristicas mencionadas es conocida
como ruido de Ornstein-Uhlenbeck y la solucién a la ecuacidn diferencial que la describe,
ec.(3.28), estd dada por

I3 i l—g
Ft) = e % F,(0) + / e 52 ¢ (s)ds. (3.30)
0

Si se impone la condicion inicial

F,(0) =0, (3.31)

/ 22 ¢ (s)ds. (3.32)
De aqui se sigue que (F.(t)) = 0, dado que {C(2)) = 0.

se tiene que

Una vez que se tiene la expresion explicita de la fuerza, es posible encontrar su funcién

de autocorrelacion, ésta es

(Fe(t) Fe(t)) = /; / Lot (C(8)C(q)) dsdg. (3.33)

[e )

Resolviendo esta ecuacién y tomando en cuenta que la autocorrelacién de ((t) estd dada

por ec.(3.29), se llega a que

f2 (=t

oTe

(F()Fe(t)) = (3.34)

Esta expresion muestra como la fuerza presenta efectos no locales en el tiempo (memoria)
y su correlacién es exponencial. De la ecuacidn ec.(3.34) se sigue que

(F2(t)) = S (3.35)

27,

Por lo tanto, la magnitud de la fuerza externa esta dada por \/—;

Del analisis de esta fuerza se tienen los elementos suficientes para demostrar que las

ecuaciones de evolucion de (F.(t)) y de {F?(t)) son

SR 1,

BTN ——T—E(Fe(t»—os (3-36)
d JFA) 2 2 p

A Lo Sy o
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respectivamente.

Recapitulando, se tiene que la ecuacién de Langevin para una particula browniana
sobreamortiguada en un fluido, sometida a un potencial periédico asimétrico y sujeta a
una fuerza externa aleatoria dependiente del tiempo y correlacionada es

dz(t) dV(z)

"= =2 L)+ F0) (338)

Esta es una ecuacién diferencial no lineal con dos términos estocasticos introducidos a

través de los ruidos blancos gaussianos £(t) y ((t).

4 Fcuacion de Fokker-Planck

Para que un proceso estocéstico sea descrito por una ecuaciéon de Fokker-Planck se requiere
que sea markoviano. Un proceso markoviano es aquel en el que se puede conocer el estado
de un sistema al tiempo t + dt dados el estado del sistema, al tiempo ¢ y la probabilidad de
transicion entre ambos estados. La solucidén a una ecuacidén de Langevin. que represente
un proceso markoviano en el caso sobreamortiguado, puede ser expresada en términos de
la probabilidad condicional W(z,t|z,,t,)dz. Esta es la probabilidad de encontrar a la
particula entre z y dz al tiempo ¢, dado que se encontraba en z, al tiempo ¢, [31]. Dicha
distribucién de probabilidad tiene como propiedades que en el limite en que t — ¢, se

reduce a una delta de Dirac, es decir,
lim W (z, |z, t,) = 0(z — 25). (3.39)

Debido a que, en general, la presencia de una fuerza externa dependiente del tiempo, F.(t),
en la ecuacién de Langevin en cuestidn, ec.(3.38), la probabilidad condicional correspon-
diente W (z,t|z,,t,)dz representa un proceso no-markoviano. Sin embargo, si se incluye
a la fuerza externa como parte de un sistema més grande, donde la probabilidad condi-
cional esté dada por W(z, F,, t|z,, F{9, t,)dzdF,, entonces, ésta si representa un proceso
markoviano y en consecuencia W(z, F,t) es solucién de una ecuacién de Fokker-Planck
(32].

La ecuacién de Fokker-Planck del problema en cuestién se deduce a continuacién me-
diante el procedimiento desarrollado por Chandrasekhar [31], descrito en detalle en el
Apéndice A. Se parte del sistema de ecuaciones

dz(t) _dV(x)

= T + f5(t) + Fe(t), (3.40)
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dR(t)  Ft)

e

donde las relaciones de autocorrelacién de los ruidos f5(t) y ((t), como se ha visto, estdn

dadas por

([s(0)[s(t) = 2vkT6(t — 1), (3-42)

(€O = 26— 1), | (3.43)

[+
respectivamente. Primero se calcula la probabilidad de transicién

Y(z, Foy Az, AF), (3.44)
de que en un intervalo de tiempo At, z y F, sufran un incremento de

Az = z(t + At) — z(t), (3.45)

AF, = F,(t + At) — Fe(t), (3.46)
respectivamente.

El intervalo At debe ser suficientemente grande para que no exista correlacién entre
fs(t) ¥ fo(t + At), y entre ((¢) y ((t + At), que varian répidamente. Asimismo, At debe
ser tal que d—‘;iﬂ y Fe, que varfan méas lentamente, puedan ser aproximadas por constantes
en dicho intervalo de tiempo.

A continuacién, el objetivo es encontrar la funcién de distribucién W(z, Fi;t + At),
que gobierna la probabilidad de ocurrencia de z y Fe al tiempo t + Af, a partir de la
distribucién W(z, Fe;t), al tiempo ¢, y de la probabilidad de transicién ¢(z, Fe; Az, AF,).

Esto es posible a través de la expresién

W(z, Fe;t + At) = (3.47)
//W(x _ Az, F, — AF,; 09(z — Az, F, — AF,; Az, AF,)dAzdAF,,

conocida como la ecuacién de Chapman-Kolmogorov [29,31]. Esta ecuacién siempre es
valida para procesos markovianos que, como se ha mencionado, es el caso para W(z, F¢; t).

Para hallar la probabilidad de transicién ¥ (z, Fy; Az, AF,), se integran las ecs.(3.40) y
(3.41) en el intervalo At, obteniéndose (ver Apéndice A)

14V 1
LdVia) ny L e At = Bu(ay) (3.48)
Y dz Y

Ax +
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et

AF, + %At — Br.(A), (3.49)
£
donde
1 rt+ae
B =~ [ s (3.50)
v Je
v
IR AV
Br(Af) = = [ cwar (3.51)
>,

La cantidad B,(At) representa el cambio en la posicién de la particula browniana debido
a las colisiones ocurridas durante el intervalo de tiempo At. Del mismo modo, Bg,(At)
representa el cambio en la fuerza externa proveniente de las fluctuaciones que la originan
en dichc intervalo. Es a partir de estas cantidades que se construye la probabilidad de
transicién. Para ello se toman las ecs.(3.48) y (3.49), y se hace la suposicién de que las
distribuciones de probabilidad de B.(At) y Br,{At) se tienden a distribuciones gaussianas
cuando ¢ — o¢, es decir, la probabilidad de ocurrencia de los diferentes valores de E(At)
{E(At) = (B, (At), Bpe(At))j estd gobernada por la funcién de distribucién [31]

(#-%)
e 20% ').aFe ) A (352)

A partir de esta distribucién, se calculan los segundos momentos de B, (At) y Bg, (At),

+

w(B(AY) =

2ro.op,

obteniéndose

, 2
(B2 = o2 = T py (3.53)
Y
y
2
(B%,) = 0%, = SOt (3.54)

Si se substituyen estos resultados, ademds de las ecs.(3.48) y la ec.(3.49), en la funcién de
probabilidad, ec.(3.52), se llega a que la funcién de probabilidad de iransicién esta dada

por

Yz, F.; Az, AF,) = CeimFatlgha(mfol) (3.53)

oo Ve
\| 872k T f2Af2"

( Az L@ Ay },Fe(t)mﬁ)

donde

¥y dx

Az Fot) = AT AL/
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|AF, + ZAt
Ag(z, Foyt) = | ——— T

2fOAt/Té'

Una vez hallada la probabilidad de transicién, se desarrollan en series de Taylor W(z, F;
t+ AL, Wz — Az, F,— AF,;8) y ¥(z — Az, F, — AF,; Az, AF,) en la ec.(3.47); se escribe

la expresidn en términos de los promedios, definidos como

(Af) = /z fz AfidzdF,, (3.56)

y se calculan estos promedios a partir de la probabilidad de transicién ¥ encontrada.
Finalmente, se divide la serie de Taylor entre At y se toma el limite At — 0. De este

modo, se llega a la ecuacidén de Fokker-Planck correspondiente

O e B ={ Fi 10 (dV(I) +kT3>

ot ~ dx dz ox
. 1 4d : fg g
T (Fe TQ—TeBFeN W(z, F., ). (3.57)

Esta ecuacién de Fokker-Planck coincide con la encontrada por Risken, ref.[32]. Los
dos términos con segundas derivadas de W(z, F, t) son términos de difusidn, mientras que
el resto son términos de arrastre. Se observa que, tanto la fuerza térmica como la externa
contribuyen a la difusién de la particula browniana.

A continuacién se muestran y discuten algunocs casos particulares a los que se reduce la
ecuacién de Fokker-Planck, ec.(3.57), al modificar ciertas propiedades del sistemas:

a) Cuando no. existen tanto potencial, V(z) = 0, como fuerza externa, F,(t) = 0, la
ecuacion de Fokker-Planck se reduce a la ecuacién de difusién

d kT o?

W0 =g W), (3.58)

b) Cuando si existe un potencial, V/(z) # 0, y la fuerza externa representa un ruidoe

blanco, esto es, una fuerza aleatoria no correlacionada con F.(t) = ((¢), donde

(CBC(t)) = foo(t = 1), (3.59)

el problema se transforma en uno que contiene dos ruidos blancos gaussianos independientes
y descorrelacionados entre si. Por lo tanto, 9(t) = fs(t) = ((t) es también un ruido blanco

gaussiano. Adicionalmente, debido a que f,(¢) y ((¢) estan descorrelacionados, se tiene que
(D)D) = (27T + f2)(t —t). (3.60)
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De modo que anadir dicha fuerza externa resulta equivalente a incrementar la temperatura
del bafio de 7" a una temperatura efectiva T,; = T + T, donde 2vkT, = f2. Entonces,
la ecuacién de Fokker-Planck correspondiente al caso en que la fuerza externa aleatoria es
blanca, coincide con aquella en la que no existe fuerza externa alguna, excepto que en lugar
de T aparece 7., que incluye la contribucién de la fuerza externa. Aqui, igual que en el
inciso a), deja de aparecer la variable independiente F, v la distribucién W sélo depende
de z y ¢, W = W(z,t). La ecuacién de Fokker-Planck para este caso es

0

ot

7 :
Wity = |22 (0 g 9N e, CY
~ Ox dr oz

¢) Finalmente {12,32,33], se sabe que la ecuacién de Fokker-Planck equivalente a la
ecuacion de Langevin en presencia de un potencial V(z) y una fuerza externa dependiente

del tiempo y no correlacionada F(t) es

2I/V(J:,t) = F 2 (W — F(t)) + kT o7 } Wiz, 1), (3.62)

ot —’; oz dx v Oz

con la condicién de que fuerza F(t) varie lentamente. Se observa que las ecs.(3.57) y (3.62)
coinciden excepto en los dltimos dos términos de la derecha de la ec.(3.57). Estos términos
aparecen debido a que la fuerza externa dependiente del tiempo es una fuerza estocastica

y esté correlacionada.

5 El estado estacionario

La probabilidad W(z, F,,t) con z definida en todo el espacio, —o0 < z < 00, en general

no tiende a un estado estacionario en el limite cuando ¢ — oo [29]

En ausencia de fuerzas externas dependientes del tiempo, F,(f) = 0, el sistema se en-
cuentra en equilibrio termodindmico. Entcnces, por el Tecrema de Fluctuacién-Disipacién,

el sistema alcanza un estado estacionario
Jim Wz, t|z,, t,) — Wi(z), (3.63)
—00

donde la probabilidad estacionaria Wy(z) esté definida por

W,(z) = Ne V&), (3.64)
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donde NV es la constante de normalizacién y 8 = ﬁ Sin embargo, debido a que x estd

definida en todo el espacio, —0o < T < ©0, esto es cierto siempre y cuando el potencial

V(z) esté acotado por abajo y cuando

lim V(z) — oo. (3.65)

z=too
De lo contrario, por ejemplo en el caso en que V(z) es constante, 6 en el caso aqui estudiado,
donde Vi < V() < Vipee < 00, la probabilidad Ws(z) no se puede normalizar y no es
integrable, ademés de que su segundo momento diverge. De modo que en estos casos
estrictamente no existe un estado estacionario.
Sin embargo, en este caso si es posible definir una probabilidad relativa entre dos
posiciones x y z’ para el estado estacionario, esto es
' - W (z,t)
z—zoo |V (2, t)

ya que esta probabilidad relativa es independiente de la constante de normalizacién.

= BV @-VE) (3.66)

Por otralado, dada la ausencia de fuerzas externas, si existe equilibrio termodindmico en
el sistema. Y por tratarse de sistemas cerrados, aplica la Segunda Ley de la Termodindmica.
En consecuencia, no es posible obtener trabajo del sistema.

Cuando se agrega una fuerza estocastica dependiente del tiempo, F(t) # 0, se rompe el
equilibrio termodindmico. El sistema recibe constantemente energia de la fuerza externa,
la cual es incapaz de regresar al agente externo para establecer un balance. Lo ultimo se
corrobora en la ecuacién de Fokker-Planck, ec.(3.57), donde se observa la presencia del
término —%Fea%W(m,Fe,t), a través del cual se acoplan ambas variables independientes
y que es el responsable de que la posicién z de la particula se vea afectada por fuerza
externa F,. Para que exista equilibrio termodindmico se requiere la presencia de un término
reciproco que haga que las fuerzas que acttan sobre la particula provengan de un potencial.

El constante suministro de energia implica que la probabilidad W(z, Fe, t) debe cambiar
conforme transcurre el tiempo, es decir, no llega a un estado estacionario. El sistema no
estd en equilibrio termodindmico y la Segunda Ley de la Termodindmica no aplica, dado
que se trata de un sistema abierto. Por lo tanto, en este caso si es posible obtener un
trabajo neto.

Si el sistema no alcanza un estado estacionario, se sigue que los promedios de las

cantidades fisicas, definidos por

W= [ [ 1@ F)W e FitydadF., (367)
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tampoco tienden a un estado estacionario y en general son funciones dependientes del
tiempo.

De alcanzarse el estado estacionario todos los promedios de las cantidades fisicas, en
particular (), serfan constantes (independientes del tiempo). Esto, como se discutird maés
adelante, tiene como consecuencia inmediata la ausencia de corriente.

Entonces, para poder extraer trabajo del sistema en forma de corriente, es necesario
que éste no alcance un estado estacionario y que exista un fuerza externa dependiente del

tlempo que rompa el equilibrio termodinamico.

6 KEcuaciones de evolucién de los promedios

A partir de la ecuacién de Fokker-Planck, ec.(3.57). es posible construir las ecuaciones de
evolucién de los promedios de las diferentes cantidades relevantes en el problema. Para ello,
se multiplica dicha ecuacién por la cantidad fisica a considerar, por ejemplo la posicién, y
se integra respecto a las variables independientes z vy F,, con lo que el lado izquierdo de la
ec.(3.57) toma la siguiente forma

/ /oo xa—wdach / / WdzdF, = d;‘? (3.68)

En este caso, al resolver las integrales del lado derecho de la ec.(3.57), recordando que

(F.) = 0y considerando que

lim W —0, (3.69)
Y oW
lim —~ — 0. 3.70

se llega a que el promedio de la posicién estd gobernado por la ecuacién de evolucién

d(z) 1 /dV(z)
—_— = —— . 3.71
dt ~y < dz ( )
Esta expresion resulta de gran interés ya que dfd—f representa la velocidad promedio de la

particula browniana. Més adelante se discute en detalle esta cantidad.
Si se hace el mismo procedlmlento para las cantidades z2, F,, F2, V'(z), zF,, zV'(z) y

F.V'(z), se obtienen las siguientes ecuaciones de evolucién de sus promedios

) 2 2 kT
o= o) - V) 2 (3.72)
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= (R =0, (3.73)
d(f) =‘%<F3>+T_§__2:;’ (3.74)

d<2fe> _2 (F?) - %(FCV’(TC)) + Ti (eFe) + T—Z (3.75)

LD _ L wrwry - L v ave) + e, (3.76)
&g(ﬂ - %(FQV’(I)) - % (V@) + % (Vi@ +V'(@+1), B
‘“Fed—vt'(f)) _ % (FV"(2)) - l/ (F2v"(z)) + % (FV"(2)). (3.78)

Aqui se utiliza la notacién V'(z) = d—(‘gxﬂ, V'(z) = %ﬂ, etc. Algunas de estas
ecuaciones de evolucién, como las correspondientes a los promedios de z, F, Fez, etc.,
pueden también ser deducidas directamente de las ecs.(3.40) y (3.41) (i.e. la ec.(3.36) es
igual a la ec.(3.73) y la ec.(3.37) es igual a la ec.(3.74)). Esto sustenta el hecho de que
la ecuacién de Fokker-Planck, ec.(3.57), es equivalente a las ecs.(3.40) y (3.41), y que

representan el mismo sistema.

7 Existencia de corriente

Una vez hallada la ecuacién de Fokker-Planck y las ecuaciones de evolucién de los prome-
dios, se centrard la atencién en la corriente de la particula browniana (%), que es la
cantidad de mayor interés en el contexto del transporte en sistemas periddicos.

La manera més sencilla de establecer una relacién para (%%) es promediando la ecuacién
de Langevin, ec.(3.38), y tomando en cuenta que el promedio de ambas fuerzas estocasticas

(5)--4)

Por otro lado, es bien sabido que W(z, F,,t) contiene la informacién completa sobre

es cero, de donde se obtiene que

el sistema, por lo que se recurrird a ella para extraer la forma y las propiedades de la

corriente.
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Se tiene entonces que la ecuacién de Fokker-Planck, ec.(3.57), puede ser expresada en

forma de la siguiente ecuacidn maestra [32]

%W(m,a, t) = -V - J(z, Fp, t), - (3.80)

Esta ecuacidn maestra tiene la forma de una ecuacién de continuidad asociada con la con-

servacién de la probabilidad, de modo que J(z, Fy, t) es llamada corriente de probabilidad,

donde J = (J,, Jr,). Por lo tanto, la ec.(3.80) puede escribirse como

55} 5 0

—W(l'} Fe, t) = —aji- - a—FJFe‘ (381)

ot

Al relacionar la ecuacién de Fokker-Planck, ec.(3.57), con la ecuacién maestra, ec.(3.81),

se llega a que

g, =L ey, W (3.82)
y dx oz
y
1 2 8w
Jr, = = {FeW—t— E@FJ ( (3.83)
La cantidad que se busca es la corriente total en la direccién z. que se define como
o = / - / * J.dzdF,. (3.84)
—oo J—o0

Asi| al resolver las integrales, se obtiene

.1 /dV(z) -
Jz = —7 < dr > . (380)

~

Recordando ahora la ecuacién de evolucién para el promedio de la posicidén de particula
browniana, hallada en la seccién anterior, ec.(3.71), y tomando en cuenta la expresién

deducida de la ecuacién de Langevin para la corriente, ec.(3.79), se tiene que la corriente

. d{x)y  [fdz\ 1 /dV(x) PN
31“75_<dt>' A/< ir | (3.80)

En esta serie de igualdades se observa que, como era de esperarse, la derivada respecto al

total en la direccién z es

tiempo puede ser extraida del promedio. Por otro lado, queda claro que la corriente coincide

con la definicién natural y que esto es congruente tanto para ecuacién de Fokker-Planck

como para la de Langevin.
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Mediante el uso de este resultado se analiza el caso donde el potencial V' {(z) es simétrico.

Esto implica que V' (z) es una funcién par. Por lo tanto, %ﬂ es una funcién impar. En

este caso se puede demostrar que W(z, F,,t) = W(—=z, F,,t), es decir, W es una funcién

par. Dado que el promedio de %ﬂ se define como

<d‘;5:w)> N /D; /O; d‘fﬁ)wu, F,,t)dzdF,. (3.87)

y debido a que €l integrando es el producto de una funcién par por una funcién impar, éste
es Impar y la integral es siempre cero. Asi, haciendo uso de la expresion para la corriente

total en la direccién z, se llega a que

. 1 /dVi{@)\
JI———< - >—0. (3.88)

Y

Por lo tanto, si el potencial es simétrico no existe corriente, dadas las condiciones del
sistema aqui estudiado. Sin embargo, atn para V((z) simétrico podria haber corriente si
por ejemplo se introduce un asimetria en el sistema a través de F(t) [6,12].

Por otra parte y como ya se ha discutido, si se considera el caso en que no hay fuerza
externa, F, = 0, o que ésta es una fuerza aleatoria descorrelacionada, el sistema se encuen-
tra en equilibrio termodinamico y por la Segunda Ley de la Termodindmica no es posible
obtener corriente, ya sea el potencial asimétrico o no.

En conclusién, para que el sistema pueda presentar corriente, se requiere de algun
mecanismo que rompa la simetria espacial y de una fuente externa de energia que lo
mantenga fuera del equilibrio termodindmico. Sin embargo, la interaccidn entre dichos
mecanismos no estd del todo comprendida, y no existe ain una explicacién clara sobre la
dindmica subyacente que controla la generacién de corriente en este tipo de sistemas. El

analisis aqui presentado, establece tinicamente los limites sobre las condiciones requeridas

para que exista corriente.

8 Solucién numérica de la ecuaciéon de Langevin

La ecuacion de Langevin, ec.(3.38), describe la dindmica de una particula en el régimen
sobreamortiguado, inmersa en un bafio térmico, bajo la influencia de un potencial periodico
asimétrico y sujeta a una fuerza externa aleatoria correlacionada. Dicha ecuacién presenta

enormes dificultades para ser resuelta analiticamente, principalmente por el cardcter no
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lineal de la fuerza debida al potencial V(z). Por esta razén, en la presente seccion se
buscan soluciones numéricas de la ecuacién de Langevin.

La ec.(3.38) presenta comportamientos cualitativamente diferentes para diferentes va-
lores de los pardmetros. Sin embargo, a pesar de no conocerse la solucién general a este
problema, de las refs.[4,5,7,9-11] y del analisis realizado en las secciones previas, se sabe
bajo que condiciones no debe existir corriente.

Como se ha visto, la corriente estd dada por la cantidad %%Z. Se entenderd que existe
corriente si dicha cantidad resulta ser distinta de cero, para un numero suficientemente

grande de realizaciones y en regimenes para los cuales el estado transitorio haya sido

superado.

8.1 Método numérico

Para el cdlculo de la solucién numérica de la ecuacién de Langevin, (3.38), se elaboraron
programas en lenguaje FORTRAN (ver Apéndice B). El algoritmo utilizado para resolver

la ecuacién hace uso del método de Euler y estd basado en la definicién de derivada

dz(t) . z(t) — z(t — At)
dt At ’ (3.89)

donde At es el paso de tiempo en el algoritmo mediante el cual se discretiza el problema.
Este tiempo debe cumplir ciertas condiciones. Para que los efectos de memoria de la
fuerza externa sean tomados en cuenta se debe cumplir que At < 7,. Sin embargo, debido
a que se estd considerando que el ruido del bano térmico es blanco, At debe ser mucho
mayor que el tiempo de correlacién del bano. Por otro lado, el método numérico debe
converger a la solucién del problema continuo cuando At — 0. Si At es demasiado grande
el método no rescatard el detalle del problema y la solucién se alejard de la del problema
original. Ademés de cumplir las condiciones mencionadas, el paso de tiempo debe ser lo
suficientemente fino para que esto ultimo no suceda, sin ser demasiado pequefio, ya que
podrian aparecer problemas de precisién de la computadora.

Con el propésito de encontrar un valor adecuado para At, se definié un intervalo dentro
del cudl se cumplen las condiciones antes descritas. A continuacion se ensay6 con diferentes
valores de At dentro de dicho intervalo, revisando que, en los casos limite del sistema, los
resultados del método numérico coincidieran adecuadamente con las soluciones conocidas

[4,5,7, 9-11]. Se encontré que el intervalo de tiempo 6ptimo es At = 1074,
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En nimero total de pasos de tiempo At empleado fue de 107, con lo que ¢ abarca el
intervalo [0, 10%]. La eleccién de este intervalo de tiempo se debe a que el estado transitorio
no llega més alld de ¢t =~ 50. Para tener una estadistica suficientemente buena, se consideré
un numero de realizaciones de entre 10® y 10%, sobre las cuales se llevaron a cabo los
promedios. Para dicho niimero de realizaciones, cada corrida del programa da entre 10'°
y 10" ciclos. Esto implica aproximadamente 4 dias de proceso en un procesador Alfa de
700 MHz.

El comportamiento a tiempos largos es independiente de la condicién inicial, por lo que
se establecié z(0) = 0 en todos los célculos.

Se utilizé un generador de nimeros pseudo-aleatorios estdndar [34,35], (ver Apéndice
D). Cada uno de los ruidos del problema tiene su propia subrutina con un generador
independiente de numeros aleatorios con distribucién gaussiana centrada en cero.

Se calculé la posicién promedio sobre todas las realizaciones cada 10® pasos de At,
ademds de la correspondiente desviacién cuadrédtica media. Adicionalmente, y con el fin
de comparar més adelante las soluciones numéricas con las ecuaciones de evolucién de los
promedios obtenidas a partir de la ecuacién de Fokker-Planck, (3.71)-(3.78), se calcularon

todos los promedios involucrados en dichas ecuaciones.

Ecuacién de Langevin discretizada

Para la discretizacién de la ecuacién de Langevin (3.38), se utilizé la definicién de la
derivada discreta (3.89), y se discretizé el tiempo con t = nAt, donde n =0,1,2,3,.... Por
lo tanto, la diferencial de tiempo se define como dt = At. Debido a que la delta de Dirac
tiene unidades de inverso de tiempo, las funciones de ruido, {(¢) y £(¢), se pueden escribir

de manera discreta como

b

Cnst) = 7t (3.90)
y

£(nAt) = \/_gn, (3.91)

respectivamente (ver ecs.(3.29) y (3.18)). Las cantidades (, y &, son adimensionales y se
obtienen directamente de los generadores de niimeros aleatorios. Por lo tanto, el término

correspondiente a la fuerza externa discretizada toma la forma siguiente (ver ec.(3.32))

t n-l _(n-m)at

Z (me™ =, (3.92)

F.(nAt) =
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mientras que la fuerza térmica en su versién discretizada es (ver ec.(3.17))

27kT
fs((n)At) =/ ——¢a. (3.93)
A continuacién, substituyendo las ecs.(3.89), (3.92) y (3.93) en la ecuacién de Langevin,
ec.(3.38), y después de multiplicar por At, se llega a que la relacién de recurrencia para la

posicién de la particula browniana al tiempo nAt, como funcidén de la posicién al tiempo
(n — 1)At, estd dada por

z(nAt) = z((n—1)At) — %V’(I) +\/W’yﬂtén

f“Aﬁ " e TR (3.94)

Adimensionalizacién

En la ec.(3.94) aparecen 4 parametros, a saber: v y k7, correspondientes al fluido, y
foy Te de la fuerza externa. Sin embargo, estan de manera implicita los pardmetros
Ay V, correspondientes al potencial conservativo (3.26), por lo que en total el sistema
tiene 6 parametros.independientes. La masa de la particula, m, no aparece debido a
que se ha despreciado el término inercial (régimen sobreamortiguado). Sin pérdida de
generalidad, se define m = 1, por lo que el coeficiente de friccién por unidad de masa,
v, tiene unidades de inverso de tiempo y se utilizan 7 = % y A como las unidades de
tiempo y longitud para adimensionalizar la ecuacién. Dada esta eleccién, se expresan los
otros cuatrg parametros, asi como el resto de las cantidades en la ecuacién, en unidades
adimensionales. Esto es; & = 2, At = & 7, = & kT = ¥y = Yert y f — %ﬂ
Dividiendo la ecuacidn de Langevin discretizada {3.94) entre /\ y escribiéndola en funcién

de las cantidades adimensionales se llega a que

z(nAt) = z((n - 1‘|At) — V,AtK (z) + V2KkT AtE,
f°m§ S (e TR (3.95)

donde se han omitido los simbolos “tilde” en el entendido de que todas las cantidades estan
escritas en unidades adimensionales. Se ha hecho la substitucién V'(z) = V,K(2) con el

objetivo que todos los parametros del sistema aparezcan explicitamente en la ecuacién. De
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la expresién del potencial tipo matraca, ec.(3.26), se obtiene que
4 3

K(z) = —27 |cos (2mz) + 7 cos (4mz) + 5 cos (6rz)| . (3.96)
Se observa que el ultimo término del lado derecho de la ec.(3.95), que corresponde a la
fuerza externa, resulta ser una suma. Esto tiene como consecuencia en el algoritmo un
ciclo iterativo extra anidado dentro del resto de los ciclos, que consume recursos y tiempo.
Con el fin de evitar esta suma y hacer més eficiente y rdpido al algoritmo, se busca una
expresion para la fuerza externa en fornmia recursiva, es decir, una expresién de la fuerza
al tiempo t + At en términos de la misma al tiempo t, de igual manera que en la ref.[11].
Para ello se escribe la ecuacién correspondiente a la fuerza externa en su forma continua,
ec.(3.32), al tiempo ¢ + At, es decir,

i+At t+At—s
Fu(t + At) = / o~ e 53, (3.97)
Al separar la integral se obtiene
t+-AL (t+At—s)
Fi(t+ At) = F(t)e™* + / e R (s)ds. (3.98)

Si se hace la aproximacién de que el ruido ((s) = ((¢) toma un valor nico durante el

intervalo de tiempo entre ¢t y ¢ + At, y se resuelve la integral, se llega a que
Fo(t+At) = F(t)e™™ +7.0(1) (1—e ). (3.99)

Entonces, el ultimo término de la ec.(3.95) puede ser substituido por la versién dis-

cretizada y adimensionalizada de ec.(3.99)
F((n+1)A1) = Fy(nAt)e™ + foV/AIG, (1-e ). (3.100)

Esta expresion esta en fuucion del valor de la fuerza en el paso inmediato anterior, por lo
que so6lo puede ser usada a partir del segundo ciclo. Para propésitos del calculo numérico
se hard la aproximacién de que para el primer ciclo F,(0) = 0, ya que se esto no afecta el
comportamiento a tiempos largos. donde interesa estudiar el sistema.

Finalmente, la ecuacién de Langevin discretizada y adimensionalizada con la que se

trabajard para encontrar soluciones numeéricas es

z(nAt) = z((n—1)At) — V,AtK(z) + V2kTAtE,
+ Fo((n—1)At)e™% + foV/BIG (1 e %) (3.101)
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Una vez realizada la adimensionalizacién se aprecia que el numero de pardmetros indepen-
dientes se ha reducido de 6 a 4, siendo estos: V, la amplitud del potencial matraca, &T°
la temperatura del bafo térmico, f, relacionado con la magnitud de la fuerza externa y
Te su tiempo de correlacion. Se dice que f, estd relacionado con la magnitud de la fuerza
externa debido a que en realidad la magnitud estd dada por F, = —\/-2% Asi, los pardmetros

adimensionales que regulan el comportamiento del sistema son: V,, kT, F, y Te.

8.2 Resultados y su analisis

A continuacién se presentan y discuten los resultados obtenidos para diferentes valores de
los cuatro pardmetros arriba mencionados. En particular se hace énfasis en los resultados
de los casos limite. Con esto ultimo se verifica que las soluciones encontradas con el método

numérico sean congruentes con los resultados encontrados en las secciones previas.

(a) Comportamiento en ausencia de fuerza externa

En primer lugar, se muestra en la Figura 3.2 la gréfica de la posicién respecto al tiempo de
10 realizaciones de una particula en un potencial asimétrico en ausencia de la fuerza externa

aleatoria correlacionada. Se aprecia un movimiento aleatorio en el que la particula tiende
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Figura 3.2: Posicién de la particula para 10 diferentes realizaciones, sin fuerza externa y
con kT'=10,V, =20y F,=0.
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a permanecer en los pozos de potencial, cuyos minimos se ubican en r = ..., —3.—2. —1.
0,1,2,3, ..., y salta con frecuencia de pozo a pozo. En apariencia, estos saltos ocurren
con la misma probabilidad en ambas direcciones del eje z. Ninguna de las trayectorias

parece tener una tendencia clara en ninguno de los sentidos, a pesar de tener un potencial

asimétrico.
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Figura 3.3: Desplazamiento medio y desviacién cuadratica media para 2 x 10° realizaciones
de una particula en ausencia de fuerza externa, F, = 0, para el caso en que no hay potencial
(particula libre), V, = 0, y para el caso con potencial distinto de cero, V, = 2.0. En ambos
casos con kT = 1.0.

A continuacién, en la Figura 3.3. se mucstra cl desplazamiento medio, (z), de 2 x 10°
realizaciones y la desviacién cuadrética media, (z%) — ()%, del mismo caso. asi como para
el caso de la particula libre sin potencial (V, = 0). Se observa que el desplazamiento medio
o la posicidn promedio permanece dentro del pozo centrado en el origen cero en ambos
casos, las dos trayectorias se encuentran muy cerca del eje = 0. En ninguno de los casos
se presenta corriente.

Por otro lado, también en la Figura 3.3, se observa que la desviacién cuadritica media
en ambos casos crece linealmente conforme transcurre el tiempo. mostrando que la difusion
es producida por el bano térmico. En el caso de la particula libre, el coeficiente de difusion
es D = 1. Este resultado coincide con la teoria, ya que D = %ﬂ = 1. El hecho de que es
este caso la grafica correspondiente no sea una recta, se debe a que eu la difusion libre las
fluctuaciones en la posicién son grandes y se requiere un mayor nimero de realizaciones
para tener una mejor estadistica. En el caso en el que si hay potencial, la difusion efectiva

es Dy ~ 0.138, es decir, cerca de un orden de magnitud menor al caso de la difusion libre.
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Esto se explica porque a la particula se le dificulta desplazarse cuando para ello es necesario
superar los pozos del potencial.

Se concluye que en ausencia de fuerza externa dependiente del tiempo no hay corriente,
esto incluso cuando se tiene un potencial asimétrico. Esto esta de acuerdo con la Segunda
Ley de la Termodindmica, ya que al no haber una fuerza externa dependiente del tiempo,
no hay elementos que rompan el equilibrio termodindmico del sistema y proporcionen la
energia necesaria para producir trabajo. El potencial en este caso no sélo no ayuda a
generar corriente, sino que dificulta la difusién. El resultado de que la difusién de la
particula libre coincida con la teoria sustenta el hecho de que los cdlenlos numéricos estan

bien realizados.

(b) Variacién en la magnitud de la fuerza externa aleatoria F,

Una vez corroborado el hecho de que sin fuerza externa no hay corriente, se muestran, en la
Figura 3.4, las posiciones promedio de la particula para diferentes valores de la magnitud
de la fuerza externa aleatoria, F,, manteniendo fijo su tiempo de correlacién en 7, = 0.03,
asi como la temperatura del bafio en k7" = 1.0 y la amplitud del potencial asimétrico en

Vo = 2.0. Se puede apreciar cémo, al afiadir la fuerza externa, la posicién promedio de
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Figura 3.4: Posicién promedio de 2 x 10° realizaciones de la particula para diferentes valores
de F,con V,=20,kT=10y 7, = 0.03.
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la particula cambia de manera lineal en la direccién positiva de z, es decir, se produce
una corriente neta con velocidad promedio constante igual a la pendiente de cada recta.
Se corrobora que esta fuerza rompe el equilibrio termodinamico del sistema y produce
corriente. Resulta interesante el hecho de que la corriente corresponda a una velocidad
constante, es decir, el sistema haya alcanzado un régimen de corriente estacionaria. Esto

mismo se observé en todos los casos estudiados en los que se hallé corriente.
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Figura 3.5: Corriente en funcién de F, con V, =2.0, kT =10 v 7. = 0.03.

En la Figura 3.4 se han incluido los desplazamientos medios de la particula para valores
de la magnitud de la fuerza externa que van desde F,, = 0 hasta F, = 4.1 x 102. Se calculé
también la corriente a partir de la definicién ya discutida, ec.(3.86), para los mismos valores
de la fuerza externa. La grafica de la corriente en funcién de F, se muestra en la Figura
3.5.

En ambas graficas se observa que, conforme se incrementa el valor de F,, la corriente
aumenta hasta llegar a una corriente méaxima en F, = 20.4. A partir de este valor la
corriente comienza a disminuir, hasta que para F, > 4.1 x 10 la corriente desaparece.
Esto ultimo se debe a que la magnitud de la fuerza externa es muy grande en comparacion
con el resto de las fuerzas, en particular respecto a aquella debida al potencial, de modo

que, tanto la asimetria como el resto de los elementos del sistema dejan de jugar un papel
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relevante. En todos los casos, la direccién en la que la particula se desplaza es en la que
los pozos del potencial tienen menor pendiente (ver Figura 3.1), es decir, no se presenta
inversién de corriente.

‘Se tlene entonces que una particula browniana sobreamortiguada, sometida a una
fuerza térmica descorrelacionada, a un potencial periédico asimétrico y a una fuerza ex-
terna aleatoria y correlacionada, presenta corriente. Dependiendo de los valores de los

parametros, la eficiencia de la corriente varia considerablemente hasta el grado de desa-

parecer.

(c) Variacién en el tiempo de correlacién de la fuerza externa, 7,

En la Figura 3.6 se presenta el comportamiento de la particula browniana, a través de la
corriente j,, en funcién del tiempo de correlacién de la fuerza externa, 7.. Se ha graficado
la corriente contra el logaritmo natural del tiempo de correlacion de la fuerza externa, In 7,
con el propdsito de que se aprecie més claramente la dependencia con 7.. Se han incluido
también barras de error a cada uno de los puntos. Las barras de error estan relacionadas

con el tamafio de las fluctuaciones en el promedio de la posicidén, (z). Cabe sefialar que

0.8 hd -

0.2~ -1

Figura 3.6: Corriente en funcién del Int, con F, =204, V, =20y kT = 1.0.
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el intervalo de valores seleccionado para 7. cumple con las restricciones establecidas. Se
aprecia en la grafica que, partiendo de 7, = 0.001, la corriente se incrementa conforme 7
crece, hasta llegar a un valor méximo en 7, = 0.05, a partir de donde comienza a disminuir
hasta incluso hacerse negativa para valores grandes de 7.. Sin embargo, para los valores de
7. donde la corriente en promedio parece ser negativa el error encontrado es muy grande,
como se observa en la gréafica. Para 7, > 5 las fluctuaciones se incrementan de tal forma
que resulta imposible asegurar algo respecto al comportamiento del sistema, en particular
respecto a la existencia de inversién de corriente.

Por otra parte, se estudié el caso en el que la fuerza externa estd descorrelacionada, es
decir, que se trata de un ruido blanco. Bajo estas circunstancias se encontré que no hay
corriente. Este resultado obedece a que el tiempo de correlacion de esta fuerza y el tiempo
de correlacién del ruido térmico coinciden (ambas fuerzas son delta correlacionadas), de
modo que la presencia de esta fuerza, como se ha demostrado en la seccién 4, es equivalente
a incrementar la intensidad del ruido térmico. Entonces, se corrobora la necesidad de que

la fuerza externa aleatoria esté correlacionada para que exista corriente.

(d) Variacién de la temperatura del bafio térmico kT

En la Figura 3.7 se muestra la grafica de la corriente conforme se varia la intensidad
de la fuerza térmica, es decir, la temperatura del bano térmico, mientras el resto de los
parametros permanecen constantes. De igual manera que con el resto de los pardmetros, se
observa aqui que conforme se aumenta la temperatura, la corriente se incrementa hasta lle-
gar a un valor maximo cuando k7T = 0.3. A partir de ahi, la corriente comienza a disminuir,
aproximandose a cero de manera asintética, hasta el caso extremo cuando k7" > 100, donde
la corriente es nula. Este comportamiento se debe a que cuando la temperatura es muy
alta, la fuerza térmica domina respecto al resto de las fuerzas, de la misma manera que lo
hace la fuerza externa para F, grandes. El caso en que kT > 100, la fuerza térmica domina
por completo, siendo V, despreciable, por lo que se tiene un comportamiento equivalente
al de una una particula libre.

Resulta interesante senalar que cuando k7 = 0, la corriente no sélo no es cero, sino
que ademads toma un valor cercano al méximo. Adicionalmente, se ha encontrado que para
valores grandes de F),, a partir de F,, = 30, la corriente es méxima precisamente en k7" = 0.

Dichos resultados indican que es posible prescindir del término correspondiente a la fuerza
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Figura 3.7: Corriente en funcién de k7 con V, = 2.0, F, = 3.5 x 10® y 7, = 0.03.

térmica en la ecuacién de Langevin (3.38) y adn asi encontrar corriente. Es importante
mencionar que esto no implica que no existe bafio térmico ya que el término disipativo,
que también tiene su origen en el bano, sigue estando presente. Este es un caso hipotetico
debido a que no es posible tener una temperatura igual a cero. No obstaante, puede ser
interpretado como el limite cuando la fuerza térmica es despreciable respecto al resto de
las fuerzas, es decir, un sistema a mayor escala o un sistema macroscépico. Por lo tanto,
este resultado muestra la posibilidad de encontrar este fendmeno de transporte en sistemas
macroscopicos.

Es importante mencionar que este caso no corresponde al conocido como “matracas
deterministas inerciales”, refs.[14, 36], ya que en dicho fendmeno se requiere de inercia y no

hay presencia de procesos estocasticos.

(e) Comportamiento cuando el potencial es simétrico

Finalmente, se estudid el comportamiento del sistema cuando el potencial periddico es

simétrico. Se considerd para este propdsito un potencial con la siguiente forma

Viz)=-V,

sin (27%” : (3.102)
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con V, = 2.0. El resto de los pardmetros se variaron usando los mismos valores antes vistos
para el potencial asimétrico. En todos los casos se encontré que no hay corriente. Con esto
se confirmé que, la presencia de un mecanismo que rompa la simetria del sistema, en este

caso introducido a través del potencial, resulta esencial para que se dé el fenémeno de la

corriente.
Difusion

De los andlisis realizados, la mayor corriente hallada fue de j, = 1.77, para los valores de
los pardmetros V, = 2.0, kT = 1.0, F, = 204, ., = 0.03. Esta corriente corresponde a
un desplazamiento medio de la particula browniana de aproximadamente 1770 pozos en
el intervalo de tiempo de t = 0 hasta ¢t = 103. En la Figura 3.8 se muestra la desviacién
cuadratica media para el caso mencionado, asi como para el caso de la particula libre

(V,=0y F, =0). Se observa que en ambos casos la desviacién cuadratica media crece el
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Figura 3.8: Desviacién cuadratica media para el caso en que hay potencial asimétrico y
fuerza externa aleatoria (V, = 2.0, kT = 1.0, F, = 20.4 y 7. = 0.03), y para el caso de una
particula libre (V, =0, F, =0y kT = 1.0).

linealmente con t. No obstante, la difusién efectiva resulta mucho mayor para el caso en

que existe corriente, donde D,; =~ 5.5, mientras que el coeficientede difusién de la particula
libre es D =~ 1.




Resumen de resultados del andalisis numérico

En primer lugar, se ha encontrado que una particula browniana en un bafo térmico y
sujeta a un potencial periédico asimétrico no presenta corriente. Esto estd de acuerdo con
la Segunda Ley de la Termodindmica.

Por otro lado, la particula no presenta corriente si se agrega una fuerza externa aleato-
ria descorrelacionada. Esto se debe a que la presencia de dicha fuerza es equivalente a
incrementar la intensidad del ruido térmico en el caso anterior.

En contraste, cuando la fuerza externa que se anade estd correlacionada, se rompe el
equilibrio termodindmico y se produce corriente. Las grificas de la corriente en funcién
de los pardmetros F,, 7. y kT alcanzan un méximo en los tres casos. Al alejarse de ese
maximo, la corriente tiende a cero.

Sin embargo, la corriente no desaparece cuando &7 = 0, e incluso en algunos casos la
maéxima corriente se da precisamente en k7 = 0. Esto indica que la fuerza térmica del bano
no en necesaria para que exista corriente y, por lo tanto. que es posible que el fenémeno
de transporte ocurra en sistemas macroscdpicos, donde las fluctuaciones térmicas no son
relevantes.

En todos los casos en que se presenté corriente, se hall6 que a tiempos largos la velocidad
de la particula browniana llega a un régimen de velocidad constante. Asimismo, la direccién
de dicha velocidad fue en todos los casos en la direccidn positiva del eje z, en la que los pozos
del potencial tienen menor pendiente. En ningun caso se observé inversién de corriente.

Se encontré que no existe corriente cuando el potencial es simétrico, coincidiendo con
el resultado tedrico de la seccién 7.

La mayor corriente encontrada fue j, =~ 1.77, para V, = 2.0, kT = 1.0, F, =204 y 1. =
0.03. Esto es, un desplazamiento medio de la particula browniana de aproximadamente
1770 pozos en el intervalo de tiempo de ¢ = 0 hasta ¢ = 103. En dicho caso, se hall$
un coeficiente de difusién efectiva de D.; =~ 5.5. mientras que el coeficiente de difusién

correspondiente a la particula libre fue de D =~ 1.
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9 Analisis comparativo de resultados numéricos

9.1 Comparacién con ecuaciones de evolucién

Como se mencioné anteriormente, el algoritmo para encontrar soluciones a la ecuacién de
Langevin (3.38), calcula todos los promedios involucrados en las ecuaciones de evolucién
(ecs.(3.71)-(3.78)). En la presente seccién, se emplean dichos resultados numéricos para
comprobar si su comportamiento obedece a las mencionadas ecuaciones de evolucién, de-
ducidas a partir de la ecuacién de Fokker-Planck (3.57). A través de esta comparacién se
busca mostrar la equivalencia entre ecuacién de Langevin y la de Fokker-Planck. as{ como
la confiabilidad de los resultados numéricos.

Para llevar a cabo este anélisis comparativo, se evaliian ambos lados de las ecuaciones
de evolucién. Esto se realiza mediante el célculo explicito de sus términos, utilizando para
ello resultados numéricos de los promedios. Dichos resultados son funciones aleatorias
dependientes del tiempo, por lo tanto, los lados de dichas ecuaciones estaran representados
también por funciones aleatorias dependientes del tiempo. Entonces, se grafican estas
funciones y a cada una se le hace un ajuste por minimos cuadrados, a través del cual se
realiza la comparacién.

A continuacién se presenta el andlisis correspondiente a algunas de la ecuaciones de
evolucién.

Se comienza con la ecuacién de evolucién para el promedio de la posicion de la particula,

ec.(3.71), es decir, la correspondiente a la corriente, que una vez adimensionalizada toma

la forma
d ()
dt

En la Figura 3.9 se muestran graficados los valores numéricos calculados de % y de

= —(V'(z)). (3.103)

— (V'(z)), como funciones del tiempo. De acuerdo con la ecuacién de evolucién (3.103),
estas dos cantidades deben coincidir. Se observa que ambas corresponden a fluctuaciones
alrededor de valores constantes, similares en apariencia. Se ajustaron entonces rectas por
minimos cuadrados a ambas cantidades y se hallé que éstas coinciden, al grado que en la
gréafica a mayor escala de la Figura 3.9, practicamente se aprecia sélo una recta. Del ajuste
por minimos cuadrados se obtiene que ambas rectas tienen una pendiente igual a cero y
sus ordenadas al origen son: = 0.3359 para %%2 y = 0.3382 para (V'(z)). Por lo tanto,

los valores numéricos hallados cumplen con la prediccién de la ec.(3.103) con una precisién
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Figura 3.9: Gréficas a diferentes escalas de las cantidades %”) y — (V'(z)), con sus corres-
pondientes ajustes por minimos cuadrados.

notable.
La siguiente comnparacién corresponde a la ecuacién de evolucién para el promedio del
cuadrado de la posicién, (z*), cuya forma adimensionalizada es

d <d; ) g (eR) + 22V (@) + 26T (3.104)

En la Figura 3.10 se muestran graficados; por una parte <t>, y por otra la suma de las
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Figura 3.10: Graficas a diferentes escalas de las cantidades % y2(zF.)+2 (xV'(x))+2kT
con sus correspondientes ajustes por minimos cuadrados.

cantidades del lado derecho de la ec.(3.104). Conforme a ésta ultima, ambas cantidades
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graficadas deben ser iguales. Se observa que ambas cantidades corresponden a fluctuaciones
cuya amplitud aumenta conforme transcurre el tiempo. También se aprecia que los valores
alrededor de los cuales se presentan estas fluctuaciones son aparentemente los mismos,
ademds de tener un crecimiento lineal. Se ajustan rectas por minimos cuadrados y de

nuevo se observa que dichas rectas coinciden. Las ecuaciones de estas rectas son

d{(z*
&) 0,230t +1.35, (3.105)
dt
g
2(xF,) + 2 (2V'(z)) + 2kT =~ 0.228¢ + 1.55. (3.106)

Tanto la pendiente como la ordenada al origen son muy similares, se puede afirmar que
existe una coincidencia muy buena entre ambas cantidades. Una vez mas, los valores
obtenidos numéricamente obedecen a la ecuacién de evolucién.

Se llevé a cabo el mismo procedimiento con el resto de las ecuaciones de evolucién vy,
en todos los casos, se encontré que los resultados numéricos obedecen las ecuaciones de
evolucién de los promedios.

Los resultados encontrados aqui son importantes ya que corroboran la equivalencia
entre la ecuacién de Langevin y la de Fokker-Planck, y dan sustento tedrico a los resultados
numéricos. En particular, se tiene la seguridad de que la discretizacién usada es vélida. Se

puede entonces tener la certeza de que las conclusiones deducidas del andlisis numéricos
son confiables.

9.2 Analisis de la fuerza del potencial tipo matraca

En la Figura 3.11, se muestran tres casos particulares de los valores de la fuerza promedio
debida al potencial, (V’(z)), obtenidos numéricamente. En (A) y (B) se muestran respec-
tivamente el caso en que la fuerza externa estd descorrelacionada y el caso en el que el
potencial es simétrico. En (C) se muestra el caso en que se tiene una fuerza externa aleato-
ria correlacionada y un potencial asimétrico. Para analizar estas cantidades, de nuevo se
ajustan rectas por minimos cuadrados a cada uno de los tres casos.

Se observa que en (A) y (B), donde se sabe que no hay corriente, la cantidad (V'(z))
fluctua alrededor de la recta horizontal que se superpone al eje del tiempo. Mientras que
en (C), donde se ha observado que hay corriente, (V'(z)) fluctia alrededor de una recta

de pendiente cero cuya ordenada al origen coincide con el negativo de la magnitud de la
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Figura 3.11: Comparacién de resultados numéricos de la fuerza promedio debida al po-
tencial, (V'(x)), con: (A) fuerza externa correlacionada y potencial simétrico, (B) fuerza
externa descorrelacionada y potencial asimétrico, (C) fuerza externa correlacionada y po-
tencial asimétrico.

corriente. como indica la ec.(3.103). Se verifica, una vez méas que la fuerza promedio debida
al potencial, (V'(x)), es la cantidad que indica cuando existe corriente y la que determina

cual es su magnitud.

10 Conclusiones

Se ha introducido un modelo de motor browniano, el cual estd basado en la teoria de
Langevin del movimiento browniano. Este modelo consiste en una particula browniana
sobreamortiguada (sin inercia), en un bano térmico descorrelacionado (ruido blanco), sujeta
a la fuerza debida a un potencial periddico asimétrico y a una fuerza externa aleatoria
correlacionada (ruido de color). Se ha planteado la ecuacién de Langevin correspondiente
a este modelo en una dimensién, ec.(3.38).

Partiendo de la ecuacion de Langevin, se ha deducido la ecuacién de Fokker-Planck

equivalente, ec.(3.57). Mediante estas dos ecuaciones, se llegé a la siguiente expresién para

- d{z) 1 /dV(z)
71—7——; <T> (3.107)

la corriente

Haciendo uso de la ecuacién de Fokker-Planck (3.57). se ha demostrado que, si el potencial
V() es simétrico, no existe corriente. Asimismo, si el sistema llega a un estado estacionario,
OW(z, F,,t) = 0, los promedios de las variables del sistema son constantes, en particular
ﬂd’:—) = 0, por lo tanto no hay corriente.

Se ha demostrado que, cuando la fuerza externa dependiente del tiempo es cero, F,, = 0,
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6 cuando se tarta de una fuerza estocéstica descorrelacionada (ruido blanco), el sistema se
encuentra en equilibrio termodindmico. Por la Segunda Ley de la Termodindmica, en este
caso no es posible extraer trabajo del sistema y en consecuencia no puede haber corriente.

También se ha encontrade que, si el potencial V(x) es simétrico y en general no existe
un mecanismo que rompa la simetria del sistema, no hay corriente.

Todos estos resultados concuerdan con lo hallado histéricamente en una encrme canti-
dad de trabajos al respecto de este tipo de sistemas, por ejemplo las refs.[4, 5,12, 33].

Cuando la fuerza externa dependiente del tiempo que se anade estd correlacionada
(ruido de color) y el potencial es asimétrico, se rompen tanto el equilibrio termodindmico
como la simetria del sistema. Por lo tanto, en este caso existe la posibilidad de que se
presente corriente.

A continuacidn, se llevé a cabo un andlisis numérico de la ecuacién de Langevin variando
cada uno de los cuatro parametros adimensionales del sistema: V, la amplitud del potencial,
kT la intensidad del baho térmico, F, la magnitud de la fuerza externa y 7. su tiempo de
correlacién.

En primera instancia se estudiaron los casos limite del problema, a partir de los cuales
se corroboraron los resultados obtenidos analiticamente mediante la ecuacién de Fokker-
Planck. Se mostré que para el caso de un potencial periddico asimétrico y une fuerza
externa aleatoria correlacionada, aparece una corriente de velocidad constante. La mag-
nitud de dicha corriente es funcién de los pardmetros adimensionales y en todos los casos
alcanza un maximo.

Se hallé que la difusién es lineal y para la méxima corriente encontrada, 7, = 1.77, el
coeficiente de difusién efectiva es D.; =~ 5.5. En contraste con el el caso de la particula
libre, donde el coeficiente de difusién es D a 1.

Se encontré que la corriente no sélo no desaparece cuando la intensidad del bano térmico
es nula, kT = 0, sino que incluso en algunos casos corresponde al valor maximo respecto
a la correspondiente para valores més grandes de k7. Esto indica que la fuerza térmica
del bano es prescindible para que exista corriente. Este ltimo resultado muestra que el
fenémeno de la corriente se puede presentar en sistemas macroscépicos, dende las fuerzas
térmicas pueden considerarse despreciables. Este resultado ha sido va encontrado en la
ref.[14, 36] pero para el caso inercial y determinista.

En el andlisis numérico no se encontré evidencia de corriente negativa, es decir, no se




encontré inversién de corriente. Sin embargo, en trabajos sobre el mismo problema que
en el presente trabajo y sin inercia, se ha reportado la existencia de inversion de corriente
cuando se utilizan ciertos potenciales particulares refs.[9,25]. Por otro lado, histéricamente
se ha encontrado que en este tipo de sistemas, cuando la inercia no es despreciable, aparecen
regimenes de inversion de corriente [10,11,37].

Por otra parte, partiendo de la ecuacién de Fokker-Planck (3.57), se obtuvieron las ecua-
ciones de evolucién para los promedios de las cantidades z, z2, F,, FZ2, V'(z), zF,, zV'(z)
y FV'(z). A continuacién se evaluaron, mediante los resultados del analisis numérico,
las cantidades involucradas en dichas ecuaciones. En todos los casos se encontré que los
resultados numéricos concuerdan con las ecuaciones evolucion de los promedios.

En particular, se encontrd que en los casos en que se sabe que no hay corriente, el
promedio de la fuerza debida al potencial, (V'(z)), fluctia alrededor de cero. Mientras que
en el caso en el hay si hay corriente, (V'(z)) flucta alrededor de una recta de pendiente
cero, cuya ordenada al origen coincide con el negativo la magnitud de la corriente. Este
resultado esta en concordancia con la expresién (3.107) y permite afirmar que el promedio
de la fuerza al potencial, (V'(z)), es la cantidad que determina la existencia y la magnitud
de la corriente en el sistema.

En términos generales, se ha encontrado una equivalencia entre los resultados numéri-
cos y los analiticos. De este modo, se ha corroborado la equivalencia entre la ecuacién de

Langevin y la de Fokker-Planck hallada, ademds de la validez de la discretizacién para el

analisis numeérico.
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Capitulo 4

Modelo bidimensional de una
proteina motora sobre un filamento

En este capitulo se presenta un modelo de filamento en dos dimensiones para el mecanismo
mediante el cual las proteinas motoras transportan vesiculas sobre los microtibulos. Se
plantean las ecuaciones de Langevin correspondientes al problema y se presentan los resul-
tados de resolver dichas ecuaciones numéricamente. Finalmente, se discuten desde diversos

puntos de vista los resultados obtenidos.

1 El modelo de filamento

Como se ha mencionado en el Capitulo 2, se sabe que el transporte de vesiculas se lleva a
cabo por medio de las proteinas motoras que “caminan” sobre los microtibulos.

Con el propésito de contribuir a la comprensién de la fisica que yace bajo el compor-
tamiento de estas proteinas motoras, se propone un modelo que es una extension a dos
dimensiones del problema estudiado en el Capitulo 3, con un filamento recto en el plano ry,
el cual juega el papel de un protofilamento de los microtiibulos sobre los que se mueven las
proteinas motoras. Dicho modelo pretende contribuir al entendimiento sobre los mecanis-
mos de transporte de las proteinas motoras cuando éstas tienen la posibilidad de ligarse y
desligarse del microtibulo, y no sélo cuando se encuentran ligadas a éste, como sucede en
los an4lisis unidimensionales.

Existen modelos unidimensionales, llamados matracas intermitentes (flashing ratchets
en inglés), que pueden ser usados para modelar particulas que tienen la posibilidad de

ligarse y desligarse de un filamento (12]. Sin embargo, las matracas intermitentes son
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limitadas para este propdsito, ya que por ejemplo, los estados ligados y desligados son
impuestos arbitrariamente mediante la cantidad que regula la intermitencia. En contraste,
en el modelo de filamento que aqui se estudia, estos estados se presentan de manera natural.

Para el modelo de filamento se han considerado las siguientes observaciones sobre el
comportamiento de estas proteinas motoras:

1) Los tiempos de residencia de las proteinas motoras en un microtibulo son finitos, de
modo que son capaces de desligarse y volverse a ligar en diversas ocasiones a lo largo de
su “caminata” [1,23,24].

i) Cierta clase de proteinas motoras llamadas kinesinas, mientras se encuentran lig-
adas a un microtibulo, se desplazan en linea recta sobre uno de los protofilamentos del
microtibulo, sin entrar en contacto con otros protofilamentos en su recorrido y siempre se
mueven en la misma direccién del microtibulo [1,21].

Se han realizado a la fecha un gran nimero de trabajos relacionados con el tema de
matracas estocésticas, muchos de los cuales han sido pensados como modelos para proteinas
motoras. Sin embargo, la inmensa mayoria de estos trabajos corresponden a modelos en una
dimensién. Entre los pocos trabajos que se han encontrado en dos dimensiones resaltan las
refs.[15-20, 38, 39]). En los casos de las refs.{38, 39] no se hace uso de la teoria de Langevin
del movimiento browniano sino que se establecen probabilidades ad doc asimétricas en el
espacio, generandose asi corrientes de manera arbitraria. En el resto de los casos si se hace
uso de teorfa de Langevin del movimiento browniano y se ensayan diferentes potenciales
con diversos propésitos. Y sélo en los casos de las refs.[15,16, 19] se utilizan potenciales
que pretenden modelar el comportamiento de una proteina motora desplazdndose sobre un
microtibulo. Sin embargo, consideramos que el modelo que se presenta a continuacién,

resulta mas adecuado para describir la dinamica de dichas proteinas.

2 Potencial filamento

Los hechos arriba descritos se han tomado en cuenta para proponer un potencial bidi-
mensional. En este potencial, las fuerzas atractivas entre el protofilamento y la proteina
motora se modelan mediante un “canal” o “filamento atractivo” a lo largo del eje z, como
se muestra en la Figura 4.1. El interior del filamento estd conformado por una estructura
periddica y asimétrica, cuyo corte trasversal a lo largo del eje y = 0 es igual al potencial

tipo matraca estudiado en el Capitulo 3 (ver Figura 4.2). Conforme y varia, el potencial
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tiende a cero siguiendo una curva gaussiana invertida de manera simétrica. Se le llamard

potencial filamento y estd descrito por la funcién

2 2nx 4 iy 2 b6rx
(z,y) € 1+ V, [ sin ) +losm 3 +1osm S

; (4.1)

donde Vj es la profundidad promedio del filamento, s es una medida de su ancho, V, es

la amplitud de la estructura periédica del filamento y ) su periodo.

Potencial filamento

Figura 4.1: Potencial bidimensional con estructura periédica asimétrica a lo largo de un
filamento atractivo. En la figura, el filamento tiene una profundidad media de V; = 15
y un ancho de s = 2, mientras que la estructura periédica es de periodo A = 1 con una
amplitud de V, = 2.

Para el andlisis, se considerard que la particula se encuentra ligada si estd en el filamento
y desligada si se encuentra fuera del mismo. La profundidad V; y el ancho s del filamento
estan directamente relacionados con la capacidad atractiva de éste y, por lo tanto, con la

probabilidad de que las particulas permanezcan ligadas.
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Figura 4.2: Vistas lateral y frontal del potencial filamento en la Figura 4.1.

3 Ecuacién de Langevin en dos dimensiones

En el presente capitulo se estudia una particula browniana en un espacio bidimensional, in-
mersa un bano térmico a temperatura 7'y sobreamortiguada. Adicionalmente, la particula
se encuentra sometida a una fuerza debida al potencial filamento previamente descrito y a
una fuerza externa aleatoria correlacionada del tipo Ornstein-Uhlenbeck. Por lo tanto, el
movimiento de la particula estd descrito por las ecuaciones de Langevin
dz(t) oV(x,y)
1 d oz

+ fo(8) + Fu(2), (4.2)

dy(e) _ 9V(z,y)
i T Oy
donde 7« es el coeficiente de friccién de fluido. La cantidad f;(t), con i = z,y, es la fuerza

+ fy(t) + F(2), (4.3)

estocdstica y descorrelacionada debida al bafio térmico. Esta fuerza térmica es de promedio

cero ((f;(t)) = 0) y satisface
fi(t) = \20kT &(1). (4.4)

Aqui, &;(t) representa un ruido blanco gaussiano de promedio cero ({€;(¢)) = 0) y autocor-
relacién

(G(); () = 6(t = ') - &y (4.5)
Del mismo modo que en e] Capitulo 3, se define ( - ) como el promedio sobre un conjunto

representativo de realizaciones.
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La fuerza externa aleatoria correlacionada, F,(t) ( = z,y), obedece la siguiente ecuacién
diferencial 4, (1) F()
(¢ 1¢-

= - (¢ 4.6

dt Te + Cl( )‘ ( )

donde 7, es el tiempo de correlacién de F;(t) y () es un ruido blanco gaussiano que

satisface las siguientes relaciones

G@®)Yy = o (4.7)
GOGE) = Sse—t) 6y (48

De modo que F;(t) también tiene promedio cero, (F;(¢)) = 0, y obedece una funcién de

correlacion exponencial

fo _u=ty
(BOF()) = g7e” 7 - & (4.9)
La magnitud de la fuerza externa estd dada por F, = \/_%]T_e

Como se observa, las relaciones de f;(¢) y de Fi(t) son las mismas para x como para y,
debido a lo cual estas fuerzas actian de igual forma y con los mismos pardmetros en ambas
direcciones. Para el andlisis, se considera que estas cuatro fuerzas (f;(¢), fy(£), Fz(t) y
F,(t)) actian de manera independiente, ya que cada una de ellas proviene de un ruido

gaussiano independiente y, por lo tanto, se encuentran descorrelacionadas entre si.

4 Solucion numérica

En esta seccion se presenta el método numérico empleado para resolver las ecuaciones
planteadas previamente, as{ como su discretizacién y adimensionalizacion. También se
hace una breve discusién acerca de los pardmetros adimensionales.

El sistema en dos dimensiones presenta aspectos més complejos que el caso en una
dimensién debido a que la particula browniana puede ligarse y desligarse del filamento y
su comportamiento cuando estéd ligada y cuando esté desligada es esencialmente distinto.
Por lo tanto, ademés de estudiar la corriente de la particula de manera global, se considera
su comportamiento en los estados ligado y desligado de manera independiente. Se analizan
también los tiempos de residencia en ambos estados y la probabilidad de permanencia de
la particula en el filamento, es decir, ligada. Por otra parte, se estudié la distribucion de
probabilided de la particula browniana, su evolucién temporal y la difusién. Mas adelante

se describe con detalle cada uno de estos analisis.
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4.1 Método numérico

Para el cilculo de soluciones numéricas se ha empleado el mismo método numérico que en el
caso de una dimensidn (ver la seccién 8 del Capitulo 3), con las diferencias requeridas para
su adaptacién a dos dimensiones. Se agregaron los algoritmos necesarios para el calculo de
los tiempos de residencia y la distribucién de probabilidad. En el Apéndice C se muestra
el cédigo del programa desarrollado en lenguaje FORTRAN desarrollado.

El paso de tiempo del programa es el mismo que el utilizado en el programa para una
dimensién, es decir, At = 107, Este cumple todas las condiciones requeridas, ya que el
resto de los pardmetros temporales se encuentran dentro de los mismos limites en ambos
€850S.

Fue necesario extender el niimero de pasos de tiempo a 10® para unos casos y a 5 x 108
en otros para poder determinar con mayor precisién la tendencia de clertos fendmenos que
surgen en el problema en dos dimensiones. Esto implica que ¢ € [0,10%] y ¢ € [0,50 x 10%],
respectivamente. Para que la estadistica fuera suficientemente buena, se considerd un
nimero de realizaciones de entre 2 x 10° y 10%, sobre las cuales se llevaron a cabo los
promedios.

El nimero de pasos de tiempo y de realizaciones mencionados, implican tiempos de
computo del programa en cuestién de entre 5 dias y 3 semanas en un procesador Alpha de
700 MHz.

En todos los casos que se analizan en este capitulo, la posicidn inicial de la particula es
z(0) =0y y(0) = 0, es decir, la particula se encuentra inicialmente ligada al filamento, en
el fondo del pozo ubicado en el origen.

Los generadores de numeros aleatorios utilizados fueron los mismos que los correspon-
dientes al programa en una dimensién (ver Apéndice D). Sin embargo, en este caso se
requirieron cuatro generadores independientes, cada uno con su propia subrutina, ya que

ahora se tienen cuatro ruidos independientes.

4.2 Discretizacién y adimensionalizacién

‘La discretizacién se lleva a cabo de la misma manera que en el Capitulo 3 (ver ecs.(3.90)

y (3.94)), tomando como definicién del tiempo discretizado t = nAt. Mediante este pro-
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cedimiento se lega a las siguientes relaciones de recurrencia para las ecs.(4.2) y (4.3)

AtoV(z,y) | [2RTAL,

z(nAt) = z((n—-1)At) - o o

oAt- n-l _(n-—m)at
+ f Z CJ: Te ’ (410)

At 8V (z,y) 2kT At
= +
By

foAt? i: (s (4.11)

TTe m=o

y(nAt) = y((n—1)At) -

&

leo

+

En estas ecuaciones aparecen 4 parametros independientes, estos son: v y k7', propie-
dades del fluido; y f, ¥ 7., pardmetros correspondientes a la fuerza externa. Sin embargo,
adicionalmente existen los 4 pardmetros correspondientes al potencial filamento, es decir:
la profundidad V; del filamento, su ancho s, la amplitud V, de la estructura periddica
asimétrica y su periodo A. De modo que en total se tienen 8 pardmetros independientes.
Se define m = 1, por lo que v es el coeficiente de friccién por unidad de masa. Para la
adimensionalizacidn se eligen 7 = %r y A como unidades de tiempo y longitud, respectiva-
mente. Dada esta eleccidn, se expresan los otros cuatro pardmetros asi como el resto de
Z §=12 At=2
foo= T, KT = 2V, = %22 v, = W2y f = L2 Dividiendo las ecs.(4.10) y
(4.11) entre ), escribiéndolas en funcién de las cantidades adimensionales y substituyendo

la relacidn de recurrencia ec.(3.100) para la fuerza externa se llega a que

las cantidades en la ecuacidn en unidades adimensionales, Estoes: z =

z(nAt) = z((n - DAL — ALK (z,y) + V2T ALET
+ Fl(n-1DAYe ™ + VA (1-e %), (4.12)

y(nAt) = y((n - 1)At) — AtK,(z,y) + V2kTALE
+ EB((n-1Ate % + VA (1—e7), (4.13)
donde las fuerzas debidas al potencial en ambas direcciones, M = K (z,9) ¥y —L—l
K,(z,y), estdn dadas por

6
K, (z,y) = =27V, |cos (27z) + 18—0cos(47rx) + T (6%1)] , (4.14)
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21 2 4 2
Ky(z,y) = ?ye‘y? [V] +V, (sin (2mz) + m sin (47z) + Esin (67r1:))] . (4.15)

Se han omitido los simbolos “tilde” en el entendido de que todas las cantidades estdn

escritas en unidades adimensionales.

4.3 Parametros

Una vez adimensionalizadas las ecuaciones, el nimero de paridmetros independientes se
ha reducido de 8 a 6. Los pardmetros correspondientes al potencial se han fijado con
valores tales que los efectos del potencial sobre la particula browniana coincidan de manera
cualitativa con lo observado en los experimentos [1,21-24].

Se fij6 V, = 2, mismo valor que en el caso de una dimensién. A partir de éste, se ensayé
variando los pardmetros V) y s, asi como el resto de los pardmetros (kT, f, y 7.). Se
encontré que para los intervalos de valores de kT, f, y 7. en los que se presenta corriente,
con V] = 15y s = 2 el comportamiento es similar al observado en los experimentos.
La profundidad del filamento, V), y su ancho, s, son tales que la particula browniana es
“atrapada” en cuanto se acerca lo suficiente al filamento (y no lo atraviesa, como sucede con
filamentos mas angostos), pero a la particula le es posible desligarse con cierta probabilidad
una vez que se encuentra dentro. Dadas las caracteristicas del potencial filamento, se define
como una particula ligada al filamento al tiempo ¢ si |y(t)|] < 2.5. Si esta condicién no se
cumple, se considera que la particula se encuentra desligada del filamento.

Se encontré una corriente significativa para los siguientes valores de los otros tres
pardmetros: kT =1, f, = 2.5 (equivalente a F, = 3.1 x 10?) y 7. = 0.1. Estos valores
se asemejan a los correspondientes del caso en una dimension, para los cuales se encontré
una corriente méxima. No se ha hecho énfasis en encontrar valores de los parametros para
los cuales se de una corriente maxima. Simplemente se buscaron aquellos valores para los
cuales el comportamiento global del sistema fuera cualitativamente similar al de los exper-
imentos. Por lo tanto, no se presentan resultados de variacién de corriente en funcién de
los pardmetros. Con los valores de los pardmetros definidos aqui se realizé el andlisis de
este sisterna bidimensional. Sin embargo, es importante mencionar que el comportamiento

de este sistema es altamente sensible a variaciones en la profundidad y ancho del filamento.

60



5 Resultados de la solucién numérica y su analisis

A continuacién se presentan y discuten los resultados obtenidos a partir de las soluciones

numéricas para los valores de los pardmetros arriba mencionados.

5.1 Particula libre

En primera instancia, se revisan los resultados del problema en ausencia de potencial y de
fuerza externa con el propésito de verificar que el sistema de una particula libre se comporta
adecuadamente. En la grafica (A) de la Figura 4.3 se muestra la posicién promedio, (z)

vs (y), de 10* realizaciones y con kT = 1. Se observa que el movimiento promedio de la
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Figura 4.3: Graficas correspondientes a 10* realizaciones de una particula libre, sin poten-
cial (V, = 0), sin fuerza externa (f, = 0) y con k7 = 1. (A) Posicién promedio, (z) vs (y).
(B) Desviacién cuadrética media, Ar? = (z%) + (%) — (z)? — (y)?, y posicién promedio en
ambos ejes, (z) y {y), respecto del tiempo.

particula no tiene una direccién preferencial y se aleja del origen unas cuantas unidades,
es decir, unos cuantos pozos. Para que el desplazamiento promedio sea més pequeno
se requiere que el nimero de realizaciones sea muy grande, pero 10% realizaciones son
suficientes para ilustrar el hecho de que no existe corriente. En la grafica (B) de la Figura
4.3 se muestran la posicién promedio en los ejes = y y, ademds de la desviacién cnadratica
media para el mismo caso. Es claro que el desplazamiento promedio es practicamente nulo.

En lo que se refiere a la desviacién cuadratica media Ar? = (22) + (%) — (z)? — (y)?, el
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resultado numérico obtenido es Ar? =~ 4 x 104, en ¢t = 10%. Este resultado corresponde de

manera aproximada al predicho por la teoria para N = 2 (ver ec.(3.6)), ya que kT = 1,
entonces D = 1y por lo tanto Ar? = 2N Dt = 4 x 10%.

5.2 Particula libre con fuerza externa dependiente del tiempo

El siguiente caso a analizar es el que corresponde a la particula libre (sin potencial) pero
ahora en presencia de la fuerza externa dependiente del tiempo. Se observa en la grifica
(A) de la Figura 4.4 que de nuevo el desplazamiento promedio no tiene una direccién
preferencial. No obstante, que en este caso la particula se aleja un poco mas del origen que
en el caso anterior, se puede asegurar que no hay corriente. La ausencia de un mecanismo

que rompa la simetria del sistema impide que exista transporte dirigido.
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Figura 4.4: Graficas correspondientes a 10 realizaciones de la particula en presencia de la
fuerza externa (f, = 2.5 y 7. = 0.1), sin potencial (V, = 0) y con ¥T = 1. (A) Posicién
promedio, (z) vs (y). (B) Desviacién cuadratica media, Ar? = (z2) + (¥°) — (z)® — (y)?,
respecto del tiempo.

En la gréfica (B) de la Figura 4.4 se muestra tanto la desviacién cuadrética media,
Ar? = (z?) + (¥ — (z)? — (y)?, como las independientes en cada eje. En este caso, la
difusién efectiva es mayor que la correspondiente al caso anterior, debido a la presencia de

la fuerza externa, que contribuye a que la particula se disperse.
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5.3 Particula con fuerza externa dependiente del tiempo y po-
tencial filamento

A continuacién se anade el potencial filamento discutido anteriormente, con los parametros
ya mencionados. Entonces, se tienen ya todos los ingredientes necesarios para que se
presente el fenémeno de la corriente.

Inicialmente, se presentan en la Figura 4.5 las grificas correspondientes a la trayectoria

en el plano zy de cuatro realizaciones de una particula. En estds gréaficas se observa como

Figura 4.5: Trayectorias el plano zy de cuatro realizaciones de una particula con fuerza
externa dependiente del tiempo y potencial filamento. Cada realizacién es de 107 pasos de
tiempo, es decir, comprende el intervalo de tiempo de ¢ € [0, 10].

las particulas cruzan la la frontera y = £2.5, es decir se ligan y desligan del filamento,

constantemente. Se observa también que una vez que se encuentran ligadas al filamento
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tienden a moverse preferentemente en la direccién positiva del eje z, mientras que cuando
se estan desligadas se comportan como caminantes al azar, es decir, de la misma manera

que lo analizado en la caso anterior.
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-0.5

I g

~1.5F

(¥)
(=]

-2

0 100 200 300 400 500 800 700  BOO 900 3000
(x)

Figura 4.6: Posicién promedio de 10* realizaciones con 10% pasos de tiempo, para una
particula con potencial (V, =2,V =15y s = 2), con fuerza externa (f, = 2.5y 7, = 0.1)
ycon kT =1.

Se procede ahora a analizar las cantidades promedio. En la Figura 4.6 se muestra la
gréfica de (z) vs (y). En dicha gréfica, se observa que en la direccién del eje y, la particula en
promedio no se desplaza mas alld de y = £2. Se puede decir que en promedio no se desliga
del filamento. En contraste, se observa una desplazamiento promedio considerable en el
sentido positivo del eje z. En promedio, la particula se ha desplazado aproximadamente
970 pozos de potencial a lo largo del filamento, después de 108 pasos de tiempo, haciendo

evidente la presencia de corriente.

5.4 Difusién

Previo al andlisis de la corriente, se estudian las propiedades difusivas del sistema. En la
Figura 4.7 se muestra la gréafica de la desviacién cuadritica media total, Ar? = (2% +y?) —
((z)? + (y)?), y las grificas de la desviacién cuadratica media independiente en cada eje.

En primer lugar, se observa que la difusién efectiva del sistema sigue una ley de potencias
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Figura 4.7: (A) Desviacién cuadrética media total (global), Ar? = (z2+y2) — ((z)* + (v)?),
desviacién cuadritica media en z, Ar® = (z2) — (z)?, y en y, Ay? = (y?) — (y)?. Mismas
condiciones que en la Figura 4.6. (B) Logaritmo de la desviacién cuadratica media total
en funcién del logaritmo del tiempo.

t* con o = 1.48 a partir de ¢ &~ 100 (ver grafica (B) de la Figura 4.7). Es decir, se tiene un
comportamiento superdifusivo, no crece linealmente conforme transcurre el tiempo, como
sucede en el caso unidimensional.

En la direccion z también se encuentra un comportamiento superdifusivo, mientras que
en la direccién y la difusidn es lineal. La presencia del potencial rompe la homogeneidad
del sistema y provoca que el sistema responda de diferente manera en cada direccién. Es
importante hacer notar que la difusién en presencia del potencial es méds de un orden de
magnitud mayor respecto al caso sin potencial debido a la existencia de la corriente.

La presencia de superdifusién en este sistema se explica por el siguiente argumento.
Cuando la particula permanece ligada al filamento, esta en todo momento bajo la influencia
del potencial asimétrico v tiende a desplazarse preferentemente en la direccién positiva del
eje z. Mientras que, cuando la particula se desliga al inicio del proceso y no regresa al
estado ligado, se comporia como un caminante al azar y se dispersa alrededor del origen.
Entonces, la particula pueda encontrarse en posiciones muy alejadas dependiendo de si
ha permanecido ligada o desligada del filamento. La combinacidén de estos casos extremos
tiene como resultado que Az?, y por lo tanto Ar?, sea mas grande y que crezca a un ritmo
mayor que si la particula permaneciera siempre en uno de los estados. Las diferencias

inherentes de comportamiento entre los estados ligado y desligado son el motivo de la
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existencia de superdifusién en el sistema. El caso unidimensional es equivalente al caso en
el que la particula permanece siempre ligada al filamento, donde a pesar de haber corriente

la. difusion efectiva crece linealmente con £.

5.5 Corriente

A continuacién se analiza la corriente. Con este propésito, se obtiene la posicién promedio
global (de todas las realizaciones) para cada tiempo. Sin embargo, también se analiza la
corriente considersndo por separado la estadistica de las realizaciones cuando la particula
se encuentra ligada y desligada del filamento, recordando que se definié como una particula
ligada del filamento al tiempo ¢ si [y(t)] < 2.5. En la grafica (A) de la Figura 4.8 se muestra

la posicién promedio de la componente z para cada uno de los tres casos descritos. En

s 5000 2000 3000 4000 5000 8000 7000  BOD0 9000 10000 w"‘Q, - o
t

(A) (B)

Figura 4.8: (A) Posicién promedio respecto del tiempo de la particula cuando se encuen-
tra ligada, desligada y el caso global (ligada o desligada). (B) Logaritmo de la posicién
promedio respecto del logaritmo del tiempo para el caso global.

todos los casos se observa corriente en la direccién positiva del eje z. La mayor corriente
corresponde al caso cuando la particula estd ligada, le sigue el caso global y la corriente
menor es aquella de las particula cuando estd desligada. En todos los casos la velocidad
disminuye conforme transcurre el tiempo, no es constante como sucede en una dimension.
En la gréafica (B) de la Figura 4.8 se observa que, para el caso global, la corriente sigue la
ley de potencias j, = %2 ~ ct™® con 8= 0.3.

Debido a que todas las realizaciones inician con la particula ligada al fillamento, a
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tlempos cortos las curvas correspondientes a la particula ligada y a la global son iguales.
Conforme transcurre el tiempo estas curvas se separan y el comportamiento de la curva
global tiende a parecerse a la de la desligada. Como se verd méas adelante, esto ocurre debido
a que la probabilidad de perranencia en el estado ligado disminuye conforme transcurre el
tiempo. El decaimiento de la velocidad respecto al tiempo es también una consecuencia de
que dicha probabilidad de permanencia decrezca. Aun asi, se observa que incluso cuando
la particula estd desligada presenta corriente. Esto se explica por que constantemente
pasa del estado ligado al desligado, debido a lo cual, a pesar de encontrarse desligada del
filamento, en algin momento estuvo ligada y bajo la influencia del potencial asimétrico,

en consecuencia en promedio fue transportada.

5.6 Probabilidad de permanencia

La probabilidad de permanencia se define como la probabilidad de encontrar a la particula
en el estado ligado (con |y(¢)| < 2.5) al tiempo ¢, considerando que inicialmente se en-

contraba en el origen (y(0) = 0). Esta probabilidad se ha normalizado con el total de las

realizaciones.

Probabllidad de permanancia
” T T T

0.1

0 1000 2000 30C0 4000 5CC0 6600 7000 8000 8000 10000
t

Figura 4.9: Probabilidad de permanencia como funcién del tiempo, para el intervalo de
tiempo ¢ € [0, 10%] y para 2000 realizaciones.
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Se observa, en la grifica de la Figura 4.9, como la probabilidad de permanencia dis-
minuye de modo tal que en ¢ = 10° se reduce a la mitad. Conforme transcurre el tiempo,
dicha probabilidad continua disrnimiyendo, aunque cada vez mads lentamente, hasta llegar
a aproximadamente 0.2 en t = 10%. Hasta este punto la probabilidad de permanencia
parece estabilizarse en un velor constante. Sin embargo, para el nimero de pasos utilizado

de tiempo no es posible dar una conclusién definitiva. Para verificar si efectivamente se

Probabliidad de pormanencla Probabilldad de permanencla
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Figura 4.10: (A) Probabilidad de permanencia en funcién del tiempo para el intervalo
t € {0,5 x 10%] y para 2000 realizaciones. (B) Probabilidad de permanencia en funcién del
logaritmo del tiempo para el mismo intervalo y el mismo nimero de realizaciones.

estabiliza, si continua disminuyendo indefinidamente o si presenta un comportamiento méas
complicado, se llevd a cabo un corrida para un intervalo de tiempo de ¢ € 0,5 % 10%]. Una
corrida para este intervalo de tiempo implica 5 x 10® pasos de tiempo para cada una de
las 2000 realizaciones, es decir, 10'? ciclos!. En la grifica (A) de la Figura 4.10 se muestra
la probabilidad de permanencia para este intervalo de tiempo extendido, donde se observa
que simplemente se mantiene disminuyendo, y ent = 5 x 10* ya es menor a 0.1. Con la in-
tencidén de examinar el comportamiento de esta curva, se graficé en escala semilogaritmica
(ver gréfica (B) de la Figura 4.10). Se advierte que para ¢ entre 10% y 10° la curva podria

ser aproximada por un decaimiento logaritmico, sin embargo, para tiempos més grandes el

'Una corrida de 10'? ciclos del programa en cuestién implica 3 semanas de tiempo de proceso pars un
procesador Alfa de 700MHz.
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decaimiento parece ser ain mds lento. A partir de estos resultados, se puede concluir que
la probabilidad de permanencia seguird disminuyendo indefinidamente, pero a un ritmo

cada vez mds lento, con un decaimiento al menos logaritmico, y sera cero sélo en el limite
cuando ¢ — oo.

5.7 Tiempos de residencia

Se procede ahora a estudiar los tiempos de residencia. Existe un tiempo de residencia
ligado y un tiempo de residencia desligado. El tiempo de residencia ligado se define como
el tiempo que transcurre desde que una particula se liga al filamento hasta que se desliga
por primera vez, lo cual en general sucede varias veces a lo largo de una realizacién. El
tiempo de residencia desligado se define de manera equivalente. Por otra parte, se introduce
el concepto de probabilidad de tiempo de residencia. que se define como la probabilidad de
que cada tiempo de residencia, tanto ligado como desligado, ocurra. En la grifica (A)
de la Figura 4.11, se muestran las graficas de las probabilidades de residencia ligado, £,
y desligado, Pj, en funcién del tiempo de residencia, t,. Dichas probabilidades estédn
normalizadas con el total de los eventos. Se observa que ambas probabilidades tienen su
méximo en el tiempo de residencia mas pequefo y decrecen conforme éste se incrementa,
aproximandose asintticamente a cero para valores grandes del tiempo de residencia. Se
aprecia también que la probabilidad de tiempo de residencia desligado, Py, decrece mas
lentamente que la correspondiente al tiempo de residencia desligado, Py.

En la gréifica (B) de la Figura 4.11, se muestra la probabilidad de tiempo de residencia
ligado en escala semilogaritmica. Se aprecia que ésta describe una recta, indicando que
dicha probabilidad tiene un decaimiento exponencial. Se hallé por minimos cuadrados que
Py~ e " con ¢y = 0.04. La probabilidad de tiempo de residencia ligado es en realidad
una probabilidad de escape (F,) del pozo de potencial que representa el filamento. Existen
a la fecha una enorme cantidad de trabajos al respecto del problema de la probabilidad
de escape activado por ruido térmico [40,41]. En términos generales, se ha encontrado en
dichos trabajos que P.(t) ~ e~U*, donde U es proporcional a la profundidad del pozo de
potencial e inversamente proporcional a la intensidad del ruido. Por lo tanto, los resultados
encontrados en el presente andlisis concuerdan con la teorfa y muestran que ¢; ~ V).

Por otra parte, de la grafica de la probabilidad de tiempo de residencia desligado en

escala logaritmica ((C) de la Figura 4.11), se observa que ésta se aproxima asintéticamente
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Figura 4.11: Probabilidad de tiempo de residencia ligado (P,) y desligado () en funcién
del tiempo de residencia.

a una recta, lo que significa que sigue un ley de potencias. Por minimos cuadrados se
encontré que Py ~ tr~¢/ con ey =~ 1.5. Respecto a este resultado, existe el teorema de
Sparre Andersen, el cual establece que la probabilidad de que un caminante al azar en una
dimensién cruce el origen, dado que inicié en z, > 0 sigue el comportamiento universal
f(t) ~ t732 para cualquier distribucién simétrica de longitudes de pasos discretos [42, 43].
La probabilidad de tiempo de residencia desligado cumple con dichas condiciones y su
comportamiento concuerda con lo establecido por el teorema de Sparre Andersen.

Con base en estos resultados, se llega a la conclusién que la particula tiende a per-

manecer tiempos cortos en ambos estados, sin embargo, sus tiempos de residencia en el
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estado desligado son mayores que en el estado ligado. Esto esté en concordancia con el he-
cho, observado en la subseccidn anterior, de que la probabilidad de encontrar a la particula

en el estado ligado disminuye conforme transcurre el tiempo.

5.8 Distribucién de probabilidad

El siguiente punto a estudiar es la distribucidn de probabilidad, es decir, la distribucién
espacial de la particula browniana en el plano zy y su evolucién temporal. Con este
propésito se anadié en el programa un algoritmo que guarda la posicidn de cada una
de las realizaciones a clertos tiempos predeterminados, obteniéndose en el proceso una
“fotografia” de todas las realizaciones simultdneamente en cada uno de los tiempos elegidos.
Estas fotografias muestran de manera gréfica la distribucién de probabilidad en forma de
“nubes de particulas”. Aunque asi se manejaré, en realidad no son muchas particulas,
sino la representacién de muchas realizaciones de la misma particula. Esta distribucién de

probabilidad o nube de particulas coincide con la cantidad

pz,y,t) = /dFI/dFyW(I,y,FI,Fy,t) (4.16)

discutida en el Capitulo 3.

En la Figura 4.12 se muestran nueve nubes de particulas graficadas en el plano zy,
para nueve distintos tiempos & la largo del intervalo ¢ € [0,10%]. Todas las gréaficas estan
en la misma escala. Al comienzo del procese difusivo (primeras tres nubes) se percibe
una estructura circular y no es evidente la presencia de corriente. A la escala de las
graficas, se aprecia que el centro de la nube se encuentra cerca del origen. Sin embargo,
conforme transcurre el tiempo esta estructura circular comienza a deformarse y las nubes
van adquiriendo una forma que se asemeja a una “punta de flecha”, cuyo centro se encuentra
claramente desplazado en la direccién positiva del eje z, pero aparentemente sobre el mismo
eje z. Es decir, se aprecia una simetria respecto al eje z y una asimetria respecto el eje y,
debida esta ltima a la inhomogeneidad producida por el potencial y a la corriente sobre
el filamento.

Es claro, una vez mds, que las particulas ligadas al filamento son las que presentan una
mayor corriente. Por otra parte, mientras mas cerca se encuentren del filamento mayor
sera la probabilidad de que se liguen y, en consecuencia, que presenten un movimiento

preferencial en la direccién positiva del eje z. Este es el motivo por el cual las particulas
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Figura 4.12: Distribuciones de probabilidad o nubes de particulas para nueve distintos
tiempos a la largo del intervalo ¢ € [50, 10%] para 2000 realizaciones.

mas alejadas del filamento se encuentran mas cerca del eje z = 0 y las més cercanas al
filamento se encuentran maés lejos del eje x = 0. Esto tiene como resultado la estructura
de “punta de flecha”.

Es importante senalar que, a pesar de que sélo una parte de las particulas estdn ligadas
al filamento, todas en conjunto se desplazan hacia la derecha produciéndose un efecto
de arrastre global ¢ transporte colectivo. Esta apreciacidn estd en concordancia con lo
mencionado respecto a la Figura 4.8, donde se observa que no sdlo el promedio global de
la particula presenta una corriente sino también el promedio de la particula cuando estd
desligada.

Finalmente, con el objeto de analizar la distribucidn de probabilidad respecto a ambos

72



ejes, se presentan las graficas correspondientes a los histogramas de densidad de particulas.
Se emplearon intervalos de 10 unidades para los histogramas, es decir, que cada barra de

las graficas corresponde al niimero de particulas en un intervalo de 10 unidades.

Histograma respecto a x para toda y Histograma respecto a y para toda x

# de particuias
=

©
T

1500 2000 2500 3000 -10000

-3)00 500 1000
x

Figura 4.13: Histogramas de la distribucién de probabilidad a lo largo de los ejes 2 y ¥
para t = 10? (nube 9 de la Figura 4.12).

En la Figura 4.13 se muestran dichos histogramas para t = 10% (nube 9 de la Figura
4.12). Se verifica que la distribucién a lo largo del eje y para toda z es simétrica respecto
a y = 0. Resalta la presencia de un pico en el centro de la distribucién, que llega hasta
~ 350, pero que no se aprecia por la escala de la grafica. Dicho pico representa el nimero
de particulas entre y = -5 y y = 5 e indica que existe una gran densidad de particulas en
el filamento y su vecindad.

En lo que se refiere al histograma a lo largo del eje z para toda y, la media de la
distribucion de particulas, representada por la linea roja, se encuentra desplazada en la
direccién positiva del eje z (z,, =~ 970). Se aprecia también una leve asimetria en la forma

de la distribucién mencionada arriba. Su ancho es mayor del lado derecho de la media.

6 Conclusiones

Se llevé a cabo un analisis numérico de las ecuaciones de Langevin en dos dimensiones,
ecs.(4.2) y (4.3), para una particula browniana sobreamortiguada, en un bano térmico,
sujeta a la fuerza debida al potencial filamento ec.(4.1) y a una fuerza externa aleatoria

correlacionada.
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Los resultados del anélisis numérico mostraron que, cuando la particula browniana se
encuentra ligada al filamento (|y(t)] < 2.5), donde se encuentra bajo la influencia de la
estructura asimétrica del potencial, se produce una corriente en la direccién positiva del
eje z, y no asi en la direccién y. Como era de esperarse, cuando la particula se encuentra
desligada del filamento se comporta como un caminante al azar.

Se observé que la particula se liga y desliga del filamento constantemente a lo largo
de su trayectoria. La corriente promedio sobre el total de las realizaciones en la direccién
z disminuye conforme transcurre el tiempo, siguiendo de manera aproximada la ley de
potencias j; = % ~ ¢t con B =~ 0.3. No es constante como ocurre en el problema en
una dimensién.

De manera similar, se hallé que la desviacién cuadratica media sigue la ley de potencias
t* con o = 1.48, de modo que el sistema se comporta de manera superdifusiva. Este hecho
contrasta con el caso de una dimensién y con el caso de una particula libre en cualquier
dimension, donde la desviacién cuadrética media crece linealmente con t.

Al llevar a cabo un anélisis estadistico por separado de la particula en el estado ligado y
en el desligado, se encontré que la corriente en el primero es mayor que la correspondiente
al caso global (ligado y desligado). Sin embargo, al analizar a la particula cuando se
encuentra en el estado desligado, se observa que en promedio también presenta corriente,
aunque de menor magnitud. Esto obedece a que la particula se liga y desliga del filamento
constantemente, por lo que, en algiin momento estuvo ligada y fue transportada.

Con respecto a la probabilidades de tiempo de residencia, se hallé que, tanto en el
caso ligado como en el desligado, éstas decaen conforme se incrementan los tiempos de
residencia. La probabilidad de tiempo de residencia desligado sigue una ley de potencias
(P ~ tr~¢ con e; = 1.5), y su comportamiento coincide con lo establecido por el teorema
de Sparre Andersen. Por otro lado, la probabilidad de tiempo de residencia ligado decae
exponencialmente (P; ~ e™“¢*r con ¢y =~ 0.04). Esta tltima concuerda con la definicién
de probabilidad de escape de un pozo de potencial, que también tiene un decaimiento
exponencial y a través de la cual se encuentra que ¢4 es proporcional a la profundidad del
filamento V;. En conclusién, dado que una decae como una ley de potencias y la otra decae
exponencialmente, la particula tiene una mayor probabilidad de permanecer desligada que

ligada para tiempos largos .

La consecuencia de lo anterior es que la probabilidad de permanencia disminuye con-
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forme transcurre el tiempo. El decaimiento a tiempos grandes es, al menos, tan lento como
un decaimiento logaritmico, de lo que se infiere que sélo en el limite cuando ¢ — oo llegard
a ser cero. Este comportamiento explica por qué la corriente también disminuye con el
tiempo. Cuando dicha probabilidad sea nula, la corriente habrd desaparecido.

La solucién numérica mostrd también como la distribucién de probabilidad, o “nube
de particulas”, se desplaza en la direccién positiva del eje z. Esto sucede a pesar de que
s6lo una fraccién de las particulas se encuentran ligadas al filamento. La presencia del
filamento induce corriente sobre el total de las particulas, generdndose un fenémeno de
arrastre global o transporte colectivo. Esto estd en concordancia con el hecho de haber
hallado corriente en las particulas desligadas. Después de cierto tiempo las nubes adoptan
una estructura que se asemeja a una “punta de flecha”, a diferencia de la forma circular
tipica de la difusién libre.

La inhomogeniedad introducida a través del potencial filamento genera una distribucion
de particulas simétrica respecto al eje y = 0 y asimétrica respécto al eje z = z,,, con una
alta densidad de particulas en el filamento y su vecindad.

A partir de lo sehalado hasta aqui, se puede afirmar que, sin importar donde se encuentre
una particula, eventualmente se acercara al filamento y su movimiento se verd afectado por
la presencia del mismo.

El modelo bidimensional de particula browniana en el potencial filamento estudiado,

reproduce cualitativamente parte del comportamiento observado en experimentos y repor-
tado en las refs.[1, 21-24], como:

a) La presencia de transporte unidireccional a lo largo de un filamento recto.
b) La existencia de tiempos de residencia ligados finitos.

¢) El hecho de que a escalas de tiempo grandes respecto al tiempo de residencia, los

movimientos de las proteinas consisten en una combinacién alternada de secuencias
entre el estado ligado y el libre.

Sin embargo, gran parte de la fenomenologia descrita requiere ser verificada de manera

cuantitativa mediante observaciones experimentales.
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Capitulo 5

Conclusiones generales y perspectivas

1 Conclusiones generales

Con el propésito de contribuir a una mejor comprensién de los mecanismos de transporte
unidireccional de las proteinas motoras sobre los microtibulos, en este trabajo se estudié
un modelo de motor browniano, el cual estd basado en la teoria de Langevin del movimiento
browniano. Este modelo consiste en una particula browniana sobreamortiguada (sin iner-
cia), en un bafo térmico descorrelacionado (ruido blanco), sujeta a la fuerza debida a un
potencial peridédico asimétrico y a una fuerza externa dependiente del tiempo, aleatoria y
correlacionada (ruido de color). Se han planteado las ecuaciones de Langevin correspondi-

entes a este modelo para una y dos dimensiones.

Caso unidimensional

Partiendo de la ecuacién de Langevin (3.38), se dedujo la ecuacién de Fokker-Planck (3.57),

equivalente. Mediante estas dos ecuaciones, se llegé a la expresién para la corriente

_dm 1 <dvcfr>>.

A/ 5.1
¥ . (5.1)

T dz

Haciendo uso de la ecuacién de Fokker-Planck (3.57), se ha demostrado que, si el sistema
llega a un estado estacionario, 9 W(z, Fe, t) = 0, los promedios de las variables del sistema
son constantes, en particular i‘%z = 0, por lo tanto no hay corriente.

Se ha demostrado que, cuando la fuerza externa dependiente del tiempo es cero, F, = 0,
6 cuando se trata de una fuerza estocastica descorrelacionada (ruido blanco), el sistema se
encuentra en equilibrio termodindmico. Por la Segunda Ley de la Termodinamica, en este

caso no es posible extraer trabajo del sistema y en consecuencia no puede haber corriente.
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También se ha encontrado que, si el potencial V(z) es simétrico y en general no existe
un mecanismo que rompa la simetria del sistema, no hay corriente.

Todos estos resultados concuerdan con lo hallado histéricamente en una enorme canti-
dad de trabajos al respecto de este tipo de sistemas, por ejemplo las refs.[4, 5,12, 33].

Cuando la fuerza externa dependiente del tiempo que se afiade estd correlacionada
(ruido de color) y el potencial es asimétrico, se rompen tanto el equilibrio termodindmico
como la simetria del sistema. Por lo tanto, en este caso existe la posibilidad de que se
presente corriente.

A continuacién, se resolvié numéricamente la ecuacién de Langevin variando cada uno
de los cuatro pardmetros adimensionales del sistema. Con esto se corroboraron los resulta-
dos obtenidos analiticamente mediante la ecuacién de Fokker-Planck. Se mostré que para
el caso en el que se considera un potencial periédico asimétrico y una fuerza externa aleato-
ria correlacionada, aparece una corriente constante a lo largo del tiempo, cuya magnitud
es funcién de los pardmetros adimensionales.

Se hall6 que la desviacién cuadratica media de la posicién de la particula browniana
crece linealmente con el tiempo y su coeficiente de difusién efectiva es de casi un orden de
magnitud mas grande que el correspondiente al caso de la particula libre.

Se encontré que la corriente no desaparece en el limite hipotético cuando la intensidad
del bano térmico es nula, k7" = 0, y que incluso en algunos casos corresponde al valor
maéximo de la corriente respecto a valores més grandes de kT. Esto indica que la fuerza
térmica del bano es prescindible para que exista corriente. Este 1ltimo resultado muestra
que el fenémeno de la corriente puede presentarse en sistemas macroscépicos, donde las
fuerzas térmicas pueden considerarse despreciables. Este mismo resultado se ha reportado
en las refs.[14,36], pero para el caso de sistemas con inercia, deterministas y sujetos a
fuerzas externas oscilatorias.

Las soluciones numéricas no muestran evidencia de corriente negativa, es deéir, no
se encontré inversién de corriente. Esta ltima se ha reportado en sistemas cerrados con
ciertos potenciales especiales, refs.[9, 25], y en sistemas que no desprecian la inercia, refs.[10,
11,37]. Partiendo de los resultados de este trabajo, se propone la hipétesis de que en
sistemas abiertos unidimensionales y sin inercia, como el estudiado en el presente trabajo,
no existe inversion de corriente. Dicha hipétesis requiere ser verificada analiticamente 6 a

través de soluciones numeéricas, ensayando con diferentes potenciales al utilizado aqui.
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ESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA

Por otra parte, se verificé la equivalencia entre los resultados numéricos de la ecuacién
de Langevin y los analiticos de la ecuacién de Fokker-Planck, a través de las ecuaciones de
evolucion para los promedios de las cantidades més relevantes del problema. En particular,
se verificé la validez de la expresién, ec.(5.1), por lo que se puede afirmar que el promedio
de la fuerza producida por el potencial (V’(z)), es la cantidad que determina la existencia

y magnitud de la corriente en el sistema.

Caso bidimensional

Se introdujo el potencial (4.1), llamado potencial filamento, mediante el cual se modelan
las fuerzas atractivas entre el protofilamento y la proteina motora. De este modo, las
proteinas motoras tienen la posibilidad de ligarse y desligarse del microtubulo, a diferencia
del caso unidimensional.

Se resolvié numéricamente la ecuacién de Langevin correspondiente, considerando el
potencial filamento, con la particula ligada al filamento como condicién inicial.

Se mostrd que, cuando la particula browniana se encuentra ligada al filamento, se
produce una corriente unidireccional y cuando la particula se encuentra fuera del filamento,
se comporta como un caminante al azar. La corriente neta que se produce disminuye
conforme transcurre el tiempo siguiendo, de manera aproximada, una ley de potencias y
se anula para tiempos infinitos, a diferencia del caso en una dimensién donde la corriente
es siempre constante.

Asimismo, se hallé que la desviacién cuadratica media de la posicién de la particula
sigue una ley de potencias del tiempo, de modo que el sistema presenta superdifusién.

Mediante las probabilidades de tiempo de residencia, se encontrd que la particula tiene
una mayor probabilidad de permanecer desligada que ligada para tiempos largos. La
probabilidad de tiempo de residencia en estado ligado (particula en el filamento) decae
exponencialmente, mientras la correspondiente para el estado desligado (particula libre)
decae siguiendo una ley de potencias.

La solucién numérica mostré también como la distribucién de probabilidad, o “nube de
particulas”, se desplaza unidireccionalmente, adoptando una estructura que se asemeja a
una “punta de flecha”.

Como consecuencia de lo sefialado hasta aqui, se puede afirmar que: sin importar donde

se encuentre una particula, eventualmente se acercaré al filamento y su movimiento se verd
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afectado por la presencia del mismo, presentando un desplazamiento promedio distinto de
cero, es decir, corriente.

Finalmente, se puede afirmar que el modelo bidimensional de potencial filamento re-
sulta plausible para describir los procesos intracelulares de transporte de kinesinas sobre
protofilamentos de microtubulos, ya que reproduce cualitativamente parte del compor-

tamiento observado en experimentos y reportado en las refs.[1,21-24], como:
a) La presencia de transporte unidireccional a lo largo de un filamento recto.
b) La existencia de tiempos de residencia ligados finitos.

c¢) El hecho de que a escalas de tiempo grandes respecto al tiempo de residencia, los
movimientos de las proteinas consisten en una combinacién alternada de secuencias

entre el estado ligado y el libre.

2 Perspectivas

Se podria profundizar en el anélisis de la ecuacién de Fokker-Planck hallada, tanto analitica
como numéricamente. Esto con el propdsito de aproximarse més al entendimiento del
fenémeno de la corriente.

. Se debe estudiar el problema con diferentes potenciales asimétricos, en particular aque-
llos potenciales para los cuales se ha reportado inversién de corriente en sistemas cerrados,
refs.[9,23].

La presencia de corriente en el limite cuando la intensidad de la fuerza térmica es nula
kT = 0, es un resultado que invita a estudiar el problema en sistemas macroscépicos, donde
las fluctuaciones térmicas son despreciables.

Para el caso en dos dimensiones ha quedado pendiente realizar un andlisis comparaﬁivo
variando los pardmetros adimensionales del sistema. En particular, se debe explorar de
esta manera la posible existencia de corriente negativa.

Con el propésito de dar mayor sustento a este trabajo, se requiere realizar un andlisis
cuantitativo para comparar los resultados aqui encontrados y las mediciones realizadas en
los experimentos.

El modelo bidimensional puede mejorarse considerando el hecho, observado experimen-

talmente, de que cuando las proteinas no estin ligadas al protofilamento, no consumen
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ATP. Por lo tanto, la fuerza externa, que modela la energia suministrada al sistema por
medio del ATP, deberia anularse fuera del filamento.
Por ultimo, hace falta llevar a cabo un analisis de la eficiencia de los motores brownianos

estudiados en el presente trabajo.
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Apéndice A

Detalles de la deduccidén de la
ecuacion de Fokker-Planck

En este apéndice se presenta el procedimiento desarrollado por Chandrasekhar [31] para la

deduccidn de la ecuacién de Fokker-Planck, partiendo de la ecuacién de Langevin

dz(t)  dV(z)
T T T T &

+ fo(t) + Fe(t) (A1)

y de la ecuacién para la fuerza externa aleatoria

dFe(t)  F(t)
o + ((2). (A.2)

Cada una de estés ecuaciones contiene un término aleatorio, f; y ¢, cuyas relaciones de

autocorrelacién estan dadas por

(f(O)fs(£)) = 29KT5(t — 1) (A-3)

2
(€)= 2581 — ), (A4)
respectivamente.

Dicho procedimiento consiste en hallar la probabilidad de transicién
Wz, Fo; Az, AF,;t) (A.5)
de que en un intervalo de tiempo At, z y F, sufran un incremento de
Az = z(t + At) — z(t) (A.8)
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AF, = F.(t+ At) — Fu(t) (A7)

respectivamente. Aqui‘ se supone que At es suficientemente grande para que no exista
correlacién entre fi(t) y fo(t + At) y entre ((t) y ((¢ + At), que varian répidamente, pero
tal que —(—~ y F., que varian mas lentamente, puedan ser aproximadas por constantes
durante este intervalo de tiempo.

A continuacién, el objetivo es encontrar la funcién de distribucién W(z, F,;t + At),
que gobierna la probabilidad de ocurrencia de z y F, al tiempo ¢ + Atf, a partir de la
distribucién W(r, Fe;t) al tiempo ¢t y del conocimiento de la mencionada probabilidad de
transicién ¥(z, F,; Az, AF,). Esto es posible a través de la expresién

W(z, Fuit + At) = (A.8)
//W(x _ Az, F, — AR )(z — Az, Fo — AF,; Az, AF,; t)dAzdAF,,

conocida como ecuacién de Chapman-Kolmogorov [29,31]. Esta ecuacién es valida siem-

pre y cuando se trate de un proceso markoviano que, como se ha visto, es el caso para
W(z, Fe;t).

Para comenzar con la deduccidn, se integra la ec.(A.1) de ¢t a t + At,

/t:J-AL da;‘i(:)d,_ 1 /tH-At( dl;ir)) di' + %/tL+A t)dt L1 / fg(t’ )

8

Tomando en cuenta que en el intervalo At las fuerzas %1 y Fe, pueden ser aproximadas

por constantes y definiendo Az = z(t + At) — z(¢) se llega a que

Az + ldvi_x)At-%Fe(t)At:Bx(At) (A.10)
donde,
B.(ayy =2 [T ey (A11)
(A1) = - [ S

se define, del mismo modo que se hace en la ref.[31]. La cantidad B,(At) representa el

cambio en la posicién de la particula browniana debido a las colisiones recibidas durante
el intervalo de tiempo At.
Si ahora se integra la ecuacidn correspondiente a £, ec.(A.2), y se hacen las mismas
consideraciones sobre (), que tiene las mismas propiedades que f,(t), se llega a que:
Fe
AF, + —=At = Bp,(Al), (A.12)
Te
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donde se ha definido AF, = F.(t+ At) ~ F.(t) y

Bro(Al) = /thm o)t (A.13)

Tomando las ecs.(A.10) y (A.12), v suponiendo que las distribuciones de probabilidad
tiendan a distribuciones maxwellianas cuando t — oo, se llega a que la probabilidad de

ocurrencia de los diferentes valores de B (At) = (Bz(At), Bre(At)), estd gobernada por la
funcién de distribucién [31]

g2 B2
w(B(AL)) = _Ve( e ;‘%), (A.14)

donde N es la constante de normalizacion. Se normaliza para obtener esta constante, es
decir,

/ f w(B(AL)dB,dBr, = 1, (A.15)
con lo que se llega a que
N = 1 (A,16)
2T 0L0F,

Mediante la funcién de distribucién, ec.(A.14), se puede demostrar que los primeros

momentos, (B;) y (Br.), son cero. Del mismo moda se calculan los segundos momentos,
obteniéndose

2 g2
o ac —%——%)
(Bf) = N f / B§e< *: *¥e)dB,dBr,
= 2rNolor,
= o2 (A17)
y de manera equivalente,
(B?-‘e) = 0}27'e (A18)

Para encontrar los valores de o, v o, se calculan los mismos momentos, pero ahora

usando las relaciones de autocorrelacidn, ec.(A.3) y ec.(A.4) y la definicidn de B; y Bre,

de la siguiente manera

2 . 1 Al 1 ’ trit /" 7
(BY) = </—/t fs(t)dt/L fult )dt>

1 sttd pleAt
= 5 / 2vkTS(t — t")dt'dt”
T Jt t
2kT
= —Af, (A19)
Y




Ys

(BR) = [ e /HA‘ ), (87) dt'de”
/ /

LA t+At.
o(t t")dt'dt”

"2 At, (A.20)
72
Resumiendo,
5 5 2kT
<B__:) =0, = ——Ai (AQ])
0
\ 2
<BFe> = Fe = T;Af (A-QQ)

Substituyendo estos resultados, ademads de la ec.(A.10) y la ec.(A.12), en la funcién de

probabilidad, ec.(A.14), se llega a que la funcién de probabilidad de transicién es

W(x, F.; Az, AF,;t) = Ce1@Fetl ghz(@Fel) (A.23)
donde
'v7-2

C = S S—

\J87r2ka§At.2’
1 dV(z ! 2
Al(r r t) _ _|AI+ jy"—dleAt— ;Fe(t)Atl

Toe 4KT At/ ’
Aol Pt AL, + Z=AL
2(1', e t) = _W .

Una vez hallada la probabilidad de transicién, ahora se requiere encontrar la funcién
de distribucién W (z, F,;t + At), que gobierna la probabilidad de ocurrencia de z y F, al
tiempo ¢ + Al, a partir de la distribucién W (z, Fe;t) al tiempo ¢ y del conocimiento de
la probabilidad de transicién ¥ (z, F,; Az, AF,) de que z y F, sufran un incremento Az y
AF, en un tiempo At. Esto es posible a través de la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov,
ec.(A.8), antes mencionada.

Se expanden en series de Taylor las cantidades W (z, Fy; t+ At), W(z — Az, F. — AF,;t)
y ¥(z — Az, F, — AF,; Az, AF,;t) en la ec.{A.8), y se escribe la expresién en términos de
los promedios definidos por

(Az) = / AzpdAzdAF,. (A.24)
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Se toma en cuenta que z, F,, Az y AF, son variables independientes entre y se desarrolla
obteniéndose

ow

S Ot= —& (W(az) - (W(AF)) +12 (W(Az?)

+;6‘3—32 (W<AF3>) + 5131:' (W({AzAF, >) (A.25)

Esta es la ecuacién de Fokker-Planck para una particula browniana sujeta a un potencial
conservativo y a una fuerza externa, aleatoria, dependiente del tiempo y correlacionada en
su forma general. Si se calculan los promedios involucrados en esta ecuacién utilizando la
definicién, ec.(A.24), y la probabilidad de transicién, ec.(A.23), se puede demostrar que

estos promedios obedecen las siguientes ecuaciones

(Az) = (5 " M) At (A.26)
T YA
2
2
<Az2> = (E + V"K> ag + 2L py (A.27)
YA v
F,
(AFe) = AL (A.28)
2
(AF?) = f—;m BN (A.29)
Te Te
(AzF,) = _E (E + i{;i{) At? (A.30)
e \ 7

Si ahora se substituyen los promedios en la ec.(A.25), se divide entre At y se calcula el

limite At — 0, se llega a que la ecuacién de Fokker-Planck para el problema en cuestion es

O Wiz, Fot) = [——F 0,10 (dv—(‘”)+kT%>

ot 0r 40z dr
1 9 20
Jo . 31
3T, (F +27e3F )] W(z, Fe,t) (A.31)
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Apéndice B

Cddigo del programa en una
dimensién

A continuacién se muestra el cédigo del programa en una dimensién para la ecuacién de

Langevin con un potencial tipo matraca y una fuerza externa aleatoria y correlacionada.

PROGRAM pid_vi0

¢ Inicializacion de variables y arreglos
IMPLICIT INTEGER (i-n)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (a-h,o0-z)
CHARACTER=20 A,AA,AD,B,BD,C,CD,D,DD,E,ED,F,G,H,HDX
DIMENSION xprom(200000)
DIMENSION dxprom(200000)
DIMENSION dcmedia(200000)
DIMENSION x2prom(200000)
DIMENSION dx2prom(200000)
DIMENSION fextxprom(200000)
DIMENSION dfextxprom(200000)
DIMENSION fextx2prom(200000)
DIMENSION dfextx2prom(200000)
DIMENSION fcanxprom(200000)
DIMENSION dfcanxprom(200000)
DIMENSION xfextxprom(200000)
DIMENSION dxfextxprom(200000)
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DIMENSION xfcanxprom(200000)
DIMENSION fexfcxprom(200000)
DIMENSION dfcxrxfexprom(200000)
DIMENSION dfcxrxfcxprom(20000)
DIMENSION d2fcxrxprom(200000)

¢  Apertura y lectura de datos de entrada
OPEN(UNIT=8, FILE=’in_a’)
OPEN(UNIT=98, FILE='in_b’)
READ(8,%*) v0,rkT,f0,text
READ(9,*) idumoil
READ(9,*) dt,nsystems,nciclos
READ(9,*) x0

¢ Definicion de constantes
ndat=10000
nsubsystems=100
nsubciclos=nciclos/ndat
desp=0.138124d0
pi=3.1415926535897930
dospi=2.0d0*pi
cuatropi=4.0d0%pi
seispi=6.0d0*pi
emenos=DEXP (-dt/text)
unomenose=1.0d40-emenos
Cs=dSQRT(2.040*rkT*dt)
Cvx=dospi*v0x*dt
Cext=f0*dSQRT (dt*dt*dt) /text
Cext2=f0*dSQRT (dt)
iduml=-idumo1*1000
idum2=-idumo1*1000-1000

¢ Inicializacion t=0
do i = 1,ndat

xprom(i)=0.0d0
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dxprom(i)=0.0d0
x2prom(i)=0.0d0
dx2prom(i)=0.0d0
dcmedia(i)=0.040
fextxprom(i)=0.0d0
dfextxprom(i)=0.0d0
fextx2prom(i)=0.0d0
dfextx2prom(i)=0.0d0
fcanxprom(i)=0.0d0
df canxprom(i)=0.0d0
xfextxprom(i)=0.0d0
dxfextxprom(i)=0.0d0
xfcanxprom(i)=0.040
fexfexprom(i)=0.0d0
dfcxrxfexprom(i)=0.0d40
df cxrxfcxprom(i)=0.0d0
d2f cxrxprom(i)=0.0d0
end do
Inicio de ciclo para los diferentes ensambles sobre los que
se va a promediar.
DO 20 iii=1,nsystems
idumi=idum1-10
idumn3=1dum3-10
Inicializacion de tiempo y posiscion para cada Ensamble
£=0.0d0
x=x0
Calculo de las fuerzas para la primera vuelta
previo al proceso de iteracion
DC2Pix=DC0OS (dospi*(x+desp))
DC4Pix=DCOS (cuatropi*(x+desp))
DC6Pix=DCOS (seispix (x+desp))
DS2Pix=DSIN(dospi*(x+desp))
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DS4Pix=DSIN(cuatropi*(x+desp))
DS6Pix=DSIN(seispi*(x+desp))
¢ PARA X
¢ Fuerza externa
fextx=0.0d0
¢ Fuexrza debida al potencial
fcanx=Cvx* (DC2Pix+(0.8) *DC4Pix+(0.6)*DC6Pix)
¢ Fuerza termica
CALL GAUDIST2(idum2,zeta2)
fsx=Cs*zeta2
¢ Se inicia proceso de iteracion
DO 10 i
DO S5 j
¢ Calculode x vyt

1i,ndat

1,nsubciclos

t=t+dt

Xa = X

fcanxa=fcanx

fextxa=fextx

x =x + fsx + fcanx + fextx

dx = (x-xa)/dt

dx2 = (x*x-xa*xa)/dt
¢ Recalculo de la fuerzas para el resto de los ciclos
¢  Fuerza externa

CALL GAUDIST1(idumi,zetal)

fextx = fextx*emenos + Cext2*zetal*unomenose

¢ Fuerzas debidas al potencial
DC2Pix=DCOS (dospi* (x+desp))
DC4Pix=DCOS (cuatropi* (x+desp))
DC6Pix=DCOS (seispi*(x+desp))
DS2Pix=DSIN(dospi* (x+desp))
DS4Pix=DSIN(cuatropix*(x+desp))
DS6Pix=DSIN (seispi*(x+desp))
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fcanx=Cvx*(bC2Pix+(0.8)*DC4Pix+(O.6)*DC6Pix)
¢ Fuerza termica
CALL GAUDIST2(idum?2,zeta2)
fsx=Csxzeta?
¢ Calculo de las derivadadas de las fuerzas y sus productos
 dfextx = (fextx-fextxa)/dt
dfextx2 = (fextx*fextx-fextxaxfextxa)/dt
dfcanx = (fcanx-fcanxa)/dt
dxfextx = (x*fextx-xaxfextxa)/dt
df canxrx=-dospi*Cvx*(DS2Pix+(1.6)*DS4Pix+(1.8)*DS6Pix)
d2f canxrx=-cuatropi*pi*Cvxx (DC2Pix+(3.2)#DC4Pix+(5.4)*DC6Pix)
5 END DO
¢ Escritura de la posicion para los promedios
xprom(i) = xprom(i) + x
dxprom(i) = dxprom(i) + dx
x2prom(i) = x2prom(i) + x*x

dx2prom(i) = dx2prom(i) + 4x2

fextxprom(i) = fextxprom(i) + fextx/dt

dfextxprom(i) = dfextxprom(i) + dfextx/dt

fextx2prom(i)

fextx2prom(i) + fextx*fextx/(dt*dt)
dfextx2prom(i) = dfextx2prom(i) + dfextx2/(dtxdt)
fcanxprom(i) = fcanxprom(i) + fcanx/dt
dfcanyprom(i) = dfcanxprom(i) + dfcanx/dt

xfextxprom(i) = xfextxprom(i) + xxfextx/dt

dxfextxprom(i) = dxfextxprom(i) + dxfextx/dt

il

xfcanxprom(i) = xfcanxprom(i) + x*fcanx/dt
fexfcxprom(i) = fexfexprom(i) + fcanx*fextx/(dtxdt)
df cxrxfexprom(i)=dfcxrxfexprom(i)+dfcanxrx*xfextx/(dt*dt)
dfcxrxfcxprom(i)=dfcxrxfcxprom(i)+df canxrxxfcanx/ (dt*dt)
d2fcxrxprom(i) = d2fcxrxprom(i) + d2fcanxrx/dt
¢ Calculo del desplazamiento cuadratico medio.

dcmedia(i) = dcmedia(i) + (x-x0)*(x-x0)
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10
20

END DO
END DO

- A='r2

OPEN(7, FILE=A)
AD="dr2’

OPEN(8, FILE=AD)
B="fext’

OPEN(9, FILE=B)
BD="dfext’
OPEN(10, FILE=BD)
C="fext2’
OPEN(11, FILE=C)
CD='dfext?2’
OPEN(12, FILE=CD)
D=’fcan’

OPEN(13, FILE=D)
DD="dfcan’
OPEN(14, FILE=DD)
E=’"rfext’
OPEN(15, FILE=E)
ED="drfext’
OPEN(16, FILE=ED)
F="rfcan’
OPEN(17, FILE=F)
G=’fefc’

OPEN(18, FILE=G)
H="dx’

OPEN(19, FILE=H)
HDX="dfcrx’

OPEN (20, FILE=HDX)
AA=’gcm’

OPEN(21, FILE=AA)
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¢ Calculo de los promedios y escritura
do 1 = 1,ndat
t = float(i)*dt*nsubciclos
xpt = xprom(i)/float(nsystems)
dxpt = dxprom(i)/float(nsystems)

n

1]

x2pt = x2prom(i)/float(nsystems)
dx2pt = dx2prom(i)/float(nsystems)
dem = demedia(i)/float(nsystems)
fexpt = fextxprom(i)/float(nsystems)

dfexpt

dfextxprom(i)/float (nsystems)

fex2pt = fextx2prom(i)/float(nsystems)
dfex2pt = dfextx2prom(i)/float(nsystems)
fcxpt = fcanxprom(i)/float(nsystems)
dfcxpt = dfcanxprom(i)/float(nsystems)
xfexpt = xfextxprom(i)/float(usystems)
dxfexpt = dxfextxprom(i)/float(nsystems)
xfcxpt = xfcanxprom(i)/float(nsystens)
fefcxpt = fexfcxprom(i)/float(nsystems)
dfcxrxfexpt = dfcxrxfexprom(i)/float(nsystems)
dfcxrxfexpt = dfcxrxfexprom(i)/float(nsystems)
d2fcxrxpt = d2fcxrxprom(i)/float(nsystems)
if(i.eq.1) then
print *,t,xpt,v0,rkT
else
if(i.eq.2) then
print *,t,xpt,f0,text
else
if(i.eq.3) then
print *,t,xpt,dt,nsystems,nciclos
else
print *,t,xpt

end if
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end if
end if
write(7,*)x2pt
write(8,*)dx2pt
write(9,*)fexpt
write(10,x)dfexpt
write(11,*)fex2pt
write(12,*)dfex2pt
write(13,*)fcxpt
write(14,*)dfcxpt
write(15,*)xfexpt
write(16,*)dxfexpt
write(17,*)xfcxpt
write(18,*)fefcxpt
write(19,*)dxpt
write(20,*)dfcxrxfexpt,dfcxrxfcxpt,d2fexrxpt
write(21,x)dcm
end do
STOP
END
¢ FIN del programa principal
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Apéndice C

Cédigo del programa en dos
dimensiones

A continuacién se muestra el cédigo del programa en dos dimensiones para la ecuacién de

Langevin con un potencial filamento y una fuerza externa aleatoria y correlacionada.

PROGRAM p2d_v10
¢ Inicializacion de variables y arreglos
IMPLICIT INTEGER (i-n)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (a-h,o0-2)
CHARACTER*20 A1,A2,A3,A4,A5,A6,A7,A8
DIMENSION xprom(100000),yprom(3100000)
DIMENSION xnube(10,2000),ynube(10,2000)
DIMENSION demedia(100000)
DIMENSION dcmediax(100000)
DIMENSION dcmediay(100000)
DIMENSION nsystemscan(100000)
DIMENSION nsystemsout (100000)
DIMENSION xpromcan(100000), ypromcan(100000)
DIMENSION xpromout(100000), ypromout(100000)
DIMENSION tcanhist(10000),touthist(10000)
DIMENSION inube(10)

¢  Apertura y Lectura de datos de entrada
OPEN(UNIT=8, FILE=’in_a’)
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OPEN (UNIT=8, FILE=’in_b’)
READ(8,%) v0,rkT,f0,text
READ(9,*) idumol
READ(9,*) v1,sigma
READ(9,*) dt,nsystems,nciclos
READ(9,*) x0,y0
do i=1,10

READ(9,*) inu

inube(i)=inu
end do

¢ Definicion de constantes
ndat=10000
nsubciclos=int(nciclos/ndat)
desp=0.1381240
pi=3.14159265358979d0
dospi=2.0d0*pi
cuatropi=4.0d40*pi
seispi=6.040*pi
emenos=DEXP (~dt/text)
unomenose=1.0d0-emenos
Cs=dSQRT(2.0d0*rkT*dt)
Cvx=dospi*vO*dt
Cvy=-2%v0*dt/sigma
Cext=fO*dSQRT (dt*dt*dt) /text
Cext2=f0*dSQRT(dt)
iduml=-idumo1%*1000
idum2=-3dumoi*1000-1000
idum3=-idumo1¥1000-2000
idum4=-idumo1i*1000-3000
¢ Inicializacin

do i = 1,10000

tcanhist (1)=0.0d0



touthist(i)=0.040
end do
do i = 1,ndat
xprom(i)=0.040
yprom(1)=0.0d0
xpromcan(1)=0.0d0
xpromout (i)=0.0d0
ypromcan (i)=0.040
ypromout (i)=0.0d40
nsystemscan(i)=0
nsystemsout (i)=0
dcmedia(i)=0.0d40
dcmediax(i)=0.0d0
dcmediay (i)=0.0d40
end do
¢ Inicio de realizacion para una particula (nsystems)
DO 20 iii=1,nsystems
idumi=idum1-10
idum3=1dum3-10
idum2=idum2-10
idum4=idum4-10
¢ Inicializacion para cada partcula
t=0.0d0
noube=1
tcan=0.0d40
tout=0.0d0
ntcan=1
ntout=0
x=x0
y=y0
¢ Calculo de funciones para el potencial

DC2Pix=DCOS (dospi* (x+desp))
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DC4Pix=DCOS(cuatropi* (x+desp))
DC6Pix=DCOS(seispix(x+desp))
expy=EXP(-(y*y)/sigma)
DS2Pix=DSIN(dospi*(x+desp))
DS4Pix=DSIN(cuatropi*(x+desp))
DS6Pix=DSIN(seispi*(x+desp))
PARA X
Fuerza externa con condicion inicial = 0
fextx=0.0d40
Fuerza debida al potencial filamento
fcanx=Cvx*expy* (DC2Pix+(0.8)*DC4Pix+(0.6)*DCO6Pix)
Fuerza termica
CALL GAUDIST2(idum?2,zeta?2)
fsx=Csxzeta?
PARA Y
Fuerza externa con condicion inicial = 0
fexty=0.040
Fuerza debida al potencial filamento
fcany=Cvy*y*expy*(v1/v0
+(DS2Pix+(0.4) *DS4Pix+(0.2) *DS6Pix))
Fuerza termica
CALL GAUDIST4(idum4,zeta4)
fsy=Cs*zetad
Se inicia proceso de iteracion para cada particula
DO 10 i i,ndat
DO 5 j = 1,nsubciclos

Calculo de x, vy y t

t =1t + dt
xa = X
ya =y

x = x + fsx + fcanx + fextx

y =y + fsy + fcany + fexty
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Recalculo de la fuerzas para el resto de los ciclos
Fuerzas externas aleatorias para x y y
CALL GAUDISTi(iduml,zetal)
fextx = fextx*emenos + Cext2*zetal*unomenose
CALL GAUDIST3(idum3,zeta3)
fexty = fexty*emenos + Cext2*zeta3*unomenose
Fuerzas debidas al potencial para X y ¥y
y sus correspondientes funciones.
DC2Pix=DCOS (dospi* (x+desp))
DC4Pix=DCQOS (cuatropi* (x+desp))
DC6Pix=DCOS (seispi*(x+desp))
expy=EXP (- (y*y)/sigma)
DS2Pix=DSIN(dospix (x+desp))
DS4Pix=DSIN(cuatropix*(x+desp))
DS6Pix=DSIN(seispi* (x+desp))
fcanx=Cvx*expy* (DC2Pix+(0.8)*DC4Pix+(0.6) *DCEPix)
fcany=Cvy*y*expy* (v1/v0+(DS2Pix+(0.4)*DS4Pix
+(0.2)*DS6Pix))
Fuerzas termicas para x y y
CALL GAUDIST2(idum2,zeta2)
fsx=Cs*zeta2
CALL GAUDIST4(idum4,zetad)
fsy=Cs*zetad
Tiempos de la residencia dentro y fuera del canal
if (y.gt.-2.5.and.y.1t.2.5) then
if (ntcan.eq.ntout) then
inttout=int(tout)
touthist (inttout)=touthist(inttout)+1
tout=0.0d0
ntcan=ntcan+i
end if

tcan=tcan+dt
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else
if (ntcan.gt.ntout) then
inttcan=int (tcan)
tcanhist(inttcan)=tcanhist(inttcan)+1
tcan=0.0d0
ntout=ntout+1
end if
tout=tout+dt
end if
END DO
Posicion promedio y desplazamiento cuadratico medio

xprom(i) = xprom(i) + x

yprom(i) = yprom(i) + y

demedia(i) = demedia(i)+(x-x0)*(x-x0)+(y-y0)*(y-y0)

dcmediax (i) = dcmediax(i) + (x-x0)*{(x-x0)

dcmediay (i) = demediay(i) + (y-y0)*(y-y0)
Posicion y numero de las particulas en el filamento
if (y.gt.-2.5.and.y.1t.2.5) then
nsystemscan(i)=nsystemscan(i)+1
xpromcan (i) =xpromcan (i)+x
ypromcan (i) =ypromcan(i)+y
else
nsystemsout (1)=nsystemsout(i)+1
xpromout (i) =xpromout (i)+x
ypromout (i) =ypromout (i)+y
end if
Registro de nubes de particulas
if (i.eq.inube(nnube)) then
xaube (nnube, iii)=x
ynube (nnube, iii)=y
nnube=nnube+1

end if
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10 END DO
20 END DO

¢ Tiempo de residencia para histograma

if (ntcan.eq.ntout) then

inttout=int (tout)

touthist (inttout)=touthist (inttout)+1

else

inttcan=int (tcan)

tcanhist(inttcan)=tcanhist(inttcan)+1

end if

¢ Apertura de archivos

Al=’rcanin’

OPEN(20, FILE=A1)

A2=’rcanout’

OPEN(21, FILE=A2)

A3=’dcm’

OPEN(22, FILE=A3)

A5="tc’

OPEN(30, FILE=AS)

A6="to’

OPEN(31, FILE=A6)

¢ Calculo de los promedios y escritura

¢ del archivo de datos de salida

do i = 1,ndat

t = float(i*nsubciclos)*dt

xpt
ypt

xprom(i)/float (nsystems)

yprom(i)/float(nsystems)

if (nsystemscan(i).eq.0) then

xptcan
yptcan
else

Xptcan

0
0

xpromcan (i) /float (nsystemscan(i))
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yptcan = ypromcan(i)/float(nsystemscan(i))

end if

if (nsystemsout(i).eq.0) then

xptout = 0
yptout = 0O
else

xptout = xpromout(i)/float(nsystemsout(i))

yptout

end if

ypromout (i) /float(nsystemsout (i))

dem = demedia(i)/float(nsystems)

demx = demediax(i)/float (nsystems)

demy = dcmediay(i)/float(nsystems)
if(i.eq.1) then
print *,t,xpt,ypt,v0,vl,signa
else
if(i.eq.2) then
print #,t,xpt,ypt,rkT,f0,text
else
_ if(i.eq.3) then
print *,t,xpt,ypt,nsystems
else
print *,t,xpt,ypt
end 1f
end 1if
end if
write(20,*)nsystemscan(i),xptcan,yptcan
write(21,*)nsystemsout (i), xptout,yptout
write(22,*)dcm,dcmx,dcmy
end do
do i=1,1000
write(30,*)i,tcanhist (i)
write(31,*)i,touthist (i)
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end do
¢ Escritura de los archivos de nubes
do i=1,10
A4="Nube’//CHAR(i+47)//’ .15’
OPEN(25, FILE=A4)
do ii=1,nsystems
xnubef=xnube (i, ii)
ynubef=ynube(i,ii)
write(25,*)inube(i),ii,xnubef,ynubef
end do
end do
A7="nubex’
OPEN(27, FILE=A7)
A8=’nubey’
OPEN(28, FILE=A8)
write(27,*)xnube
write(28,*)ynube
STOP
END
¢ FIN del programa principal
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Apéndice D

Generador de nimeros
pseudo-aleatorios

A continuacién se muestra la subrutina correspondiente al los generadores de nimeros

pseudo-aleatorios gaussianos utilizados para el calculo de las fuerzas térmicas y externas.

subroutine gaudisti(idum,xx)
implicit integer (i-n)
implicit double precision (a-h,o-z)
xx = gasdevl(idum)
retun

end

function gasdevl(idum)
implicit integer (i-n)
implicit double precision (a-h,o0-z)
save iset,gset
data iset/0/
if(iset.eq.0)then
1 vi = 2.0xrani(idum) - 1.0
v2 = 2. 0*xrani(idum) - 1.0
r = vik2 + y2uk¥?
if(r.ge.1.0.0r.r.eq.0.0) go to 1
fac = sért(—Q.O*log(r)/r)

gset = vlsfac
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gasdevl = v2xfac
iset =1

else
gasdevl = gset
iset = 0

end if

return

end

function rani(idum)
integer idum,ia,im,iq,ir,ntab,ndiv
double precision ranl,am,eps,rnmx
parameter (1a=16807,im=2147483647,
am=1.0/im,1q=127773,ir=2836)
parameter (ntab=32,ndiv=1+(im-1)/ntab,
eps=1.2d-7,rnmx=1.0-eps)
infeger j,k,iv(ntab),iy
save iv,iy
data iv /ntab*0/, iy /0/
if (idum.le.0.or.iy.eq.0) then
idum = max{(-idum,1)
de j = ntab+8,1,-1
k = idum/iq
idum = ia*(idum-k*iq)-irxk
if(idum.1t.0) idum = idum+im

if(j.le.ntab) iv(j)=idum

end do
iy = iv(1)
end if
k = idum/iq

idum = ia*(idum-k*iq) - irxk

if(idum.1t.0) idum = idum + im
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j =1+ iy/ndiv

iy = iv(j)

iv(j) = idum

ranl = min(am*iy,rnmx)
return

end
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