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INTRODUCCION

En esta tesis se discuten algunos aspectos de los elementos de PSL(2,R) y sus
conjugados en el grupo de transformaciones de Mébius complejas PSL(2, C).
La definicién elemental de que una transformacién sea parabdlica, eliptica o
hiperbdlica en términos de la conjugacién o la traza (aunque conlleva toda
la informacién) es insuficiente para entender de manera més profunda la
geometria de estas transformaciones. Esta resulta mds clara si se estudia
através de haces de geodésicas y su familia complementaria. El objetivo de
este trabajo es abordar los fundamentos de este enfoque.

Para poder discutir los haces, se estudian primero en el Capitulo 2 las
geodésicas. Se exhiben férmulas de la distancia entre un punto y una geodésica,
as{ como entre 2 geodésicas. (Teoremas 2.1.3 y 2.1.5, Proposicién 2.3.2) Se
trabaja tanto en el disco de Beltrami-Poincaré A = {z € C||z| < 1}, como
en el semiplano superior H? = {2z € C| Imz > 0}.

Resulta importante también conocer como son las mediatrices entre geodé-
sicas, lo que se describe en la seccién 2,4. Este capitulo concluye con una dis-
cusién de las f-transversales a 2 geodésicas disjuntas, es decir, otra geodésica
que las corta a ambas en un dngulo 6. Se prueba que hay 4 de éstas (Proposi-
ci6n 2.5.1). También, utilizando resultados de trigonometria hiperbdlica, de
tridngulos y cuadrilateros, se exhiben férmulas que relacionan las longitudes
de las §-transversales (Corolario 2.5.4, Proposiciones 2.5.6 y 2.5.7).

En el Capitulo 3, se describen los haces determinados por 2 geodésicas L
y L'; que resultan ser parabdlicas, elipticas o hiperbélicas, de acuerdo asi Ly
L’ son tangentes, se intersectan o son disjuntas, respectivamente. La familia
complementaria al haz de geodésicas (denotados por C y G, respectivamente)
consiste en horociclos, circulos e hiperciclos. Se prueba en los 3 casos varias
propiedades interesantes. Entre ellas se prueba que 2 puntos z y w yacen
en la misma curva en C si y sélo si la mediatriz de [z, w] es una geodésica
en G (Propiedad P6). La importancia y fuerza de esta propiedad se puede
constatar en el Teorema 3.1.2 que exhibe como se comportan las mediatrices
de cualquier tridngulo hiperbélico. Otra propiedad interesante del haz de
geodésicas determinado por L y L es que cualquier geodésica en el haz
estd determinado por la ecuacién

senh p(z, L)

sho D] = F k€ R Ufoo} U0} (1)
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Curiosamente, se muestra en el caso hiperbdlico que si se ignoran los senos
hiperbélicos, el comportamiento geométrico cambia, ya que en un caso, para
ciertos valores de k la ecuacién de arriba define una geodésica, y para el otro
(sin seno hiperbélico) 2 geodésicas.

Estas propiedades permiten posteriormente describir cualquier isometria
g en PSL(2,R) (0o en M(A)) como la composicién de 2 reflexiones en
geodésicas que son tangentes, si g es parabdlica; se intersectan, si g es eliptica
y son disjuntas, si g es hiperbdlica (Teoremas 3.2.6, 3.2.10 y 3.2.12).

También se muestra que la longitud de traslacién de una isometria hiper-
bélica estd determianda por la traza de g (Teorema 3.2.13) y que cualquier
transformacién hiperbdlica es la composicién de 2 transformaciones elipticas
de orden 2 (Teorema 3.2.14).

La tesis concluye con el resultado principal (Teorema 4.0.20) que des-
cribe exactamente cuanto mueve los puntos una isometria en PSL(2,R) (o
en M(A)). Para estudiar el caso parabdlico se requieren algunos resultados
de invariabilidad del kernel de Poisson. Finalmente se muestra cémo ciertos
subconjuntos del plano hiperbdlico junto con algunos valores, determinan
una transformacién dada (junto con su inversa) (Proposicién 4.0.22).
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CapiTUuLO 1

Preliminares

Se comenzard con una exposicién de definiciones y resultados con los que
se trabajard; como las transformaciones de Mobius complejas, los modelos
de la geometria hiperbélica bidimensional H? y A, asf como unos resultados
mas avanzados de trigonometria hiperbélica. Se empezara con las transfor-
maciones de Mébius complejas.

Las transformaciones de Mobius complejas son las transformaciones de la
forma

az+b
T(z) = ——, abecdeC, ad—bc+#0.
(&)= 4 #
Este tipo de transformaciones estdn definidas sobre todo (ﬁ, es decir
C U {oo}. Para tener esto, basta con ver cémo se define T'(z) en los ca-
sos excepionales en los que se involucra el punto {oo}.

Se definen entonces este tipo de transformaciones de la siguiente manera
1.Sic=0, T(o0)=o00.

2.851¢c#0, T(o0) =a/c y T(—d/c)

Q.

Cabe mencionar que por medio de la proyeccion estereografica C se puede
identificar con S?, y se puede ver en [4] cap. 1 que las transformaciones de
Mobius complejas son las tnicas biyecciones meromorfas de C en si mismo.

Usando el primer teorema de isomorfismo de grupos se pueden identi-
ficar las transformaciones de Mobius con los elementos de PSL(2,C). Donde
PSL(2,C) es el cociente de SL(2,C) médulo {+ Id}; SL(2,C) es el grupo
especial lineal de matrices de 2 por 2 con entradas complejas. La identificacién
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se puede hacer ya que la composicién de las transformaciones de Mobius se
corresponde con el producto de matrices (cf. [4] p. 9). Una propiedad fun-
damental de este tipo de transformaciones es que mandan circulos y rectas
en circulos y rectas (cf. [5] p. 4), ademés dadas dos ternas de puntos en C,
siempre existe una transformacion de este tipo que envia una en la otra. Por
lo que claramente PSL£2,(C) actla de manera transitiva sobre el conjunto

de circulos y rectas en C. Ahora, una forma de clasificar este tipo de trans-
formaciones es en funcién del nimero de puntos fijos que tienen.

Definicién 1 Sea T de Moébius tal que fija exactamente un punto en @,
entonces a T se le llama parabdlica.

Definicién 2 Sea T de Mdébius tal que fija exactamente 2 puntos en C y es
conjugada en PSL(2,C) a S(2) = az, a € C. Entonces:

1. Si|la| = 1, T es eliptica.
2. Si o € RT, T es hiperbslica.
3. 8 la] # 1 yag RY, T es lozodrémica.

Nétese que esta clasificacién genera clases de equivalencia en PSL(2, R),
es decir transformaciones conjugadas a parabdlicas sélo pueden ser parabdli-
cas y lo mismo pasa para las otras en general. Esto se sigue de propiedades
de conjugacién y del multiplicador (o). (cf. [4] pp. 37-40, o [6] pp. 5-7) Otra
manera de clasificar las transformaciones de Mébius es a partir de su traza.
Esta se define de la siguiente manera.

Definicién 3 Dada T € PSL(2,C),

_az+b
ezt d

T(2)
a+d
vad — be

El siguiente resultado describe la forma en que se clasifican las transfor-
maciones de Mobius en funcién de la traza.

se define la traza de T como =+
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Teorema 1.0.1 Sea T € PSL(2,C), T # Id y x la traza de T. Entonces
(i) T es parabdlica si y sélo st x = +2;

(ii) T es eliptica si y sdlo si x € (—2,2);

(ili) T es hiperbdlica si y solo si x € (2,00) U (—00, —2);

(iv) T es lozodrémica si y solo si x ¢ R.

Una demostracién de esto se puede ver en [4] p. 40.

A continuacién se describirdn las transformaciones de Mébius que preser-
van a cada uno de los mencionados modelos. Se comenzard mencionando las
que preservan

H? = {2z € C| Imz > 0}, (1.1)

éstas son las definidas por SL(2,R), es decir PSL(2,R). (cf. [4] p. 32)

Otro modelo importante de la geometria hiperbdlica bidimensional es el
disco de Poincaré, A = {w € C||w| < 1}. Para estudiar este modelo se
considera la transformacién de Cayley, ¢ € PSL(2,C) dada por

z—1
o= (1.2
Es facil probar que p(H?) = A. Entonces, para estudiar las transformaciones
de Md&bius que preservan a 2\, basta con conjugar por medio de ¢ a las que
preservan H?, es decir las de PSL(2,R). Usando esta funcién se puede probar

el siguiente resultado, cuya prueba se puede encontrar en [5] p. 9.

Teorema 1.0.2 Las transformaciones de Mobius en PSL(2,C) que preser-
van A\, que se denotardn por M(A), son de la forma
az+¢C

S(z) = — a* = | =1, aceC.
cz+a

Ahora, se describiran las métricas que se definen en ambos modelos; pero
primero se discutird la forma en que estas se definen a partir de densidades.
Se necesitan primero unas definiciones.

Definicién 4 Dado A un abierto en R™ y f una funcion diferenciable de
A enR", se dice que f es conforme en zo € A, si Df(xg) es el producto de
una matriz ortogonal por la matriz kId, k € RT. Al numero k se le llama el
factor de conformalidad que se denotard por ps(zo).
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Definicion 5 Una densidad en una region A C R™ es una funcion continua
A A— R,

Dada una densidad A en una regién Ay v : [a,b] — A una curva de
clase C!, se define la A\-longitud de v como

/ (1) Iy ().

Se extiende esta definicién de manera natural a las curvas de clase C*! por
tramos. Se denotaré por I\(7y) a esta A-longitud.

Definicién 6 Sea A\ una densidad en una region A, si x1,29 € A, se define
la A\-distancia de z, a z92 como

fnf 1,(7),
0

donde el infimo se toma sobre las curvas C' por tramos que unen z, con
Zo. Se denotard esta distancia por

p/\(xla x?)-

Esta densidad induce una métrica en A (cf. [3] p. 7). En el caso de H?,
un primer modelo del plano hiperbdlico, la densidad con la que se define la
métrica estd dada por

1
Az) = (1.3)

 Imz

No es dificil probar que la distancia hiperbdlica entre iy ki, k > 1 en H?
estd dada por

pli, ki) = log(k), (1.4)
pues el segmento del eje imaginario que los une es la curva que minimiza la
distancia. También se puede probar que si z = ik; yw = iky con 0 < ky < ko,
entonces
p(z,w) = log(ks) — log(k1).

(cf. [3] p. 130) :

Como se ve en [4] p. 47, el grupo PSL(2, R) actiia como grupo de isometrias
en H? con la métrica hiperbélica. Ahora, PSL(2,R) acttia transitivamente
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sobre circunferencias ortogonales al eje real, al igual que sobre las rectas
paralelas al eje imaginario. Mds atin, este grupo actia transitivamente en la
familia de todas las circunferencias y rectas ortogonales al eje real ya que la
transformacién

z—1
241’

z (1.5)
envia el circulo unitario al eje imaginario, y en efecto se encuentra en PSL(2, R).
Con estos dos resultados, no es dificil observar que las curvas que minimizan
la distancia, o geodésicas, en H? son los circulos o rectas ortogonales al eje
real. Se denotard por [z,w] al segmento de geodésica que une a 2z con w.

A continuacién se enuncia una férmula de la distancia entre dos puntos
2y w € H? que se utilizard més adelante

|z — w|®

cosh p(z,w) = 1+ (1.6)

2ImzImw’

Ahora, si se tienen dos regiones Ay Ben R*, f : A — B una biyec-
cién conforme tal que la regién A cuenta con una métrica definida por una
densidad A, entonces a la regién B se le puede proveer una densidad o de
tal forma que la f sea una isometria. Esto se logra definiendo

o(f(z)) = : (1.7)

Una prueba de esto se puede ver en [3] p. 7.

El resultado anterior es bastante 1til, pues por medio de la transformacién
de Cayley se puede ver que H? y A son modelos isométricos. De hecho al
aplicar lo anterior, no es dificil ver que la densidad con la que se debe definir
la métrica en A estd dada por

2
o(w) = T o
Una demostracién de esto se puede ver en [4] p. 59.

Es conveniente discutir el grupo completo de isometrias del espacio hiper-
bélico. Primero serd necesario definir las reflexiones en circulos y rectas. Dado
u € C se denotard por u* a u/|u|? con esta notacién es facil dar una
definicién para la reflexién en un circulo |z —a| = 7.
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Definicién 7 Se define la reflexion (o inversion) en |z — a| = r como

00, stz =a,
a, st 2 = 00.

a+r¥(z—a), s 2z€C, z+#aq,
s0(2)={

Por medio del producto escalar usual de R?, e identificando C con ésté, es
facil observar que los puntos de una recta estdn determinados por la siguiente
expresion

R(a,t) ={2€R*|z-a=t, a € R* - {0}, t € R} U {oo}.

Con esta notacién se define la reflexién en R(a,t) como sigue

Definicién 8 Se define la reflexion (o inversion) en R(a,t) como la funcion
¢ :R?* > R? dada por
(2) = z2—2(z-a—t)a, si z€eR?

PEIEY o, st z =00,

donde |a| = 1.

Usando la proyeccién estereogrifica se le puede dar una métrica a @,
llamada cordal tal que es equivalente a la euclidiana en C y cumple que
dada una sucesién z, € C, |z,| — oo siy sblosi d.(2,,00) — 0, cuando
n — oo, donde d, (2, w) denota la distancia cordal (cf [3] p.22). Con estas
definiciones se puede definir el grupo general de Mobius.

Definicién 9 El grupo general de Mobius actuando en R2?, denotado por
GM (R?), consiste en todas las funciones que son una composicién finita de
reflexiones en circulos o rectas.

Ahora, el subgrupo M (1@2) consiste en las transformaciones que son com-
posicién de un nimero par de reflexiones. Este subgrupo resulta ser el de las
transformaciones que preservan la orientacién. Y como se puede ver en [4]
p. 70, M(R?) es isomorfo a PSL(2,C). También es necesario introducir dos
conceptos que se usaran mas adelante.

-~

Definicién 10 Un horociclo basado en un punto o € R es un cérculo en
H2, tangente en o a la recta real, si o es finito, y es cualquier recta en H?
paralela a la recta real (y distinta de ésta), si o = oo.
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Figura 1.1: Hiperciclos

Definicion 11 Un hiperciclo por «, 3 puntos distintos en R es la intersec-
cion de cualquier circulo o recta por oo y § con H2.

Estas definiciones se extienden de manera natural a A, pues no es dificil
probar el siguiente lema.

Lema 1.0.3 Sean T y ¢ transformaciones de Mobius, entonces T fija a un
punto w en C (o preserva un subconjunto A C (C) siysolosi S = T !
fija p(w) (o preserva (A)).



CAPITULO 2

(Geodésicas

2.1. La distancia de un punto a una linea

Definicién 12 Dados z € H? y L una geodésica, se define la distancia de
z a L como sigue

p(z,L) = inf {p(z,w)|w € L}.

Proposicién 2.1.1 Dados z € H? y L una geodésica, entonces eziste una
dnica geodésica Ly que pasa por z y es ortogonal a L. Ademds,

p(z, L) = p(z,w),

donde w=LN L;.

DEMOSTRACION. Por la transitividad de las transformaciones de Mobius de
PSL(2,R) sobre geodésicas, sin pérdida de generalidad se puede suponer que
L es el eje imaginario positivo. Sea Ly, = {¢ € H?||¢| = |2|}. Claramente
L; es la unica geodésica ortogonal al eje imaginario que pasa por z, pues
para ser ortogonal a L el centro de la semicircunferencia que determina a tal
geodésica debe tener parte real 0, obligando a que el centro sea el origen. De
otra manera no se obtiene que la curva corte ortogonalmente al eje real.

Ahora sdlo resta probar que p(z, L) = p(z,4|z|). Para esto se usa el hecho
de que los puntos en L son de la forma w = it,¢t > 0. Usando la férmula de

11
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la distancia hiperbélica (1.6) para z =z + 4y y w = it, se tiene

|z + sy — 3t[°
2yt

_w+at+ (y—1)°

B 2yt

z? +y? + 1

coshp(z,it) =1+

Esto tiltimo debido a que Vz € R, z 4+ $ > 2. Finalmente, la igualdad se
alcanza si y sélo si t = |z|.

ilz] /2 — 8

1
cos @

Figura 2.1: coshp(z,L) =
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Corolario 2.1.2 Tomando 8 como en la Figura 2.1, se tiene entonces que

1

coshp(z, L) = o

Nétese que no se trata del dngulo de paralelismo sino del d4ngulo comple-
mentario. También se puede observar que a partir del corolario y la igualdad
cosh*f — senh?@ = 1, se tiene que

senh p(z, L) = tan$. (2.1)
También, se puede obtener una férmula de la distancia de un punto a una
geodésica L, cuando L es el semicfrculo euclidiano
L={weH|lw=r}

Teorema 2.1.3 §i z€ H? y L, = {w € H?||w| = 7}, entonces

|Z]2—T2

senh p(z, L) =

2yr

DEMOSTRACION. Sea 6 el dngulo formado por L, y el hiperciclo que pasa
por 7,—ry z, que s¢ denotard por L;. Existen 2 casos a considerar. Véase
la Figura 2.2.
Caso 1. |z| <.

Se calculan las coordenadas del centro de L), que serd denotado por z.
Como d(z,, —r) = d(zp,7), claramente se tiene que Rezy = 0, i.e. 29 = it.
Se traza la recta que pasa por 7 y es ortogonal a la tangente de L, en 7.
Un segmento de esta recta es un radio de L;. Se toma la intersecciéon de
dicha recta con el eje imaginario. Como la tangente a L, en 7 es paralela al
eje imaginario, entonces se tiene que el dngulo determinado por 0, ry 2 es
precisamente 4. De aqui se tiene que

-1
tanf = m %o

, esdecir —Imzy= rtané,
’

por lo que
2o = ~iTtané.
Caso 2. |z| > r.
Sean L) y 2 igual que antes, en este caso I'm 2y > 0.

Imz
tanf = 0 esdecir Imzy= rtand,
T
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ey
S
]
3

20

Figura 2.2: Casos |z| <7y |z >

Por lo que
zo =17 tané.

Ahora, en ambos casos se tiene que cosé = r/r;, donde 7, es el radio de L.

Por lo tanto,
r

T = .
cosf

En el primer caso, L, tiene la ecuacién

7‘2

cos? @’

|z + irtand|? = (2.2)

y en el segundo
2

cos?f’

Al desarrollar la ecuacién de L; en el caso 1 se obtiene

|z — irtan|* = (2.3)

2

= r%(1 + tan?#4)

r
T+ 1y +irtand|? =
= + i | cos? 8

esto es
22 + (y + rtand)? = r2 4+ r2tan? 6,
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por lo que
|z|2 4+ 2yr tan § = 7

r? — |z|?
r

tanf =

Anidlogamente, en el caso 2 se obtiene

2 _ 2
tang — |Z|—T.
2yr
Finalmente, de (2.1) se sigue el resultado. |

Se quiere obtener ahora una férmula para la distancia entre un punto en
el disco de Poincaré y algunas geodésicas. Se comenzard estudiando el caso
en el que la geodésicaes L = [—1,1]. De (1.7) se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.4 Si f € M(A), entonces

1) = 2, (2.4

donde o(z) es la densidad con la que se define la métrica en A.

2

DEMOSTRACION. Se recuerda que o(z) = ToRE

Ahora, si f € M(AQ),

entonces f es de la forma

az+7¢
fz) = cz+a’
1
de donde se obtiene que pf(2) = Zrar Ahora, se calcula o(f(2)),
z
2 B 2lcz +al? _ 2ez+al

o(f(2))
de donde

T1-f@)P  Jez+aP—laz+e?  1- |2

a(z) _ 1 _
G~ lerar - M
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w g (w) (p_l (w) Qo_l (C)

); -1
¢ 9 (<) ™t (w) -\ he™' () =i

Figura 2.3: g = phyp™?

Se calcula ahora una férmula para la distancia entre un punto w € Ay
la geodésica L = [—1,1]. Se considerard primero el caso en el que Imw > 0.
Se usard la transformacién de Cayley

z—1
z4+1

w:H = A, p(z) =

Sea L, la geodésica ortogonal a L que pasa por w. Es ficil ver que al ser
L, ortogonal a L, L, tiene la forma [e¥?,e~%]. Claramente ¢ transforma al
eje imaginario positivo en L, por lo que

@ '(¢) =dt, t> 0,donde¢ = LN L.

De la conformalidad de ¢~! se tiene que
e (L) = {z e W] |2] = ¢).

Luego se aplica la homotecia h(z) = 2/t; nétese que h € PSL(2,R). Final-
mente se aplica ¢, y se define

9 =whp™. (2.5)

Por construccién ¢ preserva, L y fija los puntos reales —1 y 1. También
g(Ly) = [-1,4], por lo que g(w) = ki, k € (—1,1), k # 0. Como la funcién
de Cayley transforma el semiplano superior derecho en el semidisco inferior
(¢(1) = —1i) y una homotecia preserva los cuadrantes, se sigue que g preserva
el semidisco superior, esto es, g € PSL(2,R).
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Nétese que g € M(A) al ser conjugada a una transformacién en PSL(2, R).
Es decir, g € M(A)N PSL(2,R). Como g € PSL(2,R), se tiene entonces
que

A2)

Mo@) = Gy (26)
(cf. [4] p. 46)
se sigue de la Proposicion 2.1.4 que
o(g(z)) = ﬂ
(o) = 25 27

Juntando estas relaciones se tiene que si z € H?

o(z) _ olg(2)
Az)  Mg(2)

por lo que
Imz Img(z)

=22 1-=lg(2)*

En particular

Imw Im g(w) k
_ _ , 2.
TP~ I-jgP IR (28)

1+ |k
Al ser g una isometria: p(w, L) = p(w, () = p(ki,0) = log (1 s :kD

Finalmente, aplicando senh y (2.8) es facil ver que

(1+|k|) (1—|k|>
1—|kl/ \1+Ik 2kl 2{Imw|
senhp{w, L) = Ll 5 ks _ T8 1 [wf

Se ha probado el siguiente resultado
Teorema 2.1.5 Si L es el didmetro [—1,1] y w € A, entonces

2|Im w|
1 - |wl*

senhp{w, L) =
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Paraelcaso w € A, I'mw < 0, el resultado se sigue debido a que z — Z
es una isometria de A. A continuaciéon se enuncia el resultado respectivo en
el caso en el que la geodésica L tiene la forma [—e*, e®].

Corolario 2.1.6 Si L = [—e®, e, entonces

2|Ime~"2|

senh p(z,L) = P

DEMOSTRACION. Sea ¢ la rotacién z — e~z claramente

o(L)=[-1,1].

Entonces se puede aplicar el resultado anterior con ¢(2) y ¢(L) pues ¢ es
una isometria de A. Por lo tanto

senh p(z, L) = senh p((2), (L))
_ 2 Ime(2)
L—|e(2)?
_ 2[Ime~¥
1 z?

2.2. El bisector perpendicular de un segmen-
to de geodésica

En esta seccién se definird y darédn férmulas explicitas para el bisector per-
pendicular de un segmento de geodésica en ambos modelos, H? y A.

Definicién 13 Dados z, y z, € H? distintos, se define el bisector perpen-
dicular de [z, 23] como la geodésica ortogonal a (21, zo) que pasa por el punto
medio.
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Proposicién 2.2.1 El bisector perpendicular de |21, 2] estd dado por el
conjunto

Li={z € B | p(z,21) = plz,)}.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad se puede suponer 2, = i y

zy =1%, con r > 1. Se denota por L, al bisector perpendicular de [z, z];
sea w = T1, como

72

p(w, z) = p(ri, i) = log(r) = log( ) = p(ri, %) = p(w, z2),

T
se sigue que w es el punto medio de [2),22] y Ly = {z € H?||z] = 7}.
Finalmente, dado 2z = z + iy, se tiene que

cosh p(z,z1) = cosh p(z, z2)

[z — 2| 2z 29|?

2 2yr?
& 4y —i|? = |z +iy — ir?)?
o |22 +1) = |2 +
& |22 (r? = 1) = r2(r* = 1)
&zl =7

O

A continuacién se describen algunos bisectores perpendiculares en A en

términos del circulo isométrico. Dada g € PSL(2,C) tal que g(oo0) # oo, el

circulo isométrico de g consiste en {2z € C||g'(2)| = 1}, es decir €l conjunto
de puntos donde el factor de conformalidad es 1.

Proposicién 2.2.2 Dada g(z) = Zj:;, g € M(A),g(0) # 0, entonces
z estd en el bisector perpendicular de [0, g(0)] si y sdlo st

[az —2¢* = |22

Mds ain, el bisector perpendicular de [0, g(0)] es la interseccion del circulo
isométrico de g~ con A.
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DEMOSTRACION. Sean L, el bisector perpendicular de [0,g(0)] y z € L,
entonces

p(z,0) = p(z, g(0))
2 =g
TP T =PI - 0P

& |f* = [a]

& |2)? = laz—¢%

Lo cual prueba la primera parte de la proposicién. Se observa también que
@z —cl* — |ez —a* = |2*([al* ~ |e|*) + (le]* = |a]*) =[] — 1.

Por lo que, en particular, se tiene que el bisector perpendicular de [0, g(0)]
estd dado por |cz —al? = 1. Para terminar

() = ZC
9 (2) —cz+a’
por lo que
1
—1\/ —
(g )(Z) (—cz+a)2
y

(™)@ =1 |ez—al* = 1.
|

Proposicién 2.2.3 Dados z; = z;+iy; € H?, j = 1,2, entonces el bisector
perpendicular de [z, 23] es

{zeH? ||z - zg|2 = yolz — 2|}

DEMOSTRACION. z = z + iy estd en el bisector perpendicular de [z, 2] si
y solo si

p(z) Zl) = p(Z) z2)
2=z |z— 2
2yy 2yy»

&z — 22|2 = ?J2|Z—Zl|2
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Se probara ahora que si K es un compacto en R? y 2z, € H2 fijo, en-
tonces si |2y} es suficientemente grande, el bisector perpendicular a [z, 29
no intersecta a K. Esto se obtiene de la siguiente manera.

Sean R € R* tal que {1} U K C D(0,R/2) = {2z € C||2| < R/2}y
L., el bisector perpendicular de (z),2). Si z € K, entonces

lz— 2> R?
_— < —
Y1 Y1

Por lo que usando la Proposicion 2.2.3 basta con probar que si z; es suficien-
temente grande, entonces

|z — 2| _ R?

2 —,
Y2 Y1
lo que implicaria que z ¢ L,,.
2
Para esto, si |z| > — + 2R, se tiene que
(4
R? 2 _2|n|R+ R? — R)?
=< |22| —9R < |z2‘ |Z2| + — (’Z2| )
[ | 2] |22

(2] = |2])? < |2 — 2|
|22 ()
por lo que se tiene lo que se queria probar.

1

Proposicion 2.2.4 Si Ly y Ly son geodésicas disjuntas, entonces eziste una
dnica geodésica ortogonal a ambas.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad L, = {z € H?|Rez = 0}
y Ly = {z € H*||z—a|l = r},a > r > 0. Entonces, una geodésica es
ortogonal a L, si el centro de la circunferencia que la determina es 0, z.e.
|z| = t para alguna t > 0. Para que una geodésica sea ortogonal a Ls, el
radio de la circunferencia debe satisfacer que

r?+t? = g?

Es claro que sélo existe una tinica t > 0, tal que r%+1t? = a2

Por lo tanto la geodésica ortogonal a L1y Laes 2| = t,t = /a2 —r2. 0
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Figura 2.4: Ortogonal comuin.

Es facil observar que el tnico caso en que existe una ortogonal comin
es cuando L; y L, son disjuntas. Por ejemplo si L; y L, son paralelas,
sin pérdida de generalidad L, y Lo son rectas verticales, y es claro que no
hay ortogonal comun. También si L; y L, se interesectan, sin pérdida de
generalidad L, y L, son didmetros en A, en cuyo caso no es posible que
haya una geodésica ortogonal a ambas.

2.3. La distancia entre geodésicas

Se define ahora la distancia entre geodésicas. Se usara la férmula del Teorema
2.1.3.

Definicion 14 Dadas Ly y Ly dos geodésicas, se define la distancia de L)
a Ly como sigue

p(Lh, Ly) = inf{p(z,w) {2z € Ly, w € Ly}
Obsérvese que en el caso en que las geodésicas no son disjuntas, la dis-

tancia entre ellas claramente es 0. Se trabajard en general el caso en el que
son disjuntas.
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Proposicion 2.3.1 Dadas Ly y Ly geodésicas disjuntas, la distancia entre
ellas p(Ly, Ly) se alcanza sobre su ortogonal comain.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, L, es |z| = ry Lyes |z|] = R,
con 7 # R.Dados 2€ Ly w€ Ly, usando el Teorema 2.1.3, se tiene que

senhp(z,w) > senhp(z, L)

T‘Q _ R2
2yR

|z|2 _ R2
2yR

R:Z_,,.Q

>
- 2Rr

= senh p(ir,iR),

va que, por ejemplo, si 7 < R, entonces

R2 — 2

senh (log R/r) = ST
R

Otra manera de definir p(Ly, Ly), es a partir de la razén cruzada deter-
minada por sus pies. Antes de ver esto es necesario definir la razén cruzada
de cuatro puntos distintos.

Definicién 15 Dados cuatro puntos distintos en C, 2y, 29,23 y 24, Se define
y se denota su razdn cruzada como sigue

(21 — Zs)(z4 - Zz)
(21 — Zz)(24 - 33)‘

[21)22)23324] =
En el caso de que z; = oo se omiten los términos en los que aparece 2;.

Proposicién 2.3.2 Sean Ly = [2;, 23] y Ly = [wy, w,| con pies en el circu-
lo al infinito, tales que éstos aparecen en el orden 2y,w;,wsy, z»; entonces

1
[21, w1, wa, z2) - tanh? (Ep(Ll,Lz)) = 1.
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Wwr
0] 1 a r
Flglll'& 2.5: [zl,wl,wg,zg] = [0, l,T, OO]

DEMOSTRACION. Para ver esto, se comienza probando la igualdad para el
caso: z1 =0, wy = 1y 2z = oco. Posteriormente el resultado se seguird en
general del hecho de que las transformaciones de Mobius actian transitiva-
mente sobre geodésicas y preservan la razén cruzada. (cf. [3] p. 32) En este
caso se tiene que Ly es el eje imaginario y Ly es la geodésica determinada
por la circunferencia con centro en @ > 1y con wy = 7 tal como se ve en
la Figura 2.5. Entonces se tiene que

[Zl,lUl,'LUg,ZQ] = [O,].,T,CX) - =T
==
Por lo tanto, basta con probar que
1 1
tanh® [ =p (L1, L)) | = —.
an (20( 1, 2)) r
. . L. r+1
Se calcula primero la ecuacién de L,. Es facil ver que a = 7 y por ende
r—1

el radio de la circunferencia que determina a Ly es 1y = a—1 = 7
esto es L, estd dada por

C- () e-(5) e

Ahora, la ortogonal comun estd dada por

2 2
2 =t = a®>—1* = (r;—l) —(T21> = 7. (2.10)
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Se calculard entonces p (L3, Ly), para esto es necesario tener las coordenadas
del punto de interseccién de la ortogonal comiin con Lj; sea 2z tal punto.
Usando (2.9) y (2.10) se tiene que

2r = z(r+1).
Usando (2.10) se resuelve para v,

4r? r(r —1)3
2 = — 2 = —_ = .
y=roe =T (r+ 132 (r+1)?

Por lo que se tiene que

°T (’r%:l’\/; (::))

Adem3s, las coordenadas de w, la interseccién de L; con la ortogonal comun,
son (0,+/7). De la Proposicién 2.3.1 se sabe que p (L, Ls) = p(w, z). Usando
(1.6) se deriva fécilmente

1 z—w
il = } 2.11
tanh (30 () = |22 21)
(cf. [3] p. 130)
Por lo cual
2r - r—1 N 2
2 —
9 (1 r+1 r+1
tanh® { =p(w,2) | =
2 2r il 7 r—1 -
r+1 T+ 1
_4r(l4r) 1
S 4r2(l4r) T
que es lo que se queria probar. O

Ahora se estudiara el caso en que las geodésicas se intersecten, Para esto
se verd que el 4ngulo en el que se intersectan un par de geodésicas se puede
expresar en términos de la razén cruzada de los pies de dichas geodésicas.
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Proposicién 2.3.3 Sean z;,un, 29, wy € 0N apareciendo en ese orden, L,
y Lo las geodésicas determinadas por zi,2zy y wi, W, Tespectivamente, en-
tonces

[21, w1, 20, w9 - sen?(6/2) = 1.

Donde 8 € (0,7) es el dngulo de interseccion de Ly con Ls.
DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad L, = [-1,1]y L, = [e¥, —e"],

e, z1 =1, 20 = =1, wy = ¥y wy = —€.
Entonces, se tiene que

[21,w1,22,w2] = [1,6i6,—1,—ew] =

Por lo tanto, basta con probar que
—4¢ - sen?(8/2) = (1 —e*)?,
esto es
—4 cosfsen?(H/2) — 4isen fsen?(H/2) = 1—2 cos f-+cos 20+i(sen 20 — 2sen §),
lo cual sucede si y sélo si

—4cosfsen?(f/2) = 1 — 2cosf + cos 26
—4senfsen?(0/2) = sen20 — 2senb.

Esto a su vez sucede si y sélo si

2¢c0s28 — 2cosf@ = 1 — 2cosb + cos20
2senfcosd — 2senf = —2senf + sen 26,

lo cual evidentemente se cumple. O

2.4. La mediatriz de dos geodésicas

Definicién 16 Dadas L, y L, dos geodésicas, se define la mediatriz de L,
y Ly como sigue

L = {z|p(z,L1) = p(z L2)}-
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o)

<
)’

-

—a 0 a 0

Figura 2.6: L,y L, paralelas.
Se analizard y discutira la forma de la mediatriz de 2 geodésicas en funcién
de si éstas son paralelas, disjuntas, o si se interesectan.

1. L; y L, paralelas.

Sin pérdida de generalidad L, y L, son las geodésicas definidas por la
ecuaciones: £ = ay z = —a, respectivamente. Si z € L, entonces

senhp(z,L1) = senhp(z, Ls).

Por lo tanto si z = z + 4y, usando (2.1), donde 8 es el angulo descrito
en la Figura 2.6, se tiene que z € L siy s6lo si

|z —a] _ |z+al
y 0y

& |z —a|l = |z +q
&z = 0.

Por lo que la mediatriz de L; y L5 es el eje imaginario.

2. Ll N LQ = 0
Sin pérdida de generalidad L, y L, son las geodésicas definidas por la
ecuaciones: |z| = 1y |z| = r?, respectivamente.

Ahora, usando el Teorema 2.1.3, z € L si y sdlo si

2> = 1| _
2y -

242 =t
2yr?
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& PP =12 = (o — 1)

& izt +rt = |2t + 18

4.4

4_T(T - 1)

< |z = —a-7
& |z = 7

Por lo tanto la mediatriz de Ly y Ly es |2| = 7.

Figura 2.7: Ly N Ly, = 0.
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3. Lin Ly # 0.

8

—e 0 e —i0

-9 -3 -1 1 3 9

Flgura 2.8: Ll N L2 ?é 0

En este caso se trabajaen A. Sin pérdida de generalidad L, = [e7%, —e™%)

L, = [ —€? con 0 < 6 < 7/2. Ahora, z € Lsiy sélo si
p(z, L) = p(z,Ly).
Entonces si Ly = [—~1,1]y z € L tiene

p(ewz)LO) = ,D(Z,Ll) = p(Z;LQ) = p(e_iozaLO)
10

pues g(z) = e*z es una isometria de A. Por lo cual
2€ L & p(ez Lo) = plez, Lo)
Usando el Teorema 2.1.3 se tiene que

z€ L & |Ime“z| = [Ime 2.
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Escribiendo z = re®, esta igualdad se satisface si y sélo si

| sen(t — 8)| = | sen(t + 6)|

& seni(t—0) = sen’(t+0)

S t=061t=m/2

Por lo tanto L = [~1,1] U [—3,1].

2.5. Transversales

Definicién 17 Dadas L, y Lo geodésicas disjuntas y 0 € (0,7/2); a una
geodésica L tal que intersecta tanto a Ly como a Ly en el dngulo 6 se le
llama una 8-transversal a Ly y L.

L
L
s 9(Lo)
Y,
Lo

Figura 2.9: f-transversal.
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Uxn ejemplo sencillo de una 6-transversal se obtiene a partir de la confor-
malidad de las transformaciones de Mobius. Para ver esto, se toman Ly Ly
como el eje imaginario positivo y una geodésica que intersecta al eje imagi-
nario, respectivamente. Si se toma g € PSL(2,R), g(z) = kz, k € R; en-
tonces la conformalidad de g exhibe al eje imaginario como una é-transversal
entre cualesquiera dos elementos distintos de las imagenes de Lg bajo la ac-
cién iterada de g.

Claramente, la ortogonal comin a L; y L, es un caso extremo de una 6-
transversal. A continuacién se enuncia un resultado que exhibe la diferencia
entre las 6-transversales y la ortogonal comun.

Proposicién 2.5.1 Dadas L, y L, geodésicas disjuntas y 6 € (0,7/2),
entonces ezisten ezactamente cuatro f-transversales a Ly y L.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad se trabajard en A y también se
pueden tomar Ly = [—1, 1| como la ortogonal comin y L* = [—i,4} como
su mediatriz. Por lo tanto Ly y L, estan dadas por

Ly = [e", e
L2 = [_e_ina _e’i")])

para alguna 7 € (0,7/2).

L, Ly
L*

Figura 2.10: Ly, Lo, Loy, L*.

Sea M la coleccién de geodésicas en A que pasan por el origen, es decir
los didmetros. Ahora, se considera a M C M la coleccién de didmetros de
la forma [, —¥] con 1 € (0,7n). Claramente los elementos de M son 0-
transversales a Ly y L, dada la simetria del modelo. Al recorrer los elementos
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de M en funcién de v de manera creciente, €l éngulo de interseccién de la
6-transversal con L; recorre el intervalo (0,7/2) de forma decreciente. Por
lo tanto, dado 8 € (0,7/2) existe un tinico elemento de M que intersecta a
Lyy Ly en el dngulo . A esta transversal se le denotara por [e?¥e, —ei¥o].

Figura 2.11: f-transversales alternantes.

Ahora, al reflejar sobre cualquiera de los ejes se obtiene [e™¢, —e~¢] que
por simetria es otra f-transversal. A este tipo de f-transversales se les llama
alternantes.

Sea N la coleccion de geodésicas en A que no pasan por 0. Se considera
a N C N el subconjunto de geodésicas determinadas por circunferencias
con centro en el eje imaginario positivo que intersectan a L, y Lo. Igual que
antes, es claro que los elementos de NV son f-transversales.
Al recorrer los elementos de N en funcién de su centro de manera estricta-
mente creciente, i.e. £ € (1,00), no es dificil deducir que Lg es el caso de
la circunferencia ideal. También se observa que los elementos de N tienen la
forma

[e7, —e~ ™).

donde 9 € (0,7). Al recorrer dicho intervalo de manera estrictamente cre-
ciente, el dngulo 8 de interseccién del elemento en N con L; y L, recorre el
intervalo (0,7/2) de manera estrictamente decreciente.
Por lo tanto, dado # € (0,7/2), entonces existe un tnico elemento de N
que corta a L, y L, en el dngulo 6. Es decir, existe una inica geodésica en
N que es 6-transversal. Basta con reflejar sobre el eje real para obtener otra
0-transversal. Este tipo de f-transversales se llaman complementarias.

Se tiene entonces que dadas L, y Ly dos geodésicas disjuntas y
6 € (0,7/2), entonces existen 4 f-transversales a L1y L. Ahora sélo basta
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Figura 2.12: #-transversales complementarias.

con observar que ya se ha analizado de manera exhaustiva todos los casos
posibles.

Figura 2.13: Geodésicas por 2.

Para esto se considera a todas las geodésicas que intersectan a L, y pasan
por zp, un punto cualquiera de L,. Si se mide el dngulo que forma L; con
éstas en el sentido positivo, estos angulos crecen de un dngulo g a otro ¢y,
ver Figura 2.13. Ahora, uno de los dngulos de interseccién de éstas geodésicas
con Ly decrece de m a 0. Por lo que existe exdctamente una geodésica que
corta a L; y a Ly en el mismo dngulo, no es dificil ver que ésta corresponde
a una de las f-transversales complementarias ya consideradas.

Este argumento se aplica también al tomar los dngulos complementarios de
esta familia de geodésicas con L, (los cuales decrecen) y se toman los angulos
con L, ahora de manera creciente de 0 a 7, obteniéndose de esta manera otra
de las f-transversales alternantes ya obtenidas. I
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Se estudia a continuacién la relacién métrica entre las #-transversales
alternantes y complementarias. Para esto se necesita un par de resultados de
trigonometria hiperbdlica, cuyas pruebas se pueden consultar en [3] p. 147 y
p- 157, respectivamente; con mis detalle en [7] y [2].

Figura 2.14: Triangulo hiperbdlico rectdngulo.

Proposicién 2.5.2 Dado un tridngulo con angulos ., § y 7/2 como en la
Figura 2.14, se tiene

(i) senhb = senhc senp,

(it) tanhb = senhatanf.

az

Figura 2.15: Cuadrilatero de Lambert.

Proposicién 2.5.3 Dado un cuadrilatero como en la Figura 2.15, se tiene
(1) senha, senhas = cos @,
(ii) coshay; = coshb, sen ¢.

Usando estos resultados se siguen de manera directa los siguientes corolarios.
En las Figuras 2.16 y 2.17 se toman 2, y w; como la interseccién de las
f-transversales alternantes y complementarias con L,, respectivamente.
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1/2(p (L2, L2))

1/2(p (21, 22))
to/2 8

21

Figura 2.16: #-transversal alternante

Corolario 2.5.4 St ty es la longitud entre Ly y Ly de una O-transversal
alternante, entonces

t
senh (%p(LI,LQ)) = senh (EO) sen .

Corolario 2.5.5 Si t; es la longitud entre L, y Lo de una 0-transversal
complementaria, entonces

1 t
cosh (ép(Ll,Lg)) = cosh (%) send.

1/2(p (L1, L2))

1/2 (,0 ('lU[,U)’z))
¢ /2

wy

Figura 2.17: #-transversal complementaria

Proposicién 2.5.6 Dadas Ly y L, geodésicas disjuntas, § € (0,7/2), ¢ la
longitud de las B-transversales alternantes y t, la longitud de las 6-transversales
complementarias, entonces t; > 1.
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DEMOSTRACION. Usando los Corolarios 2.5.4 y 2.5.5 se tiene que

" 1+ senh? (% p (L, Lg))
2 - =
cosh ( 2 ) sen?f

-1 2 (o
= Sen26+senh (2>

i
= cot’ 0 + cosh? (50) )

Por lo cual t, > . O

Proposicidn 2.5.7 Sean z1, 2y los puntos de interseccion de las §-transversales
alternantes con Ly, y wy, wy los puntos de interseccion de las O-transversales
complementarias con Ly, entonces

p(wy, wa) > p(z1,22).

DEMOSTRACION. De la Proposicién 2.5.2 para las 6-transversales alternantes
se tiene que

tanh (%p(Ll,L2)> = senh (%p (zl,zg)) tan 6.

Y tomando la @'-transversal alternante que pasa por w; como en la Figura
2.18 se tiene que

tanh (%p(L],LQ)) = senh (%p('wl,wg)> tand'.

Usando estas dos igualdades se tiene que

1 1
senh (5,0(21,22)) tanf = senh <§p (wl,wg)) tané',

lo cual ocurre si y sélo si

senh @p(zl,z»)
1
senh (Ep (’U)l, ’LUQ))

tan @'
tan@
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Y esto dltimo es menor o igual que uno, pues #’ < 6 como se ve en la Figura
2.18.

Figura 2.18: 8’ < 6.

De aqul se sigue el resultado de manera directa.



CAPIiTULO 3

Haces de geodésicas

3.1. Teoria de haces

Gran parte de la discusidén sobre temas maés especificos de geometria hiper-
bolica, como el de grupos Fuchsianos se da en términos de haces (o lapices) de
geodésicas. En esta seccion se describird lo que éstos son y se dard una lista
de sus propiedades mas importantes. Méds adelante se harad una clasificacion
de éstos; también se verd que los circulos, horociclos e hiperciclos descritos
al principio (ver Definiciones 10 y 11), son tan sélo variantes de la misma
idea que define a los haces. La importancia de los haces radica en que la
clasificacién de éstos permite describir més profundamente las isometrias del
plano hiperbélico, H? o A.

Dadas dos geodésicas L'y L' en el plano hiperbélico, se verd que éstas
pertenecen a una familia de geodésicas (o haz) G determinado por ellas. Més
adelante se verd cémo son los tipos de haces en funcién de la forma en que L
y L’ se encuentran en el plano hiperbdlico. Ahora, a cada haz le corresponde
una familia C de curvas (no necesariamente geodésicas), llamada la familia
complementaria de G. A continuacidn se enlistan las propiedades que éstas
dos familias satisfacen.

P1- Todo punto del plano hiperbdlico, salvo posiblemente uno, yace en exacta-
mente una curva en C.

P2- Todo punto del plano hiperbélico, salvo posiblemente uno, yace en exécta-
mente una geodésica de G.

39
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P3- Toda geodésica en G es ortogonal a todas las curvas en C.

P4 Toda curva en C permanece invariante bajo la reflexién sobre cualquier
geodésica en G.

P5- Cualesquiera dos curvas C, y C; en C son equidistantes, i.e. dada
zy € C) existe z € Co, tal que p(z1,20) = p(Ci,Ch), ademés [z, zo]

estd contenida en una geodésica de G.

P6- Dos puntos z y w yacen en la misma curva en C si y sdlo si el bisector
perpendicular de [z, w] pertenece a G.

P7- Dadas Ly L dos geodésicas, entonces G, el haz determinado por ellas
es precisamente el conjunto M de geodésicas de la forma

{ , senh p(z, L) " }

con k € RT U {oo} U {0} constante.

senhp(z,L')

El haz determinado por L'y L’ se dird que es
(i) parabdlicosi L'y L' son paralelas.

(ii) elipticosi L N L' # 0.

(iii) hiperbdlicosi L N L' = §.

3.1.1. Haz Parabdlico

Sean Ly L' dos geodésicas paralelas con pie comiin wy. Se define G como la
familia de geodésicas por wg, y C como la coleccién de horociclos tangentes
al circulo al infinito en wy (ver Figura 3.1). Sin pérdida de generalidad se
trabaja en H? y se toma wy = co. Esto se puede hacer debido a que existe
T : H? — H? una isometria tal que manda a wy en 0o; basta con considerar

-1
Z—wo'

T(2) =

En este caso G es la familia de geodésicas paralelas al eje imaginario, es
decir las rectas de la forma Rez = k, k € R; y las curvas en C son las rectas
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de la forma Imz = t, t € R™Y.

Figura 3.1: Haces parabdlicos

En este caso, claramente G y C satisfacen P1, P2, P3 y P4 y también el
caso general se sigue por conformalidad, biyectividad de las transformaciones
de Mdbius y el Lema 1.0.3. Para probar P5 se toman Imz = te Imz =T
en C. Aplicando la férmula de la distancia hiperbélica (1.6) se obtiene

(r—s8)2+(@t-T)*
2Im (r +it) Im (s +7T)
(- 1)

> 14—
=t Tor

= cosh p(z + it,z +iT).

coshp(r +it,s+:T) = 1+

Por lo que claramente el infimo se alcanza si 7 = s, es decir sobre la geodésica
Rez = 7 que pertenece a G; es decir, P5 se satisface si w = oo, el caso
general se sigue ya que PSL(2,R) consiste en isometrfas hiperbélicas de H?.

Para probar P6, se toman z; = z; +14y;, j = 1,2; y de la Proposicién
2.2.3 se sabe que el bisector perpendicular de [z1, 25| estd dado por

2= P _ |z =zl
n Y2 '

Si 21,20 € Cy una recta en C, entonces y, = s, por lo que el bisector
perpendicular de [z, 20| estd dado por

(3.1)

|z — z1| = |z — 2]
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que son precisamente los puntos que equidistan euclidianamente de z; y 2,
)+ 2o

explicitamente es la semirecta Rez = que claramente estd en G.

Ahora, supéngase que la geodésica. Rez = k, k € R* es el bisector perpen-
dicular de un segmento de geodésica [z1, 29, donde z; = z; +4y;, 5 = 1,2.
Desarrollando (3.1) no es dificil ver que el bisector perpendicular de [z, 25)
estd dado por

(v — v2)|2f* — 2 Re(zzay1 — z21y2) = wi|ze|® — volaa|®
lo cual representa a una geodésica de la forma Rez = k si y; = yo. Por
lo tanto, en este caso en particular, se tiene que z) y 2 yacen en la misma
curva en C. Por lo tanto, P6 también se satisface si w = o0; ¢l caso general
se sigue por la conformalidad y el hecho de que PSL(2,R) manda geodésicas
en geodésicas.

01 02

_—

L, Ly
Figura 3.2: Propiedad P7 caso parabélico

Finalmente se demostrard que P7 también se satisface. Sean Ly L' las
geodésicas dadas por Rez = a, y Rez = ay, respectivamente. Sin pérdida
de generalidad a; < a. De (2.1) se sabe que

senhp(z, L) = tan 8, y senhp(z,L’) = tan 65,

donde 8, y 65 son como en la Figura 3.2. Por lo que si z = z + 4y, se tiene
que

le—al _ lz—al

tan 6, = y tan 8
Por lo que

senhp(z,L) |z —a)
senhp(z, L) |x—as|
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De aqui es claro que para una geodésica, L en G dada por Rez = t se tiene
que

senhp(z,L)
senhp(z,L')

donde k € [0,00], por lo que las geodésicas en G satisfacen la relacién del
conjunto descrito en P7.
Viceversa, ahora basta probar que dada k € [0, o], el conjunto

senhp(z,L)
senhp(z, L') k} (3:3)

determina dos geodésicas en G, salvo si & = 0, 0o; que claramente determi-
nan a Ly L'. Como ya se vié, el conjunto By esté dado por

{rem -

Por lo que se tiene que los puntos en H? que satisfacen la relacién anterior
son

t—a1

= k,
t—a2

By = {ZGH{P

T — ay

T — Q2

{z|lz—a1 = k(z—a))}o{z|z—ay = —k(z —ay)}.

Al resolver para el primer caso se tiene

z—a; = k(z—ay)
0,1—160,2

$=ﬁ€R

Y para el segundo se tiene

r—a = k(ax—12)
_ a1+ka2

R.
1+k €

Por lo que existen exactamente dos geodésicas en G por cada k € R*,
excepto en el caso k = 1 que se obtiene a la mediatrizde Ly L', que como
se vid antes, es Unica. Por lo tanto P7 se satisface.
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k=1
k€ (0,1) l k € (1,00)

Ly Ly

Figura 3.3: Propiedad P7 caso parabélico

3.1.2. Haz Eliptico

Sean Ly L' dos geodésicas tales que L N L' # 0, y sea wp su intersecciémn.
Sea G la familia de todas las geodésicas que pasan por wy, y sea C la familia
de circunferencias hiperbdlicas con centro en wg, es decix

Cr = {z]|p(z,wo) = T}.

Sin pérdida de generalidad se trabaja en A y se toma wy = 0; esto debido
a que existe T transformacién de Mdbius tal que envia a la interseccién de L
con L' en 4,y al componer esta con la transformacién de Cayley se tiene lo
deseado. En este caso G es el conjunto de didmetros de A, y C es la coleccién
de circunferencias euclidianas centradas en w = 0. Al igual que en el caso
parabdlico P1, P2, P3 y P4 claramente se satisfacen; con w = 0 el punto
excepcional descrito en P1 y P2.

A continuacién se prueba P5; para esto serd necesario enunciar una férmu-
la de la distancia en A, cuya demostracion se puede consultar en [4] p. 77.

Teorema 3.1.1 Sean z,w € A\, entonces

|z = w?

2 1 _
senh (5"(2‘“’)> T @) (=l (34)
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Figura 3.4: Haces elipticos

Aplicando esta iltima férmula para z; € C,y zy € C; se tiene que

, /1 _la-a»f
senh (Ep(szQ) = (I_TQ)(l_ﬁ)'

1
Por lo que senh? (Ep(zl,;:g)) alcanza su minimo donde |z; — 23| lo hace;

y esto ocurre justamente cuando z; y 23 yacen en el mismo didmetro de A,
que es un elemento de G. Por lo tanto P5 se satisface.
Ahora sean 2;, zp € C; en C, entonces

p(‘zl) O) = p(z% O)a

por lo que w = 0 yace en el bisector perpendicular. Pero, en A el hecho de
que una geodésica pase por el origen determina que ésta es un didmetro. Por
lo tanto el bisector perpendicular de [z, z2) €s un elemento de G.

Sea L un didgmetro de A tal que es el bisector perpendicular de [z, 2.
Los puntos de L satisfacen p(z,z1) = p(z, 22); en particular el origen lo hace,
es decir

p(O, Zl) = p(O) z?))

lo cual implica que z) y 2, yacen en C, para alguna r. Lo cual termina la
demostracién de que G y C satisfacen P6.

Sélo resta probar que el conjunto determinado en P7 determina a la
familia de didmetros de A. Sin pérdida de generalidad se pueden tomar
L = [~1,1) (pues las rotaciones son isometrias de A) y L' = [—e™, €],
n € [0,7). Dado z € A, z = z + iy; se sabe del Teorema 2.1.5 y del
Corolario 2.1.6 que

2|Im 2|
1 —|z{?

senhp(z,L) =
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2|Im ze™|

senh p(Z, L') = 1,——|z|2.

Por lo tanto

senhp(z,L) ||
senhp(z,L')  |ycosn + zsenn|

Nétese que para cualquier z € A, de la expresion anterior es claro que

senhp(z,L) Y|

senhp(z,L') ly cosm + z senn|

Figura 3.5: Propiedad P7 caso eliptico

Ahora, sea k € R™ tal que

senh p(z, L)

senhp(z, L) Kl lycosn + x senn|

Al resolver esto para y se obtienen las siguientes ecuaciones

y = k{ycosn + zsenn)

y = —k(ycosn + zsenn),
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que evidentemente representan a dos rectas por el origen. Es decir, los puntos
que satisfacen la ecuacién son dos didmetros de A. Por lo que se tiene que G
y C satisfacen claramente P7.

En la Figura 3.5 se puede ver dénde se localizan los didmetros que resuelven
el sistema de ecuaciones determinadas por el conjunto descrito en P7. Nétese
que cuando ¥ =0y k& = oo entonces los didmetros correspondientes son Ly
L', respectivamente. En el caso k = 1, claramente se trata de las mediatrices
de Ly L. Por lo tanto, se ha demostrado que P7 también se satisface.

3.1.3. Haz Hiperbdlico

Sean Ly L' dos geodésicas en H? disjuntas. Sin pérdida de generalidad, se
puede suponer que su ortogonal comin es el eje imaginario. En este caso, G
es la familia de geodésicas de la misma forma que L'y L', es decir geodésicas
de la forma |z| = ¢, t € R*, y C es el conjunto de rayos por el origen dados
por argz = s, 8 € (0,7). Al igual que en los otros dos casos anteriores P1,
P2, P3 y P4 claramente se satisfacen para dichas G y C. A continuacién se
demuestra que también satisfacen P5.

1
)
oy

s
, 7
/
\
s L
’ - 27T~ {
A ! 7
J . \ Y N
7 \ ’
A A4 N1y,
% ] w

Figura 3.6: Haces hiperbdlicos

Sean C, = {z|argz = 0}y Cy = {z]argz = ¢} hiperciclos en C.
No es dificil ver que la siguiente férmula de la distancia entre dos puntos es
equivalente a la dada en (1.6)

1 |z — w|
senh (5 (p(z, w))) = mzIma) (3.5)

Aplicando esta férmula para 2, = te®® € C,y 2z, =re® € O, se tiene
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Lo |teif — rei|?
B =p(te®, re®) ) = B
sen (Zp( ey re) 4(Imte® Imrei)

_ (te?® — re?®)(te™* — re™™9)
B 4rt senf sen¢

(t? + 1% — 2rtcos (6 — ¢)
4rt senf sengd

! <t+£—2wﬂ9—@)

~ 4send seneg r

S 2 —2cos(8 — ¢)
4senfsend

Por lo que el minimo se alcanza cuando r = t. Por lo tanto |z;| = |29, es
decir P5, se satisface. Notese que en el argumento se utiliza que las homotecias
son isometrias hiperbélicas. Una prueba geométrica de P5 también se logra
tomando circulos hiperbdlicos centrados en z; variando el radio hasta que se
obtenga el circulo tangente al rayo Cs.

ﬁ

Figura 3.7: Prueba geométrica de P5.

Para ver que G y C también satisfacen P6 se toman w; = u; + 2y,
3 = 1,2, dos puntos en HZ2. De la Proposicién 2.2.3 se ve que el bisector
perpendicular de [wy, w,| estd dado por
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|z —w > |z —wof?

3

(%] ()

lo cual es equivalente a

vy (2 —wn)(Z=01) = v (2 — w)(Z — W),

que a su vez ocurre si y solo si

vy (|2)2 = 2 Re 207 + |wy|?) — vy (|2]> — 2 Re 2205 + |wa|*) = 0.
Finalmente, sustituyendo w; = w; + 1v; se tiene que

(v2 — v)l2l* = 22(w1vs — wpr) = vi|wal® — volwy|® = &,

donde z = =+ 1y
Ahora, esta curva representa a una geodésica en G si y sélo si

U Vs = U2V),
en cuyo caso se tiene que

ur %)

bl

Uy V2

lo cual indica que w; y we yacen en el mismo rayo en C. Por lo que dos
puntos yacen en una curva de C si y sélo si su bisector perpendicular estd en
G, que es precisamente lo que se queria probar.

Finalmente, s6lo resta probar que también se satisface P7. Esto se hace a
continuacién. Primero, sean L'y L' las geodésicas que determinan a G dadas
por |z| = Ry |2| = 7 {s.p.g. R > r), respectivamente; del Teorema 2.1.3
se tiene que

s
2yR

entonces si |2| = s, se tiene

)

senh p(z, L) =

’ |ZIQ—T2
L)=|——
ety |

senhp(z,L)  r|s*— R?|

= =k € R".
senh p(z, L") R| s? — r?| <
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k € (0,7/R)

—

k € {(0,1)

Figura 3.8: Propiedad P7 caso hiperbdlico.

Nétese que al tomar elementos de G, es decir geodésicas de la forma
|z| = m y al ser el eje imaginario la ortogonal comun a todos los elementos
de G, entonces las distancias de las geodésicas M en G & L'y L estédn dadas
por

p(M,L) = p(im,iR) = log(m/R) o log(R/m)

p(M, L") = p(im,ir) = log(m/r) o log(r/m),

segun donde se encuentre la geodésica M dada por |z| = m en funcién de
Ly L. Enel caso en el que ™ > R, entonces es fcil calcular el siguiente
limite tomando el cociente

p(im,iR) _ log(m/R)

p(im,ir) — log(m/r)
cuando m — oco. Andlogamente si m < 7, entonces se tiene que

- 1,

plim,iR) _ log(R/m) _ .

p(im,ir) — log(r/m) ’
cuando m — 0, por lo que para cada k € (0,c0) existen dos geodésicas en
G tales que el cociente de las distancias de ellasa Ly L’ es k, excepto para
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el caso k = 1, que como se vié en la seccién de mediatrices, existe sélo una.
Una de dicho par de geodésicas se encuentra en la regién acotada por Ly
L'; y la otra en su complemento. Sin embargo, ese no es el cociente descrito
en la propiedad P7. Se veré a continuacién que G satisface dicha propiedad,
aunque en este caso no es Unicamente £ = 1 el inico valor para el que existe
una unica geodésica que satisface la relacién descrita en P7.

Esto es porque las soluciones al sistema de ecuaciones definido por

senhp(z,L) _ Rls*—r?| _ L

senhp(z,L')  r|s2—R?|
tiene como soluciones a elementos de G, o al conjunto vacio (depende de
donde esté localizada la z). Por lo tanto, usando los mismos argumentos de
la distancia vista arriba se tiene los siguientes tres casos, tomando |z| = m;

cuando m > R, cuando R > m > rycuando m <7.Sim > R

m R
senhp(z,L) _ senh(log(m/R)) _ (ﬁ— E) _ r(m? - R?)
senhp(z, L)~ senh(log(m/r)) (m T) ~ R(m?2-r2)’

r m

Tomando el limite cuando m — 00, se obtiene que el mdximo valor que
dicho cociente puede alcanzar es r/R. Si R > m > r, no es dificil ver que
el cociente puede tomar todos los valores en [0, 00|, por ejemplo se puede
analizar el comportamiento alrededor de la mediatriz de L'y L. Por tltimo,
sim<r

senhp(z,L) _ senh(log(R/m)) _ r(R*-m?)

senh p(z,L’) senh (log(r/m)) R(r? — m?)

Y en este caso, al tomar el limite cuando m — 0, se obtiene que el minimo
valor que el cociente puede alcanzar es R/r. En la Figura 3.8 se puede ver
dénde se localizan las geodésicas correspondientes al valor de k. Es claro
entonces que para k € (0,7/R) U (R/r,00) existen dos geodésicas que re-
suelven el sistema. Mientras que para k € (r/R, R/r) sdlo existe una nica
geodésica que lo resuelve. Por lo tanto se tiene que P7 también se satisface.
Es sorprendente el hecho de la forma en que la funcién senh restringe al
conjunto descrito en P7, pues si se considerara sélamente la distancia, el con-
junto descrito en P7 seria como en los otros dos casos.
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Figura 3.9: Bisectores perpendiculares de dos lados de 7' que son tangentes.

Obsérvese ahora que dado cualquier tipo de haz G, entonces cualesquiera
tres puntos del plano que se encuentren sobre una curva en C no pueden
ser colineales en el sentido hiperbdlico, salvo en el caso de un haz hiperbdélico
donde el eje ortogonal comin a Ly L' es una geodésica. En el caso parabdli-
co, tales puntos determinan un horociclo que claramente no puede ser una
geodésica; en el caso eliptico los tres puntos yacen en un circulo totalmente
contenido en el plano hiperbédlico que tampoco puede ser una geodésica; y en
el caso hiperbdlico, las curvas en C, salvo el eje mencionado, no son geodésicas
pues no cortan al eje real ortogonalmente. Cualesquiera de los tres casos se
puede ver en las Figuras 3.1, 3.4 y 3.6. Otro importante resultado relativo a
haces es el siguiente.

23

\

i ! W
\\ { ,' 51 \\ ' 2
22 Vs \ !
[\ \ (
13 \ 1

\

! -1

Figura 3.10: Bisectores perpendiculares que son tangentes.
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Teorema 3.1.2 Dado T wun tridngulo hiperbdlico en el plano hiperbdlico,
entonces los bisectores perpendiculares de sus lados pertenecen a un haz.

Antes de dar la demostracién de este hecho, nétese que no siempre se
cumple que los bisectores perpendiculares mencionados se intersectan (ver
Figura 3.14). El tipo de haz dependera de si dichos bisectores se intersectan,
si son tangentes o si son disjuntos; lo cual determina el tipo de haz al que
pertenecen.

Figura 3.11: Bisectores perpendiculares de dos lados de T que se intersectan.

DEMOSTRACION. Se comenzara con el caso en el que dos de los bisectores
perpendiculares de los lados de T son tangentes. Sean Ly y Lo los bisectores
perpendiculares de los lados [z, 23] ¥ [21, 23], respectivamente. Al ser tan-
geutes estas dos geodésicas, éstas generan un haz parabdlico. Por la propiedad
P6 de los haces, al ser L) bisector perpendicular de [21, 22}, se tiene que 2, y
29 yacen en un horociclo en C; de la misma manera z; y 23 también lo hacen.
Ahora por la propiedad P1 de haces, se tiene que 2), z3 y 23 yacen sobre
el mismo horociclo en C; que a su vez, por la propiedad P6, se obtiene que
los bisectores perpendiculares de los lados de T pertenecen al haz parabélico
definido por L; y L, (ver Figuras 3.9 y 3.10).
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Figura 3.12: Bisectores perpendiculares que se intersectan en un punto en

H2.

Ahora, supéngase que dos de los bisectores perpendiculares de los lados de
T se intersectan. Sin pérdida de generalidad, se trabaja en A. Sean Ly y L,
tal como en el caso anterior, es decir que son bisectores perpendiculares de
dos de los lados de T. Como L; N Ly # (), éstas generan un haz eliptico.
Con los mismos argumentos que en el caso anterior se sigue que los bisectores
perpendiculares de los lados de T pertenecen a un haz eliptico (ver Figuras
3.11y 3.12).

Figura 3.13: Bisectores perpendiculares de dos lados de T' que son disjuntos.

Por dltimo, supéngase que dos bisectores perpendiculares de los lados de T'
son disjuntos. La demostracién es idéntica a las dos anteriores. En este caso,
los bisectores perpendiculares pertenecen a un haz hiperbélico (ver Figuras
3.13 y 3.14).

O
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<3

- ~< Wa

Figura 3.14: Bisectores perpendiculares disjuntos.

El Teorema 3.1.2 junto con la propiedad P6 de haces implican las si-
guientes observaciones interesantes sobre tridngulos hiperboélicos y sus media-
trices.

Observacién 1 Si z;, 2 y z3 generan un circulo en H?, entonces las media-
trices del tridngulo hiperbdlico generado por ellos se intersectan.

Observacién 2 Si 21,2y y z3 generan un circulo tangente a R en H?, en-
tonces las mediatrices del tridngulo hiperbdlico generado por ellos se inter-
sectan en la recta al infinito.

Observacidén 3 Si 2,2, ¥y 23 yacen en un circulo que no estd totalmente
contenido en la cerradura de H?, entonces las mediatrices del tridngulo hiperbo-
lico generado por ellos son disjuntas.

Observacién 4 Tres puntos que describen un triangulo hiperbdlico no nece-
sariamente estdn en un circulo euclidiano (ver Figuras 8.14 y 53.10).
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3.2. Isometrias

En esta seccién se discutirdn las isometrias del plano hiperbélico. Como se
vié en los Preliminares, la clasificacién de éstas se puede hacer a partir de la
localizacién de sus puntos fijos, o en funcién de la traza. El interés es ahora en
caracterizarlas como composicién de refiexiones en circulos y/o rectas. Antes
de comenzar la discusién sobre esta caracterizacidn, serd necesario enunciax
algunos resultados.

Teorema 3.2.1 PSL(2,C) = M(R?).

Una demostracién de este hecho se puede ver en {4] p. 70. A partir de este
resultado se siguen algunos corolarios que se enuncian a continuacién, y que
son de gran utilidad para la descripcion de las isometrias.

Corolario 3.2.2 Sea ¢ una transformacion del grupo general de Mobius
GM(R?) tal que fija puntualmente un circulo o una recta L, entonces ¢
es la reflexion sobre L o es la Identidad.

DEMOSTRACION. Se prueba en los cursos basicos de variable compleja que si
una transformacion de Mdbius fija tres puntos, entonces dicha transformacién
es la Identidad. (cf. [1] p.25) Por lo que si ¢ € PSL(2,C), ¢ es la Identidad.
Si no pertenece a PSL(2,C), entonces se toma o € PSL(2,C), donde o es
la reflexién sobre L; y usando el argumento anterior se tiene que oy = Id;
por lo que ¢ = 0.

a

Corolario 3.2.3 Sean 0y y 05 las reflexiones sobre Ly y Lo, respectiva-
mente, entonces oy y oy son conjugadas en GM(R?), en particular la trans-
formacion conjugante se puede tomar en PSL(2,C).

DEMOSTRACION. Sea T € PSL(2,C), tal que T(L,) = L,, entonces como
T7' o, T fija puntualmente a L, se sigue del corolario anterior que

Tl 6, T = 0y,

O

Corolario 3.2.4 Sea ¢ la reflexidn sobre L un circulo o recta ortogonal al
eje real, entonces la restriccion de o a H? es una isometria hiperbélica.



3. HACES DE GEODESICAS 57

DEMOSTRACION. Sea T € PSL(2,R), tal que T transforma a L en el eje
imaginario, entonces si ¢ denota a la reflexion sobre el eje imaginario, de los
corolarios anteriores se sigue que

o=T"' 9T,

por lo que ¢ es composicién de isometrias que preservan H?, que es lo que se
queria probar.
O
Con los resultados expuestos se comenzard la discusién respecto a la
descripcién de las isometrias. En las siguientes secciones se probard que
cualquier isometria en H? (o A) es de la forma

0201,

donde o5 es la reflexién sobre un circulo o una recta L;, 7 = 1,2.

3.2.1. Isometrias Parabdlicas

Se comenzara estudiando a las isometrias parabdlicas. Como se vid en los
Preliminares, una transformacién de Mobius es parabdlica si fija exactamente
un punto (ver Definicién 1); ahora se analizard mas profundamente cémo son
este tipo de transformaciones.

Proposicién 3.2.5 Si g es una transformacion parabdlica que actia en H?,
entonces eziste h € PSL(2,R) tal que

hgh™(2) = 2+1t,t € R.

DEMOSTRACION. Sea 2z el punto fijo de g; si 2y = co, g es una traslacidn.
De otra manera, se toma h € PSL(2,R)

-1
z—2y

h(z) =

Usando el Lema 1.0.3 se tiene que A gh™' es una traslacién.
O

Teorema 3.2.6 Sea g una isometria, entonces g es parabolica si y sélo si
es de la forma
g = 0301,



58 3.2. ISOMETRIAS

donde o; es la reflezion sobre la geodésica L;, y ademds Ly y L son parale-
las.

gy (2) | 2 9(2)

Ll L, g(Ll)

Figura 3.15: g(2) = 2+t

DEMOSTRACION. Sea g parabdlica; se comenzara analizando primero el caso
g9(z) = z+1t, t € R. Claramente g se puede ver como la composicién de
las reflexiones sobre el eje imaginario (L;) y la recta Rez = t/2 (L,).
Evidentemente L; y L, son paralelas. Ahora, para el caso en general en el
que h es parabdlica con punto fijo zy; se sabe por la Proposicién 3.2.5 que
existe ¢y € PSL(2,R) tal que

phe™'(2) = g(2),

donde ¢ es como antes. Por lo tanto se tiene que

phy™Hz) = 0201(2),

donde o; es la reflexidn sobre Lj, 7 = 1,2, por lo que

h =gl oo™ o19(2).

En virtud del Corolario 3.2.2, ¢~ o2 ¢(2) y ¢! 01 ¢(2) son las reflexiones
sobre ¢ (L1) y ¢ (Ly), respectivamente (que también son circulos o rectas).
Por lo que se sigue el resultado para el caso general.

Ahora, si g(z) = 020, (2), con o; la reflexidn sobre L;, j = 1,2, con
L,y L, geodésicas paralelas; entonces se toma ¢ € PSL(2,R) tal que envia
el punto donde L, y L, son tangentes, zg en co. De esta manera se obtiene
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pgpl(z) =z+t t € R

Si zg = oo 10 es necesario conjugar. Por lo que claramente ¢ es parabdlica.

a

Ahora se analiza qué traslaciones en PSL(2, R) son conjugadas entre si
(en PSL(2,R)).

Proposicién 3.2.7 Sea g(z) en PSL(2,R) parabslica, entonces g es conju-
gada en PSL(2,R) e 2z = z+1 & t > 0, y g es conjugada en PSL(2,R)
az—2z2-1&t<0.

DEMOSTRACION. Para probar esto se hard uso de las matrices en SL(2,R)
que representan a dos traslaciones gy h, dadaspor 2 — z+ty z — z+k,
respectivamente. Si z — z+ ¢ es conjugada en PSL(2,R) a z — z+k, se

tiene que
a by (1 t\ _(1 k\ [a b
c d 01/ \0 1 c d)’

donde a,b,¢,d € R, con ad — bc = 1. Lo anterior ocurre si y sdlo si

a at+b\ _ fa+ck b+dk
(c ct+d) c d > '
Igualando las entradas se tiene que ¢ = 0, y se sigue de la condicién unimo-
dular que ad = 1; por lo que a y d tienen el mismo signo. Como at = dk,
entonces t y k deben tener también el mismo signo. Sélo resta probar que
si t > 0, entonces g es conjugada a z — z + 1. Para ver esto, también se

haré uso de la representacion matricial de las transformaciones. Esto se sigue
ya que la siguiente igualdad se satisface

(o 1) (7 V)= (6" ) (o 3)

Obsérvese que la ecuacién es valida Vb € R. Andlogamente se obtiene que
2z — z+tesconjugadaa z — z—1,s1 t < 0.
d
Dependiendo a cudl de estas dos traslaciones ¢ es conjugada, se dird que
es positiva o negativa. Ahora se veran las condiciones que debe satisfacer g
en términos de a,b,c y d para ser positiva. Sea zy el punto fijo de g, para
obtener una traslacién, la transformacion que conjuga a g estéd dada por
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-1
3
Z—2p

w(z) =

por lo que a nivel matricial se obtiene

02 Ca)=G1 G =)

lo cual ocurre si y sélo si

—c —d _{t —1—tzx
a—cz b—dz, \1 -2 '

por lo que ¢ = —t, cuando a+d = 2. Para el caso en que a+d = —2
basta con cambiarle ¢l signo a todas las entradas de la matriz que representa
a g; en cuyo caso se obtiene ¢ = t. Por lo que se ha probado el siguiente
resultado

Proposicién 3.2.8 Sea g € PSL(2,R) parabélica, entonces g es positiva
siysblosix =2yc <0 (osixy =-2yc>0) donde x denota la traza
de una de las dos matrices asociadas a g.

Observacion 5 g es negativa siy sélo six =2y c >0 (osix = -2y
c < 0)

Ahora, dada g una isometria parabdlica en general, se tiene que el haz
parabdlico asociado a ella es el haz determinado por su punto fijo. Es decir,
es el conjunto de geodésicas que tienen a dicho punto como uno de sus pies.
En todos los casos cualquiera de las dos geodésicas L) o Ly es un elemento
arbitrario del haz y la restante queda determinada por la primera y g; pues
L resulta ser la mediatriz de L, y g( Li) como se verd a continuacidn.

Se considera primero el caso ¢(z) = z 4+ ¢; sin pérdida de generalidad, se
pueden tomar L; como el eje imaginario. Si g( L)) = L,y o es la reflexién
sobre L, claramente L estd dadapor Rez = t;y Rez = t/2 esla mediatriz
de L,y g(L,). Notese que ésta es la unica geodésica que permite definir a
la g como o901, donde o es la reflexién sobre una geodésica paralela a L;.
Por lo tanto, se tiene el resultado para z — z +¢.

En general, si g es parabdlica con punto fijo zg, se toma L; como cualquier
geodésica con zy como uno de sus pies y o7 la reflexién sobre L. Luego se
conjuga con ¢ una transformacién en PSL(2,R) que envia a 2z, en co. Se
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-Lf b o e(g(L1)) ¢(L1)
\\\ ¢(L2)
Q(Ll)m
20

Figura 3.16: h(z) = pgp~1(2).

observa entonces que ¢ (L) y ¢(9(L,)) son geodésicas paralelas con punto
comun o0, es decir se tiene el caso anterior.

Sea h(z) = ¢ g¢~*(z); esta transformacién es una traslacién y por el primer
caso, si se toma (Ly) como la mediatriz de (L) y h(vo(Ly)) = ©(g(11)),
se tiene

h = o307,

donde 7; es la reflexion sobre la geodésica ¢(L;). Por lo que usando el coro-
lario 3.2.2 se tiene que

9=y9¢ " hy
= ¢ T T

R p—
= 03¢ 0y,

donde =173 ¢(2) es la reflexién sobre L,. Por lo que se tiene que

g = 0207,

donde o; es la reflexién sobre la geodésica Lj, y claramente Ly y Ly son
geodésicas paralelas con punto comin zy. Al igual que en el caso anterior Ly
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es Unica.

Se prueba ahora, que dads una geodésica M que pasa por el punto fijo
de una transformacién parabdlica g, entonces los puntos que se desplazan
una menor distancia en cualquier geodésica ortogonal a M son precisamente
aquellos que son la interseccién de dichas geodésicas con M.

Proposicién 3.2.9 Si g es parabdlica con punto fijo w y L es cualquier
geodésica que tiene a w como uno de sus pies , entonces para cualquier
z € H?

plz, 9(2)) = p(2', 9(2)),

donde z' es el punto en L donde [2,2/] es ortogonal a L
DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, se puede tomar g(2) = z+1,
pues PSL(2,R) actia como grupo de isometrias conformes. En este caso,
claramente w = oo es el punto fijo. Sean L el eje imaginarioy z € H2
Claramente, 2’ = i|z|; aplicando g se tiene

g(2) = ilz| + 1.
Se calculan coshp(z,g9(2)) y coshp (2, g(2"))

1 1
cosh p(z, g(z)) = 1457 2 coshp(,9(2)) = 1+ PR

3.2.2. Isometrias Elipticas

En esta seccidon se estudiarén las isometrias elipticas; esto se haré en el modelo
A. Los resultados aqui expuestos se seguirdn en general en ambos modelos
ya que PSL(2,R) y la transformacién de Cayley son isometrias conformes.
Se recuerda que una transformacion es eliptica si fija exactamente 2 puntos
en C y es conjugada en PSL(2,C) a una transformacién de la forma
z — €%, 6 € (0,27).
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Teorema 3.2.10 Sea g una isometria, entonces g es eliptica si y solo si g
es de la forma

g = 020,

donde o; es la reflezidn sobre la geodésica Lj;, y ademds Ly N Ly # 0.

0

Figura 3.17: g(z) = e 2.

DEMOSTRACION. Sea g(z) una isometria eliptica con punto fijo 2z, € HZ
Sea h la isometria de A en si mismo que resulta de conjugar a g con una
transformacion tal que envia a 2y en % y luego con la transformacién de
Cayley. Es facil checar entonces que h tiene la forma

h(z) = €* z, para alguna 6 € (0,27).

Se toma entonces & Ly y L, como los didmetros [—1,1] y [—e?/?,¢#/?); la
composicion de las reflexiones sobre ellas es justamente h. Conjugando, como
en el caso parabdlico se sigue que g = 0, 0).

Ahora, si g = o020y, con o la reflexién sobre Lj; y Ly N Ly # 0.
Como {z} = L, N Ly es un punto fijo de g en el plano hiperbdlico, g es
necesariamente eliptica.

O

Nétese, ademés, que en la demostracién de la proposicién anterior L,
y L, determinan un haz eliptico, pues L N Ly es justamente el origen. Al
igual que en el caso parabdlico L, es mediatriz de Ly y g(L;); lo Gnico que es
necesario mencionar es que se elige dicha mediatriz como la que se encuentra
entre ellas, recorriendo el éngulo en sentido positivo, comenzando en L. En
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general se puede elegir a L; de manera arbitraria, y Lo queda totalmente
determinada por g. Cabe mencionar que al igual que el caso anterior, dada
g una isometria eliptica, el haz eliptico asociado a ella es el conformado por
todas las geodésicas que pasan por su punto fijo.

Ahora, sea g una transformacién eliptica, tal que fija a 2 € H2. Al ser
g eliptica, se sabe que Zj es su otro punto fijo y, ademads, que es conjugada a
una transformacién h de la forma

h(z) = kz, |k| = 1.

Z .
Una transformacién conjugante estd dada por ¢ (2) = 2 es decir

—_)

Z— 2

h(z) = g (2).

De aqui se tiene que

de donde se obtiene

k (Z*Zo) _ g(z)-ﬁ, k= o

9(z) 20 _ o0 (g(z)_—zT,)

zZ— 2 22—z

Por lo que al tomar el limite cuando 2z — zg, se tiene que

gl<z0) = eios
ya que Zzp es el punto fijo de g.
Al angulo 8 se le llama el dngulo de rotacién de g. Claramente, g estd total-

mente determinada por su punto fijo y su dngulo de rotacién. Como la traza
es invariante bajo conjugacion en GL(2,C), se tiene que

traza’G = 4 cos* /2,

donde G es la matriz asociada a g; esto se sigue ya que la matriz asociada a
h{z) es
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(6‘9/2 0 ) _ (0059/2+isen9/2 0 )

0 e /2 0 cos0/2 —isenf/2

Se ha probado entonces que

= traza®*G = 4 cos*8/2,

donde 6 es el dngulo de rotacién de g.

Proposicion 3.2.11 Sean g y h dos transformaciones elipticas con dngulos
de rotacién 8 y ¢ respectivamente, entonces g y h son conjugadas st y solo

st = ¢.

DEMOSTRACION. Dadas g y h tales transformaciones elipticas; por medio
de traslaciones y homotecias en PSL(2,R) es facil ver que existen transfor-
maciones de Mobius tales que sus composiciones con gy h, respectivamente,
son transformaciones elipticas con i como su punto fijo en H?. Se denotaran
éstas por g, y hy, respectivamente. Ahora, al conjugar estas tltimas con la
transformacion de Cayley ¢, se obtienen dos rotaciones

P =0nely hy = oheTh
Por la conformalidad de las transformaciones de Mébius y de la transforma-
cién de Cayley; go y h» tienen dngulos de rotacién 8 y ¢. Finalmente, como
g2 ¥ ho conmutan, el resultado se obtiene de manera directa. Es decir g y
ho son conjugadas si y sélo si 6 = ¢.
O

3.2.3. Isometrias Hiperbdlicas

Por (ltimo se estudiardn las isometrias hiperbdlicas, esto se hard en H2. Al
igual que en los casos anteriores, se estudiara un cierto tipo de transformacion
y el caso en general se seguird del hecho de que PSL(2,R) es un grupo de
isometrias conformes.

Teorema 3.2.12 Sea g una isometria, entonces g es hiperbdlica si y sélo
81 g es de la forma
g = 0207y,

donde 05 es la reflexion sobre la geodésica L;, y ademds Ly N Ly = 0.
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DEMOSTRACION. Sea g una isometria hiperbdlica con puntos fijos zo y 21,
Zo > z). Se conjuga a g con la transformaciéon en PSL(2,R)

Z— 2y

$(z) = (3.6)

Z—iEl)

de donde se obtiene

h(z) = ¢g¢~'(2) = kz, k € R,

A h se le puede ver como la composicién de las reflexiones sobre las geodésicas
Ly L, dadas por |z| = 1y |z| = vk, pues estas reflexiones estdn dadas
por

01(2’) = % y o1(2) =

1

N | &

de donde claramente h(z) = 020, (2) = kz, y evidentemente L1NLy = 0. El
caso en general se sigue por conjugacién de manera anéloga al caso parabdlico.
Por lo tanto se tiene que si g es hiperbdlica, entonces se puede expresar como
la composicidn de dos reflexiones sobre geodésicas disjuntas.

Ahora, sean L; y L, dos geodésicas disjuntas en H?, y g = o201; 05 la
reflexién sobre L;. Se toma entonces ¢ € PSL(2,R) tal que envia a L; a
la geodésica |z| = 1y a Ly ala geodésica |2| = k, k& > 0. Esto siempre
es posible, pues basta con tomar la transformacién que envia la ortogonal
comun de L; vy Ly al eje imaginario positivo y luego, si es necesario, se
aplica una homotecia.

Ahora se observa la composicién de las reflexiones sobre L, y Ls. Como en
el caso parabdlico, se obtiene que

hz) = o™ worp ' (2) = Kz,

por lo que se tiene que g es una transformacidn hiperbdlica, pues es conjugada
a una homotecia.
O
Al igual que en los dos casos anteriores, el haz asociado a g es el deter-
minado por las geodésicas con las que se define. En este caso, se define el
eje de g como el eje de dicho haz; es decir, la Uinica geodésica ortogonal a
todas las geodésicas en ¢l haz, y que termina en los puntos fijos de g; se de-
notard dicho eje por A,. Claramente, A, es la inica geodésica g-invariante.
También, igual que en los casos anteriores se puede escoger una de las dos
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geodésicas de manera arbitraria, y la restante queda determinada por la g
(L, es la mediatriz de Ly y g(Ly)).

g(2) L,

oy (2)] 1,
20
—k —\/E -1 1 \/k_‘ k

Figura 3.18: g(z) = k=z.
Sea g(z) = kz, k > 0, como se vié arriba, g estd determinada por las
reflexiones sobre |z| = 1y |z| = k. Ahora, al aplicar la férmula (3.5)
para zy g(z) se tiene

1 |z — k2| || |1 — k|
senh | = p(2,9(2)) | = = : 3.7
(2;0( 9 ))> 2(ImzIm (kz))1/? 2y vk (37)
La expresién anterior alcanza su minimo en el eje imaginario, que en este
caso es el eje de g; pues |z| > y, Vz € H2. Esto sucede también en el caso
general pues si g = ¢~ he con p(z) = w (p € PSL(2,R)), entonces se
tiene
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Claramente, también se tiene que

QD(AQ) = Ahs (38)

donde A, denota al eje de g. Por lo que se ha probado que los puntos
que se desplazan “menos” son aquellos que se encuentran en el eje de la
transformacion.

Ahors, para una isometria hiperbdlica g en general se define 1a longitud de
traslacion T de g como

T = inf p(2,9(2)),

donde el infimo se toma sobre todos los puntos z € H?2 Claramente T
es un valor estrictamente positivo, pues si g es conjugada en PSL(2,R) a
h(z) = kz, entonces por la observacién anterior

p(z,9(2)) > logk, k€ R* Vz e H?

ya que p(ti, kti) = p(i,ki) = logk, por loque T > 0.
Obsérvese también que usando (3.7) se sigue que

senh (%T) = |12:/£|. (3.9)

Més aun, la traza determina la longitud de traslacién

Teorema 3.2.13 St g es una isometria hiperbélica con longitud de traslacion
T, entonces

cosh (%T) = W“ZTa(g)'. (3.10)

DEMOSTRACION. De la expresién (3.9) se obtiene facilmente que
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2 (1) _ 2 (1
cosh (2T = 14 senh 2T
. |1 — k|?

_1+( -

_ (1+k)?

4k

traza®(g)
4

Esto ultimo debido a que la traza al cuadrado de la matriz asociada a g es
igual a

(Vk+1/VE)? = a ZW.

Por o tanto

1 [traza(g)|
h-T) = 1722291
o (i) - b

O
Ahora se verd otra manera de expresar las isometrias hiperbdlicas; esta
se logra a partir de involuciones, o isometrias elipticas de orden 2.

Observacion 6 Si g es eliptica de orden 2 con punto fijo en el eje imagi-
nario posilivo, entonces

9(z) = B/=
La observacién anterior se sigue del hecho de que si

az+ b
— 7
cz+d
como 0 — coe co — 0, claramente se tiene que a,d = 0.

Observacion 7 Si g es eliptica de orden 2 tal que fija it, entonces g es tal
que
72— —t*/2
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Esta observacién es clara pues se tiene

B/it = it.

Teorema 3.2.14 Dada g una isometria, entonces g es hiperbélica si y solo
81 se puede expresar de la siguiente forma

g(Z) = &2€),

donde €5, 7 = 1,2 son trasformaciones elipticas de orden 2 alrededor de
puntos vy, vy en el eje de g.

DEMOSTRACION. Sea g una isometria hiperbélica; se comenzaré con el caso
9(z) = kz, k € R*. Se toman &(z) = —1/zy e3(2) = —k/z, de donde
es claro que g = e96;(z). La idea geométrica es clara, pues ¢, fija a 4, y
como &, debe fijar el punto medio de [i, ki], i.e. Vki, de las observaciones
anteriores se sigue que en efecto &5 tiene esa forma.

Ahora el caso general, sea g una isometria hiperbdlica y A, su eje; sean
v yg(v) € A, Al igual que antes, se puede suponer que zp y %) son los
pies de A, y ademés que zo > zy; usando la ¢ descrita en (3.6) se conjuga
a g para obtener h{z) = kz, que es justamente el caso anterior.

Por lo que se tiene que

hz) = ¢pg¢~'(z) = FE1(z),

donde &, 7 = 1,2 es una transformacién eliptica de orden 2 alrededor de
un punto v; € As. De lo anterior es claro que

9(2) = ¢ o T g,
donde ¢! & ¢ es una transformacién eliptica de orden 2 alrededor del punto
¢~ '(v;). Por lo que tomando

Ej = ¢?f¢_1) J = 1)23

se tiene

9(z) = eacn,

que es justamente el resultado deseado.
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g(Ly)

Figura 3.19: g(2) = &4 1 (2).

Ahora, si g = €51, con €; una transformacién eliptica de orden 2 alrede-
dor de un punto v; € H? j = 1,2; se observa a la geodésica [vy,vs].
Supéngase que a y b son los pies de dicha geodésica. Claramente ¢; (a) = b
y€;(b) = a, 5 = 1,2. Por lo que

gqe1(a) = ayee (b) =0

Es decir, g(a) = ay g(b) = b, por lo que g es una isometria hiperbélica. Y
ademsés, es claro que la geodésica determinada por v y v, es Ay; el eje de
g.

O

Observacion 8 Si g1 es eliptica de orden 2, con punto fijo ti; entonces
eziste £9 eliptica de orden 2 con punto fijo en el eje imaginario positivo tal
que €9€1(2) = kz.

Esto es debido a que

e1(z) = eq(kz),
lo cual ocurre si y sélo si

—1? m

y esto a su vez es si y sélo si
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Observacién 9 Si g = eye1, g hiperbdlica con eje A,, entonces el punto
fijo vy de g9 es el punto medio de vy y g(v1) (donde vy es el punto fijo de

61).

Notese que T = 2p (vy,vy), pues v es el punto medio de [vy, g(v1)] que
al yacer en el eje de g, se encuentran sobre una geodésica y por lo tanto es
ahf donde se minimiza la distancia. Ademads, también se tiene

9(vy) = e26,(v1) = €2(v1).

De esto dltimo es claro que al iterar la g, los puntos del eje son recorridos en
el mismo sentido en el que se recorren para ir de v; a wvs; por lo que el rayo
de v; a v, debe terminar en el punto fijo de g que es el atractor.



CapiTULO 4

La funcién desplazamiento

En este ultimo capitulo se discutird la funcion desplazamiento de una isometria
del plano hiperbdlico. Esta permitira estudiar y analizar el comportamiento
de las isometrias.

Definicién 18 Dada g una isometria del plano hiperbdlico, se define su fun-
cién de desplazamiento como la que a cada z € H? le asigna el valor

p(2,9(2)).

Este tltimo valor evidentemente es el mismo que p (2,97 !(z)), pues g es una
isometria. La manera conveniente (como se verd en el Teorema 4.0.20) en la
que se estudiard la funcién de desplazamiento serd por medio de la funcién

e senh (3 (3,002 ).

Con esta funcién se hace un anélisis de las isometrias del plano hiperbélico
con un enfoque geométrico de ellas. Para tener un anéalisis completo de esta
funcién es necesario discutir primero el kernel de Poisson; esto se hace a
continuacion.

Se comenzara observando a la funcién f.: A — C dada por

fc(z)=g—f§,zeAy<eaA.
Se checa fécilmente que  fo(—i) = —2kiRe(, fc(¢) = 2miRe(,
fc(1) = —2niIm{, con k,m,n € R, f({) = ooy f:(0) = 1;claramente

la imagen de OA bajo f, es el eje imaginario y la imagen de A es

fc(D) = {2z € C|Rez > 0}. 4.1)
73
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Definicion 19 El kernel de Poisson en A se define como la funcion de
A x A a R dada por

Pa(2,¢) = Relfe()] = Re [4 “] |

(—=z
Un sencillo célculo muestra que

1|22
Pa(z,¢) = . (4.2)
PR
Con ( fijo, la imagen bajo fc“ ! de las rectas verticales en H? son circulos
tangentes a A en (. Esto es debido a que f. es una transformacién de
Mébius por lo que la imagen de circulos y/o rectas son circulos y/o rectas, y
ademsds se sabe que f(¢) = oo.

C+z
(—z

Figura 4.1: f¢(z) =

Ahora, como se vié en los Preliminares (ver Teorema 1.0.2), la forma
general de una transformacién de Mobius que preserva A es

az +¢ 9 9
z) = — = 1.
9(2) &+a,ld cf

De aqui se obtiene el siguiente lema

Lema 4.0.15 Si g es una transformacion de Mdbius que preserva A, en-
tonces se satisface la siguiente relacion

1—]g(2)* = 1g'()I(1 — [2]).
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DEMOSTRACION. A partir de la forma general de una transformacién de
Mobius que preserva A\, un célculo sencillo muestra que

L=lg()I* = (lez +af* — |az +2*)|g'(2)],

lo cual es igual a
l9'(2)1(1 = |2[).
O

Lema 4.0.16 Si g es una transformacion de Mébius en PSL(2,C), entonces
se satisface la siguiente relacion para z, ( € C

19(2) = g(QI = |2 = CP’lg' (D9 ().

DEMOSTRACION. Sea g(z) una transformacién de Mobius.

az+b
9(2) cz+d ° ©
Entonces, se tiene
2
B o _|az+b aC+b

= |(az +b)(cC +d) = (a¢ + b)(cz + d)|*|g'(2)|lg' ()]
= ladz + be¢ — bez — adC[?|g'(2)|lg'(¢)]

= |z = ¢’ (2)llg' (O],

que es justo lo que se queria probar.

Utilizando (4.2) y estos dos lemas se tiene que

1—1g(2))? 2 lg9(2) —g(Q)?
O AT TG

1—|2)* =
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De donde claramente se obtiene la siguiente relacion

Pa(g(2), 9(O)1g'(O)| = Palz,(). (4.3)
Ahora, el kernel de Poisson para H? con { € R se define como
(2 si ¢ = oo,
P&£)={ y . (4.4)
, si 0.
|z = ¢J?

Ahora se quiere ver la relacién entre el kernel de Poisson en A y H?

Lema 4.0.17 Si ¢(z) = z—+z y( € R, ( # oo, entonces

P(z2,¢) = Pa(p(2), 0(O) 1" (Ol

DEMOSTRACION. Se calcula Pa(¢(2), ¢(C)), con z = z+iy, utilizando (4.2)

2

Pa(p(e) OO = || | e
z+i  C+i
i = o= i
zb 1 |z + 4|2
el | Temag o - crag—ap
EEEIERE
| (et oty
TP | =09 - G+l — P
_ —2i(2—-72)
- CF
_ Y
<P

El siguiente resultado es interesante, aunque no se utilizara
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Proposicién 4.0.18 Si g € PSL(2,R) y (,g({) # oo, entonces
P(z,¢) = P(g(2),9(0)) lg'(O)I-

DEMOSTRACION. Sea

az+b
g(z) = At ad —bc = 1.

Noétese que

Img(s) = 5066 3@ = 5 (D) - A

Ahora,

az+b a(+b2

cz+d o +d

lg(z) — g(Q)I* =

(a2 + b)(cC + d) — (a¢ +b)(cz +d) |

(cz + d)(cC +d)

2=
(cz +d)(cC +d)

Por lo que

P(g(2),9(O) 1g'(O)] =

_ Y
|z — ¢

= P(z’C)
O

Por dltimo se enuncia el siguiente resultado que relaciona las expresiones del
kernel de Poisson de ambos modelos.
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Lema 4.0.19 Si¢(z) = Z_T_Z,, entonces
241

Pa(z1) = P(¢7'(2),00).
DEMOSTRACION. Se comienza observando que ¢! estd dada por

1 _z'(z-i—l)
¢ (2) = o

Ahora, se calculan ambos lados de la expresién; se comienza con el lado
izquierdo, usando (4.2)

1—|z?

PA(Z,].) = |z——]_F

Ahora se calcula el lado derecho

1 [ iz+41 12 +1
2t \—24+1 —241

122
2\ |z —1)2

1=z
BRESTE
Por lo tanto
Pa(z 1) = P(p7(2), 00). (4.5)

O

Ahora se comenzaré a analizar y discutir la funcién desplazamiento de g,
en funcién del tipo de isometria del plano hiperbdlico que ésta sea.
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Teorema 4.0.20 Sea g una isometria conforme del plano hiperbdlico.

(i) Si g es hiperbilica con eje A y longitud de traslacion T, entonces
1 1
senh Ep(z,g(z)) = cosh p(z, A) senh §T :
(ii) Si g es eliptica con punto fijo v € H? y dngulo de rotacidn 6, entonces

senh (%p(z,g(z))) = senhp(z,v)|senf/2|.

(iii) St g es parabdlica con punto fijo v, entonces

1

P (z,v) senh (5 o (z, g(z))) = k.

donde k es una constante, y P (z,v) denota el kernel de Poisson.

DEMOSTRACION. Se empezaré probando (i), donde a su vez se comenzaré de-
mostrando la igualdad para g(z) = kz, kK > 1;y entonces si z = z +14y de
(3.5) se tiene

|z — k2|

seni (3010021 ) = S

_ l2llL = &
2y vk

2|
- Q_y(\/E— 1/Vk).

Ahora, del Teorema 3.2.13

\/]E_l/\/]g2 \/];4-1/\/];2 [traza(g)|? 5 (1 |
( . ) =( I ) _1=Tg-—1=senh (§T>

Ademas como A es el eje imaginario, del Corolario 2.1.2 y la Figura 2.1 se
tiene que




80 4.0. LA FUNCION DESPLAZAMIENTO

coshp(z,A) = —.
(2, 4) ”

Por lo tanto se tiene

senh (%p(z, g(z))> _ coshp(z, A) senh (% T) ,

que es lo que se queria probar.

El caso general se prueba a continuacién. Sea h una transformacién hiperbdli-
ca con eje Ay y longitud de traslacién Tj,. Como se vié en la seccién refe-
rente a isometrias hiperbélicas, si h = pge~!, donde ¢ € PSL(2,R) y
¢ (2) = w se tiene

sent (3w h(w))) = sent (35(9)) .

Sélo falta probar que

cosh p(z,Aq) = coshp(w, Ap), (4.6)

1 1
senh (5 Tg> = senh (5 Th> . (4.7)

El caso de (4.6) es claro pues ¢(Ay) = Ap como se vié en (3.8), y ¢ es una
isometria. La relacién (4.7) se sigue de la forma en que se define T que es
claramente invariante bajo conjugacién con elementos de PSL(2,R). Por lo
que se tiene el resultado para el caso general.

Igual que en el caso de (i), se comenzard probando (ii) para un caso
particular y luego se ver4 el caso general. Sea g(2) = e¥z actuando en A.
Como claramente

p(z,9(2) = p(z,%2) = p(2,e®2) = p(2,971(2)),

sin pérdida de generalidad se puede suponer 0 < 8 < m. Se observa entonces
al tridngulo con vértices 0,z y g(z). Claramente el dngulo en 0 es 8, pues
es el angulo de rotacién de g. Este tridngulo resulta tener el mismo angulo
en los otros dos vértices como se verd a continuacién. Para esto, se observa
que el bisector perpendicular del lado [z, g(z)] pasa por 0. Y, ademas, la
reflexién sobre dicho bisector es una simetria del tridngulo construido (ya
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Figura 4.2: Tridngulo con vértices 0, 2, g(2).

que pasa por el punto medio de [z, g(z)]). Por lo que claramente el 4ngulo en
zyen g(z) son el mismo. Sean entonces 6 y ¢ los dngulos de dicho tridngulo
(¢ el dngulo en 2y g(z)) (ver Figura 4.2).

Ademés se tiene también que el bisector perpendicular de [z, g(z)] bisecta el
angulo 6. De esta manera se obtienen dos tridngulos rectdngulos con dngulos
6/2,¢ y 7/2. Ahora, de la Proposicién 2.5.2 y la Figura 2.14, se tiene

senh (%p(z,g(z))) — senhp(z,0)senf)2,

que es justo lo que se queria probar.

Sélo resta probar el caso general; sea h(z) una transformacién eliptica con
punto fijo vy y dngulo de rotacién ¢. Igual que en (i), se probard que si h es
conjugada a la g estudiada arriba, entonces

sents (3ot h(w)) = sent (3009 ) (48)

donde w = ¥(z), y ¥(v) = wo; con 9 la transformacién conjugante. Tam-
bién se probard que

senh p(z,v) = senh p(w,vy), (4.9)

Yy que

| sen /2| = | sen ¢/2|. (4.10)
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La igualdad (4.8) se sigue del hecho de que la transformacién % con la que se
conjuga a h para obtener g, es composicién de isometrias; la igualdad (4.9)
se sigue del Lema 1.0.3, ¥(v) = wp; pues debe mandar el punto fijo de g
en el punto fijo de h. Y por dltimo, (4.10) se sigue de la Proposicién 3.2.11,
pues al ser g y h conjugadas, § = ¢. Por lo tanto se tiene el resultado para
el caso general.

Para la prueba de (iii), se consideran 4 casos; el primero es cuando v = o
es el punto fijo de g; el segundo es cuando ¢ actia en A y su punto fijo es
v = 1; el tercero es cuando ¢ actia en A y su punto fijoes v € A, v # 1;
y por ultimo el caso en que su punto fijoes v € R, v # o0.

Para el primer caso, se toma g(z) = z+ 1 que actia en H?. Claramente
v = 00; entonces, de (4.4) y de (3.5) se tiene

Pleysenn (30202) = v(5) = 3

Para el segundo caso, sea h cualquier transformacién parabdlica que actua
en A con punto fijo v = 1. Entonces, utilizando la inversa de la funcién de
Cayley, que denotamos por ¢!, si o Hw) = 2, de (4.5) y los argumentos
de conjugacién usados en los casos anteriores se tiene que

Palipla), 1) sent (3w, (w)) = Ple,co)senn (3(2,9())

= constante,

donde claramente g = ¢! h es una traslacién, lo cual prueba el resultado
en este caso.

Como tercer caso se toma h; tal que actiaen Ay fijaa vy # 1,
vo € OA; entonces se toma 1 € M(A) tal que 9 (1) = vo. Claramente se
tiene entonces que h; = 9 he~!, para alguna h € M(A) tal que su punto
fijoes v = 1; por lo que de la relacién (4.3) y los argumentos de conjugacion,

st p~1(z) = w.
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Pa(z, vo) senh (%p(z, hl(z))>
= Pay™ (1) | o) et (ot hw)))

= Palu 1)) ()] senh G h(w)))

= constante.

Por lo tanto se tiene el resultado para este caso.

Como cuarto y dltimo caso, si h actia en H? y tiene punto fijo v # oo.
Sea h; tal que h = ¢~ ! hy, donde ¢ es la funcién de Cayley. Entonces hy
es una transformacién parabdlica con punto fijo w € 94, w # 1. Por lo
que utilizando el Lema 4.0.17 y el caso anterior, si p(z) = w se tiene

Plevo)senn (5 9 h(2) )
= Palo(a) o) I Wl senn (3 o u(w) )

= Pa(w, o)) |¢/(v)| senh @p(w,hl(w»)
= constante,

esto dltimo debido a que h; fija a ¢(v).
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A manera de conclusién se verda cémo es que la funcién desplazamiento
se encuentra determinada y determina a la pareja {g,g~'}. Esto se hard ob-
servando los siguientes resultados.

Proposicién 4.0.21 Dada g una isometria, sea m = inf p(z, g(z)), z € H?;
entonces se tiene

1. m > 0 sty solo st g es hiperbélica.
2. §i m = 0, entonces

a) g es eliptica si se alcanza m.

b) g es parabdlica si m no se alcanza.

DEMOSTRACION. Se probard primero ( 2). Si m = 0y es alcanzado, entonces

20 € H? tal que g(29) = 2o; por lo que claramente g es eliptica.

Si m = 0y no se alcanza, entonces g no es eliptica y tampoco es hiperbélica

en virtud del Teorema 4.0.20 (i). Por lo tanto g es parabdlica.

Nétese que en el caso hiperbdlico la longitud de traslacion es siempre positiva,

por lo que claramente se tiene 1; es decir, m > 0siy sélosi g es hiperbdlica.

O

Una manera de constatar geométricamente el resultado para el caso para-

bélico, es tomar g(z) = z+t, t € R. Sise toma el valor de p(z,z+t) para

puntos z € H? tales que su parte imaginaria tiende a oo, no es dificil ver

que p(z,z +t) tiende a 0 y permanece siempre estrictamente positivo.

Figura 4.3: g eliptica.
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Proposicién 4.0.22 Sean ¢ una isometria eliptica o hiperbdlica, y
wy € H? cualquier punto tal que p(wo, g(wo)) > m; donde m = inf p(z, 9(z)),
z € H?. Entonces, el conjunto M = {z|p(z,9(2)) = m} y el valor
p (wo, g(wo)) determinan a la pareja {g,g7*}.

DEMOSTRACION. Se comenzara con el caso m = 0; en este caso, por
la Proposicién 4.0.21 si el conjunto M = {z|p(z,9(z)) = m} # 0, g
es claramente eliptica. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que
g(2) = €%z, y que actia en A. Ahora, el valor de p (wy, g(wg)) depende del
dngulo de rotaciéon de g; de donde también es claro que es el mismo valor
para g~! (ver Figura 4.3).

Para el caso en que m > 0, por la Proposicién 4.0.21, g es claramente
hiperbélica. En este caso se puede suponer sin pérdida de generalidad, que el
eje Ay es el eje imaginario (é.e. g(z) = kz). No es dificil observar que
si wp no yace en el eje imaginario, entonces wy y g{wp) se encuentran
en un hiperciclo; esto tdltimo se sigue del Corolario 2.1.2. El valor de
p (wo, g(wp)) = n determina el valor de ky k™' (en virtud del Teorema

4.0.20); es decir determina a g y a g~! que es lo que se queria probar (ver
Figura 4.4).

Figura 4.4: g hiperbdlica.
O

Nétese que en el caso en que m = 0 y el conjunto M = {; entonces
por la Proposicién 4.0.21, g es una isometria parabdlica. Ahora, se observa
al conjunto

N = {z € H|p(z,9()) = n}.
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Afirmacién 1 FEl conjunto N es un horociclo.

Para ver esto, se conjuga a g con un elemento de PSL(2,R), de tal manera

que se obtenga h = @ gp~! una traslacién. Entonces, ahora se observa el
conjunto de puntos tales que p(w,h(w)) = n, donde ¢(z) = w. Ahora,
por la férmula de la distancia (1.6), se tiene que tal conjunto es una recta
horizontal en H?; es decir, un horociclo. Por lo tanto, se tiene que N es un
horociclo basado en v, el punto fijo de g.
Nétese que en este caso el valor de p(wo,g(wo)), con wp tal como en la
Proposicién 4.0.22, no determina a la g o g~ !. Para ver esto, supéngase que
g fija al punto vy # oo. Entonces por la Afirmacién 1 el valor de p (wo, g(wo))
es un horociclo por wy basado en wvy. Ahora si se toma un horociclo como
en la figura 4.5, basado en v; # v y que pasa por wy, no es dificil ver que
este otro horociclo determina a una transformaciéon parabdlica h # g tal
que p (wo, g(wp)) = p(wo, h{wp)), y cuyo punto fijo no es vy, sino v; y por
lo tanto no puede ser g ni g 1.

9(wo) h(wo)

Vo v1
Figura 4.5: g y h parabdlicas.

Ahora, la Proposicién 4.0.22 aplica para ¢ parabdlica si se sustituye la
hipétesis sobre el conjunto M por la de g parabdlica con un punto fijo
determinado. Esto es porque en este caso, el valor de p (wo, g(wp)) y €l punto
fijo determinarfa un tnico horociclo, con lo que gy ¢g~! quedarian totalmente
determinados. Nétese que este resultado aparece en [3] (cf. Ej. 7.38.1 p.176).
Sin embargo las observaciones anteriores demuestran que la redaccién del
ejercicio es errénea, pues el resultado no es vélido para el caso parabdlico.

Observacion 10 Dada g una isometria, los puntos que se mueven lo mismo
son horociclos para el caso en que g es parabdlica; son circulos para el caso
en que g es eliptica; y son hiperciclos para el caso en que g es hiperbolica.
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