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Introducción 

El trabajo que presentamos pertenece a la rama de la Topología cono­
cida. como Teoría de los Continuos. Dicha teoría trata del estudio de las 
propiedades topológicas de espacios que son métricos, compactos, conexos 
y no vacíos. De hecho, a estos espacios se les llama continuos. Trabajamos, 
en particular, con familias de subconjuntos especiales de un continuo X, 
llamadas hi perespacios de X. 

Consideraremos los hiperespacios: 

2X = {A e X: A es cerrado y no vacío} , 

C(X) = {A E 2x : A es conexo}, 

y para n 2: 1 

Cn(X) = {A E 2x : A tiene a lo más n componentes} , 

Fn(X) = {A E 2x : A tiene a lo más n puntos} . 

Notemos que C l (X) = C(X). Todos los hiperespacios anteriores los conside­
ramos con la métrica de Hausdorff que introducimos en la Definición 1.12. 

Es conocido que si dos continuos X y Y son homeomorfos, entonces 
sus hiperespacios C(X) y C(Y) también son homeomorfos. El recíproco 
de la afirmación anterior no es cierto. Si, por ejemplo, 1 = [O, 1] Y SI = 

{x E JR2: Il xll = 1} , entonces C(I) y C(SI) son homeomorfos al disco uni­
tario B 2 = {x E JR 2: II xii :::; 1} . Así pues, del hecho de que los hiperespacios 
C(X) y C(Y) sean homeomorfos no tiene porqué deducirse que los continuos 
X y Y son homeomorfos. Existen situaciones en las que sí se deduce que X 
y Y son homeomorfos y éstas son precisamente las que nos interesan en este 
trabajo. Al respecto en 1978, S. B. Nadler, Jr. introdujo en [45, Definición 
0.61] la siguiente definición: diremos que una familia r de continuos está C­
dete'rminada siempre que para cualesquiera dos elementos X y Y de r tales 
que C(X) es homeomorfo a C(Y) , se tiene que X es homeomorfo a Y. 

En su tesis Doctoral, G. Acosta introdujo la definición de hiperespacio 
unico C(X) [2J: decimos que un continuo X tiene hiperespacio único C(X) 
(respectivamente Cn(X), Fn(X) , 2X ) si para cada continuo Y, del hecho de 



que los hiperespacios C(X) (respectivamente Cn(X), Fn(X) , 2X ) y C(Y) 
(respectivamente Cn(Y) , Fn(Y) , 2Y ) sean homeomorfos se deduce que los 
continuos X y Y son homeomorfos. 

Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene curvas 
cerradas simples. Esto es, que no contiene sub continuos homeomorfos a la 
circunferencia unitaria 51 . 

En este trabajo resolvemos el problema del hiperespacio único C(X) cuan­
do X es una dendrita. Además obtenemos resultados sobre hiperespacio único 
en el caso de los hiperespacios Cn(X) , para cualquier n > 2. 

Diremos que una familia fde continuos está C-determinada (respecti­
vamente Cn-determinada) siempre que para cualesquiera dos elementos X , 
y E f tales que C(X) (respectivamente Cn(X)) es homeomorfo a C(Y) 
(respectivamenteCn(Y)) se tiene que X es homeomorfo a Y. 

Denotemos por 1) a la familia de las dendritas no homeomorfas al arco 
[0, 1] Y cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado (véase su definición , 
en la sección 2.7). Los principales resultados del presente trabajo son los 
siguientes: 

1) Los elementos de 1) tienen hiperespacio único C(X) . 
2) Las dendritas que no están en 1) no tienen hiperespacio único C(X ). 

Por tanto, una dendrita X tiene hiperespacio único C(X) si y sólo si 
X E 1) . 

3) La familia 1) está Cn-determinada, para cada n E N - {2} . Esto es, 
si X , Y E 1) Y Cn, (X ) es homeomorfo a Cn,(Y), para cualquier n E 

N - {2} entonces X es homeomorfo a Y. 
4) Los elementos de la familia 1) tienen hiperespacio único Cn(X) , con 

respecto a dendritas , para cada n E N - {2}. Esto es si X E 1), Y es 
una dendrita, n E N - {2} Y los hiperespacios Cn,(X) y Cn(Y) son ho­
meomorfos, entonces los continuos X y Y también son homeomorfos. 

El trabajo está organizado en cinco capítulos. En el Capítulo 1 damos las 
notaciones, definiciones, funciones y resultados de la Teoría de los Continuos 
e Hiperespacios que necesitamos para este trabajo. Indicamos las referencias 
de los resultados que se presentan para el lector interesado en sus demostra­
ClOnes. 
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En el Capítulo 2 mencionamos resultados acerca de las dendritas que 
utilizaremos en este trabajo. En este capítulo se introducen las dendritas Fw 

y IV que caracterizan a las dendritas cuyo conjunto de puntos extremos es 
cerrado. Definimos la familia 1) y demostramos una serie de propiedades que 
posee. 

En el Capítulo 3 demostramos teoremas preliminares para los resultados 
principales y demostramos, en el Teorema 3.22, que cada elemento de 1) tiene 
hiperespacio único. 

En el Capítulo 4 probamos, en el Teorema 4.13, que los elementos de 1) 

son las únicas dendritas con hiperespacio único C(X). Al final del capítulo, 
en el Teorema 4.16, damos cuatro caracterizaciones de los elementos de la 
familia 1) . 

En el Capítulo 5 se considera el problema de si los elementos de 1) tienen 
hiperespacio único Cn(X), para n 2: 2. Agradecemos al doctor A. Illanes 
por facilitarnos su artículo [30], el cual sirvió como base para obtener los 
resultados que se presentan. Sea 1 homeomorfo al arco [O, 1] . Primero, en el 
Teorema 5.20, mostramos que la familia 1) U {I} está Cn-determinada, para 
n 2: 3. Luego, en el Teorema 5.24, probamos que los elementos de 1) U {I} 
tienen hiperespacio único Cn(X), con respecto a las dendritas, para n 2: 3. 

Terminamos este trabajo con una serie de preguntas abiertas que, a nues­
tro juicio, son interesantes. 

Los problemas de hiperespacio único y familias C-determinadas y Cn -

determinadas han dado lugar a una buena cantidad de artículos. Mencionamos 
los resultados más importantes. 

1) La familia de todas las gráficas finitas que son diferentes del arco y la 
curva cerrada simple está C-determinada [18]. 

2) La familia de los continuos hereditariamente indescomponibles está 
C-determinada [45, Teorema 0.60]. 

3) La familia de los continuos indescomponibles tales que todos sus sub­
continuos propios y con más de un punto son arcos, está C-determinada 
[38 , Teorema 3]. 

4) La familia de los continuos encadenables no está C-determinada [28, 
Teorema 2]. 
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5) La familia de los abanicos suaves está C-determinada [23 , Corolario 
3.3]. 

En 1978, S. B. Nadler , Jr. preguntó si la familia de los continuos tipo 
círculo está C-determinada. Se han dado respuestas parciales en [4] y en [6]. 
Sin embargo el problema sigue sin resolver. 

Los siguientes continuos tienen hiperespacio único C(X) [2]: 

a) Gráficas finitas diferentes del arco y la curva cerrada simple. 
b) Continuos hereditariamente indescomponibles. 
c) Continuos indescomponibles tales que todos sus sub continuos propios 

y no degenerados son arcos. 
d) Cualquier compactación métrica del rayo [O, (0) con residuo no dege­

nerado. 
e) Compactaciones métricas de (-00,00) , diferentes del arco y con resi­

duo disconexo. 

También mencionamos, otros resultados relacionados con el problema del 
hiperespacio único: 

f) Los continuos hereditariamente indescomponibles X tienen hiperespa­
cio único 2x [39, página 417]. 

g) Los continuos hereditariamente indescomponibles tienen hiperespacio 
único Cn(X ) para cualquier n ~ 1 [41 , Teorema 6.1]. 

h) Las gráficas finitas X tienen hiperespacio único C2(X) [31 , Teorema 
4.1] . 

i) Las gráficas finitas X tienen hiperespacio único Cn (X ), para cualquier 
n ~ 2 [30, Teorema 3.8]. 

j) Las dendritas X cuyo conjunto de puntos ordinarios es abierto, tienen 
hiperespacio único F2(X) [29, Teoremas 1 y 8]. 

k) Las gráficas finitas X tienen hiperespacio único Fn(X) para n 2:: 2 [10] . 
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Capítulo 1 

PRELIMINARES 

1.1. Conceptos Básicos 

En este capítulo introduciremos una serie de conceptos y resultados que 
utilizaremos a lo largo de la tesis. Indicaremos en dónde se pueden ver las 
demostraciones de los resultados. 

Veamos algunos símbolos y notaciones. Como de costumbre, el conjunto 
N = {1. 2. 3, ... n , ... } denotará los números naturales o enteros positivos, Z al 
de los números enteros, Q al de los números racionales y 1R al de los números 
1'eales. A su vez , IR. - Q denotará el conjunto de los números irracionales. 

Dada n E N, IR" denotará el n- espacio Euclidiano con la métrica Eucli­
diana. Utilizaremos IIx - y ll para denotar la distancia entre los puntos x y y 
en IRJl pru'a n > 1. La distancia entre los puntos x y y en IR, la denotaremos 
por l:r - yl · 

Si dos espacios topológicos X y Y son horneomorfos, escribiremos X ~ 
Y. En caso contrario escribiremos X ~ Y. Sean X un espacio topológico, 
{.'tll }lIEN una sucesión en X y p E X. Si la sucesión {xn}nEN converge al 
elemento p E X , escribiremos lím X n = p. La letra [ denotará al intervalo 
unitario [0, 1] con la topología usual. Dada n E N una n-celda en X es un 
espacio homeomorfo al cubo [ x 1 x ... x [ = [n. El cubo de Hilbert es el 
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producto numerable 
~ 

Joo = n Ji! 
i=1 

en donde Ji = J, para cada i E N con la topología producto. La bola unitaria 
cerrada n·dimensional es el conjunto 

B" ~ {x E IR": IIxll ~ l} . 

La esfera unitaria n·dimensional en IRn+l es el conjunto 

S" ~ {x E IR"+L IIxll ~ l} . 
Una n-esfero es un espacio homeomorfo a sn y una curva cerrada simple 

es un espacio homeomorfo a SI. 

Si X es un espacio topológico y A e X , entonces r.l (A) denotará la cerra­
du.m de A en X. Si A e Y e X , entonces dy(A) denot.ará la cerradura de A 
en el subespacio Y de X. & fácil ver que dy(A) ~ d(A) n Y. En ocasiones 
a la cerradura de A en X la denotaremos también por A. A la frontera de 
A en X la denotaremos por Fr(A). Si A e Y e X, escribiremos Fry( A) 
para referirnos a la frontera de A en el subespacio Y. El interior de A en 
X se denotará por int. (A) y además, int,y(A) denotará el interior de A en el 
subespacio Y. Si p E X , una vecindad de p es un subconjunto V de X tal 
que p E int, (V). 

Para hacer ver que se ha concluido alguna demostración, escribiremos al 
término de la misma el símbolo D. 

Teorema 1.1 Sean Z un espacio topológico, U e T eZ, donde U es un 
abierto en Z y T es un cerrado en Z. Entonces Frr(U) ~ Frz (U). 

D emostraci6n. Como U es abierto en Z y U e T, U es abierto en T. 
Además Frr(U ) ~ clr(U) - intr(U) ~ clr(U) - U ~ (dz(U) nT) - U. Por ser 
T cerrado en Z, (clz(U) n T) - U ~ clz(U) - U ~ Frz (U) . Por consiguiente 
Frr(U) = Frz (U). o 

Definici6n 1.2 Sea X un espacio métrico con métrica d . Si a E X y! > O 
entonces definimos la (; - bola abierta de a (o la bola abierta en X con 
centro en a y radio f) como el ClJnjunto 

B (a , . ) ~ {x E X: d(a, x) <.}. 

Cuando sea necesario distinguir que la bola está contenida en X , lo de-­
notaremos por B x (a, . ). 
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1.2. Dimensión 

Conviene recordar el concepto de dimensión de un espacio métrico X que 
será utilizado con frecuencia a lo largo de este trabajo. Referimos al lector a 
[26, Definición HU[ y [47, Definición l.l[ para mayor información. 

Definición 1.3 Sea X un espacio métrico. Entonces 
1) dim(X) = -1 si Y sólo si X = 0. También, si dim(X) $ -1 , entende­

n~mos que X = 0. 
Ahora procederemos inductivamente: 
2) Supongamos que está. definido el símbolo 

dim(Y} :::; n - 1 para un entero dado n 2:: O Y cualquier espacio métrico 
y. Entonces, para el espacio X y un punto p E X , definimos: 

dim¡,(X) $ n 

si y sólo si X tiene 'Una base de vecindades abiertas de p cuyas fronteros 
tienen dimensión menor o igual que n-l. 

:J) dim(X) $ n si y sólo si dim¡, (X ) $ n para todos los puntos p de X. 
4) dim(X) = n si y sólo si dim(X) $ n y dim(X) i n - 1. 
5) dim¡,(X) = n si y sólo si dim¡,(X) $ n y dim¡,(X) in - 1. 
6) dim(X) = 00 si Y sólo si dim(X ) i n pora cada n ~ -1. 
7) dim¡,(X) = 00 si y sólo si dim¡,(X) i n pora cada n ~ -1. 

Teorema 1.4 (26, Teorema 1/1.1/ Sean X un espacio métrico y Y un sub­
es¡¡acio de X. Entonces dim(Y ) $ dim(X ). 

Teorema 1.5 /47, Corolario 3.3/ Sean X un espacio métrico, Y un subes­
paóo de X y p E Y. Entonces dim¡,(Y) $ dim¡,(X). 

Teorema 1.6 (47. Lema S.l/Sean X un espacio métrico, P y Q subconjun­
los cer'mdos. disjuntos de X , Y sea Z un subconjunto cerrado de X tal que 
dÚlI (Z ) ~ O. Entonces existen subconjuntos abiertos U y V de X tales que 

Z e U u v, P e U, Q e v, y cl(U) n cl(V) = 0. 
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1.3. Los Hiperespacios de un Continuo X 

Definición 1. 7 Un continuo es un espacio métricc, no degenerado. com­
pacto y conexo. Un 8ubcontinuo de un espacio topológico S es un subespacio 
no vacío, métrico compacto y conexo. 

Recordemos que un espacio es no degenerado si contiene más de un punto. 
La diferencia entre un continuo y un subcontinuo es que los subcontinuos 
pueden ser conjuntos degenerados , mientras que los continuos siempre poseen 
más de un punto. 

1.3.1. El Hiperespacio 2x 

Los hiperespacios de un continuo X son espacios cuyos elementos son 
subconjuntos especiales de X. 

Definición 1.8 Dado un continuo X, el hiperespacio 2x de X es definido 
por 

2x = {A e X: A es cerrado y no vaclo}. 

A continuación mostraremos como dotar a 2x de una estructura de es­
pacio métrico, bajo la cual resulta ser un continuo. Mientras no se diga lo 
contrario, consideraremos que la letra X representa un continuo con métrica 
d. 

D efinición 1.9 Sean A E 2x y f > O. Entonces defini.mos la f- nube de A 
(o la nube con centro en A y radio t:) como el conjunto 

N(f, A ) = {x E X: existe a E A tal que d(a ,x) < f}. 

El siguiente teorema contiene las propiedades de las nubes que utilizare­
mos. Una demostración se puede ver en [2, Teorema 7]. 

Teorema 1.10 Sean A, B E 2x y f > O. Entonces, 
1) N(f, A ) = U B (a, f); 

_eA 
2) N(f, A ) es abierto en X ; 
3) si O < 6 $ f Y A e B. entonces N(6 , A ) e N(f, B ); 
4) dx(N(f, A)) e N (2f, A); 
5) N(f, A) U N(f, B ) = N(f, A U B ). 
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Dmnost.I'ClTCIllOS una propiedad adicional de las nubes. Recordemos que 

d(A, B) ~ inf {d(a, b): a E A, bE B} 

denota la distancia entre los subconjuntos A y B de X. 

Teorema 1.11 Sean A E 2x y U un abierto en X tales que A e V. Entonces 
existe, > O tal que A e N(" A) e U. 

D emostración. Como A es cerrado, X - U es compacto y A e V, 
ent.onces d(A, X - U) ~ el > O. Sea , ~ i y supongamos que p E N(" A). 
De aquí p E B(a, ,) para algún a E A. Si p E X - U, entonces el ~ d(A, X -
U) ::; d(p.a ) < f = ~ , lo cual es una contradicción. Por tanto p E V. Luego 
N (, . .4 ) e U. o 

La siguiente función es una métrica en 2x . 

Definición 1.12 Si A Y B E 2x definimos una funci6n H 2x x 2x -
[0.00 ) corno stgue: 

H (A,B) ~ inf(, > O: A e N("B) y B e N("A)}. 

En [45, Teorema 0.2] se muestra que H : 2x x 2x ~ [0,00) es una métrica 
para 2x , a la que llamaremos métrica de HausdorfJ. 

La topología determinada por la métrica de Hausdorff, sobre 2x , sólo 
depende de la topología de X. Esto significa que si d y e son dos métricas 
para X tales que T d = Te, entonces se t iene que T H,,- = T H~. Esto se prueba 
en [46, Corolario 4.6]. 

En [45, Teorema 0.8] se prueba que 2X es compacto y, en [45, Teorema 
1.9], que 2x es conexo por trayectorias (independientemente de que X sea o 
no couexo por trayectorias). Como 2x es un continuo, podemos hablar del 
hiperespacio de 2x 

, 
2" ~ {A e 2x : A es cerrado y no vacío}. 

Análogamente, este espacio con la métrica de Hausdorff, que denotaremos 
por H 2, es un continuo. 
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Como H es una métrica para 2x , los abiertos básicos de 2x son las bolas 
abiertas de 2x . En el Capítulo 5 utilizaremos una base alternativa para 2x . 
Para definirla, supongamos que T es la topología de X. Para cada U E T 

definimos los conjuntos: 

r (U)={ AE2X :ACU} y A (U) ={AE2x:AnU~0} . 

Para U} , ... , Un. E T Y n E N, denotamos 

(UI , ••• , Un) = {A E 2X
: A e i91 Ui y A n Ui ~ 0 para cada i} . 

Para la demostración de las siguientes afirmaciones, referimos al lector a 
[46, Lema 4.4]: 

1) r(U) = (U) Y A(U) = (X, U); 

2) (U I , ... , Un) = h9. Ui)] n [n A(Ui )). 

Sean 
'll = {(V" ... , Un) : Ui E T para cada i = 1, ... , n} ; 
([ = (A(U): U E T) (observese que r(U) e A(U)). 

En 146, Teorema 4.51 se demuestra que 'B es una base para la topología 
obtenida a partir de la métrica de Hausdorff para 2x y que <!: es una subbase. 
De esta manera, se pueden construir subconjuntos abiertos en 2x a partir 
de subconjuntos abiertos de X; ya que r(U) = (U) y A(U) = (X , U) son 
abiertos en 2x si U E T. 

Teorema 1.13 Sean A, BE 2x y f > O. Entonces H (A, B) < f si y 5610 si 
A e N(f, B) Y Be N(f, A). 

Demostración. Supongamos que H (A, B) < f.. Sea 

D = (a E (0,00) : A e N (a, B ) y B e N(o, A)). 

Entonces H (A, B) = lnfD y, por hipótesis, lnfD < f. De donde existe c5 E D 
tal que H(A , B) ~ ó < ,. Por lo cual A e N(ó, B) y B e N(ó, A ). Por el 
inciso 3) del Teorema 1.10, N(ó. B ) e N(" B) y N(ó. A) e N(,. A). Entollces 
A e N(" B ) y B e N(" A). 
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Ahora supongamos que A e N«,B) y Be N«,A). Observemos que 
N«. B ) = U N(ó, B ). Por lo tanto A e U N(ó, B) y, como A es 

0<6« 0<6<, 
compacto, existen números positivos 61.62 •. 0., Óm , menores que t, tales que 

m 
A e U N(ó .. B ). Podemos suponer Ól < Ó, < ... < óm . Entonces, por el 

.'" 1 
inciso 3) del Teorema 1.10, A e N(óm , B ). De la misma manera se puede 
probar que existe O < Ó, < <, tal que Be N(ó"A). Sea ó = máx{óm ,ó,} . 
En consecuencia A e N(ó, B ) y B e N(ó, A ) y ó < <. Por lo tanto ó E D. 
As! H (A.B) ~ ó < <. o 

1.3.2. El Hiperespacio C(X) 

A hora dado el continuo X , definimos el hiperespacio de los subcontinuos 
de X , de la siguiente manera: 

Definición 1.14 Si X es un continuo entonces: 

C(X) = {A E 2x : A es conexo}. 

Observemos que C(X) es no degenerado porque X es no degenerado. 
Además la restricción de la métrica de Hausdorff H a C(X), hace de éste un 
espacio métrico. Al igual que en el caso de 2x , la topología de C(X) inducida 
por la métrica de Hausdorff, solamente depende de la topología de X. 

En [45, Teorema 0.8[. se prueba que C(X) es compacto y en [45, Teorema 
1.12[. que C(X) es conexo por trayectorias (también esto es independiente 
de la conexidad por trayectorias de X ). Por lo tanto C(X) es un continuo y 
entonces podemos hablar de sus hiperespacios 

2C(X) = {A e C(X): A es cerrado y no vaclo} 

.Y 
C'(X) = C(C(X)) = {A E 2C(xl, A es conexo}, 

ambos con la métrica de Hausdorff H2 que indicamos anteriormente. 

En el Capítulo 3 utilizaremos con frecuencia el siguiente resultado. 

Teorema 1.15 Sean X un continuoyp E X. SiA E C(X) y< > O, entonces 
A E Bqx)( {p} .<) si y s610 si A e Bx (p,<). 
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D emost ración. Supongamos que A E BC(X)( {p} ,,). Entonces H(A, {p}) 
< e. Por el Teorema 1.13, A e N(" {p} ) y, por el Teorema 1.10, N(" {p} ) = 
Bx(p, 'l· Luego A e Bx(p, ' l· Ahora supongamos que A e Bx(p, 'l. Se 
tiene, otra vez, que Bx(p, ,) = N(" {p} ). De donde A e N(" {p}). Además 
tenemos que {pI e N("A), ya que A e Bx (p,')' De esta manera, por el 
Teorema 1.13, H (A, {pI) <', de donde A E BC(x)({p} ,'l· o 

Diremos que un espacio topológico X es localmente conexo en un punto 
p EX, si para cada subconjunto abierto U de X tal que p E U, existe un 
subconjunto abierto y conexo V de X tal que p E V e U. Diremos, además, 
que X es localmente conexo, si es localmente conexo en cada uno de sus 
puntos. 

El siguiente es un resultado acerca de hiperespacios de continuos local­
mente conexos. Fue probado originalmente por L. Vietoris [54] y T. Wazewski 
[51[. Una demostración puede verse en [45, Teorema 1.92[. 

Teorema 1.16 Las tres afirmaciones siguientes, son equivalentes: 
(a) X es un continuo localmente conexo; 
(b) C(X) es un continuo localmente conexo; 
(e) 2x es un continuo localmente conexo. 

Observación 1.17 En {SS, Ejemplos 5.1 y 5.2 } se prueba que los hiperes­
pacios C(!) y C(SI) son homeomorfos a la 2-celda 1'. 

1.3.3. El Hiperespacio C(E, X) 

Otro de los hiperespacios con el que trabajaremos es el siguiente. 

Definición 1.18 Sea B un subcontinuo del continuo X. El hiperespacio de 
los continuos que contienen a B se denota por: 

C(B, X ) = {A E C(X): B e A}. 

En particular denotamos C( {p} , X ) por C(p, X ), para cualquier elemento 
pE X . 

Observemos que si B E C(X) - {X} , entonces C(B, X) es no degenerado 
y la restricción de la métrica de Hausdorf! H a C(B, X) , hace de éste un 
espacio métrico. 
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En [21, Teorema 10] C. Eberhart mOf¡tró una condición, bajo la cual, el 
hiperespacio C(p, X ) es homeomorfo al cubo de Hilbert 100. 

Recordemos que una gráfica finita es un continuo que se puede expresar 
como la unión de una cantidad finita de arcos, tales que cualesquiera dos de 
ellos, son ajenos o bien se intersectan en uno o en sus dos puntos extremos. 
Recordemos también que el símbolo X ::::::: Y significa que los espacios X y Y 
son homeomorfos. 

Teorema 1.19 Sean X un continuo y p E X. Supongamos que X es lo­
calmente conexo en cada punto de un conjunto abierto que contiene a p. 
Entonces C(p, X ) :::::: 100 si Y sólo si p no está en el interior, relativo a X , de 
'I/.1J,a, g,,.áfica finita en X. 

Según una observación de C. Eberhart, en [21, p. 222[, el Teorema 1.19 
puede reescribirse como se indica en el teorema siguiente. Para la demostración 
de éste teorema, recordemos que un continuo Y es homogéneo si para cada 
par de puntos p y q de Y, existe un homeomorfismo J : y -+ y tal que 
f(p) = 'l. Utilizaremos el hecho de que el cubo de Hilbert I~ es homogéneo 
([50, Teorema 6.1.6J). 

Teorema 1.20 Sea X un continuo localmente conexo en cada punto de una 
vecindad de p. Entonces G(p, X) '" I~ si y 5610 si G(p, X) tiene dimensi6n 
'infinita en {p} . 

Demostración. Supongamos que C(p, X) :::::: 100. Como 100 es homogé­
neo, dim .. , (G(p, X )) = 00 para cada A E C(p, X). En particular dim{p)(C(p, 
X )) = oo. Probemos el recíproco. Ahora dim{p) (G(p, X )) = oo. Afirmamos 
que jJ rI. int (T ) para ninguna gráfica finita T en X. Supongamos lo contrario. 
Entonces p E int(G) para una gráfica finita G en X. Entonces existe (; > O 
tal que Bx(p, ') e G y, por el Teorema 1.15, si A E BC(x)( {p} , ,) entonces 
.4 e Bx(p,,). Por lo tanto BC(x)({p} , ,) e G(G). 

rvIostraremos ahora que dim{p}(C(X)) < oo. Para esto tomemos un abierto 
U en C(X) tal que {pI E U. Sea 0< " < ,tal que Bc1x)( {p} " , ) e U. 
Ellt,OlU:C.~ 

Bc{x ) ( {p}, ,, ) e U n BC(x ) ( (pI ,,) e U n C(G) . 
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Observemos que BC(x )( {p} " 1) e C(G) e C(X), donde BC(x )( {p} ,,¡) es un 
abierto en C(X ) y C(G) es un continuo (por tanto, un cerrado en C(X )) . Por 
el Teorema 1.1 , FrC(x)(Bc1 x )( {p} " 1)) = FrC(G)(BC(x )( {p} , '1 )) . De aqul 

dim(FrcIX)(BcIX)( {P} " 1))) = dim(FrC(G)(BcIX)( {P} "1 )))' 

Como FrcIG)(BC( x )({p} " 1)) e C(G) , por el Teorema 1.4 , sucede que 
dim(FrC(G)(BC(x )( {p} " 1))) :S dim(C (G)) y dim(C (G)) < 00 por el Teorema 
1.43. Por tanto dim(Frclx )(BC(x )({p} , '1 ))) < 00 (es menor que la dimensión 
de C(G) y G es fijo). Como consecuencia de esto dim{p} (C (X )) < oo. Por 
el Teorema 1.5, dim{,}(C (p, X )) < dim{,}(C(X )) < 00, lo cual contradice 
la hipótesis. Así que, p 'le int.(T ) para ninguna gráfica finita T en X. Por el 
Teorema 1.19, C(p, X ) '" ¡oo. o 

1.3.4, Los Hiperespacios Cn(X) y F,,(X) 

Otros hiperespacios del continuo X que consideraremos en este trabajo, 
son los siguient.es: 

Cn(X ) = {A E 2X : A tiene a lo más n componentes} 

y 

Fn(X ) = {A E 2x : A tiene a lo más n puntos} . 

Notemos que FI (X ) = {{p}: p E X}. Es claro que FI (X ) es un subcon­
junto no degenerado de 2x y que la restricción de la métrica de Hausdorff 
H a FI (X ), hace de éste un espacio métrico. Más aún tenemos el siguiente 
resultado. 

Teorema 1.21 Si X es un continuo, entonces F} (X ) es isométrico a X. 

Demostración. La función g: X ~ FI (X ), definida por g(x) = {x}, es 
biyectiva, continua y cumple que H(g(a), g(b)) = d(a,b). Por lo tanto FI (X ) 
es isométrico a X. o 

Notemos que C I (X ) = C(X ). 

10 



1.4. Convergencia en Hiperespacios 

Para un espacio topológico X, una sucesión en X se denota por {xn}nEN' 
Entendemos, por supuesto, que xn E X para cada n E N. Si la sucesión 
{x"}"eN converge al punto x E X, entonces escribiremos llmxn = x. 

D efinición 1.22 Sean (S, T) un espacio topológico, {A.}.EN una sucesión 
de. subconjuntos de S. Definimos el límite inferior y el límite superior 
de {A.}.EN como 

[{miniAr¡ = {XE S: siXEU, conUET, entonces UnAn -=10 para 
todo natural n salvo un n'ÚmeTO fini to}. 

lím sU1lA" - {x E S: si x E U, con U E T, entonces UnAn -:f 0 para 
un número infinito de naturales n }. 

Si. lirn. inJAn = A = l{m supAnl en donde A eS, entonces decimos que A es 
el límite de {An}neN y lo denotamos como A = límAn. 

En el siguiente resultado, probado en [45, Teorema 4.1 1], vemos que si una 
sucesión {An} nEN en 2x converge a A, en el sentido de la definición anterior , 
entonces {A,.} neN converge a A con respecto a la métrica de Hausdorff H. 

T eorema 1.23 Sean X un espacio métrico compacto y { A n}neN una suce­
sión en 2x . Entonces limAn = A si y sólo si {An} nEN converge al elemento 
A de 2x con respecto a la métrica de Hausdorff H. 

Teore m a 1.24 Sea {An}nEN una sucesión en 2x , donde X es un espac1.o 
métrico y compacto. Entonces: 
1) lím infA. e 11m supA.; 
2) Um in/An y Um supAn son subconjuntos cerrados de X ; 
3) 11m supA. 'i' 0; 
4) si los 0411 son subconjuntos conexos de X, paro toda n y l(m in/An ':f; 0, 

entonces lim supAn es conexo; 
5) l{1II A" = A .. ,i Y sólo si lim aupAn e A e lim in/ An· 

D em ostració n Para 1), 2) Y 3) véase 145, Observación 0.61. De la defini­
ción de Iímit.e y de 1) obtenemos 5). Demostraremos 4). Supongamos que 
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lím supA" no es conexo. Entonces existen A , B E 2x ajenos y tales que 
lím supA" = A U B. Por la normalidad de X existen subconjuntos abiertos 
y ajenos H y K de X tales que A e H y B e K. Sea x E Um infA n . 

Se infiere por 1) que x E A U B , de donde x E H u K. Supongamos que 
x E H, entonces existe N E JII tal que An n H oF 0 para toda n > N. Sea 
y E B. Notemos que y E Hm supA" y, además, y E 1<. Por tanto existe 
un subconjunto infinito J de JII tal que An n K oF 0 para cada n E 1. Sea 
JI = J n {n E JII : n > N}. Se implica que An n H oF 0 y An n K oF 0 
para n E JI' Ahora bien si para n E JI sucede que An e H U 1<, tendremos 
que A" = (A" n H ) U (A" n 1<), de donde A" no es conexo, lo cual es una 
contradicción. Por 10 tanto A" rt. H U 1< para cada n E JI' De aquí, dada 
n E JI. podemos tomar un punto x" E A" - (H U K). Como X es compacto , 
la sucesión {X"}"EJI tiene una subsucesión convergente {x" j} )EN a un punto 
p EX. Sea V un abierto en X tal que p E V. En consecuencia existe k E N 
tal que X"j E V para cada j > k. Dada j > k tenemos que x n} E A"j y 
también x'" E V. Por tanto V n A"j f= 0 para toda j > k. Equivalentemente 
V n A"j =f. 0, para un número infinito de enteros n. Luego p E lím supAn y 
entonces p E A U B e H U K. De modo que p está en el abierto H U K. Como 
la sucesión {x"j} }EN converge a p, tenemos que xn

J 
E H U 1< para casi toda 

j. Esto contradice la elección de x,,¡ y muestra que lím supA" es conexo. o 

A continuación daremos una serie de resultados básicos con respecto a 
la convergencia de sucesiones de elementos de 2x (para una demostración, 
véase por ejemplo [2, Teorema 20]). 

Teorema 1.25 Sean X un continuo y A, B E 2x . Supongamos que {An} neN 
y {Bn}neN son dos sucesiones en 2x tales que límAn = A Y límEn = B. 
Entonces 
1) si An e Bn pam toda n E N, entonces A e B ; 
2) si An n Bn f. 0 para toda 11. E N, entonces A n B f. 0; 
3) I!m(An U Bn ) = A U B . 

De [46, Proposiciones L 7 y L8] , obtenemos el siguiente resultado. 

Teorema 1.26 Sean X un continuo y {Añ}neN una sucesión en 2x . Si la 
sucesión está anidada. esto es, si An+ 1 e A" , paro cada n E N, entonces 

~ 

l{mAn = n An. Si además {A"}neN es una sucesión de subcontinuos, su 
nsl 
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00 

limite n An . es un continuo. 
n=l 

1.5. Funciones Especiales 

Ahora veamos algunas funciones que involucran a los hiperespacios de un 
continuo X. En concreto, nos referirnos a las funciones de Whitney, la función 
unión, las funciones inducidas entre hiperespacios y los arcos ordenados. C~ 
mo nuestro trabajo es en hiperespacios , necesitamos conocer las propiedades 
de estas funciones y son las que a continuación daremos. 

1.5.1. Las Funciones de Whitney 

En 1933 H. Whitney introdujo las funciones que hoy llamamos funciones 
de Whitney ([53]). En 1942 J. L. KeHey se dio cuenta de su importancia para 
la t.eoría de los hi perespacios. 

D efinición 1.27 Sea 9 un subconjunto no vacío de 2x . Una función de 
lVhitney en 9 es una función continua ¡.t : Q - [0, (0) que satisface las 
siguientes condiciones: 
a) p.(.4 ) = O st Y sólo st.4 E 9 nF¡(X); 
b) 1'(.4) < ¡t(B ) siempre que .4, BE 9 y .4 ~ B . 

Cuando hablemos de una función de Whitney para C(X L estaremos refi­
riéndonos a una función continua de C(X ) en [0, 00) que satisface las condi­
ciones a) .Y b). 

En [45, Teoremas 0.50.1, 0.50.2 Y 0.50.31 se dan las construcciones de t res 
funcione.-, de Whitney para 2x las cuales existen en todos los hiperespacios. 

Definición 1.28 Sea 9 E (2 X ,C(X )} . Una !unción de Whitney nor­
malizada ¡mm 9, es una función de Whitney l' en 9 tal que ¡t(X ) = 1 (y 
entonces O S 1'(.4 ) S 1 para cada.4 E 9 ). 

Notemos que toda función de Whitney en 9 se puede normalizar . En 
efecto 1J,1 = V> es una función de Whitney normalizada, para cualquier 
fundón de whltney ¡J . 

13 



Teorema 1.29 {45, Lema 1.28} Sea Jl una función de VVhitney para 2x . 
Entonces para cada, > O, existe ry = ry(,) > O tal que si A, BE 2x , A e B 
y I'(B) - I'(A) < ry, entonces H (A, B ) < .. 

En 1981 L. E. Ward, Jr. demostró el siguiente teorema de e.xtensión de 
las funciones de Whitney para subconjuntos cerrados de 2x . Su demostración 
puede verse, por ejemplo, en [33, Teorema 16.101. 

Teorema 1.30 Sea Q un subconjunto cerrado y no vado de 2x . Entonces 
cada función de Whitney en Q se puede extender a una función de W'hitney 
en 2x . 

1.5.2. La Función Unión 

Definimos de forma natural una función continua de 22-'. en 2x , uniendo 
los elementos de un cerrado de 22X

, como veremos a continuación: 

Sea :F E 2'" Y definimos cr(:F) = U {k A E :F} . Entonces 

2) u : 22X 
_ 2x es una función continua; 

3) si :F es conexo y :F n C(X ) # 0, entonces cr(:F) E C(X ). 

Las demostraciones de 1) Y 2) se encuentran en [45, Lema 1.48[, y el inciso 
3) se puede ver en [45, Lema 1.491. 

A la función continua a , definida anteriormente, se le llama la función 
unión en 2x . De acuerdo con la afirmación 3), si restringimos a a C 2 (X ), 
obtenemos una función continua de C'(X) a C(X), llamada la/unción unión 
en C(X). Es precisamente dicha función la que emplearemos en este trabajo. 

1.5.3. La Función Inducida 

Cualquier función continua entre dos continuos X y Y induce, de manera 
natural, una función continua entre los hiperespacios C(X ) y C(Y), según 
se enuncia en el siguiente teorema. 
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Teorema 1.31 f2, Teorema 29} Sea f : X ~ Y una función Cbntinua entre 
continuos. Si paro cada A E C(X) definimos C(f)(A) = {¡(a): a E A) , 
entonces C(f)(A) E C (Y ) y la función C(f): C( X ) ~ C(Y), as( definida, 
es continua. 

A la función C(J) definida en el teorema anterior I se le conoce como la 
funci6n inducida por f. 

1.6 . Arcos Ordenados 

Así como las funciones de Whitney, una herramienta muy poderosa en 
los hiperespacios de un continuo X , es la existencia de arcos ordenados. 

D efinición 1.32 Sea T E (2 X ,C(X)}. Supongamos que A , B E T Y A S; 
D. U 11 arco ordenado de A a B en T es una función continua A : 1 --+ T. 
tal '111." >'(0) = A , >'(1 ) = B Y >. (s ) S; >.(t ) siempre que s < t, pam s, tE J. 

Algunas veces identificaremos a un arco ordenado con su imagen. Como la 
función>. de la Definición 1.32 es inyectiva, su imagen es un arco. De manera 
que a veces denotaremos por A a la función y otras a su imagen. 

En d siguiente teorema, se muestran condiciones necesarias y suficientes 
para que un subcontinuo de 2x sea un arco ordenado. Véase una demostración 
en [45, Teorema 1.4[. 

Teorema 1.33 Sea A un subcontinuo no degenerado de 2x . Entonces A es 
1t11 an;o ordenado si y s6lo si dados A , B E A, sucede que A e B o B e A. 

l'vlencionarernos algunos resultados para arcos ordenados. De los resulta­
dos de 14.2 hasta 14.6 en [33] , se tiene una condición de existencia de arcos 
ordenados: supóngase que A y B son subcontinuos de X tales que A e B y 
A '# B. Entonces existe un arco ordenado contenido en C(X) cuyos extremos 
son .4 y B. En [45, Teorema 1.8] , se demuestra el siguiente resultado: para 
que exista un arco ordenado de un elemento A E 2x a un elemento B E 2x , 
se requiere que A ~ B Y que cada componente de B intersecte a A. En [45, 
Lmll<l. 1.3] se prueba el siguiente resultado: sean J.L : 2x - 1 una función de 
Whitney en 2x y A un arco ordenado en 2x . Entonces la restricción J.I. lA es 
un homeomorfismo. 
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El siguiente teorema se demuestra aplicando el Teorema del Valor Inter­
medio. 

Teorem a 1.34 Sean J-t : 2x -t 1 una funci6n de Whitney en 2x y A un arco 
ordenado en 2x . Si A E A entonces, para cada f1,(A) ::; s ::; 1, existe B E A 
tal que !"(B) ~ s. 

Terminamos la presente sección con el siguiente resultado. 

Teor em a 1.35 Sean X un continuo y A,E E C(X) tales que A e B. En­
tonces existe un arco ordenado de A a X que pasa por B. 

D emostración. Sean 0'1 : J -t C(X) un arco ordenado que va de A a B y 
a, : 1 ~ C(X) un arco ordenado que va de E a X. Definamos o : 1 ~ C(X ) 
como 

o(t) ~ { al (2t), 
a,(2t - 1) , 

siO::;t~~ , 
si~::;t::; l . 

Entonces O' es un arco ordenado que va de A en X) pasando por B. o 

1. 7. La Propiedad de Kelley 

En [34] J. L. Kelley definió una propiedad que hoy se conoce como 
propiedad de Kelley. 

D efinición 1.36 Un continuo X tiene la propiedad de K elley si para cada 
, > O, existe 8 ~ 8(,) > O tal que para cualesquiera a, b E X con d(a, b) < 8 
y para todo A E C(a, X ), existe B E C(b, X ) tal que H(A, E ) < ,. 

En particular J .L Kelley demostó que si un continuo X tiene la propiedad 
de KeUey, entonce C(X) es contrafule. 

Supongamos ahora que X es un continuo y que J-t : C(X) -t J es una 
función de Whitney en C(X). Para cada (A , s) E C(X) x 1 definimos: 

L"(A, s) ~ { ~, (f{ E C(X): A e f{ y !"(f{) ~ sl , 
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La función LJJ fue estudiada por primera vez en [1] en donde se muestran 
las siguientes propiedades, cuyas pruebas pueden verse en [1, Teorema 3.10], 
[1, Corolario 3.4J y [1, Teorema 3. 11J: 

1) Para cada (A ,s) E e(X) x 1, L" (A ,s) E C(X). Por tanto L" es una 
función de e(X) x 1 en e(X). 

2) L,,(A , O) = A Y L" (A , 1) = X, para cada A E e(X). 
3) Cuando X tiene la propiedad de Kelley, la función LJJ es continua. 
4) Si A E C(X ), entonces L"(A, t) e L" (A , s) siempre que t , s E 1 Y 

t ~ s. 

1.8. Continuos Especiales 

En esta sección, hablaremos de n-odos, n-celdas, árboles y gráficas finitas. 

1.8.1. n-odos y n-celdas 

Dos conceptos ligados entre los hiperespacios y el continuo que los define 
son los de n-odos y n-celdas. Como veremos más adelante, cuando un con­
tinuo X contiene un n-oda, en el hiperespacio C(X) aparece una n-celda y 
recíprocamente. 

Definición 1.37 Sean X un continuo y n un número naturol, Un n -odo en 
X es Uf/. elemento B E C(X) paro el cual existe un subcontinuo A de B tal 
que B - A tiene al menos n componentes (en este caso, al continuo A le 
llama'/'emos coraz6n de B J. Decimos que un continuo X es atriódico si no 
contiene 3-odos. 

Es claro que si X cont iene un n-oda, entonces contiene un m-odo, para 
cad" m ~ n. Un ejemplo muy especial de n-oda es el llamado n-odo simple. 

Defini ción 1.38 Sean X un continuo y n un número natural. Diremos que 
X es 'un. n-odo simple con vértice p E X , si X es un n-oda tal que: 

1) el corazón de X es el conjunto {p} ; 
2) X - {p} posee exactamente n componentes el, e" ... , en tales que, para 

cada 'i E {l, 2, ... ,n} , el conjunto e; u {p} es un arco. 
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Un triodo simple o 3-odo simple es, por tanto, un cont inuo homeomorfo 
a la letra T , mientras que un 4-odo simple es un continuo homeomorfo a la 
letra X. Con respecto a la relación entre n-odos en X y n-celdas en C(X), 
J. T . Rogers, Jr. demostró, en 1972, el siguiente resultado. 

Teorema 1.39 (49, Teorema l} Si el continuo X contiene un n-odo, en­
tonces C(X) contiene una n-celda. 

La implicación inversa del teorema anterior, estuvo abierta durante varios 
años. En 1988 A. Illanes demostró que es verdadera: 

Teorema 1.40 (27, Teorema 1.9) Sea X un continuo. Si el hiperespacio 
C (X ) contiene una n-celda, entonces X contiene un n -odo. 

Con la finalidad de encontrar continuos con hiperespacio único, G. Acosta 
probó en [5] una versión local del Teorema 1.39. A saber, si un n-oda T se 
encuentra en una bola en C(X) , entonces la n-celda se puede construir de 
modo que contenga al n-oda y sus elementos esten cercanos al centro de la 
bola inicialmente tomada. 

Teorema 1.41 (5, Lema 8) Sean X un rontinuo y f{ E C (X ). Si T es u.n 
n -odo en X tal que para alguna é > O sucede que T E BC(x)(I<,~), entonces 
existe una n -celda r en C(X ) tal que TEr e BC(x)( I<, <j. 

Terminamos la sección con el siguiente resultado que utiUzaremo.':i en los 
capítulos 3 y 5. 

Teorema 1.42 Sean X un continuo y n E N. 
a) Si V es una n-celda en X y U es un abierto en X tal que U n V f 0, 

entonces U n V contiene una n-celda. 
b) Si V e X es homeomorfo al cubo de Hilbert y U es un abierto en X 

tal que U n V =f 0, entonces U n V contiene un espacio homeomorfo al 
cubo de Hilberl.. 

Demostración. Para probar a) , sean V e X una n-celda y U un abierto 
en X tales que U n V f 0. Sabemos que V n U es un abierto de V y que 
V ::::::: In. Entonces V n U ::::::: L , donde L es un abierto de I n. Po tanto, existe 
un abierto básico U1 x U2 X ... X Un contenido en L. Not.emos que Ui es 
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abierto en 1, paracadai E {1,2, ... ,n} . De "'lufque, dada i E {1 ,2, ... ,n} 
existe un intervalo la¡,.B¡l contenido en Ui. Es claro que n~"'l [Qj,Pil es una 
n-celda. Además 

n n lo" /Jil e u, x U, x ... X Un e L . 
1=1 

Esto prueba que L contiene una n-celda Y, como V n U ::::: L, tenemos que 
V n U contiene una n-celda. 

Para probar b), supongamos que V '" l OO Y que V e X . Supongamos, 
.demás, que U es un abierto en X tal que U n V '" 0. Como U n V es abierto 
en V y V :=::: 100 , sucede que U n V ::::: L, donde L es un abierto de [ OO. 

Consideremos un abierto básico W de l OO tal que W e 1. Entonces 

w = Yo, x Yo, x ... x Vo• x n {lp: lp '" 1 Y /J '" o" o" ... , o.} , 

donde Vo , es un abierto en lo, ::::: J, para cada i = 1,2, .. . , 5. Como en la 
situación anterior, cada abierto Vo " contiene un intervalo bOl .l11O'J Sea , 

w,= 

[10, . 110, 1 x [,." ~o, 1 x ... x bo., ~o. J x n {lp: l p '" 1 Y /J '" 0" o" ... , o,} . 

Entonces WI e W e L y ¡VI ::::: [(Xl. Por tanto, L contiene un espacio 
homeomorfo a un cubo de hilbert. Como L ::::: U n V, concluimos que U n V 
también contiene un espacio homeomorfo a un cubo de Hilbert. o 

1.8.2. Gráficas Finitas y Árboles 

Recordemos que una gráfica finita es un continuo que se puede escribir 
tomo la unión de una cantidad finita de arcos, tales que cualesquiera dos de 
ellos , o bien son ajenos o se intersectan en uno o en sus dos puntos extremos. 
Un ár'bol es una gráfica finita acíclica, es decir, una gráfica finita que no 
contiene curvas cerradas simples. 

El siguiente resultado sobre continuos localmente conexos y gráficas fini­
tas, lo utilizaremos en los capítulos 4 y 5. Ya lo utilizamos, incluso, en la 
prueba del Teorema 1.20. 
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Teorem a 1.43 {34. Teoremas 5.4 y 5.5/ Supongamos que X es un continuo 
localmente conexo. Entonces dim(C(X )) < 00 si Y sólo si X es una gráfica 
finita. 

1.9. Conjuntos Mutuamente Separados 

Recordemos que dos subconjuntos A y B de un espacio topológico X están 
mutuamente separados si dx(A) n B = 0 y dx(B) n A = 0. Si un conjunto 
e es la unión de dos conjuntos mutuamente separados A y B, escribiremos 
C= A l B . 

Los siguientes resultados pertenecen a la Topología General y los enuncia· 
remos sin demostración. Sus demostraciones se pueden consultar , por ejem· 
plo, en [42, Lemas 1.4 y 1.6[ . 

Teor ema 1.44 Sean X un espacio topológico y Y un subconjunto de X tal 
que X - Y = A I B. Entonces 
1) cuando Y es cerrado en X los conjuntos Y U A Y Y U B también son 

cerrados en X ; 
2) cuando Y es conexo en X los conjuntos Y U A Y Y U B también son co· 

nexos en X j 
3) si X y Y son continuos, entonces los conjuntos Y U A Y Y U B también 

son continuos. 

Teor ema 1.45 Sean Y un espacio topológico y 11. E N Entonces Y tiene al 
menos 11. componentes si y sólo si Y posee n subconjuntos cerrados no vacíos 
y ajenos dos a dos Z" Z2, "', Zn tales que Y = Z, U Z2 u··· U Zn' 

Con este teorema terminarnos de dar la información general de hiperes­
pacios y continuos que utilizaremos en este trabajo. 
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Capítulo 2 

LAS DENDRITAS 

2.1. Introducción 

En este capítulo estudiaremos las propiedades de las dendritas que uti­
lizaremos más adelante. Enunciemos algunas de estas propiedades: 

1) Las dendritas son suaves en todos sus puntos (Teorema 2.8). 
2) Las dendritas no contienen continuos de convergencia y son hereditaria­

mente localmente conexas. (Teorema 2.10). 
3) Las dendritas son uniformemente localmente conexos (Lema 2.13). 

Mostraremos, además, algunos ejemplos especiales de dendritas, como las 
que no tienen arcos libres, así como las que aparecen cuando el conjunto de 
sus puntos extremos no es cerrado (W y F""" véase las secciónes 2.3 y 2.7). 
También daremos los conceptos de orden en un punto, puntos extremos, 
puntos ordinarios, puntos de ramificación y puntos esenciales. 

En la Sección 2.7, definiremos la familia de dendritas 1) para la cual 
obtendremos los resultados más importantes de este trabajo. 

2.2. Las Dendritas y los Dendroides 

Comencemos primero con la definición de dendrita. 

Definición 2.1 Una dendrita es un continuo locaLmente conexo que no con­
tiene curvas cerradas simples. 
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Denotaremos por .c a la clase de las dendritas. Esta clase está contenida 
en una clase más amplia de continuos, que se llaman dendroides. 

Definición 2.2 Un continuo X es unicoherente, si para cualesquiera dos 
subcontinuos A y B de X tales que A U B = X , resulta qu.e la intersección 
A n B es conexa. Diremos que X es hereditariamente unicoherente si 
todos sus subcontinuos son unicoherentes. Un dendroide es un continuo 
hereditariamente unicoherente y conexo por trayectorias. 

Notemos que la circunferencia SI no es unicoherente. Para esto tomemos 
A = { (x,y) E SI: y 2: O} Y B = {(x ,y) E SI: y ~ O}, Entonces SI = AuB, 
A y B E C(SI) y A n B = {(l , O), (-1 , O)} no es conexo, Como consecuencia 
de lo anterior, tenemos que las curvas cerradas simples no son unicoherentes. 
Por ejemplo 51 no es unicoherente. 

Veamos que efectivamente las dendritas son dendroides. 

Teorema 2.3 Un continuo X es una dendrita si y sólo si X es un dendroide 
localmente conexo. 

Demostración. Supongamos que X es un dendroide localmente conexo. 
Por 10 escrito en el párrafo anterior, X no contiene curvas cerradas simples. 
De aquí, X es una dendrita. El recíproco de lo anterior es cierto y una prueba 
se obtiene de la Proposición 10.9 y del Teorema 10.10 de 146]. o 

Todo dendroide X posee las siguientes dos propiedades, que son fáciles 
de probar: 

1) para cada x, y E X existe un único arco, con extremos x y y, el cual 
denotaremos por Ix, y] ; 

2) todo subcontinuo de un dendroide es un dendroide. 

Aclaremos que si X es un dendroide y x, y E X , el arco [x , y] denotará 
el arco con puntos extremos x y y. Esto es [x, y] = [y, xl , con esto queremos 
decir que el orden no importa. Además, a menos que se diga 10 contrario, 
entenderemos que un arco es un conjunto no degenerado. También denotare­
mos (x,y) = Ix, y] - {x ,y}, Ix, y) = Ix, y] - {y} , (x,y] = Ix, y] - {x} y 
Ix, x] = {x) . 

En los dendroides se puede definir una relación de orden parcial como 
sigue: 
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Definición 2.4 Sean X un dendroide y p E X . Definimos una relación 
con respecto a p, denotada por :Sp , como sigue: 

x :'óp Y si Y sólo si x E [p, yl. 

Si x :Sp y y x 1:- y , entonces escribiremos x <p y. 

Teorema 2.5 Si X es un dendroide y p E X , entonces la relación con res­
pecto a p, ';:Sp ", es un orden parcial. 

Demostración. Sean x, y, Z E X. 
1) :r: :Sr x, porque x E [p, x] , por lo tanto, la relación :S,., es reflexiva. 
2) Supongamos que x :'óp y y que y :'óp x. Entonces x E [p, yl y y E [p, xl. 

Si .r E []J, y] tenemos que, por el hecho de que en X los arcos son únicos, 
necesariamente [p, xl e [p, yl. Corno además y E [p, xl, también tenernos 
que [p, yl e [p, xl, por lo que [p, xl = [p, yl y x = y. Por lo cual , la relación 
:Sp es antisimétrica. 

3) Supongamos que x :'ó p y y y :'ó p z. Entonces x E [p, yl y y E [p, zl. 
Como x E [p, y] e [p, zl , tenemos que x :Sp z. Por lo tanto, la relación :Sp es 
transitiva. o 

Observación 2.6 Notemos que si X es un dendroide, p E X Y x :Sp y en 
X. entonces 

Ix, yl = {z E X: x :'óp z :'óp y} . 

Definición 2.7 Sean X un dendroide YP E X. Diremos que X es suave en 
J' .~i 1/a'm toda .ljttr.esión {Xn} '¡EN en X tal que lím'tn = x, se tiene lím[p, xn] = 
[p . . rj. DÚ'f1/WS lJue X es suave si es suave en algún p E X. 

La definición de dendroide suave fue introducida por C. Eberhart y J. 
J . Charatonik en 1970, en [12]. S. Macias realizó un amplio estudio en este 
tema que se encuentra publicado en [371. 

Existe un gran número de caracterizaciones y propiedades de las dendri­
t.as. Algunas de ellas se encuentran en [131. A continuación mencionamos, 
una de ellas, en terminos de la definición anterior. 

Teorema 2.8 {36. Teorema BJ Sea X un dendroide. Entonces X es una 
dendrita si y sólo si X es suave en todos sus puntos. 
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Otros conceptos relacionados con las dendritas, son los siguientes. 

Definición 2.9 Un subcontinuo no degenerado A de un continuo X es un 
continuo de convergencia de X , si existe una sucesión {An}neN en C(X) 
tal que límAn = A Y A n An = 0 para cada n E N. Un continuo X es here· 
ditariamente localmente conexo si todo subcontinuo de X es localmente 
conexo. 

Teorema 2.10 Las dendritas no contienen continuos de convergencia y son 
hereditariamente localmente conexas. 

Demostración. En [46, Teorema lOA l se prueba que un continuo X es 
hereditariamente localmente conexo si y sólo si X no contiene continuos de 
convergencia. Ahora bien, la prueba de que las dendritas son hereditariamentc 
localmente conexas se sigue del Teorema 10.2, el Ejercicio 5.30y la aplicación 
del Teorema 10.4 de [46]. Esto está contenido en [46, Corolario 10.5]. o 

Corolario 2.11 Todo subcontinuo de una dendrita es una dendrita. 

Demostración. Sean X una dendrita y A un subcontinuo de X. Como X 
es hereditariamente localmente conexo, resulta que A es localmente conexo. 
Si A contiene una curva cerrada simple, entonces X también. Por tanto A 
no contiene curvas cerradas simples. Esto prueba que A es una dendrita. o 

También tenemos, el siguiente concepto relacionado con las dendritas. 

Definición 2.12 Un espacio métrico (X, d) es uniformemente localmente 
conexo (lo denotaremos por ULe), si para cada f > O existe un 6 > O tal 
que si x, y E X Y d(x , y) < 6, entonces existe un subconjunto conexo R de X 
tal que x, y E R y diám(R) < ,. 

Una consecuencia del lema siguiente, es que las dendritas son uniforme­
mente localmente conexos. 

Lema 2.13 {46, 8.42, (b)] Un espacio métrico compacto (X, d) es localmente 
conexo si y sólo si (X) d) es uniformemente localmente conexo. 
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Observación 2 .14 Sea X una dendrita. Como X es ULC, dado f > O, exi,s­

t.e un 6 > O tal que si x, y E X Y d( x, y) < 6, entonces existe un subconjunto 
arcoconexo R de X tal que x, y E R Y diám(Rl < €o Sea q E B(p, ' l con la 
propiedad de que d(q,p) < 6 entonces, existe un arcoconexo S en X tal que 
q, p E S y diá",,-Sl < ,. Así que, el subconjunto S está contenido en la bola 
B(p. ,l. 

Ahora probaremos un lema que será utilizado en el Capítulo 4. 

Lema 2. 1 5 Sean X una dendrita y t E (o, bl ~ M E C(Xl. Supongamos 
cj'ue {A1n}n€N es una sucesión en C(X) que converye a M. Entonces, para 
alglLna N E N, tE Mn sin> N. 

Dem ostración. Sin pérdida de generalidad, supondremos que t ft Mn 

para ninguna n E N. Existe un , > O tal que B (o, ' l, B(t, ' l y B (b, 'l son 
ajenas dos a dos. Ya que X es ULC, existe 6 > O para ~, la cual cumple las 
propiedades mencionadas en la Observación 2.14. 

Sea n E N tal que H(M, Mnl < mín {" ó} . Tomemos a, E Mn n B(a, ,l, 
b, E M n n B(b, 'l tales que d(o" al < ó y d(b" bl < Ó. Por la Observación 
2.14 existen dos subconjuntos arcoconexos 8 1,82 en X tales que al, a E Sl 
con diám(S¡) <', y b"b E S, con diám(S, l < ,. Así que S" está contenido 
en la bola B(o, 'l, y S, está contenido en la bola B(b, 'l. Sea a" la primera 
vez que el arco [al. al intersecta al arco [a, t] (o a su prolongación por el 
punto a, pero dentro de la bola B(a,f)). Llamemos b2 a la primera vez que 
el arco [b" bl intersecta al arco lb, ti (o a su prolongación por el punto b, pero 
dentro de la bola B(b, f)). Como Mn es arcoconexo y al. bl E Mn , entonces 
el arco [a" 0,1 U [a" ti U [t, b,1 U [b" brl está contenido en Mn , porque M n es 
una dendrita y el arco que une a al Y bl es único. Así que t E Mn } lo cual es 
una contradicción. Esto demuestra el teorema. o 

2.3. La Definición de Orden 

En esta sección estudiaremos la noción de orden. Aunque dicha noción se 
puede presentar para puntos de un espacio topológico arbitrario (véase, por 
ejemplo, [35, página 274 ]), en este trabajo la utilizaremos únicamente para 
puntos de un dendroide o bien de una gráfica finita. En dicha situación, el 
orden en un punto es un número natural, el cardinal No o bien el ordinal w. 
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Denotaremos card(A) la cardinalidad del conjunto A. Además, denotaremos 
e = card(lR) y card(N) = No. 

D efinición 2.16 Sea X un dendroide o bien una gráfica finita. Dado p E X , 
el orden de X en p, denotado por ord(p, X), queda determinado como sigue: 

1) ord(P. X) = n si X - {p} tiene justo n componentes. 
2) ord(p, X) = No si X - {p} tiene una cantidad numerable de componen­

tes cuyo diámetro no tiende a cero. 
S) ord(p, X) = w si X - {p} tiene una cantidad numerable de componen­

tes cuyo diámetro tiende a cero. 

En [52] se demuestra que la noción de orden que damos en la definición 
anterior es equivalente a la dada en [35, página 274]. Para 1) véase [52, (1.1), 
página 88], para 3) véase [52, (2.6), página 92] y para 2) véase [35, página 
274]. 

Ahora damos las definiciones de punto extremo, punto ordinario y pun­
to de ramificación en un dendroide o bien en una gráfica finita, las cuales 
utilizaremos con mucha frecuencia en este trabajo. 

Definici6n 2.17 Sean X un dendroide o una gráfica finita , y p EX. 

a) Si ord(p, X) = 1, diremos que p es un punto extremo de X. 
b) Si el ord(p, X) = 2, diremos que p es un punto ordinario de X. 
c) Si ord(P. X ) ~ 3, diremos ru.e p es un punto de ramificaci6n de X. 

Dado un dendroide o una gráfica finita X, denotaremos por E (X) , O(X) 
y R(X) a los conjuntos de puntos extremos, puntos ordinarios y puntos de 
ramificación, respectivamente. , 

Por [46, Teorema 9.10], cualquier gráfica finita G satisface las dos condi­
ciones siguientes: 

1) ord(p, G) < No para toda p E G; 
2) ord(p, G) ~ 2 para todos excepto un número finito de elementos pE G. 

Por 2), el conjunto R(G) es finito. Por 1) y la definición de gráfica finita, 
el conjunto E( G) es finito. Todos los puntos restantes, tiene orden igual a 2 
.Y as( el conjunto O{ G) es denso en G. 
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Para ilustrar la noción de orden consideremos, en JR2, los dos dendroides 
siguientes. 

El primero no será localmente cone..xo y se define como sigue: 

x = (U [q,a..)) u [q,q, ], 
n=l 

donde" = (O, O), q, = (1, O) , Y para cada n E N, a.. = (l,~) , [q, a..] denota 
el segment.o de recta en lit' que une a q con a.., y [q, qd denota el segmento de 
recta en lit' que une a q con q, (véase Figura 2.1). El dendroide X sólo tiene 
un punt.o de ramificación q y ord(q ,X) = No (en este caso, X - {q} , tiene 
UlUI, cantidad numerable de componentes cuyo diámetro no tiende a cero). 

A' 

Figura 2.1 

Los puntos CLn Y el punto ql son los puntos extremos de X (observemos 
que el conjunto de puntos extremos de X es cerrado), q es el único punto de 
ramificación de X , los puntos restantes, son los puntos ordinarios de X. 

Ahora consideremos el siguiente dendroide, el cual es localmente conexo 
(por lo tanto es un dendrita, véase Teorema 2.3): 

00 

Fw = U [p,a.] , (2. 1) 
n=l 

dondep = (0,0) y, para cada n E N, an = (~,~) y [P,a n ] denota el segmento 
de recta en JR2 que une a p con an (véase la Figura 2.2). La dendrita Fr..J sólo 
t.iPlIC' 1111 pnnt.o de ramificación p y ord(p, F:.r) = w (en este caso, Fr..J - {p} , 
tiene una cantidad numerable de componentes cuyo diámetro tiende a cero). 
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01 

o, 

o. 

p 

FiguTa 2.2 

Los puntos an son los puntos extremos de Fw (observemos que el conjunto 
de puntos extremos de Fw no es cerrado), p es el únko punto de ramificación 
de Fw , los puntos restantes, son los puntos ordinarios de Fe.) , 

Aclaremos, que el inciso e) del Teorema 2.23 nos afirma, que ninguna 
dendrita contiene puntos de orden No ni c. En otras palabras: si X es una 
dendrita, entonces X contiene puntos de orden finito o de orden w. 

2.4. Puntos Esenciales de un Dendroide 

En esta sección estudiaremos los puntos esenciales de un dendroide X , así 
como algunos resultados que involucran la dimensión de C(X ). 

D efinición 2.18 Sean X un dendroide y p E X. Decimos que 

1) pes I-esencial si ord(p , X ) = w, o bien ord(p, X ) = No. 
2) p es JI-esencial si existen un arco [x , y) en X y una sucesi6n conver­

gente (Tn}nEN en R (X) n Ix, yl tal que Tn # r m si n # m. y limrn = p. 

En cualquiera de los casos anteriores, diremos que p es 11.11. punto esencia.l 
de X. 

Al conjunto de puntos esenciales lo denotaremos por S(X ). 

Teorema 2.19 {43, Propiedades 1.2} Si X es un dendroide suave en un 
punto p EX, entonces: 

1) S(X) # 0 si y sólo si X no es un áTbol; 
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2) si Ix, y] es un arco en X , entonces el conjunto S(X) n Ix, yj es cerrado 
enX ; 

3) si p E clx (S (X )), entonces pE S (X ); 
4) 1} E S (X ) si y sólo si p "- intx (T ) para ningún árbol contenido en X ; 
5) un elemento A E C(X ) contiene un punto esencial de X si Y sólo sil 

para cada f" > O Y cada n E N, la bola BC( x )(A, €) contiene un espacio 
homeomorfo a la n -celda In. 

Teorema 2.20 (48, Teorema 2.11/ Supongamos que X es un dendroide suave 
en un punto p. Si A E C(p, X) , entonces A n S(X ) "" 0 si y sólo si, para 
cada, > 0, dim(BC(x }(A, , )) = oo. 

Utilizando este resultado y el inciso 5) del Teorema 2.19, se obtiene el 
siguiente resultado. 

Teorema 2.21 Supongamos que X es un dendroide suave en un punto p E 
X. Si .4 E C( p, X ), entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

1) .4 contiene puntos esenciales; 
2) pam cada f: > O Y cualquier n E N, Bc(x )(A , f) contiene un espacio 

homeomorfo a ¡ni 
3) para cada, > 0, dim(BC(x }(A , , )) = oo. 

Observemos que, si G es una gráfica finita contenida en una dendrita X , 
entonces G es un árbol, porque X no contiene curvas cerradas simples. 

Combinando los teoremas 1.19,2.8, 2.19 Y 2.20 obtenemos el siguiente 
resultado. 

Teorema 2.22 Sean X una dendrita y A E C (X ). Entonces A contiene un 
'jJunf.Q e.~encial si y sólo si dimA (C(X )) = oo. 

D emostración. Supongamos que q E A es un punto esencial. Por inciso 
4) del Teorema 2.19, q "- int (T ) para ningún árbol T contenido en X. Luego, 
por la observación del parrafo anterior, q r¡. int ( G) para ningúna gráfica finita 
G contenida en X , y por el Teorema 1.19, C(q , X ) '" [ OO. Como A E C(q, X ) y 
[~ es homogéneo, dimA (C (q, X )) = oo. Por el Teorema 1.5, dimA(C(q, X) ) S 
dimA (C (X )) , entonces dimA (C (X) ) = oo. 
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Ahora demostremos el recíproco. Supongamos que A no tiene puntos e­
senciales. Como A E C(X) , A es una dendrita (por el Corolario 2.11). Por 
el Teorema 2.8, A es suave en todos sus puntos (y X también). Entoncffi 
por el Teorema 2.20, existe < > O tal que dim(Bcex)(A ,<)) < oo. Por tanto, 
para cualquier punto R E Bcex)(A , <) , tenemos que dimR(C(X)) < oo. En 
particular, dirnA(C(X)) < oo. o 

2.5. Los Conjuntos E(X ), O(X) y R(X) 

Como se definió para dendroides (véase la Definición 2. 17), dada una 
dendrita X y un punto p de X 1 distinguiremos ahora tres puntos ffipeciales 
de X, según su orden. Denotaremos por E(X ), O(X) y R(X ) a los conjun­
tos de puntos extremos, puntos ordinarios y puntos de ramificación de X. 
respectivamente. Es claro que, para cualquier dendrita X tenemos, que 

X = O(X) U R(X) U E(X). 

En el siguiente teorema escribimos una serie de rffiultados en torno a los 
puntos extremos, ordinarios y de ramificación de X. Recordemos que un 
conjunto G6 de un espacio X es la intersección, a lo más numerable, de 
conjuntos abiertos de X. Un conjunto Fo de un espacio X es la unión, a lo 
más numerable, de conjuntos cerrados de X. 

Teorema 2.23 Toda dendrita X satisface las siguientes, p1"Opiedades: 

a) dim(E(X)) = O por lo que E(X ) oF 0; 
b) E(X ) es un conjunto e, en X ; 
e) O(X) es denso en X; 
d) R(X) es a lo más numerable; 
e) si p E X , entonces ord(p, X ) $: w; 
f) E(X ) es denso en X, si y sólo si R(X ) es denso en X; 
g) si P E X Y el número de componentes de X - {p} es finito, entonces dicho 

número es igual al ord(p, X). 

Demostración. La demostración de a) se encuentra en, [35, Teorema 
2, página. 292 l. La. demostración de b) se encuentra en, [35, Teorema 2, 
página 278]. La demostración de e) se encuentra en, [35, Teorema 8, página 
3021. La demostración de d) se encuentra en, 135, Teorema 7, página 302J. 
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La demostración de e) se encuentra en, [35, Teorema 4, página 301 ]. La 
demostración de g) se encuentra en, [35, Teorema 6, página 302]. La prueba 
de f) puede verse en [11 , Teorema 2.4[. o 

El inciso e) del Teorema anterior , nos afirma que ninguna dendrita con­
tiene puntos de orden No o c. En otras palabras: Si X es una dendrita, en­
tonces X contiene puntos de orden finito o de orden w. Como veremos más 
adelante, las dendritas que consideraremos en los capítulos 3 y 5 no contienen 
puntos de orden w. 

2.6. Dendritas sin Arcos Libres 

En esta sección veremos que existen dendritas no homeomorfas cuyos 
hiperespacios de subcontinuos son homeomorfos. Para definirlas necesitamos 
la siguiente noción. 

Definición 2.24 Un arco [x, y] de una dendrita X es un arco libre en X, 
si el conjunto (x, y) es abierto en X. 

Supongamos aboraque L es un subconjunto de I\l- {l, 2} o bien L = {w} . 
En [14 , Teorema 6.2 [ se prueba que existe una dendrita DL tal que 

1) el ord(p, DLl E L para cada p E R(DLl ; 
2) para cada arco Ix, yl en DL y cada m E L, existe p E Ix, yl tal que 

ord (p. DLl = m. 

Si dos dendritas satisfacen las condiciones 1) y 2), para el mismo conjun­
t.o L, entonces son homeomorfas. Esto significa que, dado el conjunto L, la 
dc!Uc!ri t.a DI. asociada a L es única. En el caso en que L = {m}, para alguna 
rn E N U {w} - {I , 2}, entonces a la dendrita D{m} asociada a. L , que den~ 
taremos simplemente por Dm , la llamaremos dendrita universal estándar de 
orden m. De acuerdo a las condiciones 1) y 2) cada punto de ramificación 
de Dm es de orden m y, además, en cada arco es posible encontrar un punto 
de ramificación. Por tanto, el conjunto de puntos de ramificación que se en­
cuentran en un arco de Dml es denso en dicho arco. Como consecuencia de 
est.o, la dendrita Dm no tiene arcos libres. 

Una propiedad que utilizaremos de las dendritas Dml es que su hiperes­
pacio C (Dm ) es homeomorfo al cubo de Hilbert [ oo. Esto es consecuencia del 
siguiente resultado de D. W. Curtis y R. M. Schori. 
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Teorema 2.25 (16, Teorema 3.2 y Teorema 4.1} Si X es un continuo local· 
mente conexo, entonces: 
1) 2x es el cubo de Hilbert; 
2) si X no contiene arcos libres: entonces C(X) ~ Joo ¡ 
3) C(X) x I~ '" I~. 

En [2, p. 21-23] se muestra como construir la dendrita D3. Una aproxi­
mación a ella es la que se muestra en la Figura 2.3. 

Figura 2.3 

Ahora recordemos las definiciones de 1-l-determinada y de hiperespacio 
único 1i(X ). 

Definición 2.26 Supongamos que 1i(X) denota uno de los hiperespacios 2x . 
C(X), Fn(X) O Cn(X). Supongamos, además, que r es una familia de con· 
tinuos diremos quej 

1) r está 7t-determinadal si para cualesquiem X y Y E r tales que 

1i(X) '" 1i(Y) se tiene que X '" Y. 
2) X tiene hiperespacio único 1t (X) si es verdadera la siguiente impli­

cación: si Y es un continuo y 1i(X) '" 1i(Y) , entonces X '" Y. 

El tópico de este trabajo se encuentra dentro del siguiente problema ge­
neraL 

Problema 2.27 Encontrar condiciones que el continuo X debe satisfacer de 
manero que tenga hiperespacio único C(X) o Cn(X). 
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Aunque ya lo mencionamos en la introducción, creemos que es necesario 
recordar algunos resultados referentes al tema de los continuos con hiperespa­
cio único H(X): generalizando resultados previos demostrados por R. Duda 
[18], S. B. Nadler, Jr. [45[ y S. Macias [38], G. Acosta introdujo la noción de 
cont.inuos con hiperespacio único C(X ) y probó que los siguientes continuos 
tienen hiperespacio único C(X ): 

a) Gráficas finitas diferentes del arco y la curva cerrada simple [5[. 
h) Continuos hereditariamente indescomponibles ¡5]. 
(') Continuos indescomponibles tales que todos sus subcontinuos propios 

y no degenerados son arcos [6]. 
d) Compactaciones métricas del rayo (0,00) con residuo no degenerado 

[3]. 
e) Compactaciones métricas de (- 00,00), diferentes del arco y con residuo 

disconexo [3]. 

También mencionamos, otros resultados relacionados con el problema del 
hi perespacio único: 

f) Los continuos hereditariamente indescomponibles X tienen hiperespa­
cio único 2x [39, página 417]. 

g) Los continuos hered.itariamente indescomponibles tienen hiperespacio 
único C .. (X) para cualquier n ~ I [41, Teorema 6.1]. 

h) Las gráficas finitas X t ienen hiperespacio único C,(X) [31, Teorema 
4. 1]. 

i) Las gráficas finitas X tienen hiperespacio único Cn(X), para. cualquier 
n ~ 2 [3D, Teorema 3.8]. 

j) Las dendritas X cuyo conjunto de puntos ordinarios es abierto, tienen 
hiperespacio único F, (X ) [29, Teoremas I y 8]. 

k) Las gráficas finitas X tienen hiperespacio único F .. (X ) para n ~ 2 [lO]. 

Retornando a las dendritas Dm, comentamos lo siguiente: Del inciso 2) 
del Teorema 2.25, tenemos que C(Dm ) '" C(D,), para cualesquiera m, T E 
1\1 U {w} - {I, 2}. Si tomarnos m f T, entonces por la unicidad de cada 
dendrita universal estándar, Dm y Dr son dendritas no homeomorfas cuyos 
hiperespacios de subcontinuos son homeornorfos. En terminas de la definición 
anterior esto significa que la familia..c de las dendritas no está e-determinada. 
Si queremos encontrar una familia de dendritas que esté e-determinarla, 
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debemos restringir la familia f! a una subfarnilia 1). Dicha subfamilia es la 
que empezaremos a estudiar a partir de la siguiente sección. 

2.7. Dendritas cuyo Conjunto de Puntos Ex­
tremos es Cerrado 

En una dendrita X nos conviene escribir el conjunto E(X) como la unión 
de los conjuntos ajenos El (X) Y E,(X) , en donde 

E,(X) = {p E X: p es un punto aislado de E(X)} , 

y El (X) = E(X) - E,(X). Naturalmente E(X) = El (X) U E, (X). 

A partir de este momento la letra 1) denotará la familia de dendritas 
cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado y con al menos un punto de 
ramificación. Así pues) si f! es la familia de las dendritas) entonces 

1) = {X E ~: E(X ) es cerrado y X '1'- I}. 

A la familia de dendritas cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado la 
denotaremos por 1) *. Entonces 

1)' = 1) U {Y E ~: Y '" I}. 

La familia 1)* fue estudiada y caracterizada en [9], utilizando dos den­
dritas especiales que definiremos a cotinuación: una de ellas es Fr..;. la cual 
definimos en la Sección 2.3 (véase (2.1) y Figura 2.2). 

La otra dendrita especial es la siguiente: para cada n E N sean a¡¡ = 

(~ , ~) , b" = (~ , O) , c = (-1 , 0) . Definimos 

W = [e, b¡J U (Q { [<L" , b,,[ : n E N} ) , (2.2) 

en donde [e, b1] es el segmento de recta en JR.2 que une a e con b1 y, para cada 
n E N, [an,bn] es el segmento de recta en JR.2 que une an con bn (Figura 2.4). 
Denotamos por t el elemento (O, O) de W. 

Notemos que el punto p E Fw es J -esencial (p es un punto de ramifi­
cación)) mientras que el punto t E W es J ¡-esencial (t es un punto ordinario 
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de W). Consideraremos también a la dendrita Wo = W - [e, t) (t es un punto 
extremo de Wo). Notemos que el conjunto de puntos extremos de Fw no es 
cerrado, lo mismo que el de W, pero el de Wo sí es cerrado. 

al 

I I 
~' I 

I 

e t bn b2 bl 

Figura 2.4 

Teorema 2.28 (9, Teorema 3.3) El conjunto de puntos extremos E(X) de 
una dendrita X es cerrado si y sólo si X no contiene ningún subcontinuo 
homeomorfo a Fw ni a W. 

En [9, Teorema 3.1 y Proposición 3.4] se prueban, respectivamente, los 
dos resultados siguientes. 

Teorema 2.29 Una dendrita X es un árbol si y sólo si X no contiene copias 
de F:.; ni de W o. 

Teorema 2.30 Sean X E ::o y {rn}nE N una sucesión convergente en R(X) 
tal que rn =1= rm si n =1= m. Entonces lím rn E E(X) . 

Supongamos que X E ::o. Del Teorema 2.28 se sigue que el orden de cada 
punto de X es finito, pues X no contiene una copia de Fw . 

Teorema 2.31 Sean X E ::o y {en}nE N una sucesión convergente en E(X) 
tal que en =1= em s'i n =1= m y lím en = e =1= el. Entonces existe una sucesión 
convergente {rn}nEN en R(X)n [e, el] tal que límrn = e. Además, X contiene 
'u.na copia de Wo cambiando t por e, an por en para cada n E N Y bn por rn, 
pam cada n 2': 2. 
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Demostración. La prueba que presentamos se debe a G. Acosta. Note­
mos primero que e E E(X ) ya que E(X ) es cerrado. Como [e, e¡J y [e, e,l 
son arcos, [e, el ] n [e, e2] también es un arco con e como uno de sus pun­
tos extremos. Sea T2 el otro punto extremo de [e, el] n [e, e2]. Notemos que 
T, E R(X ). Si [e, T,I n [e , enl ~ [e, T,I para un número infinito de índices 
n ~ 3, entonces [e, T,I e [e, enl para dichos índices n. Luego, por la parte 1) 
del Teorema 1.25, [e, T,I e \{m [e, enl. Corno X es suave en e y \{m en ~ e. 
tenernos que \{m [e, enl ~ {e}. Entonces [e, T,I e {e}, lo cual es un absurdo. 
Esto demuestra que [e, T,I n [e, enl ~ [e, T,I para un número finito de índices 
ni, n2 , .. . ,nk ;::: 3. Supongamos, sin perder generalidad, que nk es el mayor 
de ellos. Entonces [e, T,I n [e, enl es un subcontinuo propio de [e, T, ], para cada 
n> nI;. En particular [e,T2l n [e,enk+ 1l es un arco en donde e es uno de sus 
puntos extremos. Sea Tnu1 el otro punto extremo. Entonces 1'nk+1 E (e, 1"2) y 
Tnk+l E R(X) . Notemos que los arcos [e2,T2l Y [enk+l,1'nk+l] son ajenos. 

Con lo escrito en el párrafo anterior I hemos demostrado que existen un 
índice nk+1 ;::: 3 y un punto de ramificación 1'nk+1 tal que 1'nk+1 <e T2 , de 
manera que los arcos [e2, 1'2] y ¡enul> T nk+l] son ajenos. Mediante un reorde­
namiento de los índices que definen a la sucesión {en}nEN podemos suponer, 
sin perder generalidad, que nk+1 = 3. De esta manera T3 es un punto de 
ramificación tal que T3 E (e, T,) (por tanto, T3 <, T,) y los arcos [e" T,I y 
[e3, T31 son ajenos. 

Continuando indefinidamente de esta manera, construimos una sucesión 
convergente (Tn}neN en R(X) n [e, e¡J tal que \{m Tn ~ e (con T. <, T3 , 

1'3 <e T2 y, en general, Tn <e 1'n_1 para n;::: 3) . 

La prueba de que Um T n = e, es la siguiente. Aplicando el Teorema 2.8, 
tenemos que X es suave en e. Por tanto la sucesión de arcos {[e, en]} nEN 
converge a {e} . Como consecuencia de esto, la sucesión de los diámetros de 
dichos arcos converge a cero. Esto implica que la sucesión {TIl }IlEN converge 
a e. Para terminar la prueba, basta notar que el continuo 

[e, e,1 U (U ( [en ,Tnl : n ~ 2}) 

es una copia de Wo, cambiando t por e, (L,¡ por en para cada TI E N Y bn por 
1'n para cada n;::: 2. o 

Como consecuencia del teorema anterior, tenemos el siguiente resultado, 
que relaciona los elementos de E1 (X) con puntos ii-esenciales de X. 

36 



Teorema 2.32 Si X E X> , entonces 

E,(X) = {p E X: p es un punto l/-esencial} . 

Demostración. Supongamos primero que p es U-esencial. Entonces exis­
ten un arco [x, y[ en X y una sucesión convergente {Tn}neN en R(X )n[x, y[ tal 
que r n =1 rrn si n =1 m y Hm T n = p. En [9, Proposición 3.41 se demuestra que, 
a partir de la sucesión {T n} nEN ' se puede construir una sucesión convergente 
{l',,} "eN "" E(X) tal que lím e" = p. Como X E Xl, P E E, (X ). 

Ahora supongamos que p E El (X ). Entonces existe una sucesión conver­
gente {en},¡EN en E(X ) tal que en #- em si n =1 m y Hm en = p. Supongamos, 
sin pérdida de generalidad, que el #- p. Entonces, por el Teorema 2.31, existe 
una sucesión convergente {Tn}nEN en R(X) n [p, el] tal que Tn =1 Tm si n =1 m 
y lím r n = p. Entonces p es n -esencial. o 

En el siguiente resultado, mostraremos que los subcontinuos de las den­
dritas X, que están en la familia X> y no tienen puntos en el conjunto El (X), 
son árboles. 

Teorema 2.33 Sean X E Xl Y A E C(X) tales que AnE,(X) = 0. Entonces 
A es un áTbol. 

Demostración. Supongamos que A no es un árbol. Por el Teorema 2.29, 
y el hecho de que el orden de cada punto de X es finito, A contiene una copia 
de \1\/0. Sin pérdida de generalidad supongamos que esta copia es Wo = W -
[e, t) (véase la definición de W, en la página 34). Es claro que t E A n E, (X), 
contradiciendo la hipótesis. o 

Si X E 'D es posible aproximar a X por árboles contenidos en X que no 
contienen puntos de EI (X). 

Teorema 2.34 Sea X E Xl. Entonces parn cada e> 0, existe un árbol G E 
BC(x)(X, e) tal que G n E, (X ) = 0. 

Demostración. Por [24, Teorema 21 existe un árbol T contenido en X 
t.l que H(T, X ) < ~. Sea T n E, (X ) = {e" e" ... , em}. Entonces existen 
conjuntos conexos y ajenos dos a dos U¡, i = 1,2, ... , m conteniendo ej res-
pectivamente, los cuales son abiertos en T y cuyo diámetro es menor que ~. 
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Más aún, podemos escoger Ui de tal manera que Ui n R(T ) = 0. Por lo tanto , 
m 

cada Ui es un arco y G = T - U Ui es un árbol, el cual tiene las propiedades 
;",,1 

que se piden en el teorema. o 

En el siguiente teorema presentamos otra caracterización de la familia 
1)" = 1) U (Y E .c : y ", J) (véase Teorema 2.28). 

Teorema 2.35 Sea X una dendrita. Entonces X E Xl* si y s6lo si, (*) para 
cada elemento A en C (X ), existe una sucesión (A.l.EN en C (X ) tal que l{m 
A. = A Y dimAJC(X )) < 00 para cada n E N. 

Demostración. Sea X E j)- . Si X ::::::: 1, la condición (*) es inmediata. 
Sean X E 1) Y A E C(X). Por Teorema 2.28, A E 1) y, por el Teorema 2.34 , 
dada E > 0, existe un árbol G E BC(x }(A , E) tal que G n E, (X) = 0. Por el 
Teorema 2.32, G no tiene puntos esenciales. Luego, por el Teorema 2.22, la 
dimensión del espacio C(X ) en el punto G es finita. De donde obtenemos la 
condición (' ). 

Inversamente, supongamos que X ~ Xl o X que no es un arco. Entonces su 
conjunto de puntos extremos, E(X ), no es cerrado. Por lo cual por el Teorema 
2.28, X contiene una copia de W o una copia de Fw . Primero supongamos que 
X contiene una copia de W (véase la definición de W en la página 34). Sean 
t = (0, 0) el punto esencial de W, b, = (1, 0) Y e = (- 1, 0) como se definieron 
en la página 34. Sea A = le, br] e W, tal que t E (e, b,). Además, como 
se tiene la condición (*), existe una sucesión {J11.}11.EN en C(X ) tal que !fm 
J11. = [c, bd y dirnJn(C (X )) < oo. Por lo tanto, J11. no t iene puntos esenciales, 
de donde t ~ J11. , para cada n E N. Por otra parte, por el Lema 2.15, para 
alguna N E N, t E J11. si n > N. Lo cual es una contradicción . 

Ahora supongamos que X cont iene una copia de Fw (véase la definición 
de Fw en la página 27). Sea p = (O, O) el punto esencial de Fw • como se 
definió en la página 27. Sea A = le, rl e Fw , tal que p E (e, r). Usando los 
mismos argumentos como en el caso anterior (cuando W e X ), llegamos a 
una contradicción. Así que, necesariamente X E Xl*. o 

Recordemos la definición de Continuo Universal de una familia. 

D efinición 2.36 Sean 6. una familia de continuos y A1 E 6.. Diremos que 
A1 es universal en la familia 6., si todo elemento de la familia está 
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encajado en M, es decir si para cada X E tJ. existe un homeomorfismo 
h : X ~ h(X) e M. 

Por ejemplo el cubo de Hilbert es universal en la familia de continuos (es 
un continuo en el cual esta encajado cualquier otro continuo). Una prueba 
de esto puede verse en [32, Teorema 1.2}. En [46, Teorema 12.22] se prueba 
que la familia de continuos encadenables tiene un elemento universal. 

Para la familia de las dendritas existe una dendrita universal (véase [46, 
Ejemplo 10.37]). También para la familia de las dendritas cuyo conjunto de 
punt.os extremos es cerrado, se tiene una dendrita universal (véase Teorema 
2.38) y es lo que demostraron D. Arévalo, W. J. Ch.r.tonik, P. Pellicer y L. 
Simón. El siguiente resultado es un corolario del Teorema 2.28. 

Teorema 2.37 [9, Teorema 3.2, p. 3} La propiedad de ser una dendrita con 
el conjunto de puntos extremos cerrado es hereditaria, es decir, cada subcon~ 
tinu.o de una dendrita cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado, es una 
dendrita con el conjunto de puntos extremos cerrado. 

En [9, p. 7 Y 8[ se construye la dendrita Gw , la cual t iene las siguientes 
propiedades: 

a) ord(p, G.) es finito para cada pE Gw ; 

h) E(G.) es homeomorfo al conjunto de Cantor; 
e) para cada número natural n y para cada arco rnaxirnal a contenido en 

G..." existe un punto q E a tal que ord{q, Gw) ~ n. 

Esta dendrita es universal para la familia '3) • . 

Teorema 2.38 {9 .. Teorema 4. 2} La dendrita Gw es universal para la familia 
de todas las dendritas X cuyo conjunto de puntos extremo es cerrado. 
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Capítulo 3 

HIPERESPACIO ÚNICO 

3.1. Introducción 

A partir de este capítulo, nos centraremos en el siguiente problema: en­
contrar condiciones bajo las cuales un continuo X tiene hiperespacio único 
1t(X ) en el sentido en que se dio en la Definición ?? 

El resultado principal de este capítulo es: si X E Xl , entonces X tiene 
hiperespacio único (Teorema 3.22). Su demostración estará dividida en tres 
pasos. Primero demostraremos que la familia j) está e -determinada. (Teore­
ma 3.13). Usando el resultado anterior probaremos que, para cada X E Xl Y 
cada dendrita Y, la relación C(X) '" C (Y ) implica que X '" Y. Finalmente 
demostraremos el Teorema 3.22, a partir de los fffiultados anteriores. 

3.2. La Familia 1) Está C-determinada 

En esta sección probaremos que la familia 1) está e-determinada. Para 
esto necesitaremos hablar de la frontera como variedad de un 2-variedad con 
frontera. 

D efinición 3.1 Sea n un número natural. Un espacio métrico separable Y es 
una n·variedad, si y sólo si cada punto de Y está contenido en una vecin· 
dad que es homeomorfa al n·espacio Euclidiano IR" (véase (15, Definición 
1.G.1 2J). Una n ·variedad con frontera es un espacio métrico y separa· 
bIe M I donde cada punto tiene una vecindad que es homeomorfa a ¡no El 
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interior como variedad de la n· variedad con frontera M (denotada por 
vint(M)), consiste de todos los puntos de M que tienen vecindades en M , 
que son homeomorfas al n- espacio Euclidiano ]Rn¡ la frontera como va­
riedad de M (denotada por aM) consiste de todos los puntos de M que no 
están en el interior como variedad de M. 

Si M es una n-variedad con frontera y h : M --+ M es un homeomorfismo, 
entonces h(vint(M)) = vint(M ) y h(aM ) = aM. En [47, Teorema 19.33[ y 
147, Teorema19.34], respectivamente, se tienen los siguientes resultados. 

Lema 3.2 Sea n un número natural. 

a) Si ¡n es una n-celda en IR.n, entonces BJn = Fran{r). Por tanto la 
frontera como variedad de cualquier n-celda es una (n - l)-esfera y 

el interior como variedad de cualquier n· celda es homeomorfa a iRlI
. 

b) Si V Y W son n-celdas tales que V e W , entonces V-aVes un 
abierto en 1.v. 

En particular, si V es una 2-celda y h : J2 --+ V es un homeomorfismo, 
entonces h(Fr.,(I' )) = av y av es una ¡-esfera. Por tanto 

av = {y E V: y = h(x ) para alguna x E Fr.,(I' )}. 

En ocasiones a av le llamaremos el contorno de V. Si necesitamos hablar 
del contorno de 2· celdas en espacios distintos, entonces usaremos subíndices 
para distinguirlas. Asfax (V) denotará el contorno de V en X. 

Para un continuo X , consideremos el siguiente subconjunto de C (X) 

n(x) = { A E C(X): exlA'ste una una(V2)-cnelada V (eVn)C(X) tal que } . 
E mtqX) C(X) 

En el siguiente resultado determinamos el contorno del hiperespacio de 
subcontinuos de un arco J, así como su conjunto d C(J)( fl (J )) . 

Lema 3.3 Sean a, b E IR tales que O S; a < b Y J = [a, b]. Entonces 

a) C (J ), es una 2-celda tal que aC(J) = C(a, J ) U C(b, J) U FI (J) , 
b) d C(J)(n (J )) '" S" 
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Demostración. Como los hiperespacios de continuos homeomorfos son 
homeomorfos, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a = O Y 
b ~ 2. Sea L el triángulo en IR' con vertices a ~ (O, O), b ~ (2, O) Y e ~ (1,2). 
Consideremos los segmentos de recta P ~ [a, b) , Q ~ [a, eJ y R ~ [b, el· 
Dado A ~ le, dJ E C( J) podemos considerar g( A) ~ ('1', d - e) . Es fácil 
ver que g(A) E L. Esto define una función 9 : C(J) - L que es biyectiva y 
(:ontinua. Por tanto, 9 es un homeomorfismo. Esto prueba que C(J) es una 
2-celda. Ahora bien, por el inciso a) del Lema 3.2, aL = P u Q u R y como 
g(C(<t, J)) ~ Q, g(C(b, J )) ~ R, g(F, (J )) ~ P y 9 es un homeomorfismo, 
resulta que 

aC(J) ~ C(a, J)) U C(b, J) U F,(J). 

Esto termina. la primera parte de la demostración. Para probar la segunda 
part,e t.ambién suponemos, sin pérdida de generalidad, que a = O Y b = 2. 
Mostraremos que el C(J)(O(J)) ~ aC(J). Para ver esto utilizaremos el horneo­
morfismo g: C(J) - L que definimos en la primera parte. El conjunto O(J) 
está definido mediante propiedades topológicas. Como 9 es un homeomorfis­
mo, entonces los elementos de g(O( J) ) también cumplen dichas propiedades 
topológicas. Afirmarnos que K E g(O(J)) si y sólo si K E P U Q U R. Si 
J( E P U Q U R, L es una 2-celda tal que J( E int·dL) n a(L ). Por la defini­
ción del conjunto O(g(L)), tenemos que J( E O(g(L)) ~ g(O(J)). Ahora 
supongamos que J( E L- (PUQUR). Luego J( E L-8L. Sea V una 2-ce1da 
en L tal que J( E adV). Por tanto, para todo, > O B¿(J(, ,) n (L - V) f- 0. 
De donde B¿(J(, ,) no está contenida en V. De aquí J( rt int¿(V). Esto de­
muestra que para cualquier 2-celda V en L (V f- L), con K rt P U Q U R , 
no puede ocurrir que J( E int¿(V) n a(V). Por tanto J( rt g(O(J)). Esto 
prueba nuestra afirmación, g(O( J )) ~ P U Q U R. De aquí g( clc(J)(O(J))) ~ 
d,.(PuQUR) ~ PuQuR ~ aL. Como g(aC(J)) ~ aL, y 9 es un homeomor­
fiS1110, entonces clc(J)(O(J)) ~ aC(J). Se tienen los siguientes homeomorfis­
mos, dC(J)(O(J)) ~ aC(J) '" aL y aL '" sr. De aquí clc(J)(O(J)) '" Sr. Con 
esto terminamos la prueba de la segunda parte y, por tanto, la demostración 
del lema. O 

Como hemos visto en el lema anterior , el arco es un ejemplo de un continuo 
X para el cual clc{x)(O(X)) ;f. X. En el siguiente ejemplo mostraremos que 
un triodo simple es un ejemplo de un continuo X para el cual c1C(X)(n(X)) :::::: 
X. Por simplicidad denotaremos clC(x)(O(X) ) como cl(O(X)) (cuando no 
haya peligro de confución), pero cuando sea necesario distinguir, escribiremos 
dc1x)(O(X)). 
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Ejemplo 3.4 Para el triado simple T, mostrado en la parte izquierda de la 
Figura 3.1, sucede que clC(T) (D(T)) ~ T. Para ver esto, notemos primero que 
C(T) es homeomorfo al "cubo con alas" que se muestra en la parte derecha 
de la Figura 3.1. En dicha figura hay tres triángulos que se intersectan con 
el cubo en tres lados diferentes, segun se indica. Como demostraremos más 
adelante, clC(T) (D(T)) es la unión de los tres segmentos que en el dibujo de 
C(T) aparecen resaltadas en líneas más gruesas. Dicha 1J,nión es un triado 
simple, Por tanto clC(T)(D(T)) ~ T. 

T 

p q 

C(T) 
{ r } 

{ t } 

Figura 3.1 

{ q } 

En el Teorema 3.11 mostraremos que cl(D(X)) ~ X , para cada X E :D. 
Para ver esto necesitamos mencionar algunas propiedades de D(X) y sus 
elementos. Comenzaremos con el siguiente resultado. 

Lema 3.5 Sea X un continuo. Si A E D(X), entonces dimA(C(X)) :S 2. 

Demostración. Sea U un subconjunto abierto de C(X) tal que A E U. 
Puesto que A E D(X) , existe una 2-celda Ven C(X) tal que A E intc(x)(V)n 
8c(x)(V). Sea VI un abierto en C(X) tal que A E VI e V. Entonces A E unvI 
y U n VI es un abierto contenido en V n U. Como V es una 2-celda, existe 
un abierto V2 de V, tal que A E V2 e U n VI, y dim(Frv(V2)) :S 1. De aquí 
que existe un abierto W de C(X) tal que V2 = V n W. Ya que V2 e VI 
y VI e V, tenemos que V n W = V2 e VI n W y VI n W e V n W. 
Por tanto V n W = V2 = VI n W. El conjunto vI n W es un abierto en 
C(X). De donde V2 es un abierto de C(X). En resumen, tenemos que V2 es 
abierto en C(X), V es cerrado en C(X) y V2 e V. Luego, por el Teorema 
1.1, FrC (X)(V2 ) = FrV (V2 ). Pero sabemos que dim(Frv(V2)) :S 1, de aquí que 
dim(Frc(x)(V2)) :S l. Como V2 e U, por la Definición 1.3, concluimos que 
dimA(C(X)) :S 2. o 
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Ahora mostraremos que, para X E 1) , los elementos de !1 (X ) no contienen 
puntos de ramificación de X ni puntos I I -esenciales. 

Lema 3.6 Sean X E 1) Y A E !1(X ). Entonces A n E, (X ) = 0 y AnR(X ) = 
0. 

Demostración. Supongamos que existe un punto TE AnE¡ (X). Puesto 
qtl<' T E El (X ), por el Teorema 2.32, se sigue que T es un punto U-esencial. 
Utilizando el Teorema 2.22 resulta que dimA(C(X) ) = oo. Pero, por el Lema 
3.5 , dim .. (C (X )) ::; 2 lo cual es una contradicción. Esto muestra que A n 
E, (X ) = 0. 

Supongamos ahora que A n R (X) f 0. Como A E !1(X), existe una 
2-celda V en C(X) tal que A E intcIX}(V) n 8C(x)(V). Sea, > O tal que 
BC(x )(A, , ) e V. Eligiendo un punto de ramificación p E A Y usando el 
hecho de que el orden de p en X es finito, podemos construir un n-odo T , en 
X , con n ::: 3, con corazón {p) y tal que TE BC(x )(A, ~ ) . Entonces por el 
Teorema 1.41, existe una n-celda r tal que TE r e BCIX)(A, ,) e V, lo cual 
es una contradicción. Por tanto A n R (X ) = 0. o 

Dada X E 1), distinguiremos ahora dos tipos de arcos en X, los cuales 
utilizaremos con mucha frecuencia en este trabajo. 

Definición 3.7 Sea X E 1). Un arco ¡P, q] es un arco interno de X si 
sus dos puntos extremos, y s6lo ellos, son de mmifiooci6n. Esto es, [p, q] n 
R(X ) = {P.q} . Diremos que ¡P, q] es un arco externo de X si uno de sus 
punto.') ext1Y!mos es de rnmificaci6n, el otro es un punto extremo aislado de 
X y el ,~sto son puntos ordinarios de X. Entonces ¡P, q] n R (X ) = {p} y 
¡P, '11 n E, (X ) = {q } .o bien ¡P, q] n R (X) = {q} y ¡P, q] n E,(X) = {p}. 

En la prueba del siguiente lema, que en realidad es un corolario del lema 
anterior, usaremos las nociones de arcos internos y externos de X, para ca­
raer,erizar a. los elementos de !1 (X ). 

Lema 3.8 Sea X E 1) . Entonces A E !1(X ) si y sólo si A satisface una de 
las si.guientes dos condiciones: 

a) A = {p} en donde p E O(X ) U E,(X ), 
b) A = It, e] e X - R (X ), en donde un punto extremo de A es un punto 

ordinario de X y el otro punto extremo de A, es un punto extremo ais­
lndo de X . 
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Demostración. Supongamos que A E n (X ). Por el Lema 3.6, A n 
R(X ) = 0 y A n E, (X ) = 0. Esto implica que A E F, (X ) o bien que A 
es un arco. Más aun, en el primer caso, si A = {p} entonces p E X - (R(X ) U 
E, (X )). Luego p E O(X ) U E, (X ). Supongamos ahora que A = la,bl es 
un arco. Como A no tiene puntos de ramificación ni puntos ll-esenciales. A 
está contenido en un arco [p, q] que es interno o bien externo. Supongamos 
que a <p b <p q (véase definición de <pen la página 23). Como A E n (X ) 
existe una 2-celda V en C(X ) tal que A E intc(x)(V) n oCI X)(V ). Tomemos 
ó > O tal que N(ó, A) >; iP, ql y O < , < ó tal que BC(x)( A, <) e V. Entonces 
BCIX)(A , ,) >; c(iP, qJ) . Para ver esto tomemos un elemento L E Bc¡x )( A , <). 
Entonces Le N (ó, A ) >; iP, ql , por lo que L E C(iP, qJ) - {iP, qJ). Esto de­
muestra la contención BCI X)(A , ,) >; C(iP, qJ) . 

Tomemos un arco J = le, di E BCIX)(A , <) tal que a <, b <, d. Proce­
diendo como antes, es posible encontrar <, > O tal que BC(x )(A ,<, ) >; C(J ). 
Corno oC(J) = C(e, J )UC(d, J )UF, (J) (véase Lema3.3) y, además, A y J 110 

comparten puntos extremos, (} puede escogerse de modo que Bc{x)(A,f¡) n 
oC(J ) = 0. Ahora bien, C(J) es una 2-celda y C(J ) e V. Por el iciso b) del 
Lema 3.2, C(J) - oC(J ) es abierto en V. Ya que A E C(J) - oC(J), sucede 
que A está en el interior como variedad de V. Luego A ~ OV, lo cual es 
una contradicción. Esto muestra que no puede suceder que a <p b <a q. Por 
consiguiente [p, q) no es un arco interno. Entonces (p, q) es un a fCO externo y 
tanto A como [p, q¡ comparten un punto extremo. 

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que q E E, (X ) y P E R(X ). 
Como A = [a, b] no tiene puntos de ramificación y comparte un punto extremo 
con [p, q], podemos suponer que b = q. Entonces un punto extremo de A es 
ordinario y el otro es un punto extremo aislado de X, como se indica en b). 
Esto termina la primera parte de la prueba. 

Supongamos ahora que A E C(X) satisface a). Entonces A = {p} , en 
donde p E O(X) U E,(X ). Notemos que {p) e Ir, ql, en donde Ir, ql es un 
arco interno o externo de X. En cualquier situación, V = C ([r,q]) es una 
2-eelda tal que {p} E int c¡x )(V ) n ov, por lo que A E n (X ). Si A E C(X ) 
satisface b) , entonces A = It, el e X - R(X ) y, sin pérdida de generalidad, 
podemos su palier que t E O(X ) y e E E, (X ). Como X '1' 1, existe un arco 
ext.erno J = Ir,el tal que A e J. Por la parte a) del Lema 3.3, oC(J) = 
C(r, J ) U C(e, J) U F.(J ). Es claro que A E C(e, J ), asf que A E oC(J ). 
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Además W = C(J) es una 2-celda y A E intc(x)(W ). Luego A E n (X ). Esto 
termina la demostración del lema. o 

De aquí obtenemos el siguiente corolario. 

Corolario 3 .9 Soo X E :D . Si A E n (X ), entonces A estd en un arco que 
es interno o bien externo en X. 

De acuerdo con el lema anterior 

F, (O(X ) U E, (X )) e n (x ). 

De aquf que c1C( x )(F, (O(X ) U E, (X ))) e d C(x)(n(X)). Ahora bien, c()­
mo F, (O(X ) U E,(X) ) '" O(X ) U E,(X ), y O(X) es denso en X (véase el 
inciso 3) del Teorema 2.23), tenemos que: 

rIclx)( F, (O( X ) U E,(X ))) = F, (clx (O(X ) U E,(X))) 

= F, (clx (O(X )) U clx(E,(X))) 

= F, (X U clx (E, (X ))) 

= F, (X ). 

Esto muestra que F, (X ) e d C(x )(n (X )). Ahora mostraremos que clC(x ) 
(n (X )) es un subconjunto de C(X) "parecido a F, (X )". 

Teorema 3.10 Dada X E 1), consideremos la familia 9J1 de los arcos [r,e] 
en X tates que e E E, (X ) y Ir, e] n R(X ) = (r) o bien e E E,(X ) y Ir, e) e 
0(.\" ). Entonces 

clC(x)(n(x )) = F, (X ) U !)JI. 

Demostración. La estructura de esta prueba, se debe a G. Acosta. Pr~ 
baremos primero que 9Jl e cIC(x )(n (x )). Sea A = [r,e] E 9Jl. Supongamos 
primero que e E E,(X ) y Ir, e) e O(X). Entonces A tiene la forma b) del 
Lema 3.8, por lo que A E n (x ) e clC(x)(n(X)). Supongamos ahora que 
e E E,(X ) y Ir , e] n R(X ) = {r}. Entonces A = lfm[r no e], en donde [r no e] 
es un arco en X tal que [Tn,e) e O(X ), para cada n E N . Por lo que 
hemus probado, cada arco [rn , e] está en n (X ). Luego A es un elemento de 
dqx)(n(X )). Esto prueba que 9Jl e clC(x)(n (X)). Como F, (X ) también 
está contenido en clc(x)(n(X)), sucede que !)JI U F, (X ) e clclx )(n(x)). 
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Ahora tomemos un elemento A E clC(X)(fl(X)) Y supongamos que A ~ 
F}(X ). Por consiguiente, existe una sucesión {An}neN en !1(X ) tal que A = 

lfmAn. Dado que A ~ Ft (X ), sin pérdida de generalidad, cada An es de 
l. forma b) descrita en el Lema 3.8. Entonces dada n E N, An = [t .. en)' 
donde tn E O(X ), en E E,(X ) y An n R(X) = 0. Tom.ndo subsucesiones 
si es necesario, podemos suponer que existen t, e E X tales que lírntn = t 
Y limen = e. Entonces e E E(X) pues E(X) es cerrado. Supongamos que 
en i- em si n =j:. m. Sin perder generalidad. podemos también suponer que 
e f et· Por el Teorema 2.31 , existe una sucesión (rn}nEN en R(X)n [e, etl tal 
que lfrnr n = e y X tiene una copia de Wo cambiando t por e, Un por en para 
cada n E N Y bn por Tn para cada n ~ 2. Concretamente, haciendo T¡ = T2. 

el continuo 
T=[e,etlU(U{[r .. enl:n~2}), 

está contenido en X. 

Ahor. bien, dada n E N, sabemos que AnnR(X ) = 0. Luego tn E [r ., enl . 
Además, como tn E [r n , en] e [e, enl. lfmen = e y lírntn = t, sucede que t = e. 
Ahora bien, como Ilm[r ..... 1 = e y An = [t .. enl e [r .. en), sucede que 
Um[! .. enl = e. Como también Um[t .. enl = A, tenemos que A = {e} , un. 
contradicción. Esto demuestra que no puede suceder que en =j:. Cm si n =1- m. 
Por tanto existe N E N tal que en = eN para cada n ~ N . Luego eN = e. Esto 
significa que An = [tn . el para cada n ?: N. Podemos entonces suponer que 
la sucesión {An}nEN está anidada. Por tanto dicha sucesión es convergente 
y su límite es nAn (por el Teorema 1.26). Como consecuencia de esto A es 
un arco pues A rt. FI (X ). Además e es un punto extremo de dicho arco y, 
si t es el otro punto extremo, entonces A = [t, el y It , e) e O(X ) pues An 
no contiene puntos de ramificación. Esto prueba que A E 9Jl y, por tanto , 
dCIX)(fl (X)) e F t (X ) U !JJ1. o 

Con la información del Teorema 3.10, demostremos que si X E D , en­
tonces dc1x )(fl(X )) es topológicamente igual a X. 

Teorema 3.11 Si X E ~, entonces d C(x )(fl(X )) '" X. 

Demostración. La estructura de esta demostración, también la sugirió 
G. Acosta. Definiremos primero una función continua 9 : n(X ) - X que, 
posteriormente, extenderemos a un homeomorfismo 9 : r.JC(X )(n (X)) _ X. 
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Para definir a g, utilizaremos el hecho de que cada elemento de !1(X) está 
contenido en un arco que es interno o bien externo en X (véase Corolario 
3.9). As! pues, para A E !1(X ), de acuerdo a lo demostrado en el Lema 3.8, 
suceden dos cosas: 

i) si.4 está contenido en un arco interno ¡P,q], entonces A = {k} para 
algún k E (p,q) ; 

ii ) si A está contenido en un arco externo Ir, el, donde r E R(X ) y 
e E E, (X ), entonces A = {t } para algún t E (r, el o bien A = [t , e[ , 
para algún t E (r,e). 

Consideremos ahora todos los arcos externos Ir, el tales que Ir, el n R{X ) = 
Ir } y e E E,(X ). Para cada uno de ellos fijemos un punto s, E (r,e ) y 
consideremos dos homeomorfismos ¡:. : Ir, e[ _ Ir, s,[ y ¡;' : Ir, e[ _ [s" e[ 
tales que Ir'(r) = r, g '(e) = s" ¡;'(r) = e y ¡;'(e) = s,. 

Estamos ahora en condiciones para definir a 9 : n(X ) .- X. Dada A E 
O(X ), si A satisface i), entonces definimos 

g(A) = g({k}) = k. 

Si A satisface ii), entonces consideramos 'el arco externo [rl eJ que con· 
tielw a A. así como a los homeomorfismos J:e y ¡;". correspondientes al 
plinto s, 'lile fijamos en el arco Ir, el. Si A = {t} para t E (r, e[, definimos 
g(04) = ¡;'(t). Si A = [t ,e[ para t E (r, e), entonces definimos g(A) = ¡;, (t). 
La [unción 9 está bien definida pues, dado A E !1(X), sucede que A está 
contenido en un único arco externo o bien en un único arco interno de X. Ob­
servemos, además, que si A E !1(X ) entonces, por definición, g(A) E O(X). 

Afirmamos que 

1) la función 9 es continua. 

Para ver esto, tomemos A E !1 (X ) y , > o. Debemos dar una Ó > O tal 

g(Bc(x )(A,ó) n !1(X )) e Bx (g(A), , ) (3.1 ) 

Consideremos las tres situaciones para A que se desprenden de i) y ii). Si A = 

{k} con k E (p,q) Y ¡P,ql es un arco interno de X, entonces g(A) = {k} . Si 
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ó> o es tal que Ó < min{d(k,p), d(k, q) , ,} , entonces BC(x )(A, ó) e C([P, '1)). 
De aquí se infiere (3.1). 

Supongamos ahora que A = {t}, donde t E (r ,e) y [r ,e) es un arco 
externo como indicamos en ii). Entonces g(A) = Rc(t). Corno la función ¡re 
es continua, existe ó > O tal que 

J:'(Bx (t , ó) n Ir, e)) e BxUt'( t ), , ). 

Además podemos elegir Ó de modo que Bx(t , ó) e Ir, el. Esto asegura 
que BC(x )(A, ó) n n(x ) e F, (X). Por consiguiente, por definición de las 
funciones 9 y g' , la condición (3,1) se cumple. 

Supongamos, por último, que A = [t , e), donde t E (r, e) y Ir , e) es un arco 
externo como indicamos en ji). Entonces g(A) = ¡;e(t). Como la función f2~ 

es continua, existe &1 > O tal que 

¡;'(Bx (t,ó, ) n [r ,e)) e BxU;' (t ),,), 

Tomemos .hora Ó > O tal que Ó < m!n{d(t,e), d(t, r ), ó¡} . Entonces la 
condición (3,1 ) se cumple, pues los elementos de BCIX)(A, ó) n n (X ) son los 
arcos de la forma [m, e), con m E O(X) y g([m, e)) = n' (m), 

De lo anterior concluimos que 9 es continua en A. Esto prueba 1). Afir­
mamos ahora que 

2) la función 9 es inyectiva, 

Para ver esto sean A, D E n (X) tales que g(A) = g(D). Si A = {k}. 
donde k E (p, q) y [p, q) es un arco interno en X , entonces g(A) = g(D) = k. 
Esto significa que g(D) es un elemento del arco interno [p, '11. Como 9 se 
define de manera que la imagen de cada elemento de n(X) es un punto del 
arco interno o externo que contiene a dicho elemento de O(X) , necesariamente 
D={k } =A. 

Supongamos ahora que A e Ir, el ' donde Ir , el es un arco externo como 
indicamos en ii). Entonces g(A) E Ir , el, por lo que g(D) E Ir , el, Esto implica 
que también D está contenido en Ir, el. Consideremos las dos situaciones para 
A que se desprenden de ii ), Supongamos primero que A = {t} , con t E (r, el . 
Entonces g(A) = g(t) E (r ,s,) . Como D está contenido en [r,e), entonces 
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necesariamente D = {l} donde 1 E (r,e[ o bien D = [b,e], donde b E (r,e). 
Si D = [b.e[, entonces g' (t) = g(A) = g(D) = Ji' (t) E (8"e), lo cual es 
una contradicción, pues f~·(t) E (r, se] y los arcos (r, Se] Y (se . e) son ajenos. 
Entonces D = {l} , por lo que J:'(I) = g(D) = g(A) = ft'(t). Como la 
función Re(t) es illyectiva, sucede que l = t. De aquí D = A. 

Supongamos abara que A = [t , e], donde t E (r, e). Entonces g(A) = 
I;'(t) E (8" e). Como D está contenido en Ir, e], tenemos que D = {l} para 
algunal E (r, e[ o bien D = lb, e[ ,para a1gunab E (r, e). Si D = {l }, entonces 
Ji'(t) = !J(A) = g(D ) = J;'(I) E (r, 8,[, lo cual es una contradicción, pues 
", (t) E (s" e) y los arcos (r, 8,[ y (8" e) son ajenos. Entonces D = lb, e[ , por 
lo que Ji'(b) = g(D) = g(A) = U,(t). Como la función U' es inyectiva, 
' 11(",,1<' '1m' /¡ = l. De aquf D = [t, e[ = A. Esto prueba 2). 

La extensión 9 : c1C{x}(fl(X)) ~ X de 9 se define como sigue. Primero 
¡¡ oC define de modo que g¡O¡X} = 9 y, si (tI E Fl (R(X ) U El (X )), entonces 
¡¡( (t}) = t. Falta entonces definir a 9 en los arcos externos Ir, e[ con e E E,(X ) 
y [ro e[ n R(X) = ir} . En dicha situación hacemos g([r, eJ) = e. Observemos 
que si 8 E dC{x}(fl(X)) - fl (X ), entonces 9(8) !fe O(X). Afirmarnos que 

3) la función g es inyectiva. 

Para ver esto sean A,8 E c1C{x}( fl (X) ) tales que A .¡, 8 . Queremos 
probar que g(A) .¡, g(8). Si A, 8 E fl (X), entonces g(A) .¡, g(8) , pues 9 es 
inyectiva. Entonces g(A) .¡, g(8 ), pues g es una extensión de g. Si A E fl (X ) y 
8 E dC{x }(fl (X )) - fl (X), entonces 9(A) = g(A) .¡, g(8 ), pues g(A ) E O(X ) 
y !J(8) ~ O(X). La misma conclusión se obtiene si A E c1C{x }(fl (X )) - fl (X) 
.Y 8 E fl(X ). 

De lo comentado en el párrafo anterior, podemos suponer que A, B E 
c1C{x}( fl (X )) - fl (X ). Notemos que A E Fl (R(X ) U El (X )) o bien A es 
un arco externo en X . Analicemos ambas situaciones. Supongamos primero 
que A = (t) E Fl(R(X) U El (X )). Entonces g(A) = t. Ahora bien, 8 E 
Fl(R(X) U El(X)) o bien 8 es un arco externo en X. En el primer caso, 
haciendo 8 = {l} sucede que g(A) .¡, g(8 ), pues A .¡, 8 y g(8) = l. En 
el segundo caso, haciendo 8 = [r,e[ con e E E, (X ) y [r,e[ n R(X) = {r } , 
tenemos que ¡¡(A) .¡, g(8) , pues g(8) = e. 

Supongamos ahora que A = [TI, el] es un arco externo en X , donde el E 
E, (X) y [rl, e¡J n R(X) = {r¡}. Entonces g(A) = el. De nueva cuenta 
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tenemos que 8 = {l} para alguna 1 E R(X ) U E¡ (X ) o bien 8 = Ir" ~ e,], 
donde e, E E, (X ) y [r"e,] n R(X ) = {r,}. En el primer caso sucede que 
g(A) ~ g(8 ), pues g(A) = e¡ E E,(X ) y g(B) = 1 E R(X) U E¡ (X ). En el 
segundo caso también tenemos que g(A) ~ g(B ), pues al ser A y B arcos 
externos y tener que A ~ B , sucede que AnB = 0 o bien An B E F¡ (R(X». 
Esto termina la prueba de 3) . Afirmarnos ahora que: 

4) la función 9 es suprayectiva. 

Para probar 4), notemos primero que X = O(X) U R(X ) U E¡ (X) U 
E,(X ). Por tanto, si t E R(X) U E¡ (X) entonces {t} es un elemento de 
F¡ (X) e clCI X)(¡¡(X» tal que g({t} ) = t . Por tanto, solo tenemos que 
preccuparnos por la suprayectividad de 9 en O(X) U E,(X). Si p E O(X ) 
entonces, de acuerdo con la parte i) del Lema 3.8, A = {p} es un elemento 
de ¡¡ (X ) e dC(x )(¡¡(X» tal que g(A) = g(A) = p. Si e E E,(X) , entonces e 
es el extremo de algún arco externo Ir, e] en X , donde Ir, e] n R(X ) = {r} . 
Claramente [r,e] es un elemento de clC1X)(¡¡(X » tal que g([r,e]) = e. Esto 
prueba 4). 

Afirmamos, por último, que 

5) la función 9 es continua. 

Ya demostramos que 9 es continua y, como 91n(X) = 9, basta demostrar 
que 9 es continua en d CIX)(¡¡(X » - ¡¡(X ). Tomemos entonces un elemento 
A E dClx )(¡¡(X » - ¡¡(X ), asi como una sucesión (A"}"EN en dc1x )(¡¡(X )) 
tal que Um(A,,) = A. Debemos mostrar que l/m g(A,,) = ¡¡(A). Como hemos 
venido utilizando, sabemos que A E F¡(R(X ) U E¡ (X » o bien A = Ir , e] es 
un arco externo en X . Debemos, por tanto, analizar las tres situaciones que 
se desprenden del comentario anterior. 

Supongamos primero que A = {r} , donde rE R(X ). Como los Umites 
de puntos de ramificación de X son puntos extremos de X (véase el Teorema 
2.30) , los límites de puntos extremos de X son puntos extremos de X (pues 
X E ll) Y dClx)(¡¡(X» = F¡ (X)U!JJ1 según el Tecrema 3.10, sucede que A" E 
F¡ (O(X » para una infinidad de indices n. Entonces, sin perder generalidad , 
podemos suponer que A" E F¡ (O(X ») para cada n E ]\l . Dada n E ]\1 , 

escribamos An = {On}. Notemos que lím 0n = T. Más aún 

. g(An ) = 0n , si 0n está en un arco interno en X ; 
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- g(An) = ff'(on), si On está en el arco externo [r, e] , donde e E E, (X ) y 
[", e] n R(X ) = {r } . 

Corno el conjunto de los naturales es infinito, alguna de las dos condiciones 
ant.eriores se debe cumplir para una infinidad de índices n. Supongamos que, 
para UBa infinidad de índices n, sucede que On está en un arco interno en X. 
EntOiI(:es, para dichos índices: 

lím g(An) = lím 0n = r = g(A). 

Supongamos ahora que, para una infinidad de índices n, el punto o" está en 
un arco externo de X. Como el orden de cada punto de X es finito y lím 
011 = 1', resulta que una infinidad de puntos ordinarios 0n se encuentran en 
el mismo arco externo [r, el de X. Entonces, aplicando la continuidad de Jt~, 
sucede que 

lím g(An) = lím R'(on) = R' (r) = r = g(A). 

Esto muestra que 9 es continua en A, para el caso en que A E F¡ (R(X )) . 

Supongamos ahora que A = {m} , donde m E E¡(X). Tenemos entonces 
que 

a) g(An) = 0n, si An = tOn} E F¡(O(X )) y 0n está en un arco interno en 
X: 

b) g(An) = r" si An = {rn} E F¡ (R(X )); 
e) ¡¡(An) = en, si An = {en} E F¡(E¡ (X )); 
d) g(An ) = g(tn), si An = {tn} E F¡(E,(X)UO(X) ) y tn está en el arco 

externo [r", en] con en E E,(X) y [rn, en] n R(X ) = {rn} ; 
el g(An ) = ff"(tn ), si An = [tn,€nl está contenido propiamente en el arco 

ext,erno [rn, en] con en E E,(X) y [r" en] n R(X) = {rn}; 
f) 9(.4,,) = en, si An = [Tn, en] es un arco externo con en E E2(X) y 

[r" enl n R(X ) = {rn} . 

Ahora bien, como el conjunto de los naturales es infinito, alguna de las 
seis condiciones anteriores se debe cumplir para una infinidad de índices n. 
Analicemos cada caso. Supongamos que la condición a) se cumple para una 
infinidad de índices n. Entonces, como lfm An = A, para dichos índices 
tenemos que: 

lím¡¡(An) = lím On = m = g(A). 
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Supongamos ahora que la condición b) se cumple para una infinidad de 
índices n. Entonces 

límg(An) = lím rn = m = g(A). 

Si la condición c) se cumple para una infinidad de índices n, entonces 

límg(An) = lím en = m = g(A). 

Supongamos ahora que la condición d) se cumple para una infinidad de 
índices n. Como el orden de cada punto de X es finit.o, sucede una de las 
siguientes dos condiciones: 

(*) una infinidad de los arcos externos [ín, en] son ajenos dos a dos; 
(**) existe x E N tal que [rn, en] = [rn, er], para cada n 2: x. 

En el caso (*), como X no contiene continuos de convergencia, sucede 
que Ifm [r.,en[ E F¡ (X ). Ahora bien, como {t.} e [r.,en[ y ICm{ tn} = {m} , 
tenemos que Ifm [r.,en[ = {m} = A. Notemos también que f!'( tn) E [r.,en[ 
para cada índice n. Luego 

lím g(An) = lím g(tn) = m = g(A). 

En el caso (**) tenemos que tn E [rr, ezl, para cada n 2: x. Luego m = 
lfm t" E [rz ,ez], lo cual es una cont.radicción, pues m E EI (X ) y [1'r ,f'rl no 
intersecta a EI(X ) por ser un arco externo en X . Esto termina el análisis del 
caso d). 

Supongamos ahora que la condición e) se cumple para una infinidad de 
índices n . De nueva cuenta, corno el orden de cada punto de X es finito, 
se cumple una de las condiciones (*) y (**). Como 1;'(tn ) E [r. , en[, si se 
cumple la condición (*), entonces podemos proceder como en la prueba del 
caso anterior, para concluir que 

lím g(An) = lím f;' (tn) = m = g(A). 

También, como en el caso anterior, la condición (** ) no se puede dar, pues 
los arcos externos no t ienen puntos de El (X ). 

Supongamos, por último, que la condición f) se cumple para una infinidad 
de índices n. De nueva cuenta tenemos que analizar las situaciones (*) y (**). 
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La condición (**) no se puede dar, pues Um An = A E F¡ (X). Entonces se 
da la condición (*). Luego 

lím g(An ) = lím en = m = g(A). 

Est.o muestra que 9 es continua en A, para el caso en que A E F¡(E¡ (X )) . 

Supongamos ahora que A es un arco externo en X. Entonces A = [r, el 
con e E E,(X) y Ir, el n R(X ) = {r}. Como clc(x)(O(X )) = F¡ (X) U!))l, 
F¡ (X ) es cerrado en clc(x)(O(X)) Y A ~ F¡(X) , podemos suponer, sin perder 
generalidad, que An E 9.)1 , para cada n E N. Entonces, dada n E N, el 
c:onjllnt.o .4" tiene la forma [tn , en] , donde en E E2{X) y An está contenido 
en un arco externo [r n . en], donde [r n, en] n R(X ) = {T n} . Como el orden de 
cada punto de X es finito, de nueva cuenta tenemos que se cumple alguna 
de las condiciones (*) y (**) enunciadas anteriormente. Además, como X 
no contiene continuos de convergencia, la condición (*) no se puede dar. Por 
t.nto, se cumple (**) y esto implica, sin perder generalidad, que An = [t .. el, 
para cada n E N. Luego, aplicando la continuidad de ¡;-, sucede que 

lím g(An ) = lím " '(tn ) = lím ¡;' (r ) = e = g(A). 

Esto muestra que 9 es continua en A , para el caso en que A es un arco externo 
en A. Esto prueba 5). 

Para finalizar la prueba, como 9 es una función continua, biyectiva, el 
conjunto d C( x )(O(X)) es compacto y X es un espacio T" sucede que 9 es un 
homeomorfismo. o 

Veamos ahora que si C(X) '" C(Y) , sucede que O(X ) '" O(Y) . 

Lem a 3.12 Si X, Y son continuos tales que C(X) '" C(Y), entonces O(X) 
'" r! (Y). 

D emostr ación. Sea h : C(X) _ C(Y) un homeomorfismo. Si A E 
O(X ). entonces existe una 2-celda W en C(X) tal que A E intqx)(W) n8W. 
Entonces V = h(W) es una 2-celda en C(Y) tal que h(A) E intqy)(V ) n 
8V. Luego h(A) E O(Y). Por tanto h(O(X)) e O(Y ). Como h-¡ es un 
homeomorfismo, sucede que O(Y) e h(O(X )). Así h(O(X)) = O(Y ). Esto 
muestra que O(X ) '" O(Y). o 

Usando el Teorema 3.11 y el Lema 3.12 probemos que la familia ~ está 
e ·determinada. 
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Teorema 3.13 Sean X y Y E j) . Si C(X) '" C(Y), entonces X '" Y. 

Demostración. Supongamos que C(X) '" C(Y). Por el lema 3.12, n (X) 
'" n(Y ). Por consiguiente dC(x)(n(X)) '" dC(Y)(n(Y)) y, por el Teorema 
3.11 , X '" Y. o 

Ejemplo 3.14 Es importante, que en la hip6tesis del Teorema 3.13 al menos 
uno de los continuos, esté en 'l). Si ninguno de los dos está en 'D , el teorema 
no es válido . Veamos un ejemplo: consideremos las dendritas D3 y D4 que 
se describieron en la Secci6n 2.4 y no se encuentran en 'D. En (14, Teorema 
6.2 J se prueba que la dendrita Dm es topol6gicamente única, por lo cual 
D3 ';fi D4. Por otro parte ninguna de ellas tiene arcos libres) de donde se 
sigue, por el inciso 2) del Teorema 2.25, que C(Da) '" C(D,) '" [ 00 ([00 es 
el cubo de Hilbert) . 

Observación 3.15 Veremos en el Teorema 3.22 que en efecto, sólo nece­
sitamos que uno de los continuos ~sté en :D . Más aún, veremos que si una 
dendrita X no es elemento de 'D entonces es posible construir un continuo 
y el cual no es homeomorfo a X y tal que C(X) '" C(Y). 

Observación 3.16 Del trabajo de R. Duda (en /18J), se sigue que dC(x)(n( 
X )) '" X para toda gráfica finita de X diferente del arco . Como consecuencia 
de esto, una prueba similar a la del Teorema 3.13 hace ver que la familia de 
las gráficas finitas, diferentes del arco, está e -determinada. Má.s aún, en su 
Tesis Doctoral, /2, Teorema 67 J, G. Arosta demostró que las gráficas finitas 
X que no son arcos ni curvas cerradas simples, tienen hiperespacio único 
C(X). 

En general, el homeomorfismo dc(x)(n(X )) '" X nos ayuda a determinar 
cuando una familia) de continuos, está C-determinada. 

Teorema 3.17 Sea r una familia de continuos. Si para eualguíe?' X E r 
tenemos que dC(x)(n( X )) ~ X , entonces la familia r está e -determinada. 

Demostración. Sean X y Y E r . Supongamos que C(X ) '" C(Y). 
Entonces, por el Lema 3.12, n (X) '" n(Y). Se deduce que dc(x)(n(X)) '" 
c.I(n(Y)). Como por hipótesis dC(x)(n(X)) '" X y c.I(n(Y)) '" Y, se implica 
que X :::::: Y. De donde la familia r está e-determinada. o 
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En particular I tenemos que la unión de familias de continuos cuyos ele­
mentos X cumplen que r.1C(x )(fl (X )) '" X , está C-determinada. 

Por tanto, creemos que la siguiente pregunta es importante: 

Pregunta: ¿Cuales familias de continuos tienen la propiedad de que to­
dos sus elementos X , satisfacen que clC(x )(fl (X) ) '" X? 

3.3. Un Teorema Intermedio 

En el siguiente resultado, demostramos que el Teorema 3.13 también es 
cierto aún cuando Y es cualquier dendrita. 

Teorema 3.18 Sean X E :o y y cualquier dendrita. Si C(X) '" C(Y ), 
entonces X ::::: Y. 

Demostración. Sea h : C(X ) ~ C(Y) un homeomorfismo. Por el Teo­
rema 3.13, basta probar que Y E :O . Supongamos que Y ~ :o y y '" l . 
Entonces, por el Teorema 2.35, existe L E C(Y ) para el cual no se cumple 
la condición (*) (véase dicha condición en el Teorema 2.35). Tomemos Z E 
C(X ) tal que h(Z) = L Y sea {An}nEN una sucesión en C(X) que converge a 
Z. Se implica que {h (An)}nEN es una sucesión en Y que converge a h(Z) = L. 
Corno L no cumple la condición (*) sucede que dimh(A. )C(Y ) = 00 para al­
gún n E N. Por lo tanto dimA. (C(X) ) = 00 para dicho n. Luego, la condición 
(*) falla en C(X) para Z. En consecuencia, por el Teorema 2.35, X ~ :o. Co­
mo esto es una contradicción, sucede que Y E :D o Y ::::: 1. Si Y ::::: 1 entonces, 
como C(X ) '" C (Y) sucede que X '" 1 o bien X '" SI ([2, Teorema 68]). 
Esto contradice el hecho de que X E 'D. Luego Y E 'D y, por el Teorema 
3.13 , X '" Y. o 

3.4. Las Dendritas X de la Familia 1) Tienen , 
Hiperespacio Unico C(X) 

En est.a sección, probaremos que los elementos X de la familia:D , tienen 
hiperespacio único C(X ). Antes de la prueba mostraremos tres lemas. En el 
primero de ellos utilizaremos la noción de continuo homogéneo. Recordemos 
que un continuo Z es homogéneo si, para cada par de puntos p, Q E Z, existe 
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un homeomorfismo f : Z - Z tal que f(p) = q. Utilizaremos también el 
hecho de que el cubo de Hilbert ¡= es homogéneo ([50, Teorema 6.1.6]). 

Lema 3.19 Sean Y un continuo localmente conexo y A E C(Y) tal que 
dimA(C(Y )) < oo. Entonces dim¡p) (C(Y) ) < oc, para cada p E A. 

Demostración. Supongamos que pEA. Si dim{p) (C(p, Y )) = 00, por 
el Teorema 1.20, C(p, Y) '" ¡=. Corno la dimensión del cubo de Hilbert en 
cada punto es infinita (porque ¡= es homogéneo) y A E C(p, Y ) sucede que 
dimA (C(p, Y) ) = oc. Por el Teorema 1.5 se tiene que dimA (C( Y )) = 00 , lo 
cual contradice la hipótesis. En consecuencia dim{p) (C(p, Y)) < 00 , es decir 
C(PI Y ) no es el cubo de Hilbert. Aplicando el Teorema 1.19, se infiere que 
pE int.y(G) , donde G es una gráfica finita en Y. Entonces existe, > O tal 
que By(p, ,) e G y, por el Teorema 1.15, si A E BC(Y)( {p} ,,) se implica que 
A e By(p,' ). Por lo tanto BC(Y)( {p} ,<) e C(G). 

Mostraremos ahora que dim{p) (C(Y)) < oo. Para esto tomemos un abierto 
U en C(Y ) tal que {p} E U. Tomemos ° < " < , tal que BC(y)( {p} ,,¡) e U. 
Entonces 

BC{y) ( {p} ,,¡) e U n Bc{y)( {p} ,, ) e U n C(G). 

Observemos que BC(Y)({p} ",) e C(G) e C(Y ), que BC(y)( {p} " ,) es un 
abierto en C(Y) y C(G) es un continuo (por tanto, un cerrado en C(Y)). 
Entonces por el Teorema 1.1, 

FrC(y)(BC(y)( {p} , ,,)) = FrC(G)(BclY)( {p} , " )) . 

De aquí 

dim(FrC(y) (Bc1y)( {p} , ,,))) = dim(FrC(c)(BC( y) ({p) " ,))) . 

Como FrC(c)(BC{y)( {p} " ,)) e C(G) , por el Teorema 1.4, sucede que -
dim(FrC{c)(BC{Y)({p} , ,, ))) S; dim(C(G)) y dim(C(G)) < 00 por el Teo­
rema 1.43. Por tanto dim(FrC{y)(Bc{Y)( {p} , ,, ))) < oc. Como consecuencia 
de esto dim{p) (C(Y )) < oo. o 

Lema 3.20 Sea Y un continuo localmente conexo. Si b E Y es tal que 
dim{.)(C(Y )) < oc, entonces lb} E dC{y)(n (Y )). 
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Demostración. Supongamos que b no está en el interior, relativo a Y, 
de una gráfica finita en Y. Entonces, por el Teorema 1.19) C(b) Y ) ::::::: ¡oo. Por 
lo tanto dim{b} (C(b, Y)) = 00 y, por el Teorema 1.5, dim{b} (C(Y)) = oo. 
Esto contradice la hipótesis, dim{b} (C(Y)) < 00, as! que b está en el interior, 
relativo a y ) de una gráfica finita G en y. Se infiere que existe! > O tal 
que By(b,,) e C. Por el Teorema 1.15, A E Bc¡y)({b} , ,) si y sólo si A e 
By (b, 'l· Luego Bc¡Y)({b} , ,) e C(C). As! que bE C = O(C)UR(C)UE(C). 
Corno G es una gráfica finita, existe un arco no degenerado L = [e, b) en G 
tal que le, b) e O(C) y L e By(b, 'l. Tomemos una sucesión {on}neN en (c, b) 
tal que lirn 0n = b. Notemos que { {o.} } neN es una sucesión en C( C) e C(Y) 
tal que lfm {On} = lb} y {on} E Bc{y)({b} , ,) para cada n E N. Además 
o" E By(b, ,) para cada n E N. 

Mostraremos ahora que {On} E ¡¡(Y) para cada n E N. Para ver esto, sea n E 

N. Not.emos que V = C(L) es una 2-celda en C(Y) tal que {On} E av (véase 
Lema 3.3). Mostraremos ahora que {On} E intc¡y)(V). Como on E By(b, ,) n 
(o, b). existe ó > O tal que si U = By (on, ó), entonces U e By(b, ,), c ~ U 
Y b ~ U. Entonces BC{y)({on},Ó) e V. En efecto, si K E BC{Y)({On},Ó), 
sucede que 

K e By (on, Ii) e By(b , , ) e C. 

Como C es una gráfica finita y By(on, ó) e C, tenemos que By (on, ó) = 

Bc(on , ó), as! que Bc(on, ó) es un arco de la forma (p, q) con p E (e, on) , 
q E (o" ' b) y 0n E (p, q). Luego Bc(on, ó) e L. En vista de que K e By(on, ó) 
sucede que K e L. As! K E C(L) = V. Esto muestra que Bc{y)( {On}, ó) e v 
y, con ello, {On} E intc{Y)(V). En conclusión, {on} E av n int-G{Y)(V). De 
aqní se sigue que {On} E ¡¡(Y) y, como lfm{ On} = {b} , concluimos que {b} E 
d('(l')(n (Y )). o 

Lema 3.21 Sean X E 1) Y Y un continuo tales que C(X) '" C(Y). Entonces 
F¡ (Y ) e dc{Y)(n(Y)). 

Demostración. Notemos primero que Y es localmente conexo. Esto se 
sigue del Teorema 1.16. Supongamos ahora que h : C(X) ~ C(Y) es un 
homeomorfismo y sea lb} E F¡ (Y). Entonces existe A E C(X) tal que h(A) = 
{b}. Por el Teorema 2.35, existe una sucesión (An}neN en C(X) tal que 
lfmAn = A y dimAn (C(X)) < 00 para cada n E N. Se infiere que lfmh(An) = 
h(A) = {b} y dimh{An)(C(Y) ) < 00, para cada n E N. Como l!mh(An) = lb} , 
existe una sucesión {bn}nEN en Y tal que bn E h(An ) para cada n E N 
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y Ifm b. = b. Ahora bien, dada n E N, tenemos que dimh(A,, )(C (Y) ) < 
oo. Entonces, por el Lema 3.19, dim(b,,}(C(Y)) < 00 y, por el Lema 3.20, 
{b.} E cJC(y)(fl (Y)). Luego lb} E cJC(y)(fl(Y)). Esto prueba que F¡ (Y) e 
cJC(y)(fl(Y) ). o 

Finalmente, demostremos el teorema principal de este capítulo, el cual 
demuestra que los elementos, X , de la familia D , tienen hiperespacio único 
C(X ). 

Teorema 3.22 Sean X E 1) Y Y un continuo. Si C(X) '" C(Y) , entonces 
X",y 

D emostración. La dendrita X es un continuo localmente conexo. Como 
C(X) '" C(Y ), por el Teorema 1.16, Y es localmente conexo. Para prc>­
bar que Y es una dendrita, sólo necesitamos demostrar que Y no contiene 
curvas cerradas simples. Supongamos que Y contiene un espacio S el cual 
es homeomorfo a SI (la esfera 1-dimensional). Entonces, por el Lema 3.21 , 
F¡ (S ) e F¡ (Y ) e cJC(y)(fl (Y)). Puesto que C(X) '" C (Y) , por el Lema 
3.12, tenemos que fl (X ) '" fl (Y) y así cJC(x )(fl (X) ) '" cJC(y)(fl (Y)) . Por 
el Teorema 3.11 , cJC(x )(fl (X) ) '" X , por lo que, F¡ (S) es homeomorfo a un 
subconjunto de X. De aquí que X contiene una curva cerrada simple. Esto es 
una contradicción puesto que X es una dendrita. Por lo tanto Y no contiene 
curvas cerradas simples. De todo esto obtenemos que Y es una dendrita y la 
conclusión del teorema se sigue del Teorema 3.18. O 
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Capítulo 4 

DENDRITAS X QUE NO 
TIENEN HIPERESPACIO 
ÚNICO C(X) 

4.1. Introducción 

En este capítulo demostraremos que las únicas dendritas X que tienen 
hiperespacio único C(X) son las que están en la familia 'D. Para esto uti­
lizaremos una técnica que aparece en [23] y fue utilizada para mostrar que 
existen un continuo descomponible Y y un continuo indescomponible Z tales 
que C(Y) ~ C(Z). La técnica en cuestión involucra la función LJ1- que defini­
mos en la Sección 1.7, la noción de Z-conjunto, la noción de retracto absoluto 
y los teoremas de la Homogeneidad de Anderson y de la suma de Handel, 
que presentaremos en la siguiente sección. 

4.2. Z-conjuntos y Retractos Absolutos 

Definición 4.1 Un subconjunto A de un espacio X es un retracto de X si 
existe una función continua r : X -t A tal que r(a) = a, para cada a E A. 
Un espacio métrico X es un retracto absoluto (abreviado AR) si cada vez 
q'ue X sea homeomorfo a un subconjunto cerrado B de 'un espacio métrico Y , 
'resulta que B es 'un retracto de Y. 
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Sean (Y, p) un espacio métrico y compacto y f , 9 Y ~ Y. Conside­
raremos la métrica 

D(f, g) = sup {p(f( x ), g(x)): X E Y} . 

Con esta métrica límfn = f si y sólo si fn converge a f uniformemente. 
La función identidad en Y será denotada por ¡ dy . 

Definición 4.2 Un subconjunto cerrado A de un espacio métrico X es v:n 
Z-conjunto en X, si ¡ dx se puede aproximar uniformemente por funcion es 
f : X ~ X tales que f (X) nA = 0. Una función 9 : X ~ X es una 
Z-función, si g(X) es v,n Z -conjunto en X . 

En otras palabras, un subconjunto cerrado A de un espacio métrico X 
es un Z-conjunto en X , si para cada é > O existe una función fE : X ~ X 
tal que fE(X) nA = 0 y D(fE , ¡ dx ) < E. 

Teorema 4.3 Sea A v,n Z -conjunto en X. Si B es v,n subconjv,nto cerrado 
de A entonces B es un Z -conjunto en X . 

Demostración. Como A es un cerrado en X , también B es un cerrado 
en X. Sea é > O. Como A es un Z-conjunto en X, existe una función continua 
f : X ~ X tal que D(f, ¡ dx ) < E Y f(X) nA = 0, entonces f(X) n B = 0 
y D(f, ¡ dx ) < E, así que B es un Z -conjunto en X . o 

Utilizaremos los siguientes resultados. 

Teorema 4.4 (De la Homogeneidad de Anderson) (8, Teorema 'l.1) 
Sea h : A ~ B un homeomorfismo entre Z -conjuntos contenidos en el cubo 
de Hilberi ¡oo. Entonces h se puede extender a un homeomorfismo de lOO en 
¡oo. 

Teorema 4.5 (De la Suma de Handel) (25, Teorema 1) Sean A , B e l oo , 
tales que A ~ B ~ lOO ~ A n B y A n B un Z -conjv,nto en A. Entonces 
A U B ~ ¡oo. 
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4.3. Dendritas sin Hiperespacio Unico 

Esta sección tiene como finalidad demostrar que si una dendrita T tiene 
hiperespacio único C(T), entonces T E ~ . 

Recordemos los conceptos de unión libre y de espacio cociente (véase, por 
ejemplo, [17, página 127]) . . 

Notación 4.6 La unión libre X + Y de los espacios topológicos disjuntos 
Y , X es el conjunto X U Y con la topología: U e X + Y es abierto si y sólo si 
U n X es abierto en X y U n Y es abierto en Y. Sean A e X un subconjunto 
cerrado, y 9 : A ---+ Y una función continua. En X + Y, generamos una 
relación de equivalencia R por a '" g(a) (a es equivalente a g(a)) para cada 
a E A. El espacio cociente X + Y / R es el espacio "X ligado a Y por f ", 
y escribiremos X Uf Y; a f le llamaremos la función de ligadura. 

Intuitivamente, identificamos cada elemento a E A con su imagen f(a) E 
Y. 

Para nuestro trabajo, identificaremos, sólo, dos puntos de dos continuos 
ajenos. 

Notación 4.7 Sean L y X contin'u.os ajenos, to E L Y Xo E X. Sean A = 
{ ~r;o} e X, y f : {xo} ---+ L la fu.nción continua definida por f(xo) = too En 
X + L, generamos una relación de equivalenC'ia R por Xo '" f(xo) = too El 
espacio cociente X + L/ R es el espacio "X ligado a L por f", y escribiremos 
X Uf L. En éste caso, identificamos al punto Xo E X con el punto to E L. 
Denotaremos por t al elemento {to, xo} en el espacio cociente X Uf L. 

Ejemplo 4.8 Si L = [O, 1] , X = SI, to = 1 Y Xo E SI, entonces el espacio 
cociente X Uf L es el espacio paleta. 

Observemos que si L y X son localmente conexos, entonces el espacio 
cociente X Uf L es localmente conexo para cualesquiera to E L Y Xo E X. 

Demostremos cuatro lemas que nos ayudarán en la demostración del teo­
rema principal. 
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Lema 4.9 Sea L un continuo y X un continuo localmente conexo y sin arcos 
libres. Sea Y = X Uf L, el espacio cociente, donde t = {to, xo} E Y, con 
Xo E X Y to E L. Si se satisfacen las siguientes propiedades: 

1) L es localmente conexo en cada punto de una vecindad relativa a L , de 
t; 

2) t no está en el interior, relativo a L, de ninguna gráfica finita contenida 
en L. 

Entonces C(X) U C(t , Y) ~ loo y C(t, L) ~ ¡oo. 

Demostración. Por 1) y 2) se sigue, por el Teorema 1.19 que C(t , L) ~ 
¡oo. Ahora probemos que C(X) U C(t, Y) ~ ¡oo. Como X es localmente 
conexo y no tiene arcos libres, por el inciso 2) del Teorema 2.25, C(X) ~ 
¡oo. Notemos ahora que C(X) n C(t, Y) = C(t , X). Además, como X es 
localmente conexo y sin arcos libres, entonces t no está en el interior, relativo 
a X, de ninguna gráfica finita contenida en X. Aplicando de nuevo el Teorema 
1.19, sucede que C(t , X ) ~ ¡oo . Por 1) y el hecho de que X es un continuo 
localmente conexo, tenemos que Y es localmente conexo en cada punto de 
una vecindad relativa a Y, de t. Por 2) y que t no está en el interior, relativo 
a X, de ninguna gráfica finita contenida en X, tenemos que, t no está en el 
interior, relativo a Y, de ninguna gráfica finita contenida en Y. Aplicando, 
una vez más, el Teorema 1.19, tenemos que C(t , Y) ~ ¡ oo . 

Ahora demostraremos que C(t , X) es un Z-conjunto en C(t , Y). Existe 
un arco ordenado, a , de {t} aL. Tomemos una sucesión {Cn } nE N en el 
arco ordenado a, tal que lím Cn = {t} . Entonces, dado n E N, definimos 
fn : C(t , Y) -t C(t, Y) - C(t , X) como fn(M) = M U Cn. Luego, la sucesión 
{fn} nEN converge uniformemente a ¡ dC(t ,y) Y fn(C(t, Y)) n C(t, X) = f/J para 
cada n E N. Esto prueba que C(t , X) es un Z-conjunto en C(t, Y). Por el 
Teorema de la Suma de Handel (Teorema 4.5), C(X) U C(t , Y) ~ ¡oo. o 

Lema 4.10 Sean X 'U.n continuo localmente conexo y sin arcos libres y L 
una dendrita. Supongamos que existe un arco [u , v] en L tal que to E (u , v). 
Sea Y = X Uf L el espacio cociente, donde Xo E X Y t = {to , xo} E Y. 
Definimos 

j3 = FrC(L) (C(t , L)) = C(t, L) n clC(L) (C(L) - C(t, L)). 

64 



Entonces: 

1) (3 es un Z -conjunto de C( t, L); 
2) (3 es 'un Z -conjunto de C(X) U C(t, Y). 

Demostración. Sea A E C(t, L). Tenemos la siguiente afirmación: 

i) Si existe [p, q] e A tal que t E (p, q) , entonces A ti: (3. 

Si A E (3 , existe una sucesión {An}nEN con An E C(L) - C(t, L) tal que 
límAn = A. Por el Lema 2.15, para alguna N E N, t E An si n > N. Lo cual 
es una contradicción. 

Como (3 e C (t, L) Y i) se cumple, si A E (3 entonces A tiene como un 
punto extremo a t o A = {t} . Reciprocamente, si A = {t} o A tiene como 
un punto extremo a t, entonces A E (3. Si A = {t}, A E (3 (por definición 
de /3). Ahora, supongamos que A tiene como un punto extremo a t. Sean 
{tn} nE N una sucesión en O(A) tal que lím tn = t Y {En} nEN una sucesión, 
con En = cl(r.omponente(A-tn ) que no tiene a t). Observar que lím En = A. 
Por tanto A E (3 . 

De aquí tenemos la siguiente condición: 

A E /3 si y sólo si A = {t} o A tiene como un punto extremo a t. (4.1) 

Demostremos el primer inciso: 

1) (3 es un Z-conjunto de C(t, L). 

Sean Tn E [v, t) y en E [u, t) tales que lím Tn = t Y lím Cn = t. Dado 
n E N, definimos fn : C(t, L) ~ C(t, L) - (3 como f(M) = NI U [cn, rn]. Es 
claro que {j~} nEN es una sucesión de funciones que converge uniformemente 
a IdC( t ,L ) y fn(C(t,L)) n(3 = 0 para cada n E N. Para probar que esta 
intersección es vacía, utilicemos (4.1). Dado n E N Y M E C(t, L), tenemos 
que f(1\11) = M U [cn, rnl es un un elemento que cumple que t E (Cn, rn) . 
Luego, por (4.1), f(M) ti: (3. Esto demuestra 1). 

Demostremos ahora el segundo inciso: 

2) (3 es un Z-conjunto de C(X) U C(t, Y). 
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Para demostrar esto, consideremos una función de Whitney J-L : C(Y) ---+ 

J. Definimos L/1 : C(Y) x J ---+ C(Y) por: 

LJ.l(A,s) = { ~,{K E C(Y): A e K y J-L(K) = s}, si J-L ( A) :S s, 
si s :S J-L(A) . 

La función LJ.l fué definida en la Sección 1. 7 Y comentamos que posee las 
siguiente propiedades: 

i) L/1(A, O) = A, para cada A E C(Y). 
ii) L/1(A, t) e L/1(A, s) , para cada A E C(Y) y t :S s. 

iii) Si el continuo Y tiene la propiedad de Kelley, la función L/1 es conti­
nua. 

Por [45, Ejemplo 16.11], sabemos que todo continuo localmente conexo tiene 
la propiedad de Kelley. Como L es un continuo localmente conexo y X tam­
bién, entonces Y = X Uf L es un continuo localmente conexo, así que tiene 
la propiedad de Kelley. Luego L/1 es continua y, por tanto, es uniformemente 
continua. 

Sea E > O. Como L/1 es uniformemente continua, existe 61 > O tal que si 
H(A, B) < 61 Y ISl - s21 < 61, entonces H(L/1(A, sd, L/1(B, S2)) < ~. Pode­
mos elegir 61 de modo que: 

y (4.2) 

Probaremos que: 

ii) existe un 02 tal que para todo K E C(t, L) tal que K n ['u, t] = {t} o 
K n [v, t] = {t} , sucede que J-L(K) + ~ :S J-L(L). 

Para demostrar esta afirmación, definimos el conjunto TI : 

TI = U {lit E C(t, L) : tal que M n [u, t] = {t}} 

Este espacio es un continuo. Es conexo, porque todos los elementos de TI 
tienen a t en común. Para ver que TI es un conjunto cerrado, demostremos que 

66 



la familia {NI E C(t, L) : tal que M n [u, t] = {t}} es cerrada. Sea {Mn}nEN 
una sucesión en C(t, L) tal que límMn = M, entonces lím(Mn n [u, t]) = 
Iv! n ['u, t] = {t} . Por las propiedades de la función unión (véase la Sección 
1.5.2), TI es cerrado. Como TI ~ TI U [u, t] , elegimos O < /1 tal que p,(T¡) + 
~ ::; p,(T1 U [u, t]). Sea K E C(T1 ). Entonces p,(K) + ~ ::; p,(T¡) + ~ ::; 
IL(T¡ U ['u. , t])::; p,(L). 

De manera análoga, definimos 

T2 = U {M E C(t, L) : tal que M no contiene a [v, t)}. 

Existe un /2 tal que, si K E C(T2 ), entonces p,(K) + ~ ::; p,(T2) + ~ ::; 
::; p,(T2 U [v,t]) ~ p,(L). Sea 62 = mín{/I,/2}, si K E C(t,L) tal que K no 
contiene a ['u, t) o K no contiene a [v, t) , entonces 

( 4.3) 

Sea t5 = mín {t5 1 , t5d . Por tanto t5 cumple las condiciones (4.2) y (4.3). 

Definimos fe : C(X) U C(t, Y) - C(X) U C(t, Y) por, 

t5 
fe(A) = L~(A, p,(A) + 2) para cada A E C(X) U C(t, Y). 

Notemos que 

Es decir A e fe(A), para cada A E C(X)UC(t, Y) . (4.4). 

Por tanto f€(A) E C(t, Y) si A E C(t , Y) y, si A E C(X), entonces 
f€(A) e x o bien t E fe(A). En ambos casos fe(A) E C(X) U C(t, Y) . 

Ahora veamos que fe es continua. Por la elección de t5, 

t5 € 
H(A , fe(A)) = H(L~(A, p,(A)), L~(A, p,(A) + 2)) < 2' 

para cada A E C(X) U C(t , Y), es decir D(I dC(X)UC(t ,y), fe) < €. Como L~ 
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y f-L son uniformemente continuas, entonces fE es continua. 

Demostraremos que fE( C(X) U C(t, Y)) n {3 = 0. Sea A E C(X) U C(t , Y). Si 
A n (X - L) =1 0, obtenemos que fE(A) n (X - L) =1 0 ya que A e f E( A) (por 
(4.4)). Por consiguiente fE(A) tj C(t , L). Así fE(A) tj {3. Si A n (X - L) = 0, 
entonces A E C(t, L). Supongamos que A no tiene a t como un punto extremo 
y que A =1 {t} . En este caso, existe un arco [l , m] e A tal que t E (l, m) . 
Por tanto, (l, m) ~ f E( A) . Esto implica, por (4.1) , que fE(A) tj {3. Queda el 
caso en que A tiene a t como un punto extremo o bien A = {t} . Al menos 
existen dos arcos distintos en L, que tienen como un punto extremo a t , éstos 
son [v, t] y [u , t]. Sin perder generalidad, supongamos que An [u, t] = {t} (no 
puede intersectar a los dos arcos en puntos distintos que t , porque A tiene 
a t como un punto extremo o bien A = {t}). Tenemos dos posibilidades: 
f-L(A) + % > f-L(A U [u, t]) y f-L(A) + % :S f-L(A U [u , t]). En el primer caso , por 
(4 .2) , f-L(A) =1 O. Luego A =1 {t} , y por tanto A E C(t , L) tal que A no 
contiene a [u, t) . 

Sea a un arco ordenado en C(L) que va de A a L, pasando por A U [u, t ] 
(véase el Teorema 1.35) . 

Como ¡.¿(A) + % :S f-L (L) (por (4.3) haciendo K = A), existe K E a(I) 
tal que f-L(K) = f-L(A) + % > f-L(A U [u, t]). De aquí A U [u , t] e K . Además 
K e L¡.t(A, f-L(A) + %) = f E( A) . Observemos que K contiene a dos arcos 
distintos, contenidos en L , que tienen a t como un punto extremo (al arco 
contenido en el continuo A y a [u, t]). En consecuencia, fE(A) contiene a 
dichos arcos. Luego t no es un punto extremo de f E( A) . Por lo cual, por 
(4 .1), fE(A) tj {3. 

Ahora supongamos que f-L(A) + % :S f-L(A U [u , t]). Recordemos que A n [u, t] = 
{t} . Primero, observemos que f-L(A) < ¡.¿(A) + ~ :S f-L(AU [u , t]) . Si A =1 {t} se 
deduce que [u , t] S;; AU [1J" t] . Sea K E C(A, AU[1J" t]) tal que ¡J,(K) = ¡J,(A)+~ . 
Por tanto A C; K e LJ1 (A, ¡.¿(A) + ~) = fE(A), es decir, K n ([u, t] - {t}) =1 
0. En consecuencia K intersecta a dos arcos distintos , contenidos en L (al 
contenido en A y a [u , t]), y t no es un punto extremo de K. Luego t no es 
un punto extremo de f E (A) . Se infiere que f E (A) tj {3 . 

Por último, si A = {t} , entonces ¡.¿(A) = o. Sea K¡ E C(t , [t, v]) tal que 
f-L (Kd = ~. Notemos que Kl n ([t , v) - {t}) =1 0. Así que [u , t ] C; Kl U [u, t ]. 
Se implica que f-L(Kd · < ¡.¿(A) + ~ :S f-L(A U [u , t]) < ¡.¿(K¡ U [u , t]) . Ahora 
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sea K E C(K I , K I U [u, t]) tal que p,(K) = ¡.¿(A) + ~, de donde {t} = A ~ 
K I ~ K e ft(A) , K n ([u,t]- {t}) =f 0 y K n ([t,v]- {t}) =f 0. Entonces 
K intersecta a dos arcos distintos, contenidos en L, que tienen a t como un 
punto extremo. De donde, t no es un punto extremo de K. Como K e ft(A), 
se deduce que ft(A) r¡. (j. Esto prueba que ft(C(X) U C(t, Y)) n {j = 0. Por 
consiguiente (j es un Z-conjunto en C(X) U C(t, Y). Con esto probamos el 
ill(:iso 2). o 

Lema 4.11 Sean Y un continuo y L E C(Y). Supongamos que: 

1) C(Y) = C(L)U'HUK, donde'H y K son subespacios cerrados de C(Y), 
'H uK ~ lOO y K nC(L) ~ ¡oo. 

2) El conjunto {jI = (K nC(L)) n clC(L)(C(L) - K nC(L)) es un Z-con­
fu:nto de'H uK y de C(L) n K. 

3) clC(L)(C(L) - K nC(L)) n 'H e (jI' 

Entonces C(Y) ~ C(L). 

Demostración. Por el Teorema de la Homogeneidad de Anderson (Teo­
rema 4.4), ¡ d¡3¡ se puede extender a un homeomorfismo h : 'H uK --t C(L)nK. 

Sea 
F = clC(L)(C(L) - K n C(L)). 

Por definición, {j I e F y F es un cerrado en C (L ), por tanto es un cerrado 
en C(Y) . Por definición de {jI y de F, tenemos que: 

(jI = K n C(L) n F. ( 4.5) 

Definamos una función 9 : 'C(Y) --t C(L) como sigue: 

g(A) = { ~A), si A E F 
si A E 'H U K. 

Primero demostremos que 9 está bien definida. Recordemos que C (Y) -
C(L) U 7-íuK. Si A E 'H U K, entonces h(A) E C(L). Observemos que: 

C(L) = (C(L) n K) U (C(L) - K) 

= (C(L) n K) U clC(L) (C(L) - K) 
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=(C(L)nK)UF. 

Si A E C(L) n K, tenemos que h(A) E C(L). Ahora si A E F, g(A) = 
A E C(L). Como F e C(L), F n (JiUK) e C(L). Por otro lado, por 3), 
FnJi e (31' y por (4.5), (31 = K nC(L) nF. De aquí tenemos que 

Fn(JiUK) = (FnJi)U(FnK) , 

(F n Ji) U (F n K) e ((31 U (F n K)) n C(L), 

((31 U (F n K)) n C(L) = ((31 n C(L)) U ((F n K) n C(L)), 

((31 n C(L)) U ((Fn K) n C(L)) = (31 U (31 = (31· 

En conclusión, F n (Ji U K) e (31.Como h es la extensión de la identidad 
en (31' 9 está bien definida. 

Probaremos que 9 es un homeomorfismo. 

i) 9 es continua ya que F y Ji uK son cerrados, glF y g l1tU}( = h son 
continuas y como F n (Ji U K) = (F n Ji ) U (F n K) e (31' si A E F n 
(Ji U K) entonces h(A) = A = Id¡3¡. 

ii) 9 es suprayectiva. Recordemos que: 

C(L) = (C(L) n K) UF. 

Sea B E C(L) .Si B E K, entonces B = h(A) para alguna A E Ji UK, así 
que g(A) = B. Si B ~ K , entonces B E F y g(B) = B. De donde 9 es 
suprayectiva. 

iii) 9 es inyectiva. Como la identidad en F y h son funciones inyectivas, 
es suficiente considerar lo siguiente: g(A) = g(B), con A E F Y B E Ji 

U K. En este caso g(A) = A = g(B) = h(B). Esto demuestra que A E 

Im(h) = C(L) n K , así que A E (C(L) nK ) nF = (31 (por (4.5)). De donde 

Id¡3¡ (A) = h(A) = g(A) = h(B) . Como h es un homeomorfismo, se sigue que 
A=B. 

Para finalizar la prueba, como 9 es continua, biyectiva, el conjunto C(Y) 
es compacto y C(L) es un espacio T2 , sucede que 9 es un homeomorfismo. 
Entonces C(Y) ~ C(L). o 
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Lema 4.12 Sean X un continuo localmente conexo y sin arcos libres y L 
una dend'rita. Supongamos que existe un arco [u, v] en L tal que to E (u, v) es 
un punto esencial de L. Sea Y = X Uf L el espacio cociente, donde Xo E X 
Y t = {to ,xo} E y. Entonces C(Y) ~ C(L). 

Demostración. Notemos que C(Y) = C(L) U C(X) U C(t, Y) . De­
notemos Ji = C(X) y IC = C(t, Y). En este caso /31 = (IC n C(L)) n 
dC(L)(C(L) - IC n C(L)) coincide con el conjunto C(t, L) n clC(L) (C(L) -
C(t , L)) = FrC(L)(C(t, L)), al cual llamamos /3 en el Lema 4.10. Por tanto en 
este caso /3 1 = /3. Para demostrar que C (Y) ~ C (L ), bastará demostrar los 
3 incisos siguientes: 

1) Ji uIC ~ loo, C(L) n IC ~ loo (Observemos que C(L) n IC = C(t, L), 
por lo tanto C(t, L) ~ lOO). 

2) El conjunto /3 = /3 1 es un Z-conjunto de Ji UIC y de C(L) n IC = 
C(t, L) , y 

3) clC(L)(C(L) - IC n C(L) ) n Ji e /3 = /3 1 , 

y aplicar el Lema 4.11. 

Para probar 1) verificaremos las hipótesis del Lema 4.9. El continuo L es 
una dendrita, por tanto es localmente conexo. El punto t, es un punto esencial 
de L, entonces t no está en el interior, relativo a L, de ninguna gráfica finita 
contenida en L. El continuo X es localmente conexo y no tiene arcos libres. 
Esto demuestra el inciso 1). 

Como Ji = C(X) y IC = C(t , Y), se infiere que Ji uIC = C(X) U C(t, Y) 
y C(L) n IC = C(t, L) . Por el Lema 4.10, /3 = FrC(L)(C(t, L)) = /3 1 es un 
Z-conjunto de C(t , L) = C(L) n IC y, también es un Z-conjunto de C(X) U 
C(t , Y) = Ji uIC. De aquí obtenemos el inciso 2). 

El inciso 3) resulta directo: clC(L) (C(L) - IC n C(L)) n Ji = clC(L) (O(L) -
C(t, L) ) n C(X) = {{t}} e /3 . Como se tienen las hipotesis del Lema 4.11, 
concluimos que C(Y) ~ C(L). o 

Ahora, con estos resultados podemos demostrar el inverso del Teorema 
3.22, el cual es el Teorema principal de este Capítulo. 

Teorema 4.13 Sea L una dendrita tal que L ~ n. Entonces existe un con­
tinuo localmente conexo Y tal que L '*' Y Y C(L) ~ C(Y). 
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Demostración. Si L :::::: J, entonces Y :::::: SI es un continuo localmente 
conexo tal que L ~ Y Y C(L) :::::: C(Y). Supongamos, por tanto, que L ~ J. 

Debido a que L tt f), L contiene o bien a W o bien a Fw , como se definieron 
en las secciones 2.3 y 2.7, respectivamente. Sean to el punto esencial de W (o 
el punto esencial de Fw respectivamente) y, X :::::: {(x, y) E IR2 

: X2 + y2 :::; 1} 
Y Xo un punto de X. Como to es el punto esencial de W (respectivamente 
de Fw ), existe [u, v] e W e L tal que to E (u, v) (respectivamente, existe 
[u, v] e Fw e L tal que to E (u, v)). Observemos que to es un punto esencial 
de L. Sea Y = X Uf L el espacio cociente, donde Xo E X Y t = {to, xo} E Y. 

Verifiquemos, que tenemos las hipotesis del Lema 4.12. En este caso X 
es un continuo localmente conexo sin arcos libres y L es una dendrita para 
la cual se cumple, que existe [u, v] e W e L (o [u , v] e Fw e L) tal que 
to E (u, v) es un punto esencial de L. Aplicando el Lema 4.12, concluimos 
que C(Y) :::::: C(L). o 

Existen casos particulares en los cuales, dada la dendrita L , podemos 
encontrar otra dendrita Y que cumpla el Teorema 4.13. 

Teorema 4.14 Sea L una dendrita tal que L tt f), L no es un arco y su­
pongamos que para alguna m E N, L no tiene puntos de orden m. Entonces 
existe una dendrita Y tal que L ~ Y Y C(L) :::::: C(Y). 

Demostración. Como L ~ f), L contiene o bien a W o bien a Fw como 
se definieron en las secciones 2.3 y 2.7, respectivamente. Denotemos por to 
el punto esencial de W (respectivamente de Fw ). Sea Dm la dendrita, que se 
definió en el Capítulo 2 (Sección 2.6) y que tiene la propiedad de que todos 
sus puntos de ramificación tienen orden m y Xo E Dm. Sea Y = Dm Uf L. 
Entonces Y es una dendrita y no es homeomorfa a L. La demostración, de 
este teorema, es exactamente igual a la que dimos en el Teorema 4.13 (en 
este caso X :::::: Dm ). Así que C(Y) :::::: C(L). o 

Observación 4.15 El Teorema 4.14 también es cierto si, en lugar de unirle 
a la dendrita L, la dendrita Dm, le unimos cualquier dendrita Dk tal que L 
no tiene puntos de orden k. Esto quiere decir que existen dendritas (D k Uf L), 
no homeomorfas entre si, que tienen el mismo hiperespacio e (L ) . 

72 



La pregunta que tenemos ahora es: 

Pregunta: ¿Para toda dendrita L ~ 1) , existe una dendrita Y tal que 
L ~ Y Y C(L) ~ C(Y)? 

Con los teoremas 3.22, 4.13 Y algunos teoremas del Capítulo 2, obtenemos 
varia.s equivalencias las cuales damos en el siguiente Teorema. 

Teorema 4.16 Sea X 'una dendrita tal q'Ue X no es 'Un arco. Las s'ig'Uientes 
afirmaciones son eq'Uivalentes: 

a) X tiene hiperespaeio único C(X); 
b) X no contiene como s'Ubespaeios a Fw ni a W; 
e) X E 1) ; 

d) Pam cada Z E C(X) existe 'Una s'Ueesión {An}nEN en C(X) q'Ue converge 
a Z y dimA" (C(X)) < 00 pam cada n E N; 

e) X es homeomorfo a 'Un s'Ubespaeio de Gw (véase la definición de Gw , en la 
Sección 2.6). 

Demostración. En el Teorema 2.28, se tiene la equivalencia entre e) y 
b). 
En el Teorema 3.22, se demuestra que dado e), se obtiene a). El recíproco de 
tal implicación, se obtiene del Teorema 4.13. 
En el Teorema 2.35, se demuestra que e) y d) son equivalentes. 
En el Teorema 2.38, se tiene que dado e), se obtienen e). El recíproco de tal 
implicación, se obtiene del Teorema 2.37. o 

Observación. Sabemos que C([O, 1]) ~ C(SI) y que SI es el único con­
tinuo que cumple tal propiedad (vea [2, Teorema 68 y Teorema 69]). Tomando 
en cuenta esta observación, las afirmaciones b), d), Y e) son equivalentes a e') 
X E 1) o X ~ [O , 1] . 
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Capítulo 5 

LA FAMILIA 1)* ESTÁ 
en-DETERMINADA; UNA 
GENERALIZACIÓN 

5.1. Introducción 

La finalidad de este capítulo es demostrar que si X E 1)" , Y es una 
deudrita y Cn(X ) "" Cn (Y ), para n ~ 3, entonces X "" Y (Teorema 5.24). 
Como paso intermedio demostraremos que si X , Y E :D. Y Cn (X) "" Cn(Y) , 
para 11 ~ 3, entonces X ~ Y. Para ver esto utilizarnos una técnica, que 
aparece en [30] , y fue utilizada para mostrar que las gráficas finitas G tienen 
hiperespacio único Cn(G ), para n ~ 3. 

Recordemos que si X es una dendrita, entonces 

X = O(X) U R(X) U E(X) , 

donde O(X ) es el conjunto de puntos ordinarios de X , R(X) el de puntos 
de ramificación de X y E(X) el de puntos extremos de X . Además E(X) = 
El (X ) U E, (X ), donde E,(X) es el conjunto de puntos aislados de E(X) y 
EI( X ) = E(X ) - E, (X ). 

También recordemos que 

Cn(X ) = {A E 2x : A tiene a lo más n-componentes} , 
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1) = {X : X es una dendrita, X no es un arco y E (X ) es cerrado}. 

Dados los subconjuntos U1• U2, ... , Um de X , sea 

{A E C.(X): ACUIUU,U···U Um yAnU,,,,0paraiE {1 , 2, ... ,m)). 

Se sigue de [45, Teorema 0.111 que estos conjuntos forman una base de la 
topologra de C.(X) (si los subconjuntos UI , U" ... , Um son abiertos de X). 

5.2. Resultados preliminares 

Empezaremos viendo dos lemas que nos dicen cual es la dimensión de 
las vecindades del elemento A cuando X E Xl , A E GII{X) y A int.ersecta a 
EI (X ) o bien a R(X ). 

Lema 5.1 Sean X E 1) Y A E C.(X) para n E N. Si A n EI (X ) '" 0. 
entonces dim(Bc.(x)(A, ,)) = 00, para cada, > O. 

Demostración. Supongamos que A E C,, (X ), para n E N, Y que A n 
EI (X ) '" 0. Sean Al , A" ... , A. las componentes de A. Supongamos que Al n 

EI (X ) '" 0 y Al '" X. 

Existen D2 , ... , Dk , subdendritas de X ajenas dos a dos y no degenera­
das, tales que Aj e int.x(Dj ) y Al n Dj = 0 para j E {2, ... , k}. Sean 
p E Al n El (X ), Z e E(X) tal que pEZ y Z es un cerrado en E(X ) (por 
tanto es un cerrado en X). Por [47, Teorema 4.7], dim(E( X )) = O, asr que 
dim(Z) = O. Por el Teorema 1.6 existen subconjuntos abiertos U y V de X 
tales que Z e U U V, Al e U, D, u··· U D. e V, y cl(U) n cl(V) = 0. Sin 
perder generalidad, podemos suponer que U es conexo. As( que cl(U} es un 
continuo tal que Al e U y cl(U)nDj = 0 paraj E {2, .. , k} . Además sabemos 
que p E Al n E1(X), como U es un abiert.o existe una sucesión {en}nEN de 
puntos extremos de X , contenida en U, de donde p E El (cl(U)). Denotemos 
a cl(U) por DI' Entonces existe una dendrita DI tales que, Al e inlx (D¡) , 
DI n Dj = 0 para j E {2, .. , k} Y p E E,(DI ). Por el Teorema 2.32, p es 
un punto esencial del continuo Dl. Por el inciso 5) del Teorema 2.19, si T 
es cualquier árbol contenido en DI , entonces p ~ int(T ). De donde por el 
Teorema 1.19 C(p, DI ) '" ¡oo. 
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La función h : C(D,) x C(D,) x ... X C(D,) ~ C,(X) e C.(X ). defini-
da por h(Q,. Q, •...• Q,) = Q, U Q, U ... U Q,. es continua e inyectiva. Es 
inmediato que h es inyectiva. Para ver que es continua, tomemos una suce­
sión (Z. }.EN en C(D,) x C(D,) x ... X C(D,) tal que UmZ. = Z. donde 
Z E C(D, ) x C(D,) x ... X C(D,). Cada Z. lo escribimos en la forma 

Z - (ZI') ZI') ZI') ) E ad · { k} II ZI.) -11 - l ' 2 , ... , k . ntonees, para e a l E 1, ''', , ro i -

Z •. De aqur Z = (Z, . Z, •...• Z, ). Usando el Teorema 1.25. obtenemos que 
Umh (Z.) = Um(Z¡') U zl') U··· U Z;· )) = U(UmZ,I.)) = U(Z,) = h(Z, . Z, • .. . 
, Zd = h(Z). Por tanto, h es continua. Tomemos el siguiente conjunto 
C(p. D¡) x {A,} x ... x {A.} . el cual es homeomorfo a I~. y le aplicamos la 
función h. denotaremos asu imagen por T. Es decir. h(C(P. D, ) x {A,} x··· x 
(A,} ) = T e C.(X). Además tenemos que h(A,. A, • ...• A,) = A,uA,u··· U 
.4,. = A E T . De donde 00 =dimA (T) :S dimA (C, (X )) :S dimA (C.(X)). Por 
lo tanto dimA (C.(X )) = oo. Además A E T nBc.IX)(A. E). para cualquier E> 
O. Puesto que T == JOO

, por el Teorema 1.42, el conjunto T n Bc,,(x)( A, t) con· 
tiene UH cubo de Hilbert. Asr que dim(Bc.I X)(A. E)) = oo. Ya que Bc. lx )(A . E) 
e Bc.IX)(A. E). sucede que dim(Bc.IX)(A.E)) = oo. o 

De la demostración de ésta proposición, obtenemos el siguiente resultado: 

Corolario 5 .2 Sean n E N. X E lJ Y A E C.(X ). Si A n E,(X) f 0. 
enl.onces dimA(C.(X)) = oo. 

Lema 5.3 Sean X E lJ. n E N Y A E C.(X ). Si A n R(X) f 0. entonces 
pam cada vecindad S de A. dim(S) ~ 2n + 1. 

Demostración. Supongamos que S es una vecindad de A en Cn(X). Si 
A n E,(X) f 0. entonces. por el Lema 5.1 dim(S ) = oo. 

Supongamos. ahora que An E, (X ) = 0 y pE R(X )nA. Podemos construir 
fI subcontinuos de X , disjuntos dos a dos, Al, A2, ... , A" (no necesariamen-
te contenidos en A) tales que Aa = Al U A2 U ... U An es cercano a A y 
de t.al manera que S es una vecindad de Ao. Y para cada i E {l. 2 • ...• n} 
A. n E, (X ) = 0 y P E R(X ) n A, (un ejemplo de como obtener Ao a partir 
de .4. puede verse en la Figura 5.1). 
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Paran -5 

Figura 5.1 

Para demostrar esto, sea , > O tal que BC"(XI( A,e) e S. Sea Aa E 
BC"(XI(A, ,) tal que Ao = A, U A, U··· U Ano Y para cada i. E {l, 2, ... , n} 
A,n E,(X) = 0 y P E R(X ) n A,. 

Por lo tanto existen n árboles, ajenos dos a dos, DI , D2 , ... , Dyt de X 
tales que A, e ¡ntD, para todai E {l,2 ... ,n} . Sea V = (D"D" ... , Dn )". 

Entonces l. función h : C(Drl x C(D, ) x ... x C(Dn ) - V definida por 
h(Q" Q" ... , Qn) = Q, U Q, U ... U Qn es continua y biyectiva. Es inme­
diato que h es biyectiva. Para ver que es continua, tomemos una suce­
sión (Z'}'EN en C(D,) x C(D,) x ... x C(Dn) tal que lfmZ, = Z, donde 
Z E C(D, ) X C(D,) x ... x C(Dn ). Cada Z, lo escribimos en la form a 

_ (('1 ('1 (kl ) . { } (kl _ Zk - ZI , Z2 , ... , Zn . Entonces, para cada t E 1, ... , 11 . límZ¡ -

Z¡ . De aquí Z = (Z¡ , Z2 , ... , Zn ). Usando el Teorema 1.25, obtenemos que 
lfmh(Zk) =lfm(Zlkl U Zjkl U··· U Z~kl) = U(lfmZ,('I) = U (Z¡) = h(Z" Z" ... , 
Zyt) = h(Z) . Por tanto, h es continua. Concluimos que h es un homeomorfis· 
mo. Por 118, 5.2], para c.d. i E {l , ... , n}, existe una m,-celda 9, (m, 2: 2). 
con 9, e C(D,), tal que A. E 9,. Como p E R(X) n A" por 118, 5.2], 9, 
es una m¡·celda, con mi ?: 3. Así h(g} x g2 X ... x gil ) = 9 es una m· 
celda para algún m 2: 2n + 1. Además h(A" A" ... , A,,) = A, U A, u· ·· U 
An = Ao E 9. Por lo tanto Ao E S n 9, entonces (como Ao E BC"(XI(A, e)) 
Ao E BC" (XI(A, e) n 9 e S n 9 , para algún, > O. De aquí, por el Teorema 
1.42, Bc .. (x)(A, f) n Q contiene una m·celda, para m ?: 2n + l . Así que S 
contiene una m·celda, para m?: 2n + 1. Por lo tanto dim(S ) ?: 2n + l. o 

De este resultado obtenemos el siguiente corolario. 
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Corolario 5.4 Sean X E 1) Y n E N, entonces Cn (X ) no es homeomorfo a 
Gn(J). 

Demostración. Por [41 , Corolario 5.31 dim(Gn(l)) = 2n. Sean A E 
Gn(X) tal que A n R(X ) cF 0 y S una vecindad de A en Gn(X). Por el Lema 
5.3, dim(S ) 2: 2n + 1. Por lo tanto Gn( X ) no es homeomorfo a Gn(l). o 

Definición 5.5 Sean X E 1) Y n ;::: 2. Denotemos 

Cn (X ) = (A E Gn(X ): existe una vecindad de A en Gn(X), 

la cu.al es u.na 2n-celda}. 

Para X E 1) Y n ;::: 2, veamos algunas propiedades que cumplen los 
clelllcnt,os del conjunto .cn(X ). 

Lema 5.6 Sean X E Xl Y n 2: 2. Si A E Cn( X ), entonces dimA (Gn(X )) :s 
2n. 

Demostración . Sea U un abierto de A en Gn(X). Como A E Cn(X) , 
existe una vecindad, V de A en Cn(X) , la cual es una 2n-celda. De aquí que 
ex iste un abierto S de A en Cn(X ) contenido en V. Entonces S n U es un 
abierto en Gn(X) contenido en V, de donde tenemos dim(Fr(S nu )) :s 2n- 1. 
Como además S n U e U, por la definición de dimensión (Definición 1.3) , 
dimA (Gn(X )) :s 2n. o 

Corolario 5.7 Si A E Cn(X ), entonces A n El (X ) = 0 y A n R(X ) = 0. 

Demostración. Esto es consecuencia de los lemas 5.1 , 5.3 Y 5.6. o 

Lema 5.8 Se.mt X E 1) Y n E N. Denotemos 

M n(X) = (A E Gn(X) A ~ Gn_I (X ), A n R(X ) = 0 y A n EI (X ) = 0). 

Entonces Mn (X ) e Cn(X). 

Demostración. Nótese que si A E Mn (X) , entonces cada componente 
de A es un arco o un punto. Sean Al I A2 1 .. . , An las diferentes componentes 
de.4. Para cada i E (l , 2, ... , n) existe un arco J; en X tal que A; e int,x (J;), 
J, n R(X ) = 0 y J; n El (X ) = 0. Los JI , J" ... , Jn son ajenos dos a dos. 
Corno A E (int'xJ} , int.XJ2 , .'" int'xJn }n' entonces V = (JI , h , .", Jn )n es una 
vecindad de A en Gn(X). De la misma manera que se demostró en el Lema 
5.3 , V = (JI , J" .. , Jn )n '" G(J¡) x G(J, ) x··· x G(Jn). Como, G(J; ) es una 
2-celda, para cada i E (l , 2, ... , n) (véase el Lema 3.3), entonces V es una 
2n-celda y .4 E V. Por lo tanto A E Cn(X ). O 
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Lema 5.9 Sean X E:l) Y n E N. Sea 

Pn = {A E Cn(X): AnR(X) = 0 y AnE, (X ) = 0). 

Entonces dim(Pn ) ::; 2n. 

D emostración. Probaremos este lema por inducción. Primero supon­
gamos que n = 1. Dado A E PI , existe un arco J de X tal que A e intx (J). 
Ahora (int,x (J )) e (J) = C(J ), de donde C(J) es una vecindad de A 
en C(X). Como C(J) es una 2-celda, entonces dimA (C(X )) ::; 2 (una d .. 
mostración de tal afirmación, es semejante a la demostración que dimos en 
el Lema 5.6). Por lo tanto dim(P ,) ::; 2. 

Ahora supongamos que n ~ 2 Y que el lema es cierto para n - L 
Nótese que: 

Pn- , = {A E Cn_,(X): A n R (X ) = 0 y A n E, (X ) = 0) e Pn e Cn(X) , 

y 'Pn_1 = 'Pn nCn_J (X ) es cerrado en 'Pn. Por hipótesis inductiva dim(Pn_¡} 
::; 2(n - 1). Además tenemos que Pn = Pn-, U M n( X ) (M n( X ) definido en 
el Lema 5.8). Por el Lema 5.8, Mn (X ) e .cn( X ), entonces (por el Lema 5.6) 
dim(Mn (X )) ::; 2n. Por el corolario 1, página 32 de [26], dim(Pn) ::; 2n. o 

Veamos el concepto de separación. 

Definición 5.10 Sean X un continuo, A , B Y e E 2x . Diremos que e se­
para A y B en X, si X -C = PUR con A e P y Be R donde r.l(p)nR = 
r.l(R) n P = 0 (véase sección 1.9). 
En particular, diremos que e separo a X , si X - e es disconexo. 
Paro. denol.ar qu.e e separo. A y B en X , e.,crl.biremo8 X - e = P I R (';011. 

AcPyBcR. 

Lema 5.11 Sean X E :l) Y n 2: 3. Sea A E Cn_,(X) - C(X) tal que A n 
R (X ) = 0 y A n E, (X ) = 0. Entonces existe una vecindad V de A en Cn(X) 
tal que cada vecindad ceT7'llda N de A en Cn(X) que satisface que N e v, 
es separada por un conjunto ceT7'lldo S (en Cn(X)) tal que para cada T E S , 
T n E, (X ) = 0, S e Cn_, (X ) y dim(S )::; 2(n -1). 
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Demostración. Sean Al , A2, ... , Am las componentes de A, donde 2 ::; 
m < n. Por lo tanto para cada i E {l , 2, "', m} , A;nR(X) = 0 y A;nE, (X) = 
o (cada Ai es un arco o un conjunto con un punto). Sean J}, J2, ... , Jm arcos 
ajenos dos a dos de X tales que, A; e int.x (J;), para cada i E {l, 2, ... , m} , y 
(J, uJ,u··· U Jm )nR(X ) = 0 (esto implica que (J, UJ,U··· U Jm)nE, (X ) = 
0). Sea V = (J" J" ... , Jm )., entonces V es una vecindad de A en C.(X). Por 
la definición de V, para cada T E V, Tn E, (X ) = 0. Sea N una vecindad 
cerrada de A en C.(X) tal que N e V. Definimos: 

n = {M E N: M n J, tiene al menos dos componentes} y 

Q = {M E N: M n (J, U··· U Jm ) tiene al menos n - 1 componentes} . 

Afirmarnos que n y Q son abiertos en N. Demostremos que n es abierto 
en N. la demostración de que Q es abierto en N es similar . Supongamos que 
Al E n y .lI11, fI![2 , ... , M, son las componentes de M , donde al menos M I y 
./1,12 están contenidos en JI y las componentes restantes están en uJ, . Sean 
TI. T',l . ... , T, arcos ajenos dos a dos de X tales que, Alh e int.x(Tk ), para 
cada k E {!, 2, ... , s} , además T, y T, están contenidos en J, y UT. e UJ;. 
Sea K. = (intT¡ , int.T2, .. , intT,)", un abierto en C,, (X ), entonces K. nN es un 
abierto en N que contiene a !v! y está contenido en n. 

Veamos que n ~ 0 y Q ~ 0. Si escogemos un punto p E J, - A, tal que 
p es suficientemente cercano a A" entonces A, U {p} E N y (A, U (p} ) n 
JI t,icnc dos componentes, así n -=F 0. Ahora escogemos diferentes puntos 
q",+l· .... qn en J2 - A2 tal que los puntos q¡ están suficientemente cercanos a 
A" entonces A U {qm+', ... , q.} E N y (A U {qm+', ... , q.})n (J, U··· U Jm) 
t. iene al menos n - 1 componentes (aquí es donde usamos que n ;:: 3 puesto 
que A U {ql7l+¡ , ... , q,,} tiene al menos 3 componentes, es decir A¡ , A2 Y {Q3}), 
as! Q ~ 0. Notar que si M E n n Q entonces M contiene al menos n + 1 
componentes, lo cual es una contradicción, ya que n n Q e C,,( X ). Por lo 
cual hemos demostrado que n n Q = 0. En resumen, n y Q son subconjuntos 
no vacíos, abiertos y ajenos de N. Sea S = N - (n U Q) (es cerrado en N y 
como N es cerrado, entonces S es cerrado en C,,(X)). Es decir , el conjunto 
S es, 

S=N- (n u Q) = 

= {1\1 E N: M tiene exactamente una componente en JI y 

M n (J, U··· U Jm ) tiene a lo más n - 2 componentes}. 
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De "'lul S = N - (nu Q) e C._¡ (X ). Observar que si M E S e N e v, 
entonces M n R(X ) = 0 y M n E¡ (X) = 0. Asl que 

S e (M E C._¡(X); M n R(X ) = 0 y M n E¡ (X ) = 0). 

Por el Lema 5.9, dim(S ) S; 2(n -1 ). Por la definición de S , N -S = n uQ, 
es decir N es separado por un subconjunto cerrado S (de Cn(X)) contenido 
en C._¡ (X ) tal que dim(S ) S; 2(n - 1). o 

Para X E 1) Y n ~ 3, demostremos que los elementos de .e.(X ) son los 
que tienen, exactamente n componentes, no tienen puntos de ramificación y 
no intersectan a E¡ (X ). 

Lema 5.12 Sea X E 1) Y n ~ 3. Sea M.(X ) el ronjunto definido en el 
Lema 5.8. Entonces M. (X) = .e.(X). 

D emostración. Por el Lema 5.8 sólo necesitamos demostrar que .cn(X) e 
M.(X ). Tomemos A E .e.(X ), entonces existe una vecindad U de A en 
C.( X ) tales que U es una 2n-celda. Por el Corolario 5.7, A n E¡(X) = 0 y 
A n R (X ) = 0. Necesitamos demostrar que A ~ C._¡ (X ). Supongamos lo 
contrario que A E C._¡(X). Como A E int'cn(X¡(U) , existe el > O tal que 
Bc.(x¡(A ,el) e U , por lo tanto existe un elemento Ao E C._¡(X) - C(X) 
tal que Ao E Bc.(x¡(A , el) e intc.(X¡(U ), Ao n R (X ) = 0 y Ao n E¡ (X ) = 0. 
Como Ao E C._¡(X) - C( X ), por el Lema 5.11, existe una vecindad V de Ao 
en Cr¡(X), que cumple la condición mencionada en ese Lema. Por el Teorema 
1.42, existe una vecindad cerrada N de Ao en C.(X) tal que N e U n v 
y N es una 2n-celda (recordar que U es una 2n-celda). Por la elección de 
V, la 2n·celda N es separada por un subconjunto cerrado S de N tal que 
dim(S ) S; 2(n - 1). Esto contradice el siguiente resultado; La k-celda ¡k no 
puede ser separada por un subconjunto de dimensión menor o igual a k - 2 
(La demostración de este resultado se puede ver en [26 , Corolario 2, del Teo­
rema ¡VA]). Asf que A ~ Cn _¡ (X ). En conclusión , tenemo, que A E M,, (X ). 
Esto termina la prueba del Lema. o 

Definición 5.13 Sean X E 1) Y A E C(X) tales que A n R(X) = 0 y 
A n El (X ) = 0. Sea U un subconjunto abierto y conexo de X tal qu.e A e u 
y Un R(X ) = 0. Tomemos, > O tal que N(" A ) e U. Sea M E Bc.(x¡(A, ,)n 
(C.( X )-C._¡(X )), por lo tanto M e N(" A ). Diremos que las componentes 
de N(" A ) - M están uniformemente distribuidas en N(" A) si: 
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i) [aoS' componentes de N(t. , A) - M tienen el mismo diámetro; 
y 
ii) L/J .. 'j componentes de /111 tienen el mismo diámetro. 

Observación 5.14 En relaci6n a la Definici6n 5.13, obse11Jemos lo siguien­
te: sea M E Bc,,(x )(A, 'In (C,,(X ) - C,,_I (X )). Sin pérdida de generalidad, 
pmk'11WS ~'Upone7· Que N(f, A) es un intervalo abierto de longitud r , contenido 
en un intervalo cerrado, en lit Supongamos que las componentes de N(t., A)­
M están "niformemente distribuidas en N(" A). Sean 1 = diámetro de cada 
compunente de .M, Ó = diámetro de cada componente de N (é, A) - M (con 
6 < ~ ) . Entonces la n-ada (l , l, ... , l) satisface la siguiente ecuaci6n Xl + x2 + 
... + In + (n + 1)6 = r. Por tanto l = r (n+l }6. 

" 

Veamos que cualquier elemento, L E Bc.IX)(A , ,)n (C,,(X) - C,,_I(X)) , 
tal que las componentes de N (" A)-L tienen el mismo diámetro igual aó, con 
c5 < 3~ ' puede unirse mediante un arco, a otro elemento, M, de BCn{X)(A, t.)n 
(C,, (X ) -C,,_l (X )), tal que las componentes de N (" A) - M están uniforme­
mente distribuidas en N(t. , A). 

Lema 5.15 Sean X E :D Y A E C(X) tales que An R(X) = 0 y A n 
El (X ) = 0. Sea U un subconjunto abierto y conexo de X tal que A e U y 
un R(X ) = 0. Tomemos, > O tal que N(" A) e U. Sea L E BC.Ix)(A, 'In 
(C,,(X ) - C"_ I(X )) . Supongamos que las componentes de N(" A) - L tienen 
el mi.smo diámetro igual a Ó, con Ó < 3~' Entonces existe M E BCn(x)(A, f)n 
(C,, (X ) - C,, _l (X )) tal que las componentes de N(" A) - M están uniforme­
mente distribuidas en N(f, A) Y tienen el mismo diámetro igual a ó. Además 
e:<iste un arco a de L a M tal que" e Bc.(x )(A, 'In (C,,(X) - C,,_I(X)). 

D e mostración. Sin perder generalidad, podemos suponer que N(t., A) 
e.<3 un interva.lo a.bierto de longitud r , contenido en un intervalo cerrado, 
en lit Supongamos que las componentes de N(f , A) - L tienen el mismo 
diámetro igual a Ó. Sean L l , L" ... , L" las componentes de L, li = diám(Li ) 

para i E {1 , 2, ... , n} y 1 = ,-1:+1)' (como lo definimos en la observación 5.14). 
Tomarnos dos puntos en IR" , p = (1,1, .. . , 1) Y q = (11,1" ... , l,, ) . Llamemos fj a 
la Hnea recta, en IR" que pasa por los puntos p y q, y [q,p] al segmento de la 
línea recta. i) que tiene por extremos a p y a Q. Las coordenadas de cualquier 
punto de la línea rectaS) satisfacen la ecuación, Xl +X2+·· ·+xn+(n+ l )ó = r. 

83 



Definimos er : !q,pl ~ Bc.(x)(A,<) n (Cn(X ) - Cn_I(X)) e Cn(X) de la 
siguiente manera: sea (SI, 82, ... , 8R ) E [q,p] , O' (SI, 82 •.. " 8R ) = Z = ZI U Z2 U 

.,. U Zn , donde las componentes ZI. Z2 , ... , Zn están contenidas en N(f , A) Y 
Si = diám(Z,) para i E {l , 2, ... , n}. Las coordenadas del punto (SI, S2, ... , Sn) 

satisfacen la ecuación XI + X2 + ... + In + (n + 1)6 = r. Además, las com­
ponentes ZI. Z2 . "0' Zn de Z, las consideramos dentro de N(f, A ), en el orden 
que tienen los subíndices, de la siguiente manera: primero construimos, en 
N(i, A) , un intervalo abierto de longitud igual a 6, en seguida construimos 
un intervalo cerrado de longitud igual a s} (la componente ZI). Pegado a este 
intervalo, construimos un intervalo abierto de longitud igual a Ó, en segui­
da construimos otro intervalo cerrado de longitud igual a 82 (la componente 
Z2) y así sucesivamente. La unión de estos intervalos abiertos y cerrados es 
N«,A). Las componentes de Z y los conjuntos de N«, A) - Z, los consi­
deramos, dentro de N(t:, A) , en el orden y sólo en ese orden, que tienen sus 
diámetros, en la siguiente suma (en este caso consideramos dicha suma, sin 
conmutar ningún elemento); 6 + s} + 6 + S2 + 6 + ... + 6 + Sn + 6 = T. Ob­
servemos que existe una correspondencia única, entre las n componentes de 
Z, enN«, A), y las n coordenadas del punto (slo S2, ... , Sn) de !q, pi , las cu.les 
satisfacen la ecuación Xl + X2 + ... + Xn + (n + 1)6 = T. 

Sea M E Bc.(x¡(A ,<) n (Cn (X) - Cn_I(X)) tal que sus componentes 
MI , M 2 , "., Mn tengan el mismo diámetro 1 (véase la Observación 5.14). Tam­
bién tenemos, que las componentes de N(t:, A) - M tienen el mismo diámetro 
igual a Ó. Por tanto las componentes de N(f., A) - /11 están uniformemente 
distribuidas en N«, A ). Por l. definición de er, er(p) = /vI Y o(q) = L. Ob­
servemos que o(\q, pi) está contenido en Bc.(x)(A, <) n (Cn(X ) - Cn _ 1 (X )), 
y O' es inyectiva. 

Demostremos que O' es continua. Tomemos una sucesión {t.dkEN en [q,p] 
tal que lím t, = t, donde t E !q,pj. Sea er(t) = T. A cada tk lo escribimos 

, (k) (k) (k» ) d ., en la lorma tk = ti ,t2 , ... , tn para ca a k E 1'1. Entonces, para cada 

i E {l , ... , n}, Ifm tik
) = ti. De aquf t = (tI , t2 , ... , tn ). Sean TY) y Ti intervalos 

cerrados en N«, A), tales que tl') = diám(T;('») y t. = diám(T,) para i E 
{l , 2, ... , n} y k E N, respectivamente. Además TI U T2 U ... U Tn = T Y 
Tk = T¡(k) U T? l U ... U T~k) para cada k E N. Por la distribución de las 

componentes de Tk y de T en N(f., A), Y que lím dk
) = t. se tiene, que 

las sucesiónes formadas por los extremos de cada arco T?) (para k E N), 
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convergen a los extremos de cada arco 7j. Así que lírnT?) = Ti para cada 
i E {! , 2, ... , n}. Usando el Teorema 1.25 e inducción matemática, obtene-

() (
k ) -Ik) ( ' ) Un (' ) Un T. mos que: lfma t. =llm TI Ul i U··· U Tn ) = lfmT, = i = 

¡:el i_l 

a(t l • t" ... , tn) = a(t) (conservando el orden en la unión). Por tanto, a es 
continua. De donde a ([q,p)) '" [q,p[. En conclusión tenemos, que a( [q,p)) es 
un arco contenido en Bc"(x¡(A, , ) n (Cn(X ) - Cn_I (X )), cuyos extremos son 
a (p) = Al Y 0('1) = L. o 

Ahora, veamos que cualquier elemento, M , de Bc" (x )(A , ,)n (Cn( X) -
Cn_I(X)) tal que las componentes de N("A) - M están uniformemente 
distribuidas en N(e , A) y tienen el mismo diámetro igual a Ó, con Ó < 
3:\ ' puede unirse mediante un arco, a otro elemento, S, de BCn(X)(A, f)n 
(C,, (X ) - Cn _ 1 (X )), tal que las componentes de N(" A ) - S están uniforme­
mente distribuidas en N(f,A) y tienen el mismo diámetro igual a 3~· 

Lema 5.16 Sean X E l) Y A E C (X) tal que An R(X ) = 0 y AnEI (X ) = 0. 
Sea U un subconjunto abierto y conexo de X tal que A e U y Un R(X) = 0. 
Tomemos, > O tal que N(" A) e U. Sea !vi E Bc.(x ¡(A, ,)n (Cn( X ) -
Cn_I(X)). Supongamos que las componentes de N("A) - M están uni­
formemente distribuidas en N(" A ) Y tienen el mismo diámetro igual a ó, 
cor. Ó < 3~' Entonces existe S E Bc.(x¡( A, , )n (Cn (X) - Cn_I(X)) con la 
pmpiedad de qu.e las componentes de N (f , A ) - S están uniformemente dis· 
tribuidas en N (f 1 A ) Y tienen el mismo diámetro igual a 3~. Además existe 
un arco a de NI a S tal que a e Bc"(x¡(A, , ) n (Cn(X) - Cn_I (X)). 

Demostración. Sin perder generalidad, podemos suponer que N(f, A) 
es un intervalo abierto de longitud T, contenido en un intervalo cerrado en 
JR. Supongamos que las componentes de N(f, A) - M están uniformemente 
distribuidas en N(f, A) y tienen el mismo diámetro igual a 6, con 6 < 3~. Sea 
Iv! = IvII U A'I 2 U··· U Mn , donde sus componentes MI, NI2, ... , Mn , están con­
tenidas en N(f.., A) , Y tienen el mismo diámetro l = r (:+1)6. Ahora tomemos 
S = SI U S2 U·· . uSn, donde sus componentes SI , S2 , ... , Sn, están contenidas 
en N(f, A), Y tienen el mismo diámetro m = 3nr~~2+1)(. Las coordenadas 
de los puntos en IRn+1 , p = (l, l , ... ,l, 6) Y q = (m, m, ... , m, 3~) satisfacen la 
ecuación X I + X2 + ... + Xn + (n + l )xn+1 = T, en donde XI = X2 = ... = X n· 
Llamemos Sj a la línea recta, en JRn+1 que pasa por los puntos p y q, y 
[q. p[ al segmento de la línea recta Si que tiene por extremos a p y q. Defi­
nirnos a : [q, pi ~ Cn (X) de la siguiente manera, sea (s, s, ... , s, 11) E [q,pl, 
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(] (s, s, ... , s, ld = Z = ZI U Z2 U ... U Zn, donde Z tiene como compo­
nentes a ZI, Z2 , ... , Zn , contenidas en N(€ , A), Y tienen el mismo diámetro 
s = diám(Zi), para i E {l , 2, .. . , n } ,y ó S; l¡ S; 3~' Las coordenadas del punto 
(s, s, ... , s, i¡) satisfacen la ecuación X¡ +X2+ ' . ·+ xn+(n+ l )xn+¡ = T. Además 
las componentes Z¡, Z2 , ... , Zn de Z, las consideramos dentro de N{€ , A), en el 
orden que tienen los subíndices, de la siguiente manera: primero construimos, 
en N(€, A) un intervalo abierto de longitud igual a l¡, enseguida construimos 
un intervalo cerrado de longitud igual a s (la componente ZI). Pegado a este 
intervalo, construimos un intervalo abierto de longitud igual a ll , en segui­
da construimos otro intervalo cerrado de longitud igual a s (la componente 
Z2) y así sucesivamente. La unión de estos intervalos abiertos y cerrados es 
N(" A ). Las componentes de Z y los conjuntos de N(" A) - Z , los consi­
deramos, dentro de N(€, A), en el orden y sólo en ese orden, que tienen sus 
diámetros, en la siguiente suma (en este caso consideramos dicha suma, sin 
conmutar ningun elemento); l¡ + SI + II + 82 + II + ... + 11 + Sn + l¡ = T. 

Por la definición de <J, <J(p) = S Y <J(q) = M. Observemos que, <J ([q,p]) 
está contenido en Bc.(x)(A,,) n (C.( X ) - C._¡(X)), y <J es inyeetiva. La 
demostración de que (] es continua, es similar a la demostración que dimos 
en el Lema 5.15. Por tanto <J ([q,p]) '" [q,p]. En conclusión tenemos, que 
<J([q,p]) es un arco contenido en Bc.(x)( A, , ) n (C.( X ) - C._¡(X )), cuyos 
extremos son <J(p) = S y <J(q) = M. o 

La demostración del siguiente lema, es totalmente similar a las demostra­
ciones de los Lemas 5.15 y 5.16. Por esta razón la omitimos. 

Lema 5.17 Sean X E n y A E C(X ) tal que An R(X ) = 0 y AnE¡ (X ) = 0. 
Sea U un su.beonjunto abierto y conexo de X tal que A e U y un R(X) = 0. 
Tomemos o > O tal que N(o, A ) e U. Sea K E Bc.,(x)(A, ,)n (C.( X ) -
C._¡(X)). Entonces .:risto L E Bc.,(x)(A,,)n (C,,( X ) - C,,_¡(X)) , talqw: 
las componentes de N(€ , A) - L tienen el mismo diámetro igual a Ó. Además 
existe un arco" de K a L tal que" e Bc., (x )(A, ,) n (C.( X ) - C,,_¡ (X )). 

Definición 5.18 Dada X E n , definimos 

{

A E C.(X) : A i e .(X) y A tiene una base local {3 de } 
r .(X) = abiertos de C.(X ) tales que paro cada ti E {3, dim ti S; . 

2n y ti n e .(X) es arcoconexo. 
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Observemos que, los elementos de r n(X) están definidos mediante pro­
piedades topológicas. Los lemas anteriores nos ayudarán a demostrar que 
los elementos de r n(X) son conexos, no tiene puntos de ramificación y no 
intersectan al conjunto E1(X ). 

Lema 5.19 Sea X E j) Y n ~ 3. Entonces 

r,, (X ) = {A E C,,(X): A es conexo, A n R(X ) = 0 y A n E¡(X) = 0). 

Demostración. Sea A E rn (X). Por el Lema 5.3, A n R(X) = 0 y 
por el Lellla 5.1, A n E¡ (X ) = 0. Demostraremos que A es conexo. Supon­
gamos lo contrario que A rt C(X). Como A E r n(X), entonces A rt .e,,(X) 
y por el Lema 5.12, A rt M n(X) , así que A E C,,_¡(X) - C(X). Sea V 
una vecindad de A en Cn(X) que cumple la propiedad mencionada en el 
Lema 5.11. Puesto que A E r ,,(X) existe una vecindad abierta N de A en 
Cn(X) tal que dim(N) ~ 2n, N n .en(X) es arco conexo, cada elemento 
T E N tiene la propiedad de que T n R(X) = 0, T n E¡ (X) = 0 y podemos 
suponer que d c.(x)(N) e V (ya que Cn(X) es regular) . Por la elección 
de V, d c.(x)(N) puede ser separada por un conjunto cerrado S contenido 
en Cn_,(X). Entonces existen subconjuntos abiertos, ajenos, no vacíos 'H. y 
IC de el c.(x)(N) tales que el c.(x)(N) - S = 'H U IC. Entonces 'H n N y 
IC n N son subconjuntos abiertos, no vacíos de C,,(X). Esto es porque, si 
'H = Un d c.(x )(N) (para U abierto en Cn(X)), entonces 'H nN = U n el 
c., (X) (N) n N = U n N (de la misma manera se demuestra que IC n N es un 
subconjunto abierto de Cn(X)). Por [40, Teorema 3.3], Cn(X) - Cn_¡(X) es 
denso en C,,(X). Entonces existen elementos E E 'HnNn (C,,(X)-C,,_¡( X )) 
.Y F E ICnNn(C,,(X)-Cn-1(X)), Entonces E , FE M ,,(X)nN = .en(X)nN 
(vé>L'c la definición de M ,,(X) en el Lema 5.8), puesto que .e,,(X) n N es 
arco conexo, existe un subarco a en Ln(X ) n N que une E con F. Por la 
elección de S, existe un, elemento Z E a n S (de lo contrario el' e 7í. u K., 10 
cual es una contradicción porque Q' es conexo). Puesto que Z E a e Ln(X) = 

M,,(X ), Z rt C,,_¡(X). Esto no es posible puesto que Z E S e Cn_¡(X). 
Esta contradicción demuestra que A es conexo. 

Ahora demostremos la otra inclusión. Tornemos A E Cn{X) tal que A es 
conexo, .4 n R(X) = 0 y A n E¡ (X) = 0. Puesto que A E C(X) e C,,_¡(X), 
A rt M,, (X ) = .e,,(X). Ya que A n R(X) = 0, An E¡ (X ) = 0 y A es conexo 
(A es un conjunto con un punto o es un arcoL entonces existe un subconjunto 
U abierto y conexo de X (contenido en un arco de X) tales que A e U y 
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u n R(X) ~ 0. Por lo tanto U n El (X) ~ 0. Ya que si U n El (X ) f 0, como 
EI (X ) ~ {po p es un punto I1-esencial} (véase el Teorema 2.32), tendríamos 
que un R(X ) f 0, lo cual es falso. Sea 

l' ~ (Bc" IX)(A , €) e Cn(X): N(€, A) e U}. 

Por el Teorema 1.11, l' f 0. Sea Y ~ BC" lx )(A , €) E 1'. Entonces y e Pn· 
Para ver esto, sea Z E y, Z e N( E, A) e U. De aquí que Z n R(X ) ~ 0 
y Z n El (X ) ~ 0, por la definición de Pn en el Lema 5.9, Z E Pn . Por el 
Lema 5.9 dim(9 ) :s 2n . Notar que y n Ln(X ) ~ y n M n(X ) ~ y n (Cn (X ) ­
Cn- 1 (X)), vamos a demostrar que tal intersección es arco-conexo. 

Dado K E y n Ln(X ) ~ y n (Cn (X ) - Cn_I (X )), por el Lema 5.17 
existe un cerrado L en y n (Cn (X ) - Cn- I (X )). con la propiedad de que cada 
componente de N(E, A)- L tiene el mismo diámetro ó (con ó < 3~) Y existe un 
arco" de K en L, t al que a e y n (Cn(X ) - Cn_1 (X )). Ahora en el siguiente 
paso, utilizamos el Lema 5.15. Podemos conectar L, con un arco 'Y contenido 
en y n (Cn(X ) - Cn_I (X )), a un elemento M tal que cada componente de 
N(E, A) - M tiene el mismo diámetro ó y están uniformemente distribuidos 
en N(€, A). Finalmente (como en el Lema 5.16) M es conectado por un arco 
" contenido en y n (Cn (X ) - Cn_I(X )), a un elemento S con la propiedad 
de que cada componente de N (€, A) - S, tiene el mismo diámetro igual a 3~ 
y ellos están uniformemente distribuidos en N(f , A). En conclusión K y S 
son conectados por un arco W : 1 -+ Cn (X ) donde, 

SiO:st:S~ 
si!<t<-.;¡- -3 
SI3$t$1. { 

a(3t}, 
W(t) ~ ,(3t - 1), 

,,(3t - 2), 

La función W, es continua y su imagen está contenida en 9 n (Cn (X ) -
Cn- I (X )). Si T es otro elemento de y n Ln(X) , de la misma manera T y S 
se conectan con un arco en g n .cn(X), por lo tanto K y T se conectan con 
un arco en 9 n Ln(X ). De donde concluimos que g n Ln (X ) es arco conexo. 
Así que A E r n(X ). o 

5.3. Teorema principal en Cn(X) 

Ahora demostremos que la familia 1)- está Cn-determinada, para n E 
N - (2) 

88 



Teorema 5.20 Sean X, y E 11' , n E N-{2}. SiC,,(X ) '" C,,(Y), entonces 
X '" Y. 

Demostración. Sea n = 1, si X , Y E ::O , el resultado, es consecuencia 
del TP.Orr.11l~ 3.13. Si X '" 1 Y Y es un continuo tal que C(X ) '" C(Y), por 
12, Temellla 6~1 , Y es un arco o una curva cerrada simple. Ya que Y E ::O. , 
t.(memos (¡11f' X :::::: Y. 

Supongamos que n ~ 3. Si X '" 1, por [301. el arco 1 tiene hiperespa­
cio único C,,(l). Supongamos que X y Y E :D , podemos definir .c,,(X) = 
M,, (X ), f,, (X ), .c,,(Y) = M ,,(Y) Y f ,,(Y) como lo hicimos en los Lemas 
ant.eriores. 

Sea h : C,,(X ) ~ C,,(Y) un homeomorfismo. Observar que h(.c,,(X)) = 
.c,,(Y). Si A E f ,,(X), A ~ .c,,(X ), entonces h(A) ~ .c,, (Y ). Ya que la dimen­
sión y la arco-conexidad se conservan bajo homeomorfismos, por la definición 
de f ,,(X ) y f ,,(Y ), h(A) E f,, (Y ). Puesto que h es un homeomorfismo, con­
cluimos que h(f ,,(X)) = f,, (Y ). Por el Lema 5.19 

f ,,(X ) = {A E C,,(X): A es conexo, A n R(X ) = 0 y A n E, (X ) = 0}. 

Observemos que f ,,(X ) e C(X ). Ahora definamos el siguiente conjunto: 

¡¡,, (X ) = {A E f,, (X ): existe una 2-celda V en f,, (X) tal 

que A E int-c¡x )(V) n OC(X)(V)}. 

(véase acex )(V) en la Definición 3.1). Para este conjunto tenemos que ¡¡,, (X) 
= ¡¡(X ) (el conjunto ¡¡(X) se definio despues del Lema 3.2). Por el Lema 3.8 

¡¡,, (X ) = ¡¡(X) = {{p} E C(X): p E X - (R(X ) U E,(X))} U 
U{ a E C(X ): a es un subarca de X - R(X) el cual tiene como un pun­

to extremo a un elemento de E,(X)}. 

Notemos que dC(x )(¡¡,,(X )) = dC(x)(¡¡(X )) = dc.ex )(¡¡(X)) n C(X) = 
dc.ex )(¡¡(X)), porque C(X) es cerrado en C,,(X) y ¡¡(X) e C(X). Como se 
demostró en el Teorema 3.11 d C(x )(¡¡ (X )) '" X. Ya que d c. ex )(¡¡,, (X )) = 
drex)(¡¡,,(X)) = dC(x)(¡¡(X)) , tenemos que dc. ¡x )(¡¡,, (X )) '" X. De ma­
nera similar dc. ey)(¡¡,,(Y )) = dC(y)(¡¡(Y )) '" Y. Supongamos que A E 
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íln (X ) e r n(X). Como h(r n(X )) = r n(Y), se tiene que h(A) E r n(Y) y as! 
h(A) E íln(Y). Es decir h(íln( X )) = íln (Y) , entonces h(dc.(x)(íln(X))) = 
dc .. (y¡(nn(Y)). De aquí obtenemos los siguientes horneomorfismos: 

X'" dc.(X)( íln(X)) '" dc.(y) (íln(Y)) '" y. o 

Ahora demostremos que el Teorema 5.20 también es válido cuando X E 1) 

Y Y es cualquier dendrita. Para llegar a este teorema, demostremos antes 
algunos resultados. 

En [48, Teorema 2.11] se demostró el siguiente resultado: sea X un den­
droide suave en p, A E C(p, X ), entonces A contiene un punto esencial, si 
y sólo si dim(Bc. (x )(A , <)) = 00 para todo, > O. En el t.eorema que sigue 
obtenemos un resultado similar para X en la familia 1) y A en Cn(X), con 
n E 1\1. 

Teorem a 5.21 Sean X E 1) , n E 1\1 Y A E Cn(X). Entonces A n E¡ (X ) f 0 
(A tienen puntos esenciales) si y sólo si, para toda, > O, dim( Be. (X ) (A, ,)) = 
oo. 

Demostr ación . Supongamos que A E Cn (X ) y que A n E¡ (X ) f 0, el 
teorema se sigue de la Proposición 5.1. Demostremos el recíproco: supon­
gamos que A n E1 (X ) = 0 (A no tiene puntos esenciales). Por el Teorema 
2.33 , cada componente de A es un árbol. Entonces existe una gráfica finita 
G E C(X ) tal que A e intx(G) y G n E¡ (X ) = 0. Por el Teorema 1.11 , 
existe, > O tal que N(" A) e intx (G). Se infiere que Bc,, ¡x)(A , ,) e Cn(G), 
ya que si M E Bc.(x )(A, ,), se implica que Hc.(x)(M, A) < " por lo 
cual M e N(" A) e intx(G) e G de donde M E Cn (G). De todo es­
to obtenemos que Bc.(x)(A, ,) = BC.(G)( A, ,) es un abierto de Cn( X ) que 
contiene a A y está contenido en Cn(G). Además Cn(G) es un cerrado 
en Cn (X ). Del Teorema !.l , dim(Bc.(x)( A, , )) = dim(Bc.(G)(A, ,)). Como 
BC.(G)( A, ,) e Cn(G), se tiene que dim(Bc.(G)(A, ,)) :S dim(Cn(G)) . Por 
[41 , Teorema 5.1[ dim(Cn(G)) < 00, entonces dim(Bc,,(x )(A , ,)) < 00 (en 
particular dimA (Cn(X )) < 00). o 

Del Corolario 5.2 y de la demostración del Teorema 5.21 , obtenemos el 
siguiente resultado. 

Corolario 5.22 Sean X E 1) , n E 1\1 y A E Cn(X). Entonces AnE,(X ) = 0 
(A no tienen puntos esenciales) si y sólo si dimA (Cn(X)) < oo. 
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Ahora damos una generalización del Teorema 2.35. 

Teorema 5.23 Sean X una dendrita y n E N. Entonces X E 1) o X '" J si 
y sólo si para cualquier Z E Cn(X) existe una sucesión {A.}.eN en Cn(X) 
que converge a Z y dimA,(Cn( X )) < 00, para cada s E N. 

D emostración. Supongamos que X E ~ o X :::::: l . Para el caso en 
que X :::::: 1 la implicación es inmediata, porque por [4 1, Corolario 5.3], 
dim(Cn([O, ID) = 2n. Supongamos que X E 1) Y sea Z E Cn(X) tal que 
Z = Z¡ U Z2U" . U Zk, en donde Zl , Z2 , .. . , Zk son lascomponentes de Z. Por 
el Teorema 2.35, para cada Zi, con 1 :S i :S k, existe una sucesión {A!},EN 
en C(X) , la cual converge a Z, y dimA' (C (X )) < 00, para cada s E N. Por lo 
tanto, por el Teorema 2.22 A:nE¡(X ) '= 0 (A no contiene puntos esenciales), 
para cada s E N. Sea A, = A!U A;U··· U A:, entonces {A' }'EN es unasuce­
sión en Cn(X) que converge a Z y A, n E¡(X ) = 0. Por el Corolario 5.22, 
dimA,(Cn(X)) < 00, para cada s E N. Ahora demostremos la implicación 
inversa. Supongamos que X ~ 1) y X t- J, se implica que X es una dendrita 
cuyo conjunto de puntos extremos, E(X), no es cerrado. De donde por el 
Teorema 2.28, X contiene un subespacio, Y, el cual es homeomorfo a W o a 
F.., (las definiciónes, de W y de. Fr..J ' se dieron en las secciones 2.3 y 2.7, respec· 
tivamente). Primero, sin perder generalidad, supongamos que Y = W e X . 
Utilizaremos los siguientes puntos estratégicos de W ; c = (- 1, O) , t = (O, O) 
Y b¡ = (1, O) E IR' . Thmemos Z = Z¡ U Z, U,,· U Zn en donde Z¡ , Z" ... , Zn 
son subcont.inuos disjuntos dos a dos, no vacíos y Z¡ = [s, TI e [e, b¡l. Para 
el subcontinuo Z¡, por el Lema 2.35, no existe ninguna sucesión {Tj}jEN en 
C(X) que converge a Z¡ y dimr,(G(X )) < 00, para todo j E N. En conse­
cuencia no existe ninguna sucesión {A!}'EN en Cn(X) que converge a Z y 
dim.1,(Gn(X )) < 00 , para toda s E N. Si suponernos que Y = F. e X. la 
demostración es similar . o 

Finalmente, demostremos una generalización del Teorema 5.20. 

Teorema 5.24 Sean X E 1)' , Y una dendrita y n E N - {2}. Si Gn(X) '" 
Cn(Y) entonces X '" Y. 

D emostración. Si X :::::: 1, por [30], el arco 1 tiene hiperespacio único 
Gn(J). excepto cuando n = 1, ya que C(J) '" G(S¡). Luego el Teorema 
es valido, porque SI no es una dendrita. Para el caso n = 1, si X E 'D 
este Lt.'Orerua es , el Teorema 3.18. Supongamos que n ~ 3. Ahora sean X E 
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1), h : Gn(X) ~ Gn(y) un homeomorfismo y Z E Gn(Y), entonces existe 
L E Gn(X) tal que h(L) = Z. Por el Teorema 5.23, existe una sucesión 
{A' }'EN en Gn(X) que converge a L y dimA,(Gn(X )) < 00, para cada s E N. 
Se deduce que {h(A s )}.'IIEN es una sucesión en Cn(Y) que converge a Z y 
dimh(A, )(Gn(Y)) < 00, para cada s E N. Por lo cual Y E 1) o Y '" 1, pero 
por el Corolario 5.4 Gn(X) '" Gn(I), de aquí obtenemos que Y E 1). Por 
consiguiente, del Teorema 5.20 concluimos que X :::::: Y. o 

Varios resultados acerca de las gráficas finitas, se pueden extender a "­
ciertas familias ll de dendritas. Veamos algunos ejemplos de esto: generalizan­
do un resultado de R. Duda ]18], G. Acosta, ]5], demostró que las gráficas 
finitas G, distintas del arco, tienen hiperespacio único C{ G). En esta tesis 
demostramos (Capítulo 3, Teorema 3.22), que las dendritas X cuyo conjun­
to de puntos extremos es cerrado y no es el arco, tienen hiperespacio único 
G(X). A. Illanes demostró, en ]301 el siguiente Teorema: sea X una grá­
fica finita y Y un continuo tal que Cn( X ) es homeomorfo a Cn(Y) , para 
n ~ 3, entonces X y Y son homeornorfos. En el capítulo 5, Teorema 5.24, 
demostramos el siguiente resultado: sean X E 1) , Y una dendrita, n ;::: 3 Y 
Gn(X) '" Gn(y) entonces X '" Y. También, en este sent ido, E. Castañeda 
y A. Illanes demostraron que las gráficas finitas tienen hiperespacio único 
F,(X} y A. Illanes demostró que las dendritas X cuyo conjunto de puntos 
ordinarios es abierto, tienen hiperespacio único F2(X) [29]. Por estos resul­
tados considero interesante estudiar, que propiedades de la familia de las 
gráfica, finitas, se puede extender a una cierta subfamilia de dendritas. 
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Ahora damos una lista de preguntas. 

1) En el Teorema 3.19, dema5tramos el siguiente resultado: sean Y un 
<:untinuo localmente conexo y A E C(Y) tal que dimA(C(Y)) < oo. 
Entonre::i dim{¡.}(G(Y)) < 00 para <:ada. pEA. ¡,Es esto cierto aunque 
F 110 sea localmente conexo'! Es decir: sean Y un continuo, el cual no 
es localmente conexo, y A E C(Y). ¿Si dimAC(Y) < 00, entonces 
rliu'l¡'}(C(Y)) < 00 para cada p E A? 

2) EH el Teorema 4.8 se probó el siguiente resultado: sea L una dendrita 
tal que L ~ TI L no es un arco y supongamos para algun m E N, que 
L no tiene puntos de orden m. Entonces existe una dendrita Y tal que 
L '1- y y C(L) '" C(Y). Si L es una dendrita tal que L ~ 1) no es un 

arco y para cada n E N,-L tiene puntos de orden n ¿existe una dendrita 
y tal que L '1- y y C(L) '" C(Y)? 

3) En el Teorema 5.20 demostramos el siguiente resultado: sean X y Y 
E 1) U (l), n E N - (2) . Si C,,(X) '" C,,(Y), entonces X '" Y ¿Es 
cierto este resultado si n = 2? 

4) ¿Es el Teorema 5.25 verdadero si n = 2? 

5) ¿Tienen hiperespacio único Gn(X) los elementos X de la familia 1)? 
Es decir: sean X E 1) Y Y un continuo. ¿Si C,,(X) '" C,,(Y), entonces 

X ::::::: Y? ¿Es esto cierto para toda n E N? 

6) ¿Tienen hiperespacio único P,,(X) los elementos X de la familia 1)? 

Es decir: sean X E 1) Y Y un continuo. ¿Si P,, (X ) '" F.. (Y ), entonces 
.\" ::::::: Y? ¿Es esto cierto para toda n E N? 
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