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Introducciéon

El trabajo que presentamos pertenece a la rama de la Topologia cono-
cida como Teorfa de los Continuos. Dicha teorfa trata del estudio de las
propiedades topolégicas de espacios que son métricos, compactos, conexos
y no vacios. De hecho, a estos espacios se les llama continuos. Trabajamos,
en particular, con familias de subconjuntos especiales de un continuo X,
llamadas hiperespacios de X.

Consideraremos los hiperespacios:
2¥ = {A C X: A es cerrado y no vacio},

C(X)={Ae2X: Aes conexo},
y paran > 1

Cn(X) = {A €2¥: A tiene a lo mds n componentes} ,

F.(X) = {A € 2% A tiene a lo més n puntos}.

Notemos que C,(X) = C(X). Todos los hiperespacios anteriores los conside-
ramos con la métrica de Hausdorff que introducimos en la Definicién 1.12.

Es conocido que si dos continuos X y Y son homeomorfos, entonces
sus hiperespacios C(X) y C(Y) también son homeomorfos. El reciproco
de la afirmacién anterior no es cierto. Si, por ejemplo, I = [0,1] y S' =
{r € R*: |jz|| = 1}, entonces C(I) y C(S') son homeomorfos al disco uni-
tario B® = {x € R?: ||z|| € 1} . Asi pues, del hecho de que los hiperespacios
C(X)y C(Y) sean homeomorfos no tiene porqué deducirse que los continuos
X y Y son homeomorfos. Existen situaciones en las que s se deduce que X
y ¥ son homeomorfos y éstas son precisamente las que nos interesan en este
trabajo. Al respecto en 1978, S. B. Nadler, Jr. introdujo en [45, Definicién
0.61] la siguiente definicién: diremos que una familia I de continuos estd C-
determinada siempre que para cualesquiera dos elementos X y Y de I tales
que C(X) es homeomorfo a C(Y'), se tiene que X es homeomorfo a Y.

En su tesis Doctoral, G. Acosta introdujo la definicién de hiperespacio
unico C'(X) [2]: decimos que un continuo X tiene hiperespacio unico C(X)
(respectivamente Cn(X), Fn(X), 2%) si para cada continuo Y, del hecho de



que los hiperespacios C(X) (respectivamente C,(X), Fn(X), 2%) y C(Y)
(respectivamente Cn(Y), F,(Y), 2¥) sean homeomorfos se deduce que los
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continuos X y Y son homeomorfos.

Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene curvas
cerradas simples. Esto es, que no contiene subcontinuos homeomorfos a la
circunferencia unitaria S*.

En este trabajo resolvemos el problema del hiperespacio unico C(X) cuan-
do X es una dendrita. Ademds obtenemos resultados sobre hiperespacio tnico
en el caso de los hiperespacios C,,(X), para cualquier n > 2.

Diremos que una familia I'de continuos estd C-determinada (respecti-
vamente C,-determinada) siempre que para cualesquiera dos elementos X,
Y € T tales que C(X) (respectivamente C,(X)) es homeomorfo a C(Y)
(respectivamenteC,(Y)) se tiene que X es homeomorfo a Y.

Denotemos por © a la familia de las dendritas no homeomorfas al arco
[0,1] y cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado (véase su definicién,
en la seccién 2.7). Los principales resultados del presente trabajo son los
siguientes:

1) Los elementos de D tienen hiperespacio unico C(X).

2) Las dendritas que 1o estédn en D no tienen hiperespacio tinico C(X).
Por tanto, una dendrita X tiene hiperespacio tinico C(X) si y sélo si
X eD.

3) La familia © estd C,-determinada, para cada n € N — {2} . Esto es,
si X, Y €Dy C,(X) es homeomorfo a C,(Y'), para cualquier n €
N — {2} entonces X es homeomorfo a Y.

4) Los elementos de la familia D tienen hiperespacio tinico C,(X), con
respecto a dendritas, para cadan € N — {2}. Estoessi X € D, Y es
una dendrita, n € N — {2} y los hiperespacios Cy,(X) y C,(Y") son ho-
meomorfos, entonces los continuos X y Y también son homeomorfos.

El trabajo estd organizado en cinco capftulos. En el Capftulo 1 damos las
notaciones, definiciones, funciones y resultados de la Teorfa de los Continuos
e Hiperespacios que necesitamos para este trabajo. Indicamos las referencias
de los resultados que se presentan para el lector interesado en sus demostra-
ciones.



En el Capitulo 2 mencionamos resultados acerca de las dendritas que
utilizaremos en este trabajo. En este capitulo se introducen las dendritas Fi,
y W que caracterizan a las dendritas cuyo conjunto de puntos extremos es
cerrado. Definimos la familia © y demostramos una serie de propiedades que
posee. :

En el Capitulo 3 demostramos teoremas preliminares para los resultados
principales y demostramos, en el Teorema 3.22, que cada elemento de ® tiene
hiperespacio unico.

En el Capitulo 4 probamos, en el Teorema 4.13, que los elementos de D
son las unicas dendritas con hiperespacio unico C(X). Al final del capitulo,
en el Teorema 4.16, damos cuatro caracterizaciones de los elementos de la
familia D.

En el Capitulo 5 se considera el problema de si los elementos de ® tienen
hiperespacio unico C,(X), para n > 2. Agradecemos al doctor A. Illanes
por facilitarnos su artfculo [30], el cual sirvi6 como base para obtener los
resultados que se presentan. Sea I homeomorfo al arco [0, 1] . Primero, en el
Teorema 5.20, mostramos que la familia © U {I} esta C,-determinada, para
n > 3. Luego, en el Teorema 5.24, probamos que los elementos de © U {I}
tienen hiperespacio unico C,(X), con respecto a las dendritas, para n > 3.

Terminamos este trabajo con una serie de preguntas abiertas que, a nues-
tro juiclo, son interesantes.

Los problemas de hiperespacio tunico y familias C-determinadas y Cj,-
determinadas han dado lugar a una buena cantidad de articulos. Mencionamos
los resultados mds importantes.

1) La familia de todas las gréficas finitas que son diferentes del arco y la
curva cerrada simple estd C-determinada [18].

2) La familia de los continuos hereditariamente indescomponibles estéd
C-determinada [45, Teorema 0.60].

3) La familia de los continuos indescomponibles tales que todos sus sub-
continuos propios y con mds de un punto son arcos, estd C-determinada
(38, Teorema 3].

4) La familia de los continuos encadenables no est4 C-determinada [28,
Teorema 2].

II1



5) La familia de los abanicos suaves estd C-determinada [23, Corolario
3.3].

En 1978, S. B. Nadler, Jr. pregunté si la familia de los continuos tipo
circulo estd C-determinada. Se han dado respuestas parciales en [4] y en [6].
Sin embargo el problema sigue sin resolver.

Los siguientes continuos tienen hiperespacio unico C(X) [2]:

a) Gréficas finitas diferentes del arco y la curva cerrada simple.

b) Continuos hereditariamente indescomponibles.

¢) Continuos indescomponibles tales que todos sus subcontinuos propios
y no degenerados son arcos.

d) Cualquier compactacién métrica del rayo [0, c0) con residuo no dege-
nerado.

e) Compactaciones métricas de (—oo, o), diferentes del arco y con resi-
duo disconexo.

También mencionamos, otros resultados relacionados con el problema del
hiperespacio inico:

f) Los continuos hereditariamente indescomponibles X tienen hiperespa-
cio tnico 2% [39, pagina 417)].

g) Los continuos hereditariamente indescomponibles tienen hiperespacio
unico C,(X) para cualquier n > 1 [41, Teorema 6.1].

h) Las gréficas finitas X tienen hiperespacio tnico Cy(X) [31, Teorema
4.1].

i) Las gréficas finitas X tienen hiperespacio unico C,,(X), para cualquier
n > 2 [30, Teorema 3.8].

j) Las dendritas X cuyo conjunto de puntos ordinarios es abierto, tienen
hiperespacio unico F5(X) [29, Teoremas 1 y §].

k) Las gréficas finitas X tienen hiperespacio tnico F,,(X) para n > 2 [10].

v
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Capitulo 1
PRELIMINARES

1.1. Conceptos Baésicos

En este capitulo introduciremos una serie de conceptos y resultados que
utilizaremos a lo largo de la tesis. Indicaremos en dénde se pueden ver las
demostraciones de los resultados.

Veamos algunos sfmbolos y notaciones. Como de costumbre, el conjunto
N = {1.2.3....n, ...} denotard los nimeros naturales o enteros positivos, Z al
de los numeros enteros, Q al de los nimeros racionales y R al de los nimeros
reales. A su vez, R — Q denotard el conjunto de los nimeros irracionales.

Dada n € N, R" denotar4 el n-espacio Fuclidiano con la métrica Eucli-
diana. Utilizaremos ||z — y|| para denotar la distancia entre los puntos z y y
en R" para n > 1. La distancia entre los puntos z y y en R, la denotaremos
por |r—1y|.

Si dos espacios topoldgicos X y Y son homeomorfos, escribiremos X ~
Y. En caso contrario escribiremos X % Y. Sean X un espacio topoldgico,
{2} en una sucesién en X y p € X. Si la sucesion {zn}, .y converge al
elemento p € X, escribiremos lfim z,, = p. La letra I denotard al intervalo
unitario [0, 1] con la topologfa usual. Dada n € N una n-celda en X es un
espacio homeomorfo al cubo I x I x .- x I = I™, El cubo de Hilbert es el



producto numerable
r°=1]11L,
i=1

en donde [; = I, para cada 7 € N con la topologfa producto. La bola unitaria
cerrada n-dimensional es el conjunto

B"={z € R": |z < 1}.
La esfera unitaria n-dimensional en R™! es el conjunto
S§"={z e R ||z|| = 1}.

Una n-esfera es un espacio homeomorfo a S™ y una curva cerrada simple
es un espacio homeomorfo a S?.

Si X es un espacio topolégico y A C X, entonces cl(A) denotard la cerra-
dura de A en X. Si A CY C X, entonces cly(A) denotard la cerradura de A
en el subespacio Y de X. Es fécil ver que cly(A) = cl(A) NY. En ocasiones
a la cerradura de A en X la denotaremos también por A. A la frontera de
A en X la denotaremos por Fr(A). Si A C Y C X, escribiremos Fry(A)
para referirnos a la frontera de A en el subespacio Y. El interior de A en
X se denotard por int(A) y ademés, inty(A) denotara el interior de A en el
subespacio Y. Si p € X, una vecindad de p es un subconjunto V' de X tal
que p € int(V).

Para hacer ver que se ha concluido alguna demostracién, escribiremos al
término de la misma el sfimbolo p.

Teorema 1.1 Sean Z un espacio topoldgico, U C T C Z, donde U es un
abierto en Z y T es un cerrado en Z. Entonces Frp(U) = Frz(U).

Demostracién. Como U es abierto en Z y U € T, U es abierto en T.
Ademés Frp(U) = clp(U) —intr(U) = clp(U)=U = (clz(U)NT)—U. Por ser
T cerrado en Z, (clz(U)NT) —U = clz(U) = U = Frz(U). Por consiguiente
Frp(U) = Frz(V). o

Definicién 1.2 Sea X un espacio métrico con métricad. Sia € X ye >0
entonces definimos la e—bola abierta de a (o la bola abierta en X con
centro en a y radio ¢) como el conjunto

B(a,e) = {z € X: d(a,z) < €}.

Cuando sea necesario distinguir que la bola estd contenida en X, lo de-
notaremos por Bx(a,e€).



1.2. Dimensién

Conviene recordar el concepto de dimensién de un espacio métrico X que
serd utilizado con frecuencia a lo largo de este trabajo. Referimos al lector a
[26, Definicién III.1] y [47, Definicién 1.1] para mayor informacién.

Definicién 1.3 Sea X un espacio métrico. Entonces
1) dim(X) = —1 si y sélo si X = 0. También, si dim(X) < —1, entende-
remos que X = (.
Ahora procederemos inductivamente:
2) Supongamos que estd definido el stmbolo
dim(Y') < n—1 para un entero dado n > 0 y cualquier espacio métrico
Y. Entonces, para el espacio X y un punto p € X, definimos:

dimy(X) < n

sty solo s1 X tiene una base de vecindades abiertas de p cuyas fronteras
tienen dimensién menor o igual que n — 1.
3) dim(X) < n si y sélo si dimy(X) < n para todos los puntos p de X.
4) dim(X) = n si y sélo si dim(X) <n y dim(X) £ n—- 1.
5) dim,(X) = n si y sélo si dimy(X) < n y dimp(X) £ n—1.
6) dim(X) = oo st y sélo si dim(X) £ n para cadan > —1.
7) dim,(X) = oo st y sélo si dim,(X) £ n para cadan > —1.

Teorema 1.4 [26, Teorema II1.1] Sean X un espacio métrico y Y un sub-
espacio de X. Entonces dim(Y') < dim(X).

Teorema 1.5 [47, Corolario 3.3] Sean X un espacio métrico, Y un subes-
pacio de X y p € Y. Entonces dimy(Y) < dimy(X).

Teorema 1.6 [{7. Lema 5.1)Sean X un espacio métrico, P y Q subconjun-
tos cerrados. disjuntos de X, y sea Z un subconjunto cerrado de X tal que
dim(Z) < (). Entonces existen subconjuntos abiertos U yV de X tales que

ZCcUUV,PcU QcV,ycU)nelV)=0.
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1.3. Los Hiperespacios de un Continuo X

Definicién 1.7 Un continuo es un espacio métrico, no degenerado. com-
pacto y conexo. Un subcontinuo de un espacio topoldgico S es un subespacio
no vacfo, métrico compacto y conexo.

Recordemos que un espacio es no degenerado si contiene méas de un punto.
La diferencia entre un continuo y un subcontinuo es que los subcontinuos
pueden ser conjuntos degenerados, mientras que los continuos siempre poseen
mds de un punto.

1.3.1. El Hiperespacio 2%

Los hiperespacios de un continuo X son espacios cuyos elementos son
subconjuntos especiales de X.

Definicién 1.8 Dado un continuo X, el hiperespacio 2% de X es definido
por
2¥ = {AC X: A es cerrado y no vacto}.

A continuacién mostraremos como dotar a 2¥ de una estructura de es-
pacio métrico, bajo la cual resulta ser un continuo. Mientras no se diga lo

contrario, consideraremos que la letra X representa un continuo con métrica
d.

Definicién 1.9 Sean A € 2% y € > 0. Entonces definimos la ¢-nube de A
(0 la nube con centro en A y radio €¢) como el conjunto

N(e,A) = {z € X: existe a € A tal que d(a,z) < €}.

El siguiente teorema contiene las propiedades de las nubes que utilizare-
mos. Una demostracién se puede ver en [2, Teorema 7).

Teorema 1.10 Sean A, B € 2% y e > 0. Entonces,
1) N(e, A) = U Bla,e);

acA
2) N(e, A) es abierto en X;

3)si0<d<eyAC B, entonces N(§,A) C N(e, B);
4) clx(N(e, A)) C N(2¢, A);
5) N(e, AYUN(¢,B) = N(e, AU B).



Demostraremos una propiedad adicional de las nubes. Recordemos que

d(A, B) = inf {d(a,b): a € A, be B}

denota la distancia entre los subconjuntos A y B de X.

Teorema 1.11 Sean A € 2% y U un abierto en X tales que A C U. Entonces
existe € > 0 tal que A C N(e, A) C U.

Demostracién. Como A es cerrado, X — U es compacto y A C U,
entonces d(A, X —U) =6 > 0. Sea e = % y supongamos que p € N(e, A).
De aqui p € B(a,€) para algin a € A. Si p € X — U, entonces § = d(A, X —
U)<dp.a)<e= g, lo cual es una contradiccion. Por tanto p € U. Luego
N(e.A)C U g

La siguiente funcién es una métrica en 2.

Definicién 1.12 Si A y B € 2X definimos una funcion H : 2% x 2% —
[0.2¢) como sigue:

H(A,B)=inf{e >0: AC N(e.B) y B C N(e, A)}.

En [45, Teorema 0.2] se muestra que H : 2% x 2X — [0, o0) es una métrica
para 2%, a la que llamaremos métrica de Hausdorfy.

La topologfa determinada por la métrica de Hausdorff, sobre 2%, sélo
depende de la topologfa de X. Esto significa que si d y e son dos métricas
para X tales que 74 = 7., entonces se tiene que Ty, = Ty,. Esto se prueba
en [46, Corolario 4.6).

En [45, Teorema 0.8] se prueba que 2% es compacto y, en [45, Teorema
1.9], que 2% es conexo por trayectorias (independientemente de que X sea o
1o couexo por trayectorias). Como 2% es un continuo, podemos hablar del
hiperespacio de 2%

22" = {A C 2¥: A es cerrado y no vacio}.

Analogamente, este espacio con la métrica de Hausdorff, que denotaremos
por Hs, es un continuo.



Como H es una métrica para 2%, los abiertos bésicos de 2% son las bolas
abiertas de 2X. En el Capitulo 5 utilizaremos una base alternativa para 2%.
Para definirla, supongamos que 7 es la topologfa de X. Para cada U € 7
definimos los conjuntos:

FU)={Ae€2: AcU} y AU)={A€2X:ANU #0}.

Para Uy, ....U, € 7 y n € N, denotamos
(U1, Up) = {A €2X:AcUUiyANU; #0 paracadam’}.
=1

Para la demostracién de las siguientes afirmaciones, referimos al lector a
[46, Lema 4.4]:

1) T(U) =)y A(UQ = (X,U);
2) (G Up) = [F(‘U Ui)] NINA@)] .

=1
Sean
B = {(U),....,Un) : U; € T paracada i = 1,...,n};
€= {A(U): U € 7} (observese que T'(U) C A(V)).

En [46, Teorema 4.5] se demuestra que B es una base para la topologfa
obtenida a partir de la métrica de Hausdorff para 2% y que € es una subbase.
De esta manera, se pueden construir subconjuntos abiertos en 2% a partir
de subconjuntos abiertos de X; ya que I'(U) = (U) y A(U) = (X,U) son
abiertos en 2% si U € 7.

Teorema 1.13 Sean A, B € 2% y e > 0. Entonces H(A, B) < € si y sdlo si
AC N(e,B) y BC N(e, A).

Demostracién. Supongamos que H(A, B) < ¢. Sea
D={a€(0,00): AC N(a,B)y BC N(a,A)}.

Entonces H(A, B) = infD y, por hipé6tesis, infD < e. De donde existe § € D
tal que H(A,B) < d <e. Porlocual AC N(§,B) y B C N(6,A). Por el
inciso 3) del Teorema 1.10, N (4, B) C N(¢,B) y N(4,A) C N(e, A). Entonces
AC N(e,B)y B C N(¢, A).



Ahora supongamos que A C N(¢,B) y B C N(¢, A). Observemos que
N(e.B) = |J N(4,B). Por lo tanto A C |J N(4,B) y, como A es

O<d<e D<d<e
compa.cto existen mimeros positivos 4y, d, ..., 0,,, menores que ¢, tales que

AC U N(é;, B). Podemos suponer 6; < 3 < -+ < d,,. Entonces, por el

inciso 3) del Teorema 1.10, A C N(d, B). De la misma manera se puede
probar que existe 0 < d, < ¢, tal que B C N(d,, A). Sea 6 = méx{dm,0s}.
En consecuencia A C N(§,B) y B C N(6,A) y § < e. Por lo tanto 6 € D.
Ast HAA.B)<é<e g

1.3.2. El Hiperespacio C(X)

Ahora dado el continuo X, definimos el hiperespacio de los subcontinuos
de X, de la siguiente manera:

Definicién 1.14 Si X es un continuo entonces:
C(X)={A€2¥X: A es conexo}.

Observemos que C(X) es no degenerado porque X es no degenerado.
Ademis la restriccion de la métrica de Hausdorff H a C'(X), hace de éste un
espacio métrico. Al igual que en el caso de 2%, la topologfa de C(X) inducida
por la métrica de Hausdorff, solamente depende de la topologfa de X.

En [45, Teorema 0.8], se prueba que C(X) es compacto y en [45, Teorema
1.12], que C(X) es conexo por trayectorias (también esto es independiente
de la conexidad por trayectorias de X'). Por lo tanto C(X) es un continuo y
entonces podemos hablar de sus hiperespacios

2¢X) = {A c C(X): A es cerrado y no vacio}

C*X) = C(C(X)) = {A € 2°¥: A es conexo},

ambos con la métrica de Hausdorff H; que indicamos anteriormente.
En el Capitulo 3 utilizaremos con frecuencia el siguiente resultado.

Teorema 1.15 Sean X un continuo yp € X. Si A € C(X) ye > 0, entonces
A € Bexy({p} .€) siy solo si A C Bx(p,e).
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Demostracién. Supongamos que A € Bex)({p} . €). Entonces H(A, {p})
< ¢. Por el Teorema 1.13, A C N(e, {p}) v, por el Teorema 1.10, N(e. {p}) =
Bx(p.€). Luego A C Byx(p,e). Ahora supongamos que A C Bx(p,€). Se
tiene, otra vez, que Bx(p,¢) = N(e, {p}). De donde A C N(e, {p}). Ademas
tenemos que {p} C N(e, A), ya que A C Byx(p,€). De esta manera, por el
Teorema 1.13, H(A, {p}) < ¢, de donde A € Be(x)({p} ., €).0

Diremos que un espacio topolégico X es localmente conexo en un punto
p € X, si para cada subconjunto abierto U de X tal que p € U. existe un
subconjunto abierto y conexo V' de X tal que p € V C U. Diremos, ademds,
que X es localmente conezo, si es localmente conexo en cada uno de sus
puntos.

El siguiente es un resultado acerca de hiperespacios de continuos local-
mente conexos. Fue probado originalmente por L. Vietoris [54] y T. Wazewski
[51]. Una demostracién puede verse en [45, Teorema 1.92].

Teorema 1.16 Las tres afirmaciones siguientes, son equivalentes:
(a) X es un continuo localmente conezxo;

(b) C(X) es un continuo localmente conezxo;

(c) 2% es un continuo localmente conezo.

Observacién 1.17 En [33, Ejemplos 5.1 y 5.2 | se prueba que los hiperes-
pacios C(I) y C(S") son homeomorfos a la 2-celda I*.

1.3.3. El Hiperespacio C(B, X)
Otro de los hiperespacios con el que trabajaremos es el siguiente.

Definicién 1.18 Sea B un subcontinuo del continuo X. El hiperespacio de
los continuos que contienen a B se denota por:

C(B.X)={Ae(C(X): Bc A}

En particular denotamos C'({p} , X) por C(p, X), para cualquier elemento
pe X.

Observemos que si B € C(X)—{X}, entonces C(B, X) es no degenerado
y la restriccién de la métrica de Hausdorff H a C(B, X), hace de éste un
espacio métrico.



En [21, Teorema 10] C. Eberhart mostré una condicién, bajo la cual, el
hiperespacio C(p, X) es homeomorfo al cubo de Hilbert 7°°.

Recordemos que una grdfica finita es un continuo que se puede expresar
como la unién de una cantidad finita de arcos, tales que cualesquiera dos de
ellos, son ajenos o bien se intersectan en uno o en sus dos puntos extremos.
Recordemos también que el simbolo X = Y significa que los espacios X y Y
son homeomorfos.

Teorema 1.19 Sean X un continuo y p € X. Supongamos que X es lo-
calmente conezo en cada punto de un conjunto abierto que contiene a p.
Entonces C(p, X) = I* si y sélo si p no estd en el interior, relativo a X, de
una gréfica finita en X.

Segiin una observacién de C. Eberhart, en [21, p. 222|, el Teorema 1.19
puede reescribirse como se indica en el teorema siguiente. Para la demostracién
de éste teorema, recordemos que un continuo Y es homogéneo si para cada
par de puntos p y ¢ de Y, existe un homeomorfismo f : ¥ — Y tal que
f(p) = q. Utilizaremos el hecho de que el cubo de Hilbert /*° es homogéneo
([50, Teorema 6.1.6]).

Teorema 1.20 Sea X un continuo localmente conexo en cada punto de una
vecindad de p. Entonces C(p, X) = I*® si y sdlo si C(p, X) tiene dimension
infinita en {p} .

Demostracién. Supongamos que C(p, X') = I*°. Como I*° es homogé-
neo, dim4(C(p. X)) = oc para cada A € C(p, X). En particular dimg,)(C(p,
X)) = oc. Probemos el recfproco. Ahora dimg, (C(p, X)) = co. Afirmamos
que p € int(T') para ninguna gréfica finita 7" en X. Supongamos lo contrario.
Entonces p € int(G) para una grafica finita G en X. Entonces existe € > 0
tal que By (p,e) C Gy, por el Teorema 1.15, si A € Bex)({p},¢€) entonces
A C Bx(p.€). Por lo tanto Be(x)({p},€) C C(G).

Mostraremos ahora que dim,)(C(X)) < oo. Para esto tomemos un abierto

U en C(X) tal que {p} € U. Sea 0 < ¢ < € tal que Bex)({p}.e1) C U.
Entonces

Bex)({p},e1) CUN Bexy({p} . €) cUNC(G).
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Observemos que Be(x)({p},e1) € C(G) C C(X), donde Be(x)({p},€1) esun
abierto en C(X) y C(G) es un continuo (por tanto, un cerrado en C(X)). Por
el Teorema 1.1, FI'C(X](BC{X}({F'} " 61)) = FI‘C:(G](BC(X}({;O} ) 61)). De aquf

dim(Froox) (Bewx)({p} » €1))) = dim(Froe) (Bex) ({p} - €1))).

Como Freig)(Beox)({p} .€1)) € C(G), por el Teorema 1.4, sucede que
dim(Freq)(Bewx ({p} . €1))) < dim(C(G)) y dim(C(G)) < oc por el Teorema
1.43. Por tanto dim(Fre(x)(Beexy({p}, €1))) < oo (es menor que la dimensién
de C(G) y G es fijo). Como consecuencia de esto dimy,(C(X)) < oc. Por
el Teorema 1.5, dim,}(C(p, X)) < dimy,(C(X)) < oo, lo cual contradice
la hipétesis. Asf que, p ¢ int(T) para ninguna gréfica finita 7' en X. Por el
Teorema 1.19, C(p, X) = I*°. o

1.3.4. Los Hiperespacios C,(X) y F,(X)

Otros hiperespacios del continuo X que consideraremos en este trabajo,
son los siguientes:

Cu(X) = {A € 2% A tiene a lo més n componentes }

F.(X)={Ae€ 2% . A tiene a lo mds n puntos} ;

Notemos que Fi(X) = {{p}: p € X}. Es claro que Fy(X) es un subcon-
junto no degenerado de 2* y que la restriccién de la métrica de Hausdorff
H a Fi(X), hace de éste un espacio métrico. Mds atin tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 1.21 Si X es un continuo, entonces Fi(X) es isométrico a X.

Demostracién. La funcién g : X — Fy(X), definida por g(z) = {z}, es
biyectiva, continua y cumple que H(g(a), g(b)) = d(a.b). Por lo tanto Fy(X)
es isométrico a X. o

Notemos que C,(X) = C(X).

10



1.4. Convergencia en Hiperespacios

Para un espacio topoldgico X, una sucesién en X se denota por {Zn},cy -
Entendemos, por supuesto, que z, € X para cada n € N. Si la sucesién
{€n},en converge al punto z € X, entonces escribiremos limz, = z.

Definicién 1.22 Sean (S,7) un espacio topoldgico, {An},en una sucesion
de subconjuntos de S. Definimos el limite inferior y el limite superior
de {An},en como

ltm infA, = {z€S:siz€U, conU € 7, entonces UN A, # 0 para
todo natural n salvo un nimero finito}.

lim supA, = {x€ S:sixe€ U, conU €T, entonces UN A, # 0 para
un numero infinito de naturales n}.

Si lfm infA,, = A = lim supA,, en donde A C S, entonces decimos que A es
el limite de {A,}, .y ¥ lo denotamos como A = limA,,.

En el siguiente resultado, probado en [45, Teorema 4.11], vemos que si una
sucesion {An},cy en 2% converge a A, en el sentido de la definicién anterior,
entonces {A,}, .y converge a A con respecto a la métrica de Hausdorff H.

Teorema 1.23 Sean X un espacio métrico compacto y {An}, ey una suce-
sion en 2% . Entonces limA,, = A si y solo si {An}, .y converge al elemento
A de 2% con respecto a la métrica de Hausdorff H.

Teorema 1.24 Sea {An},cy una sucesion en 2%, donde X es un espacio

métrico y compacto. Entonces:

1) lim infA, C lm supA,;

2) lim infA, y lim supA, son subconjuntos cerrados de X;

3) lim supA, # 0;

4) si los A,, son subconjuntos conezos de X, para toda n y lim infA, # 0,
entonces lfm supA, es conezo;

5) lim A, = A si y sdlo si lim supA, C A C lm inf A,.

Demostracién Para 1), 2) y 3) véase [45, Observacién 0.6]. De la defini-
cion de lfmite y de 1) obtenemos 5). Demostraremos 4). Supongamos que
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Ifm supA, no es conexo. Entonces existen A, B € 2% ajenos y tales que
lfm supA, = AU B. Por la normalidad de X existen subconjuntos abiertos
y ajenos H y K de X tales que A C Hy B C K. Sea z € lim infA,.
Se infiere por 1) que z € A U B, de donde z € H U K. Supongamos que
T € H, entonces existe N € N tal que A, N H # 0 para toda n > N. Sea
y € B. Notemos que y € lim supA, y, ademés, y € K. Por tanto existe
un subconjunto infinito J de N tal que A, N K # 0 para cada n € J. Sea
J=JN{n € N: n> N}. Seimplicaque A,NH # 0y A,NK # 0
para n € Jy. Ahora bien si para n € J; sucede que A,, C H U K, tendremos
que A, = (A, N H)U (A, N K), de donde A, no es conexo, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto A, € H U K para cada n € J;. De aquf, dada
n € Jy, podemos tomar un punto z, € A, — (HUK). Como X es compacto,
la sucesién {z,},., tiene una subsucesién convergente { Tn, }J. ey & un punto
p € X. Sea V un abierto en X tal que p € V. En consecuencia existe k € N
tal que z,, € V para cada j > k. Dada j > k tenemos que z,, € A, y
también z,; € V. Por tanto V' N An; # 0 para toda j > k. Equivalentemente
VN An, # 0, para un mimero infinito de enteros n. Luego p € lim supA, y
entonces p € AUB C HUK. De modo que p estd en el abierto H U K. Como
la sucesién {z,, }J oy Converge a p, tenemos que z,; € H U K para casi toda
J. Esto contradice la eleccién de z,,, y muestra que lfm supA, es conexo. g

A continuacién daremos una serie de resultados bdsicos con respecto a
la convergencia de sucesiones de elementos de 2% (para una demostracién,
véase por ejemplo (2, Teorema 20]).

Teorema 1.25 Sean X un continuo y A, B € 2%. Supongamos que {A,},cx
Y {Bn},en Son dos sucesiones en 2% tales que limA, = A y limB, = B.
Entonces

1) si A, C B, para toda n € N, entonces A C B;

2) st A, N B, # 0 para toda n € N, entonces AN B # (;

3) ltm(A, U B,) = AU B.

De [46, Proposiciones 1.7 y 1.8], obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.26 Sean X un continuo y {As},cx una sucesion en 2X. Si la
sucesion esté anidada, esto es, si Apsy C An, para cada n € N, entonces

oC
ltmA, = n An. Si ademds {An},ox €s una sucesion de subcontinuos, su

n=]
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oo
limite ﬂ A, es un continuo.

n=1

1.5. Funciones Especiales

Ahora veamos algunas funciones que involucran a los hiperespacios de un
continuo X. En concreto, nos referimos a las funciones de Whitney, la funcién
unién, las funciones inducidas entre hiperespacios y los arcos ordenados. Co-
mo nuestro trabajo es en hiperespacios, necesitamos conocer las propiedades
de estas funciones y son las que a continuacién daremos.

1.5.1. Las Funciones de Whitney

En 1933 H. Whitney introdujo las funciones que hoy llamamos funciones
de Whitney ([53]). En 1942 J. L. Kelley se dio cuenta de su importancia para
la teorfa de los hiperespacios.

Definicién 1.27 Sea G un subconjunto no vacio de 2%. Una funcién de
Whitney en G es una funcion continua p : G — [0,00) que satisface las
siguientes condiciones:

a) u(A) =0 si y sélo si A € GNFi(X);

b) u(A) < u(B) siempre que A, BeG y AG B.

Cuando hablemos de una funcién de Whitney para C'(X), estaremos refi-
riendonos a una funcién continua de C(X) en [0, c0) que satisface las condi-
ciones a) y b).

En [45, Teoremas 0.50.1, 0.50.2 y 0.50.3] se dan las construcciones de tres
funciones de Whitney para 2% las cuales existen en todos los hiperespacios.

Definicién 1.28 Sea § € {2¥.C(X)}. Una funcion de Whitney nor-
malizada para G, es una funcién de Whitney p en G tal que p(X) =1 (y
entonces ) < u(A) < 1 para cada A € G).

Notemos que toda funcién de Whitney en G se puede normalizar. En

efecto p, = ) es una funcién de Whitney normalizada, para cualquier
funcion de Wﬁltney L.
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Teorema 1.29 [{5, Lema 1.28] Sea p una funcién de Whitney para 2*.
Entonces para cada € > 0, existe n = n(e) > 0 tal que si A, B€2X, ACB
y u(B) — u(A) < n, entonces H(A, B) < e.

En 1981 L. E. Ward, Jr. demostr6 el siguiente teorema de extensién de
las funciones de Whitney para subconjuntos cerrados de 2% . Su demostracion
puede verse, por ejemplo, en [33, Teorema 16.10)].

Teorema 1.30 Sea G un subconjunto cerrado y no vacio de 2%. Entonces

cada funcién de Whitney en G se puede extender a una funcién de Whitney
en 2%,

1.5.2. La Funcién Unién

. " i X -
Definimos de forma natural una funcién continua de 22" en 2%, uniendo
X . .
los elementos de un cerrado de 22", como veremos a continuacién:

Sea F € 2%" y definimos o(F) = |J{A: A € F}. Entonces
1) o(F) € 2%;

2) o : 22¥ — 2X es una funcién continua;

3) si F es conexo y FNC(X) # 0, entonces o(F) € C(X).

Las demostraciones de 1) y 2) se encuentran en [45, Lema 1.48], y el inciso
3) se puede ver en [45, Lema 1.49)].

A la funcién continua o, definida anteriormente, se le llama la funcion
unién en 2%. De acuerdo con la afirmacién 3), si restringimos ¢ a C?*(X),
obtenemos una funcién continua de C?(X) a C(X), llamada la funcién unién
en C(X). Es precisamente dicha funcién la que emplearemos en este trabajo.

1.5.3. La Funcién Inducida

Cualquier funcién continua entre dos continuos X y Y induce, de manera
natural, una funcién continua entre los hiperespacios C(X) y C(Y), segiin
se enuncia en el siguiente teorema.
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Teorema 1.31 [2, Teorema 29] Sea f : X — Y una funcién continua entre
continuos. Si para cade A € C(X) definimos C(f)(A) = {f(a): a € A},
entonces C(f)(A) € C(Y) y la funcién C(f): C(X) — C(Y), ast definida,

es continua.

A la funcién C(f) definida en el teorema anterior, se le conoce como la
funcion inducida por f.

1.6. Arcos Ordenados

Asi como las funciones de Whitney, una herramienta muy poderosa en
los hiperespacios de un continuo X, es la existencia de arcos ordenados.

Definicién 1.32 Sea T € {2¥,C(X)}. Supongamos que A, BE€ T y A G
B. Un arco ordenado de A a B en T es una funcién continua A : I — 7.
tal que A(0) = A, A(1) = B y A(s) G A\(t) siempre que s < t, para s,t € I.

Algunas veces identificaremos a un arco ordenado con su imagen. Como la
funcién A de la Definicién 1.32 es inyectiva, su imagen es un arco. De manera
que a veces denotaremos por A a la funcién y otras a su imagen.

Eu el siguiente teorema, se muestran condiciones necesarias y suficientes
para que un subcontinuo de 2% sea un arco ordenado. Véase una demostracién
en |45, Teorema 1.4].

Teorema 1.33 Sea A un subcontinuo no degenerado de 2*. Entonces A es
un arco ordenado si y sdlo si dados A, B € A, sucede que AC B o B C A.

Mencionaremos algunos resultados para arcos ordenados. De los resulta-
dos de 14.2 hasta 14.6 en [33], se tiene una condicién de existencia de arcos
ordenados: supéngase que A y B son subcontinuos de X tales que AC By
A # B. Entonces existe un arco ordenado contenido en C'(X) cuyos extremos
son Ay B. En [45, Teorema 1.8], se demuestra el siguiente resultado: para
que exista un arco ordenado de un elemento A € 2 a un elemento B € 2%,
se requiere que A C B y que cada componente de B intersecte a A. En [45,
Lema 1.3 se prueba el siguiente resultado: sean g : 2¥ — I una funcién de
Whitney en 2% y A un arco ordenado en 2%. Entonces la restriccién u |5 es
un homeomorfismo.
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El siguiente teorema se demuestra aplicando el Teorema del Valor Inter-
medio.

Teorema 1.34 Sean p: 2% — I una funcién de Whitney en 2% y A un arco
ordenado en 2X. Si A € A entonces, para cada u(A) < s < 1, existe B € A
tal que u(B) = s.

Terminamos la presente seccién con el siguiente resultado.

Teorema 1.35 Sean X un continuo y A, B € C(X) tales que A C B. En-
tonces existe un arco ordenado de A a X que pasa por B.

Demostracién. Sean a; : I — C(X) un arco ordenado quevade Aa By
ay : I — C(X) un arco ordenado que va de B a X. Definamos a : I — C(X)

como

ay(2t), si

aft) = { ag(2t — 1), s;

Entonces o es un arco ordenado que va de A en X, pasando por B.

w— O
IAIA

t
i

IA A
— b3

1.7. La Propiedad de Kelley

En [34] J. L. Kelley definié una propiedad que hoy se conoce como
propiedad de Kelley.

Definicién 1.36 Un continuo X tiene la propiedad de Kelley si para cada
e > 0, existe 6 = 6(€¢) > 0 tal que para cualesquiera a,b € X con d(a,b) < §
y para todo A € C(a, X), existe B € C(b, X) tal que H(A,B) < e.

En particular J.L Kelley demosté que si un continuo X tiene la propiedad
de Kelley, entonce C'(X) es contrafble.

Supongamos ahora que X es un continuo y que u : C(X) — I es una
funcién de Whitney en C'(X). Para cada (A, s) € C(X) x I definimos:

L(A,s) = { g,{K €C(X): AC Ky u(K)=s}, : E(;L?Ai
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La funcién L, fue estudiada por primera vez en [1] en donde se muestran
las siguientes propiedades, cuyas pruebas pueden verse en [1, Teorema 3.10],
[1, Corolario 3.4] y [1, Teorema 3.11]:

1) Para cada (A,s) € C(X) x I, L,(A,s) € C(X). Por tanto L, es una
funcién de C(X) x I en C(X).
2) L,(A,0)=Ay L,(A,1) = X, para cada A € C(X).
3) Cuando X tiene la propiedad de Kelley, la funcién L, es continua.
4) Si A € C(X), entonces L,(A,t) C L,(A,s) siempre quet,s €Iy
t < s.

1.8. Continuos Especiales

En esta seccién, hablaremos de n-odos, n-celdas, drboles y graficas finitas.

1.8.1. n-odos y n-celdas

Dos conceptos ligados entre los hiperespacios y el continuo que los define
son los de n-odos y n-celdas. Como veremos mds adelante, cuando un con-
tinuo X contiene un n-odo, en el hiperespacio C(X) aparece una n-celda y
reciprocamente.

Definicién 1.37 Sean X un continuo y n un nimero natural. Un n-odo en
X es un elemento B € C(X) para el cual existe un subcontinuo A de B tal
que B — A tiene al menos n componentes (en este caso, al continuo A le
llamaremos corazén de B). Decimos que un continuo X es atriddico si no
contiene 3-odos.

Es claro que si X contiene un n-odo, entonces contiene un m-odo, para
cada m < n. Un ejemplo muy especial de n-odo es el llamado n-odo simple.

Definicién 1.38 Sean X un continuo y n un nimero natural. Diremos que
X es un n-odo simple con vértice p € X, si X es un n-odo tal que:

1) el corazén de X es el conjunto {p};
2) X — {p} posee exzactamente n componentes C;,Cs, ...,Cy, tales que, para
cada i € {1,2,...,n}, el conjunto C; U {p} es un arco.
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Un triodo simple o 3-odo simple es, por tanto, un continuo homeomorfo
a la letra T, mientras que un 4-odo simple es un continuo homeomorfo a la
letra X. Con respecto a la relacién entre n-odos en X y n-celdas en C'(X),
J. T. Rogers, Jr. demostrd, en 1972, el siguiente resultado.

Teorema 1.39 [{9, Teorema 1] Si el continuo X contiene un n-odo, en-
tonces C(X) contiene una n-celda.

La implicacién inversa del teorema anterior, estuvo abierta durante varios
anos. En 1988 A. Illanes demostré que es verdadera:

Teorema 1.40 [27, Teorema 1.9] Sea X un continuo. Si el hiperespacio
C(X) contiene una n-celda, entonces X contiene un n-odo.

Con la finalidad de encontrar continuos con hiperespacio unico, G. Acosta
probé en [5] una versién local del Teorema 1.39. A saber, si un n-odo T se
encuentra en una bola en C(X), entonces la n-celda se puede construir de
modo que contenga al n-odo y sus elementos esten cercanos al centro de la
bola inicialmente tomada.

Teorema 1.41 [5, Lema 8] Sean X un continuo y K € C(X). $i T es un
n-odo en X tal que para alguna € > 0 sucede que T € Be(x)(K, §), entonces
existe una n-celda T’ en C(X) tal que T € I' C Bex)y(K, €).

Terminamos la seccién con el siguiente resultado que utilizaremos en los
capftulos 3 y 5.

Teorema 1.42 Sean X un continuo y n € N.
a) SiV es una n-celda en X y U es un abierto en X tal que UNV # 0,
entonces U NV contiene una n-celda.
b) §i V C X es homeomorfo al cubo de Hilbert y U es un abierto en X
tal que UNV # 0, entonces UNV contiene un espacio homeomorfo al
cubo de Hilbert.

Demostracién. Para probar a), sean V' C X una n-celda y U un abierto
en X tales que U NV =# (. Sabemos que V N U es un abierto de V' y que
V = I". Entonces V NU = L, donde L es un abierto de I". Po tanto, existe
un abierto bésico U; x Uy x --- x U, contenido en L. Notemos que U; es
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abierto en I, para cada i € {1,2,...,n}. De aquf que, dada i € {1,2,...,n}
existe un intervalo [a;, ;] contenido en U;. Es claro que []i_, [ai, 3;] es una
n-celda. Ademés

n

H [Q.‘,B‘-] CU] X U2 X X Unc L.

i=1
Esto prueba que L contiene una n-celda y, como V N U = L, tenemos que
V N U contiene una n-celda.

Para probar b), supongamos que V = I* y que V C X. Supongamos,
ademds, que U es un abierto en X tal que UNV # (. Como UNV es abierto
en VyV = I* sucede que U NV = L, donde L es un abierto de I*°.
Consideremos un abierto bédsico W de I tal que W C L. Entonces

W=V, x Vo, X oo x Vo, x[[{Is: Is= 1y B #a1,02,..,0s},

donde V,, es un abierto en I,, = I, para cada i = 1,2,...,s. Como en la
situacién anterior, cada abierto V,,, contiene un intervalo [v, ,7,,]. Sea

M"l -

[‘Tai . 'h,,] X [“!a,- Tlaz] Xoee X [’}fu,-. na.] x[1{Iz: Is=1y B #aya,..a}.

Entonces W, ¢ W € L y W, = I*. Por tanto, L contiene un espacio
homeomorfo a un cubo de hilbert. Como L = U N V, concluimos que U NV
también contiene un espacio homeomorfo a un cubo de Hilbert. o

1.8.2. Gréficas Finitas y Arboles

Recordemos que una grdfica finita es un continuo que se puede escribir
como la unién de una cantidad finita de arcos, tales que cualesquiera dos de
ellos, o bien son ajenos o se intersectan en uno o en sus dos puntos extremos.
Un drbol es una gréfica finita aciclica, es decir, una gréfica finita que no
contiene curvas cerradas simples.

El siguiente resultado sobre continuos localmente conexos y gréficas fini-

tas, lo utilizaremos en los capftulos 4 y 5. Ya lo utilizamos, incluso, en la
prueba del Teorema 1.20.
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Teorema 1.43 [34, Teoremas 5.4 y 5.5/ Supongamos que X es un continuo
localmente conezo. Entonces dim(C(X)) < oo si y sdlo si X es una grifica
finita.

1.9. Conjuntos Mutuamente Separados

Recordemos que dos subconjuntos A y B de un espacio topolégico X estdn
mutuamente separados si clx(A)N B =0y cly(B)N A = 0. Si un conjunto
C es la unién de dos conjuntos mutuamente separados A y B, escribiremos
C=A|B.

Los siguientes resultados pertenecen a la Topologfa General y los enuncia-
remos sin demostracién. Sus demostraciones se pueden consultar, por ejem-
plo, en [42, Lemas 1.4 y 1.6).

Teorema 1.44 Sean X un espacio topoldgico y Y un subconjunto de X tal

que X —Y = A | B. Entonces

1) cuando Y es cerrado en X los conjuntos Y UA yY U B también son
cerrados en X;

2) cuando Y es conexo en X los conjuntos Y UA yY U B también son co-
neros en X;

3) si X y Y son continuos, entonces los conjuntos Y U A y Y U B también
son continuos.

Teorema 1.45 Sean Y un espacio topoldgico y n € N Entonces Y tiene al
menos n componentes si y sélo si Y posee n subconjuntos cerrados no vacios

y ajenos dos a dos Zy, Zs,...,Zy tales que Y = Z; U ZyU---U Z,.

Con este teorema terminamos de dar la informacién general de hiperes-
pacios y continuos que utilizaremos en este trabajo.
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Capitulo 2
LAS DENDRITAS

2.1. Introduccién

En este capitulo estudiaremos las propiedades de las dendritas que uti-
lizaremos mas adelante. Enunciemos algunas de estas propiedades:

1) Las dendritas son suaves en todos sus puntos (Teorema 2.8).

2) Las dendritas no contienen continuos de convergencia y son hereditaria-
mente localmente conexas. (Teorema 2.10).

3) Las dendritas son uniformemente localmente conexos (Lema 2.13).

Mostraremos, ademds, algunos ejemplos especiales de dendritas, como las
que no tienen arcos libres, asf como las que aparecen cuando el conjunto de
sus puntos extremos no es cerrado (W y F,, véase las secciénes 2.3 y 2.7).
También daremos los conceptos de orden en un punto, puntos extremos,
puntos ordinarios, puntos de ramificacién y puntos esenciales.

En la Seccién 2.7, definiremos la familia de dendritas D para la cual
obtendremos los resultados mds importantes de este trabajo.

2.2. Las Dendritas y los Dendroides

Comencemos primero con la definicién de dendrita.

Definicién 2.1 Una dendrita es un continuo localmente conexo que no con-
tiene curvas cerradas simples.
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Denotaremos por £ a la clase de las dendritas. Esta clase estd contenida
en una clase mds amplia de continuos, que se llaman dendroides.

Definicién 2.2 Un continuo X es unicoherente, si para cualesquiera dos
subcontinuos A y B de X tales que AU B = X, resulta que la interseccion
AN B es conera. Diremos que X es hereditariamente unicoherente si
todos sus subcontinuos son unicoherentes. Un dendroide es un continuo
hereditariamente unicoherente y conezo por trayectorias.

Notemos que la circunferencia S no es unicoherente. Para esto tomemos
A={(z,y) € S':y>0}yB={(r,y) € S*: y < 0}. Entonces S' = AUB,
AyBeC(S")y AnB = {(1,0),(=1,0)} no es conexo. Como consecuencia
de lo anterior, tenemos que las curvas cerradas simples no son unicoherentes.
Por ejemplo S! no es unicoherente.

Veamos que efectivamente las dendritas son dendroides.

Teorema 2.3 Un continuo X es una dendrita si y sélo si X es un dendroide
localmente conezo.

Demostracién. Supongamos que X es un dendroide localmente conexo.
Por lo escrito en el parrafo anterior, X no contiene curvas cerradas simples.
De aquf, X es una dendrita. El recfproco de lo anterior es cierto y una prueba
se obtiene de la Proposicién 10.9 y del Teorema 10.10 de [46]. o

Todo dendroide X posee las siguientes dos propiedades, que son ficiles
de probar:

1) para cada z,y € X existe un tinico arco, con extremos z y ¥, el cual
denotaremos por [z,y];
2) todo subcontinuo de un dendroide es un dendroide.

Aclaremos que si X es un dendroide y z,y € X, el arco [z,y| denotard
el arco con puntos extremos z y y. Esto es [z,y] = [y, 2], con esto queremos
decir que el orden no importa. Ademéds, a menos que se diga lo contrario,
entenderemos que un arco es un conjunto no degenerado. También denotare-

FOS](:&?); [z.y] = {z.9}, [z.9) = [z.9] — {¥}. (z.9] = [z.y] — {2} ¥

En los dendroides se puede definir una relacién de orden parcial como
sigue:
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Definicién 2.4 Sean X un dendroide y p € X. Definimos una relacion
con respecto a p, denotada por <,, como sigue:

<,y siysdlosizepy.
Siz <,y yz#y, entonces escribiremos T < y.

Teorema 2.5 Si X es un dendroide y p € X, entonces la relacién con res-
pecto a p, “<,", es un orden parcial.

Demostracién. Sean z,y, z € X.

1) x <, x, porque x € [p, z], por lo tanto, la relacién <, es reflexiva.

2) Supongamos que = <, y y que y <, z. Entonces z € [p,y] y y € [p, z].
Si x € [p.y] tenemos que, por el hecho de que en X los arcos son tnicos,
necesariamente [p,z] C [p,y]. Como ademds y € [p,z], también tenemos
que [p,y] C [p,z], por lo que [p,z] = [p,y] y z = y. Por lo cual, la relacién
<, es antisimétrica.

3) Supongamos que z <, y y y <, z. Entonces z € [p,y] y y € [p,2].
Como z € [p,y] C [p, 2|, tenemos que = <, z. Por lo tanto, la relacién <, es
transitiva. o

Observacién 2.6 Notemos que si X es un dendroide, p € X yz <, y en
X, entonces

[z ={zeX:2<, 25,9}

Definicién 2.7 Sean X un dendroide y p € X. Diremos que X es suave en
p si para toda sucesion {zn},cn en X tal que ltmz, = x, se tiene lfmp, z,,) =
[p.1]. Diremos que X es suave si es suave en algin p € X.

La definicion de dendroide suave fue introducida por C. Eberhart y J.
J. Charatonik en 1970, en [12]. S. Macfas realiz6 un amplio estudio en este
tema que se encuentra publicado en [37].

Existe un gran nimero de caracterizaciones y propiedades de las dendri-
tas. Algunas de ellas se encuentran en [13]. A continuacién mencionamos,
una de ellas, en terminos de la definicién anterior.

Teorema 2.8 [36, Teorema 8] Sea X un dendroide. Entonces X es una
dendrita si y solo si X es suave en todos sus puntos.
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Otros conceptos relacionados con las dendritas, son los siguientes.

Definicién 2.9 Un subcontinuo no degenerado A de un continuo X es un
continuo de convergencia de X, si existe una sucesion {An}, oy €n C(X)
tal que limA, = A y AN A, = 0 para cada n € N. Un continuo X es here-
ditariamente localmente conexo si todo subcontinuo de X es localmente
CONezo.

Teorema 2.10 Las dendritas no contienen continuos de convergencia y son
hereditariamente localmente conezas.

Demostracién. En [46, Teorema 10.4 | se prueba que un continuo X es
hereditariamente localmente conexo si y sélo si X no contiene continuos de
convergencia. Ahora bien, la prueba de que las dendritas son hereditariamente
localmente conexas se sigue del Teorema 10.2, el Ejercicio 5.30y la aplicacién
del Teorema 10.4 de [46]. Esto esté contenido en [46, Corolario 10.5]. o

Corolario 2.11 Todo subcontinuo de una dendrita es una dendrita.

Demostracién. Sean X una dendrita y A un subcontinuo de X. Como X
es hereditariamente localmente conexo, resulta que A es localmente conexo.
Si A contiene una curva cerrada simple, entonces X también. Por tanto A
no contiene curvas cerradas simples. Esto prueba que A es una dendrita.

También tenemos, el siguiente concepto relacionado con las dendritas.

Definicién 2.12 Un espacio métrico (X, d) es uniformemente localmente
conexo (lo denotaremos por ULC), si para cada € > 0 existe un § > 0 tal
que siz,y € X yd(z,y) <9, entonces existe un subconjunto conexo R de X
tal que z,y € R y didm(R) < e.

Una consecuencia del lema siguiente, es que las dendritas son uniforme-
mente localmente conexos.

Lema 2.13 [46, 8.42, (b)] Un espacio métrico compacto (X, d) es localmente
conezo si y sélo si (X,d) es uniformemente localmente conezo.

24



Observacién 2.14 Sea X una dendrita. Como X es ULC, dado € > 0, exis-
te un 6 > 0 tal que si z,y € X y d(z,y) < 9, entonces eziste un subconjunto
arcoconexo R de X tal que z,y € R y didm(R) < €. Sea q € B(p,€) con la
propiedad de que d(q,p) < & entonces, existe un arcoconezo S en X tal que
¢.p € S y didm(S) < e. Ast que, el subconjunto S estd contenido en la bola
B(p.e).

Ahora probaremos un lema que serd utilizado en el Capitulo 4.

Lema 2.15 Sean X una dendrita y t € (a,b) C M € C(X). Supongamos
que { My}, .n €s una sucesion en C(X) que converge a M. Entonces, para
alguna N e N, t € M, sin > N.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, supondremos que t ¢ M,
para ninguna n € N. Existe un € > 0 tal que B(a,¢€), B(t,€) y B(b,€) son
ajenas dos a dos. Ya que X es ULC, existe 6 > 0 para 3, la cual cumple las
propiedades mencionadas en la Observacién 2.14.

Sea n € N tal que H(M, M,,) < min {¢,d} . Tomemos a; € M, N B(a,€),
by € M, N B(b,e) tales que d(a,,a) < 6 y d(b;,b) < 4. Por la Observacién
2.14 existen dos subconjuntos arcoconexos S, S; en X tales que a;,a € S
con didam(S;) < €, y b1, b € S; con didm(S;) < €. Asf que S, estd contenido
en la bola B(a,€), y S; estd contenido en la bola B(b,€). Sea as, la primera
vez que el arco [a;,a] intersecta al arco [a,t] (o a su prolongacién por el
punto a, pero dentro de la bola B(a,€)). Llamemos b; a la primera vez que
el arco [by, b] intersecta al arco [b, t] (o a su prolongacién por el punto b, pero
dentro de la bola B(b,€)). Como M, es arcoconexo y ai,b; € M,, entonces
el arco [ay, as] U [ag, t] U [t,bs] U [be, by] estd contenido en M,, porque M, es
una dendrita y el arco que une a a; y b; es unico. Asf que t € M,, lo cual es
una contradiccién. Esto demuestra el teorema. o

2.3. La Definicién de Orden

En esta seccién estudiaremos la nocién de orden. Aunque dicha nocién se
puede presentar para puntos de un espacio topoldgico arbitrario (véase, por
ejemplo, [35, pagina 274 ]), en este trabajo la utilizaremos inicamente para
puntos de un dendroide o bien de una gréfica finita. En dicha situacién, el
orden en un punto es un nimero natural, el cardinal ¥, o bien el ordinal w.
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Denotaremos card(A) la cardinalidad del conjunto A. Ademds, denotaremos
¢ = card(R) y card(N) = Ry.

Definicién 2.16 Sea X un dendroide o bien una grifica finita. Dado p € X,
el orden de X en p, denotado por ord(p, X), queda determinado como sigue:

1) ord(p, X) =n s1 X — {p} tiene justo n componentes.

2) ord(p, X') = Rg si X —{p} tiene una cantidad numerable de componen-
tes cuyo didmetro no tiende a cero.

3) ord(p, X) = w si X — {p} tiene una cantidad numerable de componen-
tes cuyo didmetro tiende a cero.

En [52] se demuestra que la nocién de orden que damos en la definicién
anterior es equivalente a la dada en [35, pagina 274 |. Para 1) véase [52, (1.1),
pagina 88|, para 3) véase [52, (2.6), pagina 92] y para 2) véase [35, pagina
274 |.

Ahora damos las definiciones de punto extremo, punto ordinario y pun-
to de ramificacién en un dendroide o bien en una grifica finita, las cuales
utilizaremos con mucha frecuencia en este trabajo.

Definicién 2.17 Sean X un dendroide o una grdfica finita, y p € X.

a) Si ord(p, X) = 1, diremos que p es un punto extremo de X.
b) Si el ord(p, X) = 2, diremos que p es un punto ordinario de X.
¢) Si ord(p, X) > 3, diremos que p es un punto de ramificacion de X.

Dado un dendroide o una gréfica finita X, denotaremos por E(X), O(X)
y R(X) a los conjuntos de puntos extremos, puntos ordinarios y puntos de
ramificacién, respectivamente.

Por (46, Teorema 9.10], cualquier gréfica finita G satisface las dos condi-
ciones siguientes:

1) ord(p, G) < Rg para toda p € G;
2) ord(p. G) < 2 para todos excepto un mimero finito de elementos p € G.

Por 2), el conjunto R(G) es finito. Por 1) y la definicién de grafica finita,
el conjunto E(G) es finito. Todos los puntos restantes, tiene orden igual a 2
y asf el conjunto O(G) es denso en G.
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Para ilustrar la nocién de orden consideremos, en R?, los dos dendroides
siguientes.

El primero no serd localmente conexo y se define como sigue:

X = (J e Ulara],

donde ¢ = (0,0), ¢1 = (1,0), y para cadan € N, a, = (1,2), [g, an] denota
el segmento de recta en R? que une a ¢ con a,, y ¢, 1] denota el segmento de
recta en R* que une a ¢ con ¢, (véase Figura 2.1). El dendroide X s6lo tiene
un punto de ramificacién ¢ y ord(g, X) = Ny (en este caso, X — {¢}, tiene
una cantidad numerable de componentes cuyo didmetro no tiende a cero).

an

(o))

Cln

Figura 2.1

Los puntos a, y el punto ¢; son los puntos extremos de X (observemos
que el conjunto de puntos extremos de X es cerrado), ¢ es el Winico punto de
ramificacién de X, los puntos restantes, son los puntos ordinarios de X.

Ahora consideremos el siguiente dendroide, el cual es localmente conexo
(por lo tanto es un dendrita, véase Teorema 2.3):

F,= ngl [P, an] ) (21)

donde p = (0,0) y, para cadan € N, an = (%, 5) ¥ [p, @n] denota el segmento
de recta en R? que une a p con a, (véase la Figura 2.2). La dendrita F, s6lo
tiene un punto de ramificacién p y ord(p, F,) = w (en este caso, F,, — {p}.
tiene una cantidad numerable de componentes cuyo didmetro tiende a cero).
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o]}

Q;

Figura 2.2

Los puntos a, son los puntos extremos de F, (observemos que el conjunto
de puntos extremos de F, no es cerrado), p es el 1inico punto de ramificacién
de F,, los puntos restantes, son los puntos ordinarios de F,,.

Aclaremos, que el inciso e) del Teorema 2.23 nos afirma, que ninguna
dendrita contiene puntos de orden Ny ni ¢. En otras palabras: si X es una
dendrita, entonces X contiene puntos de orden finito o de orden w.

2.4. Puntos Esenciales de un Dendroide

En esta seccién estudiaremos los puntos esenciales de un dendroide X, asf
como algunos resultados que involucran la dimensién de C(X).

Definicién 2.18 Sean X un dendroide y p € X. Decimos que

1) p es I-esencial si ord(p, X) = w, o bien ord(p, X) = N.
2) p es II-esencial si existen un arco [z,y| en X y una sucesion conver-
gente {rn},ox en R(X) N[z, y] tal que r, # rmy sin # m y limr, = p.

En cualquiera de los casos anteriores, diremos que p es un punto esencial
de X.

Al conjunto de puntos esenciales lo denotaremos por S(X).

Teorema 2.19 [{3, Propiedades 1.2] Si X es un dendroide suave en un
punto p € X, entonces:

1) S(X) # 0 si y sélo st X no es un drbol;
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2) si [z,y] es un arco en X, entonces el conjunto S(X)N [z,y] es cerrado
en X;

3) sip € clx(S(X)), entonces p € S(X);

4)pe S(X) siysdlo sipé¢ intx(T) para ningin drbol contenido en X;

5) un elemento A € C(X) contiene un punto esencial de X si y sélo si,
para cada € > 0 y cadan € N, la bola Be(x)(A,€) contiene un espacio
homeomorfo a la n-celda I™.

Teorema 2.20 [48, Teorema 2.11] Supongamos que X es un dendroide suave
en un punto p. Si A € C(p, X), entonces AN S(X) # 0 si y solo si, para
cada € > 0, dim(Bc{x}(A, 6)) = oQ.

Utilizando este resultado y el inciso 5) del Teorema 2.19, se obtiene el
siguiente resultado.

Teorema 2.21 Supongamos que X es un dendroide suave en un punto p €
X. 8i AeC(p X), entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) A contiene puntos esenciales;

2) para cada € > 0 y cualquier n € N, Be(x)(A, €) contiene un espacio
homeomorfo a I™;

3) para cada € > 0, dim(Be(x)(A,€)) = .

Observemos que, si G es una grafica finita contenida en una dendrita X,
entonces G es un drbol, porque X no contiene curvas cerradas simples.

Combinando los teoremas 1.19, 2.8, 2.19 y 2.20 obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 2.22 Sean X una dendrita y A € C(X). Entonces A contiene un
punto esencial si y sélo si dimy(C(X)) = oc.

Demostracién. Supongamos que ¢ € A es un punto esencial. Por inciso
4) del Teorema 2.19, ¢ ¢ int(7") para ningin drbol 7' contenido en X. Luego,
por la observacién del parrafo anterior, ¢ ¢ int(G) para ningina gréfica finita
G contenida en X, y por el Teorema 1.19, C(g, X) = I*°. Como A € C(gq, X) y
1> es homogéneo, dim4(C'(g, X)) = oc. Por el Teorema 1.5, dim4(C(g, X)) <
dim 4(C'(X)), entonces dim4(C(X)) = oc.
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Ahora demostremos el recfproco. Supongamos que A no tiene puntos e-
senciales. Como A € C(X), A es una dendrita (por el Corolario 2.11). Por
el Teorema 2.8, A es suave en todos sus puntos (y X también). Entonces
por el Teorema 2.20, existe € > 0 tal que dim(B¢(x)(A,€)) < oc. Por tanto,
para cualquier punto R € Bgx)(A, €), tenemos que dimgz(C(X)) < oc. En
particular, dim4(C(X)) < 00. o

2.5. Los Conjuntos F(X),0(X) y R(X)

Como se definié para dendroides (véase la Definicién 2.17), dada una
dendrita X y un punto p de X, distinguiremos ahora tres puntos especiales
de X, segiin su orden. Denotaremos por E(X), O(X) y R(X) a los conjun-
tos de puntos extremos, puntos ordinarios y puntos de ramificacién de X.
respectivamente. Es claro que, para cualquier dendrita X tenemos, que

X = O(X)UR(X) U B(X).

En el siguiente teorema escribimos una serie de resultados en torno a los
puntos extremos, ordinarios y de ramificacién de X. Recordemos que un
conjunto G de un espacio X es la interseccién, a lo mds numerable, de
conjuntos abiertos de X. Un conjunto F, de un espacio X es la unién, a lo
més numerable, de conjuntos cerrados de X.

Teorema 2.23 Toda dendrita X satisface las siguientes, propiedades:

a) dim(E(X)) = 0 por lo que E(X) # 0;
b) E(X) es un conjunto G5 en X;
¢) O(X) es denso en X;
d) R(X) es a lo mds numerable;
e) si p € X, entonces ord(p, X) < w;
) E(X) es denso en X, si y sélo si R(X) es denso en X;
g) sip € X y el nimero de componentes de X — {p} es finito, entonces dicho
nimero es igual al ord(p, X).

Demostracién. La demostracién de a) se encuentra en, [35, Teorema
2, pégina 292 |. La demostracién de b) se encuentra en, [35, Teorema 2,
péagina 278|. La demostracién de c) se encuentra en, [35, Teorema 8, pagina
302]. La demostracién de d) se encuentra en, [35, Teorema 7, pagina 302].
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La demostracién de e) se encuentra en, [35, Teorema 4, pdgina 301 ]. La
demostracién de g) se encuentra en, [35, Teorema 6, pagina 302 |. La prueba
de f) puede verse en [11, Teorema 2.4]. o

El inciso e) del Teorema anterior, nos afirma que ninguna dendrita con-
tiene puntos de orden Ry o ¢. En otras palabras: Si X es una dendrita, en-
tonces X contiene puntos de orden finito o de orden w. Como veremos maés
adelante, las dendritas que consideraremos en los capitulos 3 y 5 no contienen
puntos de orden w.

2.6. Dendritas sin Arcos Libres

En esta seccién veremos que existen dendritas no homeomorfas cuyos
hiperespacios de subcontinuos son homeomorfos. Para definirlas necesitamos
la siguiente nocién.

Definicién 2.24 Un arco [z,y] de una dendrita X es un arco libre en X,
si el conjunto (z,y) es abierto en X.

Supongamos ahora que L es un subconjunto de N—{1,2} o bien L = {w}.
En [14, Teorema 6.2 | se prueba que existe una dendrita Dy, tal que

1) el ord(p, D.) € L para cada p € R(Dy);
2) para cada arco [z,y] en Dy y cada m € L, existe p € [z,y] tal que
ord(p. Dy) = m.

Si dos dendritas satisfacen las condiciones 1) y 2), para el mismo conjun-
to L, entonces son homeomorfas. Esto significa que, dado el conjunto L, la
dendrita D, asociada a L es dnica. En el caso en que L = {m}, para alguna
m € NU {w} — {1, 2}, entonces a la dendrita Dn) asociada a L, que deno-
taremos simplemente por D,,, la llamaremos dendrita universal estdndar de
orden m. De acuerdo a las condiciones 1) y 2) cada punto de ramificacién
de D,, es de orden m y, ademds, en cada arco es posible encontrar un punto
de ramificacién. Por tanto, el conjunto de puntos de ramificacién que se en-
cuentran en un arco de D,,, es denso en dicho arco. Como consecuencia de
esto, la dendrita D,, no tiene arcos libres.

Una propiedad que utilizaremos de las dendritas D,,, es que su hiperes-
pacio C'(D,,) es homeomorfo al cubo de Hilbert I*°. Esto es consecuencia del
siguiente resultado de D. W. Curtis y R. M. Schori.

31



Teorema 2.25 [16, Teorema 3.2 y Teorema 4.1] Si X es un continuo local-
mente conexro, entonces:
1) 2X es el cubo de Hilbert;

2) si X no contiene arcos libres, entonces C(X) ~ I*;
3) C(X) x I® =3 I*°.

En [2, p. 21-23| se muestra como construir la dendrita D3. Una aproxi-
macién a ella es la que se muestra en la Figura 2.3.

LIFM

IFIE_I’_[ IFI}]FI

Figura 2.3

Ahora recordemos las definiciones de H-determinada y de hiperespacio
tnico H(X).

Definicién 2.26 Supongamos que H(X) denota uno de los hiperespacios 2
C(X), Fa(X) 0 Cy(X). Supongamos, ademds, que I' es una familia de con-
tinuos diremos que;

1) T estd H-determinada, si para cualesquiera X yY € I' tales que
H(X) = H(Y) se tiene que X =Y.

2) X tiene hiperespacio unico H(X) si es verdadera la siguiente impli-
cacién: siY es un continuo y H(X) = H(Y), entonces X = Y.

El tépico de este trabajo se encuentra dentro del siguiente problema ge-
neral.

Problema 2.27 Encontrar condiciones que el continuo X debe satisfacer de
manera que tenga hiperespacio inico C(X) o Cp(X).
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Aunque ya lo mencionamos en la introduccién, creemos que es necesario
recordar algunos resultados referentes al tema de los continuos con hiperespa-
cio inico H(X'): generalizando resultados previos demostrados por R. Duda
(18], S. B. Nadler, Jr. [45] y S. Macfas [38], G. Acosta introdujo la nocién de
continuos con hiperespacio tinico C(X) y probé que los siguientes continuos
tienen hiperespacio unico C(X):

a) Gréficas finitas diferentes del arco y la curva cerrada simple [5].

b) Continuos hereditariamente indescomponibles [5].

¢) Continuos indescomponibles tales que todos sus subcontinuos propios
y no degenerados son arcos [6].

d) Compactaciones métricas del rayo [0, 00) con residuo no degenerado
3].

e) Compactaciones métricas de (—oc, 00), diferentes del arco y con residuo
disconexo [3].

También mencionamos, otros resultados relacionados con el problema del
hiperespacio tinico:

f) Los continuos hereditariamente indescomponibles X tienen hiperespa-
cio tnico 2% (39, pagina 417).

g) Los continuos hereditariamente indescomponibles tienen hiperespacio
inico C,,(X) para cualquier n > 1 [41, Teorema 6.1].

h) Las graficas finitas X tienen hiperespacio iinico C3(X) [31, Teorema
4.1].

1) Las graficas finitas X tienen hiperespacio unico C,(X), para cualquier
n > 2 [30, Teorema 3.8].

j) Las dendritas X cuyo conjunto de puntos ordinarios es abierto, tienen
hiperespacio tinico F(X) [29, Teoremas 1 y 8|.

k) Las grdficas finitas X tienen hiperespacio inico Fy,(X) paran > 2 [10].

Retornando a las dendritas D,,, comentamos lo siguiente: Del inciso 2)
del Teorema 2.25, tenemos que C(D,) = C(D,), para cualesquiera m,r €
N U {w} = {1,2}. Si tomamos m # r, entonces por la unicidad de cada
dendrita universal estdndar, D,, y D, son dendritas no homeomorfas cuyos
hiperespacios de subcontinuos son homeomorfos. En terminos de la definicién
anterior esto significa que la familia £ de las dendritas no estd C-determinada.
Si queremos encontrar una familia de dendritas que esté C-determinada,
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debemos restringir la familia £ a una subfamilia ©. Dicha subfamilia es la
que empezaremos a estudiar a partir de la siguiente seccién.

2.7. Dendritas cuyo Conjunto de Puntos Ex-
tremos es Cerrado

En una dendrita X nos conviene escribir el conjunto E(X) como la unién
de los conjuntos ajenos E;(X) y E»(X), en donde

Ey(X) = {p€ X: pes un punto aislado de E(X)},
y E1(X) = E(X) — E3(X). Naturalmente E(X) = E;(X) U E3(X).

A partir de este momento la letra © denotard la familia de dendritas
cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado y con al menos un punto de
ramificacién. Asf pues, si £ es la familia de las dendritas, entonces

D={Xel: E(X)escerradoy X % I}.

A la familia de dendritas cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado la
denotaremos por ©*. Entonces

D=2uU{Yel:Y=I}.

La familia ©* fue estudiada y caracterizada en [9], utilizando dos den-
dritas especiales que definiremos a cotinuacién: una de ellas es F,. la cual
definimos en la Seccién 2.3 (véase (2.1) y Figura 2.2).

La otra dendrita especial es la siguiente: para cada n € N sean a, =
(£,1), b, = (%.0), ¢=(—1,0). Definimos

n'n

W = [e, 4]V (U {[an,bn) : m € N}) ; (2.2)
n=1

en donde [c, by] es el segmento de recta en R? que une a c con b; y, para cada
n € N, [an, by es el segmento de recta en R? que une a,, con b, (Figura 2.4).
Denotamos por t el elemento (0,0) de W.

Notemos que el punto p € F, es I-esencial (p es un punto de ramifi-
cacién), mientras que el punto t € W es II-esencial (f es un punto ordinario
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de W). Consideraremos también a la dendrita Wy = W — [¢, t) (¢ es un punto
extremo de W)). Notemos que el conjunto de puntos extremos de F,, no es
cerrado, lo mismo que el de W, pero el de W si es cerrado.

a,
il |
t b,

Figura 2.4

[0}

by b

Teorema 2.28 [9, Teorema 3.3] El conjunto de puntos extremos E(X) de
una dendrita X es cerrado si y sélo st X no contiene ningun subcontinuo
homeomorfo a F,, ni a W.

En [9, Teorema 3.1 y Proposicién 3.4] se prueban, respectivamente, los
dos resultados siguientes.

Teorema 2.29 Una dendrita X es un drbol si y sdlo si X no contiene copias
de F, ni de W.

Teorema 2.30 Sean X € D y {rn}nen una sucesion convergente en R(X)
tal que T, # T 81 1 # m. Entonces lim r, € E(X).

Supongamos que X € D. Del Teorema 2.28 se sigue que el orden de cada
punto de X es finito, pues X no contiene una copia de F,,.

Teorema 2.31 Sean X € D y {en}nen una sucesion convergente en E(X)
tal que e, # em st n # m y lim e, = e # e;. Entonces existe una sucesion
convergente {1y }nen en R(X)N[e, e,] tal que lim r,, = e. Ademds, X contiene
una copia de Wy cambiando t por e, a, por e, para cadan € N y b, por ry,
para cada n > 2.
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Demostracién. La prueba que presentamos se debe a G. Acosta. Note-
mos primero que e € E(X) ya que E(X) es cerrado. Como [e,e;] y [e, 3]
son arcos, [e,e;] N [e,e;] también es un arco con e como uno de sus pun-
tos extremos. Sea r, el otro punto extremo de [e, e;] N [e, €5]. Notemos que
ro € R(X). Si [e.ra] N [e,en] = [e, 7] para un mimero infinito de fndices
n > 3, entonces [e, 3] C [e, e,] para dichos indices n. Luego, por la parte 1)
del Teorema 1.25, [e,r;] C lim [e, e,]. Como X es suave en e y lim e, = e,
tenemos que lim [e,e,] = {e}. Entonces [e, ;] C {e}, lo cual es un absurdo.
Esto demuestra que [e, 73] N [e, e,] = [e, 2] para un mimero finito de indices
ny,Na,...,nx 2 3. Supongamos, sin perder generalidad, que 7, es el mayor
de ellos. Entonces (e, 5] N[e, e,] es un subcontinuo propio de [e, ro], para cada
n > ny. En particular [e, 5] N [e,en,,,] es un arco en donde e es uno de sus
puntos extremos. Sea Tn.,, €l otro punto extremo. Entonces 7y, ,, € (e,rg) y
Tney, € R(X). Notemos que los arcos [ez, 73] ¥ [en,,,: Tn,,,) SOD ajenos.

Con lo escrito en el parrafo anterior, hemos demostrado que existen un
fndice x4y > 3 y un punto de ramificacién r,,,, tal que r,, ., <. 72, de
manera que los arcos [ez,72] ¥ [€n,,,sTn,.,] SOn ajenos. Mediante un reorde-
namiento de los fndices que definen a la sucesién {ey }nen podemos suponer,
sin perder generalidad, que ni.; = 3. De esta manera r3 es un punto de
ramificacién tal que r3 € (e,r;) (por tanto, r3 <, r2) y los arcos [e, o] ¥y
[e3, 73] son ajenos.

Continuando indefinidamente de esta manera, construimos una sucesién
convergente {r,}nen en R(X) N [e,e;] tal que lfm r, = e (con ry <, 73,
r3 <e T2 ¥, en general, r, <, r,_; para n > 3).

La prueba de que lfm r, = e, es la siguiente. Aplicando el Teorema 2.8,
tenemos que X es suave en e. Por tanto la sucesién de arcos {[e, en]},cx
converge a {e} . Como consecuencia de esto, la sucesién de los didmetros de
dichos arcos converge a cero. Esto implica que la sucesién {r,}, .y converge
a e. Para terminar la prueba, basta notar que el continuo

le,er] U (U {[en.Tn) : n = 2})

es una copia de Wy, cambiando ¢ por e, a, por e, para cada n € N y b, por
n para cadan > 2. g

Como consecuencia del teorema anterior, tenemos el siguiente resultado,
que relaciona los elementos de E;(X) con puntos //-esenciales de X.
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Teorema 2.32 Si X € D, entonces
E\(X)={p€ X: p es un punto Il-esencial} .

Demostracién. Supongamos primero que p es II-esencial. Entonces exis-
ten un arco [z, y] en X y una sucesion convergente {r,}, . en R(X)N|[z,y] tal
query, # r, sin#mylimr, = p. En [9, Proposicién 3.4] se demuestra que,
a partir de la sucesién {r,} .y, se puede construir una sucesién convergente
{eu},en en E(X) tal que lfm e, = p. Como X € D, p € E|(X).

Ahora supongamos que p € E;(X). Entonces existe una sucesién conver-
gente {€n},cn en E(X) tal que e, # em si n # m y lim e, = p. Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que e, # p. Entonces, por el Teorema 2.31, existe
una sucesion convergente {r,},.x en R(X)N[p, e1] tal que ry, # rpy sin # m
y lim r, = p. Entonces p es [I-esencial. o

En el siguiente resultado, mostraremos que los subcontinuos de las den-
dritas X, que estdn en la familia © y no tienen puntos en el conjunto E;(X),
son arboles.

Teorema 2.33 Sean X € D y A € C(X) tales que ANE,(X) = 0. Entonces
A es un drbol.

Demostracién. Supongamos que A no es un drbol. Por el Teorema 2.29,
y el hecho de que el orden de cada punto de X es finito, A contiene una copia
de Wy. Sin pérdida de generalidad supongamos que esta copia es Wy = W —
[e.t) (véase la definicién de W, en la pagina 34). Es claro que t € AN Ey(X),
contradiciendo la hipétesis. o

Si X € D es posible aproximar a X por drboles contenidos en X que no
contienen puntos de E(X).

Teorema 2.34 Sea X € D. Entonces para cada € > 0, existe un drbol G €
B(;(x}(x.f) tal que GnE1(X) = 0.

Demostracién. Por [24, Teorema 2] existe un drbol T' contenido en X
tal que H(T,X) < §. Sea TN Ey(X) = {e1,€2,...,em} . Entonces existen
conjuntos conexos y ajenos dos a dos U;, i = 1,2,...,m conteniendo e; res-
pectivamente, los cuales son abiertos en T' y cuyo didmetro es menor que 3.
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Mi4ds atin, podemos escoger U; de tal manera que U; N R(T) = (. Por lo tanto,

cada U; esunarcoy G =T — U U; es un drbol, el cual tiene las propiedades
=1
que se piden en el teorema. o

En el siguiente teorema presentamos otra caracterizacién de la familia
=DU{Y € £: Y = I} (véase Teorema 2.28).

Teorema 2.35 Sea X una dendrita. Entonces X € D* si y sdlo si, (*) para
cada elemento A en C(X), existe una sucesién {An},.n en C(X) tal que lim
A, =A y dimy,(C(X)) < oo para cada n € N.

Demostracién. Sea X € ©*. Si X = I, la condicién (*) es inmediata.
Sean X € ® y A € C(X). Por Teorema 2.28, A € D y, por el Teorema 2.34,
dada € > 0, existe un drbol G € Bg(x)(A, €) tal que G N E;(X) = 0. Por el
Teorema 2.32, G no tiene puntos esenciales. Luego, por el Teorema 2.22, la
dimensién del espacio C(X) en el punto G es finita. De donde obtenemos la
condicién (*).

Inversamente, supongamos que X ¢ © o X que no es un arco. Entonces su
conjunto de puntos extremos, E(X), no es cerrado. Por lo cual por el Teorema
2.28, X contiene una copia de W o una copia de F,,. Primero supongamos que
X contiene una copia de W (véase la definicién de W en la pdgina 34). Sean
t = (0,0) el punto esencial de W, b, = (1,0) y ¢ = (—1,0) como se definieron
en la pdgina 34. Sea A = [¢,b)] C W, tal que t € (c,b;). Ademéds, como
se tiene la condicién (*), existe una sucesién {J,},.x en C(X) tal que lim
Jn = [e,by] y dimy, (C(X)) < oc. Por lo tanto, J, no tiene puntos esenciales,
de donde t ¢ .J,, para cada n € N. Por otra parte, por el Lema 2.15, para
alguna N € N, t € J, sin > N. Lo cual es una contradiccion.

Ahora supongamos que X contiene una copia de F,, (véase la definicién
de F, en la pdgina 27). Sea p = (0,0) el punto esencial de F,, como se
defini6 en la pagina 27. Sea A = [¢,7] C F,, tal que p € (¢, 7). Usando los
mismos argumentos como en el caso anterior (cuando W C X), llegamos a
una contradiccién. Asi que, necesariamente X € D*. o

Recordemos la definicién de Continuo Universal de una familia.

Definicién 2.36 Sean A una familia de continuos y M € A. Diremos que
M es universal en la familia A, si todo elemento de la familia estd
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encajado en M, es decir si para cada X € A existe un homeomorfismo
h: X — hi(X)C M.

Por ejemplo el cubo de Hilbert es universal en la familia de continuos (es
un continuo en el cual esta encajado cualquier otro continuo). Una prueba
de esto puede verse en [32, Teorema 1.2]. En [46, Teorema 12.22| se prueba
que la familia de continuos encadenables tiene un elemento universal.

Para la familia de las dendritas existe una dendrita universal (véase [46,
Ejemplo 10.37]). También para la familia de las dendritas cuyo conjunto de
puntos extremos es cerrado, se tiene una dendrita universal (véase Teorema
2.38) y es lo que demostraron D. Arévalo, W. J. Charatonik, P. Pellicer y L.
Simén. El siguiente resultado es un corolario del Teorema 2.28.

Teorema 2.37 [9, Teorema 3.2, p. 3] La propiedad de ser una dendrita con
el conjunto de puntos extremos cerrado es hereditaria, es decir, cada subcon-
tinuo de una dendrita cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado, es una
dendrita con el conjunto de puntos extremos cerrado.

En [9, p. 7 y 8] se construye la dendrita G, la cual tiene las siguientes
propiedades:

a) ord(p. G,,) es finito para cada p € G,;

b) E(G.) es homeomorfo al conjunto de Cantor;

¢) para cada mimero natural n y para cada arco maximal a contenido en
G, existe un punto ¢ € a tal que ord(q, G,) > n.

Esta dendrita es universal para la familia ©*.

Teorema 2.38 [9, Teorema 4.2/ La dendrita G, es universal para la familia
de todas las dendritas X cuyo conjunto de puntos extremo es cerrado.
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Capitulo 3

HIPERESPACIO UNICO

3.1. Introduccién

A partir de este capitulo, nos centraremos en el siguiente problema: en-
contrar condiciones bajo las cuales un continuo X tiene hiperespacio tinico
H(X) en el sentido en que se dio en la Definicién 77.

El resultado principal de este capitulo es: si X € D, entonces X tiene
hiperespacio unico (Teorema 3.22). Su demostracién estard dividida en tres
pasos. Primero demostraremos que la familia © estd C-determinada. (Teore-
ma 3.13). Usando el resultado anterior probaremos que, para cada X € D y
cada dendrita Y, la relaciéon C(X) = C(Y') implica que X =~ Y. Finalmente
demostraremos el Teorema 3.22, a partir de los resultados anteriores.

3.2. La Familia ©® Esta C-determinada

En esta seccién probaremos que la familia © estd C-determinada. Para

esto necesitaremos hablar de la frontera como variedad de un 2-variedad con
frontera.

Definicién 3.1 Sean un nimero natural. Un espacio métrico separable Y es
una n-variedad, si y sélo si cada punto de Y estd contenido en una vecin-
dad que es homeomorfa al n-espacio Euclidiano R" (véase [15, Definicion
1.G.12]). Una n-variedad con frontera es un espacio métrico y separa-
ble M, donde cada punto tiene una vecindad que es homeomorfa a I™. El
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interior como variedad de la n- variedad con frontera M (denotada por
vint(M) ), consiste de todos los puntos de M que tienen vecindades en M,
que son homeomorfas al n- espacio Euclidiano R™; la frontera como va-
riedad de M (denotada por M) consiste de todos los puntos de M que no
estdn en el interior como variedad de M.

Si M es una n-variedad con frontera y h : M — M es un homeomorfismo,
entonces h(vint(M)) = vint(M) y h(6M) = OM. En [47, Teorema 19.33] y
[47, Teoremal9.34], respectivamente, se tienen los siguientes resultados.

Lema 3.2 Sea n un mimero natural.

a) Si I es una n-celda en R™, entonces 0I" = Frg~(I™). Por tanto la
frontera como variedad de cualquier n-celda es una (n — 1)-esfera y
el interior como variedad de cualquier n-celda es homeomorfa a R™.

b) Si V y W son n-celdas tales que V C W, entonces V — 8V es un
abierto en W.

En particular, si V es una 2-celda y h : I? — V es un homeomorfismo,
entonces h(Frgz2(1%)) = @V y 8V es una l-esfera. Por tanto

9V = {y € V: y = h(z) para alguna z € Fraa(1%)} .

En ocasiones a dV le llamaremos el contorno de V. Si necesitamos hablar
del contorno de 2-celdas en espacios distintos, entonces usaremos subindices
para distinguirlas. Asf dx (V) denotar4 el contorno de V en X.

Para un continuo X, consideremos el siguiente subconjunto de C'(X)

Q(X) = A € C(X): existe una una 2-celda V en C(X) tal que
- Ae intc(x)(V) N 3g(x)(V) '

En el siguiente resultado determinamos el contorno del hiperespacio de
subcontinuos de un arco J, asf como su conjunto cle( ) (Q(J)).

Lema 3.3 Sean a,b € R tales que 0 < a <byJ=[a,b]. Entonces

a) C(J), es una 2-celda tal que 8C(J) = C(a,J) U C(b,J) U Fi(J),
b) CIC(J](Q(J)) =~ Si.
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Demostracién. Como los hiperespacios de continuos homeomorfos son
homeomorfos, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a = 0 y
b = 2. Sea L el tridngulo en R? con vertices a = (0,0), b= (2,0) yc=(1,2).
Consideremos los segmentos de recta P = [a,b], Q = [a,c] y R = [b,¢].
Dado A = [e,d] € C(J) podemos considerar g(A) = (%,d —e) . Es facil
ver que g(A) € L. Esto define una funcién g : C(J) — L que es biyectiva y
continua. Por tanto, g es un homeomorfismo. Esto prueba que C(J) es una
2-celda. Ahora bien, por el inciso a) del Lema 3.2, L = PUQ U R y como
g9(Cla,J)) = Q, g(C(b,J)) = R, g(Fi(J)) = Py g es un homeomorfismo,
resulta que

8C(J) = Cla, J)) UC(b, J) U Fy(J).

Esto termina la primera parte de la demostracién. Para probar la segunda
parte también suponemos, sin pérdida de generalidad, que a = 0 y b = 2.
Mostraremos que cl ¢y (2(J)) = 0C(J). Para ver esto utilizaremos el homeo-
morfismo ¢ : C(J) — L que definimos en la primera parte. El conjunto Q(J)
estd definido mediante propiedades topolégicas. Como ¢ es un homeomorfis-
mo, entonces los elementos de g(€2(J)) también cumplen dichas propiedades
topolégicas. Afirmamos que K € g(Q(J)) si ysélosi K € PUQU R. Si
K € PUQUR, L es una 2-celda tal que K € int;(L) N d(L). Por la defini-
cién del conjunto Q(g(L)), tenemos que K € (g(L)) = g(2(J)). Ahora
supongamos que K € L—(PUQUR). Luego K € L—0L. Sea V una 2-celda
en L tal que K € 9.(V). Por tanto, para todo € > 0 Br(K,e)N(L-V) # 0.
De donde B (K, €) no estd contenida en V. De aqui K ¢ int; (V). Esto de-
muestra que para cualquier 2-celda Ven L (V # L), con K ¢ PUQUR,
no puede ocurrir que K € int, (V) N (V). Por tanto K ¢ g(©2(J)). Esto
prueba nuestra afirmacién, g(Q2(J)) = PUQ U R. De aqui g(clgyy(22(J))) =
¢l . (PUQUR) = PUQUR = dL. Como g(0C(J)) = 9L, y g es un homeomor-
fismo, entonces cle() (2 J)) = C(J). Se tienen los siguientes homeomorfis-
mos, cle(y)(UJ)) = 8C(J) = 0L y OL = S*. De aqui clo()(Q2(J)) =~ S*. Con
esto terminamos la prueba de la segunda parte y, por tanto, la demostracién
del lema.

Como hemos visto en el lema anterior, el arco es un ejemplo de un continuo
X para el cual clox)(Q(X)) # X. En el siguiente ejemplo mostraremos que
un triodo simple es un ejemplo de un continuo X para el cual clo(x)(Q2(X)) =
X. Por simplicidad denotaremos clg(x)(Q(X)) como cl(2(X)) (cuando no
haya peligro de confucién), pero cuando sea necesario distinguir, escribiremos
clex) (U X)).
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Ejemplo 3.4 Para el triodo simple T', mostrado en la parte izquierda de la
Figura 3.1, sucede que cloiry(2(T)) = T. Para ver esto, notemos primero que
C(T) es homeomorfo al “cubo con alas” que se muestra en la parte derecha
de la Figura 3.1. En dicha figura hay tres tridngulos que se intersectan con
el cubo en tres lados diferentes, sequn se indica. Como demostraremos mds
adelante, clory(UT)) es la unién de los tres segmentos que en el dibujo de
C(T) aparecen resaltadas en lineas mds gruesas. Dicha unién es un triodo
simple. Por tanto cloq(UT)) = T.

{q}
c(T) 1[r.p1
x j {r} H /)
\ : /, |
tt} Mol [9.p]
B It T
t P q A {p}
[t.p]
Figura 3.1

En el Teorema 3.11 mostraremos que cl(Q2(X)) = X, para cada X € D.
Para ver esto necesitamos mencionar algunas propiedades de Q(X) y sus
elementos. Comenzaremos con el siguiente resultado.

Lema 3.5 Sea X un continuo. Si A € Q(X), entonces dim4(C(X)) < 2.

Demostracién. Sea U un subconjunto abierto de C'(X) tal que A € U.
Puesto que A € Q(X), existe una 2-celda V en C(X) tal que A € into(x) (V)N
do(x)(V). Sea V; un abierto en C(X) tal que A € V; C V. Entonces A € UNV,
y U NV, es un abierto contenido en ¥V NU. Como V es una 2-celda, existe
un abierto Vo de V, tal que A € V, CU N Vy, y dim(Fry(Vs)) < 1. De aquf
que existe un abierto W de C(X) tal que Vo, = VN W. Ya que V; C V),
y Vi C V, tenemos que VAW =V, CVINWyVIinWCVnNW.
Por tanto VN W = V, = V1N W. El conjunto V;N W es un abierto en
C(X). De donde V; es un abierto de C(X). En resumen, tenemos que V, es
abierto en C(X), V es cerrado en C(X) y V» C V. Luego, por el Teorema
1.1, Frex) (V) = Fry(Vs). Pero sabemos que dim(Fry(V2)) < 1, de aquf que
dim(Freo(x)(V2)) < 1. Como V, C U, por la Definicién 1.3, concluimos que
dima(C(X)) < 2. o
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Ahora mostraremos que, para X € D, los elementos de 2(.X) no contienen
puntos de ramificacién de X ni puntos II-esenciales.

Lema 3.6 Sean X € ® y A € Q(X). Entonces ANE;(X)=0yANR(X) =
0.

Demostracién. Supongamos que existe un punto r € ANE,(X). Puesto
que r € Ey(X), por el Teorema 2.32, se sigue que r es un punto II-esencial.
Utilizando el Teorema 2.22 resulta que dim4(C(X)) = 0. Pero, por el Lema
3.5, dim4(C(X)) < 2 lo cual es una contradiccién. Esto muestra que A N
E\(X)=0.

Supongamos ahora que A N R(X) # 0. Como A € (X), existe una
2-celda V en C(X) tal que A € intg(x)(V) N dg(x)(V). Sea € > 0 tal que
Bexy(A,e) € V. Eligiendo un punto de ramificacién p € A y usando el
hecho de que el orden de p en X es finito, podemos construir un n-odo T, en
X, con n > 3, con corazén {p} y tal que T' € Bgx)(A, 5). Entonces por el
Teorema 1.41, existe una n-celda I tal que T € ' C Bex)(A,€) C V, lo cual
es una contradiccién. Por tanto AN R(X) = 0. g

Dada X € D, distinguiremos ahora dos tipos de arcos en X, los cuales
utilizaremos con mucha frecuencia en este trabajo.

Definicién 3.7 Sea X € D. Un arco [p,q] es un arco interno de X si
sus dos puntos extremos, y sélo ellos, son de ramificacion. Esto es, [p,q] N
R(X) = {p.q}. Diremos que [p,q] es un arco externo de X si uno de sus
puntos extremos es de ramificacién, el otro es un punto extremo aislado de
X y el resto son puntos ordinarios de X. Entonces [p,q] N R(X) = {p} v
[p.q] M Ea(X) = {q} o bien [p,q] N R(X) = {q} y [p,q] N Eo(X) = {p}.

En la prueba del siguiente lema, que en realidad es un corolario del lema
anterior, usaremos las nociones de arcos internos y externos de X, para ca-
racterizar a los elementos de Q(X).

Lema 3.8 Sea X € D. Entonces A € QX)) si y sélo si A satisface una de
las siguientes dos condiciones:

a) A= {p} en donde p € O(X)U Es(X),

b) A=[t,e] C X — R(X), en donde un punto extremo de A es un punto
ordinario de X y el otro punto extremo de A, es un punto extremo ais-
lado de X.
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Demostracién. Supongamos que A € Q(X). Por el Lema 3.6, AN
R(X) =0y An Ey(X) = 0. Esto implica que A € Fy(X) o bien que A
es un arco. Més aun, en el primer caso, si A = {p} entonces p € X — (R(X)U
E\(X)). Luego p € O(X) U E3(X). Supongamos ahora que A = [a,b] es
un arco. Como A no tiene puntos de ramificacién ni puntos //-esenciales. A
estd contenido en un arco [p, g] que es interno o bien externo. Supongamos
que a <, b <, ¢ (véase definicién de <pen la pigina 23). Como A € Q(X)
existe una 2-celda V en C(X) tal que A € intg(x)(V) N dg(x)(V). Tomemos
d > 0 tal que N(6,A) & [p.g] ¥y 0 < e < 4 tal que Bex)(A, €) C V. Entonces
Bexy(A, €) G C([p, q]). Para ver esto tomemos un elemento L € Bex)(A, €).
Entonces L C N(8,A) G [p,q], por lo que L € C([p,q]) — {[p.¢]}. Esto de-
muestra la contencién Bex) (A, €) G C([p, q).

Tomemos un arco J = [c,d] € Bg(x)(A,€) tal que a <. b <. d. Proce-
diendo como antes, es posible encontrar ¢, > 0 tal que Be(x)(A, 61) G C(J).
Como dC(J) = C(e, J)UC(d, J)UF;(J) (véase Lema 3.3) y, ademés, A y J no
comparten puntos extremos, €; puede escogerse de modo que Bex)(A,€;) N
0C(J) = 0. Ahora bien, C(J) es una 2-celda y C(J) C V. Por el iciso b) del
Lema 3.2, C(J) — dC(J) es abierto en V. Ya que A € C(J) — 0C(J), sucede
que A estd en el interior como variedad de V. Luego A ¢ 9V, lo cual es
una contradiccién. Esto muestra que no puede suceder que a <, b <, ¢. Por
consiguiente [p, ¢] no es un arco interno. Entonces [p, ¢] es un arco externo y
tanto A como [p, ¢| comparten un punto extremo.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ¢ € Exo(X) y p € R(X).
Como A = [a, b] no tiene puntos de ramificacién y comparte un punto extremo
con [p, q], podemos suponer que b = g. Entonces un punto extremo de A es
ordinario y el otro es un punto extremo aislado de X, como se indica en b).
Esto termina la primera parte de la prueba.

Supongamos ahora que A € C(X) satisface a). Entonces A = {p}, en
donde p € O(X) U E»(X). Notemos que {p} C [r,¢], en donde [r,¢] es un
arco interno o externo de X. En cualquier situacién, V = C([r,q]) es una
2-celda tal que {p} € inte(x)(V) N AV, por lo que A € Q(X). Si 4 € C(X)
satisface b), entonces A = [t.e] C X — R(X) y, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que t € O(X) y e € E3(X). Como X % I, existe un arco
externo J = [r.e] tal que A C J. Por la parte a) del Lema 3.3, C(J) =
C(r,J)U C(e,J) U Fy(J). Es claro que A € C(e,J), asf que A € 9C(J).
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Ademds W = C(J) es una 2-celda y A € intgx)(W). Luego A € Q(X). Esto
termina la demostracién del lema. o

De aqui obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.9 Sea X € D. §i A € Q(X), entonces A estd en un arco que
es interno o bien externo en X.

De acuerdo con el lema anterior
Fi(O(X) U E5(X)) C Q(X).

De aquf que clox)(FL(O(X) U E3(X))) C clgx)(2(X)). Ahora bien, co-
mo F1(O(X)U Ey(X)) = O(X) U Ey(X), y O(X) es denso en X (véase el
inciso 3) del Teorema 2.23), tenemos que:

clex) (F(O(X) U Ey(X))) = Fi(clx (O(X) U Eao(X)))

= Fy(clx (0(X)) U cly (Ea(X)))
= Fi(X Uclx(Ex(X)))
= R (X).

Esto muestra que Fy(X) C clggy)(2(X)). Ahora mostraremos que clex)
(€2(X)) es un subconjunto de C(X) “parecido a Fy(X)".

Teorema 3.10 Dada X € D, consideremos la familia M de los arcos [r, €]
en X tales que e € Ey(X) y [r,e] N R(X) = {r} o bien e € Ey(X) y [r,e) C
O(X). Entonces

clex) (U X)) = Fi(X) UM,

Demostracién. La estructura de esta prueba, se debe a G. Acosta. Pro-
baremos primero que M C clgx)(Q(X)). Sea A = [r,e] € M. Supongamos
primero que e € Ey(X) y [r,e) C O(X). Entonces A tiene la forma b) del
Lema 3.8, por lo que A € Q(X) C clgx)(Q2(X)). Supongamos ahora que
e € Ey(X) y [r.e) " R(X) = {r}. Entonces A = lfm[r,, e], en donde [ry, €]
es un arco en X tal que [r,,e) € O(X), para cada n € N. Por lo que
hemos probado, cada arco [ry, €] estd en Q(X). Luego A es un elemento de
clex(2(X)). Esto prueba que M C clex)(©(X)). Como Fy(X) también
estd contenido en cle(x) (X)), sucede que MU Fy(X) C clex) ((X)).
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Ahora tomemos un elemento A € clgx) (X)) y supongamos que A ¢
F1(X). Por consiguiente, existe una sucesién {An},cy en Q(X) tal que A =
IfmA,. Dado que A ¢ F;(X), sin pérdida de generalidad, cada A, es de
la forma b) descrita en el Lema 3.8. Entonces dada n € N, A, = [t,.e,].
donde t, € O(X), e, € E3(X) y A, N R(X) = 0. Tomando subsucesiones
si es necesario, podemos suponer que existen t,e € X tales que limt, = ¢
y lime, = e. Entonces e € E(X) pues E(X) es cerrado. Supongamos que
€n # em Si n # m. Sin perder generalidad podemos también suponer que
e # e,. Por el Teorema 2.31, existe una sucesién {r,},,.x en R(X)N[e, e;] tal
que lfmr, = e y X tiene una copia de Wy cambiando ¢ por e, a, por e, para
cada n € N y b, por r, para cada n > 2. Concretamente, haciendo r, = ry,
el continuo

Te [6,61] U (U{[Tm eﬂ] 'n2 2})1

estd contenido en X.

Ahora bien, dada n € N, sabemos que A,NR(X) = 0. Luego t,, € [ry, €] .
Ademas, como t, € [ra,eq] C [e,e,] , lfme, = e y lfmt, = t,sucede que t = e.
Ahora bien, como lfm[r,,e,] = e y An = [tn,€n] C [rn.€n], sucede que
lfm(t,, en] = e. Como también lim(t,, e,] = A, tenemos que A = {e}, una
contradiccién. Esto demuestra que no puede suceder que e, # e, si n # m.
Por tanto existe N € N tal que e,, = ey paracadan > N. Luego ey = e. Esto
significa que A, = [t,, €] para cada n > N. Podemos entonces suponer que
la sucesién {A,}, . estd anidada. Por tanto dicha sucesién es convergente
y su lfmite es NA, (por el Teorema 1.26). Como consecuencia de esto A es
un arco pues A ¢ F(X). Ademés e es un punto extremo de dicho arco v,
si t es el otro punto extremo, entonces A = [t.e] y [t.e) C O(X) pues A,
no contiene puntos de ramificacién. Esto prueba que A € 9 y, por tanto,
clow) (X)) € A (X) UM, o

Con la informacién del Teorema 3.10, demostremos que si X € D, en-
tonces clo(x)(Q(X)) es topolégicamente igual a X.

Teorema 3.11 Si X € D, entonces clox) (X)) = X.
Demostracién. La estructura de esta demostracién, también la sugirié

G. Acosta. Definiremos primero una funcién continua g : 2(X) — X que,
posteriormente, extenderemos a un homeomorfismo g : clgx) (X)) — X.
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Para definir a g, utilizaremos el hecho de que cada elemento de Q(X) estd
contenido en un arco que es interno o bien externo en X (véase Corolario
3.9). Asf pues, para A € Q(X), de acuerdo a lo demostrado en el Lema 3.8,
suceden dos cosas:

i) si A estd contenido en un arco interno [p, g, entonces A = {k} para
algin k € (p,q);

ii) si A estd contenido en un arco externo [r,e|, donde r € R(X) y
e € Ey(X), entonces A = {t} para algin ¢ € (r,e] o bien A = [t, €],
para algin t € (r,e).

Consideremos ahora todos los arcos externos [r, e| tales que [r,e]NR(X) =
{r} y e € Ey(X). Para cada uno de ellos fijemos un punto s, € (r,€) y
consideremos dos homeomorﬁsmos fie i rel = [rse] y f3° i [rye] = [Se, €]
tales que fi*(r) =, fi*(e) = se, f3*(r) = ey f3*(e) = se.

Estamos ahora en condiciones para definir a g : Q(X) — X. Dada A €
Q(X), si A satisface i), entonces definimos

9(A) = g({k}) = k.

Si A satisface ii), entonces consideramos el arco externo [r,e] que con-
tiene a A. asi como a los homeomorfismos f{* y f5°, correspondxentes al
puutc) Se que ﬁ_|amos en el arco [r.e]. Si A = {t} para t € (r,e], definimos
g(A) = f“(t). Si A= [t,e] parat € (r,e), entonces definimos g(A) = f3*(t).
La fuuuén g asta bien definida pues, dado A € Q(X), sucede que A estd
contenido en un tinico arco externo o bien en un \inico arco interno de X. Ob-
servemos, ademads, que si A € Q(X) entonces, por definicién, g(A) € O(X).

Afirmamos que
1) la funcién g es continua.

Para ver esto, tomemos A € Q(X) y € > 0. Debemos dar una 4 > 0 tal
que

9(Bex)(A,6) NQ(X)) C Bx(g(A).€) (3.1)

Consideremos las tres situaciones para A que se desprenden de i) yii). SiA =
{k} con k € (p,q) y [p,q] es un arco interno de X, entonces g(A) = {k}. Si
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d > 0 es tal que 6 < min{d(k.p),d(k,q), €}, entonces Be(x)(A,d8) C C([p, q]).
De aquf se infiere (3.1).

Supongamos ahora que A = {t}, donde t € (r,e] y [r,e] es un arco
externo como indicamos en ii). Entonces g(A) = f;*(t). Como la funcién f;*
es continua, existe § > 0 tal que

#(Bx(t,6) N [r,e]) C Bx(fi*(t),¢€).

Ademés podemos elegir § de modo que By (t,d) C [r,e|. Esto asegura
que Bexy(A,0) N QX) C Fi(X). Por consiguiente, por definicién de las
funciones g y fi*, la condicién (3.1) se cumple.

Supongamos, por ltimo, que A = [t,e], dondet € (r,e) y [r, €] es un arco
externo como indicamos en ii). Entonces g(A) = f3*(t). Como la funcién f3*
es continua, existe §; > 0 tal que

2*(Bx(t.01) N[ e]) C Bx(fy*(t),€).

Tomemos ahora § > 0 tal que § < min{d(t,e),d(t,r).d,}. Entonces la
condicién (3.1) se cumple, pues los elementos de Bex)(A,d) NQ(X) son los
arcos de la forma [m, e}, con m € O(X) y g([m.€]) = f2* (m).

De lo anterior concluimos que g es continua en A. Esto prueba 1). Afir-
mamos ahora que

2) la funcién g es inyectiva.

Para ver esto sean A, D € Q(X) tales que g(A) = g(D). Si A = {k}.
donde k € (p,q) v [p.q] es un arco interno en X, entonces g(A) = g(D) = k.
Esto significa que g(D) es un elemento del arco interno [p,¢]. Como g se
define de manera que la imagen de cada elemento de 2(X) es un punto del

arco interno o externo que contiene a dicho elemento de (X', necesariamente
D = {k} = A.

Supongamos ahora que A C [r,e], donde [r,e] es un arco externo como
indicamos en ii). Entonces g(A) € [r,e|, por lo que g(D) € [r,e] . Esto implica
que también D est4 contenido en [r, e] . Consideremos las dos situaciones para
A que se desprenden de ii). Supongamos primero que A = {t},cont € (r.€].
Entonces g(A) = f*(t) € (r,s.] . Como D est4 contenido en [r,e], entonces
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necesariamente D = {l} donde [ € (r,€] o bien D = [b,e], donde b € (r,e).
Si D = [b.€], entonces fi*(t) = g(A) = g(D) = f3*(t) € (se,€), lo cual es
una contradiccién, pues fy*(t) € (r, s¢] y los arcos (r, s.] y (se, €) son ajenos.
Entonces D = {l}, por lo que f*() = g(D) = g(A) = fi*(t). Como la
funcién f*(t) es inyectiva, sucede que [ = t. De aquf D = A.

Supongamos ahora que A = [t,e|, donde t € (r,e). Entonces g(A) =
2°(t) € (s.,e). Como D estd contenido en [r, €], tenemos que D = {l} para
alguna ! € (r,e] obien D = [b,e], para alguna b € (r,e).Si D = {l}, entonces
f3(t) = g(A) = g(D) = f3*(l) € (r,se], lo cual es una contradiccién, pues
f2°(t) € (se,€) y los arcos (7, se] y (se, €) son ajenos. Entonces D = [b, ¢] , por
lo que f3*(b) = g(D) = g(A) = f3*(t). Como la funcién f3* es inyectiva,
sucede que b= t. De aquf D = [t,e] = A. Esto prueba 2).

La extension g : clgx)(2(X)) — X de g se define como sigue. Primero
g se define de modo que gio(xy = g v, si {t} € Fi(R(X)U Ey(X)), entonces
g({t}) = t. Falta entonces definir a g en los arcos externos [r, e] con e € Ey(X)
y [r.e]Nn R(X) = {r}. En dicha situacién hacemos g([r, e]) = e. Observemos
que si B € clex) (X)) — Q(X), entonces g(B) ¢ O(X). Afirmamos que

3) la funcién g es inyectiva.

Para ver esto sean A,B € clg(x)(Q2(X)) tales que A # B. Queremos
probar que g(A) # g(B). Si A, B € Q(X), entonces g(A) # §(B), pues g es
inyectiva. Entonces §(A) # g(B), pues g es una extensién de g. Si A € Q(X) y
B € clex) (X)) — Q(X), entonces 5(4) = g(A) # g(B), pues g(A) € O(X)
v 9(B) ¢ O(X). La misma conclusi6n se obtiene si A € clg(x) (X)) —Q(X)
v B € Q(X).

De lo comentado en el péarrafo anterior, podemos suponer que A,B €
clew) (X)) — Q(X). Notemos que A € Fi(R(X) U Ey(X)) o bien A es
un arco externo en X. Analicemos ambas situaciones. Supongamos primero
que A = {t} € F{(R(X)U Ey(X)). Entonces §(A) = t. Ahora bien, B €
Fi(R(X)U E(X)) o bien B es un arco externo en X. En el primer caso,
haciendo B = {l} sucede que gG(A) # §(B), pues A # By g(B) = l. En
el segundo caso, haciendo B = [r,e] con € € Ey(X) y [r,e] N R(X) = {r},
tenemos que g(A) # g(B), pues g(B) = e.

Supongamos ahora que A = [ry, e;] es un arco externo en X, donde e; €
Ey(X) y [r.es) N R(X) = {r1}. Entonces g(A) = e;. De nueva cuenta
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tenemos que B = {l} para alguna [ € R(X) U E;(X) o bien B = [rg, €3],
donde e; € E»(X) y [r2,e2] N R(X) = {r2}. En el primer caso sucede que
3(A) # G(B), pues G(A) = e, € Ey(X) y §(B) = | € R(X) U Ey(X). En el
segundo caso también tenemos que G(A) # G(B), pues al ser A y B arcos
externos y tener que A # B, sucede que ANB = 0 o bien ANB € Fi(R(X)).
Esto termina la prueba de 3). Afirmamos ahora que:

4) la funci6én 7 es suprayectiva.

Para probar 4), notemos primero que X = O(X) U R(X) U E;(X) U
E»(X). Por tanto, si t € R(X) U Ey(X) entonces {t} es un elemento de
Fi(X) C cex)(2(X)) tal que g({t}) = t. Por tanto, solo tenemos que
preocuparnos por la suprayectividad de g en O(X) U Ey(X). Si p € O(X)
entonces, de acuerdo con la parte i) del Lema 3.8, A = {p} es un elemento
de Q(X) C clex)(2(X)) tal que g(A) = g(A) = p. Si e € E»(X), entonces e
es el extremo de algin arco externo [r,e] en X, donde [r,e] N R(X) = {r}.
Claramente [r, e] es un elemento de clgox)(Q(X)) tal que g([r,e]) = e. Esto
prueba 4).

Afirmamos, por ltimo, que
5) la funci6n g es continua.

Ya demostramos que g es continua y, como giq y) = ¢. basta demostrar
que g es continua en clegy)(2(X)) — Q(X). Tomemos entonces un elemento
A € clox) (X)) — Q(X), asf como una sucesién {4}, .x en clox) (QX))
tal que lim(A,,) = A. Debemos mostrar que lim §(A,) = g(A). Como hemos
venido utilizando, sabemos que A € Fi(R(X) U E (X)) o bien A = [r, €] es
un arco externo en X. Debemos, por tanto, analizar las tres situaciones que
se desprenden del comentario anterior.

Supongamos primero que A = {r}, donde r € R(X). Como los lfmites
de puntos de ramificacién de X son puntos extremos de X (véase el Teorema
2.30), los limites de puntos extremos de X son puntos extremos de X (pues
X € D) yclex) (X)) = Fi(X)UM segiin el Teorema 3.10, sucede que A, €
Fi(O(X)) para una infinidad de {ndices n. Entonces, sin perder generalidad,
podemos suponer que A, € F(O(X)) para cada n € N. Dada n € N,
escribamos A, = {0,}. Notemos que lim o0, = r. Mds ain

- Gg(A,) = 0p. si 0, estd en un arco interno en X;
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- G(An) = fi*(on), si 0, estd en el arco externo [r, €], donde e € Ey(X) y
[r,e]NR(X) = {r}.

Como el conjunto de los naturales es infinito, alguna de las dos condiciones
anteriores se debe cumplir para una infinidad de {ndices n. Supongamos que,
para una infinidad de indices n, sucede que o, estd en un arco interno en X.
Entonces, para dichos indices:

lim g(A,) = lim 0, = r = g(A).

Supongamos ahora que, para una infinidad de indices n, el punto o, estd en
un arco externo de X. Como el orden de cada punto de X es finito y lim
o, = r. resulta que una infinidad de puntos ordinarios o, se encuentran en
el mismo arco externo [r, e] de X. Entonces, aplicando la continuidad de f;*,
sucede que

lim g(An) = lim fi*(0.) = fi*(r) = r =g(A).
Esto muestra que g es continua en A, para el caso en que A € Fy(R(X)).

Supongamos ahora que A = {m}, donde m € E;(X). Tenemos entonces
que

a) §(An) = on, s A, = {o,} € F1(O(X)) y 0, estd en un arco interno en
X;
b) G(An) = T, si Ay = {r,} € Fi(R(X));
¢) g(An) = n, 81 An = {en} € Fi(Ey(X));
d) g(An) = fi*(tn), st An = {ta} € Fi(E2(X)UO(X)) y tn estd en el arco

externo [r,i,en] con e, € Ey(X) y [rn €] NR(X) = {rn};

e) g(A,) = fi*(tn), si Ap = [tn, €s] estd contenido propiamente en el arco
externo [rn, e,) con e, € Ey(X) y [rnyen] NR(X) = {rn};

f) g(An) = en, si Ap = [m, €n) €s un arco externo con e, € Ey(X) y
[rneen] N R(X) = {ra}.

Ahora bien, como el conjunto de los naturales es infinito, alguna de las
seis condiciones anteriores se debe cumplir para una infinidad de ndices n.
Analicemos cada caso. Supongamos que la condicién a) se cumple para una
infinidad de fndices n. Entonces, como lfm A, = A, para dichos indices
tenemos que:

limg(A,) = lim o, = m = g(A).
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Supongamos ahora que la condicién b) se cumple para una infinidad de
fndices n. Entonces

limg(A,) = lim r, = m = G(A).
Si la condicién ¢) se cumple para una infinidad de fndices n, entonces
limg(A,) = lim e, = m = G(A).

Supongamos ahora que la condicién d) se cumple para una infinidad de
fndices n. Como el orden de cada punto de X es finito, sucede una de las
siguientes dos condiciones:

(*) una infinidad de los arcos externos [ry, €,] son ajenos dos a dos;
(**) existe z € N tal que [r,, e,] = [rq, €z), para cada n > z.

En el caso (*), como X no contiene continuos de convergencia, sucede
que lfm [ry, e,] € F1(X). Ahora bien, como {t,} C [Py, en] y lim{t,} = {m}.
tenemos que lim [ry,, e,] = {m} = A. Notemos también que fi*(t,) € [y, €,
para cada fndice n. Luego

lim §(An) = lim f{*(ta) = m =7(A).

En el caso (**) tenemos que t,, € [r;,e;], para cada n > z. Luego m =
lfim t, € [ry,e;], lo cual es una contradiccién, pues m € Ey(X) y [r,,e.] no
intersecta a E,(X) por ser un arco externo en X. Esto termina el anélisis del

caso d).

Supongamos ahora que la condicién e) se cumple para una infinidad de
fndices n. De nueva cuenta, como el orden de cada punto de X es finito,
se cumple una de las condiciones (*) y (**). Como f3*(t,) € [rn.en). si se
cumple la condicién (*), entonces podemos proceder como en la prueba del
caso anterior, para concluir que

lim §(An) = lim f§*(ta) = m = 5(A).

También, como en el caso anterior, la condicién (**) no se puede dar, pues
los arcos externos no tienen puntos de E;(X).

Supongamos, por 1ltimo, que la condicién f) se cumple para una infinidad
de fndices n. De nueva cuenta tenemos que analizar las situaciones (*) y (**).
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La condicién (**) no se puede dar, pues lfm A, = A € Fi(X). Entonces se
da la condicién (*). Luego

lim g(A,) = lim e, = m = g(A).
Esto muestra que 7 es continua en A, para el caso en que A € Fy(E;(X)).

Supongamos ahora que A es un arco externo en X. Entonces A = [r, €]
con e € Ey(X) y [re] N R(X) = {r}. Como clgx)(UX)) = Fi(X) UM,
F\(X) es cerrado en clex)(2(X)) y A € Fi(X), podemos suponer, sin perder
generalidad, que A, € 9, para cada n € N. Entonces, dada n € N, el
conjunto A, tiene la forma [t,,e,], donde e, € Ey(X) y A, estd contenido
en un arco externo [ry, e,], donde [ry, e,] N R(X) = {r,}. Como el orden de
cada punto de X es finito, de nueva cuenta tenemos que se cumple alguna
de las condiciones (*) y (**) enunciadas anteriormente. Ademds, como X
no contiene continuos de convergencia, la condicién (*) no se puede dar. Por
tanto, se cumple (**) y esto implica, sin perder generalidad, que A, = [tn, €],
para cada n € N. Luego, aplicando la continuidad de f3°, sucede que

lim §(An) = lim f§*(tz) = lim f3(r) = e = 5(A).

Esto muestra que g es continua en A, para el caso en que A es un arco externo
en A. Esto prueba 5).

Para finalizar la prueba, como § es una funcién continua, biyectiva, el
conjunto cleix)(©2(X)) es compacto y X es un espacio T, sucede que g es un
homeomorfismo. g

Veamos ahora que si C(X) = C(Y), sucede que Q(X) = Q(Y).

Lema 3.12 Si X, Y son continuos tales que C(X) = C(Y), entonces Q(X)
~ Q(Y).

Demostracién. Sea h : C(X) — C(Y) un homeomorfismo. Si A €
(X ). entonces existe una 2-celda W en C(X) tal que A € intggx)(W)NOW.
Entonces V = h(W) es una 2-celda en C(Y') tal que h(A) € intgy)(V) N
dV. Luego h(A) € Q(Y). Por tanto h(2(X)) C Q(Y). Como A™! es un
homeomorfismo, sucede que QUY) C A(UX)). Asf A(Q(X)) = Q(Y). Esto
muestra que Q(X) = QY). o

Usando el Teorema 3.11 y el Lema 3.12 probemos que la familia D est4
C-determinada.
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Teorema 3.13 Sean X yY € D. Si C(X) = C(Y), entonces X =Y.

Demostracién. Supongamos que C(X) = C(Y'). Por el lema 3.12, Q(X)
~ ((Y). Por consiguiente clex)(UX)) = cley)(UY)) y, por el Teorema
3.11, X=Y. O

Ejemplo 3.14 FEs importante, que en la hipétesis del Teorema 3.13 al menos
uno de los continuos, esté en . Si ninguno de los dos estd en D, el teorema
no es vdlido. Veamos un ejemplo: consideremos las dendritas D3 y Dy que
se describieron en la Seccion 2.4 y no se encuentran en ©. En [14, Teorema
6.2 | se prueba que la dendrita D,, es topoldgicamente inica, por lo cual
Dy % Dy. Por otra parte ninguna de ellas tiene arcos libres, de donde se
sigue, por el inciso 2) del Teorema 2.25, que C(D3) = C(Dy) = I*® (I es
el cubo de Hilbert).

Observacién 3.15 Veremos en el Teorema 3.22 que en efecto, sélo nece-
sitamos que uno de los continuos esté en ©. Mds ain, veremos que si una
dendrita X no es elemento de D entonces es posible construir un continuo
Y el cual no es homeomorfo a X y tal que C(X) = C(Y).

Observacién 3.16 Del trabajo de R. Duda (en [18]), se sique que cle(x) (9
X)) = X para toda gréfica finita de X diferente del arco. Como consecuencia
de esto, una prueba similar a la del Teorema 3.13 hace ver que la familia de
las grdficas finitas, diferentes del arco, estdé C-determinada. Mds aiin, en su
Tesis Doctoral, [2, Teorema 67 |, G. Acosta demostrd que las gréficas finitas

X que no son arcos ni curvas cerradas simples, tienen hiperespacio tnico
C(X).

En general, el homeomorfismo clg(x)(©2(X)) & X nos ayuda a determinar
cuando una familia, de continuos, estd C-determinada.

Teorema 3.17 Sea I' una familia de continuos. Si para cualquier X € T
tenemos que cleoix) (U X)) = X, entonces la familia T' estd C-determinada.

Demostracién. Sean X y Y € I'. Supongamos que C(X) = C(Y).
Entonces, por el Lema 3.12, Q(X) = Q(Y"). Se deduce que clex) (X)) =
cl(Q(Y)). Como por hipétesis clox)(Q(X)) = X y cl((Y)) = Y, se implica
que X =Y. De donde la familia I" estd C-determinada. o
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En particular, tenemos que la unién de familias de continuos cuyos ele-
mentos X cumplen que clex) (X)) = X, estd C-determinada.

Por tanto, creemos que la siguiente pregunta es importante:

Pregunta: ;Cuales familias de continuos tienen la propiedad de que to-
dos sus elementos X, satisfacen que clg(x) (X)) = X?

3.3. Un Teorema Intermedio

En el siguiente resultado, demostramos que el Teorema 3.13 también es
cierto atin cuando Y es cualquier dendrita.

Teorema 3.18 Sean X € D y Y cualquier dendrita. Si C(X) = C(Y),
entonces X =Y.

Demostracién. Sea i : C(X) — C(Y) un homeomorfismo. Por el Teo-
rema 3.13, basta probar que Y € ®. Supongamos que Y ¢ Dy Y # I.
Entonces, por el Teorema 2.35, existe L € C(Y') para el cual no se cumple
la condicién (*) (véase dicha condicién en el Teorema 2.35). Tomemos Z €
C(X) tal que h(Z) = L y sea { An}, .y una sucesién en C(X) que converge a
Z. Se implica que {h(A,)},cx es una sucesién en Y que converge a h(Z) = L.
Como L no cumple la condicién (*) sucede que dimy4,)C(Y) = oo para al-
gin n € N, Por lo tanto dimy4, (C(X)) = oo para dicho n. Luego, la condicién
(*) falla en C'(X) para Z. En consecuencia, por el Teorema 2.35, X ¢ D. Co-
mo esto es una contradiccién, sucede que Y € D oY =~ I. Si Y = I entonces,
como C(X) = C(Y) sucede que X ~ I o bien X =~ S' ([2, Teorema 68]).
Esto contradice el hecho de que X € D. Luego Y € D y, por el Teorema
313, X =Y.

3.4. Las Dendritas X de la Familia ® Tienen
Hiperespacio Unico C(X)

En esta seccién, probaremos que los elementos X de la familia D, tienen
hiperespacio tinico C'(X). Antes de la prueba mostraremos tres lemas. En el
primero de ellos utilizaremos la nocién de continuo homogéneo. Recordemos
que un continuo Z es homogéneo si, para cada par de puntos p, ¢ € Z, existe
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un homeomorfismo f : Z — Z tal que f(p) = ¢. Utilizaremos también el
hecho de que el cubo de Hilbert 7> es homogéneo ([50, Teorema 6.1.6]).

Lema 3.19 Sean Y un continuo localmente conexo y A € C(Y) tal que
dima(C(Y')) < co. Entonces dimp)(C(Y)) < oo, para cada p € A.

Demostracién. Supongamos que p € A. Si dim,(C(p.Y)) = oc, por
el Teorema 1.20, C(p,Y) = I*. Como la dimensién del cubo de Hilbert en
cada punto es infinita (porque /> es homogéneo) y A € C(p,Y') sucede que
dimu(C(p,Y)) = oo. Por el Teorema 1.5 se tiene que dim4(C(Y)) = oo, lo
cual contradice la hipétesis. En consecuencia dim(,)(C(p,Y)) < oo, es decir
C(p,Y) no es el cubo de Hilbert. Aplicando el Teorema 1.19, se infiere que
p € inty(G), donde G es una gréfica finita en Y. Entonces existe ¢ > 0 tal
que By(p,€) C Gy, por el Teorema 1.15, si A € Bey)({p} . €) se implica que
A C By(p,¢). Por lo tanto Begy)({p},€) C C(G).

Mostraremos ahora que dimg,)(C(Y)) < oc. Para esto tomemos un abierto
U en C(Y) tal que {p} € Y. Tomemos 0 < €; < ¢ tal que Begy)({p},e1) CU.
Entonces

Bc{y)({p} €1) CUN Bc(y)({p} €) CUNC(G).

Observemos que Bc(y)({p} ,€1) C C(G) c C(Y), que Beyy({p}.€1) es un
abierto en C(Y) y C(G) es un continuo (por tanto, un cerrado en C(Y)).
Entonces por el Teorema 1.1,

Freqy)(Begy)({p} . 1)) = Frewe) (Bew) ({p} , €1))-
De aquf
dim(Fre(y) (Bey) ({p} . €1))) = dim(Fre) (Begy) ({p} €1)))-
Como Fre(e)(Bey)({p}.€1)) € C(G), por el Teorema 1.4, sucede que -
dim(Fre(e)(Bey)({p} . €1))) £ dim(C(G)) y dim(C(G)) < oo por el Teo-

rema 1.43. Por tanto dim(Fregy)(Bey)({p}.€1))) < oo. Como consecuencia
de esto dimy, (C(Y)) < 0. g

Lema 3.20 Sea Y un continuo localmente conexo. Si b € Y es tal que
dimgy (C(Y)) < oo, entonces {b} € cley)(Q(Y)).
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Demostracién. Supongamos que b no estd en el interior, relativo a Y,
de una gréfica finita en Y. Entonces, por el Teorema 1.19, C(b,Y) = I*, Por
lo tanto dim,(C(b,Y)) = oo y, por el Teorema 1.5, dimg; (C(Y)) = oc.
Esto contradice la hipétesis, dimg,y (C(Y)) < oo, asf que b est4 en el interior,
relativo a Y, de una gréfica finita G en Y. Se infiere que existe € > 0 tal
que By(b.€) C G. Por el Teorema 1.15, A € Bcy)({b} ,€) si y s6lo si A C
By (b.€). Luego Bey)({b} ,€) € C(G). Asique b € G = O(G)UR(G)UE(G).
Como G es una gréfica finita, existe un arco no degenerado L = [c,b] en G
tal que [c, ) € O(G) y L C By (b, €). Tomemos una sucesién {0}y €n (c, b)
tal que lim o, = b. Notemos que {{0,}}, .y €s una sucesién en C(G) C C(Y)
tal que ltm {o,} = {b} y {on} € Be(y)({b},¢€) para cada n € N. Ademads
on € By(b, €) para cada n € N.

Mostraremos ahora que {0,} € Q(Y) para cada n € N. Para ver esto, sean €
N. Notemos que V = C(L) es una 2-celda en C(Y') tal que {0,} € 9V (véase
Lema 3.3). Mostraremos ahora que {0,} € intcy)(V). Como o, € By(b,€) N
(c.b). existe § > 0 tal que si U = By(op,0), entonces U C By(b,€), c ¢ U
y b ¢ U. Entonces Bey)({on},d) C V. En efecto, si K € Bey)({on}.d),
sucede que

K cC By(on,5) L By(b,ﬁ) cG.

Como G es una grafica finita y By(o,,0) C G, tenemos que By(0,,d) =
Bg(on,6), asf que Bg(on,0) es un arco de la forma (p,q) con p € (¢, 0n),
q € (0n,b) y 0, € (p,q) . Luego Bg(on,6) C L. En vista de que K C By(0,,0)
sucede que K C L. Asf K € C(L) = V. Esto muestra que Be(y)({on},d) CV
y, con ello, {0,} € inte(yy(V). En conclusién, {0,} € 9V Nintgyy(V). De
aquf se sigue que {o,} € Q(Y") y, como lim{o,} = {b}, concluimos que {b} €
cley)(QY)). o

Lema 3.21 Sean X € D yY un continuo tales que C(X) = C(Y'). Entonces
FI(Y) Kz (EIC(Y)(Q(Y)).

Demostracién. Notemos primero que Y es localmente conexo. Esto se
sigue del Teorema 1.16. Supongamos ahora que h : C(X) — C(Y) es un
homeomorfismo y sea {b} € F,(Y'). Entonces existe A € C'(X) tal que h(A) =
{b}. Por el Teorema 2.35, existe una sucesion {A,},.y en C(X) tal que
IimA, = Ay dimy, (C(X)) < oo para cada n € N. Se infiere que limh(A,) =
h(A) = {b} y dimy(4,)(C(Y)) < oo, para cada n € N. Como limh(A,) = {b},
existe una sucesién {bn},.y en Y tal que b, € h(A4,) para cada n € N
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y lfm b, = b. Ahora bien, dada n € N, tenemos que dimy4,)(C(Y)) <
oc. Entonces, por el Lema 3.19, dimg,}(C(Y)) < oc y, por el Lema 3.20,
{bn} € clow)(2Y)). Luego {b} € clgy)(SAY)). Esto prueba que F(Y) C
clew)(2(Y)). o

Finalmente, demostremos el teorema principal de este capitulo, el cual
demuestra que los elementos, X, de la familia D, tienen hiperespacio tnico
C(X).

Teorema 3.22 Sean X € © y Y un continuo. Si C(X) =~ C(Y), entonces
X=Y.

Demostracién. La dendrita X es un continuo localmente conexo. Como
C(X) = C(Y), por el Teorema 1.16, Y es localmente conexo. Para pro-
bar que Y es una dendrita, sélo necesitamos demostrar que Y no contiene
curvas cerradas simples. Supongamos que Y contiene un espacio S el cual
es homeomorfo a S' (la esfera 1-dimensional). Entonces, por el Lema 3.21,
Fi(S) € F(Y) C cew)(QY)). Puesto que C(X) = C(Y), por el Lema
3.12, tenemos que Q(X) = Q(Y) y asf clgx)(UX)) = cley)(Y)). Por
el Teorema 3.11, cle(x)(2(X)) = X, por lo que, Fi(S) es homeomorfo a un
subconjunto de X. De aquf que X contiene una curva cerrada simple. Esto es
una contradiccién puesto que X es una dendrita. Por lo tanto ¥ no contiene
curvas cerradas simples. De todo esto obtenemos que Y es una dendrita y la
conclusién del teorema se sigue del Teorema 3.18.
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Capitulo 4

DENDRITAS X QUE NO
TIENEN HIPERESPACIO
UNICO C/(X)

4.1. Introduccién

En este capitulo demostraremos que las tnicas dendritas X que tienen
hiperespacio unico C(X) son las que estdn en la familia ©. Para esto uti-
lizaremos una técnica que aparece en [23] y fue utilizada para mostrar que
existen un continuo descomponible Y y un continuo indescomponible Z tales
que C(Y) = C(Z). La técnica en cuestion involucra la funcién L, que defini-
mos en la Seccién 1.7, la nocién de Z-conjunto, la nocién de retracto absoluto
y los teoremas de la Homogeneidad de Anderson y de la suma de Handel,
que presentaremos en la siguiente seccién.

4.2. Z-conjuntos y Retractos Absolutos

Definicién 4.1 Un subconjunto A de un espacio X es un retracto de X st
existe una funcion continua r : X — A tal que m(a) = a, para cada a € A.
Un espacio métrico X es un retracto absoluto (abreviado AR) si cada vez
que X sea homeomorfo a un subconjunto cerrado B de un espacio métrico Y,
resulta que B es un retracto de Y.
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Sean (Y, p) un espacio métrico y compacto y f,g : ¥ — Y. Conside-
raremos la métrica

D(f,g) =sup{p(f(z),9(z)): z€Y}.

Con esta métrica limf, = f si y so6lo si f,, converge a f uniformemente.
La funcién identidad en Y serd denotada por Idy .

Definicién 4.2 Un subconjunto cerrado A de un espacio métrico X es un
Z-conjunto en X, si Idx se puede aproximar uniformemente por funciones
f X — X tales que f(X)N A = 0. Una funcién g : X — X es una
Z-funcion, si g(X) es un Z-conjunto en X.

En otras palabras, un subconjunto cerrado A de un espacio métrico X
es un Z-conjunto en X, si para cada e¢ > 0 existe una funcién f. : X — X
tal que f(X)NA=0y D(f.,Idx) <e.

Teorema 4.3 Sea A un Z-conjunto en X. Si B es un subconjunto cerrado
de A entonces B es un Z-conjunto en X.

Demostracién. Como A es un cerrado en X, también B es un cerrado
en X. Sea ¢ > 0. Como A es un Z-conjunto en X, existe una funcién continua
f:X — Xtalque D(f Idy) <ey f(X)NA=0, entonces f(X)NB =10
y D(f,Idx) < ¢, asf que B es un Z—conjunto en X. g

Utilizaremos los siguientes resultados.

Teorema 4.4 (De la Homogeneidad de Anderson) [8, Teorema 7.1]
Sea h : A — B un homeomorfismo entre Z-conjuntos contenidos en el cubo

de Hilbert I°. Entonces h se puede extender a un homeomorfismo de I*° en
I,

Teorema 4.5 (De la Suma de Handel) [25, Teorema 1] Sean A, B C I*°,
tales que A = B = [* = ANB y AN B un Z-conjunto en A. Entonces
AUB = ]*. .
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4.3. Dendritas sin Hiperespacio Unico

Esta seccién tiene como finalidad demostrar que si una dendrita 7" tiene
hiperespacio tnico C(T), entonces T € D.

Recordemos los conceptos de unién libre y de espacio cociente (véase, por
ejemplo, [17, pagina 127]).

Notacién 4.6 La unién libre X +Y de los espacios topoldgicos disjuntos
Y, X es el conjunto X UY con la topologta: U C X +Y es abierto sty sdlo si
UNX es abierto en X yUNY es abierto en Y. Sean A C X un subconjunto
cerrado, y g © A — Y wuna funcion continua. En X + Y, generamos una
relacion de equivalencia R por a ~ g(a) (a es equivalente a g(a)) para cada
a € A. El espacio cociente X +Y /R es el espacio “X ligado a'Y por f”,
y escribiremos X Uy Y, a f le llamaremos la funcion de ligadura.

Intuitivamente, identificamos cada elemento ¢ € A con su imagen f(a) €
Y.

Para nuestro trabajo, identificaremos, sélo, dos puntos de dos continuos
ajenos.

Notacién 4.7 Sean L y X continuos ajenos, to € L y 29 € X. Sean A =
{zo} € X, y f: {zo} = L la funcion continua definida por f(zo) = to. En
X + L, generamos una relacion de equivalencia R por xg ~ f(zo) = to. El
espacio cociente X + L /R es el espacio “X ligado a L por f”, y escribiremos
X Uy L. En éste caso, identificamos al punto zo € X con el punto ty € L.
Denotaremos por t al elemento {to,zo} en el espacio cociente X Uy L.

Ejemplo 4.8 Si L = [0,1], X = S', to =1 y 7o € S*, entonces el espacio
cociente X Uy L es el espacio paleta.

Observemos que si L y X son localmente conexos, entonces el espacio
cociente X Uy L es localmente conexo para cualesquiera to € L'y zo € X.

Demostremos cuatro lemas que nos ayudaran en la demostracién del teo-
rema principal.
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Lema 4.9 Sea L un continuo y X un continuo localmente conezo y sin arcos
libres. Sea Y = X Uy L, el espacio cociente, donde t = {to,zo} € Y, con
zo € X yto € L. Si se satisfacen las siquientes propiedades:

1) L es localmente conexo en cada punto de una vecindad relativa a L, de
t

2) t no estd en el interior, relativo a L, de ninguna grdfica finita contenida
en L.

Entonces C(X)UC(t,Y) = I® yC(t, L) = I*®.

Demostracién. Por 1) y 2) se sigue, por el Teorema 1.19 que C(¢t, L) =
I*. Ahora probemos que C(X) U C(t,Y) = I*°. Como X es localmente
conexo y no tiene arcos libres, por el inciso 2) del Teorema 2.25, C(X) =
I*°. Notemos ahora que C(X) N C(t,Y) = C(t, X). Ademds, como X es
localmente conexo y sin arcos libres, entonces t no est4 en el interior, relativo
a X, de ninguna grafica finita contenida en X. Aplicando de nuevo el Teorema
1.19, sucede que C(t, X) = I*°. Por 1) y el hecho de que X es un continuo
localmente conexo, tenemos que Y es localmente conexo en cada punto de
una vecindad relativa a Y, de t. Por 2) y que t no est4 en el interior, relativo
a X, de ninguna gréfica finita contenida en X, tenemos que, ¢t no estd en el
interior, relativo a Y, de ninguna gréfica finita contenida en Y. Aplicando,
una vez mas, el Teorema 1.19, tenemos que C(t,Y) = [*.

Ahora demostraremos que C(t, X) es un Z-conjunto en C(t,Y). Existe
un arco ordenado, «, de {t} a L. Tomemos una sucesién {Cy}, .y en el
arco ordenado «, tal que lfim C, = {t}. Entonces, dado n € N, definimos
fn:Ct,Y) - C(t,Y) - C(t,X) como f,(M)= MUC,. Luego, la sucesién
{fn}nen converge uniformemente a Idopyy y fo(C(t,Y))NC(t, X) = 0 para
cada n € N. Esto prueba que C(t, X) es un Z-conjunto en C(t,Y). Por el
Teorema de la Suma de Handel (Teorema 4.5), C(X)UC(t,Y) = I*®. g

Lema 4.10 Sean X un continuo localmente conexo y sin arcos libres y L
una dendrita. Supongamos que eziste un arco [u,v] en L tal que tg € (u,v).
Sea Y = X Us L el espacio cociente, donde z9 € X yt = {to,z0} € Y.
Definimos

8= F\I‘C(L)(C(t, L)) = C(t, L) N Clc(L)(C(L) — C(t, L))
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Entonces:

1) B es un Z-conjunto de C(t, L);
)

2) B es un Z-conjunto de C(X)UC(t,Y).

Demostracién. Sea A € C(t, L). Tenemos la siguiente afirmacién:
i) Si existe [p,¢] C A tal que t € (p,q), entonces A ¢ 3.

Si A € 3, existe una sucesion {An}, .y con A, € C(L) — C(t, L) tal que
limA, = A. Por el Lema 2.15, para alguna N € N, t € A, sin > N. Lo cual
es una contradiccién.

Como 8 C C(t,L) y i) se cumple, si A € 3 entonces A tiene como un
punto extremo a t o A = {t}. Reciprocamente, si A = {t} o A tiene como
un punto extremo a t, entonces A € 8. Si A = {t}, A € § (por definicién
de 3). Ahora, supongamos que A tiene como un punto extremo a t. Sean
{tn},en una sucesion en O(A) tal que lfm ¢, = ¢t y {By},cn una sucesion,
con B, = cl(componente(A —t,) que no tiene a t). Observar que lim B, = A.
Por tanto A € 8.

De aqui tenemos la siguiente condicién:
A€ 3siysolosi A= {t} o A tiene como un punto extremo a t. (4.1)

Demostremos el primer inciso:

1) B es un Z-conjunto de C(t, L).

Sean r, € [v,t) y ¢, € [u,t) tales que lim 7, = ¢t y lim ¢, = ¢. Dado
n € N. definimos f,, : C(¢t,L) — C(t,L) — 8 como f(M) = M U [cn,7n]. Es
claro que { fn},cn €8 una sucesion de funciones que converge uniformemente
a ldcyry y fa(Ct,L)) N B = 0 para cada n € N. Para probar que esta
interseccién es vacia, utilicemos (4.1). Dadon € Ny M € C(t, L), tenemos

que f(M) = M U [cy, 7] es un un elemento que cumple que t € (¢p,7n) .
Luego, por (4.1), f(M) ¢ 3. Esto demuestra 1).

Demostremios ahora el segundo inciso:

2) 8 es un Z-conjunto de C(X)U C(t,Y).
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Para demostrar esto, consideremos una funcién de Whitney p: C(Y) —
I. Definimos L, : C(Y) x I — C(Y) por:

L(As)= { g’{K € C(Y): ACK y u(K) = s}, 21 g(gA)u(SAj

La funcién L, fué definida en la Seccién 1.7 y comentamos que posee las
siguiente propiedades:

i) L,(A,0) = A, para cada A € C(Y).
ii) L,(A,t) C L,(A,s), paracada A€ C(Y) yt <s.
iii) Si el continuo Y tiene la propiedad de Kelley, la funcién L, es conti-
nua.

Por [45, Ejemplo 16.11], sabemos que todo continuo localmente conexo tiene
la propiedad de Kelley. Como L es un continuo localmente conexo y X tam-
bién, entonces ¥ = X U; L es un continuo localmente conexo, asi que tiene
la propiedad de Kelley. Luego L, es continua y, por tanto, es uniformemente
continua.

Sea ¢ > 0. Como L, es uniformemente continua, existe §; > 0 tal que si
H(A,B) < 01y |s1 — sa| < 81, entonces H(L,(A,s1), Lu(B,s2)) < 5. Pode-
mos elegir 6; de modo que:

g

L) oy D<) (42)

Probaremos que:

ii) existe un d, tal que para todo K € C(t, L) tal que K N [u,t] = {t} o
K Nu,t] = {t}, sucede que u(K) + 55-22 < u(L).

Para demostrar esta afirmacién, definimos el conjunto 77 :

Ty=|J{M € C(t,L): tal que M N[u,t] = {t}}

Este espacio es un continuo. Es conexo, porque todos los elementos de T
tienen a t en comun. Para ver que 77 es un conjunto cerrado, demostremos que
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la familia {M € C(t, L) : tal que M N [u,t] = {t}} es cerrada. Sea { My}, cn
una sucesién en C(t, L) tal que tmM, = M, entonces lim(M, N [u,t]) =
M N u,t] = {t}. Por las propiedades de la funcién unién (véase la Seccién
1.5.2), T} es cerrado. Como T} G T1 U [u, t], elegimos 0 < v, tal que u(T7) +
B < u(Th U lu,t)). Sea K € C(Ty). Entonces pu(K) + % < p(Th) + % <
w1 U [ t)) < (L),

De manera andloga, definimos
Ty = U {M € C(t,L) : tal que M no contiene a [v_,t)} :
Existe un v, tal que si K € C(T2), entonces u(K w(Tz) + % <

)+ 2 <
< pu(To U, t]) < u(L). Sea d = min{~y,,7,}, st K € C(t,L) tal que K no
contiene a [u,t) o K no contiene a [v,t), entonces

J2
2

+ 2 <u(l) (4.3)

u(K)
Sea 6 = min {0;,82} . Por tanto § cumple las condiciones (4.2) y (4.3).
Definimos f.: C(X)UC(t,Y) —» C(X)UC(t,Y) por,
fe(A) = L(A, pn(A) + g) para cada A € C(X)UC(t,Y).

Notemos que

A= L(A p(4)) C Ly(A,u(4) + ) = [.(4)

Es decir A C f.(A), paracada A € C(X)UC(t,Y). (4.4).

Por tanto f.(A) € C(t,Y) si A € C(t,Y) y, si A € C(X), entonces
fe(A) € X obient € f.(A). En ambos casos f.(A) € C(X)UC(t,Y).

Ahora veamos que f, es continua. Por la eleccién de 4,

4]
H(A, fo(A)) = H(Lu(A p(A), LA p(A4) + 3)) < 5,
para cada A € C(X) U C(t,Y), es decir D(Idgxy,cqy fo) < € Como L,
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y 1 son uniformemente continuas, entonces f, es continua.

Demostraremos que f(C(X)UC(t,Y))NB=0.Sea A e C(X)UC(t,Y). Si
AN(X — L) # 0, obtenemos que f(A)N(X —L) # 0 yaque A C f.(A) (por
(4.4)). Por consiguiente f.(A) ¢ C(t,L). Asf f((A)¢ B.STAN(X —-L)=0,
entonces A € C(t, L). Supongamos que A no tiene a t como un punto extremo
y que A # {t}. En este caso, existe un arco [[,m] C A tal que t € (I,m).
Por tanto, (I,m) C f.(A). Esto implica, por (4.1), que f.(A) ¢ 8. Queda el
caso en que A tiene a ¢t como un punto extremo o bien A = {t}. Al menos
existen dos arcos distintos en L, que tienen como un punto extremo a t, éstos
son [v,t] y [u,t] . Sin perder generalidad, supongamos que AN[u,t] = {t} (no
puede intersectar a los dos arcos en puntos distintos que ¢, porque A tiene
a t como un punto extremo o bien A = {¢}). Tenemos dos posibilidades:
u(A) + g > p(AU[u,t]) y p(A) + § < p(AUu,t)). En el primer caso, por
(4.2), u(A) # 0. Luego A # {t}, y por tanto A € C(¢,L) tal que A no
contiene a [u,t).

Sea o un arco ordenado en C(L) que va de A a L, pasando por AU [u, ]
(véase el Teorema 1.35).

Como u(A) + % < u(L) (por (4.3) haciendo K = A), existe K € a(I)
tal que p(K) = p(A) + § > u(AU[u,t]). De aqui AU [u,t] C K. Ademss
K C L,(A u(A) + %) = f(A). Observemos que K contiene a dos arcos
distintos, contenidos en L, que tienen a t como un punto extremo (al arco
contenido en el continuo A y a [u,t]). En consecuencia, f.(A) contiene a
dichos arcos. Luego t no es un punto extremo de f.(A). Por lo cual, por

(4.1), f(A) € 5.

Ahora supongamos que u(A4) +32 < p(AU[u, t]). Recordemos que AN [u,t] =
{t} . Primero, observemos que pu(A) < p(A)+3 < p(AU[u,t]). St A # {t} se
deduce que [u,t] G AU[u,t]. Sea K € C(A, AU[u, t]) tal que u(K) = p(A)+1.
Por tanto A ¢ K C L, (A, p(A) +2) = f.(A), es decir, K N ([u,t] — {t}) #
0. En consecuencia K intersecta a dos arcos distintos, contenidos en L (al
contenido en A y a [u,t]), y t no es un punto extremo de K. Luego t no es
un punto extremo de f.(A). Se infiere que f.(A) & .

Por 1ltimo, si A = {t}, entonces u(A) = 0. Sea K; € C(t,[t,v]) tal que
p(Kip) = 2. Notemos que K1 N ([t,v) — {t}) # 0. Asi que [u, 1] & K U [u,t].
Se implica que p(K;) < p(A) +§ < p(AUu,t]) < p(Ki U [u t]). Ahora

68



sea K € C(Ky, K1 U u,t]) tal que p(K) = p(A) + %, de donde {t} = A &
K1 G K C f(A), KN ([u,t] = {t}) # 0y Kn(t,v] - {t}) # 0. Entonces
K intersecta a dos arcos distintos, contenidos en L, que tienen a ¢t como un
punto extremo. De donde, ¢ no es un punto extremo de K. Como K C f.(A),
se deduce que f.(A) ¢ 3. Esto prueba que f,(C(X)UC(t,Y)) N B = 0. Por
consiguiente 5 es un Z-conjunto en C(X) U C(t,Y). Con esto probamos el
inciso 2). g

Lema 4.11 Sean Y un continuo y L € C(Y'). Supongamos que:

1) C(Y) = C(L)UHUK, donde H y K son subespacios cerrados de C(Y'),
HUK = [* yKNC(L) = I*.

2) El conjunto 8, = (K NC(L)) Nclgy(C(L) — K NC(L)) es un Z-con-
gunto de H UK y de C(L)N K.

3) cloy(C(L) = K NC(L))NH C B

Entonces C(Y) = C(L).

Demostracién. Por el Teorema de la Homogeneidad de Anderson (Teo-
rema 4.4), Ids se puede extender a un homeomorfismo h : H UK — C(L)NK.

Sea
F = cley(C(L) — KN C(L)).

Por definicién, 8, C F y F es un cerrado en C(L), por tanto es un cerrado
en C(Y). Por definicién de 3, y de F, tenemos que:

Bi=KNC(L)NF. (4.5)
Definamos una funcién g : C(Y) — C(L) como sigue:

(4) = A, siAeF
IE=N hA4), sidAeHUK.

Primero demostremos que ¢ esté bien definida. Recordemos que C(Y) =
C(L)UHUK. Si A € HUK, entonces h(A) € C(L). Observemos que:

C(L) = (C(L)nK)uU(C(L) = K)
= (C(L) N K;) U Clc(L)(C(L) - }C)
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— (C(L)NK)U F.

Si A e C(L)NK, tenemos que h(A) € C(L). Ahorasi A € F, g(A) =
A e C(L). Como F C C(L), FN (HUK) C C(L). Por otro lado, por 3),
FNHC By, ypor (4.5), 5, =K NC(L)NF. De aqui tenemos que

FN(HUK) = (FAH)U(FNK),

(FAR)U(FNK)C (B, U(FNK)NC(L),
(BrU(FNK)NC(L) = (BN CL) U(FNK)NC(L)),
(51 NCL))U(FNK)NC(L)) = ByU By =By
En conclusién, F N (HUK) C 8;.Como h es la extensién de la identidad
en 3, g estd bien definida.

Probaremos que g es un homeomorfismo.

i) g es continua ya que F y H UK son cerrados, ¢ y gnux = h son
continnas y como FN(HUK) = (FNH )U(FNK) C By,si A€ FnN
(HUK) entonces h(A) = A = Idg,.

ii) g es suprayectiva. Recordemos que:
C(L)y=(C(L)NK)UF.

Sea B € C(L).Si B € K, entonces B = h(A) para alguna A € H UK, asf
que g(A) = B. Si B ¢ K , entonces B € F y g(B) = B. De donde g es
suprayectiva.

iii) g es inyectiva. Como la identidad en F y h son funciones inyectivas,
es suficiente considerar lo siguiente: g(A) = ¢g(B), con A € Fy B € H

U/C. En este caso g(A) = A = g(B) = h(B). Esto demuestra que A €
Im(h) = C(L)[)K , asf que A € (C(L)NK )NF = B, (por (4.5)). De donde

Idg, (A) = h(A) = g(A) = h(B). Como h es un homeomorfismo, se sigue que
A=B.

Para finalizar la prueba, como g es continua, biyectiva, el conjunto C(Y")

es compacto y C(L) es un espacio T3, sucede que g es un homeomorfismo.
Entonces C(Y) = C(L). o
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Lema 4.12 Sean X un continuo localmente conexo y sin arcos libres y L
una dendrita. Supongamos que eziste un arco [u,v] en L tal que ty € (u,v) es
un punto esencial de L. Sea Y = X Uy L el espacio cociente, donde zg € X
yt={to,z0} €Y. Entonces C(Y) =~ C(L).

Demostracién. Notemos que C(Y) = C(L) U C(X) U C(t,Y). De-
notemos H = C(X) y K = C(t,Y). En este caso §, = (KN C(L)) N
cley(C(L) = KN C(L)) coincide con el conjunto C(t, L) N clewy(C(L) —
C(t, L)) = Frey(C(t, L)), al cual llamamos £ en el Lema 4.10. Por tanto en
este caso 3; = (. Para demostrar que C(Y') = C(L), bastard demostrar los
3 incisos siguientes:

1) HUK = I*°, C(L)N K =~ I*° (Observemos que C(L)NK = C(t, L),
por lo tanto C(t, L) =~ I*°).
2) El conjunto 8 = B, es un Z-conjunto de H UK y de C(L)NK =
Ct. L),y
3) clery(C(L) —KNC(L) )nH C B =B,
y aplicar el Lema 4.11.

Para probar 1) verificaremos las hip6tesis del Lema 4.9. El continuo L es
una dendrita, por tanto es localmente conexo. El punto ¢, es un punto esencial
de L, entonces ¢ no est4 en el interior, relativo a L, de ninguna gréfica finita
contenida en L. El continuo X es localmente conexo y no tiene arcos libres.
Esto demuestra el inciso 1).

Como H = C(X) y K =C(t7Y), se infiere que H UK = C(X) U C(t,Y)
y C(L)yNK = C(t,L). Por el Lema 4.10, 8 = Fre)(C(t, L)) = B, es un
Z-conjunto de C(t,L) = C(L) N K y, también es un Z-conjunto de C(X) U
C(t,Y) =H UK. De aquf obtenemos el inciso 2).

El inciso 3) resulta directo: cle()(C(L)—KNC(L))NH = clewy(C(L) -
C(t,L))NnC(X) = {{t}} C B. Como se tienen las hipotesis del Lema 4.11,
concluimos que C(Y) = C(L). g

Ahora, con estos resultados podemos demostrar el inverso del Teorema
3.22, el cual es el Teorema principal de este Capitulo.

Teorema 4.13 Sea L una dendrita tal que L ¢ ©. Entonces existe un con-
tinuo localmente conexo Y tal que L#£Y y C(L) = C(Y).
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Demostracién. Sj L & I, entonces Y =~ S! es un continuo localmente
conexo tal que L# Y y C(L) = C(Y). Supongamos, por tanto, que L % I.

Debidoaque L ¢ ©, L contiene o bien a W o bien a F,,, como se definieron
en las secciones 2.3 y 2.7, respectivamente. Sean ty el punto esencial de W (o
el punto esencial de F,, respectivamente) y, X = {(z,y) € R?: 22 + y* < 1}
y zo un punto de X. Como ty es el punto esencial de W (respectivamente
de F,), existe [u,v] C W C L tal que ty € (u,v) (respectivamente , existe
[u,v] C F, C L tal que tg € (u,v)). Observemos que ¢y es un punto esencial
de L. Sea Y = X U; L el espacio cociente, donde zo € X y t = {to,20} € Y-

Verifiquemos, que tenemos las hipotesis del Lema 4.12. En este caso X
es un continuo localmente conexo sin arcos libres y L es una dendrita para
la cual se cumple, que existe [u,v] C W C L (o [u,v] C F, C L) tal que
to € (u,v) es un punto esencial de L. Aplicando el Lema 4.12, concluimos
que C(Y) = C(L). g

Existen casos particulares en los cuales, dada la dendrita L, podemos
encontrar otra dendrita Y que cumpla el Teorema 4.13.

Teorema 4.14 Sea L una dendrita tal que L ¢ D, L no es un arco y su-

pongamos que para alguna m € N, L no tiene puntos de orden m. Entonces
existe una dendrita Y tal que L2 Y y C(L) = C(Y).

Demostracién. Como L ¢ ©, L contiene o bien a W o bien a F, como
se definieron en las secciones 2.3 y 2.7, respectivamente. Denotemos por £
el punto esencial de W (respectivamente de F,). Sea D,, la dendrita, que se
defini6 en el Capitulo 2 (Seccién 2.6) y que tiene la propiedad de que todos
sus puntos de ramificacién tienen orden m y z9 € Dp,. Sea Y = D, Uy L.
Entonces Y es una dendrita y no es homeomorfa a L. La demostracién, de
este teorema, es exactamente igual a la que dimos en el Teorema 4.13 (en
este caso X = D,,). Asf que C(Y) = C(L). o

Observacién 4.15 Fl Teorema 4.14 también es cierto si, en lugar de unirle
a la dendrita L, la dendrita D,,, le unimos cualquier dendrita Dy tal que L
no tiene puntos de orden k. Esto quiere decir que existen dendritas (DyUy L),
no homeomorfas entre si, que tienen el mismo hiperespacio C(L).
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La pregunta que tenemos ahora es:

Pregunta: ;jPara toda dendrita L ¢ D, existe una dendrita Y tal que
Lz£Y yC(L)=C(Y)?

Con los teoremas 3.22, 4.13 y algunos teoremas del Capitulo 2, obtenemos
varlas equivalencias las cuales damos en el siguiente Teorema.

Teorema 4.16 Sea X una dendrita tal que X no es un arco. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

a) X tiene hiperespacio unico C(X);

b) X no contiene como subespacios a F,, ni a W;

¢c) X €D;

d) Para cada Z € C(X) existe una sucesion {An},cn en C(X) que converge
a Z ydimy, (C(X)) < oo para cadan € N;

e) X es homeomorfo a un subespacio de G, (véase la definicion de G, en la
Seccion 2.6).

Demostracién. En el Teorema 2.28, se tiene la equivalencia entre ¢) y
b).
En el Teorema 3.22, se demuestra que dado c), se obtiene a). El recifproco de
tal implicacién, se obtiene del Teorema 4.13.
En el Teorema 2.35, se demuestra que ¢) y d) son equivalentes.
En el Teorema 2.38, se tiene que dado c¢), se obtienen e). El reciproco de tal
implicacion, se obtiene del Teorema 2.37. g

Observacién. Sabemos que C([0,1]) = C(S?) y que S es el unico con-
tinuo que cumple tal propiedad (vea [2, Teorema 68 y Teorema 69]). Tomando

en cuenta esta observacion, las afirmaciones b), d), y e) son equivalentes a ¢')
XeDoX=|[01].
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Capitulo 5

LA FAMILIA ©* ESTA
C,-DETERMINADA; UNA
GENERALIZACION

5.1. Introduccién

La finalidad de este capftulo es demostrar que si X € D*, Y es una
dendrita y C,(X) = C,(Y), para n > 3, entonces X =~ Y (Teorema 5.24).
Como paso intermedio demostraremos que si X,Y € D* y Cp(X) = Cyp(Y),
para n > 3, entonces X = Y. Para ver esto utilizamos una técnica, que
aparece en [30], y fue utilizada para mostrar que las graficas finitas G tienen
hiperespacio unico C,(G), para n > 3.

Recordemos que si X es una dendrita, entonces
X=0(X)UR(X)UE(X),
donde O(X) es el conjunto de puntos ordinarios de X, R(X) el de puntos
de ramificacion de X y E(X) el de puntos extremos de X. Ademds E(X) =
E\(X) U Ey(X), donde E3(X) es el conjunto de puntos aislados de E(X) y
E\(X) = E(X) — Ea(X).
También recordemos que

Cn(X) = {A € 2% A tiene a lo méds n-componentes} ,
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D = {X : X es una dendrita, X no es un arco y E(X) es cerrado} .
Dados los subconjuntos Uy, Us, ..., Uy, de X, sea

(Us,Usy ooy Upn). =
{A€CAX): ACU,UUU U Uny ANUi # 0 parai € {1,2,...m}}.

Se sigue de [45, Teorema 0.11] que estos conjuntos forman una base de la
topologfa de C,,(X) (si los subconjuntos Uy, Us, ..., Uy, son abiertos de X).

5.2. Resultados preliminares

Empezaremos viendo dos lemas que nos dicen cual es la dimensién de
las vecindades del elemento A cuando X € ©, A € C,,(X) y A intersecta a
Ey(X) o bien a R(X).

Lema 5.1 Sean X € D y A € Cur(X) paran € N. Si AN Ey(X) # 0.
entonces dim(Bc, (x)(A.€)) = oo, para cada € > 0.

Demostracién. Supongamos que A € C,(X), paran € N, y que An

Ey(X) # 0. Sean A, A,, ..., A; las componentes de A. Supongamos que A; N
Ei(X)#0y A # X.

Existen D, ..., Dy, subdendritas de X ajenas dos a dos y no degenera-
das, tales que A; C inty(D;) y AyND; = 0 para j € {2,...,k}. Sean
peE AtNE(X), ZC E(X)talquep € Z y Z es un cerrado en E(X) (por
tanto es un cerrado en X). Por [47, Teorema 4.7, dim(E(X)) = 0, asf que
dim(Z) = 0. Por el Teorema 1.6 existen subconjuntos abiertos U y V' de X
talesque ZCUUV, Ay c U DyU---UD. CV,yc(U)nel(V)=0. Sin
perder generalidad, podemos suponer que U es conexo. Asf que ¢/(U) es un
continuo tal que A; C Uy cl(U)ND, = @ para j € {2, .., k} . Ademds sabemos
que p € Ay N Ey(X), como U es un abierto existe una sucesién {e,}, .y de
puntos extremos de X, contenida en U, de donde p € E,(cl(U)). Denotemos
a cl(U) por D,. Entonces existe una dendrita D, tales que, A; C intx(D,),
DyND; = 0 para j € {2,...k} y p € Ey(D;). Por el Teorema 2.32, p es
un punto esencial del continuo D,. Por el inciso 5) del Teorema 2.19, si T
es cualquier drbol contenido en D;, entonces p ¢ int(7T"). De donde por el
Teorema 1.19 C(p, D) = I*°.
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La funcién h : C(D,) x C(D3) X -+ x C(Dy) = Ci(X) C Coa(X), defini-
da por h(Q:,Q2,....Qx) = @ UQ2 U ---U @y, es continua e inyectiva. Es
inmediato que h es inyectiva. Para ver que es continua, tomemos una suce-
sion {Z,},cn en C(Dy) x C(D;) x -+ x C(Dy) tal que fmZ, = Z, donde
Z € C(Dy) x C(Dy) x -++x C(Dyg). Cada Z, lo escribimos en la forma
z = (21,20,.., Z{") . Entonces, para cada i € {1,....k}, imZ{¥ =
Z;. De aqui Z = (2,23, ..., Zx) . Usando el Teorema 1.25, obtenemos que
limh(Z,) =lim(Z2¥ Y2 --U Z2¥) = Ymz®) = U(Z) = k2, 25, ...
,Zx) = h(Z). Por tanto, h es continua. Tomemos el siguiente conjunto
C(p, Dy) x {Ag} x +++ x {Ay}, el cual es homeomorfo a I*, y le aplicamos la
funcion h, denotaremos a su imagen por 7. Es decir, h(C(p, Dy) x {Ag} X+ -+ x
{Ar}) = T € Ci(X). Ademés tenemos que h(A;, Ag, ..., Ax) = AjUAU- - U
Ar = A€ T. De donde oo =dim4(7) < dimy(Ck(X)) < dim4(Cr(X)). Por
lo tanto dim4(C, (X)) = oo. Ademds A € TNBg,(x)(A, €), para cualquier € >
0. Puesto que 7 = I*°, por el Teorema 1.42, el conjunto 7N B¢, (x)(4, €) con-
tiene un cubo de Hilbert. Asf que dim(Bc,(x)(A, €)) = o0. Ya que Bg,(x)(A4, €)
C Be,(x)(A, €), sucede que dim(Bg, (x)(4, €)) = 0. g

De la demostracién de ésta proposicién, obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 5.2 Seann € N, X € D y A € Co(X). Si An E\(X) # 0,
entonces dima(Cn(X)) = oo.

Lema 5.3 Sean X € D, n € N y A € Co(X). Si AN R(X) # 0, entonces
para cada vecindad S de A, dim(S) > 2n + 1.

Demostracién. Supongamos que S es una vecindad de A en C,,(X). Si
AN E|(X) # 0, entonces, por el Lema 5.1 dim(S) = oc.

Supongamos, ahora que ANE,(X) = 0y p € R(X)NA. Podemos construir
n subcontinuos de X, disjuntos dos a dos, A;, Ay, ..., A, (no necesariamen-
te contenidos en A) tales que Ag = A UAyU---U A, es cercano a A y
de tal manera que S es una vecindad de Ay, y para cada i € {1,2,...,n}
ANE(X)=0ype R(X)NA; (un ejemplo de como obtener Ay a partir
de A, puede verse en la Figura 5.1).
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Figura 5.1

Para demostrar esto, sea € > 0 tal que B, (x)(A,¢) C S. Sea Ay €
Be,(x)(A,€) tal que Ag = AjUA, U---U Ay, y para cada i € {1,2,...n}
A,'nEi(X) =@yp€ R(X)ﬂqu

Por lo tanto existen n drboles, ajenos dos a dos, Dy, D,,...,D, de X
tales que A; C intD; para toda i € {1,2....,n}. Sea V = (Dy, D, ..., Dy,),.
Entonces la funcién h : C(D,) x C(D;) % ---x C(D,) — V definida por
@y, Q2, ..., Qn) = QL UQzU---U @Q, es continua y biyectiva. Es inme-
diato que h es biyectiva. Para ver que es continua, tomemos una suce-
si6n {Zi}ien €0 C(Dy) x C(D;) x - -+ x C(D,) tal que limZ, = Z, donde
Z € C(Dy) x C(Dy) x -+-x C(D,). Cada Z; lo escribimos en la forma

Z = (219,2{",... 21" . Entonces, para cada i € {1,...n}, limz") =

Z;i. De aqui Z = (Z,,2,,....Z,) . Usando el Teorema 1.25, obtenemos que
Itmh(Z;) =im(ZF Yz Y- --U 28 = Ymz®) = J(2i) = h(2, Zs, ....
Zyn) = h(Z). Por tanto, h es continua. Concluimos que h es un homeomorfis-
mo. Por [18, 5.2], para cada i € {1,...,n}, existe una m;-celda G; (m; > 2),
con G; C C(D;), tal que A; € G;. Como p € R(X) N Ay, por [18, 5.2], G
una m,-celda, con m; > 3. Asf h(G; X Gy X - x G,) = G es una m-
celda para algin m > 2n + 1. Ademds h(A;, A3, ..., A,) = A UA U---U
An, = Ag € G. Por lo tanto Ag € SN G, entonces (como Ay € Be,(x)(A,€))
Ao € Be,(x)(A,e)NG C SN G, para algiin € > 0. De aqui, por el Teorema
1.42, Be,(x)(A,€) N G contiene una m-celda, para m > 2n + 1. Asf que S
contiene una m-celda, para m > 2n + 1. Por lo tanto dim(S) > 2n+ 1. g

De este resultado obtenemos el siguiente corolario.
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Corolario 5.4 Sean X € D yn € N, entonces C,(X) no es homeomorfo a
Cn(I).

Demostracién. Por [41, Corolario 5.3] dim(C,(/)) = 2n. Sean A €
Cn(X) tal que ANR(X) # 0 y S una vecindad de A en C,(X). Por el Lema
5.3, dim(S) > 2n + 1. Por lo tanto C,(X) no es homeomorfo a C,(/). o

Definicién 5.5 Sean X € D y n > 2. Denotemos

L,(X) = {A€Ch(X): eziste una vecindad de A en Cn(X),
la cual es una 2n-celda}.

Para X € © y n > 2, veamos algunas propiedades que cumplen los
elementos del conjunto £,(X).

Lema 5.6 Sean X € D yn > 2. Si A € L,(X), entonces dima(Cr(X)) <
2n.

Demostracién. Sea U un abierto de A en C,(X). Como A € L,(X),
existe una vecindad, V de A en C,(X), la cual es una 2n-celda. De aquf que
existe un abierto S de A en C,(X) contenido en V. Entonces S N es un
abierto en C,(X) contenido en V, de donde tenemos dim(Fr(SN )) < 2n-1.
Como ademds S NU C U, por la definicién de dimensién (Definicién 1.3),
dim4(Cn(X)) < 2n. g

Corolario 5.7 Si A € L,(X), entonces ANE;(X)=0yANR(X)=0.
Demostracién. Esto es consecuencia de los lemas 5.1, 5.3 y 5.6. o

Lema 5.8 Sean X € © yn € N. Denotemos

Mu(X) = {A€Ca(X): A Car(X), ANR(X) =0y AN Ey(X) =0}

Entonces Mu(X) C La(X).

Demostracién. Nétese que si A € M,,(X), entonces cada componente
de A es un arco o un punto. Sean A;, Ay, ..., A, las diferentes componentes
de A. Para cada i € {1,2,...,n} existe un arco J; en X tal que A; C intx(J;),
JNR(X) =0y Jin E(X) = 0. Los Ji,Js, ..., Jn son ajenos dos a dos.
Como A € (intxJy,intxJs, ..., intxJy), , entonces V = (Jy, Ja, ..., Jn),, €8 una
vecindad de A en C,(X). De la misma manera que se demostré en el Lema
53,V = (N1, Ja, ... Jn), = C(J1) X C(J2) X - - - x C(Jp). Como, C(J;) es una
2-celda, para cada i € {1,2,...,n} (véase el Lema 3.3), entonces V es una
2n-celda y A € V. Por lo tanto A € £,(X). o
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Lema 5.9 Sean X € ©® yn € N. Sea
Po={A€Ch(X): ANRX)=0y AN E;(X) =0}.
Entonces dim(P,) < 2n.

Demostracién. Probaremos este lema por induccién. Primero supon-
gamos que n = 1. Dado A € P, existe un arco J de X tal que A C intx(J).
Ahora (intx(J)) € (J) = C(J), de donde C(J) es una vecindad de A
en C(X). Como C(J) es una 2-celda, entonces dim4(C(X)) < 2 (una de-
mostracién de tal afirmacién, es semejante a la demostracién que dimos en
el Lema 5.6). Por lo tanto dim(7P;) < 2.

Ahora supongamos que n > 2 y que el lema es cierto para n — 1.
Nétese que:

Po1 ={A€ECi1(X):ANR(X)=0y AN E(X) = 0} C P, C Cu(X),

Y Pp-y = PoNCpr-1(X) es cerrado en P,,. Por hipétesis inductiva dim(P,-;)
< 2(n—1). Ademas tenemos que P, = P,y UM, (X) (M,(X) definido en
el Lema 5.8). Por el Lema 5.8, M,(X) C £,(X), entonces (por el Lema 5.6)
dim(M,(X)) < 2n. Por el corolario 1, pagina 32 de [26], dim(P,) < 2n. o

Veamos el concepto de separacién.

Definicién 5.10 Sean X un continuo, A, B y C € 2*. Diremos que C se-
para AyBen X ,si X—C=PURconACP yBCRdondecl(P)\NR =
cl(R)N P =0 (véase seccién 1.9).

En particular, diremos que C separa a X, si X — C es disconexo.

Para denotar que C separa A y B en X, escribiremos X —C = P | R con
ACPyBCR.

Lema 5.11 Sean X € D yn > 3. Sea A € C,,_1(X) — C(X) tal que AN
R(X) =0y AN E)(X) = 0. Entonces existe una vecindad V de A en Cn(X)
tal que cada vecindad cerrada N de A en C,(X) que satisface que N C V,
es separada por un conjunto cerrado S (en C,(X)) tal que para cada T € S,
TNE(X)=0,S8 CCh(X) y dim(S) <2(n-1).
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Demostracién. Sean A, Ay, ..., A, las componentes de A, donde 2 <
m < n. Por lo tanto para cadai € {1,2,....m}, ANR(X) = 0y AiNE,(X) =
0 (cada A; es un arco o un conjunto con un punto). Sean Jy, Ja, ..., J; arcos
ajenos dos a dos de X tales que, A; C inty(J;), paracadai € {1,2,....m},y
(J1UJoU- U J)NR(X) = 0 (esto implica que (J1UJU- - U J)NEY(X) =
0). Sea V = (Jy, Ja, ..., Jm),, , entonces V es una vecindad de A en C,(X). Por
la definicion de V, para cada T € V, TN E;(X) = 0. Sea N una vecindad
cerrada de A en C,(X) tal que N’ C V. Definimos:

R ={M € N: Mn J tiene al menos dos componentes} y

Q={MeN: Mn(JoU---U J,) tiene al menos n — 1 componentes} .

Afirmamos que R y Q son abiertos en A. Demostremos que R es abierto
en N. la demostracién de que Q es abierto en A es similar. Supongamos que
M e Ry M, M,,.., M son las componentes de M, donde al menos M, y
M, estén contenidos en J; y las componentes restantes estdn en UJ;. Sean
T1.75. ..., T, arcos ajenos dos a dos de X tales que, My C intx(7}), para
cada k € {1,2,...,s}, ademds T y T; estdn contenidos en J; y UT} C UJ;.
Sea K = (intTy,intTy, .., intT}), , un abierto en Cy(X), entonces CNA es un
abierto en N’ que contiene a M y estd contenido en R.

Veamos que R # 0 y @ # 0. Si escogemos un punto p € J; — A, tal que
p es suficientemente cercano a A;, entonces A; U {p} € Ny (4, U{p}) N
Jy tiene dos componentes, asi R # (. Ahora escogemos diferentes puntos
Gm+1. .- (n €0 Jo — A, tal que los puntos ¢; estdn suficientemente cercanos a
Az, entonces AU {gm+1,--@n} EN Y (AU {gm+1, @ })N (L2 U+ U Jpn)
tiene al menos n — 1 componentes (aqui es donde usamos que n > 3 puesto
que AU{gm+1,...,¢n} tiene al menos 3 componentes, es decir Ay, A2 y {g3}),
asi @ # (. Notar que si M € RN Q entonces M contiene al menos n + 1
componentes, lo cual es una contradiccién, ya que RN Q C C,(X). Por lo
cual hemos demostrado que RNQ = 0. En resumen, R y Q son subconjuntos
no vacios, abiertos y ajenos de N. Sea S = N' = (RU Q) (es cerrado en Ny
como N es cerrado, entonces S es cerrado en Cy,(X)). Es decir, el conjunto
S es,
S=N-(RUQ)=

= {M € N: M tiene exactamente una componente en J; y
MnN(JpU---U Jp) tiene a lo méds n — 2 componentes}.
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Deaquf S = N = (RUQ) C Cp_1(X). Observar quesi M e SCN CV,
entonces M N R(X) =0y M N E;(X) = 0. Asf que

SC{M € Coy(X): MNR(X)=0y MNEy(X)=0}.

Por el Lema 5.9, dim(S) < 2(n—1). Por la definicién de S, N =S = RUQ,
es decir NV es separado por un subconjunto cerrado S (de C, (X)) contenido
en Cp—1(X) tal que dim(S) < 2(n—1). g

Para X € © y n > 3, demostremos que los elementos de £,(X) son los
que tienen, exactamente n componentes, no tienen puntos de ramificacién y
no intersectan a E(X).

Lema 5.12 Sea X € © yn > 3. Sea M,(X) el conjunto definido en el
Lema 5.8. Entonces M, (X) = L,(X).

Demostracién. Por el Lema 5.8 sélo necesitamos demostrar que £, (X) C
M, (X). Tomemos A € L,(X), entonces existe una vecindad U de A en
Cn(X) tales que U es una 2n-celda. Por el Corolario 5.7, AN E|(X) =0y
AN R(X) = 0. Necesitamos demostrar que A ¢ C,,_,(X). Supongamos lo
contrario que A € Cp,_;(X). Como A € intc,(x)(U), existe § > 0 tal que
Be,(x)(A,8) C U, por lo tanto existe un elemento Ay € Cr—(X) — C(X)
tal que Ag € Bc"(x)(A,é) C illtcn(x}(U), Ao NR(X)=0y AgN Ey(X) = 0.
Como Ag € C,,_1(X)—C(X), por el Lema 5.11, existe una vecindad V de A4,
en C,,(X), que cumple la condicién mencionada en ese Lema. Por el Teorema
1.42, existe una vecindad cerrada N de Ag en C,(X) tal que N Cc U NV
vy N es una 2n-celda (recordar que U es una 2n-celda). Por la eleccién de
V, la 2n-celda N es separada por un subconjunto cerrado S de N tal que
dim(S) < 2(n — 1). Esto contradice el siguiente resultado: La k-celda I* no
puede ser separada por un subconjunto de dimensién menor o ignal a k — 2
(La demostracién de este resultado se puede ver en [26, Corolario 2, del Teo-
rema IV.4]). Asf que A ¢ C,,—1(X). En conclusién, tenemos que A € M,,(X).
Esto termina la prueba del Lema. o

Definicién 5.13 Sean X € ©® y A € C(X) tales que ANR(X) =0y
AN E\(X)=0. Sea U un subconjunto abierto y conexo de X tal que A C U
yUNR(X) = 0. Tomemose > 0 tal que N(e, A) C U. Sea M € B¢, (x)(A, €)N
(Co(X)=Cpu_1(X)), por lo tanto M C N(e, A). Diremos que las componentes
de N(e, A) — M estdn uniformemente distribuidas en N(e¢. A) si:
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i) las componentes de N(e, A) — M tienen el mismo didmetro;
Y
i) las componentes de M tienen el mismo didmetro.

Observacién 5.14 En relacion a la Definicién 5.13, observemos lo siguien-
te: sea M € Bg, (x)(A, €)N (Cn(X) — Cr—y(X)). Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que N (e, A) es un intervalo abierto de longitud r, contenido
en un intervalo cerrado, en R. Supongamos que las componentes de N (e, A)—
M estdn uniformemente distribuidas en N(e, A). Sean | = didmetro de cada
componente de M, § = didmetro de cada componente de N(e,A) — M (con
0 < 3). Entonces la n-ada (1,1, ...,1) satisface la siguiente ecuacion x; + x2 +
oo+ 2, + (n+ 1)6 = 1. Por tanto | = 1=t

n

Veamos que cualquier elemento, L € Bg, (x)(A, €)N (Cp(X) — Ca-1(X)),
tal que las componentes de N (e, A)—L tienen el mismo didmetro igual a 4, con
d < 3=, puede unirse mediante un arco, a otro elemento, M, de Bc,(x)(A, €)N
(Cu(X)—Cu-1(X)), tal que las componentes de N (¢, A) — M estdn uniforme-
mente distribuidas en N(¢, A).

Lema 5.15 Sean X € ©® y A € C(X) tales que AN R(X) =0y AN
Ei(X) = 0. Sea U un subconjunto abierto y conezo de X tal que AC U y
UNR(X) = 0. Tomemos € > 0 tal que N(e, A) C U. Sea L € Be,(x)(A,€)N
(Cy(X) = Cproy(X)). Supongamos que las componentes de N(e, A) — L tienen
el mismo didmetro igual a §, con § < 5. Entonces existe M € Bc,(x)(4, €)N
(Co(X) = Chy (X)) tal que las componentes de N(e, A) — M estdn uniforme-
mente distribuidas en N (e, A) y tienen el mismo didmetro igual a 6. Ademds
existe un arco a de L a M tal que a C Be,(x)(A, €)N (Cn(X) = Cr-1(X)).

Demostracién. Sin perder generalidad, podemos suponer que N (e, A)
es un intervalo abierto de longitud r, contenido en un intervalo cerrado,
en R. Supongamos que las componentes de N(e, A) — L tienen el mismo
didmetro igual a §. Sean Ly, Lo, ..., L, las componentes de L, I; = didm(L;)
parai € {1,2,..,n}yl= #ﬁ (como lo definimos en la observacién 5.14).
Tomamos dos puntos en R, p = (1, 1,....1) y ¢ = (1.2, ..., ln) . Llamemos § a
la linea recta, en R™ que pasa por los puntos p y ¢, y [¢,p] al segmento de la
linea recta §) que tiene por extremos a p y a ¢. Las coordenadas de cualquier
punto de la linea recta §) satisfacen la ecuacién, z,+zo+- - -+Zn+(n+1)d = 7.
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Definimos a : [g,p] = Be,(x)(A,€) N (Ca(X) — Cr-1(X)) C Co(X) de la
siguiente manera: sea (i, S2,...,8,) € [¢.p], @ (81,82,....8,) = Z = Z} UZ, U
+++U Z,, donde las componentes Z,, Zs, ..., Z, estdn contenidas en N(e, A) y
s; = didm(Z;) parai € {1,2,...,n}. Las coordenadas del punto (s;, s2, ..., 8)
satisfacen la ecuacién z; + 3 + --- + 7, + (n + 1)d = r. Ademds, las com-
ponentes Z,, Zy, ..., Zn de Z, las consideramos dentro de N (¢, A), en el orden
que tienen los subfndices, de la siguiente manera: primero construimos, en
N(e, A), un intervalo abierto de longitud igual a §, en seguida construimos
un intervalo cerrado de longitud igual a s; (la componente Z,). Pegado a este
intervalo, construimos un intervalo abierto de longitud igual a 4, en segui-
da construimos otro intervalo cerrado de longitud igual a s, (la componente
Z,) y asf sucesivamente. La unién de estos intervalos abiertos y cerrados es
N(e, A). Las componentes de Z y los conjuntos de N(¢, A) — Z, los consi-
deramos, dentro de N(e, A), en el orden y sélo en ese orden, que tienen sus
didmetros, en la siguiente suma (en este caso consideramos dicha suma, sin
conmutar ningin elemento); § + sy +8+ 8y +d+ -+ 6+ 8, + 8 =r. Ob-
servemos que existe una correspondencia tinica, entre las n componentes de
Z,enN(e, A), y las n coordenadas del punto (sy, 89, ..., $») de (g, p] . las cuales
satisfacen la ecuaciéon z; + 9+ -+ z, + (n+ 1)d = 1.

Sea M € Bg,x)(A,€) N (Ca(X) — Cr-1(X)) tal que sus componentes
M,, M, ..., M, tengan el mismo didmetro [ (véase la Observacién 5.14). Tam-
bién tenemos, que las componentes de N (e, A) — M tienen el mismo didmetro
igual a 4. Por tanto las componentes de N(¢, A) — M estdn uniformemente
distribuidas en N(e¢, A). Por la definicién de a, a(p) = M y a(q) = L. Ob-
servemos que a([g, p|) est4 contenido en Bg, (x)(4, €) N (Cpr(X) — Cro1 (X)),
y « es inyectiva.

Demostremos que o es continua. Tomemos una sucesién {tx} ..y €n [q. ]
tal que lfm #; = ¢, donde t € [g,p]. Sea a(t) = T. A cada t, lo escribimos

en la forma t, = (t‘lk) ,tg‘) : eaan Efj) para cada k € N. Entonces, para cada
i€ {l,..,n},imt* =t Deaquf t = (t,,ts, ...,tn) . Sean T,*) y T intervalos
cerrados en N(e, A), tales que tEk} = diém(T;‘k)) y t; = didm(T;) para i €
{1,2,..,n} y k € N, respectivamente. Ademds TyUT, U ---UT, =Ty
T, = Tltk} UTP U---UT® para cada k € N. Por la distribucién de las
componentes de Ty y de T en N(e, A), y que lfm t,“‘) = t; se tiene, que
las sucesiénes formadas por los extremos de cada arco T;(k] (para k € N),
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convergen a los extremos de cada arco T;. Asi que lfimT; ,-m = T; para cada

i € {1,2,....,n}. Usando el Teorema 1.25 e induccién matemética, obtene-
n n

mos que: lfma(tg) =lfm(T,(k) U Ték) U---UTH) = Ulfm:’}(k} =UT =

i=1 i=1
a(ty.ts,....t,) = a(t) (conservando el orden en la unién). Por tanto, o es
continua. De donde a([g, p]) = [¢,p] . En conclusién tenemos, que a([g, p]) es
un arco contenido en Bg, (x)(4, €) N (Cn(X) — Cpn-1(X)), cuyos extremos son
a(p)=Myal(g)=L.g

Ahora, veamos que cualquier elemento, M, de Bg, (x)(4,€)N (Cn(X) —
Cy-1(X)) tal que las componentes de N(e, A) — M estén uniformemente
distribuidas en N(e, A) y tienen el mismo didmetro igual a 6, con § <
+=. puede unirse mediante un arco, a otro elemento, S, de Be,(x)(4,€)N
(Cu(X) = Cho1(X)), tal que las componentes de N(¢, A) — S estdn uniforme-

mente distribuidas en N (e, A) y tienen el mismo didmetro igual a 3.

Lema 5.16 Sean X € D y A € C(X) tal que AN R(X) =0 y ANE(X) = 0.
Sea U un subconjunto abierto y conezo de X tal que AC U yUNR(X) = 0.
Tomemos € > 0 tal que N(e,A) C U. Sea M € Bg,(x)(A,e)N (Ca(X) —
Cn-1(X)). Supongamos que las componentes de N(e,A) — M estdn uni-
formemente distribuidas en N(e, A) y tienen el mismo didmetro igual a 6,
con & < 3. Entonces eziste S € Bc,(x)(A, €)N (Ca(X) — Cr=1(X)) con la
propiedad de que las componentes de N(e, A) — S estdn uniformemente dis-
tribuidas en N(e, A) y tienen el mismo didmetro igual a 3. Ademds existe
un arco o de M a S tal que 0 C Be,(x)(A,€) N (Ca(X) = Coa-1(X)).

Demostracién. Sin perder generalidad, podemos suponer que N(e, A)
es un intervalo abierto de longitud r, contenido en un intervalo cerrado en
R. Supongamos que las componentes de N (e, A) — M estdn uniformemente
distribuidas en N(e, A) y tienen el mismo didmetro igual a d, con § < 3. Sea
M = M,UM,;U---UM,, donde sus componentes M;, M, ..., M, estén con-
tenidas en N (e, A), y tienen el mismo didmetro | = r=(n+)?  Ahora tomemos
S =8US;U---US,, donde sus componentes Sy, Sz, ..., Sn, estdn contenidas
en N(e, A), y tienen el mismo didmetro m = "’“—":;%'EJ’—”-‘ Las coordenadas
de los puntos en R™!, p = (,{,...1,8) y ¢ = (m,m, ..., m, 35) satisfacen la
ecuacion £y + o+ +Zp+(n+ 1)z =71, endonde 2y = 29 = -+ - = Zp.
Llamemos $ a la linea recta, en R™"' que pasa por los puntos p y ¢, y
lg.p] al segmento de la linea recta $ que tiene por extremos a p y ¢. Defi-
nimos o : [¢,p] — Cn(X) de la siguiente manera, sea (s, s, ...,s,01) € [g,p],
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o(s8,..81) = Z = 2Z,UZ;U---U Z,, donde Z tiene como compo-
nentes a Zy, Zs, ..., Zn, contenidas en N(e, A), y tienen el mismo didmetro
s = didm(Z;), parai € {1.2,...,n},y d <3 < £. Las coordenadas del punto
(s,8,...,8,1;) satisfacen la ecuacién z1+zo+: - -+Tp+(n+1)Tyy; = 7. Ademds
las componentes Z,, Za, ..., Z, de Z, las consideramos dentro de N (e, A), en el
orden que tienen los subindices, de la siguiente manera: primero construimos,
en N(e, A) un intervalo abierto de longitud igual a /;, enseguida construimos
un intervalo cerrado de longitud igual a s (la componente Z;). Pegado a este
intervalo, construimos un intervalo abierto de longitud igual a [;, en segui-
da construimos otro intervalo cerrado de longitud igual a s (la componente
Z,) y asf sucesivamente. La unién de estos intervalos abiertos y cerrados es
N(e, A). Las componentes de Z y los conjuntos de N(e, A) — Z, los consi-
deramos, dentro de N(e, A), en el orden y sélo en ese orden, que tienen sus
didmetros, en la siguiente suma (en este caso consideramos dicha suma, sin
conmutar ningun elemento); Iy + 81+l +so+ L+ -+ L+ s, + 1 =T

Por la definicién de o, o(p) = S y o(g) = M. Observemos que, o([¢, p])
estd contenido en Bg,(x)(A,€) N (Ca(X) — Cao1(X)). y o es inyectiva. La
demostracién de que ¢ es continua, es similar a la demostracién que dimos
en el Lema 5.15. Por tanto o([g,p]) = [¢,p]. En conclusién tenemos, que
o([¢,p]) es un arco contenido en Bg,(x)(A,€) N (Cr(X) — Cr-1(X)), cuyos
extremos son o(p) = Sy o(g) =

La demostracién del siguiente lema, es totalmente similar a las demostra-
ciones de los Lemas 5.15 y 5.16. Por esta razén la omitimos.

Lema 5.17 Sean X € ® y A € C(X) tal que AN R(X) =0 y ANE(X) = 0.
Sea U un subconjunto abierto y conexo de X tal que AC U yUNR(X) = 0.
Tomemos € > 0 tal que N(e,A) C U. Sea K € Bg, (x}(A )N (Cu(X) —
Cn-1(X)). Entonces eriste L € Be,(x)(A,€)N (Ca(X) = Ch—i (X)), tal que
las componentes de N (e, A) — L tienen el mismo didmetro igual a 6. Ademds
eziste un arco o de K a L tal que a C Bg,(x)(A.€) N (Cp(X) — Cra(X)).

Definicién 5.18 Dada X € D, definimos

abiertos de Cn(X) tales que para cada U € 3, dimiU <

AeCyh(X): A¢ La(X) y A tiene una base local (3 de
n(X)
2n y UN L,(X) es arcoconezo.
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Observemos que, los elementos de I',(X) estdn definidos mediante pro-
piedades topolégicas. Los lemas anteriores nos ayudardn a demostrar que
los elementos de I',(X) son conexos, no tiene puntos de ramificacién y no
intersectan al conjunto E;(X).

Lema 5.19 Sea X € D yn > 3. Entonces
[(X)={A€CuX): Aesconexo, ANR(X) =0y AN E\(X) = 0}.

Demostracién. Sea A € I',(X). Por el Lema 5.3, AN R(X) =

por el Lema 5.1, AN E,(X) = (. Demostraremos que A es conexo. Supon—
gamos lo contrano que A ¢ C(X). Como A € I'y,(X), entonces A ¢ Ln(X)
y por el Lema 5.12, A ¢ Mu(X), asf que A € Cpy(X) = C(X). Sea V
una vecindad de A en C,(X) que cumple la propiedad mencionada en el
Lema 5.11. Puesto que A € I';,(X) existe una vecindad abierta N de A en
Cn(X) tal que dim(N) < 2n, N N L,(X) es arco conexo, cada elemento
T € N tiene la propiedad de que TN R(X) = 0, TN Ey(X) = 0 y podemos
suponer que ¢l ¢, (x)(N) C V (ya que C,(X) es regular). Por la eleccién
de V, ¢l ¢,(x)(N) puede ser separada por un conjunto cerrado S contenido
en C,-;(X). Entonces existen subconjuntos abiertos, ajenos, no vacios H y
K de ol C.,(X](N) tales que cl c_‘(x)(N) — 8 = HUK. Entonces HNN y
K NN son subconjuntos abiertos, no vacfos de C,(X). Esto es porque, si
H =UN cl ¢,(x)(N) (para U abierto en Cp(X)), entonces HNN =U Ncl
cux)N)NN =UNN (de la misma manera se demuestra que X NN es un
subconjunto abierto de C,,(X)). Por [40, Teorema 3.3], Cp(X) — Cr-1(X) es
denso en C,,(X). Entonces existen elementos E € HNONN(Cp(X)—Cn-1(X))
y F € KNNN(Ch(X)=Cr-1(X)). Entonces E, F € M,(X)"W = L,(X)"WV
(véase la definicién de M, (X) en el Lema 5.8), puesto que £,(X) NN es
arco conexo, existe un subarco a en £,(X) NN que une E con F. Por la
eleccion de S, existe un, elemento Z € aN S (de lo contrario a C HUK, lo
cual es una contradiccién porque a es conexo). Puesto que Z € a C Ly(X) =
M.(X), Z ¢ Cyr-1(X). Esto no es posible puesto que Z € S C Cr-1(X).
Esta contradiccion demuestra que A es conexo.

Ahora demostremos la otra inclusién. Tomemos A € C,(X) tal que A es
conexo, ANR(X)=0y AN E;(X) = 0. Puesto que A € C(X) C Cph1(X),
Ag M, (X)=Ln(X). Yaque ANR(X) =0, ANE;(X) =0y A es conexo
(A es un conjunto con un punto o es un arco), entonces existe un subconjunto
U abierto y conexo de X (contenido en un arco de X) tales que A C U y

87



UNR(X) = 0. Por lo tanto U N Ey(X) = 0. Ya que si U N E;(X) # 0, como
Ey(X) = {p: p es un punto II-esencial} (véase el Teorema 2.32), tendrfamos
que U N R(X) # 0, lo cual es falso. Sea

u= {Be,x)(A,€) C Ca(X): N(e, A) C U}.

Por el Teorema 1.11, p # 0. Sea G = Bc,(x)(A.€) € pu. Entonces G C P,,.
Para ver esto, sea Z € G, Z C N(€,A) C U. De aquf que ZN R(X) =0
y Z N Ey(X) = 0, por la definicién de P, en el Lema 5.9, Z € P,. Por el
Lema 5.9 dim(G) < 2n. Notar que GNL,(X) = GNM,(X) =GN (Cp(X) —
Cr-1(X)), vamos a demostrar que tal interseccién es arco-conexo.

Dado K € G N Ly(X) = G N (Ca(X) — Cr—1(X)), por el Lema 5.17
existe un cerrado L en GN (C,(X) —Cyr-1(X)). con la propiedad de que cada
componente de N (e, A)— L tiene el mismo didmetro d (con d < 3=) y existe un
arco a de K en L, tal que o« C GN(C,(X)— Cr_1(X)). Ahora en el siguiente
paso, utilizamos el Lema 5.15. Podemos conectar L, con un arco ~ contenido
en G N (Cp(X) — Cp-1(X)), a un elemento M tal que cada componente de
N(e, A) — M tiene el mismo didmetro § y estdn uniformemente distribuidos
en N(e, A). Finalmente (como en el Lema 5.16) M es conectado por un arco
o contenido en G N (Cp(X) — Cr—1(X)), a un elemento S con la propiedad
de que cada componente de N(e, A) — S, tiene el mismo didmetro igual a -
y ellos estdn uniformemente distribuidos en N(¢, A). En conclusién K y S
son conectados por un arco ¥ : I — C,(X) donde,

a(3t), si 0535%
U(t)=¢ y(3t—-1), siz<t<:
o(3t—2), siz<t<lL

La funcién VU, es continua y su imagen estd contenida en G N (Cp(X) —
Cn-1(X)). Si T es otro elemento de G N L,,(X), de la misma manera T y S
se conectan con un arco en G N L,(X), por lo tanto K y T se conectan con
un arco en G N L,(X). De donde concluimos que G N L,(X) es arco conexo.
Asf que A € T (X). o

5.3. Teorema principal en C,(X)

Ahora demostremos que la familia ©* estd C,-determinada, para n €
N-—{2}.
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Teorema 5.20 Sean X, Y € D*, n € N—{2}. §i C,(X) = C,(Y), entonces
X=Y.

Demostracién. Sean = 1, si X, Y € D, el resultado, es consecuencia
del Teorema 3.13. Si X = I y Y es un continuo tal que C(X) = C(Y), por
[2, Teorema 68|, Y es un arco o una curva cerrada simple. Ya que Y € D*,
tenemos que X = Y.

Supongamos que n > 3. Si X = I, por [30], el arco I tiene hiperespa-
cio tinico Cy (/). Supongamos que X y Y € D, podemos definir £,(X) =
M, (X), Ta(X), Lo(Y) = Mu(Y) y Tr(Y) como lo hicimos en los Lemas
anteriores.

Sea h : Cp(X) — Cp(Y) un homeomorfismo. Observar que h(L,(X)) =
L,Y)SiAel,(X), Aé¢ L,(X), entonces h(A) ¢ L,(Y). Ya que la dimen-
sién y la arco-conexidad se conservan bajo homeomorfismos, por la definicién
de 'L (X) y Ta(Y), h(A) € T5(Y). Puesto que h es un homeomorfismo, con-
cluimos que A(I', (X)) = TL(Y). Por el Lema 5.19

[W(X)={A€Cu(X): Aesconexo, ANR(X) =0y AN E\(X) = 0}.
Observemos que I',(X) € C(X). Ahora definamos el siguiente conjunto:

Qn(X) = {AeTl,(X): existe una 2-celda V en I';(X) tal
que A € intc(x)(V) N ac{x}(]))}.

(véase dc(x)(V) en la Definicién 3.1). Para este conjunto tenemos que 2, (.X)
= ((X) (el conjunto (X)) se definio despues del Lema 3.2). Por el Lema 3.8

(X)) =UX)={{p}eC(X):pe X - (R(X)UE\(X))}U
U{a € C(X): a es un subarco de X — R(X) el cual tiene como un pun-
to extremo a un elemento de E2(X)}.

Notemos que Clc(x)(QR(X)) = Clc(x}(Q(X)) = (‘.Ic“(x)( ( )) f‘lC(
cle, (x) (X)), porque C(X) es cerrado en C,(X) y Q(X) C C(X).
demostré en el Teorema 3.11 clox)(2(X)) = X. Ya que clg, (x)(ﬂ,,(X))
clex) (2 (X)) = cex)(2(X)). tenemos que cle, (x)(2a(X)) = X. De
nera similar cle, (v)(2(Y)) = clewy)(SUY)) = Y. Supongamos qu

(4]
3‘5
m
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Q.(X) C Th(X). Como h(TC,(X)) = Tn(Y), se tiene que h(A) € T'n(Y) y asf
h(A) € Qu(Y). Es decir h(Q,(X)) = Q.(Y), entonces h(cle, (x)(W(X))) =
cle, (v)(£2.(Y)). De aquf obtenemos los siguientes homeomorfismos:

X =~ CIC“{X}(Qn(X)) ~ Clcn(y)(QH(Y)) ~Y. m|

Ahora demostremos que el Teorema 5.20 también es valido cuando X € D
y Y es cualquier dendrita. Para llegar a este teorema, demostremos antes
algunos resultados.

En [48, Teorema 2.11] se demostré el siguiente resultado: sea X un den-
droide suave en p, A € C(p, X), entonces A contiene un punto esencial, si
y s6lo si dim(Bg,(x)(4,€)) = oo para todo € > 0. En el teorema que sigue
obtenemos un resultado similar para X en la familia ® y A en C,(X), con
n € N,

Teorema 5.21 Sean X € D, n € N y A € Cy(X). Entonces ANE{(X) # 0
(A tienen puntos esenciales) si y sdlo si, para toda e > 0, dim(Bc,(x)(A,€)) =
oo.

Demostracién. Supongamos que A € C,(X) y que AN E(X) # 0, el
teorema se sigue de la Proposicién 5.1. Demostremos el reciproco: supon-
gamos que AN E(X) = 0 (A no tiene puntos esenciales). Por el Teorema
2.33, cada componente de A es un drbol. Entonces existe una gréfica finita
G € C(X) tal que A C intx(G) y GN E;(X) = 0. Por el Teorema 1.11,
existe € > 0 tal que N (¢, A) C intx(G). Se infiere que Bg, (x)(A,€) C Cn(G),
ya que si M € Bg,(x)(A €), se implica que He,(x)(M,A) < € por lo
cual M C N(e,A) C intx(G) C G de donde M € C,(G). De todo es-
to obtenemos que B, (x)(A,€) = Be,(c)(A, €) es un abierto de C,(X) que
contiene a A y estd contenido en C,(G). Ademds C,(G) es un cerrado
en Cn(X). Del Teorema 1.1, dim(Bg,(x)(4,€)) = dim(Bg,(g)(A.€)). Como
Be,c)(Aje) C Cu(G), se tiene que dim(Bc,(g)(A,€)) < dim(C,(G)). Por
[41, Teorema 5.1] dim(C,(G)) < oo, entonces dim(Bc,(x)(A.€)) < oo (en
particular dim4(C, (X)) < o). g

Del Corolario 5.2 y de la demostracién del Teorema 5.21, obtenemos el
siguiente resultado.

Corolario 5.22 Sean X € D, n € Ny A € Cp(X). Entonces ANE(X) =0
(A no tienen puntos esenciales) si y sdlo si dima(Cy(X)) < oc.
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Ahora damos una generalizacién del Teorema 2.35.

Teorema 5.23 Sean X una dendrita yn € N. Entonces X € © 0o X = [ si
y solo si para cualquier Z € Cp(X) existe una sucesion {As},cn €n Ca(X)
que converge a Z y dimy,(Cr(X)) < oo, para cada s € N.

Demostracién. Supongamos que X € © o X = J. Para el caso en
que X = I la implicacién es inmediata, porque por [41, Corolario 5.3,
dim(C,([0,1])) = 2n. Supongamos que X € D y sea Z € Cy(X) tal que
Z=2yUZ3U---U Z, en donde Zy, Zy, ..., Z) son lascomponentes de Z. Por
el Teorema 2.35, para cada Z;, con 1 < i < k, existe una sucesion {A}}, .y
en C(X), la cual converge a Z; y dimy; (C(X)) < oo, para cada s € N. Por lo
tanto, por el Teorema 2.22 AN E;(X) = 0 (A no contiene puntos esenciales),
para cada s € N. Sea 4, = AlU A2U--.U Ak, entonces {A,},cy €s una suce-
sién en Cp(X) que converge a Z y A, N Ey(X) = 0. Por el Corolario 5.22,
dimy, (Ch(X)) < oo, para cada s € N. Ahora demostremos la implicacién
inversa. Supongamos que X ¢ © y X % I, se implica que X es una dendrita
cuyo conjunto de puntos extremos, E(X), no es cerrado. De donde por el
Teorema 2.28, X contiene un subespacio, Y, el cual es homeomorfo a W o a
F,, (las definiciénes, de W y de F,, se dieron en las secciones 2.3 y 2.7, respec-
tivamente). Primero, sin perder generalidad, supongamos que Y = W C X.
Utilizaremos los siguientes puntos estratégicos de W; ¢ = (-1,0), t = (0,0)
y by = (1,0) € R% Tomemos Z = Z; UZ; U---U Z, en donde Z;, Zs, ..., Zn
son subcontinuos disjuntos dos a dos, no vacfos y Z; = [s,r] C [¢,b,]. Para
el subcontinuo Zy, por el Lema 2.35, no existe ninguna sucesién {7}},y en
C'(X) que converge a Z; y dimr,(C(X)) < oo, para todo j € N. En conse-
cuencia no existe ninguna sucesién {A,},En en C,(X) que converge a Z y
dimy, (Cn(X)) < oo, para toda s € N. Si suponemos que Y = F, C X, la
demostracién es similar. o

Finalmente, demostremos una generalizacién del Teorema 5.20.

Teorema 5.24 Sean X € D*, Y una dendrita yn € N — {2}. Si Cp(X) =
C.(Y) entonces X =Y.

Demostracién. Si X = I, por [30], el arco I tiene hiperespacio tinico
Cy(7), excepto cuando n = 1, ya que C(I) = C(S'). Luego el Teorema
es valido, porque S' no es una dendrita. Para el cason = 1,si X € D
este teorema es, el Teorema 3.18. Supongamos que n > 3. Ahora sean X €
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D, h: Cp(X) — Co(Y) un homeomorfismo y Z € C,(Y'), entonces existe
L € Cn(X) tal que h(L) = Z. Por el Teorema 5.23, existe una sucesién
{As}en en Ca(X) que converge a L y dimy, (Cn (X)) < oo, para cada s € N.
Se deduce que {h(As)} .y €s una sucesién en Cn(Y) que converge a Z y
dimp(4,)(Cn(Y)) < o0, para cada s € N. Porlocual Y € D oY = I, pero
por el Corolario 5.4 C,(X) % C,(I), de aquf obtenemos que Y € ©. Por
consiguiente, del Teorema 5.20 concluimos que X =Y. g

Varios resultados acerca de las gréficas finitas, se pueden extender a "-
ciertas familias" de dendritas. Veamos algunos ejemplos de esto: generalizan-
do un resultado de R. Duda [18], G. Acosta, [5], demostr6 que las gréficas
finitas G, distintas del arco, tienen hiperespacio tinico C(G). En esta tesis
demostramos (Capitulo 3, Teorema 3.22), que las dendritas X cuyo conjun-
to de puntos extremos es cerrado y no es el arco, tienen hiperespacio 1inico
C(X). A. Tllanes demostrd, en [30] el siguiente Teorema: sea X una gré-
fica finita y ¥ un continuo tal que C,(X) es homeomorfo a C,(Y'), para
n > 3, entonces X y Y son homeomorfos. En el capitulo 5, Teorema 5.24,
demostramos el siguiente resultado: sean X € ©, Y una dendrita, n > 3 y
Cu(X) =~ C,(Y) entonces X ~ Y. También, en este sentido, E. Castaneda
y A. Illanes demostraron que las gréficas finitas tienen hiperespacio tinico
F5(X) y A. Tllanes demostré que las dendritas X cuyo conjunto de puntos
ordinarios es abierto, tienen hiperespacio tinico F(X) [29]. Por estos resul-
tados considero interesante estudiar, que propiedades de la familia de las
graficas finitas, se puede extender a una cierta subfamilia de dendritas.
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Ahora damos una lista de preguntas.

1) En el Teorema 3.19, demostramos el siguiente resultado: sean ¥ un
continuo localmente conexo y A € C(Y') tal que dim4(C(Y')) < oc.
Entonces dimy,)(C(Y')) < oc para cada p € A.  Es esto cierto aunque
Y 1o sea localmente conexo? Es decir: sean Y un continuo, el cual no
es localmente conexo, y A € C(Y). ;Si dimyC(Y) < o0, entonces
dimy,, (C(Y')) < oo para cada p € A?

2) En el Teorema 4.8 se probé el siguiente resultado: sea L una dendrita

tal que L ¢ © L no es un arco y supongamos para algun m € N, que

L no tiene puntos de orden m. Entonces existe una dendrita Y tal que

L#Y yC(L)=C(Y).Si L es una dendrita tal que L ¢ D no es un

arco y para cada n € N; L tiene puntos de orden n jexiste una dendrita
Ytalque L¥Y y C(L)= C(Y)?

3) En el Teorema 5.20 demostramos el siguiente resultado: sean X y Y
€DU(I}, ne N-{2}.SiCp(X) = Cyn(Y), entonces X =Y. ;Es
cierto este resultado si n = 27

4) ;Es el Teorema 5.25 verdadero si n = 27

5) ;Tienen hiperespacio tinico C,(X) los elementos X de la familia ©7?
Es decir: sean X € © y Y un continuo. jSi C,(X) = C,(Y), entonces
X = Y7 ,Es esto cierto para toda n € N?

6) ;Tienen hiperespacio tinico F,(X) los elementos X de la familia ©7?
Es decir: sean X € D y Y un continuo. ;Si F,,(X) = F,(Y), entonces
X = Y7 ;Es esto cierto para toda n € N?
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