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Resumen

Una de las metas de la légica en ciencias de la computacién es desarrollar
lenguajes que nos permitan modelar diversas situaciones en las que nos
podemos encontrar, de tal manera que nos sea posible razonar acerca de
ellas. Razonar acerca de alguna situacién nos permite entenderla mejor.

Diversos tipos de 16gicas se utilizan en diversas situaciones: las logicas
proposicional y de predicados constituyen el lenguaje formal en el que
descansan las matemdticas mientras que la 16gica de Hoare y la légica
dindmica se utilizan en la verificacién de sistemas de cé6mputo. El presente
trabajo forma parte de aquellos que pretenden incorporar el uso de la 16gica
al analisis de situaciones de la vida real.

Mediante el uso de herramientas l6gicas estudiamos la manera en que
fluye la informacién en las situaciones de competencia cominmente llama-
das juegos. Nos enfocamos en un juego en particular: el dominé. Nuestra
meta es construir un lenguaje 16gico que nos permita describir, desde el
punto de vista de un observador externo, situaciones posibles durante una
partida, el conocimiento que los jugadores tienen acerca de estas situacio-
nes y la forma en que estas situaciones y este conocimiento son modificados
como consecuencia de las acciones que se realizan durante una partida. En
el capitulo 1 se describen tanto algunas ideas bdsicas de teorfa de juegos
como diversos tipos de conocimiento que aparecen en una situacién de
competencia. También se describe el juego del domind, sus reglas y trabajos
anteriores desarrollados sobre él.

Este trabajo utiliza herramientas ya conocidas como la 16gica epistémica
y su modelo de mundos posibles, los cuales nos permiten expresar situa-
ciones y el conocimiento de los jugadores. Este lenguaje y este modelo son
descritos en el capftulo 2. A fin de expresar como afectan las acciones la
situacién de la partida y el conocimiento de los jugadores, es necesario
afiadir al lenguaje nuevas reglas que permitan construir férmulas adecua-
das. También es necesario definir la forma en que estas nuevas f6rmulas
seran interpretadas. En el capitulo 3 se describen algunos trabajos que tratan
con la forma en que el conocimiento de un conjunto de agentes se modifica a
consecuencia de acciones, y presentamos nuestra propia version: una légica
dindmica epistémica que es Gtil para nuestros propésitos.

El lenguaje 16gico dindmico epistémico para el dominé, llamado LDEy,
se desarrolla en el capitulo 4. Presentamos primero un lenguaje epistémico
y construimos su modelo seméntico. Posteriormente, en base al lenguaje




dindmico epistémico general presentado en el capitulo 3, construimos el
lenguaje dindmico epistémico completo. Definimos también la interpreta-
cién semantica de las acciones en este lenguaje. En el capitulo 5 se revisan
las propiedades de decidibilidad del lenguaje, y en el capitulo 6 se presentan
ejemplos tanto de su poder expresivo como de la forma en que evoluciona
durante una partida el modelo en el cual son interpretadas las férmulas. Es
particularmente interesante el tercer ejemplo, en el cual se describe la forma
en que evoluciona este modelo desde el punto de vista de un jugador en
particular. Este ejemplo nos lleva a definir una relacién para poder expresar
cuando una férmula en el lenguaje es verdadera, desde el punto de vista de
un jugador. Finalmente, en el capitulo 7 se presentan las conclusiones de es-
te trabajo asi como aspectos que consideramos seria interesante desarrollar
a futuro.
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Capitulo 1

Introduccién

1.1. Juegos, l6gica y conocimiento

El tener informacién significa tener conocimiento y, en muchas situacio-
nes, entre mayor informacién (mayor conocimiento) tenemos, mayor es la
posibilidad de tener éxito en las tareas que emprendamos.

En practicamente cualquier actividad humana la informacién nos da
ventajas. En el mundo de la economia, la informacién nos da la posibilidad
de escoger las inversiones que nos dardn mayores ganancias y rechazar
aquellas que nos ocasionaran pérdidas. Para las personas que hacen ciencia,
el tener informacién acerca del trabajo desarrollado por otras personas en
un drea especifica les permite atacar un problema desde el 4ngulo maés
adecuado. Inclusive en el mundo deportivo, un bateador que conoce los
lanzamientos favoritos del lanzador tiene mayores probabilidades de dar
un hit, asi como un portero que conoce como tira los penales cierto jugador,
tiene mayores probabilidades de detenerlos.

La informacién que poseemos no se comporta de manera estética. No
es algo que se obtenga de una vez y para siempre. Constantemente conoce-
mos cosas nuevas y reafirmamos o descartamos cosas viejas. Lo que damos
hoy como un hecho puede ser rechazado mafiana en presencia de nuevos
datos. Atin més, la informacién no solo la obtenemos o desechamos al es-
cuchar o leer algtin hecho. A partir de estos tltimos generalmente hacemos
inferencias que nos permiten deducir més informacion.

En situaciones de competencia, la informaciéon puede decidir al ven-
cedor. Entre mayor informacién se tenga, podemos tomar mejores deci-
siones para enfrentar lo que hagan nuestros rivales o para elegir lo que
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haremos nosotros. Los llamados juegos son las formas mds comunes que
podemos encontrar de situaciones de competencia. Con ellos podemos mo-
delar competencia entre paises, politicos, equipos deportivos o individuos,
entre otros. En ellos, bajo un conjunto de reglas bien definidas, los jugado-
res compiten por llegar cada quien a su meta. En los casos en que la meta
de un jugador no sea estrictamente opuesta a la meta de otro, se pueden
establecer equilibrios que acercan lo més posible a ambos a sus respectivos
fines. Cuando la meta de un jugador es estrictamente opuesta a la de otro,
no es posible alcanzar este equilibrio, y entonces aquel que lleve a cabe
una mejor estrategia serd el que obtenga la mayor ganancia. Aqui, una vez
mas, la informacién (en este caso, de la situacién de aquellos con los cuales
competimos) es determinante para escoger la mejor estrategia y derrotar al
adversario.

La teorfa matemética de juegos, presentada por John von Neumann
y Oskar Morgenstern por primera vez en [vINM44], tiene como propésito
el analisis de una amplia variedad de situaciones en las cuales hay una
interaccién competitiva entre agentes. Entre estas se incluyen la mayoria
de los comtnmente llamados juegos como ajedrez, poker, béisbol, etc. pero
también se incluyen situaciones de competencia entre compatfifas, fuerzas
militares y naciones. De acuerdo a P. Morris en [Mor94], este andlisis tiene
dos metas principales:

1. El estudio del juego para entender por qué los que participan en estas
situaciones se comportan como lo hacen,

2. El estudio del juego para poder dar a los participantes una forma de
juego que garantice una mayor ganancia, es decir, una estrategia que
diga cuél es la mejor manera de jugar.

La teoria de juegos clasifica éstos seglin algunas caracteristicas tales
como:

* Lainformacién que tienen los jugadores acerca del juego. Si los juga-
dores no estdn completamente informados acerca de las condiciones
para ganar en el juego o desconocen cudles son las acciones que se
pueden realizar, el juego es llamado juego de informacion incompleta. En
caso contrario el juego es un juego de informacién completa.

s Las oportunidades que tienen los jugadores de elegir su plan de ac-
cién. En un juego estratégico cada jugador elige su plan de accién al
inicio del mismo, y todos ellos toman su decisién simultdneamente,
es decir, al elegir su plan de acci6n los jugadores no estén informados
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del plan de accién elegido por los demés. En contraste, en un juego
extensivo cada jugador puede considerar su plan de accién no solo al
inicio del juego, sino en cualquier momento en el cual puede tomar
una decision.

e La informacién que tienen los jugadores sobre las acciones que se rea-
lizan durante el juego. Aquellos juegos donde los jugadores conocen
todas las acciones que se realizan durante el desarrollo del mismo son
llamados juegos de informacién perfecta. Cuando los jugadores no estan
completamente informados acerca de todas las acciones realizadas
durante el juego, el juego es llamado juego de informacién imperfecta.

* Silos jugadores pueden coordinar esfuerzos durante el juego ono. En
los llamados juegos cooperativos es posible trabajar en conjunto ya sea
mediante la coordinacién de estrategias o compartiendo las ganancias.
En caso de no ser posible trabajar en conjunto el juego es llamado juego
no cooperativo.

Esta teoria, sin embargo, no nos permite razonar de manera explici-
ta acerca del conocimiento que posee cada agente. No podemos expresar
qué es lo que conoce cada agente y c6mo este conocimiento cambia durante
el desarrollo del juego. El conocimiento tiene un papel muy importante en
los juegos: entre mayor conocimiento se tenga acerca de la situacién del
juego y de la situacion de nuestro adversario, es posible tomar mejores
decisiones y realizar asi las acciones que son mds convenientes.

En afios anteriores se han realizado trabajos en los cuales se analizan si-
tuaciones de competencia entre agentes o grupos de agentes desde el punto
de vista logico. En 1999, Jelle Gerbrandy presenté en [Ger99] un modelo
semantico para logica dindmica epistémica (Dynamic Epistemic Semantics)
basado en conjuntos no bien fundados. En el mismo afio, Alexandru Baltag,
Lawrence S. Moss and Slawomir Solecki presentaron en [BMS99] un modelo
para légica dindmica epistémica en el cual cada accién se interpreta como
una transicién entre modelos de mundos posibles. En 2000, Hans P. van
Ditmarsch definié formalmente en [v[300] los juegos de conocimiento (know-
ledge games), aquellos en los cuales un nimero de cartas se distribuyen entre
un namero de jugadores, y donde las acciones consisten en intercambio de
informacién (Cluedo es un juego de este tipo). El caracterizé estados en este
tipo de juegos, y ademés defini6 un lenguaje dindmico epistémico general
en el cual pueden ser descritas las acciones que es posible realizar. En el
mismo afio, Boudewijn P. de Bruin model6 el conocimiento en juegos uti-
lizando herramientas légicas y topolégicas [dB00]. En su tesis de maesiria
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en 2002 [Drud2], Sjoerd Druiven introdujo una distincién entre los tipos
de conocimiento que un jugador tiene: conocimiento de juego, conocimien-
to definitive y conocimiento estratégico. Utilizando herramientas légicas
(l6gica epistémica, 16gica dindmica) y herramientas de teoria de juegos (es-
trategia y equilibrio Nash entre otros) model6 el conocimiento definitivo
y estratégico que desarrollan los jugadores en juegos de informacién im-
perfecta. Barteld P. Kooi en 2003 estudié en [Koo(13] inferencias acerca de
cambios de informaci6n probabilistas utilizando una légica obtenida como
resultado de la combinaci6n de légica epistémica, 16gica dinamica y l6gica
probabilista.

Ademés de las metas que comparten con la teoria de juegos, estos estu-
dios han atacado el problema con otras perspectivas. Principalmente se han
enfocado en “la bisqueda de una concepcién mis amplia de la logica, orientada
hacia estructuras de informacién y acciones que las transforman” (van Benthem
en [vBDvE"01]).

El propésito del presente trabajo es desarrollar (sint4ctica y semantica-
mente) un lenguaje légico que nos permita expresar de manera explicita la
forma en que la informacién (y por lo tanto el conocimiento) fluye durante
el transcurso de un juego. Nos enfocamos en un juego en particular: el do-
mingd, Este lenguaje a desarrollar tiene como metas el permitirnos expresar:

e situaciones posibles durante el desarrollo de una partida,

* el conocimiento que tienen los jugadores acerca de la situacién de la
partida,

¢ cOmo se modifica este conocimiento por las acciones que se llevan a
cabo,

El lenguaje que se desarrollard tiene la caracteristica de presentar una
perspectiva objetiva, distinta a la de los jugadores que participan en la
partida. Supondremos que este observador externo conoce la situacién real
de la partida. En base a ella y con ayuda del lenguaje que construiremos,
este observador seré capaz de describir tanto el conocimiento que tienen los
jugadores como la forma en que dicho conocimiento cambia al realizarse
acciones.

1.2. El dominé

El domin6 es un juego de gran popularidad en paises de habla hispana.
Un buen libro sobre el dominé que incluye las reglas, estrategias comunes
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asi como algunas de sus variantes es [G500]. Este juego consiste en un con-
junto de fichas rectangulares, cada una de las cuales tiene en cada extremo
un nimero entre 0 y 6, de la siguiente forma:

[2]6]

Este conjunto de fichas se conoce como doble 6. Existe el conjunto de
fichas doble 9 e inclusive doble 12, dependiendo del ntimero mayor que
aparece en las fichas. Dado que el orden en el cual aparecen los niimeros en
una ficha no es importante, el conjunto doble 6 esta formado por un total
de 28 fichas diferentes, como se muestra a continuacién:

[ofo] [ofr]) [eiz) [6f3] [off] [df
2t2) [213] [2f4]
583 (3H4]

&

5 [

= [
HEREERE
= BB EEE

o] [&] [
] [a] (]

Pueden participar un méximo de cuatro jugadores. Las fichas se colocan
boca abajo y, una vez revueltas, a cada jugador se le reparten 7 de estas. En
caso de haber menos de 4 jugadores, las fichas restantes permanecen sobre
la mesa (boca abajo).

El ganador de la dltima partida inicia la siguiente colocando cualquiera
de sus fichas sobre Ia mesa. Si es la primera partida, el juego lo inicia aquel
jugador que tenga la ficha colocando esta sobre la mesa. El turno
cambia hacia la derecha. En cada turno, el jugador correspondiente coloca
en la mesa una ficha que coincida en alguno de sus extremos con alguno
de los lados libres de las fichas en la mesa. Si en su turno un jugador no
tiene una ficha que pueda colocar, pierde su turno, o en caso de que hayan
sobrado fichas en el reparto inicial, toma una de ellas al azar hasta obtener
una que pueda ser colocada o hasta que estas fichas se terminen. En el caso
en el que ningiin jugador tenga ficha alguna que pueda ser jugada, finaliza
la partida y se dice que esta se ha cerrado. El ganador de la partida es el
primer jugador en quedarse sin fichas o, en el caso en el que la partida
se haya cerrado, aquel cuyas fichas sumen la menor cantidad de puntos.
En ambos casos el ganador obtiene como ganancia un nimero de puntos
igual a la suma de los niimeros en las fichas que quedan en poder de sus
contrincantes. La cantidad de partidas se define de antemano, y el ganador
final es aquel que retine la mayor cantidad de puntos.
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Las anteriores son las reglas basicas del doming, y en base a ellas se
pueden realizar partidas que exigen cierta habilidad a los jugadores, pero
el juego se vuelve mds complejo cuando se lleva a cabo por parejas. Los dos
jugadores de cada equipo se sientan uno frente al otro para que sus turnos
se intercalen con los turnos del equipo contrario, y el equipo ganador es
aquel al que pertenece el jugador que se queda sin fichas primero. En este
caso, la regla méds importante es que no hay comunicacién directa (por voz,
sefias, etc.) entre los integrantes de cada equipo.

El juego de doming tiene las siguientes caracteristicas:

¢ El nimero de jugadores es finito (de dos a cuatro jugadores).
¢ Cada jugador tiene un conocimiento completo de las reglas del juego.

¢ Encada momento de una partida, la accién que se realizar4 es elegida
por uno de los jugadores.

¢ Laacci6n que se realizard en cada furno se elige de entre un conjunto
finito de acciones posibles.

e Las acciones que se llevan a cabo durante una partida son visibles
para todos los jugadores; todos ellos saben qué accién se ha realizado.

¢ Cada partida finaliza después de un nimero finito de acciones.

¢ Al finalizar cada partida, cada jugador recibe una compensacién
numérica de acuerdo con estado final del juego. Esta compensacién
es una cantidad positiva en caso de ganar, o cero en caso de perder.

El dominé es un juego de informacién imperfecta, ya que aunque to-
dos los jugadores observan las acciones que se llevan a cabo durante el
juego, la distribucién inicial de las fichas es hecha de manera aleatoria y
cada jugador conoce tan solo aquellas fichas que le fueron asignadas. Es
de informacién completa porque todos los jugadores estin completamente
informados acerca de las reglas del juego, asi como de las acciones que se
pueden realizar en cada turno. Es un juego extensivo ya que cada jugador
puede considerar su plan de accién no solo al inicio del juego, sino en cada
uno de sus turnos. En consecuencia puede cambiar su estrategia confor-
me obtenga mds informacién acerca de las fichas que tengan los demds
jugadores.
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1.3. Tipos de conocimiento

Durante un juego, los jugadores tratan con conocimiento sobre diferen-
tes aspectos. Por principio tenemos el conocimiento de las reglas del juego.
Este involucra la situacién inicial, las acciones que se pueden realizar, el
conjunto de cartas o fichas con las que se realiza el juego de ser el caso, etc.
Conforme se desarrolla el juego cada jugador obtiene conocimiento acerca
delasituacién del mismo como consecuencia de las acciones que realizan los
demds jugadores. Aquellos jugadores experimentados conocen estrategias
que es posible seguir durante el transcurso del juego y cuyo seguimiento les
permite alcanzar mas ficilmente sus metas. Finalmente, después de varias
partidas, el jugador puede desarrollar conocimiento acerca de la preferencia
o preferencias de los demds jugadores por alguna estrategia en particular,
0 la manera de actuar de cada uno de ellos en alguna situacién especifica.
Dado que estos tipos de conocimiento provienen de distintas fuentes, se-
guiremos las definiciones hechas por S. Druiven en [Druf)2] y daremos un
nombre especial a cada uno de ellos.

Conocimiento de juego El conocimiente de juege es aquel que tienen los
jugadores acerca del juego en que participan. Este incluye las reglas,
las acciones que pueden realizarse en él y la forma de decidir al
ganador.

Conocimiento definitivo El conocimiento definitivo es aquel que se tiene
acerca de la situacion actual del juego. Aqui se incluyen distribucién
de cartas o fichas, a quien le pertenece el turno, etcetera.

Conocimiento estratégico El conocimiento estratégico es aquel que se tiene
acerca de las estrategias que es posible utilizar dentro del juego. Po-
demos entender una estrategia como un método que nos recomienda
realizar cierta accién en alguna situacién en particular. El conocimien-
to estratégico consiste en el conocimiento que los jugadores tienen
.acerca de estrategias relativas al juego en cuestion.

Conocimiento histérico El conocimiento histérico es aquel que se tiene acerca
de las preferencias que en alguna situacién tiene cada jugador o la
forma de razonar de cada uno de ellos. Este conocimiento es formado
con base en partidas realizadas anteriormente.

En el caso de los juegos de informacién imperfecta, el tener mayor
informaci6n acerca de la situacién actual del juego nos permite en nuestro
turno elegir aquella accién que es mas conveniente a nuestros intereses:
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mientras mayor sea el conocimiento definitivo que tengamos, mayor es
la probabilidad que tenemos de alcanzar nuestra meta. Con base en el
conocimiento de las reglas del juego (conocimiento de juego), la accién
realizada en cada turno, el conocimiento que tenemos de las estrategias
del juego (conocimiento estratégico) y las preferencias que sabemos tiene el
jugador en turno (conocimientoe histérico) podemos conocer nuevos detalles
acerca de la situacién actual (conocimiento definitivo) y elegir asi la accién
maés adecuada.

Es interesante conocer la forma en que estos tipos de conocimiento (de
juego, estratégico e histérico) interactdan e influyen en la generacién de
conocimiento definitivo:

e Las reglas del juego nos indican en qué situacién se puede realizar
cada accion, es decir, qué situaciones deben ser ciertas para que dicha
accion se lleve a cabo. A partir del conocimiento de estas reglas (el
conocimiento de juego) y de la accién realizada podemos conocer més
acerca de la situacién actual del juego: deben ser ciertas aquellas situa-
ciones que son prerrequisitos de la accién que se ha realizado. En este
caso, adquirimos conocimiento definitivo ya que estos prerrequisitos
deben ser forzosamente ciertos.

¢ El conocimiento estratégico no solo nos ayuda al elegir la accién que
llevaremos a cabo. Las estrategias que lo conforman pueden ser en-
tendidas de la manera antes mencionada: como un método que nos
recomienda realizar cierta accién en alguna situacién en particular.
Cuando en algtin momento del juego se realiza una accién recomen-
dada por alguna estrategia que conocemos, y ademas sabemos que el
jugador que realiz6 la accién conoce dicha estrategia, podemos supo-
ner que nos encontramos en aquella situacién en la cual se recomienda
realizar la accién. En este caso obtenemos tan solo una suposicién que,
aunque probable, no es necesariamente cierta.

* Después de realizarse varias partidas, es posible aprender la forma de
actuar de los demds jugadores en cierta situacién. Podemos suponer
que el jugador seguird comportandose de la misma forma en situa-
ciones parecidas y de esta manera, al ver que este realiza una accién
similar a otra realizada en partidas anteriores, suponer que nos en-
contramos en una situacién similar a aquella en la cual se realizé la
accion anterior. En este caso, una vez mds, obtenemos tan solo una
suposicién que no es necesariamente cierta.
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En el presente trabajo nos enfocamos tinicamente en la formaen laque el
conocimiento del juego influye en la generacién de conocimiento definitivo.

1.4. Otros trabajos sobre el dominé

El domin6 es un juego que no ha recibido mucha atencién de la comuni-
dad cientifica. Aunque el nombre de “domin6” aparece en varios trabajos,
la gran mayoria de estos son problemas de mosaicos (si es posible 0 no
cubrir una superficie con fichas de dominé siguiendo ciertas reglas) o de
complejidad.

La idea de utilizar la l6gica para estudiar el dominé llego a nosotros
por medio de Eric Schwarz. En [Sch(1], Schwarz analiz6 una partida de
domin$ por parejas utilizando l6gica de primer orden. Dentro del trabajo,
¢l distingui6 diferentes niveles en el juego, proporcioné un conjunto de
reglas axiométicas que expresan las reglas del juego, un conjunto de reglas
epistémicas (las relacionadas con las propiedades del conocimiento que él
describe) y estableci6 la forma en la cual se pueden expresar diferentes
situaciones durante una partida. Su nivel de accién describe la accién que
es realizada por el jugador en turno. En este nivel, la descripcién completa
de una accién es “pasa” o “tira ficha + extremo de la mesa (izquierda
o derecha)”. En el nivel de referencia, una accién se describe con respecto
a las cantidades que aparecen en los extremos libres de la mesa antes y
después de la accién. En el nivel de juego reside el estado actual de la partida
incluyendo las reglas del juego, la distribucién de las fichas, el conocimiento
que de esta tienen los jugadores, y la secuencia de acciones realizadas hasta
el momento. El nivel estratégico tiene como meta describir las intenciones de
una accién, o al menos sus consecuencias. Finalmente, el nivel de decisitn
permite deducir una accién adecuada en términos del nivel de accién.

Como se menciond anteriormente, en los tiltimos afios se han desarro-
llado trabajos enfocados al andlisis de juegos desde el punto de vista 16gico.
Estos trabajos se han enfocado principalmente en la forma en que cambia
el conocimiento de los jugadores como consecuencia de las acciones que se
realizan, con lo que tenemos una nueva perspectiva para atacar el juego de
domind.

Los niveles de accién y de referencia de Schwarz describen cada accién
realizada. En nuestro caso, definimos un kistorial que nos indica la secuen-
cia de acciones que se han realizado en la partida hasta el momento. Dada
la distribucién de fichas entre los jugadores, una partida puede describirse
completamente con base en este historial. En su nivel de juego, Schwarz
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describe tanto el estado de la partida (la distribucién de fichas y la secuen-
cia de acciones realizadas) como el conocimiento que de este tienen los
jugadores ademds de las reglas del juego. En el presente trabajo, el estado
de la partida es completamente descrito por una funcién que indica la dis-
tribuci6n de fichas y por el historial ya mencionado. Dado que utilizamos
el lenguaje de la l6gica epistémica, nos es posible expresar el conocimiento
que tiene cada jugador acerca de la situacién de la partida de una mane-
ra clara y compacta. Atin mas; podemos expresar no solo conocimiento
acerca de la situacion del juego, sino también conocimiento acerca del co-
nocimiento de los demds jugadores (conocimiento de orden superior). Las
reglas del juego, a diferencia de Schwarz, no se describen con un sistema
axiomatico, sino que aparecen implicitas en la estructura que utilizamos
para dar significado a las férmulas del lenguaje y en las condiciones que
deben de cumplirse para que cada accién se realice. En el nivel estratégico
se describen las intenciones de una accién. En este trabajo cada acci6n se
describe de una manera objetiva, por lo cual no nos enfocamos en las dis-
tintas interpretaciones que cada accién puede tener, sino en sus condiciones
necesarias y sus consecuencias absolutas. De esta forma podemos distinguir
mejor la manera en que cada jugador utiliza su conocimiento de juego, su
conocimiento definitivo previo y su conocimiento acerca de la accién que
se ha realizado para obtener nuevo conocimiento definitivo. La manera en
que el conocimiento estratégico y el conocimiento histérico se utilizan en la
obtencién de conocimiento definitivo se presentard en trabajos posteriores.

Dado que el lenguaje desarrollado est4 basado en la légica epistémi-
ca (LE), evitamos el uso de férmulas para describir las propiedades del
conocimiento que estamos modelando, ya que estas estan implicitas en las
relaciones del modelo en el cual son interpretadas las férmulas del lenguaje.
Al ser £€ una l6gica multimodal, las férmulas son claras y compactas. M4s
importante atin: el lenguaje L€ es computacionalmente soluble mientras
que la 16gica de primer orden es indecidible (un sistema formal es decidible
siy solo si, para toda f6rmula en el sistema, existe un algoritmo que es capaz
de decidir si dicha férmula es vélida o no), por lo cual la parte epistémica
de nuestro lenguaje es decidible. Al afiadirle acciones (volviéndolo un tipo
de l6gica dindmica epistémica), este es capaz de expresar la forma en que
la situacién del juego y el conocimiento de los jugadores es modificado. De
igual forma, evitamos el uso de axiomas para describir cémo evoluciona el
juego a través del tiempo, ya que esto estd implicito en la manera en que
estas acciones son interpretadas.

En términos pricticos, nuestro enfoque nos da entonces la facilidad
de poder expresar de manera directa el conocimiento de los jugadores. El
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lenguaje que se construye es sintdcticamente sencillo, pero es también lo su-
ficientemente expresivo como para describir partidas de dominé completas,
incluyendo tanto el conocimiento de los jugadores {inclusive conocimiento
de orden superior) como la forma en que la situacién y el conocimiento
son modificados como consecuencia de las acciones que son realizadas.
Semadnticamente, el modelo en el cual son interpretadas las férmulas es
intuitivamente bastante claro, pues esta basado en el modelo de mundos
posibles para logica epistémica. Gracias a las modificaciones hechas, este
modelo expresa de manera simple y clara las restricciones que conforman
las reglas del juego, por lo que su uso para situaciones de competencia que
tiene caracteristicas en comtin con el doming es casi inmediato. Partes del
presente trabajo ha sido presentadas en [VQHQU5] y en [VQHQO8].




Capitulo 2

Logica epistémica proposicional

Nuestra meta es desarrollar un lenguaje l6gico que nos permita expresar
como interactdan los diferentes tipos de conocimiento dentro del dominé.
Como primer paso, queremos desarrollar un lenguaje que nos permita ex-
presar aquellas situaciones que pueden suceder durante una partida, y atin
mds, queremos que este lenguaje nos permita expresar también lo que cada
jugador conoce acerca de estas situaciones. La légica epistémica proposicio-
nal es un lenguaje que cumple nuestros dos requerimientos, Presentaremos
en este capitulo la sintaxis, la seméntica y las ideas que consideramos mas
importantes de este lenguaje.

2.1. Razonando acerca del conocimiento

La légica epistémica proposicional nos permite razonar acerca del cono-
cimiento. En muchas situaciones en la vida real (situaciones de competencia
principalmente) es titil razonar no solo acerca de los hechos, sino acercade lo
que las demés personas (llamadas en este contexto agentes) conocen acerca
de ellos. Para su proceso de razonamiento y toma de decisicnes, un agente
debe considerar en estas situaciones no solo los hechos que conoce acerca
del mundo, sino también los hechos que él sabe que conocen los demads
agentes: si estoy vendiendo un automévil y sé que el posible comprador no
sabe que el motor falla, probablemente obtendré un pago mayor al que ob-
tendria si el comprador estuviera bien informado; si el portero sabe c6mo
tiro los penales, tiraré el siguiente de manera diferente; si sé que ciertas
acciones que poseo bajaran de precio mafiana, empezaré a venderlas ahora.
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Para estudiar casos como estos es 1itil un lenguaje que nos permita expresar
hechos acerca del mundo y también el conocimiento que cada agente tiene
acerca de estos hechos.

Al considerar de manera separada los hechos y el conocimiento que tiene
cada agente acerca de ellos, estamos implicitamente suponiendo que en
algunas ocasiones alguno de estos agentes no conocera todos estos hechos.
En estos casos este agente, al no saber si es cierta o falsa alguna situaci6n
en particular, considerard posible un mundo en el cual dicha situacion es
cierta, pero también considerara posible otro mundo en el cual esta situacién
es falsa. Si su incertidumbre no es solo respecto a un hecho sino a varios,
considerard entonces posibles una mayor cantidad de mundos.

Esta nocién de mundos posibles, que es la idea intuitiva sobre la cual
descansa la semantica de la l6gica epistémica, se explica con mayor detalle
a continuacién.

2.2, Mundos posibles

Dentro de la 16gica proposicional cldsica, para poder decir si una férmula
(proposicion) es verdadera o falsa, necesitamos conocer el valor de verdad
de cada una de las proposiciones atémicas que la componen. Formulas tales
como “esté lloviendo en Puebla y estd nevando en Londres” reciben un valor
de verdad de acuerdo con el valor de verdad que tienen las proposiciones
“estd lloviendo en Puebla” y “estd nevando en Londres”. Sin embargo
podemos encontrarnos en situaciones en las cuales, aunque sabemos que
ciertas proposiciones son ciertas, no sabemos si otras lo son o no.

Supongamos que est4 lloviendo en Puebla y una persona (de aqui en
adelante lo llamaremos agente) se encuentra ahi. Este agente sabe entonces
que llueve en Puebla pero puede no saber si estd nevando en Londres o
no. El agente considera posible una situacién en la cual estd lloviendo en
Puebla y nevando en Londres, y otra situacién en la cual estd lloviendo
en Puebla y Londres estd soleado. Nétese que lo tinico que sabe el agente
es que estd lloviendo en Puebla, que es precisamente aquello que es cierto
en las dos situaciones que considera posibles. Intuitivamente entre menos
situaciones considere posibles el agente, menor serd su incertidumbre acerca
de cual es la situacién real. El puede reducir el ndmero de situaciones que
considera posibles si se entera, de una fuente confiable, que estd nevando
en Londres. En este caso el agente ya no considerara posibles todas aquellas
situaciones en las cuales Londres est4 soleado.

Esta nocién de situaciones o mundos posibles fue presentada por Jaakko
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Hintikka en Knowledge and Belief [Hin62] con la finalidad de estudiar situa-
ciones en las cuales un agente no estd seguro acerca de cuél es la situacién
real en la que se encuentra. Para estos casos, la descripcién de la situacién
actual se debe dar no solo en términos de los hechos que son ciertos, sino
también en términos de lo que cada agente conoce acerca de estos hechos.
Dado entonces un conjunto de proposiciones atémicas (aquellas que expre-

san hechos bésicos acerca del problema que estamos estudiando} podemos .

describir qué es lo que sabe un agente acerca de estas proposiciones me-
diante un conjunto de mundos o situaciones posibles (en cada uno de los
cuales son ciertos o no estos hechos bésicos) y relaciones entre estos mundos
(que nos indican qué mundos considera posibles cada agente a partir de
aquel mundo que representa la situacién real).

Para poder utilizar esta idea de mundos posibles, es necesario un len-
guaje que nos permita expresar estas nociones de conocimiento de una
manera directa. En la siguiente seccién se presenta formalmente el lenguaje
de la l6gica epistémica proposicional. Posteriormente se presenta el mo-
delo de mundos posibles en el cual las férmulas de dicho lenguaje son
interpretadas.

2.3. Sintaxis

La fuente cldsica del lenguaje de la 16gica epistémica proposicional (L.£)
es [Fin62], Este lenguaje se construye a partir de:

s Un conjunto de proposiciones atémicas (denotado como @) en cuyos
términos es posible describir el mundo sobre el cual deseamos que
razonen los agentes.

¢ Un conjunto de agentes (denotado como A).

¢ Un operador modal K; por cada agente i € A, y los conectivos 16gicos
= (negacién} y V (disyuncién). Gracias a estos podemos construir
nuevas proposiciones a partir de las proposiciones atémicas.

Este lenguaje se define formalmente de la siguiente manera.

Definicién 2.3.1 (Lenguaje de l6gica epistémica LE). Las férmulas que con-
forman el lenguaje de Ia légica epistémica proposicional LE se construyen a partir
de un conjunto numerable no vacio de f6rmulas atémicas © y un conjunto finito
de agentes A siguiendo las reglas que se muestran a continuacicn:
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1- TekLE
2-5i ped entonces p € LE
3.- 5 pelt entonces -@ € LE

4.- Si pelE y Ypell entonces (pVi)elé
5-58i ieAy pelE entonces KipelE

Utilizando Ia notacion BNF, las férmulas ¢ en LE se definen de manera equi-
valente con las siguientes reglas:

pa=Tipl-@l|leVP)| Ke

dondepe®,ic Ayq, e LE.

La férmula T representa Ia férmula que es siempre verdadera, la formula -
representa la negacion de @, (¢ V ) representa la disyuncion de ¢ y o, y Kip
expresa “el agente i sabe .

Para referirnos a los elementos de un conjunto de proposiciones atémicas,
también utilizaremos el término “férmulas atémicas”. Cuande hablemos de los
elementos de un lenguaje, utilizaremos indistintamente los nombres “proposicién”
o “formula”.

Como se puede observar, el lenguaje L& es un conjunto que se forma a
partir de la proposicién T, las proposiciones atémicas p € @, y que es cerrado
bajo la disyuncién, la negacién y los operadores modales K; para cada agente
i € A. Los conectivos légicos A, —, & (conjuncién, implicacién y doble
implicaci6n respectivamente} y los operadores modales P (posibilidad) y E
(todos saben}) se definen como

1 = T
((p A 1;)‘) = —|(—|(p \" —11{})
p—=v) = (V)
ped) = (p=Pr@— )
Pi¢3 = —|Ki—|(p
Egp = Aieg Kip

Los conectivos A, — y < tienen el significado habitual, las férmulas del
tipo P;p tienen el significado intuitivo “no es cierto que el agente i sepa
que no se cumple @” o en otras palabras “el agente i considera posible ¢”.
Finalmente, las férmulas de la forma Egg se leen como “todos los agentes
que pertenecen al conjunto B saben ¢” para 8 C A.

Notese que la diferencia sintdctica entre la l6gica proposicional clasica
y la légica epistémica proposicional es tan solo el operador modal K; para
cada agente i € A. Como se menciond, cada férmula de la forma K¢ se lee
como “el agente i sabe (conoce) ¢”. Por ejemplo:
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Kip El agente i sabe ¢.

Kip AKpp  Elagente i sabe ¢ y el agente j sabe 1.

Kilp — ) Elagente i sabe que ¢ implica 1.

Kip A-Kj@ Elagenteisabe ¢ y no es cierto que el agente j sepa o.

Este lenguaje tiene la ventaja de que podemos expresar conocimiento
de orden superior; no solo podemos expresar lo que un agente sabe acerca
de los hechos, sino también lo que €l sabe acerca de lo que otros agentes
saben.

Kip ' El agente i sabe ¢.

KiK;p El agente i sabe que el agente j sabe ¢.

KiKjp A =K;KiKjp El agente i sabe que el agente j sabe p, pero el
agente j no sabe que el agente i sabe que el agente j
sabe p.

=Kip A PiKp No es cierto que el agente i sepa ¢, pero el agente j
lo considera posible.

Hasta ahora lo tinico que hemos hecho es presentar la sintaxis que se
debe seguir para escribir férmulas que pertenecen al lenguaje de la 16gica
epistémica, asi como dar la interpretacién intuitiva de estas férmulas. A
continuacion presentaremos la seméntica de este lenguaje, es decir, el mo-
delo formal que se utiliza para determinar si una férmula del lenguaje es
verdadera o falsa.

2.4. Semdntica

La légica epistémica es una 16gica modal (multimodal, por la existencia
de unamodalidad por cada agente), por lo que las férmulas de este lenguaje
se interprefan en estructuras llamadas modelos de Kripke en honor a Saul
Kripke. Estas estructuras fueron presentadas formalmente en [Kri63] como
modelo seméntico para la légica modal.

Como se mencioné, fue J. Hintikka quien present6 en [Hin62] las pri-
meras nociones de una légica epistémica. Fue también él quien presento la
interpretacién intuitiva de estos modelos de Kripke (conocidos en este con-
texto como estructura 0 modelos de mundos posibles) para este lenguaje.
Dada su informaci6n actual, un agente puede no distinguir entre el mundo
real y otros que son posibles (compatibles con la informacién que posee) pe-
ro no reales, como se mencioné informalmente en 2.2. La definicién formal
de una estructura de mundos posibles se presenta a continuacién.
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Definicién 2.4.1 (Estructura de mundos posibles). Dado un conjunto de pro-
posiciones atémicas @ y un conjunto de agentes A, una estructura de mundos
posibles es una terna M = (W, R;, V) donde:

o W es un conjunto no vacio. Cada elemento de W es llamado un mundo
posible o una situacién posible.

¢ Para cada agente i € A, R; es una relacion binaria entre elementos de W
(R; € (W X W)). R; es llamada la relacién de accesibilidad para el agente
i

o V: ® — 2W es una funcion que asigna a cada proposicion atémica un
conjunto de mundos posibles. '

En ocasiones llamaremos a una estructura de mundos posibles estructura episté-
mica, modelo de mundos posibles, modelo epistémico 0 modelo de Kripke.
Al par (W, R;) se le conoce como marco de mundos posibles, marco epistémico
o marco de Kripke.

Una de las ventajas de una estructura de mundos posibles M = (W, R;, V)
es que su marco (W, R;) puede representarse de manera gréfica. Basta con
representar cada elemento w € W con un punto y trazar una flecha etique-
tada con i de w a u si y solo si (w, u) es elemento de R;. El marco (W, R;)
donde W = {w,u,v}, Ry = {{(w, w), (v, w)] y R2 = { (1, w), (v, w), (u, v) } puede
representarse como:

lcw/-\

Asf como las férmulas de la l6gica proposicional reciben un valor de
verdad (verdaderas o falsas) de acuerdo con el valor de verdad de las
férmulas atémicas, las férmulas de la 16gica epistémica reciben un valor de
verdad de acuerdo con una estructura de mundos posibles.

Intuitivamente, cada elemento de W representa uno de los mundos o
situaciones posibles, la relacién de accesibilidad nos dice cudles de estas
situaciones considera posible cada agente y la funcién V nos sirve para
determinar el valor de verdad de cada proposicién atémica en cada mundo
posible.Siw € W es el mundo posible que describe la situacién real, entonces
gracias a V podemos determinar qué proposiciones atémicas son ciertas en
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w'y, utilizando R;, podemos saber qué otros mundos considera posibles el
agente i a partir de w.

Elvalor de verdad de férmulas que no utilizan los operadores modales X;
se obtiene al conocer cu4l es el mundo real w y qué proposiciones atémicas
son ciertas en él. El valor de verdad de férmulas del tipo K;¢ se obtiene
verificando el valor de verdad de ¢ en todos los mundos u tal que(w,u) € R;,
que son precisamente aquellos mundos que el agente 7 considera posibles
cuando el mundo real es w. Nétese que, entonces, para conocer el valor
de verdad de las férmulas en L& es necesario indicar cuél de los mundos
posibles describe el mundo real. Al par (M, w), donde M = (W,R;, V) es una
estructura de mundos posibles y w € W, se le conoce como una estructura
acentuada. Al trabajar con el par (M, w) estaremos suponiendo que w describe
la situacién real. En estos casos, w se conoce también como el punto de
evaluacién.

Definici6én 2.4.2 (Seméntica para LE). Definimos la relacién |= entre una es-
tructura acentuada (M, w) tal que M = (W,R;, V) y una férmula ¢ en LE (con
My LE definidos ambos en términos del conjunto de proposiciones atémicas @ y
el conjunto de agentes A) de manera inductiva sobre Ia estructura sintdctica de ¢
("ssi” es la abreviatura de “si y solo si”).

Mw) T |

Muw)Ep ssi w € V(p)

M w) E ¢ ssi  no es cierto que (M, w) E ¢

Mw)E@Vvy) ssi Mw)Ee 6 Mw)Ey

M, w) E Kip ssi (M, u) = @ para todo uu € W tal que (w,u) € R;

dondepe®, ic A, y ¢, P € LE.
Cuando (M, w) E @, se dice que @ es verdadera en (M, w). En el caso en que

no sea cierto que (M, w) | @, se escribe (M, w) ¥ ¢ y se dice que ¢ es falsa en
M, w).

Como se menciond, T es la proposicién que es siempre verdadera, por
lo cual es verdadera en cualquier estructura acentuada (M, w). La seméntica
para los conectivos légicos -~ y V es la ya conocida: —¢ es verdadera en
(M, w) si y solo si @ es falsa en (M,w), y ¢ V { es verdadera en (M, w) si
.y solo si ¢ es verdadera en (M, w) 6 ¥ es cierta en (M, w). La seméntica
interesante es la correspondiente a férmulas de la forma K;p. Decimos que
K@ es verdadera en (M, w) si y solo si ¢ es verdadera en toda estructura
acentuada (M, u) tal que (w, u) € R;, es decir, el agente i sabe ¢ en (M, w) si y
solo si @ es verdadera en todos aquellos mundos # que 7 considera posible
a partir de w.

L
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El valor de verdad de la férmula L y las férmulas construidas con los
conectivos A, —, & y los operadores modales P y E se puede derivar a
partir de la definicién de estos conectivos y la definicién 2.4.2, tal como se
muestra en la tabla 2.1.

Definicién 2.4.3 (Satisfactibilidad y validez). Sea (M, w) una estructura acen-
tuada tal que M = (W, R;, V), y sea @ una formula en LE.

1. Se dice que @ es satisfactible en M si (M, w) |= @ para alginw € W.

2. Se dice que @ es vélida en M si (M, w) E @ para todo w € W. Cuando se
dé este caso (@ vdlida en M) escribiremos

Mg

3. Se dice que @ es satisfactible si es satisfactible en alguna estructura M.

4. Se dice que @ es valida si es vdlida en cualquier estructura M. Cuando se
dé este caso (¢ vdlida) escribiremos

Fo

Como ejemplo, sea p la proposicién “estd lloviendo en Puebla” y sea g
la proposicién “estd nevando en Londres”. Sean w v u las dos situaciones
que nuestro agente i considera posibles, de tal forma que w representa la
situacién en la cual estd lloviendo en Puebla y estd nevando en Londres,
mientras que % representa la situacién enla que estd lloviendo en Puebla y no
estd nevando en Londres. La incertidumbre de i respecto a si est4 nevando
o no en Londres se representa con el modelo M = (W, R;, V) donde

e W={w,u}
* R; = {(w,w), (w,u), (u,w), (u,u)}
o V(p) = {w,ul, V() = (w)

M se representa de manera gréfica como

Co—t D),

Eneste modelo, en el cual w es el mundo posible que describe la situacién
real, tenemos:
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Mw)lE L

Muw)E@AY)  ssi Mw) k(¢ V-y)
ssi (M,w) E(~@ Vv —Y)
ssi MwEe y MwEy

Muw)E(p—1y) ssi Mw)kE(-pVi)
ssi Mw)E-¢ 6 Mw)kEy
ssi Mw)Ee 6 MuwEy

Mw) k(@ o) ssi Mw)k(p—PAaG— o)
ssi Mw)E{p—19) v Mw)E@Y - )
ssi (Mw)Ee 6 MuwEy) v
(Mw¥Ey 6 Muw)kg)
ssi (Mw)e y (Mw)EY 6 Muw)kEg))
0
(Mw Ey y (Mw)Ey 6 Muw)ke))
ssi ((Mw) e y Mw)Ey) 6
(MW e y Mw)ke))
6

(MwyEy y MwEY) 6
(Mw)Ey y Muw)Fe))
ssi (Mw)iEe y Muw)lEy) 6
(Mw)Ee y Muw)Ey )

M, w) = Pip ssi (M, u) F -Ki—~g
ssi (M, u) ¥ K-
ssi  Existe u € W tal que (w,u) € R; y (M, w) £ —gp
ssi Existe u € W talque (w,u) e R y Mw) =@

(M, w) = Egep ssi (M,w) E AjegKip
ssi (M, w) E Kjp paratodoic 8.

Tabla 2.1: Seméntica para la 16gica epistémica proposicional
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o (Mw)EKp
El agente i sabe que estd lloviendo en Puebla ya que en los dos mundos
que el considera posibles (w y u) la proposicion p es verdadera.

¢ (M, w) | -Kig A —Ki~y
El agente i no sabe si en Londres nieva o no, ya que en uno de los
mundos que considera posible se satisface 4 (w) y en otro no ().

2.5. Conocimiento comidn

Existen situaciones de conocimiento que no pueden expresarse con
el lenguaje que hemos definido hasta ahora. Cuando uno transita en au-
tomévil, ;el que todos sepan la ley de manejar por la derecha es suficiente
para manejar seguro por la derecha? El problema del ataque coordinado es
un buen ejemplo. Esta es una versién modificada a partir de la que aparece
en [FEIMVY5).

Dos divisiones de artilleria, cada una de ellas comandadas por
un general, acampan en dos colinas que rodean un valle. En el
valle espera el enemigo. Si las dos divisiones atacan simultdnea-
mente ganaran la batalla, pero si s6lo una divisién lo hace,
serd derrotada. Por lo tanto, ningiin general atacar4 a menos
que esté seguro que el otro atacard también.

El general de la primera divisién desea coordinar un ataque
simultaneo. Los generales solo pueden comunicarse mediante
mensajeros, pero es posible que este se pierda o sea capturado
porel enemigo. ;logrardn los dos generales coordinar un ataque?

Supongamos que el general de la primera divisién (llamado A) envia
un mensaje al otro general (llamado B) diciendo “ataquemos al amanecer”.
:El general B debe atacar? El puede razonar de la siguiente forma: “aunque
yo recibi el mensaje, A no tiene manera de estar seguro que el mensaje
realmente llegé hasta mi. Entonces A debe considerar posible que yo no
haya recibido el mensaje en cuyo caso yo no atacaria. Como A no esté seguro
que yo atacaré, entonces el no atacard”. Por este razonamiento, B concluye
que A no atacard y entonces B no debe atacar. '

- B trata de arreglar este problema, y envia de regreso al mensajero
avisdndole a A que recibi6 el mensaje. Supongamos que A recibe el mensaje.
¢Debe atacar? El razonamiento de A es ahora: “B no sabe que yo he recibido
su mensaje. B considera posible que el mensaje no haya llegado, por lo cual
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no esta seguro que yo atacaré. Entonces B no atacar4”. Como consecuencia
de este andlisis, A no debe atacar. A podria intentar enviar un mensaje a B
avisdndole que si recibi la confirmacién, pero un razonamiento andlogo
nos llevard a concluir que aunque el mensaje llegue, ambos generales no
conocerdn este hecho al mismo tiempo y ninguno estara seguro que el otro
atacar4, por lo que no debe atacar.

¢Cual eslafalla? Sea recibido1a proposicién que indica que el primer men-
saje fue recibido. Al recibir B el primer mensaje, la proposicién Kgrecibido es
cierta, pero K recibido es falsa. Al recibir A la confirmacion, K 4recibido es cier-
ta, pero KgKarecibido es falsa. Si A envia una confirmacién més que llegue
a B, entonces KgKrecibido seria cierta, pero K4KgKarecibido no, y asf suce-
sivamente. Para que el ataque se lleve a cabo es necesario que recibido sea
conocimiento comiin entre A y B: que ambos sepan que se recibi6 el mensaje
(Karecibido A Kprecibido), que ambos sepan que ambos saben que se reci-
bi6 el mensaje (KaKarecibido A KqKprecibido A KgKarecibido A KgKgrecibido),
que ambos sepan que ambos saben que ambos saben que se recibié el men-
saje (KaKgKarecibido A -+ A KaKgKarecibido A - -+ A KgKgKgrecibido A «-- A
KgKaKgrecibido A - -), ete.

Una férmula ¢ es conocimiento comiin entre un conjunto de agentes
8B € A si todos en el grupo saben ¢, todos saben que todos saben g, etc.
La férmula Cgp expresa que ¢ es conocimiento comun entre los agentes
que pertenecen al grupo 8. El nuevo lenguaje, que se construye con el
lenguaje de la légica epistémica proposicional ya presentado (definicién
2.3.1) més el operador modal C, se denota como LE® y se define formalmente
a continuacion.

Definici6én 2.5.1 (Lenguaje de 16gica epistémica con conocimiento comiin
LEC). El lenguaje de logica epistémica con conocimiento comin LES se define
siguiendo las reglas que definen al lenguaje de l6gica epistémica LE (reglas 1 a 5,
véase la definicion 2.3.1) mas la regla que permite crear nuevas formulas utilizando
el operador modal C (regla 6). Esto es:

1- TelLes

2-S5i pe@ entonces p € LEC

3- Si pelLeEC entonces —@ € LEC
4-8i pele® y peL&®  entonces (V) e LES
5-Si ieAy peleC entonces Kip € LEC

6-Si BCAy pele entonces Cggp € LEC
En notacion BNF tenemos:

p:=Tlpl~@l(pVy)|Ke|Cgp

.........Q........0..0’....00...
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dondepe ®,ie A, BC Ay, e LEC.
La férmula Cg@ expresa “o es conocimiento comiin entre los agentes de B”.

Para definir la semdntica del operador C, recordemos que ¢ es conoci-
miento comn entre los agentes que pertenecen a B si y solo si:

1. Todos en el grupo saben ¢, v
2. todos saben que todos saben ¢, y
3. todos saben que todos saben que todos saben ¢, y ...
En términos del lenguaje de l6gica epistémica, esto se escribe como:

1. Egp A
2. Eg(Egp) A
3. Eg(Eg(Egp)) A ...

Para que esto sea cierto en (M, w), es necesario que:

1. (M, w) = Egg, es decir,
(M, w) = Kip para todo i € B, es decir,
(M, w) F ¢ para todo u tal que (w,u) € R; donde i€ B; y

2. (M, w) = Eg(Eg), es decir,
(M, w) E Ki(Egp) para todo i € B, es decir,
(M, u) = Egp para todo u tal que (w, u) € R; donde i € B, es decir,
(M, u) = K@ para todo u tal que (w, 1) € R; donde i € B, es decir,
(M, v) E @ para todo u, v tal que (w, u) € R;y (u,v) € R;dondei € B; y

3. (M, w) = Eg(Eg(Eg)), es decir,
(M, w) E Ki(Eg(Eggp)) para todo i € B, es decir,
(M, w) = Eg(Eg) para todo u tal que (w,u) € R; donde i € B, es decir,
(M, w) E Ki(Egy) para todo u tal que (w, u) € R; donde i € B, es decir,
(M, w) E Egp para todo v tal que (¢, v) € R; y (w,u) € R; dondei € B,
es decir,
(M, w) F K;p para todo u, v tal que (w, 1) € R; y (u,v) € R; dondei € B,
es decir,
(M, w) = ¢ para todo u, vt tal que (w,u) € Ry, (u,v) €Riy (v f) € R;
dondei€ B; y .

Sea Rg = Ujeg R;. Entonces ¢ es conocimiento comiin entre los agentes
en B siy solo si:
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1. (M, w) E ¢ para todo u tal que (w,u) € Rg; y
2. (M,v) E ¢ para todo u, v tal que (w, u) € Rg y (4,v) € Rg; y

3. (M, w) k= g para todo 4, v, ¢ tal que (w, u) € Rg, (u,v) € Rgy (v,t) € Rg;
y ...

Recordemos que la cerradura transitiva S* de una relacién $ C (A x A)
se define comao:

sl=§
S* = {(w,v) | existe u € A con (w,u) € S"y (1,v) € S}
57 = Usen-1 §'

Sea Ry la cerradura transitiva de Rg. Tenemos entonces la siguiente defini-
cién.

Definicién 2.5.2 (Semdntica para LEC). Sea (M, w) una estructura acentuada
enlacual M = (W,R;, V). Sea BC Ay p € LEC.

Mw)ECgp ssi (M u) =g para todou € W tal gue (w,u) € Ry, donde
Ry es la cerradura transitiva de Rg = Uieg R;

2.6. Propiedades del conocimiento

De acuerdo con la seméntica dada para férmulas del tipo K¢, un agente
conoce @ siy solo si ¢ es cierto en todos los mundos que considera posibles.
¢Qué tanto se apega esta definicién a la idea intuitiva que tenemos de cono-
cimiento? Podemos revisar qué propiedades se atribuyen al conocimiento
como consecuencia de nuestra definicién revisando qué férmulas son siem-
pre verdaderas, es decir, qué f6rmulas son vélidas (véase la definicién 2.4.3).

¢ Una consecuencia importante de nuestra definicién es que todo agen-
te conoce las consecuencias légicas de su conocimiento. Si un agente
sabe ¢ y sabe también ¢ — 1, entonces él sabe . Esto es claro ya que
si @ y ¢ — 1) son verdaderas en todos los mundos que él considera
posibles, entonces {’ debe ser verdadera en cada uno de esos mun-
dos. La férmula siguiente, conocida como el Axioma de Distribucion y
denotada algunas veces como K, expresa este hecho

K)  E&KpAKip - ) > K

L B BN BN BN BN BN BN BN BN BN BN NN BN BN BN BN BN BE BN BN BN BN BN BN BN BN BN BY BN BN
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e Otra propiedad es que cada agente conoce toda férmula valida en
alguna estructura dada M. Recordemos que para que ¢ sea valida en
la estructura M = (W, R;, V), es necesario que (M, w) = ¢ para todo
w € W. 5i ¢ es verdadera en todo mundo w, entonces es verdadera
en todos los mundos que el agente considera posibles, por lo cual el
agente debe saberla. La Regla de Generalizacién del Conocimiento expresa
este hecho:

Si M = ¢ entonces M E Kip

2.6.1. Tipos de relaciones y sus propiedades

En la definicién de la estructura de mundos posibles no dimos ninguna
restriccién sobre la relacién de accesibilidad. En general ésta puede cum-
plir varias propiedades como ser reflexiva, transitiva, euclidiana, serial, etc.
Al restringir nuestras estructuras a aquellas cuyas relaciones sean de cier-
to tipo en particular, nuestra definicién de conocimiento obtiene nuevas
propiedades.

® Si la relacién es reflexiva (para todo u € W, (i, u) € R;), entonces el
mundo actual w se encuentra entre los mundos que cada agente i
considera posibles. Si Kjp se cumple, ¢ es cierto en todos los mundos
que el agente considera posibles, incluyendo entre estos a w. Como
consecuencia de esto, todo aquello que el agente sabe debe ser verdad.
Esta propiedad es llamada Axioma de Conocimiento o Axioma de verdad,
y se denota como T

(T) Kgp—-oop

e Cuando la relacién es transitiva (si (w,u) € R; y (u,v) € R;, entonces
(w, v) € R;) se cumple una propiedad lamada Axioma de Introspeccién
Positiva, denotada como 4

4 K- KKeg

Supongamos que (M, w) E Kip. Dado que K;p es cierto en w, entonces
@ es cierto en todo mundo accesible desde w, es decir, (M, u) | ¢ para
todo u € W tal que (w,u) € R;. Pero como R; es transitiva, entonces
(w,v) € R; para todo v € W tal que (u,v) € R;. Como (w,v) € R;,
tenemos también que (M, v) = @ para todo v € W tal que (u,v) € R;.
Ya que ¢ es cierto en cualquier mundo accesible desde u, tenemos
que (M,u) = Kip para cualquier u accesible desde w. Por lo tanto
(M, w) = K;K;p. Este axioma nos dice que el agente es consciente de
aquello que sabe.
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o El Axioma de Introspeccién Negativa, denotado como 5, se cumple cuan-
do la relacién de accesibilidad es simétrica (si (w,u) € R; entonces
(i, w) € R;) y transitiva. Este axioma nos dice que el agente es cons-
ciente acerca de aquello que no sabe.

(5) -Kip - Ki~Kip

Supongamos que (M, w) = —K;g . Entonces (M, ) | —~@ para un u tal
que (w,u) € R;. Sea v € W tal que (w, v} € R;. Dado que R; es simétrica,
entonces (v, w) € R;, y como R; es transitiva entonces (v, u) € R;. Como
(M, u) E -@ y u es accesible desde v, entonces (M, v) | —K;p. Esto es
cierto para todo v tal que (w, v) € R; entonces (M, w) = Ki—K;e.

Tradicionalmente se han nombrado a los sistemas de acuerdo con los
axiomas que se cumplen en ellos. Aquellas 16gicas en las cuales se cumplen
los axiomas Ky T se conocen como KT. Dado que el axioma K se cumple en
todos los sistemas (no depende de la relacién de accesibilidad), es omitido
algunas veces en el nombre del sistema. Asila 16gica KT se le llama también
T. Las 16gicas més importantes son la lamada S4 0 KT4 en la que se cumplen
los axiomas K, T y 4, y la l6gica S5 o KT45 en la que se cumplen los
axiomas K, T, 4 y 5;1a tabla 2.2 resume lo anterior. Nétese que la l6gica S5 es
precisamente aquella en la que las relaciones de accesibilidad son relaciones
de equivalencia (relaciones reflexivas, transitivas y simétricas).

Nombre del sistema Axiomas
KT KT

T KT
KT4 K, T, 4
S4 KT, 4
KT45 K, T,4,5
S5 K,T,4,5

Tabla 2.2: Sistemas légicos y sus axiomas

S




Capitulo 3

Légica dinamica epistémica proposicional

En el capitulo anterior presentamos el lenguaje de l6gica epistémica
proposicional LE. Este nos permite expresar no solo hechos, sino también
el conocimiento que tienen un conjunto de agentes acerca de estos hechos.
Sin embargo, los hechos y el conocimiento que tienen los agentes acerca
de estos no permanece estdtico. En précticamente cualquier situacién es
posible realizar acciones mediante las cuales los hechos y el conocimiento
que tenemos de ellos cambia. ,

La légica dindmica epistémica es un campo de investigacion relativa-
mente nuevo. Sumeta es proporcionar métodos formales para el anélisis del
cambio en el conocimiento de un conjunto de agentes. Esta 16gica esta for-
mada, por lo tanto, por dos partes: la parte que trata con la representacion
del conocimiento (comtinmente lI6gica epistémica) y la parte que trata conla
forma en que este conocimiento es modificado (generalmente algun tipo de
logica dindmica). Varias 16gicas dindmicas epistémicas se han desarrollado
en los tiltimos afios; las presentadas en este capitulo tienen, a nuestro juicio,
caracteristicas interesantes.

3.1. Un modelo epistémico diferente

El sistema DEL (Dynamic Epistemic Logic), desarrollado por Jelle Ger-
brandy y Willem Groeneveld en [GG97] y [Ger%9], fue inspirado por el
trabajo de Frank Veltman ([Vel96]).

La caracteristica a resaltar en este trabajo, desde nuestro punto de vista,
es que para la parte epistémica se propone un modelo semdntico distinto
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al modelo de mundos posibles. Gerbrandy menciona en [Ger99] que la
idea detrds del modelo de mundos posibles es que podemos modelar el
conocimiento de un agente como el conjunto de posibilidades que son
compatibles con el conocimiento del agente o, alternativamente pero no
incompatiblemente, como el conjunto de posibilidades que, con respecto al
conocimiento del agente, pueden ser el mundo real. '

Gerbrandy contintia: “Una estructura acentuada de Kripke es una repre-
sentaci6n de ciertos hechos acerca de la situacién junto con la representacién
de la informacién que tienen un grupo de agentes acerca de esos hechos.
Los hechos son modelados por los valores de las variables proposicionales
mientras que la informacién de los agentes es modelada por la relacién
de accesibilidad. Si un mundo v es accesible desde un mundo w mediante
una flecha dirigida etiquetada con 4, entonces la informacién que tiene 2
en la situacién modelada en la estructura de mundos posibles con v como
punto de evaluacién es compatible con la informacién que él mismo tiene
en la situacién modelada por la estructura teniendo a w como punto de
evaluacion”. En otras palabras, si nos referimos al conjunto de estructuras
acentuadas (M, v} tales que (w, v) € R; como el estado de informacion para el
agente 2 en la estructura acentuada (M, w) (denotado como w(a)), entonces
la informaci6n representada por una estructura acentuada (M, w) estd ca-
racterizada por dos factores: el valor de las variables proposicionales y los
estados de informacién de cada uno de los agentes.

Definicién 3.1.1 (Posibilidad), Sea A un conjunto de agentes y P un conjunto
de variables proposicionales. La clase de posibilidades es la mayor clase tal que:

o Una posibilidad w es una funcién que asigna a cada variable proposicional
p € P un valor de verdad w(p) € {0,1} y a cada agente i un estado de
informacion w(i).

o Un estado de informacion w es un conjunto de posibilidades.

De esta manera, una posibilidad w caracteriza cuéles proposiciones son
verdaderas y cudles son falsas, y caracteriza también la informacién que
tiene cada agente en forma de un estado de informacién, que es un conjunto
deposibilidades. Esta definicién es claramente circular pero, como observan
Gerbrandy y Groeneveld, tiene sentido dentro de la teoria de conjuntos no
bien fundados.

Para expresar cambios, se introducen programas en el lenguaje. Estos
programas se interpretan como relaciones entre posibilidades. Si 7 es un
programa, entonces su interpretacién [r] serd aquelia relacion entre dos

L
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posibilidades w y v que existe tan solo en el caso en que v sea un resultado
posible dela ejecucién de m en w. La sintaxis completa de DEL eslasiguiente.

Definici6n 3.1.2 (Lenguaje DEL). Dado un conjunto de agentes Ry un conjunto
de variables proposicionales P, las férmulas y los programas de DEL se definen
simulidneamente de In siguiente forma.

El conjunto de férmulas de DEL es el conjunto mds pequefio que contiene a P
de tal forma que si ¢ y 1y son formulas, 7 es un programa y a un agente, entonces
¢, ¢ A, Kad y [nl son férmulas también:

pu=pl-¢loAY|Kep|[n]ep

El conjunto de programas de DEL es el conjunto mis pequefio que contiene
al programa ?¢ para cada férmula ¢ en DEL, y para el cual se cumple que si m
y 7' son programas y a un agente, entonces w; ', m U n’ y Uyn son programas
también:
nu=2¢ |’ |[nun | Un

Las férmulas de DEL se interpretan dentro de una posibilidad. Los
programas se interpretan como relaciones entre posibilidades: el par (w, v)
denotard al programa 7 solo en el caso en que la ejecucién del programa
7 en la posibilidad w pueda tener a v como salida. En lugar de escribir
{w,v) € [n], se escribe w[r]lv para indicar que (w,v) forma parte de la
relacién [n]. La abreviacién wla]v se utiliza para indicar que w difiere de v
a lo més en el estado que asigna al agente a.

La manera en que se interpretan las férmulas en DEL se muesira a
continuacion.

Definicién 3.1.3 (Interpretacion de férmulas). Sean ¢, formulas en DEL, p
una variable proposicional y m un programa en DEL; sea a un agente y w una
posibilidad. Las férmulas son interpretadas de acuerdo con las siguientes reglas:

wkp ssi wip)=1

wEoAY ssi wEPywkyY

wkE ¢ ssi wlo

wEKyp  ssi paratodovew@):vEd

wkrlp ssi paratodo v, siwl[n]ventonces v = ¢

Definicion 3.1.4 (Interpretacién de programas). Sean w, v posibilidades y sea
a € A. Sean también ¢ una formula en DEL y n, " programas en DEL. Los
programas son interpretados de acuerdo con las siguientes reglas:
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wl?¢]v s5i wEoyw=uv

wlUgnllo  ssi wlalvy v@) = {v' | I’ € w@).Ju : w [nulUn]v )
wlm o ssi existe un u tal gue wnJurn'Jo

wlnUun'lo ssi wlin]véwlin'Tv

El programa ?¢ se interpreta como una prueba que tiene éxito en una
posibilidad w exactamente cuando ¢ es verdadera, y regresa w como salida.
De otra manera, falla y no produce salida alguna. El programa 7; n’ repre-
senta la ejecucién secuencial de los programas 7 y 71, mientras que 7 U 1/
es la elecci6n entre 7t y 7i’. El programa U, 7 expresa que el agente aprende
conscientemente que el programa 7 ha sido ejecutado exitosamente. Aqui,
con conscientemente entendemos que en el modelo resultante, a no solamente
sabe que el programa ha sido ejecutado, sino también sabe que sabe que el
programa ha sido ejecutado, sabe que sabe que sabe que el programa ha
sido ejecutado, etc.

La aportacién importante de este sistema (desde nuestro punto de vista)
es un modelo seméntico diferente para la 16gica epistémica.

3.2. Lenguaje de acciones epistémicas

En [BM599], Alexandru Baltag, Lawrence Moss y Slawomir Solecki pre-
sentan un punto de vista interesante acerca de las acciones que modifican
el conocimiento de un conjunto de agentes.

La meta de dicho trabajo es representar formalmente actualizaciones
epistémicas, es decir, cambios en la informacién que tienen un conjunto de
agentes producidos como consecuencia de acciones que modifican especifi-
camente esta informacién. Estas acciones pueden ser de varios tipos tales
como recepcién, ocultamiento, pérdida o sospecha de falta de informacién.

En su trabajo, ellos capturan tan solo las consecuencias epistémicas de
las acciones, sin revisar la intencién con que estas fueron realizadas. La idea
principal es que un agente puede tener incertidumbre no solo acerca de la
situaci6n real, sino también acerca de accién que se ha realizado. Suponga-
mos que tenemos tres agentes (4, b, c), los cuales no saben si est4 nevando
en Londres (p) o no (—p). Varios tipos de acciones pueden suceder, entre las
cuales estédn las siguientes.

1. Supongamos que los tres agentes leen un mensaje que anuncia que p es
cierto: estd nevando en Londres. En esta caso, p se vuelve conocimiento
comiin entre los tres agentes.
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2. Supongamos que ¢ se queda dormido por un instante, momento apro-
vechado por a2 y b para leer el mensaje. En este caso, 4 y b saben que
p es cierto, mientras que c sigue sin saberlo. Si antes de que ¢ cayera
dormido era conocimiento comun entre los tres agentes que ninguno
sabia si p 0 —p, ¢ seguiré creyendo después de la accién que ninguno
de ellos lo sabe.

3. Supongamos ahora que ¢ tan solo fingi6 dormir, y que noté que 2 y
b leyeron el mensaje, aunque él mismo no alcanzé a leerlo. Entonces,
a y b creen ahora que ¢ cree que ninguno de los tres sabe si p 6 —p,
cuando en realidad ¢ sabe que 2 y b saben si p 6 —p, aunque él mismo
nosepasip 6 -p.

Dado que cada agente puede observar una accién de una manera dis-
tinta, cada uno de ellos tendrd entonces su interpretacién particular sobre
las consecuencias de dicha accién. Si la diferente perspectiva que tienen los
agentes acerca de la situacién del mundo real es representada mediante la
estructura de mundos posibles, entonces la diferente perspectiva que tienen
los agentes acerca de la acci6n realizada puede representarse de la misma
forma.

Cada accién se describe entonces con una estructura de mundos po-
sibles en la cual en lugar de la funcién V que asigna un valor de verdad
a las variables proposicionales, tenemos una funcién de precondicién. La
idea intuitiva es que en general podemos tratar con acciones no totalmente
claras, acerca de las cuales los agentes pueden estar informados de manera
incompleta, o no informados del todo. Ademds de la estructura, las acciones
tienen precondiciones que definen su dominio de aplicacién: no toda accién
es posible en cualquier situacién. La forma en que la estructura de mundos
posibles es modificada a consecuencia de una accion es basicamente el pro-
ducto de las dos estructuras (la que describe el conocimiento de los agentes
acerca de la situaci6n y la que describe el conocimiento de los agentes acerca
de la accion); las incertidumbres de cada agente respecto a la situacién se
multiplican por sus incertidumbres respecto a la accién realizada, mientras
que las combinaciones imposibles entre las situaciones y la perspectiva de
la accién son eliminadas. Aqui, la idea intuitiva es que para un agente, sus
incertidumbres respecto a la situacién y a la accién son independientes, con
excepcion de la consistencia de la accién con la situacién.

El lenguaje epistémico, denotade como £, se define de la siguiente
forma.
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Definicién 3.2.1 (Lenguaje .£). Sea AtSen un conjunto de proposiciones atomi-
cas, y sea A un conjunto finito de agentes. El lenguaje L es el conjunto mds pequefio
que incluye AtSen y que es cerrado bajo los conectivos =, A, y el operador modal
K, paraa ¢ A:

pu=pl-@leAy| Ko

La seméntica para el lenguaje .£ es similar a la semdntica que se defi-
nid en 2.4.2. Las estructuras de acciones se definen a continuacién.

Definicién 3.2.2 (Estructura de accién). Sea A un conjunto finito de agentes,
Una estructura de acci6n es una tupla A = (K, S;, pre) en la cual:

® K es un conjunto no vacio. Podemos lamar a cada elemento de K una
perspectiva de la accién.

® R; esla relacion de accesibilidad para el agente i.

e pre : K — L es un mapeo que asigna a cada perspectiva de la accion en K
una formula del lenguaje L.

El lenguaje £ es un lenguaje tan solo epistémico. El lenguaje dindmico
epistémico, llamado £([a]), es el siguiente.

Definicién 3.2.3 (Lenguaje de acciones epistémicas). Sea AtSen un conjunto
de proposiciones atémicas, y sea A un conjunto finito de agentes. El lenguaje
de acciones epistémicas, denotado como L([at]), es el conjunto mds pequefio que
incluye AtSeny que es cerrado bajo los conectivos -, A, y los operadores modales
K, paraa € Ay [a] donde a es una accién sobre L{[x]):

pu=pl-@leAp|Kellalp

El lenguaje .L([a]} se define en términos de acciones sobre .£([a]). Ca-
da una de estas acciones es precisamente una estructura de accién, en la
cual sefialamos una perspectiva en particular. Esta perspectiva se interpreta
como la perspectiva correcta de la accién.

Definicién 3.2.4 (Accién). Una accién sobre L([e]) es una tupla (A, k) donde
A=(KS,pre)ykek.

Dada unaestructura de mundos posibles M = (W, R;, V) y una estructura
de accién A = (K, §;, pre), se define la estructura de mundos posibles M4 =
(W, Ti, Vyya) en la cual:
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¢ Los mundos en Wy son aquellos pares (w, k) € (W x K) tales que la
precondicién para la perspectiva k se satisface en el mundo w:

Wi = [(w, k) € (WX K) | (M, w) = pre(k) }

¢ La relacion de accesibilidad T; para el jugador i estd formada por

aquellos pares ((w, k), (w’,k’)) para los cuales se cumple que (w,w’)
estaen R; y (k, k') esta en 5;:

(G, @, K)) € T ssi G, k), (', k) € W,
(w,w)eR; y
(k k) €S,

e La funci6n Vyu : AtSen — 2" debe regresar, dada una proposicién
atémica, los mundos posibles en los cuales es verdadera esta propo-
sicion. En nuestro caso, tenemos que la proposicion p es verdadera en
el mundo (w, k) de la estructura M4 si y solo si p era verdadera en el
mundo w de la estructura M:

(w, k) € Vyup) ssi  we Vip)

Recordemos que asi como en una estructura acentuada (M, w) el mundo
w representa el mundo real de entre todos aquellos que son considerados
posibles, en una accién (A, k) la perspectiva k representa la perspectiva
correcta de la accién. La estructura M4 tiene sentido solo si la precondicién
de la accion real se satisface en el mundo real. Se dice entonces que la
estructura M* esta definida para la estructura acentuada (M, w) y para la
accion (A, k) si y solo si (M, w) F pre(k) (recuérdese que pre(w) € .L). En este
caso, la estructura acentuada resultante es (M4, (w, ¥)).

La semaéntica para el lenguaje £L([«]) estd dada por las siguientes reglas.

Definicidn 3.2,5 (Semantica del lenguaje de acciones epistémicas). Sea M =
(W, R;, V) una estructura de mundos posibles, y sea w € W. Entonces:

MwEp ssi we V(p)

M w) F @ ssi (M,w) [ 'y

MwE @Ay ssi Mwkgp y M)k

(M, w) E Kip ssi (M, u) = @ para todou € W tal que (w,u) € R;
M, w) E [alp ssi a=(A,k), MA estd definida y (M4, (w, k) E @

donde p € AtSen, i € A, p, ¢ € L([a]) y o es una accion sobre L([a]).
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La aportacién importante es la nueva perspectiva que se le da a las
acciones. La observacién de que las acciones pueden no ser completamente
claras para todos los jugadores es la que provoca que se busque la forma
de representar estas diferentes perspectivas que cada agente puede tener.
Es natural entonces elegir un marco de mundos posibles como la estructura
que cumplird esta funcién.

Aunque en el dominé las acciones son claras para todos los jugadores
(todos saben qué accién se realiza y quién la realiza), el concepto de pre-
condicién nos es ttil ya que, como observan Baltag, Moss y Solecki, no toda
accidn es posible en cualquier situacién.

3.3. Acciones de conocimiento

Hans P. Van Ditmarsch presenta en [vID00] un lenguaje 16gico enfoca-
do sobre un tipo particular de juegos. Los llamados juegos de conocimiento
(knowledge games) consisten en un conjunto de cartas que se reparten entre
los jugadores, y un conjunto de acciones posibles, un orden que determina
quién es el jugador en turno y un procedimiento para determinar quién
gana. Las cartas no cambian de jugador durante el transcurso del juego,
aunque se pueden mostrar. Los jugadores conocen sus cartas y conocen
cudntas cartas tienen los demds. El estado del juego estd completamente
determinado por el reparto de cartas y por la secuencia de acciones en el
juego, inicialmente vacfa. Aunque las cartas no cambian de jugador, el co-
nocimiento que tienen estos acerca de la distribucién de ellas si. De aqui el
nombre de juegos de conocimiento. Un ejemplo bastante conocido de este
tipo de juegos es el llamado Cluedo, conocido en nuestro pais como Quién
es el culpable.

Definicién 3.3.1 (Lenguaje L3). Sean P un conjunto de proposiciones atémicas
y A un conjunto de agentes (|A|=n). Las férmulas @ y las acciones 7 del lenguaje
L] se definen simulidneamente de la siguiente forma:

El conjunto de formulas es el conjunto mds pequefio que contiene a las proposi-
ciones atomicas en P y es cerrado bajo los conectivos l6gicos -, A y los operadores
modales K, paraa € A, Cp para B € A y [n] para una accién m:

pu=pl-p|le AP Ke|Cppllnle

El conjunto de acciones es el conjunto mds pequefio que contiene una accién
2@ por cada formula @ en el lenguaje, y ademds es cerrado bajo la composicion
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secuencial (i; '), la eleccion no determinista (m U '), el operador de eleccién local
(rttn’) y el operador de aprendizaje (L) para B C A.

nu=g |mn’ | nUn|ain’ | Lpn

En la definicion de las acciones, “!” es el operador de eleccién local.
La accién nln’ es interpretada como “de entre las acciones 7 y 7', se elige
localmente 71", por lo que su interpretacién es similar a la de la accién
7. Lp es el operador de aprendizaje: Lp7t se interpreta como “el grupo B
aprende que 11" (se vuelve conocimiento comiin entre los agentes en B que
T estd siendo ejecutada). Pero los agentes en B no saben necesariamente
qué accién es 1. En un juego de informacién, por ejemplo, si un jugador a le
muestra a otro jugador b una carta, un tercer jugador no sabe exactamente
qué accién esta siendo ejecutada (no sabe qué carta le est4d mostrandoa a b),
pero sabe qué tipo de accién estd siendo ejecutada.

Definicién 3.3.2 (Tipo de una accién). El tipo de una accién es una funcién t
sobre las acciones del lenguaje, definida de la siguiente manera:

H?p) = 290
Kmn') = tn)Hn')
Knum') = HmyUin')
tnln’y = tmUin')

t{LBTL) = LBt(TC)

Béasicamente, el tipo de una accién es una expresion que es obtenida al
reemplazar todas las ocurrencias del operador de eleccién local por elec-
ciones no deterministas, excepto aquellas que ocurren dentro del alcance
de una prueba. La seméntica del lenguaje es similar a las anteriores (las
acciones se interpretan como relaciones entre las estructuras sobre las que
se interpreta la parte epistémica) Lo interesante en este caso es la forma
en que se define la interpretacién para la accién Lgm. Para ello se utiliza la
definicién de bisimulacién, que es basicamente una definicién de equiva-
lencia entre estructuras de mundos posibles: se dice que M = (W,R;, V) y
M' = (W', R}, V') (definidas ambas sobre el conjunto de agentes A y el con-
junto de variables proposicionales P) son bisimilares si existe una relacién
R C (W x W) tal que para todo (w, w’) € R:

1. we V(p)siysolosiw' € V'(p), para todop € P.

2. Paratodoa € Aytodou € W,si{w,u) € R;, entonces existe unu’ € W’
tal que (w’, ") € R}y este #’ es tal que (i, u’) € R.
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3. Paratodo 2 € Ay toedo v € W, si (w’,v') € R;, entonces existe un
v € W tal que (w,v) € R,y este v es tal que (v, v’} € R.

Si R cumple lo anterior, entonces se dice es una bisimulacion entre My M'.
Escribiremos (M, w) £ (M’, w")) (y lamaremos a (M, w) y (M, w") bisimila-
res) cuando exista una bisimulacién R entre M y M’ tal que (w,w’) € R. La
semdntica completa del lenguaje es la siguiente.

Definicién 3.3.3 (Semantica de férmulas en £Y). Sea M = (W,R;, V) una
estructura de mundos posibles, y sea w € W. :

MwyEp ssi we V(p)

M,w) - ssi (Mw) e

Mw) @Ay ssi Mw)EpyMuw) kP

M, w) = Kip ssi (M, u) E @ para todo u € W tal que (w,u) € R;

(M, w) E Cpp ssi (M, u) = @ para todo u € W tal que (w,u) € Rj
(ver def. 2.5.2)

M, w) E [rn]p ssi (M',w’) | @ para todo (M, w’) tal que
(M, w)[n](M’, w'}

dondep € P, i€ A, @,y son frmulas en L2 y 11 es una accion, también en L

Definicién 3.3.4 (Semantica de las acciones ?p, m; 7', n U n y n!m). Sea Wy
el conjunto de mundos posibles en W en donde se satisface la formula @ € L5, y
sea Vg la funcion V restringida a elementos de W,

Wo={weW|Muw)E e}
weVylp) ssi weVip) y weW,

La relacién (M, w)[nl(M’,w’) entre dos estructuras acentuadas ((M,w) Y
(M, w")} y una accidn (1) se define de la siguiente forma:

M, w)[?el(M’,w") ssie M'=(We,0,Vo)yw=w'

M)’ (M, w')  ssi (M, w)In] o [n' DM, w’)

MwlnUn' M, w') ssi (M w)[rI(M’,w’) 6 (M, w)[rn' M, w")
M w)r!m’ J M, w')  ssi (M w[n(M,w')

Para completar la definicién de la semantica, es necesario especificar
cudl es la estructura de mundos posibles a la que se llega después de
ejecutarse una accién del tipo Lzm. Cuando un grupo de agentes B aprende
que 7 estd ejecutandose en una estructura acentuada (M, w), se pasa a una
estructura acentuada (M’,w’). Los mundos en esta nueva estructura son
estructuras; aquellas a las que puede llegarse al ejecutarse una accién del
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tipo 7 en la estructura acentuada (M, ) tal que u es accesible a partir de
w para los agentes en B. La evaluacién de las variables proposicionales
consiste simplemente en aquellas estructuras acentuadas donde la variable
proposicional es cierta. Para la relacién de accesibilidad, una estructura
acentuada (M"’, u"’) es accesible desde (M"”, w’’) para el agente a si y solo si
existe un mundo en M" bisimilar a (M'”, u”’") que es accesible para a desde
w"”, o si el agente a no estd envuelto en ninguna de las acciones de tipo 7.

Definicién 3.3.5 (Semdntica de la accidén Lg7). Sea M = (W, R;, V) una estruc-
tura de mundos posibles, y sea w € W. Sea B un subconjunto de agentes (B C A),
Y T una accién en L0

M, Lgn(M', @) ssi (M w)[nlw' y M"=(W',R, V")
donde M', R} y V' se definen de la siguiente forma:
o W={(M",w")|3ueW:(wu) eR)yMulm])M’, w)}

o ((M7,w"), (M, u"™)) Ry ssi

existeun v’ € M” tal que (w”,v"Ye R, y
(M”, U") o (M"’, uIH)’ 4
a¢(grM”)uU gr(M™')) y existenu,v e W
tal que (1, v) € Ry, (M, w)[i()I(M”, w’")
y M, o[ IM”, o)

donde gr(M) es el conjunto de agentes que aparecen en la estructura M

(aquellos para los cuales ln relacion de accesibilidad estd definida).

™ Vﬂ'(p) = [(M’f’ wlf) (= Wﬂ’ I (Mll,w”) ’= p}

Ellenguaje LY estd definido entonces especificamente para juegos de co-
nocimiento. Lo interesante, como se menciono, es laidea de que las acciones
tienen tipos. Con esta idea, podemos decir que un jugador conoce el tipo de
accién que se realiza (se muestra una carta), aunque no sepa especificamen-
te qué accién es (qué carta se ha mostrado). Mientras que ambos, el jugador
que muestra la carta y el que la observa, saben exactamente qué accién se
ha realizado (qué carta se ha mostrado), los demés tan solo pueden suponer
qué carta se ha mostrado, aunque saben quién la ha mostrado y a quién lo
ha hecho. Es por esta razén que los nuevos mundos posibles son aquellas
estructuras a las que puede llegarse al ejecutarse una accion del tipo corres-
pondiente en la estructura original. Este es un ejemplo interesante de una
légica dindmica epistémica que se enfoca a un tipo de juegos en particular.
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3.4. Unalégica dindmica epistémica general

Hasta ahora se han mostrado las ideas principales de algunas légicas
dindmicas epistémicas; precisamente aquellas que consideramos presentan
ideas interesantes. Algunas de las ideas en el desarrollo de dichos lenguajes
son ttiles para el presente trabajo. Sin embargo, hay un detalle importante
que diferencia los trabajos ya mencionados del nuestro: todos ellos consi-
deran acciones que cambian tan solo el conocimiento que tienen los agentes
de la situacién: la interpretacién que se le da a estas acciones contempla tan
solo la forma en que estas afectan el conocimiento de los agentes. En nues-
tro caso, ademads de describir la forma en que se modifica el conocimiento,
necesitamos también describir la forma en que el mundo real cambia.

34.1. Sintaxis

Con ellenguaje L€ (recuérdese la def. 2.3.1) podemos expresar en férmu-
las simples una situacién y el conocimiento de un conjunto de agentes acerca
de ella. Para nuestro trabajo es necesario expresar también co6mo cambia es-
ta situacién y este conocimiento en funcién de las acciones que se llevan a
cabo. La situacién y el conocimiento de los jugadores se modifica al reali-
zarse acciones durante el juego, por lo tanto necesitamos aumentar nuestro
lenguaje para expresar la forma en que estos son modificados.

Para esto, necesitamos primero definir el lenguaje con el cual podre-
mos expresar las acciones que vamos a considerar. De manera andloga a la
definicién de un lenguaje por medio de proposiciones atémicas y construc-
tores para crear nuevas proposiciones a partir de las anteriores, podemos
crear un lenguaje de acciones con base en un conjunto de acciones bésicas
y un conjunto de constructores que nos permitan combinarlas. Si a y  son
dos acciones, entonces podemos crear nuevas acciones a partir de estas
mediante

o La composicion secuencial de a y f: a;

e La eleccion no deterministade a 6 f: a U B

e La repeticion de a un niimero indeterminado de veces: a*

Definimos a continuacion el lenguaje de las acciones que utilizaremos.

Definicién 3.4.1 (Lenguaje de acciones LA). Sea Q un conjunto numerable no
vacio de acciones atdmicas. Las acciones en el lenguaje LA se construyen siguiendo
estas reglas:
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1- ee€ LA
2-5 weQ entonces w € LA

3.- 85 a,fe LA entonces (a;B) € LA
4- 5i a,fe LA entonces (aUB)eLlA
5- 5 aelA  entonces a*e€ LA

En notacién BNF, a es una accién en LA si y solo si estd formada a partir de
las siguientes reglas:

a=c¢lwl{@p)@up)la
donde la accién ¢ representa la accion nula: aquella que hace nada.

El lenguaje L& nos permite expresar hechos y aquello que sabe un
conjunto de agentes acerca de estos hechos en un momento dado. El lenguaje
de la logica dindmica epistémica proposicional, llamado LDE, se forma a
partir del lenguaje L€ afiadiendo una regla para crear f6rmulas epistémicas
que nos permiten expresar como afectan las acciones en LA los hechos y el
conocimiento de los agentes.

Definicién 3.4.2 (Lenguaje de l6gica dindmica epistémica LDE). Las formu-
las ¢ del lenguaje de la logica dindmica epistémica proposicional LDE se forman
siguiendo las reglas para construir formulas en LE (véase la definicion 2.3.1) mds
la regla

@ == [alp
dondep € LDEya € LA
Mis formalmente, sea @ un conjunto numerable no vacio de férmulas atémicas

y Aun conjunto finito de agentes. Las formulas ¢ del lenguaje de la I6gica dindmica
epistémica LDE se forman a partir de las reglas:

1- TelDE
2-5i pe® entonces p e LDE
3.- 5i pelLDE entonces - € LDE

4- 5i e LDE y e LDE entonces (p V)€ LDE
5-Si ieAy pelDE entonces Kjp € LDE
6.-Si aelAy e LDE  entonces [alp € LDE

que en notacion BNF se escriben como:

pr=T|pl-¢|(pVY) | Kellale

dondepe®, i€ A, ¢, LDEY a e LA,
El significado intuitivo de [a]g es “después de ejecutarse ln accion o, la férmula
@ es verdadera”.
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Los conectivos l6gicos A, —, < (conjuncién, implicacién y doble im-
plicaci6n respectivamente) y los operadores modales P (posibilidad) y E
(todos saben) se definen de la misma forma que para la 16gica epistémica.
La férmula (a)p se define como:

(g = %M%@

y se lee como “no es cierto que después de ejecutarse la accién a la férmula
— sea siempre verdadera” o, equivalentemente, “es posible que después
de ejecutarse «, @ sea verdadera”.

3.4.2. Semantica

Hemos mostrado la sintaxis de un lenguaje que nos permite expresar no
solo hechos y el conocimiento que acerca de estos tiene un conjunto agentes
en un momento determinado, sino también acciones que pueden modifi-
carlos. Recordemos que, semdnticamente, estos hechos y este conocimiento
se describen mediante estructuras de mundos posibles. Si decidimos que
las acciones que hemos definido serdn capaces de modificar hechos y cono-
cimiento, entonces cada una de estas acciones debe ser capaz de llevarnos
de una estructura de mundos posibles que describe hechos y conocimiento
antes de que se realice la acci6n a otra estructura de mundos posibles que
describa hechos y conocimiento después de que se realiz6 la accién. Podemos
entender entonces estas acciones como mapeos (funciones) que nos llevan
de una estructura de mundos posibles a otra. La definicién formal de estos
mapeos depende obviamente de la idea intuitiva que tengamos acerca de
la forma en que estas acciones afectan hechos y conocimiento.

Nuestro lenguaje de acciones LA se define con base en un conjunto de
acciones basicas 2 y al conjunto de constructores {;,U," }. Por esta raz6n,
la manera mas sencilla de asociar a cada accién en LA una funcién que
indique la forma en que esta modifica la estructura epistémica es asociar una
funcién a cada accién bésica y utilizar estas funciones para definir aquellas
que corresponden a las férmulas que se crean con los constructores: (a; ),
(@Up)ya”.

Estas acciones bésicas tienen una interpretacién abstracta que depende
de la idea intuitiva que se tenga de ellas. La interpretacién en lenguaje na-
tural del mismo lenguaje LDE depende del significado que se le dé a las
proposiciones atémicas. Por lo tanto se supondri la existencia de estas fun-
ciones de transicién para las acciones bésicas. La definicién formal de estas
funciones se dar4 cuando estas acciones bésicas tengan una interpretacién
concreta,
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Definicién 3.4.3 (Funci6n de transicion para acciones en LA). Sean (M, w)
Y (Ma, wy) dos estructuras acentuadas tales que My = (W,R1;, V) y M, =
(W2, R2;, V) son dos estructuras de mundos posibles definidas ambas sobre el
conjunto de proposiciones atémicas Q2 y el conjunto de agentes A.

Las funciones de transicibn pe, pag), Paug) ¥ Pa, Gue corresponden a las
acciones €, (a; B), (U ) y o" respectivamente, se definen como:

. Pe(erwl) = (M]rwl)

* ppMi,w) = Mz, wr)  siysolosi
existe una estructura M’ = (W', R!, V') (definida también sobre el conjunto
de proposiciones atémicas Q) y el conjunto de agentes A) con w' € W’ tal
gue
paMy,wn) = (M, w') vy ppM, 0’} = (Mp, wo)

¢ paup(My, w1) = (Ma,wa) s y solo si
paMi,w1) = (M, wn)  y  ppMy,wy) = (Ma, w2)

® por(My,w1) = (Mo, w2)  siysolosi
P My, un) = (M, wa) paratodon € N

donde po = pe, Pa=pa ¥ P3" =ph P

donde p, y pg son las funciones de transicién para las acciones a y B, respectiva-
mente.

Definiremos ahora una semdntica para las férmulas ¢ € LDE utilizando
para cada accién a € LA su funcién de transicién p, correspondiente. Lla-
maremos a esta seméntica semdntica abstracta de LDE porque estas funciones
de transicién no estdn definidas para las acciones bésicas en Q.

Notese que, dado que no definimos las funciones de transicién para
las acciones béasicas, no sabemos si en general la funcién de transicién nos
regresa una estructura acentuada o un conjunto de estructuras acentuadas:
si una accién bésica w € Q) nos lleva de una estructura acentuada a un
conjunto de estructuras acentuadas, la composicién secuencial y la eleccion
no determinista entre acciones que involucren a @ se comportaran de la
misma manera. Por lo tanto, para dar valor de verdad a férmulas de la
forma [a]e en una estructura acentuada (M, w), es necesario verificar el
valor de verdad de la férmula ¢ en fodss aquellas estructuras acentuadas a
las que nos lleve a a partir de (M, w).
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Definicién 3.4.4 (Seméntica abstracta de LDE). Definimos la relacion |= entre
una estructura acentuada (M, w) tal que M = (W, R;, V) y una férmula ¢ en LDE
(con My LDE definidos ambos en términos del conjunto de proposiciones atémicas
D y el conjunto de agentes A) de manera inductiva sobre la estructura sintdctica
de @.

MwET

Muw)Ep ssi we V{p)

M, w) E ~p ssi. 1o es cierto que (M, w) E ¢

MwE(pvy) ssi MwykEgpoMw)Ey

(M, w) = Kip ssi (M, u) = ¢ para todo u € W tal que (w,u) € R;

M, w) E[alp ssi  (M’,w'} @ para todo (M’, w’) tal que
pa(M,w) = (M, w')

dondepe®, ic A, p, e L yoaeLlA
Cuando (M, w) &= @, diremos que ¢ es verdadera en (M, w). En el caso en que

no sea cierto que (M, w) | @, escribiremos (M, w) i ¢ y diremos que ¢ es falsa
en (M, w).

wy

Las definiciones de satisfactibilidad y validez para férmulas de LDE
son similares que aquellas para férmulas de LE.

Definicién 3.4.5 (Satisfactibilidad y validez). Sea (M, w) una estructura acen-
tuada tal que M = (W, R;, V), y sea @ una férmula en LDE.

1. Decimos que @ es satisfactible en M si (M, w) k= @ para algin w € W.

2. Decimos que @ es vélida en M si (M, w) k= @ para todo w € W. Cuando sea
este el caso (@ vilida en M) escribiremos

ME g

3. Decimos que ¢ es satisfactible si es satisfactible en alguna estructura M.

4. Decimos que @ es valida si es vdlida en cualquier estructura M. Cuando sea
 este el caso (¢ vilida) escribiremos

Fo
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Capitulo 4

Conocimiento definitivo en el dominé

En el presente trabajo distinguimos el conocimiento que posee un ju-
gador durante un juego, tal y como se mencioné en la seccién 1.3. En el
presente capftulo presentamos un lenguaje l6gico que nos permite expresar
el conocimiento definitivo que posee cada agente, asf como la forma en que
este se modifica como consecuencia de las acciones que se llevan a cabo
durante el juego. Recordemos que el conocimiento definitivo es aquel que
se tiene acerca de la situacién actual del juego. En el caso del doming, este
conocimiento comprende principalmente la distribucién de las fichas entre
los jugadores y la mesa.

El lenguaje que desarrollaremos se basard en el lenguaje de légica
dindmica epistémica proposicional presentado en el capitulo 3. Para que
el lenguaje sea apropiado para el juego que nos interesa, definiremos pri-
mero las proposiciones atémicas que nos servirdn para expresar situaciones
dentro del juego.

4.1. Proposiciones atémicas

Nuestra meta es desarrollar un lenguaje que nos permita, primero, ex-
presar situaciones posibles en el juego, para lo cual debemos definir el
conjunto de proposiciones atdmicas que nos permitiran expresar los hechos
basicos. Debemos ser capaces de expresar informacién tal como la distri-
bucién de las fichas entre los jugadores, el niimero de fichas que tiene cada
uno, qué fichas ya han sido jugadas, la secuencia de acciones que se han
realizado y la situacién de la mesa antes de una accién en particular.
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Entre los hechos basicos, el m4s importante es la distribucién de fichas
entre los jugadores y la mesa. Es conveniente definir proposiciones que nos
permitan expresar quién tiene cada ficha. La proposicién B’ nos permi-
tird expresar que el jugador i tiene la ficha en su mano. De la misma
forma, la proposicién &t nos permitir expresar que la ficha 2 est4 sobre
la mesa.

También es importante el saber con cudntas fichas cuenta cada jugador.
Recordemos que la meta del juego es ser el primer jugador en terminar
sus fichas, por lo que cada jugador debe enfocarse en tratar de encaminar
el juego a una situacién en la cual sea ficil deshacerse de sus propias
fichas y que los jugadores contrarios no puedan. La proposicién fichas
nos indicara que el jugador i tiene n fichas en su mano, mientras que la
proposicion fichas' nos indicard que hay # fichas sobre la mesa.

En aquellos casos en los cuales ningin jugador haya terminado sus
fichas y no sea posible colocar ninguna sobre la mesa, el ganador se decide
enbase alos puntos que suman las fichas de cada jugador. Las proposiciones
pist, ptst, y menosPuntos'] expresaran “las fichas que tiene en su mano el
jugador i suman n puntos”, “las fichas que hay en la mesa suman n puntos”
y “las fichas que tienen los jugadores i y j suman menos puntos que las que
tienen los demds jugadores”, respectivamente.

La ficha que se jugard depende de a qué jugador le corresponde el turno
asi como de los extremos libres en la mesa. Cuando sea el turno del jugador
i escribiremos tumo' mientras que la proposicién (x, ») nos indicara queuy
v son los extremos libres.

También es posible obtener informacién importante sobre el estado del
juego si sabemos cudles eran los extremos libres de la mesa en el momento
en el que se jug6 una ficha en particular; cada jugador coloca fichas de
acuerdo a aquellas que tiene. De la misma forma, es ttil saber cudl fue
la situacion en la mesa después de que se jugé alguna ficha; cada jugador
intenta colocar fichas de tal forma que le sea mas fcil deshacerse de las
fichas que le restan. Las proposiciones (, »,&7’ (“los extremos libres en la
mesa eran ¥ y v antes de que i tirara la ficha "y fw) ("los extremos
libres en la mesa fueron u y v después de que i tirara la ficha ”) nos
ayudardan a indicar estas situaciones.

A continuacién definimos el conjunto de proposiciones atémicas que
expresan hechos importantes dentro del juego.

Definicién 4.1.1 (Proposiciones atémicas @p). Sea

T ={a,b,c,d}
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el conjunto de jugadores, y sea
F = {(etel [014] .., [s36] [s}6]}

el conjunto de fichas de domind. Definimos el conjunto de proposiciones atomicas
para el juego de domino como
o = A, EEY, fichas, , ﬁcﬁas; . pt,sil , ptst , menosPuntos”]

n’

, : ;
tumd' , (u, ), (u,v) ’ ;’,,)}

donde i, je g, € F, n € N y u, v son valores posibles de un extremo de las
fichas (u,v € {0,1,2,3,4,5,6}).

Cada proposicién tiene el siguiente significado intuitivo mostrado en la tabla
4.1.

Proposicidn | Significado intuitivo
Riy El jugador i tiene la ficha :

ESXIY La ficha estd en la mesa.

ﬁcﬁasf,l El jugador i tiene # fichas en su mano.

fichas,, Hay # fichas en la mesa.

pes,, Las fichas que tiene el jugador / suman 7 puntos.
pis, Lasg fichas que hay en la mesa suman n puntos.

menosPuntos’!

Las fichas que tienen los jugadores i y j suman menos
puntos que las fichas que tienen los demaés jugadores.

turnot Es el turno del jugador i.
(u, v) Los extremos libres en la mesa son u y v. Notese que
(u, ») es equivalente a (v, u).
(o) Los extremos libres en la mesa eran # y v antes de que i
tirara la ficha &43].
iw) Los extremos libres en la mesa fueron u y v

después de que i tirara la ficha .

Tabla 4.1: Significado intuitivo de las proposiciones atémicas

Es importante hacer una aclaracién respecto al conjunto de fichas 7.
En dicho conjunto aparece, o bien o bien (para x v y en
{0,1,2,3,4,5,61). Recordemos que en el doming, la ficha es exacta-
mente la misma ficha que . Para evitar confusiones, cuando digamos
que[xf¥] € F estaremos entendiendo que en ¥ aparece X#o su permutacion

.
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4.2. Sintaxis de lenguaje proposicional y el lenguaje
epistémico

En la secci6n anterior se hizo un pequefio anélisis de las situaciones
que necesitamos expresar dentro del juego. También definimos el conjunto
de proposiciones atémicas @3 que nos serviran para definir el lenguaje
l6gico epistémico para el domin6 que ser4 utilizado. Este lenguaje, llamado
LE&€p, nos permitird expresar tanto situaciones dentro del juego como el
conocimiento que tienen los jugadores acerca de estas situaciones.

Con ayuda de los conectivos 16gicos.— y V se define primero el lenguaje
L, que nos permite simplemente expresar situaciones dentro del juego.

Definici6n 4.2.1 (Lenguaje l6gico para el dominé L), Las férmulas del len-
guaje logico proposicional para el dominé L se construyen a partir del conjunto
de formulas atémicas O siguiendo las reglas que se muestran a continuacitn:

1- Telqp
2-5i pedqg entonces pe Lo
3.- 51 ¢gelqp entonces - € Lp

4-5i pelpy Pelp entonces (pVi)e Ly

Utilizando la notacién BNF, las férmulas @ en L se definen de manera equi-
valente con las siguientes reglas:

pu=T|pl-@{pVy)

dondep € Dpy @, P € L.
La formula T representa la férmula que es siempre verdadera, ~ representa In
negacion de @ y (¢ V ) representa la disyuncién de @ y 1.

Siagregamos al lenguaje un operador modal K; por cada jugador i, pode-
mos construir f6rmulas con las cuales es posible describir el conocimiento

que tiene cada jugador acerca de la situacién del juego en un momento
dado.

Definicién 4.2.2 (Lenguaje légico epistémico para el dominé LEp). Las
férmulas del lenguaje logico epistérico proposicional para el dominé LEq se cons-
truyen a partir del conjunto de férmulas atémicas @ y el conjunto de jugadores
T siguiendo las reglns que se muestran a continuacion:
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1- Telép
2-5i pedyp entonces p € LEp
3- 5i peléyp entonces @ € LEp

4- 5i pelép y Ypelép entonces (pVvy)elép
5-8i ieJ y pelép entonces Kip € LEp
6-51 BCT ypelép entonces Cgpelép

Utilizando la notacién BNF, las férmulas ¢ en Ly se definen de manera equi-
valente con las siguientes reglas:

pu=Tlpl-@l@VvyY) | Kel|Cge

dondep e ¥, i€ J,BC Ty, € LEp.

La formula T representa la formula que es siempre verdadera, la fsrmula —~¢
representa la negacion de @, (@ V ) representa la disyuncion de ¢ y ¥, Kip
expresa que el jugador i sabe @ y Cge expresa que @ es conocimiento comin entre
los jugadores en B.

4.3. Semantica del lenguaje proposicional

Presentaremos primero la seméntica del lenguaje L5, que es una len-
guaje en el cual es posible expresar situaciones dentro del juego de dominé,
pero no el conocimiento de los jugadores acerca del mismo. Posteriormente
presentaremos la seméntica para el lenguaje LEp que, gracias al operador
modal Kj, si nos permite expresar conocimiento.

Para dar un valor de verdad a las férmulas que podemos construir
con el lenguaje Lp, necesitamos dar valor de verdad a cada una de las
proposiciones atémicas que conforman el conjunto ®@p. Una primera opcién
es asignar valores de verdad a cada una de estas proposiciones de manera
independiente, pero esto nos llevaria a un problema: nada nos impide que
proposiciones como [#21° y [[5]¢ sean ambas verdaderas y sabemos que la
distribucién de fichas es excluyente en el sentido en que si el jugador ¢ tiene
cierta ficha, ninguno delos otros jugadores la tiene; no hay en el dominé una
distribucién de fichas tal que las proposiciones [f5]1° y (75 sean ciertas al
mismo tempo.

Una posible solucién es, una vez definido completamente el lenguaje
para el juego, afiadir como axioma una férmula que impida casos como
el anterior. La férmula E%° - -@&H° v @R ° v ED ) cumpliria esta fun-
cién. Sin embargo, esto nos llevaria posteriormente a agregar férmulas que
expresen hechos tales como “si la ficha est4 en la mesa entonces no
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estd en la mano de jugador alguno”, “solo hay 28 fichas”, etc. con lo cual au-
mentarfamos la complejidad del trabajo. Una mejor manera de solucionar
el problema es que el modelo en el cual interpretamos las férmulas sea de
tal forma que proposiciones como las anteriores no puedan ser verdaderas
al mismo tiempo, sin necesidad de férmulas extras.

Nétese como el valor de verdad de las proposiciones atémicas 7, &),
fichas,,, fichas,,, ptsi, ptst y menosPuntos’/ depende de la distribucién de fichas
entre los jugadores y la mesa. Con esto queremos decir que si conocemos
qué fichas tiene cada jugador y qué fichas ya han sido jugadas, podemos
decidir si las proposiciones anteriores son verdaderas o falsas. Podemos
caracterizar esta distribucién con una funcién que tome como argumento
una ficha y nos diga dénde se encuentra esta. Definimos la funcién de
distribucién de fichas de la siguiente forma.

Definicién 4.3.1 (Funcién de distribucién de fichas 8). Sea 6 una funcion del
conjunto de fichas al producto cartesiano del conjunto de jugadores y el conjunto
{0,1}: '
6:F - T x[0,1}
Sea F5(i) el conjunto de fichas asignadas al jugador i de acuerdo con la funcién
o:
F5() = (e F | 6D = (;,.) )

Decimos que la funcion & es una funci6n de distribucién de fichas si asigna
exactamente siete fichas a cada jugador, es decir, si:

|Fs(}=7  paratodo ieJ

Una funcion de distribucion de fichas nos dice qué jugador tiene (o tuvo) cada
ficha, y si esta ha sido jugada (1) o no (0).

Sea 6 una funcién de distribucién. Las proposiciones atémicas mencio-
nadas anteriormente reciben un valor de verdad con base en esta funcién
de la siguiente forma:

) * es verdadera si v solo si la funcién & nos indica que el jugador ¢
tiene la ficha en sus manos,

o (9" es verdadera si y solo si la funcién & nos indica que la ficha
estd en la mesa.

. ﬁcﬁas; es verdadera si y solo si el jugador i tiene # fichas en sus manos,
de acuerdo a 8, es decir, si |F5|= n donde ¥ es el conjunto de fichas
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que el jugador i tiene en sus manos. Notese la diferencia entre F5(i) y
#F1: el primero es el conjunto de fichas que le fueron asignados a i al
inicio de la partida, mientras que el segundo es el conjunto de fichas
que i tiene en sus manos durante cierta partida en el momento de
evaluar las proposiciones.

. ﬁcliasf, es verdadera si y solo si hay # fichas en la mesa de acuerdo a 8,
es decir, si [F}|= n donde ¥} es el conjunto de fichas que estén sobre
la mesa.

. pt.s; es verdadera si y solo si P’IS(?-‘;) = n, donde la funcién PTS :
2% — N regresa los puntos que suman un conjunto de fichas.

e pts}, es verdadera si y solo si PTS(F}) = n.

o menosPuntos”l es verdadera si y solo si la suma de PTS(F}) y PTS(F)
es menor a la suma de los puntos de los otros jugadores.

Con 8 no puede suceder que @ ° y @2 ¢ sean ciertas al mismo tiempo,
pues esto implicaria que &) = (¢, 0) y 65 = (d, 0) 1o cual es imposible
al ser § una funcién.

La funcién de distribucién de fichas tan solo nos indica dénde se encuen-
tra cada ficha en un momento dado, pero no nos da ninguna informacién
acerca de la forma en que se ha desarrollado el juego. A partir de ella no
podemos deducir el valor de verdad de las proposiciones atdmicas restantes
(tumif (u, 2), (u,vl)i YL,.))-

La informacion necesaria para dar valor de verdad a estas proposicio-
nes est4 relacionada no con la distribucién actual de las fichas, sino con
las acciones que se han realizado durante la partida y la situacién de la
misma al realizarse dichas acciones. Es necesario entonces que por cada
accién realizada guardemos un registro de aquellos datos que sean impor-
tantes; llamaremos a este registro el historial de la partida. ;Qué necesitamos
registrar por cada accién para obtener posteriormente la informacion que
necesitamos? Conocer los extremos libres antes y después de la accién no
es suficiente, ya que puede suceder que los extremos libres sean 3y 1, y
el jugador pase, en cuyo caso los extremos libres seguirfan siendo 3y 1, o
que el jugador tire lo que dejaria la mesa en la misma situacién. Es
necesario, por lo tanto, indicar qué ficha se tir6 en cada turno. Tampoco es
suficiente el conocer simplemente qué ficha ha sido jugada, ya que si los
extremos libres son 3 y 1, y se tira la ficha , esta puede tirarse de dos
formas distintas. Es necesario entonces indicar tanto los extremos libres en
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la mesa antes y después del tiro, como la ficha que fue colocada a fin de
poder distinguir situaciones como las anteriores. Este pequefic andlisis nos
lleva a la siguiente definicién.

Definicién 4.3.2 (Historial de una partida). Definimos el historial de una
partida H como una secuencia (posiblemente vacia) en la cual, por cada accién
realizada durante la partida agregamos dos entradas, la primera de la forma
i
%1
indicando la accion que se realiz6 (i € T y f € F U {¢}), y la sequnda de la forma

(u, v)

indicando los extremos libres en la mesa después de la accién. Nétese que (u, v) es
equivalente a (v, u)

La accién a: indica que el jugador i colocd Ia ficha @) en la mesa haciéndola

coincidir con el extremo libre x, mientras que & indica que el jugador i pas6 sin

jugar ficha alguna. La idea de subsecuencia es andloga a ln idea de subcadena:
diremos quie £ es una subsecuencia de H si f aparece en H.

Notese que no toda secuencia compuesta por entradas de la forma mencionada
describe una partida realizada correctamente. Para que esto suceda es necesario que:

; i
1. En cada subsecuencia de la forma (v, v)ozy que aparece en H se cumpla que
x=ubx=v.

2. En cada subsecuencia de Ia forma a:(u, v) que aparece en H se cumpla que
y=u (5 y=u. )

3. En cada subsecuencia de la forma {uy, o) (u,, vs) que aparece en H se
cumpla que u; = u; Y v; = v,.

4. Siuna ficha aparece en H, entonces ni ni su permutacion (311 )
vuelven a aparecer en H.

5. La secuencia de acciones se ha realizado siguiendo correctamente el turno de
los jugadores.

Cuando se cumplan estas condiciones, diremos que H es el historial de una
partida valida. ‘

Obsérvese un detalle importante respecto a las entradas en un historial.
Una entrada de la forma agy, representa una accién diferente a la represen-
tada por la entrada ya que la primera indica que la ficha se coloc6 cu-
briendo un extremo libre ¥, mientras que la segunda indica que la ficha se
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colocé cubriendo un extremo libre y. Por otro lado, ambas acciones involu-
cran al mismo jugador y a la misma ficha. Definiremos la siguiente relacién
entre secuencias de la forma ( u, 7), que se da cuando ambas involucran
al mismo jugador, a la misma ficha y los mismos extremos libres.

Definicién 4.3.3 (Permutaciones de una sequencia (u, 7). Sea ae(u, 7)
. . ; . .
una secuencia. Liamamos permutaciones de gy, v) alas siguientes secuencias:
i i i
a:(u, v}, a’(f’: ), a(f’: #)
Nbtese la diferencia entre dichas secuencias:

. (u, v) indica que la ficha se coloco sobre el extremo libre x, y los extremos
libres resultantes fueron (u, v).

. (u, v) indica que la ficha se colocé sobre el extremo libre y, y los extremos
libres resultantes fueron (u, v).

. ( v, w) indica que la ficha se colocé sobre el extremo libre x, y los extremos
libres resultantes fueron (v, u).

* 0 (u, u) indica que la ficha se colocd sobre el extremo libre y, y los extremos
libres resultantes fueron (v, u).

La definicién de permutaciones para una secuencia de la forma (u, v)a
es similar a la definicién anterior.

Definicién 4,3.4 (Permutaciones de una secuencia (u, v)). Sea (u, v)
una secuencia. Liamamos permutaciones de (v, v)agy a las siguientes secuencias:
i i i
(v, V)agm, (v, Wagm, (2 u)
Noétese la diferencia entre dichas secuencias:

o (u, v) indica que los extremos libres eran (u, v), y la ficha se colocé sobre
el extremo libre x.

e {u, v) indica que los extremos libres eran (u, v), y la ficha se colocd sobre
el extremo libre 3.

e (v, u) indica que los extremos libres eran (v, v), y la ficha se colocé sobre
el extremo libre x.

* (, u) indica que los extremos libres eran (u, v), y la ficha se colocé sobre
el extremo libre x.
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Como ejemplo del historial de una partida, supéngase una primera
ronda en la que el jugador a tir6 la ficha ,btiré la ficha , c tiré
y d tir6 . El historial es

o6, 6)alr(4, 6)af(1, 6)at(1, 3)

Utilizando el historial de una partida H, podemos decir cudndo son
verdaderas o no las proposiciones atémicas restantes.

* tumo es verdadera en la partida con historial H si y solo si el ntimero
de acciones que se han realizado mas uno dividido entre 4 resulta i
(recordemos que hay cuatro jugadores).

¢ (4,v) es verdadera en la partida con historial # si y solo si la tiltima
accién que se registré en H (la Gltima realizada en el juego hasta este
momento) dejo a « y a v como los extremos libres en la mesa.

Obsérvese que, aunque sintécticamente la proposicién («, v) es di-
ferente a la proposicién (v, ), para propésitos del domind, ambas
tienen el mismo significado: el decir que los extremos libres son u y »
es equivalente a decir que los extremos libres son » y «. Entonces la
proposicion (, ») serd verdadera en la partida con el historial H si de
acuerdo a H los extremos libres a consecuencia de la tltima accion
son (u, v} 6 (v, u).

o (& es verdadera en la partida con historial H si y solo si existe
en H una subsecuencia que indica que el jugador i colocé la ficha
cuando los extremos libre en la mesa eran « y ». Nétese que esto
es indicado no solo por la secuencia (x, v)a: sino también por sus
permutaciones. Por lo tanto, diremos que la proposicion ¢, ,ZH’ es
verdadera en la partida con historial H siy solo si (x, v)o: o alguna
de sus permutaciones aparece en H.

. (fw) es verdadera en la partida con historial # si y solo si a:( u, v)
0 alguna de sus permutaciones aparece en H.

Contamos ahora con la funcién de distribucién de fichas 8 y el historial
de la partida H para dar valor de verdad a las proposiciones atémicas
en ®p. Noétese que no cualquier par (H, 6) describe una situacién posible
durante una partida vélida. Para esto, es necesario que se cumplan ciertas
condiciones.
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Definicién 4.3.5 (Descripcién consistente de situacién). Decimos que el par
(H, d) formado por el historial de una partida H y la funcién de distribucion de
fichas 6 es una descripci6n consistente de la situacién de una partida si y solo
si:

1. ‘H es el historial de una partida vilida (véase la def. 4.3.2).

2. afapareceen H  siysolosi @) = (i,1) (6 6@HE) = (i, 1), si la
permutacién que aparece en F es

3. ofy apareceen H  siy solosi 5@ = (i,0) (6 SEFD) = (i,0), si la
permutacion que aparece en F es

Presentamos primero la semdntica de las férmulas atémicas en ®p. A
fin de facilitar el trabajo, hacemos las siguientes definiciones:

e El conjunto de fichas que tiene el jugador i en su mano de acuerdo a
la funcién 6 se define la siguiente manera:

Fi={Ee 7| 6ED = (i,0))

e El conjunto de fichas que aparecen en la mesa de acuerdo a la funcién
0 se define la siguiente manera:

Fi = {0 e F 6@ = (_,1)}

e La funcién que nos regresa la cantidad de puntos que suman un
conjunto de fichas se define de la siguiente manera:

PTS(A)= ) (x+y) para ACF
Kl ea

e Para trabajar con la proposicién atémica turnd, definimos la funcion
7: 9 — {1,2,3,4) que al iniciar la partida asigna a cada jugador un
niimero de acuerdo al orden de tiro, de la siguiente forma:

Primer turno | Funcién 7
a ) =1,7(b)=2,7(c) =3,7(d) =4
b ) =4,70)=1,t(c)=2,7(d) =3
c (@) =3,7(b)=4,7(c) = 1,1(d) =2
d @) =2,7(b)=3,7(c) =4,1(d) = 1
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Noétese que T es una funcién biyectiva, por lo cual existe su inversa
-1 .
T .

Definicién 4.3.6 (Seméntica de ®p en Lp). Sea (H, 8) una descripcion consis-
tente de la situacién de una partida. Definimos la relacién g entre el par (H,8) y
una proposicion atomica p € @q de la siguiente forma.

(H,6) o B’ ssi [He F]

(H,5) o B ssi e F}

(H, ) ko ﬁ‘ﬁ"f; 551 |9’-'6il= n

(H, ) Eo ﬁcﬂw; ssi |7‘—6tl= n

(H,6) ko ptst ssi PTS(Fl)=n

(H,) ko ptst ssi PTS(F;)=n '

(H,6) beg menosPunsosl  ssi (PTS(FY) + PTS(F})) < Lieg—(sj PT(FS)

(H,5) o tumd ssi T((H) mod 4)+1)=i

(H,0) Eo (4, v) ssi H=... a}(u, vy 6 ‘H= ...atjf('u, u)

(H,8) Eo (uﬂ,)" ssi (u, v) (0 alguna de sus permutaciones)
aparece en H

(H,8) ko ';W) 551 (u, v) (0 alguna de sus permutaciones)
aparece en H

Cuando (H,d) ko p, diremos que p es verdadera en (H,5). En el caso en
que no sea cierto que (H,0) o p, escribiremos (H, 8) o p y diremos que p es
falsa en (H, 6).

Utilizando la definicién semantica para proposiciones atémicas, defini-
mos la semiéntica para férmulas del lenguaje L.

Definicién 4.3.7 (Seméntica de Lp). Sea (H,d) una descripcion consistente
de la situacion de una partida. Definimos la relacién |= entre el par (H, 6) y una
formula @ en Ly de manera inductiva sobre la estructura sintdctica de .

(HOET

(H,0)=p ssi pe®p y(H,8) Fop (verdef 4.3.6)
(H,0) E ¢ ssi  no es cierto que (H,6) E ¢
HOE@VY) ssi HOEQ 6 (Ho) kD

donde @, € L,

Cuando (H, 8) [ ¢, diremos que @ es verdadera en (H, 6). En el caso en que
no sea cierto que (H, 6) = @, escribiremos (H, 6) i ¢ y diremos que @ es falsa en
(H,5).
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La relacién “k=” es usualmente utilizada para describir consecuencia
logica. En 16gica proposicional clésica, L &= ¢ expresa que la formula ¢ es
una consecuencia légica del conjunto de férmulas . Es interesante revisar
que propiedades estructurales cumple la relacién “E” bajo esta idea. Es,
por ejemplo, monétona, ya que si ¢ es consecuencia logica de £ (£ £ ¢)
entonces el agregar una férmula nueva a I (£’ = £ U {o}) no modifica este
hecho: g sigue siendo consecuencia légica de este nuevo conjunto (£’ = ).

En nuestro caso, aunque “=” es también utilizada con fin de describir
consecuencia légica, la idea es un poco diferente. El conjunto de férmulas
¥ es substituido por un par (A, d), donde H es una secuencia que cumple
ciertas propiedades y 6 es una funcién definida también de manera especial.
Ademads, el historial H v la funcién & deben de satisfacer ciertas condicio-
nes a fin de formar un par en el cual podamos evaluar una férmula del
lenguaje. Seria interesante revisar que propiedades estructurales cumple
esta relacién, a fin de entender que tipo de relacién estamos definiendo. Sin
embargo, para hacerlo tendriamos que definir, en el caso de monotonfa, que
entenderfamos por “agregar una nueva férmula” al par (#,5). En el pre-
sente trabajo no se hace un andlisis acerca de las propiedades estructurales
de la relacién “=” que estamos definiendo.

4.4. Semadntica del lenguaje epistémico

La estructura que se debe construir para el lenguaje epistémico LEp
debe ser capaz de describir el conocimiento de los jugadores acerca de la
situacién del juego. La estructura de mundos posibles (véase la definicién
2.4.1) que sirve de modelo para la l6gica epistémica proposicional es la
base para la estructura que serd utilizada como modelo para el lenguaje
logico epistémico proposicional para el dominé. Cada uno de estos mundos
posibles expresa una de las situaciones que es considerada como posible
por algan agente.

En el caso del dominé, la informacién sobre la situacién de una par-
tida puede clasificarse en dos grupos, como se observa en la definicién
seméntica para el lenguaje Lp: aquella informacién sobre la distribucién
de las fichas entre la mesa y los jugadores, y aquella informacién sobre la
secuencia de acciones que se han realizado durante la partida. Dado que los
jugadores en general no conocen la distribucién de fichas (al inicio de cada
partida, cada jugador conoce tan solo las fichas que él tiene y desconoce las
fichas que tienen los demds jugadores), entonces pueden considerar como
posibles diferentes distribuciones. Un mundo posible, por lo tanto, debe
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describir una de estas posibles distribuciones. Sin embargo, a excepcién del
reparto de fichas, todas las acciones que se realizan durante una partida
son acciones publicas, es decir, todos saben que accion se realiz6 y quien la
realiz6, todos saben que todos saben que accién se realizo y quien la realizé,
y asi sucesivamente. En otras palabras, cada accién que se realiza se vuelve
conocimiento comtin entre todos los jugadores. Por lo tanto, no es necesa-
rio que cada mundo posible describa también una secuencia de acciones
posible.

Sea (W, R;) un marco de mundos posibles. Intuitivamente, a cada mundo
posible le debe corresponder una de las distribuciones de fichas que consi-
deran posibles los jugadores. Para lograr esto, a cada mundo posible w € W
le asociamos una funcién 8, que indicaré la distribucién de fichas en esa
situacién posible.

Definici6n 4.4.1 (Estructura de mundos posibles para el dominé). Dado el
conjunto de jugadores J, una estructura de mundos posibles para el juego de
dominé es una dupla Mg = (W, R;) donde:

e W es un conjunto no vacio. Cada elemento de W es llamado un mundo
posible 0 una situacién posible.

e Parg cada i € J, R; es una relacién binaria entre elementos de W (R; €
(W x W)). R; es llamada la relacién de accesibilidad para el jugador i.

® Para cada mundo posiblew € W, 6y 1 F — J X {0,1} es la funcién de dis-
tribucion de fichas en el mundo W, que indica quién tiene (o tuvo) qué fichas
en ese mundo, y si estas estdn sobre Ia mesa (1) o no (0).

En ocasiones llamaremos a una estructura de mundos posibles para dominé es-
tructura epistémica para el domind, modelo de mundos posibles para
el dominé o modelo epistémico para el dominé. Al par (Mop,w), donde
Mo = (W,R;) es una estructura de mundos posibles para el dominé y w € W,
se le conoce como una estructura acentuada para el dominé.

De esta forma, cada férmula en L& tendr4 asociado un valor de verdad
en una terna (H, Mp, w) que estd formada por

1. H, el historial de una partida que describe la secuencia de acciones
que se han llevado a cabo durante esa partida.

2. (Mp,w), una estructura acentnada para el domin6, que describe el co-
nocimiento que tienen los jugadores acerca de la distribucién de fichas
en la partida, asf como el mundo posible que describe la distribucién
real de las fichas.
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De la misma forma que el par (H, 6) debe cumplir ciertas: condiciones
para que sea una descripcién consistente de la situacién de una partida,
la terna (H,Mp,w) debe cumplir ciertas condiciones a fin de que sea la
descripci6n consistente de la situacién de una partida asi como del conoci-
miento de los jugadores.

Definicién 4.4.2 (Descripcién consistente de situacion y de conocimiento).
Decimaos que el par (H, Mp) formada por el historial de una partida H y In estructu-
ra de mundos posibles para el dominé Mo (donde M = (W, R;)) es una descripcién
consistente de la situacién de una partida asi como del conocimiento de los
jugadores si y solo si

1. ‘H es el historial de una partida vélida (véase la definicion 4.3.2).

2. Para cada w € W, el par (H,y) forma una descripcibn consistente de la
situacion de una partida (véase la definicion 4.3.5).

Si (H,Mp) es una descripcion consistente y w € W, diremos también que la
terna (H,M,w) es una descripcion consistente de la situacion de una partida
ast como del conocimiento de los jugadores.

Hacemos las siguientes definiciones a fin de facilitar la definicién se-
mdntica de proposiciones atémicas en LEp.

» El conjunto de fichas que tiene el jugador i en su mano en el mundo
posible w se define la siguiente manera:

Fo = (EDe F | 5, = (;,0)

¢ FEl conjunto de fichas que aparecen en la mesa en el mundo posible w
se define la siguiente manera:

Fi = e F | 6@ = (1))

Definicién 4.4.3 (Semantica de O en LEp). Sea (H, Mo, w) una descripcion
consistente de la situacidn de una partida asi como del conocimiento de los jugadores,
de tal forma que Mo = (W,R;) y w € W. Definimos la relacién |=¢ entre la terna
(H, My, w) y una proposicion atémica p € @ de Ia siguiente forma:
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(H, Mop, w) f=o [ ssi € FL
(H,Mop,w) e @9 ' ssi eFL
(H, Mo, w) ko fichas' ssi |Fil=n
(H,Mp,w) Fo fichas,, ssi |Fal=n
(H,Mp,w) Fo pts, ssi PTS(F,) =n
(H,Mp,w) Eo pst, ssi PTS(Fl)=n

(H, Mo, w) ko menostuntos'  ssi (PTS(F3) + PTS(F]))
<(Zkeg—1i PTSFD))

(H, Mo, w) o tumd ssi 1 ((H| mod 4)+1) =i
(H, Mo, w) Eo (2, 7) ssi H=..okwo) 6 H=..alsu)
(H, Mo, w) Eo (0’ ssi (u, v) (0 alguna de sus permutacio-

nes) aparece en H
ssi ogg(n, ) (0 alguna de sus permutacio-
nes) aparece en H

(H, Mo, w) o E)

ul)

Cuandoe (H, Mo, w) ke p, diremos que p es verdadera en (H, Mq, w). En
el caso en que no sea cierto que (H, Mp, w) o p, escribiremos (H, Mo, w) ¥ p
y diremos que p es falsa en (H, Mp, w).

Utilizando la definicién anterior, definimos la semdantica para férmulas
del lenguaje LEp.

Definicién 4.4.4 (Seméntica de LEp). Sea (H, Mo, w) una descripcién consis-
tente de la situacién de una partida asi como del conocimiento de los jugadores,
de tal forma que Mp = (W,R;) y w € W. Definimos la relacién & entre la terna
(H, Mo, w) y una formula ¢ en LEp de manera inductiva sobre la estructura
sintdctica de . '

(H.Mp,w)ET
(H,Mp,w)Ep ssi pEQ@p y(H,Mp,w)l=ap (verdef 44.3)
(H,Mqp,w) E ~p ssi  no es cierto que (H, Mp,w) = ¢
(7-{/ Mo, w) ': (§0 v 1!’) 51 (ﬂIMDI w) E @ 0 (ﬂrM‘D/ TU) E 1}’
(H,Mop,w) E Kip ssi (H,Mp,u) | @ para todou € W tal que

(w/ u) €R;
(H,Mp,w) E Cge ssi (H,Mop,u) k= @ para todo u € W tal que

(w, u) € Ry (ver def. 2.5.2)

dondep, e LEp,ic TyBC T.

Cuando (H, Mo, w) [ ¢, diremos que ¢ es verdadera en (H, Mp, w). En
el caso en que no sea cierto que (H, Mp, w) | @, escribiremos (H, Mo, w) E @ y
diremos que @ es falsa en (H, Mo, w).

W
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Hay un punto importante en la definicién anterior. Nétese que la de-
finicién seméntica de férmulas de conocimiento (K;) y férmulas de co-
nocimiento comin (Cg@) es igual a la utilizada para la 16gica epistémica
general descrita en el capitulo 2 (véanse def. 2.4.2 y def. 2.5.2). Sin embargo,
en el caso del juego del dominé, hay férmulas de conocimiento y de co-
nocimiento comin para las cuales no necesitamos de dicha definicién para
comprobar su valor de verdad. Recordemos que, a excepcién del reparto
de fichas, todas las acciones durante una partida de dominé son acciones
publicas que, al realizarse, se vuelven conocimiento comtn entre todos los
jugadores. Por lo tanto, el valor de verdad de toda férmula de conocimiento
K@ donde ¢ involucre tan solo proposiciones atémicas relativas al historial
de acciones (tumd’, (v, v), ()] f y iﬂ)) puede obtenerse sin verificar el
valor de verdad de @ en todos los mundos que considera posibles el jugador
i. Esto es porque el valor de verdad de p depende no de las distribuciones de
fichas que considere posibles 7, sino del historial de las acciones que se han
realizado. Para formulas de conocimiento comin Cgg donde ¢ involucre
tan solo proposiciones atémicas relativas al historial de acciones, sucede lo
mismo: el valor de verdad de ¢ depende tinicamente del historial H.

Las definiciones de satisfactibilidad y validez para férmulas en LEp son
las siguientes.

Definicién 4.4.5 (Satisfactibilidad y validez). Sea (H, Mo, w) una descripcién
consistente de la situacion de una partida asi como del conocimiento de los jugadores,
de tal forma que Mp = (W, R;) y w € W. Sea ¢ una formula en LEp.

1. Decimos que @ es satisfactible en (H, M) si es verdadera en (H, M, w)
para alganw € W.

2. Decimos que @ es valida en (H, M) si es verdadera en (H, My, w) para
todo w € W. En este caso escribiremos

(H.Mp) F ¢

3. Decimos que @ es satisfactible en H si es satisfactible en (H, M) para
alguna estructura My.

4. Decimos que @ es véalida en H si es vdlida en (H, Mp) para toda estructura
M. En este caso escribiremos

HEp

5. Decimos que @ es satisfactible si es satisfactible en H para algin historial '
H
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6. Decimos que ¢ es vélida si es wilida en H para todo historial H. En este
caso escribiremos

Fo

4.5. Sintaxis del lenguaje dindmico epistémico

Ellenguaje definido hasta ahora nos permite expresar situaciones dentro
del juego de dominé asf como el conocimiento que tienen los jugadores
sobre esta situaci6n, pero no nos permite expresar c6mo esta situacién y
este conocimiento son modificados a consecuencia de las acciones que se
realizan. El lenguaje LDEp, presentado a continuacion, afiade al lenguaje
LEp una regla sintéctica que nos permite construir férmulas que pueden
expresar acciones dentro del juego y sus consecuencias. Definiremos este
lenguaje de manera andloga a la definicién del lenguaje LDE en el capitulo
3.

En el juego de dominé cada jugador puede realizar, en su turno corres-
pondiente, una accién que puede ser de alguno de los tipos siguientes:

¢ Colocar una ficha en la mesa (siguiendo las reglas del juego).
¢ No colocar ficha alguna.

Estos dos tipos de acciones nos permiten definir nuestro conjunto de
acciones bédsicas dentro del juego, como se hace a continuacion.

Definicién 4.5.1 (Acciones at6micas para el domind). Definimos el conjunto
de acciones atémicas Qp para el juego de domind como

QD={ ’ aie}

donde i € J y&H € F. Cada accion tiene el siguiente significado intuitivo:

Accion | Significado intuitivo
“el jugador i tira la ficha en un extremo libre x”
o “el jugador i pasa sin tirar”

Para definir el lenguaje LDE, definiremos primero el lenguaje de accio-
nes dentro del domin6é LAp. Este lenguaje, al igual que el lenguaje LA
definido en 3.4.1, se basa en un conjunto de acciones basicas o atémicas y
en un conjunto de constructores que nos permiten formar nuevas acciones
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a partir de las bdsicas. Revisemos cuéles de los constructores utilizados

oo

anteriormente (“;”, “U” y “ *”) nos son ttiles para trabajar dentro del juego.

La composicién secuencial (“;”} es necesaria ya que su uso nos permi-
tird razonar acerca del efecto que una secuencia de acciones tenga dentro
del juego. La eleccién no determinista (“U”) nos permitird saber cudndo dos
acciones, aunque diferentes, comparten alguna consecuencia en comtn.

El operador “ *” es el {inico que no tiene utilidad alguna sobre nuestro
trabajo. No nos es ttil razonar acerca de acciones que se repiten ya que no
es posible que una accién se realice e inmediatamente después vuelva a ser
realizada. Esto es gracias a que cada acci6n se caracteriza por la ficha jugada
(¢ en caso de que no se juegue ficha alguna) y el jugador que la realiza. Porlo
tanto toda acci6n que involucre fichas no puede repetirse ya que cualquier
ficha que ha sido jugada no puede volver a utilizarse. Por otro lado, aunque
es posible que un jugador pase en varias ocasiones durante una partida, no
puede hacerlo de manera consecutiva ya que entre cada uno de sus turnos
los demaés jugadores deben realizar alguna accién y, aunque todos ellos
pasen, eso significa que realizaron una acci6n: la accién de pasar.

Definicion 4.5.2 (Lenguaje de acciones en el dominé LAp). Las formulas o
del lenguaje de acciones para el dominé LAp se construyen a partir de las
siguientes reglas:

1- eeLAp

2- 5 weQp entonces w € LAD
3-S5 aelAp y pe LAy entonces (x;8) € LAp
4- 51 aelLAp y peLAp entonces (aUB)e LAp

donde, recordemos, Qo es el conjunto de acciones atémicas para el juego de doming.
En notacion BNF, o es una accién en LA si y solo si estd construida a partir
de las siguientes reglas:

as=¢lwl(@p)l@Up)

dondew € Qp y a,p LAD.

La accién € representa la accién nula: aquella que hace nada; (a; B) representa
la composicién secuencial de las acciones a y B, y (@ U ) representa la eleccion no
determinista entre a y B.

Definicién 4.5.3 (Lenguaje l6gico dindmico epistémico en el domin6 LDE p).
Las férmulas @ del lenguaje 16gico dindmico epistémico proposicional para
el dominé LDEy se forman siguiendo las reglas para construir formulas en LEp
(véase la definicion 4.2.2) mds la regia

@ == [ale
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dondep e LDED y a € LAD.

Ms formalmente, sea g el conjunto de proposiciones atémicas del juego, J el
conjunto de jugadores y LA el lenguaje de acciones para el doming. Las formulas
@ del lenguaje logico dindmico epistémico para el dominé LDE se construyen a
partir de las reglas:

1- TeLDEp

2- 51 pedyp entonces p € LDEp
3.-5i pe LDEp entonces @ € LDEp

4- Si pelLDEp y PpelLDEp entonces (pVy)elDEp
5-5i ieJ y pelDEp entonces Kip € LDEp

6-5i BCTJ y pelDEp entonces Cgp € LDE
7- 8 aclAp y peLDEp  enfonces [alp € LDED

que en notacion BNF se escriben como:

pu=Tlpl-¢ eV )| K| Capllale

dondepe®p, ieJ, BCY, p, ¢ e LDEp y a € LA
La idea intuitiva de la proposicién [a]e es “después de ejecutarse la accion a,
@ es verdadera”.

4.6. Semdntica del lenguaje dindmico epistémico

Como se mencion6 anteriormente, las acciones en un lenguaje 16gico
dindmico epistémico pueden entenderse como funciones que van de una
estructura de mundos posibles a otra. En el caso particular del juego de
doming, cada accién nos debe llevar de la estructura de mundos posibles
para el domin6 que describe hechos y conocimiento antes de la accién
a la estructura que describe hechos y conocimiento después de la accién.
Debemos estudiar entonces de qué manera modifica cada accion la situacién
del juego y el conocimiento que los agentes tienen sobre este.

Analicemos primero la forma en que cada accién medifica el estado del
juego. Nuestro lenguaje de acciones LA se basa en las acciones ae y o,
que forman el conjunto de acciones bésicas Qp. Recordemos que el estado
de la partida es descrito por su historial H y por la funcién de distribucién
de fichas 6, por lo cual:

e Si se realiza la acci6n el historial de la partida H se modifica al
serle agregada la entrada ae(u, v)de tal formaquey=u o6y =wv.La
funcién 6 se modifica al hacer 6(ZZ) (que anteriormente valia (i, 0))
igual a (i, 1).
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e Si se realiza la acci6n a, el historial de la partida H se modifica al
serle agregada una entrada de la forma & (x, v) de tal forma que u y
v son igual a los extremos libres antes de la accion. La funcién 6 no
sufre modificaciones pues la distribucién de fichas permanece igual.

El conocimiento de los jugadores se describe con la estructura de mun-
dos posibles, en la cual tenemos una funcién de distribucién de fichas 6,
para cada mundo w que algtin jugador considera posible. ;C6mo modifican
las acciones el conocimiento que tienen los jugadores acerca de la distribu-
cién de fichas? Nétese que aunque las acciones bésicas que conforman Qg
son acciones que pueden realizarse en algiin momento de alguna partida,
no todas ellas son posibles en una situacién en particular. Si los extremos
libres en la mesa son 3 y 4, no es posible tirar la ficha . De la misma
forma, si es turno del jugador & no es posible que el jugador 2 tire ficha
alguna. En general, para que la accién se lleve a cabo es necesario que
el turno corresponda al jugador i, que este tenga la ficha y que al menos
uno de los extremos libres en la mesa sea x. Para la acci6n &’ es necesario
que le corresponda el turno al jugador i y ademds que este no tenga en
su mano ninguna ficha que coincida con algunos de los extremos libres.
Ademads, debemos recordar que se pueden realizar acciones solamente si la
partida no ha terminado. Todos estos requisitos pueden entenderse como
precondiciones necesarias para que la accién se pueda realizar. Obsérvese
que estas precondiciones son situaciones de la partida, y por lo tanto pue-
den expresarse con férmulas en L. Son precisamente estas precondiciones
los hechos que cada jugador aprende de cada acci6n, pues son aquellos
que necesariamente deben de haber sido ciertos para que la accién se haya
llevado a cabo.

La idea de precondicién para acciones que modifican el conocimiento
de un conjunto de agentes (acciones epistémicas) se estudi6 en [BEMS99],
donde Baltag, Moss y Solecki definieron una estructura de accién como un
par (K, pre) donde K = (W,R;) es un marco de mundos posibles (sobre un
conjunto de agentes A) y pre es una funcién que asigna a cada mundo
posible en W una férmula en L €. La idea es que cada agente puede no tener
toda la informacién acerca de la accién que se ha realizado (de ahi el marco
de mundos posibles, que en este caso describe qué tanto saben los agentes
acerca de la accién). Cada accién se define entonces como un conjunto finito
W con relaciones R; para cada agente i en A (que conforman el marco de
mundos posibles) junto con una funcién de precondicién pre y un mundo
real w € W que indica cudl de los mundos posibles representa la accién que
realmente se llev6 a cabo.
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En el caso del domind, todas las acciones son priblicas (es decir, visibles
para todos los jugadores) por lo que no necesitamos una estructura de
accion, pero si necesitamos la funcién de precondicién a fin de expresar
~qué hechos son necesarios para que cada acci6n se lleve a cabo, y por lo
tanto qué es lo que aprenden los jugadores.
Para definir formalmente esta funcién de precondicién, utilizaremos las
siguientes abreviaturas de férmulas en Lo

X)) = WOVEIVEIV@HIVE DV V()
) = B’ vED' vEE' vES) vEE vER v &

BT = E°vED®vEDS vED?
cerrado (x, x)/\"ﬁj
finalizs = fichash V fichash V fickas§ V fichast V cerrado

Las dos tiltimas abreviaturas merecen ser descritas: se dice que la partida
esta cerrada si ningin jugador ha terminado sus fichas y ninguna ficha
puede ser jugada. La tnica forma en que esto puede suceder es que los
dos extremos libres en la mesa sean iguales y que todas las fichas de ese
nimero ya hayan sido jugadas (es decir, que ningiin jugador tenga alguna
de ellas). La férmula cerrado expresa este hecho. La féormula finafizs indica
que la partida actual ha finalizado, ya sea porque alguno de los jugadores
termino sus fichas o porque la partida se cerré.

Definicién 4.6.1 (Precondiciones para acciones atémicas). La funcion de pre-
condicién pre : Qp — Lo asigna a cada accién atémica a € Qp una formula
@ € L que debe ser cierta para que se realice la accion.

1. De acuerdo con las reglas del dominé, para que se realice la accion a'__ es
necesario que la partida no haya finalizado, que sea el turno del jugador i,
que este tenga la ficha Y que en el momento de la accidn alguno de los
extremos libres del tablero sea . Esto es, se puede realizar si y solo si la
formula

~finalizé A turnd AEE)Y A (x, )

es verdadera en la terna (H, Mp, w) que describe la situacion del juego justo
antes de la accién. :

2. Para que se realice o}, es necesario que Ia partida no haya finalizado, que sea
el turno de i y que este no tenga ninguna de las fichas que coinciden con los
extremos libres del tablero, es decir, es necesario que

~finalizé A turnd' A G A -GE A -
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sea verdadera en la terna que describe la situacién del juego justo antes de la
accién. :

De esta forma tenemos

pre(aiy) = —finalizs A wmd A A (x, ) . .
pre(al) = —finalizo A tumd A (x, y) A 1" A T

Con la ayuda de la funcién pre definiremos ahora las funciones de
transicién para cada una de las acciones bésicas en Q. Estas funciones
deben llevarnos de una terna consistente (H, Mp, w) (con Mp = (W.R) ¥
w € W) a otra terna consistente (H’, M7, w') (con M7, = (W', R)) yw’ € W').
Estas funciones nos indican cémo modifica cada accién el conocimiento de
los jugadores y el estado del juego.

La idea bésica es que la terna (H, Mp, w) describe la situacién del juego
antes de que se realice la accién mientr  que la terna (H’, M’,, w’) describe
la situacién del juego después de que se realizé la accién. ;C6mo se rela-
cionan estas dos ternas? Intuitivamente, cada jugador aprende algo como
consecuencia de cada accién. Entonces, después de realizada la accion, él
ya no debe considerar como posibles aquellos mundos en los cuales lo que
acaba de aprender no se satisface. En términos de nuestra estructura de
mundos posibles, y siendo ¢ la férmula que expresa lo que el jugador aca-
ba de aprender, esto consiste en eliminar de su relacién de accesibilidad
aquellos pares (¢, v) tales que (H, Mp, u) It ¢ 6 (H, Mo, u) i .

Lo que aprenden los jugadores como consecuencia de cada accién a
es precisamente la precondicién de la accién. Ya que la accién se ha rea-
lizado, su precondicién pre(a) debié de ser verdadera antes de realizarse
la accién. Ya que en el dominé toda accién (exceptuando el reparto de fi-
chas) es piblica, todo jugador aprende pre(a). Por cada accién que realiza
durante el transcurso de una partida debemos eliminar entonces los pares
correspondientes en la relacién de accesibilidad de tode jugador.

Una vez eliminados de las relaciones de accesibilidad los pares corres-
pondientes, es posible eliminar del conjunto de mundos posibles aque-
llos que no son accesibles a jugador alguno. Esto puede hacerse sin pro-
blemas porque estos mundos, inaccesibles ahora, son precisamente aque-
llos que ningtin jugador considera posibles. Utilizaremos la abreviatura
(H,Mqp, U) E ¢ para indicar que (H, Mg, 4} = ¢ para todo u € U, donde
Mp=WR) yUCW. '

1. Para que a se realice, es necesario que se satisfaga su precondicién,
es decir, es necesario que H, Mp y w sean tales que

(H, Mo, w) | ~finalizé A tumd® AT A (x, )
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Sean Mp = (WR) vy My, = (W,R)conw € Wy w € W. Para
que la funcién de transicién para la accién s 108 lleve de la terna
(H,Mop,w) alaterna (H’, M7, w') es necesario que:

o H = ﬂa(yr 3

* R ={(u,v) € R; | (H,Mp, {u,v})  pre(afp;) )

e W={ueW|u,_)e Ri6(.,u)eR] paraalginjugador i}

s w=7g' '

e Paratodow € W’, 5;0(@2[):{ (-,1)  silns]=[x7]

6,(FE) iR 2 &)

2. Para que &l se realize, es necesario que

(H,Mp,w) | ~finalizs A tund A (x, y) A —EE1 A FLD

Para que la funcién de transicién para la accién o nos lleve de la terna
(H,Mp,w) ala terna (H’, M7, w’) es necesario que:

o H = ﬁa’é((lﬂ)

¢ RI ={(u,v) € R; | (H,Mp, (u,v)) E pre(al)}

e W={ueW|u_)e Ri6(-,u)eR] paraalginjugadori}

o w=u

e Para todo w € W’, &,,(F2) = &, (7))

Las funciones de transicién, denotadas como Po Para cada accién w, se
definen formalmente de la siguiente manera.

Definicién 4.6.2 (Funcién de transici6n para acciones en Q7). Definimos las
funciones de transicién p ol Y p para las acciones a Yy i, respectivamente de

la siguiente forma.
Sea (H, Mo, w) una descripcion consistente de la situacién de una partida
asi como del conocimiento de los jugadores, tal que M = (W,R) yw € W.

L P(W, Mo, w) = (H', My, w’) si y solo si

o H :‘Hac(y, J)

o R ={(4,v) € R; | (H,Mp, u,9}) F pre(aiy))
e W={ueW|u,v)eR! 6(,u)e R! para algin jugador i}
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¢ Para todow € W', 6,32 = (i, 1).
e w=w

2, paé(ﬂ, Mp,w) = (H', My, w') si y solo si

o H' =Hal(x,y)

® R ={(u,0) € R; | (H, Mo, {u,v}) = pre(al)}

e W={ueW|u,ve R 6(v,u) €R] paraalginjugadori}
e Para todow € W', 8, (2] = Oy,

e w=1uw

Obsérvese que si (H, Mp, w) es una descripcion consistente, (H’, MG, w') también
loes.

Se han definido entonces las funciones de transicion para las acciones
atémicas de nuestro lenguaje LA. A continuacién se definen las funciones
de transici6n para el resto de acciones en LA p.

Definicién 4.6.3 (Funcién de transicién para acciones en LAgp). Sean las
dos ternas (H1, M1p, wl) y (H2, M2p, w2) descripciones consistentes. Sean o, B
acciones en LAp.

Las funciones de transicion pe, p(ag) ¥ Paup), que corresponden a las acciones
¢, (a; B) y (a U B) respectivamente, se definen como:

e pe{H1, Mlp, wl) = (H1,Mlp, wl)

® Pap(H1, Mlp,wl) = (H2, M2p, w2) si y solo si existe una terna consis-
tente (H', Mz, w') tal que

pa(H1, Mlp, wl) = (H', M5, w')
pp(H', Mip, w') z (H2, M2, w2)
* peup{H1, Mlip, wl) = (H2,M2p,w2) siy solosi
Pa(H1, Mlp, wl) = (H2, M2p, w2)
ps(H1, Mlp, wl)y= (H2,M2p,w2)

donde p, y pg son las funciones de transicion para las acciones a y f, respectiva-
mente.
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Noétese como las funciones de transicién para las acciones atémicas nos
regresan, dada una terna (H, Mp, w), una tnica terna (H ", M7, w'). Gracias
a esto, las funciones de transicién para toda accién en L.A¢ nos regresan,
dada una terna (H, My, w}, una tnica terna (H |, M, w').

Con ayuda de estas funciones, definimos ahora la seméntica para el
lenguaje LDE .

Definicién 4.6.4 (Seméntica para LDEp). Sea (H,Mop,w) una descripcién
consistente dela situacion de una partida asi como del conocimiento de los jugadores,
tal que Mp = (W, Ri) y w € W. Diremos que la formula ¢ € LDEp es verdadera
en (H,Mp,w) (y escribiremos (H,Mp,w) E @) si ¢ cumple alguna de las
siguientes reglas de acuerdo con su estructura sintdctica.

(H Mp,w)ET

(H,Mop,w) = p ssi p€@p y (H,Mp,w) o p (véase def. 4.4.3)

(H,Mop,w) E =@ ssi 1o es cierto que (H,Mo, w) E @

(H,Mp,w) k= (p V) ssi (H,Mp,w) = @ 6(H,Mnp,w) F ¢

(H, Mo, w) E Kip ssi (H,Mp,u) = ¢ paratodo u € W tal que
(w,u) e R;

(H,Mop,w) = Cgp ssi (H,Mp,u) E @ paratodo u € W tal que
(w,u) e R% (véase def. 2.5.2)

(H,Mp,w) E [ale ssi (H', My, w') E ¢ donde a € LAD tal que
pa(q{rM'Dr w) = (ﬂ’rM’j)f w')

donde p,p € LEp,a e LAp,ie TyBC Y.

Cuando (H, Mo, w) E @, diremos también que (H, Mp, w) satisface a ¢
0 que @ es satisfactible en (H,Mxp,w). En el caso en que no sea cierto que
(H,Mop,w) & ¢, escribiremos (H, Mp,w) ¥ @ y diremos que @ es falsa en
(H, Mp,w). La regla nueva es aquella relativa a formulas del tipo [a]g que nos
expresa cémo modifica cada accién el modelo que representa tanto el estado del juego
como el conocimiento de los jugadores.

Las definiciones de satisfactibilidad y validez para férmulas en LDEq
son las siguientes.

Definici6n 4.6.5 (Satisfactibilidad y validez). Sea (H, M, w) una descripcion
consistente de la situacion de una partida asi como del conocimiento de los jugadores,
de tal forma que M = (W,R,) y w € W. Sea @ una formula en LDE .

1. Decimos que ¢ es satisfactible en (H, M) si es verdadera en (H, My, w)
para algnw € W.
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2. Decimos que @ es vélida en (H, Mo) si es verdadera en (H, Mo, w) para
todo w € W. En este caso escribiremos

(7—{, M‘D) '= Y

3. Decimos que @ es satisfactible en H si es satisfactible en (H, Mp) para
alguna estructura Mo,

4. Decimos que @ es valida en H si es vilida en (H, Mp) para toda estructura
M. En este caso escribiremos

HE g

5. Decimos que @ es satisfactible si es satisfactible en H para algan historial
H.

6. Decimos que @ es vélida si es vdlida en H para todo historial H. En este
caso escribiremos

Fe




Capitulo 5

Satisfactibilidad, validez y decidibilidad

En el capitulo anterior definimos formalmente el lenguaje LDEp. Este
lenguaje nos permite describir, desde la perspectiva de un observador ex-
terno, situaciones posibles durante una partida de dominé, el conocimiento
que de estas situaciones tienen los jugadores y la manera en que estas situa-
ciones y este conocimiento cambia como consecuencia de las acciones que
se llevan a cabo.

Nos gustarfa poder no solo describir la situacién de una partida, sino
también ser capaces de decidir si en un momento dado durante una partida
una férmula dada es verdadera o no. Dada la descripcién de la situacién
de una partida (secuencia de acciones realizadas, conocimiento de los ju-
gadores acerca de la distribucién de fichas y distribucién real), podemos
preguntarnos si son ciertas o no afirmaciones tales como “el jugador a sabe
que d tiene Ia ficha ¥, “es conocimiento comiin entre todos los jugadores que
b no tiene algiin 27, “a sabe que ¢ sabe que a no tiene algin 3”, “si b tira la ficha
, entonces la partida estard cerrada” o “lIa ficha estd ahorcada”.

Podemos también, en algunas situaciones, preguntarnos si una afirma-
cién es cierta o no durante cierta partida dada la secuencia de acciones que
se han realizado y el conocimiento de los jugadores, sin importar cuél sea
la distribucién de fichas real. Inclusive podemos llegar a preguntarnos si
alguna afirmaci6n es cierta de acuerdo con el historial de la partida, sea
cual sea el conocimiento de los jugadores acerca de la distribucién de fi-
chas, o preguntarnos por la certeza o no de alguna afirmacién en cualquier
partida en general. En el presente capitulo revisaremos si el sistema légico
desarrollado nos permite responder a este tipo de preguntas.




5.1 Satisfactibilidad y validez 71

5.1. Satisfactibilidad y validez

En el capitulo anterior definimos las condiciones bajo las cuales afirma-
mos que una férmula ¢ en el lenguaje LDE es verdadera, dada la secuen-
cia de acciones de la partida (el historial #), el conocimiento que tienen
los jugadores acerca de la distribucion de fichas (la estructura de mundos
posibles Mp = (W, R;)) y la distribucién real (el mundo posible w € W)
(véase la definicion 4.6.4). Denotamos este hecho mediante (H, Mp, w) E ¢.
También hicimos las siguientes definiciones (siempre restringidas al hecho
de que la terna (H, My, w) sea una descripcién consistente de la situacién
de una partida asi como del conocimiento de los jugadores):

1. Decimos que ¢ es satisfactible en (H, Mop) si y solo si ¢ es verdadera
en (H, Mp, w) ((ﬂ,M-D, w) go) para algiin mundo posible w € W. En
caso contrario diremos que @ es no satisfactible en (H, Mxp).

2. Decimos que ¢ es vdlida en (H,Mop) si y solo si ¢ es verdadera en
(H, My, w) para todo w € W. Este hecho se denota como

(HMp)Eo
Utilizando esta notacién, (H,Mp) E ¢ si y solo si (H,Mop,w) E ¢
paratodow e W.

3. Decimos que @ es satisfactible en H si y solo si ¢ es satisfactible en
(H, Mp) para alguna estructura M. En caso contrario diremos que ¢
es no satisfactible en H.

4. Decimos que ¢ es vélida en H si y solo si ¢ es valida en (H, Mp) para
toda estructura Mp. En este caso escribimos

HE g

Utilizando esta notacién, H |k ¢ si y solo si (H, Mp) E @ para toda
estructura Mop.

5. Decimos que @ es satisfactible si y solo si ¢ es satisfactible en H para
algtin historial H. En caso contrario diremos que ¢ es no satisfactible.

6. Decimos que @ es vdlida si y solo si g es vélida para todo historial H.
Este hecho se denota como

Fe
Utilizando la notacién, ¢ siy solo si H | ¢ para todo historial H.
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Tenemos entonces cuatro niveles de verdad para una férmula en LDE .
Sea (H, Mp, w) una descripcién consistente de la situacién de una partida
asf como del conocimiento de los jugadores, tal que Mp = (W,R)) y w € W,
Decimos que

¢ es verdadera en (H, Mp, w) si ¢ es satisfecha en la partida en la cual el
conocimiento de los jugadores es descrito por la estructura acentuada
(Mp,w) y cuyo historial es H.

@ es vdlida en (H,Mop) si ¢ es satisfecha en todo mundo posible w € W
de la partida cuyo historial es H y en la cual el conocimiento de los
jugadores es descrito por la estructura Mop.

@ es vdlida en H si ¢ es satisfecha en la partida con historial H, sin im-
portar cual sea la situacion real o el conocimiento que los jugadores
tengan acerca de esta situacién.

@ es vélida si @ es satisfecha en toda partida posible.

Sea Mp = (W, R;). Obsérvese las siguientes equivalencias entre satisfac-
tibilidad y validez para una fé6rmula en LDEp:

1. Sea ¢ una férmula en LDEp. ¢ es valida en (H,Mqp) si y solo si g
es verdadera en (#, Myp, w) para todo w € W. Como el lenguaje es
cerrado bajo la negaci6n, entonces —¢ también estd en LDEp. En este
caso, decir que ¢ es verdadera en todo mundo posible w es equivalente
a decir que ~¢ es falsa en todo mundo posible w. Esto significa que
no existe un mundo w € W en el cual ~¢ sea verdadera, por lo cual
- es no satisfactible en (H, Mq), es decir:

@ esvéalidaen (H,Mp) ssi —@ es no satisfactible en (H, Mp)
o
(H,Mp)E @ ssi - esno satisfactible en (H, M)

2. Sea ¢ una férmula en LDEp. @ es valida en H siy solo si @ es valida
en (H, Mp) para toda estructura Mp. La férmula —¢ también esta en
LDEp. Por el inciso anterior, si ¢ es valida en (H, M) para alguna
Moy, entonces —¢ es no satisfactible en (H, M) para esa misma Mop.
Por lo tanto, si (H,Myp) E ¢ para toda estructura Mo, entonces =g
es no satisfactible en (H, Mp) para toda estructura M. Esto significa
que —@ es no satisfactible en .
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pesvélidaenH ssi - esno satisfactible en H
0
HE¢@ ssi - esnosatisfactible en H

3. Sea ¢ una férmula en LDEp. @ es valida si y solo si g es valida para
todo historial H, pero ¢ es vélida en un historial H siy solo si —¢ es
no satisfactible en ese mismo historial (inciso anterior). Si @ es vilida
en todo historial entonces - es satisfactible en fodo historial. Esto
significa que - es no satisfactible.

pesvalida ssi - es no satisfactible
0
F¢ ssi - esnosatisfactible

5.2. Decidibilidad del lenguaje

La primera pregunta que queremos responder es si, dada una férmula
en el lenguaje y una descripcién del estado del juego, existe una forma de
saber si la férmula es verdadera o no. En otras palabras, queremos saber si
dada una férmula @ € LDEp y una terna consistente (H, Mp, w) podemos
decidir si (H,Mp,w) F ¢. Recordemos que un problema es decidible si
existe un algoritmo que tome como entrada una instancia del problema
y determine si la respuesta correspondiente a dicha instancia es si o no.
Para demostrar, entonces, que el problema ;(H, My, w) E ¢? es decidible,
debemos presentar dicho algoritmo.

Teorema 1. En el lenguaje LDEp, es decidible si una formula ¢ es verdadera en
una terna consistente (H, Mp, w).

Demostracion. Podemos decidir si una férmula es verdadera o no siguien-
do el método descrito a continuacién que es, bdsicamente, la definicién
4.6.4. N6tese que toda férmula en LDEp es sintdcticamente finita (tiene un
nimero finito de simbolos). Esto y la definicién sintéctica del lenguaje nos
permite garantizar que de caer en los casos 3, 4, 5 6 6, el proceso de reducir
la pregunta original a preguntas més simples utilizado en dichos casos nos
llevaré eventualmente a los casos 1 6 2, que se resuelven directamente.

Sea ¢ una férmula en LDEq, y sea (H, Mp, w) una terna consistente tal
queMp =W R)yweW:

1. Sigeslaférmula siempre verdadera (¢ = T), entonces @ es verdadera
en cualquier terna consistente (H, Mp, w).
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. Si ¢ es una proposicién atémica (¢ = p con p € ®p), podemos utilizar

la definicién 4.4.3 para decidir si p es verdadera en (H, Mp,w). El
problema de decidir si una proposicién atémica es verdadera o no es
decidible ya que la definicién 4.4.3 es un conjunto de reglas que, reci-
biendo como entrada la proposicién atémica p y la terna (H, Mp, w),
nos dicen siempre si (H, Mo, w) E p 6 (H,Mp,w) ¥ p.

. Si g eslanegaci6n de otra férmula (¢ = —)), entonces ¢ es verdadera

en (H,Mop,w) si y solo si ¢ es falsa en (H, Mqp, w). Nétese que en
este paso reducimos la pregunta jes ¢ verdadera en (H,Mp,w)? ala
pregunta ;es ¢ falsa en (H, Mp, w)?, que es una pregunta mas sencilla
porque 1 es una férmula sinticticamente mas pequefia que ¢ (tiene
un simbolo menos: el conectivo ).

. Si @ es la disyuncién de dos férmulas (¢ = §1 V 1)2), entonces ¢ es

verdadera en (H, Mp,w) si y solo si ¢, es verdadera en (H, Mp, w)
6 2 es verdadera en (H, Mp, w). En este caso se reduce la pregunta
original a una de dos preguntas: jes yn verdadera en (H,Mp, w)? o
ées Y es verdadera en (H, Mp, w)?, siendo ambas vy y ¥ férmulas
sintacticamente mas pequefias que ¢.

. Sigesuna férmula encabezada por el operador modal de conocimien-

to (p = Ki1), decimos entonces que ¢ es verdadera en (H, Mp, w) si
y solo si ¢ es verdadera en toda terna (H, Moy, u) tal que (w,u) € R;.
Dado que W es finito (hay un niimero finito de mundos posibles, cada
uno de los cuales representa una de las distintas formas de repartir
las fichas entre los cuatro jugadores), entonces el proceso de verificar
si  es verdadera en todo (H, Mp, u) tal que (w, u) € R; es un proceso
finito. N6tese otra vez que v es una férmula sintdcticamente més pe-
quefia que ¢. Esta vez la pregunta inicial es reducida a una cantidad
finita de preguntas, todas ellas mas sencillas.

. 5i ¢ es una férmula encabezada por el operador modal de conoci-

miento comtin (¢ = Cgty), decimos entonces que ¢ es verdadera en
(H,Mop,w) siy solo si i es verdadera en toda terna (H, Mo, u) tal que
(w,u) € Rg, donde R}, es la cerradura transitiva de la relacién de acce-
sibilidad para el conjunto de jugadores 8. Dado que R} estd definida
correctamente (dados los jugadores en B y la relaci6n de accesibili-
dad de cada uno, siempre podemos construir R},), entonces siempre
es posible saber si un par (w, 1) estd o0 no ahi. Dado que W es finito,
entonces el proceso de verificar si i es verdadera en todo (H, Mo, i)
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tal que (w, 1) € Ry es un proceso finito. Notese otra vez que i es una
férmula sintdcticamente mds pequefia que ¢. Otra vez, la pregunta
inicial se reduce a una cantidad finita de preguntas, todas ellas méas
sencillas.

Si @ es de la forma [a]y (p = [a]y), entonces ¢ es verdadera en la
terna (H, M, w) si y solo si { es verdadera en la terna (H | M, w')
que se cbtiene como resultado de aplicar la funcién p, a la terna ori-
ginal (H, Mo, w) (pa("H yMop,w) = (H', ML, w’)). Dado que la funcién
de transicién p, estd bien definida para toda accién a € L.A (existe
un algoritmo que, dada una terna de entrada, siempre nos regresa
una terna de salida; véase la def. 4.6.2 y la def. 3.4.3), la aplicacion
de la funcién siempre termina, dejindonos como tarea simplemente
verificar si i es verdadera en la nueva terna.

0

El hecho de que sea decidible el saber si una férmula @ es verdadera en
una terna consistente (4, Mp, w) parte entonces de los siguientes hechos:

1.

2.

AU

Toda férmula en LDE 4 es sintacticamente finita.

Dada una funcién de transicién p, para una accién a, siempre po-
demos conocer la terna que resulta de aplicar p, a una terna dada

(H, Mo, w).

Existe un namero finito de fichas (28).

Existe un nimero finito de jugadores (4).

Existe, por 3 y 4, un nimero finito de distribuciones de fichas posibles.

Cada mundo posible corresponde a una distribucién de fichas posible.
Existe, por lo anterior y por 5, un niimero finito de mundos posibles.

Por lo tanto, es decidible si una formula ¢ es verdadera en una terna
(7-{1M®1 w)'

Obsérvese que este teorema afirma que, si conocemos el historial com-
pleto de la partida (H), el conocimiento que tienen cada uno de los jugadores
(M) y la distribucién real de las fichas en el juego (w), siempre podemos
decidir si una férmula arbitraria dentro del lenguaje LDEp es verdadera o

no.
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Como se mencion6 anteriormente, en algunas situaciones puede ser ne-
cesario preguntarnos si una afirmaci6n es cierta 0 no durante cierta partida
dada la secuencia de acciones que se han realizado y el conocimiento de los
jugadores, sin importar cuél sea la distribucién real de fichas. Esto puede
ser porque no sabemos cudl de entre todos los mundos posibles es el ver-
dadero. En los términos definidos en la seccién anterior, lo que queremos
saber es si dado un par (H, Mp), podemos decidir si una férmula es valida
en (H,Mop) o no.

Teorema 2. En el lenguaje LDEp, es decidible si una férmula @ es vilida en un
par consistente (H, Mp).

Demostracion. Sea Mp = (W, R;). Para verificar que ¢ es valida en (7, My),
tenemos que verificar que ¢ es verdadera en toda terna (H, Mg, w) donde
w € W. Sabemos, por el teorema 1, que siempre podemos decidir si una
férmula es verdadera o no en una terna consistente (H, Mp, w). Sabemos
también que el niimero de mundos posibles en W debe ser finito, puesto
que existe una cantidad finita de formas en que pueden distribuirse las 28
fichas entre los 4 jugadores, y en el peor de los casos existe un w € W por
cada distribucién posible (hay menos mundos posibles si la distribucién de
fichas representada por algunos de ellos ya ha sido descartada por todos los
jugadores). Una revisi6n exhaustiva terminar4 finalmente y, por lo tanto, es
decidible si @ es vélida en (H, Mp). o

Entonces, dada una férmula arbitraria ¢ dentre del lenguaje LDEp, y un
par formada por el historial de una partida H y una estructura de mundos
posibles para el dominé Mop, siempre podemos decidir si:

¢ ¢ es vilida en (1, Mp). Esto se da cuando ¢ es verdadera en todo
mundo posible w € W.

® - es vélida en (H, Myp). Esto se da cuando —¢ es verdadera en todo
mundo posible w € W.

* No tenemos informacién suficiente para afirmar que @ es vélida
(H,Mop) ni para afirmar que —¢ es vélida en (H, Mop). Esto se da
cuando existe al menos un mundo posible u € W tal que ¢ es verda-
dera (—@ falsa) en (H, M, u), y también existe al menos un mundo
posible v € W tal que ~¢ es verdadera (p falsa) en (H, Mp, v).

En términos del juego, esto significa que en una partida de dominé, sino
sabemos la distribucién real de las fichas pero sabemos qué es 1o que conoce
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cada jugador y conocemos la secuencia de acciones que se han realizado,
siempre podemos saber si:

s la afirmacién es vilida, es decir, si la afirmacién es verdadera en todos
las situaciones que se consideran posibles.

® la negacion de la afirmacién es valida, es decir, si la afirmacién es falsa
en todos las situaciones que se consideran posibles.

* no tenemos informacién suficiente para decidir si la afirmacion es
vélida o no, es decir, si en al menos una de las situaciones que con-
sideramos posibles la afirmacién es cierta, pero también en al menos
una de las situaciones que consideramos posibles, la afirmacién es
falsa.

El proceso mediante el cual se puede verificar que una férmula es vali-
da en un par consistente (H, Mp) (donde Mg = (W, R;)) consiste en veri-
ficar de manera exhaustiva que dicha férmula es verdadera en toda terna
(H, Mo, w) con w € W. Cada mundo posible representa una distribucién
de fichas, Dado que hay 4 jugadores y a cada uno le corresponden 7 fichas,
existen (2)Z)(Y) distribuciones posibles; esto es 472,518,347,558,400 for-
mas diferentes de repartir las fichas entre los jugadores. Si la estructura Mg
contiene un mundo posible por cada distribuci6én posible (algunas distri-
buciones se descartan conforme avanza la partida; precisamente aquellas
que no son compatibles con las acciones que se han realizado), el proceso
exhaustivo tomara un tiempo considerable. En el presente trabajo no se hace
andlisis acerca del grado de complejidad del problema de decidibilidad del
lenguaje.

Podemos también preguntarnos si una formula es verdadera en (H, Mp)
para foda estructura Mo, es decir, si dicha afirmacién es cierta enla partida
con historial H, sin importar cual sea la situacién real o el conocimiento
que los jugadores tengan acerca de esta situacion. Esta pregunta puede ser
siempre respondida, como lo afirma el siguiente teorema.

Teorema 3. En el lenguaje LDEp, es decidible si una férmula @ es vdlida en un
historial vdlido H.

Demostracidn. Para verificar que ¢ es vélida en H, es necesario verificar
que ¢ es vdlida en (H, Mp) para toda estructura de mundos posibles M.
Sabemos, por el teorema 2 que dada una estructura Mo, siempre podemos
saber si ¢ es vdlida en (H, Mp). Si la cantidad de estructuras de mundos
posibles que se pueden construir es finita, entonces serd posible verificar si
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@ es valida en (H, M) para toda estructura Mo y, por lo tanto, el saber si
@ es vdlida en un historial H serd decidible.

Las estructuras de mundos posibles para el dominé se diferencian entre
ellas por dos factores: los mundos posibles y la relacién de accesibilidad
para cada agente. Para construir entonces una estructura Mgy = (W,R)), el
primer paso es elegir los mundos posibles que pertenecerén a W. Como se
menciond, la cantidad de formas distintas en que pueden distribuirse las
28 fichas entre los 4 jugadores es finita (igual a (278)(271)(174)), y recordemos
que cada mundo posible representa una de las formas en que se pueden
distribuir las fichas. Podemos entonces formar tan solo una cantidad finita
de conjuntos de mundos posibles W, ya que existe una cantidad finita de
subconjuntos que pueden formarse a partir de un conjunto de (2f)(2;)(1;1)

elementos (2(278)(273)(174 )). Nétese que todos los subconjuntos son finitos.

Por otro lado, la relacién de accesibilidad R; para el jugador i es un
subconjunte del producto cartesiano de los mundos posibles (R; € (W x
W)). Dado que W siempre es finito, entonces (W x W) es siempre finito
(W x W= |[W]?). Dado entonces un conjunto de mundos posibles W, existe
una cantidad finita de relaciones de accesibilidad distintas que se pueden
asignar al jugador i porque existe un niimero finito de subconjuntos de
(W x W) (la cantidad de relaciones de accesibilidad posibles es 2"F), Dado
que el nimero de jugadores es finito, hay entonces un niimero finito de
formas de asignar relaciones de accesibilidad a todos los jugadores dado
un conjunto de mundos posibles W (4 - 2IWF),

Sabemos entonces que podemos formar tan solo una cantidad finita de
conjuntos de mundos posibles W y, dado uno de esos conjuntos, hay un
namero finito de formas de asignar relaciones de accesibilidad a los cuatro
jugadores. Por lo tanto, el niimero de estructuras de mundos posibles para
el dominé que podemos formar es finito. Por lo tanto, es posible verificar si
¢ es vélida en (H, Mp) para toda estructura My, y, por lo tanto, el saber si
una férmula @ es vélida en un historial H es decidible. i

Nos queda tan solo por responder una pregunta. ;Es decidible si una
térmula @ es valida? La respuesta se da en el siguiente teorema.

Teorema 4. En el lenguaje LDE, es decidible si una formula @ es vilida.

Demostracion. Para poder decidir si una formula ¢ es vélida, debemos poder
decidir si esta férmula es vélida en todo historial valido . Por el teorema
anterior sabemos que, dado un historial vélido H, es decidible si ¢ es véalida
en H. Si la cantidad de historiales v4lidos es finita, entonces serd decidible
si @ es vélida.
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Sabemos que el niimero de distribuciones posibles de fichas es finito. En
cada turno, un jugador elige la accién que realizard de entre un conjunto
finito de acciones posibles (que en ocasiones tiene un solo elemento); a lo
maés, escoge de entre siete acciones posibles (una por cada ficha que tiene) en
el caso en el que él inicie la partida. Ademds, toda partida es finita (termina
después de un ntimero finito de acciones). Existe, por lo tanto, un numero
finito de historiales validos. Es decidible, por lo tanto, si una férmula ¢ es
valida. O

El que sea decidible el saber si una férmula es valida en (H, M), si una
férmula es véalida en H y si una férmula es valida, depende del hecho de
que es decidible si una férmula @ es verdadera en una tema (H, Mo, w), v
de la finitud de los conjuntos en los que se basa el juego.

1. Es decidible si una férmula ¢ es verdadera en una terna (H, Mo, w),
donde Mqp = (W, R;).

2. Existe un ntimero finito de fichas (28).
3. Existe un ntimero finito de jugadores (4).
4. Existe, por 2y 3, un ntimero finito de distribuciones de fichas posibles.

5. Cada mundo posible corresponde a una distribucién de fichas posible.
Por lo anterior y por 4, existe un nimero finito de mundos posibles.

6. Por lo tanto, es decidible si una férmula ¢ es vdlida en un par (H, Mp)

(podemos verificar que @ es verdadera en (H, Mp, w) para todo w €
W).

7. Por 5, existe un cantidad finita de conjuntos diferentes de mundos
posibles.

8. Por 5, cualquier conjunto de mundos posibles es siempre finito.

9. Por 8, dado un conjunto de mundos posibles W, su producto carte-
siano W X W es también un conjunto finito.

10. Una relacién de accesibilidad es un subconjunto del producto car-
tesiano de los mundos posibles. Por lo anterior y por 9, existe una
cantidad finita de relaciones de accesibilidad distintas que pueden ser
asignadas a un jugador.
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11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

Por 3 y 10, el nimero de formas diferentes de asignar relaciones de
accesibilidad a los jugadores es finito.

Por 7y 11, existe un nimero finito de estructuras de mundos posibles
para el dominé.

Por lo tanto, es decidible si una formula @ es vilida en un historial vdlido
H (podemos verificar que ¢ es valida en (H, Mp) para toda Mp).

En cada turno, cada jugador tiene un nimero finito de acciones posi-
bles de entre las cuales elige la que realizar4.

Toda partida termina después de un nimero finito de acciones.

De 4, 14 y 15 se concluye que existe un niimero finito de historiales
vélidos.

Por lo tanto, es decidible si una férmula @ es vdlida (podemos verificar
que @ es valida en H para todo H).
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Capitulo 6

Ejemplos del uso del lenguaje

En el presente capitulo se muestran tres ejemplos del uso del lenguaje
LDEp. El primero de ellos es un ejemplo puramente sintdctico, y sirve
para mostrar que el lenguaje es lo suficientemente expresivo como para
describir una partida de dominé completa. El segundo ejemplo muestra la
forma en que evoluciona la estructura en la cual se interpretan las férmulas
del lenguaje. Para esto, se describe una partida completa de una versién
reducida del juego de dominé (menos fichas y menos jugadores). El tercero
presenta la misma partida que en el segundo, esta vez desde el punto de
vista de un jugador en particular.

6.1. Ejemplo sintictico

Este primer ejemplo muestra el uso del lenguaje para describir una
partida de dominod completa. Se utilizarén las siguientes abreviaturas:

I = {jeTlj#il

®@Y = [@vER' vED© vEE?

FE' = Fo'vER vER vER vEE vEER vEE!
cerrado = (1, %) A -EET

fichas) " = Vjeg (chas])

y se indicard con

i+ (E9,... [}
que al jugador 7 le fueron asignadas en el reparto las fichas 7], . , ., [=fz],
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Recordemos que la partida es jugada por equipos. Los jugadores a y ¢
forman un equipo, mientras que los jugadores b y d forman el otro equipo.
Definimos las siguientes férmulas para indicar que alguno de los equipos
ha ganado:

1]

gand, . = (fichasy A ﬂﬁcﬁasbj yv (fichasg, A ﬂﬁcﬁas{ B
V(cerrado A menosPuntos®~)
(fichash A ~fichas] ") V (fickasd A —fichasT ")

V(cerrado A menosPuntos@)

ﬁa"éb,d

Nos enfocaremos en el jugador a (siendo ¢ su compafiero de equipo).
Supongamos a gané la partida anterior, por lo que él inicia la siguiente.
Antes de la distribucién de las fichas, la siguiente férmula es verdadera:

Katurnd® A Cqturnd
El reparto de fichas es tal que :
a + {[i¢], [515], (2], 514, [0¥é] , [atd] , (=F31}

El jugador a sabe cudles fichas tiene y cuéles no tiene:

K, (@° AGE A ... AGE%)
K, (-E181° A 51" A 8" A ... 321 A ET0)%)

El sabe, ademds, que ningtin otro jugador tiene las fichas que él tiene:
Ky (mKyJI8° A =K 5E1% A ... A =K2E%)
Ademds, es cierto que
fickas], — [lﬁcﬁwg

Al iniciar la partida, 4 juega la ficha [ZIé], b juega y ¢ juega .En
este punto en el juego las siguientes férmulas son verdaderas:

BENGHNL R

(0, 6) A tumd?

CthtAt)

Coq (HZH8° A e’ A ¢ A {HaY)

(0, 6) A turnd) — [a#]Cq (HEE? A <19
Co (fichasi A ﬁcﬁasg A fichasg A ﬁcﬁasg)

El jugador d pasa. Entonces:
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Cq (HoE1? A 1Y)

La siguiente ronda se juega de la siguiente forma: # tira la ficha /b
tira la ficha (314, c tira y 4 [415). En este punto a sabe cudles fichas tiene
y cudles han sido jugadas hasta este momento:

K, @& A AGE! AEE K, 0e?
K, e K, (-F8° A {F18%)
K, @& v @#c) K, @a" v )

~K; @8° vEE©)

Es el turno de 4 y él tira la ficha . Entonces las siguientes férmulas
son verdaderas:

(3, 6) A turnd® (3, 6) A tumd®) — [ae]cg )7
aGEN [ab1K, (@D A )

El jugador b no pasa, por lo que 4 no puede concluir que [ZE61° A[58] . I
(b) juega [51€), cjuega y djuega (33, El historial de la partida después
de tres rondas es

2 a(2 6)ala(2, 5)a(o 6)ad(0, 6)at (6, 6)aty(3, 6)ai(5, 6)
n:F (4 &)al (3 5)“@(3 5)(3 0)a(3 0)

Entonces a tira . En este momento es cierto que

R AGE' AGE! AGE AR
CoEE AED AT AGE) A
K, (—013% A {2131%)

P " A P o3¢

P,3? A PR A P31

El jugador b tira [018), c tira y d tira (#4]. Ahora es cierto (después
de cuatro rondas) que

Ofl! AR Al A A[E)!
K,(@1° A -3

Cog(fichas? A fickash A fichasS A fickasT)
Ademas es cierto que (tume® A (4,4) A “E17). El jugador a pasa y b pasa

también, pero ¢ no y tira . Entonces d tira . Ahora las siguientes
férmulas son ciertas:
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Cq(-E° A 1Y)
Cy@a' "G \EE)! AEE! AldE AR
Cy@D° v [0

Ahora que (tumd® A (4, 6) A[E)*) es verdadera, a puede jugar, y lo hace
jugando la ficha . Dado que

(tume A (4, 6)) = [ah1(x, 4

es cierto, entonces después del turno de 4, (1, 4) es verdadera. Este (1) sabe

que by por lo tanto []J_ es verdadera. Entonces b tira y ¢ pasa
cuando (3, 4) es verdadera. Esto hace cierto que K,(-Z)° A <#51). Dado

que LA “A b A E° es verdadero y que a lo sabe, entonces

es cierto que K [1{4] d
En este momento también es verdadero que

(10! A[ef2lf A (D) A [15)F ATBER) A 18]
Ket? A K, {01312
K,~EE1° A K(311°€ — -(G199)
K,~EE? A K (-4 — 1Y)

K{o5)*

Después de que d juega . las siguientes férmulas son ciertas:
turnd” A (3, 1) A fichash A% AGE5)°
(4513, 0) A Ko
Ka([afig ; (el U o) lcermado A pist )
El jugador a hace lo tinico que puede hacer; tira la ficha y b tira[0f3].

Entonces cemado y Cq(fichas] A ﬁcﬁasﬁ’ A fichasy A ﬁcﬁasg_) son verdaderas. Cada
jugador muestra sus fichas y entonces las siguientes férmulas son ciertas:

Cq(FE* AlHE A )

Cog@@° AT AEY)

(ptsiy A ptsg A psg A ptsg) — menosPuntostA
garwb,d

6.2. Ejemplo desde una perspectiva externa

En este nuestro segundo ejemplo, nos enfocamos en la forma en que
evoluciona la estructura en la que se interpretan las férmulas del lenguaje.
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Para simplificar el ejemplo, consideraremos una versién reducida del juego
de domind. Esta versién reducida consiste en un conjunto de seis fichas 7 =
{[ofo], (o1 4], [o}2], [111],[12], [Z#2]} y un conjunto de tres jugadores T’ = (4,b,c).
Al inicio de cada partida, a cada jugador le corresponden dos fichas.
Laabreviatura[®E=]’ definida para el ejemplo anterior se interpretar4 aho-
ra de acuerdo al nuevo conjunto de fichas y al nuevo conjunto de jugadores:

F)' = @' vED vED para i€ J
Utilizaremos, ademads, la siguiente abreviatura:

(HMp, W) Ee = (H,Mp,u)fE¢@ paratodou el
donde U C W yMp = (W,R).

Durante este ejemplo mantendremos una perspectiva externa, que es
la perspectiva que adopta el lenguaje que hemos desarrollado. Existen
(5)(3) = 15(6) = 90 formas posibles de distribuir las 6 fichas entre los 3
jugadores. Antes de repartirlas, cada jugador considera posibles estas 90
distribuciones. La estructura de mundos posibles MJ) = (W°, R?), que des-
cribe la situacién exactamente antes de que las fichas sean repartidas, es de

la siguiente forma:

o |[WP= 90, indicando que hay 90 distribuciones posibles.

. R? = WX W para todo i € 7, indicando que todo jugador considera
posibles todas las distribuciones.

¢ 5,(@T) = (_,0) para todow € W y toda € ¥, indicando asi que
ninguna ficha ha sido jugada.

El historial de la partida H?® que corresponde a este momento del juego
es la secuencia vacia.
6.2.1. Reparto de fichas

El reparto de fichas es tal que :
a« {2,[d2}, be {[H1,001], ¢ ([z2],[eld]}

Recordemos que al realizarse una accién, cada jugador elimina de su
relacién de accesibilidad aquellos pares que involucran mundos en los cua-
les no se cumple lo que aprenden como consecuencia de dicha accién. En
este caso, cada jugador ha aprendido qué fichas le corresponden, por lo
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que eliminaremos de su relacién de accesibilidad los pares que involucran
mundos donde ellos no tienen las fichas que les han correspondido. El his-
torial H' que proporciona el historial de las acciones durante la partida, y
la estructura M7, = (Wl,R}), que describe el conocimiento de los jugadores
después de repartirse las fichas, son de la siguiente forma:

* H! es la secuencia vacia (no se ha realizado accién alguna).
® Rl =((u,v)eRY| (H°, MY, {u, o)) | [2° A (27,
R} = ((u,v) € RY | (HO, ML, {u, v}) = ED° AED?),
RL = ((4,0) € RY [ (HO, M0, {u, o)) = EA° A G,
e W={weW'|(w,)e R 6 (L, w)e R} para algtin jugador i }.
o 5, = 6%, (&) para todo w € W' y toda [l € F”.

En este punto, es conveniente eliminar aquellos mundos posibles que
ya no son accesibles para algin jugador. Esos mundos son aquellos que
corresponden a distribuciones que los tres jugadores han juzgade como
imposibles. Es por esto que W' es diferente a WP. ;Qué distribuciones con-
sidera posibles cada jugador? Dado que cada uno de ellos ya sabe qué fichas
le corresponden, tan solo tienen incertidumbre acerca de las fichas que les
corresponden a los jugadores restantes. Cada uno de ellos consideran 6
mundos como posibles, los correspondientes a las (g) formas de distribuir
las cuatro fichas restantes entre los otros dos jugadores. El jugador a consi-
dera posibles las siguientes distribuciones:

Di: 4« ([E @A), b« (0L,63) y ¢ « {[{,EZ2).
Dyt a «— (EB D), b+ (L)} y ¢ « {6 ).
D3t 4+ (R EE), b {22} y ¢« {@00,ED).
Dyt a+ {TEEE), b« (BT} y ¢+ {0F,EZ3).
Ds: a + {E, G}, b« (@022} y c o (@)
Dot a o+ {2, [2), b o (D) y ¢ « {017, ).

El jugador b considera posibles, ademas de la distribucién D5, las si-
guientes:

Dy a o+ (@B, b o @D G} y ¢ « {0, F),
Dg: a « (D), b o {ELED} y ¢ « {000, @),
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Doz 2 « ([01d), (2]}, b+ {[{L 0T} y ¢« {2 G}
Drot @+ (O, F83), b+ {{DEE)} y ¢« {235},
D a — (EBED), b {TLE)} y c o {0,0).
Mientras tanto, ¢ considera posibles
Dz a <« {201}, b« {2 ([} y ¢ « {(22] (22}
Digt a «— (2[4}, b o {[of2] [ol]} y ¢ o {[olo] (2021}
Dia: 2+ (EDED), b+ (TEED} y ¢« {50 EE).
Dis: 2« (L,(AD), b« {12 [H2]} y ¢ « {(el2] 2]}
Dig: a « | [et2]), b« {[H2] 01T} y ¢ o {[olo] [2E2]}.

ademds de D,. Tenemos entonces 16 mundos posibles en W.

6.2.2. Primer turno de ¢

El primero en tirar es aquel jugador que tiene la ficha . El jugador
¢ inicia colocando dicha ficha sobre la mesa. La precondicién de esa accion
es que ¢ posea la ficha , por lo que todos los jugadores aprenden que
la férmula [2£2)° era cierta antes de que c realizara la accion (aunque ¢ va lo
sabfa). El historial del juego #? y el modelo resultante M7, = (W?, R?) son
tales que

o H?= (2 2).
. Rl? ={{u,v) € R} | (‘Hl,M%), {u,v}) EIZ} para todoi € J".

e W2=(weW'|(w,)eR? 6 (.,w) € R? para algtinjugadori}.

2 52 _J . siEEI=(3
e Para todo w € W%, &;(xiF] )_{511” i 7] (202

En este punto, tan solo quedan 10 mundos posibles en nuestro modelo.
Para a y b han quedado descartadas aquellos mundos que corresponden a
distribuciones donde ¢ no tiene . Mientras tanto, ¢ sigue considerando
posibles los mismos 6 mundos posibles, ya que él no aprendi6 nada nuevo
como consecuencia de la accién que €l realiz6. Los jugadores consideran
ahora como posibles las distribuciones iniciales siguientes:
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a fDl, :DQ y 94.
b: 32, @7 y Dlo.
ez Dy, D12, D13, D1g, D15 y Die.

6.2.3. Primer turno dea

El turno le corresponde al jugador 4. El decide tirar la ficha [Ef2]. Al igual
que en la accién anterior, todos los jugadores aprenden la precondicién para
esta accién, que consiste en:

1. Que sea el turno de a (todos ya sabian esto).

2. Que alguno de los extremos libres en la mesa sean 1 6 2 (también ya
conocido por todos).

3. Que g tenga la ficha (lo que es nuevo para b y c).

A consecuencia de esta accién, el modelo de mundos posibles y el his-
torial del juego cambian. Ahora son de la siguiente forma:

o H3= (2 Dagy(2, 1)
® R®={(u,0) € R?| (H* M2, {u,v)) = (A} para todo i € T

e W={weW?|(w e R} 6 (L,w)e R} para algtin jugadori}.

i =
e Paratodo w € W3, 83 () = { ((5'%’ :: ;e
Como se indica, eliminamos de la relacién de accesibilidad de cada
jugador aquellos pares que involucran mundos donde (Z2)# no se cumplia.
Una vez hecho esto, eliminamos aquellos mundos posibles que quedaron
inaccesibles para todos los jugadores. El resultado es que W? tiene tan solo
seis mundos posibles. Indicamos con D/ la distribucién que es idéntica a
D; excepto en que las fichas y estédn ahora sobre la mesa. Cada
jugador considera aun como posibles las distribuciones siguientes:

2 D, Dy D
b: D}y D,
a Dy, D,y Dl
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El jugador b considera posibles menos mundos que los jugadores a y
¢. Esto es debido a que él es el Gnico que ha aprendido algo nuevo como
consecuencia de cada una de las dos acciones realizadas hasta el momento.
El modelo M2, es de la siguiente forma:

abe
a(( D) —" Q 2 D e
/b/cl\c\
v (25 %“_T"‘”:DBDC

6.24. Primerturnodeb

Le corresponde el turno a b. £l decide tirar la ficha (11, a consecuencia
de lo cual 2 y c aprenden que él tenia dicha ficha. La situacién de la partida
es ahora descrita por el historial H* y el modelo M3 :

o Hi= o2 2ag(2, 1)(2’ 7).
* RE = ((u,0) € R | (H% M2, {u, v}) k= D" ) para todo i € .

o W={weW?|(w,)eR! 6 (L, w)eR? para algin jugador i}.
i i gun jug

- 1) - silEy =[]
4 4 TN = (I
e Para todo w € W%, 67, (2] {5% i [€17] [

Con la nueva informacién, 2 y ¢ ya no consideran posibles aquellos
mundos donde a b no le corresponde la ficha [, El modelo M7, tiene la
siguiente forma, donde indicamos con D}’ las distribuciones idénticas a D;




90 Ejemplos del uso del lenguaje

excepto que la ficha esta sobre la mesa:

abe

s,

4
bCD;'/ o,

de donde notamos que 2 ahora considera posibles tan solo D y Dy, bsigue

considerando posibles D7 y D} mientras que c considera a.hora p051bles tan
solo D7 y DI,

6.2.5. Segundo furno dec

Los extremos libres son ahora (1, 2), y el jugador ¢ pasa. Las precondi-
ciones de esta accién son:

1. Que sea el turno de ¢ (todos ya sabian esto).

2. Que alguno de los extremos libres en la mesa sean 1 6 2 (también ya
conocido por todos).

3. Que ¢ no tenga ficha alguna que coincida con alguno de los extremos
libres en la mesa (lo que es nuevo paraa y b).

Por lo tanto, los jugadores aprenden que —(2-1° A -] ° debi ser cierta
antes de esta accién, lo que nos permite descartar de su relacién de accesibi-
lidad aquellos mundos. Como resultado de la accion obtenemos el historial
del juego H* y el modelo M3, = (W?, R%), que son de la siguiente forma:

o H® = af (2, 2)al(2, Nal(2, nal(2, 1).
® R’ ={(u,v) e R} | (H*, M3, (u, 7)) £ -ZE]° A"} para todoi € J”.
e W={weW!|(w,)eR’ 6 (_,w)€R} para algtin jugadori}.

o 5,,(F9) = 6;,(H7) para todo w € W y toda Bl € F.
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El modelo M3, es de la siguiente forma:

abe

()
vy

En este momento del juego, 2 y b conocen ya cual fue la distribucién
inicial de fichas, y saben ahora qué fichas tiene cada uno de los demaés
jugadores. En el modelo esto se representa al ser tan solo el mundo corres-
pondiente ala distribucién D, accesible para ambos. El jugador ¢, en cambio,
todavia considera dos mundos como posibles.

Los extremos libres son (2, 1) y le corresponde el turno a a. Este coloca la
ficha y gana la partida.

6.3. Ejemplo desde la perspectiva de un jugador

El lenguaje LDEp presenta una perspectiva objetiva, externa a los juga-
dores que participan en el juego. Esto se observa al notar que, para podar dar
valor de verdad a cada férmula, es necesaria una terna (4, My, w) donde
H es el historial de la partida, My es la estructura de mundos posibles que
describe el conocimiento de los jugadores, y w es el mundo que describe la
situacion real. En otras palabras, necesitamos conocer el historial completo
dela partida (H), el conocimiento de fodos los jugadores (Mop) y la situacién
real (w) para poder decidir si una férmula es verdadera o no.

Un enfoque desde una perspectiva subjetiva, es decir, desde la perspec-
tiva de un jugador en particular, nos permite entender de mejor forma la
manera en que va cambiando el conocimiento de este jugador en particular.
En especial, podremos entender mejor no solo cémo evoluciona el conoci-
miento del jugador acerca de la situacién acerca del juego, sino acerca del
conocimiento que él tiene acerca del conocimiento de los demas jugadores.

Presentaremos, como ejemplo final, la misma partida presentada en el
ejemplo anterior. En este ejemplo se mostrard c6mo evoluciona la estructura
de mundos posibles pero manteniendo en esta ocasién el punto de vista
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de un jugador en particular. Este ejemplo nos servird para entender las
diferencias que hay entre los dos puntos de vista.

Para este ejemplo, supondremos que somos el jugador 2. Como se men-
cion6, hay (5)(;) formas posibles de repartir las 6 fichas entre los 3 jugadores,
esto es 15(6) = 90 distribuciones de fichas posibles en cada partida. Antes
de la reparticién, el jugador a considera posibles las 90 diferentes distribu-
ciones y sabe ademds que b y ¢ también consideran posibles cualquiera de
estas distribuciones. Sea M), = (WP, R?) la estructura que describe el cono-
cimiento de 4 acerca de la situacién del juego y del conocimiento de todos
los jugadores antes del reparto de fichas. Entonces:

* |W?= 90, indicando que hay 90 distribuciones posibles.

o R? = WxW para todoi € J”, indicando que 4 considera posibles todas
las distribuciones, y que él sabe que los demas jugadores también.

® 5y = (-, 0) para todo w € W? y toda (X € ¥, indicando asf que
ninguna ficha ha sido jugada.

6.3.1. Reparto de fichas

El reparto de fichas es tal que :
a « {[212),[0}2])

¢Qué aprende a como consecuencia del reparto de fichas? Aprende que
tiene las fichas y , por lo que ya no considera posibles aquellos
mundos donde dichas fichas no estdn en su poder. Sin embargo, no aprende
nada relativo a lo que aprenden los jugadores b y c. N6tese que aunque 2 no
sabe qué fue lo que aprendieron los jugadores b y ¢, si considera que b y ¢
son jugadores racionales, por lo que a sabe que b y ¢ son conscientes de las
fichas que poseen, cualesquiera que sean estas. Esto significa que si b cree,
por ejemplo, que la distribucién de fichas 2 « {030,017}, b « {[012),(3F1])
y ¢ « {{d2]22]} es posible, entonces no puede considerar como posibles
otras distribuciones donde él (b) no tenga las fichas y .

En términos del modelo de mundos posibles, 2 debe entonces descartar
de su relacién de accesibilidad aquellos pares que involucran mundos po-
sibles en los cuales él mismo no tiene y . Notese que no puede
eliminar del modelo los mundos que €] no considera posibles, porque desde
su punto de vista, pueden ser considerados posibles por algin otro juga-
dor. En otras palabras, no puede eliminar del modelo los mundos que él
no considera posibles porque aun después de modificar su propia relacién
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de accesibilidad, todavia pueden ser accesibles por medio de la relacién
de accesibilidad de algiin otro jugador. Lo que sf puede hacer es eliminar
de las relaciones de accesibilidad que él considera para b aquellos pares
que unen mundos que son incompatibles desde el punto de vista de b, y lo
mismo para c. El concepto de mundos incompatibles se define formalmente
a continuacién.

Definicién 6.3.1 (Mundos compatibles e incompatibles). Sea Mg = (W, R;)
una estructura de mundos posibles para el domind, y sean u,v € W. Recordemos
que F, es el conjunto de fichas que tiene el jugador i en el mundo posible u, es decir:

Fi = |EBle F |6, = (3,0}

Decimos que los mundos 1 y v son compatibles para el jugador i si las
fichas que tiene i en u son las mismas fichas que tiene i en v, es decir, si ) = Fo.
En este caso, escribiremos u <* v.

Decimos que los mundos u y v son incompatibles para el jugador i si las
fichas que tiene i en u son distintas a las fichas que tiene i en v, es decir, si F,} # FL.
En este caso, escribiremos u «* v.

Después de repartirse las fichas, el historial de la partida H' (conside-
ramos que H° es la secuencia vacia) y el modelo resultante M, = (W1, R}),
que describe el conocimiento de todos los jugadores desde el punto de vista
del jugador a, es el siguiente:

o H! es la secuencia vacia.

* Rl ={(w,v) € R | (H®, M), {u,v}) = 2" Al2Ez)?) YR} = [(u,v) GR?-!
u «J v)} para j € {b,c).

o W ={weW’|{w, )R] 6 (.,w)€R] paraalginjugadori}.
o 5L, = 62, (E) para todo w € W' y toda R € F”.

En este punto, aunque todos los mundos en W! son accesibles para al
menos algiin jugador desde el punto de vista de 4, para él tan solo son
accesibles seis de ellos, ya que ha descartado de su relacién de accesibilidad
(pero no eliminado del modelo} aquellos pares que involucran mundos en
los cuales él no tiene las fichas y . Su incertidumbre se ha reducido
de considerar 90 mundos posibles a considerar tan solo 6, que son todas las
formas posibles en que pueden estar distribuidas las restantes cuatro fichas
entre los otros dos jugadores ((g) = 6). Esto se muestra en el modelo al notar
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que solo los mundos posibles que corresponden a estas 6 distribuciones
son accesibles por medio de relaciones R,; todos los demds han quedado
aislados incluso para ellos mismos (es decir, no hay ni siquiera relaciones
de accesibilidad reflexivas en ellos).

Los mundos accesibles para a desde su punto de vista son los que
corresponden a las distribuciones siguientes:

D1z a « {2,082}, b« {[H (0101} v ¢ « (G52},
Dy 2+ {{ZEE), b (@G} y ¢ o+ {00}
D3: a o ({2} (012}, b « {[eH2[212]} y ¢ « {[e19) (T},
Dy a « {{1f2],[082]}, b « {[@o][d1]} y ¢ « {122}
Ds: a « {{12], (082}, b « {[H0) (&) y ¢ « {(e1d, G},
De: a « {(112], (682}, b « {122} y c « {(e12], [ETal},

6.3.2. Primer turno de ¢

La partidalainicia el jugador que tiene la ficha colocando esta sobre
la mesa. El jugador ¢ es quien realiza esta accién y, como consecuencia, a
aprende que la férmula [2£2)° es cierta. Adn més, al ser esta una accién
publica, @ aprende que todos aprendieron que la férmula ZIZ € es cierta.

Una vez realizada esta accién, el modelo cambia. Como a sabe que ¢
tir6 la ficha , @ elimina de su relacién de accesibilidad aquellos pares
que involucran mundos posibles donde (22 no es cierta. Comoa sabe que b
y ¢ saben que c tiré la ficha [22], 2 elimina de la relacién de accesibilidad que
contempla para b y ¢ aquellos pares que involucran mundos donde (Zz}¢
no es cierta. El historial del juego H? y el modelo resultante M2 = (W2, R?)
son tales que:

o H?=af (2,2

. Ri2 ={(u,v)e R} | (T(l,M;J, {u,v}) E[2121°) para todo i € J".

e W>={weW!|(w,)eR? 6 (.,w) € R? para algtin jugador i}.

2 52 _[ ) siEE=CE
e Para tedo w € W7, 6w(-)_,{ ST i e o
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Noétese que después de actualizar las relaciones de accesibilidad, al-
gunos mundos posibles quedan inaccesibles. Son precisamente estos los
mundos que, desde la perspectiva de 4, ningtin jugador considera posibles
(en este caso, aquellos mundos donde ° no es cierta en el modelo M}_D). ‘
Podemos entonces eliminar ahora estos mundos de nuestre modelo. El otro
cambio importante es la funcién de distribucién de fichas para cada mundo
que permanece en el modelo. Esta funcién se actualiza para indicar que la
ficha jugada ( en este caso) se encuentra ahora sobre la mesa, con lo
cual la férmula (#2)° tampoco es cierta en el modelo M2,

Dado que hemos eliminado aquellos mundos posibles donde ¢ no tiene
(o tuvo)la ficha [212], los mundos restantes son aquellos que corresponden a
las (g)(%) formas distintas de distribuir las cinco fichas restantes entre los tres
jugadores, es decir, [W?|= 10{3) = 30. Estos son aquellos mundos posibles
que son accesibles para alguno de los jugadores, desde el punto de vista de
a. ‘

Sin embargo, para a tan solo son accesibles tres mundos, los que son
consistentes con las distribuciones siguientes. Recordemos que en todos
los mundos posibles en W, la proposici6n [2121° es falsa, ya que esta ficha
estd ahora sobre la mesa. Estos mundos posibles son, sin embargo, consis-
tentes con distribuciones en las cuales a c le corresponde la ficha ,ya
que esta estuvo en manos de c.

Dy: 4« (EZEA], b+ {EEED} y ¢ — |@LER).
D a o {62, b« (OEED) y ¢+ {E0,E3).
Dyt a o ([, b« |@LED) y ¢« (EE,E).

Estas son precisamente las G‘) = 3 formas posibles de distribuir las tres
fichas restantes entre los otros dos jugadores, ya que a sabe que el tiene
y [et2], y que ¢ tuvo [2Z].

6.3.3. Primer turno dea

Le corresponde el turno a a. El decide tirar . Como consecuencia de
esta accion, 2 no aprende nada nuevo acerca de la distribucién de fichas ya
que la Gnica informacién revelada es que el mismo tenia . Aprende, sin
embargo, que b y ¢ saben ahora que el tenia . Debe, entonces, eliminar
de la relacién de accesibilidad que él considera para b y para c los pares que
involucran mundos donde (2)” no es cierta. El historial del juego H° y el
modelo resultante ng = (WB,R?) son de la siguiente forma:
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H = a2, 2)al (2, 1).

R? = {(u,v) ER? | (H2, M2, (u,v}) = [@21° } para j € [b,c}; RS = R2.

o W={weW?|(w,)eR? 6 (_,w)eR? paraalgtn jugadori).

3 _ (—11) Si:
Para todo w € W®, &2,(E) _{ e =

Después de esta accién, hemos eliminado los mundos en los cuales, o
no se cumple (2121 0 no se cumple [1f2]* (ambos en el modelo M2). Esto nos
deja con 12 mundos posibles ((W3|= 12), que son los correspondientes a las
(‘21)(%) formas posibles de distribuir las cuatro fichas restantes entre los tres
jugadores (recordemos que a cada jugador le corresponden tan solo dos
fichas).

Dado que a no aprendié nada sobre la distribucién de fichas a conse-
cuencia de la tltima accién (que él mismo realiz6), él sigue considerando
como posibles las tres distribuciones iniciales D1, D, y Dy.

6.3.4. Primer turno de b

Ahora le corresponde el turno a b, Supongamos que b tira Eljugador
a sabe ahora que [T fue cierta, y sabe ademds que b y ¢ lo saben también.
Actualiza, por lo tanto, la relacién de accesibilidad para todos los jugadores.
El historial del juego H* y el modelo resultante M3, = (W%, R?) son de la
siguiente forma:

o H*=al (22082, Dad (2, 1).
R ={(u,v) € R?| (H*, M5, {u,v}) = [FD"} para todo i € .

o W={weW*|(w,)eR! 6 (,w)€R?} para algin jugador i ).

4 54 ) siED=ET
e Para todo w € W*, 47 (ZE) _{ FE) o2 Om

En la estructura M}, quedan ahora tan solo 6 mundos posibles. Dado
que ahora 4 sabe que todos saben que 12" A2 A @D es cierto, estos
6 mundos posibles corresponden a las ($)() = 3(2) = 6 formas posibles de
distribuir las restantes tres fichas entre los tres jugadores. Veamos cuéles
distribuciones iniciales considera posible cada jugador desde el punto de
vista de a.
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Desde su punto de vista, a considera posibles las distribuciones inicia-
les que son consistentes con la férmula (2% A [@B121° A [2121€ A [ZD°. Estas
distribuciones son:

Do: a « {2082}, b o (@D} y ¢ o {[cia) (22}
Das a {12 [d2l}, b« {[@9),[H]} y ¢ « {(et1),[2]}).

las cuales corresponden a las (3) = 2 formas posibles de distribuir las dos
fichas restantes entre b y c.
Desde el punto de vista de 4, los jugadores b y ¢ consideran posibles tan

solo distribuciones que son consistentes con la férmula [2I21° A 112 % A Q1%
Estas distribuciones son:

Dot a « {2 [012]}, b « ([@Z,[H1) v ¢ « {[3F2), zE20).
Dyt a — {202}, b« ([0t [HD)) v ¢ « {(2EL),[222]).
Dy a « (2010}, b « (O[T} y ¢ « {[oF2)[282]).
Tyt a « {2 e}, b« (EEGE) v ¢ « ([, E2).
D17t a — ([1E2)[00l}, b « {082, (HD} v ¢ « ([EH, ().
Dig a — (L2l (e}, b « ([010] (D)} v ¢ « {[EF2} (2]}

que corresponden, como se menciond, a las (5)(3) formas posibles de distri-
buir las tres fichas restantes entrea, by c.
El modelo M?, es de la siguiente forma:

abc

b

4
b,chD;,’/

[

n

b"’C Bl
b

/)

2
be C E>17

gg abc : ’9;’ j“
b

D1
)

be
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6.3.5. Segundo turno dec

Los extremos libres son ahora (2, 1). El jugador c pasa. De esto, 4 aprende
que el jugador ¢ no tiene ficha alguna que coincida con los extremos libres
del tablero. Como la informacién es ptblica, modifica entonces la relacién
de accesibilidad de todos los jugadores para descartar los mundos posibles
donde c tiene alguna ficha que contenga 1 6 2. El resultado es el historial
del juego H® y el modelo M, = (W5, R?), que son de la siguiente forma:

o H° = (2, 2)&(2, 1)a(2, Dal(z, 1).

. R? ={(u,v) € R? | (?-(4,M§3,{u,v}) E —Z1° A {7} para todoi € J".
e W={weW!|(w, e RP 6 (., we R? para algan jugadori}.

o 5,(ED) = 6% EE) para todo w € W y toda &l € 7.

Los mundos posibles que permanecen en W® son los correspondientes
a las distribuciones consistentes con

@€ A[[Z* AP A 5 A ¢

El modelo M3, es de la siguiente forma:

ab.c

2

1
D1
1

b

Podemos observar que a conoce ya cudl fue la distribucién inicial de
fichas (D, es el tinico mundo posible accesible para ). También se observa
que, desde su punto de vista, b también conoce cual es la situacién real (sea
cual sea el mundo real, b tan solo puede accesar a ese mismo mundo) y ¢
todavia considera posibles D; y Dy,.
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6.3.6. Segundo turno dea

Los extremos libres son (2, 1) y le corresponde el turno a a. Este coloca la
ficha [011] y gana la partida. Al realizar esta accin, a sabe que ¢ aprendi6 que
(011)” era cierta en M°,

Nétese como, aunque antes del reparto de fichas habfa 90 distribuciones
posibles, estas se redujeron répidamente conforme se realizaban acciones
en el juego. La cantidad de mundos posibles del modelo sigui6 siendo 90
aun después del reparto de fichas. Sin embargo bajé de 90 a 30 después de
que c tir6 [22], lleg6 a 12 al tirar 7 (7121, lleg6 a 6 cuando b tiré 11, se redujo
a 2 al no tirar ¢, y finalmente llegé a 1 cuando # tiré su tltima ficha.

Para 4, los mundos que consideraba posibles disminuyeron mas rapida-
mente. Las distribuciones que consideraba posibles pasaron de 90 a 6 con
el reparto de fichas y de 6 a 3 al tirar ¢ . No se alter6 al tirar ] mismo
pero pas6 de 3 a 2 al tirar b y finalmente llegé a 1 al pasar c.

6.4. Formulas verdaderas desde la perspectiva de un.
jugador :

La caracteristica mé4s importante del ejemplo anterior fue que en ningtn
momento tomamos en cuenta cudl era el mundo real. Como los modelos
describian en cada momento el conocimiento de los jugadores desde el pun-
to de vista de uno de ellos en particular, solo pudimos conocer el mundo
real hasta casi el final de la partida (que fue el momento en el cual este
jugador obtuvo la informacion suficiente para poder reducir la cantidad
de mundos que él consideraba posibles a 1). Né6tese que, ademds de esta
caracteristica, los modelos son modelos normales. La diferencia es que fue-
ron interpretados como el conocimiento de los jugadores desde el punto de
vista de uno de ellos.

Al no conocer el mundo real, no podemos utilizar la relacién | (def.
4.6.4) para saber cuidndo una férmula ¢ es verdadera desde el punto de
vista de un jugador en particular. Esto es debido a que esta relaci6n se
da entre la férmula ¢ y una terna (H, Mp, w) en la cual el mundo real
estd indicado por w.

Dado que este jugador no conoce el mundo real, para verificar el valor
de verdad de una férmula en un modelo dado, tendria que verificar el valor
de verdad de dicha férmula en todos los mundos posibles. Obsérvese, sin
embargo, que aunque el jugador no puede distinguir el mundo real, no
necesariamente considera posibles todos los mundos que conforman W. En
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el modelo MZ, = (W2, R?) del ejemplo anterior,  tan solo considera posibles
3 distribuciones (solo tres mundos posibles son accesibles para ¢l en M?)
mientras que el namero de mundos posibles en W2 es de 30. Es posible,
por lo tanto, obtener el valor de verdad de una f6rmula desde el punto de
vista de un jugador en particular si verificamos el valor de verdad de esta
férmula tan solo en todos los mundos que el jugador considera posibles.

Denotaremos como Ay, (i) los mundos posibles que son accesibles para
el jugador i en el modelo Mg = (W, R)), es decir:

AMD(I) ={weW]| (w,)€R; 6 (-, w) € R;}
donde Mqp = (W, R}y i € J. Definimosla relacion ¥ de la siguiente manera,

Definici6n 6.4.1 (Seméntica para LDE p desde la perspectivadeun jugador).
Sea (H, M) una descripcion consistente de la situacion de una partida ast como
del conocimiento de los jugadores. Sea @ una férmula en LDE p,

Diremos que ¢ es verdadera en (H,Mop) desde el punto de vista del
jugador i si y solo si '

(H,Mp,u) E ¢ para todo u € Ay, (i)

En este caso escribiremos (H, M) E Q.
Diremos que € LDEx es posible en (H, Mp) desde el punto de vista de
isiysolosi
(H.Mp,u) @  paraalginu € Ay, (i)

Diremos que ¢ € LDEp es falsa en (H, Mp) desde el punto de vista de i
si y solo si

(H.Mp,u) @  paratodou € A, (i)

lo que es equivalente a
(H,Mp,u) E —¢p para todo u € A, (3}
En este caso escribiremos (H, Mp) £ —¢.

Segtinla definicién anterior, la férmula ¢ es verdadera en (4, Mp) desde
el punto de vista del jugador i si y solo si esta férmula es verdadera en todo
los mundos que i considera posibles. La pregunta “jes decidible si @ es
verdadera en (#, Mp) desde el punto de vista del jugador i?” tiene una
respuesta afirmativa, pues esta pregunta es, en el peor de los casos (cuando
i considera posibles todos los mundos en W) equivalente a la pregunta “;es
decidible si ¢ es valida en (H, Mp)?” cuya respuesta, de acuerdo al teorema
2 es afirmativa. Esto se enuncia en el siguiente teorema.
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Teorema 5. En el lenguaje LDEp, siempre podemos responder si una formula ¢
es verdadera, posible o falsa en (H, Mp) desde el punto de vista de un jugador i.

Demostracion. Sea M = (W,R;). Para verificar que @ es verdadera en
(H, Mp) desde el punto de vista del jugador i, tenemos que verificar que ¢
es verdadera en toda terna (H, M, w) donde w € A, (i). En el peor de los
casos, el jugador i considera posibles todos los mundos en W (A, (i) = W),
por lo que tendriamos que verificar que ¢ es verdadera en toda terna
(H, Mp, w) conw € W. Pero esto tiltimo es precisamente el método a seguir
para decidir si @ es vélida en (H, Mp) k @. Por el teorema 2, este método
termina eventualmente. Entonces, aun en el peor de los casos, podemos
decidir si ¢ es verdadera en (H, Mp) desde el punto de vista del jugador i.

Para verificar que @ es posible en (H, Mp) desde el punto de vista del
jugador i, tenemos que verificar que ¢ es verdadera en al menos una terna
(H, Mp,w) donde w € A, (i). En el peor de los casos, Am, (1) = W. Adn
asi, W es siempre finito, por lo que es posible verificar si (H, Mp, w) = ¢ en
algin w € W. Entonces siempre podemos saber si ¢ es posible en (H, Mp)
desde el punto de vista del jugador i

Para verificar que @ es falsa en (H, Mp) desde el punto de vista de
i, tenemos que verificar que ¢ es falsa en toda terna (H, Mqp,w) donde
w € Ap, (7). Esto es equivalente a verificar que —~¢ es verdadera en toda
terna (H, Mp, w) donde w € A, (i) lo cual, como se explica en el primer
parrafo de esta demostracién, es posible. o

Nétese c6mo el decir que una férmula @ es verdadera en (H, Mp) desde
el punto de vista del jugador i es equivalente a decir que en todos los
mundos que el jugador i considera posibles, ¢ es verdadera, y el decir
que una férmula no es verdadera en {H, Mop) desde el punto de vista del
jugador i, es equivalente a decir que existe por lo menos alguna situacién
que i considera posible en la cual ¢ férmula es falsa.

Sea Mp = (W R)). Dada una férmula ¢ dentro del lenguaje LDEp, todo
jugador i puede entonces decidir siempre si

» @ esverdadera en (H, Mp) desde su punto de vista. Esto se da cuando
¢ es verdadera en todos los mundos que i considera posibles.

¢ - es verdadera en (H,Mp) desde su punto de vista. Esto se da
cuando —¢ es verdadera en todos los mundos que i considera posibles.

e No tiene informacién suficiente para afirmar que ¢ es verdadera en
(H,Mop) ni para afirmar que ~¢ es verdadera en (H, Mp), desde su
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punto de vista. Esto se da cuando ¢ es verdadera (—¢ falsa) en al
menos uno de los mundos que i considera posibles, pero también —¢
es verdadera (¢ falsa) en al menos uno de los mundos que él considera
posibles.
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

El objetivo principal del presente trabajo fue estudiar la forma en que
cambia el conocimiento de un conjunto de agentes al realizarse acciones
durante una situacién de competencia. Se eligié analizar en particular el
juego de doming, porque este presenta caracteristicas interesantes.

El domin6 es un juego de gran popularidad en paises de habla hispana, y
existen muchas variantes del juego que se distinguen entre sf por el nimero
de jugadores (4 en nuestro caso), la cantidad de fichas (que depende del
tamafio del conjunto del cual se pueden elegir los lados de cada ficha: en
nuestro caso, el conjunto {0, 1, ..., 6} produce el domind cldsico de 28 fichas),
las reglas extras que se afiaden a cada version (iniciar forzosamente con una
ficha doble, jugar en parejas, puntos al realizar cierto tipo de acciones, etc.)
y la forma en que se decide quién gana la partida (el que finalice primero
sus fichas, el que sume mas puntos por las acciones que realizo, etc.). Una
descripcién buena del juego de dominé, de sus variantes y de las estrategias
utilizadas durante una partida es la hecha por José Luis Gonzalez Sanz en
[G500].

En el doming, aunque existe una parte dependiente del azar (la distribu-
cién inicial de fichas), también existe otra parte (muy importante) que de-
pende de la habilidad en el juego: “Entre las cualidades que deben adornar
al buen jugador ... estén: la disciplina, la psicologia, memoria y la capacidad
deductiva.” ([G500]). Una vez hecho el reparto de fichas, es tarea de cada
jugador el elegir la accién que realizard en su turno. Esta accién debe llevar
la partida a una situacion en la cual él tenga mayores probabilidades de
alcanzar su meta.

Nétese que, aunque a primera vista la gran cantidad de formas distin-
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tas en que se pueden distribuir las fichas entre los jugadores godria hacer
suponer que este es un juego demasiado complejo (hay (zf)( 71)(174) distri-
buciones Posibles; inclusive, aun al conocer un jugador sus propias fichas,
existen (5 )(}}) = 399,072, 960 formas distintas en que se pueden distribuir
las demds fichas entre los jugadores restantes), muchas personas son ca-
paces de jugar partidas con una gran eficiencia. En nuestro trabajo hemos
dejado a un lado los detalles psicol6gicos y nos hemos enfocado en com-
prender los métodos utilizados por estas personas a fin de conocer tanto
los tipos de razonamiento que utilizan como las observaciones en que se
basan sus inferencias. Una buena comprensién de estos métodos nos per-
mite, entre otras cosas, aplicarlos en dreas importantes como la inteligencia
artificial.

7.1. El presente trabajo

Hemos desarrollado un lenguaje l6gico dindmico epistémico para el
juego de dominé (LDEyp). Este lenguaje, basado en el lenguaje de la 16gi-
ca epistémica proposicional, nos permite, desde el punto de vista de un
observador externo:

¢ Expresar situaciones posibles durante una partida de dominé.

e Expresar el diferente conocimiento que los jugadores pueden tener en
un momento dado no solo acerca de estas situaciones, sino acerca del
conocimiento que tienen los demés jugadores sobre estas situaciones
(conocimiento de alto orden).

e Expresar la manera en que estas situaciones y este conocimiento cam-

bian como consecuencia de las acciones realizadas durante una parti-
da.

Como primer paso, hicimos un pequefio anélisis para conocer cudles
son los hechos bésicos que necesitamos expresar a fin de describir la situa-
cién de una partida de una manera clara y sin ambigiiedades. Estos hechos
bésicos conforman nuestro conjunto de proposiciones atémicas para el do-
miné (Pp). Enbase a estas proposiciones atémicas y a los conectivos idgicos
-y V construimos el lenguaje proposicional Lp (def. 4.2.1}.

Para poder expresar el conocimiento que los jugadores tienen sobre la
situacién de una partida, se afiadieron dos reglas: la primera nos permite
construir f6rmulas del tipo Kip, cuyo significado intuitivo es: el jugador i
sabe que @, mientras que la segunda nos permite construir férmulas del tipo
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Cg, cuyo significado intuitivo es: @ es conocimiento comiin entre los jugadores
en B. Este nuevo lenguaje se llamé6 LEqy: lenguaje 16gico epistémico para
el dominé (def. 3.4.2). En este lenguaje podemos expresar tanto situaciones
posibles dentro del juego (aquellas férmulas en las que no aparece ningtin
operador modal K;) como el conocimiento que tienen los jugadores acerca
de estas situaciones (aquellas férmulas del tipo K;p) y atin més: podemos
expresar el conocimiento que tienen los jugadores acerca del conocimiento
de otros jugadores (férmulas del tipo KiK;). Por otra parte, recordemos que
@ es conocimiento coman entre los jugadores en B si todos en B saben ¢,
todos saben que todos saben @, todos saben que todos saben que todos saben
@, etc. Con ayuda del operador modal Cg podemos expresar directamente
que @ es conocimiento comun entre los jugadores de B (Cgg); de otra
forma tendriamos que recurrir a f6rmulas sintacticamente infinitas (Egg A

Eg(Egp) A Eg(Eg(Egp)) A-++).

La semaéntica del lenguaje LEp se basa en la seméntica para la 16gica
epistémica LE&. Las férmulas de la l6gica epistémica se interpretan general-
mente en estructuras de mundos posibles, las cuales se definen (dado un
conjunto de agentes A y un conjunto de proposiciones atémicas ®) como
una tupla M = (W, R;, V) donde:

e W # @ es el conjunto de mundos posibles.

* R; es una relacién binaria sobre W para cada agente i € A (R; C
(Wx ).

* V:® — 2% es una funcion que asigna a cada proposicién atémica el
conjunto de mundos posibles en el que esta proposicién se satisface.

Para que esta estructura sea adecuada a nuestros propositos, se tuvieron
que realizar algunas modificaciones. Las razones fueron las siguientes:

1. La funcién V nos dice en qué mundos posibles es verdadera cada una
de las proposiciones atémicas. Como consecuencia, cada proposicién
atomica tiene, en un mundo posible, un valor de verdad que es in-
dependiente del valor de verdad de otras proposiciones en el mismo
mundo. En el dominé, esto es un problema, ya que el valor de verdad
de proposiciones como “el jugador 4 tiene la ficha [02]” tiene relacién
con el valor de verdad de proposiciones como “el jugador b tiene la
ficha ”. Necesitamos definir una manera de asignar valores de
verdad a proposiciones atémicas de tal forma que el valor de verdad
de una proposicién p tenga relacién con el valor de verdad de las otras
proposiciones a las que estd asociada. '
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2. Cada mundo posible corresponde intuitivamente a una de las dis-

tribuciones de las fichas posibles entre los jugadores. Sin embargo,
algunos de los hechos bésicos que necesitamos expresar (como “es el
turno del jugador a” o “los extremos libres en ln mesa son 3y 6”) no depen-
den de la distribucién de las fichas entre los jugadores y la mesa, sino
de la secuencia de acciones realizadas hasta este momento. Para dar
valor de verdad a estas proposiciones, necesitamos entonces mante-
ner un registro de todas las acciones que se van realizando durante
una partida.

Las modificaciones que se realizaron fueron las siguientes:

1. Dado que intuitivamente cada mundo posible corresponde a una de

las posibles distribuciones de fichas, a cada mundo posible w se le
asigno una funcidn de distribucién de fichas (véase la def. 4.3.1) que nos
indica en poder de qué jugador estd (o estuvo) determinada ficha, y
si esta se encuentra sobre la mesa (1) o no (0), en el mundo posible
w. El valor de verdad de las proposiciones atémicas relacionadas con
la distribucién de fichas entre los jugadores y la mesa [,
fichas,,, fickast,, pts, ptst y menosPuntos®’) en un mundo w est4 entonces
definido en términos de la funcién &,. Gracias a esto, proposiciones
tales como [#3)° y {2} no pueden ser ciertas al mismo tiempo en el
mismo mundo posible w, pues esto implicaria que 6,(d5) = (c,0) v
6, (#5) = (d,0),1o cual es imposible. La estructura de mundos posibles
para el dominé se defini6 entonces como un par Mp = (W, R;) donde
W es el conjunto de mundos posibles con una funcién de distribucién
de fichas 6, asociada a cada w € W y R; es la relacién de accesibilidad
para los jugadores. Una estructura acentuada para el dominé es, por
lo tanto, un par (Mp, w) donde Mp = (W,R;) y w € W (definicién
4.4.1).

. Para dar valor de verdad a las proposiciones atémicas que no est4n re-

lacionadas con la distribucién de fichas (turnd, (1, v), (a,) 2] i y L )
definimos el historial de una partida H como una secuencia (posible-
mente vacia) en la cual, por cada accion realizada durante la partida,
se agrega una entrada de la forma a'(x, v) para indicar la accién reali-
zada y los extremos libres que resultan de tal accién. La estructura en
la cual se interpretan las férmulas del lenguaje L€ es definida enton-
ces como una terna (H, Mp, w) donde H es el historial de la partida
y (Mp,w) es una estructura acentuada para el dominé (véanse las
restricciones correspondientes en las definiciones 4.3.2y 4.4.2).
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Para poder expresar la forma en que las acciones realizadas modifican
la situacién de la partida y el conocimiento de los jugadores, se afiadié una
regla a la sintaxis del lenguaje. Esta regla nos permite expresar que una
térmula @ es verdadera después de ser ejecutada una accién & ([a]g). Este
nuevo lenguaje lleva por nombre lenguaje 16gico dindmico epistémico para
el dominé LDEq (def. 4.5.3).

Para dar valor de verdad a férmulas que involucran acciones, necesi-
tamos saber la forma en que estas acciones modifican no solo la situacién
de la partida, sino el conocimiento que acerca de esta situacién tienen los
jugadores. Cada acci6n a se interpreta entonces como una funcién p, que
toma la estructura acentuada para el dominé y el historial que describe la
situacién de la partida antes de la accién y regresa la estructura acentuada
v el historial que describen la situacién de la partida después de la accién.
El historial se modifica al serle agregada la entrada correspondiente a la
accién realizada. Para modificar la estructura acentuada, notamos que no
toda accién es posible en toda situacién; cada accién tiene asociada una
precondicién que debe ser satisfecha para que la accién se lleve a cabo. Da-
do que toda accién dentro del juego es priblica para los jugadores {todos
saben qué accion se realiza y¥ quién la realiza), la precondicion de la accién
se vuelve conocimiento comtin entre todos los jugadores y, de esta forma,
cada uno de ellos elimina de los mundos que considera posibles aquellos
donde la precondicién de la accién no se cumplia. Los mundos que ya no
son accesibles para ningan jugador en la nueva estructura son elimina-
dos (ningtin jugador los considera posibles, y todos saben que los demas
tampoco) llegando de esta forma a la estructura acentuada resultante. Las
férmulas en LDEp se interpretan entonces en una terna (H, Mp, w) donde
‘H es el historial de la partida y (M, w) es una estructura acentuada para el
dominé. Las acciones se interpretan como funciones entre estas ternas (def.
4.6.4).

Con el lenguaje LDEp sintdctica v semdnticamente definido, se die-
ron las definiciones de férmula verdadera en (H, Mo, w), férmula vilida en
(H, M), formula vdlida en H y férmula vdlida para férmulas ¢ en LDEq.
Se reviso entonces la decidibilidad de las preguntas ;es @ verdadera en
(H,Mp,w)?, ;es ¢ vilida en (H, Mp)?, ¢es @ vilida en H? y ;es ¢ vilida?.

Para finalizar el trabajo, se presentaron tres ejemplos. El primero de
ellos es un ejemplo puramente sintdctico en el que mostramos que el len-
guaje es lo suficientemente expresivo como para describir una partida de
domin6 completa. El segundo es una partida completa de una versién redu-
cida del juego (menos fichas y menos jugadores) en la cual se muestra como
evoluciona la estructura de mundos posibles y el historial que describen la
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partida. El tercer ejemplo es el mas interesante: dado que nuestro lengua-
je se basa en el de la l6gica epistémica, el lenguaje presenta un punto de
vista objetivo, externo a los jugadores que participan en la partida: somos
capaces de describir la situacién y ¢6mo evoluciona esta, pero en ningiin
momento nos colocamos en el lugar de un jugador en particular. Nuestro
tercer ejemplo es la misma partida del segundo ejemplo, pero vista desde
la perspectiva de un jugador. Podemos entonces notar las diferencias que
hay entre la estructura y el historial desde el punto de vista de un jugador
y desde un punto de vista externo, asi como las diferencias en la forma en
que estos son modificados por las acciones realizadas.

7.2, Aportaciones

De acuerdo a nuestro conocimiento, el presente trabajo es el segundo
en el que se estudia el conocimiento que tienen los jugadores acerca de
la situacion del juego durante una partida de dominé. El primer trabajo
([Sch01]), ha sido descrito en la seccién 1.4. El presente trabajo es el primero
en el que se hace dicho estudio utilizando la 16gica epistémica. Es, también,
el primer trabajo en el que se presenta un lenguaje l6gico que permite
expresar la forma en que la situacién del juego y el conocimiento de los
jugadores cambia al realizarse acciones durante una partida de doming.

El lenguaje construido LDEp es (consideramos nosotros) interesante,
por las siguientes razones:

® Podemos expresar, desde el punto de vista de un observador externo,
situaciones posibles dentro de una partida de dominé, el conocimiento
que tienen los jugadores acerca de esta situacion, y la forma en que
estas situaciones y este conocimiento cambian a consecuencia de las
acciones que los mismos jugadores llevan a cabo.

¢ El lenguaje estd basado en el de 16gica epistémica proposicional, en
vez del de légica de primer orden utilizada en [Sch01].

e Aestar LDEp basado en lal6gica epistémica proposicional, evitamos
el uso de formulas para describir las propiedades del conocimiento
que estamos modelando, ya que estas aparecen implicitas en el tipo
de relaciones de accesibilidad para cada agente, dentro del modelo.
No es necesario férmulas que indiquen que un jugador tiene intros-
peccién positiva, 0 que en la nocién de conocimiento utilizada, si un
jugador sabe que @, entonces @ debe ser verdadera. En otras palabras,
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evitamos la definicién explicita de un conjunto de reglas axiomaticas
que describan las propiedades del conocimiento que modelamos. Esto
simplifica bastante el sistema.

¢ Alser LDEp una légica multimodal, las férmulas son transparentes
y compactas. Evitamos también as{ el uso de cuantificadores y, en
consecuencia, el uso de predicados.

» El uso de acciones sinticticas nos permite evitar el uso de férmulas
relacionadas con el tiempo, ya que este estd implicito en la secuencia
de estas acciones. Evitamos, nuevamente, la definicién explicita de un
conjunto de reglas axiomaticas.

o El lenguaje es decidible: siempre podemos saber si una fé6rmula dada
es verdadera en una terna (H, Mo, w), vélida en (H, Mq), vélida en
H o vélida.

Al enfocar el presente estudio de situaciones de competencia sobre una
de ellas en particular, obtuvimos las siguientes ventajas.

» Es posible comparar las hipétesis que planteamos con observaciones
en la situacién real.

¢ En el caso del dominé, los requisitos necesarios para organizar una
partida son bastantes accesibles (las 28 fichas y tres amigos).

Sin embargo, el domin6 comparte caracterfsticas importantes con mu-
chas otras situaciones de competencia: es un juego finito y de informacién
completa; los jugadores tienen informacién imperfecta acerca de la situa-
cién; es extensivo y la accién que se realizara en cada momento es elegida
por el jugador en turno de entre un conjunto finito de acciones posibles;
puede realizarse de manera cooperativa o no cooperativa; al final de ca-
da partida, cada jugador recibe una compensacién numérica de acuerdo
al estado final del juego. El trabajo que se ha realizado es facilmente apli-
cable (con algunos pequefios cambios tales como los conjuntos J y F) a
situaciones de competencia con dichas caracterfsticas.

Un aporte interesante del trabajo es la forma en que el lenguaje recoge
las reglas del juego sin necesidad de sistemas axiomaéticos: el niimero de
jugadores (4) aparece en la definicién del conjunto 7; la restriccion de
7 fichas a cada jugador aparecen en la funcién de distribucién de fichas
mientras que la restriccién de 28 fichas en total, cada una de ellas en la
mano de un solo jugador o en la mesa, se muestran en la definicién del
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conjunto ¥y, en consecuencia, en la funci6n de distribucién de fichas para
cada uno de los mundos posibles; las reglas que indican la forma en que
las fichas pueden ser jugadas se encuentran en las precondiciones para
cada acci6n. En [5ch01] es necesario un conjunto de reglas axiomaticas que
definen las reglas del juego.

Recordemos también que al utilizar la 16gica epistémica, no es necesario
un conjunto de axiomas que definan las propiedades del conocimiento
que estamos modelando, ya que estas propiedades dependen del tipo de
relaciones de accesibilidad para cada uno de los jugadores dentro de la
estructura de mundos posibles (véase la subseccion 2.6.1). De igual manera
son innecesarios axiomas para el tiempo ya que la evolucién de la partida
estd marcada por la secuencia de acciones.

Gracias a la finitud sintéctica de las férmulas y a la finitud de los con-
juntos involucrados (fichas y jugadores), el lenguaje tiene la ventaja de ser
decidible: siempre podemos saber si una férmula es verdadera en una terna
(H, Mp, w), vélida en la tupla (H, Mqp) , valida en H o simplemente vélida.
En términos del juego, esto significa que siempre podemos saber si alguna
afirmacién (dada en términos del lenguaje) es cierta, falsa, o no tenemos la
suficiente informacion para decidirlo.

7.3. Trabajo a futuro

Hemos definido un lenguaje l6gico dindmico epistémico para el do-
min6 LDEp. Como ya se ha mencionado varias veces, este lenguaje nos
permite expresar situaciones posibles durante una partida de doming, el
conocimiento que pueden tener los jugadores acerca de estas situaciones, y
la manera en que las acciones realizadas durante la partida modifican esta
situacién y este conocimiento. Quedan, como en todo trabajo, algunos pun-
tos sobre los cuales serfa interesante trabajar. Mencionamos a continuacién
algunos de los que consideramos més interesantes.

7.3.1. Representacién de conocimiento estratégico

El lenguaje LDEp describe solamente conocimiento definitivo de ma-
nera que, tal y como estd definido ahora, no puede describir conocimiento
estratégico. El conocimiento estratégico, como se mencioné en la introduc-
cion, es el conocimiento que tiene el jugador acerca de estrategias que corres-
ponden al juego en cuestién. En teorfa de juegos, una estrategia se define
usualmente como una funcién que, dada la situacién del juego, nos regresa
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la accién que se debe realizar en esa situacién de acuerdo a esa estrategia.
Una definicién de estrategia que se acerque mds al punto de vista 16gico del
presente trabajo nos permitiria representar cada estrategia de una manera
mdés sencilla, y nos facilitaria la representacién del conocimiento estratégico
de los jugadores.

7.3.2, Representacién de conocimiento histérico

En su version actual, el lenguaje LDEp tampoco puede describir co-
nocimiento histérico. Después de jugar varias partidas con los mismos
compaiieros, un jugador va conociendo la forma en que estos comparieros
se comportan en diversas situaciones. Si a lo largo de varias partidas he-
mos observado que un comparfiero inicia con la ficha cuando la tiene,
podemos entonces suponer que si inicia con otra ficha es porque no tiene
el doble 6. En general, si observamos que un jugador tiene por costumbre
realizar la accién a en la situacién @, entonces es razonable suponer que al
realizar él una accion a’ nos encontramos en una situacién ¢'.

Es interesante entonces extender el lenguaje a fin de que también sea
capaz de representar este tipo de conocimiento. Nétese que esto involucra
no solo el recordar partidas anteriores, sino también los criterios necesarios
para identificar las similitudes y las diferencias entre las acciones a y o', y
entre las situaciones ¢ y ¢’ asi como la forma de representar estas “reglas”
de comportamiento.

7.3.3. Otros tipos de razonamiento

Como se menciono, el lenguaje LDEp describe tinicamente conocimien-
to definitivo de manera que, tal y como estd definido ahora, no puede des-
cribir conocimiento estratégico. En el primer ejemplo (el ejemplo sintactico),
el jugador @ pudo haber notado después de que ¢ tir6 la ficha (durante
la segunda ronda) que era casi seguro que d tenia la ficha [813]; ;por qué? El
jugador ¢ comenz6 jugando fichas con 0, por lo que debi6 continuar tirando
ese niimero (es una estrategia comtn el tirar en nuestro primer turno una
ficha que indique cuél es nuestro niimero fuerte); ;por qué no lo hizo? El
tres ( ) no lo tiré el jugador 4, en cuyo caso c lo habria respetado (es
una estrategia comtin el no bloquear las fichas tiradas por el compafiero de
equipo), asi que ¢ debi6 bloquear el 3 y seguir jugando a 0. Dado que los
extremos libres en ese momento eran 3 y 6, y que la ficha ya estaba
sobre la mesa, la tinica forma en que ¢ podia bloquear el 3 y seguir en 0
era jugando la ficha ; si no lo hizo entonces es muy probable que él
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no tenga dicha ficha. Pero d tampoco la tiene (pasé siendo 0 uno de los
extremos libres), y a sabe que él mismo no la tiene, por lo que para él tenfa
que ser casi seguro que la ficha estaba en manos de b.

Como se puede observar, este tipo de razonamiento ests basado no so-
lamente en el conocimiento de @ acerca de la distribucién de las fichas y
el historial de acciones de la partida, sino también en las estrategias en el
dominé que €l conoce y las estrategias que él sabe que ¢ conoce. En este
momento, el modelo seméntico de LDEp tan solo puede describir cono-
cimiento definitivo. Por lo tanto no hay forma de expresar conocimiento
acerca de estrategias y cémo este conocimiento influye en la forma en que
cada accion afecta el conocimiento de cada jugador. En el péarrafo anterior,
el conocimiento de a se modifica no solo por la accién realizada, sino por
el conocimiento que €l tiene acerca de estrategias y el conocimiento que €1
tiene acerca de las estrategias que conoce c.

Notese ademds que el razonamiento que debi6 utilizar g es distinto al
utilizado anteriormente. Cuando d pasé siendo 0 y 6 los extremos libres en
la mesa, a dedujo que d no tenfa 0 ni 6 porque una de las reglas del juego
establece que “un jugador pasa si y solo si no tiene ficha que coincida con
alguno delos extremos libres en la mesa”. Por otro lado, cuando a infiere que
es casi seguro que b tiene no esta aplicando una regla; estd generando
una hipétesis mediante la cual puede justificar el comportamiento (la accion
realizada) de c. Esta hip6tesis (b tiene ) puede justificar lo que a ha
observado, pero no es la tinica hipétesis que puede hacerlo; tal vez ¢ no
conoce la estrategia de continuar con el niimero que inici6, tal vez supuso
que fuea quien colocé la ficha o tal vez simplemente ¢ no quiso tirar {03}
Este proceso de generar hipétesis que justifiquen nuestras observaciones es
usualmente llamado razonamiento abductivo.

Con el lenguaje LDEp tampoco es posible describir conocimiento histé-
rico. Pudo haber sucedido que 2 y ¢ hubieran formado equipo desde mucho
tiempo atrés, y tal vez a sabfa por su conocimiento de las partidas anterio-
res (conocimiento histérico) que generalmente ¢ no repite el nimero que
comenz¢ tirando. Es entonces posible que 2 generalizara esta observacién
y supusiera entonces quie ¢ nunca repite el niimero que comenz6 a jugar.
Con este conocimiento adicional, 2 no puede estar tan seguro que 4 tie-
ne Este proceso de generalizar observaciones para hacer predicciones
de comportamiento futuro es usualmente llamado razonamiento inductivo.
Nos gustarfa entender las diferentes formas en que estos tres tipos de ra-
zonamiento (deduccién, abduccién e induccién) interactian durante una
partida.




Bibliografia

[BMS99]

[dB00]

[Dru02]

[FHMV95]

[Ger99]

[GGY7]

[GS00]

[Hin62]

Alexandru Baltag, Lawrence S. Moss, and Slawomir Solecki.
The logic of public announcements, common knowledge and
private suspicious. Technical Report SEN-R9922, CWI, Ams-
terdam, 1999,

Boudewijn P. de Bruin. Modeling knowledge in games, topol-
ogy and logic. Master’s thesis, Institute for Logic, Language
and Computation (University of Amsterdam), 2000.

Sjoerd Druiven. Knowledge development in games of imper-
fect information. Master’s thesis, Institute for Knowledge and
Agent Technology (University Maastricht) & Artificial Intelli-
gence (University of Groningen), 2002.

Ronald Fagin, Joseph Y. Halpern, Yoram Moses, and Moshe Y.
Vardi. Reasoning about knowledge. The MIT Press, 1995.

Jelle Douwe Gerbrandy. Bisimulations on Planet Kripke. PhD
thesis, Institute for Logic, Language and Computation (Uni-
versity of Amsterdam), 1999.

Jelle Douwe Gerbrandy and Willem Groeneveld. Reasoning
about information change. Journal of Logic, Language, and In-
formation, 6:147-196, 1997.

José Luis Gonzdlez Sanz. El arte del domind. Editorial
Paidotribo, 2000.

Jaakko Hintikka. Knowledge and Belief. Ithaca, N.Y. Cornell
University Press, 1962.




114

BIBLIOGRAFiA

[Koo03]
[Kri63}

[Mor94]

[Sch01]

Barteld P. Kooi. Knowledge, chance, and change. PhD thesis,
Institute for Logic, Language and Computation (University of
Amsterdam), 2003.

Saul A. Kripke. Semantical analysis of modal logic i. normal
modal propositional calculi. Zeitschrift fiir Mathematische Logik
und Grundlagen der Mathematik, 9:67-96, 1963.

Peter Morris. Introduction to Game Theory. Springer-Verlag,
1994.

Erik Schwarz. An instance of a complete communication cycle
within co-operative games: the case of domino. No publicado,
2001.

[VBDVE*01] Johan van Benthem, Paul Dekker, Jan van Eijk, Maarten de Ri-

[vD0Q]

[Vel96]
[vNM44]

[VQHQO5]

[VQHQO6]

jke, and Yve Venema. Logic in action. Institute for Logic,
Language and Computation (University of Amsterdam), 2001.

Hans Pieter van Ditmarsch. Knowledge games. PhD thesis,
Institute for Logic, Language and Computation (University of
Amsterdam), 2000.

Frank Veliman. Defaults in update semantics. Journal of Philo-
sophical Logic, 25:221-261, 1996.

John von Neumann and Oskar Morgenstern. Theory of Games
and Economic Behavior. Princenton University Press, 1944.

Fernando Raymundo Veldzquez-Quesada and Francisco
Herndndez-Quiroz. A logical language for dominoes. Ac-
cepted as a short paper for the 12th International Conference
on Logic for Programming Artificial Intelligence and Reasomng
(LPAR), Montego Bay, Jamaica, 2005.

Fernando Raymundo Veldzquez-Quesada and Francisco
Hernandez-Quiroz. Some semantics for a logical language for
the game of dominoes. Accepted at the IASTED International
Conference on Artificial Intelligence and Applications, Innsbruck,
Austria, 2006.




