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Prélogo

Con rigor sin buscar lo fécil, pero sin renunciar por ello a la claridad asociada al
conocimiento auténtico, la tesis pretende facilitar a los lectores el acceso a ese mundo de
las algebras de Lie.

El titulo, La descomposicién en espacios de raices de una &lgebra de Lie semisimple,
merece una aclaracién por cuanto, como es légico, no pretende esta modesta tesis ser una
introduccién, ni mucho menos, a la teoria de dlgebras de Lie. Esto es evidente, y por el
propio indice se observa que, entre otras carencias, sélo contiene algunos apuntes de la
Teoria de Algebras de Lie.

Existen en la literatura matemadtica tratados ya clisicos de las algebras de Lie suma-
mente completos, excelentemente escritos, aunque escasean, sin embargo, en el idioma
espafiol. Queremos dejar constancia de la deuda que esta tesis tiene con todos ellos v,
muy especialmente, con los espléndidos libros de Jumpreys y Bauerle.

Agradecimientos. Deseo agradecer al Dr. Félix Recillas el tiempo y esfuerzo que me
ha brindado y me sigue brindando para la elaboracién y conclusién de ésta tesis, conjun-
tamente para la conclusién de mis estudios y debido al talento de tan singular persona;
esta tesis tiene su razén de ser y de existir en el mundo matematico.

De igual manera agradesco a los sinodales su tiempo y talento empleado en la revisién y
correccién de la tesis, asi como sus sugerencias hechas para mejorarla y pido una disculpa
especial al Dr. Rafael Villarroel por escribir mal su nombre. De igual forma agradesco
al Dr. Oscar Palmas, Dr. Santigo Lépez de Medrano, Dr. Alberto Barajas, Dr. Max
Neumann, Dr. Carlos Prieto por los conocimientos y la cultura que me brindarén y es-
pero que me sigan brindando y por dltimo a Leonardo Espinoza por su valiosa ayuda a
la hora de resolver mis dudas sobre latex, pues de otra manera habria tardado mas en la
impresién de la tesis.

Agradesco especialmente a mi familia: hermanos y hermanas todo el apoyo economico,
espiritual e intelectual que me han dado y que sé que me seguirdn dando pase lo que
pase y muy especialmente a mi Madre, ese ser tan noble y trabajador, a quien tantos
quebrantos le he ocasionado con mi forma de proceder y de pensar, y, sin quien yo no
tendria razén de ser ni de existir en éste bello evento pasajero llamado vida; si hubiese
una forma de remediar el daho causado sirva aunque sea en lo minimo para tal fin, éste



- Pr6LOGO

sencillo agradecimiento. De igual forma agradesco a mi esposa, su tiempo, paciencia y
trabajo que ha brindadome en estos tres afios de compartir dia a dia la alegria de vivir.

Quiero agradecer a los cuates de la Primaria: Juan David, el chino, Eleazar y los que
falten; de la Secu: al camarén, Werner, leti, Lazaro, Pablo, las dos patys, meche, gordillo,
Verdejo, Hector, Julio, tecalero, Mota y los que falten; del Bachiburros: al lalo, al enano,
Luis, Onofre, Gisela y los que falten; de la Fac: al jim, Ana, germoto, anafre, nenuco,
josefitas, josé fisico, camajan, bambino, Hugo, Renato, Cesar, la funda, andy, zapato,
rodas, chuchin, Hector, Pedro, chava, lulu y los que falten; del Instituto: Galo, Miguel,
José, Preisser, Tona, Daniel, Paulina, Grecia, Abraham, Pietra, Octavio, Selene, Paulo,
Pepe y los que falten; los cuates de la cuadra: guacha, satanas, vale, codigo, cejas, charly,
patas, Alvaro, lengo, cheche, rale, fitos, lalo, rica, vaner, espanky, tanque y los que falten:
a mis sobrinos y primos por todo el desmadre que he echado en su grata compaiiia.




Introduccion

El capitulo uno es un resumen sobre nociones bésicas y algunos ejemplos de las dlgebras
de Lie. En la seccién 1.1 comenzamos con la definicion de una &lgebra de Lie L. En la
seccién 1.2 damos la definicién de un ideal I de una dlgebra de Lie L. Las definiciones
anteriores son ilustradas por las llamadas dlgebras de Lie lineales, es decir, dlgebras de
Lie cuyos elementos son operadores lineales o matrices. En la seccién 1.2 se da la con-
struccién de la dlgebra de Lie cociente, el concepto de homomorfismo para algebras de Lie
y varios conceptos mds son introducidos, a saber, algebra de Lie simple, el conmutador, el
nornalizador, el centralizador, el centro y la representacién adjunta de una algebra de Lie.
En la seccidén 1.3 dos tipos de dlgebras de Lie son estudiadas; las algebras de Lie solubles
y nilpotentes. Ambas clases de algebras son caracterizadas por una sucesién de ideales,
los cuales son construidos apartir de la dlgebra de Lie misma. El prototipo de las 4lgebras
de Lie solubles es la algebra de Lie de las matrices cuadradas de n x n triangulares supe-
riores, es decir, las matrices con ceros abajo de la diagonal. El prototipo de las algebras
de Lie nilpotentes es la dlgebra de Lie de las matrices cuadradas de n x n triangulares
estrictamente superiores y se da la definicion de dlgebra de Lie semisimple. La seccion 1.3
finaliza con la demostracién del teorema de Engel que es un criterio para la nilpotencia.
En el transcurso del capitulo uno se puede hacer el siguiente diagrama ilustrativo

( Algebras de Lie B

Semisimples

Nilpotentes

Abelianas

FiGURA 1. Varios tipos de algebras de Lie

En el capitulo dos se habla esencialmente sobre propiedades de las &lgebras de Lie
semisimples. En la seccién 2.1 se demuestra el teorema de Lie que es un criterio para
que una &lgebra de Lie L sea soluble; como de igual manera lo es el criterio de Cartan
. En esta misma seccion se da la descomposicion de Jordan-Chevalley que nos dice que
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todo operador lineal se descompone nivocamente como la suma de dos operadores con-
mutativos, uno es diagonalizable y el otro es nilpotente. La parte importante de esto
es la conmutatividad. Esta descomposicién juega un papel muy importante en la teoria
estructural de las algebras de Lie semisimples y por tltimo se da la definicién de una
derivacion. En la seccién 2.2 definimos la forma de Killing, damos un ejemplo y se prueba
que la algebra de Lie lineal sl(k + 1, F) es semisimple.

En el capitulo tres se tratan esencialmente las representaciones y las descomposicién en
espacios de raices de una élgebra de Lie L. En la seccién 3.1 se da la definicién de médulo
y se indica la manera en la cual un médulo puede ser visto como una representacién, de
igual forma se define lo que es un maédulo irreducible, completamente reducible, una repre-
sentacion fiel, el elemento casimiry el lema de Schur para una representacién irreducible.
Se finaliza la seccién demostrando el gran teorema de Weyl sobre reducibilidad completa,
para represntaciones de dimension finita de una dlgebra de Lie semisimple. La seccién
3.2 contiene en forma detallada las representaciones de dimensién finita de la dlgebra
de Lie simple sl(2, F'). Kstas representaciones son centrales en la teorfa estructural de
las algebras de Lie simples. finalmente en la seccién 3.3 se argumenta la existencia de
subélgebras torales distintas de cero en una dlgebra de Lie semisimple, se prueban que son
abelianas e introducimos la nocién de rafz de una dlgebra de Lie semisimple; discutimos
la descomposicién en espacios de raices de una dlgebra de Lie semisimple y establecemos
un isomorfismo natural entre la subdlgebra toral H y su dual H*.

En la seccion 4.1 del capitulo cuatro consideramos en mas detalle las propiedades de las
raices y probamos que toda raiz @ es asociada a una subélgebra tridimensional de L;
siendo ésta subdlgebra isomorfa a s(2, F'). En la seccién 4.2 probamos que las raices de
una dlgebra de Lie semisimple son no-degeneradas, es decir, los espacios de raices son
subdlgebras de dimensién uno de L. Ademds de esto aplicamos la teorfa de representa-
ciones de sl(2, F) a la llamada cadena de raices; esto nos lleva al resultado importante
de que §(h,) para raices 3 con elementos especiales h, € H son enteros. En la seccién
4.3 definimos usando la forma de Killing, una forma bilineal no-degenerada sobre el es-
pacio [{*. Introducimos el R-generado E de el sistema de rafces ® y demostramos que
la restriccién a £ de la forma bilineal sobre H* es no-degenerada y definida positiva, es
decir, es un producto interior. Finalmente ilustramos algunos de los resultados obtenidos
en éste capitulo, considerando su forma explicita para la dlgebra de Lie sl(k+1,F) enla
Ultima seccién.




CAPITULO 1

CONCEPTOS BASICOS

1. Algebra de Lie

La definicién de una dlgebra de Lie L consiste esencialmente de dos partes que se
refieren a su estructura. En primer lugar una algebra de Lie L es un espacio vectorial
sobre un campoF’; aqui consideramos dicho espacio vectorial como el espacio vectorial de
las trasformaciones lineales, y en segundo lugar se define sobre L una operacién binaria
particular, denotada por [—, —] y llamada el corchete de Lie.

DEFINICION 1.1. Un espacio vectorial L sobre un campo F, con una operacién binaria
[-,—]:LxL—L
definida por la correspondencia
(X,Y) [X,Y]

y llamado el corchete de Lie o el conmutador de X con Y'; es llamado una dlgebra de Lie
sobre F' si satisface los siguientes axiomas:

L1) La operacién corchete de Lie es bilineal, es decir,

[aXl + ﬁX%y] = CI[Xl, Y] + }B[XQ: Y]y[Xa aYl + ﬁ}/Q] = a[X: Yl] + ﬁ[X: )/2]
[2) [X,X] =0 paratodo X € L
L3) [X,[Y,Z]] + [Y,[Z,X]] + [Z,[X,Y]] =0 paratodo X,Y,Z € L. A ésta igualdad
se le llama la identidad de Jocobi.

De la definicién anterior se tiene que una dlgebra de Lie L es llamada abeliana si
[z,y] = 0 para toda z e y en L.

DEFINICION 1.2. Un subespacio K de una dlgebra de Lie L es llamado una subdlgebra
de Lie de L, si satisface que [X,Y] € K para todo X,Y en K

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre F, denotemos por End{(V) el
conjunto de todas las transformaciones lineales f : V — V. Entonces se tiene que
End(V') es un espacio vectorial de dimensién finita sobre F' y ademds es un anillo relativo
a la operacidn usual del producto, en este caso la composicién de funciones. Definamos
una nueva operacién [z, y] = zy — yz, llamada el corchete de  con y. Con ésta operacién
End(V) se convicrte en una &lgebra de Lie sobre F. Para distinguir la nueva estructura
algebraica de la anterior que tenia, escribimos gl(V') en lugar de escribir End(V) vista como
una algebra de Lie, vy la llamamos el dlgebra lineal general porque ésta esta fuertemente
ligada con el grupo lineal general GL{V') consistente de todos los endomorfismos invertibles
de V.
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2. Ideales y homomorfismos en Algebras de Lie

DEFINICION 1.3. Un subespacio I de una élgebra de Lie L es Hamado un ideal derecho
de L si cumple que dado Y en I y X en L se implica que [X,Y] € I para todoe X en L.

Analégamente se puede definir un ideal izquierdo y consecuentemente un ideal que
sea derecho e izquierdo se llama ideal bilateral. Para las dlgebras de Lie es posible definir
ideales bilaterales y en lo sucesivo nos referiremos a ellos sélo como ideales.

PROPOSICION 1.4. Si I y J son ideales de una dlgebra de Lie L, entonces
a) I+J={X+Y |XelYelJ}
b) [, J] = {3 i[X:, Y] | Xs € LY, € J}

son ideales.

Demostracién. La demostracién es como sigue.

a)BeaYen(I+J)talqueY =5+ T, conSenlyTenJyseaX en L, esto
implica que
[X.Y]=XY -YX =X(S+T)— (S+T)X = XS+ XT - SX - TX

= XS—SX+XT— XT = [X, 8]+ [X,T]
Como S estd en [ esto implica que [X, S] € T y analégamente [X,T] € J, lo cual
implica que [X, S| + [X,T] € (I + J), lo que a su vez implica que
X, Y)=[X,S+T]=[X,8]+[X,T) € (I +J)

con lo cual concluimos que [X, Y] € (I+.J) y por lo tanto que (I +J) es un ideal.

b) Sea Zen L,seay . , X;Y; en [I, J], tomando en cuenta la bilinealidad del corchete
de Lie y asociando términos tenemos lo siguiente:

[ZZX“Y] ZZXY] Z{ZXY) (XY Z}

—ZZ(XY)—-ZXYZ ZZX)Y ZX (Y:Z)
1 =1 =1 i=1

como (ZX;) estd en [ y Y; estd en J, se obtiene que > . (ZX;)Y; € [, J]. Analégamente
se tiene que ) ., X;(Y;Z) € [I, J], con lo que se obtiene lo siguiente

23 xw] = S-S xma <,

i=1
por lo cual concluimos que [Z, 3", X;,Y;] € [I, J] y por lo tanto que [I, J] es un ideal. MW

Eligiendo una base en V' se puede establecer un isomorfismo entre la dlgebra de Lie
gl(V) y la dlgebra gl(n, F') = gl(n) de todas las matrices cuadradas de n x n, a la dlgebra
sl(n, F) se le dota de un producto y de un corchete de Lie similar al de gl(V) para que
sea también una algebra de Lie. Algunas subdlgebras de gl(n, F) y que por lo tanto son
algebras de Lie son las siguientes:

(1) El conjunto de matrices triangulares superiores definidas por t(n, F) = {A €
gl{n) |ay; =0 si i>j}.
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(2) Elconjunto de matrices triangulares superiores estrictamente definidas por n(n, F) =

{Acgi(n)|ay;=0 st i<j}.

(3) El conjunto de matrices diagonales definidas por ?(n, F) = {A € gl(n) | a;; =
0 st 1#£ 35}

(4) Consideremos el conjunto de matrices dadas por sl(n, F) = {A € gl(n) | Tr A =
0}. Este conjunto es llamado la dlgebra lineal especial.

El espacio euclideano R? dotado con el corchete de Lie [—, —], el cual es dado por [r,y] =
z Xy, para = e y en R® se convierte en una algebra de Lie.

Notemos que n(n, F) es una subdlgebra de t(n, F'} y por lo tanto es un ideal en t(n, F),
es decir, [t(n, F),n(n, F)] C n(n, F)

DEFINICION 1.5. Sea L una dlgebra de Lie tal que los tinicos ideales de L son el cero
y L misma, y si ademés [L, L] # 0 entonces decimos que L es una élgebra de Lie simple.

La slgebra de Lie sl(n, F') = sl(n) es simple. Usualmente se ponen=+k+1conk 21
y se denota sl(n) por sl(k + 1, F).

DEFINICION 1.6. Sean M y N dos subconjuntos de L los cuales no necesariamente
son subespacios. Entonces el conmutador [M, N] de M y N es definido como el generado
lineal de el conjunto de elementos de la forma [z,y] con z € M y y € N, es decir,

M N]:={z€L|z=) aylw,yl @y € L ay € F}

La dlgebra derivada de una dlgebra de Lie L, definida por L' := [L, L] es un caso
particular de el conmutador de L y es un ideal en L. En efecto, la algebra derivada
es por definicién un subespacio de L. Entonces como L' C L tenemos que [L', L] C
[L,L] = L'. Entonces L' es una subélgebra de L y como L' := [L, L] esto implica que
[L,LY] C [L, L] = L', es decir, se tiene que [L, L'] C L' y por lo tanto L' es un ideal.
Notemos que para una algebra de Lie abeliana se tiene L' = [L, L] = 0, un ejenplo de
esto es la dlgebra de matrices diagonales d(n, F).

También se tiene que para una algebra de Lie simple L la 4lgebra derivada L! es igual a
L, en otras palabras, L' = [L, L] = L y asi es en efecto, pues la dlgebra derivada L' es
un ideal en L y como L es simple implica que L! es un ideal trivial y sélo tenemos dos
alternativas o L' = 0 o L! = L. La primera alternativa no se tiene pues L no es abeliana
y por lo tanto se tiene L' = L.

Consideremos una subélgebra K de una algebra de Lie L, esto implica que K es un ideal
trivial de K y entonces puede pasar que L contenga una subalgebra mayor en la cual K
es un ideal propio. Esto se formaliza en la siguiente definicion.

DEFINICION 1.7. El normalizador de una subalgebra K de L es definido por
Ny(K)={zeL|[z,K] C K}
Si K = Ny (K), llamamos a K aute-normalizador.

El normalizador es una subélgebra de L y es la mayor subalgebra en la que K es un
ideal. Por ejemplo las subdlgebras t(n) y 9(n) son auto-normalizadoras en la dlgebra lineal
general gi(n).
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DEFINICION 1.8. El centralizador de un subconjunto X de L se define como
Co(X)={z € L|[z,X] =0}

DEFINICION 1.9. El centrtalizador C (L) de L misma es llamado el centro de la slgebra
de Lie L y se pone C(L) = Z(L), el cual es definido por

Z(L)={ze L|[z,2]=0 Vz € L}

Se tiene que Z(L) es un ideal abeliano en L.

Sea L una élgebra de Lie y supongamos que L tiene un ideal I distinto de cero, definimos
sobre L una relacién de equivalencia. Los clementos z e y en L son equivalentes si su
diferencia z — y vive en el ideal I. La equivalencia de los elementos z e y es denotada por
x ~ y. Teniendo una tal relacién de equivalencia, la dlgebra de Lie puede ser partida en
clases disjuntas de elementos mutuamente equivalentes. Estas clases son llamadas clases
de equivalencia. Mdas explicitamente, si z € L entonces definimos la clase T de elementos
equivalentes con x por

T={zellz~z}={zel|(z—2) cl}
Una notacién alternativa es

r+1=z mod [

il

xT
Notemos que
O0={z€l|(0-2) €l}=1
Debido a que I es un ideal podemos definir una estructura de slgebra de Lie sobre el
conjunto de clases de equivalencia. Sean ¥ y z dos clases de equivalencia, usando la
estructura lineal y el corchete de Lie en L definimos para o y 3 en el campo F las
combinaciones lineales de ¥ y T por

o + By = ax + [y
y el corchete de Lie de ¥ y 7 por
Z.7] =z,y] = [z,9] +1

Con las definiciones anteriores el conjunto de clases de equivalencia se convierte en una
algebra de Lie, lamada la dlgebra de Lie cociente.

DEFINICION 1.10. sean L y I lgebras de Lie sobre un mismo campo F
i) Una transformacién lineal

&:.L—I
se dice que es un homomorfismo si satisface que
(X, Y]) = [2(X), @(Y)] VX, Y e L.

ii) @ es llamado un morfismo inyectivo si el Ker ® = 0.
iii) ® es llamado un merfismo suprayectivo si la O = L.
iv) ® es llamadoe un isomorfismo si es inyectivo y suprayectivo a la vez.

Aqui S = I'm es la imagen del morfismo.

PROPOSICION 1.11. Se tiene lo siguiente
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1) 2
&L — L

es un homomorfismo de dlgebras de Lie, entonces L/ Ker® = S®. Si I es un
ideal incluido en el Ker @, entonces existe un wnico homomorfismo

V. L/ — I
que hace gue el siguiente diagrama conmute, donde 7 es el mapeo candnico de la

proyeccion

L—25 1

| A

LI

En otras palabras ® = Vo .

2) 83 Iy J son dos ideales de L tales que 1 C J, entonces J/I es un ideal de L/T
y ademds (L/1)/(1/1) es isomorfo a L/J, es decir, (L/T)/(J/I) = L/J.

3) 8i Iy J son dos ideales de L, entonces existe un isomorfismo natural entre

(I+ )/ J el/(INJ), es decir, (I+J)/J=1/(INJ).

Demaostracion. En efecto.

1) Consideremos la siguiente sucesién exacta corta

0— Ker & —— L — ke 2>

a) Sea X la clase de z, como 7 es un epimorfismo se tiene que existe z en L tal
que 7(z) = X, se define ¥(X) = ®(z). Supongamos que 7(z) = n(z') = X,
como w(z) = m(x') se tiene que w(x) — w(z’) = 0 con lo cual se obtiene que
m(x—1z') = 0, lo que implica que = — z’ pertenece al Kerm = §f por ser una
sucesién exacta, por lo tanto se obtiene que existe un elemento y en Kerw
tal que f{y) = « — z'; aplicando ¥ a f se obtiene lo siguiente

0= U(f(y) = U(z —2) = U(z) — ¥(z') = W(z) — V(z') = 0

Por lo tanto se tiene que ¥(z) = ¥(z) y se concluye que ¥ esta bien definida.
b) Supongamos que ¥(X) = 0 = ®(x) esto implica que ¥(X) = 0, con lo cual
se tiene que z ests en el Ker ® = Ker 7 v esto implica que X = n(z) = 0 por
lo cual concluimos que X = 0 y por lo tanto que ¥ es un morfismo inyectivo.
¢) Sea z en IP. Como z estd en la I® implica que existe un y en L tal que
®(y) = 2. Se define s = 7(y), entonces tenemos que ¥(w(y)) = ®(y) = z,
con lo cual concluimos que ¥ es un morfismo suprayectivo.
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d) Por definicion del producto de Lie en el dlgebra cociente y por definicién de
¥ se tiene que
Ker ¥([X + Ker ®,Y + Ker ®]) = ¥([X, Y] + Ker ®) = &[X, Y]
= [2(X), 2(Y)]
= [W(X + Ker @), (Y + Ker ®)]

con lo cual se demuestra que ¥ es un homomorfismo y por lo tanto que ¥
es un isomorfismo de algebras de Lie.
2) Tomando en cuenta que / C J C L, consideremos las siguientes sucesiones
exactas cortas

0 0
0—s g J—" s J/I 0
idl 2 Y
0 I L = L/ 0
™ w2
g
L)J—=L/I/]J/IT
0 0

Para Y en L/J existe y en L tal que m(y) = Y entonces definimos g(Y) :=
7y o w(y) y hacemos la observacién de que ¥ o’ = w02

i) Sean Y y Y dos elementos de L/J tenemos por definicién que
9(Y) =mon(y)

g(Y') =m0 m(y')
suponiendo que y = ¥’ se tiene que y — v’ estd en el Kerm y calculando se
tiene que

mpodon'(y—y)=mon'(y—y) =0 puesw'(y —v) e L/I
myomorly —y) = m o n(y — y) => mp 0 m(y) — mp 0 w(y) = 0
de la nltima igualdad obtenemos que 73 o w(y) = my o w (), es decir,
g(YV)=mon(y)=g(Y)=mon(y) = g(¥)=g(Y")

lo cual demuestra que g esta bien definida.

ii) Supongamos que g(Y') = 0 = my o7 (y), lo anterior implica que myom(y) = 0,
es decir que, m(y) estd en el Kermy, = J/I y esto implica que y vive en J por
lo tanto ¥ = 0, lo cual demuestra que g es un morfismo inyectivo.

iii) Como g es la composicién de dos morfismos suprayectivos se tiene que g es
un morfismo suprayectivo. Por lo tanto tenemos que g es un isomorfismo.
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3) Consideremos las siguientes sucesiones exactas cortas

0—>IAJ———sT—2[/INnJT LI

1'1 13!h9h0W=w’01’

0 J I+J—r1+J/J—0

a) Sea x en I N J se tiene que
m et ouz) =n"od(z)=7'(z) =0
pues x esté en J y usando un teorema se tiene que
hor=n"ot
b) Sea yen I/INJ tal que h(y) = 0, puesto que 7 es un morfismo suprayectivo
existe un z en I tal que y = w(x). Supongamos que
0=h(y)=h(m(z)) =hon(z) =7'"0d(z) = 7'(x)

esto implica que x estd en J, de lo cual se deduce que z estd en TN J, lo
que a su vez implica que 7(x) = 0, por lo cual concluimos que y = 0 y por
lo tanto k es un morfismo inyectivo.

c) Sea z # 0 en (I + J)/J, es decir, z no estd en J, como 7’ es un morfismo
suprayectivo, implica que existe un ¢ en 7+.J tal que 7'(¢) = z, perot = r+s
cont en [ y s en J, entonces tenemos lo siguiente

dty=r'{r+s)=n'(")+7(s)=7(r) =7"t) =7'(r) =z

puesto que s estd en J se tiene que 7'(s) =0, con 7 en I y ademds ¢/(r) =r

implica que 7(r) estd en I/{I N .J), lo que implica que
hor(ry=a'od(r)=7a"(r)=7a'(t) ==z

Por lo tanto k es un morfismo suprayectivo v se concluye que h es un iso-

morfismo.
[ |

DEFINICION 1.12. Una representacion de una dlgebra de Lie L es un homomorfismo

de algebras de Lie ©
d: L — gl(V)

donde V es un espacio vectorial sobre un campo F y gl(V') es el conjunto de endomorfismos
de V, es decir, gl(V) = {f : V — V| fes lineal}
Por ejemplo sea L una algebra de Lie y sea
d: L-— gl(F™)
donde ® = Id, entonces (F™, 1d) es una representacién de L.
Sea. el siguiente mapeo

ady : L — L
definido por la correspondencia
Y — adx(Y) = [X,Y]
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si X estd en L, ady es un endomorfismo de L.
PROPOSICION 1.13. Consideremos el siguiente mapeo

ad : L — gl(V)

definide por la correspondencia
X r— ad(X) = ady

donde

adx(Y) = [X,Y]

entonces el mapeo ad es una representacion, llamada la representacion adjunta de L.

Demostracion. En efecto.

i) Que ad es una transformacion lineal es inmediato, pues el corchete de Lie es
bilineal.

ii) Teniendo encuenta la identidad de Jacobi en la segunda igualdad y la antisimetria
del corchete de Lie en la tercera igualdad se tiene lo siguiente:

ad[X,Y|(Z) = adix v1(7) = [[X, Y], Z] = [X, [V, Z]) + [, [Z, X))

=[X,[Y, Z]] - [\, [X, Z]] = adx([Y, Z]) — ady([X, Z))

= ady ady(Z) — ady adx(Z) = (adx ady — ady adx)(Z)

= [adx, ady)(Z) = [ad(X), ad(¥)](2)
lo anterior implica que

ad[X, Y](Z) = [ad(X), ad(¥)}(2)

y por lo tanto que ad es un homomorfismo. Con lo cual concluimos que ad es una
representacion. |

3. Algebras de Lie solubles y nilpotentes
Se define una sucesién de ideales de L; llamada la serie derivada de L, por
LO =1 [ = [L, L), L® = [LW LW, .. L® = [L6-V, LG-D)]
tal que L™ es un ideal de L y ademés satisfacen que
Lo>IMos. . oL@

DEFINICION 1.14. Se dice que la dlgebra de Lie L es soluble si L™ = () para alguna
n € N.

Toda algebra de Lie solub]e L # 0 tiene un ideal abeliano I # 0. En verdad, para
L # 0 existe i € N tal que L&) = [LU-D LE-D] = 0y L1 £ 0, entonces LE Y es un
ideal abeliano en L. Como ejemplo tenemos que el prototipo de algebras solubles es el
conjunto de matrices triangulares superiores t(n).

DEFINICION 1.15. Una dlgebra de Lie L se llama semisimple si el tinico ideal soluble
que contiene es el ideal cero.
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Por un lado, en vista de la definicién se tiene que como el Z(L) es un ideal abeliano en
L, implica que para dlgebras de Lie semisimples el centro contiene s6lo al vector cero,en
otras palabras, se tiene que Z(L) = 0 y ademds de esto las dlgebras de Lie simples son
también semisimples.
Par otro lado, para algebras de Lie semisimples se tiene que L = ad(L). Este es un
resultado importante porque entonces uno puede estudiar las dlgebras de Lie semisimples
por medio de la representacion adjunta, en otra palabras, la representacion adjunta de
una algebra de Lie L semisimple es inyectiva. En efecto, mostremos que el mapeo

ad : z —— ad,

es biyectivo. Esto se logra mostrando que el kernel de ad contiene solo el elemento cero.

Notemos que
Ker(ad) = {z € L | ad, = 0}

Esto significa que z € Ker(ad) si y sélo si para toda y € L
0 = ad.(y) = [z, ]

esto pasa si y sélo si z € Z(L), entonces Ker(ad) coincide con el Z(L), es decir, Ker(ad) =
Z(L). Sabemos que Z(L) es un ideal abeliano en I y como L es semisimple implica que L
no tiene ideales abelianos distintos de cero, lo cual quiere decir que Ker(ad) = Z(L) =0y
la demostracién esta términada. Como una dlgebra de Lie simple es semisimple entonces
la representacién adjunta de una dlgebra de Lie simple también es inyectiva.

PROPOSICION 1.16. Sea L una dlgebra de Lie
1) Si L es soluble, entonces todas las subdlgebras de L son solubles y las imagenes

homomorficas de L son solubles.
2) Si I es un ideal soluble de L tal que L/T es soluble, entonces L misma es soluble.
8) 8i IJ son ideales solubles de L, entonces 1+J es un ideal soluble.

Para la demostracién se usaran los siguientes dos lemas.
LEMA 1.17. Sean A y B dos dlgebras de Lie. Si

| f.A— B

es un homomorfismo de dlgebras de Lie, entonces f(A™) C B,

Demostracién. Se hard por induccion sobre n.
Para n = 1 se cumple, pues f{A®M) ¢ BM por ser f un morfismo.
Supongamos que se vale para (n — 1). Por definicion de la serie derivada se tiene que

J(A") = f([A"D, APD])
y por ser f un homomorfismo tenemos que
FA™D, AR = [F(APD), f(AT=D)]
Tomando en cuenta la hipdtesis de induccidn, junto con lo anterior obtenemos lo siguiente
FLA®) = FA9, A = [f(A"0), f(ATD)] € [BY, B ) = B
Por lo tanto tenemos que f(A™) C B, |
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LEMA 1.18. Sean A,B y C dlgebras de Lie. Consideremos la siguiente sucesidén exacta
corta de dlgebras de Lie

0 AL-p 00—y

Entoces B es soluble si y sélo st A y C son solubles.

Demostracion. En efecto, tenemos lo siguiente.

=) Como B es soluble implica que existe una n tal que B™ = 0, esto implica por
el lema 1.17 que f(A™) = 0 y esto implica por ser f inyectiva que A™ = 0, con
lo cual concluimos que A es soluble.
Por ser g suprayectiva se tiene que g(B) = €, lo que implica que g(B™)) = ¢m),
la contencién del lema 1.17 es igualdad por ser g suprayectiva v como B es soluble
se tiene que m = n, lo que implica que C™ = 0 y por lo tanto que C es soluble.

<=) Como Ay C son solubles implica que existen 7 y s tales que A" = ¢y O} =0,
esto implica que

g(BY) = C® =0 = B® c Kerg = Sf = f(A) = B® ¢ f(AM™) =

Si m = 0 implica que Bls+r) — (B(s))r c f(A(T)) lo que implicaria que B+ =
y por lo tanto B es soluble.
|

Demostracién. (de 1.16)

1) De la definicién si K es una subdlgebra de L entonces se tiene que K ¢ L,
lo que implica que K < L%, como L es soluble implica que existe una n tal
que L™ = 0y como K™ ¢ L™ = ¢ implica que K™ = 0y por lo tanto K es
soluble, como K se eligio arbitrariamente lo anterior vale para toda subalgebra
de L.

Si
¢: L — M

es un morfismo suprayectivo por el lema 1.17 se tiene que ®(L®) = M@ la
igualdad se da por ser ¢ un morfismo suprayectivo. Como L es soluble implica
que existe una n tal que L™ = 0 y esto implica que

0=0(0) = B(LM) = M™ — M™ =0

Por lo tanto M es soluble v por lo tanto las imagenes homomorficas son solubles.
2) Sea la siguiente sucesién exacta corta

1

0 I L—=>LJI 0

Como 1 es soluble y (L/I) es soluble por hipdtesis, por el lema 1.18 se tiene que
L es soluble.
3) Sea la siguiente sucesién exacta corta

0——>1—>1+J] 1] 0
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Se ha demostrado en la proposicién 1.11 inciso 3) que (I + J)/I es isomorfo a
J/(INJ) el cual es soluble pues J es soluble, entonces tenemos la sucesién exacta

corta siguiente

h
0—I1—>1+J L 0

Por el lema 1.18 se tiene que (I + J) es un ideal soluble.
|

Como una aplicacién directa del inciso 3) obtenemos que toda dlgebra de Lie L debers
contener un unico ideal soluble maximo. En efecto, sea (L) el generado por todos los
ideales solubles de L. Puesto que L es de dimensién finita existe un nimero finito de
ideales solubles que generan a PR(L), en tonces su suma es un ideal soluble maximo.

DEFINICION 1.19. Al 1inico ideal soluble méiximo de L le llamaremos el radicel de L
y lo denotaremos por R(L).

Para una algebra de Lie L se puede dar una definicion alternativa de semisimplicidad,
a saber, una 4lgebra de Lie L es semisimple si y sélo si R(L) = 0. En efecto, primero
probaremos que (L) = 0 implica que L es semisimple. Asumamos que A # 0 es un
ideal abeliano en L entonces A es un ideal soluble y tenemos que 0 #* A C R(L) por la
definicién de RR(L) y esto contradice que J(L) = 0, entonces A = 0 y L es semisimple.
Ahora asumamos que R(L) # 0. Como PR(L) es soluble entonces existe en su serie
derivada un ideal R(L)*~! tal que

R(L) = [R(L) ™ R(L)]

De la igualdad anterior uno ve que R(L)"! # 0 es abeliano y esto contradice la semisim-
plicidad de L.

A una élgebra de Lie L le podemos asociar otra serie de ideales llamada la serie central
descendente la cual esta definida como:

=L L' =[L,0)=1" L*=[L,LY,...,L' = [L, ']

DEFINICION 1.20. Se dice que la dlgebra de Lie L es nilpotente si L™ = 0 para alguna
n € N.

Se tiene que cualquier dlgebra abeliana es nilpotente. También tenemos como ejemplo
que el prototipo de algebras nilpotentes es el conjunto de matrices triangulares superiores
estrictamente n(n). Ahora sea L # 0 y sea L* = 0, entonces tenemos que [L, L1} = 0
y L'~' # 0. Esto significa que L'"! es un ideal abeliano en L, entonces cada dlgebra de
Lie nilpotente L # 0 contiene un ideal abeliano distinto de cero. Ademés de esto tenemos
de la definicién de una élgebra de Lie semisimple que las algebras de Lie nilpotentes no
son semisimples y que para dlgebras de Lie nilpotentes el operador ad, es nilpotente para
toda z € L. En efecto, recordemos que un operador A es llamado nilpotente si A™ = (
para alguna r € N.Entonces aplicando el operador ad, k veces a un elemento arbitrario y
de L v de la definicién de ad, se tiene

(ade)*(y) = (ade)* 'z, 9] = (ade)* *[, [2,9]] = [z, [, . 9], ] € L
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como L¥ = 0 para alguna k obtenemos que (ad,)*(y) = 0 para toda y € L y consecuente-
mente existe k € N tal que (ad;)* = 0 y por lo tanto ad, es nilpotente para toda z € L.
Con esto hemos visto que si L es nilpotente entonces los elementos de L son ad-nilpotentes,
mas adelante se ve que la inversa es cierta y esto lleva al teorema de Engel.

PROPOSICION 1.21. Sea L una dlgebra de Lie

1) Si L es nilpotente, entonces todas las subdlgebras de L son nilpotentes y las
imagenes homomorficas de L son nilpotentes.

2) Si L/Z(L) es nilpotente, entonces L misma es nilpotente.

3) Si L es nilpotente, entonces Z(L) # 0.

Para la demostracién se usaran los siguientes dos lemas.

LEMA 1.22. Sean L y N dos dlgebras de Lie. Si f es un homomorfismo de dlgebras de
Lie
f:L— N

entonces f(L™) C N*

Demostracion. Se hard por induccién sobre n.
Para n = 1 se cumple, pues f(L') C N! por ser f un morfismo.
Supongamos que se vale para (n — 1). Por definicién de la serie central decendente se

tiene que
7UI") = £(IL, )
y por ser f un homomorfismo tenemos que
FAL, L) = [f(L), S(L™7]
Tomando en cuenta la hipétesis de induccién, junto con lo anterior obtenemos lo siguiente
FLY) = F(L, L") = [F(L), fF(L" '] € [N, N"!] =: N"
Por lo tanto tenemos que f(L"} C N". [

LeEMA 1.23. sean L,M y N dlgebras de Lie. Consideremos la siguiente sucesion ezacta
corta de dlgebras de Lie

00— —To e N—>0

Eintoces M es nilpotente si y sélo si L y N son nilpotentes.

Demostracion. Tenemos lo siguiente.

=) Como M es nilpotente implica que existe una n tal que M™ = 0, esto implica por
el lema 1.22 que f(L™) = 0 y esto implica que L™ C Ker f y por ser f inyectiva
se tiene que L™ = 0, con lo cual concluimos que L es nilpotente.
Por ser g suprayectiva se tiene que g(M)} = N, lo que implica que g(M?®) = N*,
la contencion del lema 1.22 es igualdad por ser g suprayectiva y como M es
nilpotente se tiene que s = n, lo que implica que N™ = 0 y por lo tanto que N
es nilpotente.
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<=) Como L y N son nilpotentes implica que existen p y g tales que L? = 0y N9 = (,
esto implica que
gMN=NI=0= MICKerg=Sf=f(L)=—= M C f(L*) =0
si s = p implica que M9*? = (M9)? C f(L?) =0, lo que implica que M9*? = y
por lo tanto M es nilpotente.
|

Demostracién. (de 1.21)

1) Sea K una subdlgebra de L entonces se tiene que K C L, lo que implica que
K' C L', como L es nilpotente implica que existe una n tal que L™ = 0 y como
K™ C L™ =0, implica que K™ =0 y por lo tanto K es nilpotente.

Si
. L — M

es un morfismo suprayectivo, por el lema 1.22 se tiene que ®(L') = M*. Como L
es nilpotente implica que existe una n tal que L™ = 0 y esto implica que

0=&(0) =d(L") = M" = M" =0

Por lo tanto M es nilpotente.
2) Sea la siguiente sucesién exacta corta

0— Z(L) >~ —>L/Z(L) —>

Por el regreso del lema 1.23 se tiene que L es nilpotente.
3) Sea la siguiente sucesién exacta corta
0— Z(L) > [ —% L/Z(L) —>0

Por la ida del lema 1.23 se tiene que Z(L) es nilpotente, es decir, existe una n
tal que Z(L)* = 0, lo cual implica que Z(L)*"! # 0 y por lo tanto Z(L) # 0
|

DEFINICION 1.24. sea L una &lgebra de Lie y x en L, decimos que z es ad-nilpotente
si ad; es un endomorfismo nilpotente, es decir, (ad;)™ = 0 para alguna n en N.

Por ejemplo para la base de la dlgebra de Lie sl{2, F') dada por

(01 _[00y ,_(1 0
TTlw o) YT o) "T 0 -1
se tiene que los elementos y y z en s[(2, F') son ad-nilpotentes, pues (ad,)® = (ad,)* =0

LEMA 1.25. sea z en gi(V') un endomorfismo nilpotente entonces ad, tdmbien es nilpo-
tente.
Demostracion. Asociamos a x dos endomorfismos de EndV = gl(V), la traslacién

izquierda y la traslacién derecha, a saber A;{y) = zy y p-(y) = yz respectivamente las
cuales son nilpotentes. En efecto, tomando en cuenta que z es nilpotente, se tiene que

el))™ = (z)" = 2" = 0.y" = 0 = (A)" 0.
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Analogamente se tiene que (p,)" = 0 y por lo tanto que A; y p, son nilpotentes.
Se tiene que A; y p; conmutan. En efecto, evaluando tenemos lo siguiente

pzde(y) = pz(zY) = Ty = A2(y2) = Aepe(y) = P2 Ae(y) = dapa(y)

de lo cual concluimos que A; y p. conmutan. Se sabe que en cualquier anillo la suma o
diferencia de dos nilpotentes que conmutan es otra vez un nilpotente, en particular agui
el anillo es End(End(V)). En efecto sea R un anillo con ¢ y s elementos nilpotentes en
el anillo tal que st = ts. Como s es nilpotente implica que existe una n tal que s* = 0,
analogamente existe una m tal que t™ = 0 con n # m.
Por el binomic de Newton y tomando encuenta que s y ¢ son nilpotentes, se tiene que

q

-0 =3 (1) es)

i=1
lo cual es cero para ¢ 2 m +n. Por lo tanto (s —t) es nilpotente. Analégamente (s + )
es nilpotente. Al evaluar (A, — p.) tenemos lo siguiente

(Ae — p2) (W) = Ae(y) — p — 2(y) = 2y — yz = [z,9] = ad.(y)
y llegamos a que
ad, = A, — o,
como A, y p son nilpotentes, se tiene que (A, — p,) es un elemento nilpotente y por lo
atanto ad, es nilpotente. |

El inverso de este lema no es cierto. Por ejemplo si tomamos el operador identidad 1
en gl(V'), se tiene que este operador es ad-nilpotente pues ady(z) = [1,z] =1.x— 2.1 =0
pero el operador identidad 1 no es nilpotente.

TEOREMA 1.26. Sea L una subdlgebra de gl(V'), con V de dimensién finita. Si L
consiste de endomorfismos nilpotentes y V # 0, entonces existe un vector v # 0 en V,
con eigenvalor cero para todos los endomorfismos x € L, es decir, que Lo =0-v = 0.

Demostracién. Se usara induccion sobre la dimension de L. Sea n = dimL <
dimV < oo. Si dim L = 1 implica que existe un endomorfismo nilpotente z
z:V—V
tal que z tiene almenos un eigenvector u correspondiente a su unico eigenvalor 0, es decir,
zu=Au Yy A=s0=zu=0-u=0=zu=0
por Jo tanto para dim L = 1 se cumple, supongamos que se cumple para dim L €< n — 1.
Sea K # L cualquier subdlgebra de L. Por el lema 1.25 K actua, via el ad, como una

dlgebra de Lie de transformaciones lineales nilpotentes sobre el espacio vectorial L, es
decir,

ad : K — gl(L)
definido por la regla de correspondencia siguiente

z +— ad(z) = ad,

donde
ad, : L — L
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con regla de correspondencia

y — ad,(y) = [z, ]
Por lo anterior tambien actua de igual manera sobre L/K es decir,

ad : K — gl(L/K)
definida por la regla de correspondencia

z +— ad(z) = ad,

donde

ad, : L/IK — L/K
definido por la regla

¥+— ad.(y) = [z,4]
Como la dim K < dim L, la hipotesis de induccidn garantiza la existencia de un vector
7=z+ K # K en L/K, anulado por la imagen de K en gl(L/K), es decir,

ad: K — gl{L/K)
tal que

r— ad(z) = ad:(¥) = [z,9] = 0
De este modo tenemos justamente que [z,y] esta en K, para todo y en K, considerando
que = no esta en K. En otras palabras, K esta propiamente incluido en el normalizador
de K en L, es decir,
KCN(K)={zxelL|[z,K]CK}

Ahora tomamos a K como una subélgebra propia maximal de L. Con el argumento
anterior se tiene que K C NL(K) y ello fuerza a que Ny (K) = L y como Ny (K) es la
mayor subalgebra de L que contiene a K como un ideal, se concluye que K es un ideal de
L.
Sea J una subalgebra de L/K y m la proyeccién candénica

m:L— L/K

Si la dim(L/K) fuera mayor que uno, entonces la imagen inversa m1(J) en L de una
subélgebra de dimensién uno .JJ de L/ K, la cual siempre existe, deberia ser una subdlgebra
propia de L que contiene propiamente a K, es decir K € 7~ %(J), lo cual es una con-
tradiccién porque K es maximal en L, por consiguiente K tiene codimension uno. Esto
nos permite escribir L = K + Fz para toda z en (L — K).

Por hipotesis de induccién se tiene que el conjunto

W={veV|Kv)=0}CV
es distinto del vacio. Puesto que K es un ideal de L, implica que W es estable bajo L:
L:V—V=LW)=W
Ahora si x esta en L, y estd en K y w esta en W, se obtiene lo siguiente
vr(w) = ay(w) — zy(w) + yr(w) = zy(w) — (zy(w) — yz(w)) =
zy(w) — (zy — yr)(w) = zy(w) — [z, y)(w) = 0
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Sabiendo que zy esta en Ly que yz junto con [z, y] estan en K por ser K un ideal, elegimos
z = yz en (L — K) como arriva, asf el endomorfismo nilpotente z, actuando ahora sobre el
subespacio W tiene un eigenvector, es decir v # 0 en W para el cual z.v = 0. Finalmente
tenemos que

Lv=Kv+2zv=0+0=0= Lv=0

por lo tanto existe v # 0 en V tal que L.v = 0, con lo cual se acaba la demostracién. W

El punto crucial del teorema 1.26 es que garantiza la existencia de un vector v # 0 €l
cual es un eigenvector simultaneo para todos los operadores en la algebra entonces todos
los eigenvalores de un operador nilpotente son cero. En efecto, supongamos que X es un
eigenvalor de z, es decir, z.w = Aw entonces 2 = 0 implica que A" = 0 y por lo tanto
A=0.

TEOREMA 1.27. (Engel) Si todos los elementos de L son ad-nilpotentes, entoces L es
nilpotente.

Demostracién. Sea L una dlgebra de Lie dada con L # 0, cuyos elementos son
todos ad-nilpotentes, por lo tanto, el dlgebra de Lie ad(L) C gI(L) satisface las hipotesis
del teorema 1.26, esto implica que existe z en L para el cual ad L(z) = [L,z] = 0, es
decir el Z(L) # 0. Ahora L/Z(L) consiste de elementos ad-nilpotentes. En efecto, por
hipotesis todos los elementos de L son ad-nilpotentes y como Z(L) es un ideal de L, el
algebra cociente L/Z(L) es de elementos ad-nilpotentes y tiene dimensién menor que L.
Usaremos induccién sobre la dimensién de L.

Supongamos que se vale para dimL < n — 1. Como L/Z(L) consta de elementos ad-
nilpotentes y es de dimensién menor que L, implica por hipotesis de induccién que L/Z (L)
es nilpotente y por la proposicién 1.21 inciso 2), obtenemos que L es nilpotente. |

DEFINICION 1.28. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita, es decir dimV = n,
una bandera en V es una cadena de subespacios con la siguiente propiedad

O0=VycWVicWcCc...CcV,=V
y tal que dim V; = 4.

DEFINICION 1.29. Sea x en End(V'), decimos que x estabiliza o deja invariante a una
bandera de V si (V;) C V; para toda i.

COROLARIO 1.30. Sea L C gi{V') una subdlgebra consistente de endomorfismos nilpo-
tentes, V # 0, dim V' < oo. Entoces existe una bandera de subespacios

0=V,cvicWc..cV,=V

tales que x(V;) C Vi_| para toda i. En otras palabras podemos elegir una base de V tal que
en esta base las transformaciones « son matrices triangulares superiores con ceros en la
diagonal.

Demostracién. Sea v # 0 anulado por L, es decir L.v = 0, la existencia de v es ase-
gurada por el teorema 1.26. Definamos el conjunto Vi = Fv y sea W = V/V), observemos
que la accién inducida por L sobre W es por endomorfismos nilpotentes, es decir, tenemos

un homomeorfismo
$: L gl(W)
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definido por la correspondencia
x — ®(x)
con
O(z) : W — W
definida por
v+WVi— @(z)v+ W) =zv+ W
donde todos los homomorfismos ®(x) son nilpotentes. Ahora se procede por induccién
sobre la dimensién de V.

Como dim W < dim V esto implica por hipotesis de induccidén que W tiene una bandera
estabilizada por L, en otras palabras tenemos que

0=WocW,CWeC...CWy 1 =W (1)
tal que L(W;) C W,. Consideremos la proyeccién canonica
TV —oW=V/V
entonces aplicando la imagen inversa de 7 a (1) obtenemos
O=VocWVi=atWy) CVo=r"tW)CVi=a"t(Wy) CVy=x"1{W)...
e C V=i (W) =W
tal que L(V;) C V;, la cual es una bandera estabilizada por L.
Sea T en L, esto implica que z(V;) C V;. Si ¢ =1 se tiene que
t(Vi)=z(Fv)=Frv=F0=0C0=1j
por lo tanto z(V;) C V. Sea {v;} una base de V' tal que v estd en {v;}, sin perdida de

generalidad supongamos que v = v;. Sea z en V, lo cual implica que z es de la forma
z=Y 1 ,av ysea z en L. Evaluando obtenemos

n n n k13
.z = I. ( Z aivi) = Z ;T = QL0 + Z a;x(v;) = Z a;T.;

i=1 i=1 i=2 §=2
ya que z(v,) = z{v) = 0y {v;}}-, es una base de V,,_;, se tiene que x(z) pertenece a V;,_;
para toda z en V| es decir (V) = z(V,) C V,_; y por lo tanto z(V;) C V;_; para toda :
como se deseaba. En otras palabras todo elemento x en L estabiliza a la bandera.
Ahora tomemos la base v; de el espacio vectorial V', adaptada a la bandera dada, la cual es
invariante bajo todos los elementos z de L. Tal base la construimos de la siguiente forma.
Comenzamos con el vector v; # 0 € V) lo que implica que dimV; = 1. En V, tomamos
vy linealmente independiente de v, entonces dim V5 = 2. De esta manera elejimos v; € V;
pero v; ¢ V; para toda j < ¢. Como sabemos que x(V;) C V;_; tenemos lo siguiente

k1)
a:'vi=E nwrr € Vig
k=1

Esto significa que la matriz (xy;) correspondiente al operador x tiene xy; = 0 para k < 1.
Entonces la matriz es triangular superior estrictamente y esto se tiene para todos los
operadores en la algebra y concluimos que todos los operadores de la algebra de Lie L
nilpotente son representados, con respecto a la base {vy,vs, ..., v,} adaptada a la bandera,
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por matrices triangulares estrictamente superiores, es decir, matrices que pertenecen a

n(n). n

De éste teorema se concluye que toda ”algebra de Lie nilpotente es una subélgebra de
n(n) e inversamente toda subdlgebra de n(n) es nilpotente.

LEMA 1.31. Sea L una dlgebra de Lie nilpotente, K un ideal de L. Entoces si K # 0,
se tiene que K N Z(L) # 0.

Demostracién. En particular Z(L) # 0 por la proposicién 1.21 inciso 3).Como L
actua sobre K via la representacién adjunta ponemos ®(z)(y) = ad,(y) para y en K y
z en L, esto implica que L y K cumplen con las hipétesis del tecerema 1.26 y por lo
tanto existe 0 # y en K tal que ©(L){(y) = adr(y) = [L,y] = 0 y por definicién de Z(L)
implica que y esta en Z(L), lo que a su vez implica que y € K N Z(L), concluyendo que
K N Z(L) # 0 como se queria. -




CAPITULO 2

ALGEBRAS DE LIE SEMISIMPLES

1. Teoremas de Lie y Cartan

En este capitulo consideraremos al campo F', como algebraicamente cerrado y de car-
acteristica cero.

PRroPOSICION 2.1. Dada la serie derivada
LO =711 =[1,1],..., L0 = [L™) )]

de una digebra de Lie L, se tiene lo siguiente:

a) LY es un ideal en L™
by L™ /LY es yna dlgebra abeliana

Demostracion. Se Procede como sigue.

a) Se hard por induccién sobre n. Sea z en Ly z en LW, entonces para n = 0 y
usando la identidad de Jacobi en la tercera igualdad vy la antisimetria en la cuarta
igualdad, se tiene

["Tv z] = [I’ [L’ L]] = _[L= [L, 'T]] - [Lv [LE, L]] = [Lv [:C, L]] - [L1 [&5‘, L”
=[L L -[L, L)€L, =LY
y esto implica que [z, 2] € L™ para todo z en L. Ahora supongamos que se vale
para {n — 1), por demostrar que se cumple para n.
Sea z en L1 y usando la identidad de Jacobi en la tercera igualdad, junto con
la antisimetria en la cuarta igualdad se tiene que:

[ac, L(”)] . [:C’ [L(n—l)’ L(n—l)]] — _[L(n—l)’ [L(n—l)] x]] _ [L(n—l), [:r, L(nﬂl)]]
= [£0, g, 1070 — (17, [, Lm0
— [L('n—l)’ L(n—l)] _ [L(n_l), L(n—l)] = [L(n_l), L(n—l)] _ L(n)

de lo anterior se infiere que [z, L] C L™ para toda x en L™~V y por lo tanto
que L) es un ideal en L™,
b} Se hard por induccién sobre n. Para n = 0 tenemos que

LY = LJ[L, 1)

es abeliano, es decir se debe demostrar que [L, L] c L. En efecto, como
LY = [L, L) C LY, para n = 1 se cumple.
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Ahora supongamos que se cumple para (n — 1). Por demostrar que L") /L(+1)
es abeliana, es decir, que [L™, L®™] ¢ L*+Y. En efecto, se tiene lo siguiente

(») 7)) = (n-1) y(n-1) (n-1) r(n-1) (n) r(n)) _ gn+l)
(L, L™)] = |[L0=Y, gD} (LoD [o-0)| ¢ [0, 0] = 1

la incusién se da por hipotesis de induccién. Lo anterior implica que [L™, L™] ¢
L+ y por lo tanto L™ /L®+Y) es gbeliana para toda n.
|

COROLARIO 2.2. Sea V un espacio vectorial, L una subdlgebra de gl(V), H un ideal
en L y A una funcidn lineal
A:H— F

definida por la regla de correspondencia
h — A(h)(v) = h(v)
Entonces el subespacio
W= {veV|Ah)(v)=hv) Vhe H}
es L-invariante, es decir, x(w) € W para toda t en L y w en W o en otras W es

unvariante bajo L.

Demostracién. Tomamos w en W, z en L y A en H. Entonces por definicién de el
conmutador de [z, h)(w) = zh(w) — hz{w) ponemos

Mz(w)) = z(h(w)) — [z, R)(w)
Como z es lineal, el primer sumando del lado derecho nos da
z(A(h}(w)) = A(h)z(w)

lo cual es lo que queremos, y, como H es un ideal tenemos que [z, h] estd en H, por lo
tanto el segundo sumando del lado derecho da

[z, h](w) = Allz, 2])(w)

La demostracién estara completa si mostramos que A([z, h]) = 0 paratoda zen L y hen
H.
En efecto, fijemos z en L, w # 0 en W y consideremos (n — 1) en N el minimo entero tal
que los vectores

{w, z(w), z*(w) = z(z(w)),...,s"" Y (w)}

son linealmente independientes. Sea W; el subespacio de V generado por {w, z(w), . . ., Tt (w)}
y definimos W, = 0.

Afirmamos que para w en W; también se tiene z(w) ésta en W;. Es suficiente verificar
esto para los elementos de la base. En efecto sea w en W;, lo cual implica que

n-1
w = Z a; 7 (w)
i=0
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evaluando por z y por ser z lineal se tiene lo siguiente
n-1 n—-1
sw) = 2 Loa'(w)) = Y aate'(w)
i=0 i=0
n—2
= Z a;ix(z (w)) + an_1z{x" H(w))
i=0

= Z a;z(z (w)) + ap1z™{w)

Como por construccién el conjunto {w, z{w), z*(w), ..., z" 1(w)} es linealmente indepen-
diente, implica que z"(w) puede ser escrito como una combinacién lineal de

{w, z(w), *(w),...,z" " (w)}

a saber,
n-—1
" (w) = Z bex® (w)
k=0

Sustituyendo a " (w) en la anterior igualdad se tiene

n—1 n—1
s(w) = 2( Lo’ (w) = 3 mata'w)
i=0 i=0
n—2
= Z a;x(z (W) + apr2(z™ 1 (w))
i=0
n—2
— Z a;r(z'{(w)) + an_12" (w)
i=0
n—2 n—1
= Z a;z(z'{(w)) + an Z bra® (w)
i=0 k=0
n-1
=Y ¢z (w)
7=0
donde ¢; = a; + b; y por lo tanto z(w) ésta en W;. De lo anterior deducimos que
dimW,, = ny Wn,; = W, para toda ¢ > 0. Ahora denotamos por

pz Wi — W,
el endomorfismo definido por la regla de correspondencia
w — px(w) = z{w)

Veamos ahora que toda h en H satisface que h(W;) ésta contenida en W; y que por lo tanto
la representacién matricial de los elementos de , es por medio de matrices friangulares
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superiores, tales que en la diagonal principal tienen por entrada a A(h).
Basta demostrar que

h(z'(w)) = Mh)x'(w) mod W,
es decir, que h{r'(w)) y A(h)z'(w) difieren por un elemento en W;. Se har4 la demostracién
por induccién sobre .
1) para ¢ = 0 se tiene
ha®(w)) = Mw) = A(h)z® (w) = A(h)(w)
que es la definicién de la funcién A y por lo tanto se cumple.
2) Supongamos que se vale para (i — 1), es decir, se tiene lo siguiente
h(z'(w)) = h(z(z(w))) = 2(h(z' " (w))) = z(h(z"""(w))) — ([, A)(* (w))
usando la hipétesis inductiva, obtenemos
h(z"Hw)) = A(R)x H(w) +w' con w' € W,
¥y
[z, k] (w) = A[z, WD)z Hw) + w” con w” € W,_,;
con lo anterior se tiene que
h(z'(w)) = z(h(z*~ (w))) — ([z. B]) (=" (w))
= z{A(R)r" N w) + w') ~ M[z, R])z" (w) + w")
Ahora como z(W;_,) C W;_, por hipdtesis de induccién y W;_, € W,_, tenemos
ue
! h(z'(w)) = A(h)z*(w) mod W,
Por lo tanto W; es invariante bajo H para toda h en H.
Lo anterior muestra que h(w) ésta en W; para toda h en H y w en W;, por lo tanto
también tenemos cl siguiente mapeo definido para toda h en H
pr: Wi — W,

Pero tenemos mucho mds, a saber que la representacién matricial de p, en la base
{w,z{w), z*(w),..., 2" Hw)} es por matrices triangulares superiores, con todas las en-
tradas en la diagonal principal igual a A(h). Como W, es invariante bajo H se tiene
que
Tr pr, = nA(h)
en particular x y & dejan invariante a W, y.como [z, k] vive en H por ser H un ideal, se
tiene que
Trpy = TlA([(E h])
sabemos que la traza de un conmutador es cero. En efecto,
Tr([z,y]) = Tr(zy — yz) = Tr(zy) — Tr(yz) = Tr(zy) - Tr(zy) = 0
por tanto obtenemos
Tr pp[z, h} = nA([z,h]) =0
como n # 0, implica que A([z, h]) = 0, es decir,

[z, hl(w) = Az, h])(w) = 0 = [z, h](w) = 0 => (zh—hz)(w) = 0 = (zh)(w)—(hz)(w) = 0
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lo cual implica que
h(z(w)) = x(h(w))

y por lo tanto W es L-invariante como se deseaba. [ |

TEOREMA 2.3. Sea L una subdlgebra soluble de gl(V), V de dimension finita. Si
V # 0, entonces V contiene un eigenvector comun para todos los endomorfismos en L.

Demostracion. Se hara por induccion sobre la dimensién de L.

1) Para n = 1 se cumple; porque todo endomorfismo tiene siempre un eingenvector
asociado al eigenvalor cero.

2) Supongamos que es valido para (n — 1). Como L es soluble y tiene dimensién
positiva, entonces L contiene extrictamente a [L, L] = LY que es un ideal en L
por la proposicién 2.1 inciso a). De igualmanera L/L' es una édlgebra abeliana
por la proposicién 2.1 inciso b); esto implica que cualquier subespacio en L/L!
es un ideal por ser una algebra abeliana. Consideremos la proyeccion candnica w

m:L— L/L*
definida por la correspondencia
z—w(z) =2+ L!

Ahora tomemos un subespacio J en L/L' de codimensién uno, entonces su imajen
inversa 7w 1(J), llamemosla H también es un ideal en L, tiene codimensién uno
y ademas contiene a L'. H es soluble por ser una subdlgebra de L. Usando
la hipétesis de induccién, existe un vector propio v de V, para toda hen H. Si
H = 0, entonces L es abeliana de dimensién uno y la demostracion esta concluida.
Supongamos que H # 0; la existenacia del vector v nos permite construir una
funcién lineal, digamos A sobre el campo F' como sigue

ArH—F

definida por la regla de correspondencia

h — A(R)}(v) = h(v)
Sea ahora W el subespacio de V' definido por

W={weV|Ah){w)="h(w), Yhe H}
Notamos que W # 0, pues por hipétesis de induccién existe v en V tal que
h(v) = AR)(v)
provaremos ahora que en realidad
z(W)YCcWzel

para toda r € L, es decir, que L deja invariante al subespacio W, o en otras
palabras que W es L-invariante. En efecto, la afirmacién es cierta por el lema
2.2.

Tomemos w en W, x en L v h en H, entonces por definicién del conmutador
ponemos

h(z(w)) = z(h(w)) + [k, z](w) 1)
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como z es lineal , el primer término del lada derecho nos da A(h)x(w), es decir
z(h(w)) = Ah)z(w)
sustituyendo lo anterior en /) obtenemos
h(xz(w)) = z(h(w)) + [k, z](w) = =(A(h)(w)) + [h, 2](w)
= A(R)z(w) + [h, z){w) II)

lo cual es lo que queremos y como H es un ideal tenemos que [, x] vive en H
por lo tanto el segundo sumando da A({h, z])(w), es decir

[, 2)(w) = A([h, 2]} (w)

¥

sustituyendo lo anterior en /7) se obtiene
h(z(w)) = z(h(w)) + [h, z](w) = Mh)z(w) + A([h, 2])(w)
Devido a que H es de codimensién uno, podemos escribir a L como
L=H+F=z

para alguna z en L. Como z(W) C W por hipétesis de induccién, implica que
existe un eingenvector vy # 0 de z en W tal que

2.5 = Azt
Entonces podemos extender el mapeo lineal A
AtH — F
a un mapeo lineal
AL — F
definido por la regla de correspondencia
z — A(z)(vo) =zvoz € L
para toda x € L. Con lo cual queda concluida la demostracién. |

TEOREMA 2.4. (Lie) Sea L una subdlgebra de gl(V), dimV = n. Entonces L estabiliza
alguna bandera en V (en otras palabras, los elementos de L son representados por matrices
triangulares superiores relativas o una base apropiada de V).

Demostracion. Usaremos el teorema 2.3 junto con induccién sobre la dimensién de
V.
1) La afirmacién es cierta para la dimV = 1. En efecto por el lema 2.2 el mapeo
lineal
pr:V —V

es representado en la base {#;} por una matriz con entradas en la diagonal dadas
por A(z).
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2) Ahora supongamos que la afirmacion es cierta para (n — 1). Por el teorema
anterior existe un vector v; # 0 en V tal que

x(v1) = Az)(v)

para alguna funcién lineal A sobre L. Entoces pasamos al espacio cociente V; =
V/Fv; que tiene dimension menor que V.

Usando la hipétesis de induccién sobre V), vemos que existe una base {v] +
Fu} coni = 1,2,...,n de Vj tal que los elementos de L son representados
por matrices triangulares superiores. Tomemos la proyeccion candnica entre los
espacios vectoriales V y Vj

7V —V=V/Fuy
entonces aplicando la imagen inversa de 7 a la base {v! 4+ Fv,} de V;, obtenemos
{v;} coni=1,2,...,n; que es la base de V con la propiedad deseada.

Hemos visto que el espcio vectorial V tiene la base {vy,va,...,v,} la cual esta adaptada
a la bandera de subespacios de V', es decir, la base satisface que v; € V; y v; ¢ V; para
j < i. Para la representacién matricial de el operador x de L con respecto a esta base
tenemos que

n
:wizg Uty €V
k=1

Tomando en cuenta la estabilidad de la bandera encontramos que zy; = 0 para k& > 1.
Entonces todas las matrices que representan a los elementos de una dlgebra de Lie soluble,
con respecto a la base adaptada a la bandera, son matrices triangulares superiores. B

De éste teorema se desprende que las subdlgebras de t{n) son el prototipo de las
algebras de Lie solubles. Se sabe que todo operador lineal x sobre un espacio vectorial V
puede ser representado por una matriz triangular superior. El caso especial de las dlgebras
de Lie solubles es la existencia de una base de V en la cual todos sus operadores tienen
simultaneamente la forma de una matriz triangular superior.

COROLARIO 2.5. Sea L soluble. Entonces existe una cadena de ideales de L
O0=LycCcL,cCc...CcL,=1L
talgue dim(L;) = 4.

Demostraciéon. Sea {x;,z;,...,z,} una base de L v consideremos la representacién
adjunta de L
ad: L — gl(L)

entonces ad es una subdlgebra soluble de gl(L) debido a la proposicién 1.16 inciso 1); por
el teorema de Lie 2.4 L estabiliza una bandera de subespacios de L relativa a la base
{z1,22,...,%n}, es decir, se tiene que

0=LyCcLyCc...CcL,=1L
con dim(L;) = ¢ y tal que L(L;) C L;, pero para z en L se tiene
ad(z}(L;) = ad(L;) = [z, L;]] C L;
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Lo anterior se cumple para toda ¢ =1,2,...,n y por lo tanto se tiene que L, es un ideal
en L para toda i =1,2,..., n, finalizando la demostracién. n

COROLARIO 2.6. Sea L soluble. Entonces x € [L, L] implca que adp(x) es nilpotente.
En particular [L, L] es nilpotente.

Demostracién. Sea {x;,%3,...,Z,} una base de L, por el corolario 2.5 existe una
cadena de ideales de L
0=LyCl1C...CL,=1L
tal que el conjunto dado por {z1,z3,...,z;} genera a L; y dim(L,) = 4, los elementos de
ad L son representados por matrices triangulares superiores, esto es debido al teorema de
Lie 2.4. En efecto, hemos visto en la demostracién del corolario 2.5 que ad(z)(L;) C L,
entonces para toda z € L se cumple que

(ad .’L’).’E,‘ = Zl‘k(&d.’lﬁ')ki < Li
k=1

pues la base {1, zs,...,z,} estd acomodada a los requerimientos de la bandera. Entonces
(ad z)i; = 0 y con respecto a esta base la matriz de (ad z)i; es tringular superior. Ahora
tomemos z € L} = [L,L]. entonces z es una combinacién lineal de conmutadores de

elementos de L, en otras palabras,
= Z'\pq [Yp: 24]
p)q

entonces
ady,z = Z)\pq adp[yp, 2,] = Z)\pq[ad Yp, ad 2]

P.g P
Ahora [ad yp, ad z,] es el conmutador de dos matrices triangulares superiores v es entonces
una matriz triangular estrictamente superior, que son el algebra derivada de las matrices
triangulares superiores. Intonces ady x es una matriz triangular estrictamente superior
y consecuentemente ad; x esta representado por una matriz nilpotente y por lo tanto es
nilpotente. Para x en [L, L] se tiene que ady z es nilpotente, lo que implica que adjp, 1)z es
nilpotente para x en [L, L] segtin hemos demostrado y esto implica que z es ad-nilpotente
para todo z en [L, L] y por el teorema de Engel 1.27 se tiene que [L, L] es nilpotente, con
lo cnal acaba la demostracién. n

Ahora que ya hemos visto los teorema cldsicos de Lie y Engel que versan sobre dlgebras
de Lie solubles y nilpotentes respectivamente; discutiremos las algebras de Lie simples y
semisimples. Cartan dio un criterio para que una dlgebra de Lie sea soluble o semisimple
en términos de una forma bilineal, la llamada forma de Cartan-Killing o de Killing. La
representacion adjunta juega un papel crucial en esto. Antes de ir a éste tema necesitamos
un resultado del dlgebra lineal, llamado la descomposicién de Jordan-Chevalley de un
operador lineal sobre un espacio vectorial.

DEFINICION 2.7, Sea z en End(V), V' de dimensién finita decimos que x es semisimple
si las raices de su polinomio minimo sobre F son todas distintas. Equivalentemente (F
algebraicamente cerrado) decimos que z es semisimple si y sélo si z es diagonalizable.
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Aqui se consideraré una propiedad de los operadores lineales sobre un espacio vectorial
V. Se sabe que toda matriz es equivalente a una matriz triangular superior; esto significa
que toda matriz puede con respecto a una base apropiada, ser escrita como la suma de una
matriz diagonal y una matriz triangular estrictamente superior. Entonces todo operador
lineal se puede descomponer en dos partes, una que es diagonal y otra que es nilpotente.
En general estas dos partes no conmutan.

PROPOSICION 2.8. Sea V un espacio vectorial de dimensidn finita sobre F, z en
End(V).
a) Eristen elementos iinicos zs, T, en End(V) satisfaciendo las condiciones
rz=z,+2n
2) z, es semisimple y x,, es nilpotente
3) xs y T, conmutan
b) Emisten polinomios p(T) y ¢(T) en una indeterminada, sin términos constantes
tales que x, = p(x), =, = q(z). En particular, x, y ., conmutan con cualquier
endomorfismo que conmute con ¥
¢) Si A C B CV son subespacios, y  mapea o B sobre A, entonces x5 y T, también
mapean a B sobre A

Demostracién. El polinomio caracteristico p, de = puede ser escrito como
pe(t) = (¢ — A)™(E— A)™ . (£ = A)™

donde A, As, ..., Ay son los eigenvalores diferentes de z y n; es la multiplicidad algebraica
de );. La suma n; + ng + - - - + n; de estas multiplicidades es igual a la dimensién de V;
recordemos que para cualquier polinomio

p(t) = a0+a1t+...+aNt”
uno tiene el mapeo lineal
plx) = agld+ az + ... + ant”

Si p v ¢ son polinomios entonces p(z) o g(z) = pg(x) y en particular estos dos mapeos
conmutan, porque el producto de polinomios es conmutativo. Ademas el teorema de

Cayley-Hamilton dice que

p(z) =0
Ahora para cualquier eigenvalor A; el eigenespacio generalizado V; = V), de x con eigen-
valor \; es definido como el kernel de (z — A;Jd)™, es decir

Vi =W, = Ker(z — A Id)™
Para todo v en V; tenemos {(z(v) — A;{v)) vive en V; y puesto que
z(v) = M) =0 = z(v) = \(v)

y debido a que \;(v) vive en el subespacio V; de cualquier modo, se concluye que z(v)
pertenece a V; y como v se eligio arbitrariamente en V; implica que

z(Vi) C Vi
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para toda i = 1,2,..., k. En otras palabras, los subespacios V; son invariantes bajo z.
Afirmamos que

V=VieV,®.. &V
y que la proyeccién
.V —V
puede ser escrita como un polinomio en z. Probaremos esto por induccién sobre k, el

niimero de eigenvalores diferentes.
En efecto, para £ = 1; el teorema de Cayley-Hamilton implica que

(x — AIdy" =0
y entonces V = V] y la proyeccién es el mapeo identidad, que puede escribirse como
Id=1Id+ 0z +...+ 0"
Asumamos que la afirmacién es cierta para (k — 1) eigenvalores diferentes. Definamos

p1:=(t — A)™ vy sea p, el producto de los otros factores en p,, es decir,
k

Pr = P2 = (t — A)™ H(t - )™

i=2
y entonces
Pe(x) = p1p2(z) = p1(z) o pa(z) = 0
Ademds p, y py son primos relativos, es decir, si tenemos polinomios r, sy, s, tales que

P1 =TS} Y P2 = rsy, entonces r es una constante. En efecto, supongamos que r(z) = 0;
esto implica que

P1(z0) = 7(20)51(20) = 051(20) =0 ¥ pa(20) =0
Por un lado se tiene que
pl(Z(]):O:(ZO—Al)n] :;’O::ZU—)\’*l:}ZU:/\l

y por otro lado se tiene que
k

H(Zg — )\z)n" =0 = Zp = Ai

=2
con i =2,3,...,k, es decir, se tiene que z, pertenece al conjunto {As, Az, ..., At }; lo cual
es una contradiccién, pues todos los A; son diferentes. Entonces r no tiene ceros y debe
ser una constante.
Como p; y ps son primos relativos, la teoria de polinomios dice que existen polinomios g
v ¢2 tales que

P1g1 +pege =1
y entonces
nq(z) + page(x) = Id

Ahora definamos 7, := p;¢;(x) para i = 1, 2, entonces por definicién m, + 73 = Id, es decir

v =1d(v) = m (v) + mo(v)
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para toda v en V. Ademaés
m 0 Mg = MMy = p11P2g2(x) = P — 1p21g2(z) = pi(x) © pa(x) © 1g2(z)

y p1(z) o pa(x) = 0; por lo tanto m o T2 = 0 y analdgamente 73 o 7y = 0. De esta manera
71 {v) pertenece al kernel de m; para toda v en V' y similarmente m,(v) pertenece al kernel
de 7, y de esto dedudcimos que

KerminKermy =0
Asi, vemos que
V = Kerm; @ Kermy

y las proyecciones sobre los dos factores son justo los mapeos ;, los cuales son polinomios
en z. Puesto que m; = p1q1{z) = qip1(z) = q1(z) o p1(z) ponemos

Vi = Ker(p1(z)) C Kerm;
Inversamente si 7 (v) = 0, entonces v = mo(v) y entonces

pi(x)(v) = p1(z) o pa(z) 0 go(z)(v) = 0

entonces concluimos que Kerm, = V. La proyeccién sobre este sumando esta dada por
m4; el cual es un polinomio en z.
Definimos W := Ker my; si v pertenece a W, entonces

ma(x(v)) = z(m2(v)) = 0

y entonces (W) esta contenido en W, en otras palabras W es invariante bajo z y por lo
tanto la descomposicién

V=vieW

es compatible con z. Pero esto implica que p, es el producto de p;, y pg,, donde los x;
son las restricciones de z a los dos sumandos. Asi, p,, = p2, por lo tanto z, tiene eigen-
valores Ay, Az, ..., Ax v se observa que el eigenespacio generalizado de x5; es exactamente
el eigenespacio generalizado de x con respecto a estos (k — 1) eigenvalores. Aplidando la
hipétesis de induccion a zo, vemos que

W=V,oVe... eV,

y las proyecciones sobre los sumandos son polinomios en x; y entonces polinomios en zomy
y por lo tanto polinomios en z. Lo cual nos permite escribir lo que buscabamos

V=ViegWhs.. sl

y asl, la afirmacién esta demostrada.
Ahora apliquemos el teorema chino del residuo para el anillo Flz], para localizar un
polinomio p{z) que satisface las congruencias

p{z) =X mod (z — A)™

p{z}=0 mod z
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Definimos g(z) = z — p(z) lo que nos dice que p(z) y g(z) tienen término contante cero
pues se sabe que p(z) =0 mod z.
Ahora denotamos por 7; la proyeccién sobre V; y definimos

k
= Z A;‘ﬂ'—g

Entonces de lo anterior z; es diagonalizable (pues todos los A; son dlferentes) con eigen-
valores \; y eigenvectores v;. Definimos

In =2 — I,

Entonces z; y z, son polinomios en z por la afirmacién anterior y ellos conmutan. En
efecto, evaluendo se tiene lo siguiente

k
Ts(r — x5)( Z Aimi(z — z4)(v) = Z Aimi(z(v) — z,(v))
k

= ZA (mia(v) = mza(v)) = D Aulmi 0 2(v) = 73 0 24 (1))

- Z Az (v) — z4(2)) = Z Ai(z o mi(v) = x5 0 wi{w))
= Z)\i(x—-xs)om(v Z)\ zs)mi(v)
- Z)\imn owi(v) = x, 0 (Z AT ){(v)

= T 0 T5(V) = 2,24(v)

f

TsTn(V)

lo cual implica que
TsTp = TnBs == Lsp — LnZs =0 =3 [T4T,]=0

por lo atnto z, y z, conmutan entre si. Ahora mostremos que z, es nilpotente. En
efecto, debido a que cualquier v en V puede ser escrito como una combinacién lineal, de
elementos de los espacios V}, es suficiente verificar esto para v en Vi. Por construccién
para tales elementos tenemos z,(v) = X;{v), lo cual implica que

(z — z5)(v) = (x — MId)(v)
y por construccion se sabe que
T (v) = (2 — z5)(v)™ (v) = (z — \dd)™(v) = 0

lo cual dice que x,, es cero para alguna n; y por lo tanto es nilpotente, como se queria.
Ahora supongamos que existen z), y z, tales que

T=T, 4+ T, =2, 4 X, = Lo+ T =T, + 2
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lo anterior implica que

Ty — Xy = Th — Tn
Como x; y zi, son diagonalizables, entonces son simultaneamente diagonalizables, es decir,
z, — 2, es diagonalizable. Debido a que z, y z/, son nilpotentes, la demostracién de
1.25 afirma que z), — x, es nilpotente. Ahora z, — z es un operador diagonalizable
y nilpotente; un tal operador es el operador cero, pues como z, — z/ es nilpotente, el
polinomio caracteristico del operador es de la forma

e T

plz) ==z
como el operador z, — z, es diagonalizable, el polinomio caracteristica no puede tener
raices repetidas, luego n = 1 y el polinomio es

p(z) =z
lo que indica que el operador; es el operador cero, es decir,

a:s*:c’sza:;zn—a:n:O

con lo cual tenemos que zy =z, y =, = z,, y por lo tanto que z, y z, son inicos.
Ahora como

z(B)C A
se tiene que

2(B) = (25 + 22)(B) = 24(B) + 2(B) C A=> 2,(B) C A—z.(B) = A

por lo tanto se tiene que z; también mapea a B sobre A. Analdgamente se tiene que z,
mapea a B sobre A y la demostracién de la proposicion esta concluida. |

La descomposiciéon ¢ = 1z, + &, es llamada la descomposicidn aditiva de Jordan-
Chevalley de x o la descomposicion de Jordan; s y z, son llamados respectivamente la
parte semisimple y la parte nilpotente de z.

Como ejemplo de la descomposiciéon de Jordan-Chevalley tenemos la matriz de 2 x 2 dada

por
(11
=10 21

que puede ser descompuesta como x = x; + ¥z, con

{1 0 (01
1= -1) 7 \o o0

La descomposiciéon de z en la matriz diagonal z; y la matriz nilpotente z3 no es la
descomposicién de Jordan-Chevalley de x. Se puede verificar que z; ¥ x> no conmutan
y en éste caso la matriz x tiene dos eigenvalores diferentes, lo que implica que = es
diagonalizable y entonces x = z, = x7. Otro ejemplo es la matriz de 2 x 2 dada por

=1 3)

que se puede descomponer como = Z; -+ Z,, con

(20 £ |
Ts=\p 2/ ™= 011 1
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y ésta es la descomposicion de Jordan-Chevalley de z. Un dltimo ejemplo es la matriz

211
r=1{0 2 1
001
cuya descomposicién es dada por
200 011
o= 02 1], z,=[0 0 0
6 01 0 00

La matriz z, es posible transformarla en una matriz diagonal.

Considerando la representacién adjunta del dlgebra de Lie gi{V), con V de dimensién
finita; sabemos por el lema 1.25 que si 2 pertenece a gl(V) y es nilpotente, entonces ad,
también es nilpotente. Analégamente se tiene lo siguiente.

LEMA 2.9. Sea z en gl(V) un endomorfismo semisimple, entoces ad, también es
semisimple.

Demostracién. Elejimos una base {v1,vs,...,v,} de V relativa a la cual z tiene una
matriz diagonal (a,, @, .. ., a,). Sea {e;;} la base estandar de gi(V'), donde e;; es la matriz
que tiene un uno en el lugar (i,j) y cero en todos los demads lugares. Asi, tenemos que
eij(vi) = d;rv;. Calculando la representacién adjunta en la base {ei;} tenemos que

adx(eij) = [.’L‘, Eij] = T€;; — €,

por definiciéon de multiplicacién de matrices, se sabe que

()
(ze)y = ) auen;
k=1

pero como x es diagonal y eg; es uno cuando k£ == { y es cero cuando & # 1, se tiene un
unico sumando, es decir,
n
(Ie)z’j = E Qi€ = Q3¢5 = Aijj = Ay
k=1
éste elemento ocupa el lugar (i, ) en la matriz (xe);; y es el Gnico elemento ay. Analégamente
se tiene para k = j que
()
(ex)y = ) ewar, = eya;, = ay; = ay,
k=1
éste elemento ocupa el lugar (¢, 7) en la matriz (e;z) y es el tnico elemento a;;- Como
ai # aj; se tiene

ad;(e;) = [z, €] = ey; — €7 = @i — a5 = (a; — a;)ey

Esto nos dice que ad, es una matriz diagonal con respecto a la base {v1,02,...,0,} de V;
en el espacio espacio de operadores lineales de V| es decir, en gl{V) y por lo tanto ad, es
semisimple. |
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LEMA 2.10. Sea z en End(V), V de dimensidn finita, x = T, + T, su descomposicion
de Jordan. Entonces ad, = ad,, +ad,, es la descomposicion de Jordan de ad, en
End(End(V)).

Demostracién. Hemos visto que ad,, y ad,, son respectivamente semisimple y nilpo-
tente, debido a los lemas 2.9 y 1.25 respectivamente; ellos conmutan, pues debido a que
ad es un homomorfismo se tiene

[ad, s, ad,, ] = ad[z,, zn) = ad -0 =0

Aplicando el inciso a) del teorema 2.8, pues ad,,, ad,, son respectivamente semisimple y
nilpotente y ademds conmutan se tiene que

ad, = ad,, +ad,,
y la demostracién esta concluida. [ ]

DEFINICION 2.11. Por una F-dlgebra (no necesariamente asociativa) entenderemos
simplemente un espacio vectorial il sobre I dotada con una operacion bilineal

U x U — U
definida por la correspondencia de yuxtaposicién
(z,y) — zy
Si il sea una algebra de Lie, usaremos siempre el corchete de Lie.
DEFINICION 2.12. Por una derivacién de U entenderemos un mapeo lineal
d: 4 — Y
que satisfaga la regla de Leibniz, a saber é(ab) = ad(b) + 6(a)b. Si U es una algebra de
Lie se escribira 6z, y] = [0z, y] + [z, dy].

Se denota por Derdl al conjunto de todas las derivaciones de U y éstas forman un
subespacio de los End(l).

LEMA 2.13. Sea § una derivacion en Deril, sean z, y en la F-dlgebra il y a, b en el
campo F. Entonces

n

G-a-ra) =3 (1)@= araE -y

i=0
para cualquier n en N

Demostracion. Usaremos induccidn sobre n.
1) Para n = 0 se tiene

6-a-0) =3 (7 )@= a e -1

i=0
es decir se tiene que

(zy) = (zy)
y por lo tanto que es valido para n = 0.
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2) Supongamoslo cierto para n y demostremos que se vale para (n + 1). Se tiene lo
siguiente
(d—a—b)"Yzy) = (6 —a—b)(d —a—b){(zy)

n

=6-a=03 (1) @-ay @G- b

_ Z ( " ) (5 — a —b)((§ — a)"z)((4 — b)'y)

Ahora tenemos lo siguiente
(6= a = BY((5 — B)'y) = 8(6 — by — (5 — by
= (6= )"y +3(5 = b)'y — (5 — b)'yd — (a + B)(5 — b)'y
= (6= b)'y5 + [6,(6 — b)'y] — (a+ b)(6 — b)'y
= (0=0)'y(6 ~a) + (6 — b)(6 — b)'y
= (0 0)'y(6 —a) + (6 — b)'*y

entonces podemos escribir

n

2 ( i ) (6 —a—b)((0—a)"z)((6 - b)'y) =

i=0

S () @ -nn e X (1) (@-arae- o+ -

n+1

)3 ( ") - e - iy

i=0
Lo anterior es valido puesto que

() ()= ()

con lo cual queda demostrado el lema.
[

LEMA 2.14. Sea i una F-dlgebra de dimensidn finita. Entonces Deril contiene las
partes semusimple y nilpotentes (en End(il)) de todos sus elementos

Demostracion. Sea ¢ una derivacién en Deril, sean ¢ y 7 en End{{ y pongamos
6 = ¢ + 7, como la descomposicién de Jordan de § con ¢ y T sus partes semisimple y
nilpotentes respectivamente. Entonces es suficiente mostrar que ¢ es una derivacion, es
decir, que ¢ pertenece a Deril y puesto que el conjunto de las derivaciones forman un
espacio vectorial se tendrd 7 = 6§ — 0. Si a pertenece al campo F, definimos

Uy={red|(d—-afz=0
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para alguna k dependiendo sobre x. Entonces i es la suma directa de estas 4, para lo
cual a es un eigenvalor de § o de o. En efecto, podemos verificar que para a y b arbitrarios
en el campo F', se tiene

Uiy T hypp

por medio de la férmula general

n
n n n—i i
(-a—t (xw:g(i)((aw) £)((6 - by'y)
la cual es verdadera por el 2.13. Ahora fijemos z en U, y v en ,; si x € y son eigenvectores
generalizados con eigenvalores a y b, entonces para n suficientemente grande, uno de los
términos en cada parentesis de la suma (d — a — b)"(zy) es cero. Esto implica que (zy)
esta en el eigenespacio generalizado de 4, para el eigenvalor (a + b) y puesto que a es nn
eigenvalor de 4, también lo es de o, es decir, si z pertenece a $l,, y pertencce a U, se tiene
que
(¢ — (a+b))(zy) = 0 = olzy) — (a+b)(zy) = 0

lo que a su vez implica que

a(zy) = (a + b){zy) 1)
por que (xy) pertenece a &l,,;. Por otro lado se tiene que
(a+ b)(zy) = a(zy) + b(zy) = (az)y + z(by) = o(z)y + zo(y) 2)

Combinando 1) y 2} tenemos
o(zy) = o)y + xo{y)
debido a que la suma es directa, es decir,
=g,
se sigue que o es una derivacién como se queria. |

LEMA 2.15. Sean A y B dos subespacios de gl(V'), V de dimension finita. Ponemos
M = {z e gl(V) | [z, B] C A}. Supongamos que x estd en M y satisface que Tr(zy) = 0
para toda y en M. Entonces z es nilpotente.

Demostracion. Sea z = z, + z, la descomposicion de Jordan de z. Fijemos una

base {v,...,v,} de V, relativa a la cual z tiene matriz diagonal (ai,...,a,). Sea FE
el subespacio vectorial de F' (sobre el campo primo QQ), generado por los eigenvalores
@y, - .,0,. Tenemos que mostrar que z, = 0, o equivalentemente que E = (. Puesto que

E tiene dimensién finita sobre @@ (por construccién), serd suficiente mostrar que el espacio
dual E* de E es cero, es decir, que cualquier funcién lineal f

f:E—Q
€s cero.
En efecto, dada f sea y un elemento de g{(V') cuya matriz relativa a nuestra base dada es
la matriz diagonal (f(a1),..., f(an))- Sea {e;;} la correspondiente base de gl(V'); vimos

en ¢l lema 2.9 que
ad:cs(e,-j) = (a,- — aj)e,-j
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y analégamente tenemos
adyley;) = (f(a;) — f(a;)).
Ahora sea r(t) un polinomio en F(t} sin término constante que satisface
r(a; — ﬂj) = fla; - aj) = f(a:) - f(aj)

para todos los pares 7,j. La existencia de un tal r(t) se sigue de la interpolacién de

Lagrange, pues
n
F=> ft)p
=0
No existe confusién en los valores asignados, debido & que a; — a; = a; — @; implica por
la linealidad de f que

flai = aj) = flax —a1) = fla;) — fla;) = fla) — fla)
y ademés
ady = f(a;) — f(a;) = r(a; — a;) = r(ad z).
Como ad x, es la parte semisimple de ad z, debido al lema 2.10; podemos escribirlo como
un polinomio en ad z sin término constante debido a la proposicién 2.8 inciso b). Por lo
tanto ad y es también un polinomio en ad z sin término constante. Debido a la definicién
del conjunto A, adz mapea a B sobre A y de este modo tenemos que ad y(B) C A, es
decir, que y pertenece a M. Usando la hipotesis de que Tr(zy) = 0 se tiene que
Tr(zy) = Y aif(a;) =0
i=1
El lado izquierdo es una combinacién Q-lineal de elementos de E, entonces aplicando f y
la igualdad anterior obtenemos

n n n
(> @) =10 = > feie=0 = > fw)=0
i1 i=1 i=1
Pero los nimeros f(a;) son racionales, forzando a que todos ellos sean cero y por lo tanto

que f deba ser identicamente la funcién cero; ya que los a; generan al espacio E, es decir,
se tiene que z; = 0 y por lo tanto que

T=T34+ 2y, =0+2, =2,
en otras palabras, r es nilpotente como se queria. [ |

LEMA 2.16. Sean z,y,z endomorfismos de un espacio vectorial V de dimensidn finite,
entonces Tr([z, y|z) = Tr(zly, z])

Demostracién. En efecto, escribamos lo signiente

[z,¥]z = zyz — yzz 1)

zlyz] = zyz — zzy 2)
Tomamos la traza y teniendo en cuenta que la traza es lineal, tenemos que

Tr([z,y]z) = Tr(zyz — yzz) = Tr(zyz) — Tr(y(xz)) 3)

Tr(elyz]) = Tr(zyz — z2y) = To(ayz) — Te((zz)y) 3)
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Sabiendo que Tr(AB) = Tr(BA) en 4) se tiene lo siguiente

Tr((zz)y) = Tr(y(zz)) 5)
Sustituyendo 5) en 4) obtenemos _
Tr(aly2]) = Tr(zyz — 221) = Tr(zy2) — Te(y(22)) 6)

Entonces uniendo 3) y 6) se tiene
Tr([z, y]2) = Tr(zyz) — Tr(yzz) = Tr(z[y, 2])

de lo cual se concluye que
Tr([z,y]z) = Tr(zy, 2])

como se deseaba. H

TEOREMA 2.17. (Criterio de Cartan) Sea L una subdlgebra de gl(V), V de di-
mensién finita. Supongamos que Tr(zy) = 0 para toda x en [L, L], y en L. Entonces L es
soluble.

Demostracién. Notemos primero que [L, L] nilpotente implica que L es soluble. En
efecto, se hard por induccién sobre .
Por definicién de la serie derivada y de la serie central para L se tiene para i = 1 que

LW =L, L] =L}

por lo tanto para ¢ = 1 se cumple.
Supongamos que se cumple para (¢ — 1). Entonces

L(l) — [L(i—l),L(i—l)] C [Li—l,Li—l] C [L; Li—l] — Li

Por lo tanto L® C L' para toda i en N y entonces todas las slgebras nilpotentes son
soluble. Por este argumento serd suficiente demostrar que [L, L] es nilpotente o que todo
z en [L, L] es un endomorfismo nilpotente, pues recurriendo al lema 1.25 y al teorema de
Engel 1.27 se tendra que [L, L] es nilpotente.
Usamos el lema 2.15 definiendo A = [L, L], B=Ly M = {z € gi(V) | [z, L] C [L, L]}
como en el lema. Se sabe que L C M, puesto que L C gl(V) por hipdtesis. Para hacer
valer el lema debemos probar que si k pertenece a {L, L] tal que [L, L] C L C M, sucede
que

Tr(kz) =0
para toda z en M. En efecto, puesto que k pertenece a [L, L] significa que es de la forma
k=|[zx,ylconz, yen Lysea zen M, por lo que el lema 2.16 muestra que

Tr(kz) = Tr([z,y]2) = Tr(zly, 2]) = Tx([y, z]z) = 0

Debido a la definicién de M se sigue que [y, z] pertenece a [L, L] y como x pertenece a
L, la hipétesis del teorema dice que Tr([y, z]z) = 0, es decir, se tiene que Tr([z,y]z) = 0
para [z,y] en [L, L], zen M y por el lema 2.15 se concluye que [z, y] es nilpotente. Como
[z, ] se eligio arbitrariamente en [L, L] implica que [L, L] es nilpotente y por lo tanto L
es soluble. -

COROLARIO 2.18. Sea L una dlgebra de Lie tal que Tr(ad, cad,) = 0 para toda x en
[L, L], y en L. Entonces L es soluble.
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Demostracion. Para este caso tengamos en cuenta a la representacién adjunta de L
ad : L — gl(L)
es decir, ad L es una subalgebra de gl{L) por lo cual tenemos que Tr(ad, o ad,) = 0 para

toda z € ad, ) = [adg,ad;] y para toda ad, € ad, = ad L y por el criterio de Cartan
2.17 se tiene que ad L es soluble. Por deﬁmclon se tiene que

Z(L)y={ze L|{z,y) =0 Vye L} =Ker(ad L)

como el Ker(ad L) es un ideal de la dlgebra soluble ad L, se tiene que Ker(ad L) es suluble
por la proposicién 1.16 inciso 1). Lo anterior implica que ad L = L/Z(L) y por la misma
proposicién inciso 2) se tiene que L misma es soluble. |

2. Forma de Killing
DEFINICION 2.19. Sea L una algebra de Lie. Si z,y estan en I, definimos
K(z,y) = Tr(ad, o ad,)
Entonces X es una forma bilineal simetrica sobre L, llamada la forma de Killing.

Haremos la convensién de que ad, o ad, = ad, ad,,
X es también asociativa, en el sentido de que K([z,y], 2) = K(z, [y, 2]). Esto se sigue de la
identidad Tr([z, y}z) = Tr(z[y, 2]}, segiin se vio en el lema 2.16, valida para endomorfismos
z, ¥, z de un espacio vectorial de dimensién finita.

LEMA 2.20. Sea I un ideal de L. Si K es la forma de Killing para L y K es la forma
de Killing para [ (vista como una dlghra de Lie), entonces K; = Kijx;

Demostraciéon. Sea W un subespacio de un espacio vectorial V' de dimensién finita
y sea ® un endomorfismo de V

.V —W
entonces Tr ® = Tr(®P|y ), para ver esto tomemos una base {v1,vs,...,v,} de W y exten-
damos ésta base a una base de V y observamos que para la matriz resultante de ®, se
tiene que ¢y =0 parak >ryl=1,2,...,n.Entonces en particular tenemos que ®z; = 0

para k > r y entonces Tr @ = Tr(®|w ). Para todo z e y en el ideal I, se tiene que ad, ad,
es un endomorfismo de L
adsoady: L — I C L

entonces su traza
Tr(ad, ad,) = Tr(ad, ady |,)
coincide con la de X;, es decir,
X(z,y) = Tr(ad; ad,) = Tr(ad, ady |;) = K;(z,y)
Pero como
ad, ad, |; = ad; |7 ad, |;
implica que
Tr(ads ady |7) = Tr(ad, |; ad, |]) Kixi(z,y)
y por lo tanto K;(z,y) = K;x sz, y). [ |
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DEFINICION 2.21. Una forma bilineal simetrica 3(z,y) es llamada no-degenerada si
su radical S es 0, donde R(B) = S = {z € L|f{z,y) =0 VY € L}.

Porque la forma de Killing es asociativa, su radical es mas que un subespacio: S es
un ideal de L. En efecto, sea z € S, entonces tenemos que mostrar que para toda z € L
se cumple que [z,z] € S. Usando la invarianza o asociatividad de la forma de Killing,
tenemos que para una z € S y para toda z,y € L se cumple que X([z,z],y) = Kz, [z,y])
y como K([z, z},¥) = 0 para toda y € L tenemos que [2,x] € S para toda z € L'y toda
z € 5. Por lo tanto S es un ideal de L.
Alternativamente se tiene, dada una base fija {z, T2, ..., zn} de L, que X es no-degenerada
si y s6lo si la matriz de n x n cuya (4, j)-esima entrada es K(z;, z;) tiene determinante
distinto de cero, en otras palabras, la matriz es no-singular.
Como un ejemplo calcularemos la forma de Killing de s[(2, F)) usando la base {z,h,y}

donde
v 01 B 1 0 {00
=\ o) "T\o-1) YT
Primero calculamos la representacién adjunta ad z, donde
adz : sl(2, F) — sl(2, F)

Entonces se tiene que
(adx)(x) = [z,2] =0 =0z + 0h + Oy

(adz)(h) = [z, h] = zh — hz = (8 (1)) (é _(_)1) - ((1) _01) (8 []i)
_ (0 —1) 3 (0 1) _ (0 —2)
0 0 0 0 0 0
con lo cual obtenemos que
(ad x)(h) = [z, h] = =22 + 0h + Oy
De forma similar se obtiene que
(ad z)(y)} = [z, y] = Oz + 1A + Oy

Por lo tanto, se tiene que

adz =

oo o
o= o

Ahora calculamos ad h, donde
adh :sl(2, F) — sl(2, F)
y se obtiene de manera similar a como se hizo con adz que
(ad h)(z) = [k, ] = 22 + Oh + Oy
(ad h)(h) = [h, k) = 0z + Oh + Oy
(ad h)(y) = [k, y] = Oz + Oh — 2y
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y 0
adh = 0
—2

Finalmente calculamos ad y, donde
ady :sl(2, F) — sl(2, F)
y se obtiene de manera similar a como se hizo con anteriormente que
(ady)(z) = [y, 2] = 0z — 1h + Oy
(ad y)(h) = [y, h] = 0z + Oh + 2y
(ady)(y) = Oz + Ok -+ Oy

Por lo tanto, se tiene que

OO N
OO O

Por lo tanto, se tiene que

0 00
ady={-1 0 0
0 20
En base a estos resultados procedemos a calcular la forma de Killing de s{(2, F):
0 -2 0 0 -2 0 00 -2
K(z,z) =Tr(adzadz) = T( 0 0 1 0 0 1 )=Tr 00 0]=0
0 0 0 0 0 0 00 0
¢ -2 0 20 0 00 0
K(z,h) = Tr(ad zad h) = Tr( 0 0 1{[oo0 o )z’ﬂ 00 -2|=0
0 0 0 00 -2 00 0
0 2 0 200 200
K(z,y) =Tr(adzady) = 0 1110 20 )z'ﬁ 0 2 0] =
0 0 00 0 00 ¢
20 0 20 0 4 00
J<:(h,h)=ﬂ(adhadh):ﬁ( 06 0ffloo o )=Tr 00 0)]=8
00 -2 0 0 -2 00 4
Como X(z, y) es simetrica, la forma de Killing de la dlgebra de Lie s[(2, F) es igual a
00 4
XK=1{0 8 0
4 00

Cuyo determinante es —128, lo que quiere decir que X es no-degenerada v por lo tanto
sl(2, F) es semisimple segun el teorema 2.22.
Recordemos que una élgebra de Lie L es lamada semisimple si su radical R(L) = 0. Esto
es equivalente a pedir que L no tenga ideales abelianos distintos de cero.

TEOREMA 2.22. Sea L una dlgebra de Lie distinta de cero. Entonces L es semisimple
st y solo 51 su forma de Killing es no-degenerada.
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Demostracién. Sea S el radical de K, entonces tenemos que
Tr(adgadp) = 0

para g en S, h en L y de acuerdo con el criterio de Cartan 2.17 ad S es soluble.
Supongamos que R(L) = 0, entonces el Z(L) = 0. Entonces tenemos que S = ad S; por
lo tanto S es soluble y como S es un ideal de L se tiene que

SCcR(L)=0

En consecuencia S es igual a cero y por lo tanto K es no-degenerada.

Por otro lado, para probar que L es semisimple, es suficiente probar que todo ideal abeliano
I de L; esta contenido en S. En efecto, sea I un ideal abelianode L y sea z en I, y en L.
Entonces tenemos

L—L-—1
debido a ad, ad,, es decir, ad; ad, mapea a L sobre I y por lo tanto (ad, ad,)? mapea a
Len [I,I] =0 (el corchete de Lie de I es cero, por que I es abeliano):
(adyad,)? : L — [I,I] =0

o lo que es lo mismo, ad, ad, es nilpotente, esto es, tiene una matriz triangular superior
lo que implica que los elementos en la diagonal de ad, ad, son eigenvalores de ad; ady, y
como ad; ad, es nilpotente entonces todos sus eigenvalores son cero. Por lo tanto

K(z,y) = Tr(ad, ad,) =0
pero y es cualquier elemento en L, por lo tanto

Ics

Si X es no-degenerada implica § = 0, entonces L no contiene ningin ideal abeliano
distinto de cero, luego entonces L es semisimple. ||

La demostracién de arriba muestra que siempre tenemos S C R(L). De cualguier
modo, la inclusién inversa SR(L) C S no siempre se tiene.
En base a éste teorema 2.22 veremos que si{k + 1, ') es semisimple. En efecto, como se
vio antes los elementos de sl(k + 1, ) son las matrices sin traza, ademas se sabe que la
forma de Killing para la dlgebra de Lie gl(n, F') esta dada por

K(A, B) = Tr(ad Aad B) = 2n Tr(AB) — 2(Tr A)(Tr B)

Aplicando la férmula anterior a la subalgebra si(k + 1, F') de gi(k + 1, F'), obtenemos la
forma de Killing para sl(k + 1, F'), a saber,

K(A, B) = 2(k + 1) Tr(AB)

para matrices A, B € sl(k+1, F'). Para mostrar que X es no-degenerada debemos mostrar
que si Tr(AB) = 0 para toda B entonces A = 0, para ésto tomamos como B a los elementos
de la base standar de sl(k + 1, F). Como cualquier matriz A = (a;;) € sl(k + 1, F) se
puede descomponer como

A=A +As+ A,
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con A_ llamada la parte triangular estrictamente inferior, A4 la parte diagonal y Apla
parte triangular estrictamente superior. Una base para A, es constituida por la matrices
€pg cOn 1 < p < g < k+ 1. Las matrices e,, son definidas por

(epg)id = Opib; i)
Estas matrices tienen un 1 en lugar (p,q) y ceros en todos los demés lugares. Para la

parte A_ se toman como base las matrices e,, con 1 € ¢ < p < k+ 1. Para la parte
diagonal se necesitan matrices diagonales sin traza y las definimos por

hy = epp = €pi1 pa i)
con p=1,2,..., k. FEstas matrices ey, y h, forman la base standar de sl{(k + 1, F). Con
esta base en mente, entonces debemos mostrar que

Tr(Aey,) =0 1)
conp#qypg=1,2,...,k+ 1y ademss

Tr(Ah,) =0 iv)
conr =1,2,..., ky estoimplicarque A = 0. Asi es, la sustitucién de ¢) en éii) da a,, = 0si
p # q. De igual modo, la sustitucién de i) en ) nos da a,, = a, 4y 41 conr =1,2,... k.

Puesto que A tiene traza igual a cero, esto nos daa,, =0conp = 1,2,...,k+1. entonces
A = Oy esto afirma la no degeneracidad de la forma de Killing de si(k+1, F). Finalmente
del teorema 2.22 se sigue que sl(k + 1, F) es semisimple.

DEFINICION 2.23. Una élgebra de Lie L se dice ser la suma directa de ideales I, . . ., I,
y escribimos
L= .[1 ®...E I’n
Si sucede que
L=1I+.. +1,
ysetieneque [[;, ;] C LN =0sii# J

TEOREMA 2.24. Sea L semusimple. Enlonces existen ideales Ly, Ls,..., L, de L los
cuales son simples (como dlgebras de Lie), tales que L =L, @ Lo & ... ® L,. Todos los
ideales simples de L coinciden con algune de los L;. Ademds, la forma de Killing de L,
es la restriccion de X a L; x Ly, es decir, Xi, = K|, -

Demostracién. Sea { un ideal arbitrario de L, entonces el complemento ortogonal o
el anulador de I, definido como

I"={yeL|X(x,y)=0 Vye L}
es un ideal también en L. En efecto, para y que pertenecc a I+, 2z a L y x a I tenemos
X(ly, Jz) = K(y[z,2]) = 0
por la asociatividad de X la igualdad es cero; puesto que [z, z] pertenece a I y por lo
tanto /* es un ideal de L. Como I NI+ es un ideal sobre el cual Tr(ad. ad,) = 0 y por
el criterio de Cartan 2.17 7 N I+ es soluble.
Como L es semisimple, no existen ideales solubles distintos de cero v de L misma, luego

entonces I N I+ = 0, entonces la forma de Killing de I es la restriccién de la forma de
Killing de L y de aqui que sea no-degenerada. Entonces I es semisimple vy el resultado se
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sigue por induccion.

En efecto, si L no tiene ideales propios distintos de cero, entonces L es simple y hemos
términado. Por otro lado sea L, un ideal minimal distinto de cero. Por el parrafo anterior
se tiene que

L=L oL

En particular un ideal de L; es un ideal de L, lo que implica que L, es semisimple y por lo
tanto simple debido a su minimalidad. Por la misma razén Li es semisimple y usando la
hipotesis de induccién sabemos que Li se descompone en suma directa de ideales simples,
los cuales son tambien ideales de L, en otras palabras tenemos que

L=Li®Li=L,®dL®... DL,

Con lo cual se términa la induccion. Resta probar la unicidad de la descomposicion, es
decir, que esto ideales simples son tnicos.

Sea I cualquier ideal simple de L, entonces [/, L] es tambien un ideal de L distinto de
cero, por que Z(L) = 0, ya que L es semisimple; esto obliga a que [I, L] = I. Por otro
lado, tenemos lo siguiente

(L) =[1,h& La®..®L)=[I, L] [[.L:]®... &[], L]

por lo tanto, todos los sumando deben ser cero, exepto uno. Digamos que el sumando
que es distinto de cero es [/, [;] = I, entonces tenemos que

0#£TCL;
como L; es simple, se debe tener I = L; y por lo tanto la descomposicién es inica. La
ultima afirmacién del teorema se sigue del lema 2.20 B
COROLARIO 2.25. Si L es semisimple, entonces L = [L, L], y todos los ideales e

imagenes homomorficas de L son semisimples o cero. Ademds, cada ideal de L es una
sumna de ciertos ideales simples de L.

Demostracion. En efecto, sabemos que L se descompone de la siguiente forma por
ser L semisimple
L=L,®oL:;®».. &L,
donde los L; son ideales simples. Entonces escribimos
[LL=[L1 & L@ ... B Ln, LB Lo ® ... P Ly
= [Lla Ll} & [Lg, L2] ©...® [Lns Lﬂ]
La penultima ignaldad se debe a que L; es simple, lo que implica que [L;, L;] = L; y por

lo tanto se tiene [L, L] = L.
Ahora, sca ® un homomorfismo entre las dlgebras de Lie L y M

o: L — M

Entonces sabemos que el Ker @ es un ideal de L y entonces este es la suma de algunos de
los L;, es decir,

Ker@=L1+L2+...+Li
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y como sabemos que 3P == L/ Ker &, entonces la 3P es isomorfa a la suma de los restantes
ideales simples, es decir,
gj‘(:[);L,_'_l—f-—FLn

y por lo tanto los ideales e imagenes homomorficas de L son ideales semisimples. |
PROPOSICION 2.26. Sea L una dlgebra de Lie, entonces ad L es un ideal en Der(L).

Demostracién. En efecto, para é en Der L, para toda z, ¥ en L y usando que 4 es
una derivacion en la igualdad cuatro y la definicion ad;(y) = [z,y] en la ignaldad tres,
tenemos -

[5: adx](y) = (5 ad; —ad, (5)(’,9) =dad, y — ad, oy
= d([z,]) — [z, 0y] = [6z,y] + [z, oy] ~ [z, &y
= [52,3] = ads (y)

Por lo tanto se tiene
[8, ad,] = ads,
que pertenece a ad L y por lo tanto ad L es un ideal de Der L. n

TEOREMA 2.27. 51 L es semisimple, entonces ady, = Der(L), es decir, toda derivacicn
de L es intertor.

Demostracion. Debido a que L es semisimple se tiene que Z (L) = 0. Ademds
tenemos que
w: L — adL

es un isomorfismo de dlgebras de Lie, pues se demostro anteriormente que existe una
biyeccién y por lo tanto ad L es semismple y entonces ad L = M tiene forma de Killing
no-degenerada por el teorema 2.22. Si hacemos D = Der L, observamos por la proposicién
2.26 que [D, M] C M. Esto implica por el lema 2.20 que Kyr = Kar|arxas €s la restriccion
de la forma de Killing X de D.
Sea

M*={6e€D|Xp(d,ad;) =0 Vz e L}
un subespacio ortogonal de D a M, entonces

D=MaoM"'

pues Ky es no-degenerada y esto fuerza a que M U M = 0. Mds como M y M+ son
ideales de D, por que Xp es asociativa, se sigue que [M, M*] = 0. Sea § en M1, entonces

adcgm = [(5, adx] =0

para todo z en L, entonces §z = 0 para toda z en L debido a la inyectividad de ad y por
lo tanto se tiene que § = 0, concluyendo que M* = 0. Por lo tanto D = M, es decir,
ad L = Der L. ]

Este resultado nos permite introducir una descomposicién de Jordan en una algebra
de Lie semisimple arbitraria L, denominada descomposicidn de Jordan abstracta. Como
L = adl = Der L 'y Der L contiene las partes semisimples y nilpotentes de todos sus
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elementos; cada z en L determina, en vista de la inyectividad de ad, elementos tnicos s,
n en L; tales que
adx =ads+adn

es la descomposicién de Jordan usual de adz. Por lo tanto x = s+ n, donde 5 es ad-
semisimple, n es ad-nilpotente y [s,n] = 0. Escribimos s = 1, y n = z,. Por abuso de
lenguaje les llamamos a s y n respectivamente, las partes semisimple y nilpotente de z.







CAPITULO 3

REPRESENTACIONES

1. Reducibilidad completa de representaciones

En ésta seccidn todas las representaciones son de dimensién finita. Estudiaremos una
algebra de Lie semisimple L por medio de su representacién adjunta.

DEFINICION 3.1. Sea L una slgebra de Lie. Un espacio vectorial V| dotado con una
operacion binaria
(=, =):LxV —YV
definida por la correspondencia
(z,v) — z.v o simplemente zv

es llamado un L-maodulo si satisface las siguientes condiciones:
(M1) (ax + by).v = a(z.v) + b(y.v)
(M2) z.(av + bw) = a(z.v) + b(z.w)
(M3) [z,y]lv=zyv—yzv (r,y€ Ljv,weV;a,beF)

Si @ es un representaciéon de L, que en particular es un homomorfismo

& L— gl(V)

definida por la correspondencia
x — O(x)

donde

$(z):V —V
es definido por

v— O(x)(v)
y si escribimos

O(z)(v) = z.v

entonces hacemos de V un L-mdédulo. Inversamente, dado un L-médulo V, la ecuacién
®(x){v) = z.v define una representacion

®: L -— gl(V)

DEFINICION 3.2, Sean V' y W dos L-médulos, entonces un homomorfisme de L-
modulos es un mapeo lineal @
oV — W

tal que ®(z.v) = z.9(v)
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El kernel de tal homomorfismo es entonces un L-submédulo de V' y los teoremas de
homomorfismos standar se pueden demostrar, como se hizo en el capitulo uno.

DEFINICION 3.3. Cuando ® es un isomorfismo de espacios vectoriales, lo llamamos un
isomorfismo de L-mddulos.

En este caso los dos mddulos se dicen ser representaciones equivalentes de L.

DEFINICION 3.4. Un L-mddulo V es llamado irreducible si éste tiene exactamente dos
L-submodulos, el cero y el mismo.

DEFINICION 3.5. Un L-médulo V es llamado completamente reducible si es la suma
directa de L-submédulos irreducibles o equivalentemente, si cada L-submédulo W de V
tiene un L-submddulo complementario W' tal que V =W ¢ W',

En este capitulo la términologia de irreducible v completamente irreducible se aplicara
de manera indistinta a las representaciones de la dlgebra de Lie L.
Dada una representacion
L —gl(V)
el algebra asociativa con 1 generada por ®(L) en End(V) deja invariantes, precisamente
los mismos subespacios que L. Ademads, todos los resultados usuales para médulos sobre
un anillo asociativo se cumplen tambien para el algebra de Lie L.

LEMA 3.6. (de Schur) Sea
®: L — gl(V)
una representacion wreducible de una digebra de Lie L. Entonces los 1inicos endomorfismos
de V conmutando con todas las ®(z) (z en L) son los escalares.

Demostracion. Sea f un endomorfismo de V distinto de cero, es decir,
f:Vv—V
entonces para cada A en el campo F' se tiene que f — Ald tambien es un homomorfismo.
Puesto que f debe tener un eigenvalor Ag concluimos que f — Ap/d tiene kernel no trivial
y de arriba sabemos que f — AgJd = 0 y esto implica que f = M\g/d. Ademds, se tiene que
Q(z)f = PAgld = NIdP(z) = fO(x) => ®(2)f = fP(2)
lo que a su vez implica que
[©(z), f] = ®(z)f — f2(z) =0

y por lo tanto @ conmuta sold con los escalares. |

El algebra de Lie L es ella misma un L-mddulo para la representacién adjunta. Un
L-submédulo es un ideal, lo que implica que una 3lgebra de Lie simple L es irreducible
como un L-mdédulo, a la vez que una dlgebra semisimple L es completamente reducible
como L-médulo por el teorema 2.24. Fabricaremos nuevos L-médulos a partir de los ya
dados.

Sea V un L-mdédulo entonces el espacio vectorial dual V* se convierte en un L-médulo,
llamado el dual o contragradiente, si definimos para f en V*, ven Vy zen L

(= =):LxV* >V
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dado por la correspondencia siguiente

(z, (v) = (z.f)(v) = = f(zv)
Los axiomas (M1) y {M2) se satisfacen con cierta facilidad, de aqui que sélo resta probar
el axioma {M3), es decir, que ([z,y].f)(v) = ((z.y — y.z). f)(v). En efecto, por definicién
se tiene
([z. 4] ))(v) = —f[z,y] v} = —f{(zy — yz)v) = —flzyv - yrv) = — flayv) + fyz.v)
= (z.f)(yv) — (w.f)(zv) = —(y.2. /)W) + (9. f)(v) = (zy.f)(v) = (y.z.f)(v)
= ((z.y.f) — (2. ) = (z.y —y.2).f)(v)
y por lo tanto se tiene que en efecto V* es un L-modulo.
Ahora sean V', W dos L-médulos v sea V ® W el producto tensorial sobre F de los
espacios vectoriales V' y W. Recordemos que si V' y W tienen bases (v),vs,...,0m)
y (wy,ws, ..., wy,) respectivamente, entonces V' ® W tiene una base consistente de mn
vectores v; ® w;. Para darle una estructura de médulo al producto tensorial de dos

madulos para un grupo G, se define sobre los generadores v @ w la siguiente operacién
g.(v ® w) = g.v ® g.w. Para una dlgebra de Lie L definimos

(—=):Lx(VaW)—VeW
dada por la correspondencia
z(vRuw)=z0vRwtvRrw

Como antes los axiomas (M1) vy (M2) son sencillos de comprobar y resta verificar el axioma
(M3). En efecto, por definicién se tiene

[z, y].(v@w) =[r,ylv@w+v® |, ylw
= (zy —yz)v@W+v® (Y — yz).w
(xyv—y:c V) Qw+ v (ry.w — yr.aw)
= (zyv) ®w — (yz.v) Quw +v R (zy.w) — v @ (yz.w)
(xyv®w+v®xyw) (yzv ®@w+v@yrw)
= (zy)(v @ w) - (yz)(v @ w) = (zy — yz){v @ W)

y por lo tanto V @ W es un L-mdédulo.

Dado un espacio vectorial V' sobre el campo F', existe un isomorfismo bastante util de
espacios vectoriales, a saber, entre V* @ V y End(V). En virtud de lo anterior definimos
para fen V* ven VywenV

(—,=): V'@V — End(V)
dada por la regla de correspondencia cuyo valor en w es

(f ®v) = flw)
puesto que ambos espacios tienen dimensién n?, donde dim V = n, entonces la operacién
definida anteriormente es un isomorfismo.
Ahora si V es un L-médulo, como lo es V*, entonces V* & V se convierte en un L-médulo
como se describio anteriormente, Ademds, End(V) puede tambien ser visto como un L-
moédulo via el isomorfismo de arriba. La accidn de L sobre sobre End(V') puede ser descrita
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directamente por (z.f)(v) = z.f(v) ~ f(z.v) para z en L, f en End(V) y v en V. Més
generalmente si V' y W son dos L-médulos, entonces L actua sobre el espacio Hom(V, W)
de mapeos lineales, por la regla de correspondencia (z.f)(v) = z.f(v) — f(x.v). Esta
accién surge del isomorfismo entre Hom(V, W)y V* @ W.

DEFINICION 3.7. Sea L una dlgebra de Lie semisimple, se dice que &
L —s gl(V)
es una representacion fiel si es uno a uno, es decir, si es inyectiva.

Se define una forma bilineal 3(z,y) = Tr(®(z), ®(y)) sobre L. La forma bilineal 5 es

asociativa por el lema 2.16 y su radical S es un ideal de L. Ademads, 5 es no-degenerada
pues usando el criterio de Cartan, teorema 2.17 para ®(S) C ®(L) y como ®(S) = § es
un ideal soluble de 1., entonces S = 0. Tomando ¢ = ad resulta que ® = X es la forma
de Killing en este caso especial.
Ahora sea L una algebra de Lie semisimple, 3 cualquier forma bilineal simetrica, asociativa
y no-degenerada sobre L. Si (zy,z3,...,%z,) es una base ordenada de L, entonces [
determina una base tinica (¥, ys, ..., y,) de L*, llamada la base dual de (z;, s, ..., Tp)
en relacion a (3, la cual satisface que 3(z;,y;) = d;;. Si z pertenece a L, podemos escribir
[e,@:] = 320_1 @525 ¥ [2,4] = Y0_ biyy;. Usando la asociatividad de 3 en la cuarta
igualdad, podemos calcular lo siguiente

n

s =Y ayB(ay, w) = B[z, 2], ye) = Bl=[zi, ], i)

j=1

= i L) = B 2. 0]) = = Y bl
= by .
Si
&: L — gl(V)

es cualquier representacién de L, entonces escribimos
n
Co(B) = O(x:)B(y:)
i=1

en End(V'), donde z;, y; corren sobre las bases duales relativas a  como se indico arriba.
En End(V) tenemos la siguiente identidad

[z, y2] = wyz — yza = xyz — yzz + yzz — y2z = (2, 9]z + ylr, 2]
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para toda z, y, z en End(V'). De este modo se tiene para x en L como arriba y usando la
identidad anterior en la tercera igualdad se tiene que

[®(z), Ca(B)] = { (), Z@(m ) ] ):l@ z), () ®(y)]
- Z ([@ 2), B(@)]B(3) + q)(x,)[@(x),@(yi)])
— Z[cp z), ®(z:)]®(v: +Z<I) ;)] ®(y,))

= Z Z ai;®(z;)P(yi) + Z Z bi; () P(y;)

i=1 j=1 i=1 j=1
n n
= Z a;;®(z;)P(y:) + Z bi; @ (:) 2 (y;)
ij=1 i,j=1
=0
la igualdad a cero es porque sabemos que a;; = —by; lo que implica que —a;; = by y

como z se eligio arbitrariamente en L, lo anterior vale para toda x en L, esto significa que
Csp(0) es un endomorfismo de V' que conmuta con todos los elemetos de ®(L).
Volvamos al caso en que @ : L — gl(V') es una representacién fiel de L, con forma bilineal
asociativa, simetrica y no-degenerada 3. Como arriba G{xz,y) = Tr(®(z), ®(y)). En este
caso fijamos una base ordenada (x),zs,...,z,) de L, entonces escribimos simplemente
Cs para Cy(0) al cual llamaremos el elemento casimir de ®.

Una propiedad interesante del elemento casimir de ® es obtenida de su traza, a saber

=1 (b0 ) = 3 TH@)0(0:)
i=1 i=1

=Y Ble,u) =dimL#0
1=1

En el caso de que ® sea una representacién irreducible, entonces el lema de Schur 3.6
garantiza que Cg es un escalar igual a dim L/ dim V' en vista de la sentencia anterior; en
este caso se ve que Cy es independiente de la base escojida de L.

En caso de que ® no sea fiel, podemos definir un elemento casimir para ®. El Ker ® es
un ideal de L, luego es suma de algunos ideales simples de L debido al colorario 2.25. Sea
L' la suma de los ideales simples restantes de L, en concordancia con el teorema 2.24.
Entonces la restriccién de ® a L’ es fiel y podemos construir un elemento casimir como
se dijo anteriormente, usando bases duales de L’. Un elemento de End(V') obtenido de
esta manera, es también llamado el elemento casimir de ® y es denotado por Cs. Este
conmuta con ®(L) = (L’). En efecto, la demostracién es enteramente analéga a la que
se hizo para demostrar que [®(L), Cs(3)] = 0.

LEMA 3.8. Sea
d: L — gl(V)
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una representacidn de una dlgebra de Lie semisimple L. Entonces ®(L) C sl(V). En
particular, L actua trivialmente en cualquier L-mddulo de dimension uno.

Demostracién. Se usard el hecho de que L = [L, L], junto con el hecho de que sl{V/)
es la dlgebra derivada de gl(V'), es decir, sI(V') = [gI(V), gi(V)]; en otras palabras, por el
colorario 2.25 tenemos que L = [L, L] = L' para L semisimple, entonces &(L) = &(L') =
®(LY < gl'(V). Los elementos de gl'(V) tienen traza cero, pues son combinaciones lineales
de conmutadores de gl(V') y por lo tanto gl'(V) C sl(V) y como ®(L) C gl'(V) esto implica
que ®(L) C sl(V) con lo cual concluimos la prueba. |

TEOREMA 3.9. (Weyl) Sea
oL — gl(V)
una representecion (de dimension finita) de una dlgebra de Lie semisimple L. V £ 0.
Lmtonces ® es completamente reducible.

Demostracién. Comenzamos con el caso en que V tiene un L-submédulo W de
codimensiéon uno; por el lema 3.8 L actua trivialmente sobre V/W = T y tenemos la
sucesion exacta corta siguiente

0> W 2oy Lo —p

Usaremos induccién sobre la dimensién de W, vamos a mostrar que si W no es irreducible
entonces la sucesién exacta anterior se escinde, es decir, W tiene un complemento en V.
En efecto, sea W’ un L-submédulo propio distinto de cero de W, entonces tenemos la
sucesién exacta corta dada como sigue

0—ww L viw Ly

como se cumple que dim(W/W') < dim W la hipétesis de induccién nos dice que la
sucesion anterior se escinde, es decir, existe un L-médulo unidimensional W /W’ de V /W’
complementario de W/W”’, tal que

dim(W /W) = dim(V/W') — dim(W/W"') = 1
Consecuentemente tenemos otra sucesién exacta corta
A~ ]

{ W W T 0

Esta situacién es parecida a la que se trato al comenzar la demostracién, exepto que si
tomamos en cuenta que dim W' < dim W y usamos la hipétesis de induccién para obtener
un L-médulo X de W complementario a W’ tal que

dim X = dim W — dim W' =1

Como tenemos que

VIW =2W/W o W/wW
lo anterior es porque las sucesiones se escinden, entonces tenemos que W W =W y
como W = W' & X; concluimos que WNX =0y por lo tanto que V =W ¢ X como se

queria.
Por otro lado, si W es irreducible el trabajo es un poco mas complicado y vamos a usar el
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lenguaje de las representaciones, teniendo a la mano el elemento casimir. Por conveniencia
asumimos que la representacion ¢

(I):L—Jrg[(V)

es fiel sobre V. Sea € = Cy el elemento casimir de . Como C conmuta con (L),
implica que C es un endomorfismo de L-médulos de V. En particular W es estable bajo
C, es decir, C(W) C W y el Ker C es un L-médulo de V.

Que L actua trivialmente sobre V/W, equivale a decir que L lleva a V sobre W y lo
mismo hace C pues éste es una combinacién lineal de elementos de ®(L). Entonces C
tiene traza cero en V/W, mas no puede tener traza cero en W. Por otro lado, C actua
como un escalar sobre el L-madulo irreducible W y esto es por el lema de Schur 3.6, este
escalar no puede ser cero, porque ello forzaria a que

dim L = Try (C) = 0

lo cual seria una contradiccién pues la dim L # 0. De esto se sigue que KerC es un
L-médulo unidimensional de V, tal que Ker CNW =0 y por lo tanto V = W @ Ker C
como queriamos.

Ahora podemos ir al caso general en que W es un L-submédulo distinto de cero de V' y
mostrar asi que la sucesion exacta corta

0—>W Lo v L viw —

se escinde. Para esto consideremos Hom(V, W) el espacio vectorial de mapeos lineales
de V en W, visto como un L-mddulo. Sea V el subespacio de Hom(V, W) consistente
de aquellos mapeos cuya restriccion a W es multiplicacién por un escalar: V es un L-
submédulo. Si f pertencce a V, entonces fiw = a.ldw para algin escalar a en F, de
modo que para todo z en L y w en W tenemos

(x.){(w) = z.f(w) — flz.w) = z.0w — a(z.w) = a(z.w) — a(z.w) =0

donde z.(flw) = 0. Sea W un subespacic de V consistente de aquellos endomorfismos
escalares f cuya restriccion a W es cera. Fl cilculo anterior muestra que W es también
un L-submédulo de Hom{V, W) y que L mapea V sobre W. Ademads de esto W tiene
codimensién uno en V, porque cada elemento f en V es determinado médulo W por el
escalar f|y . Con esto estamos en el siguiente caso especial

0 W v V/W—0

que mencionamos al comenzar este parrafo.
De acuerdo a la primera parte de la demostracién V tiene un L-submédulo de dimensidén
uno X complementario a W. Sea

f:Vv—Ww

uno de los generadores de X. Sin perdida de generalidad podemos asumir que f|y = Idy,
basta multiplicar a f por un escalar adecuado. Decimos que L anula a f, es decir,

0= (2.f)(v) = 2.1 () - f(z.0)
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esto es que f es un homomorfismo de L-médulos, entonces el Ker f es un L-submédulo
de V. Puesto que f mapea a V sobre W y f actua como la Idy sobre W, concluimos que
V = W & Ker f como se deseaba y con lo cual concluimos la demostracién. | |

Como una aplicacién inmediata del teorema de Weyl, vamos a mostrar que la descom-
posicién de Jordan es compatible con las representaciones lineales de la dlgebra de Lie
L.

TEOREMA 3.10. Sea V un espacio vectorial de dimensidn finita sobre un campo al-
gebratvamente cerrado F y sea L C gl(V') una dlgebra de Lie lineal semisimple sobre F.
Entonces L contiene las partes semisimple y nilpotente en gi(V') de todos sus elementos.

Demostracion. Sea x en L arbitraria y sea z = x, + z, su descomposicién de Jordan
en gl(V). El problema es mostrar que z, y x, viven en L. Se define

N =adgu(L)={Aegl(V)]|[A,z]e L Vze L}

Debido a que adgqyy z(L) C L, se sigue de la proposicién 2.8 inciso ¢) que adgyy) z,(L) C L
y adgyv) (L) C L, lo que es equivalente a decir que z, y 2, pertenecen a Ngvy(L) = N.
Este normalizador es una subdlgebra de Lie de gl(V) (la demostracién se hace utilizando
la identidad de Jacobi), la cual contiene a L como un ideal. Nos gustaria mostrar que
N = L; con lo cual acabaria la demostracién, pero desafortunadamente esto es falso, es
decir, debido a que L C sl(V) segiin indica el lema 3.8, los escalares viven en N pero no
viven en L y por lo tanto N # L. Entonces necesitamos que z, y z,, esten contenidos en
una subalgebra de N, tal que esta subélgebra tenga a L como un ideal y probaremos que
esta nueva subdlgebra es igual a L.

En efecto, si W es cualquier L-submoédulo de V, definimos

Ly ={yegl(V) |y(W)C W y Tr(ylw) =0}

Sea z en L, se ve de la definicién anterior que z(W) C Wy como L = [L, L], tenemos que

n
z = Z[Ii: y'l]
i=]1

para algunas z;, y; en L, luego entonces

eb) = To (3l il ) =1 (Sl uhvl) =0

=1 i=1

es decir, z vive en Lw y Ly es una subdlgebra de gl(V). Ademds, si A =5+ N es la
decomposicién de Jordan de A que pertenece a Ly, visto como un mapeo lineal

AV —YV

tenemos que S(W) C W y N(W) C W por la proposicién 2.8 inciso ¢). Como N’ es
nilpotente se tiene que la restriccién N'jy, es también nilpotente entonces Tr(N’|,y) = 0
y por lo tanto N’ vive en L. Haciendo S = A — N’ se tiene que S(W) C W y

Tr(Slw) = Tr(A — N'lw) = Tr(Alw — N'lw) = 0
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por lo tanto S vive en Ly .
Ahora, L* denota la interseccién de N con las subalgebras Ly de todos los espacios L-
invariantes de V. Como una interseccién de subdlgebras, ésta es una subdlgebra de Lie
de gl{V) y de lo anterior vemos que L C L* y que L es un ideal en L*. Para A en L*
con descomposicién de Jordan A = § 4+ N’ tenemos que .S, N’ viven en L*, pues Sy N’
viven en Ly y entonces concluiremos la demostracion mostrando que L = L*. En efecto,
puesto que L es una subdlgebra de L* tenemos que ad{z)(L*) C L* paratoda z en L y
esto implica que L* es una representacion de L, es decir, L* es un L-médulo v el teorema
de Weyl 3.9 nos permite ecribir

=L M
para algiin L-submddulo M. Ademés, puesto que L* C N vemos que [L, L*] C L, por
lo tanto la accién de L sobre M es trivial. Sea y en M cualquier elemento. V puede ser
escrito como una suma directa de L-submédulos irreducibles por el teorema de Weyl 3.9.
Sea W cualquier L-submddulos irreducible de V', entonces por construccién y vive en Ly,
lo que implica que Tr(y[w) = 0. Por otro lado, como M es un L-médulo trivial implica
que [z,y] = 0 para toda z en L y por lo tanto el lema de Schur 3.6 implica que y actua.
sobre W como un escalar, es decir, yly es un multiplo de la identidad, pero esto junto
con que Tr{y|w) = 0 implica que y|lw = 0 para toda y en M y por lo tanto M = 0, lo que
nos permite escribir

L*=1L
y la tltima afirmacién del teorema se sigue de la primera, porque cada tipo de descom-
posicién de Jordan es tinica segun la proposicién 2.8. |

COROLARIO 3.11. Sea L una dlgebra de Lie semisimple y
DL — gl(V)

una representacion de dimension finita de L. St x = s+n es la descomposicion abstracta
de Jordan de = que estd en L, entonces O(x) = O(s) + ®(n) es la decomposicién usual de
Jordan de ®(x).

Demostracion. Se tiene que ady, s(x) = A(x) entonces ada()(s)(®(z)) = ®(ady s(z)) =
A®(x). Esto muestra que ®(L) es generada por eigenvectores de adgry ®(s), entonces ®(s)
es ad-semisimple. Del mismo modo, ®(n) es ad-nilpotente y conmutan, es decir,

[ad.;,(L) (ID(S), adq,(L) (I)(n)] = ad¢(L)[(I)(S), @(n)] =0

por el lema 2.10 y por lo tanto ®(z) = ®(s) + ®(n) es la descomposicién de Jordan
abstracta de @(z) en la dlgebra de Lie semisimple ®(L). Aplicando el teorema 3.10 ésta
coincide con la descomposicién de Jordan usual de ®(x) en ®(L). [

2. Representaciones de sl(2, F')

Las representaciones de sl(2, F') cuando F es un campo algebraicamente cerrado de
caracteristica cero, constituyen el caso méds simple de la teoria de representaciones de
dlgebras de Lie. Mas adelante veremos que toda élgebra de Lie semisimple de dimensién
finita es constituida por copias de sl(2, F), de modo que estudiar sus representaciones
significa atender lo basico. De esto, vamos a obtener una caracterizacién completa de las
representaciones de dimensién finita de sl(2, F).



56 ) 3. REPRESENTACIONES

En esta seccién todos los médulos seran tomados de dimensién finita sobre el campo F,
F es algebraicamente cerrado y de caracteristica cero. Ademés, L = sl(2, F) y {z,h,y}
es la base canonica de L,

(5 8) 2= ) v ()

con las reglas de conmutacién siguientes
(h, ] = 2z, [h.y] = —2y, [z,y] = h

Entonces todo elemento de sl(2, F') puede ser expresado como una suma de corchetes de
elementos de sl(2, F'), en otras palabras, [s((2, F},sl(2, F)] = sl(2, F).

Sea V' un L-médulo irreducible de dimensidn finita, debido a que & es semisimple, es decir,
tiene matriz diagonal; por el corolario 3.11 se sabe que h actua diagonalmente sobre V.
La afirmacién de que F es algebraicamente cerrado, garantiza que todos los eigenvalores
requeridos vivan en F. Como h actua diagonalmente sobre V implica que tenemos una
descomposicién de V como suma directa de eigenespacios Vy = {v € V]|hv = v}, es
decir,

V= ?VA (%)

con A en Iy notemos que es una suma finita.

DEFINICION 3.12. Sea Vy # 0, decimos que A es un peso de h y llamamos a V, un
espacto peso.

LEMA 3.13. Si v pertenece a V), entonces r.v pertenece a V2 y ademds y.v pertenece
a V_s.
Demostracién. Por la propiedad (M3) de la definicién de médulo se tiene que
[h,z]v = h.(zv) —z.ho
lo cual implica que
h.(zw) = [h,z]lv+z.hv=2zv+z2)Iv =220+ Azw
= Az.v+2xv = (A + 2)zv

y entonces r.v es otra vez un eigenvector de A, pero esta vez con eigenvalor (A + 2), en
otras palabras, la accién de z sobre los diversos espacios V), esta dada por

z: V) — Vi
Analogamente se tiene que
[h,ylv =h.(y.v) —y.ho
lo cual implica que
hiyv)={h,ylv+y.hv=="2yv+yIv=-2yv+ Ayv
=Ayv—2yv=(A=2yv

y entonces y.v es otra vez un eigenvector de h, pero esta vez con eigenvalor (A — 2), en
otras palabras, la accién de y sobre los diversos espacios V), esta dada por

y: Vi — Vi




2. REPRESENTACIONES DE sl(2, F) ] &7

y la demostracién esta concluida. [ |

El lema implica que z, ¥ son representados por endomorfismos nilpotentes, pero esto
realmente se sigue del colorario 3.11. Como la suma en (*) es finita, debe existir un A tal
que V), # 0y V49 = 0. Gracias al lema 3.13 se tiene que z.v = 0 para toda v € V). Para
tal X, todo vector v # 0 en V), es llamado un vector mdzimo de peso A.

Asumamos ahora que V es un L-moédulo irreducible. Eligamos un vector méaximo, digamos
vg en V)y; ponemos v_; =0, v; = (Tll)yitvo con ¢ = 0. Se tiene el siguiente lema.

LEMA 3.14. Sea
1) h.v,- = (A — 2?:)’1),;
2} YU = (1 + 1)’U,‘+1
3) €Ty = (A -1+ 1)1)1’__1 (Z ; 0)
Demostracién. En efecto,
1) se hara por induccién sobre i. Para i = 0 se tiene
h{vg) = Avg
La identidad es cierta por definicion de V) y debido a que vy, € V). Ahora

supongamos que se cumple para ¢ y por demostrar que se cumple para (i + 1).
En efecto, usando la definicion de »; y (M3) en la sexta igualdad se tiene que

1 . 11, 11

i1 = N . = h.{ - —yy'. =

hviss h((z‘+1)!y Uo) (z+1z!yy v0> h(z+1yy
1 1 1

= h. ) = —h{yy)=—— s+ [h
h(i+1yv) PR z+1(yhU [ y])
1
_1 (y()\—Qi)vi—Zyvi)=_ (()\—Zi)yvi—2yvi>

t+1 1+ 1
1 1 1 1 1 1 1
= 2 -2 = A—2 - —2
Z-l-l(()\ l)y yvg Y 'y’Uu) i1 ( z)y y’Uo +1y y 0
1 . 1 1 1
— (N — 2 Z oyt — A—2 -2
(A= 2i) g fow'eo = 2 gpuw'vo = (= 20) g™ e = 2y

= (.)\ - 2?:)?)7;_“_ - 2’Ul’+] = ((A - 2‘2) - 2)’U,‘+1 = (}\ — 2(’6 -+ ]))U'i+1

Por lo tanto la férmula 1) es vélida.
2) Se sigue directamente de la definicién de v;, a saber,
1, i+1 1

; . 1 1
y%:yay Vo = +1'y yUO (Z+1)?—Iyyv0

: 1 ‘
=(Z+])Gj;Tﬁy4dw)=(l+1)%+1
3) Por induccién sobre . Para ¢ = 0 se tiene
.’II.’I)O:()\—I)'U_] = ()\— 1)020

Lo cual es valido por el lema 3.13. Supongamos que se vale para ¢, por demostrar
que se cumple para (i + 1). En efecto, usando la definicién de v; v aplicando el
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inciso 1), junto con la hipétesis de induccién en la igualdad ocho se tiene

R 1 it Yo (L iy =z _}___1_1'@
Vi1 = X. (i+1)!y Vo ) = I z,_r_“.!y'y.o =TI z‘+1y1!y'°

1 L) = Lz o) = 2 ([ gl + g
= ; I. yz"y Qo | = H_—lx Yyvi) = it 1 Z,Y|v; T yry;

.)z il(()\ 2z)v,+y()\—i+1)vi_1)

A-2)vy;+ (A —i+ l)yvi-_l)

1 i-1
)’Ul (A - 2 + 1)y( 1)!y UO)
(A = 20w, + (A '+1)'1 ! =y,
Vv +{A—12 zz_ Gz 1)!yy 0
1
'+(/\—Z+1)z——yvo)

(A—20)v + (A= i+ 1)wz-)

(A — 20)v; + (A — 4% + z')v,-)

((A -2+ (M-t + i))v,-)

(A—2i+ N -2+ i) )

M+A—i2—i—i—1+i+1) )
)(z’+1)vi)

((z\—z’—1+1)vl) —1A—i -1+ 1),
-+ 1)+ 1w

Como se queria y la demostracién esta concluida.
[ |

Para obtener una representacién de una dlgebra de Lie es suficiente construir una rep-
resentacién para una base en ésta algebra, es decir, en una base que genere a la algebra
de Lie. Para sl(2, F') tomamos la base dada anteriormente por {z, h,y}.
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Sea V un s{(2, F)-médulo de dimensién finita. Denotamos a los operadores lineales rep-
resentando la accién de z, y, h por z., y. y h., hay que hacer incapie en que z., y. y h.
son operadores lineales sobre el espacio vectorial V. Ahora un operador lineal sobre un
espacio vectorial sobre un campo F de dimensién finita tiene almenos un eigenvector.Si
v € V es un eigenvector del operador h., entonces v £ 0 y

ho = v 1)

con A € F. Como vimos en el lema 3.13 cuando z.v # 0, entonces éste es un eigenvector
de h. y su eigenvalor, comparado con el eigenvalor del vector v es incrementado en 2. Por
otro lado si y.v # 0, entonces éste es un eigenvector de h. y su eigenvalor, comparado con
el eigenvalor del vector v es disminuido en 2. Repitiendo estas acciones obtenemos una
cadena de eigenvectores independientes de h. y esta cadena debe de ser finita, puesto que
V es de dimension finita, es decir, en algun momento se estaciona la cadena. procedamos
formalmente a la construccidn.

TEOREMA 3.15. Sea V un L = sl(2, F')-mdédulo irreducible
i) Relativo a h, V es la suma directa de espacios peso V,, con g = m,m —
2,...,—(m—2),—m, dondem+1=dimV ydimV, = 1 para cada p.
i) V tiene (salvo multiplos escalares distintos de cero) un tinico vector mazimo,
cuyo peso (llamado el peso maximo de V) es m.
iti) La accion de L = sl(2, F') sobre V es dada explicitamente por las formulas del
lema 3.14, si la base es elegida en la forma indicada. En particular, existe a lo
mds un L = sl(2, F)-mddulo irreducible (salvo isomorfismo) de cada dimensién
posible m+ 1, m 2 0.

Demostracién. En efecto, se tiene lo sigiente.
i) Consideremos el procedimiento anterior. Supongamos que vy # 0 en V, es un
eigenvector del operador h. con eigenvalor A, es decir,
h.v,\ = )\’U)\ 2)

La accién repetida de z. sobre v, da una cadena de eigenvectores y apartir de un
cierto momento da vectores cero. Estos eigenvectores son linealmente independi-
entes puesto que ellos tienen eigenvalores diferentes. Entonces uno tiene

Cadena de vectores vy Ty (z.)u coe o (x)Puy
Eigenvalores posibles A A+2 A+4 - (A +2p)

como V' es un espacio vectorial de dimensién finita la cadena de eigenvectores es
finita, es decir, debe existir un entero n tal que (z.)"v) # 0y (z.)Pv) = 0 para
p > n, ponemos

vo = (z.)'ux #0 3)
y obtenemos

hoy = h.(z.)"uy = (A + 2n)yp := pwyg 4)
y
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El vector v se toma como punto de partida para la construccién de una base del
espacio de representaciones de una representacion irreducible. Esto se logra por
repetidas aplicaciones del operador ¥. sobre vy y obtenemos otra vez una cadena
consistente de eigenvectores del operador h. y vectores cero. Esto es

Cadena de vectores Up y.vg =1 (1.)%v0 = vy e (y.)" v = vm

Eigenvalores posibles W -2 u—4 . (1 — 2m)

En vista de que el espacio de representaciones es de dimensién finita, esta cadena
debe de dar cero despues de un niimero finito de pasos. Supongamos v, # 0 v
0 = Y41 = ¥.Up,. Usando 3) del lema 3.14 se tiene de esta afirmacién que

0 = z.vm41 = (L — M)y, 6)
Esto nos lleva a que la incognita u debe cumplir 1a condicién
pw=mz=0 7)

Entonces p es un entero no negativo. Como k. es diagonal los eigenvalores aso-
ciados aparecen con multiplicidad uno, de modo que dimv, = 1.

El espacio vectorial generado por la cadena {vo,y.v0 = vi,..., 4.0 = v,,} es
invariante bajo la accién de z., y. y h.. En efecto, sea W el subespacio de V
generado por A = {w, v1, ..., }. Por definicién de W se tiene que y.(W) C W.
Ademés de esto notamos que y.'vg € V,_» de donde h.y.fvg = (p — 2i)y. g
y por lo tanto h.(W) € W. Esta observacién garantiza que los elementos de
A son linealmente independientes, como eigenvectores de h. asociados a eigen-
valores distintos. Finalmente usando un argumento de induccién se tiene que
.y vy = i(p — i+ 1)y g ¥ de este modo tenemos que z.(W) C W y como V
es irreducible por hipdtesis se tiene que W = V' y por lo tanto dimV = m + 1.
Llamando a los eigenvalores de h. los pesos de la representacién, tenemos una
serie decendente de pesos, a saber,

mm-—2,...,—m
Como h actua diagonalmente sobre V' implica que tenemos una descomposicién
de V como suma directa de eigenespacios V,, = {v € V|hv = pv}, es decir,
V=aV,
I
ii) El vector peso vy es llamado el vector de peso maximo. El peso maximo es

m y el peso minimo es —m, damos otravez la cadena de eigenvectores y sus
correspondientes eigenvalores

Cadena de vectores o U Vg e Uy
Eigenvalores posibles m m—2 m—4 e —m

iii) La demostracion de éste inciso se desprende del inciso I) v la demostracién
del teorema esta concluida.




3. DESCOMPOSICION DEL ESPACIO L EN ESPACIOS DE RAICES 61

COROLARIO 3.16. Sea V cualguier L-médulo de dimensién finita, L = sl(2, F). En-
tonces los eigenvalores de h sobre V son todos enteros, y cada uno aparece con su negativo
en igual nimero de veces. Ademds, en cualquier descomposicion de V en suma directa de
submddulos irreducibles, el niimero de sumandos es precisamente dim Vy 4 dim V.

Demostraciéon. Si V = (@ no hay nada que probar. Por otro lado si V # 0 por
el teorema de Weyl 3.9 escribimos a V' como suma directa de submodulos irreducibles.
La primera afirmacién se sigue del teorema 3.15 inciso I). Por el inciso I) del teorema
3.15 cada peso aparece simultaneamente con su opuesto, todos los pesos tienen la misma
paridad y aparecen con multiplicidad 1, formando una cadena simetrica en relacién al
origen Z C F, es decir,

-m,—m+2,...,m—2,m

Para ver que el nimero de sumandos es precisamente dim V5 + dim V), basta notar que en
la descomposicién de V', para cada factor irreducible tenemos una tinica correspondencia
del peso 0 o del peso 1 pero no de ambos, debido a la paridad. [ |

3. Descomposicion del espacio L en espacios de raices

En ésta seccion L denota una dlgebra de Lie semisimple distinta de cero. Vamos a

estudiar en detalle la estructura de L, via su representacién adjunta. La herramienta
principal seré la forma de Killing y los teoremas 3.10 ¥ 3.15.
Sea L una dlgebra de Lie semisimple, entonces L debe tener elementos semisimples distin-
tos de cero. En efecto, supongamos que L no tiene elementos semisimples. Entonces cada
elemento z en L puede ser descompuesto en una parte z; semisimple y una parte z,, nilpo-
tente, segiin nos dice la descomposicién de Jordan-Chevalley y ambas partes pertenecen
a L. como supusimos que L no tiene elementos semisimples implica que =, = 0. Entonces
x = z, para toda r € L, en otras palabras, todos los elementos de L son ad-nilpotentes.
Entonces ad = es nilpotente para toda z € L y por el teorema de Engel se tiene que L
es nilpotente. Como L # 0, la dlgebra de Lie L contiene un ideal abeliano distinto de
cero y esto contradice la semisimplicidad de L, lo cual nos dice que L contiene elemen-
tos semisimples y por lo tanto subdlgebras distintas de cero formadas por los elementos
semisimples ;.

DEFINICION 3.17. Una subalgebra H de una algebra de Lie semisimple L, generada
por elementos semisimples es llamada una subélgebra toral.

LEMA 3.18. Sea H una subdlgebra toral de una dlgebra de Lie semisimple L. Entonces
H es abeliana.

Demostracién. Sca H una subdlgebra toral de L, sea © # ¢ € H, mostraremos que
[x,4] = 0 para toda y en H, es decir, que el ady(z) = 0 para toda z en H. En efecto,
como z es semisimple implica que ady(z) es semisimple, es decir, ady (z) es diagonalizable
y como F es un campo algebraicamente cerrado se tiene que ady(z) actua diagonalmente
sobre H, entonces basta mostrar que ady(x) no tiene eigenvalores distintos de cero. En
efecto, supongamos lo contrario y asumamos que y es un eigenvector de ady(z), es decir,
adp(z)(y) = z,y] = ay para alguna ¢ # 0 € Fy y # 0 € H. Por otro lado, adu(y)
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también es diagonalizable pues y € H, entonces podemos escribir a £ como una com-
binacién lineal de eigenvectores linealmente independientes de ady(y). Por comodidad
ponemos r = z;’:l x; y ponemos [y, z;] = a;z; para una e; € F apropiada, de este modo
tenemos que

s )e) = Iy, 7] = e, 4] = = s (@) = o9 = 3] = 1.3

=1
n n
=) lnzl=> az
§=1 j=1

y aplicando una vez mas adg(y), se obtiene
(1) ady(y)(adu (y)(2)) = ady(y)(~ay) = [y, ~ay] = —aly,y] = —a-0=0

() s o (4) @) = adt)( 5., o5ty ) = [0 E10m, | = Sl =

n i . o 1] 2 .
Zj:l a;a;%; = 2j=1 a;r;

Juntando 1 y 2 se tiene que
n
0= Za?n:j
i=1

lo cual implica que a; = 0 para toda j, lo que a su vez implica que a = 0; lo que contradice
que a # 0y por lo tanto ady(z) no tiene eigenvalores distintos de cero, con lo cual queda
términada la demostracién. [ ]

Una igebra de Lie L semisimple puede contener varias subalgebras torales, algunas con-
tenidas en otras. Una subdlgebra toral es llamada mdzima si ésta no esta contenida propi-
amente en cualquier otra subalgebra toral. Como L es de dimesnsién finita la subslgebra
toral maxima existe.

Fijemos una subdlgebra toral mazima H de L, es decir, una subélgebra no incluida en
otra. Como H es abeliana por el lema 3.18, se tiene que ad; H es una familia de endo-
morfismos diagonalizables (semisimples) sobre el espacio vectorial L que conmutan entre
si. Un resultado de dlgebra lineal nos garantiza que endomorfismos con esa propiedad son
simultaneamente diagonalizables. Esto equivale a decir que L se descompone bajo ady, H
como suma directa de subespacios,

Estos subespacios serén denotados por L, y surgen como sigue. Los vectores z £ 0 € L, C
L son por definicién eigenvectores de ad,, i para toda h € H. Denotamos el eigenvalor de
ady h por a(h) y tenemos que para toda h € H

ady, h(z) = a(h)x
La etiqueta « es la funcidn
a:H— F
definida por la correspondencia
h— a(h)

la cual asocia el eigenvalor a(h) de el eigenvector = a el elemento h. Entonces sea H
una subdalgebra toral maxima de una dlgebra de Lie semisimple L de dimensién finita.
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Los eigenvalores de el operador lineal ady h seran denotados por a(h) y definimos es
subespacio L, de L por
Lo ={z € L|adyh(z) = |h,z] = a(h)r Yhe H}

donde o« € H*. Entonces la algebra de Lie vista como un espacio vectorial es la suma
directa de los subespacios Ly:
L=0&L,
(2]

Notemos que Ly corresponde al eigenvalor cero y es simplemente C(H), el centralizador
de H, es decir,
Lo=Cr{H)={z € L|adyh{z) = [h,z] =0 Vh e H}
éste contiene a H, debido al lema 3.18. El conjunto de todas las o # 0 € f* para los
cuales L, # 0 es denotado por @, es decir,
d={aec H | L,#0 Vae H'}

Los elementos de @ son llamados raices de L relativas a H y son un niimero finito, los
L, son llamados espacios de raices y a @ se le llama un sistema de raices de L. Con esta
notacién podemos escribir una descomposicién del espacio L en espacios de raices con
respecto a H o también llamada descomposicién de Cartan, a saber,

L=CuH) & (@LQ) x %)

acd

Nuestra meta en lo que sigue es primero mostrar que H = Cp(H), entonces describir el
conjunto de raices en mas detalle, y por dltimo mostrar que ® caracteriza a L completa-
mente.

PROPOSICION 3.19. Para toda o, 3 en H*, [Lo, L] C Laip. Si x pertenece a Lg,
o # 0, entonces adx es nilpotente. Si o, 3 pertenecen a H* y o + 3 # 0, entonces L, es
ortogonal a Lg, relativo a la forma de Killing X de L.

Demostracién. La primera afirmacién se sigue de la identidad de Jacobi. En efecto,
sea h € H, x € Ly, y € Ls. Usando la identidad de Jacobi y la definicién de L, tenemos

ad h([z, y]) = [, [z,9]] = ~[=, [y, Al] = [y, [h z]] = [l 2], 9] + [, [h, 0]
= [ady, (R){z), y] + [z, ad1(A)(y)] = (W) [z, y] + B(h)(z, Y]
= (a(k) + B(h))[z,y] = (a + B)(h)[z, ]
y por lo tanto tenemos que
[Lo Lg] € Lats

La segunda afirmacién es consecuencia de la primera. En efecto, de la primera afirmacién
obtenemos para x € L,, y € Ly lo siguiente

(ad2)'(y) € Lars  (F=1,2,..)

De esta manera obtenemos desde Lg nuevos espacios de raices Lig, g Puesto que los
espacios de rafces con diferentes raices son linealmente independientes y el algebra L es
de dimensién finita, este proceso de crear nuevos espacios de raices debe de detenerse en
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algin momento. De este modo, existe un entero positivo Ng tal que para x € L,, uno
tiene para toda y € Lg que

(ad z)"(y) = 0
dejando que y corra atravez de toda L, llegamos desde la finitud del sistema de raices a
que

(ad)¥(y) = 0 A)

con y en L, donde N = ﬁm@azNg. De A) vemos que ad z es nilpotente. |
€

COROLARIO 3.20. La restriccién de la forma de Killing a Ly = Cr(H) es no-degenerada.

Demostracion. Supongamos que la restriccién de K a Ly es degenerada. Entonces
existe un elemento z # 0 en Lgtal que K(z,¥) = 0 Vy € Ly o en otras palabras

K(z,Lo) =0 1)
con z # 0, 2 € Ly. Como 2z € Ly tenemos que Vo € ¢
K(z, Ly) =0 2)

porque a # 0y debido a la proposicién 3.19, pues Ly y L, son ortogonales. Como sabemos

o L=Cu(H) & (EBLa)

acd
junto con 1) y 2) se sigue que K(z, L) = 0. Como z # 0 esto implica que X es degenerada
sobre L. Esto contradice al teorema 2.22 pues L es semisimple. |

LEMA 3.21. Siz, y son dos endomorfismos de un espacio vectorial de dimensidn finita
que conmutan, con y nilpotente, entonces zy es nilpotente y en particular Tr(xy) = 0

Demostracién. Como zy = yz y y* = 0 para k € N, tenemos que
(zy)f =zby* =2 0=0

y

(yz)* =y*2F =0-2F =0
lo cual implica que zy es nilpotente. Ademds por ser zy nilpotente implica que tiene una
matriz triangular estrictamente superior y por lo tanto que Tr(zy) = 0 [

PROPOSICION 3.22. Sea H una subdlyebra toral mazimal de L. Entonces H = C(H).

Demostracién. Procedemos en varios pasos para la demostracién y escribimos por
simplicidad C = C(H).

(1) C contiene las partes semisimple y nilpotente de sus elementos. En efecto, decir
que z pertencce a C, es decir que adz mapea el subespacio H de L sobre el
subespacio cero, pues Lg = Cp(H). Por la proposicién 2.8 inciso c¢) (adz), vy
(adx), tienen la misma propiedad, pero por el comentario hecho al final del
capitulo dos se tiene (ad 2}, = ad z; y (ad z),, = ad x,,, con lo cual se demuestra
la afirmacién hecha.
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(2) Todos los elementos semisimples de C viven en H. En efecto, si z es semisimple
y centaliza a H entonces la subélgebra abeliana H + Fx de L es toral; porque la
suma de elementos semisimples que conmutan es otra vez un elemento semisimple.
Como H es méxima se tiene que H = H + Fx y por lo tanto = € H.

(3) La restriccién de K a H es no-degenerada. En efecto, sea K(h, H) = 0 para
alguna h € H, debemos mostrar que h = 0. Si 2 € C es nilpotente entonces del
caso de que [z, H] = 0 y de que ad z es nilpotente porque z es nilpotente; juntos
implican por el lema 3.21 que Tr(adzady) = 0 Yy € H o equivalentemente
K(z, H) = 0, pero entonces los incisos 1) y 2) implican que (k,C) = 0 por
consiguiente se tiene h = 0 y la restriccién de X a C es no-degenerada por el
corolario 3.20.

(4) € es nilpotente. En efecto, si z € C es semisimple entonces z € H por el inciso
2) y ade x = 0, es decir, ade x es nilpotente. Por otro lado, si € C es nilpotente
entonces ad r es nilpotente. Ahora, sea z € C arbitrario, z = z; + ,,. Puesto
que z,, T, viven en C por el inciso 1), adcz es la suma de nilpotentes que
conmutan y es en consecuencia adex nilpotente. Por el teorema de Engel 1.27,
C es nilpotente.

(5) HN[C,C] = 0. Puesto que X es asociativa y [H, C] = 0, se tiene que (H, [C,]) =
0 y como la restriccién de X a H es no-degenerada por el inciso 3) se tiene que
HnlC Ci=0.

(6) C es abeliana. En efecto, supongamos lo contrario, es decir, que [C,C] # 0. C es
nilpotente por el inciso 4) entonces Z(C)N[C, C] # 0 por el lema 1.31 con [C, C]
un ideal de C. Ahora sea z # 0 que vive en la interseccién. Por los incisos 2) y 5)
z no puede ser semisimple y su parte nilpotente n es en consecuencia distinta de
cero y vive en C por el inciso 1), entonces también vive en Z(C'), pero entonces
el lema 3.21 implica que X(n, C) = 0, lo que contradice al corolario 3.20.

(7) C = H. En efecto, supongamos lo contrario, que C' contiene un elemento z # 0
nilpotente, lo cual es posible por los incisos 1) y 2). De acuerdo con el lema 3.21
y el inciso 6)

K(z,y) = Tr(adzady) =0
para today en C. Lo que contradice al corolario 3.20 y por lo tanto H = C,(H) =
L.
[ ]

COROLARIO 3.23. La restriccion de X a H es no-degenerada.
Demostracién. Se aplica el colorario 3.20, pues tenemos que Lo =C(H)=H. R
Sea t € H, la aplicacion A — XK(¢t, k) define una aplicacién lineal
o,: H— F
Ademés de esto, sea t,u € H y a,b € F entonces quqm(h) = ac(h) + bay,(h) por la
bilinealidad de X. Esto define una aplicacién lineal
g: H— H*

definida por la correspondencia
h— o(h)
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donde (k) se define especificamente como sigue
@(h)(H) == K(h, k') (K € H) 1)

LEMA 3.24. Sea H una subdlgebra toral mdzrima de una dlgebra de Lie semisimple L
y H* su espacio dual. Entonces el mapeo

p: H— H*
definido como en 1) es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracién. La linealidad de ¢ se sigue de 1) pues la forma de Killing es bilineal.
Ademds @(h) = 0 implica que K(h, h') = 0 para toda b’ € H. Como la forma de Killing
es no-degenerada sobre H por el corolario 3.23, implica que h = 0 para toda h y esto nos
dice que Kery = 0. Por lo tanto ¢ es inyectiva.

Como dim H = dim H* < oo implica que ¢ es suprayectiva y por lo tanto tenemos que
es un isomorfismo de espacios vectoriales. |

Como ¢ establece un isomorfismo entre H y H*, esto nos permite identificar los
dos espacios como sigue: a todo elemento o € H* le corresponde un tdnico elemento
e a)=t, € H.

DEFINICION 3.25. Sea H una subalgebra toral maxima de una dlgebra de Lie semisim-
ple L y sea If* el espacio dual de H. E] elemnto

tai=0 (o) € H o«a€cH
es llamado el vector inicio asociado a .

Como a = ¢(t,), ésta satisface la ecuacién
a(h) = ¢(ta)(h) == K(ta, h)
para toda i en H. Particularmente, ® corresponde a el subconjunto {t,|a € ®} de H.




CAPITULO 4

PROPIEDADES

1. Propiedades “ortogonales”

En esta seccidon obtendremos informacién mds precisa sobre la descomposicidon del
espacio en espacios de raices, usando la forma de Killing. Ya hemos observado en la
proposicién 3.19 que K(L,, Lg) = 0si o, 3 € H* a+ 3 # 0; en particular X(H, L,) =0
Ya € @, por lo tanto segin el corolario 3.20 la restriccién de X a H es no-degenerada.

PROPOSICION 4.1. Se tiene

1) & genera a H*.
2) si ¢ € © entonces — € .
3) Seaaxed, xeL,, ye L_,. Entonces

[Lm L—a] = ['T: y] = :K('Tv y)ta

4) st € @ entonces [Ly, L_a] es de dimensidn uno, con base t,.

5) alte) = K(ta, te) # 0, pare a € ©.

6) Sia € ® y x, es cualquier elemento de L,, entonces eriste y, € L_, tal
qUE T, Yo, Pa = [Ta, Yol generan una subdlgebra simple de L, de dimensidn tres
isomorfa a sl(2, F) via

(01 Lo, (10
TR0 0 BT 1 o) TR0 -1

7) ha = —2a—  hy=—h_g.

I{tee,ta)’

Demostracion. En efecto.

1) Supongamos que © no genera a H*, es decir, < ® = ®(L,H) >C H*. En
otras palabras, el conjunto de vectores {t,|a € ®} no genera a H, pero H es
isomorfa a H* y como estd definido £,, este conjunto genera un subespacio lineal
propio S =< {t,|la € ®} > de H. Entoces el complemento ortogonal S*, con
respecto a la forma de Killing es no trivial, es decir, S+ # 0. Entonces existe
un elemento h # 0 € H el cual es ortogonal a todos los vectores t,. Esto es,
Va € ® tenemos que a(h) = K(ty, k) = 0. Esto significa que Va € ® se tiene
que [h, L,] = a(h)L, debido a la definicién de L,. Combinando esto con la
afirmacién de que [h, H] = 0 y usando que

L=CyH)® (@La) x %)

acd
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tenemos que [k, L] = 0. Esto muestra que el elemento h pertenece al centro
de L, es decir, h € Z(L), pero para las algebras de Lie semisimples L tenemos
que Z(L) = 0 y entonces se tiene que h = 0, con lo cual hemos obtenido una
contradiccién, con el hecho de que h # 0 y por lo tanto ® genera a H*.

2) Sea o € ®. Supongameos que que —a« ¢ P entonces por definicién L_, = 0
y consecuentemente X(Lg, Lg) = 0 para toda 3 € H* por la proposicién 3.19.
Usando **) esto nos lleva a que K(L,, L) = 0. Como X es no-degenerada esto
obliga a que L, = 0, lo que contradice la no degeneracidad de X y por lo tanto
—a € .

3)Seaa € ® x €L, y€ L.a. Escojemos h € H arbitraria y obtenemos un
unico ¢, € H tal que a(h) = K(t,, h). Entonces definimos

z:=|z,y) - K(z,y)t, € H

Usando la bilinealidad y asociatividad de X obtenemos
K(h, 2) = K(h, [3,5] ~ K(z, 9)ta) = K(h, [5,)) - Kz, y)K (P, 1)

= X([h, z], ) — K(z,9)K(ta, ) = X([h, 2}, y) = K{ta, B)K(z,v)

= K([A, 2, ¥) — ()K=, y) = a(M)K(z, y) — a(h)K(z,y) = 0
La no degeneracidad de la forma de Killing X sobre H nos lleva a que z = 0, es
decir, tenemos

z = [2,y] - K(z, y)ta
lo que implica
[z, y] = K(z, y)ta

€OIo Se queria.

4) Por el inciso 3) sabemos que [Lq, L_,] es igual a un subespacio de dimensién
cero o es igual a un subespacio de dimensién uno dado por Ct,. Si [L,, L_s] = 0
entonces X(Lq, L_,) = 0 por el inciso 2) y en consecuencia K(Ly, Lg) = 0 para
toda [ por la proposicién 3.19, entonces K(L,, L) = 0y esto implica que la forma
de Killing es degenerada; contradiciendo que X es no-degenerada y por lo tanto

(Lo L-o] = Ct,
5) Sea o € @, supongamos lo contrario, es decir,
a(ta) = K(ta,ta) =0 A)
Como t, € H obtenemos de la afirmacién A) que Vz € L,, y € L_, lo siguiente
[ta, 2] = a(ta) =0 B)
Y
[ta, ¥] = —alta) = 0 o)

Por lo anterior se tiene que los elementos t, € H, z € L,, y € L_, generan una
subdlgebra tridimensional S de L. Esta dlgebra S tiene las siguientes propiedades

S =[5,8)=Cta, Sy=1[5,51] =0 D)
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Esto muestra que S es una subdlgebra soluble, pero entonces ad, S es una
subdalgebra soluble de gl(L). Usando el corolario 2.4 se sigue que adr S es nilpo-
tente Vs € S;. Como S; C H el operador lineal ady S también es semisimple.
Un operador el cual es semisimple y nilpotente, es el operador cero, entonces
obtenemos que ady S = 0 o equivalentemente {L, s] = 0 para toda s € S;. Esto
nos lleva a que S; C Z(L) y como L es semisimple se tiene que Z(L) =0y por
lo tanto S; = 0. Entonces D) nos da que t, = 0, contradiciendo nuestra elelccién
de t,.

6) Paraa € @, x € L,, y € L_, tenemos que

[z, 9] = K(z,y)ta
por el inciso 3). Para z # 0, y # 0 tenemos X(z,y} # 0. En efecto, si no fuera
ast tendriamos que [Lq, L_o) = 0 y esto contradice que dim[L,, L_,] = 1 segiin el

inciso 4) y por lo tanto X(z,y) # 0. Los elementos z, y, t, cumplen las siguientes
reglas de conmutacién

[ta, 7) = alta)r = K(ta, te)T # 0 I)
[toca y] = a(ta)y = —:K(ta: ta)y #0 II)
[z,y] = K(z,u)ta # 0 11T
Definimos
Lo ' =X V)
2
b = R, ) K ar o) V)
ho = [Ta: Yol Vi)
De la definicién de h, v el inciso 3) en la tercera igualdad tenemos que
ho = [Ta; Yo| = |, 2 ()
Kz, y)K(ta: ta)
2 2
R A A < ERn R R
2,
" K(ta ta)
Por lo tanto
9%,
he = m VII)
Aplicando 1), IT) y VII) obtenemos
4, A, 24,
o) = | ey ] = gt = gy et
= 2z = 2z,

Por lo tanto
ha, Ta] = 224 VIII)
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y

2t, 2
thas va] = [ﬂ((ta, te)' K(z, Y)K(ta, ta)yJ
2, 2y 2y 2tq
T Kltas ta) K(2,4)K(tar ta)  K(T, 1)K (ta, ta) Klta, ta)

2t 2y (K(m, YK (o, ta)K(ta, ta)) — 2y2t, (K(ta, te)K(z, 1)K (tq, t(,))
gc(taa ta)x(xv y)x(tm ta)x(z"a y)x(tm ta)jc(tm ta)
(21&023; — 2y2ta) (3((9:, Y)K(ta, ta)K(ta, ta))

K(t, t2)K(a, y)ﬂc(ta,ta>(5<(:c, y)ﬂc(ta,ta)ac(ta,ta))

B 2t,2y — 2y2t,

 Klta, ta) K(z, 4)K{ta, ta)

B [2t,, 24] B 2{tas 2v]
Kt ta) K (2, ) Kt ta)  Klta, ta) K(z, ) K(ta, o)

—2:}(:(1‘,&, ta)zy B “2(23") (:K(ta: ta))

ﬂc(ta,m)ﬂc(ny)ﬂc(tmto)
—2(2y) 2

Kz, 1) K(ts, to) a Kz, y)K(ta; ta) Y

= —2,

C Kt )X (2, 1)K (0 ta) (

Por lo tanto
[h’aaya] = _an IX)

y por lo tanto tenemos que Z,, Yo, ho generan una subdlgebra S, tridimensional
de L, que satisface la misma tabla de multiplicacién que tiene sl(2, F} y por lo
tanto S, = sl(2, F).
7) El elemento h, definido en V1) satisface

2tq

fro = Kt )

segun se vio en VII).

Ahora se a € ® entonces tenemos que —a € ¢ por el inciso II) y

t =@ (—a)=—t, € H X)
Ademaés,usando X) en la segunda igualdad se tiene

K(t_a,toa) = Kl—ta, —to) = (—){—)K(ts, ta) = K(ta, ta)
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Por lo tanto

K(t_a,t-o) = K{ta, ta) XTI}
Usando VI) en la primera igualdad, junto con X) y XI) en la quinta igualdad
obtenemos
hea=[r a,y-of = [IE : y}
e e Tz, y)K (o t-a)
-  ——le]
" Kz, 9) Kty ta) Y
2 2t_,
- ()= a7 i
(€2.9) ) X(t-a2-0) artoa
M e _
- K(ta;ta) N jc(ta:ta) N “
y por lo tanto
hoo=—hy, = —h_gq=h

Con lo cual concluimos la demostracion de la proposicién.

2. Propiedades “integrales”

De la proposicién 4.1 inciso VI) tenemos que toda raiz o € @ caracteriza a una
subdlgebra S, tridimensional de L. Gracias al teorema de Weyl 3.9 y teorema 3.15 tenemos
una descripcion completa de todos los S,-médulos de dimensién finita. En particular
podemos describir ady S,, es decir, derivaremos unas propiedades de las raices y de los
espacios de raices, las cuales se siguen de la teoria de representaciones de la dlgebra

s[(2, F).

PROPOSICION 4.2. Tenemos

1) St € © implica que dim L, = 1. En particular, Sy = Loy + L_o + Hy (Hy =
(Lo L-al) ¥ para z, # 0 existe un tnico y, € L_, satisfaciendo [Ta, Y] = hq-
1) Si a € O, los dnicos multiplos escalares de a los cuales son también raiz son

oy —a.

i) Sia, 3 € @, entonces B(hy) € Z y B — Blha)o € @. Los nimeros §(hy) son
llamados enteros de Cartan.

w) Sia, B, a+ € P entonces [Lq, Lg] = Lays-

v) Sia, € @ 7 # *o. Sear,q los mayores enteros para los cuales 3 — ra,
B + ga son raices rescpectivamente. entonces todos las f+ia € ® (—r <1< q)
yBlha)=r—q.

vi) L es generada como dlgebra de Lie por los espacios de raices L.

Demostracion. En efecto.
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I) Sea o una raiz fija en ®. Definimos el subespacio M de L generado por H junto
con todos los espacios de raiz de la forma L, es decir,

M=H® (@ Lm) 1)

acd
Puesto que una élgebra de Lie semisimple de dimensién finita tiene sélo un
namero finito de espacios de raices, la suma directa en 1) tiene sélo un ndmero
finito de espacios Ly, # 0. Usando la definicién de L, y que [Lqa, Lg] C Logs de
la proposicién 3.19, vemos que M es invariante bajo ad;, S,. Esto significa que
M es el espacio de representacion de una representaciéon de dimensién finita de
sl(2, F). El teorema de Weyl3.9 afirma que esta representacién es completamente
reducible, es decir,

M — @k,akﬁ’{(k’a“ 2)

donde M®2) es un sl(2, F)-submédulo irreducible (k + 1)-dimensional. La
etiqueta a; es para el caso en que el sl(2, F')-submédulo irreducible (k + 1)-
dimensional pueda aparecer varias veces en la suma directa. Por el colorario
3.16 sabemos que los eigenvalores de h, en un submédulo M%as) jrreducible
son enteros. Usando 2) vemos que los eigenvalores de ad h, que actua so-
bre M son enteros. De 1) se sigue ad h, actuando sobre M tiene eigenvalores
{0, Aa(ha)} = {0, 27}, pues

2K (ta,ta)
K(tas ta)
Por lo tanto 2 es un entero. Ahora ponemos A = %n con n € Z. Consideraremos

dos casos, el caso cuando n es par y cuando n es impar.
Para el caso de n par tenemos A € Z y consideremos el subespacio V de L dado

por
Vzcya®cha$L+Q®L+2Q®v..@L+NQ 3)

donde /V es el mayor niimero natural para el cual No es una raiz. Este es otra vez
un subespacio de L, el cual es invariante bajo la accién de ady, S,. El operador
ad h, actua diagonalmente sobre V' y podemos calcular la traza de ad b, sobre

v
Tr(ad balv) = —a(ha) + 0+ a(ha) dim Ly + 2a(hy) dim Loy + . .. + Na(h,) dim Ly,

=a(ha)(-— 1 +ZN:ndimLm) 4)

n=1

Aa(ha) = AK(ty, he) = A = A2 = 2)

Sabiendo que [hq, Yo] = —2y, y de la invarianza de V bajo la accién de adz, v
ad ¥, vemos que

ad halv = [ad 24, ad yu)|v = [ad 24|y, ad yu|v] 5)
y como la traza de un comutador de operadores linealcs es cero, obtenemos

a.dh.alv = (] 6)
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De 4) y 6) tenemos que

—1+dimLy+2dimLo,+...+ NdimLyy, =0 7)
Puesto que dim L,, = 0 la 1nica solucién de 7) es

dim L, =1, dimL,, =0 (2<ngN) 8)

Como un caso especial se concluye de 8) que el doble de una raiz no es una raiz,
es decir, 2a ¢ .

Tomando —a en lugar de & en la definicion de V, obtenemos de manera analoga
que

dmL_o=1 dimL =0 (2<n<N) 9)

Ahora consideremos el caso n impar. Entonces A € %}Z. Del caso n par sabemos
que si ¢ es una raiz entonces éa no puede ser una raiz. Similar al caso de n par
uno encuentra que los inicos muitiplos de una raiz « los cuales son otra vez raiz
son oy —c

IT) Se sigue del inciso I).

IV) Probaremos primero éste inciso que se usa en el inciso V).
De la proposicién 3.19 tenemos

(Lay Lg) € Larg Ar)
Notemos que
dim Ly =1 A,)
y tenemos dos alternativas o
dim{L,, Lg] =0
)
dim[L,, Lg] =1 As)

Que dim[L,, L] = 0 significa que (adz,)zs = 0. En el contexto del teorema
3.15 vy = zg es un vector de peso maximo de una representacién irreducible de
ady S,. De ad ho(z3) = B(ha)zs se sigue que para la &k mds grande, uno tiene que
k = f(ha). Entonces k+2 = (a+)(ha) no es un eigenvalor, pues [hy, 74| = 27,
Entonces a + 3 no es una raiz, lo cual es una contradiccién; lo que asegura que
dim[Ly, Lg] = 1 y juntando A;), As) y Ajz) obtenemos que

[an Lﬁ] = LOH-»B

V) Se prueba primero éste inciso pues el inciso I1I) se desprende con cierta facilidad
de este inciso.
Sea N ={i € Z | f+ia € ®}. Consideremos el subespacio V" de L generado por
los espacios de raiz unidimensional Lg + i con i en N, es decir,

V= @Lg-I-iCt
HS
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Bajo la representacién adjunta de la subdlgebra S, éste subespacio de dimensién
finita V' es un S,-médulo. Por lo tanto V es una suma directa de S,-médulos
irreducibles debido al teorema de Weyl3.9, es decir, tenemos
V= g Uk By)

k,ay
donde k se refiere a el S,-médulo irreducible (2k + 1)-dimensional y la etiqueta
ay es para el caso en que el S,-mddulo irreducible pueda aparecer varias veces.
Lo proximo que demostraremos es que la suma directa B;) contiene un tnico
Se-modulo irreducible, en otras palabras, S,-médulo original V' es irreducible.
En efecto, primero notemos que la suma directa B,) puede escribirse como

(o )@ (o o) s

k par,ag k impar,ai

Todas las U*% con k par contienen un eigenvector de ad h, con eigenvalor cero,
es decir,

ad hq (x‘gfga) = (B(ha) + 25)zgsk =0

donde a:gj‘;a pertenece a U%% . Debido a que los espacios de raices son de di-
mensién uno, sclamente un subespacio U® con k par aparecerd en la suma
directa By). Para k impar se procede similarmente considerando un eigenvector
de ad h, con eigenvalor uno. Por lo tanto la suma directa B;) contiene almenos
un valor par e impar de k. Mostraremos que ellos no pueden aparecer simul-
taneamente. En efecto, supongamos lo contrario, que la suma en B,) contiene
un valor par y uno impar de £ simultaneamente. Entonces existe un eigenvector
Zgte de ad by, con eigenvalor cero y un eigenvector zgyy, de ad ky, con eigenvalor
uno. Entonces

Blha) +2t=0 y  Plha) +20 =1

Esto implica que 2(#' — ¢) = 1 y esto es una contradiccién, pues ¢, ¢ estan en Z.
Consecuentemente el S,-mddulo V es irreducible como se queria.
Tomando z3 en L tenemos

ad ho(zg) = B(ha)zs
La accion repetida con adz, sobre x5 da de acuerdo con el inciso IV) una sucesién
de vectores
T3 LByas -+ Latqas - - -

Estos son o eigenvectores de ad h, o son el vector cero. Como L es de dimensién
finita, ésta sucesion debe de estacionarse en algiin momento, esto es apartir de
un cierto momento los vectores son cero. Repitiendo la accién con ad y, sobre x4
obtenemos también otra sucesiéon de vectores

T Ta-200 - - Lf—rees - - -
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Esta sucesién también se debe de estacionar en algiin momento debido a que L
es de dimensién finita. La sucesion de raices

B-ra,....f-afBta. .. ,f+ga

es llamada la a-cadena a travez de 3. Todos los vectores distintos de cero en ésta
cadena,

Ta—rar-- s Tg—apr Li+ar -+ - s Th+qe
también son eigenvectores de ad h,. Los eigenvectores de ad h, son nombrados
como pesos segln el teorema 3.15. Los eigenvectores de ambas sucesiones y sus
correspondientes pesos son tabulados como sigue

Vectores Pesos
Xs+qa B(ha) + 2q
IB+a ﬁ(ha) +2
s B(ha)
Tp-o ﬁ(ha) —2
Li—ra ﬂ(ha) —2r
Los eigenvectores Ta_rq, - - - La—a g, Lhtas - - - » L+qe SeNeran un sl{2, F)-maédulo

irreducible. Tales mddulos son caracterizados por ndmeros enteros no negativos
k segun indica el corolario 3.16. El mayor y el menor entero son denotados & y
—k respectivamente. Entonces tenemos

Blha) +2¢ = k Bs)
¥y
Blhy) — 2r = —k By)

Sumando Bs) y By) tenemos
Blhe) +29+ P(he) —2r=k—k=0=28(hs) +2¢—2r =0
lo cual implica que
2B(ha) +q—7) =0 = Blha) + g —7 =0
y por lo tanto tenemos que
Blha)=r—q €L Bs)

De manera analoga si restamos B;) y By) tenemos r + ¢ = k. Todas las 3 + i«
conten [—r,g] NZ = N, aparecen en la cadena

Ta—ras -y Ta-a,fs Lh+or - - - 3 TB+qa

y son raices.
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IIT) Que B(h,) € Z se sigue de Bs) y de que r + ¢ = k con k un entero. Puesto que
r,q 2 0 tenemos que —r < g—r 2 qoq~—7r € [-r,q]. Ademis q—r1 € Z,
entonces ¢ — r € N. Esto significa que

f+(g—ra=p5-pF(ho

estd en la a-cadena atravez de (3, es decir, es unarafz y por lo tanto f—3(h,)a € ®
Este resultado es importante al tratar el grupo de Weyl de un sistemas de raices.

VI) En efecto, como hemos visto, para una 4lgebra de Lie semisimple todos los espa-
cios de raices son de dimensién uno y como tenemos que

L=Ci(H)& (@LQ) =H® (@La)

oed asd

= Lo® (EBLG) =PLa

acd acd

Lo cual implica que
L=,
acP
Por lo tanto L es generada por los espacios de raices.
|

La relacion I17) es importante. Muestra que todos los nimeros B(h,) que aparecen
en las relaciones de conmutacién

[hcn IB] = ﬁ(ha)ﬂ?ﬁ
son enteros si o y ( son raices. Hemos visto que esto viene o es la teoria de representacién
de si(2, F).
Ahora que ya hemos visto las propiedades de las raices y de los espacios de raices, pro-
cedemos a dar un ejemplo.

3. Sistema de raices de si(k+ 1, F)

Para obtener el sistema de raices de sl{k + 1, F), primero consideramos el sistema de
raices de la algebra de Lie sl(3, ). La estructura de la dlgebra de Lie sl(3, F') esta dada
de la siguiente forma.

La élgebra de Lie sl(3, F) tiene dimensién 8, pues dimsl(k + 1, F) = k(k + 2). La base
standar de s[(3, F') esta dada por:

1 0 0 00 0 01 0 00 0
=10 =10}, Ra={01 0}, ex={00 0], ea={0 0 1
00 0 00 -1 000 000
000 000 00 1 000
fi=l100), a=|00 0], em={00 0}, fu=(00 0
00 0 010 000 100

Las reglas de conmutacion se resumen en la siguiente tabla:
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hi ha e e es fi f2 f3

hi 0 0 2 -—e e3 —2fi fo —fi3
hy - 0 —e1 28 es fH -2 —fis
€ - : 0 eiz 0 hy 0 —f2
e - - - 0 0 0 he fi
ez - - . . 0 —es €1 hi+ ho
Ao o o .. ey —fis 0

fo . ) . 0 0
fiz - - - ) . . . 0

Como subdlgebra toral H tomamos la subalgebra generada por las matrices diagonales
h1 y he. Los espacios de raices son las subalgebras de dimensiéon uno generadas por los
elementos ey, €2, €13, f1, fo ¥ fi3. En particular, consideremos el espacio de raiz generado
por el elemento e;. Denotamos su correspondiente raiz por a; entonces usando la tabla
anterior se obtiene

[h1, e1] = cu(hi)er = 2e; 1)

[ha, 1] = aa(ha)er = —e 2)
Esto significa que la funcién lineal oy € H* mapea a h),hy € H a los nuimeros 2 y -1
respectivamente. Aunque esta es la manera general de introducir raices, serfa mds con-
veniente que las raices pudieran de algiin modo ser relacionadas a la estructura matricial
de la subédlgebra toral. La subdlgebra toral H consiste de matrices diagonales de 3 x 3 sin
traza. Se denota un elemento cualquiera por

h = diag(a,, az, as) 3)
con

O0=a;+as+as 4)
Definimos elementos Aj, A; y Az en H* por

Ai(h) = A(diag(a1, az, a3)) = a; 5)

Las funciones lineales ); con i = 1, 2,3 no son independientes. De 4) y 5) se sigue que
ellas satisfacen

0=A;+ X+ Az 6)

De 5) se sigue que A; es la funcidn lineal sobre H la cual toma la i-ésima entrada de la
matriz diagonal h € H. Ahora expresamos la raiz A, que aparece en 1) y 2) en términos
de las funciones lineales );. Pa ra hacer esto calculamos A;(h;). Usando 5) y las formas
explicitas de las matrices iy ¥ hg, en cuyo caso obtenemos lo siguiente

M) =1, As(hy)=-1, As(h;) =0 7)
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y
Ailhe) =0, Aa(hl) =1, Ag(hg) = -1 8)
de estos resultados y conjuntamente con 1) y 2) obtenemos
[h1,€1] = 2e; = (A1 — Ao)(h)e; 9)
[h2, €] = —e1 = (A1 — Ag)(ho)ey 10)

Comparando con 1) y 2) damos una expresi”on para la raiz oy, en términos de las funciones
Ai

ay = Ap = As 11)
Haciendo calculos similares para el espacio de raiz generado por e; obtenemos

[hi, e2] = aa(hy)es = —ey = (Aa — A3)(h1)ea 12)

[h2, €2] = aa(h2)es = 2es = (Ay — Az} ho)es 13)
donde «; es la raiz de e;. Entonces

Qn = Ay — A3z 14)

Las ra’ices a; y as son elementos en el espacio vectorial bi-dimensional H*, lo que implica
que ellas son una base de fI* y el resto de las rafces pueden ser expresadas en términos
de estas dos. Como un ejemplo consideremos el espacio de rafz Fej3. Como el elemento
e13 = [e1, €2} segin nos indica la tabla entonces podemos usar la identidad de Jacobi,
conjuntamente con 9) y 13) para calcular la raiz a3 del espacio de raiz Fe;;. Entonces
usando 1) y 12) tenemos

[h1, e13] = [P, [en, ea]] = [en, [hr, e2]] + [[hy. €1, €3] = (o1 + 2) (hu)ers 15)
lo que nos lleva a obtener en vista de 11) y 14)
i3 =01 +ap=2A1 - A3 16)

El resto de las raices son —a;, —ap y —(o1 + a@2). Entonces el sistema de raices ® para
la dlgebra de Lie sl(3, F')- es dado por

® = {o, ~1, @, —y, 01 + 02, — (01 + ) } 17)
Este sistema de raices tiene la base dada por
{Ql, ag} 18)

Con este ejemplo en mente pasemos a considerar el caso general.

Para determinar el sistema de rafces de la élgebra de Lie si(k + 1, F), tomamos como
subalgebra toral H la subdlgebra de matrices diagonales sin traza como se defini en 1) de
la pagina 42. Denotamos un elemento cualquiera en H por

h = diag(ai, as,. .., ar41) 19)

donde a; € F' y con
k+1

> a=0 20)
i=1
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Definimos elementos A; en H* por

A,(h) = )\,-(diag(al, Az, ..., ak+1)) = 21)
sumando esta ecuacién sobre i da
k41

i=1
Obtenemos las raices considerando el conmutador de & con los elementos e,, como se
definieron en i) de la pagina 42. Haciendo operaciones obtenemos

(1, €pq] = (ap — ag)epq 23)
Usando 21) podemos reescribir esto en la forma
[, epg] = (Ap — Ag)(R)epq 24)

De estos resultados concluimos que Fe,, es un espacio de raiz con raiz A, — A,. En otras
palabras

LAP—AQ = Fepq 25)
con p,g = 1,2,...,k+ 1;p # ¢g. Como en el ejemplo anterior podemos encontrar una

base B para el sistema de raices ®. Para hacer esto consideremos los generadores de

Cartan-Chevalley {e;, fi,h; |1 =1,2,...,k+ 1} de sl(k + 1, F), donde

€1 = €12, €2=2©€23, ..., Ck = €k+1
fi=ean, fo=ea, ..., fo=—cp
hy, ha, ..., hg
Denotando la raiz que pertenece al subespacio Fe; = Fe; ;41 por «; tenemos
[h, ;] = a:(h)e; 26)
De 24) obtenemos
[h, &) = (i = A1) (B)e 27)
Entonces
ap = ;= Aiy1 28)
coni=1,2,...,k+ 1. El subconjunto B dado por
B={oi,as,...,08} 29)

es una base para el sistema de raices ® de la dlgebra de Lie sl(k+ 1, F'). Las raices a; son
llamadas las raices simples de sl(k + 1, F'). Para p < q la raiz (A, — ;) correspondiente
al espacio de raiz Fe,y, puede ser expresada por medio de raices de la base B, a saber,

Ap— Ag = (Ap — Apr1) + (Aprr = Appa) +.- + (’\q—l - }‘q) =ap+ap1+---+ a1 30)
Fl elemento €; 11 correspondiente a la raiz A; — Az41, si denotamos esta raiz por

M= Al - /\k:+1 31)
Usando 30) para expresar a p en la base B nos da

L=a;+oar+ ...+ o
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La raiz p es llamada la rafz maxima de sl(k + 1, F).
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4. Propiedades “racionales”

L es una algebra de Lie semisimple sobre un campo algebraicamente cerrado de car-
acteristica cero, H una subédlgebra toral maxima, ® C H* es el conjunto de raices de I,
relativas a H, L = H & ( & L,) la descomposicién del espacio L en espacios de raices.

acd

Vamos a mostrar que las propiedades obtenidas anteriormente permiten la definicién de
una forma bilineal; sobre el R-subespacio de el sistema de raices ® de una &algebra de
Lie semisimple L. Esta forma bilineal tendréa la propiedad de ser definida positiva. Los
ingredientes pricipales para mostrar lo anterior son la no degeneracidad de la forma de
Killing restringida a la subdalgebra toral maxima H y el resultado obtenido que nos afirma
que 3(hy) € Z para raices a y § # *a.

Recordemos que el isomorfismo ¢ entre H y H* dado por

w(h)(h') = K(h, h')

con k, k' en H nos da que t, = ¢~ (), usando esto y que

N
(tou to:)
obtenemos para las raices @ vy 3 # o la siguiente expresién para los enteros de Cartan
2K (tg, to)
=K(tg, ho) = —F— €Z

ﬂ(ha) :K( i3 ) :K(ta, ta) € Cl)
ademds

alty) = K(ta, ta) # 0 Cs)

Ahora definimos una forma bilineal simetrica sobre H*.

DEFINICION 4.3. Para a y 3 en H* definimos
(8,0) = K'(8, ) == K(p™H{B), ¢~ (@) = Kt ta) Cs)

La forma (-, ) es no-degenerada sobre H* debido a que X es no-degenerada sobre H
y ¢ es un isomorfismo.En efecto, supongamos que(,-) es degenerada, esto implica que
(8, @) = 0 para alguna @ fija y para toda a # 0 y esto implica que K(tg,%s) = 0 lo que
implica que @ = 0 contradiciendo la no degeneracidad de K. Resultados especiales son
dados por Cy) y Cj3), a saber

(o, @) = Klta, ta) = alta) # 0 Cs)
Ademés los enteros de Cartan pueden ser expresados por medio de la forma (-, ), a saber
2(8, @)
he) = €z C
e = Ta,a) ?
con «, B en ®. En la proposicién 4.1 inciso 1) demostramos que € genera a H*. Podemos
entonces elegir en H* una base {a;, as,...,m} que consiste de raices y toda § en H*

puede ser escrita tnivocamente con respecto a ésta base como

!
8= Zcia’i Cs)
i=1
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Obtenemos un importante resulato si tomamos 3 en ®; usando el caso de que los enteros
de Cartan ((h,) son enteros para a y /3 en ®. Ahora probaremos que los coeficientes ¢;
en Cg) son nimeros racionales.

LEMA 4.4. Sea o,0q,...,04 raices linealmente independientes que generan a H*.
Entonces los coeficientes ¢; en la expansién Cg) son nimeros racionales.

Demostracién. Consideremos para 3 en &

!
B = Z ciay
i=1

y tomemos h,; ¥y j = 1,2,...,!l. Estodaun sistema de l ecuaciones lineales no homogeneas,
en ! incégnitas ¢;, es decir,

! !
B(haj) = ani(hag) - Zci(aha,’i) 07)

conjg =1,2,...,1,donde B(ha,) y @i(ho,) son enteros de Cartan. Puesto que {ay, ay, ..., o}
es una base de H* y la forma es no-degenerada la matriz (@, o)1 j con elementos
(ai, 05) = ai(hg,) es no singular y por lo tanto lo mismo es cierto para la matriz de coefi-
cientes del sistema de ecuaciones, resolviendo asi C7). Con la regla de Cramer, obtenemos
que

c; €Q Cs)
donde @ denota el conjunto de los nimeros racionales. |

Motivados por este resultade consideremos el Q-subespacio Eg de el sistema de raices
®. Este es un subespacio de H* definido por
Eq = {Z%ﬁ | 7o € Q} Co)
aEd
Ahora se tiene el siguiente lema.

LEMA 4.5. Afirmamos que
a) la dimensién de Eg considerado como un espacio vectorial sobre Q es igual a
{ = dim H™.
b) Los valores de la restriccion de la forma bilineal X' = (-,-) a Eg son nidmeros
ractonales, es decir, para A y p en Eg tenemos que (A, p) € Q.
c) Sobre Eg la forma bilineal X' = (-,-) es no-degenerada y definida-positiva.
Demostracion. La demostracién es como sigue.
a) Sea A € Eg. Entonces de Cg), Cg) v Cy) tenemos que

i !
A= Z Tell = Z(chi)%’ Cha)

i=1 acd
donde r,, ¢; € Q. Entonces

ZTQ & € @

acd
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y{o;|i=1,2,...,1} es una base para Eg y por lo tanto dim Eg = dim A* = [.
b) Para la demostracién de éste inciso necesitamos una expresién para

()\, [J,) = :K(t,\, t_u) = Tr(ad t)\ ajdtu) 011)

con A, u € H*. Para obtener la expresion deseada consideremos la accién del
operador (adt,){adt,) sobre la descomposicién de la lgebra de Lie L

LZHEB(EBLQ-) Clg)
acd

puesto que ¢, € H, tenemos para i € H que

((ad t)\)(adt,,)) (h) = (ad £)[tn, h] = [t [t )] = 0 Crs)

Para x € L, tenemos

((adt;\)(adt#)) (z) = (ad ty)[t,, 2] = (ad ty)a(t, )z
= a(ty)(adt)z = a(ty)lts, 2] = a(t)alts)(z) Cu)

El operador ((ad ty)(adt,)) es representado por una matriz diagonal con respecto
a la base adoptada en la descomposicion Ci3). Como todos los espacios de raices
son de dimensién uno la traza es dada por

Tr ((adt,\)(adtu)) = Y a(t,)at) Cis)

acd

entonces como sabemos que a(h) = K(t,,h) y (8,0) = X'(8,a) = K(ts, ta)
tenemos lo siguiente

(’\: .u) = Z(a’ /"L) (Ct, /\) 016)
acd
Esto da en particular para 8 € ¢ lo siguiente
(ﬁvﬂ) =Z(a,ﬁ)(a,5)=2(a,ﬂ)2 Cf17)
acd acd

dividiendo ambos lados de Cy4) por {3, 3)? tenemos

(8,8) _ (o 8)?
(8.8? Z(ﬁ,ﬁ)2

oacd
lo cual implica que

a5~ S(n) o

acd

para o, 3 € ¢ concluimos que el lado derecho de Cg) es un nilmero racional
positivo. Entonces (73, ) es un nimero racional positivo. Esto implica que («, 5)
es un nimero racional, pues

3. =20

Ta(hg) ) Cio)
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Hemos probado que («, 3) es un niimero racional para todas las raices o y f.
Esta propiedad se extiende a los valores de la forma bilineal sobre Egq. Para
demostrar esto tomamos una base {aj, a,...,} en ®. Entonces que A, p € Eg
significa
! !
A= Z C;y; H = Zriai 020)
i=1 i=1

con ¢;, 7; € Q y tenemos (ay, ;) € Q. Esto da
(A )= Zcm o, 05) €Q

Por lo tanto la restriccion de la‘ forma bilineal a Eg toma sélo valores racionales.
¢) Aunque la demostracién de éste inciso puede talvez ser ya clara a partir del inciso
b), damos su demostracién explicita. En efecto, de Cyg se sigue que

(LA = (o, M)? Cay)

acd
Esta es una suma de cuadrados de niimeros racionales no negativos, entonces

(AMA) 20 Co)
Ademds, (A, A) = 0 siy sélo si (A,A) = Alte) = 0 para toda a € ®. Esto

significa que (A, A) = A(t,) = 0 para toda o € ® y esto implica que A = 0.
Consucuentemente (-, -) es definida positiva y esto en cambio implica que (-,-) es

no-degenerada.
|

Ahora extendemos el subespacio Eg de H* a el espacio vectorial real E. Esto es posible
porque los nimeros reales R son la extensién del campo Q. Esto significa que podemos
considerar el R-subespacio de ®

Ez{ZraaM& €R}=R&q Ep
acd
La forma bilineal no-degenerada y definida positiva sobre Eq tiene una extensién a E.
Esta es la restriccion de (-,+) a £. De esta manera obtenemos un subespacio euclideano
Een H* y ademids
dlmRE =dimFH* =1

Resumimos estos resultados en un teorema.

TEOREMA 4.6. Sea L una dlgebra de Lie semisimple, H una subdlgebra toral mdzima
de L t sea @ es sistema de raices de L. Entonces

1) @ genera a E, es decir, H* contiene un subespacio euclideano real generado
por® y0 ¢ ®.
2) Si a € O entonces —a € D, pero ningin otro multiplo escalar es raiz.

3) Sia, 3 € ® entonces 3 — ﬂo’)ae ®.

{o,a)
2((5;’) a € 7.

4{) Sia,3ed entonces




5. PROPIEDADES DE LAS RAICES DE si{(k + 1, F) 85

5) La restriccion de la forma no-degenerada (-,-) a el subespacio euclideano F es
definida positiva. Esto significa gue la restriccion a E es un producto interior.

Demostracién. En efecto, tenemos
1) Por la proposicién 4.1 inciso 1).
2} Por la proposicién 4.1 inciso 2).
3) Por la proposicién 4.2 inciso 11I) y Cs).
4) Por Cs.
5) Por el lema 4.5 inciso c).
|

El teorema afirma que ® es un sistema de raices en el subespacio euclideano E.
Con lo anterior hemos establecido una correspondencia, entre una élgebra de Lie L y
su subdlgebra toral H por un lado, y con el conjunto de raices ® y un subespacio euclideo
E por el otro lado, es decir,

(L,H) — (9, F)
Se puede demostrar que esta correspondencia es uno a uno, pero la demostracion no
corresponde a esta tesis. Ademés con los resultados obtenidos podemos definir mapeos
sobre H* y E, los cuales pueden ser interpretados como reflexiones. Esto llevard a lo que
se llama el grupo de Weyl de un sistema de raices que aqui no es tratado.

5. Propiedades de las raices de bsl(k + 1, F)

En ésta seccién damos propiedades de la forma de Killing, de las raices y de los espacios
de raices discutidos en éste capitulo para el caso especial de la "algebra de Lie lineal
sl(k+ 1, F), aqui se usara la seccién 4.3 donde discutimos ésta algebra. Comenzamos con
la forma de Killing para los elementos e,,. Como sabemos que sl(k + 1, F') es semisimple
vease seccion 2.2 pagina 41 y de la forma explicita de las matrices e,, vease también
pagina 42, obtenemos parap £qy r # s

Kepg, ers) = 2(k + 1) Tr(epgers) = 2(k + 1)040ps 1)

Usando este resultado calculamos la forma de Killing sobre el conjunto de generadores de
Cartan-chevalley

K(ei e;) = K(esivr, €541) =0 2)
K(fi, fi) = K(eirr4,€5415) =0 3)
Kes, f5) = Kl€iis1, €5415) = 2(k + 1)d;; 4)
K(hi,e;) = Kess — €iv1441.€5541) =0 3)

:K(hia fj) = jc(ei,i — €irli+ls €j+1,3‘) =0 6)
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fK(hu hj) = X(Ei,i ~ Eitl,i+1y € €j+1,j+1)

= 2(k 4+ 1)(20;; — b1 — i j11) 7)
Definiendo la forma bilineal X’ por X = 2(k + 1)X’, de 7) obtenemos

( 2 -1 0 - - 0 0
-1 2 =1 .. 0 0
0 -1 2 - . 0 0

K (h, hy) = Ce

o o o - - 2 -

\0 0 0 .. -1 2/

se puede ver que esta matriz es no singular, es decir, tiene determinante distinto de
cero y esto expresa la no degeneracidad de la forma de Killing sobre H. Denotando el
determinante de la matriz & x k de X'(h;, h;) por K se puede demostrar que

K = 2Ky — Ky 8)

Para k = 2, esta relacién es satisfecha por K = k+1. De la no degeneracidad de la forma
de Killing sobre H, obtenemos un isomorfismo ¢ entre H v H*. Para h € H definimos

w(h) por

2(R)(H) = K(h, ) 9)
cuyo vector inicio t, = ¢~ () € H* satisface
p(ta)(h) = a(h) = Kk, h) 10)
ahora determinamos el vector inicio asociado a la rafz o; = A\; — A\;;;. Tomando A =
diag(ay, @2, .. ., ar41), obtenemos usando 21} y 28) de la seccién 4.3 pagina 79, conjunta-
mente con iw) de la pagina 42, lo siguiente
@lta) () = aj(h) = Kta,, h) = 2(k + 1) Te(ta,h) 11)
con unos calculos adecuados obtenemos
1

.= p~1 i) T 57 Nk 12
para ¢ = 1,2,...,k,con h; un generador de Cartan-chevalley. Para el elemento diagonal
de K(tq,;, ta,) de la forma de Killing se encuentra, usando 7} y 12) que

1

Kty b)) = ——— 13

( 2 a) k +1 )

para?=1,2,..., k y esto es distinto de cero por la propiedad 5) de la proposici’on 4.1.
Para el elemento h;, vease propiedad 7) de la proposici’on 4.1, se obtiene usando los
resultados de arriva que

2
ho =z ta, = by
T Kl 1) ™ )
para ¢ = 1,2,...,k. Acorde con IX) de la pagina 70 este elemento debe ser igual al
conmutador |e,,, fo,] donde e, = e; vease 26) pégina 81 y fa, = fi = e ,,. Ahora

regresamos a la forma bilineal sobre H* dada en 9) arriva. Restringiendo las rafces o
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consideramos (a;, @;), usando la definicién de la forma bilineal y 13) que todas las raices
tienen norma

1
(aiaai) = :K(tcx.-:tm) = m 15)
parat=1,2,...,k y para i # j se tiene
1 2
o) = i Y= —— (h. h
(00,05) = Ko ) = (5575 ) (o) 16)

de 7) y para ¢ # j vemos que el lado derecho de 16) es diferente de cero si y sdlo si
1= j+ 1. Estoda

oy ={ si i —j] > 1

(]f',()f' p=— PR .

S —amy Sili—jl=1
17)

De 15), 17) v la estructura del sistema de raices de sl(k + 1, F') (vease seccién 4.3),
se sigue que todas las ra”ices tienen la misma norma. Se puede demostrar que la raiz
Qpg = 0ty + Opy1 + ... + g1 asociada a el elemento e, satisface

1

(Opg; Ctpg) = P 18)

De 15) y 16) podemos obtener también un dngulo entre las raices oy y @;. Definimos éste
angulo ¢;; por

(i, ) = exi |lll @5 || cos ¢35 19)

Se encuentra desde 17) que el angulo entre raices adyacentes a; y ;41 es obtuso, es decir,
con exactitud ¢; i1 = %”; si las raices no son adyacentes entonces son ortogonales.

Terminamos ésta seccion calculando los enteros de Cartan a;(h,), los cuales satisfacen
[ha, €3] = B(ha)es v la formula Cs de la pagina 81. De las relaciones 15) y 16) obtenemos

N @)
ou(he)) = 20 =2 20)
() = 202295 g (= j > 1) 21)
’ (aj': aj)
@i(haei1) = =1 = air1{ha,) 22)

Los enteros de Cartan son las entradas de la llamada matriz de Cartan (A4;;) la cual es
definida por

(Otj, ai)

P : 2
(@, ) 3)
De 7),15) y 16) encontramos que

Ay =26 — 81— i1 24)

Aij = C\Cj(hai) =2
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o equivalentermnente

Notemos que A = K.
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=

0

0
\ 0

-1 0
2 -1
-1 2
0 0
0 0

0 0
0 0\
0 0
2 -1
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