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1. INTRODUCCION

Las distribuciones que se utilizan cominmente en Estadistica para modelar al proceso
que genera los datos, tales como las distribuciones normal o Weibull, implican ciertos
supuestos sobre las caracteristicas de la poblacién. En los casos mencionados, por ejemplo,
hay un supuesto de unimodalidad y, por otra parte, no permiten modelar mas all4 de los
dos primeros momentos poblacionales (media y varianza). Este tipo de modelos no son
suficientes para analizar conjuntos de datos relativamente complejos.

Una posibilidad es buscar modelos paramétricos mas flexibles, pero en general estos
modelos seguirdn imponiendo ciertas restricciones sobre las caracteristicas de la poblacién.
Otra alternativa es utilizar mezclas finitas de distribuciones, las cuales producen clases de
modelos bastante més flexibles, aunque su analisis es considerablemente mas complicado.
Finalmente, podria considerarse el uso de modelos con un nimero infinito de parametros.
Los modelos Bayesianos no paramétricos pertenecen a esta clase.

Como su nombre lo indica, la estadistica Bayesiana no paramétrica surge del deseo de
no suponer una familia paramétrica de distribuciones especifica para la modelacién de los
datos, lo que permite una descripciéon mas realista de la incertidumbre sobre el proceso que
los generd, asi como inferencias mas robustas que las obtenidas con modelos paramétricos.

En el anilisis Bayesiano tradicional, se asume que la densidad de las observaciones,
p(y|6), y la del pardmetro p(6) son conocidas. A partir de ellas es posible hallar la distri-
bucién final de 6, p(f|y), asi como la distribucién predictiva de una observacién futura yy,
P(yfly), que son la base para cualquier tipo de inferencia.

Para cada pareja diferente de p(y|6) y p(6) que supongamos llegamos a distintos re-
sultados. Si bien muchas veces se elige p() de forma que los calculos sean sencillos, o
que p(0) sea no informativa, al final p(#) no influird significativamente sobre los resultados
siempre que el tamafio de la muestra sea suficientemente grande. Sin embargo, la eleccién
de p(y|@) si puede cambiar en gran medida los resultados. Con la finalidad de no suponer
ninguna distribucién para p(y|6) podemos pensar a 6 como una funcién de densidad (o
de distribucién), y para ser méas explicitos en vez de p(y|6) escribiremos p(y|f) (respecti-
vamente p(y|F')) donde f (F) es una funcién de densidad (distribucién), y de esta forma
y|f (y|F) tiene la densidad ('distribucién) f (F). De esta manera el problema se complica,

pues si queremos resolver el problema con la teoria estadistica Bayesiana requerimos de



una distribucién inicial IT para el pardametro f (F'), es decir, necesitamos de una medida
de probabilidad sobre el espacio de funciones de densidad (distribucién).

Por otro lado, notemos que si II, ahora pensdndola como medida de probabilidad, da
peso 1 a una familia parametrizada por algin pardmetro 7 (por ejemplo a la familia de
normales con media 7 y varianza 1), entonces la medida II es equivalente a una medida 7

en el espacio de posibles valores de 7, es decir,
Pr(f € Al =1I(A4) = / w(T)dr.
{r:f(-r)€A}

Por lo tanto, si pensamos a f como un pardmetro entonces podemos englobar a la es-
tadistica no paramétrica en la paramétrica, y, por otro lado, si II da probabilidad 1 a
una familia paramétrica, entonces el enfoque no paramétrico coincide con el paramétrico.
Entenderemos que se estd resolviendo un problema estadistico desde el enfoque de la es-
tadistica Bayesiana no paramétrica siempre que Il no de probabilidad 1 a una familia
paramétrica cuyos parametros tengan dimensién finita.

Encontrar una medida de probabilidad II manejable con estas caracteristicas no fue
sencillo. Las primeras distribuciones iniciales para problemas no paramétricos fueron estu-
diadas por Freedman (1963) quien introdujo las medidas aleatorias de Dirichlet. Posterior-
mente, Freedman (1965), Dubins y Freedman (1967) y Ferguson (1973,1974) formalizaron
y exploraron con mayor detalle al proceso Dirichltet. Algunas de las generalizaciones més
importantes incluyen las mezclas de procesos Dirichlet (Antoniak, 1974), el proceso estable
normalizado (Kingman, 1975) y los drboles de Pélya (Lavine, 1992, 1994). Sin embargo,
la utilizacién de la medida de Ferguson, conocida como proceso Dirichlet no fue posible
sino hasta que el desarrollo de las computadoras y de los métodos de simulacién, cdmo el
de Monte Carlo, lo permitieron.

Los modelos y métodos Bayesianos no paramétricos han alcanzado la madurez suficien-
te como para ofrecer una alternativa viable para el anélisis de datos en una gran variedad
de aplicaciones. Dey et al. (1998) y Walker et al. (1999) discuten e ilustran algunos de los
modelos no paramétricos y semiparamétricos disponibles en la actualidad.

La ventaja del proceso Dirichlet es la facilidad con la que se encuentra la distribucién
final de la funcién de distribucién desconocida dada una realizacién de la muestra, pues

dicha distribucién es también un proceso Dirichlet. La desventaja es que asigna proba-



bilidad 1 a las distribuciones discretas. Aunque en la actualidad existen diversas clases
de distribuciones iniciales IT con soporte en las distribuciones continuas, el modelo mas
utilizado es el de las mezclas basadas en procesos Dirichlet. La version actual de esta clase
de modelos se basa en los trabajos de Antoniak (1974), Lo (1984) y Escobar (1988).
Esta tesis aborda la definicién de proceso Dirichlet de Ferguson y la de mezclas de
procesos Dirichlet de Antoniak en el segundo capitulo, las mezclas basadas en procesos
Dirichlet propuestas por Escobar y algunas de sus aplicaciones en el tercero y, finalmente,
en el cuarto se da una aplicacion de las mezclas basadas en procesos Dirichlet en el problema

de seleccién de modelos paramétricos desde el punto de vista Bayesiano no paramétrico.






2. PROCESO DIRICHLET Y MEZCLAS DE PROCESOS DIRICHLET

2.1 Preliminares

En ciertos problemas estadisticos, sélo se sabe que la distribucién F en el espacio mues-
tral © pertenece a algin conjunto de distribuciones F = {F,}. Este conjunto F puede
ger tratado como un espacio parametral en un andlisis Bayesiano de estos problemas. Si
suponemos que F es una familia de distribuciones paramétrica, es decir, estd caracteri-
zada por un nuimero finito de parametros, podemos dar la distribucién inicial sobre los
pardmetros. Por otro lado, si F no es una familia paramétrica, por ejemplo la clase de to-
das las funciones de distribucién continuas en la recta real, estamos suponiendo un modelo
no paramétrico y debemos asignar una distribucién inicial sobre F.
De acuerdo con Antoniak (1974), las propiedades que deseariamos que satisfaciera una
familia de distribuciones iniciales D sobre F son las siguientes:
1. Qué D sea mateméaticamente tratable en tres aspectos:
(a) La distribucién final en F dada una muestra, debe ser razonablemente sencilla;
(b) Debe ser posible expresar convenientemente la esperanza de una funcién de pérdida
simple; y
(c) D debe ser cerrada, en el sentido de que si la inicial estd en D, entonces la final
también.
2. Qué D sea “rica”, es decir, debe existir un elemento en D capaz de expresar cualquier
informacién inicial.
3. Qué D sea parametrizada de manera que los pardmetros puedan ser interpretados en

relacién a la informacién que se tiene y al grado de credibilidad que se tiene en ella.

Estas propiedades no son mutuamente excluyentes, pero si antagonicas en el sentido de
que se puede obtener una a expensas de las otras. Por ejemplo, algunos autores, entre ellos
Dubins y Freedman (1965,1967), Kraft y Van Eeden (1964) y Kraft (1964) han descrito
familias D que satisfacen la segunda propiedad pero son deficientes en la primera y la
tercera.

En este trabajo abordaremos el proceso estocistico definido por Ferguson (1973) llama-
do proceso Dirichlet, que es particularmente eficiente en Ja primera y tercera propiedades,

pero no en la segunda. Para comprender el proceso Dirichlet, veamos primero algunas



propiedades de la distribucién Dirichlet.

2.2 Distribucidn Dirichlet

La distribucién Dirichlet es conocida como la distribucién conjugada para los pardmetros
de una distribucién multinomial.

Denotemos por G(:|a, 8) a la distribucién gamma con pardmetro de forma o> 0y de
escala § > 0. Para o = 0, esta distribucién es degenerada en cero; para a > 0, esta

distribucidén tiene densidad respecto a la medida de Lebesgue en la recta real dada por

1

f(zle, B) = @ﬁ" exp(=20)2%" 1{p,00)(2), (2.1)

donde 15(z) denota a la funcidén indicadora del conjunto S.

Generalmente se define la distribucién Dirichlet con parametros positivos de acuerdo
a Wilks (1962), nosotros utilizaremos la extensién de Ferguson (1973) permitiendo que
algunos, pero no todos, sus parametros sean iguales a cero.

Sean Z1,..., Zy variables aleatorias independientes con distribucién G{a;j, 1) respecti-
vamente, con a; >0 para toda 7 y o; > 0 para alguna j, j = 1,...,k. La distribucién
Dirichlet con pardametros ..., ok, denotada por D(ay,...,ak), estd definida como la
distribucién de (Y7, ...,Y}:), donde

k
Yj=ZJ~/22¢ para j =1,...,k. (2.2)
=1
Al usar la notacién D(ay,...,ax) entenderemos que a; >0 para toda j, y o; > 0 para

alguna j. Esta distribucién es siempre singular con respecto a la medida de Lebesgue en R*
yaque Y1 +...+Y, = 1. Ademads, si o = 0, la correspondiente Y; es degenerada en 0. Sin
embargo, si a; > 0 para toda j, la distribucién en R*~1 de (Y1,...,Y%_1) es absolutamente

continua con respecto a la medida de Lebesgue en R¥~! y tiene como funcién de densidad!

f(yl,---,yk—l|al,-~;ak)

k-1 k=1 —1
Dlayp+...+ ar) aj~1 ( jak (2.3)
= 1= / 1s(¥1, -y Yk1)s

L(er) .. I{ag) ke Ui Zyl s(w Yi-1)

i=1

T Ver Wilks (1962), p. 179



donde S es el conjunto

&
|
—

S=< (v u-1) ERFL 120, g€
1

J
Para k = 2, (2.3) se reduce a la distribucién Beta, denotada por Be(:|ay, a3).

Una propiedad importante de la distribucién Dirichlet que, como se vera mas adelante,

asegura la existencia del proceso Dirichlet es la siguiente:

i°. S1 (Yq,...,Yx) ~D(ey,..., o) y 71,...,7 Son enteros tales que 0 <7 < ... <1 =k,
entonces,
] T2 Tl T T2 T
(Xn Y Hn 3 %) op(Taw Y oy 3 ).
=1 1=r1+1 i=r_1+1 =1 1=r1+1 i=rj_1+1

Esta propiedad, que es vélida incluso si o; = 0 para alguna j, se sigue directamente
de la definicién y la propiedad aditiva de la distribucidon gamma: si Z; ~ G(ay,1),
Zy ~ G(a2,1) y son independientes entonces Zy + Z ~ G(a;1 + a2,1). En particular,
la distribucién marginal de cada Y; es Beta: Y; ~ Be(a;, Ei-;] a; — aj).

Utilizaremos maéas adelante los primeros dos momentos de la distribucién Dirichlet.

1. Si (Y,...,Y) ~D(en,...,ar), entonces
| B(Y:) = ai/a,
E(Y?) = ai{as + 1)/ (a(e + 1)) y
E(YY;) = aioj/(a{a+ 1)), para i # j,

donde o = Ei-;l ;.
La siguiente propiedad también es conocida.
112°. Si la distribucién inicial de (Y3,...,Y%) es D{aq,...,ax) y si 6 es una variable aleatoria

tal que,
P{ =jV1,.... Yk} =Y;  cs, para j=1,...,k,

entonces la distribucién final de (Y1,...,Y;) dado 8 = j es D(agj), . ag)), donde

a(_j)z{az') sii#j
v a;+1, siz=3].



Usaremos D(yi,...,Yk|o1,...,0x) para denotar Ja funcidén de distribucién Dirichlet

evaluada en (y1,...,¥x). Utilizando #i° y ¢i:° obtenemos

2k
/ ./ y]dD yl)"')yk|a]) e

=/0 /(; P{6=5Y1=w, -, Yr =y} dD(y1, ..., vklo1, -, k)
=P{9=j))flgzla"')yk<zk}
=P{f = jIP{Y1 < 21,..., Y S 20 = j}

1 1
=/0 /0 P{6 =j|Y1 =yi,..., Yk =y} dD(y1, - klor, o) (24)

x D(a, ..., zlod),..., o))

1 1 .
=/0 fo v dD(y1, - vkl .. ) Diz, .ozl o)

=E‘(Y:-,)’D(zl, e )Zk"agj)’ T ’a)(c]))
=%];D(z1) e )Zklagj)’ o ial(cj))

Debemos notar que esta expresién es vélida atn si a; = 0.

2.3 Proceso Dirichlet

Sea (©, A) un espacio de medida, el objetivo es encontrar una medida de probabilidad en el
espacio de medidas de probabilidad de (©,.4). Por ejemplo, si © = {1,2,...,k} es finito,
cualquier medida de probabilidad p est4 determinada por el vector (p1 = p({1}),p2 =

p({2}),...,px = p({k})) tomando valores en el conjunto Ay = {(p3,p2,.-.,2x) : 0<Pi < 1,
>.pi = 1,1<i<k} y una manera de probabilizar dicho espacio es asignando una dis-
tribucién Dirichlet al vector (py, p2,...,pr). Esta idea se generaliza para el caso infinito a
partir del proceso Dirichlet, cuya construccién desarrollamos a continuacién.

Sea (O, .A) un espacio de medida y definamos
1 = (A [0,1)
y BF la o—4&lgebra generada por los conjuntos de [0, 1]“4 de la forma
{felo,11”*: f(A)<t},t€[0,1], A € A

La idea es probar la existencia de una medida de probabilidad P en ([0, 1}4, BF) (que en
el caso (©,.4) = (R, B(R)) de peso 1 al conjunto de todas las medidas de probabilidad en
R).



Para cada A en A se define P4 : [0,1]4 — [0,1] como la proyeccién natural, es decir,
dado f en [0,1]4

PAf=f('A))

notando que P4 es BF-medible para todo A en A tenemos que P = {P4 : A € A} es un
proceso estocastico con valores en [0, 1] y conjunto de indices A.

Una vez especificada la distribucién conjunta de las variables aleatorias Pg,,...,Ppg,
para toda k € Ny toda particiéon {By, ..., By} medible de © ({B;, ..., By} es una particién
medible de ©, si B; € A para i € {0,1,...,k}, BiNB; =0 parai# jy Uf=1Bi = 0),
podemos definir la distribucién conjunta de Pg4,,..., P4, param € Ny Ay, As,..., An €
A si degeneramos a Py en cero, es decir, Py = 0 con probabilidad 1, de la siguiente manera:

Dados A, As,... A, € A, formemos los & = 2™ conjuntos obtenidos tomando las
intersecciones de los Ajs y sus complementos; esto es, definiendo B(vi,vs,...,vm) para

v; =0 6 1 de la siguiente forma
m
vy
B(Vlyy2a"')um): ﬂAjJ1 (25)
j=1
donde A; estd definida como A; y A(J)- como el complemento de A;. Observemos que,

AJ-=U{B(u1,u2,...,z/m):ui€{0,1},i=1,...,myuj=1}, para j=1,...,m,

y como {B(v1,va,...,Um): v € {0,1},i € {1,...,n}} forma una particién medible de ©,

suponemos que conocemos la distribucién conjunta de

{PB(Ul,W,m.Um) 1y € {01 1}»7: € {l» s am}} ) (2-6)
y a partir de ella definimos a la distribucién conjunta de (P4,, P4y, - .., P4,) como la del
vector
( Z PB(U],UQ,...,Vm)) Z PB(U],UQ ..... 75 PR Z PB(I/[,UQ,...,V,,,))'
{v1, s vmin =1} {vi,- Umrn=1} (V14 Wmivm=1}
(2.7)
Notemos que con esta definicidn no hay contradiccidén si B(vi,v2,...,Um) = 0 ya que

pedimos que Py = 0 con probabilidad 1.
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Una condicién que nos asegura que un sistema de distribuciones para (Ppgy, ..., Pp,)
para toda k € N y toda particién medible By, Bs, ..., By satisface la segunda condicién de
consistencia de Kolmogorov (1933) es la siguiente:

Condicién (C). .

Si {Bi,Bj,..., B} es un refinamiento de la particién {B1,Bs,..., B}, con By =
Uil Bj, B = U2, 1 Bj,..., By = U;irk_l+lBg> conl=7<re<...<r, =k, entonces
la distribucién de

71 2 Tk
(Sro Y Py 3 Py
=1 i=T1+1 i=‘f‘k_1+1
determinada por la distribucién conjunta de (PB;,PBé, e ’PBL) es la misma que la de

(PBl)PB2)"')PB]g)‘

Dermvicién 2.1 Decimos que el proceso estocdstico {Q4 : A € A} es una medida de
probabilidad aleatoria finitamente aditiva en (©,A), si satisface la condicidn (C), Q4

toma valores en [0,1) y Qo =1 con probabilidad 1.

Notemos que si Q es una medida de probabilidad aleatoria finitamente aditiva y
Ay, ..., Ap € Ason ajenos, entonces Ay, ..., Am, Amt1y Um  A;, Amq1 son dos particiones
de ©® con Apmqq = (Uz’_‘__lAi)c, porlo que 377, Q4 +Qa,,, ¥ Qup, 4, +Qa4,,, tienen, porla
condicién (C), la misma distribucién que Qg =1 c.s., de ahi que Qur. 4, = Yo Qu, cs.

Un ejemplo de una medida de probabilidad aleatoria finitamente aditiva en (O, A) es:
dadas Xi,..., Xy, variables aleatorias con valores en ©, definimos Q = {Qn 4 : A € A}

como

1 n
Qna = > 6x,(A),
1=1

donde 4, denota la delta de Dirac, que es la medida que da masa unitaria al punto z, es
decir,

_ (1, siz€e A
6I(A)_{0, siz ¢ A

Dervicién 2.2 Un sistema de distribuciones para el proceso estocdstico {y; : t €
T} con valores en FE y conjunto de indices T es libre de orden st satisface la
primera condicton de consistencia de Kolmogorov (1933), es decir: para toda n €

N, Hi,...,H, enlao-dlgebra de E, ti,...,t, € T y toda permutacién w de {1,...,n},
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la probabilidad que asigna el vector aleatorio (yi, ..., vt,) al conjunto Hy x ... x Hy
es igual a la que asigna (Yo, -\ Yt,m) @ Ha) X oo X Hy(r).
Lema 21 Si un sistema de distribuciones para (Pp,Ppg,,...,Pp,) para toda

k € N y toda {Bjy, Bz, ..., By} particion medible de © es libre de orden, satisface la
condicién (C), y 81 para cualesquiera conguntos Ay, As,...,Am € A, la distribucion
(PayyPayy .-, Pa,) es definida como en (2.5), (2.6), y (2.7) entonces existe una medi-
da de probabilidad P en ([0,1)4, BF) cuyas distribuciones finito dimensionales coin-

ciden con las de este sistema.

Demostracion. Como © U@ = ©, se sigue de la condicién (C) que Pg = 0 con probabilidad
1; por lo tanto la distribucién de (P4,,P4,,...,P4,,) estéd bien definida. Para demostrar
el lema debemos verificar la primera y segunda condiciones de consistencia de Kolmogorov
(1933, p. 29). La primera es automéatica, pues estamos suponiendo que la distribucién
(PB,, PB,,-..,Pp,) es libre de orden.

Para la segunda, debemos probar que para m arbitraria y A;, As,...,An € A, la
distribucién marginal de (P4, P4,,...,Pa,_,) derivada de la de (P4, Pa,,..., Pa,) es
idéntica a la distribucién de (P4,, P4,,..., Pa,_,) definida directamente.

La distribucién marginal de (P4,, P4,, ..., Pa4,,,) derivada de la distribucién marginal
de (P4,,Pa,,. .., Pa,) es idéntica a la distribucién de

Z P B(uy wayvm) Z P B warm)s - o> Z PB(VI,UQ,,..,U,,,)) (2.8)

(Vs vmiy =1} (01, vmivn=1} (1o Vmor=1)

derivada de (2.6) y la distribucién de (P4,,P4,,...,Pa,_,) estd definida como la dis-

tribucién de

( Z PB(U],VQ,...,Um_l)! Z PB(U[,L/Q,...|Um_]))"‘> Z PB(U1|V2 ..... Um—n))'

{¥lyerWm—yin=1} {15 Wm=-1n=1} {V11 o Y1 Vm-1=1}
(2.9)

derivada de la distribucion de {Ppg(, 4y .w._y) @ ¥i € {0,1},4 € {1,...,m — 1}}, donde

m—1

Vi

B(U},Vg,...,um_l) = m AJ-J,
J=1

como B(vy,va,...,Um-1) = B(v1,v9,. .., Um_1,0)UB(v1, v, . ..,Um-1,1). La condicién (C)

implica que la distribucion de {Pp(y, y..wm_y) * ¥ € {0,1},4 € {1,...,m — 1}} es idéntica
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a la de

{PB(ul,ug,...,um_l,O) + PB(Ul,I/Q,...,IJm_),l) CY € {0) 1})i € {1) s, = 1}}

determinada por la distribucién de (2.6) por lo tanto la distribucién de (2.9) puede ser

encontrada también de la distribucién de (2.6) remplazando Pg,, ., por

|||| Um—l)
PB(Ul)W)"')VTﬂ—l IO) + PB(”[I“Z!'-"UM—I 11).

Con este remplazo (2.9) es formalmente idéntico a (2.8), probando que sus distribuciones
gon idénticas. Con lo que queda demostrado el lema.

<4

Dermnvicién 2.3 Sea o una medida no nula y finitamente aditiva en (©,A). Decimos
que P ={P4: A€ A} es un proceso Dirichlet con pardmetro a, y lo denotamos por
P = DP(a), si para todo k en N y para toda particién medible {B), Bs,..., By} de
©, la distribucién de (Pp,, Pg,,...,Pp,) es Dirichlet, D(a(B1),a(By), ..., a(By)).

La condicién de consistencia (C) para el proceso Dirichlet es exactamente la propiedad
1? de la distribucién Dirichlet, que es obviamente una distribucién libre de orden. Se sigue
del Lema 2.1, la existencia de una medida de probabilidad P en ([0, 1]4, BF) tal que las
proyecciones P = {P(A) : A € A} bajo IP es un proceso Dirichlet, i.e.,

P[Pp, <t1,PB, <ty ..., P, <t = D(t1,ta,. .., tr|a(B), a(Bs), . .., a(By))

Ademds como Pg es degenerada en 1, por la definicién de la distribucién Dirichlet, P es
una medida de probabilidad aleatoria finitamente aditiva. Las siguientes tres proposiciones
muestran la relacidn entre las propiedades de la medida de probabilidad P y las propiedades

del pardmetro del proceso, .

Proposicion 2.1 Sea P un proceso Dirichlet en (©,.4) con pardmetro o, y A € A. Si
a(A) =0, entonces P4 = 0 con probabilidad 1 y st a(A) > 0, entonces P4 > 0 con
probabilidad 1. Ademds E(P,4) = a(A)/a(O).

Demostractén.  Considerando la particién A, A®, notamos que P4 tiene una distribucién

Be(a(A), (A°)), utilizando la propiedad i2° de la distribucién Dirichlet obtenemos el
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resultado.

<

Proposicién 2.2 Sea P un proceso Dirichlet en (©,.A) con pardmetro a, si o es
o-aditiva, entonces también lo es P, en el siguiente sentido: st Ay, As,... € Ay

A, N\ 0, entonces P4, — 0 con probabilidad 1.

Demostracién. Supongamos que {A, : n € N} \| 0, entonces como « es o-aditiva a(A4,) —
0. Por lo tanto existe una subsucesion {An;} tal que ) 32, a(A,;) < 0o. Para e fija, por
la desigualdad de Tchebysheff,

o0 o0 o0

1 1 a(An.)
P4 g_ — = - I ,
;:1 PP 4, > € - ]Ezl E|P4,] p ;:1 (0) < oo

entonces por el teorema de Borel-Cantelli T, P[lim sup[P Any > e]] = 0, es decir,
]P’[PAnj > ¢, para una infinidad de j’s| = 0,
de lo que se tiene que
IP’[PAnj > ¢, en a lo més un nimero finito de j's| = 1,

de ahi que PAn-J- — 0 con probabilidad 1. Observando que P4, > P4, ., P-c.s. (ya que, por
+ Py, = P4 + Pa, P-c.s.) se tiene el resultado. El

inverso también es cierto, si & no es o-aditiva P tampoco lo es con probabilidad 1.

la condicién (C), Py + P44

n+l

4

De la Proposicién 2.2, se tiene que si & es o-aditiva, y A, A1, A4s,... € Ay A, L A
entonces,

Py, — Py P-cs, (2.10)

ya que A C A, = AU(An\A) = A, = PA+PA,,\A = PA,, P-c.s. = PA,,\A = P/-ln_
PgP-cs, ycomo Ag\AN 0= Pg, —Pyg=Py\g— 0P-cs. = Py, — Py P-cs.
Prorosicién 2.3 Sea P un proceso de Dirichlet en (©,A) con pardmetro a y Q

una medida de probabilidad en (0, A) absolutamente continua con respecto a «

t Dados Ay, A, ... eventos, si 3 o) Pr(A,) < oo, entonces, Pr(limsup A,) = 0, y si ademds los eventos son

independientes, Y o | Pr(A,) = co implica Pr(limsup 4,) = 1.
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(Q@ < a)'. Entonces, para cualquier entero positivo m, Ay, Ay,...,Am € A y €
positiva

P{|P4, — Q(A;)| <e,i=1,...,m} >0.

Demostracién. Definiendo a B(vy, ..., Uy ) como en (2.5) y notando que
P|P4, — Q(A)| < ei=1,...m]
2P| Y WPom ~ QB ) < i = 1),
{(vrsesom) v =1}

basta probar que

IPHPB(ul,...,um) - Q(B(v1,- -, um))| < 27™e,V(vy,...,um)] > 0.

Si @(By,,...u,) = 0, entonces Q(B(v1,...,vm)) = 0y Pp,. u.) = 0 con probabilidad 1, de
lo que |PB(,,1‘__,,,m) — Q(Buy,....1;m )] = 0 con probabilidad 1. Por lo que si D = [(v1,...,Vm) :

a(B(vi,...,Vm)) > 0], entonces la probabilidad anterior es igual a,

P27™e = Q(B(v1,-- - vm)) < Pguy,pm) < 27 7€+ Q(B(v1, -+ -, vm)), (v1,- -, vm) € D)

f dD({a(B(v1,.--yvm)): (1,...,vm) € D}) > 0.
x{(27me—Q(B(¥1,--m)), 2 ™ e+ Q(B (1, ,¥m) ) (V1 -y JE D}

Por lo que la proposicién queda demostrada.

q

Recordemos que si p es una medida, su soporte, sop u, es el conjunto cerrado més

pequeno tal que su complemento tiene medida cero, t.e.,
Sop i = ﬂ{F : F' es cerrado y p(F°) = 0}

Es facil demostrar que z estd en el soporte de p si y sdlo si para todo abierto V tal que
x € V se tiene que u(V) > 0.

Considerando al espacio ([0, 1]#,BF) con la topologia de la convergencia puntual
(Qn — Q, si Qn(A) — Q(A) VA € A) tenemos que si Q es absolutamente continua

} La medida 4 es absolutamente continua con respecto a la medida v (u < v), si ¥(A) = 0 implica que p(A) =0
para toda A en el o-dlgebra.
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con respecto a @ y V es un abierto en {0, 1]'4 tal que @ € V, entonces existe un conjunto
ablerto bésico de la topologia de la convergencia puntual B contenido en V, es decir,

existen m € N, Aj,...An € Ay e > 0 tales que
B=[Py, - Q(A)| <ei=1,...,m|CV,
y poir la Proposicién 2.3 tenemos:
0 <P(B)<P(V),

es decir, si <« « entonces @ estd en el soporte de P. Notando que si @ € « existe
A en A tal que Q(A) > 0y a(A) = 0, que, por la Proposicién 1.1, implica que Py = 0
P-c.s., tenemos que Q pertence al abierto [|[P4 — Q(A)| < €] con 0 < € < Q(A) y adem4s
P[|Ps — Q(A)| < ¢] = P[|Q(A)] < €] = 0, es decir, si @ no es absolutamente continua con

respecto a «v entonces no estéd en el soporte de P,

Derivicién 24 Sea P = {P4 : A € A} una medida de probabilidad aleatoria
y 61,6,...,6, : ([0,1]4, BF) — (©,A) medibles. Decimos que 6,8y,...,0, es una
muestra aleatoria de tamano n de una realizacion de P, st para todo m =1,2,... y
A, Ag . Am, Oh,...CLE A

n
Pl6, € C1,....00 € CalPa,,.... P4, Pcy,,-., Po,) = [[ Po, P-cs. (2.11)

j=1
En otras palabras, 61,0, ...,6, es una muestra aleatoria de tamafno n de una realiza-
cién de P, si, dado Pg,,..., Pg,, los eventos [61 € C],..., [0y € Cy] son independientes
del resto del proceso e independientes entre ellos, con P[6; € Cj|Pg,,- .., Pc,] = Pc; cs.
para j = 1,...,n. Esta definicién determina la distribucién de 61,...,6n, Pa,,..., P4,

una vez que el proceso estd dado, ya que
P6reCi,....00€Cpn,Pay <1, -, Pa, <yml, ¥1,-.-,¥m € [0,1], (2.12)

puede encontrarse integrando (2.11) con respecto a la distribucién de Pyy,..., P4,
Pe,y ..., Pe, sobre el conjunto [0,y1] X ... X [0,ym] % [0,1],... x [0,1]. Las condiciones
de consistencia de Kolmogorov pueden ser facilmente verificadas para mostrar que (2.12)
determina una medida de probabilidad sobre (8™ x [0, 1]4, A" x BF).
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Proposicién 2.4 Sea P un proceso Dirichlet en (©,.A) con pardmetro o y sea 6 una

muestra aleatoria de tamano 1 de una realizacion de P. Entonces para A € A,

a(A)
IP[Q c .A] = m
Demostracién. Como P[§ € A|P 4] = Py c.s.,
PIO € 4] = E(lses) = B(E(ealPa) = BIF(O € AIP) = E(Pa) = Sigh.

d

Proposicién 2.5 Sea P un proceso Dirichlet en (©,A) con pardmetro o y sea 0
una muestra aleatoria de tamario 1 de una realizacion de P. Sea {Bi,...,B} una

particion medible de © y A € A. Entonces

k
a(B; N A) (9) ()

Pl6 € A,Pp, <y1,..-,Pp, <yx] = ; WD(M, . ,yk|ozlJ ,. .,ak] Y,  (2.13)
donde D(yy,...,yx|o,. .., ) es la funcion de distribucion Dirichlet D(on, .. ., o),
Yy

= 2B, it
? al(B;) +1, sii=j.

Denostracion. Definamos By = B;NAy Bjp = BjNA®paraj =1,...,k. SeaY;, = Pp,

i

paraj=1,...,ky v =0,1. Entonces de (2.11)
Ploc AlY;u,j=1,...,k v=01]

k
u»[ee U BjalYjw,i=1,...,k v=0,1
j=1

2.14
P[BEBj,ll}/j]y,j=1,...,k, V=0,1] ( )

.
I
fa

I

Y;,l C.3.

o
L
A

IVE
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Por lo tanto, para y;, € [0,1]), j=1,...,k, v=0,1
Pe € AY;,<yju,j=1,....k v=0,1]

/ IP[G S AIY'I,O = 1/’1,0, Ceey Yk,l = yL,l]dPyl_o,....YkJ (y;-‘O) A ’y)/s,l)
x{lo5yj.u]ij:1,u.‘lc, u:O’l}

k
= / Z y;',ldD(yi‘Oa s vyg,lla(Bl,O)’ R )a(Bk,l))
{0y p):7=1,... .k, ¥v=0,1} i=1

k
= / y;',ldD(y;‘O! SRS y;c,l|a(B1.0)’ v :a(Bk,l))
j=1 X{[O,yj,u]:j=1,...,k, v=0,1}
y de la ecuacién (2.4) de la Segunda Seccién
k
(a4 B')l) :
= > 2 pylat),
i=1
donde y= (yl,O) ne vyk,Ch Y1,05- - - ’yk,l)) 01(‘7) = (a§{37 Ty aij'())) ag{{) Tty ai{i) y
oW o falBi)+1, sii=j,
T\ alBh),  sii#]

CYE'?O) = a(Bilo).
Por la primera propiedad de la distribucién Dirichlet, como Pp, = Y0+ Y1 c.s. y como

el proceso para encontrar las distribuciones marginales es lineal se sigue el resultado.

d
Ahora veamos cuél es la distribucién del proceso Dirichlet dada una muestra 6y,...,6,

de tamano n de una realizacién de P. Resulta que ésta es también Dirichlet.
Teorema 2.1 Sea P un proceso Dirichlet en (©,A) con pardmetro o y 61,0s,...,6,

una muestra aleatoria de tamano n de una realizacién de P. FEntonces la dis-
tribucion condicional de P dado 61,02, ...,0, es un proceso Dirichlet con pardmetro

a+3y " 8. En notacidn, st P = DP(at), entonces P|01,...,0, = DP{a+3 ;.1 0,).

DeMostraci6n. Basta demostrarlo para n = 1, ya que con esto el teorema se prueba trivial-
mente por induccién para cualquier n.

Sea {Bi,...,Bx} una particién medible de © y A € A, como las distribuciones
marginales de una distribucién condicional de un proceso son las distribuciones condi-

cionales de las marginales T, debemos demostrar que la distribucién condicional conjunta

T Es decir, si X = {X, : t € T} es un proceso estocistico, Y una variable aleatoriay Z = {Z, = X,|Y : ¢ € T}, entonces,
dados K € N, Ay,..., Ar en el o-dlgebra y iy,..., t €T, Pr(X, € Ay,.... X, € AlY]| = Pr(2, € A,..., 2\, € A},
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de Pp,,...,Pp, dada 8, una muestra aleatoria de tamafio 1 de una realizacién de P, tiene

funcién de distribucién
D(y1,.. -, yk|lce(B1) + 8¢(B1), . - -, a(By) + dg(By)). (2.15)

Esto puede ser probado mostrando que la integral de (2.15) con respecto a la dis-
tribucién marginal de 6 sobre A es igual a la probabilidad (2.13). Usando la distribucién

marginal de € encontrada en la Proposicién 2.4 calculamos

A D(ys, .., usle(B1) + 64(B1). ..., a(By) + 65(By))dex(z) /x(©)

k
- Dy, welaf’, .., o )da(z)/a(0)
j=17Bin4
k
o5, 0 G )
_; (©) Dy, ukleg’, ... ),

completando la demostracion.

<

La siguente proposicién, que utilizaremos para demostrar que el proceso Dirichlet,
cuando (©,.A) es la recta real con la o-4lgebra de Borel, es una medida de probabilidad
discreta P-c.s., nos indica que el proceso Dirichlet tiene cierta "memoria", es decir, la

probabilidad de tener una observacién repetida es positiva.

Prorosicién 2.6 St P es un proceso Dirichlet en (©,A) con pardmetro o y a es una
medida no atdmica en © 1 y 31 6y,...,08, es una muestra aleatoria de tamano n de

una realizacion de P entonces,

a(0)
(7 6 e ] =— 2.16
[n?é 1;9n#92, ,On#gn 1] a(@)+n~1 ( )
DemostraciSn. Por el Teorema 2.1 sabemos que P dado 8; = zy,...,0n,-1 = Zp—1 €5 un

f 4 es una medida no atdmica si para todo A en la o-dlgebra tal que p(A) > 0 existe B C A tal que u(B) y u(A\ B)
son positivos.
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proceso Dirichlet con parametro o + E;:ll dz;. Utilizando la Proposicién 2.4 obtenemos,

P[en 7£ 91:- --)en ?é en—l]
— [ PO by O A a6, Bi] 0P
(0,1}4

= /@nl Pl6, & {z1,...,zn1}01 = 21, .., 0n—1 = zpn—1) dPy, ., (Z1,- -, Zn1)

dPgl;----en—l(zll o 1‘7311—1)

= / (a + 2:1':11 637:') ({z1,. ., 2n-1}°)
on~1 (a + 2 52.)( )
= / (0 + 3 535)(@) - (a + 30 5zi) ({z1,-. . zno1})

1 91,...‘9,,_1(:1:1» SRR )$n—l)
(o4 2582 ) ()
(x(©®)+n—-1)—(n—-1)

= dP, ey T

_/en-l a(@) +n—-1 8y,....0n-1 (‘Tl) yTn 1)
_ o)
T a(@®)+n-1

<
Por otro lado, dada una muestra aleatoria 6y, 85, ..., 8, de tamafio n de una realizacion

de un proceso Dirichlet P con pardmetro ¢, definimos a W; como la variable indicadora
que es 1 si obtenemos un valor de # distinto de 6y,...,6;-1 en la i-ésima observacién y
cero en otro caso, y a Z, como la cantidad de valores distintos en la muestra, es decir,
Zn =Y ;-1 W;. Por la proposicién anterior tenemos que W; es independiente de W; (i # j)
y que P[W; = 1] = a(0)/(e(®) +¢—1). Si bien esta iltima probabilidad es decreciente en
4, BE(Zp) = a(©) Y 71 1/(ax(©) +i—1) = x(O)log[(n+ a(0©))/(c(©) + i — 1)] que tiende
a infinito cuando n lo hace. De hecho Korwar y Hollander (1973) probaron que Z, — oo
[P-¢c.s5. cuando n ~— oo. Por lo tanto, aunque valores distintos de € son cada vez més raros
se asegura su incremento. De hecho, si definimos los polinomios,

Al(l‘) =T
Az(z) = (z+ 1)A1(z) = 2(z + 1)

Ap(z)y=(z+n-1Ap-1(z) =z(z+1)...(z+n - 1),
es decir, An(z) es un polimonio de grado n en z con coeficientes enteros que escribimos:

An(z) = a1z + R0 .o+ nanz™,



20

cuyos coeficientes son los valores absolutos de los nimeros de Stirling de primera clase
tabulados en Abramowitz y Stegun (1964), p. 833. Entonces la probabilidad de observar
k valores distintos en una muestra de tamano »n de una realizacién de P esta dada por,

naka(@)!c

PlZn =kl = L @)

(2.17)

La demostracién se sigue por induccién observando que,

1(110¢(@)1

PlZi=1)=1= s

Suponiendo (2.17) vélida para valores menores que n y 1<k <n — 1, tenemos,

P[Z, = k] = P[Zn_y = K|P[W, = 0] + P[Zn_y = k — 1|P[Wy = 1]

pmga(®)F -1 n—10k-10(0)F 1 a(®)
— Ani(@(©))a(®) +n -1 Ap-1(a(©)) a(©@)+n-1
a(@)k

= (n—10k(n — 1) + n-104-1)

y, observando, como facilmente se puede verificar, que ,_jar(n — 1) + n—1ak-1 = nax se
demuestra (2.17) parany 1< k<n—1. Si k = n, la expresién (2.17) se sigue directamente
notando que na, =1y

a(0) _ nana(©)"
O)+i—1 Ax(x(©®))

]P[Zn:'n,] =]P’[Wi:1,z',...,n] =HP[VV1‘=1]=HQ(
i=1 i=1

demostrando el resultado. El hecho importante del resultado anterior es que Z, depende

tinicamente de la magniud de «(®) y no de la forma de .

' 2.4 Caso (0, A) = (R, B(R))
Sea (0,A) = (R,B(R)), & una medida o-aditiva en Ry {P4 : A € B(R)} el proceso

R

Dirichlet con pardmetro . Si definimos Fj : [0,1]3() - [0,1] como

Fy f =P ooy f = f(—o0,8), Vfe0,1)5®)

entonces I = {F, : t € R} es un proceso estocédstico con valores en [0,1] y conjunto de
indices R.
Demostraremos que existe F* = {F}* : ¢ € R} modificacién de F = {F; : t € R} tal que

F* es funcidn de distribucién con probabilidad 1. (F* es modificacién de F si Fy* = F; con
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probabilidad 1 para todo ¢ en R; en particular F* es equivalente a F', es decir tienen las

mismas distribuciones finito dimensionales).

Para toda ¢ en R, como (—oo,t + 1/n] \, (—0o0,t|, por (2.10) tenemos

Ft‘f'l/ﬂ \ Ft’ C.S8. (218)

Entonces

C=|lim F ., =F,Vte Q)] tiene P-medida 1.
71— 00

Por otro lado si s < ¢, (—o0, 8] C (—00,t] de lo que tenemos que F,; < F; P — c.s. y de ahi,
D=[F,<F, Vst €Q, s <t

tiene P-medida 1. Si s, \, s con s € Q y {s,} C Q, entonces toda subsucesién de {s,},

{8n,} contiene otra subsucesién {snkj} tal que s < Sy, <s8+1/n,y como

[Fs< F,

8n,. .
LJ

<F3+1/n] C Cﬁ D,
entonces ank» N\, Fs de lo que concluimos que F,_ \, Fj, es decir
2

E = [F,, \ Fs, ¥{s,} C Q,s € Q tal que 3, "\ ]
tiene P-medida 1. Definamos

{ ﬁf’{F3|s >t,5€Q}, sitdQ.

Por construccién las trayectorias de F* son no decrecientes en E. Ademas st s, \ 8,
existe {sp,} C Q tal que s, \, s y s <sn< s, lo que implica que Fy < Fy < F} en E,
por lo que Fy \, Fy en E, es decir, F™* tiene trayectorias continuas por la derecha y no
decrecientes [P-c.s., y de esto se sigue que tiene limites por la izquierda.

Por otro lado —n \, —oo0, asf que por la Proposicién 2.2 y como (—oco,~n| \, 0, F*, =

F_,, 0y por tener F* trayectorias no decrecientes P — c.s. tenemos
lim F}=0 P - c.s.
t——00

como n / oo, (—oo,n] /' R, y como P(R) =1 P — c.s., por (2.10), se sigue que F; =

F, /1y por tener F* trayectorias no decrecientes:

lim F =1 P-cs.
{—00
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Con todo lo anterior de esta seccién hemos probado que las trayectorias de F™* son funciones
de distribucién, y de (2.18) y (2.19), tenemos que F}* = Fj con probabilidad 1 para toda ¢
en R, es decir, F* es una modificacién de F, con lo que probamos que {P4 : A € B(R)}
es medida de probabilidad P — ¢.s., o equivalentemente, PP : BF — [0,1] es una medida
de probabilidad en [0, l]B(R), que asigna probabilidad 1 al conjunto de las medidas de
probabilidad en R. Debido a esto, en adelante, podremos pensar a [P como una medida
de probabilidad en II, donde

IT = {p: B(R) — [0,1] : p es medida de probabilidad en R},

con su o-dlgebra correspondiente, {ANIl: A € BF}.

Ferguson (1973) y Blackwell y MacQueen (1973) probaron que existe un conjunto
de medidas de probabilidad discretas, I1y C II, tal que PP asigna probabilidad 1 a Il.
Sethuraman (1994) demuestra un teorema alternativo, que no solamente muestra que el
proceso Dirichlet es una medida de probabilidad discreta P-c.s., sino que ademés da un
algoritmo para simular aproximadamente del proceso Dirichlet. Lo que probaremos es un
teorema de Kraster y Pratt (1986), extraido de Schervish (1995) p. 56, que implica que el
proceso Dirichlet asigna probabilidad 1 al conjunto de medidas de probabilidad discretas.

Teorema 2.2 Sea P el proceso Dirichlet en (R, B(R)) con pardmetro a no atémico,

0y, ...,0n una muestra aleatoria de tamano n de una realizacion de P y definamos
a, = P[0, sea distinta de 61,0,,...,60,_1].

S1 el lim,_ an, = 0, entonces P es una medida de probabilidad discreta P-c.s.

Demostracién.  Definamos a B, = {p € Il : J4p € B(R) tal que p(Ap) > ey p({z}) =
0 Vz € Ap}. Es fécil notar que B C Bs, si € > 6, y que B, /* B cuando € — 0, donde

B = {peIl:3Ap € B(R) tal que p(4p) > 0y p({x}) = 0 Vz € Ap},
por lo que
B® = {p eIl:VA € B(R) tal que p(A) > 0,3z € A tal que p({z}) > 0},
es decir,

B¢ = {p € I1: p es una medida de probabilidad discreta en (R, B(R))}.
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Para demostrar que P(B¢) = 1, basta con demostrar que P(B) = 0, y esto se hace probando

que P(B,) = 0 para toda ¢ positiva . Definamos

A= {(xl)x%---;zn) ER":xp # 21, @0 # 22,...,2n # fEn—l}a
entonces,
a, = P[0, sea distinta de 6,8, ...,6,-1]
"'P[ 91,..., )EA]
/ ]P[ B1,...,0, eA[Ol,...,Qn_l,P]dP
= [ Pl 80) € Ay = 31, B = 3t P = )
d]PQhH_‘@n_hP(:cl) e )wn—lyp)
N ./I'I /Rn-l Plon & {21, ., zn1}|P = p|dPy,,. 6., (z1,. .., Zn-1) dPp (D)
2 /; /n—l P[en ¢ {xlx' e )zn—l}] d]PGl,...,@n_l(wlx v )wn—l) dIP’P(P)

Notemos que si p € B,

IR P S SPRRC Y
> / plOn ¢ {z1,. .., 2n-1}] dPa, 6, (Z1, .- -, Tn-1)
Ap
= / 1dPy, .. 6, (21, ., Zp-1) = p(Ap) > €
Ap
Por lo que

an2/ edPp(p) = eP(Be).

Entonces si lim,_o a, = 0, P(B:) = 0 para toda ¢ positiva, con lo que se demuestra el
teoremal.

<

Corovario 2.1 El proceso Dirichlet en (R,B(R)) con pardmetro o mo atdmico es

disereto P-c.s.

L Notemos que no se utilizé el hecho de que P sea un proceso Dirichlet; para que el resultado sea vilido basta que P
sea una medida de probabilidad c.s.
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DEMOSTRACION. @, definido como en el Teorema 2.2 es, por la Proposicién 2.6, a(9)/(a(©)+
n — 1) que tiende a cero cuando 7 tiende a infinito y aplicando este dltimo teorema se ob-
tiene el resultado.

q

A pesar de que el proceso Dirichlet es discreto P-c.s., es decir, no cumple con la
propiedad 2 dada en la Seccién 2.1, en las situaciones en las que queremos una distribucién
inicial en la clase de las distribuciones continuas la Proposicién 2.3 asegura que si () es una
medida de probabilidad absolutamente continua con respecto al pardmetro del proceso «,
entonces @ estd en el soporte de P, es decir, existen realizaciones del proceso (medidas de
probabilidad en (©, B(R)) tan cerca como se quiera a @ (considerando la topologia de la

convergencia puntual en II).

2.5 Mezclas de procesos Dirichlet

Como ya habiamos mencionado en la Seccién 2.1, el proceso Dirichlet satisface la primera
y la tercera propiedades que deseariamos que satisfaciera una familia de distribuciones
inicial D sobre el espacio de distribuciones F en (©,.4), pero es ligeramente deficiente
en la segunda. Ademads, hay ciertos andlisis de problemas paramétricos bayesianos en los
cuales al usar el proceso Dirichlet la propiedad 1(¢) no se satisface. Por ejemplo, la forma
de muestreo en los problemas de mezclas de distribuciones y en problemas de bioensayo
puede ser de tal manera que la distribucién final no es un simple proceso de Dirichlet, sin
embargo ésta puede ser representada como una mezcla de procesos Dirichlet, que es, por
decirlo de alguna manera, un proceso Dirichlet donde el pardmetro « es aleatorio.

En esta seccidn revisaremos el trabajo de Antoniak (1974), definiendo lo que es la
mezcla de procesos Dirichlet, derivando sus propiedades bésicas y demostrando que ésta
satisface la propiedad de cerradura 1(c).

Para definir la mezcla de procesos Dirichlet, necesitamos primero definir una generali-

zacién del concepto de probabilidad de transicién.

Derivicion 2.5 Sean (0, A) y (U, B) dos espacios de medida. Una medida de transicion
en U x A es una funcion de U x A al [0,00) tal que:

(a) Para todo v € U, a(u,-) es una medida finita no nula en (0, A); y

(b) Para todo A € A, af-, A) es medible en (U, B).
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Notemos que esta definicién difiere de la de probabilidad de transicién en que (-, ©)
no es, necesariamente, idénticamente 1. Hacemos este cambio porque buscamos que a(u, -)

sea un parametro de un proceso Dirichlet.

Dermicién 2.6 Sean (0, A) un espacio de medida y (U, B, H) uno de probabilidad, gue
llamaremos espacto indice y o una medida de transicion en U x A. Decimos que
P ={Ps:Ac A} es una mezcla de procesos Dirichlet en (0,A) con distribucién de
mezcla H en (U,B) y pardmetro «, si para toda k € N, y1,...,y, €[0,1] y B1,..., B

particion medible de ©, tenemos

P[Ps, <ui....,P5, <l =/MD(yl,...,yua(u,Bl),...,a(u,Bk))dmu),

y utilizaremos la notacion

(PBH»-->PBL.)~/L{D(a(u,Bl),--.,a(mBk))dH(U),

o stmplemente,

’P=L'D7>(a(u,-))dH(u).

Podemos considerar al indice v como una variable aleatoria con distribucion H y
condicionado a u, P es un proceso Dirichlet con pardmetro ex(u,-). De hecho podemos
definir & como una variable aleatoria identidad y utilizaremos la notacién |u para denotar
"dado U4 = u". En notacién alternativa, u ~ H y Plu = DP(a,), donde o, = a(,-).

Un ejemplo importante de una mezcla de procesos Dirichlet derivada de un proceso

Dirichlet es el siguiente
Esempro 1.1, Sea P un proceso Dirichlet en (©, A) con pardmetro . Definamos a(u, A) =
a(A)+6,(A), pera A € A, y H una medida de probabilidad en (©,.4). Entonces el proceso

P* que elige u de acuerdo a H y a P como un proceso Dirichlet con pardmetro a(u,-)

es una mezcla de procesos Dirichlet. Ademds para yi, ...,y € [0,1] y cualquier particién
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medible {Bj, ..., By} de ©,
P[Py, <w1,-.-, Pp, < vkl

_ /@ D(y1, .., yele(u, Br), ..., e(u, By)) dH (u)

k
=> ]B D1, ..., ykle(By) + 8u(B1), ..., ce(By) + 8u(By)) dH (u) (2:20)
i=1 v o

k
= ZH(Bi)D(yh couela(Br), .. 0 Bi) + 1. a Bg)),

es decir,
k
(P,,.--,Pg)~ Y H(B)D(c(By),...,a(Bi) +1,...,a(By)). (2.21)
i=1

De hecho esta relacién caracteriza al tipo de mezclas dadas en este ejemplo y esto serd
utilizado mas adelante.

Ahora definamos una muestra aleatoria de una realizacién de una mezcla de procesos
Dirichlet que es una extension de una del proceso Dirichlet. Es decir, si la mezcla es un
simple proceso Dirichlet, entonces la definicidén de una muestra aleatoria de una realizacion

de la mezcla de procesos Dirichlet coincide con la Definicidén 2.4.

Dermicidn 2.7 Sea P una mezcla de procesos Dirichlet en (©,.A) con distribucion de
mezcla H en el espacio indice (U, B) y medida de transicidn o en U x A. Decimos
que 01, ...,0, es una muestra aleatoria de tamano n de una realizacién de P si para

cualquier m =1,2,... y Ay,..., An,Cy,...,Cp € A tenemos

n

P61 € C1,...,6n € Culu, Pya,,..., Pa,, Py .., Pg,) =[] Pe- c.s., (2.22)
i=1
Es decir, estamos pensando que 6y, . . ., 8, es una muestra aletoria de una distribucién G
generada por un proceso Dirichlet con pardmetro a(u, -), y lo denotaremos por 61, ..., 0, ~
Gy Glu~ DP(a,).
La definicién anterior determina la distribucién conjunta de 61,...,0,, P4,,..., P4,
ya que,

]P[Ol ECI&"‘)enE CnaPAlgyln'-')PAmgy‘m] (223)
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puede ser encontrada integrando (2.22) con respecto a la distribucién condicional conjunta
de P4,,...,Pa,,Pc,,...,Pc, dado u sobre el conjunto [0,1] x ... % [0,ym] % [0, 1] x
x [0,1] y posteriormente la funcién de u resultante sobre I/ con respecto a H. Una

consecuencia inmediata de esta definicién es

Prorosicién 2.7 St P = [, D(c(u,))dH(u) y 0 es una m.a. de tamano 1 de una

realizacion de P, entonces para todo A € A,

a(u, A)
= ) 2.2
Pl6 € Al /M e dH (2.24)
DemostractoN. Por la Proposicién 2.4,
_ oy, 4)
P9 € Alu] = (1, 0)’

e integrando sobre €] conjunto U con respecto a H obtenemos el resultado.

<

Teorema 2.3 Sea P un proceso Dirtchlet en (0, A) con pardmetro o, 8 una muestra
aleatoria de tamanio 1 de una realizacién de P y A € A tal que a{A) > 0. Entonces
la distribucion condicional de P dado 6 € A es una mezcla de procesos Dirichlet
n (0, A) con espacio indice (A, AN A), medida de transicién @ en A x (AN A) y
distribucién de mezcla Hy dadas por a(u, ) = a+ 8, para todo u € A y Hy(") =

a(-)/e(A).

DemosTrACION. Sean yi,...,yx € [0,1] y {B1, ..., Bx} una particién medible de ©, entonces,

utilizando las Proposiciones 2.4 y 2.5 tenemos
P[Pg, <yi1,-..,Pp, <yilf € A
_PPp <y1,..., P, Sy, 0 € 4]
P8 € A]
_ Th{e(Bin A)/a(@)} Dy, uila(B), ., (B) + 1,...,x(By))
a(A)/a(©)

k
=Z BﬁA) D(y1,...,ypla(B1),...,a(B))+1,...,0(Bx)),
=1

que es justamente la relacién (2.21) con H(:) = a(:)/a(A), por lo que la proposicién queda

demostrada.
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El siguiente corolario nos permite reducir algunas mezclas de procesos Dirichlet a un

simple proceso Dirichlet.

CoroLario 2.2 Sea P una mezcla de procesos Dirichlet en (©,.A) con espacio indice
también dado por (©,A) y medida de transicion oy, = o+ 6. Si la distribucion H
en el espacio indice (0, A) estd dada por H(-) = a(-)/a(®), entonces P es, de hecho,
un proceso Dirichlet simple en (©,.A) con pardmetro c. Fs decir,

a(du)

/@’DP(a +8) S5y = D@,

DEMoSTRACION. Sean y1,...,¥k € [0,1] y {Bi,- .., Bk} una particién medible de ©, entonces,
por el Ejemplo 1.1,

“. a(By)
]P[PBlgyla‘“sPBk gyk] = Z a(@z)

=1

D(y1, .- yelo(B1),-..,0(B;) + 1,...,0(By)),

que por la Proposicién 2.5 (haciendo A = ©) caracteriza al proceso Dirichlet con pardmetro

C.

<

Notemos que si en el Teorema 2.3 hiciéramos A = ©, obtendriamos que H(:) =
a()/a(®), pero 8 € © no da ninguna informacién, por lo que la distribucién final de

P es la misma que la inicial, un proceso Dirichlet simple.

Teorema 2.4 Sea P un proceso Dirichlet en (©, A) con pardmetro o, 6 una muestra
aleatoria de tamatio 1 de una realizacién de P y A € A tal que a(A) >.0. Entonces
la distribucion condicional de P dado P4 y 6 € A es la misma que la de P dado
Py.

Demostractén. Dados y1,...,ym € [0,1] y A, Ay, ..., A € A, por definicién de muestra

aleatoria de una realizacién de un proceso Dirichlet (Definicién 2.4), tenemos

P[eeAlPA“---)PAm,PA]=PA, ]P—C.S.
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Por lo que,

P[P4, <y1,...,Pa,, Syml|Ps,0 € A
_ PO €A Pay <y, o, Pan SymlPal
Plg € A|P4]
_Pl6 € AlPa <v1y- -+, Pap Sym, PalP[Pa, <1, - -, Pay, SymlPa]
P[0 € A|Py]

P
= P_A[P[PAI gyl,,PAméym|PA]
A

=P[PA1<?JI)-~.PA,,, <ym|PA]

Por lo tanto, las distribuciones finito dimensionales de P|P, y las de P|Py, 0 € A coinciden

y el teorema queda demostrado.

<

El teorema anterior nos indica que si P4 es conocido, el evento 6 € A no nos dice nada
del proceso. Esto es consistente con la definicién de muestra aleatoria, y como Pg = 1
¢.s., confirmamos la interpretacién dada en el Corolario 2.2.

Para P, una mezcla de procesos Dirichlet en (©,.A) con espacio indice (U,B,H) y

medida de transicién ¢ en U X A4,y 64, ...,0,, una muestra aleatoria de tamano n de una
realizacién de P, necesitaremos obtener la distribucién condicional de u» dado 6y,...,6,, 2
partir de la ya conocida de P dados u, 6y, ..., 0,. Para asegurar la existencia de la primera

requerimos que (©, A) y (U, B) sean espacios de Borel estdndares, definidos de la siguiente

manera.

Derinicién 2.8 Un espacio de Borel estdndar es un espacio de medida (©,.A) donde
A es numerablemente generado y para el cual eziste una funcién bimedible (medible

y con inversa medible) de © sobre un espacto métrico, separable y completo.

El siguiente teorema establece que si tomamos una muestra de una realizacién de una
mezcla de procesos Dirichlet, y si ésta es distorsionada por un error aleatorio, la distribucién
final del proceso es nuevamente una mezcla de procesos Dirichlet. Como veremos en las

aplicaciones del tercer capitulo, este hecho ocurre frecuentemente.
Teorema 2.5 Sea P una mezcla de procesos Dirichlet en un espacio de Borel estdndar
(©,A) con espacio indice (U, B), distribuctén H en (U,B) y medida de transicién o

en U x A. Sea (Y,C) un espacio Borel estandar y F una probabilidad de transicion
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en C x © al intervalo [0,1]. Si 0 es una m.a. de tamario 1 de una realizacion de P,
es decir, 6 ~ G, Glu ~ DP(a), y ademds, Y|6 ~ F(0,), entonces la distribucion
de P dada 6 es una mezcla de procesos Dirichlet en (©,A), con espacio indice
(©xU,Ax B), medida de transicién o, +6p en (© xU) x A y distribucidn de mezcla
Hy en el espacio indice (© x U, A x B) donde Hy es la distribucion condicional de

(6,u) dado Y =y, esto es, s
unH,  Plu~DPla),  P= [ DP(as)dH()
u

6~ G, Glu~DP(ay) v Y6~ F(:0)

entonces

(PlY =y) = D(vy + 8p) dHy (8, ).
oOxU

Denmostractén. Como P dado (6, u) es un proceso Dirichlet con pardmetro o, + 6y, para

cualquier particién medible de © {By,..., Bx} y para y1,...,yx € [0, 1] tenemos

P[Pp, <y1,...,Pp <wlY =]

=/, u]P[PBl <YL - P, Skl U = 0, Y = y) dPyyy =y (6, v)
X

=/@ Dl il + 8a(B). . o+ 8o B)) (6, ),
X

con lo que se concluye la demostracién del teorema.

Itustremos este teorema con un ejemplo.
Esempro 1.2.  Sea Y una variable aleatoria Bernoulli con Pr[Y = 1|6] = 8, donde 6
tiene como distribucién inicial una mezcla de distribuciones beta: g(8) = 3Be(6|1,2) +
%Be(6|2, 2). Denotaremos, por Be[Ala,b] a fA Be(z|a, b) dx.

Supongamos el modelo: (©,.4) = ([0,1], B[0,1]), ¥ = {1,2} con H({1}) = H({2}) =
1/2, Y = {0,1}, ax(u, A) = Be[Alu, 2] para uw € U y P una mezcla de procesos Dirichlet

con estos pardmetros. Si calculamos Hy, (8, u) obtenemos,

(u+2)L(u)

(3_y)r(u+y)l36(9|u+y,3—y).

dHy(0,u) = PO, U = ulY = y| x T
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Ahora,siy =1, 5
dH(0,1) = gBe(0|2,2)
dH1(8,2) = gBe(ms,z),

por lo que, dH,(0) = %Be(9|2, 2) + %Be(0|3, 2). De lo anterior, utilizando el Teorema 2.4,
obtenemos que para yi,...,y; € [0,1] y {B,..., By} particién medible de [0, 1],
P(Pp, <1, P, <w|Y =1]

=/e Dy il (B, v+ Go(Br) B (6,
X

3
=5 [, POl + (D), Bo(B)Be(O,2)
2
5 oy D velons + Ba(Br).. v+ Go(B)) Be(613, 2)) 9
3 |
=2 Dy, welBelBul1,2), .., BelBil1,2) + 1,...., Be[Byl1,2]) Be[Bil2,2)
=1
9 k
+ 22 D, velBe[B1[2,2], .., Be[Bi[2,2) + ..., Be[By[2,2]) Be[Bil3, 2.

i=1
Notemos que la distribucién final da mayor probabilidad a Be(2,2), ya que siY =1, es
mas probable que 6 provenga de la distribucién Be(2,2) en la mezcla inicial. Este es un
ejemplo especifico de una propiedad de las mezclas de procesos Dirichlet que se establece
formalmente en el Corolario 2.4.
Ahora, establecemos dos corolarios del Teorema 2.4 que trata casos que ocurren fre-

cuentemente en las aplicaciones.

CororLario 2.3 Sean P un proceso Dirichlet en un espacio Borel estandar (©,.A)
con pardmetro o, y 0 una muestra aleatoria de una realizacién de P. Sean (Y,C)
un espacto de Borel estdndar y F' una probabilidad de transicion en C X © al
wntervalo [0,1]). Si la distribucidn condictonal de Y dado 6 es F(-;0), entonces
la distribucidn condicional de P dado Y=y es una mezcla de procesos Dirichlet
en (©,A) con distribucién de mezcla H en el espacio indice (©,.A) y medida de
transtcion a(z, ) = a(-) + 6z(-), donde la distribucién de mezcla H en (©,.A) es la

distribucion condicional de 6 dado Y = y; esto es,

P=DP(a), §~G, GoP, Y|0n~F(;0) = P|Y=/D’P(a+59)dHy(9).
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Es decir, si una muestra tomada de una realizaciéon de un simple proceso Dirichlet
es distorsionada por un error aleatorio, entonces la distribucién final del proceso es una
mezcla de procesos Dirichlet. La demostracién de este corolario es inmediata, tomando a

U como un espacio con un sélo elemento en el Teorema 2.5.

CoroLario 2.4 Sea P una mezcla de procesos Dirichlet en un espacio de Borel
estandar (©,.A) con espacio indice de Borel (U,B), distribucion H en (U,B) y
medida de transicion o en @ X A. Si 8 es una muestra aleatoria de una realizacién
de P, entonces P dado 0 es una mezcla de procesos Dirichlet en (©, A) con medida de
transicidn a+8g y distribucion Hy en (U, B), donde Hy es la distribucidon condicional
de u dado 0. Esto es, si P = [, DP(a,)dH(u), 8§ ~ G y G ~ P, entonces (P|6) =
Ju DP(owy + b) dHp(u).

El punto esencial de este corolario es que la observacién 6 afecta a cada componente de
la mezcla como esperariamos que lo hiciera, afiadiendo 8y a . Ademés, cambia los pesos
relativos de sus componentes a la distribucién condicional de v dado 8. La demostracién
del corolario es inmediata del Teorema 2.5 degenerando la distribucién de ¥ en 6.

Antoniak (1974) discute una generalizacién de este dltimo resultado para el caso de
una muestra aleatoria de una realizacién de una mezcla de procesos Dirichlet de tamano

n.
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3. APLICACIONES DE LAS MEZCLAS BASADAS EN PROCESOS DIRICHLET

3.1 Planteamiento

Si tenemos una muestra aleatoria 6y, 6, . .., 8, cuya distribucién G no conocemos, pero de
la cual tenemos la idea de que, en su forma, es parecida a una funcién de distribucién Gy,
entonces podemos hacer inferencias sobre la poblacién suponiendo que la muestra proviene
de un proceso Dirichlet con pardmetro o = oGy, donde, como se verd mas adelante, o
es una constante que representa el grado de credibilidad de qué tanto la forma de G es
parecida a la de Gg. El inconveniente de la solucién anterior es que de acuerdo al Corolario
2.1, 61,69, ...,0, provendrian de una medida de probabilidad discreta, es decir, se esta
asumiendo que la probabilidad de que haya datos repetidos es positiva.

Dada esta limitacién en la bisqueda de un modelo Bayesiano no paramétrico que tenga
como distribucién inicial a una medida de probabilidad que asigne medida 1 al espacio
de las distribuciones continuas, se han propuesto, al menos, dos posibles soluciones: la
utilizacién de &rboles de Pélya (Lavine 1992, 1994), y el uso de mezclas basadas en pro-
cesos Dirichlet. El inconveniente de la primera propuesta radica en la dificultad de su
implementacién (en particular, en el hecho de que la medida aleatoria resultante depende
de la particién de © que se elija), mientras que, en contraste, la segunda es facil de trabajar
aprovechando la estructura jerdrquica de las mezclas basadas en procesos Dirichlet. Esta
segunda alternativa serd la que revisaremos en este trabajo.

El modelo jerarquico tipico es el siguiente: tememos un conjunto de n observaciones
Y1,Y2, - -, Yn modeladas como provenientes, de manera independiente, de distribuciones
F;(yi|0;, o) conocidas para cada i, donde, 6; es el conjunto de pardmetros especificos para
cada caso y o el de pardmetros comunes. Suponemos que la distribucién de 81,8, ...,6,
es G y la de o es p(c), donde, a su vez, G y p(o) pueden depender de hiperpardmetros.

La manera natural de introducir el concepto de mezclas de procesos Dirichlet en este
modelo es suponiendo incertidumbre en G y asumiendo que dicha distribucién proviene
de un proceso Dirichlet P con parametro aGo(-|y) donde Go(-|y) es una funcién de dis-

tribucién continua y @, asi como los hiperparametros de Gy, v, son variables aleatorias,
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generalmente independientes, con distribuciones especificadas por p(a) y p(y) respectiva-

mente, es decir, _
I. yi ~ Fi(y;l0;,0) parai =1,...,n.

II. b1, .., 0, 9G,

111. G ~ DP(aGo(-1v))-

V. a~pla), v~ p(y)y o~ p(o).
Lo anterior implica que estamos suponiendo que 6y, ..., 8, es una muestra aleatoria de una
realizacién de una mezcla de procesos Dirichlet con medida de transicién aGo(:|y).

Por el Corolario 2.1, sabemos, que a pesar de que Gy es una distribuciéon continua, G
es discreta, es decir, la probabilidad de tener valores de 8 repetidos es positiva.

Los niveles I a III (con o y v fijas y donde o si{ puede ser una variable aleatoria)
corresponden al modelo de Lo (1984), mientras que los niveles IT a IV corresponden esen-
cialmente al de Antoniak (1974). Escobar y West (1995) unen los dos modelos anteriores
incluyendo todos los niveles (del I al IV'), y es éste al que llamaremos una mezcla basada en
procesos Dirichlet (cada y; sigue una distribucién de mezcla basada en procesos Dirichlet)
y la funcién de distribucién de y; en el primer nivel (F;) determinara si dicha variable es
continua o discreta.

La intencién de implementar una simulacién por medio de un muestreo de Gibbs en
los cédlculos requeridos para estimar la distribucién de observaciones futuras de y, hace
necesario encontrar la distribucién de una muestra aleatoria de tamano 1 de una realizacién
de P dada una de tamaiio n — 1 e 41,¥2,.-.,¥n. Por el momento, consideraremos los
parametros «, 7 y o conocidos y, por ello, los suprimiremos de la notacién.

Dada una muestra aleatoria 8,65, ..., 6, de una realizacién de P, definimos 7% como
la muestra aleatoria después de extraer el valor 8;, es decir, 0y,...,60;_1,6;41,...,6,. Por
el Teorema 2.1, P|~% = DP(a + > i4i%s;), donde & = aGo(:|y). Esto implica, por la
Proposicién 2.4, que

Pg; € Al6~1] = %

1
GolAl + —— = ) 6s.(A 3.1
J#i
donde por Gg[A] entendemos la probabilidad que asigna la funcién de distribucién Gg al

conjunto A: [, go(z)dz, denotando a la funcién de densidad correspondiente a Gy como

90.
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La expresién (3.1) nos indica que la probabilidad de que 6; sea distinta de §;, para
J #1,es af (o +n — 1); ademds, que si o es pequedia entonces G tiende a concentrarse en
dtomos y, por el contrario, si « es grande, el modelo no paramétrico estd “cercano a Ggy”,
lo que confirma que « puede pensarse como el grado de credibilidad de qué tanto la forma
de G es parecida a la de G. También implica que,

gy — _ 1 .
P(9z|9 )_ a+n_190(91)+a_[_n_l;é@j(ez)'

Usando la ecuacién anterior, asumiendo la independencia de y;|6; e y;|6;, y aplicando el

Teorema de Bayes obtenemos:

pGil0 7w,y Yn) < P(Y1, Y2, - - Ynl0sr 07 )P(6:]07)
n
o« [] P(yj|9j){090(9i) +> 5aj(9i)}
j=1 ji
oc ap(y;]0:)g0(0:) + > _ p(uil6;) 8o, (65).
j#i
Observando que,
p(¥il6:)go(6:)

(y:10i)90(6;) = ()

) = 6100 [ p(06)00(6) 0,
obtenemos,

PO:107  y1, y2, -, Un) o Gi0gi0(6:) + D i385 (64), (3.2)
j#t
donde gio = a [ p(yi|0)g0(6) df, es decir, el producto de « y la distribucién marginal de
p(vi), ¢i; = p(¥:10;) ¥ 9i0(8;) x p(yi|6i)g0(8:), la distribucién de 6; dado y;.

Con la finalidad de hacer una simulacién més eficiente, definimos la configuracién de

una realizacién de P, 61,0s;...,0,, como el nimero de valores distintos en la muestra,
que llamaremos k, dichos valores, 8* = {87,63,...,0;} y el vector de funciones indicadoras
w = (p1,¥2,.--,pn) donde p; = j si §; = 8%. Notemos que conocer los valores de la una

realizacién de P equivale a conocer los valores de su configuracién.

De esta manera, dicha configuracién (West 1990, MacEachern 1994) determina una
forma de clasificar los datos Y = {y1,...,yn} en k grupos diferentes con n; = {i|lv; = j}
observaciones que comparten el pardmetro 0;-‘ en cada grupo 7, 7 = 1,...,k. Denotare-

mos con I; al conjunto de indices de las observaciones del grupo j, [; = {ilg; = j} e
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Y; = {wilws = j} al correspondiente conjunto de observaciones. En el muestreo de Gibbs

se simulardn, en un primer paso, una configuracién dada la anterior y, en un segundo,
1,05, ...,0; dadas ¢ y k.

Por otro lado, como las 0;’5 son una muestra aleatoria de la distribucién inicial Gy,

el andlisis posterior lleva a una coleccién de k anélisis independientes; especificamente, las

933’3 son, entre ellas, condicionalmente independientes con densidades finales:

p(8iY, @, k) < p(Y|0%, 0, k)p(6F |9, k)

o { TT £iwil05) o8 (3:3)
iel;
Ahora bien, si denotamos por k¢, nj_i e Ij_i paraj =1,... k7 8 = (677%... ,BZf.vi)

a la configuracién correspondiente a la muestra aleatoria 6%, al sustituir en (3.1) obtene-
mos,
a 1

k!
Pl6; € Alo™] = ———Gold] + —— Zln;we;(A), (3.4)
]:

Esto muestra que 6; es distinto de los otros parametros y generado de Gy con proba-
bilidad «a/(a+ n — 1), de otra manera es elegida de los valores ya observados 9;_i’s de
acuerdo a una distribucién multinomial con pardmetros proporcionales a la cantidad de
elementos de cada grupo Ij_", nJ_”

La extensién de (3.4) de n a n + 1 es relevante al momento de estimar la distribucién
final de G dado 6y,...,0y,, y asi predecir el nuevo valor de 6 para el caso ¢ = n + 1. Inci-
dentalmente, dicha distribucién es la esperanza de G dados los valores de 6y, ...,0,, @, k,

es decir,

&

P(6n+1 € A|O),...,60h,0,k) = E(Glby,...,0n,p,k) = o

k
1
Go[4] + —— 6. (A).
0[ ]+ a_l_njz:;ni 93( )
(3.5)
Como resultado de la ecuacién anterior, la distribucién predictiva de la observacién futura

Yn+1 €8
k

1 *
—Fn1 () + a+tn ;nan+1(-|9j), (36)

(87
yn+1|9*)<P>k ~ o +

donde 6,4+ es una nueva muestra de Gg y Fr41 es la funcidn de distribucién correspon-

diente a y,+1. Esta distribucién predictiva podra utilizarse como estimador de la densidad
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desconocida de y (los datos). Un ejemplo de dicha aplicacién se encuentra en la Seccién
4.5.

3.2 Muestreo de Gibbs para mezclas basadas en procesos Dirichlet

MacEachern (1994), propuso el siguiente algoritmo de muestreo de Gibbs para simular
muestras aleatorias 6, ...,6, de una realizacién de P|Y trabajando en términos de los
pardmetros equivalentes (configuraciones) k,0* y ¢ (ndtese que se estd suponiendo que
o y a son conocidos; la simulacién de dichos pardmetros puede agregarse ficilmente al
esquema del muestreo de Gibbs, como se verd més adelante, y por ello, dichas variables
las mantenemos fuera de la notacidn).

Reescribiendo (3.2),

k1
p(B:Y, 075, ™" k™) = gi0gi0(6:) + > %’,jég;—"(gi)¢ (3.7)
i=1

donde, ahora, los pesos g; ; estan dados por,

o cah?(yi% si .7 = O)
B =\ eni fuwil6)), sig>1,

donde f; es la funcién de densidad correspondiente a Fj, g; ¢ es la funcién de densidad final

de 8, cuya correspondiente funcién de distribucién llamaremos G o, con densidad obtenida

de la actualizacién de gy via la funcién de densidad f;(y;|6;), es decir,

9i0(0:) o fi(yil6:)g0(6:),

cuya constante de normalizacién, h;(y;) es la densidad marginal de y;,

hily:) = / fi(wi16)g0(6) d6,

y ¢ es una constante de normalizacidn.
La ecuacién (3.7) implica inmediatamente distribuciones finales para la configuracién

de variables indicadoras,
P(pi = j1Y, 670" k™) = gij. (3.8)

Ahora podemos simular muestras de valores de &k, y 6* = {6,...,0;} iterando de la

siguiente manera:
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(a) Dados valores iniciales de k, 8* y ¢, generamos una nueva configuracién simulando suce-
sivamente valores de los indicadores a partir de la distribucién final (3.8), remplazando
1, P2, - - .; para cualquier indice 4 tal que ¢; = 0 obtenemos una nueva muestra de G;
en (3.7).

Si bien iteraciones sucesivas del paso (a) convergen, eventualmente, a valores aproxi-
mados de la distribucién final p(k,8*,¢|Y) produciendo una cadena de Markov ergédica,
dicha convergencia es muy lenta, y, por ende, el muestreo es ineficiente. El problema es que
pueden haber varios grupos de observaciones que, con alta probabilidad, estén asociadas
al mismo valor de #. El algoritmo anterior no cambia el valor de § para més de una ob-
servacién simultdneamente, por lo que el cambio de los valores de @ en tales grupos ocurre
pocas veces, ya que para dicho cambio la cadena requiere pasar por un estado intermedio
de baja probabilidad en el cual las observaciones del grupo no estén asociadas al mismo
valor de 8. Para evitar la situacién anterior, es necesario que, una vez obtenidos los valores
de k,68*, y ¢ en el paso (a), se remuestreen los valores de 6* dados k y ¢, es decir, se debe

agregar al algoritmo (después de cada paso (a)),

(b) Dados k y ¢, obtenemos un nuevo conjunto de parametros #* generando nuevos valores

de la distribucién final en (3.3) proporcional a { Hielj f,-(yi|6;f)}g0(€;-‘).

Los temas relativos a la convergencia de la sucesién de valores de k,0* y |V se dis-
cuten en MacEachern y Miiller (1998). Las inferencias pueden basarse en histogramas de
valores muestreados para parametros individuales. Por ejemplo, el promedio de (3.6), con
respecto a valores simulados de 87, ..., 0}, 8n41, provee un estimador de la funcién de densi-
dad predictiva p(yn+1|Y’). Tal ejemplo estd basado en aproximaciones de valores 67, ..., 6%

generados a partir de una iteracién de Gibbs y valores 6,41 generados directamente de Gjp.

Todo lo mencionado anteriormente en esta capitulo estd condicionado al parametro
comun ¢. En algunos modelos dicho pardmetro no sera considerado y no habrd més que
hacer. Si, por el contrario, o es incluido en el modelo, entonces deberemos extender el

muestreo de Gibbs con la finalidad de incluir los pasos necesarios para generar valores de
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o de la distribucién condicional final apropiada de la siguiente forma: dada p(c), tenemos

p(alY, 0%, ¢, k) x p(Y|8", 0, k,a)p(a|6*, ¢, k)

o p(o) [ fi(vil6s, 0)
i=1 (3.9)

k
o p(0) [T I] filwil6;, o)
j=liel
El esquema de muestreo dado anteriormante, se extiende, si es necesario, agregando el
paso (b*) que consiste en:

(b*) Incluir valores simulados de o, condicionando en los valores del resto de los pardmetros
recientemente muestreados, 8*,¢ y k a partir de la expresién (3.9), en cada paso.
Retomando, el hiperpardametro de Gy, que hemos denominado +y, por lo general sera

incierto pero con una distribucién inicial especificada.

Las distribuciones (3.3) y (3.8) de los pasos (a) y (b) son condicionados a m = {a,v}. El
muestreo de Gibbs se extiende directamente para incorporar 7 simplemente agregando un
paso mis al muestreo de la distribucién final apropiada p(w|Y,8,0) = p(n|Y, 6% ¢, k, o).
Esto puede desarrollarse como lo hicieron West (1992) y Escobar y West (1995) de la
sigulente manera:

Primero asumimos que « y + son independientes con densidades especificas

p(e,v) = p{a)p(v).

Entonces, dada la estructura del modelo, o y -y siguen siendo condicionalmente inde-
pendientes dados los pardmetros Y, 0%, ¢, k, y o; por lo que @ y vy pueden ser consideradas
por separado.

En efecto, por la estructura del proceso Dirichlet (hecho resaltado en (2.17), donde se
ve que la distribucién de k sélo depende de & = «(©)), tinicamente K es relevante en la
inferencia de a, por lo que

p(alY, 0%, ¢, k, o) = p(alk). (3.10)

Las aplicaciones de hoy en dia, asumen una mezcla de distribuciones gamma para la
inicial p(a), que lleva nuevamente a una mezcla de gammas a p(alk) (West, 1992), o bien
se toma a p(a) simplemente como una distribucién gamma que implica, como veremos en

la siguiente seccidén, una simulacién facil de p(al|k).
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Para v, notando que dicho parametro entra al modelo sélo a través de Gj, obtenemos,

a partir de (3.3),

b=l

p(1Y, 0,0, k,0) = p(+]6", k H 03 ]7). (3.11)

Distribuciones iniciales de Gy que permitan un muestreo directo de la distribucién posterior
(3.11) deben de tomarse en cuenta al momento de las aplicaciones. Asumiendo que este
es el caso, el conocimiento de Y,8*, ¢,k y o se reduce a la informacién de 8* y k, lo que
lleva a la simulacién de valores de m = {a,v}:
(c) Dada k, obtengamos una muestra de p(a|k) (West 1992, y Escobar y West 1995), dado
k y ¢ conseguimos un nuevo valor de 7y de (3.10).
Los valores resultantes para o y v son usados condicionalmente en (a) y (b) para la

iteracion siguiente.

3.3 Cdlculo y simulacién de p(alk)

A continuacién, veremos que la eleccién de una familia especifica pero flexible de distribu-
ciones iniciales para a nos lleva a una simulacién sencilla de p(alk).

La expresién (2.17) puede ser rescrita como

[(e)

p(k|a, n) = cn(k)n!akl_‘(a—_l_n),

(k=1,2,...,n), (3.12)

donde ¢, (k) = P(k|a = 1,n), que no involucra a & y que, si se requiere, puede ser calculado
utilizando los nimeros de Stirling de primera clase.

Supongamos una distribucién inicial continua para p(a) (que a su vez puede depender
del tamano de muestra n pero que, por claridad, suprimiremos de la notacién), lo que
implica que p(k) = [ p(k|la)p(a)da. Supongamos también que ya hemos generado al

pardmetro k y al resto de los pardmetros del modelo. Por la expresién (3.10),
plalk,Y,0) o p(alk) < p(a)p(k|a), (3.13)

con funcién de verosimilitud dada por (3.12); entonces el muestreo de Gibbs puede ser
extedido para considerar a «; para o dada generamos al resto de los pardmetros y en cada

iteracién, generamos o a partir del valor de k. Una forma sencilla que desarrollaremos a
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continuacion para muestrear de (3.13) es posible cuando la distribucién inicial p(a) es una
distribucién gamma con pardmetro de forma a y de escala b, es decir o ~ G(a|a,b) que
tiene como funcién de densidad p(a) = (1/T'(a))b® exp(—ab)a® 11 ooy (@)-

La funcién gamma en (3.12) puede escribirse como,

')  (a+n)Bla+1,n)
T(a+n) al'(n) ’

donde, B(u,v) = 011:”’1(1 — z)?"1dz = T(w)T'(v)/T(v + v) para u,v > 0, es la funcién
beta usual. Entonces (3.13), para k = 1,...,n, puede escribirse como,
p(alk) x p(a)a®(a + n)B(a + 1,7n)
1
x pla)a® 1 a + n) / z*(1 — )" 1 dz.
0

La expresién anterior implica que p(e|k) es la marginal de la distribucién conjunta de a 'y

una, cantidad continua z (0 < z < 1) tal que,
p(a|z, k) x plo, z|k) o pla)o (o + n)a*(1 — )7, 0<e0<z <),

entonces, la distribucién condicional final p(e|z, k) estd dada por,
pla|z, k) « p(a, z|k)
x p(a)o " a + n)z®
x {e”%a® Yo" (a + n)z®

x {aa+k—26—ab+alogz}(a + n)

a+k—1 e—a(b— logz)

(3.14)

o & a+k—2e—a(b—}ogz)

+ no
x m0(a|la+ k,b—logz) + (1 — m;)G(ala+ k —1,b—log z),

donde, _
T, [(a+k)/(b— logz)**k _a+k-1
1-m TD(a+k—1)/(n(b-logz)s+*=1)  n(b-logz)’

(notemos que esta distribucién esta definida para cualquier distribucion inicial gamma y

z en el intervalo unitario).
Ahora,

p(zla, k) < ey, z[k) o 2%(1 — )", (3.15)

esto es, z|a, k se distribuye beta con pardmetros « + 1, n, es decir, z|a, k ~ Be(z|a+1,n).
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Entonces o puede ser generado en cada paso de la simulacién -en cada iteracién del
muestreo de Gibbs- una vez simulado el valor de &, primero (i) se genera z de una simple
distribucién beta (3.15), condicionado en el valor més reciente de o, y posteriormente (i4)
se simula el nuevo valor de o de la mezcla de gammas en (3.14) basada en el mismo valor
de k y el valor de = generado en (7).

Para completar la simulacién, tendremos una serie de valores k, o, z y el resto de los
parametros. Supongamos que el tamafio de muestra de Monte Carlo es N, y denotemos los
valores generados kg, s, etc., paras =1,..., V. Unicamente los valores ks, x4 se necesitan
para estimar la distribucién final de o via el promedio de Monte Carlo de densidades

condicionales finales, es decir,

P

p(a]Y) = Z (s, ks).- (3.16)

3.4 Ejemplo de una aplicacidon de mezclas basadas en procesos Dirichlet
utilizando distribuciones iniciales conjugadas

Gelfand y Smith (1990) estudiaron la curva de incremento de peso de dos grupos (uno de
control y otro después de un tratamiento) de individuos (ratas) utilizando una regresién
lineal con errores normales. Las distribuciones iniciales de los coeficientes de regresion se
supusieron, como usualmente se hace, normales y se considerd que e} incremento de peso
de cada individuo era lineal durante el periodo del experimento. El planteamiento del

andlisis es el siguiente:

Denotemos con y; ; al peso de la rata ¢ en la semana j (n =30, i = 1,...,n, j =
1,...,5), entonces suponemos que,

(yilps 0) ~ N(ys| X s, 0°1), parai=1,...,n (3.17)

donde y; = (¥i1,...,¥i5)" I es la matriz identidad de 5 x 5, 02 es el pardmetro comin a

todos los individuos y X es una matriz de 5 x 2 cuya j-ésima columna es (1,z;) y z; es la

edad en dias de las ratas al momento de la j-ésima medicion, es decir,

/1101 1 1
X_<1815 922 29)'
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Gelfand y Smith (1990) utilizaron distribuciones iniciales conjugadas para los parame-

tros en (3.17) proponiendo el siguiente modelo:

ulm, B ~ N(uilm, B),m ~ N(mla, A), B ~ W(B|2¢, (cC)™) y 0> ~ GI(c*[u/2,ull/2),

donde a,c¢,u,U € R, ¢,u,U >0, Ay C dos matrices de varianzas de 2x 2, GZ(-|a, b) denota

la distribucién gamma inversa y W(XZ|s, S) a la Wishart de dimensidén p con esperanza s,
W(Zls, S) « |S|TTF exp(—traza(S718)/2). (3.18)

Para la simulacién a través del muestreo de Gibbs se calcularon las siguientes dis-
tribuciones de cada pardmetro condicionado al resto de ellos y se hacen explicitas sélo las

cantidades relevantes (por ejemplo, como ¢2|Y, i, m, B no depende ni de m ni de B sélo

escribimos ¢?|Y, ):

%+ 5n 1
2 2

n -1
(o?|Y,p) ~GI | o? ul + Y (i — X ) (i - XM)]
i=1

(nilY,m, B,a) ~ N(ui|D(B~'m + 072 X'y;), D)

(mlu, B) ~ N <m{v (A_la-l-B_Liui) ,V) (3.19)

1=1

n ~1
(B~ Ym,p) ~W | B~ e+ mn, |:CC+Z([L2' —m)(ﬂi—m)‘] ,

=1

donde D = (B~ '+ 07 2X!'X) 'y V = (47} +nB~Y)"L.

2

Se usaron distribuciones iniciales difusas para o, m y B dando a los hiperparametros

los siguientes valores:

100 O
u =0, A =0, c=2y C=(0 0‘1). (3.20)

West et al. (1994) plantearon el problema anterior desde un punto de vista no pa-
ramétrico introduciendo incertidumbre en la distribucién de u;, que llamaremos 6; para
seguir con la notacién de la seccién anterior, y ddndole a estas variables una distribucién
G proveniente de un proceso Dirichlet con pardmetro aN(-|m, B), es decir, suponiendo

que si bien, la distribucién 8; para i = 1,...,n no es normal si estd "cercana a ella" (se
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tomaron los datos del grupo de control del articulo de Gelfand y Smith, 1990). El modelo

que plantean es el siguiente:

I. yil6;, 0% ~ N(y;| X 6;,0°I), parai=1,...,n,
II. 0, ...,0,44G,
IIr. G|m, B ~ DP(aN(:|m, B)), (3.21)
IV, m ~ N(ml|a, A), B~ W(B|2¢,(cC)™),
o? ~ GI(o*u/2,ul)2), v a ~ G(a|1/2,1/2),

y u, A, ¢y C tomaron los mismos valores que en el modelo anterior (los dados en (3.20)).

Comparando la notacién de Gelfand y Smith (1990) y las de las secciones anteriores de
este capitulo, y;, 8;, 02, (m, B),a y N(8;|m, B) juegan el papel de y;, 6;, 62, v,a vy Go(6i|7)
respectivamente. Asimismo, para implementar el muestreo de Gibbs en el nuevo modelo
se necesitan las variables 0", ¢,k y los conjuntos de indices I; con cardinalidad n; para
j =1,...,k, y también, 67 ¢~ k™ y los conjuntos de indices ,Ij_i con cardinalidad
nj_Z para j = 1,..., k™" que son las configuraciones correspondientes a 6 = (6;,...,60,) y
67 =(61,...,6;—1,6i41,...,05) definidas en la Seccién 3.1 respectivamente.

Una vez dados los valores iniciales, para k, 8* = (67,...,0;),¢ = (¢1,...,%%),m, B,0,«
los pasos (a), (b) y (c) de la seccidn anterior, para este problema en particular, se traducen
en:

(a’) Simular 6;]Y,07* para i =1,...,n de la distribucién:
. k—
6:]Y, 07" ~ q:0Gip(6;) + Z Qz',j(sg;-i(gi)s
j=1

donde, Gio(-) = N(:|D[c™2Xy; + B™'m|, D), D = (¢72X'X + B~1)~1,

.0 = caN(y;| Xm, X BX" + o*I),
gij = cN(yi| X8, 0°1), paraj=1,... k7,

I es la matriz identidad de 2 x 2 y ¢ una constante de normalizacién (i.e., tal que
Zf;o gi; = 1). Actualizando el nuevo valor de 6; antes de simular 8;,, hasta, final-
mente obtener nuevos valores para 6y,...,8,, o lo que es lo mismo, y mas uatil, una

nueva configuracién 6%, ¢, k.
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(b’) Una vez obtenidos los nuevos valores de ¢ y k, simulamos una nueva muestra de

6* = (67,...,6;) de acuerdo a la distribucién dada en (3.3), que, para este caso es,

(O31Y, 0, k) ~ N | 65D} | B™'m + 072X 4| D} |,
i€l
donde D} = (B™! + o7 %n; X' X)~1.
En este caso si se considerd un pardmetro comun a todas las observaciones, por lo que
el paso (b*) se debe realizar, y se traduce en,
(b*") Simular o de la distribucién (3.9), que coincide con la ya dada en (3.19).
(¢’) Simular v = (m, B) de (3.11), que para este modelo es lo mismo que producir muestras

de m y b de

k
(ml6*, 0, k, B) ~ N m“’* Ala+ BHY 65|V
j=1

-1

k
c+k, |cC+ Z(@;‘ - m)(0F —m)* ,
j=1

(B7Y6%, 0, k,m) ~ W | B7!

donde V* = (A~} + kB~!)~1. Finalmente se simula « de (3.15), es decir, obtenemos

una muestra z de,

(z|a, k) ~ Be(z|a + 1,n),
y luego o de
(o, k) ~ m:G(x|1/2+ k,1/2 = logz) + (1 — 72)G(r)k — 1/2,1/2 - log z),

donde,

. (k—1/2)/(n(1/2 = logx)) _ k—1/2
1+ (k~1/2)/(n(1/2 = logz)) n(1/2—logz)+k—1/2

En las Figuras 3.1 y 3.2 se muestran las distribuciones finales (histogramas suaviza-
dos) de pny1 en el modelo paramétrico de Gelfand y Smith (1990) y su equivalente 6,41,
obtenido de muestras de la distribucién dada en (3.5), en el no paramétrico de West et
al. (1994). Aqui pin41 y 0n41 denotan las medias de una observacién futura correspondien-

te a una nueva rata. Mientras que el segundo modelo indica una bimodalidad de 6 y por
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ende, que la poblacidn de ratas es heterogénea, el primero, debido a la resticcién inicial
sobre la distribucién de u, sefala que la distribucidén de p es unimodal y no detecta la

heterogeneidad de la poblacién.
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0.02
1

0.00
1

50 80 100 120 140 160
Figura 3.1 Distribuciones finales de pnyy, (linea punteada) y de 6,41, (ltnea continua)

1.0

08

0.6
1

0.4

0.2

0.0
1

Figura 3.2 Distribuciones finales de pn412 (linea punteada) y de 0ny1 (linea continua)
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3.5 Ejemplo de una aplicacion de mezclas basadas en Procesos Dirichlet
en estimaciones de densidades multivariadas

Supongamos que tenemos un conjunto yi, y2, .. ., Yn de observaciones cuya distribucién no
conocemos y que queremos estimar. Una manera de hacerlo es suponiendo el siguiente
modelo jerdrquico, en el que parametrizamos, para facilitar la notacidn, a la distribucién
normal en términos de su precisidén en vez de su varianza:

Las observaciones 1, y9, . - . , Yn de dimensidn p tienen cada una una distribucién normal

con media y matriz de precisidn, en principio diferentes, es decir,
yiNN(yi“"iy/\i)u parai:ls"‘)n‘

Suponemos que los parametros (u;, A;) son una muestra de una realizacién de una mezcla

de procesos Dirichlet con las siguientes especificaciones:
(11, M), -+ (B, An) 4G y Gl y ~ DP(aGo(]y)),

donde, Go((ui, A:)|m,T) ~  N{uwlm,bX)W(\ils,s7IT), m ~  N(m|a,A),
T7! ~ W(T7Ys,s7,) v o ~ G(a|aa, ba) con b, s,ay ¥ by mimeros reales positivos, a
un vector en RP y A una matriz simétrica y definida positiva de p x p e I, la matriz
identidad de p x p. Es decir, de acuerdo con la notacién dada al principio del capitulo,
N(|piy As)y (i Ai)y @y N(:|m, ) W(- - |s,587 T) y (m,T) juegan, en este ejemplo, el papel
de F;(:16;),0;,a, Gy y 7y respectivamente.

De acuerdo con el modelo propuesto, denotando con Y al conjunto {y1,y2,---,Yn}, ¥
con u* y A* a los conjuntos de k observaciones diferentes de {uj,...un}t v {A1,---, n},
{el,. - up} y {1, ..., AL} respectivamente (es decir, {u* A*} es lo que en Ja Seccién 3.2
habiamos denominado por 6*), y donde ¢, el superindice —3 e I; se definen como al principio

de este capitulo la distribucién de (u;, A;) dada en la expresién (3.7) queda,

k—i
(e, M) Y, " A5 07 kT~ i 0Glio(s, Ai) + zqi,jé(p;,,\;)(:u'i’ i), (3.22)
i=1
donde,
[ eahi(yi), si 3 =0,
Gj = Cn;zfi(yilll;', )‘;)a si _7> 1,
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fi(yilu}, A}) es la funcién de densidad de una normal con media u} y matriz de precisién
A} evaluada en y; y al realizar las cuentas correspondientes, gracias a que estamos usando

distribuciones conjugadas, obtenemos,

hi(y;) = /N(yﬂﬂis/\i)N(Hi|msb)\z')W(/\z'|S)S_1T) d(piy As)

= St, (y,- ,HT,S—]),

m

donde St denota la funcién de densidad Student k-variada, dada por,

Ste(X|M, A7) = c[l + 771 (X = M)IA(X — M)|~(+8)/2,
~ T(n/2)(nk)k/? ’

XMecRneR y A es una matriz simétrica y definida positiva de k x £ y Gjp es la

funcién de distribucién con densidad,

9i,0(1is Ai) < fi(yilpas M) go(piy M)

o< N (yil i, M) N (ps|m, bA)YW(Nils, s71T)
¥ + bm .
x N (u, B G+ mz) (3.23)

x W ()\i s+1, [bL(yi —m)(yi —m)* + sT‘l} _l) .

+1
Por lo tanto, el paso (a) de la Seccidén 3.2 en este ejemplo indica que, dados los valores

iniciales de &, (u*, \*) y ¢, generamos una nueva configuracién simulando de (3.8); para

cualquier valor tal que ¢ = 0 obtenemos una nueva muestra de G; a partir de (3.22).

Procediendo de acuerdo al paso (b) de la Seccién 3.2, dados los valores de k y ¢ se
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genera un nuevo conjunto de valores (u*, \*) a partir de,

p(p5,A51Y,m, T)

H fi(yil.‘-"_;s )‘;) 90(/{77’\*)

el;

T Nl X)) b N(wtlm, bAOW (Xss,s7'T)

iEIJ'
Yier; Yi +bm
o« N (/J»j njj"'b ,(nj-l-b)/\j
-1
* _ _ n;b _ _ _
XW | X|s g, | Do = 93 = 85)' + 2 (m = ) (m = g) + 5T ]
J

t€J;

donde J; es el promedio de las observaciones con pardmetro comin uj, A}, es decir, ; =
n-1
j E‘iEIj -
Posteriormente se actualizan los valores de v = {m, T} de acuerdo a (3.11), obteniendo,
debido a la independencia de m y T' (nétese que en este ejemplo no se estd considerando

un parametro ¢ comun a todas las observaciones),

k
p(mip, \*,Y) o N(mla, A) [ [ N(1}lm, bX})

j=1
k ! k k
o N m‘ A+bY N Aa+bY Mus [ A+b0) X5,
j=1 = j=
y
k
p(T7HM) &« W(T g, 07 ") [ [ W(Ails, s7'T)
j=1
-1
x W ‘q-l—/cs Zx\ +ql,

Finalmente actualizamos el valor de « de acuerdo a lo ya mencionado en la Seccién 3.3,
es decir, dado un valor inicial de a y &, obtenemos un valor z con distribucién Be(z|a+1, k)

y posteriormente actualizamos a « a partir de 3.14.
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Con la finalidad de probar esta algoritmo se simularon 200 observaciones de la siguiente

mezcla de tres normales,

v (1), 2+ I (22 5) + 2 ((28) 2).

donde ¥ es la matriz de precisién
-1
_ (5 0
= ( 0 50) '

A partir de (3.6), con un calentamiento de 1000 iteraciones, se simularon M = 2000
observaciones de la distribucién predictiva de y,+; tomando una de ellas cada 10 itera-

ciones también se estimd su densidad con base en dicha expresién a partir de “prome-
)

dios de Monte Carlo”. Especificamente, si llamamos (u!, M}, ¢!, k2, al, (nd,. .. ,n,lcl)), o
(uM MMM oM (n M ,n%,)) a las correspondientes configuraciones y a los valores

de los parametros que dieron origen a la muestra simulada, entonces

k!
1
l l l RV
N(yn+iltnn Angr) + - > nEN (g, A) o
=1

f( yn+1 M Z

donde MLH, )\%H son datos con distribucién Gy (que a su vez depende de los valores de m
y 77! al momento de almacenar las muestras).

Como comentario técnico debemos senalar que las cadenas de Markov de Monte Carlo
pueden quedar “atrapada” en eventos locales de la distribucién final. Este es ¢l caso en
este ejemplo, pues aunque la distribucion final da mayor peso a los valores k =3y k& = 4,
la probabilidad de que k = 2 es pequefia pero positiva, y la transicién de k =2 a k = 3 es
poco probable, pues con el algoritmo implementado, sélamente una nueva observacién de
p;-‘, )\; puede ser agregada a la configuracién (y por ende incrementarse el valor de k en 1)
en cada paso (a) del algoritmo dado en la Seccién 3.2, y ademés una vez incrementado el
valor de £ = 2 a k = 3 la probabilidad de regresar al estado k = 2 es alta, debido a que el
valor de ¢; ; definido en la Seccién 3.2, y que en este caso estd dado en (3.22), es pequefio
pues la n; correspondiente a los nuevos valores es 1. Por otro lado, los valores k =2y k =3
se alcanzan fécilmente desde la configuracién & = n, con el que se inicializa el muestreo
de Gibbs. Por esta razén, cuando implementamos el muestreo de Gibbs reinicializamos

la configuracién k = n, obteniendo los valores B3, A; para j = 1,...,n remuestreando de
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90 dada en (3.23), sin reinicializar el valor de los hiperpardmetros, en vez de correr una
cadena mucho mas larga.

Se analizaron las graficas de autocorrelacion de los pardametros para verificar su con-
vergencia en el muestreo de Gibbs. Las graficas correspondientes a la densidad predictiva
de una observacién futura se presentan en la Figura 3.3, donde se muestran las graficas de
contorno de la distribucién verdadera de los datos, de los histogramas de la muestra origi-
nal y la simulada y la estimacion de la densidad a partir de la expresién anterior. Como
resultado adicional del muestreo de Gibbs, obtuvimos la distribucién final del numero de
componentes k (Tabla 3.1), donde observamos que la cantidad de modas de la distribucién
de la cual se generaron los datos (tres) no pertenece a la zona de mayor densidad de dicha
distribucién ({4,5,6,7}). Lo ideal seria que el nimero de modas fuese la moda de la dis-
tribucién final de k. Lo anterior no sucede en este ejemplo, posiblemente, debido a que el
tamafo de muestra no es suficientemente grande para representar al modelo.

Cabe mencionar que el mismo ejercicio se hizo con una muestra de tamano n =100 y
el modelo no alcanzé a distinguir las tres modas de la mezcla de tres normales.

Se repitid el ejercicio, pero, ahora, simulando 1000 muestras de una mezcla de tres

normales con precisiones y pesos diferentes y més "encimadas",

2 150 2 180 1 200
3”((125) ’2’) +3N((m> "’2) *5”((120) *23)’
donde,

1 -1 -1
_( 80 -40 {70 30 _ {90 60
21—(—40 70) ! 22—(30 80) y E3‘(60 90) :

Las graficas se muestran en la Figura 3.4. En la Tabla 3.2 se despliega la distribucién
final del nimero de componentes de la mezcla, donde se observa que, en este caso, el
nimero de modas del modelo que generé los datos si se encuentra en la zona de mayor
densidad de dicha distribucién.

También, en este caso se redujo el tamano de muestra a n = 500 pero la distribuciéon

predictiva de yn4+1 no distinguié las tres modas de la mezcla.
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Figura 3.3. Grificas de conlorno del modelo simulado y de las estimaciones correspondientes.
(a) Densidod verdadera de los datos; (b) Densidad estimada basada en los datos originales, n = 200,
(c) Densidad estimada basada en una muestra de la distribucidn predictive final de la mezcla basade

en procesos Dirichlet; (d) Estimacién de Monte Carlo de la densidad predictiva final.

Tabla 3.1. Distribucidn final de k.
k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

p(k|lY) 0.0010 0.0330 0.1575 0.2590 0.2620 0.1690 0.0885 0.0275 0.0070 0.0035
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Figura 3.4. Grdficas de contorno del modelo simulado y de las estimaciones correspondientes.
(a) Densidad verdadera de los datos; (b) Densidad estimada basada en los datos originales, n = 1000;
(c) Densidad estimada basade en una muestra de la distribucién predictiva final de la mezcla basada

en procesos Dirichlet; (d) Estimacidn de Monte Carlo de lo densidad predictiva finol.

Tabla 3.2. Distribucion final de k.

k 3 4 5 6 7 8 9 10 11

p(klY) 02025 03060 0.2715 0.1375 0.0560 00170 0.0070 0.0020 0.0005
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4. SELECCION DE MODELOS
UTILIZANDO MEZCLAS BASADAS EN PROCESOS DIRICHLET

4.1 Planteamiento del Problema de Seleccion de Modelos

Supongamos que tenemos una muestra aleatoria Y; = vy, Y2 = y2,..., Y = yn ¥y qQueremos
estimar la distribucién de Yy = Y,,41. Una manera de hacerlo es utilizando métodos de
estadistica Bayesiana no paramétrica como el del capitulo anterior. Sin embargo, a veces
deseamos un modelo sencillo que sea tratable matematicamente y/o de facil interpretacién,
lo que nos lleva a la necesidad de elegir al “mejor modelo paramétrico” de entre varios
candidatos.

En general, el problema de seleccién de modelos se plantea de la siguiente manera: sea

M = {Mjy : XA € A} una coleccién de modelos paramétricos, donde,

My = {pa(y]0x), pA(6r)}-

Es decir, M) es una propuesta para los modelos que inicialmente queremos ajustar a
los datos. Denotaremos con fy a la distribucién (funcién de densidad) final de una
observacién futura correspondiente a My, es decir, si y" = {y1,¥2,-.-,¥n}, fily) x
S pA(y10:)pA(y7102)pA(6)) dB.

Una forma comiun de abordar el problema desde el punto de vista paramétrico es
suponer una distribucién inicial sobre M (y via el Teorema de Bayes encontrar la dis-
tribucién final de M). La critica que se hace a dicho planteamiento, Gutiérrez-Pena y
Walker (2005), es que se esta asignando probabilidad 1 a M, es decir, se estd asegurando
que los datos verdaderamente se distribuyen de acuerdo a alguno de los elementos de M.

Puede suceder que a la luz de los datos resulte que sea inapropiado que M tenga
probabilidad 1 y por ende se deba agregar otro modelo a M, y asi obtener M* y volver
a asignar una distribucién inicial a M*. Lo anterior es incoherente, en el sentido de
que se estd actualizando la distribucién de los modelos candidatos sin usar el Teorema
de Bayes. Por otro lado, al asignar probabilidad 1 a M y después verificar si es cierto
(como regularmente se hace, mediante pruebas de bondad de ajuste) se estd aceptando
que hay incertidumbre sobre si verdaderamente los datos provienen de alguna distribucién

que pertenezca a M, es decir, se estd dudando que verdaderamente M tenga probabilidad
1.
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Una manera de evitar el inconveniente expuesto anteriormente es suponer que no ne-
cesariamente la distribucién de la que provienen los datos es un elemento de M y confor-
marnos con elegir el modelo en M que més se “aproxime” a la distribucién verdadera de
los datos. Replantendo el problema de seleccién de modelos ahora desde el punto de vista

de la teoria de las decisiones, los posibles estados de la naturaleza estdn dados por:
F = {f|f es una funcién de densidad en Y}

De acuerdo con la teoria, requerimos asignar una distribucién sobre (F, B), que como
veremos mas adelante serd la de una mezcla basada en procesos Dirichlet, donde B es un
o-algebra generado por las esferas asociadas a alguna distancia, como puede ser la distan-
cia Lo entre funciones de densidad, pero en general, por sus propiedades matematicas,
utilizaremos la divergencia de Kullback-Leibler entre dos funciones de densidad, definida

de la siguiente manera (Kullback y Leibler, 1951),

drxr(f,9) = /f(y)log <%) dy,

que, si bien no es una distancia propiamente dicha (en particular no satisface la desigualdad
del tridngulo) es definida positiva (Kullback y Leibler, 1951). Es decir, si f y g son dos
funciones de densidad, entonces dg(f,g) >0, y, ademds, dg(f,g) =0siysblosi f=g
casi seguramente.

Continuando con el planteamiento del problema desde el punto de vista de la teoria
de las decisiones, necesitamos de un espacio de acciones, que en nuestro caso es A y asi,
al elegir A € -A, estamos eligiendo al modelo M. También necesitamos una funcién de

utilidad U(), f) definida de A x F a R, que en nuestro caso sera,

U, ) = / log{f+(4)} /() du. (4.)

Notemos que si U(A, f) aumenta entonces dg(f), f) disminuye y viceversa, y considera-
remos como la mejor accién (el mejor modelo) a ) si maximiza al valor esperado de la,

funcién de utilidad dada la muestra,

Un(N) = BU(, FIY™) = / / log{fs(4)} £ (v) dy n(df V™) = / log {f(¥)} fn (v) dv,
(4.2)
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donde,
fu = B(fIY™) = / f(dfY™).

Equivalentemente, A minimiza la divergencia esperada de Kullback-Leibler dadas las
observaciones. Asimismo, utilizando que la divergencia de Kullback-Leibler es definida
positiva, podemos verificar que la solucién al problema de maximizacién de (4.2) sobre
todo F es f = f,.

Por otro lado, suponiendo que la distribucién inicial de la densidad desconocida f es
una mezcla basada en procesos Dirichlet, planteamos el siguiente modelo:

I. yi ~ Fo(y;|0;,0) parai=1,...,n.

II. 01,...,6,"4G.

II1. Gla,y ~ DP(aGo(-]v)).

Iv. a~pla), v~ p(v)y o~ plo)
Por lo que una buena aproximacién de (4.2) puede obtenerse via Monte Carlo, simulando
una muestra le yeen ,yﬁ de observaciones futuras (%.e., de la distribucién predictiva final)
a partir del algoritmo visto en el capitulo anterior y la expresién (3.6), y posteriormente

calcular,
M
Un(N) = 2> o Hr(5P))- (43)
=1

La ventaja de esta solucién al problema de seleccién de modelos, sobre la paramétrica,
es que si se agrega otro modelo, indexado por A\*, a M para verificar si el nuevo modelo
es preferible o mejor que los anteriores sélo debemos evaluar U, (A*). De esta manera, no
somos incoherentes en el sentido expuesto al principio de esta seccién.

Por otr;) lado, al suponer un modelo basado en mezclas de procesos Dirichlet, estamos
suponiendo una distribucién continua para Y siempre que la Fy que elijamos lo sea. Un

ejemplo de lo aqui expuesto se presenta a continuacion.

4.2 Ejemplo de Aplicacion de las mezclas basadas en Proceso Dirichlet
en la Seleccion de Modelos

Esta seccién tiene la finalidad de ilustrar con un ejemplo bivariado y datos reales lo
expuesto en la seccién anterior, eligiendo de tres modelos candidatos el que mejor se ajuste

a la distribucién verdadera, de los datos.
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Los datos fueron obtenidos de un estudio de "The National Institute of Diabetes and
Digestive and Kidney Diseases", en el cual se estudiaron 768 mujeres adultas de la cultura
indigena Pima que vivian cerca de Phoenix. Siete variables fueron registradas, pero en
este ejemplo nos avocaremos a dos y buscaremos el modelo que mejor aproxime su dis-
tribucién conjunta. Ellas son: la medida de dos horas de insulina “serum” (mu U/ml) y
la concentracién de plasma en la glucosa en una prueba de dos horas de tolerancia a la

glucosa oral. La base de datos puede encontrarse en:
http:// www.ics.uci.edu/~ mlearn/MLRepository.html.

Debemos sefialar que solamente n = 393 de los 768 registros no tenian datos faltantes

en alguna de estas variables, y como el objetivo del ejemplo es ilustrar el método de
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Figura 4.1 Datos originales
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seleccion de modelos y no hacer un analisis estadistico de los datos, nos atrevimos a

considerar unicamente a dichas observaciones. La grafica de los datos se muestra en la

Figura 4.1.

Con la finalidad de ajustar los datos a modelos sencillos pero restrictivos en la estruc-

tura de su matriz de corrrelaciones se transformaron los datos dividiendo cada observacién

entre la respectiva desviacién estdndar de la variable. Es decir, si y} = (y}{,y}5)" son

los valores de las dos variables de interés (en el orden en que se presentaron) del i-ésimo

individuo, trabajaremos con y; = (y;;/57,¥;9/53), donde S}

YWl — ) ny

7 = Z;-;l Y; /n. La grafica de las variables transformadas se muestran en la Figura 4.2.
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Figura 4.2 Datos transformados

Mediante el algoritmo dado en la Seccién 3.5, se simulé una muestra de una mez-

cla basada en procesos Dirichlet de tamano M = 4000, le,yzD, X

,y}\}, con los mismos
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parametros que en el ejemplo de estimacion de densidades de la Seccién 3.5, que se utilizara
para estimar la utilidad de los tres modelos a partir de (4.3). La gréfica de contorno de

la densidad estimada de una observacién futura a partir de (3.6) se presenta en la Figura

4.3.

Yo
4

Y1
Figura 4.3 Densidad estimada.

Los tres modelos candidatos, buscan ser sencillos, en especial el primero que utiliza
distribuciones conjugadas, y en todos se considerard una distribucién inicial no informativa

de los parametros. Los modelos son los siguientes:
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Primer modelo

Sea ,
Yy = (yi,l,yi,Z) )

Yiles X ~ N(yilw, AA) y
(1, A) ~ N(ulm, bAN)Ga(N«, B),
donde A~! es la matriz de correlaciones (nétese que se est4 parametrizando a la distribucién

normal en términos de su precisién),

Al = (0%5 Of’), _ (4.4)

tomada de esta manera para que coincida con la matriz de correlaciones del segundo modelo
y asi hacer dichos modelos comparables. Los hiperpardmetros m, b, « y 8 toman los valores
de 0,0,—1 y O respectivamente, de tal forma que la distribucién inicial de (u, \) sea no
informativa, proporcional a A™!, lo que lleva a la distribucién final de Yf = Yn+1 COMO

sigue, donde p es la dimensién de y, en este caso 2,

P(Ysly1s. .., Yn) = Stuy (yf|mn, T, 2an)

donde,

ng + bm
b+n
an(b+n)

_ 20+ pn

=—

1 bn t _
== —PA(m - ) + = + B,
I} 2b+n(m 7)A(m —17) + +08,y

& - X”: (vi —9)'Aw — 7).

n

n — )

T =

n

i=1
La utilidad obtenida a partir de (4.3) fue de U(1) = —4.082359 y la grafica de contorno de
la densidad de y; dado este modelo se presenta en la Figura 4.4. Cabe mencionar que la
distribucién t de Student tiene 784 grados de libertad, por lo que utilizamos una densidad

. s (2052 . 3
normal con media m, y precision g‘;"TZT para aproximar su densidad.
n
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Y2

Y1

Figura 4.4 Densidad predictiva final bajo el primer modelo.

El seqgundo modelo
El segundo modelo considerado fue uno logistico:
J o 1
yilu, o ~ logistico(ylu, o) vy p(u,0) = —,

donde p = (u1, p2)! la densidad del modelo logistico esta dada por,

9e~(Wi1—=m)/o o= (yip—pa)/o

Py(vit, Yilu, o) = o2{1 + e~Wir—m)/o 4 g=(i2=p2)/0}3°

La E(Y) = u, pero este modelo es restrictivo en lo que respecta a la correlacién de los datos
pues su matriz de covarianzas esta dada por %A‘l, donde A~! es justamente la matriz
definida en (4.4), por lo que los dos modelos tienen la misma estructura de correlaciones.

Al no existir una distribucién conjugada para este modelo, no es facil obtener analitica-

mente la densidad predictiva de una observacién futura, lo que nos lleva a la necesidad de



63

simular valores de u1, ug,0 dada la muestra a partir del algoritmo de muestreo-remuestreo

que, dadas las densidades f y g genera variables aleatorias con distribucién aproximada-

mente de f a partir de una muestra de g, x;,xs,...,zy, calculando,
w; g
G = N—l, donde, w; = f(@i)

D img Wi g(zi)’
y porteriormente obtenemos una muestra aproximada de f remuestreando de la densidad
discreta que toma el valor x; con probabilidad ¢; T. Entre més se parezca g a f mejor seré.
la aproximacién.
Con la idea de utilizar en el pépel de g a una densidad normal se hizé una reparame-

trizacién de los pardmetros haciendo o = ey de esta manera la densidad de y; es,

2e—Wii—1)/€® o—(yi2—p2)/e

o 0) = :
py(yl,lv_yl,2|/*"7 ) 60{1 n e—(yi,l—#l)/eo + e—(yi‘2_l‘2)/eo}3
a

y la distribucién inicial,
p(u,0) = 1.
Posteriormente calculamos distribucién final de los parametros que, por la forma de la

distribucién inicial, tiene la misma forma que la funcién de verosimilitud,

6—(22;1 Yil _"“1)/€9e"(2?=1 yig—npz)/e
end H?:l{l + e—(yii—p)/e 1 e—(yi,z—#z)/69}3'

P(,0ly1,- -y Yn) X (4.5)

Encontramos numéricamente iy, fi2,6 que maximicen (4.5) y el Hessiano H, evaluado en

dichos puntos, es decir,

d
H=—1lo ,0lyr, ..., s 4.6
duy, pu2,06 g(py(u v Yn)) 1=, po=f2,0=0 (4.6)
Utilizamos,
g(,Ll.l,‘LLz,g) = N(ﬂl,ﬂ2,9‘ﬂ1,ﬂ2,é,—H/1.25) (47)

para aproximar una muestra de (4.5) via muestreo-remuestreo. Una vez obtenida dicha
muestra, (ui,ud, 0Y),..., (1, udY,8"), podemos estimar la densidad de una observacién

futura y; dada la muestra, via Monte Carlo, es decir,

N
1 i i
Pyslys, - wm) = 55 > p(uslit, 15, 0), (4.8)
=1 .

t Ver Rubin (1988) o Bernardo y Smith (1994), p. 351.
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y utilizar (4.3) para estimar la utilidad del modelo.
En este caso, los valores de ﬂl,ﬂg,é resultaron 1.2905469, 3.9423303 y —0.1967794

respectivamente, y el negativo del hessiano,

—181.8669730 334.26041 —18.6321225

351.0182502 —181.86697 0.6956937
—H =
0.6956937 —18.63212 634.1305183

Se utiliz6 una muestra de g de tamafio 100,000 para obtener una muestra de la densidad
final de los pardmetros de tamafio 5,000. La utilidad resultante fue U(2) = —3.914865.

La grafica de contorno de la densidad de y; bajo este modelo se presenta en la Figura 4.5.

Yo

Yi

Figura 4.5 Densidad predictiva final bajo el segundo modelo.
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El Tercer Modelo
Supongamos que

(Ui1,Uiz2) ~ D(ag, ag, a3),

Yy que

Ui Ui
X"ﬂ:log(pU{l— U'2) Y Xi’2:10g<1—U-112—U'2)'

Lo que nos lleva a que,

T(ag + ag + a3) eQ1%1 502 T2
T(a1)T(a2)T(ag) (1 + e%1 + ex2)ertartas’

Ahora, suponemos que las observaciones siguen la distribucién de

p(:cl,arz) =

Yii=pm +0X;) y Yio = p2 + 0X;po.

Entonces,

T(a; + ag + a3) e (Vi1 — ) /o gea(yiz—pa)/o
I'(o1)T(a2)l(a3) 02(1 + elvig—m)/o 4 e(y'i,2‘l‘2)/a)a1+042+a3,

P(yi1, Yi2lp, o) =

con una distribucién inicial de los pardmetros no informativa dada por

1
p(p1, p2,0) = =

Como en el caso anterior, no es facil encontrar la distribucién predictiva final de una
observacién futura, por lo que para aproximar la densidad de dicha observacion, via Monte
Carlo a partir de (4.8), primero necesitamos una muestra de la densidad final de los
parametros. Con el objetivo de aproximar la distribucién final de los parametros con
una distribucién normal para utilizar muestreo-remuestreo, reparametrizamos a o = e,y

de esta forma,

T(oq + ag + a3) 1 (i1 —1)/€? gaa(yi2—p2) /e

()T ()T (a3) (1 + eWsa—m)/e? 4 glviz—p)/eyar+aztas’

(Y1, Vi, pe,0) =
Y,
p(/J'lalJQ?g) = 1.

Por lo que la distribucién final de 1, po, 8, tiene la misma forma que la funcién de verosi-

militud, es decir,

al(Z? 1yi1“"“1)/€9 a2(2? lyiz—nuz) e

e [T, (1 + eWia—nu)/e? 4 g(ua—nm)/e’yar+artas’

P(MI,M2,9|y1,---ayn) (49)
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Posteriormente, como en el caso del segundo modelo, encontramos analiticamente, i1, ﬂg,@
que maximicen (4.9) y el Hessiano dado por la expresién (4.6), encontramos una mues-
tra que se distribuye aproximadamente como (4.9) a partir del algoritmo de muestreo-
remuestreo y (4.7), y de esta manera podemos calcular la densidad de y; dados yi,...,¥ys

a partir de (4.8), y usando (4.3) calculamos la utilidad del tercer modelo.

Utilizamos (a1, ag,a3) = (0.4,0.4,0.4) para que la matriz de correlaciones del modelo
se parezca a la matriz A™! dada en (4.4) de manera que el modelo sea comparable con los

otros dos.

Y2

Y1

Figura 4.6 Densidad predictiva final bajo el tercer modelo.

En este caso, los valores de ;11,;12,9 resultaron 1.1276656, 3.8733251 y —0.7071138
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respectivamente, y Hessiano multiplicado por —1,

—138.26753 271.134613  —6.545958

307.72005 —138.267532 —29.932639
—H =
—29.93264  —6.545958  565.182819

En el algoritmo de muestreo-remuestreo se simularon 100,000 muestras de la densidad
normal y se remuestrearon 5,000. Obtuvimos una utilidad de U(3) = —1.958782. La
gréifica de la densidad final de y; se muestra en la Figura 4.6.

Al haber calculado las tres utilidades, llegamos a la conclusién de que dada toda
la informacién disponible el tercer modelo es el que mejor se aproxima a la verdadera
distribucién de los datos en valor esperado (de acuerdo a (4.2)). Observando las figuras,
podemos notar que el tercer modelo da un mejor ajuste no sélo en la zona de mayor

densidad (a diferencia del segundo), sino también en las colas (a diferencia del primero).
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5. COMENTARIOS FINALES

La gran mayoria de los modelos Bayesianos utilizados actualmente en las aplicaciones,
concretamente en el andlisis de datos, son paramétricos. Por una parte, los modelos
paramétricos son mas faciles de analizar y cuentan con técnicas més desarrolladas para
su analisis. Por otro lado, muchas veces permiten describir de manera simple las carac-
teristicas esenciales del problema estudiado y por lo tanto generalmente admiten inter-
pretaciones mas directas.

No obstante, los modelos paramétricos implican fuertes supuestos sobre el proceso que
genera los datos y pueden ser poco robustos ante violaciones a dichos supuestos. Desde
un punto de vista Bayesiano, suponer un modelo paramétrico implica la asignacion de
probabilidad uno a un subconjunto muy pequeiio dentro del conjunto de todos los modelos
posibles. Lo anterior puede llevar a inferencias incoherentes si posteriormente la evidencia
muestra que el modelo paramétrico no era adecuado.

Una forma de mitigar estos problemas consiste en utilizar modelos no paramétricos.
Desde la perspectiva Bayesiana, esto se logra asignando distribuciones iniciales sobre
espacios de funciones de densidad (o de distribucién). Sin embargo, las herramientas
matematicas requeridas para el andlisis de este tipo de modelos, tales como la teoria de los
procesos estocasticos, son mas complejas. Afortunadamente, desde hace algunos anos ha
sido posible analizar estos modelos a través de métodos numéricos, debido principalmente
a los avances recientes en las técnicas de simulacién y especificamente a las técnicas de
Monte Carlo via cadenas de Markov.

Entre los modelos Bayesianos no paramétricos propuestos hasta la fecha, las mezclas
basadas en procesos Dirichlet son posiblemente los mas atractivos yd que son bastantes
flexibles pero al mismo tiempo son relativamente sencillos de analizar a través de las
técnicas de simulacién antes mencionadas.

En este trabajo hemos discutido el desarrollo y aplicaciones las mezclas basadas en
procesos Dirichlet. Hemos discutido con detalle las propiedades del Proceso Dirichlet ya
que forman la base de nuestrd modelo no paramétrico para observaciones continuas, ademds
de que es un modelo relevante en si mismo y hasta la fecha es utilizado en una variedad

de aplicaciones.

ESTA TESIS NO DEBE
SR DE LA oidLBTECA
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También hemos descrito con cierto detalle el algoritmo utilizado para obtener las mues-
tras de la distribucion predictiva final, que son la base de nuestro analisis Bayesiano no

paramétrico.

Finalmente, consideramos la aplicacién de las mezclas basadas en procesos Dirichlet
al problema de estimacion de densidades, lo cual nos permitié posteriormente plantear
y resolver un problema de seleccién de modelos paramétricos desde un punto de vista
Bayesiano no paramétrico. Consideramos que estas ideas pueden extenderse y aplicarse a
problemas similares tales como algunas generalizaciones del bootstrap Bayesiano (Rubin,

1981; Newton y Raftery, 1994).

Por otro lado, debemos senialar que entender al proceso Dirichlet y a las mezclas basadas
en procesos Dirichlet a partir de sus referencias originales (Ferguson, 1973 y Antoniak,
1974) no nos fue sencillo, por lo que intentamos hacer méds comprensibles estos conceptos
unificando la notacién de dichas referencias, agregando algunas demostraciones que no se
incluyen en ellas por su “sencillez” y tratando de hacer mas claras las otras demostraciones.
Pensamos que la lectura previa, o paralela, de este trabajo a la de los articulos mencionados
hace més clara y sencilla la comprension de estos ultimos.

También debemos indicar que, si bien la implementacién de los modelos no para-
métricos propuestos en este trabajo es un poco mas complicada que la de los modelos
paramétricos, las mayores dificultades préacticas de los primeros radica en la lenta conver-
gencia del muestreo de Gibbs que se puede acelerar a partir de ciertos “trucos” (menciona-
dos a su debido momento en este trabajo), esta dificulad también puede presentarse en
los segundos siempre que se necesite llevar a cabo un muestreo de Gibbs. Por lo tanto,
a nuestro parecer, es preferible utilizar técnicas no paramétricas sobre las paramétricas
en el problema de estimacion de densidades, ya que, aunque los cédlculos necesarios en la
estimaciéon de densidads a ﬁartir de modelos no paramétricos son un poco mas compli-
cados, la ganacia la obtenemos al conseguir estimaciones més robustas. Cabe mencionar
que aunque las mezclas basadas en procesos Dirichlet es continua con probabilidad 1, esto
no nos asegura que no haya un subconjunto propio de las distribuciones continuas con
probabilidad 1.

Ademas, si no es practico modelar la distribucién de los datos a partir de mezclas

basadas en procesos Dirichlet, este modelo nos da un criterio que permite seleccionar el
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modelo que mejor se aproxime a la verdadera distribucién de los datos en valor esperado

dada la muestra de una gama de modelos candidatos.
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