Oo 284

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

POSGRADO EN CIENCIAS
MATEMATICAS

FACULTAD DE CIENCIAS

REPRESENTACIONES DE ESTRUCTURAS
ALGEBRAICAS EN CATEGORIAS DE LISTONES.

T E S | S

QUE PARA OBTENER El. GRADO ACADEMICO DE

DOCTOR EN CIENCIAS MATEMATICAS
P R E S E N T A

RAUOL A, PEREZ MARTINEZ

¥
ﬁmemeo

TUTOR: CARLOS PRIETO DE CASTRO1, IMUNAM, UNAM, MEXICO.

lcon apoyo del Proyecto CONACYT 43724 y del Proyecto PAPIIT-UNAM IN110902

MEXICO, D. F, NOVIEMBRE 2005.

H3SOY?E



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Yo TESS MY BBE

SALR i L1 oBLIGTECA



Autorizo a la Direcclén Ganeral de Bibliotecas de la
UNAM a difundir en formato etscirdnico o impreso el

contenido mi trabsjo _recspolonal.

I v g \
NOMBRE:M@M&‘ ey
FECHA: L}/ ‘
FIRMA: :

A la memoriga de mi hermano Oscar



Agradecimientos

A mi tutor Carlos Prieto quiero agradecer el haberme introducido en esta
fascinante area de las matemaéticas y su optimismo en todo momento.
Estoy muy agradecido con mis sinodales N. Andruskiewitsch, R. Bautista,
B. Keller, F. Marmolejo, J.A. de la Pefia y N. Reshetikhin por haber
revisado cuidadosamente este trabajo y haber contribuido con sugerencias a
enriquecerlo.

A mis padres Hugo y Aurora, y a mi hermana Aurora, agradezco su apoyo
incondicional.

Durante la realizacién de este trabajo hubo momentos dificiles y
placenteros. Agradezco a Sandra el haberlos compartido conmigo.

Muchos amigos tuvieron fe en m{ y me brindaron su apoyo a lo largo de
estos anos. Quisiera agradecer muy especialmente a Ricardo Mansilla por
sus atinados consejos, comentarios alentadores y su ayuda con la parte
gréafica de la tesis. A César y a mi hermana Aurora les estoy muy
agradecido por su invaluable ayuda con el Latex.

A Laura del posgrado en Matemadticas le agradezco su guia en la madeja de
tramites.

Por ultimo, quisiera agradecer a la DGEP por la beca que me otorgd
parcialmente, asi como al Instituto de Matematicas de la UNAM por todas
las facilidades brindadas.

A todos, una vez més, muchas gracias.



0.1 Prefacio

Las categorias monoidales y monoidales simétricas fueron introducidas en
los trabajos de Bénabou ([1] y [2]) y Mac Lane ([15]), en donde también
se introduce la dualidad —una categoria monoidal con dualidad es llamada
gategoria pivotal— y fueron muy estudiadas en relacién con la geometria y la
topologia algebraica. Dold y Puppe ([4], 1980), motivados por aplicaciones
topoldgicas, analizan los conceptos de dualidad fuerte, traza y trdnsfer en
categorias monoidales simétricas. Para definir el concepto de transfer, estos
autores introducen el concepto de codlgebra en una categoria monoidal. Mas
adelante, alrededor del afio 1990, durante la efervescencia provocada por lo
que se ha dado en llamar “The Jones Revolution”, se generalizan las cate-
gorfas monoidales simétricas y aparece en los trabajos de Joyal y Street ([11]
y [12]) la nocién de categorias trenzadas (braiding category). En [12] y (8],
se trata también la dualidad y en [12] se introduce el concepto de torsion
(twist) en una categoria trenzada. Una categoria trenzada con torsién com-
patible con la dualidad, es llamada categoria de listones (“ribbon category”,
término acufiado por Turaev en [33], aunque originalmente aparece en [12]
como “tortile tensor category”; el término “balanced tensor category” es
usado por Joyal y Street en la literatura mencionada arriba y por Shum
([27]) v Yetter ([36]), para designar una categorfa monoidal trenzada con
torsién, no necesariamente compatible con la dualidad). El “modelo” (a la
palabra modelo se le puede dar un significado categérico preciso) para las cat-
egorias trenzadas, resulta ser la categoria de trenzas (braid category), para
las categorias monoidales con dualidad, la categoria de mararias (tangle cat-
egory) y para las categorias de listones la categoria de maratias enmarcadas
(framed tangle category). En'los trabajos de Turaev ([32] y [31]) e indepen-
dientemente de Freyd y Yetter ([8]), se dan presentaciones de la categorfa
de maranas orientadas y no orientadas MO y M salvo isotopia (o salvo
isotopia regular) por generadores y relaciones, de manera similar a como se
presenta un grupo. Esto les permite obtener condiciones para la existencia de
funtores pivotales de MO y M en otras categorias, simplemente definiendo
el funtor en los generadores y analizando bajo qué condiciones las imagenes
del funtor satisfacen las relaciones correspondientes ([32]), o bien teniendo en
un principio otra categoria pivotal trenzada y definiendo un funtor monoidal
que conserve dualidad y trenzamiento ([8]). Un tal funtor se conoce con el
nombre de representacion de la categoria dominio. Con este método, se en-
cuentran invariantes de nudos y enlaces orientados y no orientados —algunos
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conocidos, como el polinomio de Jones-Conway; el corchete de Kauftman se
puede obtener también de esta forma , ver [25]— observando que la imagen
por el funtor de un endomorfismo del objeto unidad es un invariante del en-
domorfismo, que no es otra cosa que un enlace orientado o no orientado. Con
la misma idea, se obtienen invariantes de enlaces enmarcados, considerando
funtorgs pivotales que conserven trenzamiento y torsion de la categoria de
maraifias enmarcadas en otra categoria de listones. De aqui la importancia de
tener ejemplos de categorias de listones: ellas nos proveen de un niétodo para
encontrar invariantes de enlaces enmarcados, de maralias enmarcadas, y por
lo tanto de 3-variedades. Esto nos lleva en particular a los grupos cudnticos,
término popularizado por Drinfeld para designar a ciertas algebras de Hopf
que son deformaciones no triviales de las dlgebras envolventes de édlgebras
semisimples de Lie. Por ejemplo, la g-deformacion del dlgebra envolvente de
sl(2), U,, contiene una subdlgebra de listones Uq , lo cual implica que la cate-
goria de sus representaciones es de listones. Usando este hecho, Reshetikhin
y Turaev, encuentran invariantes de 3-variedades ([23]).

Este trabajo de tesis estd basado, en esencia, en las nociones de repre-
sentacion de categorias (pivotales, trenzadas y de listones) en el sentido
arriba mencionado, de transfer, que generalizamos a categorias de listones
y de codlgebras (y por lo tanto de manera dual, de dlgebras), consideradas
como en [4] en el contexto de las categorias monoidales. A diferencia de [4]
nosotros incluimos en la definicién al axioma de coasociatividad (respectiva-
mente de asociatividad). En [16], Mac Lane le llama monoide a un objeto
en una categoria monoidal con estructura de algebra asociativa.

En el Capitulo 1 definimos los conceptos de categoria monoidal, pivotal, tren-
zada y de listones. Presentamos también un breve repaso de los conceptos
de dlgebras, bidlgebras, dlgebras de Hopf, 4lgebras de Hopf cuasitriangular
y élgebras de Hopf de listones, con un doble propésito. Por una parte como
ejemplos de las categorias previamente definidas, en donde, a un lgebra A,
le vamos afiadiendo sucesivamente, estructura de codlgebra compatible, de
dlgebra de Hopf, de dlgebra de Hopf con R-matriz universal, y de élgebra
de Hopf con R-matriz universal y torsién, para obtener en la categoria de
A-médulos, estructura monoidal, pivotal, trenzada y de listones respecti-
vamente. Por otra parte porque estos conceptos seran utilizados en otros
capitulos. Concluimos con una introduccién al calculo grifico, técnica que es
extensamente utilizada en los capitulos subsiguientes.

En el capitulo 2 consideramos otros ejemplos geométricos y algebraicos. En
particular exponemos con bastante detalle un ejemplo que aparece en [§], la
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categoria de los G-conjuntos cruzados (Ejemplo 2.2.3), que es monoidal tren-
zada aunque no pivotal. Nosotros a este ejemplo le afiadimos una torsion.
Para considerar una dualidad, se construye una categoria asociada, que en
cierto sentido extiende linealmente el trenzamiento original. No es dificil ver
que en ese mismo sentido se extiende la torsién que encontramos, de manera
Aue la categoria resulta ser de listones. También ilustramos el método de las
representaciones de las categorias geométricas que mencionamos arriba, en
particular, el Teorema 2.3.4, que es ¢l tltimo que se menciona en el capitulo,
es usado en los capitulos 3 y 5. Este teorema se debe a Turaev ([34]) que lo
obtiene como una generalizacién de un resultado previo de [22] y constituye
entre otras cosas, un método para extraer invariantes de enlaces enmarcados
“coloreados”, una justificacién rigurosa para el calculo grafico definido en el
capitulo 1 y un método para extraer morfismos en la categoria en estudio a
partir de gréficas de listones. Nosotros lo usaremos en este ultimo sentido.

El material del Capitulo 3 puede ser considerado como la parte central de
este trabajo. Comenzamos definiendo el conocido concepto de traza en una
categoria de listones (algunos autores le llaman “traza cudntica”) y enumer-
amos sus propiedades. A continuacién, definimos los conceptos de algebra
y codlgebra en categorias monoidales, que como ya mencionamos, difieren
de las definiciones dadas en [4], en que alli no exigen los axiomas de aso-
ciatividad y coasociatividad y nosotros si lo hacemos. La razdn es que en
categorias de listones arbitrarias, aparecen objetos con estructuras de dlgebra
y codlgebra de manera natural (Proposicién 3.2.5) y ademds, porque tenemos
en mente la idea de las representaciones de categorias monoidales, de man-
era que la imagen por una tal representacién de un élgebra de una categoria
monoidal arbitraria en la categoria de espacios vectoriales, es un dlgebra en el
sentido usual (en todo el trabajo, dlgebra siempre significard algebra asocia-
tiva). En la exposicién subsiguiente consideramos principalmente algebras,
puesto que los resultados para coalgebras son duales. Si la categoria es tren-
zada y A tiene estructura de algebra, entonces con el trenzamiento le damos
a A ® A estructura de algebra (proposicién 3.2.2). 'En particular, podemos
considerar bidlgebras en categorias trenzadas. Sin embargo, aunque como ya
mencionamos, en una categoria de listones existen de manera natural obje-
tos con estructura de algebra y codlgebra, no aparecen de la misma manera
bialgebras (el Capitulo 5 estd dedicado a la construccién de una categoria
monoidal trenzada a partir de una categoria de listones, en donde existen
objetos con estructura de bidlgebra). Discutimos también el hecho de que
si tenemos una representacién en la categoria de espacios vectoriales, y A
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es algebra, el espacio imagen de A ® A tiene, en general, dos estructuras
distintas de algebra con la misma unidad (Nota 3.2.11).

Por otra parte, el tener en un objeto A estructura de dlgebra y en otro ob-
jeto C estructura de coalgebra, nos permite definir el “producto convolucién”
en el conjunto de morfismos de C — A (Definicién 3.2.14). Esta op-
eracion, la usamos en el Capitulo 4, para dar una descripcion geométrica
alternativa de las algebras de Temperley-Lieb. Definiinos adeinds las trazas
parciales (Definicién 3.3.1) en una categoria de listones y analizamos algu-
nas de sus propiedades. Por ejemplo demostramos que la traza parcial del
trenzamiento es la torsién en una categoria de listones (Proposicién 3.3.3).
Reciprocanente, bajo ciertas condiciones, demostramos que en una categoria
auténoma (o sea, con dualidad izquierda y derecha) el trenzamiento deter-
mina una torsién (Proposicién 3.3.4). Aplicando esto ultimo a la categoria
de representaciones de dimensioén finita del dlgebra de Sweedler, encontrainos
la torsién ya mencionada en [13] (Ejemplo 3.3.7). Aplicamos también este
método a la categorfa de U,-médulos de dimensién finita y encontramos una
torsién que coincide con la reportada en [23] (Ejemplo 3.3.9). La siguiente
seccién estd dedicada a extender el concepto de transfer para endomorfismos
de una coalgebra C en una categoria de listones (Definicién 3.3.10) y a discu-
tir sus propiedades de “punto fijo” (Proposicién 3.3.12) y su relacién con la
traza (Proposicién 3.3.14). Ademds, el transfer se relaciona, por adjuncidn,
con la traza parcial cuando C tiene cierta estructura de codlgebra canénica
(Proposicién 3.3.15). Concluimos el capitulo proponiendo generalizaciones
del transfer para endomorfismos de comédulos sobre un algebra de Hopf de
listones, de manera que se tenga una relacién con la traza ansloga a la del
transfer (Definicién 3.3.18 y Proposicién 3.3.19). Para lograr una generali-
zacién del trdnsfer en la que se tenga ademdas una propiedad de punto fijo,
consideramos H-mddulos-codlgebras, si H es un algebra de Hopf de listones
(Definicién 3.3.21 y Proposicién 3.3.22). Pensamos que un trénsfer gener-
alizado, con propiedad de punto fijo, puede relacionarse con las distintas
cohomologias de bimédulos sobre un dlgebra de Hopf, como las que aparecen
por ejemplo en (9] o en [30]. Los resultados expuestos en este capitulo y la
investigacion en curso, estdn siendo reunidos en [19] para su posible publi-
cacion.

En el capitulo 4 introducimos brevemente las dlgebras de Temperley-Lieb
y temas asociados como el corchete de Kauffman, aunque nuestro objetivo
es dar un definicién geométrica alternativa de estas dlgebras, como ya men-
cionamos (Teorema 4.2.2 de la Seccién 4.2). Esta definicién alternativa tiene



la ventaja de que de manera muy sencilla se observa que en ciertos rangos, un
algebra de Temperley-Lieb estd contenida como ideal izquierdo y derecho de
algebras de ordenes superiores (Corolarios 4.2.2, 4.2.4 y Proposicién 4.2.3).
De aqui encontramos cadenas hereditarias de ideales bilaterales (Corolario
4.2.5 y Teorema 4.2.8), de manera distinta a como se encuentran en [35]. Pen-
samos que esta definicién se puede considerar en el contexto de las algebras
de Temperley-Lieb ciclotémicas. Los resultados expuestos en este capitulo
y la investigacién en curso, estén siendo reunidos en [18] para su posible
publicacién. Por iltimo, en el capitulo 5, a partir de una Ab-categoria de
listones pequefia C construimos una C> en la que existen objetos con es-
tructura de bidlgebra (Teoremas 5.1.3 y 5.2.1). La construccién se hace de
manera que se extienden las representaciones de la categoria original. La
imagen de estas bidlgebras bajo una representaciéon no es necesariamente
una bialgebra en el sentido usual. Sin embargo, usando una representacién
asociada que definimos en el Capitulo 3, podemos obtener una bidlgebra en
el sentido usual. Asi, coincidimos parcialmente con un teorema de Yetter
([36]). Ademas vinculamos la construccién C> con el concepto de categoria
modular (Proposiciones 5.4.5 y 5.4.7 y Lema 5.4.6).
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Categorias monoidales

La definicidén de categoria monoidal axiomatiza las propiedades del producto
tensorial de médulos sobre un anillo conmutativo. Recordemos brevemente
los conceptos de categoria y de categoria monoidal.

Una categoria V consiste en una clase de objetos Ob(V), una clase de morfis-
mos Hom(V) y una ley de composicién que satisface los siguientes axiomas.
Cada morfismo f tiene asociados dos objetos de V denotados por s(f) y
t(f). Es comin usar la notacidén f : s(f) — £(f). Para cualquier par de
objetos V,W de V, los morfismos V — W forman un conjunto denotado
por Hom(V, W). La composicién fog de dos morfismos esta definida siempre
que t(g) = s(f) y es tal que s(fog) = s(g) y t(f 0 g) = ¢(f). La composicién

es asociativa:
(fog)oh=fo(goh) (1.1)

siempre que ambos miembros de la igualdad estén definidos. Por dltimo,
cada objeto V, tiene asociado un morfismo idy : V — V tal que

Joldy =/, idyog=g (1.2)

para cualquier par de morfismos f : V — W, g: W — V . Un morfismo
[V — W se dice que es un isomorfismo, si existe un morfismo g: W —
Vtalquefog=idw y g0f=idv.

Sean V y W dos categorias. Un juntor covariante, F : V. — W, consiste
en dos aplicaciones F : Ob(V) — Ob(W) y F : Hom(V) — Hom(W)
tales que
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(a) para cualquier objeto V € Ob(V), tenemos F(idyv) = idzv)
(b) para cualquier morfismo f € Hom(V), tenemos

sS(F(MN =F((N) v UF() =F /)

(c) si f, g son morfismos que se pueden componer en V, tenemos
Flyo f)=F(g) o F(f)

Sean F y G funtores de la categoria V a la categoria W. Una transformacion
natural k de F a G, denotada por « : F — G, es una familia de morfismos
k(V): F(V) — G(V) indizada por los objetos de V y tal que para cualquier
morfismo f:V — V' en V, el siguiente diagrama conmuta
&(V
Fy 22 gv)
F1) JQ(/)

Fv) = g(v)
Si ademés x(V) es un isomorfismo para cada V, decimos que k : F — G es un
tsomorfisro natural. Un producto tensorial en una categoria V es un funtor
covariante @ : V. x V — V que asocia a cada par de objetos V, W de V
un objeto V@ Wde V y a cada par de morfismos [: V— V', g: W — W’
un morfismo f® ¢g: VR W — V'® W’. Que ® sea un funtor covariante
significa que se cumplen las siguientes identidacles

U®g)o(S’®g)=([of)® (909 (1.3)

idy ® idw = idvgw- (1.4)

Una categoria monoidal estricta (o tensorial estricta) es una categoria V
equipada con un producto tensorial y un objeto 1 = Iy llamado el objeto

unidad, que es tal que se cumplen las siguientes condiciones. Para cualquier
objeto V de V | se cumple que

Ve l=V, 1eV=V (1.5)
y para cualesquiera U, V y W objetos de V, se tiene

(Ve Ve W=Ug (Ve W). (1.6)
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Para cualquier morfismo f en V,

fidi=i1di® f=J (1.7)
y para cualesquiera f, ¢ y h morfismos en V,
(f@®g®h=[®(g®h). (1.8)

Una categoria monoidal (no necesariamente estricta) se define de manera
similar, solo que en lugar de las igualdades en (1.5), (1.6) se supone que los
lados derecho e izquierdo de esas igualdades estén relacionados por isomor-
fismos. M4s precisamente, se exige la existencia de isomorfismos naturales
a: ®(® xid) — ®(id x ®) llameado asociatividad, | : ®(I x id) — id lla-
mado unidad izquierde y 7 : ®(id x [) — id llamado unidad derecha. Que
a sea natural significa que para cualesquiera objetos U, V, W en V| existe un
isomorfismo ayyw : (U@ V)®W — U ® (V ® W) tal que el cuadrado

ay vw

UeV)ew U®(VeWw) (1.9)
(/®y)®hl lf®(9®h)
e V)W LYY g (V! @ W)
conmute, siempre que f, g,k sean morfismos en la categoria. El morfismo
asociatividad a debe satisfacer el Azioma Pentagonal, o sea el diagrama

ay,v,w ®idx

Ue(Vew)eXx (UeV)eW)® X (1.10)
AU, Vew,x (U ® V) ® (W K .X)
U ((VeW)eX) —2, g (V & (W X))

debe conmutar para objetos U, V, W, X cualesquiera de V. La naturalidad
de ! significa que para cualquier objeto V en V se tiene un isomorfismo
ly : 1®V — V de manera que el cuadrado

oV -y (1.11)

wo] |

1@V Ly
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conmusta para cualquier morfismo f en V. La conmutatividad de un cuadrado
andlogo al anterior, con la variacién obvia, refleja la naturalidad de r. Los
morfismos a, | y 7 deben satisfacer el Azioma Triangular, lo cual significa
que el siguiente tridngulo debe conmutar

Vel)ow ESM Ve (leWw) (1.12)
rm vty
Vew

Por ejemplo, la categoria de médulos sobre un anillo conmutativo con el
producto tensorial usual es rmonoidal con objeto unidad el anillo base, sin
ernbargo no es monoidal estricta, puesto que los médulos (U ®@ V) ® W y
U® (V®W) son naturalmente isomorfos pero no iguales. En este caso los
isomorfismos naturales a, ! y 7 son los usuales.

Definicién 1.1.1. Si V=(V,®,1,e,!,7) y V'=(V', @', I, a',I',7) son dos ca-
tegorfas monoidales, un funtor monoidal estricto (o tensorial estriclo) es un
funtor F : V. — V' talque F(1) = 'y F(UBV) = F(U)®F (V) para todo
par de objetos U, V en V. En general un funtor monoidal (no nccesariamente
estricto) es una terna (F, g, 2) donde F : V. — V' es un funtor, ¢g es un
isomorfismo entre I' y (1), y

(U V) FIOY®F(VY — FU V)
es una familia de isomorfismos naturales con indice la familia de todos los
pares (U, V) de objetos de V de manera que los diagramas

(F(U) @ F(V)) @ F(W) ZLIO20 1)) @ (F(VY @ FW))  (L13)

m(u.v)@oidf(w,l ]Id;(U)WQ(V.W)
FU®V)® F(W) FU)®FV @ W)
m(uaov.W)J lm(u.v&m
FUBV)@W)— 28 | r(ye (Ve W)
I'e F(U) o F(U) (1.14)
wo@idruy [ 11[!,;}

F(I) ®}“(U) 2 raeu)
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FU) el -~ F(U) (1.15)
id;—(u)®spoj 1f(ru)
F) e FOEL FU )

conmutan. Es claro que si los isomorfismos g y 2 son identidades en V',
entonces el funtor F es estricto.

Una transformacién natural monoidal (o transformacién natural tensorial)
7 (F,ows) — (F,¢h ) entre funtores monoidales de V en V', es
una transformacién natural n : F — F’ tal que los siguientes diagramas
conmutan para cualquier par de objetos (U, V) de V.

@2(U.V)

F(I) f(U)®f(V)————>.’F(U®V) (1.16)
0
) (1) y 2(U)&n(V) n(UeV)
% w5 (U,V)
F(I) FUYQ F(VY=—>F (U V)

Un isomorfismo natural monoidal es una transformacién natural monoidal,
que es ademds un isormorfismo natural. Por dltimo, una equivalencia entre
categorias monoidales es un funtor monoidal F : V. — V', tal que existe
un funtor monoidal F' : V\ — V e isomorfismos naturales monoidales,
n:idy — FF' y0:FF — idy. En este 1ltimo caso diremos que las
categorias monoidales son monoidalmente equivalentes.

Resulta que cualquier categoria monoidal es equivalente a una que es
monoidal estricta. Aunque no daremos la demostracidn (remitimos al lector
a [13], por ejemplo) veremos rapidamente como se construye una categorfa
monoidal estricta V=" a partir de un categoria monoidal V.

Sea S la clase de todas las sucesiones finitas S = (14, ..., Vi) de objetos de V
incluyendo a la sucesién vacia 0. Si S = (W,....,Vi) ¥y &' = (V1) s Vitn),
denotamos por S x S’ a la sucesién

S8 = Vi, ., Vi, Virr, -y Vi)

Convenimos en que S+ @ = § = 0 xS. A cualquier sucesién S de S, le
asignamos el objeto F(V) de V, definido inductivamente por

F@) =1, F((V)=V, F(S=(V)=FSSRV
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En otras pealabras,
F((,Vay oo, Ve, V) = ((- (Vi @ Vo) @ .) @ Vi) © Vi

donde todos los paréntesis abiertos, estdn a la izquierda de V).
La categoria V" se define tomando como sus objetos a los elementos de S
y sus morfismos estdn dados por

Homyet. (S, 8’) = Homy (F(S), F(5"))

La estructura monoidal de V*=** se define por S@ &’ = SxS’. No veremos la
definicién del producto tensorial de morfismos pues requiere de un poco mas
de elaboracién, ver por ejemplo [13] pero resulta entonces que la categoria
V" tiene la siguiente propiedad.

Proposicién 1.1.2. La categoria V*** es monoidal esiricta y monoidal-
mente equivalente a V.

Esta proposicién implica el teorema de coherencia de Mac Lane (16] que
establece que en una categoria monoidal, cualquier diagrama construido a
partir de a,!,7 y id, realizando composiciones y productos tensoriales, con-
muta. En la mayor parte de este trabajo de tesis, consideraremos solamente
categoria monoidales estrictas. No obstante, en el Capitulo 5, trataremos
con una categoria que no es monoidal estricta. Fs por cso que a pesar de
tener una proposicién como la anterior, hemos incluido la definicién de cate-
goria monoidal en general.

En lo que resta de este Capitulo y los siguienics hasta el Capitulo 4,
trataremos solamente con calegorias monoidales estrictas.

1.2 Trenzamientos y torsiones

El producto tensorial de médulos sobre un anillo conmutativo es conmutativo
en el sentido de que existe un isomorfismo natural Py : VoW — WeV
lamado (rasposicion que transforma cualquier vector v @ w en w ® v y se
extiende & V @ W por linealidad. El sistema de trasposiciones es compatible
con el producto tensorial, es decir, para cualesquiera médutos U, V' y W los
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diagramas
UeVew PP L veUOW
m MU.W
VeWweU
idygP
UeVew Y U@WeV
m ‘%de
WelUV

conmutan. El sistema de trasposiciones también es compatible en el sentido
de que PwyPyw = idvegw. Axiomatizando estas propiedades llegamos a los
conceptos de trenzamiento y torsién en una categoria monoidal.

Definicién 1.2.1. Un lrenzamicnto en una categoria monoidal (estricta) es
una familia de isomorfismos naturales

c={ecvw: VoW — WeV}, (1.17)

donde V, W varfan en el conjunto de objrtos de V, tales que para cualquier
trfo de objetos U, V y W, se satisfacen las siguientes identidades:

cuvew = (idy @ cyw)(cuv @ idw), (1.18)
cugvw = (cuw ®idy)(idy ® cvw)- (1.19)

O sea, los siguientes diagramas

c idyy
UVeWw oV &I L VRUOW
m\» A‘W
VeWeU
idy @cv,w
UVeWw UeweV

m cy,w@idy

wWelUeV



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

conmutan. Una categorfa con un trenzamiento diremos que es una categoria
trenzada.

La naturalidad de los isomorfismos (1.17), significa que para cualquier
par de morfisimos f:V — V' y g: W — W' tenewos

(9® fevw = cviw(f @ 9). (1.20)

O sea, el diagrama

vew - 22vew

CV.WJ

v
W®V—95TW &V

Cyr g7

conmuta. Aplicando (1.7). (1.18) y (1.19) con V=W =1y U=V =1yl
hecho de que los morfismos cyw son isomorfisimos , ohtenemos

vl =CqQyv = id\/ (121)

para cualquier morfismo V de V. Mis adelante, usando el cilculo grafico,
vamos a demostrar de forma muy sencilla la stguicnte identidad, conocida
como identidad de Yang-Baxter (ver la figura 1.20 de 1.5).

(idw ® cyv)(cuw @idv )(idy @ cvw) = (evw ®idy)(idv @ cyw)(cuv ®idw).

(1.22)
En el caso en que ¢y sea involutiva como la trasposicién, esto es, cuando
tengamos que cwycvw = idygw, diremos que lu categoria V es simétrica.
Axiomatizer la involutividad de la trasposicién en un contexto més general
nos lleva al concepto de torsidn.

Definicién 1.2.2. Una torsidn en una categoria monoidal V con trenza-
miento ¢, se define corno una familia de isomorfisinos naturales

§={6v:V — V} (1.23)

donde V varia en el conjunto de objetos de V, lales que para cualquier par
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de objetos V, W de V | tenemos

Ovew = cwycvw (By @ Ow) (1.24)
Es decir el diagrama

Ovaw

vew ety gw
oveo | B

VW —WeV

cv,w

conmuta.

De aqui que cwveyw = Ovgw(fy™' ® 8w ). La naturalidad de 6 significa
que para cualquier morfismo f : U — V en V, se cumple que 8y f = fOy.
Usando la naturalidad del trenzamiento, podemos escribir a (1.24) como sigue

Ovew = cwyv(Bw ® Ov)evw = (Bv @ dw)ewvevw. (1.25)

En efecto, de la conmutatividad del diagrama

v & H/,Ov@ﬂwv ® 1%

CV.Wl JCV,H/

W®V—-§E/W®V

Ow

se tiene que cyw(fv ® Ow) = (Bw ® Ov)cvw lo que demuestra la primera
igualdad; la segunda se obtiene de ésta intercambiando en la \ltima relacién
V por W.

Ademés 6; = id;. En efecto de (1.7), (1.3), (1.21), (1.24) obtenemos

(8)° = (6 ®1id))(id; @ §) = 6, @ b; = 6.

La igualdad se deduce entonces de que 8 es isomorfismo.

1.3 Dualidad

Sea V una categoria monoidal estricta. Supongamos que para cada objeto
V de V, hay asociado un objeto V” y dos morfismos
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b\f 11—V ® V*‘ dv v ® V — 1. (126)

Diremos que la asignacién V +—s (V*, by, dv) es una dualided izquierda en
V si se cumplen las siguientes identidades

(idy ® dv)(by ®idv) = idy. (1.27)

(dv & idv-)(idv- ® bv) = idy-. (1.28)

De la misma manera existe el concepto de dualidad derecha. Supongamos
que para cada objeto V, hay asociado un objeto *V' y dos morfismos

by:1—"VeV, d:V&V-—lL (1.29)

Diremos que la asignacién V — (*V, by, dyv) es una dualidad derecha en V
si se cumplen las siguientes identidades

(dy & idy)(idv ® by) = idy. (1.30)

(id-y @ dv)(by ®@id-y) = id-y. (1.31)

En general, la dualidad izquierda y la dualidad derecha son diferentes, a
menos que se impongan condiciones extras a la categoria V. Sin embargo,
puede ocurrir que la categoria sea autdnoma, o sea, que tenga s la vez dual-
idad izquierda y derecha. En ese caso, hay isomotfismos

VRV (V) (1.32)

Para la demostracion de este hecho, ver [12]. En lo que resta de éste capitulo,
duslidad significard dualidad izquierda.

Definicién 1.3.1. Una categoria monoidal con dnalidad es llamada categoria
Tigida.

Diremos que la dualidad es compatible con la torsion 8 y el trenzamiento
c st se curaple ademss quc

(9\/ 7 id\r-)bv = (idv ) GV-)])\I. (133)
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En general en la definicién de dualidad no se exige que (V*)* = V, pero
la compatibilidad de la dualidad implicard como veremos mas adelante que
V** = (V*)* es canénicamente isomorfo a V.

Definicién 1.3.2. Una categorfa monoidal V con trenzamiento c, torsién 8 y
dualided compatible (*, b, d), es llamada categoria de listones. Una categoria
de listones es estricta, si la categoria monoidal base lo es.

1.4 Bidlgebras (co)cuasitriangulares y de lis-
tones

En esta seccidon estableceremos, sin demostracidn, algunos preliminares alge-
braicos que seran usados en lo que sigue. En particular vamos a presentar los
primeros ejemplos de categorias monoidales, rigidas, trenzadas y de listones.
Remitimos en cada caso al lector a una fuente en donde se puede consultar
el material expuesto.

1.4.1 Algebras, coalgebras y bidlgebras

Daremos a continuacién un répido repaso a los conceptos de dlgebra, coal-
gebra, bidlgebra y dlgebra de Hopf. La idea de la exposicién es ir afadiendo
estructura a un algebra A, para que la categoria de sus representaciones sea
sucesivamente monoidal, rigida, trenzada y de listones. Un dlgebra (A, g, 7)
es un espacio vectorial sobre un campo k, con dos aplicaciones lineales,
p:A® A — A llamada producto y n : k — A llamada unidad, que
satisfacen las relaciones (ver 3.2.1 para los correspondientes diagramas con-
mutativos)

ple®ida) = p(ids ida), wn®ida) =ida = p(ida ® 7) (1.34)

Escribimos p{a®b) = ab. Las relaciones anteriores significan que el producto
es asociativo, a(bc) = (ab)c, y que tiene elemento neutro, al = a = la.

Sean At A— A®Aye: A— k, dos aplicaciones lineales. Si requerimos
que A* sea un dlgebra con producto y unidad dados por las aplicaciones

A ® A -2 (A A) 2w At k= k= A
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donde ¢ : A*@A" — (AR A)” es la aplicacién candnica —que es isomorfismo
si A es de dimensién finita— no es dificil demostrar (e se le debe exagir 8 A
y a €, que cumplan las siguientes condiciones duales de (1.34)

(A®id A = (Idy ® A)A, (e ®idA)A =idg = (ida®e)A  (1.35)

Si los morfismos A y ¢ satisfacen las condiciones anteriorcs, diremos que
(A, A, €) es una codlgebra. En general, una codlgebra (C, A, €) es un espacio
vectorial C sobre k, con aplicaciones lineales A: C — C®Cye:C — k
que satisfacen (1.35), sustituyendo A por C.

Un A-mddulo izquierdo o simplemente A-mddulo, es un espacio vectorial
V con una aplicacién lineal puy : A®V — V, tal que py(p @ idv) =
pv(ida @ pv) y pv(n®idy) = idy. Si escribimos py (e @ v) = a - v, entonces
las relaciones anteriores se expresan como siguc

a-{d -v)=(ad)-v y 1l v=w.

La categorfa A-Mod de A-médulos (o categoria de representaciones de A)
tiene como objetos a los A-médulos y como morfismos a las aplicaciones A-
lineales, es decir, aplicaciones tales que f(a-v) =a- f(v).

Supongamos que la categoria A-Mod es monoidal con el producto tensorial
usual de espacios vectoriales (e isomorfismos naturales a,! y r usuales) y con
objeto identidad el campo base k, —lo cual significa que tenemos una accidn
de A en % y para cusalesquiera A-médulos V y W, una accibn de Aen VW
— pero vamos & exigir que la estructura de categoria monoidal en A-Mod
satisfaga las dos condiciones siguientes:

1. La accion de A en A® A (A es un A-mddulo con la accion traslacion
izquierda, a - o’ = aa’) es compatible con el producto en A® A, esto es,
se tiene que a- (bR c)(H' ®c’) = (a- (b@¢c))(¥ @), para a,b,b', ¢, € A.

2. La accién de A en k es compatible con la accién de k en A, o sea, se
tiene quea-A=Xa -1, parav € Ay \\ 1, € k
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Entonces, si definimos la aplicacién lineal A : A — A ® A por Ale) =
a-(1® 1), resulta que A es morfismo de 4lgebras. En efecto,
A(ad) = (ad) - (1®1)

=a-(d-(181))

=a-(A(@))
a- ((1®1)A(a))

= (a- (1®1))A(2)

= A(a)A(e)
donde en la peniiltima igualdad hemos usado la compatibilidad 1.
Si definimos la aplicacién lineal € : A — k por €(a) = a - 1i, entonces € es
también morfismo de 4lgebras. En efecto,

(1.36)

e(ad’) = (ad’) - 1i

=¢(a’)a - 1k (1.37)

donde se ha usado la compatibilidad 2 en la cuarta igualdad. Resumiendo, si
la categorfa A-Mod es monoidal, de forma tal que se satisfacen las condiciones
de compatibilidad 1y 2, podemos definir dos morfismos de dlgebra A : A —
A®Aye: A— k. Siademds, (A, A, ¢) es una codlgebra, entonces diremos
que (A, u,n, A €) es una bidlgebra. En general, una bidlgebra (H, u,1, A, €)
es un espacio vectorial H con aplicaciones lineales p : H@ H — Hy
n : k — H que satisfacen (1.34) y morfismos de algebra, A: H — H® H
y e : H — k, lamados comultiplicacion y counidad respectivamente, que
satisfacen (1.35), en cada caso sustituyendo A por H.

Reciprocamente, si (A, 5,7, A, €) es una bialgebra, entonces podemos dotar
a A-Mod con una estructura de categoria monoidal tal que se satisfacen
las condiciones de compatibilidad 1 y 2. Para esto, primero notemos que si
V y W son A-médulos, entonces V @ W es (A ® A)-mdédulo con la accién
(a®b)-(vOwW)=0a-v®b-wparaa,be A, v eV yw e W. El morfismo
de algebras A, nos permite “jalar” la estructura a A, esto es, definimos

a-(vew)=A(a) (v@w) (1.38)
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paraa € A, v €V y w € W. Ademés, podemos definir
a-d=¢(a)x (1.39)

para a € Ay A € k. No es dificil ver que asi A-Mod es monoidal, de ma-
nera que se satisfacen las condiciones de compatibilidad 1 y 2. Resumiendo,
tenemos

Proposicién 1.4.1. Si (A, p,n, A, €) es una bidlgebra, entonces la calego-
ria A-Mod es monoidal con la estruclura antes mencionada que salisface
las relaciones de compatibilidad 1 y 2. Rectfprocamente, si para un dlgebra A
tenemos que A-Mod es monoidal, de manera que se satisfacen 1 y 2, entonces
eristen morfismos de digebra A : A — A® A ye: A — k como fueron
definidos mds arriba.

Nota 1.4.2. Supongamos que A es un dlgebrayque A: A — A® Ay
£ : A — k son morfismos de algebra. Pucde demostrarse entonces que
Proposicién 1.4.3. A es una bidlgebra con comultiplicacion A y counidad e,
51y s6lo si la categoria A-Mod con (%, a,l,1, k) usuales y con acciones como
las descritas en (1.38) y (1.89) es monoidal.

Por otra parte, si solo pedimos que A-Mod sea monoidal con ® de los
espacios vectoriales, pero con otros posibles isomorfismos naturales a, { y
7 llegamos al concepto de casibialgebra. Un 4lgebra A con dos morfismos
de 4dlgebra A y € es una casibidlgebro si la categoria A-Mod es monoidal
con el producto tensorial usual. Puede demostrarse entonces la siguiente
caracterizacién, que es en realidad la definicién original de casibidlgebra dada
por Drinfeld en [7].

Proposicién 1.4.4. Sea A un dlgebra con morfismos de Glgebra A y & como
antes. Entonces A es casibidlgebra si y solo si exisle un elemento invertible
D en AQ A® A y elementos invertibles |, v en A lales que

(id ® A)(A(a)) = ¥((A ®id)(A(a)))d™!
(e®id)(Ala)) = lal™!, (id®Ee)(A(a)) =7""ar
pare a € A,
(ld @id ® A)P)A ®id ® id) (D) = Bogy(id ® A ® id) (D) P13

([d@®e®id)(P) =7 !
donde Pyos =P Q@1 y Pyyy = 1@ .
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Notemos que &, ! y 7 “modulan” los axdomas (1.35). Cuando & = 1®1®1
y ! =7 =1, tenemos el concepto de bidlgebra. El elemento ¢ es llamado
“asociador de Drinfeld”. Para més detalles ver (7].
Nosotros aqui hemos usado un enfoque distinto, pues hemos partido de
una estructura monoidal cualquiera para A-Mod, es decir, de acciones cua-
lesquiera, no necesariamente dadas por (1.38) y (1.39), que cumplan con las
condiciones de compatibilidad 1 y 2, y hemos obtenido morfismos de 4igebra,
Aye.

Hemos visto hasta aqui condiciones que aseguran que la categoria A- Mod
sea monoidal. Para lograr que A-Mod sea pivotal necesitamos tener una
accién en V* para cualquier A-médulo V. Esto se logra con una antfpoda,
que definimos a continuacién.

Definicién 1.4.5. Una antipoda para una bidlgebra (H,u,7,A,€), es un
endomorfismo S de H que satisface la relacidn

1(S ®id)A = u(id ® S)A = ne (1.40)
Un dlgebra de Hopf es una bidlgebra (H, u,7, A, €) con una antipoda S.

Asociada a un élgebra A = (A, u,n), tenemos otra glgebra llamada
el dlgebra opuesta, A" = (A, u?,n) que tiene el mismo conjunto subya-
cente, pero la multiplicacién es invertida, u® = po P4 4, donde Py 4 es la
trasposicién. O sea (ab)y, = ba. De manera dual, asociada & una codlgebra
C = (C,A,¢), tenemos asocisda una codlgebra opuesta, C? = (C,A? =
Pcc o A,e). Se tiene entonces lo siguiente.

Proposicién 1.4.6. Sea H = (H, p,71, A, g, S) un dlgebra de Hopf. Entonces
HOPP = (H, u% 1,A% ¢, 8) es otra dlgebra de Hopf y

S: H — Jgoreer

es morfismo de dlyebras de Hopf. Siadernds, S es un isomorfismo con inversa
S~1, entonces H® = (H,u,n,A,e,87Y) y H® = (H, u,1,A%,¢) son
dlgebras de Hopf isomorfas, con isomorfismo dado por S.

Para una demostracién de esta proposicién, ver 13|, pigina 55. Si H es
un algebra de Hopf con antipoda S, vamos a mostrar cémo dar una estruc-
tura natural de H-médulo en el espacio vectorial Hom(V, V*) de aplicaciones
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lineales de V en V’. Primero observemos que la relacién ((z ® z) - f)(v) =
z- f(2' ), le da una estructura de A ® H°P-médulo a Hom(V, V’). Ahora, si
H es slgebra de Hopf con antipoda S, entonces (id ® S)A: H — H @ H?
es morfismo de dlgebras en virtud de la proposicidn anterior. “Jalamos” la
accién usando este morfismo para obtener una accién de H en Hom(V, V).
Explicitamente queda

(2N)w) = ' f(S(") - v) (1.41)

(=)

donde hemos usado la notacién de Sweedler ([30]) para A, o sea A(z) =
2T ®z" € H® H. En realidad la notacién original de Sweedler usa
subindices: A(z) = 2(:) €1y ® T2y, pero las dos notaciones son aceptadas
(la expuesta aqui es usada en el libro de Kassel). En particular, si tomamos
V' =k con la accién (1.39), la relacién (1.41) nos da una accién de H en el
espacio vectorial dual V*, quedando

(z-/)(v) = f(S(z) v) (1.42)

para f : V — k, 2 € H. De esta manera la subcategoriade H-mdédulos
de dimensién finita, H-Mod,, es una categoria rigida, tomando by : k —
VeV*ydy:V*®V — k como los morfismos evaluacién y coevaluacién
usuales. Si ademas, la antipoda S es invertible, para cada H-méodulo V
denotemos por *V al espacio dual de V pero provisto ahora de una accién
de H dada por

(z- N){v) = f(§7(z) - »).
Definimos by, : k —*V®V yd, : V® V — k por

by (1) = Zv‘ ®vi y dy(v;®v) =8
Fécilmente se verifica que estos morfismos son H-lineales, dotando a H-Mod;
con una dualidad derecha. Resumiendo:

Proposicién 1.4.7. 8i (H, p,n, 8, e, S) es dlgebra de Hopf, entonces la subca-
legoria H-Mod; de H-Mod, de H-médulos de dimensidn finita es rigida. Si
ademds S es invertible, enlonces la categoria H-Mod; es auténoma.

Para mds detalles ver [13].
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1.4.2 Bialgebras cuasitriangulares

Definicién 1.4.8. Sea (H,u,n, A, €) una bialgebra. Decimos que H es ca-
sicoconmautativa, si existe un elemento invertible R del &lgebra H ® H tal que
para todo z € H tenemos

A% (x) = RA(z)R™ . (1.43)

donde A% = Py yoA, denota el coproducto opuesto en A. A un tal elemento
le llamaremos R-matriz universal

Si R = 3,8 ®t;, entonces la relacién (1.43) se puede expresar en la
notacién de Sweedler, por

Yoa'sierti=) s’ ® i’ (1.44)
(z)i (z).d

Definimos un dlgebra de Hopf casicoconmutativa, como un Algebra de Hopf
cuya bidlgebra estructural es casicoconmutativa.

Definicién 1.4.9. Una bidlgebra casicoconmutativa (H, u,7, A, €, R) o un
glgebra de Hopf casicoconmutativa (H,x,1,A,€,5, 57!, R), es cuasitriangu-
lar, si la R-matriz universal R satisface las siguientes relaciones

(A®idp)(R) = RizRas, (idw ® A)(R) = RysRyz (1.45)

donde R13=E‘8|‘®1®t,’, R23=2,-1®3i®tiy Rl2=2g5i®t’i®l-

Las bidlgebras trenzadas juegan un papel muy importante en la teoria de
los grupos cuénticos y las B- matrices (o soluciones de la ecuacién de Yang-
Baxter). En [5] y |6] donde el concepto se define por primera vez, aparece
con el nombre de bidlgebras casitriangulares, que usan muchos autores. Le
llemamos bilgebra trenzada, siguiendo a Kassel en [13], denominacién esta,
que se justifica con la siguiente proposicién.

Proposicidén 1.4.10. Sea (H, u,n, A, €) una bidlgebra. La categoria H-Mod,
de mdédulos sobre H es trenzada, 51y sélo si la bidlgebra H es trenzada.

La idea de la demostracidn es la siguiente: Si H tiene R-matriz R yVy
W son H-médulos, entonces se demuestra que

c{,zlw(u @ w) = Pyw(R(v ® w)) (1.46)
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definido para todo v € V y w € W define un trenzamiento en la categoria
H-Mod. Reciprocamente, si la categoria H-Mod tiene un trenzamiento ¢, se
demuestra que R = Py y(cy #(1®1)) define una R-matriz universal para H.
De esta proposicién se deduce en particular, que si la bidlgebra H tiene une
R~ matriz universal R, entonces ¢, es una R- matriz para V, es decir es
solucion de la ecuacidén de Yang-Baxter para el H-mdédulo V.

1.4.3 Bialgebras cocuasitriangulares

De la misma manera en que las bidlgebras trenzadas inducen trenzamien-
tos en sus categoriss de mddulos, hay bidlgebras que inducen trenzamien-
tos en sus categoriasde comédulos (ver la Definicién 3.3.17). Estas son las
bidlgebras cotrenzadas, concepto dual al de bidlgebra trenzada, que definimos
a continuacién.

Definicién 1.4.11. Una bislgebra cotrenzada (H,p,n,A,e,7) es una biél-
gebra H junto con una forma lineal » definida en H ® H que satisface las
siguientes condiciones

(i) existe una forma lineal ¥ en H ® H tal que

rXxXT =T%1T—=¢ (147)
(i) se tiene que
LP =Txpx*T (1.48)
(i) y por dltimo
T(p®idy) = T13 % Taa, Ty ® p) =13 %112 (1.49)

donde * es el producto convolucién de formas lineales, y 712 = r®¢, 723 = eQr
y 713 = (EQT){Py,p®idy). La forma lineal r es llamada la R-forma universal
para H. Un algebra de Hopf es cotrenzada, si su bidlgebra, estructural lo es.

Las relaciones anteriores se pueden expresar nsando la notacién de Sweedler,
ver [13].
La relacién (1.48) es dual de (1.43), mientras que las relaciones (1.49) corres-

ponden a las relaciones (1.45). De la misma manera, tenemos un dual para
1.4.10.

Proposicién 1.4.12. Sea (H,p,7,A,¢,) una bidlgebra. La categoria H-
Comod de comddulos sobre H es trenzada, si y 86lo si la bidlgebra H es
cotrenzada.
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No daremos la demostracién, pero vamos a dar la expresién para el tren-
zamiento, en el caso en que H sea cotrenzada con R-forma universal r. Si V
y W son H-comédulos, entonces cvyw : V@ W — W ® V estd dada por la
composicién

‘}dH®PW.H®{d

Vew s we iM% oW e H® 'HoHW eV —

r@idwev
—_—

weV

Para més detalles ver [10], [17], o [27].

1.4.4 Algebras de listones

Con lo visto hasta ahora, no estamos lejos de nuestro primer ejemplo de ca-
tegoria de listones. Ya hemos visto que una R-matriz universal en un 4lgebra
de Hopf H, induce un trenzamiento en la categoria de sus representaciones.
La pregunta natural que surge entonces, es qué estructura en H induciré una
torsién en la categoria H-Mod. La respuesta la da la siguiente definicién.

Definicién 1.4.18. Un algebra de Hopf trenzada H es un dlgebra de listones,
si existe un elemento § que pertenece al centro de H y que satisface las
retaciones

AG) = (RaR)™!, €@ =1 y S =6 (1.50)

Como ya mencionamos, las 4lgebras de listones inducen categorias de
listones.

Proposicién 1.4.14. Para cualquier dlgebra de listones H, la categoria pi-
votal H-Mod; es una categoria de listones con torsién 8y : V — V dada
por Oy(u) = 0~'u. Reciprocamente, si H es un dlgebra de Hopf trenzada
de dimension finita y la categoria H-Mod, con dualidad (izquierda) es de
listones, entonces H es un dlgebra de listones.

Para una demostracidn de esta proposicidn, el lector puede consultar [13],
pp. 365-366. Las slgebras de listones fueron definidas por primera vez por
Reshetikhin y Turaev en [23).

Ejemplo 1.4.15. Vamos a considerar el dlgebra envolvente cuéntica de s[(2),
U, = U, (s[(2)) para ¢ # 0, (definide por Kulish y Reshetikhin en [14] aunque



20 CAPITULO 1. PRELIMINARES

seguiremos a [13]) en lo sucesivo) que es una (-deformacién del dlgebra envol-
vente U de s1(2). El dlgebra U, se puede prescntar como e} algebra generada
por las variables E, F, K, K™, L y las relaciones

KKl1=K1'K=1, (1.51)

KEK™'=¢°E, KFK™'=¢°F, (1.52)
(B, Fl=L, (q—¢ YL =K-K, (1.53)
[LE|=g(EK+ K'E), |L,F|=q¢ " (EF+K™'F) (1.54)

Resulta entonces que si ¢ = 1, se tiene
Uy 2 UIK|/(K*~1) y U=ZU/(K-1) (1.55)

donde U es el algebra envolvente de s((2). Sin embargo es posible dar una
presentacion més sencilla de U, si ¢ 3 %1, a saber, como el 4lgebra generada
por las variables E, F, I(, X~!, con las relaciones

KK = K7K =1, (1.56)

K- K-

KEK™ =B, KFK™ =qF, |E.F="—0 (1.57)

Con esta ultima presentacidén vamos a dar una estructura de algebra de Hopf
en U,. Definimos

AB)=1@E+EQK, AF)=K'®F+F®l, AK)=K®K,

(1.58)
AKNY=K'®@K™, gE)=e(F)=0, e)=¢e(K)=1, (1.59)
S(E)=-EK™', S(F)=-KF, S(U\)=K) SKYHY=K (1.60)

Se puede demostrar entonces que (Ug, 11,1, A€, S) es un 8lgebra de Hopf.
Por lo tanto, la categoria U,-Mod; es pivotal, segiin 1.4.7. Antes de seguir
afiadiendo estructura a U,-Mod,, vamos a considerar la subdlgebra de Hopf
U, de U, definida como sigie. Supongamos que ¢ es raiz de la unidad y sea
d su orden. Vamos a suponer que d > 2 y sea.

o= d  sidesimpar
~ | d/2 sides par

Definicién 1.4.16. El dlgebra I/, es el cociente de U, con el ideal bilateral
generado por los elementos (centrales) £ . [® v I(¢ — 1,
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Puede demostrarse que la estructura de algebra de Hopt dada en U, in-
duce una estructura de algebra de Hopf en U, de manera que la aplicacién
cociente U, —+ U, es morfismo de dlgebras de Hopf y que U, es de dimensién
finita. Varnos a restringirnos a la categorfa U,-Mod;.

Para construir un trenzamiento en Uq-Mod/ o equivalentemente, una R-
matriz universal en U,, se usa la construccién doble cudntico de Drinfeld
([5]), que construye, a pertir de un algebra de Hopf con antfpoda invertible
y de dimensién finita H, un élgebra trenzada D(H). Para este fin, se con-
sidera la subédlgebra de U,, B, generada por e) conjunto {E™K"}ocmn<d-
Como 8lgebra, es facil ver que B, esté generada por E'y K con las relaciones
KEK™' = ¢*E, E* =0y K% =1 Se prueba entonces que existe un
epimorfismo x : D(B, — U,)que es tal que si Rp es una R-matriz uni-
versal en D(B,), entonces (x ® x)(Rp) es una R- matriz universal en U,
Explicitamente, la R-matriz universal para Uq queda

— _l . . . -
ﬁ — _1_ Z (q q )qk(k—l)/2+2k(|—_1)—‘2|] EkKl ®FkK’. (1.61)

P !
0<ig k<d-1

donde |n| = 9—4—,— y [2)! = [n}[n = 1]...[1], para ¢ # 1.
Por 0ltimo, Reshetﬂ(hm y Turaev demostraron en [24] que UQ es un algebra
de listones, esto es

Proposicién 1.4.17. El dlgebra de Hopf U, es de listones con 6 = K~ _u
uK~!, donde u = 7, S(ti)s: y 8 y l; estdn definidos por la igualdad R =
> .S ®t eU,®U,.

Asf, la categoria U,-Mod; es una categoria de listones.

1.5 Calculo grafico.

En esta seccidén discutiremos una téecnica para representar morfismos en
una categoria monoidal mediante diagramas en el plano. Veremos, al fi-
nal del capitulo 2, su justificacién para el caso en que la categoria sea de
listones. Esta técnica se conoce como calculo grafico y nos permite susti-
tuir razonamientos algebraicos que involucran diagramas conmutativos, por
razonamientos geométricos sencillos. Por ejernplo, cuando se considera la
dualidad en una categoria monoidal las formulas tienden a complicarse, por
lo que este método serd de gran utilidad para demostrar resultados en las
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iV

o

Figura 1.1: Representacién de un morfismo f: U — V.

categorias pivotales y de listones.

Representaremos un morfismo en una categoria monoidal V por un rectingulo
con dos flechas orientadas hacia abajo como se muestra en la figura 1.1. Nos
referiremos a U y V como los “colores” de las flechas y a f como el “color”
del recténgulo. La composicién de un morfismo f : U — V con otro
g:V — W se represents poniendo el diagrama de g encima del diagrama
de f como se muestra en la figura 1.2. La identidad de V se representa por

w7
g
gof| = 7
vy

Figura 1.2: Composicién de morfismos.

una flecha vertical |y dirigida hacia abajo. [l producto tensorial de dos mor-
fismos se representa colocandolos uno al lado del otro como se muestra en la
figura 1.3. Podemos también representar al morfismo f®g : UW — V®Z
por el diagrama de la figura 1.4. Tenemos entonces la igualdad de diagramas
de la figura 1.5. La identidad f®¢ = (f®id)(id®g) se ve graficamente como
el Ja figura 1.6. Esto nos lleva a un principio de isotopia parcial de diagra-
mas: en cualquier diagrama que represente a un morfismo dado, la parte de
la figura a la derecha (o a la izquierda) de una recta vertical se puede mover
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iV £Z

o v

Figura 1.3: Producto tensorial de morfismos.

VlZ

f®g

Ui/W
Figura 1.4: Un morfismo f@g: U@W — V ®Z

hacia arriba o hacia abajo sin cambiar el morfismo.

Vamos ahora a dar una descripcién gréfica de la dualidad introducida en
la Seccién 1.1.3. Representaremos la identidad de V* por una flecha vertical
dirigida hacia arriba Ty. De manera mds general, usaremos la convencién
de que una flecha dirigida hacia arriba, estaré coloreada con el objeto dual.
De esta manera, por ejemplo, hay cuatro formas distintas de representar un
morfismo f : U* — V* como se muestra en la figura 1.7. Los morfismos que
definen la dualidad, by : | — V@V*ydy : V*®V — I se representan en
la figura 1.8 y las identidades 1.27, 1.28 toman la forma grafica de la figura
1.9
Definimos ahora la aplicacién dual, f*: V* — U* de ur morfismo f: U —
V en una categoria pivotal V por

J* = (dy ®idy-)(idv- ® f ® idy-)(idv- ® by). (1.62)

Gréficamente, la aplicacidn dual de una aplicacién f : U — V se representa



24 CAPITULO 1. PRELIMINARES

v |Z 14 VA
IR f

/f®g |= | f g
UvYw U 2%

Figura 1.5: Igualdad de los diagramas para f ® g.

N N il
R

Figura 1.6: Isotopia parcial de diagramas.

< 0g

entonces como en la figura 1.10.

Proposicidn 1.5.1. Sea V una categoria pivotal.

(i) Si f:V—W yg:U—V son morfismos de V , enlonces se cumple
que (fog)' =g o f, y(idv)* = idy- pare cualquier objeto V, esio es, la
dualidad es un funtor contravariante *: V— V.

(it) Si U, V,W son objetos de V, lenemos biyecciones naturales

Hom{(U ® V, W) = Hom(U,W & V") (1.63)

Hom(U~™ ® V, W) = Hom(V,U @ W) (1.64)

Esto es, el funtor que en objetos es W — W @V (respectivamente, el funtor
que en objetos es W — U~ @W) es adjunlo izquierdo del funtor W — WeV~
(resp. del funtor W — U @ W).

(1it) Para cualquier par V,W de objelos de V, (V @ W) y W™ @ V" son
objetos isomorfos.

Demostracion
(i) Aunque una demostracién directa es facil de dar, usaremos el caleulo
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V* V V* V
f—‘ = |/ i =\ f = f
U* U* U U

Figura 1.7: Distintas formas de representar a f : U* — V™.

by, d,

Figura 1.8: Los morfismos by y dy.

grifico. La demostracion esté dada en la figura 1.11. La primera igualdad
se obtiene usando la figura 1.9 y la segunda igualded en la grafica usa la
isotopia de diagramas mencionada antes, representada en la figura 1.6.

(42) Definimos ¢ : Hom(U @ V, W) — Hom(U,W @ V*) y ¥ : Hom(U,W ®
V*) — Hom(U ® V, W) como sigue

o(f) : U2y ov eV — 2 weve

W(g): U ® Vﬂ,w QV*® VM»W

para f:UQV — W yg: U — W ®V*. Una demostracién grafica de
que son inversas se da en la figura 1.12 aunque por supuesto es posible dar
una demostracién directa usando las relaciones 1.27 y 1.28.

(#7) Definimos los morfismos yyw : W* @ V¥ — (VO W) y wyw
(VeW) — W* ® V* como las composiciones

Yvw = (dw ®idvewy)(idw- @ dy ®idweuew))(iIdw-gv- @ bvgw) (1.65)
vww = (dvew ®idw-gv+)([dvew) v ® bw @ idy.)(idvew) ® by) (1.66)

Si hacemos las composiciones graficas correspondientes, los morfismos yv,w
Y Yvw quedan representados como en la figura 1.13 La demostracién de que
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\Y \Y

\Y \"

Figura 1.9: Identidades 1.27 y 1.28.

U

14
Figura 1.10: La aplicacién dual de f.

son aplicaciones inversas una de otra es algo engorrosa si se hace de ma-
nere directa, sin embargo usando el célculo grafico es muy sencilla. En la
figura 1.14 se demuestra que vy w 0 yyw = idw-gv-. La demostracién de que
Tww o ww = idvew)- es completamente andloga y la omitimos.

Proposicién 1.5.2. Sea f: V — W un morfismo en una categoria pivotal.
Entonces se tienen las identidades

(f ®idy-)by = (idw ® f*)bw, dv(f'®idy) =dw(dw.® f) (1.67)

La primera igualdad de 1.67 se ve en forma grafica en la figura 1.15. La
segunda es una variacién obvia de ésta.
Demostracion.
La demostracién se da en la figura 1.16.
Supongamos ahora que la categoria es trenzada con trenzamiento c. Sean V
y W objetos de la categoria. En la figuwra 1.17 damos las representaciones
gréficas de cvw, CRly. Sty Cvew, G- vy Cywe, Sy Y Cphy-. Por lo
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/gj ' /—éj '

o = U = U =
= ]
NS v
W
A

= U = 20

A

v

Figura 1.11: Demostracién de 1.5.1 (z).

tanto se tienen las igualdades de diagramas como los de la figura 1.18. La
naturalidad de cy, se ve en la figura 1.19
En la figura 1.20, se demuestra usando el céleulo grafico la igualdad 1.22.

Supongamos ahora que la categoria tiene torsién 4. Representaremos a la
torsién fy y su inversa en la figura 1.21. De aqui que se tengan las igualdades
de diagramas de la figura 1.22 La relacidn 1.24 que define a la torsién 8 y
las igualdades de 1.25 se representan en la figura 1.23.

De la proposicién anterior se deduce el siguiente corolario.

Corolario 1.5.3. Una categoria pivotal V con torsion 8 es de listones si y
sélo si se cumple By- = (6v)* para todo objeto V de V.

Demostracion. Debemos demostrar que la relacién fy- = (0y)* es equi-
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 veo = [w: =,
U Uy

Figura 1.12: Demostracién de 1.5.1 (3t).

valente a la relacién (idy- ® 6y )by = (idy ® 8y-)by. La necesidad es con-
secuencia de 1.5.2 tomando W = V. La suficiencia se demuestra de manera
andloga en la figura 1.24.

Proposicién 1.5.4. En una categoria de listones V se tiene un isomorfismos
candnico entre V y V**,

Demostracidn. Es un ejercicio sencillo de calculo gréfico.
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Ve w

yew

N N

Figura 1.14: vyw o yyw = idy-gy-.
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I

Figura 1.15: f ® idy- )bv = (idw ® f* )

Figura 1.16: Demostracién de 1.5.2.

14 w

vy

[

=1
Cyty

Figura 1.17: Representaciones del trenzamiento.
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W

Figura 1.18: Invertibilidad de cvw.

W!

o

14

V}

w’ v’
N S

Figura 1.19: Naturalidad de cyw.

N
\ = Cuv
AR Uév
U VvV w

1\ﬁ

v&u

w

v&U

Cuv

5

UV w

Figura 1.20: Demostracién de 1.22.
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w
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Figura 1.21: 6y y 6;%.

v ) )lV vy

Figura. 1.22: ev o 6\71 = i(lv = 9;1 o Gv.
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Enllcry
el = X = B9 -
N N
N Y Y
= [6w] [6y =

Figura 1.23: Relaciones 1.24 y 1.25.

14 14 24
eV — m\” — 9\/!
[
V |4 |4

Figura 1.24: Suficiencia de 1.5.3.




Capitulo 2

Ejemplos y funtores monoidales

2.1 Ejemplos geométricos

En esta seccién veremos algunos ejemplos geométricos de categorias monoi-
dales. En cada ejemplo veremos si la categoria ticne trenzamiento, dualidad
y torsién. Esta seccién estd tomada de [8], [13|, 133], [21] v [35|.

2.1.1 Elementos de la teoria de nudos

Definicién 2.1.1. Un nudo (knot) es un subespacio X de R* homeomorfo
a 8! Dos nudos Ky y K, son equivalentes, si existe un homeororfismo
0 : R* — R® que conserva la orientacién, tal que ¢(Ky) = K;. Un nudo
manso es un nudo que es equivalente a un nudo poligonal, es decir, un nudo
que estd formado por un nimero finito de segmentos. En lo que sigue nos
restringiremos a nudos mansos. (En contraposicidn a los nudos mansos, exis-
ten los nudos salvajes; ver por ejemplo [21]) Un enlace es una unién ajena
de una familia finita de nudos en R?, es decir, nudos que posiblemente se
entrelacen, pero que no se intersectan. De esta manera, un nudo es un enlace
con una sola componente.

Nota 2.1.2. Recordemos que un homeomorfismo ¢ : R® — R? es isotdpico
2 la identidad, si existe una isotopia H : yp ~ idys, es decir, una homotopis,
tal que para cada L € I, H, : R®> — R3 es un homeomorfismo, Hy = p y
Hy =idgs. Si K C R? es un nudo, entonces K, = H,_,(K) C R? es un nudo
para cada (. Ademss, Ky = K y cuando ¢ varia de 0 a 1, K se deforma en

34
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R3. De un tal homeomorfismo ¢ decimos que conserva la orientacidn. Este
es el concepto que hemos usado en la definicidn anterior.

Definicién 2.1.3. Un diagrama de enlace es la proyeccién de un enlace en
R? sobre un plano tal que la curva resultante tenga solo un nimero finito de
puntos dobles aislados, con interseccién transversal, en los que se ha selec-
cionado cual es la linea que va por encima y la que va por debajo (y si el
enlace es orientado, la orientacién inducida por el enlace). A una proyeccién
de este tipo se le llama proyeccién regular.

Reidemeister (22] demostré el siguiente teorema que caracteriza la clase
de isotopia de un enlace en términos de sus diagramas de enlaces.

Teorema 2.1.4. Dos diagramas de enlaces representan enlaces equivalentes
(ambientalmente isotdpicos) en R® si y sélo si uno se obtiene del otro apli-
cando un nimero finito de veces las transformaciones (o jugadas) de Rei-
demeister (I), (II) y (1I1), e isotopia de diagramas. Ademds la isotopia de
diagramas puede ser reemplazada con las transformaciones (IL.I) y (IL.1I).

Todas estas transformaciones estan representadas en la figura 2.1. Diremos
/ \ N N
i o | R GRS
\
f ( \ / \ AN
I I 1

R R NN N

Figura 2.1: Jugadas de Reideimester e isotopia de diagramas

abusando del lenguaje que dos diagramas relacionados por las transforma-
ciones anteriores son isotdpicos. La siguiente definicion se debe a Kauffman.

Definicién 2.1.5. Dos diagramas de enlaces son regularmente isotdpicos si
son equivalentes bajo las transformaciones (1), (I11), (I1.7) y (IL.77). (Note
que no se pide 1).
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Veremos ahora el concepto de marana (tangle) y de maranas equivalentes.

Definicién 2.1.6. Sean k£ y ! dos enteros no negativos. Una (k,!)-marania
(o (k,1)-ouvillo) es una subvariedad L, compacia, lisa y unidimensional de
R? x [0,1], tal que &L = L N (B2 x {0,1}) = {(3,0,0) | i = 1,2,..,k} U
{(7,0,1) | = 1,2,...,1}, y tal que en los puntos frontera, L es ortogonal a
los planos R? x 0 y R? x 1. Una orienlacion de una (k,l)-marafia es una
orientacién de la variedad L. A cada (k,!/)-maraia orientada, le asociamos
dos sucesiones de niimeros, (£,€2,...,8x) ¥y (W1, v, ..., 1), denotadas s(L) y
t(L) respectivamente. Los nimeros €; se definen de forma que ¢; = 1 si el
vector unitario tangente a (:,0,0) € L es el vector (0,0,—-1) y & = —1 si
es el vector (0,0,1). El nimero v; = %1 se define exactamente de la misma
manera por la direccién del vector unitario tangente en el punto (4,0,1). Si
k = 0 (respectivamente ! = 0), s(L) = # (respectivamente ¢(L) = 0). Notese
que una (0, 0)-marafia no es mas que un nudo (encajado en & x (0, 1)).

Definicién 2.1.7. Dos maranas L, y Lo, son equivalentes, si existe une
isotopia de X = Rx /I xRB H : X x[ — X, tal que H(z,0) =z v
H{L;,1) = L;. O sea H es un homeomorfismo para cada ¢, que empieza en
la identidad de X y tal que para cada {, H(t, —)|sx = idsx-

Al igual que con los nudos, hay marabas salvajes y maranas mansas. A
estas dltimas nos restringirenios.

Definicién 2.1.8. Un diagrama de marenia es la proyeccién regular de una
marana en el plano zz. Puede demostrarse al igual que en el caso de los
diagramas de enlace, que una tal proyeccién siempre existe. De esta manera,
un diagrama de marafia puede ser visto como una porcidn de un diagrama
de enlace contenido en un rectdngulo quc se intersecta con la frontera dc éste
s6lo en los lados superior & inferior.

Se tiene un resultado andlogo a 2.1.4.

Teorema 2.1.9. Dos diagramos de maranas represenian marenias equiva-
lentes en R x I x R, s1 y solo si uno se obtiene del olro aplicando un nimero
finito de veces, las transformaciones (1), (II), (I1]) e isotopias de diagramas,
que equivalen o lransformaciones del tipo 111 y 1.1/,
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2.1.2 Categorias de maranas

Ejemplo 2.1.10. Categoria de maranas orientadas. Los objetos de
esta categoria son sucesiones finitas cuyos elementos son los nimeros 1 y -1,
incluyendo la sucesién vacia. Un morfismo de uns sucesién € = (€1, €3, .-., £x)
a una sucesién v = (v, 1, ..., 1), es una clase de isotopfa de (k,[)-merafias
orientadas L, tal que s(L) = ¢ y {{L) = v. La composicién de los morfismos
L:e—vylL :v— ) eslaclase de isotopia que se obtiene al escoger
un representante de L/, situarlo encima de un representante de L y luego
encogerlo de manera obvia, & una marafia en R x / x R. La identidad del
objeto £ = (), €4, ...,£x) es la clase de la marafia que se obtiene tomando &
segmentos verticales que unen los puntos (4,0,1) y (5,0,0) con la orientacién
como se explicd en la subseccién anterior. La identidad del objeto @ es el
morfismo @ — @ representado por la (0,0)-marana vacia. Denotaremos
esta categoria por M. En la figura 2.2 mostramos un ejemplo de mararnia
y en la figura 2.3 un ejemplo de composicién de marafias.

El producto tensorial de dos sucesiones € = (gy,£a,...,€x) Y ¥ = (V1, Vs, ..., 1)

+ + - =
YAy =
\
% = *+ - =k -—
Figura 2.2 Una marafia que representa a un morfismo con dominio
(1,-1,1,-1,1,-1) y codominio (1,1, -1, —1).

es el objeto : @ v = (g),£2,...,€x,v1,V,...14) y el objeto identidad es la
sucesién vacia @. De esta manera es ficil ver que la categoria (MO, ®,0)
es monoidal estricta. Ademds ex de listones con las siguicnies estructuras
de trenzamiento, dualidad y torsién. Para cada objeto £ = (€, €2, ..., £x),
definimos su dual por £* = (—¢&;, —¢4_;. ..., —&1). Definimos el trenzamiento
¢ y la dualidad (*,b,d) como en la figura 4.6 (a), (c) y (d) respectivamente
aunque en este caso los arcos son orientados. Lu torsién 4 se define como la
identidad en los objetos (1) y (—1) y se exticnde a cualquier objeto segiin la
{6rmula 1.24. Ver por ejemplo [33].
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POl AR

Figura 2.3: Composicidn de dos maranas

Ejemplo 2.1.11. Categoria de maranas no orientadas. Esta catego-
riaes similar & la anterior, con la diferencia de que ahora los arcos no son
orientados. Los objetos son entonces los niimeros naturales, con el cero como
objeto identidad, y los morfismos son ctases de isotopias de marafas no orien-
tadas. La estructura de categoria de listones es obviamente andloga a la del
ejemplo anterior.

Ejemplo 2.1.12. Categorfas de diagramas de maranas . (Este ejem-
plo estd tomado de [8]). La categoria de diagramas de marafias orientadas
salvo isotopia regular (respectivamente marainas orientadas salvo isotopia;
marafias no orientadas salvo isotopia regular; marafas no orientadas salvo
isotopia, marafias orientadas S-coloreadas salvo isotopia regular; etc), deno-
tadas por DOMR; DOM; DMR;DMR; S — DOMIR; etc, es la categoria que
tiene por objetos a sucesiones cuyos elementos son 1y —1 (respectivamente,
sucesiones cuyos elementos son 1 y —1; nlGmeros naturales; nimeros natu-
rales; sucesiones cuyos elementos son elementos del conjunto {1, -1} xS ; etc)
y cuyos morfismos son clases de diagramas de maranas orientadas respecto a
isotopia regular (respectivamente, clases de diagramas de maranas orientadas
respecto a isotopia; clases de diagramas de maranas no orientadas respecto
a isotopia regular; clases de diagramas de marafias no orientadas respecto a
isotopia; clases de diagramas de marafias respecto a isotopia regular en la
cual los arcos de un representante estdn “coloreados” con los elementos del
conjunto S de manera tal que las isotopias no cambian los “colores”; etc). En
todos los casos la composicidn f o g se realiza pegando el lado inferior de un
representante de la clase de la marafa f con el lado superior de un represen-
tante de la clase de la marana ¢ y tomando su clase de isotopia respectiva.
Ademss el producto tensorial se realiza, en todos los casos, como en el ejem-
plo anterior, o sea colocando uno a) lado del otro de izquierda & derecha. El
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objeto identidad es la sucesién vacia (respectivamente, la sucesién vacia; 0;
0; la sucesién vacia; etc). El dual de un objeto, lo definimos invirtiendo el
orden de la sucesién y cambiando el signo de sus elementos (respectivamente,
invirtiendo el orden de la sucesién y cambiando el signo de sus elementos; el
mismo objeto; el mismo objeto; invirtiendo el orden de la sucesién y cam-
biando el signo de sus elementos sin cambiar el color; etc). El trenzamiento
¢, y la dualidad (*,b, d) se definen de manera anéloga a como se definié en el
ejemplo anterior tomando 10s arcos orientados y/o coloreados, st la categoria
respectiva es orientada y/o coloreada.

Ejemplo 2.1.13. Categoria de marafias enmarcadas. La categoria de
marafias enmarcadas ME tiene los mismos objetos que MO, pero un mor-
fismo es una clase de isotopia de marafia enmarcada. Una marafia enmar-
cada L es una marafia con un campo vectorial normal de clase C* definido
en ella, tal que el campo nunca es tangente &8 L y estd dado por el vector
(0,—1,0) en los puntos frontera L. Podemos imaginar una marafia enmar-
cada, como una maraiia en la que en lugar de arcos, tenemos listones, uno
de cuyos bordes es la marafia en sf y el otro, es la marafia que se obtiene de
la primera haciendo una pequefia traslacidn en la direccién del campo vecto-
rial. Un enmarcamiento (framing) de una marafia enmarcada L es una clase
de homotopia de campos vectoriales normales, donde dos campos vectoriales
se dicen homotépicos si uno se puede transformar en el otro mediante una
homotopia dentro de la clase de campos vectoriales normales.

Las merafias enmarcadas admiten también una representacién como diagra-
meas en el plano. En principio se pueden representar como diagramas de
listones, proyectando los listones en el plano, de manera anéloga a como se
hace con marailas usuales, pero mejor adn, se pueden representar como dia-
gramas de marafias usuales. Sea D un diagrama de marafas. Por definicién,
este diagrama va a representar la marafia enmarcada que tiene como marafia
subyacente a la que ésta representa y cuyo enmarcamiento estd dado por el
campo vectorial constante (0, —1,0), que es perpendicular al plano del dia-
grama y que apunta hacia el lector. Para representar una marana enmarcada
en general, basta con saber cdmo representar una marafa alrededor de la cual
el campo vectorial rota un dngulo de 27 o de —27. Los diagramas correspon-
dientes se representan en la figura 2.4. Los de listones en a y b y los diagramas
de maranas, en ¢ y d. La composicién de morfismos, el producto tensorial,
la dualidad y el trenzamiento se generalizan en este caso de manera natural.
Sin embargo, la torsién ya no es trivial. Definimos 64, : (1) — (%1) como
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Figura 2.4: Representacién de una torcedura completa en un listén.

la marafa enmarcada que tiene a id4, como marafia subyacente y en la que
el campo vectorial da una vuelta comnpleta de 27, si el objeto es 1 y —2x si
el objeto es —1 como en las figuras 2.4 a y b. La torsidn se extiende al resto
de los objetos, por la férmula 1.24.

El siguiente ejemplo es una generalizacion de este tltimo.

Ejemplo 2.1.14. Categoria de graficas de listones sobre una cate-
gorfa pivotal estricta. Una grifica de listones es una superficie compacta y
orientada de R3, que se puede descomponer en piezas béasicas: bandas, anillos
y cupones. Una banda es la imagen homeomorfa del cuadrado [0, 1] x [0, 1].
A las imagenes de los intervalos [0,1] x 0 y [0,1| x 1 las llamamos bases de
la banda, mientras que a la imagen del intervalo (1/2) x |0, 1] la llamaremos
el alma de la banda.

Un anillo es la imagen homeomorfa del cilindro S! x [0, 1]. La imagen del
circulo §! x (1/2) se denominard el alma del anillo. Una banda o un anillo
se dice que estdn dirigidos, si sus almas respectivas estan orientadas.

Un cupdn es una banda con una base distinguida, llamada base inferior. La
base opuesta es llamada base superior.

Definicién 2.1.15. Sean k,!/ enteros no negativos. Una (k,!)-grdfica de
listones en R? es una superficic orientada 2, encajada en R? x |0, 1], que
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se puede descomponer en la unién de un nimero finito de bandas, anillos y
cupones, de manera que:

(¢) Q intersecta los planos R? x 0 y RB? x 1 ortogonalmente en los siguientes
segmentos, que son la bases de ciertas bandas de Q2 :

{[i = (1/10), + (1/10)] x 0x 0| i =1,2, ..., k}

{l7 - (1/10),7 + (1/10)] x 0% 1| j=1,2,...,0}

En los puntos de esos segmentos, la orientacién de €2, estd determinada por
el par de vectores (1,0,0) y (0,0,1) tangentes a 2.

(¢7) Las otras bases de las bandas yacen en las bases de los cupones; de otra
forma, las bandas cupones y anillos son ajenos.

(42) Las bandas y los anillos, estan dirigidos.

Por una isotopia de grificas de listones vamos a entender una isotopia
en R? x [0,1] que es constante en los intervalos {ronteras (mencionados en
(1)) ¥ que conserva la descomposicién en bandas, anillos y cupones, asi como
las direcciones de las bandas y anillos y la orientacién de la superficie. En el
curso de la isotopia las bases de las bandas que yacen en las bases de cupones
se pueden mover a lo largo de estas bases sin tocarse entre si.

De manera similar al caso de enlaces y marafias las grdficas de listones
se pueden representar por diagramas planos. La proyeccién la realizamos
primero deformando la grafica en R? x [0,1) a la posicién general, o sea, de
manera que quede casi paralela y muy cerca del plano R x 0 x R. En par-
ticular, los cupones deben quedar paralelos al plano de proyeccién de forma
tal que las bases superiores queden por arriba de las inferiores. Proyectamos
entonces los cupones y las almas (no toda la banda) de. las bandas. Los puxn-
tos de cruce no deben solaparse con las proyecciones de los cupones.
Esperamos que al lector le quede clara la idea general de la definicién de
gréficas de listones y de diagramas de graficas de listones. En la figura 2.5
mostramos ejemplos de graficas de listones. Hay algunos detalles por pre-
cisar, pero harfan esta seccidn, a mi juicio, innecesariamente larga; el lector
interesado puede consultar la fuente original [35] de donde fue extraido este
importante ejemplo.

Sea ahora V, una categoria pivotal. Diremos que una gréafica de listones
esta coloreada sobre V si cada bands y cada anillo de la gréfica tiene asocia-
do un objeto de V. A este objeto lo lamaremos el color de la banda o del
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Figura 2.5: Ejemplos de graficas de listones.

anillo. Los cupones del diagrama los coloreamos con morfismos de V como
sigue. Sea @ un cupén de una grafica 2 con bandas y anillos coloreados.
Sean Wy, Vs, ..., Vi, los colores de las bandas de Q que tocan a Ja base inferior
de @, y que aparecen en el orden inducido por la oricntacién de (2 restringida
a @, y sean Wi, Wy, ..., W, los colores de las bandas de {2 que tocan a la
base superior de @ y que aparecen en el orden inducido por la orientacién
opuesta. En la figura 2.6 hemos representado una gréfica en donde @ esté
orientado en sentido horario. Sean ), ..., ptm € {—1,1}, (respectivamente

(W, .&) (W, En)

(v, K, ) (M)

Figura 2.6: Ejemplo de grafica V— coloreada

€1y €n € {=1,1}) los nimeros determinados por las direcciones de las
bandas, o sea, p; = 1 (respectivamente ; = —1) si la orientacién de la banda
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sale del cupdn y p; = —1 (respectivamente ¢; = 1) si la orientacién de la
banda es hacia el cupén. Un color del cupén @ es un morfismo arbitrario
f VW ®..®Vi~m — W'®...® WS, donde para cada objeto V de V,
definimos V! = V y V-1 = V. Una grafice de listones decimos entonces que
estd V—coloreada, si todas sus bandas, anillos y cupones estdn coloreadas.
La técnica de colorear graficas de listones se extiende de manera obvia a los
diagramas de gréficas de listones, en donde se colorean las proyecciones de
la almas de bandas y anillos y las proyecciones de los cupones.

Pasamos ahora a definir la categoria de gréficas de listones.

Definicién 2.1.16. La categoria de graficas de listones V-coloreadas, deno-
tada por Ly tiene como objetos a sucesiones finitas ((V1, i1), ., (Vin, tim) ),
donde V), ..., Vi son objetos de V 'y yy, ..., gm € {—1,1}. La sucesién vacia
también se considera un objeto de Lv. Un morfismo 0 — ¢’ es una clase
de isotopfa de graficas de listones V-coloreadas tal que o (respectivamente
o’) es la sucesién de objetos y direcciones de estos que inciden en la frontera
inferior (respectivamente superior). El producto tensorial, la dualidad, el
trenzamiento y la torsién se definen de manera andloga a como se definieron
en el ejemplo anterior.

2.2 Ejemplos algebraicos

En la seccién anterior vimos algunos ejemplos geométricos de categorias de
listones. Ya en el capitulo anterior, vimos un primer ejemplo algebraico
de categorfa de listones, a saber, la categoria Uq-Mod/. En esta seccién
veremos otros ejemplos algebraicos. La relacién con los ejemplos geométricos
la veremos en la siguiente seccién.

Ejemplo 2.2.1. Sea K un anillo conmutativo con unidad. La categorfa P(K)
de los K-médulos proyectivos finitamente generados sobre K y aplicaciones
K-lineales es una categoria de listones. A saber, el producto tensorial es el
usual sobre K, pougamos | = /. Con el producto tensorial y el objeto unidad
as{ definidos, es obvio que P(K) es una categoria monoidal. El trenzamiento
es el sistema de trasposiciones Py w mencionado al inicio de la seccién 1.2. La
torsién la definimos como la identidad 8y = idy y la dualidad de la manera
usual, o sea definimos V* = Hom(V, K), el morfismody : V' ® V — K
como la evaluacion a @ v — «a(v), para @ € V" y v € K y el morfismo
by : K — V@®V"* lo definimos como by = (dy)' : K* = K — (V*®V)" =
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V=@V* =V®V", en donde hemos usado las identificaciones usuales K* = K
v V** = V. Es fécil verificar que se cumplen los axiomas que definen a una
categorfa de listones.

Sea V un médulo libre finitamente generado con base (vi)i<cicn ¥ (¥)1<icn
la base dual de V. Es un hecho conocido del dlgebra lineal que se tiene up
isomorfismo Ay : V ® V* — End(V), definido por Ay (& ® v)(u) = a(u)v
para ¢ € K y v,u € V. En este caso by (1) = A;'(idy). Es fécil ver que
expresado en las bases, tenemos que by (1) = S1_, vi @ v'.

Nuestro segundo ejemplo es algo més interesante.

Ejemplo 2.2.2. Sea G un grupo abeliano escrito multiplicativamente, X un
anillo conmutativo con unidad, K* el grupo multiplicativo formado por los
elementos invertibles en K y ¢ : G x G — K* bilineal, esto es, ¢ cumple
que c¢(g¢, k) = c(g, h)c(g’, h) y (g, hi') = c(g, h)c(g, i) para g,¢', h, W € G.
Definimos una categoria V como sigue. Los objetos de V son los elementos
de G. Para cusalquier ¢ € G el conjunto Hom(g, g) es una copia de K y
st g # h, Hom(g, k) = 0 es un conjunto unitario que llamaremos cero. La
composicién de dos morfismos g — h — f es la multiplicacién de los
elementos correspondientes en K si f = g = h y es cero en otro caso. Asi,
la unidad de K juega el papel del morfismo identidad de cualquier objeto.
Vamos a definir un producto tensorial en V. Definimos g ® h := gh y el
producto tensorial de dos morfismos g — h y ¢ — A’ como el producto
de los elementos correspondientes de K si g = h'y ¢’ = h’ y como cero en
otro caso. Es fécil ver que este producto tensorial hace de V una categoria
nonoidal estricta con objeto unidad la identidad de G.
Definiremos ahora un trenzamiento y una torsién en V. Para g,h € G
definimos ¢y :=¢(g,h) € K : g2 h=gh — L ® g = hg = gh y la torsién
8, :=c(g,9) € K. Las igualdades (1.18), (1.19) y (1.24) son consecuencia de
la bilinealidad y la naturalidad de ¢ y 0 y se verifican ficilmente. Definimos
el objeto dual de g como su inverso, esto es, g* = g~'. Entonces by : 1 —
9®g" = gg~' =1 es el elemento unidad 1 € K al igual que el morfismo
dy:9"®g=g"1g=1-— L. Las identidades que deben cumplir by y dy se
trivializan y la compatibilidad de § se deduce de la identidad ¢(g~!,g7!) =
c(g,9). De esta manera, V es una categoria de listones.

El siguiente ejemplo estd tomado de [8] donde se dejan al lector muchas de

las demostraciones que aqui hacemos. Ademds, nosotros le hemos aniadido
la torsidn a la categoria que alli construyen.
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Ejemplo 2.2.3. Sea G un grupo. Un G-conjunto cruzado (derecho) es un
conjunto X en el que G actiia por la derecha X x G — X y una aplicacién
[-]: X — G tal que el siguiente diagrama conmuta

XxG—X

|»|xidc1 lM

G x Gc—> G
on j
donde conj : G X G — G es la accién derecha de G en si mismo dada por
conjugacién. En otras palabras , se satisface la relacién g~!|z|g = |z - g].
Una aplicacién entre G-conjuntos cruzados f : X — Y, es una aplicacién
G-equivariante (o sea f(z-g) = f(z) g) tal que el siguiente diagrama conmuta

A

Vamos a denotar la categoria de los G-conjuntos cruzados y aplicaciones
entre estos por A'(G). Definimos un producto tensorial en X(G) por X @Y :=
X x Y con la G-accién diagonal dada por (z,y) - g = (z- g,y 9) y con la
aplicaciéon X @ Y = X x Y — G dada por |(z,y)| = |z]|y|- Le igualdad

X

a7 (z,y)lg = g7 'I=llylg = g7 |xlgg ™ |ylg = |z - glly - g

demuestra que X ® Y es un objeto de X(G). De la misma maners, si dados
dos morfismos f y h, definimos f ® h := f X h, las igualdades

(fxh)({(z9) 9)=(f(z 9),hly - 9)=(f xh)(z,%)-9

I(f x 2@, 9}l = [(f(z), ()] = | F@)Aw)] = lzlly| = 1(z, )]

demuestran que f ® g = f x g es un morfismo en X(G). Asi, X(G) es una
categoria roonoidal estricta con objeto unidad ¢! G-conjunto {1}, con |1| = 1.
Definimos lss aplicaciones cxy : X®Y — Y®X por cx .y (z,y) = (y,z-|y]),
paraz € X y y € Y. Tenemos entonces que:
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Proposicién 2.2.4. Las aplicacionescyy : X ® Y — Y ® X definen un

trenzamiento en la categoria X(G).

Demostracion.

cxy((z,y)-9) =cxy(z -9,y 9)
=(y-9,(z-9) ly- gl
=(-9,(z-9)-97'lylg)
=(y 9.2 lylg)
=Wz y)-g
= (cxv)(z,y) g

Asf, ¢ es G-equivariante . Ademds,

lex,y (2, )] = [y, 2 - [yl
= [yllz - |yl|
= |ylly| ™ |=)|v!
= |z||y|

= |(z,y)l

Luego cx,y es un morfismo en X(G). Por dltimo, las igualdades:

(idy ® cx,z)(cx,y ®@idz)(z,y. 2) = (idy ® cx,2) (y,2 - |y, 2)
=y 2z Jyl-|2])
=27 [(y,2))
= C,\ﬁY@Z((L‘,T ,Z)

(cx,z ® idy)(idy ® cv,z)(2,y,2) = (cx,z @ idy )z, 2,y - |2])
= (2,2 |2,y 2])
= (z,(z,y) - |2])
= cxgv.z(2,9, 2)
(exry ) (f ® h)(z,y) = cx v (f(2), A(y))
= (h(y), f(z) - [h(v)])
= (h(y), f(z) - |yl)
= (h(y), f(z - ly]))
= (h® flex,y)(z, )

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(25)

(2.6)
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donde en la ditima igualdad f: X — X'y h: Y — Y’, son morfismos en
X(G), demuestran que cy y es un trenzamiento en la categoria X(G).

Con esto tenemos entonces que la categoria X () es monoidal estricta con
trenzamiento. Sin embargo no es pivotal, puesto que no hay un candidato
natural para X*. Este ¢jemplo estda tomado de [8] y también aparece con
algunas variaciones en [13]. En [8] se construye una categoria asociada que
si resulta ser pivotal con trenzamiento, y en [13] se ve que ésta, para el
caso particular en que X es una potencia de G, resulta ser de listones. No
obstante, debemos hacer notar que X () asi definida tiene torsién. Tenemos
el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.5. Sea 8y : X — X definido por 8x («) = z-|z|. Enlonces
la familia de isomorfismos 8y es una torsion en X(G).

Demostracion. Es claro que ()~ (z) = z-|z| ™!, luego fy es isomorfismo
para cada X. La igualdad

Ox(z:9) = z-g-lz-g|l = 2-9-(97"|zlg) = z-(|zlg) = (z-|z]) 9 = Ox(z)-¢ (2.7)

demuestra que fx es G-equivariante. Concluimos que #x es morfismo de
G-conjuntos cruzados, de la igualdad

8% (2)] = |z - [2]| = |2]~Jall] = 2] (2.8)

Por otra parte, tenemos que

Oxev(z,y) = (z,9) |(z,9)] = (z,9) - []]y] (2.9)
y por otro lado

cyaxcxay (0x @ Oyv)(z,y) = craxcyev(z - |z|, v |yl)
= cyax(y (Yl (z- 7)) - |y - Jyl])
= cyax(y- vl = (lz]|lyl~ylly)
=cyex(y- |y, = - |z||y])
= (z - |=|lyl, (w- [¥]) - |= - |=]|yll)
= (z - [ollyl, v~ (yllyl™ = =]zl y]))
= (z- |z]lyl,y - |=][y])
= (z,y) - |=||y|

(2.10)

L}

]
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Por lo tanto, dxgy = cygxcxey(fx ®0y) y con esto termina la demostracién.

Para poder definir una dualidad en X(G), tomamos un anillo conmutativo
con unidad R y pasamos a matrices sobre 2.

Definicién 2.2.6. Definimos la categoria X(G)/R como sigue. Los objetos
de X(G)/R son los C-conjuntos cruzados finitos, pero Hom(X,Y') es el con-
junto de matrices indiciadas por pares (z,y) € X x Y tales que:

I Mzgyg= My, Vg€G

. Mey = bjel, 1y Mzy.

Proposicién 2.2.7. X{G)/R es en efecto una categoria monoidal con objeto
unidad {1} y con la composicién y el produclo tensorial de morfismos, dados
por la multiplicacién y el producio tensorial de malrices respectivamente.

Nota 2.2.8. Producto tensorial de matrices.

Recordemos como se realiza el producto tensorial de matrices. Sean A =
(@ij)1cicpi<i<q ¥ B = (bu)i<k<mi<icn dos matrices sobre un anillo conmu-
tativo R. La matriz A ® B es una matriz de orden pm x gn que se define
como sigue. Indizamos las filas del producto tensorial con los pares (i, k),1 <
1 <p, 1 <k <my las columnas con los pares (7,1),1 <j<q,1<1I<n
siguiendo el orden lexicografico, esto es, (3, k) < (7', k) sii < osii=1y
k < ¥'. Entonces el elemento en Ja fila (¢, k) y la columna (4,1) es a;;bi. Por
ejemplo,

av av bu bv
av' av b W

u v
a b ;] | e a W W
(C d)@ w o= (2.11)
c o du dV
wl’ C’U” du” dv”

Demostracion. Sean M : X — Y y N: Y — Z morfismos en X(G)/R.
Entonces

(No M)zg2.q = Z Mz g,yNy,zg = Z Mz owgNygzg = Z My Ny,

yeY vey yeY
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La segunda igualdad se deduce de que y — 1.¢ es una biyeccién de Y en si
mismo. Ademss

(NoM)ee = MoyN,o = Syt Mey Nyz = izt o} (N © M)s,s.

yeY yeY

En otras palabras, (N o M),. es cero si |z| # |z|. Esto prueba que la
composicidn estd bien definida y es claro que idy es la matriz (87 5/)z e x-
Supongamos ahora que M : X — X'y N : Y — Y’ son dos morfismos en
X(G)/Ryque X = {z),25,...,2,}, X' = {2, 2}, .., .}, Y = {y1, 42, s Y]}
yY' = {y, ¥ - ¥,} ysea Q = M®N. Las filas de @ estdn indizadas por las
El elemento de Q en la fila (zi,y) y la columna (z},1) es My o Ny,
Luego

Q(z;.yk)-g.(z;.y,’).g = Q(:x.g‘yk-g).(r}-y\vég) = N]I-»9|3;-9Nyk'9;l,/|-g = MIE»I;N!U;.!/: =
= Qoymhl(=iw) ¥

@ousl # 1@l & lelll # 1zll = ol # 1) o ful # Il =
MI‘__-,; =00 Nyk‘w = 0. Por lo tanto Q(_-,hyk)\(fj_%) ={0. Luego M ® N €
Hom(X ® X', Y @ Y’). Ademss es claro que el objeto unidad {1} tiene las
propiedades deseadas.

La categoriza X (G)/R, asi definida, es pivotal con trenzamiento inducido por
el de X(G) como veremos a continuacién, pero de la misma manera tiene
torsién inducida por la que encontramos en 2.2.5.

Proposicién 2.2.9. X(G)/R es una categoria pivotal, con X* definido como
el mismo conjunlo X, pero con la aplicacién |- |~ en lugar de |- |, y con b
y d, definidos por

by (1) = Z(x,.’c)

z€X

(lx(l:,.’l,‘/) = 6::.::’-

Ademds es de listones con trenzamiento Mxy : X ®Y — Y ® X definido
de manere que

Mz 2y = Oexy ten =) = Oya)oizlul. =)
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y la torsidn como la matriz ©x : X — X definida por
O(zzy = box(z)=

Demostracién. Ver [8]. Lo nuevo aqui es la torsién, y la demostracién de
que se cumplen las condiciones requeridas, se deduce de las propiedades del
producto tensorial de matrices y de la delta de Kronecker.

2.3 Funtores monoidales

Nuestro primer ejemplo de funtor monoidal estricto, relaciona las categorias
de los ejemplos 2.1.10 y 2.2.1. A un tal funlor lo llamaremos una repre-
sentacion de la categoria M. La importancia de tener una representacion
de MQ, radica en el hecho de que cada representacién F determing un in-
variante de isotopia de enlaces orientados con valores en el campo X. En
efecto, un enlace orientado L en R2x|0,1| (este espacio es difeomorfo a R?)
se puede considerar como un endorgorfismo del objeto identidad 0. Por lo
tanto, la imagen F(L) es un endomorfismo de J(, o sea multiplicacién por
un escalar en K. Por definicidon este escalar depende solamente de la ctase de
isotopia de L.

Denotemos por X, , X_, N, U, n y 0] respectivamente a los morfismos
a, b c d ey fde MO mostrados en la figura 2.7. Turaev en [33| e inde-

\/\ //; ﬂkgjf\kfj

a

Figura 2.7: Generadores de MO

pendientemente Freyd y Yetter en |§], demostraron que la categoria MO, se
puede presentar como generada por los morfisinos anteriores con relaciones
entre ellos y los morfismos id, e id_,.
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Por ejemplo, Turaev usa las relaciones siguientes:

(LMoul)=l=(A 1ol T) (212
(TMo(UN=1=NNo(TU) (213)
XioX_=X_oXy=|] (2.14)

(X3 Dol Xe)o (X )= (L Xy)o(Xs Lol X+> (2.15)

(LA)o(XeTo(lu)=l (2.16)
(NI o Xz No(MlU)o (1L Mo (1 X2 No (U 1) =I1  (2.17)
(ML) XN o(UINoMiNo (T Xz1)0 mu)— (2.18)

(NTDo (TN 1T e (1T Xs T o (1TLU D o (11 V) =
= (M Mo LA N Xe TN (1T LMo (R 11)  (219)

donde, para simplificar la notacién, hemos escrito ab en lugar de a @ b.

Supongamos ahora que F es un funtor monoidal estricto de MO a la
categoria Ky de espacios vectoriales de dimensién finita sobre X, con la
estructura de listones que hereda como subcategoria del ejemplo 2.2.1. En-
tonces, si F(1) = V, debido a que X, es isomorfismo en MO y en virtud de
(1.22), F(X4) = R satisface la ecuacién de Yang-Baxter para V, o sea, es
un automorfismo de V ® V que cumple que:

(R®idy)(idv ® R)(R® idy) = (idv @ R)(R ® idy)(idv ® R).

En ese caso diremos también que R es una R-mairiz para V. Reciprocamente,
sea R: V@V — V&V un automorfismo en V ® V que es solucién de la
ecuacion de Yang-Bexter y 4 : V — V automorfismo de V que satisfacen
las relaciones:

Rlp@up) = (p@p)R (2.20)
tro( R*(idy ® 1)) = idy (2.21)
(TRT)*(idy- ® p)(RET)* (idy- @ 17") = idygy- (2.22)

El siguiente teorema se debe a Turaev, (33)

Teorema 2.3.1. Dadas una R-malriz R y un automorfismo u en un espacio
de dimensidn finita V que salisfacen las relaciones (2.20), (2.21) y (2.22),
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eziste un dnico funtor tensorial estricto F de MO a Ky, tal que F(1) =V,
F(-1)=V",y

F(Xy) =R, FU)=by, F(U)=(dv-@p by  (223)

Necesariamente enlonces se liene
F(X_)=R7, F(N)=dy, F(N)=dy-(®idy-). (2.24)

No veremos la demostracién del teorema, remitimos al lector a [33] o [13],
aunque la idea de la demostracién es clara: los generadores de MO satisfacen
ciertas relaciones que deben satisfacer las imégenes por F. Las condiciones
(2.20), (2.21) y (2.22) garantizan que asi sea.

Ejemplo 2.3.2. Sea m > 1 y V,, un espacio vectorial sobre & de dimensién
m, con base {v, ..., v }. Definimos Ry, : Vi @ Vi, — V,,, @ Vi, por

"y ® sii=j,
Ru(vi®u;) = ¢ 7™, S si i< j, (2.25)
T ®v+¢ (- Ny ®u; sij>i

tm (v:) = 07?7 idy, 0, (2.26)

Puede demostrarse entonces que el par (Rnq, pm) satisface las condiciones del
teorema 2.3.1, luego este par da lugar & un invariante de isotopia de MO.
De este invariante se puede derivar el conocido polinomio de Jones-Conway
para nudos y enlaces. Ver [33].

Consideremos la categoria ME del ejemplo 2.1.13. Esta categoria tiene
una propiedad universal que establecemos a continuacién.

Teorema 2.3.3. Sea C una calegoria de listones y V un objeto de C. En-
tonces existe un wnico funtor monoidel estricto Fy de ME o C que conserva
el trenzamiento, la dualidad (izquierda) y la torsién, y tal que F(+1) = V.

El teorema anterior nos da un método para encontrar invariantes de en-
laces enmarcados. Por ejemplo, tornemos en el ejemplo 2.2.3, la subcategoria
Xc(G)/ R de X(G)/ R cuya coleccién de objetos es el conjunto {1,G, G%?,...}.
Si aplicamos el teorema anterior a la categoria Xz(G)/R y al objeto G,
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obtenemos un endomorfismo Fs(L) del objeto {1}, 0 sea un namero en-
tero, para cada enlace enmarcado L. Por ejemplo, Fg(L) es el nimero de
pares (g1, 92) € G ® G que conmutan, g,g» = §29;, si L es el enlace de Hopf,
y que cumplen la condicién gig2g;" = g5 'g1g2, si L es el nudo trébol. En
general, en [8] se demuestra que F¢(L) es ¢! niimero de homororfismos de
grupo del grupo fundamental de L a G.

Por iltimo, consideremos para una categoria de listones V, la categoria Lv
del ejemplo 2.1.16. Se tiene que ((35]):

Teorema 2.3.4. Sea V una categorfa de listones estricta con trenzamiento
¢, torsidn 8 y dualidad compatible (*,b,d). Eziste un unico funtor covariante
F = Fy: Ly — V que conserva el produclo tensorial y que satisface las
siguientes condictones:

(i) F transforma cualquier objeto (V, +1) en V y cualquier objelo (V, -1) en
Ve,

(ii) para cualesquiern objetos V y W de V, tenemos

F(Xgw) =cvw, Flev)=0, FUv)=by, F(Nv)=dy,

donde X‘j"w es el morfismo de Ly que corresponde a la figura 2.7 (a) colo-
reada con los objetos V y W, vy es el morfismo de Ly que corresponde ¢
la figura 2.4 (c) coloreada con el objeto V, y Uy y Ny, son los morfismos
que corresponden a las figuras 2.7 (c) y (d) respeclivemente, coloreadas con
el objeto V,

(it1) F realiza la correspondencia entre los morfismos de Ly representados
en la figura 1.17, y sus correspondientes eliquetas.

Este teorema, entre otras cosas, (ver [35]), constituye un soporte riguroso
para el célculo grafico visto en el capitulo anterior. Si Q, £ son grificas de
listones V-coloreadas, y f es un morfismo en V, en 1.5 hemos escrito f = Q2
o () =, en cualquiera de los siguientes casos:

(i) f = F(®),
(it) @ ~ Q' (o sesa, si son isotdpicos) o, si
(iii) F(2) = F(&).



Capitulo 3

Trazas parciales y transfer

3.1 Traza y dimensién

Sea V una categoria de listones y sea K = Ky el semigrupo End(I) con
la multiplicacién inducida por la composicién de morfismos y el elemento
unidad id;. El semigrupo K es conmutativo, pues si k, k' : I — |, entonces

kK = (k®id)(id; ® ) = k® k' = (id) @ k') (k ® idy) = K'k.

Definiremos para endomorfismos en V un concepto de traza que toma valores
en K.

Definicién 3.1.1. Sea f: V — V un endomorfismo del objeto V. Defini-
mos su traze tr(f) € K como la composicién

t,r(_f) = dVCV,V'(QVf ® idv-)bv I — 1. (31)
Para un objeto V' de V definimos su dimensién Dim(V') por la férmula
DLm(V) = tl’(idv) = devlv-(av @ idv-)bv e K. (32)

Sean by : I — V*®V y dy : V@ V" — I los morfismos representados
en la figura 3.1. (En la definicion de estos morfismos estamos usando el teo-
rema 2.3.4).

Proposicién 3.1.2. En una categoria de listones V se cumple
dy =dycyy- 8y ®idy-) (3.3)
Ev = (idv- & 9v)va-bV (34)

54
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V 14

by dy

Figura 3.1: Los morfismos by y dv

Demostracion.
La demostracién de (3.3) se da gréficamente en la figura 3.2. La identidad
(3.4) se demuestra analogamente.

No es dificil ver que la asignacién V — (V*,by,dv) es una dualidad
derecha en V. Por lo tanto, la proposicién anterior nos da un método para
construir una dualidad derecha, a partir de una dualidad izquierda, usando
el trenzamiento y la torsién.

En lo que sigue, vamos a deducir algunas consecuencias de la proposicién
anterior.

Corolario 3.1.3. Tenemos las siguientes expresiones equivalentes para la
traza:

tr(f) = dy(f ® idy-)by = dv (idy- & f)by (3.5)

Demostracién. Para la primera igualdad tenemos,

tr(f) = dycyy- (evf ® idy- )bv
= dveyy- Oy ®idy-)(f @ idy-)by (3.6)
= av(f ®idy-)by

donde en la tltima igualdad se ha usado la identidad (3.3). Por otra parte,

tr(f) = dveyy- (Ov f ® idy- )by
= dveyy-(fv @ idy- )by
= dv(idv- @ fOv)cv,y-by (3.7)
= dy(idv- ® f)(idv- ® Oy )cvy-by
= dy(idv- ® f)by



56 CAPITULO 3. TRAZAS PARCIALES Y TRANSFER

donde en la segunda igualdad se ha usado la naturalidad de 8y, en la tercera
la naturalidad de cyy- y en la iltima, la igualdad (3.4).

De aqui obtenemos dos representaciones geométricas equivalentes para la
traza.

Corolario 3.1.4. La treza tr(f) de un endomorfismo f : V. — Vse ve
geomélricamente uniendo por un arco simple los extremos inferior y superior

de la representacidn grifica de f de cualgquiera de las formas mostradas en
la figura 3.3.

L h L

Figura 3.2 dy = dvevy-(0y ® idy-)

a2

[/ ] = (]

N

Figura 3.3: Representaciones equivalentes de tr(/f)
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Nota 3.1.5. En el caso en que el morfismo f represente a una marana
(orientada o no orientada), la construccidon geométrica a la que se refiere
el corolario anterior, se conoce como la cerradura de la marana f. Por
extension, en el caso general nos referiremos a esta construccién, como la
cerradura del morfismo f.

Corolario 3.1.6. Pare cuelquier endomorfismo f de un objeto V en una
categoria de listones, se tiene que tr(f*) = tr(f).

Demostracién. Se da en la figura 3.4, donde hemos representado a tr(f*)
como la cerradura del morfismo definido en (1.62).

i
-

Figura 3.4: tr(f”) = tr(f).

La traza asf definida tiene propiedades anélogas a las de la traza usual
definida en la categoria de médulos finitamente generados.

Proposicién 3.1.7. (i) Para cualquier par de morfismos f : V — W,
g: W — V se tiene que tr{fg) = tr(gf),

(%) Para cualquier par de endomorfismos f, g de objetos de V, se tiene que
tr(f ® 9) = tr(f)tr(g),

(ti8) Para cualquier morfismo k: 1 — 1 se tiene tr(k) = k

La condicién de conmutatividad (i) de 3.1.7 implica la invariancia de la
traza bajo la conjugacién en End(V), o sea tr(g~" fg) = tr(f).
Demostracion. Para (i) y (it), ver las figuras 3.5 y 3.6. La relacién (:i1),
se deduce facilmente de (3.1) puesto que todos los morfismos involucrados se
convierten en id;, salvo f que es igual a k. El resultado es tr(k) = k.
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Figura 3.5: tr(fg) = tr(gf)

Uae

Figura 3.6: tr(f ® g) = tr(f)tr(g)

3.2 Algebras en categorias monoidales.

En esta seccién extenderemos los conceptos de algebra y codlgebra a las
categorias monoidales.

Definicién 3.2.1. Sea V una categoria monoidal con objeto unidad I. De-
cimos que un objeto A de V es un dlgebre o que tiene estructura de dlgebra
en V, si existen morfismos p: AQ A — Ay n:1— A, tales que los
siguientes diagramas conmutan

ARAR A Ax A

id,\@#] JF‘
m

AR A A
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A n®id 4 A® A idadm
id l

A

o sea se cumple que (e ®id4) = p(ida® ) y p(ida ®n) =idg = u(n ®
id4). En este caso decimos que se satisfacen los axiomas de asoctativided
y de unidad respectivamente. Si (A,u,n) y (A, 1/, 7') son 4lgebras en V,
un morfismo f : A — A’ diremos que es un morfismo de dlgebras, si los
diagramas

ARAL o n

T

A— A

/ o
1
conmutan.

De manera dual tenemos el concepto de codlgebra. Un objeto C de V decimos
que es una codlgebra o que tiene estructura de codlgebra en V si exasten
morfismos A : C — C® C y ¢ : C —» | de manera que conmutan los
siguientes diagrarnas

A

c—2—~CcecC
N ' JA@MC
cec¥®ceocecC
C £@idce C ® C ide:®@e C
idc AT ide
C

O sea se cumple que (A ®@ idc)A = (ide ® A)A y (i[de ®€)A =ide = (6 ®
id¢)A. Decimos en este caso, que se satisfacen los axiomas de coasociativided
y de countdad respectivamente. Si (C,A,¢) y (C', A’,¢) son coalgebras en
V, diremos que un morfismo f : C — C’ es morfismo de codlgebras si los
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siguientes diagramas

C C’

N f B

cec B ogc

\\:/pl
I

C

conmutan.

En la figura 3.7 damos una representacién diagramética de los morfismos
p, n, Ay ey de los axiomas de asociatividad, unidad, coasociatividad y
counidad. Los diagramas correspondientes los etiquetamos con los numeros
1, ..., 8 respectivamente.

1 2 3 4
%% {4 cllcC
2y %Tc
6 8
Ay 5 44 Y G 7@&? Cl ¢
- - - C_ Cil =
AlA #}
A 4
A4 Py A Ju C C

Figura 3.7: Axiomas de algebra y de codlgebra.

Supongamos que V es una categoria monoidal con trenzamiento ¢, y sea
A un élgebra en V. Podemos dotar a A ® A con una estructura de algebra
de manera candnica usando el trenzamiento ¢.
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Proposicidn 3.2.2. Sea A un dlgebra en la categoria monoidal V que tiene
trenzamiento c. Entonces (A® A, 1,1 ®n) es dlgebra, donde 11 estd dado por

id4®ca, 4 Bidg

1 ARARA®A AQAQASALE Ao A

Demostracidn En la figura 3.8 se demuestra la proposicién. En la segunda
igualdad en la parte superior se ha usado dos veces el axioma de asociativi-
dad, en tanto que en la segunda igualdad de la parte inferior se ha usado dos
veces el axioma de unidad. Aunque no se ha sefialado en el dibujo, todos los
arcos estan coloreados con el objeto A.

I~ 1T

Figura 3.8: Estructura de algebra en A ® A.

Si C es una codlgebra en V, entonces de manera dual C® C tiene estruc-
tura de coalgebra, dada por

ide®cc,c®ide

A-coecBrcecececC CRC®CC.

El objeto I tiene estructura de Algebra y de codlgebra trivial, o sea, la mul-
tiplicacién, unidad, comultiplicacién y counidad son todos iguales a id;

Proposicién 3.2.3. §i (H, i, 1) es dlgebra y (H, A €) es codlgebra, entonces
las siguientes condiciones son equivalentes.

. AtH— H®H ye: H—1 son morfismos de dlgebras.

. pu: H®@H — H yn:1— H son morfismos de codlgebras.
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Demostracidn. El hecho de que A y £ sean morfismos de dlgebras equivale
a la conmutatividad de los siguientes diagramas:

HoHL® S H@HRHQH He H- 25121

/| |7 ”,£ !;d

H = HeH

n

| ——H 1

N

101 2% HeoH

En tanto que g y 1 son morfismos de coalgebras si los siguientes diagramas
conmutan

1] Qe

H®H H Heoa H—1®I
ST
Hou £
HOIH®H®H —HR®H H I

1 H [

n H
idl JA TN /
noY 1

[@1—HH

Teniendo en cuenta las definiciones de A y de i vernos que son exactamente
los mismos diagramas. La siguiente definicion se debe a Majid (1991), (ver
por ejemplo [29]).

Definicién 3.2.4. Sea H un objeto en una categoria monoidal V, que tiene
simultdneamente estructura de algebra (H,p,n) y de codlgebra (H, A, ¢).
Diremos que A es un bidlgebra, si los morfisinos p, 7, A, € satisfecen una de
tas dos condiciones equivalentes siguientes:

. & H—H®Hye: H— Ison morfismos de dlgebras.

. u: H® H — H yn:1 — H son morfismos de codlgebras.

Veremos en la siguiente proposicién que en una categoria pivotal, apare-
cen de manera natural objetos con estructura de dlgebra y de coalgebra.
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Proposicién 3.2.5. Sea V una caleyorin que es pwotal auténoma lal que
para todo objeto X se tiene *X = X*, o es de listones, y X un objeto de V.
Entonces el objeto B = X ® X" tiene estructura de dlgebra con p y 7 dadas
por

idx &dxBidy-
—_

L BEB=X®X ' @X®X" X®X' =B

n: 1%~ B

y tiene estructura de codlgebra con A y ¢ dadas por

idx®by @idy-
—_—

A:B=X@X" XX XX =B®B

£ B=X®X X1

Demostracién. En la figura 3.9 simultdneamente se representan los morfis-
mos 1 y 77 y se demuestran los axiomas de asociatividad y de unidad, o sea que
se cumplen las condiciones que definen a un algebra u(p®idx) = p(idx @ p)
y p(idx ® n) = idx = p(y ® idx). Los morfismos A y e los representamos
en la figura 3.10 La demostracién de los axiomas de coasociatividad y de
counidad es dual a ésta y la omitimos.

Sin embargo, el objeto B = X ® X~ no tiene estructura de bidlgebra, pues
no se cumplen las condiciones de compatibilidad de 3.2.4. En el Capitulo 5
veremos cémo construir, a partir de una categorfa pivotal, una en donde
existen objetos con estructura de bidlgebra.

Nota 3.2.6. Supongamos que F es una representacion de la categorie V, es
decir, un funtor monoidal estricto de V en la categoria de espacios vectoriales
sobre C de dimensién finita, y que A es un dlgebra en V. Eatonces F(A)
es un Algebra en el sentido usual. Analogamente, si C es una codlgebra en
V, entonces F(C) es una coélgebra en el sentido usual. Para F(A® A) =
F(A) ® F(A), tenemos dos estructuras de &lgebra, a saber, una dada por
(F(A® A), F(R), F(n®n)), donde (A @ A, I, &n) es la estructura de 3.2.2
y otra dada por la estructura usual o candnica para F(A) @ F(A), es decir
(F(A) @ F(A), (F(1) ® F())(idr(a) © Priayria) ® idreay), F(n) © F(n)).
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_ n= X

pinnsanadl

Figura 3.9: u(u ®idp) = u(idp ® p) y p(n ®idp) = u(idg ® n) = ids.

XU X
A

Figura 3.10: La comultiplicacién A y la counidad €

Vamos a escribit F(A) @ F(A) y F(A) ® F(A) para denotar las dlgebras
con las estructuras no canénica y candnica respectivamente. Notemos que
la diferencia radica en el producto, pues F(B) = (F(p) ® F(u))(idr) ®
Flcaga) ®idr(4)) y F(Capa) €s una R-matriz en F(A), que no coincide con
la trasposicidn P4 4 en general.

Es por esto ultimo, que st H es una bidlgebra en V, entonces no nece-
sariamente F(H) es una bidlgebra en el sentido usual, puesto que A :
H — H ® H es un morfismo de ilgebras en V| o sea, con el producto
(1@ u)(idy ® CHH © idy) en H @ H. Luego lo que tenemos es que F{A) :
F(H) — F(H)® F(H) es un morfismo de dlgebras, pero no necesaria-
mente lo es F(A) : F(H) — F(H) ® F(H).

Sin embargo, es posible obtener al dlgebra F(H) ® F(H) como la imagen
de un funtor si la categoria V es de listones y F es un funtor monidal es-
tricto que conserva la dualidad de V a la categoria de espacios vectoriales de
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dimensién finita sobre C, que denotaremos por Cys, considerada como cate-
goria de listones con la estructura usual (en particular el trenzamiento es la
trasposicién). Sean Lv y Lg,, las categoriasde gréficas de listones asociadas
a V y Cy respectivamente y Qy, Qc,, los funtores de la proposicién 2.3.4.
Podemos extender el funtor F, a un funtor F : Ly —~— Le¢, que trans-
forma el objeto ((V4,8)). .-, (Vin, Bm)) de Lv, donde 8 = £1, en el objeto
(FO)BY, oy (F (Vi) Br)) de L, y & una grifica de listones V-coloreada,
le cambia el color de las bandas, los cupones y anillos, por la imagen bajo el
funtor 7 de estos colores, quedando una grifica de listones Cy-coloreada.
Sean

R=Fo Qviﬁvg‘;V—};‘C‘U: S =Q¢y Oflﬁvi*‘cdfg—cijcd/
(3.8)
Entonces, si denotamos por ['y al trenzamiento de Ly coloreado con
el objeto V de V, tenemos que R(y) = F(cyy), en tanto que S(Ty) =
Pryzv). Sea Q el diagrama de grafica de listones V-coloreada de la figura
3.11 (a). La imagen F(f) est4 representada en el diagrama de la figura 3.11
(b). De aqui que R(2) = F(I) : F(11)® — F(H)®?, mientras que S(Q) =
(F(w) ® F()(idz(m) ® Promy,run * idron) « F(H)® — F(H)® Es
decir, R((H,1)® (H,1)) = F(H) ® F(H), en {anto que S((A, N®(H, 1) =
F(H) ® F(H). Luego las estructuras de dlgebra F(H)® F(H) y F(H)®

K ‘F{H)
i
R U — FUQW
) >
ul i 1" F(H) N | F(#)
@ F(n)F(H)

)

Figura 3.11: S(Q) = F(H)® F(H)

F(H) se obtienen de una misma grafica V-coloreada, como imagenes de dos
funtores distintos.

Haremos uso del funtor S en el Capitulo 5.
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Ejemplo 3.2.7. Si la categoria V es la categoria de espacios vectoriales,
con el trenzamiento dado por la trasposicidn, los conceptos anteriores son
entonces los conceptos usuales de dlgebras, codlgebras y bidlgebras. A con-
tinuacién veremos cual es la estructura de algebra y codlgebra en el espacio
vectorial V @ V" si V es un espacio vectorial de dimension finita. Estable-
ceremos el siguiente lema del algebra lineal, sin dar la demostracion.

Lema 3.2.8. La aplicacion xyy : V& U* — Hom(U,V) dada por xyuv(v®
a)(u)=c(uvparaue U, veV ya € V"' es un isomorfismo siU o V son
espacios vectoriales de dimension finita. En particular, siV es de dimensidén
finita, la aplicacién yyy : V @ V* — Eud(V) es un isomorfismo.

Entonces tenemos que

Proposicién 3.2.9. El producto en V ® V'~ definido en 8.2.5 corresponde
bajo la aplicacion x del lema anterior, a la composicion de aplicaciones. En
otras palabras x es un isomorfismo de ilychius.

Demostracion. Sean f:V — V y g: V — V dos endomorfismos de
V. Entonces es fécil ver que

\’\/(f)_ZfrJU ®@ v

En efecto,

XVV(ZLJ 1j &0 v') f’.* Z fi_; ) = f('b’k)

Anélogamente, tenemos
Xi-{lv(g) = Z.’/mn”,-, @ v™
Multiplicando en V @ V", queda

(Z f'Jv) “( ILII‘)(Z."JHH?}H :’.‘ Ilnl) - Z .(I”ll fJJ _"l I:’?‘ '”

m,n i

que es el morfismo que conmponclo bajo y a g o f. Ademds, tenemos que
X\/V(ldv ZI Uy Q<

La siguiente proposicién e un conucido resultado del dlgebra lineal que
establecemos sin demostracién.
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Proposicién 3.2.10. £l espacio dual de un dlgebra de dimension finita tiene
estructura de codlgebra.

De aqui, que la estructura de coilgebra en V & V" corresponda a la es-
tructura de codlgebra dual a End(V).

Nota 3.2.11. Supongamos ahora que F cs una representacion de la catego-
ria de listones X y sean X unobjetode X, V =F(X)y W = F(X®X*) =
V @ V*. Entonces R = F(cxgx-xox-) : WIW — W @W es una
R-matriz en W @ W, que corresponde bajo el isomorfismo de 3.2.8 a una
R-matriz, R en End(V) ® End(V). Por lo »isto en 3.2.6, W @ W y por
lo tanto End(V) ® End(V) tiene dos estructuras de &lgebra con la misma
unidad idy ® idy, a saber, la usval, y (f®@ g) ® (h @) — (fo h')® (¢ 01),
donde ¥ ® ¢’ = ﬁ(g ® h), que satisface (f ® g) ® (idy ®idy) —» f® gy
(idy @ idy) ® (h®¢) — h &1, para f,g,h e i endomorfismos de V.

Ejemplo 3.2.12. Consideremos la categoria X(G) del ejemplo 2.2.3.
Proposicién 3.2.13. El objeto G es un dlgebra en X(G).

Demostracion. G es un G-conjunto en X(G) con la accién dada por
conjugacién y | < | = idg. Definimos o : G& G = G x G — G como el
producto en el grupo, u(z,y) =zy y n: {1} — G, por n(1) = 1. Tenemos

w((z,y) - 9) = n(97'z9,97"yg)
=g 'zyg
= u(z,9)- g

para z,y,g9 € G, luego u es G—equivariante, y

lu(z, y)| = zy = |(z, )]

Es decir, |- |z =|-|. Por lo tanto, /2 ¢s morfismo en X(G) y es trivial ver que
también lo es 7.

Los axiomas de asociatividad y de unidad que se deben satisfacer en X(G)
son los correspondientes axiomas de asociatividad v de unidad en el grupo
G. Luego (G, 1, n) es un algebra en X(G).

Sin embargo no existe una estructura de codlgebra visible para G.
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Supongamos que A tiene estructura de algrbra (A, ji.n) y C de codlgebra
(C, A,€). Concluinos esta seccion definiendo wia operacién en Hom(C, A)
que llamaremos producto convolucion.

Definicién 3.2.14. Sean A un dlgebra y C una codlgebra en V. Para f,g €
Hom(C, A) definimos el producto convolucion de fy g, [ * g € Hom(C, A)
por

fxg:CL>CoC % AgA—2> 4

Supongamos que A es de la forma A = X ® X* y C es de la forma
C =Y ®Y™ con las estructuras de dlgebra y coalgebra de la proposicién 3.2.5.
Geométricamente, en este caso, el producto convolucién de los morfismos f

y g, se representa en la figura 3.12,
Definimos z : Hom(C, A) x Hom(C, A) — Hom(C.A) y 7 : {x} —

X ' X X
Y

Y Y I Y

Figura 3.12: Represcntacion gréfica de f * g.

Hom(C, A) por i{f,g) = [f*gy % = ne. Podemos copsiderar a I y 7
como morfismos en la categoria nonoidal de conjuntes, (C, X, *). Tenemos
entonces que

Proposicién 3.2.15. (Hom(C, A), i, 7) ¢s un dlgebra en la categoria monoidal
de conjuntos (C, X, *).

Demostracion. En la figura 3.13 se demuestran los axiomas de asociativi-
dad y unidad.
Vamos a usar este producto en ¢l siguiente capitulo para dar una descripeién
alternativa de las dlgebras de Tenperley-Licb.

Nota 3.2.18. Si la categoria V es la categoria de espacios vectoriales, la
definicién anterior es el conocido producto convolucién de aplicaciones li-
neales. Si H = A = C recordemo= que en este caso, (End(H), *,7¢) es un
dlgebra, y si las estructuras son compatibles, esto es, si H es una bidlgebra,
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Figura 3.13: (fxg)xh=[x(g*h)y fxne=f=nexf

entonces una antipoda S para H es un endomorfismo que es inverso de la
identidad para este producto, o sea, S *id = id * S = ne y que un dlgebra de
Hopf es una bidlgebra H con una antipoda S.

3.3 Trazas parciales y transfer.

3.3.1 Trazas parciales

En esta seccién vamos a extender el concepto de traza a trazas parciales
y veremos su relacién con el transfer que es un concepto de la topologia
algebraica, categorizado por Dold y Puppe en [4].

Definicién 8.3.1. Sea f: X @Y — X ®Y un endomorfismo en una cate-
goria de listones X. Definimos un endomorfismo de Y, denotado por try x(f)
y otro de X, denotado por tray (f) y que lamaremos la primera traza parcial
de frespecto a X y la sequnda traza parcial de [ respeclo a Y respectivamente,
como las composiciones

trx (/) Y22 X @ X o VY xr o x @ YRRy

toy () : XYY oy o v 2 x gy @y Sy
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Las trazas parciales se representan graficamente en la figura 3.14.
A continuacién verermos algunas de sus propiecades.

o

tr ) = / () =|_S
AL Uy

Figura 3.14: Trazas parciales.

Proposicién 3.3.2. Sea f : X @Y — X @Y un endomorfismo en una
categoria de listones X. Enlonces

(3) tr(try, x () = tr(tra,y (f)) = tr(f)
(it) siY = X, fridxgx = (trax(f) ®@idx) y idxex * f = (idx ® try x(f))-

Demostracion.
(i) La traza de cada una de las trazas parciales se representa como la cerra-
dura del morfismo f, luego el resultado se deduce del corolario 3.1.4.
(i) La primera igualdad se deinucstra graficamente en la figura 3.15. La
segunda igualdad se demuestra andlogaimente.
La siguiente proposicién relaciona inediante la traza parcial, al trenzamiento

X X

X1 \y

Flg'ura 3.15: f * id,\'@,‘\’ =1iry y (f) ® idy.

y la torsién en una categoria de lislones.

Proposicién 3.3.3. En una cateyoria de listones X con lrenzamiento ¢ y
torsién 8, se satisfacen lus relaciones

triv(exy) =trax{cy.y) = Oy (3.9)
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Demostracion. Se da en la figura 3.16.

Supongamos a la inversa, que la categoria V es trenzada —no suponemos que

X X

1) [N
N UA

Figura 3.16: tl‘g}y(Cx‘x) = 0)( = tl‘l‘x(Cxlx).

tiene torsién— y auténoma, o sea, que tiene dualidad izquierda (V*,by,dv)
y derecha (‘V,Ev,av), de forma tal que "V = V™ y V** es naturalmente
isomorfo a V. La dltima condjcidén implica que f** corresponde a f bajo el
isomorfismo natural. Podemos entonces definir las trazas parciales, segun las
férmulas 3.3.1. Tenemos entonces que:

Teorema 3.3.4. Supongamos que para cade objeto V de V, el morfismo
tryv(cvy) = tri{evy) : V — V es un isomorfismo. Entonces la férmula
Oy = try(cyy) define una torsion en V.

Demostracién. Por hipdtesis 6y es isomorfismo. Demostraremos que
Bvew = cwrcyw(fv @ ) vy que 8 es natural. La primera relacidén se
demuestra usando el cdlculo gréfico en la figura 3.17, donde se ha usado la
naturalidad del trenzamiento en los cruces encerrados en los circulos A y C,
y la relacién de Yang-Baxter para c en los cruces encerrados en el circulo
B. La figura 3.18 demuestra la naturalidad de tr;(cyy). La primera y
ultima igualdades se deducen de la naturalidad de c. La segunda igualdad se
deduce de la proposicion correspondiente a (1.67) para la dualidad derechs,
la tercera por isotopfa de diagramas y la cuarta de (1.67) teniendo en cuenta
que podemos sustituir a f** por f en la figura.

Supongamos que {H, u,n, A, <, S, R) es un 3lgebra de Hopf cuasitriangu-
lar con antipoda S. S es entonces invertible, pues en este caso S? resulta
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Flngl'a 3.17: tl’l(Cv@w‘v@w) = Cw_\'t'\'.w(tl')(cv.v) ® try (CW,W))

ser un automotfismo interno {ver por cjemplo. [13], seecién VII4 pagina
179). Sabemos por 1.4.7 y 1.4.10 que la categorin H-Mod; es una categoria
trenzada con dualidad izquierda. Podemus dotar a H-Mod; de una dualidad
derecha, si tomamos para un médulo V en f[-Mody, "V = V™ y

(@ f) () = (57 (x) - v) (3.10)

paraz € Hy f € V*. Se puede comprobar sin dificultad que las aplicaciones
by:k— V'eVyd: VeV — k delinidas por by(1) = S, ' ® v y
av(v,- @) = b;; define una dualidad derecha en H-Mod; de manera tal que
se satisfacen las condiciones previas a la proposicién anterior, o sea, "V = V*
y V** es naturalmente isomorfo a V. Por lo tanto, tenemos:

Corolario 3.3.5. Sea (H, 1,1, A€, S, R) un dlgebra de Hopf cuasitriangular
con antipoda invertible, y supongamos que para cada H-mddulo V en H-
Mody, se tiene que 6y = try(cyy) es un isomorfismo en V. Entonces la
fomilio (8y)y es una torsion compatible con la dualidad. Por lo tanto H-
Mod; es una cotegoria de listones o equivalentemente, H es un dlgebra de
listones.
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U

Demostracién. Sabemos por la proposicién anterior, que fy = tr;(cy,y) €s
una torsién en H-Mod;. Faltaria por demostrar que la torsién es compatible
con la dualidad, o equivalentemente, por 1.5.3, que try(cy- v-) = (tri(cvy))’.
Notemos primero que la nocién de traza parcial en H-Mod; coincide con
la nocién usual, a saber, si f : U@V — U ® V es un endomorfismo de
espacios vectoriales de dimensidn finita U y V con bases (u;)i<i<n Y (¥5)1<i<m
respectivamente, y si f(w ® v;) = 3 | f5'ux ® v, entonces

Figura 3.18: Naturalidad de tr;(cy,v)

() = fiw vy (D) =Y fPw (311)

1
Se cumple entonces que:

Lema 3.3.6. Las trazas parciales salisfacen try(f*) = (trg(f))* para a =
1,2.

Demostracién. Haremos la demostracién para cuando o = 1. El caso
a = 2 es anélogo. Tenemob Flov)=Y,, Uik @0, luego try () (vY) =

>l STt = (try(£))*(v7). Por lo tanto try(f7) = (tr;(f))".
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Aplicando el lema anterior para f = cyy, obtencmos el resultado deseado.

Ejemplo 3.3.7. Sea k un campo y H el cociente del algebra libre k{¢,z}
por el ideal bileteral generndo por 1> — 1,27, &l + Lx. Asi, H es un 4lgebra
de cuatro dimensiones, con base {1, 7, 4,.xL). No ¢s ificil demostrar que

Ay =t®t, Ax)=1®c+zwl, t)=1 (3.12)
e(z)=0, S{)y=1t, Sx)=tlz (3.13)

le dan a A una estructura de dlgebra de Hopf con antipoda S de orden de 4.
Este ejemplo se debe a Sweedler ([30]). Se puede demostrar también que

1 ) -

Ry = §(l®1+1®z+z®l —z @)+ (¢t Ht+lRTt+ Tl Rtz —tz @)
dota a H con una estructura de dlgebra de Hopf trenzada, para cualquier
escalar A. Ademsis es faci ver que Iii,(1 = Py n(Ry). Esta Gltima condicién
implica que el trenzamicnto dado por 2 es siinétrico, ignal a la trasposicion,
en virtud de (1.46), esto es, cyy = Pyy para cualquier H-modulo V de
dimensién finita. Luego try(cvy) = idv y por lo tanto, 8y = idy es una
torsién compatible con ta dualiclad que hace de H-Mod; una categoriade
listones

Nota 3.3.8. La estructura dc listones ¢que hemos obtenido aqui con el
método expuesto, colncide con la dada en [13], aunque alli no dicen cémo
obtenerla.

Ejemplo 3.3.9. Consideremos el U,,—médulo V,, = Vi » definido en [13), para
O<n<d. Cgmo médulo, estd generado por un vector de peso méximo vg, y
la accién de U, en la base candnica {v, ..., v} esta dada por las relaciones

Kv} =¢™2, Ev) =[m-p+ 1o} Fop =lp+ vy, (3.14)

p-13

Si Vi es otro U,-médulo, aplicando (1.46) a la R-matriz universal de (1.61)
podemos encontrar explicitamente a ¢ff . : V, @ V,, — V,, ® V,,. Queda

n

entonces,
— e A - — J0 : |
i (G—g ) ln—p+Ep+r]
W EU) = 2 T = gl (@) ® vy

0Lk <l -1

(3.15)
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donde a es cualquier entero tal que m + ad sea un niimero par, y

q;,’."(a) — qk(k—l)/‘2+k(m-n)-—pm—m—2(k—p)(k+r)+[m+ad)n/2 (316)

Si U =V, calculando, nos da

by () (v,) = IZ I 73 (3.17)
donde
(g—q N [n=r]l{2r + & ,
r‘r+lc r [Ll [J"L r .[C]I[T]I 4, (LY), (318)
q:(&) qA(L 1)/2—(r+k)n-rn+2r(k+r)+{n+od)n/? (319)

y &, como euntes, es cualquier entero tal que n + ad es un nimero par.

Es decir, la traza parcial es multiplicacién por un escalar. Este resultado
para la torsién en U,-Mod;, coincide con el dado en 1.4.17 si realizamos
el célculo correspondiente de la accién (Ku~!)v,, usando la férmula general
ul =3".57%(t)si, siendo R =3, s; ®t; la R-matriz universal.

3.3.2 Transfer

En [4], Dold y Puppe dan una definicién de trinsfer para categorias pivo-
tales simétricas. Nosotros consideraremos el transfer, en el contexto de las
categorfas de listones.

Supongamos que el objeto C de V ticnc estructura de coalgebra (C, A, €), y
sea [ : C — C un endomorfismo de C.

Definicién 3.3.10. El transfer 7] de f se define como la composicién

ides &0c deRide

Tf: I—>C®C'—>C‘3(‘ ceoclt®B o ocaceo

(3.20)

o bien, en virtud de (3.4), como la composicién

[ 2 (]Cﬁld('

rf 12 o0l o aon oo (3.21)
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Proposicidn 3.3.11. Sin cambiar el morfismo 7f podemos reemplazar en
(8.20) a f*® A por cualquiera de los siguienies morfismos

G) CreC—=<2,crgrpc ¥ g0
() CreCc—c¥  vgcC  vgoeC
(i) C"®C—=22, cracec—<2 rocecC

st [ es morfismo de codlgebras en ¢l cuso (142).

Demostracion. El transter y las igualdades que plantea la proposicion
estan dadas en la figura 3.19. Las primeras dos igualdades, se obtienen de
1.5.2. La tercera es obvia.

Una de las caracteristicas que hacen al transfer interesante es que tiene una

(iii)

Figura 3.19: Demostracion de 3.3.11.

propiedad de “punto fijo”, como muestra la signiente proposicién.
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Proposicién 3.3.12. §i [ : C — C es morfismo de codlgebras, entonces

el diagrama
I
N
c—~L ¢
conmuta.

Salvo por la generalidad categérica, podemos decir entonces, que la ima-
gen de 7f yace en el “conjunto de puntos fijos de f.”
Demostracién. Tomando como representacién para 7/ el diagrama 3.19 (i)
el resultado se deduce de la igualdad de los diagramas 3.19 (37) y (4é2).

Si C es una coélgebra en V, podemos definir 3l igual que en el caso clésico,
A C ~—s C®+Y inductivamente pura n > 1 por A = Ay

AM = (A ®idpew-1) 0 AP = (idpee-y ® Ay o AlPD (3.22)
Una sencilla induccién demuestra entonces que:

Corolario 3.3.13. Si f : C — C es morfismo de codlgebras, entonces el

diagrama
I
at"(r ) \<<")(r/)
e
cen cen
conmuta.

Otra propiedad interesante del transfer es que “est4 a un paso de la traza”
en el siguiente sentido.

Proposicién 3.3.14. 51 C es une codlgebra en una categoria V, la traza
de un endomorfismo [ : C — C factoriza a través de C como mueslra el

siguiente diagramao
C
Y
I tr(f) I

Demostracién. Ver la figura 3.20, donde se ha usado el axioma de counidad.
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Figura 3.20: (7 f) = tr(f)

Proposicidn 3.3.15. SiC = X@X™ tienc lo estructura candnica de codlgebra
dada en 8.2.5, entonces el irdnsfer corresponde por la adjuncion f +— (f ®
idy-)(idy ® by) de (1.63) a lu traza parciul try x (f).

Demostracidon. Ver la figura 3.21, en donde hemos usado para el trnsfer
la representacién de la figura 3.19 (i),

Figura 3.21: Demostracién de 3.3.15

Sea K = R o Cy consideremos la categoria K, de espacios vectoriales de
dimensién finita sobre /. Subcmos que /(,; os de listones con Ja estructura
trivial, o sea, cyw = Pvw y 8v = id- para cualesyniera espacios vectoriales
de dimensién finita V' y W. Si C es un objeto en Ky y f: C — C es
un endommorfismo, podemos cousiderar su transler 7/ : X — C, que es un
punto fijo del endomorfismo f.

Supongamos ahora que la codlgebra C Liene un elemento 1 tal que A(1) =
1®1 (lo cual implica que (1) = 1). Pougamos T(C) = C¥"sin >0y
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TC) = K. Definamos las aplicaciones lineales 62, ...,67+! de T" en T™*!
por:

52(1:1 ®..82,) =101 ® ... Q Tn,
Sz ®.®2,) =70 .. 01, ® 1, (3.23)
Jn(zl ® ... ®In) =5Q..®2i1 ® A(’E,) D21 ®...0 z,

sil<i<n Sin=0, definimos 63(1) =6&(1) =1y d: T — T por

n+1

6 = Z(-—lyén

l.=0

resulta entonces que dp4y 0 &, = 0, luego (7*(C), §) es un complejo de coca-
denas llamado el complejo cobarra (cobar complex).

Notemos que HO(C) ={z € C| A(z) =2®1 +1Q® z}. Si z es un elemento
en H(C), se dice que z es un elemento primilivo de C y el subespacio de
elementos primitivos de C se denota por Prim(C). La siguiente proposicién
es bien conocida (ver por ejemplo, [3] Cap. 11, §1.2, Prop. 4, o (13], Cap I1],
Proposicién I11.2.6)

Proposicién 3.3.16. Si z € Prim(C), entonces e(z) = 0. Ademds, si C
es una bidlgebra, entonces Prim(C) es cerrado bajo el conmutador (z,y] =
Yy — YI.

Demostracion. Tenemos
r=¢()z +¢(z)l =z +e(z)l
luego £(z) = 0. Por otra parte si C es bidlgebra, entonces

Alzy) =(1®z+z01)(1®y+y®1) (3.24)
=1®zy+ecy+y®r+zy®1 )
luego A([z,y)=1Qay+zy @ 1.

Supongamos que f : C — C es un morfismo de coélgebras tal que 7f €
Prim(C). Necesariamente enlonces s¢ lienc que tr{f) = 0, en virtud de
3.3.14 y de la proposicién anterior. En este caso, 7f : ) — C es una coau-
mentacién del complejo de cocadenas, induciendo una cohomologia reducida
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que denotamos por ﬁd'(C). Ademas, si f(1) =1, f : T" — T" es un
morfismo de cocadenas, pues

f%H%Jm®m®IJ=HU®fhﬁ$m®fuﬂ
- (f @ NA[) ® ... @ [(z)
+ f(z1) ® fwath @ J(zn) — ...
+ (= 1)”“](7)) @ f(xa) ® f(1)
= 1®f(.ml)(>_o...wf () = A (@) ® ... ® [(Tn)
+ J) @ A(f(22)) @ .. ® f(Za) = .
+ (-1 2. ® fza) ®1
= 5nf®"
(3.25)

Por lo tanto, en este caso, f induce un endomorfismo en las cohomologias
reducidas f* : H‘( ) — H*(C).

3.3.3 Generalizaciones del transfer

Sea (H,p,n,A,¢,5,0), un algebra de listones y consideremos la categoria
H-Mod; de médulos de dimension finita sobre //. Vamos a definir una ge-
neralizacién del transfer para endomorfisnios de ciertos objetos de H-Mody,
de manera que se tenga una propiedad andloga a 3.3.14. Necesitamos el
concepto de comddulo, dual al de mddulo, esto es,

Definicién 3.3.17. Sea H una coélgebra. Un espacio vectorial V provisto de
una aplicacién lineal Ay : V — H & V| ¢s un H-comodulo, si los siguientes
diagramas conmutan

Av EC 5,:(1

% HeV Hevitgy
Avl 1du.3v A\-[/
Hev i yensy v

Diremos que f : U — V es morfismo de comddulos st Ay f = (idy ® [ Ay.

Supongamos que V es H-mdédulo, con ji: H@2V — V yalavezes H-
comédulo con Ay : V — H® V. Podemos dotar a H &V con las estructuras
inducidns de H-mdédulo y de H-comédulo. No es dificil demostrar entonces
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que py es morfismo de comédulos si y sélo si Ay es morfismo de mddulos
(la demostracién es anéloga a !a demostracién de 3.2.3). Si se satisfacen esas
dos condiciones de compatibilidad equivalentes, se dice que V es un bimddulo
(algunos autores prefieren la denominacién Mdédulo de Hopf).

Definicién 3.3.18. Si V es un H-bimédulo de dimensidn finita, y f: V —
V es un endomorfisio, delinimos ol fransfer de [ asociado a H, como la
composicion

/®idy - Av®ldv

(T 12V o v By e vy e v ey e 5 (3.26)
De esta manera, a un endomorfismo f de V le asociamos un elemento en

el lgebra de listones H, que tiene la siguiente propiedad (ver 3.3.14).
Proposicién 3.3.19. e((rf)y)) = tr(f).

Demostracion. Vedse la figura 3.22 a, b y ¢ donde se han representado el
morfismo Ay, la conmutatividad del triéngulo de 3.3.17 y la demostracién
de {a proposicién respectivamente.

Otra opcién es definir el transfer como una aplicacién que asocie a cada
morfismo f € End(V) una aplicacidn lineal 7 f € End(H). Definimos

J®idy- Av®idﬁ

(g HESH o v @ V¥ 2 o v/ EY 'y g v BV RV —>

idp@dy H

(3.27)
Tenemos entonces:

Proposicién 3.3.20. e((*'f)y))n = tr(f).

Demostracion. Vease la figura 3.23.

Por ultimo,
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H 14 H %
AV = =
14 , 174 V ,
(a) (hj

)

Figura 3.22: e((7f)n)) = tr(f).

Definicién 3.3.21. Si V es un H-médulo-coalgebra, paracada f : V — V
en H-Mody, asociamos una aplicacion lineal (7 )y : H — V/, por

(' Nav: HEXH o vV o V"I o v/EN Y o v 28 gV @ Ve —

idv@dy

Vv
(3.28)

Este transfer generalizado tiene las dos propicdades del transfer, a saber,
tenemos:

Proposicién 3.3.22. Si V es un H-mddulo-codlgebra y f es un morfismo
en H-Mod; que es a su vez morfismo de codlgebras, entonces:

i evo (rfuyon=ti(),

. fo(Pfluv = (v, si f 1 V —s V es ademds un morfismo de
codlgebras.

Demostracion. Es similar a las anteriores usando el cédlculo grafico y la
omitimos.
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Figura 3.23: ¢(7f)y)n = tx{/f).

En estos momentos se estd analizando la relacién del transfer generalizado,
con las diversas cohomologias de bimédulos de 4lgebras de Hopf introducidas
en [9). El contenido de este capitulo y la investigacién en curso esperamos
que aparezcan en [20]. Vale la pena mencionar que el concepto de traza y du-
alidad en categoriamomoidales también ha sido considerado por Maltsiniotis
en (18].



Capitulo 4

Algebras de Temperley-Lieb

4.1 Introduccion

4.1.1 El médulo de madejas Ey;

Sean k, ! dos enteros no negativos. Consideraremos (k, [)-diagramas de mara-
nas no orientadas con k entradas y [ salidas. Sea K un anillo conmutativo y
a € K un elemento invertible y sea E;; = Ey;(a) el K-mddulo libre generado
por todos los (k,{)-diagramas, cociente las relaciones:

(i) isotopia en R x [0, 1] que deja fija la frontera de R x {0, 1}.

(ii) la relacién DU O = —(a® + a™2)D donde D es un diagrama arbitrario y
O es una curva cerrada simple en R x [0, 1] que es frontera de un disco en el
complemento de D. En otras palabras O no se cruza con los arcos y lazos
que definen a D.

(iii) la identidad de la figura 4.1

La férmula (iii), conocida como la identidad de Kauffman involucra a tres

\ \/
/\ — 4 + a
/\
Figura 4.1: Relacién de Kauffman

diagramas idénticos salvo en un pequefnio disco donde aparecen como en la
figura. Los diagramas del lado derecho de la igualdad se obtienen defor-

84
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mando el cruce del diagrama del lado izquierdo y aparecen con coeficientes a
y a~!. Podemos determinar el coeficiente del diagrama deformado siguiendo
la siguiente regla: si nos movemos por el arco que va por arriba, justo antes de
llegar al cruce damos vuelta en sentido izquierdo (o levdgiro) hasta encontrar
al arco que va por abajo. El diagrama asi obtenido adquiere el coeficiente a y
el otro posible (con el desvio en el sentido dextrégiro) adquiere el coeficiente
a=l.

El médulo Ei; es llamado el (k,l)-mddulo de madejas correspondiente a
a € K. Cada (k,!)-diagrama de marana D representa un elemento de Ej;
denotado por (D) que es llamado la clase de madeja de D. Es claro que si
k + 1 es impar, no hay (k,!)-diagramas de maranas y E;; = 0.

Aplicando la relacién de Kauffman a cada cruce del (k, !)-diagrama D podemos
expresar a D como una combinacién lineal formal con coeficientes en K de
diagramas sin cruces, con (k + [)/2 arcos en la que no aparecen lazos, en
virtud de la relacién (ii). Un diagrama de marafia con estas caracteristicas
es llamado simple.

En particular Eg o = K esté generado por la clase del diagrama vacio. Puede
demostrarse que el nimero de (k, l)-diagramas simples es igual al niimero de

Catalan C*™/(m + 1) donde C*™ = ( 2;: ) ym=(k+1)/2.

Teorema 4.1.1. La clase de madeja de cualquier (k,!)-diagrama de marana
es tnvartante bajo los movimientos mostrados en la figura 4.2

Es bien conocido que dos (k,!)-diagramas representan marafas enmar-
cadas isotopicas en R? x [0,1] si y sélo si los diagramas estan relacionados
por los movimientos de la figura 4.2 y los movimientos inversos a éstos. De
aqui que la clase de madeja (D) € Ei; de un diagrama de marafia D es un
invariante de isotopia de (k,!)-maranas enmarcadas.

Demostracion del Teorema. Sea D’ el diagrama obtenido de D insertando
una coca positiva, como en la parte superior del movimiento (a) en 4.2. La
figura 4.3 muestra que (D’) = —a*(D). Andlogamente si [’ se obtiene de D
insertando una coca negativa como en la parte inferior del movimiento (a) en
4.2, entonces (D') = —a~3(D). Luego (D) es invariante bajo el movimiento
(a) de la figura 4.2. La invariancia de (D) bajo el movimiento (b) es mostrada
en la figura 4.4 y la invariancia de (c¢) en la figura 4.5



86 CAPITULO 4. ALGEBRAS DE TEMPERLEY-LIEB

o )

— —

“ )

(b)

(a)

\ [
P
) \\
()
Figura 4.2: Invariancia de la clase

4.1.2 El corchete de Kauffman

Sea K = R. Para cualquier enlace enmarcado L C R?® | su clase de madeja
(L) € Ego = R nos da un invariante de isotopfa de L. M4s precisamente, es
facil ver que aplicando la relacién de Kauftman recursivamente, se obtiene
un polinomio de Laurent en a € R que es llamado el corchete de Kauffman
de L. El corchete se normaliza de manera que su valor en el nudo trivial con
marco (framing) cero es igual a —(a® + a7?).

El corchete de Kauffman, se puede obtener de un teorema similar a 2.3.1 para
el caso de enlaces enmarcados y no orientados (este teorema aparece también
en [33]). Para este fin, tomemos V = C?, visto como espacio vectorial sobre
C, y la base de V ® V dada por (1,0) ® (1,0), (1,0)® (0,1), (0,1) ® (1,0)
y (0,1) ® (0,1). En este caso los generadores son X, sin orientar, X_
sin orientar, |, U y N. El funtor monoidal estd definido entonces en los
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} o - 3
F:a O + 4! —(-a-a'+ah |=-2

Figura 4.3: Efecto de una rotacién positiva

/ ~

< = a + a—l

/

Figura 4.4: Invariancia bajo (b)

generadores por

a 0 0 0 a~? 0 0 O

0 0 a”! 0 0 al=a® a O
F(Xy) = 0 a! a—a3 0 F(X)= 0 a 0 0

0 0 0 a 0 0 0 a?

FO)=(0 a —at 0) ]—'(|)=((1) (1’) FU=(0 —a a? 0)

para més detalles ver [26]. Usando el corchete de Kauffman, podemos definir
un invariante polinomial de enlaces (no enmarcados) en R®. Este polinomio
es una version del polinomio de Jones para enlaces orientados.

Todo enlace orientado (L) C R® admite un marco tal que el enlazamiento
(linking) de L con el enlace obtenido al desplazar L en la direccién del campo
vectorial correspondiente (en otras palabras con el otro borde del marco) es
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I
»

Figura 4.5: Invariancia hajo (c)

igual a cero. Este marco asociado no es unico, pero los corchetes asociados a
dos cualesquiera de éstos son iguales. Esto nos da un invariante polinomial
de L denotado por Vi(a). El polinomio Vy(a) se puede calcular a partir
de cualquier diagrama D de L como sigue. La orientacién de L determina
signos +1 en todos los puntos de cruce de D (por definicién el cruce del lado
izquierdo de 4.1 tiene signo -1, el otro cruce posible tiene signo —1.). Sea
w(D) € Z la suma de los signos sobre cada cruce de D. (El nimero w(D) es
llamado el torcimiento (writhe) de D). Entonces

Vi(a) = (=a®)"PD)(a)

donde (D) (a) es el corchete de Kauffman de D. El polinomio original de Jones
se obtiene de éste sustituyendo a = £~/* y dividiendo entre —(¢%/2 +¢~1/2).
Para mas detalles ver [21].

4.1.3 La categoria de madejas R

Definimos la categoria R como sigue. Los ohjctos de R son enteros no negati-
vos 0,1, 2... Un morfismo & — [ de 3¢ ¢s un elemento de Ey ;. La composicién
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de morfismos representados por diagramas de marafas se realiza como en la
categoria de diagramas de maranas y se extiende a morfismos arbitrarios por
linealidad. El diagrama que consiste en k arcos verticales paralelos representa
el morfismo identidad idy : kK — k. (El morfismo identidad del objeto 0 se
representa por el diagrama vacio.) La categoria R resulta ser de listones
y a continuacién vamos a definir el producto tensorial, el trenzamiento, la
torcedura y la dualidad en R.

El producto tensorial de objetos k,I € {0,1,2,...} es el objeto k + . El
producto tensorial de dos morfismos representados por diagramas de maranas
D y D' se define por el diagrama que resulta de poner a D’ a la derecha de
D y se extiende a morfismos arbitrarios por linealidad. El objeto identidad
es Iy = 0 de manera que la categoria es monoidal estricta. Ademaés la
operacién suma definida en los médulos Hom(k,!) = Ej; hace de R una
categoria abeliana con anillo base End(Iy) = Eyp = K.

Las clases de los diagramas (a), (b), (¢) y (d) en la figura 4.6 representan res-
pectivamente el trenzamiento ¢k : k®l = k+1 — I®k = [+ k, la torcedura
O :k— kyladualidad by : 0 — k®k* =2k y dy : k*®k =2k — 0,
donde se ha definido £* = k. Es ficil demostrar que se tienen las propiedades
deseadas. En las dos secciones que siguen vamos a dar dos definiciones de las
dlgebras de Temperley-Lieb, en la siguiente seccién, en la definicién conocida,
haremos uso de la estructura abeliana de la categoria de madejas, en la otra,
de su estructura de listones.

4.1.4 Definicion del algebra de Temperley-Lieb

Para cada k > 0, el médulo Endg(k) = Fjx adquiere una estructura de
dlgebra sobre K. El producto zy de z,y € FEj es la composicién de z y
y vistos como morfismos de k — k. Asi definida, el lgebra es asociativa
y con unidad 14 representada por la identidad en Egk. La llamaremos la
k-ésima dlgebra de Temperley-Lieb y la denotaremos por Fy. Por ejemplo,
Ey =Ky E; = K. Ademés para k > 3, E}. no es conmutativa. Considerada
como K-médulo, Ey admite una base cuyos elementos estdn representados
por (k, k)-diagramas de marafas simples, pero como algebra posee un con-
Junto més elemental de generadores. En efecto, sea e; el diagrama de la figura
4.7. Para simplificar abusaremos de la notacién y denotaremos la clase de
madeja (e;) con el mismo simbolo e;.
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(a) (b)

(©) (d

Figura 4.6: Definiciones de ¢, 8, by d

Teorema 4.1.2. Los elementos 1, e1,¢a,....,€x_1 generan a E, como K-
dlgebra.

La demostracién del teorema se pucde encontrar en [35].

Lema 4.1.3. Los elementos 1;, ey, e,, ..., er_1 € E). satisfacen las siguientes
relaciones:

el = —(a* +a e (4.1)
Ci€; = €€ 51 'L - ]' Z 2 (42)
€:i€i+16; = € (4-3)

dondet,j =1,2,....k— 1.

La demostracién de este lema es geométricamente simple como se muestra
en la figura 4.8
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;\/__/ \__k\/_/
i1 —i-1

Figura 4.7: Generadores de Ej

4.2 Una definicion alternativa

En esta seccién vamos a dar otra presentacién goemétrica de las dlgebras de
Temperley-Lieb y deduciremos algunas propiedades que resultan muy claras
desde este punto de vista.

Notemos primero que todo nimero par 2n. = n ® n en R tiene la estructura
de 4lgebra y codlgebra dada en 3.2.5. Si z,y € Ey,, 2, son bésicos, conside-
remos el producto convolucién z * y € Eo,, 9, dado en 3.2.14, y extendamos
el producto a todos los elementos de Eyp o, por linealidad. De esta man-
era, Eo,, 0, se convierte en un &lgebra sobre K con unidad 7, € Eom o,
que denotaremos por Egmygn. El teorema fundamental de esta seccién, es el
siguiente.

Teorema 4.2.1. El dlgebra Egm’gn es isomorfa al dlgebra de Temperley-Lieb
Enim.

Demostracién. Definimos ® : Egmgn — Euym vy VY By, — Egm,zn en
los bésicos, como se muestra en la figura 4.9 (a) y (b) y los extendemos por
linealidad. Es facil ver que ¢ y ¥ son aplicaciones inversas una de la otra.
La figura 4.9 (c) demuestra que ® conscrva el producto, y la figura 4.9 (d)
demuestra que ¢ conserva la unidad de las &lgebras. Por lo tanto, Egm’Qn y
Epnim, son isomorfas.

Como consecuencia del teorema anterior, tenemos:
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Figura 4.8: Relaciones entre los generadores de Ej

Corolario 4.2.2. E; es un E,,-médulo 1zquierdo para k > 5 si m es par, y

para k > ™ sim es impar.

Demostracion. Usaremos los isomorfismmos Eo, = Egnlzn y Eopy1 =

E2n,2n+2 del teorema anterior. Supongamos que m = 2p es par, y sean
T € Egpgp y v € Ex bésicos. Definiinos x-v como se muestra en la figura 4.10
(a) si k = 2l es par, y como se muestra en la figura 4.10 (b) sik =20 + 1 es
impar. Es facil ver que se cumple (xxy)-v=1z-(y-v)y (ne) - v =0, luego
tenemos una accién en los bdsicos que extendemos linealinente.
En ambos casos para tener bien definida la accion, debe cumplirse que 21 > p,
osea k > p = . Supongamos ahora que m = 2p+ 1 y scan € Eg, 2542
y v € E bésicos. Definimos 2 - v como se muestra en la figura 4.10 (¢) si
k = 2l es par, y como se muestra en la figura 4.10 (d) si k = 2+ 1 es impar y
extendemos como antes por lincalidad. En ambos casos debe cumplirse que
k>p+1= m;—l, para tener definida la accidn.
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Q) PO) =

m n

Figura 4.9: Eq,, 2, €s isomorfa a B, .,

Proposicién 4.2.3. Sean k < [ y E; y E; dos E,,-mddulos, con las acciones
definidas en 4.2.2. Entonces existe un E,,-monomorfismo de médulos, ji,; :
Ek — E[.

Demostracion. Definimos j,. : E, — Eiy;, en los bésicos, como se
muestra en las figuras 4.11 (a) y (b) si k es par o impar respectivamente, y
extendemos por linealidad. Las figuras 4.11 ¢ y d demuestran que j es inyec-
tiva en el caso par e impar respectivamente. En la figura 4.12 demostramos
que j, es E,-lineal para el caso en que m y k son pares. Los otros ca-
sos son andalogos. El monomorfismo estd dado entonces por la composicién
Tkt =J1-10...0Jg : By — By
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Xev = Xy =
(@ Q)
Iy pti 2-p~1 Py ptl 2A-p+l
X sV = X eV =
© (@

Figura 4.10: Acciones de E,, en Eg

Luego, si identificamos a E; con su imagen ji ,,(Ex) C E,,, obtenemos:

Corolario 4.2.4. Para m > 0, E, C E,py C ... C Epo1 C E, es una
sucesion creciente de ideales izquierdos en E,,, donde h = % sim es par y

h =24 sim es impar.

Es féacil ver que podemos reformular todo lo anterior para acciones dere-
chas de E,,, de manera que existen E,,-monomorfismos iy; : Ex — E;. En
la figura 4.13 (a) representamos la accién derecha de E,, en Ey en el caso en
que m = 2p y k = 2l. Los otros casos son andlogos. En las figuras 4.13 (b) y
(c) representamos los monomorfismos 4y, : E;, — Ei4; para cuando k es par
0 impar respectivamente.

Por lo tanto, en el corolario anterior, podemos sustituir ideales izquierdos
por ideales derechos, si identificamos a E; con su imagen iy ,(Ex) C Ep,.

Sea I, el subespacio generado por jj, . (Ep)in m(En) C Er. Tenemos entonces
que:

Corolario 4.2.5. Supongamos que § = —(a® + a™2) es wnwvertible en K.
Entonces para m > 0, 1, C 4y C ... C I,,-1 C L, = E,, es una sucesion
creciente de ideales bilatelares de E,,, donde h = 7 sim es par, y h = mT“

81 M es impar.

Demostracion. En las figuras 4.14 (a) y (b), representamos el producto
Jkm(Ek) %t m(Ex) para cuando m es par y k es par e impar respectivamente.
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Figura 4.11: Definicién e inyectividad de jx : Ex — Egq1

U
i) = - %y

m/Zi U

m/2  k—m/2

Figura 4.12: j; : B, — Ej4; es E,,-lineal

El caso en que m es impar, es anilogo. En la figura 4.14 (c) vemos que,
siendo § invertible, el subespacio generado por estos productos, es un ideal
izquierdo de E,, para m par. Con la variacién obvia— reflexién en un eje
vertical— la figura demuestra que también es un ideal derecho de E,, para m
par. El caso en que m es impar es analogo.

El enfoque diagramaético que hemos usado aqui difiere del dado en [36],
en donde demuestran que si K es semisimple y § es invertible entonces el
dlgebra de Temperley-Lieb E,, es casi-hereditaria. A continuacién vamos a
usar el enfoque geométrico que hemos usado para dar otra demostracién de
este hecho.

Definicién 4.2.6. Un ideal bilateral J de un dlgebra A es un ideal heredi-
tario, si :

() JJ=J
(i) INJ=0
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k k+1 k+1
] — vl
k (b) -1 (© M k=

Figura 4.13: Accién derecha y definicién de ¢ : By — Egq

(iii) Ja y aJ son A-médulos proyectivos.
donde N es el radical de Jacobson de A.

Definicién 4.2.7. Un 4lgebra A es casi-hereditaria si existe una cadena de

ideales bilaterales
O=LJhcCciCc..CJ,=A

tal que para 1 <17 < m, J;/J;_1 es un ideal bilateral de A/J;_;. Una cadena
que cumpla con lo anterior es llamada cadena hereditaria.

Teorema 4.2.8. Si K es semisimple y & es invertible, entonces B, es casi-
hereditaria y
oclyc..cl,.;cl,=E,

sim es par y h = ™ sim es émpar.

m

es una cadena hereditaria con h = 2

Demostracion. Vamos a hacer la demostracién para el caso en que my k
son pares. Los otros casos son andlogos.
Denotemos por J = I;./I;_1 y por A = E,,/I,_1. La figura 4.15 demuestra
que, siendo ¢ invertible, J.J = .J. Por otra parte, la figura 4.16, demuestra
que, siendo ¢ invertible, Az A = .J donde 2 € [, es el elemento representado
en el centro. De aqui que 4./ y J4 son proyectivos. Por dltimo, si ¢t € JNJ,
t= Zi tiz;, donde t; € K y a; es un conjunto generador de 1. No es dificil
ver que entonces ¢; es nilpotente en /i para todo ;. Como K es semisimple,
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entonces t; = 0 para todo 1, luego t = 0.

El contenido de esta seccién estd siendo reunido en [19] para su posible publi-
cacién. En estos momentos se estd analizando la aplicabilidad de este enfoque
en el contexto de las dlgebras de Temperley-Lieb ciclotémicas. Estas son una
generalizacién de las algebras clasicas de Temperley-Lieb y en este caso el
enfoque gréfico usa diagramas cuyos arcos estén etiquetados con elementos
del grupo Zn,. (El élgebra T L, n(do,...,0m-1) depende de m pardmetros
difocicm~1}, ¥ tiene generadores 1, ey, ...,€5-1,11, ..., 1, con relaciones en las
que aparecen los pardmetros d;, jugando un papel similar a § = —a? — a2
en el caso cldsico. Para una definicién de las dlgebras de Temperley-Lieb
ciclotémicas y sus representaciones, ver [25]).

Es por eso que pensamos que el método geométrico que hemos usado parece
apropiado también para este caso.
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k—m/2
m2 | | X C |_,B "" P m/2
(m=k)/2 (m~k)/2
imi=[_v_] L] -
(m—k)/2 (m—k)/4
m/2 '_A—ﬁQ 9 """ m/2 m/2
k-m/2

(a)

m/2 m/’2
J)i(v)= = )

m/2 m/2

()
m/2 k—m/2
N
m/2 m/2
E v
& m/2
m/2 k—m/2

Figura 4.14: I, en E,,

ALGEBRAS DE TEMPERLEY-LIEB

m/2

m/2

k=m/2

k+1{-m/2

m/2
k=1-m/2?
m/2 k—m/2
. =r- _F__—-—ﬁ--" -
. m/2
t
= ) H x
]
?
. m/2
m/2 k—m/2
(c}

¢s ideal bilateral



4.2. UNA DEFINICION ALTERNATIVA 99

m/2 m/2 k-m/2 k-—m/2
m/2

Figura 4.15: JJ =J
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ALGEBRAS DE TEMPERLEY-LIEB

m/2

m/2 m—k m—k
k—m/2
k—m/2 m k—m/2
el o
e A |
k—m/2
m/2 m—k m—k
2
m ) m/2
om—k mTXo
-
/ k—m/2
m—k x
m/2 m=xo m/2

Figura 4.16: J = Az A

m/2



Capitulo 5

Bialgebras en C >0

5.1 La categoria libre C>

Sea C una Ab-categoria pequena. Denotemos por Obj(C) y H sus conjuntos
de objetos y morfismos respectivamente. Asociaremos a C una nueva cate-
goria C>° corno sigue. Tomemos un conjunto fijo Sq y consideremos el con-
junto M(Se, 0b3(€)) ={Sp D S AN Obj(C) }, donde S es un subconjunto
cualquiera de Sg y f es una funcién de conjuntos. Los objetos de C>° seran los
elementos de M(Sg, Obj(C)). Sean f : Sy — Obj(C) y g : Sg — Obj(C)
dos objetos. Un morfismo F : f — ¢ serd una funcién de dos variables
F:8;x§; — H tal que:

(i) Para todo (z,y) € S; x Sy, tenemos F(z,y) : f(z) — g(),

(i) Si Sy es infinito, para todo z € S, existe un conjunto finito S C Sy,
con Fz,y)=0siy€eS, - SI.

Sean f: 8y — Obj(C), g: S; — Obj(C) y h : S — 0bj(C) objetos,
yF:f—g9 G:g— hmorfismos. Definimos Go F: [ — h, como la
funciéon Go F: §; x §, — H dada por:

(Go F)(z,y) = ZG’(z,y)oF(z,z) (5.1)

2&€S,

101
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para £ € Sy y y € S,. Esta suma es siempre finita. En efecto, si escribimos
SF = {z),..., z}, entonces la suma se convierte en

k
(Go F)(x,y) =ZG(3;\y)°F(I,Z-) (5.2)

Es claro que la funcién G o I satisface la condicién (i). Ademas, siy ¢ SS U

..U8Y entonces G(z,y) = 0 para 1 < i < k, luego podemos tomar SLEeF) =

Zp)

S€U...USE y tenemos que si y € S, — S7°1, entonces (G o F)(z,y) = 0.
Por lo tanto también satisface la condicion (ii). Para cuslquier objeto f :
S; — Obj(C) definimos Id; : f — [ como la funcién I1d; : Sy x Sy — H,
dada por ld;(z,y) = bs4idj(s) @ f{x) — [(y) para (c,y) € Sy x S,. Si
G : f — g, entonces (G o ldy) : f — ¢ estit dada por

(Gold))(r.y) = Y C(z.y)eld(z, z)

= Z G(.‘.‘, y) < (SI.:id)‘(I) (53)
z€5y

= G(x,y)
Luego Goldy = G. Andlogamente se denmestra que Id, o G = G para
cualquier morfismo G : f — 4.
Ademés, la corposicion es asociativa, es decir,si F: f — g, G:g— hy
H :h — i, entonces (HoG)o F = H o(GoF). En clecto, para w € Sy,
T €S,y €S,y zE€S, tenemos:

(HoG)oF)(w,z) = (HoG)(x,2)0 Flw,z)

z€S,

= > > (Hly,z) o Glz,y)) o F(w,z)

TES, yES)

= ZH(U,Z)O(Z G(z,y) o F(w, z)) (5.4)
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y (ii), vemos que C%° es también una Ab-categoria. La siguiente proposicién
demuestra que la suma directa ests definida para ciertas colecciones de ob-
jetos en C30,

Proposicién 5.1.1. Sea {fi : S, — Obj(C)}iez cualquier coleccidn de fun-
ciones tales que {S;}iez son subconjuntos de S disjuntos dos a dos. Entonces
(f : iez Si — Ob3(C), Ji), donde fls, = fi y Jx: Sk X [L;ezSi — H estd
dade por Jx(z,y) = bzyid; : Sk — [;e7 Si, es el coproducto de la femnilia
{f,‘ : S — Ob](C)},Ej en

Demostracién. Supongamos que tenemos dados un objeto g : S; —
Obj(C) y una familia de morfismos T; : {fi : S; — Obj(C)} — {9: S, —
Obj(C)}. Definimos T : {f : [T;ez Si — Obj(C)} — {g: Sy — Obj(C)}
por T(¢, ) = Tx(t,y) : f(1) — g(y) si t € S,. Entonces siz € Sy y ¥y € S,,
tenemos

(ToJ)(z,y) = Z T(¢, z) o Je(z, t)
te]]l Si
= 6uT(ty)oids (5.5)
el Ss
=T(z,y)
= Tk(m)y)

Ademis, la Ultima igualdad demuestra la unicidad de T'.
Tenemos en particular que:

Corolario 5.1.2. §7 S C S;, es no vecio, entonces cualquier objeto f : S —
Obj(C) se puede descomponer corno la suma direcla de lo familia de objetos

{flizy : {2} — Obj(C)}zes.

Supongamos ahora que la categoria C es monoidal estricta de manera que
el producto tensorial de morfismos es bilineal en C y que el conjunto Sq es
infinito. En lo que sigue, dotaremos a €3¢ de una estructura monoidal que
extiende a la dada en €. Sin embargo la estructura monoidal que definiremos
en C> no es en general estricta, por lo que ademés de las definiciones de pro-
ducto tensorial de objetos y morfismos, deberemos definir una asociatividad
A (f®9)®h — f®(g®h), y habiendo definido un objeto unidad I, una
unidad izquierda L : I ® f — f y una unidad derecha R: f®@I — f.
Comenzaremos por definir el producto tensorial de objetos y morfismos, luego
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definiremos los isomorfismos naturales A, L y R y luego demostraremos que
se satisfacen las propiedades requeridas.

Fijernos primero una biyeccién v : Sp x Sg — Sp. Para dos objetos
f:S;~— 0bj(C) y g:S; — Obj(C), cefinimos f & g como la funcién dada
por la siguiente composicién

F®g:7(Sy x Sg) L8, x 8, 2L 0bj(c) x Obi(C) —=~ Ob(C)  (5.6)

Elegimos un punto cualquiera * en Sg y definimos [ : {x} — Obj(C) por
I(*) =1€ Obj(C).

Ahora, para dos morfismos F : f — [/, G :9 — ¢,y (2,2") € v(55 x
Sy) X v(Sy x 8y), definimos F® G : f &g — ['® ¢ por

(F®G)z,7) = F(2,,2.) ® Gly-, yu) + fla:) » gly:) — fiz, )®JEJ;))
5.7

donde v~ !(2) = (z;,¥,) E Sf xS,y v '(¢) = (¢.,y.) € Sp x Sy, de

manera que (f ® g)(z) = f(z.) ®gly.) y (f' @ ) () = f'(z.) @ 9'(¥L)-

Es claro que (Sf x SG) C (Sy x Sy) es un (,onjunto “Finito ¥ que si

2 € 4(SpxSy)— q(SF S%), entonce57 (2') ¢ SE x 8 luego z., ¢ SE

0y, ¢ S y por lo tanto FbsG) Y=g o ¢ ,(S‘F X397,

Para definir )Ja asociatividad A, notemos printero quesi f : S, — Obj(C),
g : S, — Obj(C) and h : S, — ObLF(C) son tres objetos, entonces los
dominios de las funciones (f @ g)® h y f = (¢ & h) son Syenen = Y(7(Sy x
Sg) X Sa) ¥ Sygieen) = ¥(Ss % (S x Sn)) respectivamente. Asfi por ejemplo,
st v € v(v(S; x S,) x Sy), entonces v~ (v) = (1,. z.), donde ¢, € ¥(Sy x S;)
Y 2y € Si. Por lo tanto, (v x id)y~1(v) = ((wi., wr,)s 2u)-
Como (y~! xid)y~! es una biyeccién entre los conjuntos S¢yggmen = ¥(¥{Sy %
S,)%Sh)y S;®S,®Ss, cada v € y(v(S; % S,) % S)) determina unfvocamente
una terna (Zy, yu, 2») y reciprocamente, luego, con el fin de no complicar aun
mas la notacién introduciendo mds variables, vamos a denotar a {, por (z, y).,
o sea, usaremos la notacién v~ (v) = ((z,y)., z) ¥ escribiremos ademads

(v~ xidyy T (v) = (v x4d) (2, y)us z) = (o, 90), 20) € Sy % S, % S,

donde el paréntesis interior indicara la posicién del segundo y~! en la com-
posicion (y~! x 1d)'y !, aunque donde no haya lugar a confusién, escribire-

mos simplemente (y~! x id)y~'(v) = (#,. Yo, z,). Andlogamente, para w €
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v(Ss % ¥(Sg x Si)) escribiremos
(1d x 'Y—l)'y~l(w) = (Iw) (yw) Zw)) € Sf X Sg x Sp

o si no hay lugar a confusién, (id x v~ )7~ (w) = (ZTw, Yuw, zw)- De la misma
manera, por ejemplo, si v € SygEeaei = Y(¥(Ss X ¥(Sg x Si)) x Sy,
escribiremos

(d x vy x id)(v7! x id)y N (¥) = ((zv, (Yo, 20)), ty) € Sy X Sy X Sy x 84,

o (id x v~ x id)(y~! x id)y~(v) = (Zy) Yus 20, tu), €te. Con esta notacién,
tenemos por ejemplo que:

(F®G)® H)(v,w) = (F®G)((z,y)u: (%, 9)w) @ H(z, zu)
= F(zy,Zw) ® Gy, Yu) ® H(2v, 2u).

Definimos ahora Ayon : (f® g)®h — f@ (g ® h) por

(5.8)

Ajgn(v,w) = 821 pz ymswayent * ((f @ 9) ® h)(v) — (f ® (9 ® h))(w)
(5.9)

donde, para simplificar ta notacién, hemos escrito 63} . en lugar de &z, 2,0y, yo

Orp -

Es claro de aqui que la inversa de A;, 5, cstd dada por

AT on(0,9) = 823id 1 yegtyrentzy) * (f © (9@ B))(w) — ((f ® 9) @ h)(v)

(5.10)

Pasamos ahora a definir a la unidad derecha Ry : f®1 — f. Para
cualquier objeto f, tenemos que:

FOL (S, x (+1) X5 s, x {x} L% 0bj(C) x 0b;(C) —E~ 0bj(C)
(5.11)
Para z € v(S; x {*}), escribimos v~!(z) = (z,,%) € S; X * y definimos
R;: f@l— fpor

Ry(2,2) = 8z, zidjzy - (f @1)(2) = f(z,) — f(2) (5.12)

para (z,z) € ¥(Sy; x {*}) x S;. Es fdcil ver que R; es un isomorfismo con
inversa R;’ : f — f®1 dads por la funcién

R7N (5, 2) = b2,y : f(z) — (S @ 1)(2) = f(g.) (5.13)
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Definimos la unidad izquierda L; : 1® f — [ de manera anéloga, o sea si
para z € y(* x Sy) escribimos vy~ (z) = (*, 2.), entonces

Lf(zxz) = z:.zidf(:l:=) : (] & f)(:) = f(fl,':) - f(l‘) (5‘14)
De la misma manera, L; es un isomorfismo con inversa
L;l(fli,z) = r,z;id](x) : f(T) _— (ld by f)(l) = f(zz) (515)

Teorema 5.1.3. La categoria C* es una categoria monoidal con el producto
tensorial de objetos y morfistnos, wsvcialividad, y unided izquierde y derecha
que hemos definido.

Demostracion. Dividiremos la demostracién en cuatro lemas.

Lema514. i F: f— [, 7. [ — ', G:9g— ¢ y(G ¢ — ¢’
son morfismos en C°, enlonces:

(i) (F'®G)o(F®G)=(I o F)®(C o)
(i) 1a; ® 1d, = Id g,

Demostracién.
(1) Para z € ¥(S; x S;) y 2’ € ¥(Sy« x S,#), tenewmos que:

(FF@G)o(FRG)(z,2)= > (FeG)(Z,2")o(F&G)(z,7)

:‘E"/(Slz XSDI)
= Z (F'(II:;‘.'Z::.II,)OF(IBZ,.’E;))

:’G'y(S/sz,‘r)

8 (G (Y, yin) © Gz, ¥i))
= ( Z FI(fLJ. .'L'/_.’u) o F(-’L‘:“'z:/))

.‘L“ES,/
@ (> G'(y.y%) 0 Glysy))
y’eb'gr

= (Fl o F)(-"‘::"Tl:’”) ® (G’ o G)(y:, y:-/”)
((F' o F) (G 0 G))(2, 2"

]
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La tercera igualdad se deduce del hecho de que 7 establece una biyeccién
entre Sfl X Sg' y ’)’(Sf» X Sg')
(it) Para z,7 € v(S; x S,) tenemos:

(ldf ® Idg)(z, 2,/) = Id;(zz, J:;l) ® Idg(y,, y,,')
= bz, ,2.,1d(z,) ® by, . 1dg(ye)
= Jz.z'fdf(z.) ® idyy,) (5.17)

= 6;.21df(z.)09(s:)

= 0z,21d(sgg)(2)

= Idjg4(z, ?)

Lema 5.1.5. Lo asociatividad A definide mds arriba es un isomorfismo na-
tural, o0 sea A;gn es un isomorfismo para cualesquiera objetos f,g y h, de
manera tal que st F: f — ', G: 9 — ¢ y H: h — k' son morfismos,
el cuadrado

A 3’
(f®)®h—"*"> & (g®h) (5.18)
(F®G)®Hl JF@(G@H)

(feg) el L2 e (g e k)

conmuta, y ademds satisface el Azioma Pentagonal, o sea para cualesquiera
objetos f, g, h,i, el diagrama

f®gan) it (fogeh) ®i (5.19)
lAleg.h.-‘

AJ.o@hi (f®9)®(h®i)

fO((g@h)®i) —222, 1@ (9@ (h®1))

conmula.
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Demostracién. Ya vimos que A es isomorfismo. Para demostrar Ja natu-
ralidad, por una parte tenemos:

(F®(G®H))o Aggn){v,w) = S (F®(G® H))(w,w)o
we (S, x%iS, ®5,.))
o Ay u{v,0)
= Z (F(Iw» Iw‘) ® G(ywx yw’)®
wEY(Sy Y8y x5n))
® H(:u'r Zu")) o ‘S;;;i:id!(ru)®9(vv)®h(2u)
= F(z,, Iw’) & G (Yo, yw’) ® H(z,, Zuy)-

(5.20)
Por otra parte,
(Apgwo(FO®G)®H))(v,w') = S Apgarld w)o(FOGC)®
UJE‘)(W(SJ,rXS_ql)XShl)
H)(v,v')

= D id e e o ()0
v E(¥(S pr XS 1) xS 0)
0 (F(zu,20) ® Gip, yy) @ H (2, 2,))
= F(zy,20) ® Gy, o) ® H (20, 20).
(5.21)
Por lo tanto, Ap g o ((F®G) & H) = ('@ (( = H)) o Aygn, luego A es
un isomorfismo natural.
Vamos a demostrar ahora que A satisface el axioma pentagonal. Sea M (s, w) =
((ids@Agni)oAsgenio(Asn®idi)) (s, w). Para s € y(1(7(Syx8g)xSh)xS:)
y w € Sy x (S, x ¥(Sh x S;))) tenemos

A/I(S, w) = Z (id} ® Ay'h,;)('u, w) o A;I_,,g;;m(u, 'l)) o (A/,g\h ® id;)(s, u)

HES sg(ya1)01)
VES s o ((4Dh)B)

Wl

_ N - N L N U, v
- Z (OI"-II—‘-KIHI' ) & 0!.--':-1“i'J[!!--}17-'-31(:r:)1r3'if¢--)) Q b:rw;:'.t
UES s ((gah)@i)
VES g ((s@mei)

id/(zu)@g{yu)Bil{:u)x:‘{t.J G (df]:,;i(lj" v )2glys)@h(z.) @ 51,.1.,“-‘;(:.))

£8,w -
= oz:y:::tldf(h}-"«'s‘s(ya)SFI(:, JEi(ta)-
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Sea ahora IV(S,‘LU) = (A/'y,h_.g; o A[@g‘h,i)(‘g‘ ‘NJ). Entonces

Nisw)y= Y (Apgus)(r,w)e (Asgyns)(s,T)
reSygsiehen
= Z ezl f(z0)zo(r BN (2 )Diltr) © 67 yizid (2 )@o (v )Oh( 0 @i(e)
TES( @) B(hal)
= 8yt f 2By, Joh(z)@i(te):
(5.23)

Asi, M(s,w) = N(s,w) y con esto hemos demostrado que A cumple con el
Axjoma Pentagonal.

Lema 5.1.6. Las unidades derecha R e izquierda L son isomorfismos natu-
Tales.

Demostracién. Haremos la demostracion solamente para R, puesto que
p

para L es completamente andloga.

Ya vimos que f; es jsomorfismo. Debemos demostrar que e! diagrama

R

fel—L-f (5.24)
F@idy ‘ F
Ry 7
ffal—f

conmuta para cualquier morfismo F: f — f’. Paraz € y(S;x*)y 2’ € S/
tenemos por una parte

(Fo Ry)(z,x') = Z Pz, ') o Ry(z,z)

IGS/
= F(z,2')o 5:_..::’idi(1=)
- F(-r:s :':’)'

(5.25)

Por otra parte
(Rpo(F@ld))(z,2)= Y Rp(z,2)o(F@Id)(2 ?)
2'ey(Syxe)
= 0., iy ) 0 (Fze, 2l) @ldi(%, %)) (5.26)
=0y, 2ids(w ) 0 F(z:, %)
= Fz,, 7). |
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Luego el cuvadrado conmuta.

Lema 5.1.7. Los morfismos A, R y L subsfacen el Azioma Triongular, o
sea, el tridngulo

(fo)@g—L o fa(1®g) (5.27)
Rm ;ﬁu
I®y

conmula.

Demostracion. Sea P(v,w) = ((Id; ® L,) o As14){v, w). Entonces:

Powy= D (d;® Ly)(w.w)o Agyy(v,u)
vES ging)

= (bzuzwldfiz.) ® Oy, puidg(,)) © ‘5.:;':_:i"-lf{rr)-&éi(‘]t';y(yu) (5.28)

= 5z\nxmidf(xa.'} ® 5y.--yu-idy(y\-J
= (R; ® 1d,)(v, w).

Proposicién 5.1.8. La categoria C* conlicne una subcategoria completa
que es tensorialmenle equivalente a C.

Demostracién. Definimos un funtor J : ¢ — C™, seleccionando para
cada objeto V en C, un pwito zy y wmm loncidn fy @ {zy} — Oly(C),
definida por fy(zv) = V, de mancra que xy # xy si V # U. Definimos
entonces J(V) = fv. A un morfisnio a - V — WV e asignamos una fincion
Folzy,zw) = o fyv(zyv) =V — fw(aw) = W y definimos J(a) = F.
Para el objeto unidad I de C seleccionamos el punto fijo que habimos tomado
antes, * de manera que J(I) = [ € Obj(C>). Para U,V objetos de C,
definimos @.(U, V) : JU) @ J(V) = Jy @ Jy — J(U & V) = fysy, como
sigue. Si v '({zy} x {zv}) = {2} }. emtonces (fy & fv)(zyy) = U@V
¥ fugv(zugyv) = U @ V| luego tomamos (I, V){(xy v, (xy,2v) = idygy.
La demostracién de que se cumplen las condiciones de la Definicién 1.1.1 es
directa pues los morfismos g v 29 sou identidades. En particular el funtor
J es estricto. Es obvio entonces que J es una equivalencia entre categoria
monoidales.
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5.1.1 Extension del trenzamiento

Supongamos ahora que la categoria C es trenzada con trenzamiento ¢. Vamos
a extender este trenzamicuto a un trenzamicnto en la categorfa C0 como
sigue. Para v € 9(Sy x S,) y w € 7(Sg x Sy), definiinos Cyg(v, w) por

Crg(v,w) = 620cs ey gtv) - (f ® 9)(0) = [(2,) @ 9(ys) — 9(yu) ® f(7w) -

= (9@ f)(w)
(5.29)

Es claro entonces que Cy, es invertible con inversa dada por C]qu(w,v) =
wuw,.—1
5=:y Cflzu)alyn)

Proposicién 5.1.9. La familia de isomorfismos Cy, es un lrenzamiento en
la categoria C*.

Para demostrar que C es un trenzmnicnto en £3°, debemos demostrar que
es natural y que satisface el Azioma Hezagonal. O sea debemos demostrar
quesi F': f — f'y G: g — ¢, entouces ¢l cuadrado

Cra
J®g—">9®f (5.30)
FRGC C®F

Y Cyt

‘/./ ")(__) _(]I g' ® f/

conmuta y que los hexagonos

c g&h
T®gah) X (gah) f (5.31)
(f®g) ®Dh g2 (h® f)

t/
Co®ldy~ /1(]1, 2Ctn

g® f) e h'm_q 2 (f®h)
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(f®y® L9t @ (f @ g) (5.32)
J®(g@h) (h@f)®qg

Im A“ /a"[‘h @Idy

J8(h®g)=2(f@h) D)

conmutan para cualesquiera objetos f, g, h. Comenzamos con la naturalidad.
Por una parte, tenemos que

(C@®F) oCr)ww)= > (G&F) wuw)oCpylv,w)

wey(Sy,@5;)

= Y (Ceww) @ Flaw,zw)) 0 82 Criat)
we¥(Sg@Sy)

= (G(Uv- ?/m’) ® F(z,, Ty)) O Cf(ze)glm):

(5.33)
Par otra parte,
Crgo(FOG)v,w)= Y Cpylv,w)o(Fal)(vv)
U'G’y(sll xSy:)
= > e oy, © F(Tetl,) ® Glyw yv)
UIE'Y(SII XSS")
= cpie gty © (Flae, 2,) © G(yo, hur)-
(5.34)

Las dos sumas resultan jguales pues ¢ es un trenzamiento en C y por lo tanto
es natural. Asi, C es natural. Comprobaremos ahova que ¢l primer hexdgono
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conmuta. Sea M(w,w') = (Agn. © Cryen 0 Apgn){w,w’). Entonces:

}V[(wl wl) = z A].g.h(u) wl) o C].ﬂi-:h(v; 7‘-) o A!.g\h(w- 'U)

u€S(s@gign
veS ;&(g2h)

Y SEid eaealunoh(e) © OriyisCriza) ol Shiz) (5.35)
uES(sep)en
vES ;®(g®h)
0 i f(zu) @l IEA 20

= OgprrCf (#u) ) Eh(zw)-

Sea N(w,w') = ((Id, ® Cpa) © Agsn 0 (Cyy ® Idy))(w, w'). Entonces:

N(w,w') = z (Idy ® Cpn){u, w') o Ay sn(v,u) 0 (Cpqe @ Idn)(w, )

uES p(seh)
vES(ze 10n
- L ] cu '’ v s
= E , (6yu..'/u,: ldg(yuj ® 01;: ‘:/(r-.).h(:n)) ° Jz:y;:ldg(lﬂ-)@J(Iu)@h(-"v)
uESge(fon)
VES (90 )@k

o (&‘;C/(J:w]\y(yw) ® 6:wn"-r.~id"l Zm))

= G (idg(y0) © Cf(zu)hizn)) © (Cf(xu)glye) © idn(z.))-
(5.36)

De nuevo, puesto que ¢ es un trenzamiento estricto en C, se tiene la igualdad
M(w,w') = N(w,w'). La conmutatividad del segundo hexdgono se demues-
tra andlogamente.

Con esto terminamos la demostracion del teorema.

De la misma manera, si la categoria C tiene torsidn, célculos del mismo
tipo de los anteriores demuestran ¢ntonces que:

Proposicién 5.1.10. Sila calegoria C ticne torsion 6, entonces la categoria
C* tiene torsidn Oy : f— f dada por:

©7(2,y) = Szbyzy + f(2) — f(¥) (5.37)

para cualquier objeto f en C30.



114 CAPITULO 5. BIALGEBRAS EN C*

Sin embargo no es posible extender una dualidad de C & C>° puesto que,
aunqgue para cada f : S; — OUj(C) tenemos un candidato candnico para
f*:S; — Obj(C), a saber, [ ¢s la funcién definida por f*(z) = (f(z)y
y un candidato canénico para la evaluacion Dy : f* @ f — 1, dado por
Dy(v,{*}) = Suya,dsey : F1(z]) @ f(w,) — I(#) = 1, donde 77'(v) =
(z3,z,) € Sy xSy, no es asi para la coevaluacién, pues la extension candnica
By :1 — [® f* dada por By(*,v) = 6.:2,bpey i I — f(zy) ® [ (z)
no es un morfismo en C> si S; es infinito, pues no se satisface la condicién
(1) (pagina 101) de la definicién de mnorfisio en C>. No obstante, si con-
sideramos la subcategoria completa CES" que tiene como objetos a funciones
f con dominio S, finito, entonces si es posible extender la dualidad segin
las formulas dadas a Cﬁs°. No es dificil ver que entonces el funtor inclusién

J : C — C% factoriza a través de C3°, o sea
J 0 S (5.38)

Ademais:

Proposicién 5.1.11. Si la categoria C es de lislones, enlonces lu estructura
exlendida da lugar en Cf"J o une estruclura pivolal brenzada (no esiricle).

La demostracién de esta proposiciéu v de todo lo anterior se basa, como
antes, en propiedades de la delta de Kronccker y de la estructura de C.

Nota 5.1.12. Para simplificar los caleulos en lo que sigue, adoptaremos
la siguiente notacién. Sea A el conjunto de isomorfismos de C* generado
bajo productos tensoriales v composiciones de morfismos por el conjunto
(1dy, Axau), donde x, &, A y g son objetos cualesquiera en C*°. En otras
palabras A es el conjunto de isomorfismos que relacionan objetos distintos
por asociatividad. Si F,G : @« — (3 son morfismos en C*°, escribiremos
F=GsiCoGoB=XolFoY,donde B,(,X y Y son elementos de A.
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Por ejemplo, F' = G si el siguiente diagrama conmuta.

(N ® f)® f3)® [1)® s —— () ® g2) ® g
AL @fa.tg.04DMd g

(h®L)®(® 1))@ fs

ANy s®fs.lg Ag) w293

([i®2)@((fs® f4)® f5)

-1
Wyen®A7, 1.,

L ®L)® s ®(fa® f5) =%+ 91 ® (92 ® g3)

Es claro que = es una relacién de equivalencia en el conjunto de morfismos
de C% que es ademds compatible con la composicion en el sentido de que
si '=Gy F' =G’ entonces IV o 7 = (' o G, si Jas composiciones estan
definidas. En efecto, supongamos que CoFoB=XoGoY yque Do F'o
E=ZoG oW, para B,.C,D,L,X,Y,Z y W clementos en A. Entonces
Z0G"0GoY = DoF'oFoW~1o X~'oCoFoB. El morfismo EoW o X 'oC es
un endomorfismo del dominio dominio 3(F’) de F’ que es igual al codominio
t(F) de F y es un elemento de .A. Por el teorema de coherencia de Mac Lane,
tiene que ser igual al morfismo identidad Id,(gy. Por lo tanto ZoG'oGoY =
DoF ocFoB

Esta notacidén se puede introducir, por supuesto, en cualquier categoria
monoidal no estricta. En el desarrollo posterior usaremos esta notacion sin
comentarios adicionales.

5.2 Bidlgebras

En el capitulo 3, definimos los conceptos de algebra, codlgebra y bidlgebra
en una categoria monoidal estricla. En el caso que nos ocupa, diremos que
un objeto A de V es un 4lgebra en V, si existen morfismos p: A®@ A — A
yn:1— A, tales que

pp®id,) = plids ® p) (5.39)
p(n ®@ida) = p(ida @ 1) = id4 (5.40)
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Anglogamente, diremos que C es una coédlgebra en V si existen morfismos
A:C—C®Cye:C —1talcs que

(A®ide)A = (ide % A)A (5.41)
(e ®ide)A = (ide ® )A = ide (5.42)

Si H es algebra, entonces el producto en I/ ® /] lo definimos como la siguiente
composicion:

Ay H.Hidy
—_—

(5.43)

-1
0 (H®H)® (H e H) 2 (He Yy H)® H

N . -1 .
idy@cy, y&idy Ay n&idy
—

(He(H®H)®H

(H®(HOH))®H
(H® HY® H)® H 289011 (11 @ 1y & (H @ H) —=4

~H&H

Por dltimo diremos que / es bidlgebraen V.si 7{A®A) = Apyepy = eRe.

En esta seccién encontraremos bhialgebras en C>, en el caso en que C sea
una categoria monoidal con trenzamiento y cualidad izquierda.

Sea h : S — Obj(C) una funcién invectiva tal que h(S,) C Obj(C) sea
certado bajo ®, es decir, para todo par (., y) € S), x S), existe un tnico
z € Sy tal que h(z) ® h(y) = h(2) y tal que 1 € 1(S,). Por ejemplo, si la
cardinalidad de Sg es igual a la cardinalidad de ObF(C), entonces podemos
tomar h : Sy — Obj(C) como cualquier funcién bivectiva.

Sea Ay = {(z,z) | z € Si} € Si, x Sy v sea h el objeto definido por la
siguiente composicién:

B y(Ap) 0,222 0b5(C) x 0bj(C)—2>0bj(C) (5.44)
donde h*(z) := (h(z))". Es decir, h estd definida por la relacién h(y(z, z)) =

h*(z) ® h(z), para y(z,z) € S5 = v(Ay,).
El teorema principal de esta seccién es ¢l siguiente:
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Teorema 5.2.1. Bl objelo h de C® tiene estructum de bidlgebra.

Estableceremos dos lemas previos a la demostracién.

Sea x : Sp x Sy — S, la funcidn definida por la relacién h(x(z,¥)) =
h{z) ® h(y).

Lema 5.2.2. La aplicacidn y satisface la relocion x(x(z,y), 2) = x(z, x(y, 2))-

Demostracion. h(x(x(z,y), 2)) = M(x(%,y)) ® h(z) = h(z) ® h(y) ® h(2)
= h(z) ® h(x(y, 2)) = h(x(z.x(y. 2))). Luego x(x(z,y),z) = x(z,x(¥, 2)).

Para enunciar y demostrar el siguiente lema usaremos las letras z, y y z,
que habiamos usado para designar puntos en Sj, para designar objetos de C.
Esperamos que esto no traiga confusién.

Sean z,y objetos de V. Recordemos primeramente el isomorfismo 7., :
Y ®z — (z®y)", definido en (1.65) y representado en la figura 1.13.
Definimos ahora el isomorfismo ', , 1 ¥ ®y®z" @1 — (z®Y)° @ (2 ®y),
como la composicién

idye®cy e ®ids _ ey ®Cya .
Tey ¥’ @U@ @2 0o 0y 22 (38 4) @ (8 )
Lema 5.2.3. Los isomorfismos Iz, satisfacen la relacion
rx»v@:(r‘y‘z @ idx‘@:ﬂ) = F:@y,:(idz'@\z ® Fa:.y)-

En otras palabras, si z, y z son objetos en V el siguiente diagrama
conmuta :

Pya@idgr gy

’R2BY QYR ®z (YRIT)®(YWz)RzT" ®z

id:.®,®l‘,_,, Fepox

=Dy.x

@@ (z0Y) ®(z0y)

(zRy®2)'@(rQy® 2)

Demostracién. La demostracién la harcmos u<ando el calculo grifico. En
la figura 5.1 se muestran los morfismos I'y,. En la figura 5.2 se demuestra
el Lema. Las figuras superior izquierds e inferior devecha, representan a los
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y Ty x Yx

Figura 5.1: El morfismo T,

morfismos T'; g, ([ ® idge) ¥ Cooy.:(1d: g ® I'sy) respectivamente.

Demostracion de 5.2.1. Definimos p: h ® i — h por

w(v,v(z, 2)) : (A ®@h)(v) = h™(2,) ® h(2,)®

6:.\|_u,.,:,.1"[‘(5“),)1(1”) =

h(v(z,2)) = h*(2) ® h(z)

(5.45)
Puesto que existe un tnico zg € S, tal que h(y) = [ € Obj(C), podemos
definir  : I — h por

R (y0) @ Myw)

N, Y, Y)) = Orppidi - L= 1" (20) % h{zg) — 1 (y) & h(y)

Debemos probar ahora que p(p®1di) = j(Idi; D) y que p(n®@ld;) = Idp =
p(ldg ® 7).
Sean S = p(p ® 1) (w, ¥(¢.8)) ¥ R = ju(ld;: 2 ) (w', (¢, £)). Por una parte
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tenemos que:

S=. 3 ulo (1) ok ldg)w,v)
UGSF®H

o Z St.xetyoma) U h(ui(z) © (Bawxtim )L ha) hizw) ® Beryolthhe (s )00 (z0))
”ESEQE

= O x(wtvuzi) Th(za) h(x(uzn)) © (Thipu)hizw) @ idhGu)@h(en))

= 5t.x(t.».x(yw AIW)) Fh(lw)th(yw)a‘h(lw) o <Fh(ylu)-h(2m) @ idh'(‘w)@"(‘w))
(5.46)

Por otra parte:

R= " plv,5(t.1) o (ldg ® p)(w', v)

"’ESE@H

= Z St xtyoizo) Ditun) Mzn) © (Ozos 2038he (2 )2 (r,0) © Oy xtzurvur) DAz ) hyus))
UES]-.@E
= Sttt i) 2o hix(er i) © (188 (2 )@h(z0) B Thizbiya)

= Stx(x (s o)z u) DMz )h (gt h(z) © (iie (2 )eh(z,) ® Dhizgddiug)))
(5.47)

Segin el Lema 5.2.2, tenemos x(X(zw ¥uw): Tw) = X(zZw, X(Yw, Zu)). De
aqui y del Lema 5.2.3 es fdcil deducir que Ro Apyp = Sy por lo tanto
R=S.

Vamos a demostrar ahora que p(5@1d;;) = Idy;. Sea J = p(n®1dg) (u, v(z, 2)).
De la relacién h(x(zy,%0)) = h(zy,) @ h(zg) = h(z,) ® 1 = h(zp) deducimos
que x(Tu,Zg) = Ty ¥ puesto que Iy = idy(u)en para todo objeto a de C,
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tenemos:

J= 5" u(v,(z2) 0 (n®Idy)(u,v)

UGSEQ}E

= Z 5Z,X(yu.Ip)rh(l]p)‘}l(I..) o (")(*1 7(:E|'--[U)) & 1(1'!'.‘(‘)((.'7.'",1"% ‘y(yU\ yl‘)))
vESTeR

= Z 62-.}((140.::.,)rh(y‘,).h(z.,) ° (510-55uj(J| @ (si'mvvi(]"‘(zu)@"(ln))
UGS‘;QE

= 52,x($mzo)rh(zu).h(nra)
= 6:,:ur‘h(::u).l
= 6Z|Iu idh‘(::u)@h(zu)

= 1dp(u,v(z, 2)) (5.48)

La igualdad p(ld; ® n) = Id; se demuestra andlogamente.
Con esto hemos demostrado que (h, gz, 1) es un algebra en CSe,
Definimos ahora A : h — h ® h como la funcién

A(y(z,x),v) : h*(z) ® h(T) — W (y) @ hy,) @ W' (2.) @ h(z,)
igual al siguiente morfismo
8z Bz 20idns (z) © brgzy © idniaey : A7 () ® M(x) —>h (1) ® h(1)®
hi(z.) ® Mz,)
Definimos a £ : h — [ como la funcién dada por
E(y(z, z), %) = dygey : M (2) @ h(x) —

Vamos o demostrar que (Id; @ A)A = (A = IdpA) v que (e ® 1dp)A = 1dp =
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(1dg ®¢€). Sea L = (1d5 ® A)A(y(¢,t), w). Entonces:

L= Y (ldg® A)(w,w') o A(y(t, 1), v)
vESEeR :
= Z (5:u\z..,idh-(:u)®h(:.,) ® 5Uu\yw'6,')mzw' idh‘(yv) ® bh(w) ® idh(yu))o
uES‘;@“
(6L.I.,-6£,y.,idh'(l) ® bh(L) ® idh(l.))
= 8y, 00,02, (10h-en() ® idn-(1) ® bu) @ idngy) © (10h-() @ by @ idny)

(5.49)
Sea ahora R = (A ® IdpA){7v(L, t),w). Entonces:
R= Z (A ® Idg) (v, w) 0 A{+(¢,t), v)
vES;®S;
= Y Snzrubrapn(idhsen © bu,) @ idaie,) @ 8y, idie )oh(u))°
UESH@SH

(8t,2,01,y,1dh- () @ bagy @ idagy)

= 82,005,012, (1da- (5 ® by ® iy @ 18h-@@ny) © (Ida-(y) ® bry ® iday)
(5.50)

En la figura 5.3, si tomamos z = h(t), vemos que R y L son iguales salvo
asociatividad, es decir, Agrg(w,w)o A =L, luego L = R.

Comprobaremos ahora que (¢ ® 1d;)A = Id;.
Sea J = (e ® Id)A(y(z, z), v(y, y))- Entonces:

J= 3" (£® 1),y y)) o Alv(z,2),v)
IGS]:@SF
= Y (V@0 30) %) ® L (7w o), Y@ )0
z€SE®Sy (5.51)
(0z,2,02.51d5x(z) ® Dp(z) ® idp(z))
= (da(z,) ® Oy,yida=(y)@h(p0)) © (Oz,2,02,,idR(x) ® Dagzy ® idn(z))
= 0z,y(dnzy ® idh-(2)i(=)) © (dh+(2) @ ba(z) @ idn(z))

De la definicién de duslidad izquierda tenemos que (duzy ® idp-(z) Yida-(z) ®
bh(I)) = idh'(1)| lUEgO J o 5z,yidh'(:)3-h(:] = IdE(’V(.L,I),’)‘(y,‘y))
La igueldad ldy = (Id; @ ) se demuestra de forma anéloga y con esto hemos
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demostrado que (h, A, &) es una coalgebra en €.

Resta demostrar que A y ¢ son morfismos de dlgebra. Para demostrar que
A es morfismo de dlgebras debemos demostrar (ue el siguiente diagrama
conmuta salvo por la relacién =,

TeE22 Gmoh)e (e

H f

— Y —
h&h

o — §

donde [ es el producto en h @ h y estd definido como en (5.43), por la
composicién

|

i1

(heb)oh) e

1
(I‘iﬁxcﬁ,i;:-':'ldg)riﬁ {_‘
. E,
(h® (h@h)®h
I
(B Ap R 5 5 (AL § 81dR)

— f —
heh

El morfismo Id;® Cy; 5 ®1d(v, w) : (h@(h@h)eh)(v) — (h@(h&b)®h)(w)
estd relacionado con el morfismo F,(v,w) : (h® (h ® h) ® h)(v) — (b ®
h) ® (h ® h) representado por la siguiente Aecha vertical:

h(z,) ® h(z,) ® h(yy)® @ Alyy) ® h{z.)" & h(z,) @ M(t,)" @ h(t,)
Fu(v,w)= ;‘w‘d:.u‘.)-cai-(,'..33‘51‘)5:‘"1‘-1.“,.,1‘- n{yy) e} G608 I (10) i)
h(ww)* ® h(2y) ® h(z,)" & h(2) & h(yw)' @ h(Yw) © ML) @ h(ty)
puesto que los codominios estan relacionados por asociatividad.

El morfismo (1@ p)(w,u) : (h®h)® (hxh) — L %], estd representado en
el siguiente diagrama vertical:

hMzw)' ® h(zw) @ h(zy)* ® h(ze) @ M) 2 b)) @ h(tw)” & hty)
|

61,-&(:.;.‘:u,}r’-t:-.r).hfrr.-l'fc‘i-l-;.vlr-n.u..-~|'Jrr'.«i.htzm-)

h(zy)* @ h(z,) @ h(y.)" = hiy,)
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Es claro entonces que = Y (p ® p) o Fy y que este morfismo resulta ser
igual a

M) @ h(z.) @ h(y.) 6 h(y,) ® h(z.) © h(z,) ® h{t,)" ® h(L,)
{ .
un»X(lm-'l‘u)6vutx(‘«uAVU)(F"(=U)-"(¥I>)®FN(':-)."(vu))(idh!;:..)‘u?)hfru)®c’1(v\x)'®h(w)-h(;u)'Q)l(lu)@Idh(‘v)'@h(‘V))
h(IU). ® h(fuu) ® h(yU)‘ ® h(yu)

Por o tanto (A ® A) = 3 G, 0 (A & A), donde G, cs la flecha vertical
anterior. Teniendo en cuenta que (A ® A)(p,v) : (h@h)(p) — ((h®h)®
(b ® h))(v) estd dado por

(A@A)(p, U) = 6::,,.Iu5::p.yu6y,,‘zv(syp,tu (idh(:r:,,)'®bh(:p)®idh(:,))(idh(yp)'®bh(yp)®idh(yp))
vemos que la suma da como resultado

M = bz, xtypz)Ovuxwmzr) Lupizy ® Typzy) (1dn(zp)-@h(zp) © Ch(zy) @hlzp).h(yp) @h(yp)
® idn(y,)oh(yp) ) (1Gh(z,)* © bh(zy)y ® 1dn(z,)) (Idi(y,)r ® bagyy) ® ida(y,))

Por otra parte tenemos que (uA)(p,u) es la suma en v de la siguiente com-
posicidon

ézn.“\'u = rh (= «
Mzp)" @ h(z) @ hlup)* @ hy,) ——22 0L h(z,)* @ h(z,)

A—Iu.xu‘sru.yu(idh(zn;'®bh(:p)®idh(zu))
h(zu)* ® h{zy) ® h{(yu)* ® h(yu)

La suma entonces resulta ser ignal a

(IJ‘A) (P. u) = 6Iu |X(yp\1p)51 w X (VpZp) (idZ(x(y,,,zp))®bh(x(yp-lp)) ®idh(x(yp,zp)))Fh(y,,).h(zp)

En la figura 5.4, tomando y = z, y 2 = y,, el grifico que estd en la
parte superior izquierda representa a M, en tanto que el grifico en la parte
inferior derecha representa a (uA)(p,u). Por lo tanto son iguales y con esto
hemos demostrado que pA = (A ® A). Para demostrar que ¢ es morfismo
de Algebras, debemos demostrar que el diagrama

heh
£R¢

u

V -
E_",]
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conmuta. Tenemos que
(ep)(u,*) = Za(qr(:r”., To)y *) 0 pli.w)

= Z (lh(Iw) © (6qu,x(yu..-/‘|.-l ]‘—"‘(.’J“)Ah(ru))

= (lh(x(y.. v )) Fh("u )-h f'.'r...')

= dp(y)@hten) Uity iza)

Por otra parte, {€ ® €)(u, *) = da(za)riyu)-
La figura 5.5, tomando como antus & = y, y Y = &,, demucstra que estos dos
liltimos morfismos son iguales. Por lo tanto (I, 1,7, A, €) es una bialgebra.

5.3 Representaciones de C

Supongamos que C es una categoria pequena y monvidal estricta y sea R un
anillo conmutativo cualguicra con identidad. Asociada a C consideramos la
categoria C’ que tiene los mixmos objeios que € pero para dos objetos a y b,
Home: (a, b) es el R-médulo libre generado por Homg(r, b). La composicién de
dos morfismos basicos en C’ es la misina que en C y sc extiende por linealidad a
todas las composiciones de morfisinos en C’ y el producto tensorial de objetos
es el de C y el de morfisinos se extierkle también por linealidad a ¢’. Vamos
a suponer en lo que sigue que el anillo /¢ es el campo C. Con esto €’ es una
Ab-categoria monoidal estricta y peqnena, por lo que le podenios aplicar la
construccién de la seccion 5.1 y obtener una categoria que denotaremos igual
que antes por C%° y que le llamaremos categoria libre asociada a C.
Supongamos que F es una representacion de C, es decir, un {untor monoidal
estricto de C en la categoria €y de espacios vectoriales sobre € de dimensién
finita . Entonces podemos extender F a un funtor monoidal estricto F' de
la categoria C’ en la categoria Ty, simplemente definiendo el funtor F' que
coincide con F en objetos (C y C' tienen los mismos objetos) y definiendo
F (3 oF) =Y, asF(F) : Fla) — F(b), si F; : a — b son morfismos en
Cya; €T para todo . Podemos extender a su vez F' a un funtor monoidal
no estricto F : 3 — C,, donde C, ¢s la categoria de espacios vectoriales
sobre C, no necesariamente de dirnension finita, como sigue. Si f es un objeto
de C%°, definimos F(f) = B.cs, F'((2)).
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Para un morfismo F : f — g definimos

FF)= D FF@y): P FUE) — B Fm)

{z.4)ES) %8, 2€Sy VES,

Es facil ver que efectivamente F es un funtor que extiende a F' y por lo
tanto a F. Si f,g,h son objetos de C> entonces la asociatividad Ay, s €s
transformada por F en la habitual identificacion entre los espacios vectoria-
les (F(f) ® F(g)) ® F(h) y F(f) ® F(g)(&F(h)), es decir, entre los espa-
cios @, ,.(F'(f(2)) ® F(g9(¥))) ® F'(h(2)) y ©,,,. F (f(2)) & (F'(9()) ®
F((2))
Con esto hemos demostrado la siguiente propiedad universal de la construccién
C>:

Teorema 5.3.1. Sea C una categoria pequeria y monoidal estricte y F :
C — Cy un funlor monoidal estricto, donde Cy es la categoria de espacios
vectoriales de dimension finite sobre C. Enionces F factoriza o través de la
categoria libre asociada C>, es decir, existe un funlor monoidal (no estricto)

F, tal que el siguiente diagrama conmula

17

Cji——C,
donde J es el funior inclusion de la Proposicion 5.1.8.

Si F es una representacién.de C y h es una bidlgebra en C entonces
tenemos gue:

Proposicién 5.3.2. El espacio vecloriol F(h) tiene estructura de dlgebra y
de codlgebra en C,,.

Sin embargo, como ya vimos en 3.2.6, ]?(}_1) no es bialgebra en general.
No obstante, aplicando un razonamiento similar al que alli hicimos, podemos
obtener una bialgebra en C, a partir de h usando el funtor S. En efecto,
supongamos que la categoriaC es de listones y apliquemos el funtor S a todos
los diagramas de gréficas de listones C-coloreados de las figuras 5.1-5.5. En-
tonces @, S(u(v, v)) : FR)@F(B) — F(B)y B, S(n(+,q)) : € — F({),
le dan a F(h) estructura de algebra. Andlogamente, @, S(A(u,v)) :
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F(h) — f(}_l)t&]?(ﬁ) y D, S(e(p, %)) : F(h) — Clc dan a F (h) estructura

de codgebra. La aplicacién de S a las figuras 5.4 y 5.5 demuestra—graduadamente—
que las dos estructuras son compatibles.

Asi, (F(h), @, S(p(v,v), B, S+ 1)), B, S(Alw,v)). B, S(e(p. *)) es

una bidlgebra en C,.

En |37}, Yetter demuestra que:

Teorema 5.3.3. Dada cualquier calegoria pivolal V y un funtor pivolal
F : V— Cy, eziste un grupo cudntico I, lal que F facloriza

>Cy

v F
N
H:

¢br

donde F : V — Hym €s un funtor pwotal de 'V en la subcategorin de lo
categoria de bimddulos cruzudos sobre 1 que es cerrada bajo *, y J es el
Juntor gque olvida.

Senalemos por tltimo, que es facil ver que la bidlgebra H a la que hace
referencia el teorema es la misma que la gque obtenemos funtorialmente de le
bidlgebra que hemos definido.

5.4 Relacién de C con categorias modulares

Recordemos ripidamente el concepto de categoria modular,
Sea C una Ab-categoria monoidal con el producto tensorial bilineal. La com-
posicién de morfismos, considerada como mltiplicacion en End(l), dota a
este grupo abeliano con una estructura de anillo con unidad idy, que es clara-
mente conmutativo. A este anillo lo llamaremos el anillo base y lo deno-
taremos por K. Para cualesquiera objetos V y W de C, el grupo abeliano
Hom(V, W) puede ser considerado como un K-médulo con la estructura dada
porkf=k® f,para k € Ky f € Hom(V,W). Esta estructura es compati-
ble con la composicidn de morfismos ¢n el seutido de que es K-bilineal. En
efecto,

(kf)@g=(k@ fidi®g)=k® fg=k(fog) (5.53)

y andlogamente fo kg =k(fog).
Consideraremos en lo que sigue Ab-categorins de listones.
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Definicién 5.4.1. Sea C una Ab-categoria de listones. Un objeto V de C es
llamado simple, si la aplicacién &k — k& ® idy = kidy define una biyeccién
KX — End(V).

Es facil ver que un objeto es simple si y sélo si End(V) es un K-médulo
libre de rango 1. En efecto, la necesidad es obvia y para la suficiencia,
obsérvese que si End(V) ~ K con generador z, entonces idy = kz y z° = k',
con k, ¥ € K. Por lo tanto, z = idyz = kz* = kk'z, luego k es invertible en
K y asi idy es un generador libre de C.

Definicién 5.4.2. Sea {V;};e; upa familia de objetos de . Un objeto C
estd dominado por la familia {V;}i/, si existe un conjunto finito {Vir}r
de objetos de esta familia (posiblemente con repeticiones) y una familia de
morfismos {f.: Vigjy — V, g, : V — Vj(»y} tal que

idy = > frge (5.54)

Vamos a introducir algunas notaciones que serén usadas para establecer
la definicién de categoria modular. Para z,j € I sea

S.’jj = tT‘(Cv))v.- (o} CV.-,V,) ek

Sin dificultad se puede probar que S;; = S;. (ambos lados de la igualdad
estén representados por el enlace de Hopf), luego la matriz S = (Si;)ijer €5
una matriz cuadrada simétrica sobre K.

Definicién 5.4.3. Una categoria mnodular es un par que consiste de una
Ab-categoria C y de una familia finita {V;}ie; de objetos simples de C que
satisfacen las siguientes cuatro condiciones:

(i) (Axioma de normalizacién). Existe 0 € I tal que Vo =1

(1) (Axioma de dualidad). Para cada i € ], existe 3* € I tal que el objeto
V;- es isomorfo a (V})*.

(iil) (Axdoma de dominancia). Todos los objetos de C estdn dominados por
la familia {V;}ic,.

(iv) (Axioma de no degeneracién). La matriz cuadrada S = (S;;)ijer €s
invertible sobre K.
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Se tiene que:

Lema 5.4.4. Sea (C,{V;}ies) una categoria modular. Siis# j enl, entonces
Hom(V;,V;) = 0.

Para una demostracién cle este Lema, ¢l lector puede consultar [35], pp.75-
76.

A continuacién vamos a relacionar estos conceptos con la construccion
C5. En lo que sigue vamos a suponer que las categorias consideradas son
pequenas.

Es ficil ver que el producto tensorial en C° es bilineal. Por otra parte,
K = End(l) tiene estructura de anillo con el producto definido por la com-
posicién, donde, recordemos que I : = — Obj(C) es la funcién definida por
I(¥) =1 € Obj(C). Asi, Hom(/,y) se convierte en un K-mddulo con la es-
tructura XF = X @ F para X € Ky I' € Hom(/, g). Consideremos ahora
el anillo 2 = 50€50, Este es claramente una anillo commutativo con unidad
1g: Sg x S¢ — End(I) dada por lg(z,y) =id). ParaY € Qy G: f-— ¢
en Hom(/f, ¢) definimos Y G € Hom(/, ) per:

(Y)Y (u,v) = Y, v)(*.%) @ G{u.v) : f(u) — g(v), (5.55)

parau € Sy, v € S,y Y(u,v)(*,%) : 1 — I. Diremos que el objeto f de
C5v es -simple, si es “simple” con respecto a Q, es decir, si la aplicacién
Y — Y ®Id; es una biyeccién Q@ — End(f) (ndtese que en la definicién de
objeto simple no se usa la estructura de listones de la categoria, de manera
que el concepto se pudiera definir en una Ab-categorin monoidal eu la cual
End(/) sea un anillo conmnutativo). Como antes, esto es equivalente a decir
que End(f) es un Q-médulo libre de rango 1.

Usando la construccion C3° podemos dar una definicién de categoria modular
baciendo referencia a propiedades de un solo objeto de €30, Es decir, tenemos
que:

Proposicién 5.4.5. Sea (C.{V.}ic;) una categoria modular y tomemos So =
N x Obj(C). Entonces ewisie un objeio p de C>. gue cumple que:

(%) 1 € im(¢p).

(ii) @ =~ .



(i#) Pare cualquier objeto V de C, el objeto [y : + — Obj(C) de C>
definido por fv(¥) =V, es un relruclo de .

(1) wn = @|(yxoricy €8 un objeto de C®, de manera que tr(cf,m%) es
invertible sobre Q.

Demostracion. Tomemos un conjunto finito S = {z,,...,z,} C Sp con la
misma cardinalidad que el conjunto finito de objetos simples {V;}ic;. Sea
S, = N x S. Definimos ¢ : S, — 0bj(C) por (m,z;) = V;, para todo
m € Ny 1 <4 <n. Las condiciones (z) y (i) de la Definicién 5:4.3 implican
claramente las condiciones (i) y (iz) de la proposicién.

Para demostrar (ziz), definimos J : fy — @ y P ip — fy de manera que
J(*,(m,z;)) = 0 = P((m,z:),*) si el objeto V; de C aparece menos de m
veces en la descomposicién de idy y en otro caso, de manera que

> P((m,z:), %) 0 I (%, (m, z:)) = idv. (5.56)
(mn.i)

De esta manera, es obvio que P o J = Idy,. Por iltimo es f4cil ver que la
condicién (iv) de la definicién se traduce en este contexto en que tr(
es invertible en 2.

2
C‘Pn le’l )

El Lema 5.4.4, se puede entonces enunciar como sigue.

Lema 5.4.6. Sea C una categoric modular. Entonces el objeto yp de la
proposicion anlerior, es Q2-simple.

La definicién de categoria semisimple, generaliza la nocidn de catego-
ria modular, al quitar la restriccién de que el conjunto de objetos simples
que dominan sea finito. Mas precisamente, diremos que una categoria es
semisimple, si se satisfacen los axiomas (z), (i) y (¢2) de la Definicién 5.4.3
y el siguiente sxaoma:

(iv)’ Parai # j € I, Hom(V;, V) = 0.
Tenemos entonces que:

Proposicién 5.4.7. Si C es una categoria semusimple y So = N x Ob3(C),
entonces existe un objeto v de C® que es Q-simple, y que satisface las
propiedades (i), (it) y (i41) de la Proposiciin 5.4.5.
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Figura 5.2: r-"?»y@z(ryﬁ ® idx‘@:) = Fz&v,z(idz'(gz &® rz.y)
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X Y x x Y

Figura 5.3: (ida: ® bs, ® idy; ® idh:@n;)(ids; ® by, @ idp,) = (idn:@r; ® ids: ®
by, ® id,)(ids; ® ba, ® ids,)
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y X

Flg\.ll‘& 5.5: dh_w,il“h..,hj = Clhj. ® dh‘.
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