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Introduccion

En la tesis nos concentraremos en dos temas principales: las Grandes Desviaciones y la
Mecénica Estadistica. También expondremos una relacién entre ambas teorfas. En particular
hablaremos de un concepto basico para ambas, la entropia.

Las Grandes Desviaciones se centran en propiedades sobre la convergencia de sistemas es-
tocdsticos. A lo largo de la tesis consideraremos uno de los ejemplos mis conocidos de la
teoria de la probabilidad: La media muestral S,/n de una sucesién X;, X», ... de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, donde S, comresponde a la n—€sima
suma parcial de la sucesién. Es bien sabido, por 1a Ley Débil de los Grandes Nimeros, que
esta media muestral converge en probabilidad a su esperanza .

Las Grandes Desviaciones muestran que, bajo ciertas condiciones sobre las variables, la con-
vergencia de la probabilidad de los eventos (|S,/n — % > €] es exponencial (en particular
nos permile garantizar una convergencia casi segura de S, /n, utilizando el Lema de Borel-
Cantelli). Uno de los aspectos importantes es que este decaimiento exponencial es calculado
con base en funciones de entropia (Funciones de Grandes Desviaciones).

El nombre entropia tiene sus origenes en la Mecanica Estadistica. Este aparecié en los tra-
bajos de Rudolf Clausius y Ludwig Bolizmann en la segunda mitad del siglo XIX, quienes

estudiaron la relacion entre la entropia y las caracteristicas macroscépicas de sistemas fisicos.




v INDICE GENERAL

Esta tesis estd dividida en tres capftulos.

En el primer capitulo nos concentramos en presentar algunas definiciones de la Teoria de
Grandes Desviaciones, siguiendo con un teorema que explotaremos en los capitulos pos-
teriores. Este dltimo es la Ley Condicional Débil de los Grandes Nameros (E. Nummelin,
1989), y se basa en el concepto de punto dominante, el cual tiene relacién con la entropia.
En el siguiente capitulo presentamos teoremas de convergencia para las distribuciones empiri-
cas, microcandnicas y canénicas. Los resultados de este capftulo son los que usaremos mis
adelante para la aplicacién a la Mecédnica Estadistica. También cabe destacar que estos teo-
remas son consecuencia del punto dominante y de la Ley Condicional Débil de los Grandes
Nimeros.

Por (ltimo, en el tercer capitulo, utilizaremos todas fas herramientas antes desarrolladas para
aplicarlas a un ejemplo clasico de la Mecdnica Estadistica, el modelo del gas ideal. Serdn de
nuestro interés dos problemas: el primero es un sisiema de particulas estacionario que sélo
sufre cambies en la energia; el segundo es mds complicado y corresponde al estudio de una
pequefia subregidn de un sistema més grande. En ambos casos calculamos la distribucidn de
probabilidad con la cual se puede obtener informacion sobre las variables macroscépicas del
problema. Aunque en este capitulo nos concentramos en resolver los problemas para el gas
ideal, es fécil ver que se pueden extender los resultados a modelos mas generales.
Esperamos que al final de la tesis se vea una relacion mds clara entre las Grandes Desvia-
ciones y la Mecdnica Estadistica, ademds de presentar un métode para abordar problemas de
esta dltima.

La principal referencia de la tesis es el articulo de E. Nummelin y T. Lehtonen [LN90}; en
éste se basan los Capitulos 2 y 3. La parte introductoria a las Grandes Desviaciones se basa
en el libro de A. Dembo y O. Zetouni [DZ98]. La Ley Débil de los Grandes Nidmeros es
dernostrada en [Num89], mientras que la existencia del punto dominante y sus propiedades

fueron consultadas del articulo de P. Ney [Ney83].




* Notacion

P Probabilidad.

E Esperanza.

c.ra Con respecio a .

1.id Independientes e idénticamente distribuidas .

dy(dx) Distribucién de Dirac.

X Espacio, X =R o X = R%.

Mi(X) Espacio de todas las medidas de probabilidad sobre X.

{,-) Producto interno en X.

| Norma euclideana de X.

[E1]P Norma definida por [|x||.. = méx, |x;|, donde x; es la i-ésima
coordenada del vector x.

B(x,r) Bola abierta centrada en x y radio r, B(x, r) = {y : |[x =3yl < r}.

E° Interior del conjunto E.

E Cerradura del conjunto E.

|E] Volumen (4rea) del conjunto E.

F or-dlgebra del espacio X.

Bx o-élgebra de Borel de X.

Yi(a) Conjuntos de nivel |x : I(x) < a} de la funcidn 1.

, Dominio efactivode [, 2 = {x : I(x) < o).

F(x) &-Funcién de Grandes Desviaciones.

I(F) I(E) = inf g I(x).

173 Punte dominante del conjunto E.

M(A) Funcién Generadora de Momentos. Transformada de Laplace.

A(2) Logaritmo de la Funcién Generadora de Momentos.

Irx Transformada de Legendre—Fenchel de 1. Conjugada convexa de I.




Capitulo 1

Preliminares de Grandes Desviaciones

Las Grandes Desviaciones tienen un origen relativamente reciente. La Teoria de Grandes
Desviaciones forma parte de los problemas clésicos de la probabilidad, ya que al igual que las
Leyes de los Grandes Niimeros y el Teorema del Limite Central, analiza el compertamiento
asintStico de los sistemas estocdsticos.

En ¢l presente capitulo presentamos las Grandes Desviaciones y teoremas cldsicos de esta
teorfa. En la dltima parte del capitulo veremos la definicién de punto dominante introducido
por Peter Ney [Ney83] y su relacidn con la entropia de conjuntos. A continuacién presenta-
remos la Ley Condicicnal Débil de los Grandes Niimeros, que se basa en la existencia del

punto dominante y sus propiedades.

1.1. Principio de Grandes Desviaciones

Un problema clésico de la probabilidad es investigar qué pasa con los premedios o sumas
de Cesaro de una sucesién de variables aleatorias. Este problema, para el caso de variables
aleatorias independiente e idénticamente distribuidas, es resuelto por las Leyes de los Grandes
Numeros las cuales nos aseguran una convergencia a la media de las variables. Una pregunta

natural, después de haber resuelto este problema, es qué tan rpida es esta convergencia.

3




4 CAPITULO 1. PRELIMINARES DE GRANDES DESVIACIONES

El principio de grandes desviaciones (PGD) es un acercamiento en esta direccién. Nos da
informacién del comportamiento asintético de la probabilidad de los eventos.

Esto se hace por medio de cotas superiores e inferiores sobre la medida de los conjuntos en
¥, las cuales dependen de una funcién, llamada la funcidn de grandes desviaciones (FGD).
En esta seccién definiremos el principio de grandes desviaciones y también daremos algunas
equivalencias a éste, dependiendo del espacio en que estemos trabajando o c6mo sea la suce-

$16én de medidas.

Definicién 1.1, Una funcién de grandes desviaciones / es una funcién I : X — [0, co] que
es semicontinua inferiormente (es decir que los conjuntos de nivel ¥ (a) = {x : 1(x) < a}
son cerrados). Ademds diremos que / es una buena funcidn de grandes desviaciones si los

conjuntos de nivel (o) son compactos en X.

Basta ver que en sucesiones se tiene que dada (x,} una sucesién que converge a x, enton-

ces liminf, _,, I{x,) > I(x), para verificar que I es semicontinua infericrmente.

Definicién 1.2. Decimos que una familia de medidas de probabilidad en X, [p.)eo, tiene la

propiedad de grandes desviaciones para la FGD [, si para todo E € F tenemos
-KE*) < lim_%nfelogp‘(E) < limsup elog p(E) < ~I(E),
€ -0
donde I(F) = inf,cp I(x).

Notemos que si p, cumple la propiedad de grandes desviaciones con FGD [, y tenemos
que
I(E) = I(E) = I(E),
para algin £ € F, entonces

ll_,ﬂl; elogp(E} = —I(E).
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A los conjuntos con esta propiedad se les llama conjuntos de continuidad de 1.

Como p(X) = 1, basta I(X) = 0 para que tengamos la cota superior de la Definicion 1.2. Si [
es una buena FGD existe al menos un punto x tal que /(x) = 0, esto porque [,y Fi(1/n) # 0
por la compacidad de estos conjuntos de nivel y que ‘¥,(1/m) C ¥;(1/n) si m = n. También
tenemos que las cotas se tienen trivialmente si I{E°) = co y / (E) = 0. Otra caracterizacidn de

la PGD la podemos dar apoyandonos en los conjuntos de nivel ‘¥ (a), antes mencionados.

(a) (Cota superior) Para todo @ € R y cualquier conjunte medible F tal que E € ¥, (a)
tenemos que

limsup elog p.(E) £ —a. (l;l)
-0
(b} (Cota inferior} Paratodo x € 2, y todo medible E tal que x € E° se tiene que
lim ionf elog p(E) > ~I(x), 1.2

donde &, = {x : I(x) < oo} es el dominio efectivo de /.

Es fécil ver que las condiciones anteriores son equivalentes al hecho de que {p,} tenga la PGD
con FGD I. Otra cosa que es importanie hacer notar es que 1a segunda condicidén resalta la
naturaleza local de la cota inferior.

Algunas veces para demostrar la cota superior resulta mas facil trabajar con funciones cuyo
rango es acotado, es por ello que definimos una funcién de rango acotado y equivalente, desde

el punto de vista de validez de la cota, a la funcién 1.
Definicion 1.3, Para cualquier FGD 7 y § > 0, definimos la 6-FGD como

I¥(x) = min{{(x) ~ &, %}. (.3

Vemos que la funcién /° no necesariamente es una FGD. Sin embargo tenemos que

By
‘lii_r.rol chlg'lg[ (x} = I(E).




6 CAPITULO 1. PRELIMINARES DE GRANDES DESVIACIONES

Es por esto que la cota superior puede ser reformulada, haciendo uso de esta funcién, como

limsup e log p(E) < I°(E),

=0
para todo £ medible y cualquier § > 0.
Ahora, si tenemos que la o—élgebra de Borel de X estd contenida en ¥, podemos enanciar

otra caracterizacion para el PGD:
(a) {Cota superior) Paratodo F € F cerrado

limsup elogp(F) < - in£ I(x). (1.4
Xe

e—0
(b) (Cota inferior) Para cualquier G € F abierto

lim ionf elogpAG) > - ing I(x). (1.5)
€ XE|

A lo largo de la tesis trabajaremos con un familia numerable de medidas {p, }, donde p, serd la
ley de la media muestral' de una sucesién de variables aleatorias. En el case de familias

numerables de medidas el PGD con sucesién {4,),en, o podemos enunciar como

- anf 1{x) < liminf a, log p,(E) < limsupa, logp,(F) < — ingl(x),
xeke n—soo X€E.

n—w

donde E € ¥ y {a,} es una sucesién que converge a cero. En nuestro caso usaremos a @, = %

En varias ocasiones demostrar {a validez de! PGD es complicado, es por esto que es necesario

definir condiciones equivalentes que resulten en la prictica mucho més ficil de trabajar.

Definicion 1.4. Supongamos que todo compacto de X estd en F. Decimos que una familia
de medida de probabilidad o, } satisface débilmente el principio de grandes desviaciones con

funcién de grandes desviaciones 1, si la cota superior

limsupelogp(K) < —~a; K c ¥i(a)

e—

! Si {X,} es una sucesitn de variables aleatoria la media muestral, es £ Y%, X;.
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es vilida para todo & < oo y todos los subconjuntos K compactos de 'V (@)°, y ademds la cota
inferior

llT_bnfelogpe(E) > —1(x),

vale para cualquier £ € Fy x € E°.

Definicién 1.5. Supongamos que todo compacto de X estd en . Una familia de medidas de
probabilidad {p.} tiene tensién exponencial si para toda o < oo, existe un compacto K, tal
que

limsupelogp(X5) < —a. (1.6)
0

Claramente estas dos condiciones son mds relajadas que las pedidas por el PGD. Ahora
veremos cémo nos ayudardn a probar el PGD. Antes demostraremos un lema técnico que nos

servird mds adelante.

Lema 1.6, Sza N un entero fijo. Entonces para toda &. > 0, tenemos que

N
lim sup e log [Z ) max limsup elogal. .n
=0 N

=1 e—0

Demostracién. Para toda € tenemos

N

0 < elog (Z a‘;] - mix_elog al < elogN.

i=l

Ahora, como N es fijo, elogN = 0sie =0y

lim sup max elogal = = md ix lim sup € log @, (1.3)
e =l =N g
de donde se tiene el resultado. a]

Lema 1.7. Sea (p.} una familia de medidas de probabilidad con tensicn exponencial.
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(a) Si la cota superior (1.1) se tiene para alguna a y para todos los compactos de (o),

entonces se liene para todos los medibles E tales que E C P(e)F.

(b) Silacotainferior {1.2) se tiene para todos los medibles, entonces I(-) es una buena FGD.

Demostracién. (a) Primero demostraremos (1.1). Tomemos £ € F y @ < oo tal que £ C

Y(a) . Sea K, como en (1.6). Notemos que EN K, € ¥ y K € F, entonces
P(E} S pE N Ky} + pA(KS).

También tenemos que £ N K, € ¥ (@), y por lo tanto infyepny, 1(x) = a. Ahora por

cémo se tomé K, la hipdtesis para el compacto £ N K,, y del Lema 1.6 tenemos que

lim sup e log p(E) < max {lim sup € log p(E N K,), lim sup e log pE(K;)} < -a.
€=0 €0 >0

(b) Notamos que K € F es abierto, y como (1.6) se cumple, tenemos que infyege 1(x) > a.
Por lo tanto P, (e} € K, de donde se tiene la compacidad de ‘¥/(@), y por lo tanto /(-) es
una buena FGD.

a]

Observacién. 1. Si en la proposicitn anterior tenemos que By C F, ésta se puede refor-

mular como:

(a) (Cota superior) Si la cota (1.4) se tiene para los compactos, en particular se tiene
para cerrados.

(b) (Buena FGD) Si para todo abierto se cumple (1.5), entonces I(-) es una buena

FGD.

II. Cada vez que digamos que una familia (p.} cumple el principio débil de grandes desvia-

ciones o tiene tensién exponencial inferiremos que todo compacto de X estd en F.
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1.2. Teoremas Centrales de la Teoria de Grandes Desvia-
ciones

En la seccién anterior vimos algunas definiciones de la Teorfa de Grandes Desviaciones.
También enunciamos algunas equivalencias de este principio dependiendo del tipo de medi-
das o de la o—dlgebra .

Ahora nos abocaremos a presentar tres teoremas que son de los principales en la teorfa. El
Teorema de Cramér en su versidn para medidas en R y en R?; presentamos el de la versién
en R ya que nos ilustra la existencia de un punto en el cual veremos que la FGD alcanzarg el
infimo sobre conjuntos suficientemente decentes (convexos). Esta idea se puede generalizar
a cualquier espacio R?. El iltimo teorema de la seccién corresponde a la Ley Condicional
Débit de los Grandes Nimeros, en la cual basaremos mucha de la teorfa que desarrollaremos
para la Mecdnica Estadistica. Este ditimo teorema fue demostrado por Nummelin [Num891.

A lo largo de la seccién tomaremos X, X, - -+ una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) en R o en RY, con ley p y p, la ley de la media

muestral de estas variables. Denotaremos por
A = logE [e“v’m] , (1.9)

al logaritmo de la funcién generadora de momentos de X;. También es importante decir que

trabajaremos con la o-dlgebra de Borel, siempre que no se diga lo contrario.

1.2,1. Teorema de Cramér para medidas en R

El teorema de Cramér para medidas en R es un de los primeros para la teorfa de Grandes
Desviaciones, también se le conoce como Teorema de Chernoff, y es el que mejor nos ilustra

varios de los conceptos que usaremos a lo largo de la tesis.
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Definicion 1.8. Sea f : R — R una funcién convexa. La transformada de Legendre-Fenchel

de f (o conjugada convexade f)es

fixn= iug{/lx—f(fl)l- (1.10)

Aplicamos esta definicion a la funcidn A, de modo que
A'(x) = slug{/lx - A}
También denotaremos al dominio efectivo de A por
Dp={1€eR : A(1} < ool

Como la transformada de Legendre-Fenchel sélo la definimos para funciones convexas, por
supuesto verificaremos que A es convexa. Presentamos este resultado y algunas propiedades

mds en el siguiente Lema.
Lema 1.9. Sea X una variable aleatoria con ley p.
{a) A es una funcion convexay A* es una funcién de grandes desviaciones convexa.

(b) Si 2 = {0}, entonces A* = 0. Si A(1) < oo para alguna A > O entonces X = EX < 00, y

para toda x 2 X
A*(x) = sup{dx — A(D}, (1.1n
20
es una funcién no decreciente. Andlogamente, si A(1) < oo para alguna A < 0 entonces

x> ~o0, yparatoda x < X,

A*(x) = sup{dx ~ A(x)}, (1.12)
A<0

es una funcion no creciente.

Si X es finita, A*(X) = Q y siempre inf g A"(x) = A*(X) = 0.
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(c) A() es diferenciable en 2, con

1
A = m]ﬁ [xe], (1.13)

donde M() = E[e*] es la funcidn generadora de momentos o transformada de Laplace.

Mds aiin, si A'(n) = y se tiene que

AT(y) =ny — Ay (L14)

Demostracion. (a) Laconvexidad de la funcién A es consecuencia inmediata de la desigual-

dad de Hélder, tomando como expanentes conjugados {1 y 7=, con 1 € (0, 1), tenemos
Elexp{t4, X + (1 — H,X}] < E[e" " VE[e®*]'.

La convexidad de la funcién A* es consecuencia inmediata de la definici6n y de la con-
vexidad de A.

Sélo nos falta demostrar que A” es una FGD. Para esto notemos que A(0) = log E[1] =0
y por lo tanto para cualquier x € R tenemos A*(x) > Ox — A(0) = 0. Falta ver que A* es
semicontinua inferiormente; para esto tomemos {x,} que converja a x, entonces para toda
1eR

liminf A"(x,) = liminf{dx, — AQ)} = Ax — A(d),

Xp—X X
por lo tanto

liminf A*(x,) > sup{dx — A(Q)} = A"(x),
Xn—X 1

(b) Si @, = |0}, entonces A*(x) = A(0) = O para toda x € R y por lo tanto A* = 0. Ahora, si
A(2) = log E[¢’*} < oo para alguna 2 > 0,

ax
xp(dx) < Ele’] < 0o,
L A
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porque Ax < e¥*, y por lo tanto ¥ < oo (tal vez & = —c0). Aplicando la desigualdad de
Jensen lenemos

A(2) = log E[¢**] > Eflog '] = Ax.

Entonces si X = —oo, A(1) = co para 2 < 0, y por lo tanto tenemos
A*(x) = sup{dx — A(D). (1.15)
420
Abhora, si X es finita es claro que A™(X) = 0, y en este caso, paratodax > ¥y 1 <0
A=A < AZ-AD) S AN =0,

de donde se sigue (1.15). Observemos que (1.15) implica la monotonia de A* en (%, c0),
ya que para toda 4 > 0, Ia funcién Ax — A(1) es una funcién monétona con respecto a x.
Si tenemos que A{d) < oo para alguna A < 0, tenemos que todo lo anterior es vélido para
-X, y por lo tanto

A’ (x) = sup{dx — A(D),
450

y A” es decreciente en (—o0, X).

S6lo resta ver que inf,eg A"(x) = 0, lo cual ya vimos en el caso de que 2, = (0}, y
también cuando X es finito (donde tenemos que A*(X) = 0). Consideremos el caso X =
—oo, es decir A(12) < co para alguna A < 0, entonces por 1a desigualdad de Tchebyshev y

por {1.15) tenemos
log p([x, o)) < finf log E[e*™™] = ~ sup{dx — A(D)) = ~A"(v),
2 a0

entonces

lim A’(x) < lim —logp([x,0)) = 0.

A—¥-60

Y andlogamente hacemos ¢l caso cuando ¥ = ca.
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(c) Laférmula (1.13) es una consecuencia inmediata de intercambiar el orden de integracién
y diferenciacién, esto observando que f.(x) = %(e"“"‘ — ') converge puntualmente a
xe'* y que podemos aplicar el Teorema de Convergencia Dominada, ya que si A € %,
existe 6 > Otal que 2+ 6 € 2, y por lo tanto | f(x)] < "'ﬂg“—ll para € € (~n,7).

Sea A'(np) = y y tomemos g(d) = Ay — A(4), observamos que g(-) es céncava y que
£'(n = 0, de donde concluimos que g(77) = sup,p £(A).

[m]

En el lema hemos visto propiedades importantes de las funciones A y A*. Como éstas
dos son funciones convexas se les puede aplicar toda la herramienta que existe de Anilisis

Convexo; como éste no es el fin de la tesis nos quedaremos por ahora con estas propiedades.

Teorema 1.10 (Chernoff-Cramér). Sea (X,} € R una sucesicn de variables aleatorias i.i.d.,
y tomemos p, la distribucidn de la media muesiral. Entonces {p,} satisface el principio de

grandes desviaciones con FGD A®, es decir, tenemos:
(a) Para cualquier conjunto cerrado F C R

i
limsup — log p,(F) < {re;’g AT(x). (1.16)

n—oe N
(h) Para cualquier conjunto abierto G CR
. . 1 2 x
liminf — log p,(G) = inf A™(x). (.17
n—soo B xeG
Obsérvese que A* en general no serd una buena FGD, y esto es consecuencia inmediata

del Lema 1.9,

Demostracion. (a) Tomemos F un cerrado no vacfo. Claramente la desigualdad (1.16) se

tiene si Ip = infer A*(x) = 0, por lo que suponemos que Ir > 0. Supongamos que existe
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A = 0 tal que A(2) < oo, por la parte (b) del Lema 1.9 se sigue que X < oo posiblemente

X = —o. Entonces, dada x € R tenemos, aplicando la desigualdad de Tchebysheyv,

E #8510
pallx,00)) < lElls,,,._Do]sw--——[‘;mr ]=IE[e""(S"/""”]=

n
- e—n/lx]E[e.-lS,,] = gx [‘[ E[eﬂx,] = A=A

=1

Por lo tanto, como X < co,para todo x > X
pallx, 00)) < &N, (1.18)
Andlogamente, si existe 4 < 0 tal que A(4} < oo, entonces X > —co y paratodo x < ¥
Pal(=00, x]) < N0, (1.19)

Si suponemos que X es finita entonces A’(%) = 0y por lo tanto, como Iz > 0, tenemos
que ¥ ¢ F. Sea (x_, x,) la unién de todos los intervalos (a, b} C F* tales que X € (a, b).
Tenemos que x_ < x,, ¥y que x_ o x, deben ser finitos, porque F no es vacio.

Si x_ es finito, entonces x_ € F, y en consecuencia
A‘(x,_) > IF.

Por la misma razén A*(x,) > Ip siempre y cuando x, sea finito. Ahora por (1.18) y

(1.19), tenemos que
Pr(F) < po((—00, x_]) + pu(lx,, 00)) < 2¢7"'F. (1.20

Ahora bien, si X = —oco entonces, por ser A* no decreciente, se sigue que Hm,_,_., A*(x) =
0, y por lo tanto x, = inf{x : x € F} es finito. Como F es cerrado, x, € F, y por lo tanto
A*(x,) z Ir. Por dltimo, notamos que F C [x,, o) de donde tenemos lo deseado.

Anélogamente hacemos el caso donde % = oo,
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(b) Ahora probaremos que para toda é > 0 y toda distribucién marginal p € M, (R)
1
lim inf; log pu({=6,6)) = l’ln]{/\(/l) = —A"(0). (1.21)
n—ro0 A€l

En efecto como la transformacién ¥ = X — x cumple que Ay(1d) = A(d) — Ax y entonces

AL() = A*(- + x), se sigue de la desigualdad anterior que paratoda x y toda & > 0
Im inf1 log o, ((x — 8, x + §)) = —A"(x) (1.22)
n—o 1

Entonces para todo abierto G, paratedo x € G y paratodaé > Qtal que (x—6,x+8) C G,
se tiene lo deseado.

Para demostrar (1.21), primero supongamos que p({(—co,0)} > 0 y p{(0,00)) > 0, y que
p tiene soporte acotado en R. Bajo estos supuestos tenemos que A(4) tiende a infinito si
hacemos || tender a infinito y también tenemos A(1) es finita para cualquier A. Entonces
tenemos que A(-) es diferenciable y por lo tanto continua. Por 1a convexidad de A existe
7 finito tal que

AOD =infAD) y A()=0.

Definimos ahora para esta 5 fija
Pldx) = ¥ NPp(dx),

entonces j es una medida de probabilidad, conocida como medida de Gibbs con direccién
.
Sea j, la ley que gobierna a §,/n, donde las X; son variables aleatorias i.i.d. con ley 3.

Notemos que para toda € > 0,

I

Pn((—€,€) '[|\2“ | pld x)dp(d x7) ... . p(d x,)

n

e-ﬂfml ‘]I‘En | exp [T] Z x‘)p(d Xl) v p(d xn)

i=1

= el ef‘M”) (€, €)). (1.23)

\'
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Por (1.13}, y la eleccién de #, tenemos
- 1
E[X\] = —— | xePpldx) = A'() = 0.
) Jr
entonces, por la Ley Débil de los Grandes Nimeros,
lim p,((—€,€) = 1.
Por lo tanto de (1.23) tenemos que paratodo 0 < € < &
L1 L1
Iim inf " log p.((—9,0)) = Him inf — log p,.((—¢, €)) = A1) — €.
n—00 R0 N
Haciendo € tender a cero, tenemos que
1
liminf - log £,((~6,8)) = Alp) = A*(0).
n—rco

Ahora, si p no tiene soporte acotado, y p((—ce, 0)) > 0, p((0, =) > 0, fijemos M tal que

Pp([-M,0)) >0y p((0,M]) >0,y sea
M
Ayl D) = log f e“p(dx).
-M

Sea v la ley de X condicionada a que {}{X| < M}, y sea v, la ley de §,/n condicionada a

B={X|l<M:i=12,...,n}. Entonces, paratodony é > 0

il

pn((=6,0)) = P(Sa/n€(-6,0)| B)P(B)+P(S,/n € (-6,6)| B°)P(B*)

v

va((=4, )p([-M, M])".

Notemos que la prueba anterior de la desigualdad (1.21) se aplica para v,, con la funcién

de momentos logaritmicos de v, Ay(-) — log p([—M, M]), entonces

lirninf%logpn((—é, 8 = log((-M, M) +11’minf%log Val(=6,6))
N—o n—0a

v

grellf{' Ap{d).
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Si definimos Iy = — infp Ay(A) € I" = limsup,,_,, Iy, tenemos que
1
ll’minf; log p,{(=6,0)) = -I". (1.24)

Podemos ver que A;, 2 Ay, si M 2 N, es decir las funciones Ay son no decrecientes en
M, y entonces también —{ es no decreciente en M, mds adn, —fyy < Ay(0) < AQ) =0
por lo cual —1* < 0. Por o tanto los conjuntos de nivel {4 : Ay(2) < —{*} son no vacios,
compactos y decrecientes con respecto a M, y entonces existe al menos un punto, que
denotaremos como A, en la interseccién de estos. Ahora por el teorema de convergencia
mondtona, A(dy) = limpy ... Ay(dg) < =I* y por lo tanto tenemos la cota deseada para
medidas de soporte no acotado.

Por dltimo si p es una medida tal que p((—c0, 1)) = 0 0 p((3, 00)) = 0, tenemos que A(-)

es una funcién mondtona con inf g A(1) = log p({0}). Entonces la cota se sigue de

Pn((=6,8)) Z pa({0}) = p(OHY". (1.25)
o

Observacion. (a) Enla demostracion de la primera parte del teorema se usa la desigualdad

de Tchebyshev, ademés de la geometria de R.

(b) En la segunda parte de la demostracién tratamos de simplificar las cosas trabajando con
medidas de soporte compacto, ya que esto nos daba un punto en el cual podiamos hacer
un rwist (giro) de nuestra medida, y al igual que en la primera parte, usamos la geometria

de R.

Estas dos observaciones nos hacen ver que no es trivial la extensién de este teorema a
dimensiones mayores.
Otra cosa que podemos notar es que a lo largo de la demostracién usamos el Lema 1.9, en el

cual teniamos las principales propiedades de la Transformada de Lengendre-Fenchel, de las
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cuales algunas podremos rescatar para R,
Debemos tener en cuenta gue todas las cotas pueden ser triviales y no necesariamente ttiles.
Podemos notar que, si nuestras variables aleatorias tienen transformada de Laplace finita en

una vecindad del cero, estas cotas sirven,

1.2.2. Teorema de Cramér en R?

Nuestro interés es tener el PGD para RY; es por ello que necesitamos la generalizacion a
estas dimensiones, Como vimos en la seccion anterior la extensién del Teorema de Cramér a
dimensioﬁes mayores no puede ser demostrado usando las técnicas que usamos para el caso
en R.

La primera parte la dedicaremos a enunciar y demostrar el teorema de Cramér en R?, el cual
exige que las variables tengan transformada de Laplace finita (2, = RY). En la dltima parte
de la seccién nos dedicaremos a debilitar esta hipGtesis. Al debilitarla no tendremos el PGD
sine sélo la cota superior de grandes desviaciones. Esto no es del todo malo ya que con esto

basta para demostrar la Ley Condicional Débil de los Grandes Niimeros .
Lema 1.11. Supongamos que 2 = RY. Entonces

(a) A() es una funcicn convexa y diferenciable en todas partes y A*(-) es una funcion de

grandes desviaciones.,

(b} Siy = VA se tiene que

A'Q) = y) — Aln). (1.26)

Demostracion. (a) Laprueba de la convexidad y diferenciabilidad de A es idéntica a la hecha

enel Lema 1.9.
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(b)

Como A(0) = 0 tenemos que A™ es no negativa. Ahora si tomamos {x,} una sucesién que

converja a x lenemos que
lf,?}.g]f A'(x) = ll’ﬂglf[(/l, X0 — A = (4, x) = A(A),
para cualquier 2 € R?, de donde
lfﬂiﬁr’lf A'(x,) 2 AN(x),

y por lo tanto A* es semicontinua inferiormente.

Notemos gue paratodax € R? y r > 0,

A(x) = r{x, xy — sup A(1).

|Al=r
En particular se tiene que los conjuntos de nivel ‘¥4. () son acotados y por la semiconti-

nuidad inferior son compactos.
Sea y = VA(n). Fijemos un punto arbitrario 2 € R? y sea

go) =a{A-n - Al +ad-mM+ .y, ac[01]
Dado que A es convexa y A(7) es finita, g(-) es concava y |g(0)] < co. Entonces

2(1) - g(0) < lim jnf 52— 80
alo a

= {1-ny - VA@m) = 0.
Por lo tanto para toda A,

g(1) = {43 - A1) < g(0) = () — A(m) < A0,

y tomando supremo sobre A € R? de ambos lados, se tiene lo deseado.

m]

Observacicgn. Si en este Gltimo Lema sustituimos la hipétesis sobre el dominio efectivo de A

tenemos que los mismos resultados se valen, s6lo que en el interior de Z,.
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Este Lema es til otra vez ya que nos caracteriza el comportamiento de la funcién A",
el cual nos ayudaré en la demostracién del teorema de Cramér. Algo mas que es importante
destacar es que los conjuntos de nivel '¥,. (@) son compactos, por lo que al demostrar que {p,}

cumple el PGD con FGD A”, autométicamente tendremos que es una buena FGD.
Teorema 1.12 (Cramér). Supongamos que @ = R%. Entonces p, satisface el PGD con FGD
At
Demostracicn. Demostraremos que para toda & > 0 y para cualquier cerrade F ¢ RY
. 1 R
lim sup - log p,,(F) < 6 — inf I’(x),
n x€F

n—oo

que es equivalente a demostrar la cota superior de GD y tiene 1a ventaja de que /! es acotada.

Fijemos I € R Para todo g € I tomemos a, € R tal que
(@, q) — Alay) 2 P(g).

Esto es posible dada la definicién de £°. Ahora para cada g tomemos r, > 0 tal que r la,| < 6.
Observemos que para todo n y todo A € R y cualquier conjunto medible G C R se tiene,

por la desigualdad de Tchebyshev, que
Pu(G) = ElLis, nec)) < Elexp((d, $a/m) — inf(2, x))],
en particular, paracadaneNygel
Pr(B(q. rp)) < Elexp(n{a,, S,/n)) exp (— inf  n{a,, x)) ,
xeBig.rg)
también paracadageT

— ,e};?qt:rq)m"’ x) S rglag — (g, ag) €6~ (g, 4,).
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Como I es compacto, podemos extraer una subcubierta finita de la cubierta U 8(g, 7;)} que
consiste de N = N(6,T') bolas y sus centros g1, 43, ..., 4, en I'. Como p, es medida y por la
desigualdad anterior se tiene que

1 1 i 1 -
~logp,() < ~logp, [U B(g;, rq,-)] s log [; Pa(Blg;, rz,,-))]

=1

1
< —logN+6— min {{,q;) — A()).
n J=lN

Por la eleccién de a,

1 )
lim sup - logp.(T) <6 - ,!'E‘f“w Pg)),

A0

de donde tenemos la cota superior para compactos.
Ahora para extender esta cota a conjuntos cerrados en RY, mostraremos que {p,} es una famitia
de medidas con tensién exponencial y aplicando el Lema 1.7 tendremos el resultado.

Sea Hy = [-M, M}¥, como H, = U7, {x : |x;| > M). Tenemos
4 ¢
pulHy) < ) UM, ) + ) pll(—c0,~M]), (127)
= =

donde ;’;. i = 1,2,....,d, son las leyes marginales de los vectores §,/n. Aplicando las
Y

desigualdades del caso unidimensional para cualquier M 2 |3,
Pil(—o0,—M]) < e™NEM 5 pl(IM, 00)) < e,

donde Aj es Ia transformada de Legendre-Fenchel de log Efe™], j = 1,2,...,d; ademis
es facil ver que A;(x] tiende a infinito cuando hacemos |x| tender a infinito. Aplicando la
cota anterior y la desigualdad (1.27), y haciendo tender # a infinito y después M, tenemos la
siguiente identidad:

Jim limsup ~ log pu(H) = o
Por consecuencia {p,) es una familia de medidas con tensidn exponencial ya que los cubos

H)y; son cempactos.
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Para la cota inferior es suficiente probar que paratoday € - ytoda d > 0,
o] - .
Ifminf ~ log p,(B(.8) 2 ~A'().
Supongamos primero que y = VA(x) para alguna 7 € R9; definamos la medida 5 como
_E)(dz) - e(fl.z)-f\(ﬂ) p(dz),

sea p, la ley de § ,/n, donde las X; soni.i.d. con ley /. Entonces

1
= log pu(B(y, 6))

1
A - (myy+ = f "7 Ip,(dz)
N Jizeniy.on

1
Al — (3> = Inlé + p log 5, (B(y, 6)).

[\

Aplicando el Teorema de Convergencia Dominada para intercambiar el orden de diferencia-

cidn e integracidn
1
X1 = gy J,, Pt = A =

De esta relacién y 1a Ley Débil de los Grandes Niimeros tenemos que lim, ., 5,(B(y.8)) = 1
para todo & > 0. Mds adn, como A(p) — {7, ») = —A"(y} por la desigualdad anterior se tiene
la cota inferior

1
liminf - log p.(B(y, ) =2 —A"(y) - [nl6.

Entonces

lim inf l log p.(B(y,6)) = lim lim inf 1 log p.(B(y,8)) = ~A*(y).
H—x B =0 na—e pn

Para extender este resultado para cubrir y € 2. tal que y ¢ {VA(a) : @ € RY), regulariza-
remos p: agregaremos a cada X; una variable aleatoria Normal. Mds especificamente fijamos
M < ooy sea v la ley marginal de los vectores aleatorios i.i.d. ¥; = X; + V;/ VM donde las V;
son variables aleatorias normales multivariadas (0, Id) en R9 e independientes de X;, X, .. ..

Sea Ay(-) la funcién generadora de de momentos logarftmicos de Y;, mientras que v, denota
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laleyde SMm=13" Y,

Recordando que Ia funcién generadora de momentos de cada V; es e*'/2, se tiene que
1
An(D) = AQ) + == = A(A
u() = A + ol 2 D,

Y entonces

A*(Y) = sup{d, ) — A1) 2 sup{d, y) — Au(A).
AeR4 AeRd
Ahora, como 2, = RY, se sigue que ¥ = E[X,] es finita; entonces aplicando la desigualdad

de Jensen se tiene que A(a) 2 (e, X) paratoda a € R4. Por lo cual la funcidn
gl@) = {a,y) - Anla),
es finita y diferenciable; ademds satisface

lim sup g(a) = —co.

T gl>r

En consecuencia, el supremo de g() en R? es alcanzado en algin # finito, para el cual se
cumple

0=Vg(mp =y-VAuln.

Entonces, por la prueba anterior, la cota inferior para {v,} se tiene para todo 6 > 0, es decir
!
lfmmf; log v (B(y,8)) = -A’(y) > —o0.
A—00

Notemos que S /n tiene la misma distribucién que S,/n + ¥/ ¥nM donde V es una normal

multivariada (0, Id) y es independiente de S ,/n. Por lo tanto
Pa(B(y,28)) 2 vy(B(y.8)) — P(I¥] 2 VnMJ).

Por dltimo, como V es una variable normal multivariada estindar se tiene que
1 Mé&?
lim sup - log P(IV| = VnMé) < ——zi.

n—00

Combinando las desigualdades anteriores, haciendo tender 2 a infinito y después M conclui-

mos la prueba. u
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Observacion. Es importante notar que para demostrar la cota superior para compactos no
utilizamos el hecho de que 2, = R, sin embargo si o hicimos para incluir el caso de cerrados

y también para demostrar la cota inferior. Ahora queremos mejorar nuestra demostracidn.

Debilitaremos la hipétesis sobre el dominio tan sélo pidiendo que 0 € Z;.

Proposicién 1.13. Sea {X,} € R? una sucesion de variables i.i.d con ley p y sed p, la ley de la
media muestral. Ademds supongamos que 0 € @,. Entonces para cualquier F € F se tiene
que

lfl;zn_)SD:lp % log p(F) < — igf A'(x) = —A(F). (1.28)
Demostracién. La demostracién para conjuntos compactos es idéntica a la hecha anterior-
mente por lo cual no la hacemos aqui. Extendemos la demostracidn a los conjuntos cerrados,
mostrando que p, es una familia con tension exponencial. Denotamos por €; al j—ésimo vector
candnico de R?. En particular como tenemos que 0 € 22, se sigue que existen; >0y#8, > 0
tales que A(fe;) < ooy A(-7,e;) < oo, para j = 1,2,...,d. Ahora aplicando la desigualdad

de Tchebyshev a ias leyes marginales de los vectores §,/n tenemos que

Pl(~o0, 7]} < exp (-—m],r + A,,(-—m]jej)) ,

pilr) < exp (—n()jr +Aq(nde ,-)) .
de donde

Lim lim sup % log pl((~o0, —r])

00

I
!
8

I
|
8

Lim lim sup % log pi([r, 0))
y como ([-r, 7)) = UL (-0, ~r] U [, c0)),

Him Hm sup log g, (-7, 7]°)°) = —oce. 1.29)
Py e
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Por o tanto se tiene que {g,} es una familia con tensién exponencial, y por el Lema 1.7 se

tiene el resultado. o

Observacion. Se puede demostrar con las mismas hipdtesis de esta proposicion que {g,} no

sélo cumple la cota superior sino que cumple la PGD con FGD A” (ver por ejemplo [DZ98]).

1.2.3. Ley Condicional Débil de los Grandes Nimeros

La Ley Débil de los Grandes Nimeros nos dice que, dada una sucesién de variables
aleatorias | X,} independientes e idénticamente distribuidas con media X, y € > 0, se tiene que

Sa
—-x

limP (
e n

>E)=O.

Pero ;qué pasa si condicionamos a que nuestros promedios estén en un conjunto B tal que
% ¢ B7. ;Existird un punto que juegue et papel de la media?.

Este problema se resuelve por la Ley Condicional Débil de los Grandes Nimeros [Num89],
la cual muestra la convergencia en probabilidad de la media muestral a un punto, el cual se
conoce como punte dominante {Ney83, Ney84].

Lo primero que haremos es discutir un poco sobre el punto dominante. Antes de seguir ade-

lante denoctemos por

A

I

la cerradura convexa del soporte de p

H*(a,v) xeR: a2z (v, e

i

Notemos que H*(w, v) correponde al semiespacio derecho delimitado por el plano (x,a) =

{v, ).

Definicién 1.14. Un punto vy € R%s un punto dominante del conjunto B y de la funcién A

si
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(a) vgp € 8.

(b) La ecuacidn en A, VA(1) = v tiene una dnica solucién A, € P y

(c) BC H' (A, vg)

Puede que no exista un punto dominante para un conjunto dado. Por esto, es necesario
buscar condiciones que garanticen la existencia del mismo. El siguiente Teorema da condi-

ciones suficientes aunque no necesarias para la existencia del punto dominante.

Teorema 1.15. Supongamos que P es un abierto que contiene una vecindad del origen, B
es un conjunto convexo tal que [BN.%) # @yt = fxp(dx) ¢ B. Entonces existe un finico

punto dominante vg para A y B.

La demostracidn de este teorema la podemos consultar en los articulos de Ney [Ney83,
Ney84]. En el primero se ve de una manera constructiva y en el segundo se ve que la exis-
tencia del punto dominante es una consecuencia de la convexidad de A. En el primer articulo
también se presenta la siguiente propiedad: Si para ua conjunto B exisie el punio dominante
entonces A™(vg) = AT(B), y en este caso a A*(v5) lo llamaremos la entropia de B, es decir, vp

es el punto cuya entropia es igual a la entropia de B, 0 el punto dende la entropia es minima.

Teorema 1.16 (Ley Condicional Débil de los Grandes Nimeros). Sea B C RY un conjunto
boreliano tal que {B N 2\1° # Oy sea & ¢ B. Entonces para toda € > 0 existe una constante

1(e) > 0 ral que

s A
IP( > el-fte B) < g, si n es suficientemente grande. (1.30)
n n

A lo largo de la demostracidn usaremos la norma |Ix|.. = méx;c.q |x;] que define la misma

topologia que la métrica cuclideana.
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Demostracion. Dada € > 0; definimos B9 = BN {v e R : |lv —vall > €}, ¥

B

Iy

= BﬂlvERd:v,-~(vB),->e),

B, BrveR!: v, —(vg) > ~¢l.

1

Tenemos que B® = |2, B, donde B; = B;, U B;_; también cada B; es un convexo. Por otro

lado, como B; C By de la unicidad de vg se sigue que
A'(vg) = A'(B) > A'(B) = A'(ve); (1.31)

por la misma razén se tiene que A*(vge) > A"(vg).

Por iiltimo

8,
>E—€B)
/]

1 h'
Ifm sup -log lP(|—n— —vg
mn

n—co

Sy _ s
= limsup -log P(l—"n vB| € € B)
e 2 P(% ¢ B)
P(2e B‘")
= limsup - log ———
o 7 P(% e B)

1 . 1 )
< lim sup;log]P(S: € B‘") - 1{m sup ~ IogP(S; € B)

n—0o0 n—0

< -A'(B9)+A(B) <0
donde la iitima desigualdad se tiene por la cota superior de grandes desviaciones (1.28). O

Decimos que {W,)aen, una sucesién de variables aleatorias converge exponencialmente
rdpido a la variable aleatoria W, con respecto a las medidas {IP,}, si para cada € > 0 existe

un constante I = /(¢€), tal que
Pn(lwu - Waol > E) < e_nl(E)

. . exp .
si n es suficientemente grande, y lo denotamos por W, — W, (c.ra P,). Notemos también

que si {W,} converge exponencialmente a W, se tiene que

lin; P, (W, —Wxl>€)=0. (1.32)
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esto da lugar al siguiente resultado.

Lema 1.17. Sea {W,} una sucesién de variables aleatorias uniformemente acotadas que

converge exponencialmente rdpido a W, con respecto a las medidas {P,}. Entonces

lim Ep, (W, - W..[] = 0. (1.33)

Demostracidén. Primero notemos que como la sucesion {W,} es uniformemente acotada, exis-
te K > Otal que
|Wn - Wooi 5 K-
de donde se deduce que P, ()W, — W,,| > €) = 0 para ¢ > K. Por otra parte también se tiene
que
K
fw lim P, (|W, — W,| > €)de = f Hm P, (|W, — Wl > €)de = 0;

0 00 (1] n—3

por (1.32). Como P, es una medida de probabilidad, para toda », podemos intercambiar el

limite y la integral (Teorema de Convergencia Dominada)

X
Ifm P,(|W, — Wt > €)de
0

n—oo

s
0= f lim P,(|W, = W.,| > €)de
0 n-—300

lim P.{W, — Wo| > €)de.

n—00

]

Recordemos que si Y > 0 es una variable aleatoria entonces

E[Y] = ’ P(Y > y)dy.
[
Por lo tanto

0= lim fﬂ P(|W, — W.o| > €)de = lim Ep, [[W, — W.|].
0 n—oo

n—o

w}

Podemos ver que Ia convergencia exponencial es muy parecida a la convergencia en pro-
babilidad (es claro que la convergencia exponencial no es precisamente la convergencia en
probabilidad) de una sucesién de variables aleatorias y al igual que en ésta, si tenemos manera

de dominar [a sucesién tenemos algo parecido a la convergenciaen L;.




Capitulo 2

Teoremas de convergencia para las
distribuciones microcanénicas y
canodnicas.

En este capitulo presentaremos una serie de teoremas y propiedades que nos ayudarin en
¢l trabajo posterior: la aplicacién de la teoria a }a Mecanica Estadistica. Todo el trabajo que
haremos en esta seccidn es consecuencia, principalmente, de la Ley Condicional Débil de
Nummelin [Num&9].

En la primera seccién definiremos que es una observable, asf come también otra serie de
conceptos que usaremos en la parte de las aplicaciones.

En la segunda seccién nos enfocaremos en la convergencia de cierto tipo de distribuciones a
lo que llamaremos la distribucion candnica. Cabe destacar que la distribucién canénica es-

tard estrechamente relacionada con el concepto de punto dominante [Ney&3].

2.1. Distribuciones microcandnicas, canonicas y empiricas

Tomemos X;, X, ... una sucesidn de variables aletorias independientes e idénticamente

distribuidas con ley P, con valores en un espacio de medida (E C R?, F); pensaremos que

29
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cada X; representa el estado de la i-ésima particula de un sistema. Podemos interpretar a una

funcién de F en R? como una observable.
Definicidén 2.1. Una funcién f : E — R? medible se le Hlama observable.

Ahora supongamos que tenemos una observable f tal que f = (g, %) donde g : E — R®
yu: E - R*% d =d, +d,. Supongamos que lo que podemos medir es la media muestral de
una observable; bajo este hecho obtendremos informacién acerca de los estados X, Xa, . . .

tan s6lo ocupando esta medicidn, es decir

Hﬂ—MﬂeC

n n

Para ser mds exactos, si tenemos un convexo no vacio C € R* podemos preguntarnos qué pa-

sa con las siguientes probabilidades
Poc=P(-| Up/n €C).

A estas medidas las llamaremos probabilidades microcandnicas. Entonces tenemos las dis-

tribucicnes condicionales inducidas
Poc(dx)=P(X, edx|U,/ne ),

que llamaremos las distribuciones microcandnicas (de los estados). Notemos que P, c(dx) =
P(X; € dx|Uy,/n € C) para cualquier i = 2,3,...,n porque las variables {X;} son intercam-

biables, a consecuencia de ser i.i.d., por lo cual se tiene que
I L
Pocldn) = = 3 P(X; € dx|Uy/n € C). @.n
n i=1
Dado 8 € R*, podemos evaluar la funcién generadora de momentos de u(X;) como

M(B) = Elexp((8, u(X)N],
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entonces tenemos que M : R — R. Ahora, si M es finita podemos definir la distribucién de

Gibbs con direccidn 8 como
|
Pgldx) = Z exp({B, u(xN)FP(dx).

A Pg le llamamos la distribucién candnica'y a Z = M(B) la funcisn de particicn.

También consideraremos la ditribucién empirica
. 1 v
Pofw.d) = ~ Z]] Sgun(d),

donde dy, es la Delta de Dirac.

En la siguiente seccidn veremos, bajo ciertas condiciones de regularidad, que
lim 2,(dx) = Pa(dx), para alguna 3 € R,
n—od

exponencialmente con respecio a las probabilidades microncandnicas. Es importante notar
que la distribucién empirica es una medida aleatoria, es por eso que la convergencia de P es

con respecto a ciertas medidas de probabilidad. Después veremos que
lim P, c(dx) = Pa(dx)

donde 8 es 1a misma que en el caso anterior, y ademaés especificaremos de modo dnico quien

es 3.

2.2. Convergencia a la distribucién canénica

Sean X\, Xo,... los estados de las particulas y sea f = (g, ) una observable. Para cada
v € R9 podemos partira v = (v,v) € BN xRB%, d =d, +d,. Enesta parte aplicaremos los
resultados del capitulo anterior a las variables & = f(X;) y a su funcién generadora de mo-

mentos A(2) = log E[ef%1], 1 € RY, y también a #(X;) y su respectiva funcién generadora de
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momentos, Ay(B) = log E{e®**]. Pero antes de hacer esto presentamos una breve discu-
si6n sabre un tipo de medidas de Gibbs que nos servird més adelante; en particular podemos
ver que la distribucidn canénica es una medida de Gibbs.

Recordemos que en el Lema 1.11 vimos que A(-} es diferenciable, al menos en @, segtin la

observacion, por lo cual

W= gear [ 0P@0 = ps [ et opan,

M() a; M(A)
(donde el intercambio de la derivada y la integral lo podemos hacer por el Teorema de Con-

vergencia Dominada) y asi tenemos que
1
)= —— (A4.x) — f {0-Ad) p dx).
VA1) M f xe'"" P(dx) xe (dx)
Tomando Py(dx) = e*?*2D Pdx)
VA = f xP,(dx) = E;[X]=m(1),

donde la peniltima igualdad se da si X tiene a P, como ley . Escribiendo con esta notacién el
Lema 1.11 tenemos que

A*D) = om0y — Al (), (2.2)

siempre que exista m™!(y); en particular dado una conjunto B donde el punto dominante exista
se tiene que A,, = m™'(vg).

Supongamos que el dominio efectivo de A,, %), es abierto y que g es una funcién acotada.
Entonces el dominio efectivo de A es &, = R x 9, que es un abierto de RY.

Sea @ € R* tal que 8 = m,'(a) exista, definimos 1, = (0, 8)(€ RY) y v, = m(z,), entonces
Ay = AL(ve) = inf A™(v).
vive=a
Ya que v € R, tal que v, = @, se tiene que

AT() 2 {ta, V) ~ A1) = B, a) - Ap(B) = Apv,)
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y se da la ignaldad cuando v = v,.
Ahora tomemos C € R% un boreliano convexo tal que [.#, N C]° # 0 y my(0) = E[U{(X))] ¢
C. Entonces existe @ un punto dominante para A, y C.
Sea B = R4 x C entonces
A(B) = ELIEA'(V) =inf inf A*(v;,a) = iggz\'(va) = igg A {a).

agl p RN

Pero el inf . AL(@) = A(C) = Aj(acs), por ser o el punto dominante. Entonces
Vg = Voo = m{lec) = m(0, B},
donde 8 = m;] (a¢) que sabemos que existe, por lo cual
ac = mi8) = Eyux) = [ uCopstan

Por dltimo

(ve)e = BplU(X))] = ac,

(veh = Eglg(X1)] = f 8(x)Pp(dx).

Teorema 2.2. Supongamos que P, es abierto y no vacio, g es una funcién acotada, y C es
un boreliano convexo tal que [C N #]° # & y m,(0) = E[u(X))] ¢ C. Sea Py la distribucién

candnica con 8 = m™(ac), ac el punto dominante para Ay y C. Entonces
G,, exp
- 8(x)FPgdx) = Eglg(X))} (2.3)

con respecto a las probabilidades microcandnicas Pyc (-} = }P(‘| %’! € C), donde U, =

T u(X)y G, = X g(X)).
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Demostracién. Si %2 € C se sigue que fa = 134 & € B = R" x C. Entonces por la

LCDGN (Teo. 1.16), tenemes que % converge exponencialmente a vy, el punto dominante de

(GnUn)

n

B, con respecto a P( - | "f € B). Es decir converge exponencialmente a vy con respecto
G, 4 U G, . 7

aP(-|= € R", =2 € (), de donde =2 converge exponencialmente a (vg), y =* converge

exponencialmente a (vg),, ambos respecto a P(-| % e R, %2 € ().

— G :
Por lo tanto (vg); = a¢ y entonces =2 converge exponencialmente a Eg[g(X,)] con respecto a

P(-1% € C), donde § = m;"(ac). o

Definicion 2.3. Sean y, ), t2, ... medidas de probabilidad en (X, ). Decimos que la su-
cesién |y,) b—converge a u si Ja sucesion | f gdy,) converge a f gdy conforme n tiende a

infinito, para toda g : X — R? medible y acotada, y lo denotamos por i, 5 u

Definicién 2.4. Sean 7y, 75, ... medidas aleatorias de probabilidad en (X, F). Decimos que
la sucesidn {n,} converge exponencialmente a la medida x (no aleatoria) si la sucesion de
variables aleatorias fgdn',, converge exponencialmente a f gdn con respecto a {P,}, para

toda g : X — R? medible y acotada.

Recordemos que en la seccién anterior definimos las distribuciones empiricas de una
sucesion de variables aleatorias, £,(dx) = ,1, =1 Ox.(dx}, las cuales son medidas de probabi-

lidad aleatorias y discretas. Dada g : E - R? F— medible se tiene que

Die1 8(X) - [
n n’

f 8(x) Pofdn) =

Entonces por el Teorema 2.2 sabemos que bajo ciertas condiciones sobre la funcidn g y el

conjunio C,
- G,, exp
f 2(x) P (dx) = ~ — f 8(x) Paldx) (cra P,r(-)),

donde B = m;'(ac) y @c el punto dominante para A, y C. Por esta breve discusién tenemos

el siguiente Corolario:
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Corolario 2.5. Supongamos que 9, es abierto y no vacio, C un boreliano convexo tal que
[Cn.)° + 0ym, (0) = E[u(X)] ¢ C. Entonces (P,) converge exponencialmente a Py donde
B = m;!(ac) con respecto a Poc(-).

La demostracién ¢s consecuencia inmediata del Teorema 2.2 y la discusidn antes hecha.
Por iiltimo, veremos qué pasa con las distribuciones microcandnicas P, (dx). Esto lo hare-

mos en el siguiente resultado:

Corolario 2.6. Supongamos que 9, es abierto y C es un boreliano convexo. Entonces las dis-

tribuciones microcdnonicas P, c(dx) = EP(X | €dx % eC ) b-convergen a la distribucion

candnica Pg con 8 = m,'(ac).

Demostracicn. Por el Corolario 2.5 se tiene que

fg(x) Pyidx) = fg()c) Pgl(dx) (craPyc(-)),

paratoda g : E —» R acotada. La acotacién de g nos implica existe K > 0 tal que

| f 200 Po(dn) - f £(x) Pa(dx)

Por lo tanto, por el Lema 1.17 se tiene que

<K

]-—r(] sin — oo,

E.o,.f[ f g(x) Po(dx) - f £(x) Pgldx)

de donde

0 < lim
A= 00

]EP.._(:[ fg(-x) ﬁn(dx) - fg(-‘f) Pﬂ(dx)]
fg(x) Pn(dx) - fg(X) Pﬁ(dx)

]=

Por dltimo notemos que

Er,| f £(x) Po(dr))

Ep, |2 Zi G(X) Z Er, [G(X)]

1
;Z f 800 Pacldlx) = f §(X)Pr.c(d),
i=1

donde la iiltima igualdad se da por la relacién (2.1).
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Resumiendo, lo que hemos vislo: si tenemos x : E — R tal que 9, es abierto y no vacio,

y C un boreliano canvexo, entonces

(a) Gu/n 2 f g(x}Pg(dx} = Eglg(X,}] con respecto a P, ¢, para toda funcién g : E — R?

acotada
(b) P,(dx) =5 Pg(dx) con respecto a P, ¢
(©) Preldx) > Paldx)

donde 8 estd definido de manera dnica como 8 = m ' (@¢) y ac el punto dominante de (C, A).




Capitulo 3

Distribucion candnica y gran canénica
para el gas ideal.

En este capitulo aplicaremos los resultados de grandes desviaciones antes expuestos para
analizar un modelo bésico de la mecdnica estadistica. Esta rama de la fisica aplica la teoria de
la probabilidad para estudiar propiedades de sistemas en equilibrio que consisten de un gran
nimero de particulas. Aqui se presentard un modelo muy simple llamado el gas ideal. Este
modelo, en ¢l cual se supone que no hay interacciones entre las particulas, es ¢l equivalente
fisico a que las variables aleatorias sean i.i.d..

La descripcién macroscépica de un sistema fisico como el gas ideal lo da la termodindmica.
La termodindmica retine las propiedades del gas en términos de sus variables macroscépicas
como presidn, volumen, temperatura y energia interna. Pero esta teoria no tiene en cuenta
que el gas estd hecho de pequefias moléculas. La mecdnica estadistica tiene como objetivo
obtener las propiedades del gas a partir de una distribucién de probabilidad que describe el

comportamiento microscdpico de éste.

37
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3.1. Distribucién canénica para el gas ideal.

El modelo del gas ideal es una idealizacién del comportamiento limite de gases suficien-
temente diluidos. Un imagen microscépica del gas ideal es la siguiente: es un gas hecho de
moléculas que no interactiian entre si y cuya energia es solo cinética. Nosotros estaremos
interesados en calcular la distribucidn candnica de este sistema, la cual contiene informacién
del comportamiento de las moléculas que conforman el gas.

Lo primero que haremos es considerar un sistema fisico estacionaric con un gran nimero de
particulas indistinguibles con estados X;, X3,..., X,. Supongamos que tenemos una obser-
vable « escalar y no negativa. Intepretaremos u(X;) como la energia de la i-ésima particula.
Supongamos que tenemos una observacién del promedio de la energia del sistema, es decir
U, /n € (a|, @) que supondremos contenido en (.%,)° C (0, co).

Consideraremos a E C RS el espacio de estados y P la tomaremos {esencialmente} como la
medida de Lebesgue, ya que aunque ésta no es una medida de probabilidad, tiene muchas
de las caracterfsticas que necesitamos como la invarianza temporal (Teorema de Liouville)
y espacial. Ademds, si nos restringimos a un conjunto de medida finita tendremos en cierto
sentido una distribucién uniforme. También observemos que independientemente de la me-
dida P, las medidas de Gibbs P, son medidas de probabilidad.

Notemos que la funcién A}, es decreciente en (%,)°, ya que si tomamos @ € (%,)° tenemos

que

(AY(@) = (emY(@)) - (Afm, (@)Y

i (@) + a(m,"Y (@) - m(m, @)m;'Y (@)

m;'(a) <0

porque m, define un homeomorfismo entre 2, y (%,)° (ver por ejemplo [Roc97], Teorema

26.5).
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Sea C = (@, @3) como arriba y ademas #,(0) = fE u(x)P(dx) ¢ C. Entonces sabemos que
tiene un punto dominante y por el cdlculo anterior es @¢ = @;. Por comodidad denataremos
ec=ayl=(a-6a)

Entonces si U, /n € C, la distribucidn empirica converge exponencialmente a la distribucién

candnica

Pgldx) = %e”“""P(dx),

donde 8 = m; ")y Z = M,(B) = ™. También se tiene que las distribuciones micro-
candnicas P, b—convergen a la distribucién canénica. Aunque en €l problema el ndmera
de particulas es fijo, se tiene una convergencia en el sentido de gue el nimero de particulas
es muy grande y, como la convergencia en ambos casos es exponencial, se liene algo muy

parecido al limite.
Una de la cantidades fisicas importantes es la entropia; esta la obtenemos como s(a) =

—A(a), con lo cual

ds = d(A]) = pda.

Concluimos que la temperatura absoluta correspondiente al nivel de energfa o serd
Ta=~=  B=m/(a).

Para el gas ideal tenemos que £ = I'x R* ¢ R®, donde I' ¢ R? lo interpretamos como un
contenedor, es por eso que supondremos que |I' < co; también tendremos que

dgdp

Pldx) = .
(dx) m

Como habiamas dicho anteriormente, en el gas ideal no hay interacién entre las particulas y

estds s6lo poseen energia cinética por lo cual u(x) = w(g, p) = |p|2/2. Por lo tanto tenemos
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que

AL(B) log f eﬂgf'P(dx): log f em}Ef’-’?ﬁ
. E <R3

I

2 H -
log f eﬂ“f‘dpz log f f j\z” re'T cos pdfdgdr
R? o J-1Jo

312
(@) Sl
log4;rfre dr = log o= 2lc.g o=

It

y entonces tenemos que

3
md8) = M) = -

para todo B € B, = (—oo,0). Ahora, si tomamos & € (¥#)° = (0, 00)

B=ﬁu=_‘2"(;

por la férmula (2.2) se sigue que

o 2]l ()

310 drea
e

Au@)

de donde se concluye que la funcidn de entropia para el gas ideal estd dada por

s(a) = ~AL@) = %log (4””)-

3

Y por la discusion antes hecha, si tenemos que U,/n € C = (o - §,a), tenemos que las

distribuciones microcandnicas b-convergen a

_E) dqdp

1
Ps(dq,dp) = ECXP( 2T

donde T = -1 con B = —<, que se le conoce coimo distribucidn de Maxwell-Boltzmann.
B 29
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3.2. Convergencia a la distribucién gran canénica y el gas

ideal.

En la seccidn anterior resolvimos el problema de encontrar la distribucién candnica para
el gas ideal, que describe un sistema de particulas en equilibrio en el cual sélo puede haber
cambio de energia y el nidmero de particulas estd fijo. Otra posible sitnacion es que se puedan
intercambiar particulas con el entorno, es decir tenemos un sistema abierto. Por ejemplo, si
estudiamos sélo una pequeiia regién de un gas, quisiéramos poder obtener informacién acerca
de su temperatura, presion, etcétera, y si este gas fuera lo suficientemente homogéneo, estas
caracteristicas se preservarian para todo el sistema.

Supongamos que tenemes un sistema de particulas estacionario en R*. Ademés, supongamos
que cada particula estd en la posicién @i(¢ R*) la cual es aleaioria y en el estado X; (en un
espacio de estados £), también supondremos que {Q,} y {X,,} son dos sucesiones independien-
tes, es decir (Xu,, Xn,, .- . Xo, ) U (@i, Gy - - - » Om;) para todo £, f; ademds supondremos que
X1, X, ... son variables aleatorias i.i.d. con Ley P. Dado un conjunto I’ € B(R>) denotaremos

por

Nr = Zl,

el
es decir el nimero de particulas en I'.

Supondremos ademdés que
(a) Nt tiene una distribucidn Poisson de pardmetro voll, siempre que | < oo.

(b} SiI'\,I3,...,F, sonconjuntos disjuntos tales que |[I';] < oo para todo i, entonces Nr,, N, ... .

son independientes.

De forma abreviada {(2, ]} da lugar a un proceso Poisson espacial de pardmetro vy.

En lo siguiente diremos que [ es un contenedor si [I] < oo y para no complicar mas adelante
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la notacidn, denotaremos a N = N y a los estados de las particulasen ' como X, X, ..., Xy.
Llamaremos a X = (X}, X3, ..., Xn; N) el gran estado del contenedor unitario de I' (|7 = 1).
Entonces X toma valores en E = {0} U (L;Z; £*" x {n}), donde X = 0 si N = 0; también

podemos calcular la distribucién de X la cual estd dada por

‘,ﬂ
P(dx) = P(dx,,dx;,...,dx;n) = n—(:e"’“P(dxl)P(dxz) ... P(dx,).

Sea u : E — R la energia observada. A lo largo de este desarrollo nos interesa estudiar tanto
la energia de las particulas como su nimero, por lo que definiremos la gran energia como una

funcidna : E - R x (N U {0}) dada por

wx) = ul(xy, xz,..., X3 0) = (Z u(x;), n).

i=1

Tomemos un contenedor I muy grande y sea T}, ', ... una particién de éste en contenedores
unitarios; para evitar cualquier indefinicion tomaremos siempre |[1 € N. Denotaremos al
estado gran candnico en I'; por X;. Por las propidades del Proceso Poisson espacial y la
independencia entre las variables X, X, ... podemos concluir que las variables X, X;,...
son independientes; adem4s podemos ver que tienen la misma distribucién P ya que [[}} = 1
para toda i.

Nos gustaria poder aplicar los resultados anteriores de convergencia a los contenedores I'j;
recordemos que amnteriormente los habfamos usado sélo para el nimerce de particulas. Lo

primero que haremos es calcular la funcién A, que llamaremos la funcién de energia libre

Au(ﬁv /1)

]

N
log E[exp[{(8, ), u(X|))}] = log E [CXP {/3 Z w(X)) + JN}]
i1
N
log E [E [exp {,3 D uxy + ,uv} N”
=1
log > (N = n)E [exp {ﬁz w(X;) + /In}]
i=]

n=0

v
log ) = [MBE)' = ~vo + voM,(B)e’, 3.1
a=0 "’
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donde M,(8) = E[e#*)],
Si suponemos que Z, es abierto, tenemos que %, = %, X R es también abierto. Por lo cual

podemos derivar (3.1), y obtenemos
my(B, ) = VALB, D) = (oM, (B, oM. (B)e?).
Entonces para (8, 4) € &, tenemos que my(f, 4) = Ep,,, [X;] donde
P(B, ) = exp{—Ay(B. 1) + {(8, A), u(x))}P(dx),

que es la distribucién gran candnica; como en ocasiones anteriores demostraremos la conver-
gencia a ésta.
Tomemos (a, v) € ri(.%,) y consideremos la ecuacion my(8, 1) = (a,v) y resolvamos para

(3, A); entonces

oM =a oM, (Be' = v (3.2)
de donde se tiene que
a M@ _ oo
; - Mu(ﬁ) - Au(ﬁ) - mu(ﬂ)

por lo tanto, tenemos que 8 = A, (/B y por (3.2) tenemos que
A = log(vive) — AuB) = log(v/ve) — Au(m,' (@/v)).

Calculamos la funcién conjugada de A, para (o, ¥) € ri(%), la cual llamaremos la funcidn de

gran entropia

Aule,¥) {(a@,v), (B, D) — Au(m;' (B, D)

—vo + voM,(B) exp{log(v/vp) — A.(B)]

af + Av+vy—v.

Ahora bien, si suponemos que hicimos una observacién de la gran media

U _ZLiuX) [Z uX) N

I~ a i in

] (I = =),

Fgel
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es decir, tenemos una observacién de la energia media y la densidad de particulas en el con-
tenedor I'. Supongamos que esta observacién de U, /{T} estd en C € R® un conjunto convexo,
por ejemplo un rectdngulo (a,, @7) X (vr,v;). Supongamos ademis que (C N #,)° # 0 y que
E[u(X1)] = (voE[t(X )], vo) € C. Ahora, si consideramos una funcién g : E — R? medible y
acotada, y consideramos la gran media asociada a g

Gr 2 8(X0) _ Zi-gier) 80X
I n il

bajo las condiciones anteriores y el Teorema 2.2 tenemos que

G exp

22 [ goPgan

I
conforme |I' tiende a infinito, con respecto a Poc = P(- | Ur/|T]), donde Py 4 es la distribu-
cién gran canénica de (8, 1) = m, (@, v) y (@, v) es el punto dominante de C y A,.

Si definimos
In

Prdx) = l—Il'"I Z Bx.(dx)

=1
tenemos que bajo las mismas condiciones de arriba sobre U /IT| podemos aplicar el Corola-

rio 2.5 con lo cual
Pr Py, silllo oo

con respecto a Prc, y Pg,) como arriba.

Por iiltime podemos considerar las distribuciones microcandnicas

Ee(])

-P }
Prc (Xl € i

las cuales bajo las condiciones sobre C de arriba y el Corolario 2.6 se tiene que b-convergen

aPm_,g).
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Por iiltimo consideremes la distribucion gran candnica

Ppa(dx) = expl=Au(B, D) + (8, 1), u(x))}{P(dx)

= exp {—Au(ﬁ, )+ Z Bu(x) + /ln} P(dx,,dxy, ..., dx,,n)

i=1

Vv
= e MBI Ay (B e —(:P(dx.) . Pdx,)
H.

%
= FeHD,g,(a'xl)Pﬁ(dxz) ... Peldxy)

donde Pg es la distribucidn candnica con 8 = m'(e/v). Entonces podemos ver que en el
limite el ndmero de particulas en el contendor unitario tienen una distribucion Poisson de
pardmetro v, y dado este nimero, los estados de las particulas en el contenedor son 1.i.d. y se
distribuyen de acuerdo con la distribucién canénica Pg; en este caso podemos interpretar a o
como la energia media y a v como la densidad de las particulas observadas en el contenedor,
Lo siguiente que haremos es considerar el problema anterior para el gas ideal, es decir
u(g. p) = Ip|*/2. Denotemos por ¢; a la posicién de la i~&sima particula y por p; al mo-
mento de la misma. Supongamos que las ubicaciones de las particulas ¢, 43, ... dan lugar a
un proceso Poisson espacial con intensidad vy y ademads que son independientes de py, ps, ...
las cuales son variables inpendientes con la medida de Lebesgue como distribucién (vedse
seccion anterior).

Supongamos que observamos la gran energia, es decir, medimos la energia media de nuestro
sistema y también la densidad de particulas, y tenemos que

Ur

7 €€ = l@na)x v,

Sea (a, v) € (.%,)° el punto dominante de C y A}; entonces, por lo hecho anteriormente
VA a.v) = (8,1

de modo que
%-(a', V=g=ml(a/iv) = —% <0

da
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aA; o, 3 3v
W(a, v) = A = log(v/ve) + 5 log (47ra)

donde esta derivada es positiva si v > v(@) = vf,"s {4ma/3), es negativa si v < v(a) y es ignal a

cero si v = v(a).

Por lo tante, (e, v} el punto dominante de C = (@), a3) X (v}, v2), es

v siv; > via)
V=9vie) sivy<via)<vp-
vy si vp < via)
Entonces, tomando (e, v) como corresponda y haciendo 8 = —%1‘1 tenemos que la distribucién
Psesigual a

1 1
Pyldp) = Ee—lplzlzr donde T = —B ==

con Z = (2xT)*/2, y por lo tanto la distribucién gran canénica est4 dada por la férmula

v 1 ¥ - 2
P(p,,i)(dpl,dpg,....dpn,n)z Ee (E) exp{—;lpil /ZT}dpg dp,,

Ahora bien supongamos que tenemos un conteneder I', con volumen V, entonces la distribu-
cidn gran candnica del estado X en T'; se obtiene reemplazando a v en la férmula anterior por
vV,

Si consideramos la pareja (Q, X) = (0, Qs ... Oni Xi), Xz, ..., Xyv; N) y tratamos de calcu-
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lar la distribucién condicionada a que Ur/I esté en C, se tiene que

P(dq,,dgs,....dg:.dp.dps, ... ,dp,,n|Up/T € C)
= Pdpi.dps,....dp.in|Ur/T € O)dg, /VYdga/ V). .. (dgn/V)
L= (V) exp(—vV)(1 /Z)"

Xexp {— Z ipr2/2T} dpy...dp.(dg,/V)(dq:/V). .. (dg./V)

i=1
parap,eR'yqgel,i=12,...,nyn=0,1,2,..., donde la primera igualdad se da perel

siguiente Lema:

Lema 3.1. Sea N un proceso de Poisson espacial de intensidad v. Si ©® C T entonces

P(No = 1|Nr=1)='%|.

Demostracion.

PNe=1NNr=1) _ P(Noe =10 Nrna- = 0)

P(No=1|Nr=1)

Ne=1 Nr=1
Vl®le-vlele—vlﬂ’1€‘l |@|
vifle=T T
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