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Introduccién

El estudio de los sistemas dindmicos de transformaciones conformes por
pedazos es un tema relativamente nuevo en el drea de los sistemas dindmi-
cos discretos. Este tipo de sistemas estdn estrechamente relacionados con los
sistemas hamiltonianos, y tienen aplicacién en la teoria de billares y en la
teoria de filtros digitales, una rama de la ingenieria eléctrica.

En este trabajo se demuestran algunos resultados sobre el conjunto excep-
cional, mejor conocido como telarand, de sistemas asociados a transforma-
ciones conformes (Mobius) por pedazos con dos dominios de definicién. Para
esta tesis se desarrollé un programa de computadora que permite visualizar
la telarana y el comportamiento de este tipo de sistemas, el cual resulté ser
muy ttil para reafirmar los resultados tedricos obtenidos, hacer conjeturas
y elaborar contraejemplos. Las imdgenes que se muestran fueron elaboradas
con este programa.

En el primer capitulo de la tesis se presentan conceptos y resultados que
serdn necesarios para la comprensién y desarrollo de los teoremas que se
demuestran en los capitulos siguientes. Se da una breve introduccién a Sis-
temas Dindmicos, Transformaciones de Mébius, Transformaciones Conformes
por Pedazos, Métrica de Hausdorff y Grupos de Transformaciones en C.

El teorema mds importante que se demuestra en la tesis estd en el capitu-
lo dos. Este teorema trata sobre la continuidad de la funcién 9D +— Spid(F)
(esto es, a la frontera de los dominios de las funciones fijas f y g de Mébj\us
que definen a F se le asocia la telarafia) en el espacio de Hausdorff H(C),
la cual se presenta si la frontera de los dominios de la transformacién por
pedazos no intersecta al conjunto limite del grupo generado por las funciones
de Mébius que definen la transformacién por pedazos. Como precedentes
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se obtienen algunos resultados sobre convergencia en H(C) y algunos lemas
que muestran la relacién entre la telarasia y el conjunto limite del grupo co-
rrespondiente.

En el capitulo tres se estudia la estabilidad estructural para transforma-
ciones conformes (Mobius) por pedazos. Se demuestra que si el grupo ge-
nerado por las transformaciones que definen a la transformacién por pedazos
es un grupo de Schottky y la frontera de los dominios esté contenida en una
regiéon fundamental de ese grupo, entonces la transformacién por pedazos es
estructuralmente estable. Més ain, se demuestra que las dindmicas de las
transformaciones cercanas a una transformacién estable son cuasiconforme-
mente conjugadas.

Hacemos notar que en esta tesis, aunque se trabaja en transformaciones
definidas por dos transformaciones de Mobius por claridad de exposicién, los
resultados obtenidos se pueden extender naturalmente a cualquier nimero
de funciones generadoras, y se mencionan los resultados que deben obtenerse
como conjeturas. )

En el apéndice se da una breve descripcién del uso del programa de com-
putadora. Este programa estd elaborado con el lenguaje de programacion
Java, lo que permite que se pueda ejecutar en la mayoria de los sistemas
operativos actuales. La interface es interactiva para el usuario y se disené de
tal manera que fuera facil de usar.

Renato Leriche Vazquez
Octubre 2005
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Los nimeros naturales.

Los nimeros enteros.

Los nuimeros reales.

El espacio euclidiano real n-dimensional.

Los numeros complejos, el plano complejo.

Los nimeros complejos unién {oo}, la esfera de Riemann.
La recta imaginaria, {z =z + iy € C | z = 0}.

El disco abierto con centro en ¢ y radio 7.

Interior del conjunto A.

La érbita de z bajo la funcién f.

El conjunto del los puntos fijos de la funcién f.
Subconjuntos compactos del espacio X.

Vecindad del elemento z € X.

El grupo de las transformaciones de Mobius.

El conjunto limite del grupo G < M.

El conjunto regular del grupo G < M.

El conjunto regular del la transformacién por pedazos F'.
La telarana, el conjunto excepcional de la transformacién
por pedazos F.



indice general

Agradecimientos 2
Introduccién 3
Notacion 5
1. Conceptos y resultados preliminares 7
1.1. Sistemas dindmicos . . . . . . . . .. ... ... 7
1.2. Transformaciones de Mdbius . . . . . . . . . ... .. .. ... 8
1.3. Dindmica de transformaciones conformes por pedazos . . . . . 10
1.4. Métrica de Hausdorff . . . . . . I 14
1.5. Grupos de transformacionesen C . . . . .. ... ... .... 17
2. Continuidad de la funcién 0D — Spid(F) 19
2.1. Algunos resultados sobre convergencia en el espacio de Haus-
dorff H(C) . . . . . . . . 19
2.2. Teoremas acerca de la continuidad de la funcién 8D — Spid(F) 27
2.3. Conjetura acerca de la continuidad en el caso general . . . . . 38
3. Estabilidad 39
3.1. Ejemplos de inestabilidad . . . . . ... ... ... ... ... 39
3.2. Estabilidad en funciones conformes por pedazos . . .. .. .. 42
3.3. Conjeturas acerca de la estabilidad . . . . . . ... ... . . 47
Apéndice 48
Bibliografia 51



Capitulo 1

Conceptos y resultados
preliminares

En este capitulo presentamos algunos conceptos necesarios para la com-
prensién del material de los capitulos posteriores y resultados ttiles para la
demostracion de los teoremas que desarrollamos en esta tesis.

1.1. Sistemas dinamicos

La teoria de sistemas dindmicos estudia, a grandes rasgos, la evolucién
de un sistema a través del tiempo. Esta teoria tiene conexién estrecha con
las teorfas de Analisis y Geometria y es una rama de las matemadticas que se
encuentra en creciente desarrollo. Existe bastante literatura acerca de este
tema, consiltese por ejemplo [Devaney].

Un sistema dindmico es una terna (F, X, T), donde

1. X es el espacio fase o espacio de estados, que puede ser un espacio
topoldgico, una variedad, etc.,

2. T es el tiempo, que es un grupo (6 semigrupo) que actua sobre X y
que puede ser discreto (por ejemplo N o Z) o continuo (por ejemplo R
oR%),y



3. Fesunafuncién F: X x T — X tal que

a) F(z,0) =z,
b) F(z,s+t) = F(F(z,s),t).

Noétese que con una funcién f : X — X se puede generar el sistema
(f, X) = (F,X,N), donde F(z,n) = f™(z). A partir de aqui consideraremos
s6lo sistemas de este tipo.

La drbita' de un punto z, € X determinada por f es el conjunto O(zq) =
O¢(zo) = {zo, f(zo), ..., f™(x0), -.-}. Un punto o es periddico de periodo
n si n es el minimo entero positivo tal que f*(xy) = x¢, ademds a su 6rbita
se le llama periédica. Si un punto tiene periodo 1, decimos que es un punto

figo.

Dos sistemas (f, X) y (f’, X) son equivalentes si existe un homeomorfis-
mo h: X — X tal que f' = h™'o foh, es decir, f y f’ son transformaciones
conjugadas.

1.2. Transformaciones de Mobius

Las transformaciones de Mobius forman un conjunto muy importante
y bien conocido de transformaciones en los nimeros complejos. Consiltese
[Ahlfors| para més detalles acerca de estas funciones.

Una transformacion de Mdébius es una funcién T : C — C definida como
T(z) = 2%, donde a,b,c,d € C y ad — bc # 0. Se puede normalizar T de
manera que ad — bc = 1, por lo que a partir de ahora suponemos que toda

transformacién de Mobius est4 normalizada. La traza de T es Tr(T) = a+d.

Algunas propiedades de las transformaciones de Mébius:

1. Son biyectivas.

'En algunos textos a este conjunto se le llama drbita hacia adelante y se reserva el
término drbita u érbita completa para el conjunto {..., f!(z0), zo, f(20), ...}
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Su inversa también es de Mobius: T71(z) =
Son conformes (preservan dngulos).

Llevan circunferencias en circunferencias (y por lo tanto, rectas en rec-
tas, que son “circunferencias de radio infinito”).

Sélo tienen uno o dos puntos fijos, si tiene mds de dos puntos fijos,
entonces es la identidad. Si Tr(T)? # 4, T tiene dos puntos fijos; si
Tr(T)2 =4y T # Id, T tiene un punto fijo (lo anterior se deduce al
resolver la ecuacién T'(z) = 2).

Hay tres tipos de transformaciones de Mobius, T es:

Eliptica si Tr(T)? € [0,4). Toda transformacién eliptica es conjugada?
a una rotacién z — ez, donde § € Ry § # 0.

Parabélica si Tr(T)? = 4. Son conjugadas a la traslacién z — z + 1.

Hiperbdlica 3 si Tr(T)? € (—00,0) U [4,00) o Tr(T)? ¢ R. Cada trans-
formacién hiperbélica es conjugada a una transformacién de la forma
z+ pe?z donde p,§ €R, 0 < p# L.

De lo anterior, la dindmica de un sistema generado por una transforma-

cién de Mobius T queda determinado por su tipo:

1.

Eliptica: Todo punto z € C es periédico u O(z) es densa en una cir-
cunferencia.

Parabdlica: Si zq es el punto fijo, lim T™(z) = z¢ para cualquier z. A zp
que se le llama punto parabdlico.

Hiperbélica: Para todo z, lim T"(z) = z;, donde z; es alguno de los
puntos fijos; al punto con ésta propiedad se le llama atractor, y al otro
punto fijo se le llama repulsor.

2Dos transformaciones de Mobius Ty y T son conjugadas si existe una transformacién

de Mobius h tal que T} = h~' o Ty o h.

3A este tipo de transformaciones se les llama lozodrémicas en algunos textos, y el

término hiperbdlica se reserva para las transformaciones conjugadas a una dilatacién
z+— Az, donde A e R, 0 < XA # 1.



1.3. Dindmica de transformaciones conformes
por pedazos

La dindmica de las transformaciones conformes por pedazos es una ge-
neralizacion de las dindmicas de intercambio y traslaciones de intervalo. Pero
el interés en el estudio de estas funciones es su potencial aplicacién en la
teorias de billares, sistemas hamiltonianos y filtros digitales, ademas de que
es una nueva rama en sistemas dindmicos con cuestiones que estdn ain por
responderse. Véanse [Goetz], [Cruz] y [Romero].

Una transformacién conforme por pedazos es una funcién F de C en
si mismo con una familia {A,,}n.>1 de subconjuntos abiertos conexos de C
(llamada la regién de conformidad, y a cada A,, se le llama dtomo) tal que:

L. Upsi Am =C,
2. F:A, — F(A,) es conforme para cada m,
3. Para cada A,,, F se extiende conformemente a A,, de manera que

F: A, — F(A,) es biyectiva, y

4. 0A,, es una curva cerrada simple.

A partir de ahora consideraremos solo funciones conformes por pedazos
con dos atomos, de la siguiente manera:

f(z) en D*
Flz) = { g(2) Zn D

donde f,g : C — C son de Mébius (en particular conformes), D C C es
un abierto homeomorfo a un disco, D¢ denota el -interior de C-D y 8D
es una curva cerrada simple. Obsérvese que F' no estd definida en 9D, pues
f y g no pueden extenderse a 3D de tal manera que F sea continua en C,
porque en general f(C) # ¢(C). En la figura 1.1 se muestra un ejemplo de
una transformacién conforme por pedazos y la érbita de un punto.

La telarafia (o conjunto irregular o excepcional) de F'| es el conjunto

Spid(F) = | J F(8D) .

n>0

10
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Figura 1.1: Dindmica de la funcién por pedazos con dos dtomos definida como
z+—22zen D =D(1,1) y z— iz en D°. Los arcos de circunferencia en color
gris forman la telarafia. Ademds se muestra la drbita del punto zg = 3 + 4,

en color rojo. En este caso, O(z) = {29, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 21}

Obsérvese de la definicién que la telarafia estd formada por el conjunto de
puntos que eventualmente caerdn en 8D bajo la iteracién de F, es decir,
puntos en los que F no esté definida y, por lo tanto, un cambio significativo
en la dindmica en una vecindad alrededor del punto (véase la figura 1.2). A
este conjunto se le denota Spid(F’) por el término en inglés “spider’s web”
que significa telarafa.

El conjunto regular de F, es

F(F)=C — Spid(F) .

11



Figura 1.2: Spid(F') y discontinuidad de F: La vecindad del 2 se “parte” al
aplicar F, pues 2 € 8D.

La funcién itinerario I : C — %2, donde £2 = {0,1}" es llamado el
espacio corrimiento de dos stmbolos, estd definida de la siguiente manera:
I(z) = (apa; . ..), donde a, = 18i F*(2) € D 6a, = 0 si F*(z) ¢ D. Se define
la particibn P(F) de C mediante la relacién de equivalencia
z~ew <= I(2) = I(w).

Se puede demostrar que (Jpep(r) OF = Spid(F) (véase [Romero]), por lo
que F(F') es la unién de los interiores de las componentes de la particién
generada por el itinerario, es decir, el conjunto regular estd formado por cel-
das, donde cada celda estd definida por el conjunto de los puntos que tienen
un mismo itinerario. En la figura 1.3 se muestra un ejemplo de la relacién
entre los itinerarios y el conjunto reguler.

12



(0000...)

(0001...) (1111...)

Figura 1.3: Sea F definida por z — 3z en D = D(1,1) y 2z — 2iz en D°.
F(F) esté formado por cinco celdas, definidas por los itinerarios (1111...),
(0111...), (0011...), (0001...) y (0000...).

De lo anterior, tenemos que el conjunto regular es invariante hacia ade-
lante y que la telarafia es invariante hacia atrés, esto es, F(F(F)) C F(F)y
F~Y(Spid(F)) C Spid(F).

13



1.4. Meétrica de Hausdorff

En los capitulos siguientes es central el concepto de métrica de Hausdorft,
por lo que damos una breve introduccién a este concepto y algunos resultados
ttiles. Consultese [PJS] para mayor referencia acerca de este tema.

Una métrica (o distancia) definida sobre un conjunto X es una funcién
d: X x X — R tal que:

1. dlz,y)=0 < z=uy.
2. d(z,y) =d(y,z), para todos z,y € X (simetria).

3. d(z,z) < d(z,y) + d(y,z), para todos z,y,z € X (desigualdad del
tridngulo).

Un espacio métrico es un conjunto X con una métrica d.

Ejemplos:

1. La métrica euclidiana en R™ estd dada por la longitud del segmento
de recta entre dos puntos, asi, dados p,q € R, la distancia euclidiana
entre ellos es d(p, q) = |p — ¢|, donde | - | es la norma usual.

2. La métrica esférica en C est4 dada por la longitud del arco de circunfer-
encia (parte de un circulo maximo) que une los dos puntos resultado El\e
la proyeccién estereografica de C en la esfera. Asi que dados z,w € C,
la distancia esférica es d(z,w) = arccos(Il(z) - II(w)), donde II es la
proyeccién estereografica de C en la esfera $2 C R3 y - es el producto
punto usual en R3. De la definicién, d(z,w) < 7 para todos z,w € C;
por ejemplo, d(0,00) =7, d(0,1) =7/2 y d(1,00) = /2.

3. Otra definicién de métrica esférica en Cesla longitud del segmento de
recta, en el espacio, entre dos puntos resultado de la proyeccién este-
reogréfica de C en la esfera. De modo que d(z, w) = |II(z) ~ II(w)|. Por
ejemplo, d(0,00) =2, d(0,1) = V2 y d(1,00) = V2.

14



Dado un espacio métrico completo X con métrica d, se puede definir la
métrica de Hausdorff en H(X) (el conjunto de los subconjuntos compactos
de X, que en este caso serdn los cerrados y acotados, ya que X es completo)
de la siguiente manera: Sean A, B € H(X), el e-collar de A es

A, ={z € X | d(z,a) <€, paratodaa € A}.
La métrica de Hausdorff se define como
h(A,By=inf{e | AC B,y BC A}
Otra manera de definir la métrica de Hausdorff es
h(A, B) = sup{d(a, B),d(b, A) | a € A, b € B}
donde d(a, B) = inf{d(a,b) | b € B}.

Algunas propiedades de la métrica de Hausdorft:

Proposicién 1.4.1 h({a}, {b}) = d(a,b).

Demostracién. Sea r = d(a,b). Es claro que r es el nimero més
pequeiio tal que {a} C {b}, y {b} C {a},, pues b € {a}, = D(r,a) y
a € {b}, = D(r,b). O

Proposicién 1.4.2 h(A; U Ay, By U By) =1 si h(Ay, By) = h(Ag, Be) = .

Demostracién. Como r es el nimero mds pequeiio tal que 4; C (B)y,
By C (Ai)r, Ay C (By), y By C (Ajy),, entonces 7 es el nimero més
pequefio tal que A; U Ay C (By)r U (B2), y B1 U By C (A1), U (Ag)s
Como (AU B), = {z | d(z,y) <€ y € AUB} = A, U B, entonces
A1 UA; C (BiUBy), y BiUB; C (A U A;),, de lo que se deduce la
afirmacién. O]

15



Proposicién 1.4.3 Si h(A4;,B;) = r para toda ¢ € N, entonces
h(Uizo A;, UiZO B;) =r.

Demostracién. Sean A;, = |, 4, By, = Uic, Biy A = Uino4i ¥
B’ = |J;5¢ B:- Por induccién y utilizando la proposicién 1.4.2, se deduce que
h(Al, B,) = r para toda n € N.

Por la desigualdad del tridngulo r = h(AL, B;,) < h(A},,A’) + h(A",B) y
h(An, B') < h(Ay, By,) + h(B,, B') =7 + h(B, B).

Es fécil demostrar que h(A,, A’) — 0y h(B,,B’) — 0 cuando n — oo
(véase el lema 2.1.6 en el siguiente capitulo), por lo que se deduce de las
desigualdades anteriores que r < h(A’, B’) <r. O

Proposicion 1.4.4 Si f : X — X es una isometria, entonces
f* H(X) — H(X) es una isometria, donde f*(A) = f(A).

Demostracién. Sea d la métrica en X y h la métrica de Hausdorff
inducida por d en H(X). Como f es isometria, entonces d(f(z), f(y)) =
d(z,y) y por lo tanto )

h(f(a), f(B)) = inf{d(f(a), f(b)) | f(b) € f(B)}
inf{d(a,b) | b € B}
(a,B) .

De lo anterior,
h(f(A), f(B)) =sup{d(f(a), f(B)), d(f(b), f(A))|a€ A, be B}
= sup{d(a, B), d(b,A) | a € A, b€ B}
)

Por lo tanto, f* es isometria. [J

16
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1.5. Grupos de transformaciones en C

El estudio de los grupos de transformaciones sobre C surge de la relacién
que tienen éstos con las superficies de Riemann, pues tales superficies son in-
variantes bajo alguno de estos grupos. Sin embargo, el estudio de estos grupos
se ha convertido en una teoria aparte, con relaciones en las teorias de sistemas
dindmicos y fractales. Consultese [Maskit] para més referencias sobre el tema.

El conjunto de las transformaciones de Mébius forman el grupo M, que
es isomorfo a PGL(2,C), el grupo de matrices proyectivizadas? de 2 x 2
no singulares con entradas complejas. Como se menciond antes, se pueden
normalizar las transformaciones de forma que la matriz asociada tenga de-
terminante igual a 1, de modo que el grupo de transformaciones de Mobius
de este tipo es isomorfo a PSL(2,C), que es el grupo de matrices como el
anterior, pero con determinante 1.

Sea G un subgrupo de M. Se dice que la accién de G en un punto z € Ces
libremente discontinua si existe una vecindad V, de z tal que g(V,) NV, =0
para toda g € G diferente de la identidad; la accidn es sélo discontinua si
cumple la condicién excepto para un nimero finito de g’s. El conjunto de
puntos en los cuales la accién de G es libremente discontinua se llama con-
junto regular libre, y se denota por Q° = Q°(G), y el conjunto donde la
accién es discontinua se llama conjunto regular y se denota por = Q(G).
Si el grupo G actia libremente discontinuo en algin punto z € (E, se le llama
grupo kleiniano®. Un punto w es un punto limite de G si existe un punto
z € Q0 y una sucesiéon {g,,} de elementos distintos de G tal que g, (z) — w.

El conjunto de puntos limite de G se llama conjunto limite y se denota por
A =A(G).

A continuacién presentamos dos resultados sobre los conjuntos limite que
seran de ayuda en la demostracién de los teoremas importantes del siguien-
te capitulo. Las demostraciones de estos teoremas se pueden consultar en
[Maskit].

4Una matriz proyectivizada es una clase de matrices de GL(2,C) determinada por la
relacién de equivalencia A ~ B < B=MXA4,con0# A e C.

5Esta definicién de grupo kleiniano ha quedado en desuso, actualmente se define como
grupo kleiniano cualquier grupo discreto de transformaciones de Mébius.
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Teorema 1.5.1 Si A(G) tiene més de dos puntos,

A= | fil),

g€G hiperbélica

donde fiz(g) es el conjunto de los puntos fijos de g.

Teorema 1.5.2 Sea zp € A(G) y wp € Q(G) tal que gm(wo) — 20, gm € G,
entonces para todo w € QG) , gm(w) — 2.

Teorema 1.5.3 A(G) es cerrado, G-invariante (es decir, g(A) = A para toda
g € G) y no es denso en C.

Teorema 1.5.4 ANQ =0y C es la unién disjunta de A y Q.

El conjunto limite de un grupo kleiniano G se puede definir también co-
mo el conjuto de puntos de acumulacién® del conjunto Gp = {g(p) | g € G}.
Obsérvese que el conjunto de puntos de acumulacién de Gp es igual al con-
junto de puntos de acumulacién de Gq para cualesquiera puntos p # g en C,
como se puede concluir de los teoremas 1.5.2 y 1.5.3.

Se puede demostrar que todo grupo kleiniano G es discreto. Sin embar-
go, no todo grupo discreto de M es un grupo kleiniano, pues existen grupos
discretos cuyo conjunto limite es toda la esfera C.

8Un punto de acumulacién p de un conjunto A C X, donde X es un espacio topolégico,
es tal que toda vecindad V' de p cumple que A - {p} NV # d.
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Capitulo 2

Continuidad de la funcién
0D — Spid(F)

El objetivo en este capitulo es investigar la continuidad de la funcién

~

C +— Spid(F) en H(C), donde F es una transformacién conforme por pedazos

de la forma i) D
z) en D°
F(z) = { g9(z) en D

f,g son de Mobius, D C C es un conjunto abierto homeomorfo a un disco,
D¢ es el interior de C — D y C = 0D es una curva de Jordan.

A lo largo de este capitulo F, f, g, D, D¢y C estaran definidas como se
menciona arriba, a menos de que se indique lo contrario.

2.1. Algunos resultados sobre convergencia en

~

el espacio de Hausdorff H(C)

Una manera de demostrar la continuidad de la funcién C — Spid(F’) es
probar que la sucesién {Spid(F;,)} converge a Spid(F') para cualquier suce-
sién {Cp,} que converja a C (en el espacio H(C) con la métrica de Hausdorft),
donde F,, estd definida como

f(z) en Dy,

Fn(z) = { o(z) en Do,
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Cm = 0D, y D¢, es el interior de C— D,,.. La convergencia de sucesiones de
conjuntos cerrados en C se puede definir de la manera usual usando la meétri-
ca de Hausdorff en el espacio H(C), pero nos serd més titil la caracterizaciéon
de la topologia de H ((E) que se muestra a continuacion.

o~

La topologia de Hausdorff de H(C) se puede caracterizar de la siguiente

o~

forma (véase [McMullen]): una sucesién K,, — K en H(C) si
1. toda vecindad de z € K intersecta a todo K,,, salvo a un nimero finito,

2. si toda vecindad de z intersecta a una infinidad de K,.’s, entonces
z€ K.

Dada una sucesién {K,, } arbitraria de cerrados en C, se definen lim inf K,
como el conjunto més grande que satisface la condicién 1, y lim sup K,
como el conjunto més pequeno que satisface la condicién 2. lim inf K,
y lim sup K,, son cerrados y lim inf K,, C lim sup K,,. De manera que
K,, — K siy sélo si lim inf K, = lim sup K,, y en este caso denotaremos
K =1lim K,,.

A continuacién demostramos algunos lemas sobre convergencia en H (@)
mediante la comprobacién de los dos requisitos que caracterizan la topologia
de Hausdorff.

Sean A, — Ay B, — B en H(C), entonces:

Lema 2.1.1 A,,UB,, - AUB.

Demostracion.

1. Sea z € AU B. Entonces toda V, intersecta a todo A,,, salvo a un
nimero finito, 0 a todo B,,, salvo a un ndmero finito. Por lo tanto,
toda V; intersecta a todo A,, U B, salvo a un nimero finito.

2. Sea z tal que toda V, intersecta a una infinidad de A,,UB,,’s. Entonces
V. intersecta a una infinidad de A,,’s o de B,,,’s, por lo tanto z € A o
z € B.OI
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Lema 2.1.2 A,,NB,, —» (ANB)~T,donde ' = {z € AN B | existe V, tal
que intersecta sélo a un nimero finito de A,,NB,,} es definido como el con-
junto de puntos aislados.

Demostracion.

1. Sea z € (AN B) —T'. Entonces toda V, intersecta a todo A,,, salvo
a un numero finito, y a todo B,,, salvo a un ntimero finito. Por otra
parte, z ¢ I', por lo tanto, toda V intersecta todo A,, N B, salvo a
un nimero finito.

2. Sea z tal que toda V, intersecta a una infinidad de A,, N B,,’s. Entonces
V; intersecta a una infinidad de A,’s y de B,,’s, por lo tanto z € A
y £ € B. Ademads, por la hipétesis, z ¢ T, por lo tanto z € (ANB)-T.0

Lema 2.1.3 I C (AN B).

Demostracién. Si z € I', entonces existe V; tal que intersecta sélo a
una cantidad finita de A,,N B,,’s. Entonces toda V,, intersecta a una infinidad
de (A, N By)s. Pero (A,, N B,)° = A5, U BS, C As, U B, = Ac, U B¢, Por
el lema 2.1.1 ya que V, intersecta a una infinidad de AZ UB¢,, z € A°UB° =

(AN B)c. Como z € AN B, entonces z € (ANB)N(ANB)*=0(ANB). 0O

Lema 2.1.4 Si 04,, — 8A, entonces Ac, — A°.

Demostracion.
1. Seaz € Ac. A°= A°UJA, de modo que

a) Siz € A° entonces x ¢ Ay por lo tanto existe V; tal que inter-
secta s6lo a un nimero finito de A,,’s, lo que implica que toda V,
intersecta a todo A%, C AS,, excepto a un niémero finito.

b) Siz € 0A, por hipétesis toda V; intersecta a todo 0A,, C AZ,
excepto a un numero finito.
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2. Sea z tal que toda V, intersecta a una infinidad de A< ’s.

a) Siz € A, entonces toda V intersecta todo A,,, salvo a un nimero
finito. Por las hipétesis, toda V. intersecta a una infinidad de
AnNAS, =0A, — 0A, delo que z € A C AS,.

b) Siz ¢ A, entonces z € A° C Ac.(]

Lema 2.1.5 f(An) — f(A),si f: C — C es continua y biyectiva.
Demostracién.

1. Sea f(z) € f(A). Sean z,, € A,, tales que z,, — x (esta sucesién se
puede construir porque toda V intersecta a tod A,,, salvo a un nimero
finito); entonces como f es continua, f(z,,) — f(z), por lo tanto toda
Vi(z) intersecta a toda f(A.,), salvo a un nimero finito.

2. Sea y tal que toda V, intersecta a una infinidad de f(An)’s. Asi que
puedo tomar ¥, = f(zm) € f(An) tal que ¥y, — y. Como f es
biyectiva, existe un tnico z € X tal que y = f(x), de manera que
f(zm) — f(z)y, como f es continua y biyectiva, z,, — z. Por lo tanto,
toda V, intersecta a una infinidad de A,,’s y en consecuenciax € Ay

y = f(z) € f(A)0
Sea {K;} una sucesién arbitraria de subconjuntos cerrados.
Lema 2.1.6 U, Ki = U5 K:

Demostracién. Sean Am = U, Ki y A = U5 Ki-

1. Sea z € A. Por definicién de cerradura, toda vecindad V, intersecta a
Ui>o K, por lo tanto, intersecta a todo A,,, salvo a un nimero finito.

2. Sea z tal que toda V; intersecta a una infinidad de A,,’s. Entonces toda
V: intersecta a | ;5 K, por lo tanto z € A. [
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La telarana Spid(F') es, a grandes rasgos, la unién de 6rbitas de sub-
conjuntos de C = 9D formadas por la aplicacién de transformaciones de
Mobius, por lo que serd 1til para ganar intuiciéon del comportamiento de la
convergencia Spid(F,,) — Spid(F) , el andlisis de la convergencia de 6rbitas
de conjuntos cerrados bajo transformaciones de Mébius. Los dos siguientes
lemas y el teorema consecuente no serdn utilizados en la demostracién del
teorema de continuidad de la funcién que nos interesa.

Sea K C C cerrado y f una transformacién de Mébius. Definimos la
orbita de K como

O(K) =] 0(z) = | ] f(K).

26K n>0

Como la dindmica estd caracterizada por el tipo de transformacién de
Mobius, tenemos que:

1. Si f es eliptica, entonces O(K) = O(K) si f es conjugada a una
rotacién con dngulo racional, pues O(K) es una unién finita de conjun-
tos cerrados; u O(K') es homeomorfo a un anillo o a un disco cerrado
si f es conjugada a una rotacién con dngulo irracional, pues O(z) es
una circunferencia para cada z € K.

2. Si f es parabdlica, O(K) = O(K)U{z}, donde z, es el punto parabdli-
co.

3. Si f es hiperbdlica, O(K) = O(K)U{zo}, donde z, es el punto atractor.

Lema 2.1.7 Sea f: C — C de Mébius hiperbdlica o parabdlica y 2, el punto
fijo repulsor o parabélico de f segin sea el caso. Si {K,} es una sucesién en

H(C) tal que z5 ¢ K,, y K,, — K con la topologia de Hausdorff, entonces
O(K,,) — O(K).

Demostracién. Si zy es repulsor, zo ¢ O(K,,) para toda m, y
zg ¢ O(K). Si zg es parabdlico, zg ¢ O(K,,) para toda m, y 2o ¢ O(K),

~

pero lim f™(w) = 2, para cualquier w € C, por lo que 2, esta en la cerradura
de las ¢rbitas de K, y K, para toda m.
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Demostraremos los dos incisos que caracterizan la convergencia en la

topologia de Hausdorff:

1.

Sea z € O(K). Si z € O(K) entonces z = f"(w), para algin w € K.
Como K,, — K, entonces existen w,, € K,, tales que w,, — w. Dado
que f™ es continua, f*(w,) — f*(w) = z, ademds f*(w,) € O(K,),
por lo que toda vecindad de z intersecta a todo O(K,,), salvo a un
numero finito.

Si z € O(K) — O(K), hay que considerar que

a) si f es parabdlica, zo parabdlico, entonces z = 2z y toda vecindad
de z intersecta a todo O(K,,), pues 29 € O(K,,) para toda m.

b) si f es hiperbdlica, 2y repulsor y z; atractor, entonces z = z; y
toda vecindad de z intersecta a todo O(K,,), pues z; € O(Kn)
para toda m.

Si toda vecindad de z € C— {20} intersecta a una infinidad de O(Kwn)'s,
entonces existen z,, € O(K,,) tales que z,,, — z.

Si hay una subsucesién z,, € O(K,,), entonces existen w,, € K,, tales
que 2z, = f* (wp). Si #{n.,} < 0o, hay al menos un indice ng € {nm}
que se presenta una infinidad de veces en la sucesién f""(w,,), en-
tonces tomo la subsucesién z,, = f"(w,,). Como f~™ es continua,
W = f7™(2,) — w = f"°(2), de aqui que toda vecindad de w inter-
secta a una infinidad de K,,, por lotantow € Ky z = f™(w) € O(K).
Si #{n,} = oo, entonces n,, — oo cuando m — oo, por lo tanto
lim 002m = M oo f™™ (W) = 2; = 2, donde z; es el punto repul-
sor o parabdlico segiin sea f hiperbdlica o parabdlica respectivamente,
por lo que z € O(K).

Si hay una subsucesién z,, € O(K,,) —~ O(K,,), entonces z, = z; para
toda m, donde z; es el punto repulsor o parabdlico segun sea f hiperboli-
ca o parabdlica respectivamente, por lo tanto z = z; y z € O(K). O
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Lema 2.1.8 Sea f : C — C de Mébius eliptica. Si {K,,} es una suce-

o~

sion en H(C) tal que K,, — K con la topologia de Hausdorff, entonces
O(Kn) — O(K).

Demostraciéon. Como f es de Mdbius eliptica, existe h : C - Cde
Mobius tal que r = ho f o h™! es eliptica e isometria con la métrica esférica,
pues f es conjugada a una rotacion por el origen. Por la proposicién 1.4.4
™ : H(C) — H(C), donde r*(K) = r(K), es isometria en H(C).

Denotemos K|, = h(K,,) y K’ = h(K). Como h es homeomorfismo, por el

lema 2.1.5 K], — K’ en H(@), esto es, para todo € > 0 existe M € N tal que
para toda m > M, d(K},, K') < e. Dado que * es isometria, d(K,,, K') =
d(r(K;,),r(K")) = d(r*(K},),r"(K')) para toda n. Por la proposicién 1.4.3

d(r"(Ky),m(K')) = d(|J 7 (K%, | m(K")) = d(O-(K2,), On(K")) < €

n>0 n>0

de lo que se sigue que O,(K!)) — O, (K").

Por otra parte h~! es también un homeomorfismo, por lo que
b (O, (h(Km))) — h~}(Or(A(K))). Pero

h™HO,(h(K))) = h=Y(O:(R(K))) = Op-10ron(K) = O4(K)

por lo tanto Of(K,,) — Oy (K). O

De los lemas anteriores, se tiene el

o~

Teorema 2.1.1 Si f es de Mobius y { K} es una sucesién en H(C) tal que
20 ¢ Ky K;n — K con la topologia de Hausdorff, donde z, es repulsor o
parabdlico, entonces O(K,,) — O(K).

Es importante hacer notar que los lemas y teorema anteriores son ciertos
sélo en H(C) (con la métrica esférica), mas no en H(C) (con la métrica euclid-
iana). Témese por ejemplo f(z) = 2z, cuyo punto fijo repulsor es 0, sean K =
dD(0,1) y Kin = 8D(L,1); es claro que K — K. O(K) = [J,5,9D(0,2")
y O(Kn) = U,>0 BD(%, 2™), la distancia de Hausdorff euclidiana

de(f"(K), f"(Kn)) = 2; — 00, cuando n — oo,

25



Figura 2.1: Ejemplo de convergencia de 6rbitas con la métrica esférica. Las
circunferencias en gris son la érbita de K = 8D(0,1) y las que tienen color

son la érbita de Ko = 8D(55, 1).

por lo que dg(O(K), O(K,,)) — oo para toda m y por lo tanto
O(K.,) » O(K); por otro lado, la distancia esférica

P14+ Ly 4+ (2 - 121+ 22 -1)
(22 + 1)(22(1 + 1)2+ 1)

ds(f*(K), f"(Km)) = cos™( ) =0,

asf que ds(O(K), O(K,,)) < oo para toda m y por el teorema 2.1.1 sabemos
que O(K,,) — O(K). Véase la figura 2.1 que ilustra este ejemplo.
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2.2. Teoremas acerca de la continuidad de la
funcién 0D — Spid(F)

Restringiremos el dominio de la funcién C — Spid(F) a

~

C={C e H(C)| C es una curva de Jordan }

Es necesario que C = 3D sea de Jordan, pues C debe separar a C en las dos
partes que forman el dominio de conformidad de F: el interior D y el exteri-
or D¢. Nétese que como C C H(C), C también tiene la topologia de Hausdorff.

Definimos
N

Spidn(F) = | F(8D) .

~

Teorema 2.2.1 La funcién C — Spidy(F) es continua de C en H(C) para
toda N € N.

Demostracién. Sea Cr, una sucesién en C tal que Cn — C = 0D;
ademds, sean D,, y D¢ subconjuntos abiertos de C tales que Cr, = 0D, =
0D¢,. Como D, D¢, D,, y D¢, son homeomorfos a discos para toda m, ten-
emos que D,, —» D y D¢ — D¢ en H(C).

Dado que f y g son de Mdbius, por el lema 2.1.5 se tiene que
fHCm) = fTHC) ¥y g7(Cm) = g7H(O).
Por el lema 2.1.2, denotando D = D, D¢ = D¢, D,, = D,, y D¢, = D¢,
FHCR) N D = fHC)ND —T; y g7 (Cn) N D — ¢~ (C)ND - T,

donde I'; y T, son los respectivos conjuntos de puntos aislados.

Ahora por el lema 2.1.1
(fMCm) N D5 V(™ (Cr) N Dr) = (£71(C)ND =T ) U(g™(C)ND ~T).
Finalmente, aplicando otra vez el lema 2.1.1,

(f_l(cm) NDg) U (g_l(Cm) N Dyp) U Crp —
(f~UC)ND =THU(gHC)ND -T,HuUC .
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Porellema2.1.3,T;, I'y C C = 8D = dD° y definiendo Cp = f~(C)ND*
y Ci = ¢ (C)N D tenemos que

(Co-THU(CL —-THUC =CouCiuC
=FYC)uC

En resumen, hemos demostrado que F;'(C,,) U C,, — F7Y(C)UC, es
decir
Spid, (F,,) — Spidy (F).

Como f y g son de Mdbius, en particular biyectivas, tenemos que

FY(FYC)UC) = (f\(F~ (C)UC)ﬁDC)U( I(F-Y(C)uC)N D)
= ((f'(FH(C)) U fU(C)) N DU
(g7 (F= 1) U g“(C)) N D)
= (fTHFEHCN N D) U (g™ (F~H(C))n D)u
(fH(C)nD)u(gH(C)N D)
= F(C) U F~(C)

y por lo tanto
~H(Spidi(F)) U C = Spidy(F).

Por lo anterior, F;!(Spid,(F,)) U Cy — F~1(Spid,(F)) U C, es decir

Spidy(Fm) — Spida(F).

De aqui es claro que puede usarse de forma iterativa el proceso utilizado
para demostrar que Spidy(F,,) — Spidn(F). O

Definimos el conjunto limite de la telararia como

Lspia(ry = Spid(F) — U F(C)

n>0
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Teorema 2.2.2 Lgpyp) = lim . F~™(C), en la topologia de Hausdorff.

Demostracion.

1. Sea z € Lgpiq(r). Por definicién de cerradura, toda vecindad V, cumple

que V; NU,>o F™(C) # 0. Supongamos que toda vecindad V, inter-
secta s6lo un nimero finito de F'~*(C)’s. Entonces existe un N tal que
para toda n > N, V, N F7(C) = @, pero V, N Spidy(F) # 0. En
consecuencia, como Spidy(F) es cerrado, z € Spidy(F'), lo cual con-
tradice la hipétesis z € Lgpiq(r), por lo tanto, toda vecindad V, inter-
secta a todo F'~"(C), salvo a un ndmero finito. De aqui que Lgyqr) C

lim inf F-"(C).

2. Sea z tal que toda V, intersecta a una infinidad de F~*(C)’s. En-
tonces V; N [J,50 F7(C) # 0 y por lo tanto z € Lspiar) Esto es,

lim sup F‘"(C) - LSpid(F‘)- O

Observemos que dada F, en general la funcién C — Spid(F) no es con-
tinua para todo C € C, como se muestra en el siguiente ejemplo (véase la
figura 2.2):

Sean D = D(1,1) y C=0D,

1 c
F(z):{ ;Z en D

Sean D,, = D(1,1 + %), claramente C,, = 0D,, — . Notese que
~1 € Spid(F)), pues C; = 8D(1,2); de la misma forma, —1 € Spid(F»), pues
F;Y(C2) = f~4(8D(1,1+1)) = 8D(2,3); finalmente para toda mn se tiene que
—1 € Spid(Fym) porque F5"(Com) = f~™(0D(1,1 + 57)) = 0D(m, m + 1).

De lo anterior, toda vecindad de —1 intersecta a una infinidad de Spid(Fy,),
pero —1 ¢ Spid(F), por lo tanto Spid(F.,,) - Spid(F).

Obsérvese que Lgpigr,) = {oo} para toda m, pues F."(Cp) =

OD(2",2™(1 + %)); mientras que Lgpigry = Im(@) ya que 0 es punto fijo
atractor de f(z) = 3z y 0 € OF ™(C) = 8D(2",2") para toda n.
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Figura 2.2: Ejemplo de discontinuidad en la funcién C — Spid(F). Spid(F)
estd en gris y Spid(F,,) estd en varios colores.

De la discusién anterior, podemos pensar que si los puntos atractores o
parabdlicos de f y/o gy, por lo tanto, repulsores o parabdlicos de f~! y/o
g~! pertenecen a la curva C que separa los dominios D y D¢, entonces la
funcién 8D +— Spid(F') serd discontinua en C = 9D.

Pero no sélo en estos casos ocurre discontinuidad. Consideremos la funcién

1 Id
_ ) 3= en D
F(Z)_{z+% en D= D(-31).

Los puntos fijos de f(z) = 32z son 0 y oo, el de g(z) = z + 3 es co. Es claro
que 0 y co no estén en C = 8D, pero observemos que C +— Spid(F) no es
continua, pues se puede demostrar que ; € Spid(Fym) para toda m, mientras
que ; ¢ Spid(F).

30



La causa de la discontinuidad es debida posiblemente a que 1, el punto

fijode f~ o g7 (2) =22 —1, estd en F}(C), 0 a que 0 € F7}(C). Véase la
figura 2.3.

Figura 2.3: Discontinuidad en la funcién C +— Spid(F).

En la figura 2.4 se muestra otro ejemplo de discontinuidad en la funcién
0D +— Spid(F). En este caso la curva C = 0D contiene a todos los puntos

fijos de las composiciones de f y g, pues A(< f,g >), el conjunto limite del
grupo de funciones formado por la composiciones de f y g, estd contenido en

C. Es claro en la figura que toda Spid(F,,) es muy distinta de Spid(F') = C
y por lo tanto Spid(F,,) -» Spid(F).
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Figura 2.4: Discontinuidad en la funcién C + Spid(F). F esta definida por
9(2) = (z=3i)/(3iz+1) en D = D(0,1) y f(2) = (2 — 3)/(~32+1) en D=.
Spid(F) = C estd en gris y y el conjunto en color es algin Spid(Fy,).

De todo esto podemos conjeturar que puede existir discontinuidad en la
funcién 0D + Spid(F) en los casos que para alguna n el conjunto F~"(C)
tenga algin punto repulsor o parabdlico de cualquier elemento de < f,g >.

A partir de aqui denotaremos como G al grupo < f,g >. Como A(G)
contiene los puntos fijos de todos los elementos hiperbélicos de G (por el teo-
rema 1.5.1), podriamos pensar que si F~*(C) N A(G) = 0 para toda n > 0,
entonces la funcién 0D + Spid(F) es continua.

La condicién anterior es muy amplia, pero se puede reducir a pedir que
C N A(G) = 0 para concluir la continuidad de la funcién 8D — Spid(F') por
la siguiente



Proposicién 2.2.1 Si F~*(C) N A(G) # 0 para alguna n,
entonces C N A(G) # 0.

Demostracién. Sea z € F-"(C) N A(G). Por definicién de conjunto
limite, existen una sucesién {¢,, } de elementos distintos de G y un w € Q(G)
tales que ¢, (w) — z.

Por otra parte, F'*(z) € C, por lo que existe ¥y = f"og™o...0f*og™ €
G tal que ¥(z) = F*(z). Como ¥ es continua, ¥ (¢, (w)) — ¥(z). Entonces
Y(z) € A(G), pues {9 o ¢, } es una sucesion de elementos distintos de G tal

que Y © ¢ (w) — ¥(2).

De aqui que ¥(z) e CNA(G) # 0.0

C
VRN
Co= f~Y(C)N D¢ Ci=g1(C)ND
VRN VRN
Coo  Cot . Co Cu
SN N\ Y VRN
Cooo Coor Coio Con Cioo Cimn Cio Cinn
Lispia(F)

Figura 2.5: Estructura de la telarana.
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Antes de demostrar el teorema que nos interesa, introduciremos notacién
para explicar la estructura de la telarana Spid(F). Sean Cy = f~1(C)N D¢y
C, = ¢g71(C)N D, de modo que F~(C) = CoUC, y Spid, (F) = CUC,UC,.
Se pueden definir recursivamente Coy = f~1(Cp) N D¢ y andlogamente Co;,
Cio y Ch1; asi que F~2(C) = CgyUCp UC)oU C);. De esta manera, se puede
escribir F'=(C) = | J Cy(n), donde o(n) es una palabra de longitud n forma-
da por ceros y unos. Obsérvese que pueden existir conjuntos Cy(,) vacios, y
por lo tanto todos los segmentos que podrian derivarse de éste serian vacios
también. La figura 2.5 muestra la estructura de arbol binario que presenta
la telaratnia al construir cada nivel de iteracién.

Definimos un camino como un conjunto {C, C,q),..., Cs)}, donde
cada elemento Cy(n) es no vacio y estd definido por el anterior, esto es
on)=0(n—-106c(n)=0c(n-1)1

Definimos un camino vdlido como un camino de longitud infinita, es
decir, una sucesién {Cy(n)}32,, donde cada elemento Cy(,) es no vacio y
estd definido por el anterior como en la definicién previa.

A cada camino vélido se le puede asociar una sucesién {¢,} en G de la
siguiente manera: Como cada Cy) # 9, tenemos que R, = F™(Cyn)) C Ces
no vacio, por lo que podemos definir ¢, = F |, € G. Una manera recursiva
de construir esta sucesién es

d)n_{ f_lo¢n—l s O’(TL)=

Tl 9 oda sioo(n)

teniendo en cuenta que Cy0y = C'y ¢o = id.

Definimos a raiz del camino (vdlido) {Cyn)} como

Re, = [ F*(Cormy)-

n>0

Obsérvese que Rc, # @ pues C es un espacio métrico completo. Sean

R, = F™(Cy(ny), por definicién de camino véalido, Rn41 C R, para toda n,
pues F(Cynt1)) C Con), por lo tanto Re, C R, para toda n.
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Ahora demostraremos algunos lemas que seran ttiles.
Lema 2.2.1 R¢, = lim .o F™(Cyn)) si {Co(n)} €s un camino valido.

Demostracién. Sean R, = F™(Cyy)).

1. Sea z € R¢,. Como Re, C R, para toda n, toda V, intersecta a todo
R,, salvo a un nimero finito. Por lo tanto R¢, C lim inf R,.

2. Sea z € lim sup R,, de modo que toda V, intersecta a una infinidad
de R,’s. Supongamos que z ¢ R, . Entonces existe una vecindad V;
que no intersecta a Re,, y més aln, no intersecta a algin Ry, por lo
que sélo intersecta posiblemente a Ry, ..., Ry_1, lo que contradice la
hipétesis z € lim sup R,. Por lo tanto, lim sup R, C R¢,. O

Lema 2.2.2 Sea {C,(»)} un camino vélido, entonces la sucesién asociada
{¢n} no contiene elementos iguales.

Demostracién. Sea {C,)} un camino vélido, es decir, Cy(ny # @ para
toda n. Supongamos que existen ¢; y ¢, elementos de la sucesién asociada
{¢n} al camino tales que ¢; = ¢; y i < j.

Por definicién de los elementos del camino, podemos establecer
Rj = FI(Co;)) C R = F'(Cy»y) C C; y por lo tanto, ya que ¢; = ¢,
C J)_¢]( ) CC'a‘z) —¢1(R1)

Por la forma en que se construyen los caminos, hay dos posibilidades:
Coiy C D¢ 6 Cy(zy C D (aexcepcién tal vez de un conjunto discreto de puntos

en C). Entonces se tiene que C,u = fYCou-1))ND¢ 6 que
Cotiy = 97Y(Coii-1y) N D. Supongamos que ocurre la primera; como ¢; = ¢;

tenemos entonces que Cp(;y = f~1(Cy(j-1y) N D¢ y finalmente, ya que f~*
de Mobius, deducimos que Cy(j—1) C Cy(i-1)-

De esta manera se puede repetir el proceso hasta que obtenemos
Coj-iy C Coy = C, lo cual es imposible porque D y D° son conjun-
tos abiertos tales que C = 0D = 9D¢, de modo que f~!(C,(j—i—1y) N D°
6 g71(Coj-i—1y) N D son ajenos a C'y por lo tanto Cy(j_sy € C.
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Por lo tanto ¢; # ¢;, de lo que se concluye que {¢,} es una sucesién de
elementos distintos de G. [

Lema 2.2.3 Si C N A(G) = 0, el limite de todo camino vélido existe y
estd contenido en A(G).

Demostracién. Sea {C,(,)} un camino vélido en Spid(F) y {¢n} la
sucesién de transformaciones asociada. Sea A,(w) el conjunto de puntos de
acumulacién de {¢,(w)} C Gw. Por definicién, A,(w) C A(G).

Obsérvese que A,(w) = A,(wp) para cualesquiera w,wp € Q(G), pues si
z € Ay(w), por definicién de A, (w) existe una subsucesién {¢.,} de {¢,} tal
que ¢(w) — 2, la cual estd formada por elementos distintos de G por el
lema 2.2.2. Por otra parte, el teorema 1.5.2 implica que ¢,,(wp) — 2z, por lo
tanto z € A, (wp).

De lo anterior tenemos que lim ¢,(C) = A,(w), para cualquier
w € Q(G). Por el lema 2.2.1, existe R¢, la raiz del camino {C,)}. Es
claro que lim ¢,(Rc,) = lim ¢,(C).

Por la definicion de raiz del camino, se tiene que ¢,(Rc,) C Co(ny; POr
la definicién de camino, Cy(ny C ¢,(C). Entonces lim Cy(ny = lim ¢,(Rc,) =
lim ¢,(C) = A,(w) C A(G). O

Lema 2.2.4 Si CNA(G) =0, Lgpiar) C AG).

Demostracién. Sea z € Lgpqr). Por el teorema 2.2.2, toda vecin-

dad V, de z intersecta a todo F~7(C), salvo a un niumero finito. Como
F~(C) = Uyes, Co, donde X, es el conjunto de todas las palabras de 0 y 1
de longitud n. De aqui que existe un camino vélido {C,@)} tal que toda V,
intersecta a todo Cy(n), salvo a un nimero finito y por lo tanto z € lim Co(n).
Finalmente, por el lema 2.2.3, z € A(G). O
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Teorema 2.2.3 Si C N A(G) = 0, entonces la funcién C — Spid(F) es
continua de C en H(C).

Demostracion. Para demostrar la continuidad de la funcién

C — Spid(F), suponemos que C,, — C en C y verificamos que

o~

Spid(F,,) — Spid(F) usando la caracterizacién de convergencia en H(C):

1.

Sea z € Spid(F). Si z € Spidy(F) para alguna N, entonces toda vecin-
dad V, intersecta a toda Spid(F;,), salvo un a nimero finito, pues por
el teorema 2.2.1, Spidy(F,,) — Spidy(F) para toda N. :

Si z € Lgpigry = limp_,oo F~™(C), toda V, intersecta a todo F~"(C),
salvo a un ndmero finito. Ya que cada F~(C) C Spid,(F) y por el
teorema 2.2.1, Spidn(F,,) — Spidy(F), tenemos que toda V; intersec-
ta a toda Spid(F,,), salvo a un nimero finito.

Sea 2z € C tal que toda Xecindad V. intersecta a una infinidad de
Spid(F,,)’s. Sabemos que C es la unién disjunta de Q(G) y A(G), de
modo que

a)

Si z € Q(G), entonces se puede suponer que toda V, C Q(G).
Para cada Spid(F,.), V, no puede intersectar a una infinidad
de F*(Cy), pues si as{ fuera, por el lema 2.2.4 se tendria que
z € Lgpiar,,) C A(G). De aqui que existe N € N tal que V; in-
tersecta a una infinidad de Spidn(F,,), de lo que se deduce por el
teorema 2.2.1 que z € Spidy(F) C Spid(F).

Si z € A(G), toda vecindad V, intersecta a una infinidad de
Spidn(my(Fr)'s, donde N(m) — oo, pues si no fuera asi, exis-
tirla M € N tal que N(m) < M para toda m y por lo tanto toda
vecindad V, intersectaria a una infinidad de Spidp (Fy)’s y por el
teorema 2.2.1 tendriamos que z € Spidy (F) C Q(G).

Para cada N(m), hay un camino {Cm, Cm’g(l), ey Cm,a(N(m))}
en Spidnem)(Fm) cercano a un camino {C, C,qy, ..., Conemy}
en Spidym)(F'), pues el teorema 2.2.1 implica que para m grandes
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las telaranas Spidn(m)(Fm) ¥ Spidn(my(F') son muy cercanas. Co-
mo N(m) — oo, se puede encontrar un camino véalido {Cy(n)} en
Spid(F) que intersecta a toda vecindad V,. Por los lemas 2.2.3
y 2.2.4, tenemos que el limite de ese camino valido existe, por lo
tanto z € lim Ca(n) - Lsm-d(p) - Sp’id(F). O

2.3. Conjetura acerca de la continuidad en el
caso general

Como se vié en el primer capitulo, una transformacion conforme por peda-
zos se define en general con n dtomos de la siguiente manera:

fi(z) en Dy
F(z) = :f2(z) en D,
fn(z) en D,

donde cada D; es un abierto, cada 0D es una curva de Jordan y | J;,, D; =C.

El teorema 2.2.3 podria extenderse a la siguiente conjetura, donde
G =< fi,fa...,fao >y C, C H(C) es un dominio adecuado que contiene a
la unién de las fronteras de los dtomos | J,,, 0D;:

Teorema 2.3.1 (Conjetura) Si |, 8D; N A(G) = §, entonces la funcién
Uicn OD; + Spid(F’) es continua de C, en H(C).
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Capitulo 3
Estabilidad

En este capitulo se buscara en qué condiciones se puede hablar de la es-
tabilidad de la dindmica de funciones conformes por pedazos. Como en el
capitulo anterior, F' denotard una funcién por pedazos con dos dtomos ho-
meomorfos a discos definida por dos funciones f y g de Mdbius.

3.1. Ejemplos de inestabilidad

Considérese la siguiente transformacién por pedazos

iz en D°
ENx) { 2z en D,

donde D = D(3,1) y D¢ es el interior de C — D. La telaraiia de F est4 for-
mada por la unién de las circunferencias 6D(3,1), dD(3i,1), 0D(-3,1) y
0D(-3i,1).

Observemos ahora que una pequena variacién de los coeficientes de las
transformaciones de Mobius que definen F' generan una dindmica completa-
mente distinta. Por ejemplo

{ (i+¢)z en D¢

Fe(z): (2+5)Z en D:D(B,l)

coneeCy le| < 1, define un conjunto regular F(F,) con una infinidad de
celdas, mientras que F(F') s6lo estd formado por cinco celdas. Véase la figura
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Figura 3.1: En color se muestra la telarafia de la transformacién por pedazos
definida como z — 2z en D = D(3,1) y z — iz en D°. En gris se muestra
la telarana de la transformacién por pedazos dada por z+— (2+€)zen Dy
z+ (i+€)z en D, con € = 0,01 + 0,01

3.1, donde se muestran las telarafias de F' y F..

En el ejemplo anterior, una de las funciones que definian a F' era una
transformacion eliptica, cuya inestabilidad es conocida, de tal manera que la
tranformacién por pedazos podria haber heredado esta propiedad. Sin em-
bargo, en la teoria de dindmica de variable real, existe la siguiente conjetura
para sistemas asociados a la funcién llamada “casa de campaiia”:

Proposicién 3.1.1 (Conjetura) f, : [0,1] — [0,1] estd definida como
gtz en [0,1) y 2 — t —tz en [},1]. Para cualesquiera t,5 € [v2,2],
t # s, las dinamicas de f; y f, no son conjugadas.
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De aqui que podria conjeturarse que dada F, una transformacién con-
forme por pedazos definida por las funciones de Mobius z — tz en
D = D(3,3) y 2~ t—tz en D¢, la dindmica es distinta para cada t € [v2,2].
Obsérvese que en este caso, las funciones que definen F; son siempre hiperbéli-
cas, de forma que en este caso la estabilidad de las funciones hiperbdlicas no
se hereda.

En la figura 3.2 se muestran las telarafias de dos sistemas de transforma-
ciones de Mobius por pedazos resultado de la complexificacién de sistemas
asociados a funciones tipo “casa de campaiia”.

Figura 3.2: Del lado izquierdo se muestra la telaraiia de la transformacion
por pedazos definida como z +— 2z en D = D(%,1) y 2+ —2z+2 en D"
Del lado derecho se muestra la telarafia de la transformacién por pedazos

definida como z +— 32 en Dy z— —22+ § en D"
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3.2. Estabilidad en funciones conformes por
pedazos

En esta seccién estudiaremos en qué condiciones podemos asegurar que
existe estabilidad de la dindmica de transformaciones por pedazos.

Dada una curva de Jordan C C (E, definimos el espacio de transforma-
ciones conformes por pedazos determinada por C' como

f(z) en D¢
g(z) en D

Obsérvese que cada F € X¢ estd determinada por dos transformaciones de
Mobius y cada transformacién de Mobius estd determinada por tres parame-
tros complejos, ya que toda transformacién de Mobius se puede representar
mediante una matriz de entradas complejas de 2 x 2 con determinante igual
a 1. Por lo tanto la topologia de X es la misma que en C, es decir, F} y
F, € X estan cercanas si la 6-ada de nimeros complejos asociados a las
transformaciones de Mébius de F, estd cerca de la 6-ada de ntiimeros com-
plejos asociados a las transformaciones de Mébius de Fj.

XC={F:(E—>(E|F(Z):{ , fLgeM y C =0D}

Decimos que F' € X¢ es estructuralmente estable si existe una vecindad
Ve C X¢ de F tal que para toda F' € Vi existe h : C — C homeomeorfismo
tal que F' o h = ho F. A partir de aqui, cuando se hable de estabilidad nos
referiremos a estabilidad estructural segiin nuestra definicién.

De la definicién de estabilidad, se tiene que si F' es estable, una pequena
variacion en los pardmetros que determinan las transformaciones de Mobius
de F' no modifica cualitativamente la dindmica de F'.

Como se vid en la seccién anterior, es facil encontrar ejemplos en los que
pequenas variaciones de los pardmetros generen dindmicas distintas debido
a que las iteraciones hacia atrds de 9D (los conjuntos F~"(0D)) intersec-
cion D o interseccion D¢ puede ser o no vacio, y por lo tanto pueden o no
acotar un regién. Por esta razén nos restringiremos a un caso en el que se
pueda asegurar que las iteraciones para atras acotan siempre a una regién o
son vacias. Para definir este caso especial consideraremos un tipo de grupos
kleinianos llamados grupos de Schottky.
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Un grupo de Schottky es el generado por g; € M, i =1,..., n, hiperbdli-
cas tales que existen Cy, Cj, ..., Cp y C}, circunferencias que acotan a una
regién comiin R (es decir, que no se intersectan y que no se contienen unos a
otros) tal que g;(R) N R = 0 y que g;(C;) = C] para cada i. R es una regidn
fundamental del grupo y n es el rango del grupo. Véase la figura 3.3.

C:

A(G)

Figura 3.3: Ejemplo de grupo de Schottky. Sea G =< g¢;,92 >, donde
gl(z) o (Z g %’L)/(%’LZ r 1)7 C = OD(%zvl)’ C{ e OD("gZ,g)y 92(2) =
(z=2)/(-22+1), Cy = 8D(3,1), C{ = 8D(-%,3). Una regién fundamen-
tal es R = (D(3i,1) U D(-%,%) u D(3,1) U D(-§, %))°. Los puntos rojos

B
8
5?
representan al conjunto limite del grupo A(G).
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Resultados conocidos acerca de los grupos de Schottky son que su con-
junto limite es siempre un conjunto tipo Cantor y que grupos del mismo
rango son dindmicamente equivalentes' (ver [Kapovich]). Ademés, por la ob-
servacién 1 en [Chuckrow| se tiene que

Proposicién 3.2.1 Grupos de Schottky con el mismo nimero de gener-
adores son cuasi-conformemente equivalentes.

Esto es, si G| y G2 son de Schottky y tienen el mismo rango, entonces
existe un mapeo cuasiconforme? h : C — C tal que conjuga a G, y G.

Ahora demostraremos que si el grupo generado por las transformaciones
de Mobius que determinan a F' es un grupo de Schottky, entonces F' es

estable. Para esto la herramienta que utilizaremos es el A-Lema (véanse
[McMullen2] y [MSS]).

Sea X C C™ abierto y conexo. Un movimiento holomorfo de un conjunto
E C C parametrizado por (X, Ap) es una familia de inyecciones ¢, : £ — C,
tal que ¢y(e) es una funcién holomorfa de A € X para cada e € F fijo, y
¢,\0 = Zd

Teorema 3.2.1 A\-Lema (Z. Slodkowski) Un movimiento holomorfo de
E tiene una extensién a un movimiento holomorfo de E. El movimiento
extendido da un mapeo continuo ¢ : X x E &4 C.Y para cada A el mapeo
@, se extiende a un mapeo cuasiconforme de C en si mismo.

Desde este punto de vista, para determinar si las dinamicas de dos fun-
ciones conformes por pedazos son equivalentes, bastaria encontrar un
movimiento holomorfo entre las telaranias correspondientes, pues por el
A-lema existirfa un mapeo cuasiconforme que conjugaria las dindmicas.

Dos grupos kleinianos G y G son dindmicamente equivalentes si existe un homeo-
morfismo h : A(G;) — A(G2) tal que conjuga los grupos, esto es, RG1h™! = G, donde
hGlh_l = {hOgOh_l l g (5 Gl}

2Un mapeo cuasiconforme es un homeomorfismo en los complejos que no preserva
angulos (como un mapeo conforme), pero cuya variacién estd acotada en todo punto.
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Teorema 3.2.2 Sea F' una transformacién conforme por pedazos, definida
por las transformaciones de Mobius g en D y f en D¢ = int(C — D). Si
G =< f,g > es de Schottky y 0D esté contenida en una region fundamental
de G, entonces F' es estable.

Demostracién. Sea T = Spid(F). Como C = 0D C R, una regién
fundamental de G, entonces F~Y(C) N C = @, esto es por que s6lo hay
dos opciones para f~!(C) (y andlogamente para g~ '(C)): f~}(C) € D o
fTYC) € D¢ pues la curva C ¢ Ry f"Y{R)N R = (. De aqui que
F~(C)N C = @ para toda n.

De lo anterior se tiene que la telarafia T es una union disjunta de curvas
cerradas, unién Lgpq( sy, €l conjunto limite de la telarana. Por la hipétesis
C C R, tenemos que CNA(G) = 0, y entonces por el lema 2.2.4 se tiene que
LSpid(F) C A(G)

Sea Ay € C% la 6-ada de complejos determinada por las transforma-
ciones de Mcobius f y g. Como f y g son hiperbdlicas, existe una vecindad
B = B(e, Ag) C C® de X tal que para toda 6-ada A € B las transformaciones
definidas por A, fx y g», son hiperbdlicas. De esta manera podemos definir
Fy € Vi C X mediante fy y gs.

Por la proposicién 3.2.1, se puede restringir aun més la vecindad B de
tal forma que G =< fy, gx > sea de Schottky y que C C R, pues Gy G,
tienen rango 2.

De esta forma, las telaranas T = Spid(F)) son unién disjunta de curvas
cerradas unién Ly = Lgpq(r,), los conjuntos limite de las telaranas. Por la for-
ma en que restringié B, se tiene que f;'(C) C D°siy sélosi f7(C) C D*
(andlogamente para g, y g), por lo tanto ¥,(C) C D° (o D) si y sélo si
Y(C) C D¢ (o D), donde 9 es una composicién de inversas de f’s y g’s de-
terminadas por un segmento Cy(ny C T.

Entonces se puede construir un movimiento holomorfo de la telarana T
de la siguiente forma: ¢,(z) = hy4(2), donde h, y es el homeomorfismo entre
las curvas cerradas simples ¢(C) C T y ¥»(C) C Ty, donde z € %(C); si z
es un punto limite, ¢,(z) = hy(z), donde h,(z) es el homeomorfismo entre
los conjuntos limite de los grupos de Schottky correspondientes. Es claro que
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Figura 3.4: Telarafia de la funcién F definida por g(2) = (z — 3i)/(3iz + 1)
en D=D(-2+2i,3)y f(2) = (2~ 3)/(-%2+1)en D°. G =< f,g > es de
Schottky y existe una regién fundamental R de G tal que 8D C R, por lo
tanto F' es estable.

para cada A, ¢, es una inyeccién de T en C y que para cada t € T la funcién
@ (t) sobre A es holomorfa.

Por el A-lema, ¢, se extiende a un mapeo cuasiconforme de C en sf mis-
mo. Asi, para cada ) existe un mapeo que conjuga las dindmicas de F y F».0J

En la figura 3.4 se muestra la telaraiia de un sistema de transformaciones
conformes (Mobius) por pedazos estable.
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3.3. Conjeturas acerca de la estabilidad
El teorema 3.2.2 puede generalizarse al siguiente

Teorema 3.3.1 (Conjetura) Sea F' una transformacién conforme por peda-
zos, definida por las transformaciones de Mobius f; en D;, parai=1,...,n.
SiG =< fi, fo,..., fn > es de Schottky y | J 0D; estd contenido en una regién
fundamental de GG, entonces F' es estable.

Ademids, puede conjeturarse el siguiente
Teorema 3.3.2 (Conjetura) Sea F' una transformacién conforme por peda-
zos, definida por las transformaciones de Mobius g en Dy f en D¢ =

int(C — D). Si G =< f,g > es de Schottky y 0D N A(G) = 0, entonces
F es estable.
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Apéndice
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Figura 3.5: Interface del programa. iterador de transformaciones conformes
(Mdbius) por pedazos.



Como complememto para el andlisis de las telaranas se desarrollé un
programa para computadora que grafica las érbitas de diferentes conjuntos
y las telaranas de transformaciones conformes (Mobius) por pedazos cuyos
dominios estan acotados por una circunferencia. Ademads se puede mostrar
el conjunto limite del grupo generado por las transformaciones correspondi-

entes.

El software esta programado en Jawva, beneficidndonos de su portabilidad
(el programa puede funcionar en Windows, MacOS, Linux o Unix) a costo
de eficiencia.

A continuacién se hace una breve descripcién de la funcionalidad del
programa, sin entrar en los detalles técnicos de programacién (véase la figura
3.3 para referencia acerca de los elementos de la interface del programa):

La zona de dibujo del programa representa al plano complejo C, estd cen-
trada en el punto 0, se muestran los ejes coordenados y con una marca
el punto 1.

Las cajas de texto “Centro x”, “Centro y” y “Radio” definen un disco
que sera el dominio D de la funcién F'.

Las cajas “Re(z0)” e “Im(2z0)” muestran el punto que se ha seleccionado
con el “mouse” mediante un “click” en la zona de dibujo.

La caja “Numero de iteraciones” se usa para editar el numero de
iteraciones para definir una 6rbita o el nivel de una telarana, la ca-
ja “Niimero de puntos” determina el nimero de puntos que que se
utilazaran para definir 9D o el conjunto a iterar y la caja “Mostrar
ultimas” indica qué cantidad de las 1ltimas iteraciones se mostraran.

La caja “Ancho de punto” especifica el grosor que se utilizar4 al graficar
y la caja “Escala” determina el “zoom” sobre la zona de dibujo.

Con el botén “Mo6bius” se muestra una ventana con ocho cajas de
texto que se usan para editar los coeficientes de las transformaciones
de Mébius f y g que definen F.

Con el botén “F_ alfa_ beta” se muestra una ventana para editar los
parametros que definen las funciones g(z) = afz +2a(l — ) en Dy
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f(2) = azen D¢, donde a, 3 € C. Esta es la familia de transformaciones
sobre las cuales se trabaja en [Cruz] y [Romero].

Con el botén “Conjunto K” se define el punto, recta o circunferencia
sobre la cual se iterara la funcién F'.

Los botones “Itera F(K)” e “Itera F_1(K)” iteran el conjunto K bajo F'
y F~! respectivamente, para luego graficar las érbitas correspondientes.

Con el botén “Telarana” se grafica el conjunto Spidy(F'), donde N es
el nimero de iteraciones.

Los botones “Limite <f,g>" y “Limite <f_1,g_ 1>" muestran el con-
junto limite del grupo < f,g >, el primero haciendo iteraciones hacia
adelante del punto zy + 7yo (el punto que se define mediante las cajas
“Re(z0)” e “Im(z0)’) y el segundo con iteraciones hacia atrés.

El botén “Fija actual” fija en la zona de dibujo el ultimo conjunto
graficado.

El botén “Cambia fondo” intercambia el color de la zona de dibujo
entre blanco y negro.

El botén “Borra” elimina las graficas de la zona de dibujo.
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