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Introduccién

Los llamados sélidos platdnicos han sido causa de estudio desde tiempos
remotos. No es dificil entender que se les haya considerado parte [undamental
de la estructura del Universo. dada su belleza. En parte, ésta se debe a que
presentan uu gran udiniero de simetrias.

Al estudiar espacios de dimensiones mayores a tres, surge la inquietud
acerca de la existencia de figuras equivalentes a estos poliedros regulares, pero
alora de varias dinleusiones; a estas figuras se les llama politopos regulares.
En el caso del plano, equivalen a los poligonos regulares. Para cspacios de
dimensién mayor o igual a cinco, se ha conseguido clasificar a los politopos
regulares agrupdndolos en tres lipos distintos de figuras. Asi pues, el caso
interesante es el de los politopos regulares en cuatro dimensiones, dado que
hay una mayor variedad al encontrar que existen seis de ellos.

Este trabajo pretende estudiar la relacién entre los grupos finitos de rota-
ciones tridimensionales, y los politopos regulares de cuatro dimensiones. Esto,
por medio de Ja conocida relacion entre SO(3), como grupo de rotaciones de
R3, y el espacio proyectivo real de tres dimensiones RP3. Dado que la es-
fera unitaria S° es un recubrimiento doble de este espacio proyectivo, resulta
natural plantearse la preguuta ;qué figuras detenmian los puutos eu S%, co-
rrespondientes a las rotaciones de un grupo finito? Veremos que para grupos
pequenos comno el diédrico de cuatro elementos, se obtienen figuras relativa-
nmente sencillas; mientras que para grupos mas grandes, como el grupo de
rotaciones del icosaedro, resultan figuras mucho mas complejas.

Para abordar este andlisis, el presente trabajo estd dividido en tres partes
principales. En ¢l primer capitulo sc realiza un estudio detallado de los gru-
pos finitos de rotaciones y sus subgrupos, con la finalidad de obtener la
caracterizacion de todos ellos. En el segundo capitulo se establecen ciertas
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propiedades de] anillo de cuaterniones y se obtiene una relaciéon que asocia
a cada rotacién tridimensional, un par de cuaterniones unitarios; de manera
que con la caracterizacién de los subgrupos finitos de SO(3) se obtiene una
lista correspondiente de subgrupos finitos de cuaterniones. En el capitulo 3,
sc cmpiczan a analizar las configuracioncs dec puntos resultantes para cada
subgrupo finito de cuaterniones; de esta manera, obtenemos cuatro de los
seis politopos regulares en cuatro dimensiones.

Cabe mencionar que la lista no es exhaustiva, en cuanto que no hay
subgrupos finitos de SO(3) para dos politopos regulares. Esto se debe a la
cantidad de vértices que tienen: uno de ellos (el 4-simplejo) cuenta con sélo
5 vértices, mientras que los grupos finitos de cuaterniones tienen, en general,
un numero par de elementos, como se vera en el texto; el otro politopo cuenta
con 600 vértices, lo cual rebasa el orden de los subgrupos de cuaterniones con
que se podria asociar. De cualquier forma, se han afiadido los vértices de este
ultimo politopo, obtenidos a partir del dual geométrico.

Figura 1: Figura {10}{10} asociada al grupo 2D5.



Parte I

Nociones generales



Grupos de matrices

A continuacién veremos algunos de los mds importantes grupos de ma-
trices y fijaremos la notacion que se usara en los siguientes capitulos.

Las transformaciones lineales de un espacio vectorial R™ se pueden re-
presentar mediante el anillo de matrices cuadradas de n x n con entradas
reales; este anillo lo denotamos con M,,.,(R). Las transformaciones inver-
tibles corresponden a matrices regulares (invertibles); éstas forman el grupo
general lineal GL(n,R) = {A € My.,(R) : det(A) # 0}. Contenido en
este grupo encontramos al subgrupo de las matrices ortogonales, el grupo
artogonal O(n,R) = {A € M, .,(R) : A* = A™'}; notemos que sus elementos
son matrices que cumplen la propiedad de tener determinante igual a £1. Este
grupo a su vez contiene, como subgrupo normal de indice dos, al subgrupo de
las matrices de determinante igual a +1, el grupo ortogonal especial SO(n, R).
Este es precisamente el grupo de todas las rotaciones de R™ en torno al origen.

Cuando se trata de matrices con entradas reales, la notacion se simplifica
escribiendo O(n) y SO(n); es decir, se omite el campo.

Nos enfocaremos principalmente al estudio del grupo SO(n) para el caso
en que n = 3; esto es, analizaremos el efecto de las transformaciones orto-
gonales directas! del espacio tridimensional. Estas transformaciones son las
rotaciones que fijan el origen.

Notemos que cada rotacion en R3, por un dngnlo #, deja invariante una
linea por el origen -a saber, el eje de rolacidn—, mientras que los puntos
en cualquier plano ortogonal al eje giran una distancia angular igual a 6,
permaneciendo en el mismo plano. Esto muestra que todos estos planos son
conjuntos invariantes bajo la rotacién (figura 2).

1Una transformacion s directa cuando preserva orientacion; en este caso, la matriz co-
rrespondiente tiene determinante positivo. En caso conlrario, se dice que la transformacion
es opuesta.
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Figura 2: Planos invariantes bajo la rotacion.

NN

Cada rotacién estd determinada por un vector de direccién ¢ € R? (que
podemos suponer unitario) y un dngulo ; es decir, cada rotacién p € SO(3)
puede ser identificada con la pareja (e.#), o bien (—e,—#), donde e € S% y
0 € [—m, 7. Es facil ver que estas rotaciones se pueden estudiar por su efecto
en cualquier esfera con centro en el origen, razén por la cual seleccionamos
indistintamente para este propdsito una esfera §2, o alguna figura inscrita en
ella (figura 3). Es decir, estudiaremos la accion de SO(3) sobre S2.

Ry

Figura 3: Efecto de una rotacion.



Capitulo 1

Grupos finitos de rotaciones

Centraremos ahora nuestra atencién en los subgrupos finitos de SO(3), y
daremos nna descripeién de todos ellos por medio de ciertas figuras geomé-
tricas que quedan invariantes bajo la accién de estos grupos.

1.1. El grupo ciclico C,

Empecemos el estudio con una pirdmide cuya base es un poligono regu-
lar de n lados; al poligono lo denotaremos por {n}. Esta figura presenta el
grupo de rotaciones mas simple. Las (inicas rotaciones que dejan invariante
la pirdmide son aquéllas que llevan un vértice de la base en cualquier otro,
dejando fijo el dpice. Claramente éste es el grupo generado por la rotacion
que tiene como cje la altura de la piramide, llamado eje principal, y con un
angulo de 2z /n. Al eje principal le podemos asociar el nimero n y decimos
asi que se trata de un eje de pervodo n o bien un eje n-peridgdico. De esta for-
ma conseguimos un grupo ciclico de orden n, {p, p%, p%, ..., " = p°} (figura
1.1), el cual denotamos por C,. Notemos que al estar generado por un solo
elemento, este grupo es, de manera abstracta, isomorfo a Z,,.

Para establecer los generadores de cada grupo, notemos primero que basta
expresar el grupo de rotaciones de una figura en particular, ya que dos figu-
ras congruentes se pueden llevar una en la otra mediante transformaciones
rigidas, entre las que encontramos precisamente las rotaciones. En vista de lo
anterior, si p € SO(3) es una rotacién con un angulo 2a /n, podemos tomarla
como generador de C,, independientemente del cje de rotacién, pues el grupo
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Figura 1.1: Grupo de rotaciones de una piramide.

consiste sélo de potencias de p; por ejemplo, la rotacién p = (e;,2r/n)!
cumple lo establecido, por lo que podemos escribir:

Co = ((e1,27/n)) (1.1)

En este caso es facil determinar los subgrupos de este grupo, ya que todos
ellos son ciclicos, asi que es suficiente con calcular los divisores de n para
encontrar los subgrupos de C,,. Si m divide a n, entonces Cy, < Cp, con indice
igual a n/m; este cociente lo denotaremos por [C, : C,,]. Estos son todos
los subgrupos de C,,. Geométricamente podemos tener una representacién de
esta situacion simplemente trazando una pirdamide de base {m} inscrita en
la piramide de base {n} (figura 1.2).

1.2. El grupo diédrico D,

Otras figuras interesantes son los prismas, los cuales también pueden tener
como base cualquier poligono {n}. Tomemos pues un prisma n-agonal. Si
ahora construimos una pirdmide, con la misma base y la misma altura, ésta
quedard inscrita en el prisma. Vemos que cada una de las rotaciones de esta
pirdmide también deja invariante al prisma. Isto significa que ¢l grupo de
rotaciones del prisma tendrd como subgrupo a C,. O bien, dicho de otra
forma, el prisma n-agonal cuenta con un eje n-periddico (figura 1.3).

LAqui ey = (1,0,0), y anilogamente ey = (0,1,0) ¥ es = (0,0,1).
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Figura 1.3: Subgrupo C,, de D,,.

Ademds de estas rotaciones, contamos con otras que intercambian las
dos caras n-agonales. Para determinar sus ejes, tomemos la interseccion del
prisma con un plano II, paralelo a la base y que pase por el centro del
prisma, y llamemos P a esta interseccién. Si ahora trazamos un poligono
{2n}, digamos P’, circunscrito a P, cada una de las diagonales de P’ es
un eje secundario del prisma (figura 1.4). Las rotaciones en torno a estos
cjes secundarios, ticnen por angulo m, por lo cual son rotaciones de orden
2; decimos que los n ejes secundarios son 2-periédicos. Llamaremos a una
rotacion de orden 2 un medio giro.

Hay que notar que un medio giro, con su cje contenido en I, actita sobre
IT igual que una reflexién de I1 en dicho eje. En particular, el poligono P
queda invariante bajo cualquier rotacion del prisma. Asi pues, otra manera
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Figura 1.4: D,, como grupo de isometrias de un poligono P = {n}.

de obtener este grupo es analizando todas las simetrias de un poligono regular
{n}. inclnidas las posibles reflexiones en lineas del plano de {n}.

El ntinero de vértices en el prisma es 2n y como un vértice puede alcanzar
la posicion de cualquier otro, mediante una rotacién p € C, o bien pp, donde
i es un medio giro, vemos que el grupo de rotaciones de un prisma tiene,
cuando menos, 2n elementos. Mas atin, estas rotaciones son todas. Notemos
que cualquier rotacidn, distinta de la identidad, permuta tedos los vértices.
De aqui que baste conocer la ubicacion de un vértice en particular, para
deterninar la ubicacidn de todos los demds. Asi pnes, cada rotacion queda
asociada al lugar ocupado por un vértice, que haya sido determinado de ante-
mano, después de efectuada la rotacién. Por lo tanto, el grupo de rotaciones
de un prisma tiene 2n elementos. A este grupo se le llama dicdrico de orden
2n y se denota por D,. Proporcionamos para este grupo dos generadores

Dl'l = ( (61,21}'?&), {e'.!! Tr)} (12)

De aqui resulta claro que C, < D,, como se afirmé lineas arriba. Hay que
notar que solo en el caso de n = 1 el grupo D, es isomorfo a Cy, ya que ambos
cuentan con dos elementos iinicamente.

Para analizar el sistema de subgrupos de D,, seguiremos un razonamien-
to similar al utilizado para C,. Si m es un entero positivo que divide a n,
facilmente notamos que D,,, < D, lo cual se puede visualizar trazando un
prisma m-agonal inscrito al prisma original. De manera que los subgrupos
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de D, son C,, y D,, donde m|n v el indice estd dado, nuevamente, por el
cociente [P, : Dy,] = 2n/2m, asi como |D,, : Cp,] = 2n/m.

1.3. Los grupos poliédricos

Ademas de los grupos ciclicos y diédricos, contamos con los llamados
grupos poliédricos. Para estudiarlos analizaremos figuras mas complejas, los
poliedros regulares, y veremos que en estos casos los grupos de rotaciones
estan relacionados con grupos simétricos de n elementos, que denotamos por
o o

Definimos un poliedro como un conjunto convexo de poligonos planos tal
que todas las aristas de cada poligono pertenecen también a otro poligono,
y con la condicién de que los poligonos que rodean cada vértice formen un
circuito cerrado®. Para definir un poliedro regular pediremos ademas que
cada cara (es decir cada poligono) sea regular y que cada figuin verticial sea
regular (llamaremos figura verticial al poligono resultante de unir los puntos
medios de las aristas que inciden en cada vértice.) Un ejemplo claro de esto
es un cubo, euyas caras son cuadrados y sus figuras verticiales son tridngulos
equildteros. Esto nos lleva a considerar lo siguiente: en cada vértice deben
encontrarse por lo menos 3 caras, asi que si denotamos por ¢ este nimero,
tenemos ¢ > 3. Andlogamente, para cualquier poligono regular, el mimero
de lados debe ser mayor o igual a 3; sea p este niimero, entonces p > 3. Si
ademds observamos que la suma de los ¢ angulos interiores de las caras que
concurren en cada uno de los vértices debe ser menor que 27, llegamos a la

siguiente expresion:
2
q (1 - —) T < 2m;
p

es decir, (¢ — 2)(p — 2) < 4. Los tnicos valores posibles para estos niimeros
son 3, 4 y 5. El simbolo de Schlifli indica la forma de las caras y de las
figuras verticiales mediante la pareja {p,¢}?, donde p es el mimero de lados
del poligono regular, mientras que g indica el mimero de aristas incidentes en
cada vértice o, lo que es lo mismo, el mimero de lados de la figura verticial.

2[Cox2]
3Posteriormente el sfimbolo de Schlifli se extenderd para politopos en cuatro dimen-
siones, tomando la forma {p,q,r}.



CapiTULO 1. GRUPOS FINITOS DE ROTACIONES 12

Las cinco parejas {p,q} correspondientes a los poliedros regulares en R3,
estin detallados en la signiente tabla.

TaBLA 1
Nombre | Simbolo de Schlifli | Caras | Fig. verticial
Tetraedro {3,3} {3 {3
Octaedro {3,4} {3 {4
Cubo {4,3} {4} 3
Icosaedro 3,5 {3 5}
Dodecaedro (5,3 {5 3}

Un aspecto importante es el de la dualidad entre las parejas {p,q} ¥y
{q,p}. Estos poliedros pueden obtenerse uno a partir del otro uniendo los
puntos medios de las caras adyacentes (figura 1.5). Se dice asi que son duales
uno del otro. Tenemos pues que el tetraedro es su propio dual (auto-dual),
mientras que el cubo es dual del octaedro, asi como el dodecaedro lo es del
icosacdro. Esto juega un papel relevante en la determinacion de los grupos
de rotaciones, ya que una transformacién que deje invariante a un poliedro
dejara fijo también a su dual; es decir, los poliedros duales tienen el mismo
grupo de rotaciones.

Figura 1.5: El cubo y el octaedro son duales uno del otro.

De lo anterior. deducimos que sélo hay tres grupos para estos cinco
poliedros; a saber, el grupo tetraédrico, el grupo octaédrico y el grupo icosaédri-
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co, mismos que denotaremos por 7, O e 7 respectivamente. Estos son los tres
grupos poliédricos; analizaremos mas detalladamente cada uno de ellos.

El grupo tetraédrico 7

Para estudiar el grupo de rotaciones de un tetraedro T, en principio lo
ubicaremos de manera que sus cuatro vértices sean los puntos vy = (1,1,1),
v =(1,-1,-1), v, = (-1,1,-1), v3 = (-1, -1, 1) (figura 1.6).

v

v,
Figura 1.6: Los vértices v, vy, v3 y v3 forman un tetraedro regular.

Ahora bien, consideremos la linea que une un vértice v; de T con el origen.
Para este eje tenemos una rotacion p; por un angulo 27 /3 que fija el vértice
v; ¥ perumta ciclicamente los tres restantes. Repitiendo esta rotacion. obte-
nemos ¢l subgrupo ciclico {1d, p;, p?}. Esto se cumple para cualquier eleccion
de v;, por lo que contamos hasta este momento con 8 rotaciones de orden 3,
respecto a 4 ejes 3-periddicos (fignra 1.7).

Aunado a esto, podemos intercambiar los vértices por pares: lo cual se
logra mediante el medio giro cuyo eje une los puntos medios de aristas opues-
tas. Hay 3 de estas rotaciones, por ende, contamos con 3 ejes 2-periddicos
(figura 1.8).

A estas 11 rotaciones afiadimos la identidad y con esto conseguimos doce
elementos del grupo 7 de rotaciones del tetraedro.

Para ver que estas doce rotaciones son todas, notemos que las rotaciones
de orden 3 corresponden a permutaciones del tipo (abc), mientras que los
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Figura 1.7: Ejes 3-periddicos del tetraedro.

Figura 1.8: Ejes 2-periddicos del tetraedro.
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medios giros se asocian con productos de transposiciones del tipo (ab)(ed).
Dado que éstas son todas las permutaciones pares de cuatro letras, tenemos
que, de manera abstracta, 7 tiene un subgrupo isomorfo al grupo alternante
Ay. Sin embargo, una rotacién del tetraedro no puede permutar dos vértices
al tiempo que deja fijos los otros dos; por lo cual, no hay rotaciones en 7
que correspondan a transposiciones de cuatro elementos; asf pues, T = Ay,
En virtud de este isomorfismo entre 7 y A4, podemos hallar un conjunto
generador para 7. Como A4 = ( (abc), (ab)(cd) ) (véase [Ar]), resulta que:

T =((e1+ ey +e3,2n/3),(ey, 7)) . (1.3)

Para determinar los subgrupos de 7, nos valemos de los ¢jes y sus periodos.
Sabemos que hay 4 ejes 3-periddicos, por lo que tenemos 4 subgrupos distin-
tos, isomorfos a C3; cada uno asociado a alguno de estos ejes. Estos grupos
corresponden a los subgrupos de A4 del tipo {(1), (abe), (acb)}, de los cuales
hay cuatro. Podemos visualizarlos mediante cuatro triangulos distintos en el
tetraedro T. Cada uno de los subgrupos Cs actiia transitivaiente? sobre uno
de estos tridngulos (figura 1.9).

Figura 1.9: Subgrupo Cy de 7.

Andlogamente, contamos con 3 ejes 2-periddicos que inducen 3 subgrupos
distintos, isomorfos a Cy; ignalmente relacionados con los 3 ejes respectivos.
Estos grupos corresponden a los subgrupos de A4 del tipo {(1), (ab)(cd)}.

48e dice que un grupo G actiia transitivamente sobre un conjunto S si para cualesquiera
dos puntos z, y € §, hay una transformacién -y en G que lleva uno en el otro, ¥(z) = y.
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Figura 1.10: Subgrupos C, de 7.

Cada uno de estos subgrupos C; actiia sobre un par de aristas opuestas (figura
1.10).

Por 1ltimo, contamos con un solo subgrupo isomorfo a Dy formado por
la unién de los tres subgrupos isomorfos a Cy: el subgrupo de A4 correspon-
diente es {(1), (ab)(cd), (ac)(bd), (ad)(bc)}. Podemos asociar a este grupo el
cuadrado formado por la intersecciéon del tetraedro T con el plano z = 0
(figura 1.11). El subgrupo de 7 isomorfo a D, actia transitivamente en las
aristas de este cuadrado.

Es claro que los indices de los subgrupos se obticnen mediante los co-
cientes respectivos [T : D] = 3, [T : C3) =4 y [T : C5] = 6. En la siguiente
tabla detallamos la lista completa de subgrupos de 7.

Subgrupos de 7

Subgrupo | C; [ Cy | C3 | Dy | T
Orden 1123|412
indice [12|/6|4] 31
Cantidad | 1 | 3 | 4 | 1 | 1

Estos son todos los subgrupos de 7, lo cual se puede probar utilizando
que 7 y A4 son isomorfos, y analizando la estructura de A4.
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Figura 1.11: Subgrupo D, de 7.

El grupo octaédrico O

Para estudiar el grupo octaédrico, consideremos un cubo colocado de for-
ma que sus vértices tengan las ocho combinaciones (+1, +1,+1). Retomando
el tetraedro T utilizado en la seccién anterior, denotaremos las cnatro dia-
gonales por Dy = vguy, Dy = n1v}, Da = vav}, D3 = vavj (figura 1.12). Es
claro que cualquier rotacién que deje invariante al cubo, llevara cada diagonal
en alguna otra, de manera que se trata en realidad de nna permutacion de
cuatro elementos (las diagonales). Por esto, es natural esperar que el grupo
octaédrico tenga relacion con el grupo simétrico Sy.

Veamos que, de hecho, cualgunier permutacion o € Sy induce una rotacién
que deja invariante al cubo. Tomemos dos diagonales D; y D;. Estas diago-
nales unen las dos aristas opuestas v;v} y vjv; asi pues. la rotacién que tiene
como eje la linea gque pasa por los puntos medios de estas aristas (figura 1.13)
y con un angulo de 7, intercambia las dos diagonales D; y D;, mientras que
fija las otras dos; es decir, representa una transposicion de dos de los cuatro
elementos. Ahora bien, dado que toda permutacion o € Sy es producto de
transposiciones, y cada transposicién induce una rotacién del cubo, vemos
que las permutaciones de S; inducen rotaciones del cubo. De manera abs-
tracta, el grupo octaédrico, que denotaremos por O, es isomorfo al grupo
simétrico Sy.
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Figura 1.12: Las cuatro diagonales D; del cubo.

— . 1 —t
/ Vo V2
_,- D,
lJL v ‘l

Figura 1.13: Una transposicion o de Sy permuta dos diagonales.

Explicitamente tenemos entonces las siguientes rotaciones:

= ( rotaciones de orden 2, cuyo eje es la linea que une los puntos medios de
aristas opuestas. Contamos con 6 ejes 2-periddicos (figura 1.14). Estas
rotaciones corresponden a las transposiciones de la forma (ab) € S;.
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Figura 1.14: Ejes 2-periddicos del cubo.

s & rofaciones de orden 3, cuyo eje une vértices opuestos. Es decir, tene-
mos 4 ejes 3-periddicos (figura 1.15). Estas rotaciones corresponden a
los 3-ciclos de la forma (abc) € S,.

» § rotaciones de orden 4, que tienen por eje la linea que une los cen-
tros de caras opuestas, y dngulo de 7/2. Estos son 3 ejes 4-periddicos
(figura 1.16). Estas rotaciones corresponden a los 4-ciclos de la forma

(abed) € Sy

= Respecto a los ejes 4-periddicos, también tenemos 3 medios girvos, co-
mo resultado de los cuadrados de las rotaciones de orden 4. Estos se
asocian con los productos de la forma (ab)(cd) € Sa.

Estas 23 rotaciones corresponden a las permutaciones no triviales de Sy,
por lo que al afiadirles la identidad tenemos el resultado previsto O = Sy. Por
lo tanto, como S; estd generado por las permutaciones {(ab), (bed)} (véase
[Ar]), para O tenemos el siguiente conjunto generador:

O = ((ez+e;,7), (er +ex +e3,21/3)) (1.4)

Si se unen los vértices vy, vy, v, v en el cubo C, el resultado es el tetraedro
T inscrito en C. Mds atin, cualquier rotacién del tetraedro T, deja invariante
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Figura 1.15: Ejes 3-periddicos del cubo.
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Figura 1.16: Ejes 4-periddicos del cubo.
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Figura 1.17: Tetraedros T y T' inscritos en un cubo.

al cubo, es decir 7 < @. Ahora bien. si unimos los vértices v, v}, vy, v3,
obtenemos otro tetraedro T'. también inscrito en C, cuya interseccidén con T
forma un octaedro (figura 1.17). Dado que ambos tetraedros cuentan con el
mismo grupo de rotaciones 7, notamos que cualquier permutacién impar de
Sy tiene el efecto de intercambiar los tetraedros T y T' eulre si.

Para describir los subgrupos de O, haremos uso de los ejes n-periddicos
para determinar algunos de ellos. Contamos con 3 ejes 4-periGdicos que nos
proporcionan 3 subgrupos C4 distintos, cada uno asociado a alguno de estos
ejes. Estos subgrupos actiian sobre las caras opuestas de C (figura 1.18).

|
o

Figura 1.18: Subgrupos C; de O.
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»." "» = ’,-’ A \

Figura 1.19: Subgrupos C; de O.

También hay 4 ejes 3-periddicos que proveen 4 subgrupos Cs, asociados a
distintos ejes. La accién de estos grupos se aprecia en 4 pares de tridngulos
(figura 1.19).

Restan 6 ejes 2-periddicos, que inducen 6 subgrupos C; sin embargo,
esta vez se presenta una peculiaridad, ya que los ejes 4-periddicos también
determinan 3 subgrupos C;. Entonces se cuenta con 9 subgrupos Cs. Estos
grupos actian sobre pares de aristas en el caso de los provenientes de ejes
2-periédicos, y sobre las diagonales de las caras para aquellos relacionados
con los ¢jes 4-periddicos. (figura 1.20).

\M

Figura 1.20: Subgrupos C; de O.

Aunados a estos subgrupos ciclicos. contamos ademds con subgrupos
diédricos, igualmente relacionados con los ejes n-periddicos, como veremos
a continuacion.

Encontramos que hay 4 ejes 2-periédicos ortogonales a cada eje 4-peri6di-




CapPiTULO 1. GRUPOS FINITOS DE ROTACIONES 23

co, de manera que esta configuracién nos provee un subgrupo diédrico Dy,
En realidad podemos hallar 3 subgrupos de este tipo, distintos entre si, ca-
da uno asociado a un eje 4-periddico (figura 1.21). Cabe mencionar que la
interseccion de estos 3 subgrupos es un Dy.

T4

Figura 1.21: Subgrupo Dy de O.

Mediante un razonamiento analogo, determinamos 4 subgrupos diédricos
D,, éstos actiian sobre 4 antiprismas triangulares (figura 1.22).

e

3 y
2 2
"

Figura 1.22: Subgrupo D5 de O.

Los ejes 2-periédicos proporcionan 4 subgrupos D, cuya accién se aprecia
[acilmente considerando los rectdngulos inscritos en el cubo formados por dos
aristas opuestas y dos diagonales opuestas (figura 1.23).
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/2

I\J*

Figura 1.23: Subgrupo D; de O.

Por 1ltimo, con el propésito de completar el estudio de subgrupos de O,
precisamos que 7 < O, toda vez que dentro de C contamos con un tetraedro
inscrito cuyo grupo de rotaciones deja invariante al cubo (figura 1.24).

ol — 3
< 3 /
/
2

N\

\\ /

IE

Figura 1.24: Las rotaciones de 7 dejan invariante al cubo.

Resumimos el analisis previo en la siguiente tabla. donde anadimos el
indice de cada subgrupo. el cual se obtuvo mediante el cociente correspon-
diente:

Subgrupos de O
Subgl‘upo Cl Cg Ca C4 Dz D3 D4 T O
Orden 1|23 (4|4|6 |8 |12|24
Indice 24|12 8 | 6 | 6 4 3 [2]1
Cantidad | 1 | 9 | 4|3 | 4 | 4|3 |1]1
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Es facil notar que éstos son todos los subgrupos de O, en virtud del
isomorfismo entre O y 4.

El grupo icosaédrico 7

De manera similar al grupo O. para el grupo icosaédrico Z relacionaremos
las rotaciones de un dodecaedro con las rotaciones de un cubo inscrito en él.

Para este fin, constrnimos primero un dodecaedro a partir del cubo C de
la seccion anterior. Esto lo hacemos colocando scis piczas parecidas a una
tienda de campafa, una en cada cara del cubo (figura 1.25).

2t

Figura 1.25: Piezas para formar un dodecaedro.

Estas piezas estdn formadas por un cnadrado como base, de lado 2; dos
tridngulos isdsceles de lados® 27!, 2771, 2; y dos trapecios con lados 2771,
2771 2771, 2. De esta forma. los tres angulos de la “tienda de campaiia” en
torno a un vértice que no pertenece a la base cuadrada son iguales a 37 /5,
mientras que para un vértice de la base los dngulos son 27 /5, 7/5 y 7/2; por
lo tanto, al unir las seis piezas, se forman doce pentigonos regulares de un
dodecaedro D que cireunsceribe al cubo C. Los vértices de D tienen las coorde-
nadas (0, £771, £7), (£7.0,+77Y), (£771, £7.0), (£1, +1,£1). (figura 1.26)

Notemos que las aristas del cubo son ahora diagonales de las caras de
D, por lo que al trazar todas las diagonales obtenemos en total cinco cubos
inscritos en D (figura 1.27).

Una rotacién del dodecaedro manda unas caras en otras, es decir, permuta
las diagonales y, por ello, los cinco cubos inscritos intercambian sus lugares
entre si. De esta forma vemos que una rotacion del dodecaedro induce una

1+v5 V5-1
2

es la razon durea, de manera que 71 = i

2

SDonde 7 =
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Figura 1.26: Dodecaedro circunserito a un cubo.

Figura 1.27: Cinco cubos inscritos en un dodecaedro.
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permutacion de 5 elementos; es decir, por lo pronto tenemos que 7 es isomorfo
a un subgrupo de Ss.

Como tenemos 5 cubos inscritos en el dodecaedro, podemos enumerarlos.
De esta forma, identilicamos cada uno de los 20 vértices del dodecacdro
con una pareja ordenada (a,b) donde a y b corresponden a los dos cubos
coincidentes en el vértice (figura 1.28 y 1.29).

Figura 1.29: Identificacién entre vértices y parejas ordenadas.

De esta forma, cada rotacién del dodecaedro corresponde a una per-
mutacion en Ag, como veremos a continnacion.
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= Tenemos 6 ejes 5-periddicos, mismos gque unen los centros de caras
opuestas. En torno a cada eje hay 4 rotaciones distintas de la identi-
dad (con un dngulo de 2kw /5 para k = 1,2,3,4). Cada una de estas
rotaciones tiene orden 5. HEstas 24 rotaciones corresponden a las 24
permutaciones en Ss de la forma (abede) (figura 1.30).

¥ ]
Figura 1.30: Ejes 5-periddicos del dodecaedro.

» Al unir vértices opuestos, conseguimos 10 ejes 3-periddicos. En torno a
cada uno de estos ejes hay 2 rotaciones distintas de la identidad (con
angulo 2kw /3 para k = 1,2): y cada rotacién tiene orden 3. Estas 20
rotaciones corresponden a las 20 permutaciones en Ss de la forma (abe)
(figura 1.31).

= Para cada par de aristas opuestas tenemos el eje 2-periddico que pasa
por sus puntos medios. De aqui oblenemos 15 medios giros, que corres-
ponden a las permutaciones en Ss de la forma (ab)(ed) (figura 1.32).

Vemos asi que estas 59 rotaciones estan en relacién uno a uno con las
permutaciones pares no triviales de Ss, por lo que al anadirles la identidad,
tenemos que 7 = A;. Como en los casos anteriores, podemos obtener un
conjunto generador para Z a partir de un conjunto generador de As. De esta
forma, como As = ((ab), (cde) ) tenemos que

I= ( (e1 + 7 'ey + Tes, ), (e1+ez+e3,27/3) ) (1.5)
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Figura 1.32: Ejes 2-periddicos del dodecaedro.

Abora, con base en las coufiguraciones de los ejes n-periddicos, deter-
minaremos el sistema de subgrupos de Z. Los 6 ejes 5-periadicos inducen
igual mimero de subgrupos ciclicos isomorfos a Cy que actiian sobre las caras
opuestas del dodecaedro (figura 1.33).

Asimismo, los 10 ejes 3-periédicos determinan 10 subgrupos isomorfos a
Cy. Estos actiian sobre los tridngulos formados con los vértices adyacentes a
un vértice sobre el eje (fignra 1.34).

Quedan 15 ejes 2-periodicos, los cuales inducen 15 subgrupos isomorfos a
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Figura 1.34: Subgrupos C3 de 7.

C,, estos grupos actiian sobre pares de aristas opuestas (figura 1.35).

Por lo que toca a los subgrupos diédricos. contamos con 6 subgrupos
isomorfos a Dj; asociado cada uno a un eje 5-periédico, toda vez que para
cada uno de estos ¢jes encontramos 5 ejes 2-periddicos ortogonales. La accién
de estos grupos se aprecia en 6 antiprismas pentagonales. (figura 1.36).

Lo mismo sucede con los ejes 3-periddicos. Dado que hay 3 ejes 2-periddi-
cos ortogonales a cada eje 3-periodico, contamos con 10 subgrupos isomorfos
a Dj, actuando en 10 antiprismas triangulares inscritos en D (figura 1.37).

Los 15 ejes 2-periddicos se combinan dando un total de 5 subgrupos Dy
distintos. Cada uno de ellos actiia sobre la composicion de 3 rectangulos,
ortogonales entre si, formados con vértices de D (figura 1.38).

Por iltimo, dado que T = Ay, T = A; y Ay < Az vemos que resul-
ta 7 < Z. Esto lo podemos visualizar de la siguiente forma. Tomemos un
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Figura 1.36: Subgrupos Dy de 7.

tetraedro inscrito en alguno de los cinco cubos que se encuentran inscritos en
D. Entonces las rotaciones de este tetraedro dejan fijo al dodecaedro (figura
1.39), por lo que tenemos que 7 < 7. Sin embargo, no sucede lo mismo con
el grupo octaédrico como subgrupo, ya que hay rotaciones del cubo inscrito
C que no pertenecen a 7. Ademads, en ese caso se tendria §4 < Aj, lo cual es
absurdo.

Si ahora aplicamos una rotacién 5-periédica a este tetraedro, obtendremos
otros cuatro tetraedros inscritos en D. Asi pues, notamos que una rotacién
de cualquiera de estos tetraedros también es una rotacion del dodecaedro.
No obstante que en realidad hay diez tetraedros inscritos en un dodecaedro,
afirmamos que sélo hay 5 subgrupos 7 en Z (figura 1.40), ya que cada grupo
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Figura 1.37: Subgrupos D3 de Z.
2

2
Figura 1.38: Subgrupo D, de Z.

actiia sobre un par de tetraedros (aquéllos cuya unién de vértices forma un
cubo). Esto coincide con el esquema de los cinco subgrupos de As formados
por pernutaciones pares de cuatro elementos, es decir, aguéllas que dejan
fijo un clemento.

En la siguiente tabla se encuentra la lista de subgrupos de Z, junto con
el indice de cada uno de ellos y la cantidad de subgrupos isomorfos entre si.
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Figura 1.39: Subgrupo 7 de 7.

Figura 1.40: Subgrupos 7 asociados a 5 tetraedros.

Subgrupos de 7

Subgrupo

Ca

Cs

Cs

Dy

Dy

Ds

Orden

2

3

5

4

6

10

12

60

Indice

30

20

12

15

10

6

o

Cantidad

15

10

6

5

10

6
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Al igual que en los casos anteriores, se puede probar que éstos son tedos
los subgrupos de Z. utilizando el isomorfismo entre 7 y As.

1.4. Clasificacién de subgrupos finitos de SO(3)

Del andlisis anterior, conseguimos los siguientes subgrupos finitos de SO(3):

TaBLA 11
Grupo Ejes de Generadores Orden
rotacion

Ca 1 eje n-periddico (e1,2n/n) n

D, 1 eje n-periddico (ey,2m/n) 2n
n ejes 2-periddicos (eq, ™)

T 3 ejes 2-periodicos (e1,7m) 12
4 ejes 3-periadicos | (e; + ez + e, 27/3)
6 ejes 2-periadicos (e1 +eq.7)

(@) 4 ejes 3-peridicos | (e; + ez + e3,2m/3) 24
3 ejes 4-periddicos
15 ejes 2-periddicos | (e; + 7 ey + 7€y, %)

T 10 ejes 3-periédicos | (e; + ez + e3,27/3) 60
6 ejes S-periddicos

Cada uno de estos grupos estd asociado con alguna figura geométrica
€Omo ya vimos.

La pregunta que surge ahora es: jhemos agotado todos los posibles sub-
grupos finitos de SO(3)? Veremos que en efecto, éstos son todos.

Consideremos un grupo finito de rotaciones G <S0O(3). Sabemos que
podemos considerar su accion sobre §2, De esta manera, a cada rotacion
asociamos un didmetro de la esfera (el eje de la rotacién). Por ello, puede
interpretarse como una rotacién en torno a un punto P sobre la esfera. Si el
eje de rotacion es n-periadico, diremos que el punto P asociado tiene orden
n. (figura 1.41)

Necesitamos evaluar el producto de dos rotaciones dadas, para lo cual
usaremos el siguiente resultado. Si los vértices de un tridngulo esférico PQR,
con dngulos p, g y r, respeclivamente, estan dispuestos en senlido negalivo
(siguiendo las manecillas del relaj), el producto de rotaciones por dngulos
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Figura 1.41: Una rotacién con angulo 6 en torno a un punto P.

2p, 2q, 2r en torno a P, @, R es la identidad. Para probar esto basta con
expresar el producto de rotaciones como el producto de las reflexiones en los
circulos méximos RP, PQ; PQ, QR; QR, RP (figura 1.42).

R

Figura 1.42: El producto de tres rotaciones es la identidad.

Vemos ahora que el producto de dos rotaciones con dngulos 2p y 2q, en
torno a P y @, respectivamente, lo podemos expresar comao la rotacién con
angulo —2r en torno a R. De aqui se deduce que el producto de dos medios
giros en torno a cualesquiera dos puntos P y @. es la rotacién por £2ZP0Q
en torno al polo del circulo maximo PQ (donde O es el centro de la esfera
(figura 1.43)). Por lo que el producto de dos medios giros serd olro medio
qiro sdlo cuando los ejes OP y OQ sean ortogonales entre si. De todo esto
conchiimos que si un grupo finito de rotaciones G no tiene elementos de orden
mayor que 2, entonces, o bien se trata del grupo ciclico Cy, o bien, del grupo
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diédrico D, generado por dos medios giros en torno a ejes perpendiculares.

!
|
I
I
I
[
|
I
[

Figura 1.43: Producto de dos medios giros.

Supongamos ahora que hay un solo cje de rotacién p-periédico con p > 2.
Entonces, éste debe ser perpendicular a cualquier eje 2-periddico, en caso
de que haya algnno; ya que, de no ser asi, este eje p-periodico tendria como
imagen, bajo el medio giro, otro eje p-periddico. Por lo tanto, si no hay ejes
de periodo 2, G es isomoarfo a C,,, el grupo ciclico de orden n. Cuando hay n
ejes 2-periédicos, G es isomorfo a D, el grupo diédrico de orden 2n.

Sdlo resta examinar el caso en que hay varios ejes de rotacion de periodo
mayor que 2. Sea OP uno de ellos: esto es, hay una rotacién con dngulo
27 /p en torno a P. Dado que G es finito, hay un punto @ sobre la esfera,
a una distancia minima. que corresponde a otro cje de rotacion de orden
mayor que 2. La rotacion en torno a P lleva al punto ) a una serie de puntos
Q@=01,Qs,...,Qp1,Q, que rodean a P (figura 1.44).

Dentro de este cireulo el tinico punto de rotacién de orden mayor a 2 cs
P (asi se escogi6 a ). Como vimos anteriormente, el producto de rotaciones
por angulos 27 /p y 27 /¢, en torno a P y @, es la rotacion con angulo —2r /r,
en torno a un punto R con el cual el tridngulo esférico PQR tienc angulos
7/p, 7/q, w/r. Como en un triangulo esférico la suma angular es mayor que
T, tenemos que

l+1+1>1. (1.6)
P q T

Pero p,q > 3 implica que 7 < 3 y por lo tanto, g > r. Es decir, el dngulo

en @ es menor que el angulo en R, por lo que el lado PR debe ser menor
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Figura 1.44: La rotacién en torno a P produce un p-agono esférico.

que el lado PQ en el tridngulo PQR. De esta forma obtenemos que R se
encuentra dentro del pequeno circulo alrededor de Py, por ello, corresponde
a un eje 2-periédico. Asi que r =2 y OR biseca el dngulo QOQ,-1, o bien,
dicho de otro modo, es el punto medio del lado @@, 1, en el p-dgono esférico
QQ1Q; ... Qpy (figura 1.45),

Q

Figura 1.45: R es punto medio de QQ,.

Por sucesivas rotaciones en torno a @, obtenemos una serie de g p-agonos,
que rodean el punto (). Repitiendo el procedimiento con los demés puntos
@, llegamos a cubrir totalmente la esfera con p-dgonos. De este modo, las
imagenes de () son los vértices del poliedro regular {p, g}, las imdgenes de P
son los vértices del poliedro dual {g,p} y las imédgenes de R son los puntos
medios de las aristas de {p, q} o de {q,p}.

Recordemos que p y g deben cumplir (g — 2)(p — 2) < 4, por lo que,
junto con la desigualdad (1.6) llegamos a los tres grupos poliédricos T, O e
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T (figura 1.46).

Figura 1.46: Subgrupos poliédricos de SO(3).

Resumiendo, tenemos la siguiente caracterizacién de los grupos finitos de
rotaciones. Si G es un grupo finito de rotaciones G < SO(3), entonces G es
alguno de los siguientes grupos:

Cy; D,, T &, 4 (n=1). (17)
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Capitulo 2

Cuaterniones

En esta seccion avalizaremos algunas propiedades del anillo no conmuts-
tivo de cuaterniones reales, relacionandolo con R'. La prueba detallada de
los resultados utilizados se puede consultar en [G-S).

2.1. Propiedades generales

En el capitulo anterior determinames 14 posicion de un punto en e} espa-
cio mediante las coordenadas p = p,e; + p;e; + pye;. Si ahora incluimos una
cuarta coordenada ep, tencmos la cuadrupla (pg, p1, P2, P3) = 3 oeo Pi€i, QUe
identificaremos con el cuaternidn pg+pyi-+pej +psk. Estamos relacionando 4,
J, vy k con ey, ey, y ey, respectivamente (figura 2.1). De esta forma, podemos
hacer uso de las propiedades del anillo de cuaterniones que, en honor a Hamil-
ton se denota H. Para mayor referencia, enunciamos a continuacién algunas
propiedades que serin de utilidad en la sigiiente seccion.

Llamaremos zp a la parte real de x € Hy a z= z — zq la parte vectorial de
z. Para z, y € H definimos un produeto conforme a las signientes condiciones:
a) P?=j2=k=-1
b) ij=k jk=1,ki=j

Si £ = z decimos que z es un cuaternién puro. El subconjunto de todos
los cunterniones puros scra denotado por H*. Para un cuaternién z tenemos
el conjugado de z, definido por T = zq - z. Al niimero real |z| = V% € R
lo lamaremos norma de . De forma que si |z| = 1 entonces decimos que
Z es un cuatcrnion unilerio. Al conjunto de todos los cuaterniones unitarios

40
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p=(0. p\s P P,)

AR
2R

Z,

Figura 2.1: Un punto p en R? corresponde al cuaternién pyi + paj + pak.

lo relacionamos con S® de forma matural. Del mismo modo, relacionamos $?
con el conjunto de cuaterniones puros unitarios.

Proposicién 1 Sea xz € H; entonces,
a) z es un cualernion real siy sélo si zy = yz para lodo y € H.

b) z es un cualernion puro si y sdlo si % es un nimero real no posiivo.

Prueba. a) se sigue de la definicién del producto de cuaterniones.
Para verificar b), tomamos = = z¢ + z,4 + 227 + T3k y evaluamos

2} = (204 Tyi + T2 + 2ak)?

= (2§~ 2} ~ 23 — 23) + 2o(213 + 727 + 23K)

de aqui se sigue el resultado al suponer z, igual a cero, o bien, distinto de
cero. m

En particular, obtenemos como consecuencia para un cuaternion z, que
z € 8%siysolosi 22 =—1.

En general, el producto de cuaternioues no ¢s conmutativo, Sin embargo,
para cualesquiera z,y € H se cumple |zy| = |z||y|. Por lo cual, para z # 0,
encontramos el inverso de z, dado por z~! = %/|z|®. Adn mas, ya que
Jz|™" = [z}, y para un cuaternion puro z € H, 7! = —z/ |z|*; mientras
que si 7 € S8, entonces 7! =17

Tenemos ahora el siguiente resultado importante:
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Lema 2 Un cualernidn arbilyario z € H, con parte veclorial no nule, £ # 0,
admite la representacion

T = |z| {cos § + u.senb)
donde 8 = arccos(xzo/ 1zl) ¥ u. = z/ 2|

Prueba. Como 8 = arccos(zo/ |z|), entonces cosd = z,/ |z|, 25i{ send =
lz| / |z|- Por lo tanto,

z
cosf+ —senf = -2 z lzl
fzz] [zl |zl =]
oz
|z

De doode se obtiene £ = |z|(cos 8 + u,sen 8) (figura 2.2). m

Figura 2.2: Si z es unitario, se puede expresar como (cos 4 + uzsen ).
Como consecuencia del resultado previo, y dado que u, € S° implica
u2 = —1, obtenemos el siguiente lema.

Lema 3 La formula de De Moivre pare potencias complejas también es vali-
da para cuaterniones con parte vectorial no nula;

z" = |z{" (cos n8 + u sennb).
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Prueba. Basta probarlo para x € S%, ya que la norma es multiplicativa,
es decir (z"| = |z|". Procediendo por induccién, supongamos que s& cumnple
para n, o sea

(cosf + u sen )" = (cognf + uzsennf)

de manera que para n + 1 se tiene

(cos & + uzsen 0)™*!

(cos n + u,senn8)(cos § + u,sen b)

(cosnd cos § — sen nésen ) + u(cos ndsen d + cosfsen n6)
cos(n + 1)6 + ugsen (n + 1)

Il

Claramente el resultado se cumple para n = 0,1, asi quc vale para todo n. m

Esta expresion nos muestra que las combinaciones lineales del conjunto
{1,u), donde u € 52, forman una subdlgebra isomorfa ¢ isométrica a C.
Basta con asociar ¢ con u y, por todo lo anterior, obtenemos el resultado. De
aqui deducimos otra propiedad importante. Si multiplicamos Jos eletuentos
del plano T, = {a + Pu : &, 3 € R} donde u € S2, por un cuaternién
v ortogonal & u, es decir, tal que uv + vu = 0; entonces, el plavo I, =
{av+Puv : a, 8 € R} es isomorfo e isométrico a I1,, bajo la funcién a+ fu —
& - v+ Bu-v. En particular

{a+ /a3 ER)
{a+ 3k :a.3€R)

X~
~

{aj + Bk 0.3 € R}
{ai + 87 -, 8 € R}.

Denotaremos de forma simhélica al ecnaternién g = cos ¥ + usen 9 como /.

2.2. Conjugacién como rotacién de R®

Relacionarernos ahora los resnltados del capitulo anterior xobre rotaciones
tridimensionales, con las transformaciones correspondientes en H como espa-
cio tetradimensional. Para este fin, veamos primero el caso complejo.

En el plano complejo C, la multiplicacion por z = a + bi tiene el efecto de
rotar los puntos, y alargar o encoger su distancia al origen al multiplicarla
por un factor |#|, ya que |2w| = |z] jw|. Cuando |z| = 1, podemos expresar a
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z como z = cos 8 +isen b, donde 8 € [0,27); y la multiplicacion tieue el efecto
de una rotacién simple por un angulo 8. De aquf resulta gue SO(2) = §' C C.
(Figura 2.3)

Figura 2.3: Multiplicar por z € §' equivale a rotar un angulo 8.

Ahora bjen, para H, tawbicn s coniple la propicdad |gr] = |g] |r| coma ya
vimos. Sin embargo, el praducto pg de dos cuaterniones puros py g no siempre
es otro cuaternién puro (recordemos que p? = —1). No obstante, veremos que
para todo cnaternién p y para enalquier cuaternion pure y € H*, el producto
pyp~! si es un cuaternién puro.

La funcién r — ¢17¢, es una similarided de H, como espacio euclidiano
tetradimensional, donde |r| es multiplicada por un factor |g;| |¢.|. Entonces,
la transformacién & — gzg™', es una congruencia, ya que |g|lg”}| = 1. Es
decir, esta transformacion preserva noymass.

Analizaremos pues la funcién G, : H — H, dada por Cy(z) = qzg~ 'y
verelos que esta fancidn induce una rotacion en torno al plano a + B¢, donde
'y 8 € R (cs decir, una rotacién simple en cuatro dimensiones)’.

En primer lugar, como C, = C), para cualquier A € R, veamos que si ¢
es unitario, Cy(z) cumple las siguientes propiedades.

1040 caso inleresante s el de la funcién R,(z) = —gzg™*, la cusl induce una reflexién
en el plano o + £4. Véase (Cox3|.
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Lema 4 Sea g € §°. entonces lu transformociin C,, dada por Cp(z) =
gzq”!, cumple:

) C;l=Cy .
#1) Cy o C, = C.
) Co(q) = q y para todo cualernidn real a, Cy(a) = a.
) C, es hneal.
v) C, es ortogonal.
Prueba.

i) C(z) =gzq7' =y = C;'(¥) = a7'va = C1(v)-
i) Cyo Cr(z) = Cylrar™) = qrar™'q”) = Cp(2).
iii) Cy(g) = q9q' = ¢,y para a € R, Cy(a) = qag ' = agq”’ = a.

iv)

Cy(on: + By) qlaz + By)g™!
aqzq™" + Baug™!

aCy(z) + BCy(y)

1

i

v) Como Cj cs lineal v preserva normas. es una transforruacion ortogonal.
Esto prueba el lema. m
Notemos que C fija el subespacio a+(349. En vista de esta propiedad, y con

los resultados del lema anterior, estamos listos para demostrar un importante
teorerna.
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Teorema 5 Sea g = cos# + usenfl un cuaternion uniario. La transforma-
cion Cy(z) = qzq! induce una rotlacion tridimensional en lorno a u, por un
ingulo 26.

Prueba. Supongamos primero que g = cosf) ¥ isen d, de manera que el eje es
i. Dado que g € S®, resulta que ¢} = §. Asi pues, para 2 = 2,i + z2j + a3k,
©omo ¢ = g, 3¢ = qJ y kq = gk, tenemos:
Co(z) = q(211)q + q(225)7 + q(x3k)q
Iyi + ¢*z25 + Cask
I]‘i + qz(l'zj + ng)
Zyi + (cos 20 + isen 20)(zy + zat)]
= zyi+ zyj + zok

Donde el par z4,2% es la imagen del par xp, 73 bajo la rotacion por un
angulo 26 en el plano {ay + Bk : o, 0 € R}.
Andlogamente para ¢ = cosd + ksen § tenemos

C,(x) (cos 26 + ksen 260)(z, + zok)i + z3k

Tyi+ 24 + 33k

I

Donde nuevamente ) y z, representan las imégenes de zy y z5 bajo la
rotacién por un dugulo 20 en el plano {vi + 85 : o, 3 € R}.

NoOTA: Para g = cos8 + jsen8, la rotacidn queda con signo megatwvo,
pues se obtiene

Cq(z)

(cos 20 + jsen28)i(z) + 237) + 227
1(cos 20 — jsen28)(z, + x3j) + 227

Para el caso general en que g = cos 6 + usen 6 € S, tomemos una rotacién
en torno a i que lleve u al plano {ai + £ : a, 8 € R}. Llamemos u' a este
punto y C, a la rotacién indicada, esto es: C,(u) = ava = v'.

Ahora, mediante una rotacién cn lorno a k llevemos 4’ hacia 1. Digamos
que la rotacién es G, o sea Cp(u) = bu'b = 1.
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Figura 2.4: La conjugacién C; es un producto de rotaciones.

Por 1ltimo, sea I el punto cos @ + isen 8, donde 0 proviene de ¢ = cosé +
usenf (figura 2.4).
Notamos ahora que

Cha(u) = Gy 0 Colu) = Cy(u') = 4,

o bien, -
Cil(i) = Cli) = .

Pero mis arin, ya que Ci,{q) = I, pues Cy, es lineal. De aqui obtenemos que

Cy(I) = ablba=gq

Cs(T) = ablba=g.
De manera que para la conjugaciou por g resulta
C,(z) = gz = (ablba)z(abTba)
= a(b(I(b(aza)b))b)a
= C5C3C1CCou(z)

Por lo tanto, podemos expresar la conjugacion C, como composicion de con-
jugaciones en torno a i y k que, como ya vimos, son rotaciones. Adcmas. el
dngulo es 26, pues las conjugaciones por a y por b se anulan. =
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Concluimos que un cuaternion g = cos §+usen @ induce, en S?, larotacién
C, en torno a « por un dngulo 28; es decir. la rotacion p = (u, 26) € SO(3).

Notemos que toda rotacién simple tiene esta forma, (para algin ¢ y al-
guna ). Asi pucs, obicnewos que el producto de cualesquiera dos rotaciones
simples es otra rotacidn simple; ya que el producto de C, y C; es C,,, otra
rotacién simple. Y dado que el grupo especial ortogounal estd generado por
rotaciones simples, tenemos que fodo elemento de SO(3), tiene la forme C,
para algin cualernion g.

Mencionamos liveas arriba que a todo miltiplo escalar de g le corresponde
la misma conjugacion, ya que Cio(z) = Agzg~ A~ = gzg~! = C,(z); razén
por la enal limitamos esta relacién tomando comno represeutantes sélo cua-
terniones unitarios. Asi, tenemos que la correspondencia que asocia g con la
funcién C,, es un homomorfismo 2 a 1, del grupo de cuaterniones unitarios S3
a SO(3), dado que dos cuaterniones unitarios opuestos ¢ y —g proporcionan la
misima rotacion. Dicho de otra fovma, podenos expresar esto como SO(3) =
S3/{£1} = RPS. Resumimos lo anterior diciendo que si p = (p,8) € SO(3),
donde p = (py, P2, p3) € S2, entonces tenewnos la siguiente asociacién:

b= (p,6) — E(cas ; + (pri + paj + poksen ) (2.1)

También se¢ pucde legar a estos resultados cvaluando la composicion de
dos reflexiones, lo cual proporciona una rotacién en torno a la interseccion
de los conjuntos invariantes de cada veflexion (véase |Cox3)).

2.3. Grupos finitos de cuaterniones

En esta seccion analizaremos los grupos finitos de cuaterniones, a partir
de la caracterizacién que se hizo en la seccién 1.4 de los subgrupos finitos de

SO(3).

Sabemos que los cuaterniones unitarios ¢ y —g inducen la misma rotacién
C,(z} = ga§. Asimismo, ma rotacién determina un par de¢ cnaterniones
wiitarios. Entonces, cada grupo finito de cuaterniones G estara relacionado

con un subgrupo de SO(3), dado por {C, € SO(3) : ¢ € G} y el orden de §
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serd una o dos veces el del grupo correspondiente en SO(3), de acuerdo con
que —1 csté o noen G.

Denotaremos por 2C,,, 2D, 27, 20, 27T a los grupos de cuaterniones que
contienen a —1. La nolacién 26 significa {g €H : C, € }, de manera que
para G < SO(3), y 2¢ < H, sc cumple Ja relacion 2G/{%1} = G. Cuando
—1 no pertenece al grupo de cuaterniones G, ¢l subgrupo correspondiente
G' < SO(3), no tiene rotaciones de orden 2, ya que si tuviéramos un redio
giro g = C,, entonces Id = (C,)? = Cp, y como (-1)2 =1, -1 € G, una
contradiccion. Los inicos subgupos de SO(3) sin medios giros son los grupos
C.. con n impar. Por lo que denotaremos por 1C, & los grupos de cuaterniones
correspondicntes. En resumen, tenemos la siguicnte caracterizacién de los
grupos finitos de cuatermiones unitarios:

81 G es un grupo finito de cunlerniones unilarios G < S%, entonces G es
alguno de los siguientes grupos:

2I, 20, 2T, 2D, 2C., 1C, (n impar) (2.2)

En el capitulo anterior determinamos un conjunto generador para cada
subgrupo finito de SO(3). A partir de esas rotaciones obtendremos ahora los
generadorces correspondicntes para los grupos finitos de cuaterniones, median-
te la asociacién p = (p,0) «— x(cos0/2 + (p1% + paj + pak)send/2), donde
p € 5% C R3; esto también lo podemos expresar como p = (p, §) — LeP?/2
{en esta parte se hace uso de la identificacién e, ~ 1, ey ~ j. e3 ~ k.)

Los grupos 1C, y 2C,

En primer lugar, determinamos los generadores del subgrupo 1€, < H
(con n impar). Dado que su orden es el mismo que el de C, < SO(3), un
generador es 2™/"| es decir 1C, = (2"/" ).

Para encontrar generadores de 2C, < H, contamos con un generador de
Cn, dado por (z,27/n). Por lo que cl cuaternién asociado es €™ y es un
generador de 2C, que, de esta forma, cuenta con el doble de elementos que
Cn < SO(3). Asi pues, tenemos 2, = {™/").

Sabemos que los inicos subgrnpos de C, son los C,, donde m divide & n.
Por eso, para 2C,,, tenemos gque si m divide a 2n, entonces hay un subgrupo
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de orden m. Ahora bien, si m es par, el subgrupo es un 2C,,,; si, por el
contrario, m es impar, entonces se trata de un 1C,,.

El grupo 2D,

Para el grupo 2D,, contamos con los generadores de D, (4,27/n) y (4, 7).
Por lo que los cuaterniones correspondientes son e™/" y e*/2 = j. Es decir,

= (e 5).

De manera similar al grupo 2C,. también los subgrupos de 2D, son
aquéllos cuyo orden divide, en este caso, a 4n; variando segin la paridad
del divisor m. Si m divide a 4n y es impar, entonces 1C,, < 2D, si m divide
a 2n, entonces 2C,, < 2D, y si m divide a n tenemos que 2D, < 2D,,. Por
ejemplo, para e} subgrupo 2D,, tenemos los subgrupos

1€y, 2Cy, 2C, y el propio 2D;.

El grupo 27

Para abordar el estudio del grupo 27, recordemos que un conjunto gene-
rador de 7 estaba formado por (¢ + 5 + k,27/3) y (2, 7). De manera que los
cuaterniones generadores son e™/3 y ¢*'/2 = i, donde u = (i +j + k)/V3. Bs
decir, 27 = (e™/3,3 ),

El sistema de subgrupos de 27 presenta una mayor variedad, debido a
los distintos subgrupos de 7. En principio, los subgrupos de 7 son del tipo:
Cy, Cy, C3, Dy y &l propio 7. Por lo tanto, los subgrupos de 27 son del tipo:
1€y, 2C,, 2C,, 1C3, 2C4, 2D, y 27. A continuacidn revisaremos cada uno de
estos subgrupos.

Es claro que el tinico subgrupo de orden uno es {1} = 1C;; asi como
tawbicn el duico subgrupo de orden dos es {1, -1} = 2C,.

A partir de los medios giros de 7 determinamos subgrupos de cuater-
uiones de orden cuatro. Asi obtenemos tres subgrupos de tipo 2C,, cada uno
correspondiente a un eje 2-periédico de 7. Estos subgrupos son los siguientes:
{lviv =1, _i}| {lle -1, _J} y {llk! -1, _k}

Ahora hien, tomemos una rotacién de 7 de ordem tres; por ejemplo,
p=(+j+k2n/3) € T. Esta rotacién determina los cuaterniones 1/2 +
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124+ 5/2+ k/2y —1/2—4i/2 — j/2 — k/2. De estos dos, el primero tiene
orden seis, mientras que ¢l segundo ticne orden tres; asi que utilizaremos
éste Gltimo comno generador del grmpo

“1-i-jk -ltitjitk) o
{]u 9 3 2 }—ICS‘

Notamos que los elementos de este subgrupo corresponden a las tres rota-
ciones asociadas a un eje 3-periédico de 7, como era de esperarse. Entonces
concluimos que hay cuatro subgrupos isomorfos a 1C3, cada uno asociado a
un ¢cje 3-periddico de 7.

Al utilizar como generador el otro cuaternién determinado por la rotacion
p=(i+j+k21/3) € T, obtenemos seis cuaterniones, entre los que se
encuentra —1. Por lo cual, ahora generamos un grupo isomorfo a 2Cy

{:I:l,:i:1+z-;]+k,i-l_z;]_k}2203.

De igual manera, contamos con cuatro de estos subgrupos, uno por cada eje
Jperiodico de 7.

Por otro lado, como hay un sélo subgrupo D, < 7, éste induce el subgrupo
2D, < 27, que igualmente se encuentra foruado por la unién de los tres
subgrupos isomorfos a 2C,, es decir

{1, 4, 5, k) X 2D,

Claramente este subgrupo tienc orden ocho. En el siguiente capitulo lo estu-
diaremos un poco mas de cerca.

Estos son todos los subgrupos propios de 27, ya que de haber algiin otro.
uecssariatnente serfa del tipo 2G, con G < 7 y ya hemos cubierto todos los
subgrupos de 7.

Resumimos lo anterior en la siguiente tabla:

Subgrupos de 27
SUbgl’UpO 101 l 2C1 163 202 2c3 292 2T
Orden 1 2 3 4 6 8 24 |
Indice | 24|12 8| 6] 4] 3 |1
Cantidad | 1 1 4 3 4 1 1
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El grupo 20

Por lo que toca al grupo 20, como los generadores de O son (i+j+k, 27/3)
y (j + k,7), los cuaterniones correspondientes son e”*/% y e™*/2, donde u =
(t+5+ k)/\/é yuo=(j+ k)/ﬁ Asi obtenemos el conjunto generador para
el grupo 20 = ("/3 ¢m/2),

Andlogamente al desarrollo efectvado para el sistema de subgrupos de
27T, para el grupo 20 tenemos que los subgrupos de O determinan tanto
el tipo, como el niimero de subgrupas isomorfos. Por lo tanto, dado que los
subgrupos de O son del tipo: Cy, Cs, C3, Cy, Da, D3, Py, T y el mismo O.
Para 20 los subgrupos son del tipo: 1Cy, 20y, 20y, 1C3, 2C3, 2C4, 2D, 2D;,
2Dy, 27 y el mismo 20.

Cada subgrupo G de O determina un subgrupo de 20, ya sea del tipo 1G
0 2G. Por esta razén, el nimero de subgrupes isomorfos en 20 es el mismo
que el nimero de subgrupos isomorfos correspondientes en O. Por ejemplo,
vitnos que en O bahin 3 subgrapos isonorfos a €4, de manera que en 20
habrd Lambién 3 subgrupos isomorfos a 2C,.

Podemos resumir esta situacién mediante la siguiente tabla, la cual es
similar a Ja que se obtuvo para 27 a partir de 7.

Subgrupos de 20

Subgrupo | 1€, | 2C, | 2C; | 1Cy | 2C5 20, |
Orden | 1 2| 4 13618
Indice 48 24 12 | 16 8 6

Centided | 1 | 1 | 9 | 4 | 4 | 3|

Subgrupo | 2D, | 2D, | 2D, | 2T | 20
Orden 8 12 | 16 | 24 | 48
Indice 6 4 3 2 1|
E_antida,d 4 4 3 1 1

El grupo 27

Por dltimo, para el grupo 27 los generadores de Z son (i+j+k,27/3) y
(i477'j+7k. 7); de forma que 27 = (e”*/3,e™/?), donde u = (i+j+k)/V3,
w=i/2+5/2r+k7/2y T =(1+ V5)/2.
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Del mismo modo que se hizo con 27 y 20, para 27 se dard una lista
de todos los subgrupos. El andlisis es exactamente el mismo que en aquellos
casos, por lo (que sdlo se presenta la tabla que resume el sisteina de subgrupos

de 27.

Subgrupos de 27

Subgrupo | 1C; | 2C; | 2C; | 1C4 | 2C4 | 1Cs
| Orden | 1 | 2 | 4] 3|6 5
Indice [120| 60 | 30 @ 40 | 20 | 24
Cantidad | 1 | 1 |15 | 10 | 10| 6

Su bgrupo 205 2D2 2D3 21)5 27T | 27
Orden | 10 | 8 | 12 | 20 | 24 | 120
Indice 12 | 15 | 10 6 5] 1

Cantidad | 6 5 10 6 5

Resumimos los resultados obtenidos sobre los generadores de cada grupo
de cuaterniones, en la siguiente lista:

2T = <eun/3)w>

ik
20= (e"Bv) donde u=.(z-'.-‘77\{§j-)
o = <e""/3i) w=z+]1 + kr

’ 2

. i + k

1+ V5

ZC _ wi/n 7=
n <e ) 2

1, = (e

Hemos visto que si H es un subgrupo de G en SO(3), lo mismo sucede con
2H y 2G en H, es decir:

H<G<SO@B)=2H <26 <H.

Geométricamente esto significa que dentro de cada figura relacionada con el
grupo 2G se encuentra inscrita una figura relacionada con 2H.

Mads aln, ya que si uno de los subgrupos es normal, cl subgrupo corres-
pondiente, también lo es. De forma precisa tenemos el siguiente resultado:
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Lema 6 Sea G un grupo finito de rotaciones G < SO(3), H es un subgrupo
normal de G, si y s6lo si el subgrupo de cuaterniones correspondiente 2H es
normal en 2G, es decir, H G < SO(3) < 2H 2§ < H.

Prueba. Supongamos que H es normal en § < SO(3), asi para cualgnier
rotacién C, € G tenemos C,HC; = H, o bien, para una C, € H existe una
Ci € M tal que C,CLCq = Ci, pero esto evaluado en z implica

CCrCy{z) = ghqzqhq = kzk < ghg=k € 2H

de aquf se sigue que q2Hg = 2H, o sea TH <26 < H
Inversamente. se procede de manera analoga. Se supone 2H normal en
23, lo cual implica que ghg = k, donde A,k € 2H, por lo que

C,CnCy(z) = qhgzqhg = kzk = Ci.
lo cual nos lleva a que H < G < SO(3). =

Eu el siguiente capitulo baremos uso del conocido resnltado que dice que
As, el subgrupo alternante de Sy, es simple. De manera que 7 = As no
tiene subgrupos normales; para 27 solamente tenemos un subgrupo normal,
2Cy = {1, —1}. Igualmente, dado que S tiene dos subgrupos normales: A4 y
uno isomorfo a D3, tenemos que 20 cuenta con 2C;, 27 y 2D, como subgrupos
normales, donde también 2D, <1 27. Retomaremos estos resultados cuando
abordemos los enframados inscritos en un politopo.



Capitulo 3

Grupos finitos de cuaterniones
y politopos

Vimos en el capftulo anterior que cada rotacion p € SO(3) estd asociada
a un par de cuaterniones unitarios. Ahora bien. en cste capitulo analizare-
mos la configuracién de los puntos de cada subgrupo finito de cuaterniones,
obtenido a partir del grupo de rotaciones correspondiente. De esta forma,
conseguiremos algunos de los politopos regulares en cuatro dimensiones.

A cada grupo de cnaterniones se le asociard una figura geométrica, que
llamaremos politopo'. Asi pues, podemos rescatar ¢l estudio hecho sobre log
subgrupos de un grupo de cuaterniones G < H. y rclacionarlo con figuras
inscritas en el politopo asociado. Para este fin. owmitivenios alginos subgrupos,
ya que ¢l analisis se centrara en las clases laterales determinadas por cada
subgrupo de G. Por esta razdn, excluiremos: el subgrupo formado por un solo
elemento, 1C;, = {1}, donde las clsses laterales corresponden a los propios
vértices del politopo; ¢) subgrupo de dos clemmentos, 2C; = {1, —1}, cuyas
clases Jaterales son seginentos que unen los vértices antipodales: v el misnio
G considerado como subgrupo, pues determina una sola clase lateral.

'Un politopo es la envoltura convexa de n puntos on un espacio de diinensién k. Este
conceplo generaliza la idea de poligono y paliedro, considerandolos como politopos de
dimensién 2 y 3. regpectivamente. Nos limitaremos 8 politopos de dimensién menor o
igual a 4. Para nu estudio mas general véase [Cox2).

55
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3.1. Los subgrupos 1C, y 2C,

Emperenios el esturldio analizando la confignracién que proporcionsu los
grupos ciclicos 1C, y 2C,.

Estos prupos estan generados por un solo elemento, de manera que los
n puntos de 1C,,, para m impar, concuerdan con los vértices de un n-4gono
regular en el plano a + 37 (&, 3 € R). La rotacién identidad sc rclaciona con
el cuaternion 1. por lo que el poligono {n} pasa por este punto.

Respecto de 2C,,, como este grupo cuenta con los dos cuaterniones g y —¢
a30ciados 2 una misma rotacion, su orden es el doble del orden de C,, y sus
elementos conforman un 2n-Agono regnlar en el plano o + Bi (. § € R). En
este caso, el poliguno {2n} pasa por los puntos 1y —1 (figura 3.1).

!
() gm,:w () g

®_— k)/'——7<

) Q)

7 N

Figura 3.1: Configuraciones de puntos para 1Cq y 2C3.

Los subgrupos de 1C,, y 2C,, son del tipo IC,, y 2C,, con m un divisor de
n. Por lo tanto, un subgrupo de 1C, o de 2C, tan sélo induce un polfgono
inscrito en {n} o en {2n}. segin sea ¢l cuso.

3.2. Los subgrupos 2D,

Revisarcuwios aliora las coufiguraciones de pontos de lox grupos diddricos
2D,,. Como caso particular de uno de ellos, obtendremos el primer politopo
regular de cuatro dimensiones.

Sabemos que el grupo 2D,, esti generado por (/" j ). Esto produce un
polfgono (2n} en el plano a + 3i (a, 8 € R) formado por las 2n potencias
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de "'/, y otro poligono {2n} e el plano aj + Bk formado por el producto
de j con las potencias de e™/™. En términos de teoria de grupos resulta
(e“"") = 2C, A 2D,, con indice igual a dos y cada 2n-agono corresponde a
una clase lateral de 2D, /2C, (figura 3.2).

N

Figura 3.2: Las dos clases laterales de 2Dq.

Si formauwos la envoltura convexa de estos puntos, oblencinos una Ggura
compuesta por dipirdmides? formacas por el poligono de uno de los planos
(digamos o +,37), y los pares de puntos g y —g del poligouo en el otxo plano.
Una representacion grafica de esta situacion se muestra en la figura 3.3, Para
estas figuras usaremos la notacién {2n}{2n}.

El politopo {3,3,4}

En particular, para n = 2 tenemos 2D, = (4,7) = {1,435, £k}
Lo cual nos brinda una distribucién de 8 vértices en S%. Si unimos cada
vértice v con todos los demds, salvo su propio negativo —v, conseguimos 24
aristas del tipo {3, 7}, incideutes por séxtuplas en cada vértice. Por ejeniplo,

2Llamarmos dipirdmide al par de piramides congrucutes, que se eucuentran wnidas por
su base.
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[Figura 3.3: Configuracion de puntos para 2D;.

para el vértice 4, las aristas son {1,i}, (—1,4}, {3,5}, {i, —5}, {3, &), {3, —k}.
Asimisto, se generan 32 triangulos del tipo {3, j,5) y 16 tetraedros del tipo
{1,i,4, k). Como la distancia cntrc cualesquicra dos vérlices adyacentes es

siempre igual a v/2, los tetraedros son todos regulares. Este es el politopo

conocido como {3,3,4}? (fignra 3.4).

Enlistamos en la siguiente tabla el niunero de elementos con que cuenta

este politopo.

Politopo {3,3,4}
Vértices | Aristas | Caras | Celdas
8 24 32 | 16

Asi obtenenos el primer vesultado solwe grupos finitos de cuaterniones y

politopos regulares tetradimensionales:

El grupo de cuaterniones 2D, induce el politopo de cualro dimensiones

(3,3,4}.

Recordemos que 2D, tiene como subgrupos propios no triviales a 2C, y
2C,. Las dos clases laterales inducidas por 2C; corresponden a dos cuadrados

3Aqui o} Siinbolo de Schliifhi {p, ¢, 7} representa el politopo formado por caldax polié-
dricas de |s forma {p, ¢}, mientras que las figuras verticinles son poliedros del tipo {g,7}.

Véase (Cox2].
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- -k

-i

Figura 3.4: Politopo (3, 3,4}.

inscritos en {3,3,4). formados por los vértices {£1, %4} y {3, £k} en uno
de los cimos (Ryma 3.5). Conlignraciones de este tipo hay tres, ya que hay
tres subgrupos isomorfos a 2C,. El subgrupo 2C, corresponde & los segmentos
que unen log cuaterniones gy —g.

-#

Figura 3.5: Clases laterales de 2C; en 2D;.
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El politopo {4, 3,3}

Por dualidad, sabemos que podemos obtener el politopo {4,3,3} par-
tiendo del politopo anterior {3,3,4}, si unimos los baricentros de las celdas
(tetraedros) que tienen una cara en comun. El politopo asi obtenido cnen-
ta con 16 vértices, provenientes de los 16 tetracdros de 3,3, 4}); 32 aristas,
que corresponden a las 32 caras triangulares del anterior; 24 caras (cuadra-
dos) dado que en torno a cada una de las 24 aristas de {3, 3,4} hay cuatro
tetracdros; y por Gliimo, 8 ccldas {cubos). una por cada vértice de {3,3,4}.

Sin embargo, todavia no podewos relacionar este politopo con algin
subgrupo finito, ya que los cuaterniones correspondientes a los vértices de
{4,3,3} no pertenecen a la esfera S, De cualquier modo, basta con tomar
los nniltiplos escalares convenlentes que garanticen que cada enaternion ten-
ga norma igual a 1. Con esto simplemente se amplifica el tamafio del politopo
{4,3,3) que, de esta forma, ahora se encuentra inscrito en §3. Veremos en
xegnida enal ex la expresion de cada mo de los vértices.

Como ¢l baricentro dc una celda tetraédrica de {3, 3,4} es equidistante de
cada vértice de ese tetraedro, v los vértices eran de la forma {1, +3, +j, &},
los coeficientes del baricentro ag + a3 + a25 + aak son todos iguales, salvo
por el signo; es decir, |a | = @, 1 = 0,1,2,3. Al multiplicar por el escalar
A =1/2a € R conseguimos un cuaternién unitario; asf pues, resulta alguno
de los 16 cuaterniones siguientes: £1/2+i/2 % j/2 £ k/2. (figura 3.6)

De manera similar al politopo {3,3,4} tenemos el niimero de elementos
que lo conforman,

Politopo {4, 3,3}
Vértices | Arigtas | Caras | Celdas
16 32 24 8

Cabe hacer notar que estos 16 vértices no forman uu grupo, ya que no
incluyen al clemento neutro. Atin asi, veremos cn la scccién siguicnte que en
realidad se trata de dos clases laterales del grupo 27.

3.3. El grupo 27

Comentamos en la seccion anterior que las combinaciones £1/2 £3/2 £

7/2 £ k/2 nos daban los 16 vértices del politopo {4,3,3}. Ahora bien, si
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Figura 3.6: Politopo {4,3,3} dual de {3,3,4}.

tomamos alguno de estos puntos, por ejemplo 1/2 +i/2 4+ j/2+k/2 = /3,

donde u = (i + j + k)/V3, y lo multiplicamos por los ocho elementos de
2D, = (1,4, 5, k) el resultado 2D, - €'™/? es otro {3,3,4)} isométrico
2 2D, como 1o muestra la siguiente tabla, donde lambicn se ha calculado ¢l
producto 2D, - e247/3,

2D2 ' G'm/s ZDg 2D2 : 62nﬂ/3
E(A/2+/2+3/2 + k/2) 11 H(=1/2 421 32+ kD)
+(~1/2 +1/2 ~ /2 + k/2) +i +(=1/2 - i/2 - §/2+k/2)
H(=1/2 +1/2+ /2 — k/2) +j H(-1/244/2— /2~ k/2)
+H(=1/2—i/2+ /2 + k/2) +k +(=1/2 = i/2+ /2 — k/2)

Los 8 vértices de 2D, - ¢2“7/? también forman un {3,3,4} isométrico a los
dos anteriores. Podemos apreciar los tres distintos {3,3,4} en la figura 3.7.

Por la seccién anterior, sabemos qe la unién 2D,e"™/3 U 2D,e2%3 co-
rresponde al politopo {4,3,3}. Pcro esto es vilido para cualquier seleccidn
de dos {3,3,4) de entre los tres descritos arriba, pues basta con multiplicar
2D;e4" /3 y 2D,e*“"/* por e“™/3, para obtener

2D euﬂ/3 . eu.n/3 =9D eZux/BZD eﬂu—x/a , elm/s - 2D2
2 2 2

y como |e“*/3| = 1, la distancia se preserva; por lo tanto, 2D,2¢"*/? y 2D,
son imagenes isométricas de 2D,e"/3 y 2D,e24™/3, respectivamente.
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Figura 3.7: Tres {3,3,4} isométricos entre si.

Si recordamos que el grupo 27 esté generado por { €2**/3,1) veremos que
en realidad los vértices de los tres {3,3,4) son los puntos de 27, donde 2D,
es un subgrupo normal de indice tres, por lo que cada clase lateral de 27 /2D,
corresponde a un {3,3,4} y la unidn de cualesquiera dos clases laterales de
27 /2D, induce un {4,3,3}. De aqui concluimos que ¢l grupo 27 corresponde
a la unidn {3,3,4} U {4, 3,3} (figura 3.8).

El politopo {3, 4,3}

Cada arista de {3,3, 4) une los centros de dos cubos adyacentes de {4, 3, 3},
atravesando la cara comiin por e) centro. De manera que podemos formar con
lus ¢natro vértices de ese cuadrado comtin y los dos extremos de la arista,
un octaedro regular, ya que la distancia entre dos vértices del cuadrado es la
nisma que su distancia al centro del cubo (figura 3.9).

De esta forma, las 24 aristas de {3,3,4) generan 24 octaedros regulares
constituidos por todos los puntos del grupo 27, ya que los tres puntos que
forman wn tridngulo del octacdro son los puntos u € 2Dy, ue'" 3 y ye? 3
que, como vimos, se encuentran a una misma distancia. Este es el politopo
{3,4,3} (figura 3.10), conformado por 24 vértices, 8 del {3,3,4} y 16 del
{4,3,3}; U6 aristas, ya que ademds de las 32 del {4, 3,3}, por cada cubo se
obtuvieron 8 nuevas aristas; y 96 caras, 12 por cada uno de los 8 cubos.

Enlistamos sus elementos en la tabla siguiente.

Politopo {3,4,3}
Vértices | Aristas | Caras | Celdas
24 96 96 24
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Figura 3.8: {3,3,4} U {4,3,3}.

]
\

Figura 3.9: Octaedro regular obtenido a partir de {3,3,4} y {4,3,3}.
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&

Figura 3.10: Politopo {3,4, 3}.

Asi obtenemos a] segundo vesultado sobre grupos finitos de cuaterniones
y politopos regulares tetradimensionales:

El grupo de cucterniones 27 induce el politopo de cuatro dimensiones
{3,4,3)}. Este politopo es la unién de un {3,3,4} y un {4,3,3}.
La figura 3.11 mucstra otra representacién grafica del politopo {3,4,3}.

Figura 3.11: Politopo {3,4,3}.
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Como este politopo fue formado a partir de tres {3,3,4}, podemos estable-
cer las siguientes relaciones: los vértices de dos {3, 3,4} generan un {4, 3,3},
analogamente, los vértices de tres {3,3,4} forman un {3, 4, 3}, relacionan-
do antbas expresiones llegamos a qne los vértices de dos {3,3,4} se pueden
agrupar conforme a tres {4,3,3}.

Algo interesante en la distribucion de estos politopos, es que, a diferencia
del caso tridimensional, en $% si cs posible acomodar dos {4, 3,3} de manera
que los vértices en la interseccién correspondan a un {3,3,4}; mientras que
los vertices de la unidn disjumta conformen otro {4, 3,3}. En la figura 3.12
los dos (4,3,3) se representan mediante H; y Hy. Su interseccién, {3, 3,4}
estd representada por una linea, mientras que Hy corresponde a la union
disjunta de H, y H, y representa el tercer {4,3,3).

Figura 3.12: Tres {4,3,3} con intersecciones del tipo {3,3,4}.

Consideremos ahora el sistema de subgrupos propios no triviales de 27,
del cual excluiremos al subgrupo 2C; (que xd)o identifica vértices antipodales,

Sea § un subgrupo de 27; este subgrupo determina n clases laterales,
donde n = [27 : G]. Cadn clase corresponde o nna civrta fignra (aqudlla
proveniente de G como grupo de cuaterniones); de manera que G produce un
entramado de n figuras iguales, inscritas en el politopo {3,4,3}. Sin embargo,
en general hay varios subgrupos Gy, G,, . ..Gy, isomorfos, como vimos en la
seecion 2.3, por lo que hay tantos enrramados como subgrupo- isomorfos
a G. Ahora bien, si el subgrupo G es normal, las clases laterales derechas
son iguales a las clases laterales izquierdas, de forma que el entramado es
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el mismo; pero si &l subgrupo G no es normal, contamos con una serie de
entramados a derecha y otra serie de entramados a izquierda.

En el caso de 27, encontramos los siguientes entramados inscritos en
{3)4)3}:

1) Cada subgrupo isomorfo a 1C3 genera un entramado de [27 : 15| = 8
tridngulos. Hay cuatro de estos entramados a derecha y otros cuatro a
izquierda.

2) Cada subgrupo isomorfo a 2C; genera un entramado de [27 : 2C,] =
6 cuadrados. Hay tres de estos entramados a derecha y otros tres a
izquierda.

3) Cada subgrupo isomorfo a 2C; gerera un entramado de |27 : 2C3] = 4
hexagonos. llay cuatro de estos entramados a derecha v ofros cuabro a
izquierda.

4) El subgrupo isomorfo a 2D, gevera un entramado de [27 : 2D,) = 3
politopos {3,3,4}. Hay s6lo uno de estos eutramados. ya que el sub-
grupo es normal.

3.4. El grupo 20

Recordemos que el grupo 27 es un subgrupo normal de 20, de orden dos;
de nnera que la cowbinacion de las dos clases laternles de 20/27 correspon-
de a dos {3,4,3} mutuamente duales. Esto proviene de que {3, 4,3} es auto-
dual, por lo que al tomar el producto 27 -¢'™/3 obtenemos una copia isomnétrica
y dual de 27. Asi pues, 20 induce un arreglo de dos {3, 4,3} mutuamente
dunales. Veamos con mas detalle las figuras ipscritas correspondientes a este
grupo.

Sabemos que cada subgrupo § < 20 generard m entramados de [20 :
G] = n limuras asociadas con G, donde m es el niimero de subgrupos isomorfos
& G. Por lo tanto, como se hizo con el grupo 27, enlistaremos los entramados
inscritos en 20, con base en sus subgrupos propios no triviales.

1) Cada subgrupo isomorfo a 2C; genera un entramado de [20 : 2C,] = 12
cuadrados. Hay nueve de estos entramados a derecha y otros rueve a
izquierda.
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?)

3)

Cada subgrupo isomorfo a 1C; genera un entramado de [20 : 1C;) = 16
triingulos. Hay ¢natro de estos entramardos a derechia v ofros ematro a
izquierda.

Cada subgrupo isomorfo a 2C3 genera un entramado de [20 : 2C3] = 8
hexagonos. Hay cuasro de estos entramados a derecha y otros cuatro a
izquierda.

4) Cada subgrupo isomorfo a 2C4 genera un entramado de (20 : 2C4) =

6 octdgonos. Hay tres de estos entramados a derecha y otros tres a
izquierda.

5) Cada subgrupo isomorfo a 2D, genera un entramado de [20 : 2D,] =6

7)

3.5.

politopos del tipo {3,3,4}. Hay sélo cuatro de estos entramados ya que
el subgrupo es normal.

Debido a que dos {3,3,4} pueden inducir un {4,3,3}, como se vio
anteriormente. se signe que también contamos ron enaken entramacos

de 3 politopos {4, 3,3}.

Cada subgrupo isomorfo a 2D; genera un entramado de (20 : 2D3) = 4
figiras {6} {6}. Hay cuatro de estos entramados a derecha y otros cuatro
a izquierda.

Cada subgrupo isomorfo a 2D, genera un entramado de [20 : 2D,| = 3
fignras {8}{8}. Hay tres de estos entramados a derecha y otros tres a
izquierda,

El subgrupo isomorfo & 27 genera un entramado de [20 : 27| = 2 poli-
topos {3,4, 3}. Hay sélo uno de estos entramados, ya que el subgrupo
es normal.

El grupo 27

Recordemos que el grupo 27 se obtuvo a partir del grupo Z de rotaciones
del dodecaedro duplicando el nimero de elementos. Asimismo, conscguimos
como generadores a los cuaterniones w = (i + j7 + kr71)/2 y €2**/3 donde
u=(i+35+k)/V3

Para [acililar el andhsis de la distribucién de los 120 puntos de 2Z, hijemos
la atencién en lo que sucede respecto de un solo punto, el cuaternién e = 1,
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al intersectar el politopo correspondiente a 27, con espacios tridimensionales
a partir del punto e. Para estas intersccciones, usaremos ¢l térniino n-ésima
seceidn de (3,3,5}, y las denotaremos por ny. El subindice indica que el
priwer espacio tridimensional intersecta al politopo en un solo punto (el
cuaternjén e¢ = 1); a diferencia de las secciones que se obtienen cuando la
primera inferseceion es una arista, una cara o una celda poliédrica, en tales
casos los subindices son 1, 2 y 3, respectivamente.

En esta seccidn denotaremos al cuaternidn 1 por ¢ para evitar confusiones
entre 1 como cuaternion y 1 como cantidad escalar.

El politopo {3,3,5}
Las secciones 15 y 7g

En el grupo Z < S0O(3) encontramos 12 rotaciones 5-periédicas, de 4ngulo
27 /5. Estas rotaciones proporcionan 24 cuaterniones de orden cinco; de los
cuales, 12 se encuentran a una distancia de e igual a 7~ !, Estos 12 puntos son
los mds cercanos & e, de manera que los agruparemos en la primera seccion
1y de {3, 3,5}. Sus coordenadas son:

. 1o _
rjEr Ik rxitr [t ik
2 2 2

Ohservamos yue la minima distancia entre dos de ellos también es 771;

por ejemnplo para los cuaterniones (t+5+77k)/2y (r+5-7"1k)/2 tepemos:
T4 T4y -1k _
2 2 T

De hecho, para cada punto de 15 podemos encontrar 5 puntos justo & esta
distancia, ademds del mismo e; de manera que los 12 puntos corresponden
a los vértices de un icosaedro regular de arista 77!, que asociamos con 1p
(Ggura 3.13).

En este icosaedro la longitud de las aristas es igual a la distancia de un
vértice hacia el centro. Por esta razén, podemos considerar el icosaedro como
la unién de 20 tetracdros regularcs de arista 771,

También con respecto de —e enconlramos una seccién isométrica a 1.
Veremos que es la séptima, por lo que la denotaremos 7,. Salvo por el punto
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Figura 3.13: La scecidn 14 corresponde a los vértices de un icosaedro.

—e, considerado como una scecidn, 7y os la seccion mis lejana de e, Los
puntos de 7, son del tipo —g, donde g € 1.

Las gecciones 2; y 6

Sennimos con las rotacioncs de orden 3. cs decir. con dngulo 277/3. Estas 20
rotaciones proveen 20 puntos cuya distancia a € es igual a 1, y como se trata
de cuaternjones unitarios, notamos que equidistan tanto del centro 0 como
del punto e. La minima distancia entre ellos también cs 77!, de manera que
corresponden a los vértices de un dodecaedro regnlar gne denotamos 2, se
trata de la sequnda scccidn de {3,3,5). La expresién de estos 20 cuaterniones
es la siguiente:

2
Hir"j;krk EE e E Y lj;r"ii_rz‘ 1+itj+k
! 2 = 2 2 . .

Mediante un sencillo cdlculo comprobamos que la miniua distancia entre
un punto de 2o y uno de 1g es 77}, por ejemplo para (7 + j +77'k)/2 € 14
y(l+17+7k)[2€ 2

e A B I
2 2

~—1
= 7 .

De hecho, hay tres puntos de 1o a esta distancia; por lo que podemos
construir un tetraedro regular por cada punto de 2y, al unirlo con los tres
puntos mids cercanos de 1y (fignra 3.14).

De este modo, obtenemos otros 20 Letracdros. Sin embargo, ademas de es-
tos 20, tenemos otros 30 tetraedros regulares, que resultan de unir los vértices
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Figura 3.14: La seccién 2, corresponde a los vértices de un dodecaedro.

de 2, cntre si (figura 3.15), ya que para ¢,» € 2, d(p,q) = 7~*. Llevamos
hasta el momento, 70 tetraedros regulares.

Figura 3.15: Las aristas del dodecaedro 2, forman 30 tetraedros.

De nuevo contanos con una situacién andloga para el cuaternio —e. La
seccidn correspondiente es 69 = {—G : g € 25).

Las secciones 35 y 5

Atn quedan otras 12 rotaciones de orden cinco, esta vez por un dngulo
47/5, que proporcionan 12 puntos a una distancia v7-2+1 de e. Estos
puntos corresponden a los ‘cuadrados’ de los vértices de 14, de manera que
coinciden con los vértices de un icosaedro. Se trata de la tercera seccidn de
{3,3,5}, cuyos puntos son:

30
ritrytk [l ity [ 7 Likrk
2 2 2
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Al unir cada vértice de 3o con el respectivo vértice de 1g y los 5 vértices
de 2y mis cercanos, obtenemos otros b tetraedros por cada punto de 3, es
decir, tenemos GO tetracdros mis (figura 3.16), con lo gue legamos a 130
hasta ahora.

Figura 3.16: La seccién, 3, determina 60 tetraedros.

Respecto de —e la seccidn corvespondiente a 3y es 55 = {—g : q € 3¢}

La seccién 4

Por 1ltimo, las 15 rotaciones por un dngulo 7 determinan los 30 puntos
de la cuaria seccion 44 que son los siguientes:

4 .
dr Uk jErk [ didrjrr k| Lritr Lk
2

2 | 2 -

+i

+j, +k

En esta ocasién conservamos los 30 puntos, y no s6lo la mitad; va que
ahora todos ellos son equidistantes tanto de e, como de —e. Cada punto
de 40 se puede relacionar con una arista de 29, por lo que los 30 puntos
corresponden a los vértices de un icosidodecaedro (figura 3.17).

Cada uno dc sus vértices genera 2 {etraedros al asociarse a los puntas de
3, mis cercanos (figura 3.18). Conuo sus distancias a 2 y 3¢ son 77!, se trata
de tetraedros regulares, con lo que anexamos 60 tetraedros miés a la lists, y
sumamos 190 por ahora (figura 3.19).
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Figura 3.18: Cada punto genera dos tetraedros.

Vimos que los puntos de 45 correspanden a los vértices de un icosidode-
cacdro. Si ahora los unimos (figura 3.20), dado quc Ja mimima distancia cn-
tre cllos ex nuevamente 77!, obtenemos otros 60 tetraedros regulares, cuyos
vértives sou: uno de 24, uno de 3g y los dos de 49 que fueron unidos; de esta
forma legamos a 250 tckraedros (Rgura 3.21).

Con este procedimiento nos quedan “huecos”, donde podemos formar
otros 20 tetraedros cou un vénice en la seccidn 25 v los tres restantes en la
seecion 4q (figura 3.22)

Hasta este momento llevamos 270 tetraedros, recordemos que respecto
de)] enaternion —e sucede lo mismo que para e, por lo que el grupo 27 nos ha
proveido 540 tetraedros. Los 60 restantes los encontramos “en medio” de esta
configuracion, en el sentido siguiente: cada tetraedro (de estos 60) tendra un
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Figura 3.19: 60 tetraedros a partir de 4q.

Figura 3.20: 60 tetraedros al unir los puntos de 4.

vértice en el icosaedro 3g, un vértice en el icosaedro 55 v dos vértices en el
icosidodecaedro 44 (figura 3.23).

En total, los 120 puntos provenientes de 27 son e = 1, —e = —1 y los
siguientes:
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Figura 3.22: 20 tefraedros cou un vértice en 2.

Loy 7o 20y60 | 30y50 4
(24 pts) (40 pts) (24 pts) (30 pts)

TrEjEr k| L7 GErk | Er TETj £k

tr L LTk
L 2 2 2 2
trtitr | H1E kTR | e Tkt | ity

2 2 2 2
drirlitk | Flx7 k) | Erltixrhk [drikrTjEk
2 25 Bk e p— 2

—’23—“ 44, 24, +k

Estos 120 puntos de 27 generan 600 tetraedros, dispuestos de manera que
cada punto pertenece a 20 de ellos, como en el caso de e respecto de 15. De

esta forma, las celdas son tetraedros regulares y para cada punto la figura
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Figura 3.23: 60 tetraedros entre 3; y 5o

verticial es un dodecaedro, por lo tanto, tenemos ¢l siguiente resultado:

El grupo de cuaterniones 2Z induce el politopo de cualro dimensiones
{3,3,5}.

Enlistamos a continuacion los elementos que conforman este politopo:

Politopo {3,3,5}
Vértices | Aristas | Caras | Celdas
120 720 1200 600

De manera similar al grupo 20, cada subgrupo G < 27 genera m entra-
mados de [2Z : G] = n figuras asociadas con G, donde m cs el nimero de
subgrupos isomorfos a G. Por lo tanto, tenemos que el sistema de subgru-
pos propios no triviales de 27, induce los sjguientes entramados inscritos en
{3,3,5)*

1) Cada subgrupo isomorfo a 2C; genera un entramado de [2Z : 2C,] = 30
cuadrados. Hay quince de estos entramados a derecha y otros quince a
izquierda.

2) Cada subgrupo isomorfo a 1C; gerera un entramado de [27 : 1C5] =
40 tridngulos. Hay diez de estos entramados a derecha y otros diez a
izquierda.

“Dado que Ay == I es simple, en 27 s6lo encontramos el subgrupo normal 2€;. Salvo por
este subgrupo, cada serie de entramados derivados de un subgrupo se presenta a derechs
y a izquierda.
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3) Cada subgrupo isomorfo a 2C; genera un entramado de [2Z : 2C;] =
20 hexdgonos. Hay diez de estos cntramados a derecha vy otros diez a
izquierda.

4) Cads subgrupo isomorfo a 1Cg genera un entramado de (2Z : 1G] =
24 pentdgonos. Hay seis de estos entramados a derecha y otros seis a
izquierda.

5) Cada subgrupo isomorfo a 2C; genera un entramado de [2T : 2Cg] =
12 decdgonos. Hay scis de estos entramados a derecha y otros seis a
izquierda.

6) Cada subgrupo isomorfo a 2D; genera un entramado de [27 : 2D,] = 15
politopos del tipo {3, 3,4}. Hay cinco de estos entramados a derecha y
otros cinco a izquierda.

7) Cada subgrupo isomorfo a 2D, genera un entramado de (27 : 2D3) = 10
figmas {6}{6). Hay diez de estos entramados a derecha y otros diez a
izquierda.

8) Cada subgrupo isomorfo a 2Dy genera un entramado de {2 : 2Ds) = 6
fignras {10}{10}. Hay seis de estos entramados a derecha y otros seis
a izquierda.

9) Cada subgrupo isomorfo a 27 gevera un entramado de [27 : 27| =5
politopos del tipo {3,4,3}. Hay cinco de estos entramados & derecha y
otros cinco a izquierda,

Los politopos {5,3,3} y {3,3,3}

Hasta aqui liemor agatado todos las subariupos finitos de enateniiones:
de manera que no hay grupos finitos asociados para ¢l dual geométrico del
politopo {3, 3,5}, ni para el politopo {3, 3,3}.

Ademds. dado que el politopo {5,3,3} (dual de {3,3,5}) tiene tantos
vérbices conto celdas Licue {3, 3,5}, y &slas sou 600, Leudrinos que, cn SO(3)
deberfa haber un grupo finito de orden 300, lo cual es falso.

Por lo que toca al politopo {3, 3, 3}. romo ésfe cienta con cinca vértices. o)
grupo de cuaterniones asuciado deberia teuer orden 5, pero los unicaos grupos
de cuaterniones de orden impar son del tipo 1C, con n impar; e decir, deberia
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tratarse de 1Cs; pero ya vimws que este grupo genera un pentdgono, por lo
que no hay un grupo asociado al politopo {3, 3, 3}.

De cusalquier forma, podemos valernos del trabajo previo para dar las
coortenadas de los vértices del politopo {5, 3,3} por ejemplo.

El politopo {5,3,3)
Debido s ls regularidad de {3,3,5}, el comportamiento de {5, 3,3) es el

mismo en cada 1o de sus vértices, por o que basta con ver qué sncede en
tornoa e = 1.

Hemos visto que los 12 puntos de la seccién 1g de {3,3,5} generan veinte
tetraedros al unirlos al punto e. Si tomamos ahora los baricentros de estos
letraedros, la figura resullante sera un dodecaedro. Como en el caso del
politopo {4, 3,3}, tomaremos miiltiplos de fos baricentros de las celdas de
{3,3,5}, de manera que tengan norma unitaria. De esta {orma, para los
primeros 20 tetraedros de Ia seccin 1o de {3,3,5}, obtenemos 20 puntos en
53 A este conjunto de 20 puntos, lo denotaremos 13, ya que se trata de la
primera seccion del politopo {5,3,3} a partiv de vna celda (figura 3.24).

Figura 3.24: Seccion 13 de {5,3,3}.

Estos 20 vértices forman un dodecaedro, pues los tetraedros de los que
provienen son todos ellos adyacentes. A diferencia de los 20 tetraedros que
tienen tres de sus vérlices en la seciidn 1o y el cuarlo en la seccidn 2 de
{3,3,5) (figura 3.14). que no son adyacentes entre si. Sus bariceniros nos
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proveen otrox 20 pintos al tomar maltiplos de ellos en §3; ésta ey la segunda
sceerdn de {5,3,3), es decir, 23, (figura 3.25).

Fignra 3.25: Seccidn 24 de {5,3,3}.

Con estas dos secciones, podemos apreciar que las celdas son dodecaedros,
y que las figuras verticiales son tetraedros (figura 3.26), va que {5,3,3) es el
politopo dual de {3, 3, 5}.

Figura 3.26: Celds {5,3} y figura verticial {3,3}.

Procediendn d mumera anidloga, a partir de los baricentros de las celdas
de {3,3,5} conseguimos las secciones 34,43, . .., 163. Cada seccion es la inker-
seccion del politopo con un espacio tridimensional. En este caso, tomaremos
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espacios a lo largo del eje real, de tal suerte que la parte real de los cuater-
niones seré constante en cada seccidn.

En la siguiente tabla se describen las 15 secciones con sus respectivos
puntos. Para facilitar Ja lectura de los cuaterniones de cada scecion, sc han
expresado como miiltiplos de los correspondientes unitarios, multiplicados
por un factor 2v/2. En todas los casos es necesario efectuar permutaciones
ciclicas de los cocficientes de (2, 29, z3), para obtener la totalidad de puntos.

~ Secciones de {5,3,3} _
Seccion | g (z1, Z2, 73) Numero Forma
o de puntos
1; 7 (£1,0,+£17%) 20 Dodecaedro
(£ £ 77
23 V5 (£7,0, 771 20 |  Dodecaedro
(1,41, +1)
3; 2 (277}, x1,+7) 30 Icosidodecaedro
) (£2,0,0) (Pequetio)
| (7. £7,£77%)
44 T (:t\/g, +771,0) 60 ---
(£1, 4771 +2)
(£V5,£1,£1)
5, 1 (£7%,+772,0) 60 ]
(£7,+2,£771)
Gl T =
63 71 (%7, +V5,0) 60 Rombicosidodecaedro
(£1,£2,+7) (Gran icosidodecaedro)
3 T | (&7, £7,£7) 20 Dodecaedro
(£1,472,0)
(£2, £2,0)
83 0 (5,7, +771) 60 ---
(1, 2772, £72)
| 9 —772 (como 73) 20 (como 73)
15, | —7* (como 13) 20 (como 13)

A TESIS SAL
Eg; LA BIBI.!@"E’.‘E.@-‘?
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Dado que {5,3,3)} es el dual geométrico de {3,3,5}. el nimero de ele-
mentos de {5,3,3}, dado quc es el dual geométrico de {3, 3, 5), lo obtenemos

dualidad, conociamos ya el mimero de elementos de {5,3,3}, dado en la
siguiente tabla:

Politopo {5,3,3} l
Vértices | Aristas | Caras | Celdas |
600 1200 | 720 | 120 |
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