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Introducción 

Los llamados sólidos platónicos han sido causa de estudio desde tiempos 
remotos. No es difícil entender que se les haya considerado parte fundamental 
de la estructura del Universo, dada su belleza. En parte, ésta se debe a que 
presentan un gran número de simetrías. 

Al estudiar espacios de dimensiones mayores a tres, surge la inquietud 
acerca de la existencia de figuras equivalentes a estos poliedros regulares, pero 
ahora de varias dimensione:;; a esta.~ figura.'; tie les llama politopos regulares. 
En el caso del plano, equivalen a los polígonos regulares. Para espacios de 
dimensión mayor o igual a cinco, se ha conseguido clasificar a los politopos 
regulares agrupándolos en tres tipos distintos de figuras. Así pues, el caso 
interesante es el de los politopas regulares en cuatro dimensiones, dado que 
hay una mayor variedad al encontrar que existen seis de ellos. 

Estc trabajo pretende estudiar la relación entrc los grupos finitos de rota­
ciones tridimensionales, y los politopos regulares de cuatro dimensiones. Esto, 
por medio de la conocida relación entre 80(3), como grupo de rotaciones de 
R3, y el espacio proyectivo real de tres dimensiones RP3. Dado que la es­
fera unitaria 8 3 es un recubrimiento doble de este espacio proyectivo, resulta 
natural plantearse la preguuta ¿qué figuras determinan los pl1utOti eu 8 3 , co­
rrespondientes a las rotaciones de un grupo finito? Veremos que para grupos 
pequeños como el diédrico de cuatro elementos, se obtienen figuras relativa­
mente sencillas; mientras que para grupos más grande:;: como el grupo de 
rotaciones del icosaedro, resultan figuras mucho más complejas. 

Para abordar este análisis, el presente trabajo está dividido en tres partes 
principales. En el primer capítulo se realiza un estudio detallado de los gru­
pos finitos de rotaciones y sus subgrupos, con la finalidad de obtener la 
caracterización de todos ellos. En el segundo capítulo se establecen ciertas 
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propiedades del anillo de cuaterniones y se obtiene una relación que asocia 
a cada rotación tridimensional , un par de cuaterniones unitarios; de manera 
que con la caracterización de los subgrupos finitos de SO(3) se obtiene una 
lista correspondiente de subgrupos fiuitos de cuat.erniones . En el capítulo 3, 
se empiezan a analizar las configuraciones de ptUltos resultanLcs para cada 
subgrupo finito de cuaterniones; de esta manera, obtenemos cuatro de los 
seis politopos regulares en cuatro dimensiones. 

Cabe mencionar que la lista no es exhaustiva, en cuanto que no hay 
subgrupos finitos de SO(3) para dos politopos regulares. Esto se debe a la 
cantidad de vértices que tienen: uno de ellos (el 4-simplejo) cuenta con sólo 
5 vértices, mientras que los grupos finitos de cuaterniones tienen, en general, 
un número par de elementos, como se verá en el texto; el otro politopo cuenta 
COIl 600 vértices, lo cual rebasa el orden de los subgrupo~ de cuaterniones con 
que se podría asociar. De cualquier forma, se han añadido los vértices de este 
último politopo, obtenidos a partir del dual geométrico. 

Figura 1: Figura {1O}{1O} asociada al grupo 2Vs. 



Parte 1 

N ociones generales 
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Grupos de matrices 

A continuación veremos algunos de los más importantes grupos de ma­
trices y fij aremos la notación que se usará en los siguientes capít ulos. 

Las transformaciones lineales de un espacio vectorial lRn se pueden re­
presentar mediante el anillo de matrices cuadradas de n x n con entradas 
reales; este anillo lo denotamos con Mnxn (lR) . Las transformaciones inver­
tibIes corresponden a matrices regulares (invertibles); éstas forman el grupo 
general lineal GL(n, R) = {A E Mnxn(lR) : det(A) # O}. Contenido en 
este grupo encontramos al subgrupo de las matrices ortogonales, el grupo 
ortogonal O(n , lR) = {A E Mnxn(lR) : A t = A - 1

} ; notemos que sus elementos 
son matrices que cumplen la propiedad de tener determinante igual a ± 1. Este 
gTUpO a :;u vez contiene, como :;ubgrupo norma.l de índice do:;, al :;ubgrupo de 
las matrices de determinante igual a +1 , el grupo ortogonal especial SO(n, R). 
Éste es precisamente el grupo de todas las rotaciones de lRn en torno al origen. 

Cualluo :;1' trata ue lIJatrice:; COll elltrad a.~ realeti , la lIotaciólI tie sÍluplitica 
escribiendo O(n) y SO(n) ; es decir, se omite el campo. 

Nos enfocaremos principalmente al estudio del grupo SO(n) para el caso 
en que n = 3; esto es, analizaremos el efecto de las transformaciones orto­
gonales directas l del espacio tridimensional. Estas transformaciones son las 
rotaciones que fij an el origen. 

Notemos que cada rotá('ión en lR3 , por 1111 lÍ.ngulo (), deja invariante una 
línea por el origen - a saber, el eje de rolación- , mientras que los puntos 
en cualquier plano ortogonal al eje giran una distancia angular igual a (J, 

permaneciendo en el mismo plano. Esto muestra que todos estos planos son 
conjuntos invariantes bajo la rot.ación (figura 2). 

lUna trans!onu ación es directa cuando prescrva orientación; Cll este caso, la matriz {'O­

rrespondiente tiene determinante positivo. En caso contrario, se dice que la transformación 
es opuesta. 
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Figura 2: Planos invariantes bajo la rotación . 

Cada rotación está determinada por un vector de dirección e E R3 (que 
podemos suponer unitario) y un ángulo O; es decir, cada rotación p E 80(3) 
puede ser identificada eOIl la pa.reja (e, O), o bien (-e , -B) , donde e E 8 2 y 
(j E [- 11' ,11']. Es fácil ver que estas rotaciones se pueden estudiar por su efecto 
en cualquier esfera con centro en el origen, ra2ón por la cual seleccionamos 
indistintamente para este propósit.o una esfera S2, o alguna figura inscrita en 
ella (figura 3). Es decir, estudiaremos la acción de 80(3) sobre 8 2. 

Figura 3: Efecto de UIla rotación. 



Capítulo 1 

Grupos finitos de rotaciones 

Centraremos ahora nuestra alcndóu en los subgrupos fillit()lj tic 80(3), y 
daremos Hila. dcs<:ripóón de todos ellos por medio de eiertll,<; figuras geomé­
tricas que quedan invarirmtcs bajo la acción de estos grupos. 

1.1. El grupo cíclico en 
Empcccmo:; el est.ud io con una pirámide cuya base' c:; un políp;ono rcp;u­

lar de n liUlos¡ al polígono 10 denot,aremos por {n}. EsI.1'lo figura presenta e1 
grupo de rotaciones más simple. Las únicas rotaciones que dejan invariante 
la pirámide son aquéllas que llevan un vértice de la base en cualql1icr otro, 
df'ja udo fij o e l lipiee. Cll\rI\lllPnlf' p>:ile ('s el gru po gelLf'ntdo por 111 rotadón 
que tiene como eje la altun.l de la pirámide, llamado eje principal, y con un 
ánr,ulo de 2rr/n. Al eje principal 1e podemos asociar el número n y decimos 
tl!;í que &: t rf\ttl de UII eje de pe1íodu n o bien un eje n -pefiódico, De esta for· 
ma conseguimos un grupo cíclico de orden n, {p, p'J, ¡;, .. _, p" = pO] (figura 
1.1), el cual denotamos por en_ Notemos que al estar generado por un solo 
elemento, este grupo es, de manera abstracta, isomorfo a Zn_ 

Para establecer los generadores de cada grupo, notemos primero que basta 
expresa.r el grupo de rotAciones de ulla figum eH ¡>Rrticular, ya que dos figu­
ras congruentes se pueden Uevar una. en la. otra mediante transformaciones 
rí.e;idas, entre las qne enc.ontramos precisamente las rota.doncs_ En vista de 10 
anterior, si p E 80(3) es u lla rota.dém con 1111 Ángulo 21r In, podemos tomarla 
como generador de en independientemente del eje de rolación, pues el grupo 
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CAPÍTULO 1. GRUPOS FINITOS DE ROTACIONES 

n 

n 

Figura 1. L Grupo de rotaciones de una pirámide. 

consiste sólo de potencias de p ; por ejemplo, la rotación p 

cumple lo establecido, por lo que podemos escribir: 

Cn = ( (el, 21T In )) 

8 

(1.1) 

En este caso es fácil determinar los subgrupos de este grupo, ya que todos 
ellos son cíclicos, así que es suficiente con calcular los divisores de n para 
encontrar los subgrupos de Cn. Si m divide a n, entonces Cm ::; Cn, con índice 
igual a n/mi este cociente lo denotaremos por [Cn : Cm] . Éstos son todos 
los subgrupos de Cn. Geométricamente podemos tener una representación de 
esta situación simplemente trazando una pirámide de base {m} inscrita en 
la pirámide de base {n} (figura 1.2). 

1.2. El grupo diédrico V n 

Otras figuras interesantes son los prismas, los cuales también pueden tener 
como base cualquier polígono {n} . Tomemos pues un prisma n-agonal. Si 
ahora construimos una pirámide, con la misma base y la misma altura, ésta 
quedará inscrita en el prisma. Vemos que cada una de las rotaciones de esta 
pirámide también deja invariante al prisma. Esto significa que el grupo dc 
rotaciones del prisma tendrá como subgrupo a en. O bien, dicho de otra 
forma, el prisma n-agonal cuenta con un eje n-periódico (figura 1.3). 

lAquí el = (1, O, O), Y análogamente ~ = (0,1 , O) ye3 = (O, O, 1). 
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Figura 1.2: Subgrupo Cm en Cn . 

Figura 1.3: Subgrupo en de V n . 

Además de estas rotaciones, contamos con otras que intercambian las 
dos caras n-agonales. Para determina.r sus ejes, tomemos la intersección del 
prisma con un plano n, paralelo a la base y que pase por el centro del 
prisma, y llamemos P a esta intersección. Si ahora trazamos un polígono 
{2n}, digamos P', circunscrito a P , cada una de las diagonales de P' es 
un eje secundario del prisma (figura 1.4). Las rotaciones en torno a estos 
ejes secundarios, tienen por ángulo 11" , por lo cual son rotaciones de orden 
2; decimos que los n ejes secundarios son 2-periódieos. Llamaremos a una 
rotación de orden 2 un medio giro. 

Hay que notar que un medio giro, con su eje contenido en n, actúa sobre 
n igual que una reflexión de n en dicho eje. En particular, el polígono P 
queda invariante bajo cualquier rotación del prisma. Así pues, otra manera 
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Figura 1.4: Dn como grupo de ü:iometrÍa::; de un polígono P = {n}. 

de obtener este grupo es analizando todas las simetrías de un polígono regular 
{n}, incluidas las posibles reflexiones en líneas del plano de {n} . 

El número de vértices en el prisma es 2n y COlllO Ull vértice puede a.lcanzar 
la posición de cualquier otro, mediante una rotación p E Cn o bien p¡;" donde 
¡;, es un medio giro, vemos que el grupo de rotaciones de un prisma tiene, 
cuando menos, 2n elemento~. Má::; aún, e~ta::; rotaciones :;on toda::;. Notemos 
que cualquier rotación, distinta de la identidad, permuta todos los vértices. 
De aquÍ que baste conocer la ubicación de un vértice en particular, para 
tletenllillar la ubicacióll de todo:; lo:; delllá::i. A:sÍ ¡me:;, cada rotacióll queda 
asociada al lugar ocupado por un vértice, que haya sido determinado de ante­
mano, después de efectuada la rotación. Por 10 tanto, el grupo de rotaciones 
de un prisma tiene 2n elementos. A este grupo se le llama dih17ú:o dr. onlr~'1I 

2n y se denota por Dn. Proporcionamos para este grupo dos generadores 

(1.2) 

De aquÍ resulta claro que Cn ::; Dn , como se afirmó líneas arriba. Hay que 
notar que sólo en el caso de n = 1 el grupo DI es isomorfo a C2 , ya que ambos 
cuentan con dos elementos únicamente. 

Para analizar el sistema de subgrupos de Dn seguiremos un razonamien­
to similar al utilizado para Cn' Si m es un entero positivo que divide a n, 
fácilmente notamos que Dm ::; Dn, lo cual se puede visualizar trazando un 
prisma m-agonal inscrito al prisma original. De manera que los subgrupos 
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de V n son Cm y V m donde mln y el índice está dado, nuevamente, por el 
cociente [Vn : V m ] = 2n/2m, así como [Vn : Cm] = 2n/m. 

1.3. Los grupos poliédricos 

Además de los grupos cíclicos y diédricos, contamos con los llamados 
grupos poliédricos. Para estudiarlos analizaremos figuras más complejas, los 
poliedros regulares, y veremos que en estos casos los grupos de rotaciones 
están relacionados con gTUpOS simétricos de n elementos, que denotamos por 
8n . 

Definimos un poliedro como un conjunto convexo de polígonos planos tal 
que todas las aristas de eada polígono pertenecen también a otro polígono, 
y con la condición de que los polígonos que rodean cada vértice formen un 
circuito cerrad02 . Para definir un poliedro regular pediremos además que 
carla cara (es decir carla polígono) sea regular y que cada fi9um /Je7ticial sea 
regular (llamaremos figura verticial al polígono resultante de unir los puntos 
medios de las aristas que inciden en cada vértice.) Un ejemplo claro de esto 
es un cubo, cuyas caras son euadnlrlos y sus fig·uras verticia!es son t.riángulos 
equiláteros. Esto nos lleva a considerar lo siguiente: en cada vértice deben 
encontrarse por lo menos 3 caras, así que si ·denotamos por q este número, 
tenemos q 2: 3. Análogamente, para cualquier polígono regular, el número 
de lados debe ser mayor o igual a 3; sea p este número, entonces p 2: 3. Si 
además observamos que la suma de los q án¡!;ulos interiores de las caras que 
concurren en cada uno de lo::; vért ice::; debe ser menor que 27r, llegamos a la 
siguiente expresión: 

q ( 1 - n 7r < 27r; 

es decir, (q - 2)(P - 2) < 4. Los únicos valores posibles para estos números 
son 3, 4 y 5. El símbolo de S chliifii indica la forma de las caras y de las 
figuras verticiale::; llletliante la pareja {p, q}3 , donde p es el nÚlllero tle latlos 
del polígono regular, mientras que q indica el número de aristas incidentes en 
cada vértice o, lo que es lo mismo, el número de lados de la figura verticial. 

2 [Cox2] 
3Posteriorlllente el símbolo de Sehliifii se extcl1d~ní para poJitopos eu cuatro dimeu­

siones, tomando la forma {p, q, r}. 
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Las cinco parejas {p, q} correspondientes a los poliedros regulares en R3 , 

están detallados en la siguiente tabla. 

TABLA I 
Nombre Símbolo de Schliifli Caras Fig. vertidal 
Tetraedro {3,3} {3} {3} 
Octaedro {3,4} {3} {4} 

Cubo {4,3} {4} {3} 
Icosaedro {3,5} {3} {5} 

Dodecaedro {5,3} {5} {3} 

Un aspecto importante es el de la dualidad entre las parejas {p,q} y 
{q,p}. Estos poliedros pueden obtenerse uno a partir del otro uniendo los 
ptUltos medios de las caras adyacentes (figura 1.5). Se dice así que son duales 
uno del otro. Tenemos pues que el tetraedro es su propio dual (auto-dual), 
mientras que el cubo es dual del octaedro, así como el dodecaedro lo es del 
icosaedro. Esto juega Hn papel relevante en la determinación de los grupos 
de rotaciones, ya que una transformación que deje invariante a un poliedro 
dejará fijo también a su dual; es decir , los poliedros duales tienen el mismo 
grupo de rotaciones. 

Figura 1.5: El cubo y el octaedro son duales uno del otro. 

De lo anterior, deducimos que sólo hay tres grupos para estos cinco 
poliedros; a saber, el grupo tetraédrico, el grupo octaédrico y el grupo icosaédri-
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co, mismos que denotaremos por T, O e I respectivamente. Éstos son los tres 
grupos poliédricos ; analizaremos más detalladamente cada uno de ellos. 

El grupo tetraédrico T 

Para estudiar el grupo de rotaciones de un tetraedro T, en principio lo 
ubicaremos de manera que sus cuatro vértices sean los puntos Vo = (1,1,1), 
VI = (1,-1,-1), V2 = (-1,1,-1), V3 = (-1,-1,1) (figura 1.6). 

Figura 1.6: Los vértices vo, VI. V2 y V3 forman un tetraedro regular. 

Ahora bien, consideremos la línea que une un vértice Vi de T con el origen. 
Para este eje tenemos una rotación Pi por un ángulo 2rr /3 que fija el vértice 
Vi y permuta cíclicamente los tres restantes. Repitiendo esta rotación, obt.e­
nemos el subgrupo cíclico {l d, Pi, pn. Esto se cumple para cualquier elección 
de Vi, por lo que contamos hasta este momento con 8 rotaciones de orden 3, 
respecto a 4 ejes 3-periódicos (figura 1.7) . 

Aunado a esto, podemos intercambiar los vértices por pares: lo cual se 
logra mediante el medio giro cuyo eje une los puntos medios de aristas opues­
tas. Hay 3 de esta<; rotaciones, por ende, contamos con 3 ejes 2-periódicos 
(figura 1.8) . 

A estas 11 rotaciones añadimos la identidad y con esto conseguimos doce 
elementos del grupo T de rotaciones del tetraedro. 

Para ver que estas doce rotaciones son todas, notemos que las rotaciones 
de orden 3 corresponden a permutaciones del tipo (abe), mientras que los 
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3 

3 

Figura 1.7: Ejes 3-periódicos del tetraedro. 

Figura 1.8: Ejes 2-periódicos del tet.raedro. 



CAPíTULO 1. GRUPOS FINITOS DE ROTACIONES 15 

medios giros se asocian con productos de transposiciones del tipo (ab)(cd). 
Dado que éstas son todas las permutaciones pares de cuatro letras, tenemos 
que, de manera abstracta, T tiene un subgrupo isomorfo al grupo alternante 
A4' Sin embargo, una rotación del telTaedro no puede permutar dos vértices 
al tiempo que deja fijos los otros dos; por lo cual, no hay rotaciones en T 
que correspondan a transposiciones de cuatro elementos; así pues, T ~ A4' 
En virtud de este isomorfismo entre T y ~, podemos hallar un conjunto 
generador para T. Como A4 = ((abe) , (ab) (ed) ) (véase [Ar]), resulta que: 

(1.3) 

Para determinar los subgrupos de T , nos valemos de los ejes y sus períodos. 
Sabemos que hay 4 ejes 3-periódicos, por lo que tenemos 4 subgrupos distin­
tos, isomorfos a e3 ; cada uno asociado a alguno de estos ejes. Estos grupos 
corresponden a los subgrupos de A4 del tipo {(l), (abe), (acb)}, de los cuales 
hay cuatro. Podemos visualizarlos mediante cuatro triángulos distintos en el 
tetraedro T. Cada uno de los subgrupos C3 actúa tnwsitivitlllente4 sobre uno 
de estos triángulos (figura 1.9) . 

3 

Figura 1.9: Subgrupo C3 de T. 

Análogamente, contamos con 3 ejes 2-periódicos que inducen :3 subgrupos 
distintos, isomorfos a C2 ; igualmente relacionados con los 3 ejes respectivos. 
Estos grupos corresponden a los subgrupos de A4 del tipo {(l), (ab)(cd)} . 

4Se dice que un grupo G actúa transitivamenLe sobre un conjunto S si para cualesquiera 
dos puntos x, y E S, hay una transformación "'( en G que lleva uno en el otro, "'(x) = y. 
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Figura 1.10: Subgrupos C2 de T. 

Cada uno de estos subgrupos C2 actúa sobre un par de aristas opuestas (figura 
1.10). 

Por último, contamo~ COll un sólo subgrupo isomorfo a V 2 formado por 
la unión de los tres subgrupos isomorfos a C2 ; el subgrupo de A4 correspon­
diente es {(l) , (ab) (cd) , (ac) (bd) , (ad)(bc)} . Podemos asociar a este grupo el 
cuadrado formado por la intersección del tetraedro T con el plano z = O 
(figura 1.11) . El subgrupo de T isomorfo a V 2 actúa transitivamente en las 
aristas de este cuadrado. 

Es claro quc los índices de los subg;rupos sc obtienen mcdiante los co­
cientes respectivos [T : V2l = 3, [T : C3l = 4 Y [T : C2l = 6. En la siguiente 
tabla detallamos la lista completa de subgrupos de T. 

Subgrupos de T 
Subgrupo Cl C2 C3 V2 T 

Orden 1 2 3 4 12 
Indice 12 6 4 3 1 

Cantidad 1 3 4 1 1 

Éstos son todos los subgrupos de T , lo cual se puede probar utilizando 
que T y A4 son isomorfos, y analizando la estructura de A4. 
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2 

Figura 1.11: Subgrupo V 2 de T. 

El grupo octaédrico O 

Para estudiar el grupo octaédrico, consideremos un cubo colocado de for­
ma que sus vértices tengan las ocho combinaciones (±1, ±1, ±1). Retomando 
el tetraedro T utilizado en la seccióu anterior, denotaremos las (;uatro dia­
gonales por Do = vov~, DI = VIV~, D2 = V2V~, D3 = V3V~ (figura 1.12) . Es 
claro que cualquier rotación que deje invariante al cubo, llevará cada diagonal 
en alguna otra, dI' lllanera que se trata en realidad de lIua permutación de 
cuatro elementos (las diagonales). Por esto, es natural esperar que el grupo 
octaédrico tenga relación con el grupo simétrico 8 4 . 

Vealllos que, de hecho, cualquier perlllutación a E 84 induce una rotación 
que deja invariante al cubo. Tomemos dos diagonales Di y Dj. Estas diago­
nales unen las dos aristas opuestas ViVj Y v:Vj así pues, la rotación que tiene 
COlllO eje la línea que pasa por los puntos medios de estas aristas (figura 1.13) 
y con un ángulo de 1f, intercambia las dos diagonales Di y Dj , mientras que 
fija las otras dos; es decir , representa una transposición de dos de los cuatro 
elementos. Ahora bien, dado que toda permutación a E 8 4 es producto de 
transposiciones, y cada transposición induce una rotación del cubo, vemos 
que las permutaciones de 84 inducen rotaciones del cubo. De manera abs­
tracta, el grupo octaédrico, que denotan~mos por O, es isomorfo al grupo 
simétrico 84 . 
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Figura 1.12: Las cuatro diagonales Di del cubo. 

V 3 V' I 

\ 
\ 

V'
2 

\ 
\ v 

Figura l.13: Una transposición !7 de 8 4 permuta dos diagonales. 

Explícitamente tenemos entonces las siguientes rotaciones: 

• 6 rotaciones de orden 2, cuyo eje es la línea que une los puntos medios de 
aristas opuestas, Contamos con 6 ejes 2-periódicos (figura 1.14) , Estas 
rotaciones corresponden a las transposiciones de la forma (ab) E 8 4 , 
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Figura 1.14: Ejes 2-periódicos del cubo. 
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• 8 rotaciones de oro en 3, cuyo eje une vértices opuestos. Es oecir, tene­
mos 4 ejes 3-periódicos (figura 1.15) . Estas rotaciones corresponden a 
los 3-ciclos de la forma (abe) E 84, 

• 6 rotaciones de orden 4, que tienen por eje la línea que une los cen­
tros de caras opuest.as, y ángulo de 1f /2. Éstos son 3 ejes 4-periódicos 
(figura 1.16). Estas rotaciones corresponden a los 4-ciclos de la forma 
(abcd) E 84 . 

• R.especto a los ejes 4-periódieos , también tenemos 3 lllPdios giros, (;0-

mo resultado de los cuadrados de las rotaciones de orden 4. Éstos se 
asocian con los productos de la forma (ab)(cd) E 84 • 

Estas 23 rotaciones corresponden a las permutaciones no triviales de 84 , 

por lo que al añadirles la identidad tenemos el resultado previsto (') ~ 84 . Por 
lo tanto, como 84 está generado por las permutaciones {(ab), (bcd)} (véase 
[Ar]), para (') tenemos el siguiente conjunto generador: 

(1.4) 

Si se tillen los vér tices Va, VI, V2, V3 en el cubo C, el resultado es el tetraedro 
T inscrito en C. Más aún, cualquier rotación del tetraedro T, deja invariante 
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3 
3 

Figura 1.15: Ejes 3-periódicos del cubo. 

4 • 

1 
Figura 1.16: Ejes 4-periódicos del cubo. 
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Figura 1.17: Tetraedros T y T' inscritos en un cubo. 

al cubo, es decir T ::; O. Ahora bien, si unimos los vértices vh, v~, v~, v~, 
obtenemos otro tetraedro T' , también inscrito en e, cuya intersección con T 
forma un octaedro (figura 1.17). Dado que ambos tetraedros cuentan con el 
mismo grupo de rotaciones T , notamos que cualquier permutación impar de 
S4 tiene el efecto de intercambiar los tetraedros T y l' entre sÍ. 

Para describir los subgrupos de O, haremos uso de los ejes n-periódicos 
para determinar algunos de ellos. Contamos con 3 ejes 4-periódicos que nos 
proporcionan 3 subgrupos C4 distintos, cada uno asociado a alguno de estos 
ejes. Estos subgrupos actúan sobre las caras opuestas de e (figura 1.18). 

Figura 1.18: Subgrupos C4 de O. 
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Figura 1.19: Subgrupos C3 de O. 
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También hay 4 ejes 3-periódicos que proveen 4 subgrupos C3 , asociados a 
distintos ejes. La acción de estos grupos se aprecia en 4 pares de triángulos 
(figura 1.19). 

Restan 6 ejes 2-periódicos, que inducen 6 subgrupos C2 ; sin embargo, 
esta vez se presenta una peculiaridad, ya 'lile los ejes 4-pericídico~ también 
determinan 3 subgrupos C2• Entonces se cuenta con 9 subgrupos C2 . Estos 
grupos actúan sobre pares de aristas en el caso de los provenientes de ejes 
2-periódicos, y sobre las diagonales de las caras para aquellos relacionados 
con los ejes 4-periódicos. (figura 1.20). 

2 

Figura 1.20: Subgrupos C2 de O. 

Aunados a estos subgrupos cíclicos, contamos además con subgrupos 
diédricos, igualmente relacionados con los ejes n-periódicos, como veremos 
a continuación. 

Encontramos que hay 4 ejes 2-periódicos ortogonales a cada eje 4-periódi-
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co, de manera que esta configuraeión nos provee un subgrnpo diédrico V 4 . 

En realidad podemos hallar 3 subgrupos de este tipo, distintos ent re sí, ca­
da uno asociado a un eje 4-perió<lico (figura 1.21) . Cabe nlellcionar que la 
intersección de estos 3 subgrnpos es un V 2 . 

(2) 

Figura 1.21: Subgrupo V 4 de O. 

Mediante un razonamiento análogo, determinamos 4 subgrupos diédricos 
V 3 , éstos actúan sobre 4 antiprismas triangulares (figura 1.22) . 

Figura 1.22: Subgrupo V 3 de O. 

Los ejes 2-periódicos proporcionan 4 subgrupos V 2 cuya aceión se aprecia 
fácilmente considerando los rectángulos inscritos en el cubo formados por dos 
aristas opuestas y dos diagonales opuestas (figura 1.23) . 
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Figura 1.23: Subgrupo D2 de O. 

Por último, con el propósito de completar el estudio de subgrupos de O, 
precisamos que T ::; O, toda vez que dentro de e contamos con un tetraedro 
inscrito cuyo grupo de rotaciones deja invariante al cubo (figura 1.24) . 

3 

3 

Figura 1.24: Las rotaciones de T dejan invariante al cubo. 

Resumimos el análisis previo en la siguiente tabla, donde añadimos el 
Índice de cada subgrupo, el cual se obtuvo mediante el cociente correspon­
diente: 

Subgrupos de O 
Subgrupo Cl C2 C3 C4 D2 D3 D4 T O 

Orden 1 2 3 4 4 6 8 12 24 
Indice 24 12 8 6 6 4 3 2 1 

Cantidad 1 9 4 3 4 4 3 1 1 
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Es fácil notar que éstos son todos los subgrupos de 0, en virtud del 
isomorfismo entre ° y 84 . 

El grupo icosaédrico I 

De manera similar al grupo 0, para el grupo icosaédrico I relacionaremos 
las rotaciones de un dodecaedro con las rotaciones de un cubo inscrito en él. 

Para est.e fin , mnstrnimos primero l1n rlorlec.aerlro a part.ir del c.uho e de 
la sección anterior. Esto lo hacemos colocando seis piezas parecidas a una 
tienda de campaña, una en cada cara del cubo (figura 1.25) . 

2 

Figura 1.25: Piezas para formar un dodecaedro. 

Esta~ piezas e~tán formadas por un cuadrado como base, de lado 2; dos 
triángulos isósceles de lados5 2T- 1, 27- 1, 2; Y dos trapecios con lados 27- 1, 
27-1, 27- 1, 2. De esta forma, los tres ángulos de la "tienda de campaña" en 
tomo a, UlI vértice {jue HO pertenece a la lm::;e cuadrada ~OH iguale~ a 371"/5, 
mientras que para un vértice de la base los ángulos son 27[/5, 7[/5 Y 7[/2; por 
lo tanto, al unir las seis piezas, se forman doce pentágonos regulares de un 
dodecaedro D que circunscribe al cubo C. Lo~ vértices de D tienen las coorde­
nadas (O, ±T- 1, ±T), (±T, O, ±T- 1), (±T- 1, ±7, O), (±l, ±1, ±l) (figura 1.26) 

Notemos que las aristas del cubo son ahora diagonales de las caras de 
D, por lo que al trazar todas las diagonales obtenemos en total cinco cubos 
inscritos en D (figura 1.27). 

Una rotación del dodecaedro manda unas caras en otras, es decir, permuta 
las diagonales y, por ello, los cinco cubos inscritos intercambian SUB lugares 
entre sí. De esta forma vemos que una rotación del dodecaedro induce una 

5n 1 + v'5 1 "d 1 v'5 - 1 onde T = --2- es a l'azon aurea, (-, lllC111e ra que 7- = - -2-' 
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Figura 1.26: Dodecaedro circunscrito a un cubo. 

Figura 1.27: Cinco cubos inscritos en un dodecaedro. 
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permutación de 5 elemelltos; es decir, por lo pronto tenemos que 'I es isomorfo 
a un subgrupo de Ss. 

Como tenemos 5 cubos inscritos en el dodecaedro, podemos enumerarlos. 
De esta forma, identificarnos cada uno de los 20 vértices del dodecaedro 
con una pareja ordenada (a, b) donde a y b corresponden a los dos cubos 
coincidentes en el vértice (figma 1. 28 Y 1. 29) . 

Figura 1.28: Los cubos CI y C2 coinciden en (1 , 2) Y (2,1). 

Figma 1.29: Identificación entre vértices y parejas ordenadas. 

De esta forma, cada rotación del dodecaedro corresponde a una per­
mutación eu As, como veremos a contiu1Iación. 
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Tenemos 6 ejes 5-periódicos, mismos que unen los centros de caras 
opuestas. En torno a cada eje hay 4 rotaciones distintas de la identi­
dad (con un ángulo de 2br/5 para k = 1,2,3,4). Cada una de estas 
rotaciones tiene orden 5. Estas 24 rotaciones corresponden a las 24 
permutaciones en S5 de la forma (abcde) (figura 1.30). 

Figura 1.30: Ejes 5-periódicos del dodecaedro . 

• Al unir vértices opuestos, conseguirnos 10 ejes 3-periódicos. En torno a 
cada uno de estos ejes hay 2 rotaciones distintas de la identidad (con 
ángulo 2k1r /3 para k = 1,2); Y cada rotación tiene orden 3. Estas 20 
rotaciones corresponden a las 20 permutaciones en S5 de la forma (abe) 
(figura 1.31) . 

• Para carla par rle arist.as opuestas tenernos el eje 2-periórlic:o que pa..,a 
por sus puntos medios. De aquí obtenemos 15 medios giros, que corres­
ponden a las permutaciones en S5 de la forma (ab)(ed) (figura 1.32). 

Vemos así que estas 59 rotaciones están en relación uno a uno con las 
permutaciones pares no triviales de S5, por lo que al añadirles la identidad, 
tenemos que I ~ A5' Como en los casos anteriores, podemos obtener un 
conjunto generador para I a partir de un conjunto generador de As. De esta 
forma, como A5 = ( (ab), (cde) ) tenemos que 

(1.5) 
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Figura 1.31: Ejes 3-periódicos del dodecaedro. 

Figura 1.32: Ejes 2-periódicos del dodecaedro. 

Ahora, cou base ell la:; coufiguracioue:; de los eje:; n-periódicos, deter­
minaremos el sistema de subgrupos de L. Los 6 ejes 5-periódicos inducen 
igual número de subgrupos cíelicos isomorfos a C5 que actúan sobre las caras 
op1\esta.~ riel rloclec.aeclro (figura 1.33). 

Asimismo, los 10 ejes 3-periódicos determinan 10 subgrupos isomorfos a 
C3 - Éstos actúan sobre los triángulos formados con los vértices adyacentes a 
1\n vp.rtice sohre el eje (figura 1.34)_ 

Quedan 15 ejes 2-periódicos, los cuales inducen 15 subgrupos isomorfos a 
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Figura 1.33: Subgrupo C5 de I. 

Figura 1.34: Subgrupos C3 de I. 

C2 , estos grupos actúan sobre pares de aristas opuestas (figura 1.35). 
Por lo que toca a los subgrupos diédricos, contamos con 6 subgrupos 

isomorfos a 1)5 ; asociado cada uno a un eje 5-periódico, toda vez que para 
cada uno de estos ejes encontramos 5 ejes 2-periódicos ortogonales. La acción 
ele estos grupos se aprecia en 6 antiprismas pentagonales . (figura 1.36). 

Lo mismo sucede con los ejes 3-periódicos. Dado que hay 3 ejes 2-periódi­
cos ortogonales a cada eje 3-periódico, contamos con 10 subgrupos isomorfos 
a 1)3, actuando en 10 antiprismas triangulares inscritos en D (figura 1.37). 

Lo:; 15 ejes 2-periódicoti :;e combinan dando un total de 5 :;ubgrupoti 1)2 

distintos. Cada uno de ellos actúa sobre la composición de 3 rectángulos, 
ortogonales entre sÍ, formados con vértices de D (figura 1.38) . 

Por último, dado que T ~ A4, L ~ A5 Y A4 ~ A5 vemos que resul­
ta T ~ L. &to lo podemos visualizar de la siguiente forma. Tomemos un 
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Figura 1.35: Subgrupos C2 de L . 

Figura 1.36: Subgrupos V 5 de L . 

tetraedro inscrito en alguno de los cinco cubos que se encuentran inscritos en 
D. Entonces las rotaciones de este tetraedro dejan fijo al dodecaedro (figura 
1.39), por lo que tenemos que T ::; L . Sin embargo, no sucede lo mismo con 
el grupo octaédrico como subgrupo, ya que hay rotaciones del cubo inscrito 
e que no pertenecen a I. Además, en ese caso se tendría 8 4 ::; A5 , lo cual es 
absurdo. 

Si ahora aplicamos una rotación 5-periódica a este tetraedro, obtendremos 
otros cuatro tetraedros inscritos en D. Así pues, notamos que una rotación 
de cualquiera de estos tetraedros también es una rotación del dodecaedro. 
No obstante que en realidad hay diez tetraedros inscritos en un dodecaedro, 
afirmamos que sólo hay 5 sub.e;rupos Ten L (figura 1.40) , ya que cada /!,TUpO 
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Figura 1.37: Subgrupos D3 de L. 

Figura 1.38: Subgrupo D2 de I. 

actúa sobre un par de tetraedros (aquéllos cuya unión de vértices forma un 
cubo) . Esto coincide con el esquema de los cinco subgrupos de As formados 
por penulItaciolles pares de cuatro elelllelltos, es decir, aqnéllá:; (!lIe dejan 
fijo un elemento. 

En la siguiente tabla se encuentra la lista de subgrupos de L, junto con 
el índice de cada uno de ellos y la cantidad de subgrupos isomorfos entre sí. 
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Figura 1.39: Subgrupo T de T. 

Figura 1.40: Subgrupos T asociados a 5 tetraedros. 

Suhgrupos de 'I 
Subgrupo CI C2 C3 Cs V 2 V 3 Vs T 'I 

Orden 1 2 3 5 4 6 10 12 60 
lodice 60 30 20 12 15 10 6 5 1 

Cantidad 1 15 10 6 5 10 6 5 1 
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Al igual que en los ca::<os anteriores, se puede probar que éstos son todos 
los subgrupos de I , utilizando el isomorfismo entre I y As. 

1.4. Clasificación de subgrupos finitos de 80(3) 

Del auálisis auterior, cuuseguiulOs los siguieutes subgrupos huitos ue 80(3): 

TABLA 11 
Grupo Ejes de Generadores Orden 

rotación 
en 1 eje n-periódico (el, 21i'/n) n 

Dn 1 eje n-periódico (el,21i'/n) 2n 
n ejes 2-periódicos (e2' 1i') 

T ;j ejes 2-periódicos (e¡, 1l') 12 
4 ejes 3-periódicos (el + e2 + e3 , 21l' / 3) 
6 ejes 2-periódicos (el + e2 , 7T) 

O 4 ejes 3-periódicos (el + e2 + e3, 21l' / 3) 24 
3 ejes 4-periódicos 
15 ejes 2-periódicos (el + T le2 + Te3, 1l') 

I 10 ejes 3-periódicos (el + e2 + e3, 21l'/3) 60 
6 ejes 5-periódicos 

Cada uno de estos grupos está asociado con alguna figura geométrica 
como ya vimos. 

La pregunta que surge ahora es: ¿hemos agotado todos los posibles sub­
grupos finitos de 80(3)7 Veremos que en efecto, éstos son todos. 

Consideremos un grupo finito de rotaciones g ::;80(3). Sabemos que 
pOUClllOS cousiuerar su acciÚll sobre 8 2. De esta lIlallera, a cada rotacióu 
asociamos un diámetro de la esfera (el eje de la. rotación). Por ello, puede 
interpretarse como una rotación en torno a: un punto P sobre la esfera. Si el 
eje ele rotación es n-periódico, diremos que el punt.o P asociado tiene orden 
n. (figura 1.41) 

Necesitamos evaluar el producto de dos rotaciones dadas, para lo cual 
usaremos el siguiente resultado. Si 108 v¿"·f.ú:es de un tTiángulo esférico PQR, 
con ángulos p, q y r , respectivamente, están dispuestos en sentido negativo 
(siguiendo las manecillas del reloj), el producto de rotaciones por ángulos 



CAPíTULO 1. GRUPOS FINITOS DE ROTACIONES 35 

Figura 1.41: Una rotación con ángulo e en torno a un punto P. 

2p, 2q, 2r en tomo a P, Q, R es la identidad. Para probar esto basta con 
expresar el producto de rotaciones como el producto de las reflexiones en los 
círculos máximos RP, PQ; PQ, QR; QR, RP (figura 1.42). 

R 

Figura 1.42: El producto de tres rotaciones es la identidad. 

Vemos ahora que el producto dc dos rotaciones con ángulos 2p y 2q, en 
torno a P y Q, respectivamente, lo podemos expresar como la rotación con 
ángulo -2r en torno a R. De aquí se deduce que el producto de dos medios 
giros en torno a cualesquiera dos puntos P y Q, es la rotación por ±2L.POQ 
en torno al polo del círculo máximo PQ (donde O es el centro de la esfera 
(figura 1.43)). Por lo que el producto de dos medios giros será o/.ro medio 
giro sólo cuando los ejes OP y OQ sean ortogonales entre sí. De todo esto 
couduimos que si un grupo finito de rot.aciones Q no tiene elementos de orden 
mayor que 2, entonces, o bien se trata del grupo cíclico C2 , o bien, del grupo 
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diédrico V 2 generado por dos medios giros en tomo a ejes perpendiculares. 

Figura 1.43: Producto de dos medios giros. 

Supongamos ahora que hay un solo eje de rotación p-periódico con p > 2. 
Entonces, éste debe ser perpendicular a cualquier eje 2-periódico, en caso 
cip. qne haya algnno; ya qnp., cie no Her aHí, P.HtP. ejp. p-perióclko t.enciría millo 
imagen, bajo el medio giro, otro eje p-periódico. Por lo tanto, si no hay ejes 
de período 2, (} es isomorfo a en, el grupo cíclico de orden n. Cuando hay n 
ejes 2-periódicos, (} es isomorfo a V n , el grupo diédrico de orden 2n. 

Sólo resta examinar el caso en que hay varios ejes de rotación de período 
mayor que 2. Sea O P uno de ellos; esto es, hay una rotación con ángulo 
21r/p en tomo a P . Dado que (} es finit.o , hay un punto Q sobre la esfera, 
a una distancia mínima, que corresponde a otro eje de rotación de orden 
mayor que 2. La rotación en torno a P lleva al punto Q a una serie de puntos 
Q = Q¡, Q2,' .. ,Qp-¡' Qp que rodean a P (figura 1.44). 

Dentro de este círculo el único punto de rotación cic orden mayor a 2 es 
P (así se escogió a Q). Como vimos anteriormente, el producto de rotaciones 
por ángulos 21r /p Y 21r / IJ , en tomo a P y Q, es la rot.ación con ángulo -21r / r', 
en tomo a un punto R con el cual el triángulo esférico PQR tiene ángulos 
1r/p, rr/q, 1r/r. Como en un triángulo esférico la suma angular es mayor que 
1r, tenemos que 

1 1 1 - + - + - > 1. (1.6) 
p q r 

Pero p, q 2 3 implica que T < 3 Y por lo tanto, q > T. Es decir., el ángulo 
en Q es menor que el ángulo en R, por lo que el lado P R debe ser menor 
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Figura 1 A4: La rotación en torno a P produce un p-ágono esférico. 
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que el lado PQ en cl triángulo PQR. De esta forma obtenemos que R se 
encuentra dentro del pequeño círculo alrededor de P y, por ello, corresponde 
a tID eje 2-periódico. Así que r = 2 y OR biseca el ángulo QOQp-l' o bien, 
dicho de otro modo, es el punto medio del lado QQp 1 , en el p-á¡;ono esférico 
QQIQ2 ... Qp- l (figura lA5). 

Figura lA5: R es punto medio de QQp. 

Por sucesivas rotaciones en torno a Q, obtenemos una serie de q p-ágonos, 
que rodean el punto Q. Repitiendo el procedimiento con los demás puntos 
Q¡, llegamos a cubrir totalmente la esfera con p-ágonos. De este modo, las 
imágenes de Q son los vértices del poliedro regular {p,q}, las imágenes de P 
son los vértices del poliedro dual {q,p} y las imágenes de R son los puntos 
medios de las aristas de {p, q} o de {q, p}. 

Recordemos que p y q deben cumplir (q - 2)(P - 2) < 4, por lo que, 
junto con la desigualdad (1.6) llegamos a los tres grupos poliédricos T, O e 
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I (figura 1.46) . 

Figura 1.46: Subgrupos poliédricos ne 80(3). 

Resumiendo, tenemos la siguiente caracterización de los grupos finitos de 
rotaciones. Si (} es 'Un gm]Jo findo de mtaciones (} ::; 80(3) , entonces (} es 
alguno de los siguientes grupos: 

T, o, I (n 2: 1). (1.7) 



Parte 11 

Poli topos y cuaterniones 

39 



Capítulo 2 

Cuaterniones 

En esta. S(.'CciÓII analizaremos al!,'Unas propicdadcti dd anillo 110 conmuta­
tivo de cuaternioue5 reales, relacionándolo con R4

• La prueba detallada de 
loe resultados utilizados se puede consultar en [G-SI. 

2.1. Propiedades generales 

En ('1 capítulo antrrior dett"rminamos la posición dr un punt.o en el espa­
cio mediante las coordenadas p = Piel +P2~ +P3e3. Si ahora incluim06 una 
cuarta coordenada ea , tenemos la cuádrupla ÚIo,Pl ,P2,P3) = ¿;::OViei, que 
identificaremos con el cunternión Po+p¡t+P2;+P3k. Estamos relacionando t, 
j , Y k con eh e~.h ye3, re::;poct,iv-.\nlente (figum 2. 1). DI' f>s li'l fo rma. pod ellln.':I 
hacer uso de las propiedades del anillo de cuatemiones que, en honor a Hamil­
ton se denota H . Para mayor referencia, enunciamos a continuación a lgunas 
pmpit:tlades que SCI'Illl de utilidad e l! 111 ::.iguicutc s<:cciúu. 

Llamaremos Xo a la parte real de x E H Y a ~= x - Xo la parte vectorial de 
x. Para x, y E H df'Huill10lS uu prodm·to <.:onforlllf' Ii ¡liS signil' llh!s l;ondidUllf's: 

a) i 2 = j2 = k 2 = - 1 
b) ij = k , jk = i , ki = j 

Si x = * decimos que x es un cuatemión puro. El 8ubconjunto de todos 
los <.:u<\lcmioucs puros serú denotado por H ". Para un cuatcruióu x tenemos 
el conjugado de x , definido por x = Xo - ;{. Al número rea l Ixl = Irl E R 
Jo llamaremos norma de x. De forma que si Ixl = 1 entonces decimos que 
x es un cuatcrni6n unitario. Al conjunto de todos Jos cuatemiones unitarios 

40 
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x-"-_-------• 

Figura 2.1: Un punto p en R3 corresponde al cuaternión Pli + P2j + Pak. 

lo relacionamos con S3 de forma natural. Del mismo modo, relacionamos S2 

con el conjunto de cuaterniones puros unitarios. 

Proposición 1 Sea x E lHl; entonces, 

a) x es un cualernió'//, real si y sólo si xy = yx para todo y E lHl. 

b) x es un cuaternión puro si y sólo si X2 es un núrnem 1"eal no positivo. 

Prueba. a) se sigue de la definición del producto de cuaterniones. 
Para verificar b), tomamos x = Xo + Xli + X2j + X3k Y evaluamos 

X2 (xo + xli + X2j + X3k)2 

= (x~ - x~ - x~ - xD + 2xo(x¡i + X2j + X3k) 

de aquí se sigue el resultado al suponer Xo igual a cero, o bien, distinto de 
cero. _ 

En particular, obtenemos como consecuencia para un cuaternión x , que 
x E S2 ~i y ~ólu ~i X2 = - 1. 

En general, el producto de cuaterniones no es conmutativo. Sin embargo, 
para cualesquiera x, y E lHl se cumple Ixyl = Ixllyl. Por lo cual, para x 1- O, 
encontramos el inverso de x, dado por x- l = x/lx!2, Aún más, ya que 
IX! -l = Ix - l l, y para un euaternión puro x E lHl*, x - l = - xl Ix12; mientras 
que si x E S3, entonces x- l = x. 

Tenemos ahora el siguiente resultado importante: 
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Lema 2 Un cllatemión ar/¡itmrio x E lHI, con parte vectorial no nula, ;¡; # O, 
admite la representación 

x = Ixl (cos B + ux sen8) 

donde B = arccos(xo/ Ixl) y U x =;¡;/ I;¡;/ 

Prueba. Como O = arccos(xo/ Ixl), entonces cosO = xo/ Ixl , así senB = 
I;¡;I / Ixl· Por lo tanto, 

x 
cosB + 1;lsenB 

x 

Ixl 

De donde se obtiene x = Ixl (cos B + uxsen 8) (figura 2.2). • 

Figura 2.2: Si x es unitario, se puede expresar como (cos8 + uxsenB). 

Como consecuencia del resultado previo, y dado que U x E 8 3 implica 
u~ = - 1, obtenemos el siguiente lema. 

Lema 3 La fórmula de De Moivre para potencias complejas también es váli­
da para cuaterniones con parte vectorial no nula; 

xn = Ixln (cosn8 + ux senn8). 
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Prueba. Basta probarlo para x E 83 , ya que la norma es multiplicativa, 
es decir Ixnl = Ixln Procediendo por inducción, supongamos que se cumple 
para n, o sea 

(cos 0+ u",sen 0t = (cosnO + u",sennO) 

de manera que para n + 1 se tiene 

( cos O + u",sen 0tH 

( cos nO + u",sen nO) ( cos O + u"sen O) 
(cosnO cosO - sen nOsenO) + u,,(cosnOsenO + cosOsen nO) 

cos(n + 1)0 + u",sen (n + 1)0 

Claramente el resultado se cumple para n = 0, 1, así que vale para todo n. _ 

Esta expresión nos muestra que las combinaciones lineales del conjunto 
{1, u}, donde u E 82 , forman una subálqebra isomorfa e isométríca a C. 
Basta con asociar i con u y, por todo lo anterior, obtenemos el resultado. De 
aquí deducimos otra propiedad importante. Si multiplicamos los elementos 
del plano Ilu = {o + ¡3u : 0,,6 E R} donde u E 8 2 , por un cuaternión 
v ortogonal a u, es decir, tal que uv + vu = O; entollces, el plano Ilu,lI = 
{av+,6uv : a,,6 E R} es isomorfo e isométrico a Ilu bajo la función a+,6u f-+ 

a· v + ,6u · v. En particular 

{a+ ,6i :a. ,6 ER} ~ {ai+ ,6k : a. ¡3E R} 

{a+,6k :a,,6 ER} ~ {ai + ,6j : a "BE R}. 

Denotaremos de forma simbólica al cnatcrnión q = cos O + usen O corno eUu • 

2.2. Conjugación como rotación de ]R3 

R.elacionaH~mos ahora los resnltarlos riel capítnlo ant.erior sobre rotac'iones 
tridimensionales, con las transformaciones correspondientes en El como espa­
cio tetradimensional. Para este fin , veamos primero el caso complejo. 

En el plano complejo C, la multiplicación por z = a + bi tiene el efecto de 
rotar los puntos, y alargar o encoger su distancia al origen al multiplicarla 
por un factor Izl, ya que Izwl = Izllwl. Cuando Izl = 1, podemos expresar a 
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z como z = cos 8+isen 8, donde 8 E [O, 27r); Y la multiplicación tiene el efecto 
de una rotación simple por un ángulo (J. De aquí resulta que SO(2) ~ SI e C. 
(Figura 2.3) 

w 

Figura 2.3: Multiplicar por z E SI equivale a rotar un ángulo 8. 

Ahora bien, para IHI , t1:1.1lloiéu se cUluple la propiedad Iqrl = Iqllr! como ya 
vimos. Sin embargo, el producto pq de dos cuaterniones puros p y q no siempre 
es otro cuaternión puro (recordemos que p2 = - 1). No obstante, veremos que 
para t.ono cW'l,ternión p y para rnak¡nif'r cnaternión p11l"0 y E IHI*, el producto 
pyp- l sí es un cuaternión puro. 

Li'I función r -> qlrq2 es una similaridad de IHI, como espacio euclidiano 
tetradimensional, donde Ir! es multiplicada por un factor Iqlllq21. Entonces, 
la transformación x 1-> qxq- l, es una congruencia, ya que Iqllq-l l = 1. Es 
necir , esta tran::;formación pre::;erva norlllas. 

Analizaremos pues la función Cq : IHI -> IHI, dada por Cq(x) = qxq-I, y 
veremos que esta. función induce una roti'lción en torno <JI plano a + (3q, donde 
a y ,6 E IR (es decir , una rotación simple en cuatro dimensiones) l . 

En primer lugar, como Cq = C>.q para cualquier>. E R, veamos que si q 
es unitario, Cq(x) cumple las siguientes propiedades. 

lOtro caso interesante es el de la función Rq(x) = _qxq-l, la cual induce una reflexión 
en el plano a + flq. Véase [Cox3J . 
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Lema 4 Sea q E S3 , entonces la transformación Cq, dada por Cq(x) = 
qxq-I, cumple: 

i) C;/ = Cq 1 . 

ii) Cq o Cr = Cqr . 

iii) Cq(q) = q y para todo cuaternión real a, Cq(a) = a. 

iv) Cq es lineal. 

v) Cq es ortogonal. 

Prueba. 

iü) Cq(q) = qqq- l = q, y para a E R, Cq(a) = qaq- l = aqq- l = a. 

iv) 

q(a:c + (3V )q-l 

a qxq-l + (3qyq-l 

aCq(x) + (3Cq(y) 

v) Como Cq es lineal y preserva normas, es una transformación ortogonal. 

Esto prueba el lema. _ 

Notemos que Cq fija el subespacio o+(3q. En vista de esta propiedad, y con 
los resultados del lema anterior, estamos listos para demostrar un importante 
teorema. 
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Teorema 5 Sea q = cosO + usenO un cuaternión unita'l'io. La transforma­
ción Cq(x) = qxq- l induce una rotación tridimensional en torno a u, por un 
ángulo 20. 

Prueba. Supongamos primero que q = cosO+isenO, de manera que el eje es 
i . Dado que q E S3, resulta que q- l = q. Así pues, para X = Xl i + X2j + X3k, 
como tr¡ = qi, jq = qj y kq = qk, tenemos: 

q(xli)q + q(X2j)q + q(X3k )q 

Xli + q2X2 j + IX3k 

Xli + ¡(x2i + X3k) 

Xli + (cos20 + isen20)(x2 + X3i)j 

Xli + x;j + x;k 

Donde el par X~ , x~ es la imagen del par X2, X3 bajo la rotación por un 
ángulo 20 en el plano {a j + f3k : a, f3 E R}. 

Análogamente para q = cos O + ksen O tenemos 

(cos 20 + ksen 20)(XI + x2k)i + X3k 

x~i +x~ + X3k 

Donde nuevamente x~ y x~ representan las imágenes de Xl y X2 bajo la 
rotación por un ángulo 20 en el plano {ai + f3.i : a, f3 E lR}. 

NOTA: Para q = cosO + jsenO, la rotación queda con signo negativo, 
pues se obtiene 

(cos20 + jsen20)i(xI + x3j) + X2j 

i(cos 20 - jsen20)(xI + x3j) + X2j 

Para el caso general en que q = cos (J + usen (J E S3 , tomemos una rotación 
en torno a i que lleve u al plano {ai + f3 j : a, f3 E lR}. Llamemos u' a este 
punto y Ca a la rotación indicada, esto es: Ca (u) = aua = u'. 

Ahora, mediante una rotación en Lomo a k llevemos u' hacia i . Digamos 
que la rotación es Cb , o sea Cb( u') = bu'/) = i . 
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Figura 2.4: La conjugación Cq es un producto de rotaciones. 

Por último, sea 1 el punto cos O + isen O, donde O proviene de q = cos O + 
usenO (figura 2.4). 

Notamos ahora que 

o bien, . 
C¿;,t(i) = C¡¡¡;(i) = u. 

Pero más aún, ya que Cba(q) = 1, pues Cba es lineal. De aquí obtenemos que 

C¡¡¡;(I) 
C¡¡¡;(I) 

CibIba = q 

ablba = q. 

De manera que para la conjugación por q resulta 

(ablba)x(abIba) 
a(b(I(b(axa)b)I)b)a 
C¡¡C¡;C¡CbCa(x) 

Por lo tanto, podernos expresar la ("onjugación Cq como composición de C01l­

jugaciones en torno a i y k que, como ya vimos, son rotaciones. Además, el 
ángulo es 20, pues las conjugaciones por a y por b se anulan. -
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Concluimos que IIn cuitternión q = cos B+usen B induce, en 82, la rotación 
Cq en torno a u por un ángulo 2(); es decir , la rotación p = (u , 2()) E 80(3). 

Notemos que toda rotación simple tiene esta forma, (para algún q y al­
guna ()). Así pues, obtenemos quc el producto de cualesquiera dos rotaciones 
simples es otra rotación simple ; ya que el producto de Cq y Cr es Cqr, otra 
rotación simple. Y dado que el grupo especial ortogonal está generado por 
rotaciones simples, tenemos que todo elemento de 80(3), tiene la forma Cq 
para algún cualernión q. 

Mencionamos líneas arriba que a todo múltiplo escalar de q le corresponde 
la misma conjugación, ya que C),q(x) = >"qxq-l>..-l = qxq- l = Cq(x)j razón 
por la (;1Ial limitamos est.a reladón t.omanno mmo represent.ant.es sólo (;lIa­
terniones unitarios. Así, tenemos que la correspondencia que asocia q con la 
función Cq , es un homomorfismo 2 a 1, del grupo de cuaterniones unitarios 8 3 

a 80(3), dado que dos cuaterniones unitarios opuestos q y -q proporcionan la 
miSIIl<\ rotación. Dicho dc otra forma, podcmos exprcsar eslo como 80(3) ~ 
8 3 /{±1} ~ lRp3. Resumimos lo anterior diciendo que si p = (p, ()) E 80(3), 
donde p = (PI,P2,P3) E 82, entonces tenemos la siguiente asociación: 

B () 
p = (p, ()) <---+ ±(cos 2 + (Pli + P2i + P3k)sen 2) (2.1) 

También se puede llegar a estos rcsultados evaluando la composición dc 
dos reflexiones, lo cual proporciona una rotación en torno a la intersección 
de los conjuntos invariantes de cada reflexión (véase [Cox3]). 

2.3. Grupos finitos de cuaterniones 

En esta sección analizaremos los grupos finitos de cuaterniones, a partir 
de la caracterización que se hizo en la sección 1.4 de los subgrupos finitos de 
80(3). 

Sabemos que los cuaterniones unitarios q y -q inducen la misma rotación 
Cq(x) = qxq. Asimismo, una rotación determina un par de cuaterniones 
lUlita.rios. Entonces, cada grupo finito de cuaterniones Q estará relac:ionado 
con un subgrupo de 80(3), dado por {Cq E 80(3) : q E Q} y el orden de Q 
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será una o dos veces el del grupo correspondiente en SO(3) , de acuerdo con 
que -1 esté o no en Q. 

Denotaremos por 2Cn , 2Dn , 27, 20, 'XI a los grupos de cuaterniones que 
contienen a - 1. La no(;ación 2Q significa {q ElHI : Cq E Q} , de manera que 
para Q ~ SO(3), y 2Q ~ lHI, se cumple la relación 2Q/{±l} ~ Q. Cuando 
-1 no pertenece al grupo de cuaterniones Q, el subgrupo correspondiente 
Q' ~ SO(3) , no tiene rotaciones de orden 2, ya que si tuviéramos un medio 
giro g = Cq , entonces Id = (Cq )2 = Cq2 , y como (-1)2 = 1, - 1 E Q, una 
contradicción. Los únicos subgrupos de SO(3) sin medios giros son los grupos 
en con n impar. Por lo que denotaremos por lCn a los grupos de cuaterniones 
correspondientes. En resumen, tenemos la siguiente caracterización de los 
grupos finitos de cuaterniones unitarios: 

Si Q es un grupo finito de cuatem iones unitarios Q ::; S3, entonces Q es 
alguno de los siguientes grupos: 

En el capítulo anterior determinamos un conjunto generador para cada 
~ubb"rupo finito <le SO(3). A partir de esas rotaciones obtendremos ahora los 
generadores correspondientes para los grupos fini tos de cuaterniones, median­
te la asociación p = (p,8) .......... ±(cos8/ 2 + (pli + P2j + p3k)sen8/2), donde 
pE S2 e IR3 : e~t.o tamhip.I1 lo podemo~ expre~ar como {J = (p, e) .......... ±ep8/2 

(en esta parte se hace uso de la identificación el ~ i , e2 ~ j , e3 ~ k.) 

Los grupos ICn y 2Cn 

En primer lugar, determinamos los generadores del subgrupo lCn ~ lHI 
(con n impar) . Dado que su orden es el mismo que el de Cn ~ SO(3), un 
generador es e21ri / n , es decir lCn = ( e21ri / TI ) . 

Para encontrar generadores de 2Cn ::; lHI, contamos con un generador de 
Cn, dado por (i , 2rr In). Por lo que el cuaternión asociado es e1ri

/
n y es un 

generador de 2Cn que, de esta forma, cuenta con el doble de elementos que 
Cn ~ SO(3). Así pues, tenemos 2Cn = ( e1ri

/
n

) . 

Sabernos que los únicos subgrupos de Cn son los Cm donde m divide a n. 
Por eso, para 2Cn , tenemos que si m divide a 2n, entonces hay un subgrupo 
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de orden m. Ahora bien, si m es par, el subgrupo es un 2Cm / 2 ; si, por el 
contrario, m es impar, entonces se trata de un lCm . 

El grupo 2Vn 

Para el grupo 2Vn contamos con los generadores de V n , (i, 21r /n) y (j, 1r). 
Por lo que los cuaterniones correspondientes son e"i/n y e"j/2 = j. Es decir, 
2Vn = (e1fi / n ,j). 

De manera similar al grupo 2Cn , también los subgrupos de 2Vn son 
aquéllos cuyo orden divide, en este caso, a 4n; variando según la paridad 
del divisor m. Si m divide a 4n y es impar, entonces lCm ::; 2Vn , si m divide 
a 2n, entonces 2Cm ::; 2Vn y si m divide a n tenemos que 2Vm ::; 2Vn . Por 
ejemplo, para el subgrupo 2V2 , tenemos los subgrupos 

El grupo 27 

Para abordar el estudio del grupo 27, recordemos que un conjunto gene­
rador de 7 estaba formado por (i + j + k, 21r / 3) Y (i , 11"). De manera que los 
cuaterniones generadores son eTCu

/
3 y e"i/2 = i, donde u = (i + j + k) / va. Es 

decir, 27 = ( e"u/3, i ). 

El sistema de subgrupos de 27 presenta una mayor variedad, debido a 
los distintos subgrupos de T. En principio, los subgrupos de 7 son del tipo: 
C¡, C2 , C3 , V 2 y el propio T. Por lo tanto, los subgrupos de 27 son del tipo: 
lCI , 2C¡, 2C2 , lC3 , 2C3 , 2V2 Y 2T. A continuación revisaremos cada uno de 
estos subgrupos. 

Es claro que el único SUbgTUpO de orden uno es {l} ~ lCI ; así como 
tallluiéll el úllicu suugrupo ue uruell do:; es {l, -l} ~ 2CI . 

A partir de los medios giros de 7 determinamos subgrupos de cuater­
nionp.s rlp. orrlp.n r.llatro. Así obtenemos tres slIbgrllpos rle tipo 2C2 , cada uno 
correspondiente a un eje 2-periódico de T. Estos subgrupos son los siguientes: 
{l,i, -1, -i}, {l,j, -1, -j} y {l , k, -1, -k}. 

Ahora bien, tomemos una roLación de 7 de orden tres; por ejemplo, 
p = (i + j + k, 21r /3) E T. Esta rotación determina los cuaterniones 1/2 + 
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i/2 + j/2 + k/2 Y -1/2 - i/2 - j/2 - k/2. De estos dos, el primero tiene 
orden seis, mientras que el segundo tiene orden tres; así que utilizaremos 
éste último como gelH~rador del grupo 

{ 
-1-i-j-k -1+i+j+k}~ 

1, 2 ' 2 = lC3• 

Notamos que los elementos de este subgrupo corresponden a las tres rota­
ciones asociadas a un eje 3-periódico de 7, como era de esperarse. Entonces 
concluimos que hay cuatro subgrupos isomorfos a lC3 , cada uno asociado a 
un cjc 3-periódico de T. 

Al utilizar como generador el otro cuaternión determinado por la rotación 
p = (i + j + k, 21T/3) E 7, obtenemos seis cuaterniones, entre los que se 
encuentra -1. Por lo cual, ahora generamos un grupo isomorfo a 2C3 

{
±1 ±1+i+j+k ±1-i-j - k}~2C. 

, 2 ' 2 3 

De igual manera, contamos con cuatro de estos subgrupos, uno por cada eje 
3-periódico de T. 

Por otro lado, como hay un sólo subgrupo V 2 ~ 7, éste induce el subgrupo 
2V2 ~ 27, que igualmente se encuentra formado por la unión de los tres 
subgrupos isomorfos a 2C2 , es decir 

{±1,±i,±j,±k} ~ 2V2 

Claramente este subgrupo tiene orden ocho. En el siguiente capítulo lo estu­
diaremos un poco más de cerca. 

Éstos son todos los subgrupos propios de 27, ya que de haber algún otro, 
llece:sarialllellte :sería del t.ipo 29, con 9 ~ 7 y ya hemos cubierto todos los 
subgrupos de T. 

Resumimos lo anterior en la siguiente tabla: 

Subgrupos de 27 
Subgrupo lCl 2Cl lC3 2C2 2C3 2V2 27 

Orden 1 2 3 4 6 8 24 
Indice 24 12 8 6 4 3 1 

Cantidad 1 1 4 3 4 1 1 
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El grupo 20 

Por lo que toca al grupo 20, como los generadores de O son (i+j+k , 21r / 3) 
Y (j + k, 1r), los cuaterniones correspondientes son e1Tu/ 3 y e1T~/2, donde u = 
(i + j + k)/J3 Y v = (j + k)/V2. Así obtenemos el conjunto generador para 
el grupo 20 = < e1Tu/ 3 , e 1T" / 2 ) . 

Análogamente al desarrollo efectuado para el sistema de subgrupos de 
27, para el grupo 20 tenemos que los subgrupos de O determinan tanto 
el tipo, como el número de subgrupos isomorfos. Por lo tanto, dado que los 
subgrupos de O son del tipo: Cl, C2 , C3 , C4 , V 2 , V 3 , V 4 , 7 y el mismo O. 
Para 20 los subgrupos son del tipo: 1Cl , Xl, 2C2 , 1C3 , 2C3 , 2C4 , 2V2 , 2V3 , 

2V4 , 27 y el mismo 20. 
Cada subgrupo (] de O determina un subgrupo de 20, ya sea del tipo 19 

o 2(]. Por esta razón, el número de subgrupos isomorfos en 20 es el mismo 
que el número de subgrupos isomorfos correspondientes en O. Por ejemplo, 
vimos que en O hahía 3 slIhgrnpos isomorfos a C4 , de manera que en 20 
habrá también 3 subgrupos isomorfos a 2C4 . 

Podemos resumir esta situación mediante la siguiente tabla, la cual es 
similar a la que se obtuvo para 27 a partir de T. 

Subgrupos de 20 
Subgrupo 1Cl 2Cl 2C2 1C3 2C3 2C4 

Orden 1 2 4 3 6 8 
Indice 48 24 12 16 8 6 

Cantidad 1 1 9 4 4 3 

Subgrupo 2V2 2V3 2V4 27 20 
Orden 8 12 16 24 48 
Indice 6 4 3 2 1 

Cantidad 4 4 3 1 1 

El grupo 2I 

Por último, para el grupo 2I los generadores de I son (i + j + k, 21r /3) Y 
(i+7 - l j+7k, 1r); de forma que 2I = < e1Tu

/ 3 , e
1Tw

/ 2 ) , donde u = (i+j+k)/J3, 
w = i/2 + j/27 + kT/2 Y 7 = (1 + 15)/2. 
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Del mismo modo que se hizo con 2T y 20, para 'XI se dará una lista 
de todos los subgrupos. El análisis es exactamente el mismo que en aquellos 
casos, por lo que sólo se presenta la t abla que resume el sistema de subgrupos 
de 'XI. 

Suhgrupos de 'XI 
Subgrupo 1CI 2CI 2C2 1C3 2C3 1Cs 

Orden 1 2 4 3 6 5 
Indice 120 60 30 40 20 24 

Cantidad 1 1 15 10 10 6 

Subgrupo 2Cs 2V2 2V3 2Vs 2T 'XI 
Orden 10 8 12 20 24 120 
Indice 12 15 10 6 5 1 

Cantidad 6 5 10 6 5 1 

Resumimos los resultados obtenidos sobre los generadores de cada grupo 
de cuaterniones, en la siguiente lista: 

'XI = (eU1f
/
3 , w) 

20= (eU1f
/
3 , v) donde u= 

(i+j+k) 

v'3 
2T= (eU1f

/
3 , i) 

i + jT- I + kT 
w= 

2 

2Vn = (em / n , j) j+k 
v=--

v'2 
2Cn = (e1fi

/
n ) 

1 + vis T= ---
2 

1Cn = (e21fi
/
n

) 

Hemos visto que si 1t es un subgrupo de 9 en SO(3), lo mismo sucede con 
21t y 29 en JH[, es decir: 

1t ~ 9 ~ SO(3) => 21t ~ 29 ~ JH[. 

Geométricamente esto significa que dentro de cada figura relacionada con el 
grupo 29 se encuentra inscrita una figura relacionada con 21t. 

Más aún, ya que si uno de los subgrupos es normal, el subgrupo corres­
pondiente, también lo es. De forma precisa tenemos el siguiente resultado: 
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Lema 6 8ea 9 -un g¡·"IlJlo finito de mtaC'iones 9 S 80(3), Ji es un subgrupo 
nonnal de 9, si y sólo si el subgrupo de cuaterniones correspondiente 2Ji es 
nonnal en 29, es decir, Ji <J 9 S 80(3) ~ 2Ji <J 29 S lHI. 

Prueba. Supongamos que Ji es normal en 9 S 80(3), así para cualquier 
rotación eq E 9 tenemos eqJieij = Ji, o bien, para una eh E Ji existe una 
e" E Ji tal que eqeheij = e", pero esto evaluado en x implica 

de aquí se sigue que q2Jiª = 2Ji, o sea 2Ji <J 29 S 111 
Inversamente, se procede de manera análoga. Se supone 2Ji normal en 

29, lo cual implica que qhª = k, donde h, k E 2Ji, por lo que 

lo cual nos lleva a que Ji <J 9 S 80(3) . • 

En el siguiente capítulo haremos uso del couocido resnltado que dice que 
As, el subgrupo alternante de 85, es simple. De manera que 1: ~ As no 
tiene subgrupos normales; para 21: solamente tenemos un subgrupo normal, 
2C¡ = {1, -1}. Igualmente, dado que 84 tiene dos subgrupos normales: A4 y 
uno isomorfo a V 2 , tenemos que 20 cuenta con 2C¡, 27 Y 2V2 como subgrupos 
normales, donde también 2V2 <J 27. Retomaremos estos resultados cuando 
abordemos los entmmados inscritos en un politopo. 



Capítulo 3 

Grupos finitos de cuaterniones 
y politopos 

Vimos en el capítulo anterior que cada rotación p E 80(3) est.á asociada 
a un par de cuaterniones unitarios. Ahora bien. en este capítulo analizare­
mos la configuración de los puntos de cada subgrupo finito de cuaterniones, 
obtenido a partir del grupo de rotaciones correspondiente. De esta forma, 
conseguiremos algunos de los politopos regulares en cuatro dimensiones. 

A cada grupo de cuaterniones se le asociará una figura geométrica, que 
llamaremos politopol. Así pues, podemos rescatar el estudio hecho sobre los 
subgrupos de un grupo de cuaterniones 9 S 1lI, Y relacionarlo con figuras 
inseritas en el polit.opo asociarlo. Para est.e fin, omitiremos algunos subgrnpos, 
ya que el análisis se centrará en las clases latemles determinadas por cada 
subgrupo de g. Por esta razón, excluircmos: el subgrupo formado por un solo 
elemento, 1C1 = {1}, donde las clases laterales corresponden a los propios 
vértices del politopo; el subgrupo de dos elemcntos, 2C1 = {1, -l}, cuyas 
clases laterales son segmentos que unen los vértices antipodales: y el mismo 
9 considerado como subgrupo, pues determina una sola clase lateral. 

lUn politopo es la envoltura convexa de n puntos en un espacio de dimensión k. Este 
concepto generaliza la idea de polígono y poliedro, considerándolos como poli topos de 
dimensión 2 y 3, respectivamente. Nos limitaremos a politopos de dimensión menor o 
il!;nal a 4. Para nu p.stnrlio mfÍ.. I!;eneml VPH.'" [Cox2J. 

55 
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3.1. Los subgrupos lCn y 2Cn 

Empa:emos el estudif) analizamlo la cOllfig,llnu:ión (¡lit' propordollllll los 
grUI)OS cíclicos len y 2Cn. 

Etitos grupos están generados por un $010 elemento, de manera que loo 
n puntos de l en, para n impllr, <:onr:l1ertll\ll con los vértir!es de 1111 n-ágollo 
regular en el plano a + {Ji (a , (J E R). La rotación identidad se relaciona con 
el cUlltcrnión 1, por lo que el polígono {n} pasa por este punto. 

Respecto de 2Cn , como este grupo cuenta con los dos cuaterniones q y - q 
asociados a una misma rotación, su orden es el doble del orden de Cn, y SUB 

elementos conforman un 2n-ágono rp,e;ll lar en el plano O' + {Ji (O'. (J E R). En 
elte C8.':i0, el polígono {2n} pasa por los puntos 1 y -1 (figura 3. 1). 

<,) 

Figura 3.1: Configuraciones de puntos pam ICs y 2C3 • 

Los subgrupos de lCn y 2Cn son del tipo lCm y 2Cm con m un divisor de 
n. Por lo tanto, un subgrupo de ICn o de 2Cn tan sólo induce un polígono 
inscrito en {n} o en {2n}. seg,111l sea t-'l {·/lSO. 

3.2. Los subgrupos 2Dn 

RcviMll.rclUOI:i ahura IIlIi t;(Jufiguraci ull"!~ de puutOl> de 10l:i gru)JOI:i diúdricOl:i 
2'Dn ' Como caBO particular de uno de ellos, obtendremos el primer politopo 
regular de cuatro dimensiones. 

Sabemos que el grupo 2Vn está generado por ( e .. o/
n, j ). Esto produce un 

polígono {2n} en el plano Q + {Ji (o , O E R) forma.do por las 2n potencias 
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de e1fi
/
n

, y otro polígono {2n} en el plano o.j + (Jk formado por el producto 
de j con las potencias de e1fi / n . En términos de teoría de grupos resulta 
(e7fi/'I< ) ~ 2Cn <J 2Vn , con índice igual a dos y cada 2n-ágono corresponde a 
una clase lateral de 2Vn /2Cn (figura 3.2). 

Figura 3.2: Las dos clases laterales de 2V3 . 

Si formamos la envoltura convexa de estos puntos, obtenemos una figura 
compuesta por dipirámides2 formadas por el polígono de uno de los planos 
(digamos O' + (Ji) , Y los pares de puntos q y - q elel polígono en el otro plano . 
Una representación gráfica de esta situación se muestra en la figura 3.3. Para 
estas figuras usaremos la notación {2n}{2n} . 

El politopo {3, 3, 4} 

En particular, para n = 2 tenemos 2V2 = (i, j) = {±l, ±i, ±j, ±k}. 
Lo cual nos brinda una distribución de 8 vértices en 83 . Si unimos cada 
vértice v con todos los demás, salvo su propio negativo -v, conseguimos 24 
aristas del tipo {i,j}, incidentes por séxtuplas en cada vértice. Por ejemplo, 

2Llamamos dip·¡,.,¡rnide al par de pirállliJcs tullgrucutcs, que se Cllcuelltrall 1\uiuas por 
su base. 



CAPíTULO 3. GRUPOS FINITOS DE CUATERNIONES y POLITOPOS 58 

Figura J .J: Configuración de puntos para 2V3 . 

para el vértice i, las aristas son {1, i} , {- 1, i} , {i , j} , {i, - j}, {i, k}, {i, - k}. 
Asimismo, se gelwran 32 triángulos del tipo {i , j , k} y 16 tetraedros del tipo 
{1, i, j, k}. Corno la distancia cntre cualesquiera dos vértices adyacentes es 
siempre igual a V2, los tetraedros son todos regulares. Éste es el politopo 
conocido como {3, 3,4P (figura 3.4). 

Enlistamos en la sig1Iiente tabla el número de elementos con que cuenta 
este politopo. 

Politopo {3, 3,4} 
VérticesJAristas ¡Caras I Celdas 

8 I 24 I 32 I 16 

Así obtenemos el primer resultado sobre grupos finitos de cuaterniones y 
politopos regulares tetradimensionales: 

El grupo de cuaterniones 2V2 induce el politopo de cuatro dimensiones 
{3,3,4}. 

Recordemos que 2V2 tiene como subgrupos propios no triviales a 2C1 y 
2C2• Las dos clases laterales inducidas por 2C2 corresponden a dos cuadrados 

3 Aquí d Símbolo de Sehliifli {p, q, r} representa el politopo formado por celdas polié­
dricas de la forma {p,q} , mientras que las figuras verticiales son poliedros del Lipo {q,r}. 
Véase [Cox2J. 



CAPíTULO 3. GRUPOS FINITOS DE CUATERNIONP..5 y POI.lTOPOS 59 

Figura. 3.4: Politopo {3,3,4}. 

inscritos en {3,3,4}, formados por los vértices {± l ,±i} y {±j,±k} en uno 
de los CIlSOO (figml\ :l.5). Configuraciones de f"Ste tipo hl\)' t.res, ya que hl\y 
tres subgrupos isomorfos a 2l;. Elsubgrupo 2C1 corresponde a los segmentos 
Que unen los cuatemiones q y - q. 

Figura 3.5: Clases laterales de 2C2 en 2V,. 
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El politopo {4, 3, 3} 

Por dualidad, sabemos que podemos obtener el politopo {4, 3, 3} par­
tiendo del politopo anterior {3, 3, 4}, si unimos los baricentros de las celdas 
(tetraedros) que tienen una cara en común. El politopo Mí obtenido cuen­
ta con 16 vértices, provenientes de los 16 tetraedros de {3,3,4}; 32 aristas, 
que corresponden a las 32 caras triangulares del anterior; 24 caras (cuadra­
dos) dado que en torno a cada una de las 24 aristas de {3,3,4} hay cuatro 
tetraedros; y por último, 8 celdas (cubos) , lma por cada vértice de {3,3, 4} . 

Sin embargo, todavía no podemos reladonar este politopo con algún 
subgrupo finito, ya que los cuaterniones correspondientes a los vértices de 
{4, 3, 3} no pertenecen a la esfera 83 . De cualquier modo, basta con tomar 
los múltiplos escalares convenientes 4.ue garallticell 4.ue cada cuaterllióll ten­
ga norma igual a 1. Con esto simplemente se amplifica el tamaño del politopo 
{4, 3, 3} que, de esta forma, ahora se encuentra inscrito en 83 . Veremos en 
s(~gllirla c1Iál es la p.xprp.sión de (:ada 1Ino ele los vp.rt. ic(~s. 

Como el bariceniro de una celda tetraédrica de {3, 3, 4} es equidistante de 
cada vértice de ese tetraedro, y los vértices eran de la forma {±1, ±i, ±j, ±k}, 
los coeficientes del baric:entro ao + a¡i + a2j + a3k son todos iguales, salvo 
por el signo; es decir, la,,1 = a, J-t = 0, 1,2, 3. Al multiplicar por el escalar 
.A = 1/2a E R conseguimos un cuaternión unitario; así pues, resulta alguno 
de los 16 cuaterniones siguientes: ±1/2 ± i/2 ± j /2 ± k/2. (figura 3.6) 

De manera similar al politopo {3, 3, 4} tenemos el número de elementos 
que lo conforman. 

Politopo {4, 3, 3} 
Vértices I Aristas I Caras I Celdas 

16 I 32 I 24 I 8 

('abe hacer notar que estos 16 vértices no forman un grupo, ya que no 
ineluyen al elemento neutro. Aún así, veremos en la sección siguiente que en 
realidad se trata de dos clases laterales del grupo 2T. 

3.3. El grupo 27 

Comentamos en la sección anterior que las combinaciones ±1/2 ± i/2 ± 
j/2 ± k/2 nos daban los 16 vértices del politopo {4,3,3}. Ahora bien, si 
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Figura 3.6: Politopo {4,3,3} dual de {3, 3,4}. 

tomamos alguno de estos puntos, por ejemplo 1/2 + i/2 + j/2 + k/2 = e'''' /3, 
donde u = (i + j + k)/../3, Y lo multiplicamos por los ocho elementos de 
2V2 = {±1, ±i, ±j, ±k} el resultado 2V2 . e'l1f/3 es otro {3, 3, 4} isométrico 
a 2V2 como lo muestra la siguiente tabla, donde t.ambién S~ ha calculado el 
producto 2V2 . e2U1r /3. 

2V2 . e,m/3 'l:D2 2V2 . e2"1r /3 

±(1/2 + i/2 + j /2 + k/2) ±l ±(-1/2+ i/2 + j/2 + k/2) 
±( - 1/2 + i/2 - j /2 + k/2) ±i ±(- 1/2 - i/2 - j/2 + k/2) 
± ( - 1/2 + i/2 + j /2 - k/2) ±j ± (- 1/2 + i/2 - j/2 - k/2) 
±(-1/2 - i/2 + j/2 + k/2) ±k ±(-1/2 - i/2 + j/2 - k/2) 

Los 8 vértices de 2V2 . e2u1r /3 también forman un {3, 3, 4} isométrico a los 
dos anteriores. Podemos apreciar los tres distintos {3, 3, 4} en la figura 3.7. 

Por la seeción anterior, sabemos que la unión 2V2eIJ.1</3 U 2V2e2IJ.1</3 co­
rresponde al politopo {4, 3, 3}. Pero esto es válido para cualquier selección 
de dos {3, 3, 4} de entre los tres descritos arriba, pues basta con multiplicar 
2V2eU1r /3 y 2V2e2u1< /3 por eU1r

/
3 , para obtener 

y como leU1r
/

31 = 1, la distancia se preserva; por lo tanto, 2V22eU1r /3 y 2V2 
son imágenes isométricas de 2V2eU1f/3 y 2V2e2u1f/3, respectivamente. 



CAPíTULO 3. GRUPOS FINITOS DE CUATERNIONES y POLITOPOS 62 

Figura 3.7: Tres {3,3,4} isométricos entre sí. 

Si recordamos que el grupo 27 está generado por ( e2u
1I" /3, i ) veremos que 

en realidad los vértices de los tres {3,3,4} son los puntos de 27, donde 2V2 

es un subgrupo normal de Índice tres, por lo que cada clase lateral de 27/2V2 

corresponde a un {3, 3, 4} Y la unión de cualesquiera dos clases laterales de 
27/2V2 induce un {4, 3, 3}. De aquÍ concluimos que el grupo 27 corresponde 
a la unión {3,3,4} U {4,3,3} (figura 3.8). 

El politopo {3, 4, 3} 

Cada arista de {3, 3, 4} une los eentrosde dos cubos adyacentes de {4, 3, 3}, 
atravesando la cara eomún por el centro. De manera que podemos formar con 
los cuatro vértices de ese cuadrado común y los dos extremos de la arista, 
un octaedro regular , ya que la distancia entre dos vértices del cuadrado es la 
misma que su distancia al centro del cubo (figura J.!)). 

De esta forma, las 24 aristas de {3, 3, 4} generan 24 octaedros regulares 
constituidos por todos los puntos del grupo 27, ya que los tres puntos que 
forman un triángulo del octaedro son los puntos u E 2V2, ue,m/3 y ue211"/3 

que, como vimos, se encuentran a una misma distancia. Éste es el politopo 
{3,4,3} (figura 3. 10) , conformado por 24 vértices, 8 del {3,3,4} y 16 del 
{ 4,3,3} ; 96 aristas, ya que además de las 32 del {4, 3, 3}, por cada cubo se 
obtuvieron 8 nuevas aristas; y 96 caras, 12 por cada uno de los 8 cubos. 

Enlistamos sus elementos en la tabla siguiente. 

Politopo {3, 4, 3} 
Vértices I Aristas I Caras I Celdas 

24 I 96 I 96 I 24 
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Figura 3.S, (3,3,4) U (4,3,3) . 

Figura 3.9: Octaedro regular obtenido a partir de {3, 3, 4} Y {4, 3, 3}. 



C APÍTULO 3. GRUPOS FI NITOS DE CUATF,RNIONF..5 y POLITOPOS 64 

Figura 3.10, Po~topo {3,4, 3) . 

Así obt.enernos el seg1lllflo result.ado sobre gmpos finit.os de c:uaterniones 
y poli topos regulares lelradimensionales: 

El grupo de cuaterniones 27 induce el politopo de cuatro dimensiones 
{3,4,3}. Este polil.01JO es la unión de un {3,3,4} y un {4,3,3}. 

La figura 3.11 muestra otra representación gráfica del politopo {3,4,3}. 

Figura 3.11 , Politopo {3,4,3}. 
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Como este poUtopo fue formado a partir de tres {3, 3, 4}, podemos estable­
cer las siguientes relaciones: los vértices de dos {3, 3, 4} generan un {4, 3, 3l, 
flllálogalllcnt(!, los vr-rtiN'S d(' tre'S {3, 3,4} forman un {3, 4, 3} , relacionan­
do ambas pxpresiolles llegamos a que los vi-r l it:ei ele dos {3, 3, 4} se pueden 
agrupar conforme 8. tres {4,3,3}. 

Algo interesante en la dhjtribudón de estos politopos, es que, a diferencia 
del caso tridimensiona.l, en 8 3 sí es posihlc ncomoonr do!'; {4, 3, 3l de manera 
que 1(1) vértices en la intersección correspondan a un {3, 3, 4}; mientras que 
106 vertices de 11\ unión disjunta <:ollformeu otro {4, 3, 3}. En la figura. 3.12 
los dos {4, 3, 3l se representan mediante 111 y 11.,. Su intersección, {3, 3, 4l 
está representada por una línea, mientras que 113 correaponde a la unión 
disjunta de 1t1 y 1t, y representa el tercer {4,3,3}. 

Figura 3.12: Tres {4, 3, 3l con intersecciones del tipo {3, 3, 4} . 

Consideremos ahora el sistema de subgrupos propios no trivia.les de 27, 
del cual excluiremos a.l subgrupo 2C1 '1111 ' w lo if)¡'IIt.ifk¡.¡ vl;r. iC'!'X flll tipmla!f'X. 

Sea 9 un subgrupo de 27; este subgrupo determina n elases laterales , 
donde n = [27 : 9]. Coda dase coITPSpomlf' 11 lUlO (:if'rlo figurll (aquélla 
proveniente de Y como grupo de cuaterniolles); de manera que Y produce un 
entromado de n figuras iguales, inscritas en el politopo {3, 4, 3}. Sin embargo, 
en general hay varios subgrupos (11 ,0" ... (1". isomorfos, como vimos en la 
sección 2.3, por lo que hay tantos entramados como subgrupos isomorfos 
a y. Ahora bien , si el subgrupo 9 es normal, las clases laterales derechas 
son ¡guajes a las clases lateraJes izquierdas, de forma que el entramado es 
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e1 mi.!:lmo; pero si el subgrupo 9 no es normal , contamos con una serie de 
entramados a derecha y otra serie de entramados a izquierda. 

En el caso de 27, encontramos los siguientes entramados inscritos en 
{3,4,3) : 

1) Cada. subgrupo isomorfo a. l e3 genera un entramado de [27 : 1C3} = 8 
triángulos. Hay cuatro de estos entramados a derecha y otros cuatro a 
izquierda. 

2) Cada 8Ubgrupo isomorfo a 2C2 genera un entramado de [27 : 2C21 = 

6 cuadrados. Hay tres de estos entramados a derecha y otros tres a 
izquierda. 

3) Cada subgrupo isomorfo a 2C3 genera UD entramado de [27 : 2C31 = 4 
hexágonos. Hay cuatro de estos entramados a derecha y olros cuatro a 
izquierda. 

4) El subgrupo isomorfo a 2V2 genera un entramado de [27 : 2L>21 = 3 
politopos {3, 3,4}. HRy sólo uno de estos elltnuuad06, ya que el sub­
grupo es normal . 

3.4. El grupo 20 

Recordemos que el gmpo 27 es un subgrupo normal de 20, de orden dos; 
de Ul/IIIPffI. que 11\ t:omhiuadúu dp las dos dfL<;es lH.l ('mil':> de 20/27 correspon· 
de a dos {3,4, 3} mutuamente duales. Esto proviene de que {3, 4, 3} es auto­
dual, por lo que al tomar el producto 27 _e'ft/3 obtenemos una copia isométriea 
y dual de 27. Así IllIPS, 20 induce un arreglo de dos {3, 4,3} mutuamente 
duales. Veamos con más detalle las figuras inscrilas correspondientes a este 
grupo. 

Sabemos que cada subgrupo Y :S 20 gellerN.rH. m entramados de [20 : 
91 = n figuras asociadas con Y, donde m es el número de subgrupos isomorfos 
a Q. Por lo tanto, como se hizo con el grupo 27, enlistaremos los entramados 
inscritos en 20, con base en SUB subgrupos propios no triviales. 

1 ) Cada subgrupo isomorfo a 2C2 genera UD entramado de [20 : ~I = 12 
cuadrados. Hay nueve de estos entramados a derecha y otros nueve a 
izquierda. 
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2) Cada subgrupo isomorfo a le3 genera un entramado de [20 : lC3] = 16 
triángulos. Hay cuat ro de estos entramados a derecha y otros cuat ro a 
izquierda. 

3) Cada subgrupo isomorfo a 2C3 genera un entramado de [2Q : 2C3] = 8 
hexágonos. Hay cuat ro de est.os ent.ramados a derf'c:ha y 01 ros cuat.ro a 
izquierda. 

4) Cada subgrupo isomorfo a 2C4 genera un ent.ramado de [20 : 2C.f.] = 
1) octágonos. Hay tres de estos entramados a derecha y otros tres a 
izquierda. 

S) Cada 8ubgrupo isomorfo a 2V2 genera un entramado de (20 : ZD~J = 6 
politopos del tipo {3, 3,4}. Hay sólo cuatro dc estos cntramados ya que 
el subgrupo es normal. 

Debido a que dos {3,3,4} pueden inducir un {4,3, 3}, como se vio 
antr'riormr'nlf'. SI" si~lI(' que también contamos ron rnAl ro ('nl.ramarlos 
de 3 POlitOP05 {4,3,3). 

6) Cada subgrupo isomorfo a 2V3 genera un entramado de [20 : ZD3J = 4 
fig llrflS {6} {6}. Hay cuatro de estos entramados a derecha y otros cuatro 
a izquierda. 

7) Cada subgrupo isomorfo a 2V.f. genera un entramado de 120 : 2V.f.J = 3 
tigllras {8}{8} . Hay tres de estos entramados a derecha y otros tres a 
izquierda. 

8) El subgrupo isomorfo a 27 genera un entramado de [20 : 27] = 2 poli­
topos {3,4,3}. Hay sólo uno de estos entramados. yn que el subgrupo 
es normal. 

3.5. El grupo 2I 

Recordemos que el grupo 2I se obtuvo a partir del grupo I de rotaciones 
del dodecaedro duplicando el número de elementos. Asimismo, conseguimos 
como generadores a los cuaterniones w = (i + j-r + kr- 1 )/2 y e'lufl: / 3 donde 
u = (i+ j+ k)/v'3. 

Para facilitar el análisi::¡ de la distribución de 10I:i 120 puntos de 2I, fijemos 
la atención en lo que sucede respecto de un solo punto, el cuaternión e = 1, 
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al intersectar el politopo correspondiente a 'XI, con espacios tridimensionales 
a partir del punto e. Para estas intersecciones, usaremos el término n-ésima 
sección de {3, 3, 5}, Y las denotaremos por Do. El subíndice indica que el 
primer espacio tridimensional intersecta al politopo en un solo punto (el 
cuaternión e = 1); a diferencia de las secciones que se obtienen cuando la 
primera intersección es Hna arista, una cara o una celda poliédrica, en tales 
casos los subíndices son 1, 2 Y 3, respectivamente. 

En esta sección denotaremos al cuaternión 1 por e para evitar confusiones 
entre 1 COIIIO cuatemión y 1 como cantidad escalar. 

El politopo {3, 3, 5} 

Las secciones 10 y 70 

En el grupo I ::; 80(3) encontramos 12 rotaciones 5-periódicas, de ángulo 
27r /5. Estas rotaciones proporcionan 24 cuaterniones de orden cinco; de los 
cuales, 12 se encuentran a una distancia de e igual a T - 1 . Estos 12 puntos son 
los más cercanos a e, de manera que los agruparemos en la primera sección 
10 de {3, 3, 5}. Sus coordenadas son: 

I T±j~T 'k I T±i~T 'j 
2 

Observamos que la llIÍnima distancia entre dos de ellos también es T-\ 
por ejemplo para los cuaterniones (T+ j+T- 1k)/2 Y (T+ j - T- 1k)/2 tenemos: 

IT+j;T-
1
k _ T+j;T - 1k

l =T- 1• 

De hecho, para cada punto de 10 podemos encontrar 5 puntos justo a esta 
distancia, además del mismo e; de manera que los 12 puntos corresponden 
a los vértices de un icosaedro regular de arista T-1, que asociamos con 10 
(figura 3.13). 

En este icosaedro la longitud de las aristas es igual a la distancia de un 
vértice hacia el centro. Por esta razón, podemos considerar el icosaedro como 
la unión de 20 tetraedros regulares de arista T - 1 . 

También con respecto de -e encontramos una sección isométrica a 10' 
Veremos que es la séptima, por lo que la denotaremos 70 , Salvo por el punto 
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Figurn 3 .13: La sección l o corresponde n los vértices de lIll icosaedro. 

- e, considerado como una sección, 70 es la sección más lejana de e. Los 
puntos de 70 son del tipo - (j, donde q E l o. 

Las secciones 20 y 60 

Seguimos con las rotaciones de orden 3, es decir, con ánglllo 211"/3. Estas 20 
rotaciones proveen 20 puntos cuya distancia a e es igual 8. t , y como se trata 
de cuatemiones unitarios, notamos que equidistan tanto del centro O como 
del punto e. La mínima distancia entre ellos Lambién es r-1, de manera que 
(;o rrespollflell 1\ los vértices de uu dodecaeclro rf'gulal" 'lile nellot./\lUoo 20, se 
trata de la segunda sección de {3, 3, 5} . La expresión de estos 20 cuaternioncs 
es la siguiente: 

Il±T7±T! II±Ú:T Ik

2¡ l h ;ihj I l ± i~j±k I 
11ecliallte un sencillo <:Á.leulo comprohamos que la mínilll /\ dhi! an<:ia f'Il Lre 

un punto de 20 y uno de l o es r - I , por ejemplo para (r + j + r - ' k)/2 E l o 
y (1 + T- 1j + Tk)/2 E 20 

I
T+j;T - 1k l +T- Ij +rkl - 1 

2 = T . 

De hecho, hay tres puntos de 1{l a esta. distancia.; por lo que podemos 
coDBtruir un tetraedro regular por cada punto de 20, al unirlo con los tres 
p\luto~j lIIás (:ef( 'auOl) de l o (figura 3.14). 

Oc este modo, obtenemos otros 20 tetraedros. Sin embargo, además de es­
tos 20, tenemos otros 30 tetraedros regulares, que resultan de unir los vértices 



CAPÍTULO 3. GRUPOS FINITOS DE CUATERNIONES y POLITOPOS 70 

Figura 3.14: La sección 20 corresponde a los vértices de un dodecaedro. 

de 20 entre sí (figma 3.15), ya que para q,p E 20 , d(p,q) = r- 1• Llevamos 
hasta el momento, 70 tetraedros regulares. 

Figma 3.15: Las aristas del dodecaedro 20 forman 30 tetraedros. 

De nuevo contamos con una situación análoga para el cuaternio -e. La 
sección correspondiente es 60 = {-q : q E 20}. 

Las secciones 30 y 50 

Aún quedan otras 12 rotaciones de orden cinco, esta vez por un ángulo 
47[/5, que proporcionan 12 puntos a una distancia vr-2 + 1 de e. Estos 
puntos corresponden a los 'cuadrados' de los vértices de 10, de manera que 
coinciden con los vértices de un icosaedro. Se trata de la tercera sección de 
{3,3,5}, cuyos puntos son: 

r 1 ± rj ± k 
2 

30 
1 ± ri ±j 

2 

1 ± i ± rk 

2 
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Al unir cadll vértice de 30 con el respectivo vértice de 10 y los ·5 vértices 
de 20 más cercanos , obtenemos otros 5 tetraedros por cada punto de 30 , es 
decir, tenemos 60 tetraedros más (figura 3.16) , con lo que llegamos a 130 
hasta ahora. 

Figura 3.16: La sección, 30 determina 60 tetraedros. 

Respecto de -e la sección correspondiente a 30 es 50 = { -q : q E 30} 

La sección 40 

Por último, las 15 rotaciones por un ángulo 7f determinan los 30 puntos 
de la cuarta sección 40 que son los siguientes: 

40 
±T i±j±Tk l ±i±Tj±T lk I±Ti±T-1j±k I . 

? ? ? ±t, ±j, ±k 

En esta ocasión conservamos los 30 puntos, y no sólo la mitad ; ya que 
ahora todos ellos son equidistantes tanto de e, como de -e. Cada punto 
de 40 se puede relacionar con una arista de 20 , por lo que los 30 puntos 
corresponden a los vértices de un icosidodecaedro (figura 3.17). 

Cada uno de sus vértices genera 2 tetraedros al asociarse a los puntos de 
30 más cercanos (figura 3.18). Como sus distancias a 20 y 30 son T -

1 
, se trata 

de tetraedros regulares, con lo que anexanlOS 60 tetraedros más a la lista, y 
sumamos 190 por ahora (figura 3.19). 
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Figura 3.17: 40 corresponde a los vértices de un icosidodeca.cdro. 

Figura 3.18: Cada punto genera dos tetraedros. 

Vimos que los puntos de 40 l."Orrespnlldeu 11 los véltkes de un k(l::iiuode­
coc<lro. Si ahora los unimos (figura. 3.20) , dado que la mínima distancia en­
tre ellos es nuevament.e T-1, obtenemos otros 60 t.etraedros regulares, cuyos 
\'Iht.ic"f:::i son: UllO de 2o• uno de 30 y los dos de 40 que fueron unidos; de esta 
forma llegamos n 250 t.ctraOOros (figura 3.21) . 

Con este procedimiento nos quedan "huecos", donde podemos formar 
ot.ros 20 I.el medros C;Oll tul vértice en la set:f"iÓIJ 20 y los tres restantes en la 
sección 40 (figura 3.22) 

Hasta este momento llevamos 270 tetraedr06, recordemos que respecto 
de.l c:ualernióu -e sucede lo mismo que para e, por lo que el grupo 2I nos ha 
proveido 540 tetraedros. Los 60 restantes los encontramos "en medio" de esta 
configuración, en el seutido ::;iguientc: cada. tetraedro (de estos 00) tClldrá un 
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Figura 3.19: 60 tetraedr06 a partir de 40. 

Figura 3.20: 60 tetraedros al unir los puntos de 40· 

vértice en el icosaedro 30 • un vértice en el icosaedro 50 ." dos vértices en el 
icosidodecaedro 40 (fib'lll"<\ 3.23). 

En total, los 120 puntos provenientes de 2I son e = l . - e = - 1 Y los 
siguientes: 
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Figura 3.21: 250 tetraedros regulares. 

Figura 3.22: 20 tetraedros con un vértice en 20 . 

10 Y 70 20 Y 60 30 Y 50 40 
(24 pts) (40 pts) (24 pts) (30 pts) 

±T ± j ± T · lk ±1 ± T ·lj ± Tk: ±T ·1 ± Tj ± k ±T ·li ±j ± Tk 

2 2 2 ? 
±T ± i ± T .lj ± 1 ± Ti ± T -lk ± T · 1 ± Ti ±j ± i ± Tj ± T -lk 

? ? ? '2 
±T ± T -li ± k ±1 ± T -li ± T'; ±T ·1 ± i ± Tk ±Ti ± T olj ± k 

? 2 2 ? 
±1 ±i±j ± k 

±i, ±j, ±k 
? 

Estos 120 puntos de 2I generan 600 tetraedros, dispuestos de manera que 
cada punto pertenece a 20 de ellos, como en el caso de e respecto de 10. De 
esta forma, las celdas son tetraedros regulares y para cada punto la figura 
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Figura 3.23: 60 tetraedros entre 30 y 50 

verticial es un dodecaedro, por lo tanto, tenemos el siguiente resultado: 

El grupo de cuaterniones 'XI induce el politopo de cuatro dimensiones 
{3,3, 5}. 

Enlistamos a continuación los elementos que ('ollfonnan este poli topo: 

Politopo {3, 3, 5} 
Vértices I Aristas I Caras I Celdas 

120 I 720 I 1200 I 600 

De manera similar al grupo 20, cada subgrupo 9 :s: 'XI genera m entra­
mados de [21" : 91 = n figuras asociadas con 9, donde m es el número de 
subgrupos isomorfos a 9 . Por lo tanto, tenemos que el sistema de subgru­
pos propios no triviales de 'XI, induce los siguientes entramados inscritos en 
{3,3,5}' 

1) Cada subgrupo isomorfo a 2C2 genera un entramado de ['XI: 2C21 = 30 
cuadrados. Hay quince de estos entramados a derecha y otros quince a 
izquierda. 

2) Cada subgrupo isomorfo a lC3 genera un entramado de ['XI : lC31 = 
40 triángulos. Hay diez de estos entramados a derecha y otros diez a 
izquierda. 

'Dado que As == I es simple, en 'l:I sólo encontramos pi subgrupo normal 2C1 . Salvo por 
este subgrupo, cada serie de entramados derivados de un subgrupo se presenta a derecha 
y a izquierda. 
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3) C8da subgrupo isomorfo a 2C3 genera un entram8do de [21 : 2C3! = 
20 hexágonos. Hay diez de estos ent ramados a derecha y otros diez a 
izquierda. 

4) Cada subgrupo isomorfo a l es genera un entramado de [21 : lCs! = 
24 pf'nt.ágollos. HH.y seis de estos entramados a cleredlA y otros seis R. 

izquierda. 

5) Cada subgrupo isomorfo a 2C5 genera un entramado de [21 : 2Cs! = 
12 decágonos" Hay seis de estos entramados a derecha y otros seis a 
izquierda. 

6) Cada 8ubgrupo isomorfo a 2V2 genera un entramado de [Zl : ZD2! = 15 
politopos del tipo {3, 3 , 4} . Hay cinco de estos entramados a derecha y 
atrae cinco a izquierda. 

7) Cada subgrupo isomorfo a 2VJ genera un entramado de [21 : ZDJ! = 10 
figurus {6}{6} . Hay dje-.l de estos entramados a derecha y ot ros diez a 
izquierda" 

8) Cada subgrupo isomorfo a 2V5 genera un entramado de (21 : 2'D5! = 6 
figuras {lO}{lO} . Hay seis de estos entramados a derecha y otros seis 
a izquierda. 

9) Cada subgrupo isomorfo a 2T genera un ent.ramado de 121 : 271 = S 
politop08 del tipo {3, 4, 3} . Hay cinco de estos entramados a derecha y 
otros cinco a izquierda" 

Los politopos (5, 3,3) y (3, 3,3) 

Ha. .. ta aquí llf'llIo:{ agot.a(lo 1,0110." los slIhf.,'l"upos fi uitos r]p ("lIfll.r'ruiollP.S: 

de manera que no hay grupos finitos asociados para el d ual geométrico del 
politopo {3, 3, 5}, ni para el politopo {3, 3, 3}. 

Adelllós, rlndo que el politopo {5,3,3} (dual de {3,3,S}) tiene tantos 
vértkcs COIIIO ccJdtl.'i ticue {3, 3, 5} , y bitas son 600, tcudrít\llJ()$ que, en 80(3) 
debería haber un grupo finito de orden 300, lo eual es falso" 

Por lo que toca al politopo {3, 3, 3}, ¡'muo ésl.e ¡"l lenl.a ¡:Oll <;i1l("O \"éI1 kl':i. el 
b .... upo de cualernionUi ~ciado debería lener ordcn !j , pe ro los único:; grupos 
de eualerniones de orden impar son del tipo l Cn con n impar; es decir, debería 
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tratarse de lC~; pero pI. vimos q Ut! e;t.e grupo gellerl\ un pentágono, pOl" lo 
que no hay un grupo asociado al poli topo {3, 3, 3) . 

De cualquier forma, podemos valernos del trabajo previo para dar las 
(;oordellad~\s (te los vért ic;~ dt'1 poli topo {5, 3, 3} por ejemplo. 

El po litopo (5,3,3) 

Debido a la regularidad de {3, 3, 5}, el comportamiento de {5, 3, 3} es el 
mismo en cada 11110 d p S IIS vt~rtin~, por In qm' bast.a. C01l n :r qur succde en 
tomoae= l. 

Hemos visto que los 12 puntos de la sección 10 de {3, 3, 51 generan veinte 
tetraedros al unirlos al punto e. Si tomamos ahora los baricentros de estos 
tet.raedros, la figllm resultante será UD dodet:aedro. Como en el caso del 
politopo {4, 3, 3}, tomaremos múltiplos dc los bariecntros de las celdas de 
{3,3, sL de manera que tengan norma unitaria. De esta forma, para los 
primeros 20 tetraedros de la se<;dón 10 de {3, 3, 51 , obtenemos 20 puntos en 
83. A este conjunto de 20 puntos, lo denotaremos 13 , ya que se trata de la 
primt!fn st!.t:e:ión del 7JOlit(J1JO {S,3,3} fI partir de \lila celda (figura :!.24). 

Figura 3.24: $tl(·¡-j6n 13 de {S,3,3}. 

Estos 20 vértices forman un dodecaedro, pues los tetraedros de los que 
provienen son todos ellos adyacentes. A diferencia de los 20 tetraedros que 
I ient'u t re::! de SlL'i v~rt i t;es en la set.:ciúlI 10 y el enarlo en la seu'ióu 20 de 
{3,3,S} (figura 3.1 4), que no son adyacentes ent re sí. Sus bariccntros nos 
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prm"t't'1l ()tn~ 20 pllllt.(~ al tOlU<t.r múltiploo de eUos t'U 8 3; b;ta eIS la segunda 
secci6n de {S,3,31, es decir, 23 , (figura 3.25) . 

Figura 3.2S: Sección 23 de {S, 3, 3}. 

Con estas dos secciones, podemos apreciar que las celdas son dodecaedros, 
y quc las figuras \"crticialcs son tetraedros (figura 3.26), ya quc {S, 3,3} es el 
politopo dual de {3,3,5}. 

Figura 3.26, Celda {5,3} y figura ver'icial {3,3}. 

Prot:p.<liClIClo ele manera alláloga, a partir de 10tl lmrict"lltros elt' la:. t:f'ldas 
de {3, 3, S} conseguimos las secciones 33, 4J, ... , 153' Cada sección (!ti la inter­
sección del politopo con un espacio tridimensional . En este caso, tomaremos 
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espacios a lo largo del eje real, de tal suerte que la parte real de los cuater­
niones será constante en cada sección. 

En la siguiente tabla se describen las 15 secciones con sus respectivos 
puntos. Para facilitar la lectura de los cuatcrniones de cada sección, se han 
expresado como múltiplos de los correspondientes unitarios, multiplica.dos 
por un factor 2V2. En todos los casos es necesario efectuar permutaciones 
cíclicas de los coeficientes de (x¡, X2, X3), para obtener la totalidad de puntos. 

Sección Xo 

13 T2 

23 V5 

33 2 

43 T 

53 1 

63 T- 1 

73 T 2 

83 ° 
93 -T 2 

... ... 
153 _T2 

Secciones de {5,3,3} 
(Xl,X2,X3) 

(±1,O,±T 2) 

(±T-l, ±T-l, ±T-1) 
(±T,O,±T 1) 
(±1,±1,±l) 

(±T 1, ±1, ±T) 
(±2,0,0) 

(±T, ±T, ±T 2) 

(±J5, ±r- l, O) 
(±l, ±T-l, ±2) 
(±v5, ±1, ±1) 
(±T2,±T- 2 ,0) 
(±r,±2,±T-1) 

(±T2,±T l,±T 1) 

(±T, ±J5,0) 
(±l, ±2, ±T) 
(±T, ±r, ±T) 
(±l , ±T2, O) 
(±2, ±2, O) 

(±J5, ±r, ±T-1) 

(±1, ±T-2 , ±T2) 

(como 73 ) 

. . . 
(como 13) 

Número Forma 
de puntos 

20 Dodecaedro 

20 Dodecaedro 

30 Icosidodecaedro 
(Pequeño) 

60 - - -

60 - - -

60 Rombicosidodecaedro 
(Gran icosidodecaedro) 

20 Dodecaedro 

60 - - -

20 (como 73) 

. .. ... 
20 (como 13) 

ESTA TESIS NO S~ 
UE LA BIBI10TECA 
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Dado que {5,3,3} es el dual geométrico de {3,3,5}, el número de ele­
mentos de {5, 3, 3} , dado que es el dual geométrico de {3, 3, 5} , lo obtenemos 

dualidad, conocíamos ya el número de elementos de {5, 3, 3} , dado en la 
siguiente tabla: 

Politopo {5, 3, 3} 
Vértices I Aristas I Caras I Celdas 

600 I 1200 I 720 I 120 
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