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RESUMEN

La utilizacidon de ecuaciones en diferencias o ecuaciones diferenciales, o mas
en general, el enfoque de sistemas dinamicos para estudiar el corazon, ha tenido un
considerable desarrollo. En particular, es posible estudiar desde una perspectiva
iterativa la excitabilidad de células o tejidos cardiacos, para ello se toma en cuenta que
esta excitabilidad es funcion del tiempo de reposo que tiene el sistema antes de cada
activacion. Conociendo la dependencia funcional de estas dos variables y bajo
estimulacion periddica, se puede construir un esquema de iteraciones que describe la
actividad para cualquier tiempo. Normalmente, las orbitas de estos sistemas son
atraidas a un punto o a un ciclo de periodo dos. Sin embargo resultados experimentales
recientes en donde se observa que la curva presenta un maximo o minimo locales
(Capitulo I) han debilitado las condiciones que cumplen las funciones con el

comportamiento antes descrito.

En esta tesis se inicia la exploracion de las consecuencias para el comportamiento
general y los diagramas de bifurcaciones en particular, de estos sistemas cuando las
funciones que describen la dependencia de la excitabilidad con el tiempo de descanso

no son monaotonas crecientes.

En el altimo Capitulo de esta tesis, se muestran una serie de resultados novedosos
de dinamica extremadamente complicada, con bifurcaciones por duplicacion de

periodo, rompimiento de la cuenca de atraccion (multi-estabilidad) y dependencia



multiparamétrica, cuando no se presenta la condicion de monotonia. La forma que se ha
dado al rompimiento de la monotonia busca modelar situaciones descritas
experimentalmente en las que se describe un comportamiento irregular. En esta tesis se
muestra rigurosamente, que para algunos casos particulares el comportamiento es

caotico.
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CAPITULO I

POTENCIALES DE ACCION Y CURVAS DE

RESTITUCION CARDIACAS.



I.1. INTRODUCCION.

En los Ultimos afos las enfermedades cardiovasculares han cobrado muchas
vidas humanas, son una de las principales causas de muerte a nivel mundial. En el afio
2003 la Organizaciéon Mundial de la Salud (OMS)““" reportd que fallecieron de este
upo de enfermedades un total de 16,733,160 personas en el mundo, equivalente a un
29.3 % del total de muertes en el mundo (57,029,155). Entre este tipo de enfermedades
se tienen las cardiopatias: reumaticas, hipertensivas, isquémicas e inflamatorias; asi
como las afecciones cerebrovasculares. En nuestro pals, de un total de 470,69 muertes,
se tiene que el segundo lugar de fallecimientos lo ocupan las enfermedades del corazdn
con un 10.8 % equivalente a 50,757 defunciones. Estos datos los notificé la Secretaria
de Salud en el afio 2003, Ver el cuadro de estadisticas de la figura [.1. La existencia
de este patr6n de mortalidad es intrigante si se estudia de cerca el funcionamiento del
corazon y del sistema cardiovascular. Este acercamiento muestra que el con.'azén es un
organo extraordinariamente robusto, comienza a funcionar desde antes de nuestro
nacimiento y lo hard, sin absolutamente ninglin descanso hasta el final de nuestra vida.

Durante ese lapso de tiempo se ajustara con precisién a muy diversas demandas, la



frecuencia del corazon podria variar segiin las exigencias fisicas o el nivel de estrés o

debido a otros factores.

Principales causas de mortalidad en México, 2003.
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Figura |.1. Estadistica de las causas de muertes en México, en el afo 2003. Los valores
corresponden a porcentajes. Entre fas principales causas de muerte tenemos de
izquierda a derecha: Diabetes mellitus (1), Enfermedades isquémicas del
corazon (2), Enfermedades cerebrovascular (3), Cimosis y ofras enfermedades
crénicas del higado (4), Enfermedad puimonar obstructiva crénica (5), Ciertas
afecciones originadas en el periodo perinatal (6), Accidentes de trafico de vehiculo

de motor (7), Infecciones respiratorias agudas bajas (8),...etc.

(Datos tomados de la Secretaria de Salud } [2w).




¢Coémo explicar entonces que un sistema tan fuerte se convierta en el origen de
tantos fallecimientos?. En primer término duranie las Glbmas decenas de aflos, aunque
de manera desigual, |a esperanza de vida para los humanos se ha incrementado en casi
todo el planeta. Esto se debe al control de las enfermedades infecciosas, principalmente
del sistema respiratorio y digestivo. En segundo 1érmino Ja obesidad (ocasionada por Ja
invasion de los alimentos industrializados y més en general del llamado american way
of life), el sedentarismo, el tabaquismo y la permanente tension nerviosa, factores todos

que inciden negativamente en ¢l deserapedo y la salud del sistema cardiovascular.

Coagulo sanguineo
Arteria enferma

Figura |. 2. A medida que se acumula la placa, Ja arteria se estrecha, dificultando e} fiujo de

sangre al corazéni3w,

Este patron de mortalidad, impulsa la participacibn muy intensa de
profesionales: médicos, [isiologos, fisicos, farmacblogos, mateméticos,” quimicos,
ingenieros, programadores,..., etc. que contribuyen al desarrollo de diversas estrategias

para atender las diferentes patologias cardiacas.



La cardiopatia isquémica es generalmente producida por la obstruccién de una
de las arterias coronanas, tal como se ilustra en fa figura 1.2 Esta patologia puede
reducir progresivamente el diametro del vaso, produciendo insuficiencia en la
oxigenacidén de ciertas regiones de] musculo cardiaco, fatiga y dolor; o puede ser
repentinamente bloqueada la coronaria por un frombo, produciendo una region
isquémica, con propiedades de conduccién eléctrica alteradas, que pueden derivar

raptdamente en taquicardia y fibrilacién ventriculares de consecuencias fatales.

La angioplastia consiste en dilatar con un balén de dimensiones adecuadas la
zona obstruida. Cuando es necesario, se implanta en el sitio tratado, una protesis de
acero (figura ].3) u otro material, o con la introduccién de pequedios “taladros™ que
perforan y reducen la capa calcirea que se forma alrededor de la lesién.
El procedimiento de la angioplastfa se ilustra en la figura 1.3, se puede apreciar la
dilatacidn con balén de fa zona obstruida y el resultado final con notoria mejoria del
calibre arterial. La ventaja de estos procedimientos sobre la cirugia vascular radica en la
menor agresividad del método, el corto lapso de intemacion y por ende la rapida

integracién a la vida habitual.

La cirugia continda desempefiando un papel importante en el manejo de la
enfermedad vascular periférica. El bypass coronario y la reparacién o sustitucion

valvular son las intervenciones cardiacas mas comunes.



Aneria Pl?ca

Colocacicn de stent

Restos de placa

Angioplastia con baton

Figura |. 3. Cuando se implanta un stent dentro de una arteria coronaria, éste actila como un
soporte 0 ammazon para mantener abierio el vaso sanguineo.
Los procedimientos de colocacion de stent generalmente se realizan junto con

una angiopiastia con balonl ).

Mas novedosos que los procedimientos antes mencionados son la ablacion
cardiaca y el uso de los desfibriladores automaticos implantables. La ablacién por
radiofrecuencia es un procedimiento en el que se utiliza un catéter y un dispositivo que
permite obtener un mapa de las vias de conduccion eléctrica del corazén. Tras
administrar un relajante al paciente, se introduce un catéier por una vena hasta llegar al
corazén. Utilizando ondas electromagnéticas de alta frecuencia. los médicos pueden

destruir (ablacionar) las vias de conduccion responsables de Ja arritmia.



Finalmente, aunque existen toda una serie de desarrollos realizados para atender
las patologias cardiovasculares, no podemos dejar de describir los desfibriladores
implantables. Es de todos conocidos que cuando ocurre una fibrilacidn, en el lenguaje
popular un “ataque cardiaco”, las distintas fibras que constituyen el corazén se contraen
de manera desordenada, sobreviniendo la muerte en un lapso de aproximadamente 10
minutos. Si en ese lapso es aplicado uno o varios pulsos de vanos miles de voltios en el
pecho del paciente, es posible detener la fibrilacién y permitir que el marcapaso
cardiaco, recupere ¢l control del ritmo y dé la posibilidad de muchos afios de vida mas.
Sin embargo hay personas que pueden sufrir uno o varios infartos subsecuentes en los
momentos més inesperados. Para estos casos s¢ ha desarrollado un aparato que se
inserta dentro del organismo y de] cual, salen varios cables que llegan hasta distintas
partes del corazén. La tarea de este dispositivo es muy compleja, ya que debe detectar
la ocurrencia de una fibrilacion o una taguicardia, y disparar un pulso de varios cientos
de voltios para eliminar el comportamiento anémalo. Mds importante es que los
sensores y los circuitos que procesan Ja sefial, no deben dispararse cuando se
desarrollan otro tipos de actividades de alta frecuencia que son normales, como una
taquicardia sinusal. Es notable el desarrollo que han tenido estos dispositivos en los
altimos veinte afios, de tener que practicar una cirugia muy agresiva en el paciente
hasta los aparatos actuales en que, procedimientos semejantes a la introduccién de
catéteres permite posicionarlos y se pueden programar por telemetria, ver figura 1.4.

No obstante todos los avances. se dista mucho de tener todas estas.patologias
bajo control. En el caso de los desfibriladores, estos se disparan sin tomar en cuenta la
fase en que se encuentra el tejido, no tienen ningun tipo de retroalimentacion y el alto

voltaje los hace considerablemente dolorosos.



Desfibnlador
Cardioversor
Implantable (DCI)

El corazén

Electrodos

Guidant Corp.

Figura |. 4. El desbribritador cardioversor implantable es para aquellas personas que han tenido
una frecuencia cardiaca alta anormal que les produjo un desmayo o afectd a la

capacidad de bombeo del corazénBwl .

La ablacién cardiaca solo se puede realizar en problemas auriculares y las
angioplastias son una solucién muchas veces temporal a un problema cronico. La
principal critica que se puede hacer a todas estas técnicas, es que se aplican cuando las
personas ya han tenido fuertes problemas, ocurmiendo que la mayoria de los que
fallecen de muerte subita cardiaca, ignoraban que tenian en curso el desarrollo de una

patologia cardiaca. Es por todo lo anterior que la investigacion en esta area de estudio



sigue siendo muy intensa. La contribucién desde las matematicas se da desde distintos
angulos. Las dos lineas principales de trabajo se apoyan en trabajos pioneros sobre la
descripcion de la excitabilidad de las membranas biologicas y del automatismo en su
oscilacion que tiene el corazén. Antes de describir brevemente estas lineas de trabajo,

haremos un bosquejo de la anatomia y fisiologia cardiaca.

1.2. ANATOMIA Y FISIOLOGIA.

El corazon es el encargado de bombear la sangre que le llega con bidxido de
carbono a través de las venas, hacia los pulmones para su oxigenacién y regresarla para
ser distribuida por el cuerpo; es decir, es el encargado de mover la sangre en dos

circuitos diferentes, esto lo ejecuta en lo que se llama el ciclo cardiaco.

En cada latido, el corazin realiza el siguiente ciclo: la sangre con biéxido de
carbono llega por la vena cava superior a la auricula derecha la cual al contraerse, vacia
su contenido al ventricuWlo derecho a través de la vilvula tricuspide. A su vez, al
conutraerse ¢l ventriculo lleva la sangre por las arterias pulmonares hasta los pulmones
para su oxigenacion y ahi pierde el bidxido de carbono que coutiene y se renueva de
oxigeno. Luego continiia por las venas pulmonares a la auricula izquierda. cruzando la
valvula bicuspide pasa al ventriculo izquierdo que al contraerse, la envia para ser
distnibutda a todo el cuerpo. Después hay un breve periodo de relajacion de las cuatro
cdmaras (las dos auriculas y los dos ventriculos) para iniciar de nuevo el ciclo. La

relajacion y contraccion alternada de las cdmaras recibe el nombre de ciclo cardiaco.



La contraccion del corazén se inicia en un conjunto de células especializadas
que producen seiiales eléctricas a una frecuencia regular, llamado nodo sinoauricular, el
cual estd en la parte superior de la auricula derecha. La sefial del nodo se propaga a
ambas auriculas mediante una onda de actividad sincronizada que hace que la sangre
llegue a los ventriculos, esta onda se detiene en una barrera de tejido no excitable
(sulcus coronary) ubicada entre las auriculas y los ventriculos. El impulso eléctrico
entonces pasa a otro conjunto de células especializadas que se encuentran en la parte
inferior de la auricula derecha llamado nodo auniculoventricular de baja velocidad de
conduccién, por lo que la sefial se retrasa un décimo de segundo permitiendo que se

vacie la sangre a los ventriculos.

Vena cava

superior T

Haz de His

w

Ramificaciones
del haz de His

auniculoventricular
(AV)

AD = Auricula derecha
VD = Venlriculo derecho h
Al = Auricula izquietda

VI = Venlriculo zquierdo

Fibras de
Purkinje

Musculo papilar

Figura 1.5 El nodo SA también se denomina el «marcapasos natural» del corazén. Los
impulsos eléctricos de este marcapasos natural se propagan por las fibras

musculares de las auriculas y los ventriculos estimulando su contraccion B+ .



Después la sefial viajara por el haz de His hasta las fibras de Purkinje las cuales
transmiten cinco veces mas rapido el impulso eléctrico si se compara con la velocidad
que lo hace el musculo cardiaco, ver figura 1.5. El impulso se distribuird primero en la
pared lateral de los ventriculos, iniciando asi la contraccién ritmica de éstos y se
empieza en e] vértice del corazdn, diseminandose con direccidn a las auriculas, y desde
el exterior hacia el interior de las cavidades. Algunas formas de mal funcionamiento del

corazén ocurren como resultado de trregularidades del ritmo cardiaco.

Cuando una célula cardiaca muscular es excitada adecuadamente produce
seitales eléctnicas que hacen que se contraiga. Estas células se comunican entre sf por
sus regiones de membranas, llamadas uniones comunicantes; asf las sefiales eléctricas
pasan rapidamente entre [as células musculares. A la onda de excitacién eléctrica se le

conoce como potencial de accion.

Un potencial de accidn ocurre cuando una célula es excitada e invierte rapida y
temporalmente su polaridad eléetrica, el potencial antes negativo (entre —90 mV y —
65mV) cambia a positivo (aproximadamente a 20mV). Estos cambios en la diferencia
de potencial son provocados por la apertura de canales especiales en |a membrana
celular, y el movimiento a través de ellos de iones de potasio, calcio y sodio
principalmente. En el corazdén podemos observar dos tipos de potenciales de accién: los
polenciales de respuesta rapida en auriculas, ventriculos y fibras de Purk.'inje y los

potenciales de respuesta lenta en los nodos, como se muestra en la figura 1.6.



TIPOS DE CELULAS CARDIACAS

CELULAS CL RUSRULSTA RAP:DA CELLLAS OF RESPUESTALENTA

Toinau !
M T
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WODO BINUSAL

NCDO
ARRICULOVENTRICULAR

Figura |. 6. Podemos observar dos potenciales de accion de células cardiacas: tenemos los de
respuesta lenta (cuyo aspecto es mas triangular) en los nodos y de respuesta rapida
en el haz de His, fibras de Purkinje, musculo ventricular. Panel de imagenes tomadas

de (7wl

En el Potencial de Accion podemos identificar las siguientes etapas:
% Reposo ~ La membrana estd polarizada, el interior se encuentra mis

negattvo que el exterior celular.



< Depolarizacién — La diferencia de potencial eléctrico existente en el periodo
de reposo, se disminuye. Puede ocurrir que el interior sea mas positivo que el exterior
durante un periodo breve de tiempo. Esto se debe a que se abren unos canales selectivos
que permiten el paso de iones de sodio, calcio y potasio al interior de la célula.

% Repolarizacion — Se cierran los canales de sodio y calcio y se abren otros

canales de potasio, o cual restablece el potencial negativo. Figura 1.7.

m\

-120 -

Figura 1.7 Potencial de accién tipico registrado al perturbar célutas ventriculares.

En las células cardiacas ta membrana oo se repolariza inmediatamente, a
diferencta de las células nerviosas, en las células cardiacas el potencial se mantiene en
una reseta cercana al valor de maxima depolarizacién por decenas de milisegundos. Al
periodo en el que la célula no responde al ser perturbada por un estimulo elécirico se le

[lama periodo refractario. Un ejemplo de este tipo se presenta en la meseta.



1.3. APORTACIONES DESDE LAS MATEMATICAS.

Se han utilizado diferentes técnicas matematicas para modelar el tejido
cardiaco: autématas celulares, mapeos, integracién numérica de ecuaciones
diferenciales. teoria del reinicio, etc. En esta seccidon comentaremos brevemente dos de
los enfoques que nos parecen mas importantes: la descripcion de la excitabilidad de las
membranas cardiacas mediante ecuaciones diferenciales, basado en una serie de
trabajos muy imporiantes de Hodgkin, Huxley y Katz realizados en la década de los

B3] que tienen un enorme poder predecible y de visualizacion de los

cincuentas
fenémenos cardiacos; y la descripcion del efecto de perturbar puntualmente un
oscilador no lineal que tiene un ciclo limite estable. Dejaremos para la seccion [.4 la

introduccién de la técpica de jteraciones (mapeos) usando la curva de restitucion

cardiaca.

El corazén es basicamente un musculo que es un sistema excitable, en particular
excitable eléctricamente. Esto significa que a) el sistema tiene un estado de reposo en el
cual se puede encontrar jndefinidamente, si no es perturbado; y b) ante las
perturbaciones el sistema tiene dos respuestas cualitativamente diferentes, dependiendo
del tamafio de la perturbacién: si la perturbacién es pequefia, provoca una desviacion
pequefia de las variables del sistema de los valores de reposo, si la perturbacion rebasa
un valor denominado umbral, el sistema realiza una gran salida {uera de los valores de
reposo, regresando después de un cierto tiempo a estos valores. Si el sistema tiene
alguna extension espacial. y es excitable en los conjuntos continuos de sus puntos,

pueden propagarse ondas de periurbacién con muy diverso grado de complejidad. Un

14



de lo anterior es un pastizal seco, en uno de cuyos puntos se incrementa brevemente la
temperatura. Si la cantidad de calor aplicada es pequeila, éste se disipard sin mayores
consecuencias. Si es suficiente para arder un punto del pastizal, ocurrird en primer
término, que el calor generado por el pasto ardiendo sea mucho mayor, qué el utilizado
para iniciar la combustiéon. Ademds, ese calor provocara que, las zonas cercanas al
fuego inicial a su vez, se incendien provocando un frente de fuego que se propagara por
el terreno. Nétese que una vez chamuscado el pasto, la aplicacién de cualquier cantidad
de calor no provocara una nueva hoguera y, debera pasar un cierto periodo de tiempo,
llamado periodo refractario, para que se pueda provocar un nuevo incendio. En el caso
de las células cardiacas haremos referencia a la propiedad de excitabilidad eléctrica de

la membrana.

Figura 1.8 Técnica de fijacion de voltaje en el axon gigante de calamar. Un electrédo axial es
usado para inyectar coriente (1} y el ofro para registrar el voltaje. El voltaje de
membrana (Vm) es registrado en el amplificador A2, y es comparado con el voltaje
comando (V). El amplificador A1 envia una comiente para compensar las diferencias
entre Vm y Ve. Las flechas indican la direccion de la comiente. Figura tomada de Fl.

15



La primera descripciéon completa de la excitabilidad de una membrana celular se
hizo estudiando el axén gigante del calamar Loligo pealii, cuyas células nerviosas
poseen un didmetro de 0.5mm y una longitud de alrededor de 5cm!®). Aprovechando que
este axon es muy grande, fue posible eliminar e] efecto de la propagacion de las sefiales
eléctricas a lo largo de éi, para lo cual se vacié el axon, se lleno de una solucidn
conductora y se le introdujo un electrodo en toda su longitud, tal como se ilustra en la

figura 1.8.

Dando pulsos de voltaje y manteniéndolo constante mediante un circuito de
retroalimentacion, fue posible deducir las corrientes 16nicas, las conductividades y un
conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales que describen muy bien el comportamiento
de esta membrana bioldgica cuindo se le perturba eléctricamente. Para ello se postuléd

gue la corriente transmembranal se mueve a través de canales de sodio y de potasio.

El punto cuiminante que mostrd lo acertado de este modelo, fue la adecuada
prediccion de la velocidad de propagacién de los potenciales de accién, en los

experimentos resulta de 21.2 m/seg y en la aproximacion numérica fue de 18.8 m/seg

16}

Esta capacidad del modelo, de predecir los patrones de propagacion de ondas de
excitactén, ha resultado muy util para visualizar el comportamiento de] tejido cardiaco.
Para conseguir lo anterior. ha sido necesario modificar el modelo de Hodgkin y Huxley

para incorporar las caracteristicas de las membranas celulares de miocitos. siendo su
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Figura 1.9 En la primera grafica: el pulso inicial tiende a propagarse en forma de una onda
circular. En |a segunda y tercer figura se tiene la simulaciéon de generacidn de

espirales en redes celulares de 2-D. Figura tomada de 841,



rasgo mas notable, que la duracion del potencial de accién pasa de los dos milisegundos
a dos o tres centenas de milisegundos, debido al efecto de canales de calcio que en
cierta parte del potencial de accidén compiten con el efecto repolarizador de los canales

de potasio.

En la figura 1.9 hemos desplegado el patron de propagaciéu que ocurre cuando
a una hoja de tejido cardiaco se le estimula repetidamente en un punto. Un resultado
mas importante, es que estas técnicas han permitido mostrar que el tejido cardiaco, es
capaz de soportar la propagacién de ondas espirales y que esas pueden romperse en

multitud de pequefias espirales, modelando la taguicardia y la fibrilacion”.

Con los modelos, se pueden crear “tejidos” bidimensionales (2-D). A su vez en
ellos es posible definir su conductancia electronica. En la figura 1.9 vemos cémo se
propaga un frente de onda que se encuentra con una pared de no conduccién en su
camino. El pulso inicial tiende a propagarse en forma de una onda circular, pero la
pared le impide pasar. Si en ese momento se saca la pared la onda retrocede girando y a
partir de ese momento se genera una espiral. La espiral puede hacerse multiple usando
dos paredes separadas a una cierta distancia € tniciando una excitacion en el ceniro de
las dos. La espiral es (a veces) la fuente de amritmias que pueden dar [ugar a

inestabilidades y fibrilacién.

La cantidad de trabajos modelando la propagacion via la integracién numérica

es muy grande, también lo es la variedad de los problemas estudiados, secuencias de
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ritmos disparados por diferentes patologias, simulacién del efecto de fArmacos,
busquedas de fuentes de actividad espiral, etc. Gran parte de su popularidad se explica
por la enorme potencia que ha alcanzado el cémputo numérico en los ltimos afios,

debido a la existencia de procesadores cada vez mas rapidos.

Otra idea para construir un modelo matemaético del sistema cardiaco atiende la
propiedad de auto-oscilacién que tiene el corazom. Existen diferentes estructuras en
auriculas y ventriculos que pueden oscilar espontdneamente y que pueden funcionar
como marcapasos: el nodo senoauricular, el nodo auriculoventricular y las fibras de
Purkinje; de todas estas el de frecuencia mas alta es el nodo senoauricular y es el que

IBpone su ritmo a todo el corazdn.

Figura 1.10 La circunferencia de radio r = 1 representa el ciclo limite. Las lineas punteadas

representan las trayectorias que convergen al ciclo limite. Figura tomada def! .
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El corazén esta sujeto a muy variados estimulos que ademés pueden ocurrir en
el instante mas inesperado. Estas perturbaciones, en general, provocan un alejamiento
transitorio de la oscilacion basal de] marcapaso que pasado un cierto Liempo regresa a
su frecuencia normal. Esto significa que podemos pensar al marcapaso, ¢omo un
oscilador con un ciclo limite estable, tal como ocurre con el oscilador de Poincaré,
algunas de cuyas trayectorias hemos representado en la figura 1.10. En esta figura se
representa el estado del oscilador como la variable 6 , que toma valores periédicos

entre 0y 2.

En el oscilador de Poincaré se modela el efecto de una perturbacion como una
traslacién horizontal a la derecha, de una cierta longitud. Pasada la perturbacién, el
sistema regresa instantdneamente a su ciclo limite, a partir del radio de la nueva
posicion en que se encuentra. Hemos ilustrado esta propuesta (realizada por Leon Glass

en 1988 Y en 1a figura 1.11.

Figura 1.11 Un modelo del oscitador con ciclo limite que reinicia fa fase de una oscilacién. Para

los angulos 7 < 8, < 27, los estimulos llevan a fases mayores y el siguiente

pulso ocurre mas pronto.

20



Como puede verse bajo este esquema el efecto de la perturbacion es atrasar el
oscilador cuando su fase se encuentra entre 0 y 7, esto tiene el efecto neto de hacer
mas largo e] periodo de la oscilacion para el ciclo en que se da la perturbacién. Si la
perturbacion se da cuando el sistema se encuentra eatre 7 y 27, la nueva fase serd
mayor que la fase inicial, con lo cual, el periodo se acorta y adelanta el oscilador. Se
representa este tipo de efecto en una grafica en que se indica el nuevo periodo contra la

fase en que se da la perturbacién, tal como mostramos en la figura I.12.

1.5
F-Q
~ 1.0
| N
0.5

0

Figura 1.12 Grafica de la longitud del periodo contra ef tiempo cuando el estimulo es aplicado.

La intensidad del estimulo se representa como b. Imagen tomada de 8.

Este protocolo se ha aplicado a muy distintos sistemas fisiolégicos con un
notable éxito. En la figura .13 representamos el efecto de dar estas perturbaciones
(estimufaciones) a células en las fibras de Purkinje. Un protocolo un poco més
complicado puede a partir de este tipo de curvas, predecir el efecto de perturbaciones

periddicas y de la existencia de control o no para este tipo de sistemas.
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Figura 1.13 La fase de reinicio de una oscilacién espontanea en las fibras de Purkinje por
estimulacion dando un impulso eléctrico. El eje de las abscisas corresponde al
tiempo de perturbacion y el eje de Ias ordenadas al periodo resuftante. Los dos
estimulos usados son los de la parte superior derecha.

Podemos ver la semejanza con la gréfica de la fig. 1.12. Imagen tomada de f8l.

I.4. ESTIMULACION PERIODICA.

Al perturbar periddicamente una célula, la respuesta obtenida no es siempre la
misma. La modificacién que pueda tener un potencial de accion se da sobre todo, en su
duracion y se representa como el ancho de Ja meseta. Los cambios en la morfologia de
los potenciales de accién se aprecian en diversas circunstancias, por ejemplo cuando
cambia la frecuencia cardiaca. Se ha investigado bajo qué circunstancias la actividad
eléctrica de las células cardiacas puede desarroliar ritmos periddicos y no penddicos,

incluyendo alternancias y fibrilacién ventricular.

Los efectos del cambio de la frecuencia de estimulaciéon en ¢l potencial de
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acci6bn en las fibras de Purkinje caninas se pueden ver en la figura LI15.
Experimentalmente se ha comprobado que si el periodo de estimulacién (PE) es
menor. el periodo de descanso (1) y los anchos de potencial de accién (4PA) son
menores y ademas se tiene que:

PE = APA+ 1. 1.0

En la figura 1.14 hemos indicado los intervalos de tiempo correspondientes a

APA ya A. PL esti dado en milisegundos (ms).

PE

APA APA —APA

A A A

Figura .14 Grafica de los potenciales de accién. PE : perlodo de estimutacion, AP4 - ancho de

potencial de accion y A : tiempo de descanso.

Para estudiar experimentalmente los cambios en el ancho de potencial de
accibn, se hacen series largas de estimulaciones con un periodo constante, por ejernplo
20 pulsos con 2000 ms de periodo, al final de cada serie se da una tltima perturbacidn
con un intervalo de estimulacion distinto (puede tomarse al azar). Se ha visto que el
ancho del potencial de accion resultante depende directamente del tiempo de descanso
que le antecede. Entonces podemos escribir al ancho de potencial de accion como

funcién del tiempo de descanso, sea g tal funcidn. entonces
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g(A)=APA. 1.2)
donde A es el tiempo de descanso y APA es el ancho de potencial de accién. Esta
funcién es creciente ya que a menor hempo de descanso, menor ancho de potencial y a

rnayor tiempo de descanso, mayor ancho de potencial como se ilustra en la figura [.15.

¥ 2000 ms

APA - 200 ms _I‘Nt_; .;. """"""""""""""" N{
PE=630 = .

APA =180 ms

PE = 400 ms J-\ \ ‘\ \ \ \ N

R AN A A AN AN AN A A N A

R NN ANANANANANANANANANANY

(Modificado por Singer D. Ten Euck RE: Am J Cardiol 28: 381, 1971).

Figura 1.15 Los registros comesponde a los distintos acaplamientos de los potenciales de accion,
ante los perlodos de estimulacion, PE varfa desde 2000ms al cual corresponde un
APAde 200ms hasla el minimo PEde 200ms y su respectivo 4PA de 130ms.

Cuando a todos los estimulos iguales Ja célula responde con potenciales de
accion morfolOgicamente iguales, decimos que tepemos un ritmo 1:1. Al incrementar la
frecuencia de estimulacion llegaremos a un valor critico en el que cambia la respuesta
de la célula. Si bien se presenta un potencial de accién a cada estimulo, su forma se
alterma entre un potencial de accién ancho y un potencial de accidén delgado. En este

caso decimos que tenemos un ritmo 2:2 y clinicamente se nombra a esta siluacion
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fisiologica como la ocurrencia de alternancias. Se han observado ritmos 2:2 en
isquemias, hipotermias y estimulacién rapida, casi siempre precediendo a fases que

inducen arritmias malignas ””.

1.5. CURVA DE RESTITUCION ELECTRICA.

Se ha realizado el experimento en donde se aprecia que el ancho de potencial de
accion depende del perfodo de descanso inmediato anterior, en diferentes especies
animales y distiatos tipos de células o tejidos en el corazdn. Utilizando datos obtenidos
al estimular agregados celulares provenientes de ventriculos de embriones de pollo, se

obtuvo la gréfica de la figura 1.16.

200 I 1 1 4
150 |
A
P
A
100 Pk
APA = 207 - 136e-2/78
50 : ' :
0 25 50 75 100

A (mseg)

Figura 1.16 Curva de restitucion eléctrica que muestra los APA como una funcion de
A.Los A indican los datos obtenidos al estimular agregados celulares

de ventriculos de embriones de pollo 112
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Los investigadores Guevara M., Ward G., Shuer A. y Glass L. en el afio 1984 (2]

ajustaron la funcion:

8(A) = APA may - e *'" (1.3)

a Jos datos experimentales, donde APAnn es el ancho de potencial

méaximo, @ y 7 son constantes positivas y a > 6 (0 periodo refractario). La

investigacion realizada por los autores mencionados, les permitié la determinacién de

los pardmetros que aparecen en la funcion 1.3 y los llevo a que APA,= 207, a=136
y 7 = 78. Sustituyendo tenemos que:

g(A) =207- 1367 (1.4)

A g () se le llama curva de restitucién eléctrica, esta curva es continua y monétona

creciente como podemos apreciar en la figura 1.17.

NN NN

o
o)
w
o
=3

50 100 150 200 250

Figura .17 Curva de Restitucion Eléctrica de la funcion 1.4. Ancho de potencial de

accion (APA) en funcion del tiempo de descanso(4). Figura tomada de (12,
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Debido a que el conjunto de potenciales de accién desplegados al perturbar una
célula se puede ver como una sucesion ordenada, podemos enumerar cada elemento de

la sucesion (Fig. 1.18).

/

—/ /T

APA/] APAI ,+|

Figura .18 Para diferenciar cada término, se coloca un indice i con ;¢ N acada potencial

de accion.

Lo anterior nos permite re-escribir a la curva de restitucién eléctrica [.2 como
g(A_) = APA,. (1.5)
Abora podemos definir una funcién recursiva en la que APA; dependa del APA;,

considerando ¢l siguiente razonamiento:

De la igualdad 1.1 se tiene que
PE = APA,, + A,, entonces (1.6)

At =PE - APA,.
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Sustituyendo en la ecuacién 1.5: g (PE - APA;.\) = APA; (L7
de donde, al usar la funcion 1.3, obtenemos:

APA - cxe TE-APANIT = gpy, (1.8)

I.6. ECUACION EN DIFERENCIAS FINITAS: ATRACTOR

Y CICLO DE PERIODO DOS.

La ecuacion:
g(PE —APA _|)= APA (L7
es una ecuacidn en diferencias fimtas. Para obtener su curva, nos valdremos de la curva
de restitucién eléctrica 1.4, la cual, relaciona los tempos de descanso lambda (1) en el
eje horizontal con los anchos de potenciales de accidn (4PA) en el eje vertical (figura
1.17). De acuerdo a las deducciones de las expresiones 1.6, 1.7 y 1.8, podemos obtener
los puntos (4PA.), APA;) que representan la dependencia del ancho de un potencial de

accidn, con el ancho del potencial de accidon que le antecede.

Geométricamente obtendremos la nueva grdfica basdndonos en la curva de
restitucion eléctrica ya generada (Figura [17). Sabemos por la funcién LS:

g(4,_,) = AP4,, entonces obtenemos el puato (4.1, APA;) de la curva de restitucion

eléctrica, en ese mismo plano coordenado representemos a la recta y = PE.
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{ Mg APA)
120r

0 30 100 150 200

Figura 1.19 Curva de restitucion eléctrica de ia que se obtiene geométricamente la ecuacion
en diferencias finitas, para lo que es necesario trazar la recta y = PE y localizar

un cierto valor A ;1.

Podemos ahora localizar en el plano el valor: PE - APA, figura L19. Al

localizar sobre el eje horizontal dicho valor, que es 4;, nos proporciona en la curva el
punto (A,4PA;1) figura 1.20 y asi obtenemos puntos (APA;,, APA.t) con los que

construimos la nueva gréfica que se ilustra en la figura 1.21.

La curva que se genera es decreciente dado que:
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o al valor menor de 4PA, le corresponde bajo el mapeo el valor mayor de

PE — APA, que a su vez nos genera el maximo valor de APAu .

o al valor mayor de AP4, le corresponde bajo el mapeo el valor menor de

PE — APA, que a su vez nos genera el minimo valor de APA.

220

180f

160t

140}

APA

120

100}

80

60

250

Figura 1.20 Allocalizar sobre el eje horizontal el valor de A= PE — APA; nos

proporcionara el ancho de potencial de accion i + 1.

Algebraicamente sabemos entonces que la ecuacién en diferencias finitas

gueda representada por la funcidn:
g(PE—APA)=APA__ —a e\ """ = 4P4,,, (L9)

cuya grafica es la figura [.21.
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Figura 1.21 Allocalizar todos los puntos de la forma (APA, APAw+) construimes la

grafica que nos da la ecuacion en diferencias finitas.

A continuacién mostraremos que esta funcion tiene una bifurcacién para un
cierto valor del periodo de estimulacion. En el Apéndice, definicidén 8 definimos con
rigor a que nos estamos refitiendo con la palabra bifurcacién. Estamos buscamos si
ocurren cambijos cualitativos en el comportamiento descrito por la curva de restitucién
1.9 y de ser asj, en dénde los presenta. De acuerdo a la teoria presentada ev el Apéndice
para tener una bifurcaciéon debemos derivar 1.9 con respecto a APA; e igualar a menos
uno o que obtengamos, es decir: |

g (PE-APA) = —(a/r)e TE- APV — 1 (1.10)

Utilizando propiedades:
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(Q/T) e-(PE-APAU/Y - I

o/ = g (PE-APAV/Y

Por la igualdad I.1:

In(wt)= At

A=t ln (7). 1.11)

Recordemos que =136, y r= 78, entonces A= 78 in (136/78). Ahora es
posible encontrar el periodo de estimulacién critico PE¥, dado que:

PE = APA+ Aigualdad [.1) y que g(1) = APA (expresion [.2), entonces: PE = g(A) + A.

PE* = APApa - ae ™+ tin (/1) porexpresiones: 1.3 y Lil.
Sustituyendo el valor de los parametros:
PE*=207- 136 ¢ 7811367978 . 78 In (136/78),
simplificando:
PE*=207- 136 ¢ (3% 1 78 1 (136/78)
PE* =207 - 136 (1/e " 13978y & 78 In (136/78)
PE* =207 - 78 + 78 In (136/78)

PE* = 172.3637 (112)

De gran ayuda es la recta identidad (Figura 1.22) para encontrar en donde se
presentan los puntos en los que se tiene un ntmo 1:1 o un nitmo 2:2 (ver método

cobweb o telarana, Apéndice, seccién 2). En la figura 1.23 tenemos las graficas para
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valores del periodo de estimulacién mayores que el periodo critico (PE*), igualdad:
[.12, podemos observar en todas las graficas que el mapeo de todos los valores
convergen al punto de interseccion llamado punto fijo y al acercarse al periodo critico
tarda mas en poder llegar al punto al cual convergen. Se puede verificar que no importa
que condicion tnicial se tome siempre obtendremos que los valores AP4; convergen al
punto de intersecciéon. Ep estos casos decimos que el punto de interseccién es un
atractor. (Para la definicion de los nuevos conceptos, consultar el Apéndice). Todas las

condiciones iniciales son iguales a APA, = 80.

Ecuacion en Diferenciax: g( PE - APy, )= APA; 4

APAj+1
3

o8 5 3 8

0 50 100 150 200
APAI

Figura 1.22. Recta |dentidad (linea punteada) y la ecuacion en diferencias finitas 1.9.

En la figura 1.24 el punto que es interseccion de la curva con la recta identidad
ya no es el valor a que converge la sucesion. Como podemos ver, geométricamente para

este valor se tienen respuestas alternantes (ritmo 2:2). El mapeo nos lleva a dos
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diferentes valores de la curva que corresponden a anchos de potenciales de accién
gruesos y delgados. En todos los casos se tomd la condicién inicial APA4, = 80. Por la
definicién 5 del Apéndice, sabemos que a este tipo de ritmo se le [lama en matematicas

ciclo de periodo dos.

Periodo > 172.36

20 _ ; zool - S
/] | )
150! T,'| I ‘ 150
|||
=100 $ = 100
<
50| Periodo200 | 50 Periodo 190 |
‘ | I
O — o . 1 ‘
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
APAI APAi

P |
1501 ‘
|
x
< 100! 100!
SE —_ |
A .
501 . Periodo 180 50| Periodo 175
| | |
0 - =g s i ok =
0 20 100 150 200 0 0 100 150 200
APAi APAjI

Figura 1.23 Gréficas de la ecuacion en diferencias: g(PE-APA) = APAn1. Tenemos que |a
condicion inicial es: APAp=80y los periodos de estimulacién son mayores al

periodo critico en estos casos se tiene un fitmo 1:1.
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Periodo < 172.36

200. — S S 200, - —
150! 150,
|
T : |
X 10 S 100f
= | =<
50/ 50§
o o
0 50 0 50
APAI
200 == 20—
| =
160/ 150
= <
S 10 § w
50 50 i
0 e {1 S S—
0 50 4] 50

Periodo 172

Figura 1.14. Gréficas de [a Ecuacion en diferencias g { PE ~ APA i) = APA i+ 1 en todas ellas
podemos ver que tenemos ritmos altemantes entre dos valores, comespondiendo a

anchos de potenciales gruesos y delgados es decir ritmo 2:2. EI mapeo empieza en

la condicion inicial APAg= 80.

Este tipo de comportamientos se presentan cuando trabajamos con funciones

continuas e inyectivas.
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El diagrama de la figura 1.25 nos muestra cdmo es el comportamiento de la
funcién estudiada en términos del periodo, en el el eje horizontal representamos el

pardmetro PE y en el eje vertical se grafican Jos Gitimos 20 valores encontrados para {os

anchos de potenciales de accién despues de 1000 iteractones, para cada valor de PE

entre 170 y 200 con la condicion inicial APA, = 80. A este tipo de representacidn se le

llarna diagrama de bifurcacidn.

1601

Ciclo ge perfodoy .o

100} ;

o175 180 185 190 195 200
PE

Figura 1.25 Diagrama de Bifurcacion de la ecuacién: g(PE — APA;) = APA «1 donde se aprecia
los anchos de potenciales de accion como funcion del periodo de estimulacion (PE).

Observamos los atractores y el ciclo de periodo dos.
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I.7. CURVA DE RESTITUCION “ANOMALA™: ;HAY CAOS?

Durante muchos afios las curvas de restitucion eléctrica se consideraban de
manera tipica como monétonas crecientes, de hecho esta era una de sus caracteristicas
principales, sin embargo existen sistemas cardiacos en que esta condicién no se cumple,
asi en 2000, en la famosa edicién From Cell to Bedside los investigadores Gilmour,
Watanabe y Otani !'¥ | reportan una investigacién en fibras de Purkinje caninas y en el
epicardio cardiaco de ovejas fetales que ilustra este punto. Para este Gltimo caso, los
datos experimentales fueron unidos mediante segmentos de linea recta, obteniéndose la
curva de restitucién eléctrica que se reproduce en la figura 1.26, lo que lleva a una

funcién continua pero no inyectiva donde se presentan un minimo y un maximo locales.

-
-

20 10 0 10 20 3 40
DI (msec)

Figura 1.26 Curva de restitucion eléctrica en donde se tiene representado en el eje horizontal el
intervalo diastélico (DI) que equivale al tiempo de descanso, medido en ms y sobre
el eje vertical el tiempo de repolarizacion total (TFR) medido en ms. Los puntos
corresponden a los datos obtenidos para el epicardio de oveja y se formé la curva

uniendo los puntos con segmentos de linea rectal?),
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Al utilizar el diagrama de bifurcacién para esta curva de resttucién, se
encuentra la siguiente secuencia de ritmos: 1:1, 2:2 (ciclo de periodo 2), dindmica
irregular, ritmos 8:8 (ciclo de perfodo 8), 6:6 (ciclo de periodo 6) y de nuevo dindmica

iregular, hasta llegar a un ritmo 2:1. El diagrama de bifurcacién obtenido es el de la

figura 1.27.

150 ‘ . L MR EEPISP ST UUIPEED Sl U UL D00 Sl Sy i v | Sl }
:2.1 ID 2:1 ID 6:6 83' , .ID‘ o 22‘:*.-”11 :
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Figura .27 Diagrama de bifurcacion en fibras de Purkinje caninas en donde el periodo de
estimulacion (PE) se hace variar en el intervalo {120, 150) , en la insercion se

muestra la curva de restitucion 1131,

Este tipo de comportamiento de la curva de restitucion se encuentra en otros
sistemas, en Ja figura 1.28 copiamos del mismo articulo [a curva de restitucién para las

fibras de Purkinje caninas. En ella puede advertirse que también Ja condicién de
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crecimiento monétono ha desaparecido, presentando la curva un maximo local ademas

del maximo absoluto.

TFR (nusec)
[ ]
&

T T T T 7

200 4150 -100  -50 0 L] 106 150
DI (msec)

Figura 1.28 Curva de restitucién eléctrica no-monétona en donde se tiene representado, en el eje
horizontal, el intervalo diastdlico (Df) que equivale a 1y sobre el eje vertical ef tiempo
de repolarnizacion total (TFR). Los puntos comesponden a los datos obtenidos para
fibras de purkinje caninas y se formd la curva uniéndolos con segmentos de linea

recta. Imagen tomada del*3l.

El desarrollo de comportamientos mas complejos, al modificar Ia condicién de
crecimiento monoétono del ancho del potencial de accion (o equivalentemente del
tiempo total de repolarizacidn), introduce nuevas preguntas: ;El comportamiento
uregular mostrado en la figura 1.27 es caédtico (ver Apéndice, seccién 5)? 4 es un
resultado artificial provocado porque la derivada de la curva de restitucién construida
con segmentos de recta no es continua? Los autores no indican si el comporiamiento
reportado ocurre para cualquier condicidn inicial, en caso de no ser asi, ¢hay
rompimiento de la cuenca de atraccién (Apéndice, definicién 7) de manera que los
sistemas cardiacos descritos por este tipo de curvas pueden cambiar su comportamiento

sin cambios en los parametros que los describen?
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En esta tesis nos proponemos iniciar el estudio de estas preguntas. Siendo la
caracteristica principal de las curvas de restitucién “andmalas”, que presentan un
minimo y/o un maximo local, que puede presentarse en distintos Jugares de la curva,
hemos decidido modelar de manera general esta situacion, provocando el minimo y
méaximo local a partir de sumar a la curva monotona crecienle que se tiene representada
con la funcién exponencial 1.9 (descripcion de Guevara et al. de 1984), una gaussiana
invertida. Esto nos permite una descripcion continuamente diferenciable, que puede ser
itil para desarrollos analiticos posteriores. Esta “gaussiana invertida” introduce tres
pardmetros: su posicion, su ancho y su profundidad. Como la exploracién en el espacio
de tres pardmetros es una investigaciéon muy vasta, y este es un estudio inicial, en este
manuscrito reportaremos el efecto de cambiar la profundidad para un par de posiciones
y un sélo ancho, tomando como parametro de bifurcacién la profundidad de la
gaussiana. Como veremos en el Capjtwlo I, la dindmica resultante es
extraordinanamente rica y es posible mostrar rigurosamente, que para las condiciones
del modelo el comportamiento es estrictamente cadtico. Utilizamos términos tfpicos de
la dindmica no lineal, como atractores, ciclos periddicos, bifurcaciones, etc. que en el

Apéndice los definimos.
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CAPITULO 11

UN PRIMER ACERCAMIENTO AL ESTUDIO DE LA

CURVA DE RESTITUCION ANOMALA.

4]



I1.1. ANOMALIA REPRESENTADA POR UNA CURVA DE GAUSS.

En el Capitulo I al analizar el comportamiento de la curva de restitucién
eléctrica 1.8, encontramos que ésta presentaba s6lo ritmos 1:1 6 2:2; es decir, tenemos

matematicamente dos casos:

¢ Un punto fijo atractor (ritmo 1:1)

< Un ciclo de periodo dos ( ritmo 2:2),

el cambio se da en e] periodo de estimulacion critico .12 (PE* = 172.36). En la figura
1.25 del Capitulo I reprodujimos el diagrama de bifurcaciones que se obtiene cuando se
varia el periodo de estimulacién y la condicién inicial es igual a 80. Recordemos que
esa ilustracion se hizo a pantir del ajuste a datos experimentales obtenidos cuando se
estimularon agregados celulares provenientes de ventriculos de embriones ;ie pollom],

generando la ecuacion en diferencias finitas 1.9:

8 (PE = APA) = APApge - ¢ TE- A4/
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donde APApe = 207, ¢ =136, =78
y cuya caracteristica mas relevante es que es monétona crecienle (curva de restitucion

eléctnica figura [.17).

Se han observado en algunas especies (perros y ovejas), tejidos cardiacos
que generan curvas de restitucidon que no son monotonas crecientes. En eslos casos,
aparecen minimos y/o0 maximos locales en algun lugar de la curva (ver figuras 1.26 y
1.28). Al utilizar estas curvas para hacer iteraciones se encuentran comportamientos
extremadamente complejos. Sobre este aspecto nos hacemnos las siguientes preguntas:
la dinamica irregular reportada ;podria ser cadtica? jes algo inducido porque la curva
de restitucion construida con segmentos de rectas es discontinua en la derivada? Para

este tipo de sistema ¢ hay rompimiento de la cuenca de atraccion?

Para explorar la situacién antes descrita, introducimos como modelo general
una curva de restitucion descrita mediante la curva exponencial 1.9, a la cual restamos
una curva gavssiana de profundidad A y de ancho B que genmera un minimo y un
méximo locales. E] minimo se encuentra situado en la vanable posicidn (pos),
obteniendo asi. una funcién continuamente diferenciable, la cual se asemeja a la gréifica
obtenida por Gimour et al.(Véasem'), con los datos experimentales para el epicardio de

oveja. La ecuacidn en diferencias queda representada por:

g (APA,) =207-136¢ ~(PE - APAI) /78 Ae” @os -~ APAY ~ "BzAPA,I‘I- (’”1)
donde APA; es el ancho de potencial de accion en ¢l periodo i, PE es el

perfodo de estimulacion. A representa la profundidad de la anomalia, pos es la posicion
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del minimo de la anomalia y B es el ancho de la anomalia. La grafica de la funcién .1

tiene el aspecto cualitativo ilustrado en la figura 1.1.

APAI+1

8588

100 180 200
APAI

oF
&

2

Figura 111 Curva generada al agregar una curva gaussiana: - A e ~s -4PA) ~ /B g Ja curva
de restitucion clasica: g (PE - APA) = 207 - 136 e ~PE - APA) 1 7%

Los parametros que fa caracterizan se definen en el texto. En (a gréfica se

agregd, sélo como referencia, {a grafica de la identidad.

Debido a que en la funcién U.1 aparecen cuato pardmetros, la dindmica a la
que da lugar este mapeo seria muy amplia. y a que esta investigacion biene un caracter
inicial. se analizard el comportamiento de las orbitas cuando se hace varar el
parametro 4 y se mantienen constantes:

o PEen200ms.

e posen 137y



e Ben90.
Al sustituir los valores constantes en la funcidn I1.1, se tiene la funcién:

g (APAt) =207 -136¢ —(‘200_APA.U/78_A e—(137 —APAY 2 /90 (112)

180
180}
140t
120}
100t

APAI+1

-0 B 58

100 150 200
APAi pos=I137

Figura 11.2 Grafica de la ecuacion en diferencias finitas 1.2, cuya posicion de la

anomalia pasa por la recta identidad.

Casos interesantes se presentan cuando la anomalia atraviesa a la recta
identidad. En esta investigacion se posiciona el minimo de la anomalfa en .137 (figura
I1.2) y analizaremos qué comportamiento tiene el sisterna dinamico cuando cambiamos
el parametro A4 (profundidad de la anomalia). La nueva funcién U.2 g:/—> / es continua

y diferenciable en / = [0, 200]. Tenemos que en algunos elementos del dominio, para
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dos puntos distintos en el dominio, la funcién asigna el mismo valor, es decir, se rompe
la inyectividad de la funcién y, en este caso no tendremos sélo ritmos 1:1 o 2:2 como

en el caso de la curva de restitucién cardiaca 1.4,

Para encontrar los puntos fijos de la fuocién 0.2 tenemos que obtener la

solucién de la ecuacién:

Q(APAY = 207 — 136 ¢ ~CU-APAD 178 _ 4 o = (137 =4PAY 2 190 _ 4p g (1.3)

que corresponde a fa interseccion de la prafica de la identidad con la grafica de la
funcién J1.2. Obtener una expresion explicita de los puntos fijos de g no es una tarea
simple, basicamente porque en 11.3 tenemos funciones trascendentes de donde usando
solo herramientas algebraicas y propiedades de los logaritmos no es posible obtener las
soluciones. Por estd razon se hara geométricamente con métodos numeérncos,
programacion y con el método telarafia descrito en el Apéndice, seccidn 2. Se introduce
una nueva grafica en la cual se toman, sobre €] eje horizontal, los valores iniciales xo, 0
<Xxp < 200 con incrementos de uno y, en el eje vertical, estan los valores de APA,
iterAndose cada condicién inicial 1000 veces y capturando las tltimas 65 iteraciones, a
este tipo de diagrama le llamamos de cuenca de atraccion. Este diagrama es de gran
utilidad pues nos ayuda ha entender el comportamiento de las orbitas para distintas

condiciones iniciales x;.
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120 /’__”l~ 1 Caso: A= 10
% 100] J 4 xo=100
8ot 7 ]
! i Un punto fijo atractor
40f d
208 7
c 7/
0 50 100 150 200
APA}
(2)
170 . . -
160
el
Se observa que 120l I], |
converge al atractor de z V"MWM
manera oscilante 130f! l
120}
110F
%% 20 40 & 80 300
(
13688
138.85
138.65
Rasesy Diagrama de Cuenca
12655 <:| de Atraccion
13565
138.65
‘36'650 ﬂ‘J 100 150 200
X
(©)

Figura 1.3 Sila profundidad de la anomaliaes 10 se tiene un punto fijo atractor en la

ecuacioén en diferencias finitas 11.2.
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[1.2. ATRACTORES Y BIFURCACIONES.

Se tiene un ntmo 1:] o matematicamente, un atractor cuando la profundidad de
la anomalia esta en el intervalo (0,11.14622). Esto se obtuvo al investigar en donde se
presentaba una bifurcacion y el punto fijo neutro. Recordemos que un punto fijo neutro
es aquel en el que ]a pendiente de la tangente a la grafica de la funcion en el punto fijo,
es | & -1, definicion 3 del Apéndice. Asi se tiene que cuando 4 es aproximadamente

11.14622 y APA; es 136.0543 se tiene un punto fijo neutro.

El panel de 1a figura [1.3 muestra la dinamica en el caso que la profundidad 4 =
10. En la grafica 11.3.a) tenemos que, la convergencia al puanto fijo es de manera
oscilante, siendo en ese caso el valor inicial igual 2 100 y tomandose 100 iteraciones.
En la figura 11.3.b) tenemos representado sobre el eje honzontal, el nimero de
iteraciones y, en el ¢je vertical, el mapeo obtenido al tomar a xo = 100. Finalmente, en
la figura 11.3.c) mostramos el nuevo diagrama de cuenca de atraccidn, indicdndonos
que para todas las condiciones iniciales xp £ N, se fiene el mismo punto fijo atractor. Al
calcular cudl es el punto fijo asi como la derivada de la funcién 11.2 evaluado ep el
punto fijo, se encontrd que, para 4 = 10, el punto fijo es 136.6471 y la pendiente de su
recta langente a la grafica de 1a funciée U.2 por el punto fijo es —0.8522. entonces
|m|=1-0.85221<1, lo cual nos indica que efectivamente se tiene un punto fijo

atractor (ver el Apéndice, definicion 3),
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160 5
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S P e ] A=12
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%5 0 0 © 50
t
(b)
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138

Para todos los elementos xp
126 ¢ Nen el intervalo (0, 200)
se tiene ciclo de periodo 2,

138

se toman los ultimas 65
136 iteraciones de 1000.
33

(c)

Figura 1.4 Aqui podemos observar que el punto fijo se vuelve repulsor y se obtiene una
bifurcacion dando lugar a un ciclo de periodo 2 que corresponde a un fitmo 2:2

tenemos altemnantes.
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11.2.1. EMPIEZA LA CASCADA DE BIFURCACIONES.

e Ciclo de periodo 2.

Cuando la profundidad (4) es 12 en la funcidén [1.2, se tiene un ciclo de periodo

2.con un punto fijo en APA; = 135.6456 y con |g'(135.6456)| = 1.1180| = 1.1 180, lo

que nos indica que el punto fijo 135.6456 es repulsor (véase el Apéndice). Tenemos las
graficas tanto para el ciclo atractor, como para la cuenca de atraccion y el diagrama de
las iteraciones en las figuras 11.4.2), b) y ¢), con la condicién inicial xo = 100, se iterd

50 veces en las figuras [1.4.a) y b) ".

e Ciclo de periodo 4.
Al tomar A = 16.5 ocwrre otra duplicacion de perfodo. Se genera un ciclo de
periodo 4 (figura I1.5). El punto fijo de la funcién 11.2 es 133.8976 y la pendiente de Ja

recta tangente a la grafica de la funcién (1.2 en el punto fijo es —1.7693, es decir:

|g'(133.8976)‘ = ‘— 1.7693, =1.7693 resultando ser un punto fijo repulsor .

e Ciclo de periodo 8.

En 4 = 17.5 se presenta el punto fijo 133.5847 de periédico 8. Al calcular la

derivada de la funcién 1.2 en ¢l punto fijo, se obtiene -1.9109, por lo que:

1g'(133.5847)| =|-1.9109.=1.9109 que, como en el caso de los periodos anteriores, es

&
repulsor .

"el ciclo que se genera puede verse en la seccion 11.4 del presente Capitulo.
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::L Diagrama de Cuenca de Atraccidn

Figura 11.5 Aqui tenemos oftra duplicacion de periodo hay un cambio en la dinamica del

sistema, de tener un ciclo de periodo 2 pasé a un ciclo de periodo 4 para

A=165.
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APAI*)

any,

Asi se generardn duplicaciones de periodo de 8 a 16 y de 16 a 32,..., etc. los
cuales se pueden ver en la figura 11.6 hasta tener comportamientos aperiédicos como el

caso de la gréfica I1.7, en donde se tiene que A es igual a 19 y no se tiene ningun ciclo.

CICLO DE PERIODO 8
o ) o
180 T~ 7 at
160 R /,—’j ol
140 @\ &
120} N -~
109 P ~N g
8o} ’ | N i
m B (R2 0
1
20 ‘ m:
o ) 100 150 200 TR e e e e e @ e
APA;

CICLO DE PERIODO 16 l::> CICLO DE PERIODO 32
148
i
1421
140
12

136 " 136 -
134
130 132
120
a 50 100 1% 200 1z

Figura 11.6 Se presenta un ciclo de periodo 8en A =175y en A = 17.9 se tiene periodo 16
pasa de ser periodo 23 a uno de periodo 2(2%)= 24 y de 24 se duplicaa 2°en A =
17.97.

52



150p

145} 4

APA )
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r

130 135 140 145
APAj

Figura 1.7 Se presenta para la condicion inicial xo = 130 y [a profundidad de fa anomalia

A =19 un comportamiento sin ciclos, ni atractores .

I1.3. DIAGRAMA DE BIFURCACION.

Para hacer el diagrama de bifurcacién se graficaron los ultimas 65 iteraciones,

de un total de 1000, se calcularon con la condicién inicial xp = 130.

Con este diagrama podemos obtener bastante informacién sobre coémo se
comportan las 6rbitas a largo plazo de la ecuacién en diferencias finitas 1.2 y verificar
si se presenta ciclo de periodo tres. Este comportamiento dindmico es muy importante

pues sabemos, que eso nos lleva al caos por el corolario 1 del Apéndice.

" Se calculé el exponente de Lyapunov, definicion 10 del Apéndice, para 100,000 iteraciones,
dando A >0.
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Veamos pues el diagrama de bifurcacion de la figura [1.8, en el cual se tiene
sobre el eje horizontal, el pardmetro 4 que se hace variar de cero a 60 y en el eje

vertical, los valores de Ay).

dingrama de bifurcacion de la Ecuacién en Diferencias

200

150

APA

100

50 1 g L 1 1 I

Figura 1.8 En este diagrama, podemos apreciar las ventanas con los ciclos de periodo 6
para A=20.73 y en A = 39 este lltimo tendra una duplicacién de periodo en A = 40
obteniéndose un ciclo de periodo 12.

En A = 24 se presenta un ciclo de periodo 4 con su respectiva duplicacion de
periodos: de periodo 8 (A = 25), 16 {A = 25.1), 32 (A =25.3), ... elc.
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Dentro del rango de valores: [0, 60] para 4 no s¢ presenta el famoso ciclo 3 y
poder aplicar el teorema | del Apéndice, as{ como el corolariol; pero es posible que el
comportamiento de las Orbitas haga que la cascada de bifurcaciones deje de
ensancharse y dé una ventana con un ciclo de periodo 3. Por 1o que se venfica haciendo

que €] rango de A esté entre 60 y 90 en el diagrama de bifurcacién (Figura 1.9).

Al hacer las simulaciones finalmente se obtuvieron ciclos de periodo 3 cuando
A =63y A4 =64, por lo que, al usar el teorema 1 del Apéndice sabemos que tenemos
cualquier perfodo n, para toda n natural y, por lo tanto, aparece el comportamiento
cadtico. También tenemos que la cascada de bifurcaciones sigue ensanchindose
conforme A4 se aleja del origen. Esto nos lleva a sospechar fuertemente que los

comportamientos irregulares enconirados para 4 = 19 son de naturaleza cadtica’.

De acuerdo al diagrama de bifurcacién 0.9 jamas regresaremos a ritros 1:1 6
2:2; es decir, para la posicion de la anomalia en 137, el ancho de 90 y el periodo de

estimulacién de 200 ms no se recuperara un ritmo normal y seguiran los alternantes.

" Sc calcul6 el exponente de Lyapunov, definicién 10 del Apéndice, para IO0,000'itcmcion&c,
dando A >0.
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diagrama de bifurcacion de la Ecuacidon en Diferencias

Figura 1.9 Diagrama de Bifurcacitn, ef parametro A ( profundidad de 1a anomalla) varia de 60 a
90 con incrementos de uno, en donde podemos apreciar la ventana del ciclo de
periodo 3 para A = 64, lo que implica un comportamiento caotico.

Podemos ver una ventana con un ciclo de periodo 8 entre 7t y 72 y
dinamica cadtica.
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Se muestra la grafica de ciclos de periodo 3. En la primera grafica se tomaron

100 iteraciones y para la segunda fureron 250 iteraciones (figura I1.10) "

CICLOS DE PERIODO 3

N 3 U
B =t l”h
T T E::vahwﬁ"‘v(‘"\ (it
22-/ ) % 20 Jo & ) 700
ERRIL - (] "
R o

N “ |

S U B s e

APA

Figura 1110 Graficas de dos casos donde se tienen ciclos de periodo tres. A =63 y A =64.
En la primera se tom6 xp = 130 y en el segundo periodo se inicio con xo = 20.

" el ciclo que se genera puede verse en la seccién [1.4 del presenie Capitulo.
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I1.4. DERIVADAS EN PUNTOS F1JOS E ITERACIONES.

Hasta ahora hemos estudiado el comportamiento que genera la curva de
resttucién eléctrica andmala (funcion [0.2), realizando una gran cantidad de
iteraciones. Con ellas hemos observado el comportamiento asintotico, los diagramas de

bifurcaciones y las cuencas de atraccion.

También podemos tener una idea de la dindmica de este sistema, estudiando la
geometria de la funcién especificamente sus intersecciones con la funcién idenudad
que, por la definiciéon 2 del Apéndice, corresponde a los puntos fijos. El caricter del
comportamiento alrededor del punto fijo esta definido por la pendiente de la funcién en
tal punto. En la figura I.11 mostramos c6mo varia la pendiente de la recta tangente a Ja
curva en el punto de interseccién con la grafica de la funcién identidad cuando 4
crece. Puede observarse que esta pendiente serd imicialmente (en 4 = 0) mayor que -1.
Sin embargo, con el crecimiento de 4 se pasara a valores menores que -1. Podemos
inferir que tendremos inicialmente un atractor y después una bifurcacién por
duplicacion de periodo. A partr de la bifurcacidn. podemos hacer el mismo analisis
para las sucesivas iteraciones de la funcién. En la figura 11.12 hemos construido un
pane| para mostrar la forma que tienen, desde la segunda hasta la cuarta iteraciéon para
profundidades, A4, de 12, 64 y 17, respectivamente. Se puede calcular nun%éricamcn.tc
tanto las intersecciones como las derivadas en los puntos fijos. Indagaremos en qué
valores de la profundidad de la anomalia se presentan los ciclos de perfodo 1, 2,3 y 4

y verificaremos si son atractores o repulsores.

58



0 <4 <100 INCREMENTOS DE 5 u.

APAI+1
588 8

N
o

c:'O

APAI

APAI+1

160

Figura 1.11 Asi cambia la pendiente de las rectas tangentes en los puntos fijos de la famiiia de

curvas de la funcion il.2.

59



De la funcién I1.2 obtenemos que:

¢ Lasegunda iteracion es

G(APA) = (g 0 g(APA) =

=207-136 e - (200207 - 136 exp( - (200 — APA})/ 78) — A exp (- (137 —APAi)“Z/%)])/?S_i_

Ae - (137 =207 - 136 exp (- 200 — APAI)/ 78) = A exp (- (137 -APAi)“2/90)])"2/90’ (113)

e La tercera iteracién

g (APA)= (g o & WAPA), (1.4)

e La cuarta iteraci6n
K .
g (4PA)=(gog’) (AP4) (1.5)
Procediendo de esta manera obtenemos las sucesivas iteraciones. Sabemos que estas
funciones, que se han obtenido por composicién de la funcién L1.2 que es continua y

diferenciable, son a su vez, continuas y diferenciables.

Inspeccionando los cambios de la derivada, g (APA), de la funcién .1 se tiene
que en A = 1].14622 la derivada g (136.0543) es —1; es decir, es un puato fijo neutro
(Apéndice, definicidn 3). Entonces tenemos nuestra primera bifurcacion en dicho valor.
Esto nos indica que el intervalo de la funcién en donde se tiene un solo punto fjo

atractor, es cuando 4 € (0,1 1.14622) y, tomando 4 = 10 (seccion 11.2), se tiene que su

punto fijo es: xg = 136.6471 y se genera la orbita:
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Figura 112 Curvas de Ja segunda, tercera y cuarta iteracion del sistema
dinamico 1.2, para diferentes valores de A.
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orb(136.6471.g) = {136.6471},

correspondiente al ciclo de periodo 1. Véase la fig. 11.3.

La segunda bifurcacién se presenta cuando A es aproximadamente 15.73321.
Entonces cuando A estd en el intervalo (11.14622, 15.73321), se tiene un ciclo de
periodo 2 para g{APA;) = APA. y surge un duplicacion de periodo a partir de 4 >

15.73321.

Veamos que sucede para 4 = 12 en donde se presenta un ciclo de periodo 2,

haciendo
g (APA) = APA, L.6)
encontramos que los puntos fijos de la segunda iteracion son:
xo=133.4026, x,=135.6456 y x,=138.700,
y la denvada de la funcién 11.3 en cada uno de ellos es
g '(133.4026) = 0.5594, g% ’(135.6456) = 1.2498 y g '( 138.7000) = 0.5594,
respectivamente. De donde se tiene que el segundo punto fijo es también punto fijo de
la funcién 11.2 y es repulsor para ambas funciones (véase seccion 11.2), los otros dos
puntos f1)os x; y x3 son los que corresponden al ciclo de periodo 2, (ver Apéndice,
definicién 5), g(x)) =x3 y glx3) = x)
orb (133.4026, g) = {133.4026, 138.700}

cuya denivada, para la segunda iteracién (I1.3), es menor a |1 y entonces e] ciclo es

atractor, observar figura I1.13.
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PRIMERA'Y SEGUNDA ITERACION

punto_fijo_primera =

135.6456

g’(xpwuo _fiyo_pnimero ) -

28 130 132 1% 1% 3@ 1@ 42
APAl

-1.1180

SEGUNDA ITERACION

puntos_fijos_segunda =

142

1334026  135.6456  138.7000 o

o~
2yr _ x
(g ) (‘xpwuo_ﬁjo__wgzma‘a) - §135'

0.5594 1.2498 0.5594

130 132 134 136 138 140 142
APAj

Figura 11.13 En la segunda iteracion (linea continua) tenemos tres puntos fijos, de tos cuales,
uno es punto fijo repulsor de la primera iteracién. Los ofros dos puntos

corresponden al ciclo atractor de periodo 2 para la funcién 11.2.
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Vearmos el caso 4 = 16.5. Como ya lo sablamos, se generd un ciclo de periodo 4

(fig. [1.4), el cual se verifica con los siguientes calculos.

Para el punto fijo 133.8976 de la primera iteracién obtenemos que es un
repulsor ya que su derivada es —1.7693; es decir se tiene que
| g’ (APA) |=1.7693> 1,
los puntos fijos de la cuanta iteracion I.5 son:
xo = 128.9866, x| =129.9298, x,= 131.2178, x;=133.8976,
x4=139.3122 x5= 142.1462 y xs= 144.1963
y las pendientes de las rectas tangentes de la grafica de la funcion 1.5 en los puntos
fijos:
| My | = 0.0057, |my |= 1.5994, |mgn|= 0.0057, |mn{= 9.7995,
| me | = 0.0057 |mg|= 1.5994 y |my|=0.0057,
entonces se obtiene
orb(128.9866, g) = {128.9866, 144.1963, 131.2178, 139.3122}

es la 6rbita que penera el ciclo de periodo 4.

Para la cuarta iteracion I1.5, se tienen cuatro puntos fijos: xg, Xz, X4 Y Xg cuya
derivada, (g*) "(x). i€ {0, 2, 4, 6} en valor absoluto es menor a uno lo que garantiza

que tenemos para A = 16.5 un ciclo de periodo 4 atractor. Figura I1.14.

Los puntos X, X3, Xs correponden a los puntos fijos repulsores para la cuarta

iteracion {1.5.
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APAi+4

CUARTA ITERACION

A=165

Ecuacion en diferencias: g(pe- APAI) = APAI+4

200— — —r T T
180 B g \\ ~ - \\ - B
160t RN .
\\
140 \\ 7
120+ N -
g
100F SO
\\
80 N
60 -
401 -
20+ -
O 1 ! 1
0 50 100 150 200
APAI
puntos_fijos_cuarta =
1 2 3 4 5 6 7
1289866 129.9298 131.2178 133.8976  139.3122 1421462  144.1963
(gd )I(xpmla_ﬁ}o_cwrla ) =
1 2 3 4 5 6 7
-0.0057 1.59%4 0.0057  9.7995 -0.0057 1.59%4 <0.0057

Figura 11.14 Curva de la cuarta iteracion (linea continua) con sus puntos fijos, cuatro tienen

derivada menor a uno, en valor absoiuto, por lo que nos garantiza que tenemos

para A = 16.5 un ciclo atractor de perlodo 4 para la

funcion 1.2
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Siguiendo con el anAlisis se determina que la siguiente bifurcacién se presenta

en A~ 17.38565.

Por lo anterior se tiene que la funcién tiene ciclos de periodo 4 cuando la

profundidad de la anomalia est4 en el intervalo (15.73321, 17.38565).

Cuando A4 se encueptra en el intervalo (17.38565, 17.842) se tienen ciclos de

periodo 8.

Y ciclos de periodo 16 cuando A € (17.842, 17.948).

Veamos ahora en donde tenemos ciclos de periodo 3, la investigacion, con
métodos numéricos, nos lleva a valores de A mayores a 62.78018 ya que en ese valor se
da la bifurcacion y se preseotan ciclos de periodo 3 en el rango siguiente:

A€ (6278018, 64.27715).

Se tiene la grifica para el caso de 4 = 64 en la figura I1.15 en donde se
puede ver que los puntos fijos para la funcion 11.4 son
x0=120.8115, x1 = 121.2742, x2=127.8466,

x3 = [29.0046, x; = 1533313 y x5 = 154.2450

El elemento x» =127.8466 corresponde al punto fijo de la funcion .2 y como la

pendiente de [a recta tangente de la grifica de la funcidn [1.2 en valor absoluto es
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| My | =]-5.8229 > 1
entonces se tiene que es repulsor para g(AFfA4)), también resultard repusor para
gJ(A.PA ), pues las pendientes de las rectas tangentes de la grafica de la funcién 1.4 por
los puntos fijos son:
| me | = |-0.8191), | my|=]|3.1233|, | mg | =1-197.4299),

[ma|= 08191,  |mu|=]3.1233] y |mus|= |-0.8191],

En este caso se tiene que los elementos xg, x3 y x5 formaran el ciclo atractor de
periodo 3 para la funcién 11.2, y ta é6rbita que generan es:
orb(xo, g) = {x0, X5 X3}.

Los puntos fijos xy, x; y x4 son repulsores para la funcién [1.4.

Resumiendo.

Tenemos los ciclos atractores siguientes:

< Para 11.14622 < A <15.7332] se encuentran ciclos de periodo 2.
% Para 15.7332] < A <17.385635 se encuentran ciclos de penodo 4.
% Para 17.38565< A <17.842 se encuentran ciclos de perfodo 8.
% Para 17.842 < A <17.948 se encuentran ciclos de perfodo 16.
* Para 1795 <A <1798  seencuentran ciclos de periodo 32

¢+ Para 62.78018 < A <64.27715 se encuentran ciclos de perfodo 3.

Como podemos observar conforme avanza la duplicacién de periodo se tiene

que los rangos de Jos intervalos se hacen cada vez mas angostos.
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PRIMERA Y TERCERA ITERACION
A= 64

Punto_fijo_primera =
127.8466

g’(‘xpwvlo_ﬁjo_ pn'mcm)

-5.8229

APA

TERCERA ITERACION

e

APA}+3
5888

N
O

O

0 50 100 150 200
APAS
puntos_fijos tercera_iteraci6n =

1 2 3 4 5 6

120.8115  121.2742  127.8466  125.0046 1533313 154.2450

3y —
(8 ) (x punio _ fijo _ mm.'ra) -

I 2 3 4 5 6
0.8191  3.1233  -197.4299  -0.8191 3.1233 0.8191

Figura 11.15 Graficas correspondientes a la primeray tercera iteracion de las funciones
1.2 (linea punteada) y 11.4.
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Tenemos para 4 = 17.5 un ciclo de periodo 8 = 2° mostramos su érbita

orb (128.0558, g) = {128.0558, 154.7346, 131.6771, 137.5860,

128.4689, 144.8468, 131.1125, 138.8621}.

Un ciclo de perlodo 16 =2 cuando 4 = 17.9:
orb (127.6607,g) = {127.6607, 146.4111, 131.8927, 136.8068,
128.6169, 144.3403, 130.5389, 139.9236,
127.7652, 146.1908, 131.7739, 137.0746,

128.4026, 1448147, 130.8877, 139.1114}.

Y finalmente para 4 = 17.96 un ciclo de perfodo 32 = 2°:

orb (127.6036, g) = {127.6036, 146.5082, 131.9206, 136.6989,
128.6512, 144.2383, 130.4270, 140.1474,
127.7745, 146.1479, 131.7263, 137.1385,
128.2956, 145.0236, 131.0063, 138.7956,
127.6194, 146.4751, 131.9036, 136.7373,
128.6172, 144.3122, 130.4846, 140.0127,
127.7344, 146.2328, 131.7738, 137.0305,
128.3760, 144.8469, 130.8805, 139.0885),

y asi sucesivamente obtenemos duplicaciones de periodo de la forma 2".
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Para A4 = 19 el comportamiento es irregular y cadtico (ver secci6n 1.2 caso de 4

= 19).

Finalmente mostramos el diagrama de bifurcacién cuando 0 < A4 < 145, en
donde sc verifica que existe una cascada de bifurcaciones por duplicaciéon de periodo y
comportamiento irregular que es cadtico debido al teorema | (Apéndice) y al articulo

de Li-Yorke de 1975 que indica que periodo tres implica caos!"¥.

diagrama de bifurcacion de ie Ecuacion en Diferencias

180

160

140

120

:\_P»'L l+ l

100

80

1
0 50 100
Parametro: A

Figura .16 Diagrama de Bifurcacion del sistema dinamico discreto no-fineal 11.2, se
tiene la profundidad (A) entre 0 y 145.
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I15. ; QUE SUCEDE SI LA POSICION DE LA ANOMALIA SE HACE

QUE INTERSECTE A LA RECTA IDENTIDAD EN TRES PUNTOS?.

Es interesante investigar que ocurre cuando la grafica de la identdad
intersecta a la anomalia por tres puntos. En nuestro caso se hizo al mover el minimo de
la anomalia a la posicidn (pos) 123. Al graficar la familia de curvas de la funcién 1.1
para 1 <A <61 con incrementos de 5, se obtuvo lo quese ilustra en la figura 1.17 y su

acercamiento que se muestra en la figura I[1.18, en ella se puede notar que, para valores

200 v '

180\ |

160

1401

120}

100

APAi+1

N\

80
60

L
L

0 50 100 7123 150 200
APA;

Figura 11.17 Familia de curvas en donde se cambia la posicion de la anomalla de manera
que sea posible la interseccion de tres puntos con la recta idenfidad. La

seccion marcada con el rectangulo se ha amplificado en la figura il.18.

71



170t

160

150

APAi+1

140}

1301

1201

120

118

105 110

APAI

Figura 11.18 Acercamiento del recuadro de la figura I1.17 en donde se aprecia que la curva
intersecta a la identidad en uno, dos o fres puntos. El parametro A varia de 1 a 60

con incrementos de 5.

de A > 31, se hiepe la interseccion deseada. Para tener una idea del comportamiento del

sistema dindmico no lineal:

g (APA)= 207~ ]368—(200_,41’/1-0/78_/1 o~ (123 ~APAN 2 N APA,, (IL7)

se hizo el diagrama de bifurcacién. Este se ve en la figura [.19, en donde se advierte
que nos da un comportamiento extrano, para el parametro 4 en el intervalo (37, 38) no

tiene periodicidad, al acercarnos a 48.4 obtenemos periodo 3 seguido de duplicacion de
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diagrama de bifurcacién de ka Ecuacion en Diferencias

180

170}
160 -4

160

APA )

130

==
i

120
110+
100r

180

- i

170
‘»c:za

160
180r-

T 140F -
—t

AP,

130

120

1101

- -nl

100

80 L 1 - :! Bi 1 1 1
60 65 70 75 80 85 90
Parametro: A
Figura 11.19 Diagrama de bifurcacion para la funcién 11.7, el parametro A € (30, 80), con
incrementos de 0.1 y fa condicion inicial xo = 130.

Podemos observar diferentes cicios entre ellos perfodos 1, 3,6, 5y 10.
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periodo; ciclo de perfodo 6, lo cual sucede en el intervalo (48.4, 49.4) y regresa de
nuevo a periodo 1. ;Qué es Jo que pasa?, obtengamos algunas apreciaciones con el

método cobweb o telarafia (ver Apéndice) para damos una idea mas clara.

En la figura M.20 se muestran los diagramas de las iteraciones para las
profundidades A =35, 37.5 y 40 y condicidn inicial 130. En todos los casos mostrados
en dicha figura, los paneles de la derecha corresponden a amplificaciones de detalles de
los paneles a la izquierda. Los paneles a y b corresponden a la profundidad 35 y, en el
detalle de la derecha, se observa que la trayectoria se mueve hacia un punto fijo en que
la pendiente de la recta tangente de la grafica de la funcidn 11.7en el punto fijo es menor

que uno. En este caso, tenemos un atracior.

En los paneles ¢ y d de la figura [1.20, tenemos exactamente la misma condicion
inicial pero la profundidad se cambi6: de 35 a 37.5. Puede verse, en la tabla |, para
valores diferentes de 4 muy cercanos, los puntos fijos de la funcidon I1.7 y sus
respectivas pendientes de Jas rectas tangentes por la grafica de la funcién [1.7 en los
puntos fjjos. EI comportamiento es completamente distinto al observado en los paneles
a y b, tenemos ahora una dindmica notablemente irregular, posiblemente cadtica
Comparando cuidadosamente los paneles b y d puede notarse que la diferencia de
comporiamiento se origina en el hecho de que la primera iteracién ocurre a la derecha o
a la izquierda de! punto fijo intermedio (repulsor). Un cambio pequeilisimo en esta
primera iteracion es capaz de provocar up cambio dramaético en las érbitas que se

generan. En los paneles e y f puede verse que el incremento en la profundidad provoca
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Figura 11.20 Diferentes comportamientos de la funcion 1.7 cuando cambia |a profundidad de la

anomalfa.
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que la iteracion escape de la cuenca de atraccion de la izquierda y se mueva hacia la

derecha llegando nuevamente al punto fijo atractor del panel b.

Tabla 1
Profundidad de Puntos fijos de la funcién I1.7 Derivada de la funcién II.7 en
la anomalia los puntos fijos
35 122.1508, 129.1330 v 141.8137 |-1.2979, 2.4378 y -0.5403
37.5 12]1.2342,130.1147 y 141.7814 |-2.0566, 2.6667 y -0.5159
40 120.5284, 130.8848 y 141.7482 [-2.6822, 2.7938 y -0.4908

La observacién de la figura [1.20, en especial de los paneles b y d de ésta en que
la misma condicién inicial provoca dos comportamientos completamente diferentes (un
punto fijo atractor y una érbita posiblemente cadtica) a partir de que ésta cae a uno y
otro lado del punto fijo central, inmediatamente sugiere que el comportamiento puede
también ser muy distinto para una misma profundidad, st se cambia la condicién

inicial.

En la figura II.21 presentamos las graficas de los mapeos que se generan para
las condiciones iniciales xg = 90, 120, 130 y 160 con una misma profundidad (48.4). En
el panel a se obtuvo, finalmente, una érbita de periodo 3 para xo = 90 mismo periodo
que se genera para el caso de la condicion inicial de 130, como lo muestra el panel c.
Este ultimo caso también lo podemos verificar en el diagrama de bifurcacion de la
figura [1.19. Nétese que, debido a que la profundidad de la anomalfa es la misma en
todos los diagramas, entonces tenemos los musmos puntos de interseccién con la

grifica de [a recta identidad y por lo tanto los puntos fijos son iguales y sus pendientes.
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Profundidad de |a Anomalia 48.4

X0 =90, ciclo de periodo 3

xo =120, ciclo de periodo 1
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Obtenemos diferentes comportamientos
dependiendo de las condiciones iniciales.

Figura 11.21 Dinamica de la funcion 11.7 con cambio en las condiciones iniciales.
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Los ciclos de periodo 3 estan compuestos por

{123.7813,107.7398, 161.6877}.

En los paneles b y d de la figura 11.21 se inici6é con anchos de potenciales de
accion de 120 y 160 respectivamente generando, para ambos casos, el mismo ciclo de
periodo 1. Los ciclos de periodo ] estan formados por

{141.6283}
el punto fijo atractor, ya que

| marg2ss | =] ~0.4010 | = 0.4010 < 1.

El analisis anterior nos sugiere que se presenta para la funcion U.7, un
rompimiento en las cuencas de atraccion (Apéndice, definicién 7), aspecto que no se

nos habia presentado anteriormente (cuando la posicion de la anomalfa estaba en 137).

Retomando lo anterior se tiene que se presentan ciclos de periodo 3 6 ciclos de
periodo 1. Para verificar que no s6lo se presentan con las condiciones iniciales
anteriores, veamos el diagrama de cuenca de atraccion de la figura [1.22 en donde sobre
el eje horizontal se tienen todas las condiciones iniciales € N, entre 0 y 200 y sobre el

eje vertical los puntos fijos atractores y/o periodos.

El diagrama, cuya profundidad de fa anomalia es de 484, nos lleva a que
efectivamente tenemos diferentes condiciones iniciales (ademas de las ya observadas
en Jas series de pancles de la figura 11.2]1) en donde s¢ presenta o bien ciclos de
periodol o ciclos de periodo 3 que, como se ve en la figura [1.22, se tienen que poseen

los mismos valores; es decir para el ciclo de periodo 1: {141.6283} y para el ciclo de
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Figura (.22 Rompimiento de la cuenca de atraccion cuando la profundidad de la anomalia
es 48.4 y su amplificacion.
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periodo 3: {123.7813, 107.7398, 161.6877}, cuestién que ya habfamos indicado con
anterioridad. Los anteriores ciclos estidn oscilando dependiendo de las condiciones
tniciales que se tengan, en el acercamiento de la figura 11.22 se puede apreciar que o se
tendra ciclo de periodo 3 o ciclo de periodo 1 y solo uno de los dos se tendrén para este

€aso.

Regresemos al diagrama de bifurcacién de la figura 11.19 en donde se verifico
que, ademas del comportamiento irregular se presentaba el ciclo de periodo 3 (para la
profundidad 48.4), también se presenta entre estos dos comportamientos ciclo de
periodo 1 en el intervalo (38, 48.4) sin olvidar que todo esto se genera cuando se toma

la condicion inicial de 130.

Continuando con nuestro estudio y observacién del diagrama de bifurcacién
(Fig. 11.19) se puede pensar que se presenta un intervalo, en el cual, hay duplicacién de
periodo alrededor de la profundidad con valor de 49 y jefectivamente!, al obtener la
Orbita para la condicién inicial x5 = 130 y la profundidad 4 = 49.2 se tiepe una
duplicacién de perfodo y surge un ciclo de periodo 6, el cual podemos ver en la figura
I1.23. En este caso se presentan los puntos fijos de la funcion 1.7 en:

xo = 118.7512, x; = 132.8967 y x; = 141.6162,
sus respectivas derivadas de la funcién I1.7 evaluadas en los puntos fijos son:

|mwo|= 44163} >1, |mn(=]29067|>1 y [mp|={-03920] <1
y se formé el ciclo siguiente :
{161.7274, 123.7390, 106.9381, 162.9547, 122.4185, 107.6837}

de periodo 6.
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Figura 11.23 Ciclo de periodo 6 cuando A =49.2 y xo = 130.
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Para el caso del ciclo de periodo 3 se tuvo rompimiento de la cuenca de
atraccién, esto nos sugiere indagar. de una vez, si también se formaran
comportamientos diversos dependiendo de las condiciones iniciales que se tomen para
el caso del ciclo de periodo 6. Para salir de la duda, veamos, cuél es su diagrama de
cuenca de atraccion tomando como profundidad de la anomalia el valor de 49.2 (figura
11.24). Vemos que no se ticne el mismo ciclo para todos los valores de xo € (0, 200),
entonces nos enfrentamos al rompimiento de la cuenca de atraccion como en el caso de

fa figura 11.22.

Podemos acabar de recorrer todo el diagrama de Bifurcacién de la figura 0.19 y
seguimos teniendo este tipo de comportamientos en donde vemos que en el intervalo
(72,74) se presentan ciclos de periodo 5 y de periodo 10 intercalados con ciclos de

periodo I.

En resumen. Tenemos que al hacer el cambio de la posicion de Ja anomalia de
137 a 123, se presenta un comportamiento al que no nos habfamos enfrentado en las
secciones anteriores; es decir, nuestra investigacién en la curva de restitucion anémala
1.2, cuando la posicién era de 137, siempre mostré diagramas de cuenca de atraccion
similares en el sentido de que se daba el mismo comportamiento para cualquier
condicidn inictal que hubiésemos tomado en consideracién. Debido a ello, no tenjamos
que preocupamos si cambiaria la 6rbita y presentaria otro comportamiento ;ﬂferente al
ya conocido, una vez clegida la condicién inicial. Podemos recordario con los
diagramas de cuenca de atraccion de las figuras 11.3.c, Il.4.c, I1.5.c y 11.6. Lo antenior

nos vislumbra una interesante investigacion pues nos generarda en principio diagramas
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de bifurcaciones diversos dependiendo de la condicién inicial que se tome pero debido
al caracter exploratorio de la dindmica asociada con el mapeo Il.1, nuestro trabajo lo

Interrumpimos aqui.
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Figura 11.24 Se presentan ciclos de periodo 6 y de periodo 1 teniendo que hay rompimiento

de la cuenca de atraccion en la funcidn 11.7.
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CAPITULO III

CONCLUSIONES
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Hace alrededor de dos décadas, fueron estudiados los comportamientos que
presentaban las curvas de restitucion clasica:
2(1)=207-136¢ %', (WL1)

[12]), quienes modelaban los

los estudios fueron realizados por Guevara et al. (véase
anchos de potenciales de accion en funcion del periodo de descanso obtenidos al
estimular agregados celulares de ventriculos de embriones de pollo. Tales curvas eran

mondtonas crecientes y el resultado fue que sélo se tenian: ciclos de periodo 2 6 puntos

fijos atractores.

Sin embargo, trabajos posteriores realizados por Gilmour, Watanabe y Otani
(véase!"!) nos mostraron que, al romperse la inyectividad de la curva de restitucion, se
presentaban diversos ciclos de periodo entre ellos: 1, 2, 6, 8 y la aparicion de una
dinamica irregular. Como estos investigadores obtuvieron la curva de. restitucion
eléctrica al unir los puntos experimentales (obtenidos al usar fibras de Purkinje caninas)
mediante segmentos de recta, cabia la posibilidad que a ello se debieran sus resultados,

pues la curva que se generd no era suave. Por ello el presente trabajo se basa en una
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curva de restitucion eléctrica continua y diferenciable que contiene un maximo y
minimo locales que se asemeja a la curva obtenida por Gilmour et al. En este trabajo
propusimos una curva de restitucion que se obtiene de restar a la curva exponencial
I11.1, de Guevara et al. una curva de Gauss:

APAi+I =207 — 136e—(200_APA.i,)/78_A e—(l37 — APAI) 2 /90. (IH2)

Nuestro estudio revela que efectivamente se siguen presentando diversos ciclos,

entre ellos tenemos duplicacion de periodo 2, 4, 8, 16,...etc.

La investigacion nos indica que si en el sistema dindmico discreto no lineal, la
posicion y el ancho de la anomalia es de 137 y de 90, respectivamente, entonces
después de cierta profundidad de la anomalia (parametro A4) con un periodo de
estimulacion de 200 ms, jamas se volvera a recuperar el ritmo 1:1 y siempre tendremos
alternancias (ritmos 2:2, 4:4, 8:8, 16:16,..6:6, 3:3,..) o dinamica irregular
(comportamiento cadtico) y la cascada de bifurcaciones se abrird cada vez mas,
conforme se aleja del origen de coordenadas, salvo algunas ventanas que presentan

ritmos 8:8, 6:6, 5:5, 3:3.

Entonces a las preguntas que nos planteamos en el Capitulo I, en relacion a que
si se presentaban en el modelo de Gilmour et al. este tipo de alternancias era debido a
la forma en que se construy6 su curva, podemos afirmar que si se dan esos alternantes y
fibrilaciones. Recordemos que se tienen alternancias cuando se presentan ritmos

diferentes a 1:1 (matematicamente ciclo de periodo 1) y ellos nos llevan a la presencia
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de b dela B K ent Dif disgrama de bifurcacion de la Ecoacion en Diferencis
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Pardmetra: A Parssetro: &

Figura Ill.1 Diagrama de Bifurcacion donde el eje horizontal representa el parametro A y el
eje vertical los valores de APAx1. El minimo de la anomalia esta en la posicion 137,
el ancho en 90 y la condicion inicial xo en 130.
De acuerdo con los resultados de este modelo, la membrana celular cardiaca se

comportaria en condiciones semejantes a alteraciones y fibrilaciones.

de fibrilaciones que, si no se atienden a tiempo causan muerte subita. Entre las
alternancias se presenta ciclo de periodo 3 (ritmo 3:3), con el cual podemos responder
que si se genera caos. Esto se fundamenta en el trabajo de Li y Yorke (véase “8]). Esto
lo obtuvimos tanto del diagrama de bifurcacion figura III.1, como del analisis por
métodos numéricos aplicado a las iteraciones de la funcién III.2. En este caso, se tiene
que no hay rompimiento de la cuenca de atraccion ya que se aprecia en los diagramas

de cuenca de atraccion que, para todas las condiciones iniciales se presenta el mismo
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comportamiento (atractores, ciclos de periodo £ 6 aperiocidad), figuras 11.3.c, [l.4.c,
I.5.c y IL6 y so6lo habrd algunos transitorios que luego adquieren el mismo
comportamiento generalizado. Este comportamiento se da cuando la curva de
restitucion eléctrica I11.2 intersecta a la grafica de la recta identidad en un sélo punto y

Justo donde esta la anomalia.

Al cambiar e] pardmetro de la posicion del minimo de la anomalia (pos) de 137

a 123 en la ecuacion en diferencias finitas
g (APA) = 207 - 136 ¢ - @0 4PADIT8 _ 4, -(137 - APAi) %190

se tiene la interseccion de tres puntos de la curva de restitucion cardiaca con la grafica
de la recta identidad y ademas, se debe de verificar que la profundidad de la anomalia
sea mayor a 31 para que ocurra dicha interseccion, se tiene que el periodo de
estimulacion (PE) es de 200ms y el ancho de la anomalia (B) es de 90. Aqui se
presentan ritmos 1:1, 3:3, 6:6, entre otros y dinamica impredecible, si la condicion

inicial es de 130. Véase la figura I11.2.

Podemos afirmar que se tiene rompimiento de la cuenca de atraccion. Este
resultado lo presentamos, en la dltima seccion del Capitulo II, con los mapeos de las
orbitas en donde para la posicion del minimo de la anomalia en 123, se tienen
diferentes comportamientos dependiendo de las condiciones iniciales que se tomen y,
sin importar que no hubiera cambios en los parametros que los describen. Este
rompimiento también lo obtuvimos con los diagramas de cuenca de atraccion. Cuando

la condicion inicial cambia los diagramas de bifurcacion también cambian.
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diagrama de bifurcacion de la Ecuacion en Diferencias
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Parametro: A

Figura IIl.2. Diagrama de Bifurcacion cuando la posicion del minimo de la anomalia es de 123,

la condicién de la anomalia en el intervalo (30, 60) y la condicion inicial es de 130.

Como esta investigacion es un primer acercamiento al estudio dindmico de las
curvas de restitucion cardiacas anomalas, so6lo tomamos un par de posiciones y un sélo
ancho de la anomalia, tomando como parametro de bifurcacion la profundidad de la
gaussiana, lo cual deja otras muchas posibilidades por investigar. Los resultados
obtenidos en este trabajo, permiten vislumbrar que la dindmica serd muy variada que se

antoja muy interesante de analizar.
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APENDICE

SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS:
ATRACTORES, REPULSORES,

BIFURCACIONES,...etc.
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1. ORBITAS.

Usualmente describimos los sistemas dinamicos discretos como un mapeo

fiI-1, (1)
donde I c R (R conjunto de los nimeros reales), que determina el comportamiento o
evolucion del conjunto al avanzar el tiempo. Las funciones f siempre serdan continuas

en /. Un sistema dindmico se dice discreto si el tiempo se mide en pasos discretos;

éstos son modelados como iteraciones o relaciones recursivas:
xn+l = f(xn) (2)

donde n representa los pasos discretos del tiempo.

Para encontrar €]l mapeo o iteracién debemos evaluar la funcion n veces partiendo

de un valor en/ , llamado condicién inicial representado por x;,.
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Sea f una funcion y x, una condicion inicial, entonces:
f(x,) la primera iteracion de f,

F(f(xy)) = f?(x,)lasegunda iteracion de f,

S f(x))) = f7(x,)la n-ésima iteracion de f.
Las iteraciones son las funciones que obtenemos al componer f consigo misma:

(fOfXx)z fz(x),...., (fof""'Xx)= f"(x), y nos ayudan a describir el movimiento

que sedaen /.

Definicién 1. A la sucesion de x,con sus iteraciones de f'se le llama la érbita de xo y

se denota por:

0rb(xy, ) = 500 %, = £ (500X, = L2 (X )srer X, = L7 (X )se o}

El comportamiento de las orbitas puede ser muy variado dependiendo de la dindmica

del sistema.

Método cobweb o telarafia.

Una herramienta util para visualizar geométricamente los comportamientos de las

orbitas, es el diagrama cobweb o telarafia. Consiste en graficar la funcién 1 y la recta
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identidad y = x en el mismo plano cartesiano. Se localiza la condicién inicial x,, , sobre
el eje de las abcsisas y a partir de ella,

* se dibuja un segmento vertical hasta el punto en que se intersecta a la curva de
la funcion 1 *,.

El punto de interseccion tiene coordenadas P, = (x,, f(x,))= (X,,%;). x,€s la
primera iteracion. Luego, desde el punto 7,

*, trazamos un segmento horizontal hasta que corte la linea y = x *;
Se tiene la interseccion en el punto (x,,x,). Ahora hacemos que este nuevo punto sea

del cual se dibuje lo que esta entre *.

El punto encontrado es P, =(x,, f(x,)) =(x,,x,).x, es la segunda iteracion. A
partir de P, repetimos lo que estd entre *,. Obtenemos el punto (x,, xz). De este nuevo

punto haremos lo que esta entre *y,....

Y asi repetimos el procedimiento hasta obtener las n-iteraciones deseadas.

Finalmente se tiene la 6rbita de x, bajo f'son las coordenadas: x,,x,,x,,...,X,.

2. PUNTOS FLJOS.

Definicion 2. Un punto fijo x*, es un punto del dominio de la funcién 1 que cumple:
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Lo que genera: orb(x* f) = {x* x* x* ... }={x*}.

Dentro de los puntos fijos podemos distinguir a los que tienen la capacidad de
atraer a las oOrbitas de otros puntos y aquellos que por el contrario las repelen. Si

deseamos conocer qué tipo de punto fijo tenemos, podemos utilizar el criterio de la

derivada de la funcién en el punto fijo [141°);

Definicién 3. Sea /- /— [ una funcién continua y derivable en /, x* un punto fijo de /.
Entonces x * es estable o atractor, si | / xY| < 1.
x* es inestable o repulsor, si |/ (x*) | > 1.

Si |f'(x*) |=1, x* esllamado indiferente o neutro.

La definicion nos indica qué dependiendo de la pendiente de la recta tangente a la

grafica de la funcion en el punto fijo se tratara de un punto atractor, repulsor o neutro.

Definicion 4. Llamamos cuenca de atraccién del punto fijo x* al conjunto de puntos

del dominio / de la funcion f] cuyas 6rbitas son atraidas al punto fijo.

3. CICLOS DE PERIODO K.
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Definiciéon 5. Sea f'una funcidn, el punto x, esun punto periédico de [ si existe

n, ne N tal que f"(x,)=x,,decimos que tiene periodo k si k =min{n| /" (x,) = x, }.

Tenemos entonces que:

¢ un punto periddico de f con periodo £ es un punto fijo de la funcién f k

¢ Un punto fijo x* es un punto peridédico de f con periodo 1.

Definicion 6. Sea p un punto periddico de f'de periodo k. Decimos que:

e la orbita de p es atractora si p es un punto fijo atractor de la funcién f k

e p tiene 6rbita repulsora si p es punto fijo repulsor de 1.

e laorb (p, /%) es neutra si p es un punto fijo neutro de f k

Supongase que {xo,xl 15 S A } ,X; #x; para i #j, forman un ciclo de periodo £.

Este ciclo es

* Atractor dependiendo si |(f*)'(x,) <1.
e Repulsor,si |(f*)(x,) > 1.

¢ Neutro,si [(f*)(x,) =1.

La derivada de /* en un ciclo de periodo & esta dada por:
() (x) =" f) (%)
= (U ENS ()
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= (YD)
= ([0 /Y () (%)
= (Y SENS DS (%)

= (7Y ) () (%)

= f’(xk—])“.f,(xz )f’(xl )f’(xo)-
Por lo tanto no importa por cual punto del ciclo empecemos, la derivada sera la misma

para cualquier valor inicial del ciclo.

Definiciéon 7. En los sistemas dinamicos no-lineales decimos que hay rompimiento de
la cuenca de atraccion cuando hay miltiples (dos o mas) puntos periddicos estables y

en ese caso decimos que hay multi-estabilidad.

4. BIFURCACION.

Definicion 8. En un sistema dinamico el cambio de una forma de comportamiento
cualitativo en otro cuando un parametro cambia es llamado una bifurcacién. Se tienen

varios tipos de bifurcaciones, en este trabajo nos encontraremos basicamente con dos:

Bifurcacion de Punto de Silla o Tangencial.
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Una familia de funciones f con un parametro tiene una bifurcacion de Punto de

silla o tangencial en el parametro A, si existe un intervalo abierto /y un £ > 0 tal que:
1) Para 4e(4,—¢,4,) lafuncién no tiene puntos fijos en /.
2) En A, la funcion tiene un unico punto fijo en /'y la pendiente de la tangente

en el puxnto fijo es uno.

3) Para A€ (4,4, +¢) lafuncion tiene dos puntos fijos en /, de los cuales uno

es atractor y el otro es repulsor.

Bifurcacion de duplicacion de Periodo

Una familia de funciones con un parametro tiene una bifurcacién de duplicacién
de Periodo en el parametro A, si existe un intervalo abierto /y un &£ > 0 tal que:
1) Para A€ [/10 —&,, +£], hay un unico punto fijo x para fen /.
2) Para A €(4,—¢,4,) fno tiene ciclos de periodo 2 en /'y x es atractor
(repulsor).
3) Para 4 e(4,,4, +¢)la funcién tiene un unico ciclo de periodo 2 en /, el cual

es atractor (repulsor). El punto fijo pasa a ser repulsor (atractor).

4)  Cuando A — A, se tiene que los puntos que forman el ciclo peridédico se

acercan a x.
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Teorema 1. Sea funa funcion continua f: /— 1, I ¢ R. Si ésta funcion tiene un punto
periddico de periodo %, entonces tiene puntos periddicos de todos los periodos

inferiores a & segtin el orden "<<" siguiente:

1 <<2<<4=2% << 8= << << PN << PG << PN << L << DT << D <<

23 <<, 9 <<T <5 <<3,

es decir, si m << k segun el orden precedente, existen funciones continuas con puntos

periddicos de periodo m pero sin punto periddico de periodo k.

En particular, una funcién que presenta un punto p periédico de orden tres, es decir tal
que:

13 (p) = p, entonces presentara puntos periodicos de cualquier orden:

f"»=y, VneN,

dando lugar al siguiente corolario:

Corolario 1: Si f es una funcion continua en /, donde f: I — I, I — R, tiene una Orbita

de periodo 3, entonces f tiene al menos una 6rbita de periodo n para todo n € N.

El teorema 1 es debido a Sharkevskii (1964)!'% '], Afios después los
matematicos Tien-Yien Li y James A. Yorke publicaron este resultado en su articulo de

“Periodo tres implica caos”(1975) '8,
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5. SISTEMAS DINAMICOS CAOTICOS.

Cuando se estudia un sistema dindmico es posible encontrar un comportamiento regular

y periddico que puede convertirse inesperadamente en irregular sin razén aparente.

El caos puede reunir estos dos tipos de comportamientos dentro de un sistema

determinista. Veamos que caracteristicas debe reunir un sistema caético:

Definicion 9. Un sistema dindamico f: ¥ — V es cadtico si presenta:

1. Dependencia de sensibilidad de las condiciones iniciales.
ftiene dependencia de las condiciones iniciales si existe & > 0 tal
que para todo x € V' y cualquier vecindad N de x, existen y e N y
nz0tal que |f"(x) - f"(y) > 6.

2. Transitividad topologica.
/ presenta transitividad topolégica si para cualquier par de
conjuntos Uc V, Wc V, existe k >0 talque f"(U)NnW .

3. Puntos periodicos densos.
Esta propiedad ya se demostr6 que puede inferirse de las
propiedades: 1y 2 en el articulo de J. Banks et al. 2%,
(Una funcién ftiene puntos periddicos densos en V' si para

cualquier condicién inicial vy existe otra condicién inicial zy que
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esta a una distancia arbitrariamente pequefia de v y que ademas es

periédica).

La dependencia de las condiciones iniciales es una de las caracteristicas de los
sistemas dinamicos caoticos, ya que en este tipo de sistemas las trayectorias cercanas se

alejan exponencialmente.

Una medida del grado de sensibilidad a las condiciones iniciales son los
exponentes de Lyapunov ya que miden el crecimiento medio de errores infinitesimales
en un valor inicial después de » iteraciones.

Supongamos que cometemos un error inicial &;; dicho error después de n

iteraciones se habrd convertido en &, , por lo que la amplificacion del error sera:

FAN- e

;foi ,!gn—l' {Sn-2| sfol

Si se toman logaritmos y se calcula el crecimiento medio del error se obtiene:

Sk |
n;lnyfk 1

Cuando se hace tender a infinito el nimero de iteraciones y el error inicial es

infinitamente pequefio, se obtiene el exponente de Lyapunov:

A= lim 11m = ‘ Sk

n—ow  £,-0 nk 1 yﬁk l|
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. . . e . g . A . Iy .
Esto significa que un error inicial se multiplicard por e” en cada iteracion. Si este
A es positivo implica que Orbitas cercanas se alejan, mientras que un exponente

negativo implica que las 6rbitas cercanas se aproximan

Para un sistema unidimensional de la forma x,+1= f(x,) €l error es:

Sk | _ S + &) — ()
Skt i

, entonces

11m ln f" | = Zln‘f(xk D

go_’onk 1| k—l|

Y al hacer tender a infinito el nimero de iteraciones se obtiene el exponente de

Lyapunov:

Definicién 10. Para un sistema dindmico unidimensional de la forma x,.+;= f{x,) se tiene

un solo exponente de Lyapunov, ¢l cual se calcula de la siguiente manera:

= llm( Zln'f(xk ])]

Si A es positivo implica que 6rbitas cercanas se separan exponencialmente (caos),

mientras que un exponente negativo implica que las orbitas cercanas se aproximan.
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