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RESUMEN

En este trabajo se presenta un modelo de marea de tormenta, que tiene como base la
solucion de las ecuaciones para flujo somero integradas en la vertical, utilizando un método
en volumen finito, sobre una malla Quadtree. La solucién usa una aproximacion numérica
Godunov-Type de segundo orden en precision, las interfases entre celdas son calculadas
utilizando la solucién aproximada de Roe. Se usa un limitador de flujo para prevenir
oscilaciones numéricas no deseadas. Los resultados numéricos que se presentan son
validados, comparando la hidrodindmica de las soluciones analiticas de tres diferentes
canales y la circulacién generada por el viento sobre una cuenca circular, la solucién
numérica tuvo un buen ajuste.

Finalmente se presentan dos casos reales, el area de estudio fue la bahia de Campeche y
las condiciones atmosféricas usadas fueron las generadas por el huracan Carmen (1974) e
Isidore (2002), en el sureste de México.

ABSTRACT

This work presents a numerical model for storm surge, based on the solution of the 2-D
depth-averaged shallow water equations using a finite volume formulation on Quadtree grids.
The solution uses a second-order Godunov-Type approximation, with the inviscid fluxes at
the interface between two cells calculated using Roe's approximate Riemann solver. A
nonlinear slope limiter is used to prevent the numerical scheme creating unwanted spatial
oscillations. The numerical results presented are validated comparing the hydrodynamic
analytical solution for three differents channels and the results are in good agreement. Finally
two real cases are presented, the area being Campeche Bay, the climate conditions used
were those generated by hurricanes Carmen (1974) and Isidore in 2002, in the south east of
Mexico



Universidad Nacional Auténoma de México

RESUMEN

En este trabajo se presenta un modelo de marea de tormenta, que tiene como base la
solucion de las ecuaciones para flujo somero integradas en la vertical, utilizando un método
en volumen finito, sobre una malla Quadtree. La solucién usa una aproximacion numeérica
Godunov-Type de segundo orden en precision, las interfases entre celdas son calculadas
utilizando la solucion aproximada de Roe. Se usa un limitador de flujo para prevenir
oscilaciones numéricas no deseadas. Los resultados numéricos que se presentan son
validados, comparando la hidrodinamica de las soluciones analiticas de tres diferentes
canales y la circulacion generada por el viento sobre una cuenca circular, la solucion
numérica tuvo un buen ajuste.

Finalmente se presentan dos casos reales, el area de estudio fue la bahia de Campeche y
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ABSTRACT

This work presents a numerical model for storm surge, based on the solution of the 2-D
depth-averaged shallow water equations using a finite volume formulation on Quadtree grids.
The solution uses a second-order Godunov-Type approximation, with the inviscid fluxes at
the interface between two cells calculated using Roe’s approximate Riemann solver. A
nonlinear slope limiter is used to prevent the numerical scheme creating unwanted spatial
oscillations. The numerical results presented are validated comparing the hydrodynamic
analytical solution for three differents channels and the results are in good agreement. Finally
two real cases are presented, the area being Campeche Bay, the climate conditions used

were those generated by hurricanes Carmen (1974) and Isidore in 2002, in the south east of
Mexico
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1 INTRODUCCION
1.1 Antecedentes

Un ciclén tropical es el término cientifico que se utiliza para definir una circulacién meteorolégica
intensa cerrada que se propaga sobre aguas tropicales. Este sistema de gran escala y baja presion
ocurre en todo el mundo y su nombre varia segun la regién geografica en el cual se desarrolla: en el
Atlantico y en el Nor-Este del Pacifico se conocen como huracanes, en el Nor-oeste del Pacifico
como tifones y en el Pacifico Sur, asi como en el océano Indico, son conocidos simplemente como
ciclones. El 75 % de los ciclones tropicales se desarrollan en el hemisferio Norte, donde los
huracanes viajan alejandose del ecuador con una rotacién en sentido antihorario, en tanto que en el

hemisferio al igual que en el norte los huracanes se alejan del ecuador pero con una rotaciéon en

sentido horario, ver , (Silva et al 2001).

g - e

Figura 1-1. Desplazamientos y giros de los huracanes en el mundo




Universidad Nacional Autonoma de México

La destruccion causada por huracanes en el Caribe y América Central ha sido una parte
importante de la historia de estas regiones, y lo seguira siendo en el futuro. La combinacion
de los factores que caracterizan a los huracanes, tales como el oleaje, el incremento del nivel
del mar y la generacidon de fuertes vientos, son de gran peligro para los asentamientos
humanos que se encuentran sobre la costa. En muy diversas investigaciones sobre los
dafios que han ocasionado los huracanes sobre el continente americano, se tienen
estadisticas que muestran que gracias a las medidas de mitigacion y prevencion de
desastres, se ha producido una reduccioén en los dafios ocasionados, no obstante que se
haya incrementado en forma muy notoria la poblacion asentada en estas zonas. Sin
embargo, es mucho lo que queda por hacer para aumentar la capacidad de mitigacion y

prevencion.

En México, anualmente, entre los meses de mayo y noviembre, alrededor de 23 huracanes
arriban a las costas, 14 sobre el océano Pacifico y 9 en el océano Atlantico, de los cuales al
menos 4 penetran tierra adentro (Silva et al, 2001). Los dafios que generan estos meteoros
son incalculables, tales son los casos de Pauline (1997) en la costa de Oaxaca y Guerrero,
Opal y Roxane (1995) en la infraestructura petrolera ubicada en la Sonda de Campeche o
Gilbert (1988) sobre la costa de Quintana Roo. En particular, Gilbert ha sido el ciclén tropical
que con mayor intensidad ha azotado las costas mexicanas, el cual presenté rachas de
viento de mas de 300 km/h y una presién minima de 888 mb frente a la costa de la ciudad de
Cancn, Quintana Roo, provocando que fueran evacuadas alrededor de 75,000 personas, el

cierre de puertos y modificaciones importantes e irreversibles a corto plazo en las playas.

Los modelos de marea de tormenta permiten investigar las posibles afectaciones que
pueden experimentar zonas geogréaficas potencialmente vulnerables a la presencia de
ciclones tropicales, siendo importantes como herramienta de prediccion, caracterizacion o

simplemente para el estudio de escenarios ficticios o potenciales, pero quizas su utilidad mas
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relevante es que pueden proporcionar elementos para el desarrollo de bases para la
formulacion de estrategias de mitigacion de desastres. En los Ultimos afios, los modelos
hidrodinamicos, particularmente los basados en las ecuaciones de cantidad de movimiento y
continuidad promediadas en la direccion vertical, han tenido una amplia aplicacion como
herramientas para la estimacion de la sobrelevacion del nivel del mar o marea de tormenta y
sus corrientes asociadas en zonas litorales. Los estudios mas relevantes reportados en la
literatura son los de Jelesnianski (1967, 1982), quien presento los fundamentos analiticos del
modelo SLOSH, usado por el Centro Nacional de Huracanes (National Hurricane Center) de
la NOAA (National Oceanic and Atmospheric Administration) de los Estados Unidos para el
prondstico de marea de tormenta asociada a fendmenos de tipo ciclénico, aunado a los
trabajos de Hubbert et al. (1999), que presentaron un modelo hidrodinamico de alta

resolucién con los mismos fines que el modelo SLOSH.

El modelo de inundacion que se presenta aqui tiene como base fundamental las ecuaciones
de continuidad y cantidad de movimiento promediadas en la vertical. Estas ecuaciones son
resueltas bajo un esquema de diferencias finitas y se necesita informacion como son: la
topobatimetria de la zona de estudio, un factor de friccion de fondo, la viscosidad de
remolino, presion atmosférica e intensidad del viento en cada una de las celdas y para cada
paso de tiempo. Las caracteristicas del viento, direccién e intensidad se calculan por medio
del modelo Hydromet y las presiones utilizando el modelo Bret model X, ambos publicados
por Bretschneider, (1990). Uno de los datos mas importantes para la buena consecucion de
este modelo es la evaluacion correcta del radio ciclostréfico (distancia que existe entre el
centro del ojo del huracan y la zona donde se genera el maximo viento ciclénico), para lo
cual se utiliza la relacion propuesta por Silva et al. (2000), que ha mostrado ser adecuada
para ambas vertientes del litoral mexicano. En la modelacion de la hidrodinamica costera es
necesario realizar andlisis d frecuencias como las que menciona Dean (1995), quien realiza
éstas para la zona de Miami, Estados Unidos, o bien realizar analisis de mareas como los

realizados por Holz et. al (1982)
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1.2 OBJETIVOS

El objetivo principal de esta tesis es el desarrollo e implementaciéon de un sistema de
comnputo, en el cual se integran las ecuaciones de flujo somero promediadas en la vertical,
que permita estimar la marea de tormenta generada por un huracan y sus corrientes

asociadas. Con base en esto se plantean los siguientes objetivos.

o |dentificar y evaluar un criterio de adaptacion de una malla Quadtree sobre un campo
de flujo.

e Desarrollar un modelo numérico, donde las ecuaciones de gobierno son discretizadas
usando una solucién aproximada del problema de Riemann, Eleuterio (1999), sobre
una malla Quadtree adaptable.

e Asegurar que el modelo numérico proporcione buenos resultados en el campo de
flujo y validar lo resultados con soluciones analiticas..

e Reproducir la marea de tormenta generada por huracanes sobre una region

geograéfica y comparar los resultados con mediciones realizadas en campo.

Para cumplir con los objetivos se han planteado los siguientes capitulos, dentro de los cuales
se hace una descripcion mas detallada, del proceso de desarrollo del modelo numérico

presentado en esta tesis.

Capitulo 2

En este capitulo se plantea y desarrolla una malla Quadtree, que tiene como caracteristica
principal su adaptabilidad a cualquier condicion previamente establecida. Esta malla es
robusta, eficiente y permite un facil acceso a la informacién de cada una de las celdas,

debido a su estructura de arbol.
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Capitulo 3

En este capitulo se plantean las ecuaciones de gobierno de ondas largas promediadas en la

vertical y se describe cada uno de los términos involucrados.

Capitulo 4

Las ecuaciones de gobierno deben ser integradas mediante un modelo numérico, en este
apartado se da una descripcion detallada de la solucién aproximada empleada, asi como

también se explica el algoritmo de calculo tanto espacial como temporal.

Capitulo §

Todo modelo numérico debe ser validado bajo dos conceptos: analitico y experimental, en
este capitulo se analiza la validacién del modelo numérico contra la solucion analitica de una
onda unidimensional propagandose por un canal que presenta tres geometrias. También se
muestra el efecto que produce el viento en la circulacién de una cuenca circular con
profundidad variable.

Capitulo 6

En este capitulo se lleva a cabo la aplicacion del modelo numérico. La zona de estudio es
real y se modelan dos huracanes que sirven como condiciones atmosféricas para excitar al

modelo numérico, con €l fin de calcular la marea de tormenta.

Finalmente se hacen comentarios y se mencionan las conclusiones acerca de la marea de

tormenta y el modelo numérico.

13
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2 SISTEMA DE MALLADO

2.1 Estado del arte

El flujo de fluidos en fa naturaleza es de gran importancia, dadas las caracteristicas que
éstos pueden presentar en ciertas condiciones de movimiento. Los fluidos tienen presencia
en diversas ramas de la ingenieria, las cuales, van desde el analisis de tuberias, pasando
por la aeronautica hasta fenémenos de gran escala como son los ciclones tropicales y sus
efectos en la superficie de los océanos, que es el caso que nos ocupa en este trabajo
doctoral. Las ecuaciones de gobiemno que rigen a un fluido Newtoniano son las bien
conocidas ecuaciones de Navier-Stokes, mismas que describen el comportamiento del
movimiento y cambio de las caracteristicas propias de un fluido, tanto espacial como
temporalmente; estas expresiones tienen la particularidad de ser altamente no-lineales,
teniendo como consecuencia el que alin no se haya determinado una solucion analitica

general de ellas.

Dependiendo del problema a estudiar, ciertas simplificaciones pueden lievarse a cabo, éstas
deben de conservar, desde luego, el cumplimiento de las leyes de la mecénica. Dada la
complejidad de las ecuaciones de Navier-Stokes, es necesario utilizar métodos numéricos

que permitan integrarlas eficientemente con suficiente precision.

El disefio de algoritmos practicos que permitan resolver problemas del flujo de fluidos, son

dependientes de los siguientes puntos:

¢ Variables dependientes
e Sistema de coordenadas
¢ Distribucion de nodos

¢ Ecuaciones de gobiermno
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e Condiciones de frontera
e Discretizacion de las condiciones de frontera

e Intervalos temporales de integracion de las ecuaciones de gobierno

Para realizar la integracion de las ecuaciones de Navier-Stokes en un dominio de flujo, éstas
son primeramente integradas en la vertical, las ecuaciones resultantes son conocidas como
Ecuaciones de Flujo Somero (EFS).

Para integrar las EFS en el espacio y tiempo, es necesario contar con sistemas de mallado
que satisfagan los requerimientos de almacenar informacién con suficiente precision y
minimo costo computacional. Dos problemas que deben abordarse en la solucion de las
ecuaciones de gobierno, son: la relacion entre las caracteristicas geométricas de la malla y
las del flujo; lo que significa que bajo ciertas condiciones sera necesario contar con mallas
adaptables, tanto espaciales como temporales, que permitan estimar los gradiente de flujo
en zonas de interés, lo que hace necesario contar sistemas de mallas no-uniformes o
curvilineas.

En presencia de flujos no-permanentes, las condiciones de flujo cambian temporalmente, y
es necesario contar con sistemas de mallas adaptables. En funcion de la precision que se
desee, en algunas ocasiones sera necesario que también las fronteras sean moviles
dependiendo del avance del frente de agua, lo cual ocasionara que se tengan ajustes en el

intervalo de tiempo de integracion de las ecuaciones de gobierno.
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2.2 Generacion de la Malla

Para resolver el sistema de ecuaciones de gobierno de flujo de fluidos y tener una
interaccion con un dominio especifico, en la region de éste es primero trazada una malla de
puntos. El método de generacion de malla tiene influencia directa en la discretizacion de las
ecuaciones de gobierno y por supuesto en el costo computacional del analisis. La seleccion

apropiada del generador de malla depende del problema de fiujo que se pretende resolver.

Los métodos de generacion de mallas son comunmente clasificados en tres formas:
estructuradas, no-estructuradas y jerarquicas. Las principales caracteristicas de éstas son

discutidas en las siguientes secciones.

2.2.1 Mallas estructuradas

Las mallas estructuradas siguen coordenadas lineales y generalmente son creadas en
sistemas cartesianos, cilindricos, esféricos o bien en sistemas curvilineos. La conexion entre
una celda o un nodo y sus vecinos, es inmediata y el tiempo de cémputo es rapido, debido a
que la informacion de la malla puede ser maneja de manera lineal. Las mallas estructuradas
pueden ser comunmente usadas en aplicaciones de flujo somero, Pierre Benqué (1982).

Las mallas estructuradas son computacionalmente ineficientes cuando son aplicadas a
problemas en los que se requiera una alfa resolucion de los resultados, o bien en la
presencia de fronteras irregulares, éstas pueden llegar a generar oscilaciones numéricas no
deseadas, importantes en los calculos. Estos problemas se han fratado de solucionar
mediante el anidamiento de mallas, el uso de mallas comprimidas o bien, de bloques
estructurados.

Distintos tipos de malias se han utilizado en aplicaciones de flujo somero, tales como, los

realizados por Davis (1991) y Davis y Jones (1993), quienes plantean un esquema en
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coordenadas esféricas para resolver las ecuaciones de cantidad de movimiento para un
modelo de marea de tormenta, o Aldridge y Davies (1993), quienes utilizan un sistema en
coordenadas polares aplicado a la solucién de un modelo hidrodinamico tridimensional,
Aguirre-P et. Al, (1995), resuelven las ecuaciones de cantidad de movimiento empleando un
sistema de mallado en coordenadas cartesianas, los sistemas de mallado anidados han sido
empleados a distintos fendémenos fisicos, tal como el presentado por Udo Ziegler y Harold W.
(1997). Los sistema de mallas de comprimidas presentados por Timothy J. (1997) han sido

de gran utilidad para atacar los problemas de baja resolucion de los sistemas de mallado.

Las mallas estructuradas curvilineas se utilizan principalmente para resolver numéricamente
las ecuaciones de Poisson, las mallas resultantes pueden ser ortogonales o no. En el mejor
de fos casos las coordenadas curvilineas ortogonales pueden ser facilimente desarrolladas a
partir de un modelo cartesiano estructurado, Abbott (1993). Aunque las ecuaciones en
derivadas parciales ortogonales transformadas contienen algunos términos adicionales que
su contraparte no-ortogonal, Thompson et. al (1985), no posee, las mallas ortogonales son

menos flexibles que las mallas no-ortogonales.

Las mallas curvilineas estructuradas han sido ampliamente aplicadas en la solucién de las
ecuaciones de cantidad de movimiento promediadas en la vertical. Por ejemplo, Lin y
Falconer (1995) describen una malla curvilinea ortogonal que emplean en la modelacién del

transporte de sedimentos en estuarios.

Muchos investigadores resuelven ecuaciones en derivadas parciales elipticas, para calcular
las coordenadas que relacionan la transformacion de un sistema cartesiano a uno
transformado, estas ecuaciones tienden a generar mallas comprimidas suaves, mismas que
tienen como funcién de adaptabilidad la geometria del dominio de flujo, Ly y Luong (1997 y
1999). Las ecuaciones elipticas que son usadas mas cominmente son las de Laplace y
Poisson, esto es, debido a que ambos tipos tienen propiedades suaves y su solucion no

propaga la discontinuidad de las fronteras hacia el interior del dominio de analisis.
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Uno de los métodos cominmente usados a finales de los 70's, fue el llamado codigo de
Thompson (1974), siendo capaz de generar un sistema de coordenadas para cualquier
nimero de dominios de analisis. El tiempo de calculo que necesita el sistema para llevar a
cabo la trasformacion de coordenadas no tiene un reflejo considerable en el costo
computacional. Otros autores han usado este cddigo para estudiar diversos fendmenos
costeros con diferentes escalas. Ly y luong (1997) notaron que tales mallas pueden
facilmente incrementar su resolucién en una region especifica del dominio, sin incrementar el
costo computacional.

A menudo en la mecanica de fluidos se emplean mallas curvilineas dadas las ventajas que
ofrecen desde el punto de vista de la simulacién, su facil adaptabilidad a superficies
complejas y a su distribucion en el dominio de analisis. Para el empleo de éstas es necesario

llevar a cabo una transformacién de las ecuaciones de gobierno.

2.2.2 Mallas No-Estructuradas

Las mallas no-estructuradas se generan empleando dos estructuras de datos, una que
describe las coordenadas de cada celda y ofra que contiene la conectividad de la
informacién. Para manejar adecuadamente la informacién de cada celda, ésta es
almacenada de manera matricial, por lo tanto también se requiere un manejo matricial
eficiente. Existen dos métodos principales para la generacién de una malla no-estructurada
de elementos triangulares: el método de avance frontal y esquemas basados en la
triangulacién de Delauney. Una comparacion de estas técnicas es dada por Mavriplis (1997).
E. J. Avital et. al, (2000), resuelven las ecuaciones de Navier-Stokes utilizando un sistema de
mallas Comprimidas, Lynch et. al (1978), y Mourad et. al, (2000) utilizan simulacion en
elemento finito para resolver problemas de flujo somero

Los métodos de la triangulacién de Delauney se basan en las propiedades matematicas de
un triangulo, una de éstas es que el circunscrito de cualquier triangulo dentro de la malla

puede Unicamente contener los vértices de ese triangulo. En la practica, técnicas numéricas,
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tales como la alternancia de caras de celdas, se usan para conectar una nube arbitraria de
puntos dentro de una malla no-estructurada. Las técnicas de insercion de puntos se usan
para generar una malla a partir de una serie de puntos sembrados en la frontera del area de
analisis. A diferencia del método de avance frontal, la identificacion de la frontera no es
automatica, es comun generar una malla a través del dominio de flujo y entonces usar
técnicas de intercambio de caras de celdas para resolver la zona de la frontera, Una

explicacion mas detallada de este método es proporcionada por Edelsbrunner (2001).

2.2.3 Mallas Jerarquicas

Las mallas no-estructuradas, discretizan el dominio computacional en elementos planocs o
prismaticos. La generacién de una malla de alta definicién con fronteras adecuadas es de
gran importancia para la solucién numérica de cualquier flujo, ya sea en dos o tres
dimensiones. Para incrementar |a eficiencia computacional, es importante que el generador
de malla sea automatico y rapido, que facilite el remalleo, que permita un refinamiento local
de la malla en regiones de interés, tales como en las lineas de costa, donde es importante
saber la evolucion espacial y temporal del nivel medio del mar, o bien, en cualquier ofro lugar
donde los gradientes de velocidad sean altos. E! esfuerzo de muchos investigadores se ha

encaminado hacia el desarrollo de generadores de mallas, gue reunan los requerimientos
antes mencionados.

Las mallas jerarquicas ofrecen la posibilidad de generar mallas no-estructuradas, donde la
informacion es almacenada en un arbol de datos. Las mallas Quadtree son mallas
bidimensionales formadas por cuadrilateros en su interior, mientras que las mallas Octree
son tridimensionales con hexaedros en su interior, en ambos casos, las mallas son
generadas a partir de una subdivision recursiva para todo el dominio de analisis. Cada
subdivisién produce cuatro nuevos cuadrilateros u ocho nuevos hexaedros, segun sea el

caso. Las mallas son irregulares, ya que contienen paneles de diferente tamanos, lo que
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permite tener alta resolucion en las cercanias de las fronteras y una baja resolucion en el

resto del dominio.

En este trabajo de investigacion se eligié una malla Quadtree, dada la estructura de arbol
que presenta, que permite un acceso eficiente a la informacion de las celdas, son rapidas de
generar y tienen aplicaciones de adaptabilidad; ademas, las mallas Quadtree se generan
automaticamente sobre cualquier frontera, no importa cuan compleja o irregular sea ésta, y
puede proporcionar regiones de muy alta resolucion donde sea requerido, la Unica limitante

que tienen son los recursos de computo con los que se cuente.

El uso de mallas Quadtree en el procesamiento de imagenes es descrito primeramente por
Samet (1990 vy 1997) y Yiu y Greaves (1996) quienes plantean tres métodos para la
generacion de mallas Quadtree. Los algoritmos Quadtree han sido utilizados para generar
mallas de una variedad de esquemas numéricos, por ejemplo, Yerry y Shepard (1983)
describe la generacion de la malla Quadtree basada en elemento finito para un analisis
estructural, donde el mallado se triangulariza a partir de los cuadrados generados, Van
Dommelen y Rudensteiner (1989) simularon un flujo pasando a través de un cilindro,
utilizando un esquema de vorticidad discreta, mientras que las ecuaciones de funcion de
corriente fueron resueltas a través de una malla Quadtree. Las mallas Quadtree han sido
aplicadas en la solucién de las ecuaciones de transporte y en la solucién de flujo somero en
dominios complejos por Gaspar y Jozsa (1991), Gaspar (1992). Greaves y Borthwick (1998)
describen el uso de mallas jerarquicas adaptables para la prediccion de flujos incompresibles
separados con bajos numeros de Reynolds y plantean el uso de mallas jerérquicas en
elemento finito, mediante una triangulacion de los cuadros generados, Borthwick et, al.
(2000) aplican mallas jerarquicas al estudio de la contaminacion industrial y agricola. Wang
(1998 y 2000) implementa las mallas jerarquicas en el estudio de flujos viscosos, usando
también un mallado adaptable a cualquier frontera curva, Koo-Yong Park y Borthwick (2001)
describen una malla adaptable en un modelo de interaccién oleaje corriente cerca de la linea

de costa, Rogers et. Al, (2001-a) y (2001-b) resuelven las ecuaciones de cantidad de
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movimiento y continuidad promediadas en la vertical utilizando un esquema Godunov junto
con una malla Quadtree, asi mismo. Borthwick et, al. (2001), resuelven las ecuaciones para

flujo somero sobre una malla Quadtree, usando un método en volumen finito con la finalidad

de analizara la hidrodinamica en lagunas

En este proyecto se emplea un sistema de mallado Quadtree.
Los principales beneficios de este tipo de malla son:

o Computacionalmente eficientes en su construccion.

o Pueden ser generados sobre cualquier dominio.

e Las ecuaciones de gobierno no requieren transformacion.

e Una malla de alta densidad es automaticamente generada a lo largo de la frontera, o
bien, en cualquier otro lugar de interés.

e Proporciona una estructura ordenada de datos, para la discretizacion de las
ecuaciones de gobierno.

Existen dos inconvenientes en el uso de este tipo de mallas
o Se presentan nodos colgantes en la interfase entre celdas de distinto nivel.

e Con base en el punto de arriba es necesario llevar a cabo una regularizacion de la
malla.

Los nodos colgantes requieren interpolaciones complicadas cuando se discretizan las
ecuaciones de gobierno, los calculos de interpolacion son simplificados mediante la
especificacion de un maximo nivel de diferencia, éste debe de ser de uno entre celdas
adyacentes, lo cual es verificado después de que la malla Quadtree ha sido generada. La
malla Quadtree es por lo tanto considerada en dos partes, generacion inicial, 1a cual, se lleva
a cabo sobre los puntos sembrados y la regularizacion, donde la malla es refinada hasta que

se cumpla la relacion 2:1 entre celdas adyacentes.
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2.2.3.1 Generacion inicial de la malla

Las mallas Quadtree se generan reescalando el dominio fisico dentro de un dominio
cuadrado unitario. El cuadrado unitario es entonces dividido en cuatro cuadrantes,
obligatorios, cada cuadrante es dividido recursivamente en cuatro cuadrantes adicionales,
hasta que se alcanza un criterio de subdivision. El dominio de flujo es discretizado de tal

manera que el maximo nivel de refinamiento dependa del nimero de puntos sembrados.

Para mostrar el algoritmo de la generacién de la malla se presenta el ejemplo de un
sembrado de puntos. Considerando el dominio cuadrado unitario de la Figura 2-1 que
contiene tres puntos sembrados, sobre los que se refinara la malla, el dominio es
inicialmente dividido en cuatro cuadrantes como se muestra en la Figura 2-2, cada panel es
revisado, si el panel contiene un punto sembrado, entonces éste es dividido en otros cuatro
paneles, caso contrario, no se hace la revision. Esto mismo se realiza para los otros dos

puntos, Figura 2-3.

Figura 2-1. Puntos sembrados en el area de analisis
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Figura 2-2. Generacion de los primeros cuatro paneles obligatorios

Figura 2-3. Nivel dos de refinamiento
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2.2.3.2 Regularizacion

La malla mostrada en la Figura 24 tiene celdas de distintos tamafos, lo que produce nodos
colgantes sobre las interfases de éstas. Un nodo colgante es el vértice de una celda
adyacente a otra, que esta ubicado en cualquier punto de |a cara de una celda vecina. Tales
nodos requieren complicadas interpolaciones en la discretizacion de las ecuaciones de
gobiemno, por lo tanto, es necesario restringir la cantidad de éstos sobre las interfases de las
celdas. Para evitar lo anterior es necesario establecer una relacion de 2:1 entre celdas
vecinas, es decir que ninguna celda tendra mas de dos celdas vecinas, este proceso de
regularizacion o balanceo de la malla sera explicado con mas detalle en las siguientes

secciones.

-
|

Figura 2-4. Niveles 3 y 4 de refinamiento
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Una vez hecha la regularizacién, la malla Quadtree se convierte en una malla como la

mostrada en la Figura 2-8, en |a cual se aprecia el balanceo.

2.2.3.3 Sistema de numeracion

La subdivisidn recursiva de las celdas produce una estructura de datos jerarquica, la cual
genera una base de datos desarrollada mediante un diagrama de arbol como el que se
muestra en la Figura 2-5. Tal estructura de datos permite faciimente la identificacién de
celdas, con tan solo viajar a lo largo de la base datos. Yiu et al (1996) revisé tres metodos de
suministro de datos para llevar a cabo la manipulacion de la informacién en el diagrama de
arbol, ellos concluyeron que el método usado originalmente por Samet (1990) es eficiente en
términos de acceso a la informacion, Roger (2001) propuso un método alternativo de

numeracion, el cual sigue la misma linea que el propuesto por Samet.

Figura 2-5. Diagrama de &rbol generado para una malla Quadtree

En este trabajo se presenta un método alternativo, el cual toma en cuenta la manipulacion de
informacion propuesta por Van Dommelen y Rudensteiner (1989). EI método de Van
Dommelen y Rudensteiner realiza una concatenacion de niimeros enteros para cada celda,
anadiendo una cadena de ceros a la derecha de cada numero de identificacién, con base en

esto, en este trabajo el criterio de numeracion se ilustra en la Figura 2-6. De tal forma que la
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identificacion de |a posicion de cada celda es: 11 para la NW, 12 para la SW, 21 parala NE y
22 para la SE. El primer nimero identifica la posicion de la celda en la direccion x y el
segundo en la direccion y. Van Dommelen considera que todos los nimeros de identificacion
tienen la misma longitud, cada niimero de identificacion esta compuesto por pares de 1y 2,
de tal forma que cada par representa un nivel de refinamiento, por ejemplo un nivel de
refinamiento 20 tendria 40 digitos. El uso de nimeros enteros en algunas ocasiones no
resulta adecuado ya que dependiendo del compilador, se tendra un maximo nimero de
digitos lo cual resulta ser un serio problema cuando se desea alcanzar un nivel de

refinamiento alto.

NW NE
11 21
SW SE
12 22

Figura 2-6. Orientacion de los paneles

En este trabajo, el sistema de numeracion consiste en un utilizar pares de nimeros con
combinaciones de 1y 2, pero no se le adhiere ninguna cadena de ceros a los numeros de
identificacion, a diferencia de otros autores la codificacién del sistema no trabaja con
numeros enteros, por el contrario se ha observado que |la manipulacién es mas eficiente

usando caracteres (letras), por lo tanto no se tiene ninguna restriccion en cuanto al nimero
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maximo de refinamiento y la manipulacién de la etiqueta de una celda (numero de
identificacion ) se lleva a cabo mediante una simple concatenacion.

En la Tabla 1 se muestra el almacenamiento de |a informacién, donde el primer valor de la
columna es la celda que tiene el mayor niimero de digitos y que numéricamente es superior,
el resto de los valores es ordenado de mayor a menor. Como se aprecia, ningun valor cuenta

con ceros adicionales a la izquierda, cada etiqueta refleja y se observa facilimente en que
nivel de refinamiento se encuentra.

En la malla Quadtree balanceada se generan numeros de identificacion que no son Utiles en
la modelacion numérica, tal es el caso de todas las celdas padres y abuelas (cada celda que
genera cuatro paneles es considerada como padre, caso contrario se le denomina hijo), con
base en esto se lleva a cabo una depuracion de las etiquetas, dejando Unicamente los
Gltimos hijos en la base de datos, Tabla 2

Las etiquetas de las celdas son concatenadas de tal forma que se pueden generar vectores
numeéricos, por ejemplo: considerando la celda 221111, que es partida en los dos siguientes

vectores

N, (241) ¥ N, (211)

intercalando los vectores, se genera la etiqueta de la celda, y mediante la manipulacion de
dichos niimeros es posibles determinar las celdas vecinas de cualquier celda, como se

explicara mas adelante.
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Tabla 1 Lista de nimeros de
identificacion.

Numeros de
Identificacion

222222
222221
222212
222211
221122
221121
221112
221111
121222
121221
121212
121211
2222
2221
2212
2211
1222
1221
1212
1211
22

21

12

11

Universidad Nacional Autdbnoma de México

Tabla 2 Depuracion de nimeros

de identificacion.

Malla Hojas

reguiarizada del arbol
222222 222222
222221 222221
222212 222212
222211 222211
221122 221122
221121 221121
221112 221112
221111 221111
121222 121222
121221 121221
121212 121212
121211 121211
2222
2221 2221
2212 2212
2211
2122 2122
2121 2121
2112 2112
2111 2111
1222 1222
1221 1221
1212
1211 1211
1122 1122
1121 1121
1112 1112
1111 1111
22
21
12
11

28



Universidad Nacional Auténoma de México

2.2.3.4 Coordenadas del centro de la celda

Las coordenadas x e y del centro de las celdas se calculan mediante traslaciones sucesivas,
iniciando a partir del centro de coordenadas del panel raiz. En cada nivel R, el ancho de la

celda es 27% y el calculo del centro de las coordenadas esta dado por las ecuaciones (2-1) y
(2-2), Greaves y Borthwick (1998).

=D (2N, (m)-3) 24)

m=1

V-3

m=1

—(3-2N, (m)) (2-2)

donde N, (m) y N,(m), son los vectores que resultan de la concatenacion de los niimeros
de identificacion y m-iesimo nimero dentro de cada vector, asi para la celda 222211 en la
ecuacion (2-1), N,(1)=2N,(2)=2yN,(3)=1, los nimeros corespondientes para
N,(m) son N,(1)=2, N, (2)=2y N, (3) =1y utilizando las ecuaciones (2-1) y (2-2), las
coordenadas del panel 222211 resultan (0.3125,-0.3125) y el ancho de la celda sera
27°=0.125

2.2.3.5 Busqueda de Vecinos

Todos los posibles vecinos de cualquier panel pueden ser determinados a partir de la
manipulacion de su efiqueta. Este concepto serd muy Otil cuando se deseé realizar la
regularizacion de la malla, asi como también cuando se lieve a cabo la discretizacion de las
ecuaciones de gobierno. Una vez que se ha generado la malla Quadtree, la cual atn no esta
reqularizada, se procede a ordenar los nimeros de identificacion en forma decreciente,

partiendo del nGmero de identificacion mayor, que pertenece a una de las hojas del arbol, los

29



Universidad Nacional Auténoma de México

nimeros de identificacion de las celdas se ilustran en la Figura 2-7 y se muestra en la Tabla
1,

La determinacion de los vecinos a partir de cualquier etiqueta se plantea con ayuda de la
Figura 2-9, algunos autores tales como Greaves (1998) plantean que los vecinos que deben
buscarse para cada panel deben ser del mismo nivel que éste Gltimo y deben buscarse en la
lista de numeros de identificacion como si éstos existieran, aqui se plantea que los vecinos
que deben buscarse deben ser de un nivel menos que el panel en cuestion, lo cual acelera el
proceso de busqueda, asi, si se desean determinar los vecinos de la celda 221111, que se

muestra en la Figura 2-9, el procedimiento es de |a siguiente manera;

11 21

221111 3221121

1211 1221 2221

221112 | 221122

121211 121221 222211 | 222221

® 1222 2212

121212 | 121222 222212 | 222222

Figura 2-7. Numeracion de una malla Quadtree
a) Se concatena el nimero de identificacién, de lo que resultan dos vectores, uno

correspondiente a la direccion x y otro a la direccion y
N (211) y N, (211)
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b) Busqueda del vecino norte: Se elimina el Gltimo nimero de ambos vectores

d)

e)

resultando N,,(2,1) y N,,(21), a N,, no se le hace ningin cambio peroN,, se
transforma en N, (1,2), intercalando N,, y N, resulta N = 2112, el cual es el

vecino que deberia estar en la parte norte de |a celda en cuestion.
Vecino NW. al igual que en el inciso anterior se eliminan el tltimo de numero de cada

uno de los vectores, N, y N, se convierten en N,,(21) y N,,(2,1), éstos Ultimos
son alterados cambiando todos los nimeros de ambos vectores resultando N, (1,2)

y N,(12), e intercalando éstos dos ultimos resulta N = 1122, cuyo numero

pertenece al vecino NW.
Vecino SW: N,,(1,2) y N,,(2,1), de ahi que N = 1221

Los vecinos S, SW y E, no sera necesario buscarlos, ya que de antemano se sabe

que éstos son los hermanos de la celda 221111 y por lo tanto existen.

\_
1111 1121 2111 2121
1112 1122 2112 2122
21111 %21121
1211 1221 2221
221112 | 221122
129211 | 121221 222211 |222221
® 1222 2212
121212 | 121222 222212 222222‘

Figura 2-8. Malla Regularizada
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224111 | 221121

221112 | 221122

Figura 2-9. Determinacion de vecinos

Si los vecinos generados en los incisos b, ¢, d y e no existen, entonces dos numeros mas
son descargados del panel en cuestion, el nimero resultante de esta Ultima operacion se
busca en la lista, si éste no se encuentra entonces a partir de éste se generan cuatro
paneles y nuevamente se revisa la lista, la eliminacion de nimeros debe parar cuando se

haya llegado a un nimero de nivel uno.

De forma mas general, la busqueda de vecinos para cualquier nivel de refinamiento y para

cualquier celda se realiza de la siguiente manera:

Sea Nx 6 Ny los vectores generados a partir de la concatenacion del nimero de

identificacion N de una celda dada N"”("""”/*”“JR)donde R es el nivel de division de Ia

celda, trabajando hacia atras este vector, es decir, partiendo de iR hacia i1, sea j0 el primer

subindice tal que # ’H, asi para la celda 221111, si se desea obtener su celda vecina

Norte, se concatena primeramente y se obtiene su vector Ny(2,1,1) y Nx(2,1,1), como se
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desea determinar el vecino norte se analiza Ny, jo= 2, de ahi que los digitos a cambiar seréan
desde j-1, resultando Ny = (1,2,2), y Ny no se altera, combinando Ny, y Ny resulta
N'(2,1,1,2,1,2) y N finalmente sera 211212, descargando los ultimos dos digitos de la celda
determinada, se obtiene finalmente la celda vecina, la cual es de un nivel de division menor
que |a celda en cuestion, esta celda tiene como nimero de identificacion N =2112. La malla

regularizada, correspondiente a la Figura 2-7, se muestra en la Figura 2-8.

2.2.3.6 Hojas del arbol

Una vez que se tiene regularizada la malla y se cuenta con la lista de liga de los numeros de
identificacion de todas las celdas que han sido generadas, incluyendo abuelos, padres e
hijos, es necesario depurar éstas, ya que cuando se lleve a cabo la integracion de las
ecuaciones, éstas dnicamente necesitaran como dato las hojas que se obtuvieron de la
regularizacion de la malla, asi, si se tiene el N = 222222, su padre es eliminado solo

quedaran los hijos, resultando la lista de liga depurada que se muestra en la Tabla 2.

2.2.3.7 ldentificacion de las fronteras

Antes de resolver las ecuaciones de gobierno sobre una malla Quadtree, es necesario
identificar la ubicacion de cada celda con respecto a las fronteras del dominio de flujo. El
método de ubicacion de fronteras es sencillo, el cual es planteado por primera vez en el
presente trabajo. Se revisa el nimero de identificacion de una celda, por ejemplo,
considérese el siguiente nimero 22122222 si éste es concatenado en dos vectores
Nx(2,1,2,2) y Ny(2,2,2,2), se puede observar que el valor de los nimeros del vector Nx no son
constantes, ya que contiene un 1, en cambio los valores de los numeros que contiene él
vector Ny, todos ellos son constantes (tienen un valor 2), y de ahi que todas las fronteras del
dominio de anélisis siguen este patrén de secuencia (uno de los vectores tiene numeros
constantes), el numero 22122222 corresponderia a una de las fronteras horizontales, que

tiene como ordenada y = -0.5, y si Ny tuviera valores 1, ésta corresponderia a la frontera con
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ordenada y = 0.5, si los valores de Nyy Ny son constantes, entonces la celda est4 en una de

las esquinas del area de analisis.

2.2.3.8 Caso de aplicacion

Los sistemas de mallas Quadtree, como se ha mencionado anteriormente, deben tener la
caracteristica de adaptarse a cualquier forma geométrica, como se ilustra en las Figura 2-11
y Figura 2-14. En estas figuras es notoria la adaptabilidad a lo largo de la costa de las mallas
Quadtree, y una robustez hacia zonas mas profundas, desde luego, también es apreciable
que existen tamarios de celdas que podrian generar dificiles interpolaciones. Para abordar
este Ultimo problema ha sido necesario establecer que las mallas Quadtree tengan que ser
balanceadas, Figura 2-12 y Figura 2-15, para tener una relacion 2:1, como se explico
anteriormente.

Para la validacion del generador de malla se presentan los resultados de tres casos:

o El primero de éstos corresponde a la zona aledana a la playa turistica de Cancun,
Quintana Roo. Para éste se utilizé un nivel de refinamiento maximo de 7, utilizando
un criterio de adaptacion segun la profundidad minima local (50 m). De tal forma que
el ancho minimo de las celdas en las cercanias de la costa es de 400 m y el maximo
en zonas de aguas profundas es de 15000 m. Para este caso en concreto, si se
deseara utilizar una malla estructurada uniforme con la resolucién méaxima propuesta
se requeririan 27000 celdas, en contraste a las 5004 celdas obtenidas con el sistema
de mallado propuesto. Los resultados de mallado se muestra en la Figura 2-12.

e FEl segundo caso corresponde a la peninsula de Yucatan. Para este caso se
preestablecié un nivel de refinamiento de 8 y la malla se adapta a profundidades
menores o iguales que 50 m., el ancho de la celda minimo es de 1300 m y el maximo
es de 83250 m. Al igual que en el casc anterior, para una malla estructurada
uniforme se requeririan 98304 celdas mientras que aqui solo se han generado 19216

celdas.
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o Eltercer caso corresponde a un area mayor en la cual se abarca toda la peninsula de
Yucatan, Figura 2-14. En este caso el nivel de refinamiento maximo fue de 12 con
anchos de celda que van desde los 80000 m hasta 500 m.

Como se aprecia en la Figura 2-12, Figura 2-15 y Figura 2-17 correspondientes a estos tres
casos, si se trabajara con una malla estructurada se requeriria una gran cantidad de celdas
para poder obtener una precisiéon adecuada en las cercanias de las costas, no asi con las
mallas jerarquicas, mediante las cuales el costo de cémputo se puede reducir
considerablemente,

En este capitulo se ha presentado un generador de malla Quadtree, el cual tiene la
capacidad de producir una malla jerarquica de acuerdo con criterios que se preestablecieron.
La regularizacion ha sido implementada de forma tal que garantiza una proporcion maxima
entre celdas vecinas de 2:1. La malla Quadtree ha sido validada con tres casos reales siendo
su procedimiento robusto, confiable y eficiente. La adaptabilidad de la malla Quadtree y la
discretizacion de las ecuaciones de cantidad de movimiento y continuidad promediadas en la

vertical seran consideradas posteriormente.
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10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000

Figura 2-10. Batimetria de Cancun, Quintana Roo
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Figura 2-11

. Generacién de la malla Quadtree, antes de refinarse, para la batimetria de
Cancln, Quintana Roo
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Figura 2-12. Generacion de la malla Quadtree, después de ser refinada, para la batimetria
de Cancun, Quintana Roo
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Peninsula de Yucatan

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Figura 2-13. Batimetria de la costa del estado de Quintana Roo e Isla de Cozumel
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Figura 2-14. Generacion de la malla Quadtree, antes de ser refinada, para la batimetria de la
costa del estado de Quintana Roo e isla de Cozumel
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Figura 2-15. Generacion de la malla Quadtree, después de ser refinada, para la costa del
estado de Quintana Roo e isla de Cozumel
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Figura 2-16. Batimetria de |a peninsula de Yucatan
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Figura 2-18. Batimetria del litoral del estado de Campeche
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Figura 2-19. Malla Quadtree para la bahia de Campeche
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3 ECUACIONES DE GOBIERNO

El modelo matemético que se utilizara para la evaluacién de la marea de tormenta esta
basado en las ecuaciones no lineales de ondas largas. Para la deduccién de estas

ecuaciones se toman como base de partida la ecuacion de continuidad y de Navier-Stokes,
Anexo 1.

3.1 Ecuaciones de ondas largas promediadas en la vertical

Las ecuaciones promediadas de Reynolds que gobieman el movimiento de las mareas

consisten en la ecuacién de continuidad para un flujo incompresible, ecuaciéon (3-1)

=0 (3-1)

y las ecuaciones de conservacion de cantidad de movimiento en las direcciones X, y y z,

ecuaciones, 24, 25y 2 6 del Anexo 1, en las cuales las fuerzas de cuerpo estan dadas por

X=2vmseno (3-2)
Y=-2uwsend (3-3)
Z=-g (34)

donde @ es la rotacién de la tierra aproximadamente igual a 7.3 x10% rad s, y ¢ es la

latitud de la tierra en el sitio de interés, resultando asi

o o o
MO T O O Ty wsen 6 (35)
pL 0 X oy 0z

0 0 ot
Dv_ 10p 10 % 9% % %l 9y psen g (3-6)
t poy pLo0x 0Oy 0 z
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0 0 0
D W:_l P+l sz+ Tyz_l_ U7z —g (3_7)
Dt p 0z pldx 0y 0z

»

El operador D/Dt es el operador de diferenciacién, el cual tiene la siguiente forma

D 0 0 0 0
+u +v +w (3-8)
Dt ot o X oy 0 2

y 7 es el esfuerzo de Reynolds. Los subindices indican la direccién del esfuerzo y la

orientacion del plano sobre el cual éste actla.

Los esfuerzos de Reynolds en las ecuaciones (3-5), (3-6) y (3-7) pueden ser remplazados

por su forma de Boussinesq.

»
<

T 2x=P V,y

(3-9)

Q) ‘
N

»
<

(3-10)

T y=P Vg

»
N

De la misma manera se obtienen los esfuerzos para el resto de los esfuerzos, donde v, ,

v,, » son los coeficientes de la viscosidad de remolino.

En el movimiento de las mareas la aceleracion vertical Dw/Dt y los gradientes de los
esfuerzos de Reynolds son pequefios comparados con la aceleracién de la gravedad, y por

lo tanto la ecuacion (3-7) puede ser remplazada por la aproximacion hidrostatica

a_g + p g=0 (3-11)

47



Universidad Nacional Auténoma de México

Integrando la ecuacion (3-11) resulta una presion lineal con la profundidad, esto es:
p Z)=.[—p gd z=—-p g Z+cte (3-12)

Usando la condicién de frontera que en la superficie libre z = 77, se tiene la presion

atmosférica Pe, entonces la ecuacion (3-12) se convierte en
p(z)=p g(n - z)+P, (3-13)

Las derivadas de la presion en cualquier direccion horizontal pueden ser expresadas en

terminos de la elevacion del agua, asi para la direccion x e y resulta

A -~y 3-14
0 X Py 0 X 0 X ( )
op_,40n,0FR (3-15)
oy oy 0y

Utilizando las ecuaciones (3-14) y (3-15) para eliminar p en las ecuaciones (3-5) y (3-6) y
sustituyendo los esfuerzos de Reynolds en la forma de Boussinesq, se obtienen las
siguientes ecuaciones

(3-16)
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o v o v o v o v on 10 P,
+v +w =—q -— +
ot 0 X oy 0 Z oy pady

enlascudles v, =v, =v,, v =v, =v yv, =v, =V,

Esto genera tres ecuaciones (13), Anexo 1, (3-16) y (3-17) conteniendo cuatro incognitas u,
v, Wy n,por lo que, es necesario plantear una cuarta ecuacion para poder resolver el
sistema, la cuarta ecuacién se puede establecer a partir de la condicidén de frontera en la
superficie. Con respecto a las condiciones frontera en el fondo se tiene que u=v=w=0,y

para la superficie libre se considera que una particula de fluido no se transporta sobre en la
profundidad.

Usando la notacién dada en la Figura A1-2 y considerando que el eje z es positivo hacia el

fondo del mar, e integrando sobre el tirante, la ecuacion de continuidad resulta:

Vv 0w ou ov
+ d z= —t—\ d zZ+Ww_—-W 3-18
y 0 z} fh{a X 0 y} p W O19)

Usando la regla de Leibniz, Robert y Roland (2002) se obtiene

b O b o b 0 a
Iaﬂf (x,y)dzzﬂjaf (xy) d z—f (by) ﬂ” (a.y) ﬂ(3-19)

La ecuacién (3-18) puede ser expresada como
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— udz+—fvdz u, + _h@
X
At - (3-20)
—vna—77 +v_hﬁ +w, —w, =0
ay |, o |, "

Con respecto a las condiciones de frontera en el fondo se tiene u.n = v.n = w.p =0,

dnl _[an ,ondx ondyl (an, 00, 07
; 8t8xdt6ydt ot 0 X oy

]:wg&m)

Sutituyendo la ecuacién (3-21) en la (3-20), para la ecuacién de continuidad promediada en

la vertical, ésta adquiere la siguiente forma

o _{a UH 2V H]
t

= (3-22)
0 X oy

donde Uy V son las componentes de velocidad promedio sobre el tirante, definidas como:

1
U=gf:
—%fhv d z

(3-23)

y H es la profundidad total de la columna de agua, h +
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3.1.1 Condiciones de Frontera

Para la soluciéon a las ecuaciones de gobierno es necesario especificar el problema
estableciendo las condiciones de frontera y las condiciones iniciales respectivas. En la
mecanica de fluidos existen dos tipos de fronteras: a) fronteras internas (por ejemplo: ondas
de choque y discontinuidades de contacto), y b) fronteras extemnas. Las condiciones de
frontera externas pueden ser de tipo cinemético o de tipo dinamico las cuales permiten
definir como son sus contornos (reflejantes, absorbentes, parcialmente reflejantes o

transmisivos) y los posibles movimientos de las superficies.

3.1.2 Solucion de las condiciones de frontera

Para el sistema de ecuaciones promediadas en la vertical, una condicion inicial, es una
distribucion del nivel del agua y de las velocidades medias que se dan en el dominio de
analisis en el instante de tiempo t = to. La precision de los datos iniciales son algunas veces
dificiles de adquirir, por lo que éstos deben ser estimados a partir de ciertas hipétesis, sin
embargo, si los datos iniciales suministrados son inconsistentes con las leyes fisicas basicas,
pueden existir dos tipos de problemas, 1) que no se tenga una buena solucion o bien 2) que
el calculo se vuelva inestable, por lo tanto, un estado estatico es algunas veces considerado

como condicion inicial.

Las condiciones de frontera en la dinamica de fluidos toman las dos siguientes formas: 1) se
dan las velocidades (condicion de Dirichlet), o se establecen que la derivada de la velocidad
normal es cero (condicion de Neuman). Para las ecuaciones promediadas en la vertical, las

condiciones de frontera tienen formas mas complicadas.
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3.1.3 Fronteras cerradas

En general, se establece que la velocidad normal es cero. En soluciones numéricas algunas
veces se establece que la velocidad en el dominio pueda ser distinta de cero, esta
consideracion se puede utilizar para absorber errores de discretizacion o simular una
permeabilidad artificial de la frontera.

Cuando no se consideran los términos disipativos en el sistema, una condicién deslizante
puede ser impuesta, la cual no restringe la velocidad tangencial aplicada. Cuando existen los
terminos disipativos en el sistema, en la dinamica de fluidos viscosos, una hipétesis viscosa
cerca de una pared sélida es adoptada, estableciendo que tanto la velocidad normal como

tangencial son asumidas como cero en la frontera

3.1.4 Fronteras cerradas moviles

Cuando se presentan mareas de tormenta o meteorologicas, ocurre una inundacion, la cual
debe ser considerada dentro del calculo, en este caso las condiciones de frontera sobre la
linea de costa no cambian, la Unica consideracion que debe establecerse es que el muro
vertical, mencionado en el parrafo anterior, cambia de posicidén durante todo el tiempo de
modelado. La velocidad normal a |a frontera es suficientemente pequeiia, ésta puede ser
considerada como cero, imaginando una pared virtual vertical ubicada en la frontera, ésta

puede estarse moviendo durante el proceso de calculo.

3.1.5 Fronteras abiertas

En la superficie libre se considera que z=7, 0 z~0. Esta suposicion se asume debido a

que la sobrelevacion de la superficie es pequefia en comparacion con la profundidad, por

otra parte, los esfuerzos cortantes toman la forma
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Tsx —0 U
-V ‘0 z
P (3-24)
Ty 3 28 v
P 0 z

donde 7., y 7, son las componentes en las direcciones x y y, de los esfuerzos cortantes

que actdan sobre la superficie. Estos esfuerzos cortantes se originan a partir de la accion del

viento y usualmente se describen mediante una expresién cuadrética.

T

£~ Ca W W2+ W?
T

(3-25)

= Ca W, W2+ w?

donde Wxy W, son las componentes de la velocidad del viento a una distancia del orden de
10 m sobre el nivel medio del mar. El coeficiente Ca es el coeficiente de arrastre ejercido por

éste, el cual puede ser evaluado de la siguiente manera

ca=| (0630088 WP+ W) | x 107 W2+ WZ<20

m
S
ca=|228+0083 (W I+ Wi-200) | x 10 Jwicwi>00

3.1.6 Condicion de frontera en el fondo del mar

La condicién de frontera en el fondo estd dada por los esfuerzos cortantes debidos a la
friccién en el fondo del mar, asimismo las velocidades horizontales en el fondo son asumidas
como cero, es necesario evaluar dichos esfuerzos a una distancia Az medida a partir del

fondo. Los esfuerzos cortantes en el fondo se pueden evaluar mediante una funcion
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cuadrética de las velocidades horizontales, de ahi que la relacion de éstas puede ser
expresada de la siguiente manera.

(3-27)

donde Cs es el coeficiente de friccion de Chezy del fondo, p es la densidad del agua, up y Vb
son las velocidades en la direcciones x e y cerca del fondo (alrededor de 1.0 m), el valor de

Crdepende de la rugosidad, profundidad y del material del fondo, éste varia entre 45y 70

m'2s-1 o bien puede ser evaluado a partir de la ecuacién de Manning

, _
C,=Hén" (3-28)

donde n varia entre 0.015 y 0.04, dependiendo de la rugosidad del fondo.

3.2 Ecuaciones Promediadas en la Direccion Vertical

Para el estudio hidrodinamico estuarino y de costas, el flujo es casi siempre altamente
turbulento, y la ecuacién (11), Anexo 1, necesita ser modificada de acuerdo con esto y
considerando la Figura 3-2 como sistema de referencia. En la derivacion de la ecuacion de
cantidad de movimiento en la direccién del eje x, para flujo turbulento incompresible, la
correspondiente ecuacion de continuidad para flujo incompresible, ecuacion (13), Anexo 1,

es primero multiplicada por u, resultando:

o u o u o u
u +V + W =
0 X oy 0z

0 (3-29)
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y entonces sustituyendo la ecuacion (3-29) en la (17), Anexo 1, resulta:

ou 6°u duv duw o P
+ + + =X-— —+v
X

1 o u % u 8 u
6t ox oy 0z o 0

330
ax2+ay2+azéh ]

Como se indica en la Figura 3-1 la componente turbulenta instantanea de velocidad v puede

ser expresada como:

U=u+u' (3-31)

donde

u componente de la velocidad promedio temporal

— t+ At
u=———L udt (3-32)

u La fluctuacién de la componente de la velocidad donde u =0 , 0
___f+“u'dt=0 (3-33)

Sustituyendo las componentes de fluctuacion promedio en el tiempo en la ecuacién (3-30)
resulta

a—aY(L_Hu')+aix(t_wu')(t_1+u')+%(U+u')(§+v')+%(ﬂ+u')(ﬁ+ w')

(oo ()2 (M)}

y

(3-34)

2

=Y+X'—li(l3+P')+v{ &
pO X 0 X
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Desarrollando y promediando en el tiernpo la ecuacion (3-34) se obtiene

0 (—— ) 0 (7= o~ . » O (= o o oo

—|u+u +—(uu+2u u+u )+—(uv+u V+v u+uv)+

ot o X oy
a o I_ I_ ) ) o 1 1 a _ ]

+—(uw+u w+w u+uw)=x+x ———(P+P)+ (3-39)
0z : pO X

62 - 62 N 62 [
+v 2(u+u')+ 2(u+u')+ 2(u+u')
0 x oy 0z

sin embargo

E+u'——j”“(hu')—th”'u'd t=u, (3-36)
At At o |

A—tjt”“u'd t=0 (3-37)

5 ) ﬂﬁ/\ AN
Ny,

t
Figura 3-1 Registro de la velocidad en un flujo turbulento.

asi u+u’',y en forma similar para todos los otros términos se realiza algo similar.

Asimismo, otras derivadas pueden ser expresadas de la siguiente forma
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uu+2u'u+u”
=ﬁ U (e 20+ ) (3-38)
—uu+u'y'
donde UU:cte,y:
ALtj"”'zuﬂ:i—‘;jt”“u'd t=0 (3-39)

Expresiones similares pueden ser encontradas para el resto de las componentes de la

aceleracion advectiva, sustituyendo las ecuaciones (3-36)-(3-38) en la ecuacién (3-35)

resulta:

Como antes, multiplicando la ecuacion de continuidad para flujo incompresible, ecuacion
(13), Anexo 1, por u y utilizando la ecuacion (3-40), y considerando que v=w/p, se obtiene

la ecuacion de Navier-Stokes para flujo turbulento incompresible:

56—66—56—66—1551 8 ou
+Uu +v +w =X-— —+— —|u —-p uu
ot 0 X oy 0z p O x p 0 X 0 X

B (3-41)
+1a du la 6u_pu.w.
ooyl oy "o z" 5z

Ecuaciones similares a la anterior son obtenidas para las direcciones y y z.
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- En comparacién con la ecuacion (20), Anexo 1, que es la ecuacion original de Navier-
Stokes, en la direccion del eje x la ecuacion (3-36) muestra que los valores instantaneos de
velocidad y presion han sido reemplazados por los correspondientes valores promedios
temporales, asi como también se han afiadido tres términos, los cuales se encuentran en el

lado derecho de la ecuacion (3-41), que son:

1 10w L e s
p 0 X p 0y p 0 Z

Los términos pu'u’, pu'v', pu'w' son conocidos como los esfuerzos de Reynolds.

Para la solucion de los esfuerzos de Reynolds, Boussinesq propuso que ellos podrian ser

representados en una manera difusiva:

0 ey [6_6_} 10 {6_6_}
o x - x 0 x| o oy ox

p ox] p oy y (343)
10 — du o w}

————p U W=y | —+—
po Z z X

‘ Fondo

Figura 3-2 Sistema de referencia para las ecuaciones promediadas en vertical.
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En forma similar para flujo turbulento incompresible, sustituyendo las ecuaciones (3-2), (3-3)

y (3-4) en (3-40), e integrando en toda la profundidad se tiene

2
J.nau+a u+auv+auw dz=_["fvdz——1—_["apdz
Mot o0x 0y 0z -h p o x
O ) 2 LYy, ) L OV (344)
2|0 X 0 x, 0y oy 0 X
+_[ dz
" ou ow
+—(v, +Vv)| =—+—
i z 0z 0 X |

Aplicando la condicion cinemética en la superficie libre, y asumiendo que ve es mucho

mayor que vy haciendo la siguiente aproximacion
, o ai{v_e H ﬂ} (345)

donde v, es el coeficiente de viscosidad de remolino promedio, Falconer (1976), ésto

proporciona la ecuacion de cantidad de movimiento en la direccién del eje x

aUH 0 2 1 m oP
H)+—(pBUVH)=fVH-— | —d
ot x('BU ) ('BU ) P f“ oX o

1( sx Tbx)+2 |: e au:\—}_i ZH a_l.]_—}_ﬂ
p oX ox | oy oy Ox

donde P es un factor de correccion, zx es la componente de los esfuerzos cortantes

(3-46)

generados por el viento sobre la superficie, mx son los esfuerzos cortantes en el debido a la

friccion y f es el coeficiente de Coriolis (f=2wsend).
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Ahora sustituyendo las ecuaciones (3-14), (3-25) y (3-27) en (3-46) y dividiendo entre H esta
misma ecuacion, se obtiene la ecuacion de cantidad de movimiento promediada en Ia
vertical, en la direccion del eje x, el mismo desarrollo se lleva acabo para la direccion del eje
y obteniéndose asi la ecuacion (3-47) que en conjunto con la ecuacién (3-22) forman el
sistema de tres ecuaciones con tres incognitas U, V y n, donde como ya se menciond
anteriormente U y V son las velocidades de corriente promedio en las direcciones x e y

respectivamente y 7 es la sobrelevacion del nivel medio del mar, generada por el efecto de

huracanes.
§g+U %+V%=
ot oxX oy )
(347
on 10n CoM WA gV (53U du
o p ox pH HC? “lLoxt oy
Vg
ot oxX oy 348)
i gn_ 1P, CoM JWE+ W) gL+ (v oV
9oy p oY pH HC? “lox? oyt
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3.3 Significado de los Términos de las Ecuaciones de Cantidad
de Movimiento y Continuidad Promediadas en la Direccion
Vertical

e Aceleracion local

Los términos inerciales locales tales como dU/dt, etc., representan la variacion en el
tiempo del cambio de la velocidad en cualquier posicion y son los Unicos términos que

muestran la no-estacionaridad de un flujo.
e Aceleracion convectiva

Los términos de la aceleracion convectiva, tales como UoU/0x, efc., representan el
efecto del gradiente espacial de las velocidades que esta siendo transportado junto con
el fluido. Desde un punto de vista matematico, los términos convectivos hacen que el
sistema sea cuasi-lineal, de ahi que la solucién numérica pueda sufrir inestabilidades.
Este efecto explica las dificultades que ocurren en el calculo con altos nimeros de
Reynolds.

La suma de las aceleraciones arriba mencionadas comunmente es representada como
DU/Dt, la cual representa la aceleracion total de las particulas del fluido y que es

conocido como término inercial.

Si se considerara nula la aceleracion convectiva, el sistema se convierte en lineal, esta
aproximacién es aplicable para el caso de flujos con Numeros de Reynolds bajos
(velocidad baja o viscosidad alta). Algunos experimentos han mostrado que tal
aproximacion es favorable para la estabilidad computacional, y que satisfacen que un
criterio lineal de estabilidad es suficiente, sin embargo el mecanismo de produccion y

transporte de voértices es perdido.

61



Universidad Nacional Auténoma de México
= —

e Pendiente de la superficie libre del mar

La pendiente de la superficie libre del mar gon/ox, representa la accion de la
gravedad. Para un flujo de agua a superficie libre, este término es el que se encarga
del manejo de fuerzas que interactian en el flujo, las ondas asociadas a un flujo a
superficie libre, son conocidas como ondas de gravedad. En estudios tedricos, algunas

veces es necesario descomponer el término de la pendiente de la superficie libre en

dos partes, en el gradiente de presiones y la pendiente del fondo, g(g—h+%J la
X OX

primera parte muestra el gradiente de presiones debido a la variacién de la profundidad

y el segundo el efecto de la topografia del fondo, el cual actia como una fuerza
externa.

Un sistema conteniendo los tres términos arriba mencionados, es llamado modelo
dindmico de onda, anulando los términos convectivos se tiene un modelo de onda
difusivo, eliminando los términos de gradiente de presiones se tiene un modelo de onda
cinético y si la pendiente del fondo y la friccion de éste no se consideran, se tiene un
modelo de onda de gravedad.

.. 10P, ., ., e
e Eltermino — Pt representa la accién de la presion atmosférica, éste puede ser
p OX

ignorado en algunos casos, pero en pronéstico de marea de tormenta es uno de los
principales factores que debe ser considerado. El campo de presiones puede ser
dado basado en observaciones o mediante el uso de ecuaciones paramétricas. Ver
Anexo 2

La variacion de la presion atmosférica provoca un aumento o decremento del nivel del

agua en el mar, en estado de equilibrio, el nivel del agua tiene 1 cm de diferencia por

cada 1 mb en la variacion de la presion atmosférica. (En el Sistema Internacional de
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Unidades 1 bar=10° Pa(N/m*)=0.986923 atm=10.972mH,0). Cuando el nivel del

agua en una frontera abierta no pueda ser dado, éste puede ser estimado de acuerdo

con la diferencia entre la presién real P, y la presién estandar Po = 1 atm =1012 mb.

Los esfuerzos debidos al viento representan la fuerza de arrastre producida por el
viento sobre la superficie del agua. La turbulencia aparece en la interfaz aire-agua
debido a una inestabilidad, el agua se mueve hacia arriba 0 hacia abajo formando
una superficie rugosa, esta accion es inversamente proporcional a la profundidad del

agua, lo cual es muy importante para el flujo en aguas profundas.

El término de friccion de fondo , representa la oposicién al movimiento

guUU? +V?
HC?

del flujo, no obstante que cuando se presenta un aumento en la turbulencia, el efecto

de la viscosidad molecular se torna relativamente pequefia, mientras que la

viscosidad en las fronteras cerradas también tiende a disminuir
Fuerzas de cuerpo

Las fuerzas de cuerpo representan las fuerzas externas ejercidas en forma distribuida,
sobre el elemento de fluido por unidad de masa, una de ellas es la fuerza de gravedad,

y por otro lado se tiene a las fuerzas geostroficas.
En el hemisferio norte, la fuerza inercial de Coriolis es generada por la rotacién de la
tierra en el sentido de las manecillas del reloj, lo cual genera un incremento de la

rotacionalidad en grandes cuerpos de agua. Las componentes de las fuerzas en las

direcciones x € y son

.=, F, =-u (3-49)
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Las expresiones anteriores son también aplicables a cualquier sistema coordenado
ortogonal, pero cuando no se estén utilizando éstos, sera necesario proyectar las

componentes cartesianas sobre el sistema de coordenadas que se esté trabajando.

(A2 2
e El término de viscosidad turbulenta V{Z_LZJJFF}’ representa el intercambio y
X oY

disipacion de energia resultante de la difusién turbulenta y molecular, de la variacion
vertical de la velocidad horizontal y de la no-uniformidad de la distribucién de las

velocidades sobre el plano horizontal.
Resumen de los simbolos empleados en las ecuaciones (3-22), (3-47) y (3-48)
t Tiempo (s), medido con respecto al inicio de la simulacion

XY, Z Componentes cartesianas con respecto al sistema de referencia (m), con z =0

en la superficie libre y negativo hacia el fondo del mar

uv: Componentes de la velocidades medias, en un plano paralelo a la superificie
libre (m/s)
n: Sobrelevacion medida con respecto al nivel medio del mar, puede ser positiva

(aumenta el nivel medio del mar) o negativa (disminuye el nivel medio del

mar)

P Presién atmosférica debida a un evento meteorolégico, (ciclones tropicales o
frentes frios) (N/m2)

f: Parédmetro de Coriolis f =2Qsing (s)
: . 2r
Q: Velocidad angular de la tierraQ ~ s
(3600 23.9333)
#(x,y) : Latitud de cada punto del dominio de analisis
P Densidad del agua, asumida constante p ~ 1027 kg/m?3

Aceleracion debida a la gravedad (g = 9.81 m/s?)
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Viscosidad de remolino (m?/s)

Profundidad con respecto al nivel medio del mar

profundidad neta, H=(h+n7 )
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4 ElI METODO DE VOLUMEN FINITO GODUNOV-TYPE

Diversos investigadores han usado métodos en volumen finito, con la finalizad de encontrar
una solucion aproximada a los flujos someros, por ejemplo, D. Ambrosi (1995), Francisco y
Garcia (1993), Francisco et. al, (1992), E. J. Avital et. al, (2000), plantean la solucién de las
ecuaciones de flujo somero, usando la solucién aproximada de Roe, los cuales han realizado
grandes aportaciones a la solucion numérica de las ecuaciones para flujos someros,
desarrollando, asi, técnicas que permiten una mejor aproximaciéon a la solucién de las

ecuaciones para flujo somero.

4.1 Método de volumen finito y ley de conservacion de masa y
cantidad de movimiento

La ecuacién (4-1) describe un sistema de primer orden, unidimensional en derivadas
parciales

U +AU +B=0 (4-1)

donde, las matrices U, A y B representan las variables dependientes, coeficientes y fuerzas
externas, respectivamente, mientras que los subindices t y x denotan la diferenciacion parcial
con respecto al tiempo f en la direccion x. Cuando Ay B representan valores constantes el

sistema en consideracion es lineal con coeficientes constantes, si A= A(t,x) y B=B(t,x)

o si B depende lineaimente de U, el sistema es caracterizado como lineal con coeficientes

variables, mientras que el sistema es cuasi-lineal si A=f(U). Si B = 0, el sistema es

, . , , oF : :
caracterizado como homogéneo, si ademas A= 35U con F = AU, el sistema de ecuaciones

en derivadas parciales es caracterizado como una ley de conservacion y A es llamado el

Jacobiano de la funcion de flujo. El problema de resolver la ley de conservacion envuelve la
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solucién para U en el nivel de tiempo t + 1, dando los valores de U en el nivel de tiempo ¢.

Considerando un sistema unidimensional, la discretizacién espacial en consideracion de UL,

es aproximada en un intervalo dado ( ,_y,, %...,,) mediante la variable Gt, ec. (4-2).

2412

Gl = vt j U'dx (4-2)
Y ARV RV AT

-2

La ecuacién (4-2) representa el concepto del método de volumen finito, donde G' es una
aproximacion de los estados promedio de U dentro de un intervalo (., %42 ) . €N lugar
de una aproximacién de U en un punto (iAx,nAt), misma que es la base de un método en

diferencias finitas adelantadas.

4.2 Esquema de Godunov

Considerando la ecuacion de flujo (4-3), la cual puede discretizarse para obtener el valor de

U1, como una funcion de Ut , donde t es el tiempo, ésta puede integrarse en un intervalo
espacial (X,_y,,X.,,,)de la i-esima celda; sin embargo, en las interfases entre celdas

adyacentes pueden existir dicontinuidades en el flujo, este problema es solucionado
utilizando el método de Godunov, el cual se basa en la integracién de la ec. (4-3) en el

intervalo (i—1/2,i +1/2), como se muestra en la expresion (4-4), misma que denota el

valor promedio de U sobre la celda i, y el valor promedio temporal representa el problema de

Riemann ubicado en la interfase x,,,,,, entre celdas adyacentes, Eleuterio (1999)

U, +[F(U)] =0 (4-3)

[ T00) 000+ [ [V FOCr =0 04

X512
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El esquema en diferencias usado para resolver U, se muestra en la ec. (4-5), mismo que

representa el primer esquema planteado por Godunov (1959)

ey _ oy AL a2 n+i/2 )
U = U AX[F(u) F(U) } (4-5)

i+312 i-1/2

El esquema "Godunov-Type” que seré utilizado en este trabajo y esta representado por la ec.
(4-6)

U,—r|+1 =U! - ,OI:f(U,-,UM) - f(ui-vui)] +9

donde los flujos numéricos f, estan dados por

X
fo=f +—|2U| =U, U, \d 4-7
w "+AtJ: [At - RJ SAPYY &1

4.3 Definicion y solucion del Problema de Riemann

El problema de Riemann considera |a interaccion entre dos celdas adyacentes e inicialmente
estados uniformes, Figura 4-1. Para resolver este problema, diversas técnicas exactas o
aproximadas pueden ser empleadas. Las técnicas exactas de Riemann son
computacionalmente muy costosas. Por esta razon se han desarrollado aproximaciones a la
solucion exacta, por ejemplo las propuestas por Roe (1981 y 1984), Osher y Solomone
(1982), Roe y Pike (1984). Todas éstas se conocen como técnicas de solucion aproximada
del tipo Godunov o “Godunov-Type Solvers”, los cuales siguen la derivacion de la

aproximacion dada originalmente por Roe.
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x Interfase

| |
Dato izquierdo U’ Dato derecho U™

Figura 4-1. Estados de Riemann izquierdo y derecho en una interfase

En la siguiente seccion se presenta un resumen del planteamiento de la técnica de Roe.

Considérese la ecuacion general de flujo, expresion (4-8)

e (4-8)

donde u es un vector de variables continuas, f es la funcidn del vector de flujo de uy x es
una variable real continua, taf que para un problema unidimensional la siguiente igualdad se

puede establecer

u, six<0

Ug Six>0

La ec. (4-8) también puede ser escrita en forma lineal como

L aZ oo (4-10)

donde A es el Jacobiano de la matriz, el cual esta dado por of /du'y
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u(x,t)=u(x-At) (4-11)

Si la ec. (4-11) es sustituida en la (4-9), el resultado es un autosistema, el cual es

equivalente al autovalor o problema caracteristico:
(A—,u)u' (4-12)
Los autovalores A, de la ec. (4-12), son las velocidades caracteristicas de las ondas y los

correspondientes autovectores establecen las direcciones de propagacién. Una combinacion

lineal de autovectores y autovalores forman una base para el autosistema,

Ug —U, =D 3,8 (4-13)
fR - fL = zakﬂ'kek (4-14)

donde ax son coeficientes lineales conocidos como ondas fuertes y ex son los

correspondientes autovectores de los autovalores A,

Los flujos en la interfaz de las discontinuidades pueden ser expresados como

f+> aresir, <0
froan = (4-15)
f =D ahresin 20

Después de haber realizado el promedio de la expresion (4-15) y considerando la definicion

de Hartens (1983), la siguiente expresién es obtenida
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fooy= f +£) Za,( | 4| & (4-18)
la cual es equivalente a
1 1
o2 :E(fL '*'fﬁ)_“z'lAl(uR —UL) (4-17)

donde |A| es la matriz de Roe, que esté dada por

|A|=R|A|L (4-18)

siendo |A| una matriz diagonal, que contiene los valores absolutos de los autovalores a lo
largo su diagonal. R es el autovector derecho y L el autovector izquierdo. La matriz 4| en la

interfaz es aproximada usando ciertas relaciones matematicas como
[Al=05(|4), +[A.,) (4-19)

La técnica de solucién numérica que estd basado en las ecuaciones (4-16) y (4-17) es

conocida como técnica de solucién aproximada de Riemann.

4.4 Técnica de solucion del tipo Godunov de las ecuaciones
bidimensionales para flujos someros

Las ecuaciones bidimensionales para flujos someros, ecuaciones (4-20), (4-21) y (4-22),

pueden ser expresadas como un sistema de ley de conservacion, mismo que se muestra en
la ec. (4-23), Roger (2001)
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e —————————

on_(dUh oVh 20
ot 5 x 2y
1
8| UH+—g(n* +2nh
BUH (U + 9l 2 3)] BUVH —(&UH &UH
+ + V| —*+— |=
ot ox oy ox oy (4-21)
iy H ORGP W+ W] quyu +v2 _gns
p Bx P Cz M0x
2 1 2
OVH GUVH a(vng(" +2’7h5)] —(WH  oVH
+ + |+ |=
o ox oy o oy (4-22)
HOP, CooM W +W!  quU? +V?
—HfU —— - > -gns,
o oY p C
ou, ot % _ (4-23)
ot ox oy

donde el vector de las variables conservativas u, el vector de flujo f{u) , g(u) y el término de

fuerzas externas, s(u), se escriben en forma matricial.

u=|UH (4-24)
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D

UH
f= UH +lg(n2+2nhs)—vh% (4-25)
v 2 ox
UVH —vh—
L ox i
VH
g= uvH -vH Y (4-26)
oy
1 oV
VH +—g(n’ +2nh,)-vH —
_ Z9(n" +2nh,) o |
0
C,p,W. W2 +W? JU? + V2
S= HfV—t{—aP"’+ PN Ty QU U2+V —gnS,, (4-27)
L Ox 0 C
HoP, CoW, Wi +W}!  quJu? +v?
—HfU—;ay p - oS,

Aplicando el teorema de Gauss al segundo término en la ec. (4-23) , el vector de flujo f' es

escrito en términos de los flujos viscoso y no-viscoso.
9 Judw + [fas = [sdo (4-28)
at D ] [

donde & es el dominio de flujo (o volumen de control), S es la frontera de @,y f es el

vector de la funcién de flujo a través de S, mismo que esta dado por:

f'=fn, +gn, (4-29)
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en la cual, nxy nyson las componentes cartesianas de n, donde n es el vector unitario normal

a S, el vector de la funcién de flujo puede también ser escrito por:

fraf _f (4-30)

donde :

UHn, +VHn,

(UZH +%g(n2 + 2nhs)]n, +UVhn,

fl = 1 (4-31)
UVHn, + (VzH + Eg(;f + 2nhs)]ny
UCHn, +VCHn, |
0

V= {vH Z—U}nx +(VH Z—U]ny (4-32)

X y

vH g]nx + vHﬂ

L ox oy )7

Las ecuaciones (4-31) y (4-32) son discretizadas, considerando que las variables
conservativas UH, VH y n) estan ubicadas en el centro de cada celda (i,j), Figura 4-2.

La forma integral de las expresiones (4-31) y (4-32) es como se expresa en la ec. (4-33)

=—dfds+ Ah, (4-33)

! s

dAg, l
ot
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donde gq; y hi son los valores en el centro de la celda, A, representa el area de la celda i, s

es la trayectoria de integracion, la cual se evalia a lo largo de las cuatro caras de la celda.

Como el flujo en las caras y hacia fuera es constante, los términos de flujo en la ec. (4-33)

pueden ser expresados en forma discreta, asf

dfrds=(f. ~f, +,-1;)As (4-34)

donde fg, fw, fxy fs, son los vectores de flujo a través de las caras este, oeste, norte y sur,
de cada celda respectivamente, Figura 4-2 y As es la longitud de una de las caras de la
celda.
A su vez
fo=fe—f¢
=1 1)
fo=h -

f=fl—f)

(4-35)

Figura 4-2. Ubicacion de los vectores de flujo en las caras de una celda
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4.5 Flujos No-Viscosos

Los flujos no-viscosos pueden ser evaluados adoptando la técnica aproximada de Roe, la

cual resuelve el problema de Riemann en cada una cara de las celdas. El planteamiento es
el siguiente

=5 U)o (05)- A (Vs -0 (9

en la cual
|A|=R[¥|L

donde U/, y U;; son los estados de Riemann a la derecha e izquierda de una cara de la

celda (interfaz entre la celda i y la j+1,j) respectivamente, A es el Jacobiano de flujo,

evaluado usando R y L, que son los autovectores derecho e izquierdo de la matriz A,

ecuaciones (4-39) y (4-41), L es obtenido determinando la matriz inversa de Ry m es una

matriz diagonal, donde ésta esta formada por los valores absolutos de los autovaiores,

mismos que son reales y distintos (confirmando asi |a hiperbolicidad), los autovalores tienen

los valores
A =Un, +Vn,
A, =Un +Vn, —cn (4-37)
A =Un +Vn +cn
y
i 1
0 n, n
o) | oy y
A=——t= (¢*-U*)n,-UVn, 2Un +Vn,  Un, 1 (4-38)
| -UVn, +(c?=V?)n, Vo, Un,+2Vn, |
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donde ¢, es la celeridad de onday n= /nf +n§ =1, asi en la direccion horizontal n=(1,0) y

en la vertical n=(0,1), la matriz autovector asociada derecha es.

[ ]
0 1 1
R=| n, LL{EQJU+[mq (4-39)
n n
-n, Iy + &y

L n n

|Unx + Uny| 0 0
¥|= 0 [Un, +Un, +en 0 (4-40)

0 0 |Unx +Un, —cn

y la matriz autovector izquierda es:

__ (Uny - an ) n_y n_x
n? n® n
U Vn, — -n
I L L s Pl (441)
2cn 2cn  2¢n
l _ un, + Vny n, n,
2 2cn 2cn  2cn

multiplicando las matrices (4-39), (4-40) y (4-41), resulta la matriz (4-42)
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on
n U—-|—*
(%)
_nx V_ﬂ
L n
/
A= 0
0

—~—
|

——
e
N
c
=
+

=
=
| Il |
r\)l—x N = o — =

1 1

—+
2 2cn

1
e
_——
<
m o+
~
=,
=
N—_—
+
B8
N

|
1

U+(£ni] X
n
vk
n
0

|UnX +Un, + cn|
0

(Un, -vn,)

7
1 Un, +Vn,

1 Un +Vn,

5_ 20n

evaluados de la siguiente manera, ec. (4-44)

0

0
|Unx+Uny—cn|
5o
7o
_nx =N
2cn  2on
n, n_y
2cn  2on

Ug(i.j)) - |A| (UE(U) a UE(‘J)):\

v )+ U )~ 1A Uiy~ Y
(Ut ) (Ui )~ J4(Uisp =V }
(

f! U;(i.f))_‘-f‘(u u)) |A‘(U+U) US_(/‘J))]

Universidad Nacional Auténoma de Meéxico
e

(4-42)

los flujos no-viscosos en cada una de las caras de la celda, se calculan con la expresién

(4-43)

donde los estados de Riemann ubicados en la interfase de las celdas, Figura 4-3, son
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ijt1

+
u NGD u :lu-l)

. +
UEO-'J uea..,-,

-1

|
u;m) h U'Co.,

Uo Ui
u;m u:u.n

u;vpﬂ‘n u:(‘" D
|

+ +
Ur«uq USM |

i+1,]

Uws Usy

- gt t t
Ug E(i) ~ U(! i) T(U(i.i) _U(f—w))
+ t ¢(f) t t
Ui =Yin =5 (Y =Y
_ #(r)
Unin =Y *+ 5 (Y =Y )
+ _ ¢(f) f t
U S(iJ) — U(, i) 9 (U(,,) "U(i,;-1))
U+ =U, w(i+1,j)
U_ Wiy — U_! 1))
U+ = U- 1 ;+1
US_(i N U!;(i, j~1)

Figura 4-3. Ubicacion de los estados de Riemann en las caras de la celda en cuestion

(4-44)
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donde ¢(r) es un limitador, que evita la existencia de oscilaciones en los calculos no

deseados. Hirsch (1990) define a ¢(r) como

$(r) =max[ 0,min(Br.1),min(r, 8) | (4-45)

donde el parametro limitador 1< £ <2 y el gradiente r esta dado por la ec. (4-46)

i+1 i (4‘46)

Las ecuaciones (4-45) y (4-46) estan definidas de tal forma que si r>1 un gradiente

(U, =U,_)!|r| es usado para estimar los estados de Riemann, si r<1 el gradiente
seleccionado es (U,., —U,)/|r|, si los siguientes casos se presentan

U,

i+1

>U,yU >U,,

0 de otra manera U.

i+1

<U;y U <U
se establece que ¢(r)=0, Roger B. (1998)

Los valores de U, Vy ¢, utilizados en la ec. (4-42) son calculados mediante los estados

promedio de Roe, que estan definidos de la siguiente manera:

U:U*\/h_*+U'\/h_' v:v+JF+v-JF
J s Jh* +4h
g(h*+h‘)
2

(4-47)

C=
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4.6 Flujos Viscosos

El termino /" en la ec. (4-32), es evaluado en el centro de cada interfase mediante una

aproximacion diferencial centrada.

%: Um,} _Ul,j y QJ_: U!,/+1 _UJ.;‘ (4-48)
ox Ax oy Ay

donde U, ;,U,,,, yU, ., son los valores de las variables conservativas, en ef centro de la
celda (if), (i+1)) y (ij+1), respectivamente, Ax y Ay son las distancias entre dos celdas

adyacentes en las direcciones x e y respectivamente

4.7 Fuerzas Externas

El vector s, representa las fuerzas externas aplicadas al volumen de control, cada uno de los

parametros son explicados a continuacion

0
CoW W2+ W2 qu Ut + V2
§= HN—%Z’}JF i ’p* - {éfv - gnS,, (4-49)
i H PR, Cop W \WE+ W, gUNU? + V2 s
Y P T I

4.7.1 Esfuerzos cortantes debidos al viento y a la friccion en el fondo

Cuando el viento pasa sobre la superficie del flujo, éste produce variacién en la cantidad de
movimiento del aire al viento, este parametro es de suma importancia ya que es el principal

motor en la generacion de una marea de tormenta, ec. (4-50)
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C,p W, JW} +W; (4-50)
p

donde el coeficiente Cs, es el coeficiente de arrastre del viento, el cual se evalla a través de

las ecuaciones propuestas por Smith y Banke (1975).

.- {[0,63 + 0,086 JWZ +W? }‘10'3}

W2+Wy2 <20m/s

X

C, ={[2.28+0.033><W ‘20]"10_3}
W2 W2 > 20mis

:

(4-51)

Los términos de resistencia del fondo representan la fuerza friccionante del fondo y tienen
una influencia significante sobre el flujo somero, porque ellos actuan como disipadores de
energia, ec. (4-52)

gU\/Uer_V2

= (4-52)

donde el coeficiente C; es el coeficiente de Chezy, con un rango entre 30 < C, <100 m*/2s-1

0 bien puede ser calculado partiendo de la ec. de Manning

(=2 B

c - (4-53)
n

donde n es el coeficiente de rugosidad que tiene valores para zonas costeras dentro del
rango de 0.015<n<0.04.
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4.7.2 Pendiente de la superficie libre

El efecto de la gravedad esta incluido en la ec. (4-54)

oh oh
g = oh g 0N 4-54
ox ax y oy ay ( )

4.7.3 Aceleracion de Coriolis

La fuerza inercial de Coriolis como resultado del giro horario de la tierra produce

componentes de aceleracion +HfV en la direccién xy —HfU en la direccion y.

4.8 Condiciones de Frontera

La discretizacion de las ecuaciones para flujo somero se aplica en las celdas que se
encuentran en el interior de ta malla computacional. Para celdas ubicadas en la frontera del
dominio computacional se emplean dicretizaciones especiales, esto con el fin de estabilizar
el esquema numerico y mantener continuidad en el flujo. Existen dos tipos de fronteras:
abiertas y cerradas. Dos simples tipos de condiciones de frontera son usados en este

trabajo, llamadas fronteras completamente absorbentes y frontreras reflejantes.

4,.8.1 Fronteras Absorbentes

h,=h, U, =U, V, =V,
hy =h Uy =U, Vv =V,
hn+1 = hn Un+1 = Un Vm+1 = Vm
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4.8.2 Fronteras Reflejantes

hy,=h, U, =-, v, =V,
hy =h U, =-U Vi =Y
h=h, U, =-U, Vi =V,
ho=hy U, =-U V. =V,

donde los subindices -1, 0 y 1 se refieren a ios puntos de la malla alineados perpendiculares
a la frontera, de tal forma que -1 esta inmediatamente afuera de |a frontera, 0 en la frontera
y 1 es inmediatamente en el interior del dominio. Los subindices n+1, n y n-1 tienen un
significado similar,Figura 4-4. U representa la componente de la velocidad normal a la
frontera cerrada y V es la velocidad tangencial a la misma. Otro tipos de condiciones de

frontera pueden ser encontrados en |a literatura ( Roger 2001, Fujihara y Borthwick 2000).

\ q, | q, J q, \ q, | q,, i qﬂ\qm 9%

Frontera

Figura 4-4. Celdas en la frontera

4.9 Integracion en el Tiempo

Para desarroliar |a integracion en el tiempo de las ecuaciones (4-20), (4-21), (4-22), se
emplea el método de segundo orden de Adams-Bashforth, el cual se presenta en la
expresion (4-55)
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_____ ]

t=1
_%5§tu\| ] (4-55)
i i

!

(+1 _ :+At 3oAu
A2 ot

la ec. (4-55) planteada con todos sus términos se muestra en la ec. (4-56), la cual se emplea
en el caso de que la celda sea cuadrada. La expresion (4-57) se utiliza en el caso de que la

celda sea rectangular,

u =y +i—:[%(—(f; ~fyHh = JAseas) -J

,» (4-56)
- a0

R e A AT B

(- Yy e )

donde:
f; :fé_fEV’fM': =fvll_fx'fh: =frj _fNV yfs‘ :fs/—fSV

sies el perimetro de la celda i, Ax, Ay son los anchos de la celda en las direcciones xe y

En el presente estudio, el esquema de Adams-Bashforth es implementado explicitamente en
volumen finito Godunov-Type. La estabilidad del modelo es controlado por el criterio de

Courant Friedrichs-Lewy (CFL), que es expresado en términos del numero de Courant

£
Ax /At

, 0<C, <1 (4-58)

0:
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donde & es la velocidad de propagacion de la onda, Ax es €l ancho de la celda. El nimero
de courant es la proporcion de la longitud de propagacién de la onda en un tipo At con
respecto al ancho de la celda. El requerimiento de estabilidad consiste, en que la informacion

de la onda nunca debe pasar mas de una celda en un At. Asi C, siempre debe encontrarse

enunrango [0,1],y At debe satisfacer

At< min[ Gy A"] (4-59)

£

Para el método Godunov Type utilizado y aplicado sobre una malla jerarquica Quadtree, Af
debe ser evaluado como

|| Cymin(Ax,Ay)
Af = 4-60
mm{[\/ghﬁn/U%W H e

donde Axy Ayson los anchos de celdas en una malla Quadtree en las direcciones x e y

respectivamente.

4.10 Interpolacion

Las discretizacién de las ecuaciones planteadas esti basada en un sistemas de mallas
Quadtree, de configuracion variable, es decir, pueden llegar a presentarse distintas
configuraciones de las celdas, sin embargo, todas éstas cumplen con una relacion de sus
anchos de 2:1, lo que permite que se puedan realizar interpolaciones simples entre celdas.
En el capitulo 1 se planted que una malla Quadiree puede tener distintos niveles de
refinamientos, y que, un dominio puede ser discretizado con un nivel de refinamiento alto (del

orden de 10 m 0 menos) lo que garantiza que no se sacrifique precision.
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Diversos autores han presentado métodos de interpolacion, tal es el caso de Cruz (1997),
Greaves (1995) y Van Der Maarel (1993), quienes plantean como resolver e problema. En
esta tesis se utiliza una interpolacion lineal para evaluar las variables conservativas en el
centro de las celdas. Esta a pesar de ser simple, tiene la caracteristica de no castigar

precision. Las variables H,UH y VH, conocidas en el centro de las celdas y si sus celdas

vecinas son del mismo tamafio, la interpolacion no es requerida, pero si al menos una celda

adyacente es de distinto tamafio, entonces seré necesario interpolar, entre los centros de las
celdas.

Las variables conservativas son funcion de los estados de Riemann, los cuales estan
ubicados en las interfases de las celdas; si las celdas vecinas son todas del mismo tamafo
no sera necesario realizar ninguna interpolacién, en el caso contrario, habra que interpolar

en las interfases de las celdas.

4.10.1 Interpolacion del valor central

Para interpolar el valor central, pueden existir dos casos: 1) el primero se presenta cuando
las celdas vecinas son de un nivel superior que la celda en cuestion y 2) cuando el nivel de

refinamiento de una celda vecina sea de un nivel inferior a la celda de inferés.

El caso (1) es mostrado en la Figura 4-5, cuando el nivel de refinamiento de las celdas
vecinas P1 o P2 es superior que la celda en Pc, el valor interpolado Pin de la celda

adyacente de mismo nivel que Pc, tiene como valor

_P1+P2+P3+P4
- 4

Pin

(4-61)
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P1 P3
Pc

P2 | P4

Figura 4-5. Interpolacién Caso 1

La interpolacion mostrada por la ec. (4-61) es aplicada recursivamente hacia celdas de
menor nivel.

Las Figura 4-6-a y 4-6-b, muestran el caso cuando una celda vecina es de un nivel de

refinamiento menor que la celda en cuestion, para este caso es aplicada la ec. {4-62).

Pc = gP2 + 1P1 (4-62)
3 3
P2
Pc /T
o /®/ |
/ l
/
Ple

Figura 4-6-a. Interpolacion del valor central caso 2

@® Valores conocidos

O Valor que se desea conocer
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\
;2
Pc / [
® %]
/ 1
il |
7
p1,”
/
o
L

Figura 4-6-b. Interpolacién del valor central caso 2
@® Valores conocidos

O Valor que se desea conocer

En presencia de dos celdas vecinas de menor nivel de refinamiento, es empleada la ec.
(4-63)

Pe=3p24 1 p1 (4-63)
4 "4

4.10.2 Interpolacion de valores en las caras

Este caso es util cuando se desean calcular los estados de Riemann y se presentan celdas
vecinas de distinto nivel de refinamiento, el primero de los casos se presenta en la Figura
4-7, en la cual dos celdas vecinas son de un nivel superior a Pc, el valor deseado es

obtenido simplemente mediante un promedio entre P71y P2, ec. (4-64)

_P1+P2
2

Pc

(4-64)
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o P1
Pc

(0]

. P2

Figura 4-7. Caso 1) Interpolacién en caras
®  Valores conocidos

O Valor que se desea conocer

La Figura 4-8 muestra el caso cuando la celda vecina en la cara es de un nivel de
refinamiento inferior a Pc y la esquina es de nivel igual a Pc, este caso es evaluado usando
la ec. (4-65)

- 2Pcara _gpesqulna ( 4-6 5)

Pc
si tanto la celda esquina y la cara son de un nivel menor que Pc, Figura 4-9, entonces se usa
la ec (4-66)

3P tF

Pc , sequlne (4-66)

Los procedimientos de interpolacion usados en esta tesis son simples y no necesitan mas de
cuatro celdas en el calculo. Los casos mostrados anteriormente son todos los que pueden
presentarse dado el arreglo que presenta una malla Quadtree. Los arreglos que pueden

presentarse dentro de la malla se resumen en la Figura 4-10.
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® Esq

Pc

Cara

|
|

Figura 4-8. Interpolacién en las caras, caso 2

@® Valores conocidos

O Valor que se desea conocer

o Esq
Pc O
—® Cara

Figura 4-9. Interpolacion en las caras, caso 2

@® Valores conocidos

O Valor que se desea conocer
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—

|
L

1 |

}

Figura 4-10. Arreglos de celdas vecinas
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5 VALIDACION DEL MODELO NUMERICO

El disefo de infraestructura portuaria y la planeacion de asentamientos humanos en las
zonas costeras son influenciados por diversos fenémenos maritimos, los cuales pueden
estar ligados directamente a fenémenos meteorolégicos. La accion del viento y las caidas o

aumentos de presion atmosférica son los motores de la generacién de oleaje y de mareas de
tormenta.

Una de las formas de clasificar a las ondas es de acuerdo con su profundidad relativa
(profundidad relativa = h/L, donde h es la profundidad del océano y L es la longitud de la
onda) en tres principales categorias. Si la profundidad relativa se encuentra por debajo de

1/20, entonces la profundidad es considerada pequefia en comparacién con la longitud de
onda y las ondas se llaman ondas largas. Si la relacion es mayor a 1/2 las ondas se Illaman

cortas. Para relaciones de 1/20<h/L<1/2, las ondas se llaman intermedias, Rahman

(1995),

En particular, la investigacion del comportamiento de las ondas largas es de gran
importancia, para la ingenieria maritima. La propagacion de las ondas largas dentro de
recintos portuarios o estuarios pueden excitar la energia de la onda generando resonancia,

la cual eventualmente puede ocasionar severos dafios en la infraestructura portuaria.

En este capitulo se lleva a cabo la validacion del modelo numérico, comparando los
resultados proporcionados por éste contra los calculados con la solucion analitica de mareas
unidimensionales. Esta prueba consiste en hacer viajar una onda larga dentro de un canal
con a) ancho y profundidad constante, b) ancho variable y profundidad constante y c) ancho
y profundidad variable, los cuales producen diferentes caracteristicas en su amplitud vy
longitud de onda como una consecuencia de |a variacion de sus caracteristicas geométricas.
La segunda prueba se realiza considerando un cuerpo de agua contenido en una cuenca

circular con fondo variable, al cual se le incide una velocidad de viento que genera esfuerzos
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cortantes sobre la superficie libre del agua generando una circulacién. Los resultados

generados por el modelo numérico son del mismo orden que los publicados en la iteratura.
La tercera prueba se realiza considerando un cuerpo de agua contenido en una cuenca
circular con fondo constante, que tiene como fin analizar el efecto que produce cambiar la

geometria del fondo, en esta prueba se observa que la circulacién tiene un comportamiento

completamente distinto al generado por la cuenca circular con fondo variable.

5.1 Dinamica de mareas unidimensionales

5.1.1 Ecuacion de marea linealizada

La ecuacién de cantidad de movimiento simplificada esta dada por

ou 3_17_0

ot J oX
y la ecuacién de continuidad es

.6_77_+ l?Lbh_u)zo (5-2)
ot b ox

donde b es el ancho del estuario y h es ja profundidad
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5.1.2 Canal con profundidad y ancho constante

En este caso se estudia un canal con la geometria mostrada en fa Figura 5-1, se asume que

by h son constantes, entonces la ecuacién (5-2) se reduce a

a—77+h@=

0 5-3
ot ox (53

Planta Perfil

.
K

%

Figura 5-1. Canal con ancho y profundidad constante

para eliminar u de las ecuaciones (5-1) y (5-3), es necesario realizar una diferenciacion

cruzada

o' o'n

B i) ) 54

otox 9 ox? (54)
y

2 2
97 4 h 28 g (55)
ot oxot

Eliminado fa derivada cruzada se obtiene

'y
a7

o'n
ox?
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y estableciendo que la celeridad de laondaes C= \/g-h , la ecuacion (5-6) puede escribirse

como
y de manera similar
%} =C? % (5-8)

Las ecuaciones (5-7) y (5-8), son conocidas como ecuaciones de onda.

Estas ecuaciones se satisfacen, al considerar una onda viajando a través de un canal de
seccion uniforme y longitud infinita, que se comporta de acuerdo con la ecuacion

n =acos(ot — kx) (5-9)

donde a es la amplitud de la onda (m), & es la frecuencia (s-1), k el nimero de onda (m), x

es la distancia (m).

Asumiendo queen x=0, n= acos(at) y sustituyendo (5-9) en (5-7), resulta

) .
8_27 =-ac’ cos(ot — kx)

o (5-10)
6277

yz—ak2 COS(O‘f—kX)
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y considerando (5-3)

ou on ,
& gL - _g(ak)sin(ot - kx 5-11
e g(ak)sin(ct - kx) (5-11)

e integrando con respecto a ¢, se obtiene

u=%cos(at—kx) (512

n = acos(of - kx) (5-13)

La ecuacion (5-13) es valida para un canal con longitud infinita, sin embargo al considerar
un canal finito, la onda se reflejara y ésta se superpondra a una incidente, por lo que la

amplitud se incrementara al doble, resultando la ecuacion (5-14), Castanedo (2000).
n = 2acos(kx)cos(ot) (5-14)

La velocidad y la superficie libre estan en fase y se relacionan a través de

u= (Q]c (5-15)

5.1.3 Solucién numérica de un canal con profundidad y ancho constante

Para este caso se propuso un canal con caracteristicas geométricas; h=6 m, 1=2200 m y
b=250m. Se consideré una amplitud de onda a=0.01m con un periodo 7=100 s, el dominio

discretizado se llevo a un nivel siete de refinamiento, teniendo como minimo ancho de celda
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15.65 m en la direccién x y 7.0 m en la direccién y, el dominio discretizado en una malla

Quadtree, 1a cual se muestra en la Figura 5-2.

_
e
:
+
Nl
i

2|
H

Figura 5-2. Malla Jeréarquica para un canal de ancho y fondo constante,
nivel de refinamiento 7

El resultado de 1a modelacién numérica correspondiente a dos tiempos distintos t= 1000 s y ¢
= 1500 s, se presentan en las Figura 5-3 y Figura 54, respectivamente. Comparando los
resultados del modelo numérico con los obtenidos a través de la solucion analitica, Figura
5-5, se observa que el modelo reproduce adecuadamente la variacién de la superficie libre.
Es importante sefialar que parte de las diferencias se deben en buena medida a las
limitaciones intrinsecas de la técnica numérica utilizada, asi como al hecho que después de
un periodo de onda el sistema no ha encontrado su equilibrio. Por otro lado, el campo de
velocidades se muestra en las Figura 5-6 y Figura 5-7, en éstas se puede observar que a
medida que la onda se aproxima a la frontera cerrada la magnitud de las velocidades
decrece, razén por la cual la amplitud de la onda disminuye, asimismo, segun fa ecuacion
(5-15), las velocidades estan en fase, es decir en presencia de una decaimiento de la
superficie libre las velocidades son negativas, si x es positivo a la derecha, caso contrario,

las velocidades son positivas, que también se puede observar en las figuras.
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Elevacion (m)

Largo (m)

Figura 5-3. Variacién del nivel medio en un canal con ancho y fondo constante,
en un tiempo t= 1000 s

0 500

2000

1500
0 "o 500 i
Largo (m)

Figura 5-4. Variacion del nivel medio en un canal con ancho y fondo constante,
en un tiempo t= 1500 s
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Analitca -—---- Numérica
0.02, T

0.015p \

Q01p \

|

Superficie Libre (m)

0.01f

4.015p

[] 5;0 10.00 i;ﬂﬂ 2000 250
Longitud (m)

Figura 5-5. Comparacion de la solucion numérica y la analitica de un canal
con profundidad y ancho constante.

E O&‘ ‘— —-_- --‘_ e —_ ~Z _— — __ -_ ‘.:.__—_. _—_ : i -__—___—_ _v'Z:- i.'-: ‘____ _—

g om e SeEeeee SEEE S —
" ol
-0.1-
|
-0.34

| T T T T
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
Largo (m)

Figura 5-6. Vectores de corriente en un canal con ancho y fondo constante,
en un tiempo t= 1000s
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031 —» 0.07 m/s

- — —e — - — e = =+ a4 e e e e

Ancho (m)
Il'
t
l

-0.34

T T T

0.4 0.2 0 0.2 0.4
Largo (m)

Figura 5-7. Vectores de corriente en un canal con ancho y fondo constante,
en un tiempo t = 1500 s

5.1.4 Canal con ancho variable y profundidad constante

o X .
En este caso se asume una variacion lineal del ancho del canal, b:boT y profundidad

h = h,, donde h, es una constante, Figura 5-8

||]<|

Figura 5-8. Canal con ancho variable y profundidad constante
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Combinando (5-1) y (5-2), la ecuacién de onda se puede reescribir de |a siguiente manera

2
a—?=33(bha’7]
t° bo ox

Sustituyendo los valores de by h en (5-16), se obtiene

ﬁzgﬁi{xﬁn] gh( o', on
ot x ox\ ox X ax2 ox

y reagrupando términos
o'n n 19n
—t—qagh. | — 4 ——=
ot =9 { x* X ox
Las condiciones de frontera son

en x =0, n=amplitud

en x=1, n=acos(ct +k)
Considerando que la marea en una bahia es arménica, entonces
n: cos(ot+kx) o n=y(x)cos(ct+kx)

Sustituyendo (5-21) en (5-18), resulta

d’y 1dy
- h
ay g [dx xde

(5-16)

(5-17)

(5-18)

(5-19)
(5-20)

(5-21)

(5-22)
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por lo tanto

—Z+——+ Ay =0 (6-23)

2
donde AZ=—
gh,

La expresion (5-23) es |a ecuacion de Bessel, que tiene como solucion
y =AJy (Ax)+BY, (Ax) (5-24)
donde J, y Y, son las funciones de Bessel de primero y segundo orden, por lo tanto
n=| AJ, (Ax)+BY, (2x) |cos (ot + kx) (5-25)

La condicion de frontera (5-19) es satisfechasi B, =0y Y, (Ax) — —o cuando x >0, la

ecuacion (5-25) se convierte en
n = AJy (2x)cos (ot + kx) (5-26)

Ahora en x= /, de las ecuaciones (5-20) y (5-25) se obtiene la funcién que calcula la

elevacion del agua

—~—~cos (ot +kx) (5-27)
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5.1.5 Solucion numérica de un canal con ancho variable y profundidad
constante

Las caracteristicas geométricas del canal simulado son las siguientes: a = 0.01 m en la
frontera abierta, b = nx (n = 0.2), profundidad h = 6 m y un periodo de onda T = 100 s, la
geometria del canal es la que se muestra en la Figura 5-8. El dominio de analisis tiene un
refinamiento méximo de 8, el refinamiento maximo se lleva a cabo en las fronteras cerradas,

Figura 5-9.

HHET |

ARG
-1
H-H

Figura 5-9. Malla Jerarquica de un canal de ancho variable y fondo constante, con un nivel
de refinamiento ocho

Los resultados que proporciond el modelo se muestran en las Figura 5-10 y Figura 5-11. En
ellas se observa una sobrelevacion del nivel medio de 0.06 m y en forma simétrica el mismo
decaimiento, los vectores de corriente asociados se muestran en las Figura 5-12 y Figura
5-13.
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Elevacion (m)

2000

1000 1500

0 o 0l Largo (m)

Figura 5-10. Variacion del nivel medio en un canal con ancho variable y fondo constante, en
un tiempo t= 1000s
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1000
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Figura 5-11. Variacion del nivel medio en un canal con ancho variable y fondo constante, en
un tiempo t= 1500s
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Ancho (m)

-04 -0.2 0 0.2 0.4

Largo (m)

Figura 5-12. Vectores de corriente en un canal de ancho variable y profundidad constante,
en un tiempo t= 1000 s
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Ancho (m)

-0.2 -

-0.4

0.4 0.2 0 0.2
Largo (m)

Figura 5-13. Vectores de corriente en un canal de ancho variable y profundidad constante,
en un tiempo t= 1500 s
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Figura 5-14. Comparacion de la solucion numérica y la analitica para un canal con ancho
constante y profundidad variable

En la Figura 5-14, se observa que la solucién numérica tiene una muy buena aproximacion a
la solucién analitica, donde los 6rdenes de magnitud son similares. También se aprecia que
existe un ligero desfase en la amplitud de la onda. En este caso la aproximacion numérica
mejora debido esencialmente a que el modelo se dejo correr por un mayor periodo de

simulacion.

5.1.6 Canal con ancho y profundidad variable

En este caso se asume que la profundidad y el ancho con respecto a la longitud de la onda

en x= 0y x=/son h=h,,§ y b=b0§, Figura 5-15.
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Planta Perfil

Figura 5-15. Canal con ancho y profundidad variable

Entonces la ecuacidn (5-16) puede escribirse de la siguiente manera

y_ﬂzgi(bha_”j_ g ﬂ[hoboxza_ﬂ]

ot box\ ox, b(xi)ax\ " ax
, (5-28)
:Q_hgﬁ[xza_ﬂ]=%l X26_2+2x6l
Ix Ox ox I x{ ox OX
y simplificando
2 2
on_gh(, 01, 501 (5-29)
ot ! oX ox
Ahora considerando una funcion armonica del tipo
n =y(x)cos(ot —kx) (5-30)
Sustituyendo (5-30) en (5-29), se obtiene
oty = (129 (5-31)
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asi
2

y"+ gy' +£"—y=0 (5-32)
X X

2

donde 42=2"

gh,
Comparando (5-32) con (5-33), se obtiene 2c —2Ep+1=2, 2&6-2=-1y E%? =% lo
cual conduce a @ =0, £=1/2,w =24 y 9=1 y tomando en cuenta las condiciones de

frontera, la elevacion del agua resulta

Ji(24x"?)

5 aW(;J cos(ot +kx) (5-33)

Esta deduccion se puede ver con mas detalle en Rahman{1995).

5.1.7 Simulacién numérica de un canal con a