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Introducción. 
En un artículo publicado en 1982 ( ver [2] ) se demuestra que para cualquier 

digráfica D que sea 2-coloreada, su cerradura transitiva. <!:(D) es núcleo perfec­
ta. En particular este resultado implica que todo torneo 2-coloreado contiene 
un vértice absorbente. Los autores también resaltan el siguiente problema: 

(i) ¿Si un torneo Tes 3-coloreado y no contiene C3 (3-ciclos dirigidos 
policromáticos), entonces T puede contener un vértice absorbente? 

En 1986 Sben Minggang ( ver [4] ) demuestra. que añadiendo otra. condición 
al planteamiento del problema, la respuesta es afirmativa.. El siguiente es su 
resultado principal. 

(ji) Sea T un torneo m-coloreado que no contiene T3 ( es decir torneos 
transitivos de orden 3 y policromáticos) ni C3 , entonces T contiene un vértice 
absorbente. 

Este resultado se complementa con la demostración de que si m ;;::: 5 sus 
condiciones no pueden ser mejoradas, es decir, que no sólo se le puede pedir 
al torneo que no contenga C3 Ó que sólo no contenga T3 para asegurar la 
existencia de un vértice absorbente en él. 

Conviene bacer notar aquí que con respecto a este acotamiento, al Enal del 
Capitulo 2 se construye una familia de torneos 4-coloreados que no contienen 
C3 pero que tampoco contienen vértices absorbentes, 10 cual es un contrae­
jemplo. ~ la conjetura (i) para el caso en que m = 4 (es decir, para torneos 
4-coloread.os). El caso en que m = 3, que es la conjetura (i) misma, sigue 
siendo un problema abierto. 

En el Capítulo 2 se demuestra. la proposición (ii) y se exponen algunas 
condiciones bajo las cuales un torneo m-coloreado contiene un vértice ab­
sorbente. En particular la siguiente: 

(ili) T es un torneo m-coloreado en el que todo ciclo dirigido de longitud 
a 10 más 4 es casimonocromático. 

Esta condición fue dada por Hortensia Galea.na en 1996 ( ver [5] ) y no es 
una generalización de las condiciones de Sben Minggang. En efecto, la autora 
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también demuestra que las condiciones de Shen Minggang no implican (iii) Y 
la condición (iii) no implica las condiciones de Shen Minggang. El Capftulo 
2 finaliza con la prueba de que para m ~ 5 la condición (iii) tampoco puede 
ser mejorada. 

En [6] los autores abordan el problema del mfnimo trunaño que puede tener 
un conjunto de vértices absorbentes en un torneo m-coloreado usando algunos 
resultados conocidos ( los presentados en el Capftulo 2) y usando dos nuevas 
aproximaciones. Éstas consisten en asociar con cada torneo m-coloreado una 
nueva estructura, un Mu1titorneo en un caso y una Digráfica Subyacente en 
el otro. El Capftu10 3 incluye tales aproximaciones y finaliza relacionando 
ambas. 

Con respecto a 10 anterior, el Teorema 3.18 nos muestra que un multitorneo 
mfnimo asociado a un torneo T, es una estructura que al cumplir con la 
condición del problema (i) (no contener C3), ésta es un orden total y su 
máximo es un vértice absorbente de T. Por otra parte, aunque en esta tesis 
no incluimos los principales resultados acerca del problema antes mencionado 
y que es abordado en [6], para 10 aquí expuesto resultan muy importantes las 
siguientes hipótesis: 

(iv) Hipótesis Jis . 

• Ji3: Cualquier terna ( C3 ó T3) es casimonocromática. 
• Para cada s ~ 4, cada ciclo de longitud s es casimonocromático y 

ningún ciclo de longitud menor que s es policromático. 

Resulta claro que estas nuevas premisas son una generalización de las 
condiciones de (ii) y de la condición (iii), las cuales junto con las digráficas 
subyacentes nos permiten obtener el siguiente teorema que es el resultado 
principal de esta tesis: 

(v) Teorema 3.23 Todo torneo finito k-coloreado que satisfaga Jis con 
s ~ 3 contiene un vértice absorbente. 

En resumen, nuestro trabajo pretende exponer de manera completa el 
c8JllÍno que se ha seguido para generalizar las condiciones bajo las cuales 
un torneo m-coloreado contiene un vértice absorbente ó equivalentemente un 
núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas. 
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El lector interesado puede encontrar en [6] la prueba de que las condiciones 
Ha son independientes, &',í como la extensión de estos resultados a torneos 
infinitos. 
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Capítulo 1 

Conceptos Preliminares. 

1.1. Resumen. 

Hemos pretendido que esta tesis sea "autocontenida" en el sentido de in­
cluir (hasta donde nos ha parecido rawnable) todas las definiciones y resul­
tados necesarios para la exposición de algunos de los últimos resultados sobre 
Teoría de Núcleos en Torneos m-Coloreados. Con tal finalidad, este capítulo 
presenta las ideas preliminares de Gráficas, Digráficas, Núcleos, y Núcleos 
por trayectorias dirigidas monocromáticas que se emplean a lo largo del es­
crito. Al mismo tiempo, siempre hemos tenido en mente que este trabajo va 
dirigido a estudiantes que no necesariamente poseeD conocimientos previos 
sobre Teoría de Gráficas, por lo que además la mayoría de los conceptos y 
resultados mencionados están ejemplificados y acompañados de diagramas 
que buscan ayudar a esclarecer su contenido. 

Por otra parte, hemos decidido omitir las demostraciones de algunos re.­
sultados por considerar que son largas y por pensar que no son necesarias; 
sin embargo, el lector interesado en conocer sus detalles puede consultar 11]. 

Por último, debido a su importancia este capítulo contiene una demostración 
detallada del Teorema de Duchet ( Teorema 1.61), el cual nos muestra una 
sorprendente y útil relación entre la existencia de un tipo muy particular de 
digráficas (digráficas "núcleo perfectas") y la presencia de flechas simétricas 
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en ciclos dirigidos. También conviene hacer notar aquí que el Teorema 1.69 
relaciona el concepto de m1deo con el de núcleo por trayectorias dirigidas 
monocromáticas en una digráfica gracias a1 uso de la "cerradura transitiva" 
de una digráfica ya que todos estos conceptos serán de gran utilidad en los 
!'iiguientes capítulos. 

1.2. Gráficas. 

Definición 1.1 Una grnfica G es una pareja (V(G), A(G)) tal que V(G) 
es un conjunto no vacío de elementos llamados vértices y A(G} es un con~ 
jf;.ulu de pat-ejas no ordenadas de vértices distintos llamadas aristas. Deci~ 
mos que una gráfica es de orden n si tiene n vértices. 

Si una gráfica G consta sólamente de un vértice se dice que la gráfica es 
trivial, de otra fonna se dice que G es no trivial. Obsérvese que la definición 
anterior excluye la existencia de aristas cuyos extremos sean iguales (dichas 
aristas reciben el nombre de lazos) pero admite la existencia de dos o más 
aristas con los mismos extremos (llamadas aristas múltiples). Cuando una 
gráfica admite lazos se llama pseudográfica y se le llama multignlfica cuando 
admite aristas múltiples; sin embargo, en este trabajo no se hará uso de ellas 
a no ser que se especifique 10 contrario. 

Muchas situaciones cotidianas pueden describirse adecuadamente por medio 
de diagramas que constan de un conjunto de puntos y un conjunto de líneas 
Que unen a algunos de ellos. Por ejemplo, los puntos pueden representar a 
personas y las líneas a parejas de amigos; o bien, los puntos pueden sim­
bolizar centros de población y las líneas vías de comunicación que los unen. 
Un célebre ejemplo de un problema descrito por medio de una gráfica es el 
problema de los puentes de la ciudad europea de Kt)nigsberg. Dicha ciudad 
está atravesada por un rfo en el Que se encuentran dos islas que también 
fonnan parte de ella y además éstas cuatro partes de que consta la ciudad 
están conectadas por medio de siete puentes como se muestra en la siguiente 
figura. 
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Río I 

e , o 

El problema consiste en saber si es posible hacer un paseo de modo que se 
visiten las cuatro partes de la ciudad, atravesando cada puente exactamente 
una vez; además, el paseo debe concluir en el mismo punto en el que se inició. 
Fue el matemático suizo Leonard Euler el que demostró que esto es imposible; 

para ello dibujó un punto por cada parte de la ciudad y una línea por cada 
uno de sus puentes de la manera siguiente. 

A 

e>O-----30 
D 

e 
Obsérvese que de acuerdo a la definición anterior esta figura representa una 
multigráfica. 

Es necesario destacar que lo que realmente es importante de este tipo de 
diagramas no es la clase de relación que describa, sino el hecho de que dos 
puntos estén relacionados por una línea o no, es decir, el hecho mismo de 
estar relacionados. 

Acla~ La repre.entaci6n G~trica de una Grúfjca es como 
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szgue: 

Dibujamos un punto por cada vértice y una línea entn; dos puntos cuan­
do entre los vértices que 1'epresentan existe una arista. De ésta manem, de 
ahom en adelante nos referiremos a los diagramas de las gráficas simple y 
llanamente como a gráficas. 

Definición 1.2 Si a es una arista de G y a = [u, v] con u y v vértices de 
G; decimos que u y v son los extremos de a, que u y v son adyacentes, que 
a incide en u y que a incide en v. 

Ejemplo: 

al V2 

a. a2 

a3 

En la gráfica anterior, Vl Y V2 son los extremos de al, los vértices V2 Y V3 son 
adyacentes, Vl Y V4 no son adyacentes y además a4 incide en Vl Y V3 · 

Definición 1.3 Una gráfica completa G es una gráfica tal que cua­
lesquiera dos vértices de G son adyacentes. 

Ejemplo: 
La. siguiente gráfica es una gráfica completa formada por cinco vértices. 

9 



En general , si lUHI. gráfica consta de n vértices su gráfica completa de n 
vértices se denota por K,¡. 

Definición 1.4 Una subgráfica H de una !J1Úfiro G, es una !J1Úfiro tal 
que V (H ) C; V (G) y A(H ) C; A(G) . 

Ejemplo: 

<J> 
G H J 

Las gráficas H y J, son ambas subgráficas de G. 

Definición 1.5 Una svhgráfiro H de una !J1Úfiro G es una subgráfica 
generadora de G si V(H) = V(G). 

Ejemplo, 

v, v, v, v, 

v. , 

v, v. o 
v. v. 

G H 

H es subgráfica generadora de G. 
Obsérvese que la manera de generar G a partir de H es agregando las 

aristas {[V" V5] , ]v" V5] , Iv" v. ]} y quitando la arista Iv¡, v. ]. 
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Definición 1.6 Soo G una gráfiro, si B >; A(G), definimos la subgráfica 
de G inducida PO?' B como la gráfica q11e tiene como vértices a 108 extremos 
de las aristas en B y a B como conjunto de aristas. 

Ejemplo: 

v, 

V,~-+--+-;PVl VS v, 

K, H 

. La gráfica H es una subgráfica de Ks inducida por 
B ~ {[VI . v,] • [V" V:J]. [VI, v,] , [VI. v,l} . 

• 

Definición 1.7 Sea G una grájiro, si U >; V(G) . definimos la subgráfica 
de G inducida por U como la gráfica que tiene a U como conjunto de 
vértices Y como conjunto de aristas a todas las aristas de G que tienen ambos 
extremos en U. 

Ejemplo: 

V. 
G H 

En la gráfica G considérese U = {V I. 112, V3. V¡} I entonces H es la subgráfica 
de G inducida por U. 
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Generalmente nos referiremos a las subgráficas inducidas por un conjun­
to de vértices simplemente como subgráficas inducidas, en caso de que se 
haga referencia a una subgráfica inducida por un conjunto de aristas así 10 
especificaremos. 

Definición 1.8 Sea G una gráfica, de un conjunto 0 :¡:. U ~ V (G) decimos 
que es 1m conjunto independiente si cualesqu.iera dos vértices de U no son 
adyacentes en G. 

Ejemplo: 

Los conjuntos de vértices U = {VI , V3 , V4} Y V = {Vs, v·,} son ambos 
conjuntos independientes de la gráfica G. 

Obsérvese que en cualquier gráfica completa Kn , todos los conjuntos in­
dependientes constan de un solo vértice y éstos son {VI} , {V;!} , ... , {vn}. 

Definición 1.9 Una gráfica G es una gráfica bipartita si existe una 
bipartición {U, W} de los vértices de G tal que cualquier amta de G tiene 
un extremo en U y otro en W. 

Ejemplo: 

Vl (l, "' 

ZD 
"' 

G H 
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Las gráficas G y H son ambru lJ1"áfiros bipartitas puesto que 
{{VI ,V,} , {V2 ,V;¡}} Y {{u¡,u, } , {U2, u,}} son biparticiones de V(C) y V(H) 

respectivamente. 

Las siguientes gráficas también son bipartitas. 

Obsérvese que ninguna de estas gráficas contiene ciclos de longitud impar. 
Esta propiedad es de hecho una caracterización de las gráficas bipartitas y 
se enuncia en el siguiente teorema que es de mucha utilidad en Teoría de 
Gráficas. 

Teorema 1.10 G es una gráfiro bipartita si y sólo si no tiene ciclos de 
longitud impar. 

1.3. Digráficas. 

Definición 1.11 Una digráfica D es una pareja (V(D), F(D)) tal que 
V(D) es un conjunto no .aefo de elementos llamados vértices y F(D) es 
un conjunto de parejas ordenadas de vértices distintos llamadas flechas. 
Decimos que una digráfica es de orden n si tiene n vértices. 

Ejemplos de digráficas son los siguientes: 
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D E 

La digráfica D es de orden 4 y la digráfica E es de orden 8. 

Definición 1.12 Si f es una flecha de D Y f = (u, v) con u y v véftices 
de Di decimos que 11 y V son los extremos de J, que u es el extremo inicial 
de f y que v es el extrerrw final. También decimos que f se dirige de 11 a V, 

que u es adyacente hacia v y v es adyacente desde 1l. 

Ejemplo: 

En la siguiente digráfica 

v, 

VI Y V:! son los extremos de f I 1-'2 es el extremo inicial de 9 y va es el extremo 
final de g, va es adyacente hacia VI y V:! es adyacente desde VI· 

Definición 1.13 Si D es una digráfico. y f = (u, v) es una flecha de D, 
decimos que f es una flecha simétrica si (v, u) también es uoo)lecha de D. 
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Ejemplo: 

En las siguientes digráficas D y E 

o E 

D no tiene Hechas simétricas y E tiene sólo una Hecha simétrica. 

Definición 1.14 Si D es una dignifica y f = (u, v) es una fieclw. de D, 
decimos que f es 'UTUI fl.echa asimétrica si (v, 'U) no es flecha de D. 

Ejemplo: 

v, 

v. 

v. 

En ladigráfica anterior, sólo (V4,V ,), (V"V6) y (v"v,) son flechas 
asimétricas. 
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Definición 1.15 Dada una digráfica D y u un vértice de DI definimos el 
ingrodo o grado interior de 'U en D corrw el número de flechas de D que 
tienen a 'U como extremo final. Denotamos por óo(v) al ingmdo de venia 
digráfica DI en el caso de que trabajemos solamente con una digráfica podemos 
omitir el subindice en la notación. 

Definición 1.16 Dada una digrúfica D y v un vértice de D, definimos 
el exgro.do o grado exterior de v en D como el número de flechas de D 
que tienen a v como extremo inicial. Denotamos por ób( v) al exgmdo de v 
en la digráfica D, en el caso de que trabajemos solamente con una digráfica 
podemos omitir el subíndice en la notación. 

Ejemplo: 

v~ v. 
D E 

En la digráfica D, VIO tiene ingrado 3 y exgrado O y 11:2 tiene exgrado 2 e 
ingrado 1. 

En la digráfica E, todos los vértices tienen ingrado y exgrado 3. 

Definición 1.17 Decimos que una digráfica D es una digráfica com­
pleta si entre cualquier par de vértices distintos de D existe alguna flecha· 

Ejemplo: 
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D E 

La digráfica D es una digráfica completa, pero la digráfica E no lo es puesto 
que no hay flecha entre V:! y V4' 

Definición 1.18 Una subdigráfica H de una digrnfica D es una digrnjica 
tal que V(H) <; V(D) y F(H) <; F(D). Decirnos que H es una subdigrrl.fica 
propia si V(H) <;; V(D ) o F(H) S; F(D). 

D E F 

La digráfica E es subdigráfica propia de D puesto que F(E) S; F(D). 
La digráfica F es subdigráfica propia de D puesto que V(F) S; V(D) y 

F(F) S; F(D) . 

Definición 1.19 Una subdigráfica H de una digrájica D es una subdigrá­
fica generadora de D si V (H) = V (D). 

Ejemplo: 
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o o 

o o 

o E F 

E Y F son subdigráficas generadoras de D. 

Definición 1.20 Sea D 'Una á-igráfica, ::ri B ~ F(D), definirnos la subdi­
gráfica de D inducida por B como la digráfica que tiene como vértices a 
los extremos de las flechas en B y a B como conjunto de flechas. 

Ejemplo: 

V2 

VI 

V'O' 
Vs V7 

V8 V9 
O E 

Sea B = {(VI, V8), (V8, V7), (V7, V5), (V5, VI)}, entonces E es la subdigráfica 
de D inducida por B. 

Definición 1.21 Sea Duna digráfica, si U ~ V(D) definimos la sub­
digráfica de D inducida por U como la subdigráfica que tiene a U como 
conjunto de vértices y como conjunto de flechas a todas las flechas de D que 
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tienen ambos extremos en U. Si U ~ V (D ) denotamos por D [U] a la sub­
digráfica de D inducida por U. 

Ejemplo: 

VI 

lr-------() Vs 

V7 V6 

o E 

Sea U = {V4, V5, V6 , V7} , entonces E es la subdigráfica de D inducida por U. 

Al igual que en gráficas, comúnmente nos referiremos a las subdigráficas 
inducidas por un conjunto de vértices simplemente como subdigráficas in­
ducidas, en caso de que hagamos referencia a una subdigráfica inducida por 
un conjunto de flechas así lo especificaremos. 

Definición 1.22 Dada una digráfica D; definimos su parte simétrica 
denotada por Sym(D), como la subdigráfica genemdom de D cuyo conjunto 
de flechas es el conjunto de flechas simétricas de D. 

Definición 1.23 Dada una digráfica D; definimos su parte asimétrica 
denotada por Asym(D) como la subdigráfica genemdom de D cuyo conjunto 
de flechas es el conjunto de flechas asimétricas de D. 

Ejemplo: 
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VI V2 VI V~ V, V~ 

Ld o 
V4 VJ V4 VJ V4 V, 

O E F 

La digráfica E es la parte simétrica de D ( es decir, E = Sym(D». 
La digráfica F es la parte asimétrica de D ( es decir, F = Asym(D». 

Definición 1.24 Decimos que una digráfica D es una digráfica simétri­
ca si todas sus flechas son flechas simétricas. 

Ejemplo: 

D es una digráfica simétrica. 

Definición 1.25 Decimos que una digráfica D es una digráfica asimétri­
ca si todas sus flechas son flechas asimétricas. 

Ejemplo: 

D E 
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D Y E son digráficas asimétricas. 

Definición 1.26 Un camino en una digráfica D es una sucesión de vér­
tices (UI , U2, U3, ... , un) tal que para cada i E {l, 2, 3, ... , n - l} se tiene que 
(u.¡, u.¡+i) E F(D) Ó (Ui+1, Ui) E F(D). En este caso decimos que UI Y Un son 
los extremos del camino y que el camino es un uIun-camino en la digráfica. 

Ejemplo: 

VI 
Ul . Uz 

Vs Vz U3 

U5 U4 

O E 

En la digráfica D (V3, V4, V5, V2, V3, V4) , (V4, V5, VI, V2, V3, V5, V2, V4) Y 
(V4,V5,V¡,V4,V5) son caminos. En la digráfica E (UI;U2,U3,U4,U2,U5) no es 

un camino puesto que no hay flecha entre U2 Y U5 · 

Obsérvese que en un camino se pueden repetir vértices y flechas, y no 
necesariamente dicho camino sigue la dirección de las flechas. 

Definición 1.27 Una troyectoria en una digráfica es un camino 
(u}, U2, U3, .. . , Un) tal que Ui =J Uj si i =J j. 

Ejemplo: 
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v. 

v. 
o 

En larugráfica D, los caminos (V4,V I ,'Vz,V3,V6,V5,V¡) y (VI,Vs,V(¡,V3,V2) son 
trayectorias. 

Definición 1.28 Un camino cerrado en una digráfica es un camino 
(Ut . U2, tL;j, ... , 'Un) tal que Ul = 'Un. 

Ejemplo: 

v. 

V. VJ 

O 

En estadigráfica, los caminos (V4 , VI, Va, 11:2, V4) y (VI . tI2, V5, Va, tI2, V4, VI ) son 
cerrados. 

Definición 1.29 Un ciclo en una digráficn. es un camino cerrado 
(Ulo U2 , U3, ... , 'Un, 'Ut) tal que U¡ =F Uj si i =f:. j. 

Ejemplo: 
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v. 

o 

Definición 1.30 Un camino dirigido en una digráfica D es una camino 
(Ut,'U2,U3, .... Un) tal que para cada i E {1 , 2, 3, ... ,n- l} se tiene que 
('4,'4+,) E F(D). 

Ejemplo; 

En esta digráfica, (v". 'lit. 112, V3), (V4' 'lis, 'lis, Vfi, 117, 'lis) Y (V4, Va, 117. Va, ti,,) son 
caminos dirigidos, sin embargo (tl4. Va, v5. tJ¡) no es un camino dirigido. 

Obsérvese que en los caminos dirigidos se pueden repetir vértices y flechas. 

Definición 1.31 Una tmyec.toria dirigida en una digráfica es un camino 
dirigido en el que no se repiten vértices. 

Ejemplo: 
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v, 

En esta digráfica, (V3, v" 112, VS, V(¡) es una tray~toria dirigida. 

Definición 1.32 Un camino dirigido cerrado en una digráfiro es un 
camino dirigido en el que el primer vértice coincide con el último. 

Ejemplo: 

v. 

v, 

En esta digráfica, (VI, 112, 113, V"" vs, V3, v]) es un camino dirigido cerrado. 

Obsérvese que en un camino dirigido cerrado se pueden repetir vértices y 
Hechas. 

Definición 1.33 Un ciclo dirigido en una digráfica es un camino di­
rigido cerrado en el que no se repiten vértices, excepto el primero y el último. 
DenotafTWS por en al ciclo dirigido que tiene n vértices. 

Ejemplo: 
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EBta digráfica es un ciclo dirigido. 

Definición 1.34 Dada una digráfica D y e = (UO, 'Ut. U2, .. . , un ) un camino 
en D, decimos que n es la longitud de e y la denotamos por l(e). 

Ejemplo: 

v. 

v. 
v, 

v, v. 

En esta digráfica, el camino (VI , V:l, V3 , V4, V6) tiene longitud 4 y el camino 
(VJ, V4 , V6) tiene longitud 2. 

Notación 1.35 Si e = (1.410 U2, U3, ... , Un) es un camino (resp. un camino 
dirigido) en una digráfica D, y si 1 ~ i < j ~ n; denotamos por (U; , e, u;) al 
u¡'U; - camino (resp. camino dirigido) contenido en e, es decir (Ui, e, u;) = 
(U¡, U¡.f.l , ... , u;_ t. u;). 

Los si!QlÍentes teoremas son resultados básicos de digráficas que empleare­
mos 8 lo largo de la tesis. 

'Thorema 1.36 Todo uv-camino dirigido en una digráfica contiene una 
uv-tTUyectoria dirigida. 
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Demostración: 

Sea Duna digráfica y sean u, v E V(D). Considérese entonces C = (u = 
XO , XI , "',Xn = v) un uv-camino dirigido en D. La demostración se hará por 
inducción sobre la longitud del 'Uv-camino dirigido I(C). 

1) Si I(C) = 0, entonces u = v y trivialmente e es una uv-trayectoria 
dirigida. Del mismo modo; es claro que si I(C) ~ 1 Ó I(C) ~ 2, entonoes C es 
una uv- trayectoria dirigida. 

2) Supongamos que todo uv-camino dirigido C' con l(C') < n contiene 
una uv-trayectoria dirigida. 

3) Consideremos un uv-camino dirigido C = (u = Xo, XI, ... , Xn = v) con 
l( C) = n. Se tienen entonces dos casos: 

i) Si x. =1= Xj para todo i =1= j, entonces C es una uv-trayectoria 
dirigida. 

ü) Si existe i < j tal que Xi = Xj, entonces 

C = (U=XO,XI, ... ,Xi_¡,X¡,Xi+¡, ... ,Xj_I,Xj,Xj+¡' ... ,xn=v). Ob­
sérvese la siguiente digráfica. 

Xi+4 

Xi+3 
, , , 

1 , 
Xi+2 

, , , , 
Xi+1 

Xj-1 

~ - - --- ~-u'-~-o-~-<>-_-o- - -- - -- 0----0 

U zXo X1 Xl X3 Xi:Xj Xj+1 Xj+2 Xj+3 Xn-1 Xn -V 
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Considérese C' = (u = XO, XI, . .. , Xi = Xj, Xj+ l , .. . , Xn = v) yobserve­
mos que l (C' ) < I(C) = n. Entonces, la hipótesis de inducción ase-­
gura que e' contiene una uv-trayectoria dirigida y como C' ~ C 
se concluye que e contiene una uv- trayectoria dirigida .• 

'Thorema 1.37 Todo camino dirigido cermdo con longitud l(C);:: 2 en 
una digráfica contiene 'Un ciclo dirigido. 

Demostración: 

El procedimiento es completamente análogo al anterior. 
Sea. D una digráfica y sea u E VeD). Considérese entonces 
e = (u = Xo, xi! " ', X'I = u) un camino dirigido cerrado en D con longitud 

1(C) ~ 2. La demostración se hará por inducción sobre la longitud del camino 
dirigido cerrado l (e) . 

1) Si l(e) = 2; entonces, trivialmente C es un ciclo dirigido. 

2) Supongamos que todo camino dirigido cerrado C' con l(e' ) < n con­
tiene un ciclo dirigido. 

3) Consideremos un camino dirigido cerrado e = (u. = XO , Xl, ... , Xn = u) 
con ¡(e) = n . 

Se tienen entonces dos casos: 

i) Si Xi f Xj para todo i f j , entonces C es un ciclo dirigido. 

ü) Si existe i < j tal que Xi = Xj , entonces 

e = (u = xo ,Xl, ... , x ¡_ I , x¡ , Xi+¡, ... ,Xj_ l , Xj ,Xj+h""Xn=u.). Ob­
sérvese la siguiente digráfica. 
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, , 

Considérese C' = (u = XO,XI, ... ,Xi = Xj,Xj+h ... ,Xn = u) yobserve­
mos que 

I(C') < l(e) = n. Entonces, la hipótesis de inducción asegura que e' 
contiene un ciclo dirigido y como O' ~ e se concluye que e contiene un ciclo 
dirigido .• 

Teorema 1.38 En una digráfica; todo camino dirigido cerrndo de longitud 
impar ~ 3, contiene un ciclo dirigido de longitud impar. 

Demostración: 
Sea Duna digráfica. La demostración se hará por inducción sobre la lon­

gitud del camino dirigido cerrado ¡(e). 

1) Sea e = (XO, XI, X2,XO) un camino dirigido cerrado de longitud 3. Por 
ser un camino dirigido se tiene que Xo ~ Xl, X l f X2 Y X2 f. xo; por tanto, e 
es un ciclo dirigido de longitud 3. 

2) Supongamos que si e' es un camino dirigido cerrado de longitud impar 
y l (C) < 2n + 1 ; entonces, O' contiene un ciclo dirigido de longitud impar. 
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3) Consideremos C = (xo, X), ... , X2n, xo) un camino dirigido cerrado de 
longitud I(C) = 2n + 1. Se tienen entonces dos casos: 

i) Si Xi =J. Xj para todo i =J. j, entonces C es un ciclo dirigido de 
longitud impar. 

ü) Si existe i < j tal que Xi = Xj, considérense 105 caminos dirigidos 
cerrados 

el = (xo, XI, ... , Xi- 1, Xi = Xj, Xj+l, ... , x2n, xo) y 

e2 = (Xi! Xi+l, ... , Xj _ l , Xj = Xi) . 

ObsérveJe que l(e) = l(el ) + l(e2) y además como l(e) es impar 
se tiene Que al menos uno de los dos l(e¡) ó l (C2) es un número 
impar menor Que 2n + 1. Entonces por hipótesis de inducción el 
ó C2 contiene un ciclo dirigido de longitud impar. Por lo tanto C 
contiene un ciclo dirigido de longitud impar .• 

Definición 1.39 Una dignifica D es una dignifica bipartita si existe una 
bipartición {U, W} de los vértices de D tal que cualquier flecha de D tiene 
en extremo en U y otro en W 

Ejemplo: 

E6ta digráfica es bipartita puesto que {{VI, 1-'2, VJ} , {V4, Vs, 1J6}} es una 
bipartición de V (G) de modo que cada flecha de G tiene un extremo en 

{Vl,V:! ,va} y otro en {V4 ,VS,V6}' 
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1.4. Núcleos. 

Definición 1.40 Sea Duna digráfica y N ~ V(D), N es un conjunto 
independiente de la digráfica D si para cualesquiera u y v elementos de N 
no existen flechas entre ellos en D. 

Ejemplos: 

U2 

VI V2 

l;] u. U3 

v. VJ 
ua U7 

O E 

. En la digráfica D, el conjunto {V2, Vú es independiente y en la digráfica E 
el conjunto {U4, U(j, U2} también es independiente; sin embargo, el conjunto 

{U4, U3, U2, us} no es independiente. 

Definición 1.41 Sea Duna digráfica y N ~ V(D), N es un conjunto 
absorbente de la digráfica D si para cualquier u E V(D)\N tenemos que u 
es adyacente hacia algún elemento de N. 

Ejemplos: 

VI 
Ul 

Vs V2 

U3 U2 
V3 

D E 
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En la digráfica D. el conjunto {V6} es absorbente y en la digráfica E el 
conjunto {U4} no es absorbente. 

v, 

o 

En la digráfica D, el conjWlto {V6, V¡,V8,V9, VIO } es un conjunto absorbente. 

Definición 1.42 Sea Duna digráfica y N ~ V (D), N es un núcleo de la 
digráfica D si es 'Un conjunto independiente y absorbente de D. 

De la definición, resulta claro que las digráficas que constan sólo de vértices 
aislados tienen núcleo, así como también las digráficas de orden dos siempre 
10 tienen. El lector puede comprobar fácilmente Que los ciclos de longitud par 
tienen núcleo y que en cambio los ciclos de longitud impar no lo tienen. Otros 
ejemplos menos obvios son los siguientes. 

Ejemplo: 

". --« ", , .. 
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En la digráfica D, el conjunto {V6, V7, VS, Vg, VIO} es un núcleo. 

o 

En la digráfica D, el conjunto {V5 , V7, Vg} es un núcleo. 

Ul V2 

Va 

VI 

o E 

En la digráfica D, los conjuntos {VI, V3} Y {V4, V2} son núcleos. 
La digráfica E no tiene núcleo y en la digráfica F el conjunto {V2, V4, V6, vs} 

es un núcleo. 

Definición 1.43 Una digráfica D es llamada una digráfica núcleo per­
fecta si toda subdigráfica inducida de D tiene núcleo. 

Ejemplo: 
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/ 
I 

VI ' V3 

o 

La digráfica D es núcleo perfecta 

VI 
P 

V V2 6:A:;f--_ __ ----:Q 

Vs 

o 

En la digráfica anterior; el conjunto {V6, V3} es núcleo de la subdigráfica 
inducida por {V2, V3, V5, V6}, el conjunto {V2} es núcleó de la subdigráfica 

inducida por {VI, V2, V3, V6} Y {V2, V4} es núcleo de la subdigráfica inducida 
por {V2, V3, V4, V5}. El lector puede comprobar que las restantes subdigráficas 

inducidas tienen núcleo. 

Definición 1.44 Una digráfica D es llamada una digráfica núcleo im­
perfecta crítica si no tiene núcleo pero toda subdigráfica inducida propia de 
D si tiene núcleo. 

Ejemplo: 
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v, 

v, 

o 

La digráfica anterior es el ejemplo más pequeño de una digráfica núcleo 
imperfecta crítica. De hecho cualquier ciclo dirigido de longitud impar es 

Wla digráfica núdeo imperfecta crítica. 

'IOOrema 1.45 Si O no es una di!JfÚfica núcleo perfecta, entonces contiene 
una subdigráfica inducida H que es núcleo imperfecta crítica. 

Demostración. 

Supongamos que O no es núcleo perfecta. Entonces, D contiene una sub­
digráfica inducida H 1 que no tiene núcleo. 

Si toda subdigráfica inducida de Hl tiene núcleo, entonces HI es núcleo 
imperfecta crítica., y ya terminamos. 

Supongamos que Hl contiene una subdigráfica inducida Hz que no tiene 
núcleo. 

Si toda subdigráfica inducida de Hz tiene núcleo, entonces Hz es núcleo 
imperfecta crítica, y ya terminamos. 

Supongamos que Hz contiene una subdigráfica inducida H3 que no tiene 
núcleo. 

Como D es finita, podemos continuar con este proceso hasta obtener una 
subdigráfica inducida que sea la más pequeña. posible, la cual consiste de un 
solo vértice, en cuyo caso (por vacuidad), claramente es m1cleo imperfecta 
crítica .• 

Definición 1.46 Se dice que una digráfica D es simplemente conexa 
cuando entre cualesquiera par de vértices u , v E V (D) existe un uv-camino 
en D. 
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Ejemplo: 

D E 

La digráfica D es simplemente conexa y la digráfica E no es simplemente 
conexa. 

Definición 1.47 Se die< que una digráfioo D es débilmente conexa 
cuando entre cualesquiera par de vértices u , v E V(D), existe un 'Uv-camino 
dirigido 6 bien un vu-camino dirigido en D. 

Ejemplo: 

"' 

D H 

La digráfica D es débilmente conexa, pero la digráfica H no es débilmente 
conexa puesto que entre 'Ul y U3 no existe camino dirigido alguno. 
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Definición 1.48 Se dice que una digráfica D es fuertemente conexa 
coondo entre cualesquiern par de vértices u, v E V(D), existen un uv­
camino dirigido (una uv-trnyectorW. dirigida) y un vu.-camino dirigido (una 
vu-tmyectcma dirigida) ambos en D (ambas en D). 

Ejemplo: 

D 

La digráfica D es fuertemente conexa. 

Obsérvese que cualquier digráfica fuertemente conexa es débilmente conexa 
y cualquier digráfica. débilmente conexa es simplemente conexa. 

'Daorema 1.49 Una digráfica D es juertem.ente conexa si y sólo si D 
contiene un camino dirigido cerrado que pasa por todos sus vértices. 

Demostración: 

{:=) Supongamos que D contiene UD camino dirigido cerrado que pasa 
por todos sus vértices. Sea e = (VI, 11:2, V3, ... , Vn, VI) dicho camino y sean 
Vi. Vi E V(D) tal que Vi t Vi suponiendo sin perder generalidad que i < j. 
Entonces, (v¡,Vi+I • ... ,vi-I,Vi) es un v¡vrcamino dirigido contenido en D y 

(Vi, vj+1, .. . , Vn, VI, 11:2. "', V¡_}, Vi) es un viví-camino dirigido contenido en D. 
Por lo tanto D es fuertemente conexa, 

=» Sea e un camino dirigido cerrado máximo en el sentido de contener 
el máximo número posible de vértices de D y sea e = (VI, 1J2, V3, ... , Vn, VI) 

dicho camino. 
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Si C contiene a todos los vértices de D, entonces la demostración está 
completa. Si por el contrarioj C no contiene a todos los vértices de D , entonces 
existe w E V(D) tal que w (j; e. Observemos que existen e¡ un wv¡-carnino 

dirigido y e2 un v¡w-camino dirigido puesto que D es fuertemente conexa. 
Entonces, el camino (w , el> v¡)U(v¡, e, v¡) U(Vt, Cz, w) es un camino dirigido 
cerrado que contiene más vértices de D que el camino e, lo cua.! contradice 
la elección de C. Por lo tanto, e contiene a todos los vértices de D .• 

Corolario 1.50 Si una digrnfica D es fuertemente conexa, entonces con­
tiene al menos un ciclo dirigido. 

Demostración: 

Supongamos que D es una digráfica fuertemente conexa. Entonces, el teo­
rema anterior garantiza que D contiene un camino dirigido cerrado que pasa 
por todos sus vértices. Pero a su vez el Teorema 1.37 asegura que dicho 
camino contiene un ciclo dirigido. Por lo tanto, D contiene al menos Wl ciclo 
dirigido .• 

Definición 1.51 Dada una digráfiro D. definimos la relación n en V(D) 
de la siguiente manero: 

n ~ { (u. v) E VID) x VID) I 3 un uv-romino dirigido en D y 3 un } 

tm.-camino dirigido en D 

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata de la definición ante­
rior. 

'Thorem a 1.52 La relación 'R. es una relación de equivalencia e induce 
una partici6n de V(D) en clases de equivalencia Vi! Vz, ... , Vn. 

Definición 1.53 Sea D uno digráfiro. definimos las componentes ftcerI.e­
mente conezas de D como las subdigráfica.s inducidas por las clases de equi­
valencia V¡, Vz, "' , Vn. 

Ejemplo: 
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D 

Una. digráfica y sus componentes fuertemente conexas. 

Observación 1 Obsérvese que las componentes fuertemente conexas son 
las subdigráficas de D fuertemente conexas máximas por contención con 
esta propiedad y que las componentes fuertemente conexas son ajenas en 

vértices. 

Definición 1.54 Dada una digráfica D, definimos la digráfica de con­
densación de D (denotada por D') de la siguiente manera: 

1) V(D') ~ [S, I S, es componente fuertemente conexa de D). 
2) (S" S;) E F(D') con i f j, si Y sólo si algún vértice de S, es 

adyacente hacia al menos un vértice. de Sj en la digr(Jfica D. 

Ejemplo: 

D 
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U na digráfica, sus componentes fuertemente conexas y su digráfica de 
condensación. 

Teorema 1.55 La digráfica de condensación de cualquier digráfica no 
contiene ciclos dirigidos. 

Demostración: 

Procediendo por reducción al absurdo, supongamos que el teorema es falso. 
Entonces, existe una digráfica D cuya digráfica de condensación D· contiene 
ciclos dirigidos. Sean SI, S2, S3, ... , Sn (n ~ 2) las componentes fuertemente 
conexas y sea V(D') = {S!, S2, S3, ... ,S.}. Supongamos que (S"S" ... , S" S,) 
es un ciclo contenido en D". Para cada i = 1, 2,3, ... , k - 1, deben exi"ltir 
entonces un vértice ~ E V (SI:) Y un vértice Vi+1 E V(Si+l) tal que (ti¡, Vi+l) E 
F(D); también existe una flecha (ví, v,) E F(D), donde ví E S, Y v, E S,. 
Obsérvese que los vértices 1\, Vi, con i = 1, 2) ... , k, no necesariamente son 
distintos. Puesto que Si es fuertemente conexa para cada i = 1,2,3, ... , k, 
existe un v¡vi-camino dirigido P¡ en Si para cada i = 1,2, ... , k. Más aún, 
e! camino P¡ U (V¡, vz) U P2 U (v;, .3) U P3 U ... U P, U (ví, v,) es un camino 
dirigido cerrado contenido en D, lo que implica. que para los vértices VI Y'V2, 
existen un vIv¿camino dirigido y un 'V2v¡-camino dirigido contenidos en D; 
por lo que 'V2 E SI Y 112 E S2, contradiciendo el hecho de que las componentes 
fuertemente conexas son ajenas en vértices (observación 1). Por lo tanto, la 
digráfica D· no contiene ciclos dirigidos . • 

La siguiente figura muestra la situación arriba descrita. 

Teorema 1.56 Toda dignjfica sin ciclos dirigidos contiene al menos un 
vértice de exgrada O. 
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Demostración: 

Por reducción al absurdo, supongamos que existe una digráfica D sin ciclos 
dirigidos tal que todos sus vértices tienen exgrado mayor que cero. Entonces, 
cada vértice en D va a ser adyacente hacia al menos otro vértice en D. Sea T = 

(VI, V2, ... , vn ) una trayectoria dirigida de longitud máxima en D. Por nuestra 
hipótesis <51J(vn ) > O; entonces, existe w E VeD) tal que (vn , w) E F(D). 
Observemos que si w E T se obtiene un ciclo dirigido en D contradiciendo 
nuestra suposición. Si w ct T, entonces TU (vn , w) es una trayectoria dirigida 
de longitud mayor que la de T, contradiciendo la elección de T. Por tanto, D 
tiene al menos un vértice de exgrado O .• 

Definición 1.57 Sea Duna digráfica y D* S'U digráfica de condensación. 
Decirrws q:ue Si es una componente fuertemente conexa inicial (ter­
minal) si su ingrado (ex grado) en D* es cero. 

Ejemplo 

<) O S'0 SI S. 

6 D 
S2 53 S2 S3 

D D* 

Una digráfica D, sus componentes fuertemente conexas y su digráfica de 
condensación D*. 

Obsérvese que SI es componente fuertemente conexa inicial de D y S4 es 
componente fuertemente conexa terminal de D. 

Corolario 1.58 Toda digráfica D contiene al menos una componente 
fuertemente conexa terminal. 
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Demostración: 

Sea D una digráfica y consideremos su digráfica de condensación D". Por 
el Teorema 1.55, la digráfica D- no contiene ciclos dirigidos y entonces por el 

Teorema 1.56, la digráfica D" contiene al menos un vértice de exgrado cero, 
es decir, D contiene al menos una componente fuertemente conexa terminal . 

• 
Corolario 1.59 Toda digr6.fica D que no es fuertemente conexa contiene 

una componente fuertemente conexa terminal que no es toda la digráfica. 

Demostración: 

Supongamos que D no es fuertemente conexa. Por el Corolario 1.58, D 
contiene al menos una componente fuertemente conexa terminal Sj: Si dicha 
oomponente es toda la digráfica, entonces D es fuertemente conexa contradiM 

ciendo nuestra hipótesis. Por lo tanto, Sj no es toda la digráfica D .• 

Lema 1.60 Toda digráfica D en la que roda ciclo dirigida contiene Di 
menos una flecha simétrica tiene núcleo. 

Demostración: 

La demostración se hará por inducción sobre el número de vértices. 

1) Para el caso en que el número de vértices es 1 ó 2 el resultado es triviaL 

2) Supongamos que toda digráfica de orden menor ó igual a n en la que 
todo ciclo dirigido tiene al menos una flecha simétrica tiene núcleo. 

3) Sea D una digráfica de orden n + 1 en la que todo ciclo dirigido 
contiene al menos una flecha simétrica y consideremos Asym(D). Es claro 
que Asym(D) no contiene ciclos dirigidos y entonces por el Corolario 1.50 
no es fuertemente conexa.. Además, el Corolario 1.58 garantiza la existencia 
de So una componente fuertemente conexa terminal de Asym(D). Por otro 
lado, romo Asym(D) no es fuertemente conexa, el Corolario 1.59 asegura que 

VID) ~ VISo) por lo que D\So ~ 0; más aún, obsérvese que So contiene un 
sólo vértice w. 

Consideremos r - (w) = (Vi E VID) I (Vi, w) E F(D)}. Es claro que (w} es 
un núcleo de D I{w} ur- (w)] ; por lo que si (w) ur- (w) = VID), entonces 
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{w} es un núcleo de D. Supongamos que E = V(D)\ {w} U r-(w) -F 0, 
entonces por hipótesis de inducción E tiene un núcleo NI. Claramente 
{w} U NI es UD núcleo de D .• 

Como observamos antes, no todas las digráficas tienen núcleo (por ejemplo 
los ciclos dirigidos de longitud impar). El siguiente teorema dado por Duchet 
en 1980 es uno de 105 resultados clásicos sobre la existencia de núcleos en 
digráficas y será de mucha utilidad en los capítulos posteriores. 

'Thorema 1.61 Si una digráfica satisface que todo ciclo dirigido tiene al 
menos 'Una flecha simélrioo, entonces es núcleo perfecta. 

Demostración: 

Sea D una digráfica en la que todo ciclo dirigido contiene al menos una 
flecha simétrica. Es claro que para cada U ~ V(D) , la subdigráfica inducida 
D ¡U] es una digráfica en la que todo ciclo dirigido contiene al menos una 
Hecha simétrica y entonces por el lema anterior tiene núcleo. Por lo tanto D 
es núcleo perfecta . • 

1.5. Núcleos por Trayectorias Dirigidas Monocromáti-

caso 

Una generalización del concepto de núcleo, es el concepto de núcleo por 
trayectorias monocromáticas dado por H. Galeana Sánchez 15] en donde se 
consideran digráficas a cuyas Hechas se les ha asignado un color. Si para las 
Hechas de una digráfica D se han empleado m colores diremos que D es una 
digráfica m-coloreada. 
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" , 
> 

N 

4 

, , 
3 • 

2 

&ta digráfica es una digráfica 4-coloreada. 

Definición 1.62 Sea D una digráfica m-coloreada, una trayectoria di-­
rigida monocromática en una digniflCll D es una tmyectoria dirigida tal 
que todas sus flecha..'i tienen asigoodo el mismo color. 

Ejemplo: 

3 

En la digráfica 3-coloreada anterior, la trayectoria { VI. tIJ, V4, V6, Vs, Vz } es 
una trayectoria dirigida monocromática de color 2. 
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v. 

v v. 

2 , , 

En esta digráfica 3-coloreada TI = (VI . tJ.2, V3, Vs , '117, V6) es una trayectoria 
dirigida pero no es monocromática y T2 = (VI, VS, V6t V4) es una trayectoria 

monocromática. pero no es dirigida. 

Advertencia: En las siguientes definiciones y resultados, hablaremos de 
trayectorias monocromáticas. El lector debe asumir que, por supuesto, nos 
referimos a trayectorias dirigidas monocromáticas. 

Definición 1.63 Sen D una digráfica 11lrco/oreada y N <;; ViD), N es un 
conjunto independiente por troyectorias monocromáticas de la digrá­
firo D si paro cualesquiem u y v elementos de N no existen en D trayectorias 
dirigidas monocromáticas entre u y v. 

Ejemplos: 

2 

3 , 

En esta digráfica 6-coloreada no existen conjuntos independientes por 
trayectorias monocromáticas. 
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VI 

V6 

V$ 

G 

En la digráfica 3-coloreada G, los conjuntos {V6,V2} y {V6,V3} son 
independientes por trayectorias monocromáticas. 

Definici6n 1.64 Sea Duna digráfica m-coloreada y N ~ V(D), N es 
un conjunto absorbente por trayectorias monocromáticas de la di­
gráfica D si para cualquier u E V(D)\N existe una '/.Lv-trayectoria dirigida 
monocromática para algún v E N. 

Ejemplo: 

Vz 

2 
Ve 

4 2 2 

VI2 VII 3 

4 Vs V1 
3 

3 

V. 3 
V3 
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En esta digráfica 4-coloreada, el conjwlto {Vt3 , Vt4 , V15 , V16} es un conjunto 
absorbente por trayectorias monocromáticas. 

Definición 1.65 Sea D una digrójica m-coloreada y N ~ V(D) , N es 
un núcleo por trayectorias monocromáticas en la digrdfica D si es un 
ronjunto independiente por trayectorias monocromáticas y es absorbente por 
troyectoriM monocromáticas de D. 

Ejemplo: 

v, 
, 3 

V, , V, 

2 

V. V, 

3 

V. 

En esta digráfica 3-ooloreada {Vg , VIO} es un núcleo por trayectorias 
monocromáticas. 

El concepto de núcleo por trayectorias monocromáticas es una genera­
lización del concepto de núcleo ya que dada una digráfica podemos asignarle 
a cada una de sus flechas un color diferente y entonces un conjunto de vér­
tices es un núcleo de la digráfica si y sólo si es un núcleo por trayectorias 
monocromáticas. 

Notemos que la definición de digráfica no permite que existan dos flechas 
o más con los mismos extremos y en la misma dirección; sin embargo, en 
una multidigráfica es posible tener éste tipo de flechas llamadas flechas 
múltiples. 
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Existe una relación muy estrecha entre los conceptos de núcleo y de nú­
cleo por trayectorias monocromáticas, esta relación está dada mediante el 
concepto de cerradura transitiva de una digráfica coloreada. 

Definición 1.66 Sea D una digráfica m-coloreada , la cerradura tran­
sitiva (por colores) de D, denotada por <!(D), se define como la siguiente 
multidignlfiea: 

V(<!(D )) ~ V(D ) y 

{

(u, v) con color i / existe una } 

F(<!(D)) ~ F(D) U uv - trayedaria dirigida monocromática . 

de color i en D 

2 2 

2 

2 2 

Una digráfica y su cerradura transitiva.. 

~ 
¡ I i 

Un camino dirigido monocromático y su cerradura transitiva. 

A continuación demostramos algunas propiedades de la cerradura transi­
t iva de una digráfica coloreada. 
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Definici6n 1.67 Si D es una digrnfica m-coloreada, se dice que D es 
transitiva por colores si cada vez que existen (u,v) E F(D) Y (v,w) E 

F(D) de colo>· i, entonces también exi3te (u,w) E F(D) de color i. 

Ejemplo, 

o E 

La digráfica D no es transitiva por colores y la digráfica E es transitiva por 

colores. 

Teorema 1.68 Si D es una digTÓfica m-coloreada y <!(D) la cerradum 
tmnsitiva de D, entonces <!(D) es transitiva por colores. Más aún, <!(<!(D)) = 
<!(D). 

Demostración. 

Sea D una digráfica m-coloreada y supongamos que existen 
(u,v) E F(I!:(D)) y (v ,w) E F(<!(D)) ambas de color i. Entonces por 
definición de cerradura transitiva, en D existen TI una uv-trayectoria dirigi­
da de rolar i y T2 una vw-trayectoria dirigida de color i, por lo Que T. UT2 es 
un uw-camino dirigido de color i¡ el cual, por el Teorema 1.36 contiene una 
uw-trayectoria dirigida de color i, esto implica que existe (u, w) E F(<!(D)) 
de color i. Por lo tanto e::(D) es transitiva por colores. 

Ahora demostraremos que <!(<!(D)) = <!(D). 
Como V(<!(<!(D))) = V(<!(D)) y es claro que F(<!(D)) >; F(<!(<!(D))) 

basta demostrar que F(<!(<!(D))) >; F(<!(D)) , es decir, basta con probar que 
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si existe T una uv-trayectoria dirigida monocromática de color i en I!(D), 
entonces existe (u, v) E F( I!( D)) de color i . Procederemos por inducción sobre 
I(T) la longitud de la trayectoria T. Si I(T) = 2, el resultado es precisamente 
la propiedad de ser transitiva por colores. Supongamos que el resultado se 
cumple para I(T) = n, y probémoslo ahora para I(T) = n + 1. Si T = (u = 
Xt,X2,X3 , ···,Xn , Xn+ 1 = v) , entonces, T = (u = Xt,X2 , ... , Xn) es una UXn-
trayectoria monocromática de color i en ([(D) de longitud n, y por hipótesis 
de inducción existe (u, x.) E F(I!(D)) de color i. Como I!(D) es transitiva 
por ooloresy existen (u, x.) E F(I!(D) ) Y (x. ,v) E F(I!(D)) ambas de oolor 
i, entonces existe (u, v) E F(I!(D)) de color i . Por lo tanto I!(I!(D)) = I!(D) . 

• 
Finalmente el siguiente teorema muestra la relación entre núcleos y núcleos 

por trayectorias monocromáticas. 

Teorema 1.69 Setl D una digrofica m-coloreada. N es un núcleo por 
trnyectorias f1IQfIOCr011Iáticas de D si Y 3151<> si N es un núcleo de I! (D). YeI 
número de núcleos por tmyectorias monocromáticas de D es igual al número 
de núcleo3 de I! (D). 

Demostración: 

=» Sea. N ~ V(D) un núcleo por trayectorias monocromáticas de D. 
Como V(D) = V(I!(D)), entonces N!::: V(I!(D)). Probaremos que N es un 
núcleo de I!(D). 

1. N es independiente en I!(D). 
Sean u , v E N Y procediendo por reducción al absurdo supongamos Que 

(u, v) E F(I!(D)). Por definición de la cerradura transitiva tenemos que en D 
existe alguna uv-trayectoria dirigida monocromática., pero esto no es posible 
ya que N es independiente por trayectorias monocromáticas en D. Por lo 
tanto N es independiente en I!( D). 

2. N es absorbente en I!(D) . 
Sea u E V(I!(D))\ N. Como V(I!(D)) = V(D) y N es núcleo por trayec­

torias monocromáticas de D, entonces para cada v E N existe en D una 
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uv-trayectoria monocromática de color i . Por definición de la cerradura tran­
sitiva existe (u,t-) E F(<t(D)) de color i. Por lo tanto N es absorbente en 
e:(D). 

Por 1 y 2, N es mícleo de <t(D). 

<:) Sea N <; V(~(D)) un núcleo de <!:(D). Como VeD) ~ V(<!:(D)) en­
tonces N ~ V (D). Probaremos que N es núcleo por trayectorias monocromáti­
cas de D. 

3. N es independiente por trayectorias monocromáticas en D . 
Sean u, v E N y supongamos por reducción al absurdo que en D exis­

te alguna uv-trayectoria monocromática. Por definición de cerradura tran­
sitiva tenemos que (u ,v) E F(<t(D)), pero esto no es posible ya que N es 
independiente en <t(D). Por lo tanto N es independiente por trayectorias 
monocromáticas. 

4. N es absorbente por trayectorias monocromáticas en D. 
Sea u E V(D)\N. Como V(<!:(D)) ~ VeD) y N es núcleo de <!:(D), 

entonces para cada v E N existe (u, v) E F(<!:(D)). Por la definición de la 
cerradura transitiva, existe una uv-trayectoria dirigida monocromática en D. 
Por lo tanto N es absorbente por trayectorias monocromáticas en D. 

Por 3 Y 4 N es núcleo por trayectorias monocromáticas de D. 

Por lo anterior, todo núcleo por trayectorias monocromáticas de D es nú­
cleo de <t(D) y todo núcleo de <t(D) es núcleo por trayectorias monocromáti­
cas de D ) por lo tanto el número de núcleos por trayectorias monocromáticas 
de D es igual al número de núcleos de <!:(D) .• 

Algunas de las condiciones que se presentan en este trabajo para que una 
digráfica coloreada tenga núcleo por trayectorias monocromáticas se refieren 
a que en la digráfica ciertas subdigráficas posean una coloración especial a la 
que llamaremos casimonocrornática y que definimos a continuación. 

Definición 1.70 Sea Duna digrdfica m-coloreada, decimos que D es 
casimonocromática si todas sus flechas son del mismo color excepto a lo 
más una. 
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Ejemplo: 

2 

D E F 

Las digráficas D y E son casimonocromátir..a5 y F no es casímonocromática. 
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Capítulo 2 

Núcleos por Trayectorias Dirigidas 

Monocromáticas en Torneos 

m-Coloreados. 

2.1. Resumen. 

La teoría expuesta en este capítulo tiene su origen en el siguiente pro­
blema: ¿Puede un torneo ~coloreado que no contenga Ca (es decir, que no 
contenga 3-ciclos dirigidos coloreados con tres diferentes colores) tener un 
núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas ? 

EBta pregunta fue hecha por Sands, Sauer y Woodrow en 1982 ( ver (2]) 
como una conjetura derivada del siguiente resultado: Todo torneo 2-oo1oreado 
tiene un mieleo por trayectorias dirigidas monocromáticas. El Teorema 2.6 
( debido a Shen Minggang ) prueba que añadiendo otra condición al probl~ 
roa anterior, la respuesta es afirmativa aún para torneos m-coloreados y que 
además dichas condiciones no puden ser mejoradas para cuando m ;o... 5 . El 
'Thorema 2.21 es de hecho una familia de contraejemplos a la conjetura de 
Sands, Sauer y Woodrow para el caso en que m = 4: en particular se cons­
truye un torneo 4-coloreado de orden 6 que no contiene Ca Y que tampoco 
oontiene núcleos por trayectorias dirigidas monocromáticas. Sin embargo el 
caso para m = 3 sigue siendo un problema abierto. 

Al introducir el concepto de ciclos casimonocromátioos H. Galea.na presen-
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ta algunas condiciones suficientes para que un torneo m-coloreado contenga 
un núcleo por t rayectorias dirigidas monocromáticas. En particular en el Teo­
rema 2.16 demuestra que si T es un torneo m-coloreado en el que cualquier 
ciclo dirigido de longitud a lo más cuatro es casimonocromático entonces con­
tiene un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas, y prueba que esto 
no es una generalización de las condiciones establecidas por Shen Minggang 
aún y cuando para m ~ 5 esta nueva condición tampoco puede ser mejorada. 

2.2. Torneos m-Coloreados. 

2.2.1. Introducción.. 

Definición 2.1 Un torneo es una digráfica completa y asimétrica. 

Definición 2.2 Se dice que una digrd.fica es transitiva si cada vez que 
existen (u, v) E F(D ) Y (v, w) E F(D), entonces también (u, w) E F(D ). 

Notación 2.3 Denotamos por T3 a los torneos transitivos de orden :] 
cuyas flechas son coloreadas con tres diferentes colores (es decir, S-coloreados). 

Notación 2.4 Denotamos par e3 a los ciclos dirigidos de orden 9 y que 
son 3-coloroo.dos. 

Notación 2.5.1 Denotaremos por T - v a la subdigráfica de T inducida 
por V(T) - {v} . Observemos que T - v también es un torneo. 

Notación 2.5.2 Con tdm abreviamos trayectoria(s) dirigida(s) monocro­
mática(s). Si existe una trayectoria dirigida monocromática de x a y, entonces 
ffiCribimos Que esta es una xy - tdm. 

Advertencia: En lo que sigue, hablaremos de t rayectorias monocromáti­
cas, ciclos monocromáticos y ciclos casimonocromáticos. El lector debe asumir 
que, por supuesto, nos referimos a trayectorias y ciclos dirigidos. 

En un artículo aparecido en 1982 (ver [2]) Sands, Sauer y Woodrow de­
mostraron que todo torneo 2-coloreado T tiene un vértice v tal que para 
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cualquier otro vértice x de T existe una tdm de x a v, es decir, que T con­
tiene un núcleo por tdm ( obsérvese que en todo torneo los núcleos por tdm 
constan de un solo vértice) y resaltan el siguiente problema: 

Sea T un torneo S-coloreado que no contiene CJ ¿Necesariamente T con­
tiene un núcleo por tdm? 

En 1986 Shen Minggang demuestra que añadiendo otra condición al 
planteamiento del problema, la respuesta a esta pregunta es afirmativa (ver 
[4)). El siguiente es su resultado principal que es una generalización a torneos 
m-coloreados: 

2.2.2. Trayectorias Monocromáticas en Torneos m-Coloreados. 

Teorema 2.6 Sea T un t07"rU!Q m-colorena.o que no contiene TJ ni eJ. 
entonces existe v E V(T) tal que {v} es ntlcleo por tdm. 

Demostración: 

Procederemos por inducción sobre el orden de T. 

1) Si T consta de un vértice el teorema se verifica por vacuidad. Para 
el caso en que V(T) = {x,y} como T es un torneo, entonces (x,y) E F(T) 
( ó bien, (y,x) E F(T)) Y resulta claro que {y} es núcleo por tdm ( ó bien, 
respectivamente {x} es núcleo por tdrn). 

2) Supongamos que el resultado se cumple para todo torneo m-coloreado 
de orden menor Que n. 

3) Sea T un torneo de orden n. Para cada v E V(T) denotemos por 
N(T - v) al conjunto de núcleos por tdm del torneo T - v. Entonces la 
hipótesis de inducción pernúte definir una función f' V (T) ~ V(T) por 
medio de la cual a cada v E V(T), se tiene Que f(v) es un núcleo por tdm de 
T-v. Entonces para cada x E V(T) - {v} existe una tdm dex af(v). 

Probaremos Que podemos considerar a f como una función inyectiva. Para 
ello, supongamoo que J no es inyectiva. Entonces, existen u, v E V(T) tal que 
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",. v y f (u) ~ f( v) de manera que f (u) absorbe a todo x E V(T)- {u} (en 
particular absorbe a v) y f(v ) absorbe a todo x E V(T) - {v } (en particular 
absorbe a u). Como f (u) ~ f (v) resulta claro que f (u) absorbe a todos los 
vértices de T, es decir, {f(u)} es núcleo por tdm de T y el teorema se cumple. 

Por otro lado, supongamos que para algún v E V(T) existe una vf(v) -
tdm. Debido a que f(v) absorbe a todos los vértices de T distintos de v , se 
infiere que f(v) absorbe a todos los vértioes de T . Por lo tanto, {¡(v)) es 
núcleo por tdm de T y de nuevo el teorema se cumple. 

Por lo anterior, podemos asumir que f es una función biyectiva (Recuerde 
Que si A y B son conjWltos finitos con el mismo número de elementos y f es 
una función ta.l que f : A - . B, entonces f es inyectiva. <=> f es biy~Liva) 

y T es un torneo en el cual no existen v f (v) - tdm. Entonces, es posible 
renombrar los elementos de V (T) de la siguiente manera: 

[(Vi) = Vi+ l 

los cuales están particionados en ciclos de la siguiente forma: 

en donde: 

Obsérvese que sólo puede existir un ciclo de ésta forma. En efecto, si 
suponemos que existe al menos otro ciclo L con ésta propiedad, entonces 
el número de vértices que lo conforman es estrictamente menor que n y de 
nuestra hipótesis de inducción se infiere que existe v E L tal que {v} es 
núcleo por tdm del torneo T inducido por los vértices de L. Debido a que 
v E L, existe w E L tal que v ~ f(w) y por tanto existe una wf(w)-tdm en 
T contradiciendo nuestra suposición. 
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Establecida la unicidad, sea (VI , V2, ... , Vn) tal ciclo. Notemos que al no 
existir V¡Vi+l-tdm en T y como T es un torneo, entonces existen las flechas 
(V2, VI), (VJ, 'lI2), ... , (vn) Vn_ I), (VI, vn) coloreadas con al, a2, a3, ... , On 

colores respectivamente. Observemos que si al = ll2 = a3 = .... = a,." en­
tonces (vn, Vn- iJ ... , 1.12, VI = J(vn» es una vn J(v.,)-tdm, contradiciendo nues­
tra supooición de que tales trayectorias no existen. De modo que deben existir 
a.l_1 =F a.l; sin pérdida de generalidad, supongamos que a.l_1 = 1 Y a.l = 2. 
Observemos que existe tma V.I_ IV.l+I-tdm de color b ( puesto que {V.l+ I} es 
núcleo por td.m de T - V.I yen particular absorbe a V,,_I)' Es claro que b -=1= 1 
Y b =F 2 ya que de no ser así; es decir, si b = 1 ó si b = 2, entonces existe 
una V.lV.I+I-tdm de color 1 ó respectivamente existe una V.lV,,+I-tdm de color 
2 contradicienno el RUpUest.O rle que tales trayectorias no existen. Entonces, 
podemoo suponer que b = 3. 

Sea P = (V.I_ l = UI, U2, ... , ut = V,,+I) una V.I_ IV.l+l-tdm de longitud míni­
ma. Oooérvese la siguiente figura. 

v. 

':--"-.' ,.~' .n_. _____ .~ 
v .. , = u, Ih u, u. u, Ur·, u-v,., 

Debido a que T es un torneo, para cada i = 1,2, ... , t existe una flecha 
entre v" y tL¡ (sin importar en qué dirección) y ninguna de ellas es de color 3: 
Claramente. si existe (u,. v.) E F (T) de color 3 ( 6 si existe (v" u.n) E F(T) 
de color 3) entonces (UI, P, Uk) U (Uk, v,,) es una V.I_IV.I-tdm (respectivamente 
(v. , Um) U (tLm, P, ut) es una v"v.l+l-tdm), contradiciendo nuestra suposición 
de que tales trayectorias no existen. Por lo tanto, las flechas entre V.I Y tL¡ (con 
i = 1,2, ... , t) no son de color 3. 
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Finalmente, observemos que existe u¡ E P tal que la Hecha entre v, 
y U¡ y la flecha entre v, y 14+1 son de diferente color. En efecto, existe 
j E {2,3 , ... ,t} tal que la. Hecha entre v, y Uj es de color distinto de L (ya 
que al menos (Ut, v,) E F(T) es de color 2) y entonces podemos considerar 
m = rnín {j I la. Hecha entre v, y Uj tiene color distinto de 1} . Como m > 1, 
la flecha entre v, y Un! tiene distinto color a la flecha entre v, y Um-I j de 
donde, se infiere que los vértices {v" Um, "Um-d fonnan un triángulo con 3 
colores diferentes (es decir, un Tl ó un ~), contradiciendo la hipótesis ini­
cial de que T no contiene T3 ni C3 . Por lo tanto el teorema es válido .• 

Corolario 2.7 Sea T un torneo 2-colorea.do. Entonces existe un vértice v 
en T tal que paro cualquiet otro vértice x de T existe una ~tdm. 

Demostración: 

Como T es un torneo 2-coloreado, entonces T no contiene ni Ca ni Ta Y 
por el 'Thorema 2.6, T contiene un núcleo por tdm .• 

Corolario 2.8 Supongamos que T = {vl,'V2, ... ,vn },Ht ,H2, ... ,Hn son 
torneos ~coloreados que no contienen T3 ni C3. Sea Tun tcrn.eo que se 
obtiene al reemplazar roda vértice Vi de T por H¡, dejando que todas las 
jlecha.s entre H¡ y Hj tengan el mismo color que las flechas entre Vi y Vj, 

pero con direcciones arbitrnrias. Entonces T contiene un núcleo por tdm. 

Demostración: 

Obsérvese que para cualesquiera tres vértices de T , el torneo inducido por 
ellos no puede ser 3-coloreado. Por lo tanto, T no contiene Cl ni T3 Y por el 
Teorema 2.6, tenemos que T contiene un núcleo por tdm .• 

Observación 2.9 Si en el Teorema 2.6 únicamente se pide que T no 
contenga C3, entonces su conclusión no se verifica. Como prueba, damos el 
siguiente contraejemplo. 
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La digráfica anterior, a la que llamaremos G5, es un torneo de orden 5, 

5-coloreado, que no contiene e3. Sin embargo Gs no contiene núcleoo por 
tdm debido a que en ella no existen Vi+ IV¡-tdm ( donde los subíndices i + 1 
son contados módulo 5). Es posible construir contraejemplos más grandes 
con m = 5 agregando vértices a Gs y conectando cada nuevo vértice hacia 

todos los demás por medio de una flecha coloreada con 1. 

Observación 2.10 Si en el Teorema 2.6 se pide solamente que T no 
contenga T3, entonces el resultado es falso. Como prueba se da el siguiente 
contraejemplo: Sea Dn un torneo 4-coloreado con vértices VI, 112, ... , Vn en el 
que las flechas a = (VI, tI2) , b = (tI2, 'UJ), e = (V3, VI) tienen color 1, 2 Y 3 
respectivamente, mientras que las flechas restantes son de la forma (Vi, Vj) si 
i > j, y están coloreadas con 4. Obsérvese la siguiente figura para n = 4 . 

• 
• 

, v, 
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Es claro que Dn es un torneo 4-coloreado que no contiene T3. Sin embargo, 
Dn no contiene núcleos por tdm. En la figura anterior, VI no absorbe a V:l por 
tdm, V:l no absorbe a V3 por tdm, VJ no absorbe a V I por tdm y Vi no absorbe 
aVj por tdm si i > j. 

De las doo observaciones anteriores, tenemos la siguiente. 

Observación 2.11 Si in;::: 5, las condiciones del Teorema 2.6 no pueden 
ser mejoradas. 

2.3. Trayectorias monocromáticas, ciclos monocromáti­

cos y ciclos casimonocromáticos en Torneos 

m-Coloreados. 

En esta sección presentamos algunas condiciones suficientes para la exi&­
tencia de núcleos por trayectorias dirigidas monocromáticas en torneos ro­
coloreados. 

Definición 2.12 Sea D una digráfica m-colorenda y 'Yn = (0,1, 2, ... , n-

1,0) un ciclo dirigido contenido en D. Decimos que 'Yn es <!:(D)-monocromático 
si existe un conjunto 

{Ji = (i , i + 1) E F(<!:(D) 1 i E {l, ... , n} tomado mod n} 

de ftechas coloreada.s con el mismo color. 

En lo que resta de este capítulo necesitaremos los siguientes resultados, 
de los cuales no daremos sus demostraciones por considerarlas demasiado 
extensas, pero el lector interesado en ellas puede consultar las referencias 
indicadas. 

Teorema 2.13 (H. Galeana,.Sánch ... y Neumann-Lar. 171 ) Si D es una 
digtÚfica núcleo imperfecta crítica entonces no existe partición alguna {VI, V2 } 

de V(D) tal que D!V1o V,I <; Sym(D) donde D [Vi , 11,1 = { tiV E F(D) 1 } 
uE V" vE V2 

, en otros palabras, Asym(D} es fuertemente conexa. 
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Teorema 2.14 (Berge y Duchet [81) Una dignifica rompleta es núcleo 
perfecta si y sólo si cualquier ciclo dirigido contiene al. menos una flecha 
simétrica. 

Teorema 2.15 ( H. Galeana,.Sánchez y Rajsbaum [9]) SeJJ. T un tOrneIJ 

hamiltoniano con n vértices 11 i un ciclo dirigido hamütoniano contenido 
en T. Pam roda k (3 :;; k :;; n - 1) existe un ciclo dirigido de longitud k 
(denotado por ,,) ronlenido en T tal que [F(-y,) n F(-y) [ ~ 1. 

'Ieorema 2.16 Sea T un torneo m·colomuW. Si cada ciclo dirigido con­
tenido en T de longitud a lo más 4 es un ciclo ca.simonocromático, entonces 
I!(T) es núcleo perfecta. 

Demostración: 

Procediendo por reducción al absurdo supongamos que I!:(T) no es m1c1eo 
perfecta. Como I! (T) es una digráfica completa se sigue del 'Thorema 2.14 que 
existe un ciclo dirigido contenido en Asym(C!:(T». 

Sea 'Y = (ZO, Z¡, ... , Zm-l, zo) un ciclo dirigido de longitud mínima ID con­
tenido en Asym( I!:(T» . Para concluir la prueba necesitamos demostrar varias 
proposiciones en el orden siguiente: 

(a) , ~ T. La definición de "1 implica que , ~ Asym(I!(T)) y como T es 
un torneo con V(T ) = V(<!:(T)) se sigue que , ~ T. 

(b) lh) = m ~ 5. Procediendo por reducción al absurdo, supongamos 
que lb) :$ 4. Como ¡ ~ T, de nuestra hipótesis se sigue que 'Y es un ci­
clo casimonocromátiCOj sin pérdida de generalidad podemos suponer que las 
Hechas 

{(Z¡, Z.+l) E Fh) [ i E {O, 1, ... ,m - 2}} 

están coloreadas con el mismo color. De modo que (ZO, Z¡, .. . ,Zm_ l ) es una 
tdm. Se deduce que (Z¡¡, Zm- l) E F(I?:(T)) Y entonces (Z,n-l, Z¡¡) E 
F (Sym(<!:(T )) n "1) lo cual es una contradicción. 

(e) 'Y no es monocromático. Por reducción al absurdo, supongamos que 'Y 
es un ciclo dirigido monocromático, entonces (ZO, ziJ ... , Zn¡-l) es una tdm y por 
este motivo (Z¡¡ , Zm-l) E F(<!:(T)) , de modo que (Zm- h Z¡¡) E F(Sym(I?:(T))) n 
F( 'Y) lo cual es una contradicción. 
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(d) Parncualesquiem Z;,Zj E V (-¡) tales quej 1. {i-l , í + 1} se tíeneque 
{(z; ,Zj),(Zj,Z;)} ~ F(<!:(T» . Sean Z;,Zj E V(-¡) tales quej 1. {í - 1,i+ l.}. 
Como {z; , Zj} ~ V(T), al menos una de las dos Hechas (Z;,Zj) Ó (Zj,z;) 
está oontenida en el torneo T. Supongamos sin pérdida de generalidad que 

(Zi, Zj) E F(T). Entonces l' = (Z¡, Zj, Zj+l, "', Z¡_l , Z¡) (con notación mod m) 
es un ciclo dirigido con 1(1) < I(-¡). Se deduce de la definición de , que 
1 ~ Asym(<!:(T» , de aqui que (zj, Z;) E Sym(<!:(T». 

z" 

{ 
z¡ 

Como 'Y no es un ciclo monocromático, existen dos flechas consecutivas 
contenidas en I con colores diferentes. Digamos que la flecha (Zo, Zl) es roja 
y la Hecha (z\, z,) es azul. 

(e) (z",..) 1. F(T). Procediendo por reducción al absurdo supongamos 
que (Z2 , ZO) E F (T), entonces "'Ya = (ZO, Z¡, Z2, zo) es un ciclo dirigido de lon­
gitud 3 oontenido en T. La. hipótesis del Teorema 2.1 implica las siguientes 
posibilidades, (z",..) es roja ó (z",..) es azul. Si (z",..) es roja, entonces 
(z",.., Zt) es una tdm, de aqui que (z" z,) E F (<!:(T)) contradiciendo el 
hecho de que , ~ Asym(<!:(T)). Si (z",..) es azul, entonces (z" z",.. ) es 
una tdm, de aqui que (z" zo) E F(<!:(T» contradiciendo el hecho de que 
, ~ Asym(<!:(T)). Así que; (z",..) 1. F(T), sin embargo la proposición (d) 
implica que (z",..) E F(<!:(T)). Se deduce que existe una tdm de longitud al 
menos 2 de Z2 a Zo contenida en T. Sea Ct = (Z2 = 0, 1,2, ... , P = zo) dicha 
trayectoria ( con p ;' 2). 
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Z1 

/ 
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Zo = P p-1 p-2 p-3 3 2 1 Z2 = O 

(1) a no es aZ1/L Si (): AA amI, entonces (Zl: .2'2) U Q es una tdm y se deduce 
que (Z¡, zo) E F(!!(T)) lo cual es una contradicción al hecho de que 'Y ~ 
Asym(!!(T)) . 

(9) a no es roja. Si a es roja, entonces a U (zo, Zl) es una tdm y se deduce 
que (Z2, Zl) E F(!!(T)) lo cual es una contradicción al hecho de que 'Y ~ 
Asym(!!(T)) . 

En lo que sigue podemos suponer (sin perder generalidad) que a es negra. 
(h) Pam cada i ~ O tal que tal que 2i < p, se tiene que (zl,2i) E F(T). 

Procediendo por reducción al absurdo supongamos que existe i ~ O tal que 
2i < p y (zl,2i) rt F(T). Sea 2io = mín {2i I (zl,2i) rt F(T) (O:::; 2i < p)}. 
Como O = Z2 Y (Zl , Z2 ) E F(T) se sigue que 2io > O Y 2io - 2 2 o. De aquí 
que (z¡,2io - 2) E F(T), (zl,2io) rt F(T) Y (2io, Zl) E F(T). 

Z1 

p = Zo Z2 
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Sea 14 = (Z., 2io - 2,2io - 1, 2io, zt) . Las propiedades anteriores implican 
que '14 es un ciclo dirigido de longitud 4 contenido en T con dos flechas negras, 
denotadas por (2;' - 2, 2io - 1) Y (2io-l, 2io). La hipótesis del Teorema 2.16 
implica que "f4 es un ciclo casimonocromático y entonces al menos una de las 
flechas (z¡,2io-2) Ó (2io,z¡) es negra. 

S() 
(

2iO-2,2iO-1,2iO, .. ) 
i z¡,2io - 2 es negra, entonces (z¡, 2io - 2)U .. . , p = Zo 

es una tdm, de aquí que (z" ",) E F(<!:(T)) contradiciendo el hecho de que 
'Y ~ Asym(<!:(T)). 

Si (2io,z¡) es negra entonces (Za = O,l , ... , 2io)U (2io,Zt) es una tdm 1 de 
aquí que (Z2,Z,) E F(<!:(T)) contradiciendo el hecho de que 'Y ~ Asym(<!:(T)) 

Concluiremos la prueba del Teorema 2.16 analizando los casos en que p es 
par y p es impar. 

Casol: p es par. En este caso p - 2 también es par y como p ~ 2 tenemos 
que p - 2 ~ O. La proposición (h) implica que (z"p - 2) E F(T). Asr, 'Y. = 
(z¡,p- 2, p-l,p, ZI) es un ciclo dirigido de longitud 4 contenido en T con al 
menos dos flechas negras, denotadas como (p - 2,p - 1) Y (P - l,p). Como 1'4 
es un ciclo casimonocromático se sigue Que (Zl'P- 2) es negra (obsérvese que 
(p,zt) = (ZO, zt) es roja), yen consecuencia (z¡,p-2,p- l ,p = zo) es una tdm, 
de modo que (z"",) E F(<!:(T)) lo cual contradice que , ~ Asym(<!:(T)). 

" 

Z~=p p-I 

Caso2: p es impar. Primero necesitamos demostrar las siguientes proposi­
ciones. 
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(i) Si p es impar, entonces para cada i 2: ° tal que 1 ~ 2i + 1 ~ p, se 
tiene que (2i + 1, Zl) E F(T). Procediendo por contradicción, supongamos 
que existe i 2: ° tal que 1 ~ 2i + 1 ~ p pero (2i + 1, Zl) c:j: F(T) . Sea: 

2io+ 1 = máx{2i + 11 (2i + 1, Zl) ~ F(T)(l ~ 2i + 1 ~ p)} 

ZI 

/ 
o • • 

~ 
~ 

2io+3 2io' 2 2io. r Z2 = o 

Como p = Zo y (zo, Zl) E F(T) se deduce que 2io + 1 < p. De manera que 
(2io + 3, z¡) E F(T) Y (Zl, 2io + 1) E F(T). 

Sea 14 = (z¡, 2io + 1, 2io + 2, 2io + 3, Zl). Lo establecido arriba implica que 
14 en un ciclo dirigido de longitud 4 contenido en T con dos flechas negras, 
denotadas como (2io + 1, 2io + 2) Y (2io + 2, 2io + 3) . La hipótesis del Teorema 
2.16 implica que 14 es un ciclo casimonocromático y entonces al menos una 
de las dos flechas (Z¡, 2io + 1) ó (2io + 3, Zl) es negra. 

Si (Zl, 2io + 1) es negra, entonces (Zl, 2io + 1) iJ (2io + 1, 2io + 2, ... ,p = zo) 
es una tdm, de aquí que (z¡, zo) E F{<!:{T)) contradiciendo el hecho de que 
1 ~ Asym(<!:(T)) . 

Si (2io + 3, Zl) es negra, entonces (Z2 = 0,1, .. . , 2io + 3) U (2io + 3, Zl) 
es una tdm, de aquí que (Z2, Zl) E F(<!:(T)) contradiciendo el hecho de que 
1 ~ Asym(<!:(T)) . 

(j) Si p es impar, entonces (1 , Zl) E F(T) es azul. Se sigue directamente 
de la proposición (i) que (1 , Zl) E F(T). De manera que 13 = (Zl, Z2 = 0,1, Zl) 
es un ciclo dirigido de longitud 3 contenido en T. Puesto que la flecha (Zl, Z2) 
es azul, la flecha (0,1) es negra y 1 3 es un ciclo casimonocromático (por la 
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hipótesis del Teorema 2.16), se deduce que la flecha (1, ZI) es azul ó la Hecha 
(1, ZI) es negra. 

z, 

Si la Hecha (1, z¡) es negra, entonces (ZO , 1, z¡) es una tdm, lo cual implica 
que (ZO,ZI) E F(C(T)), contradiciendo el hecho de que "1 ¡; Asym(C(T)). 
Concluimos que (1, Zt) es azul. 

(k) Si p es impar, entonces (z¡,p -1) E F(T) es roja. Como p es impar, 
entonOOlp -1 es par y l. proposición (h) implica que (zl,p- l ) E F(T). De 
modo que "Y3 = (zt, p - 1,p, z¡) es un ciclo dirigido de longitud 3 contenido 
en T . Como (Zo,Zt) = (P,Zt) es roja, (p - l , p) es negra y 1'3 es un ciclo 
casimonocromático (recuerde la hipótesis del Teorema 2.16), se sigue que la 
Hecha (z¡,p-I) es roja ó la flecha (z¡, p-I) es negra. Si la flecha (z¡, p- I) es 
negra, entonces (z¡,p- l ,p) es una tdm, lo cual implica Que (ZlJ p) E F«!:(T», 
contradiciendo el hecilO de que "1 ¡; Asym(<!:(T)). Concluimos que (z¡,p - 1) 
es roja. 
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Z2 ~ o 

Concluimos la prueba del Teorema 2.16 analizando los siguientes dos sub­
casos. 

Subcaso 2(a): (I ,p) E F(T). En este caso '14 = (l ,z" p - l , p, l) es un 
ciclo dirigido de longitud 4 contenido en T cuyas flechas son coloreadas con 
por lo menos 3 colores «zo, z¡) es roja, (z¡, Z2) es azul y (0, 1) es negra) 
oontradiciendo la hipótesis del Teorema 2.16. 

. .... 

p = Zo Z1 = o 

Subcaso 2(b): (p, 1) E F(T). En este caso '14 = (I ,z"p - I,p, 1) es un ciclo 
dirigido de longitud 4 contenido en T cuyas flechas son coloreadas con por lo 
menos 3 colores ( la proposición U) implica que (1, ZI) es azul, la proposición 
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(k) implica que (ZI.P - 1) es roja, y (p - 1,p) es negra) contradiciendo la 
hipótesis del Teorema 2.16 .• 

'Thorema 2.17 Sea T un torneo m-coloreado tal que cada ciclo dirigido 
de longitud 3 contenido en T es un ciclo nwnocromé.tico. Entonces ~(T) es 
uno digráfiro núcleo perfecta. 

Demostración: 

Primero demostraremos que cada ciclo dirigido de longitud 4 contenido en 
T es un ciclo casimonocromático. 

Sea 1'4 = (0,1,2,3,0) un ciclo dirigido de longitud 4 contenido en T, y 

supongamos que 1'4 no es monocromático. Podemos suponer ( sin pérdida de 
generalidad) que las flechas (O, i) Y (1, 2) tiellellllSigllad06 diferentes colores; 
digamos que (0,1) es roja y (1,2) es azul. 

Afinnamos que las flechas (2, 3) Y (3, O) tienen asignado el mismo color. 
Supongamos para llegar a una contradicción que las flechas (2,3) Y (3, O) 
tienen diferentes colores. Así, si (0,2) E F(T) entonces el ciclo dirigido de 
longitud 3 contenido en T, 1'3 = (2, 3, O, 2) no es monocromático lo cual 
contradice la hipótesis del teorema. 

Si (2, O) E F(T) , entonces el ciclo dirigido 'Y3 ~ (2,0, 1,2) de longitud 3 
contenido en T no es monocromático, de nuevo una contradicción. 

Afirmamos que las flechas (2,3) Y (3, O) son ambas rojas ó ambas azules. 
Procediendo por reducción al absurdo, supongamos que dichas flechas tienen 
el mismo color, pero Que no es ni azul ni rojo, digamos que tienen color negro. 
Si (1,3) E F(T) , entonces 'Y3 ~ (1 , 3,0,1) es un ciclo dirigido de longitud 3 
contenido en T, pero que no es monocromático, contradiciendo la hipótesis 
del teorema. Del mismo modo, si (3, 1) E F(T), entonces (3, 1, 2, 3) es un ciclo 
dirigido de longitud 3 contenido en T que no es monocromático, de nuevo una 
contradicción. 

De manera que las flechas (2, 3) Y (3, O) son ambas rojas ó ambas azules. En 
cualquier caso, 1'4 es un ciclo casimonocrolliático. Directamente del Teorema 
2.16 se deduce que It(T) es una digráfica núcleo perfecta .• 

'Thorema 2.18 Sea T un torneo m-coloreado tal que cada ciclo dirigido 
de longitud 3 contenido en T es ~(T}-monocromático. Entonces ~(T) es una 
digráfiro núcleo perfecta. 
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Demostración: 

Como e:(T) es una digráfica completa, se sigue del Teorema 2.14 que es 
suficiente probar que cada ciclo dirigido contenido en t.(T) contiene al menos 
una Hecha simétrica. Sea 'Y un ciclo dirigido contenido en t.(T) y por reducción 
al absurdo supongamos que , ~ Asym( e:(T) ). Se sigue que , ~ T El ciclo 
dirigido, es un ciclo dirigido bamiltoniano del torneo T[V(e:)] = 1". Se sigue 
del Teorema 1.15 Que existe un ciclo dirigido "13 de longitud 3 contenido en 
1", tal que jF(-Y3) n F(-y)] ;;, 1. Como '3 es e:(T)-monocromático se sigue que 
'3 ~ Sym(e:(T)), y así F(-y) n F(Sym(e:(T))) # 0 . • 

'Thorema 2.19 Sea T un torneo m-coloreado con p vértices tal que existe 
una dignlfo» íl con V(T) = V(l/) , e:(T) ~ H Y <!(H) es una dignlfo» núcleo 
imperfecta critica. Si existe k (con 4 $ k $ p) tal que para cualquier cido 
dirigido de longitud k contenido en T es <!(H)-monocromátiro, entonces cada 

ciclo dirigido de longitud k - I contenido en T es <!( H) -monOC1'011Últico. 

Demostración: 

Sea T un torneo m-ooloreado Que cumple oon las hipótesis del teorema y 
sea 'Yk- l = (ZO. Zl. Z2 •... , Zk_2, ZO) un ciclo dirigido de longitud k-l oontenido 
en T ( oon 3 ::; k - 1 ::; P - 1) . Analizaremos los siguientes casos posibles: 

Caso 1: Eixiste un vértice w E (V(T) - V(-Y'_I)) tal que 
{(z , w) E F(T) I z E V (-Y'_I)} # 0 y {(w, z) E F(T) I z E V(-Y'_I)} # 0. 

Sin pérdida de generalidad, supongrunos que (zo, w) E F(T) Y sea i = 
mín (j E {1, ... , k - 2} I (w, Zj) E F(T)} (la elección de w implica que i es­
lA bien definido). Se sigue de la definición de i que (Z¡- h w) E F(T) Y 
(w,z¡) E F(T). De aquí que (Z¡_I ,W,Z¡) U (Z¡, "_,, Z¡- I) es un ciclo dirigi­
do de lOngitud k contenido en T y la hipótesis del Teorema implica Que es 
t.(H)-monocromático y digamos Que es de color azul. Por otra parte, puesto 
que existe un conjunto de flechas azules en <!(T) , a decir {(Z¡- I, w), (w, Z¡)} , se 
in6ere que existe una 8ecba azul en <!(<!(H)) = <!(H) de Z¡- I a Z¡ . Concluimos 
que existe un conjunto de flechas de ( (H) , a decir 

(f, = (Z¡,Z¡+I) I i E {O, 1, .", k - 2} (tomado mod k - 2)}, coloreadas de 
azul De manera Que el ciclo 'Yk-l es ( (H)-monocromático. 
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Caso 2: Para cualquier vértice w E (V(T) - Vh'k- l)), se tiene al menos 
una de las siguientes proposiciones: 

Denotemos por: 

{(z,w) E F(T) I z E Vh'k- l)} = 0 
ó 

{(w, z) E F(T) I z E Vh'k-l)} = 0 

Ví = {w E V(T) - V(¡k-l) I {(w, z) E F(T) I Z E Vh'k-l)} = 0} 

y 

V2 = {w E V(T) - V(¡k-l) I {(z, w) E F(T) I z E Vh'k-l)} = 0} 

Caso 2(a): V2 = 0. 
Dado que k - 1 ~ IV(T) I - 1 Y Ví U V2 = V(T) - V(,k-l) se sigue que 

Ví =1= 0. Sea NI un núcleo de (!( H) [Ví] (dicho núcleo existe puesto que (!( H) 
es una digráfica núcleo imperfecta crítica). Obsérvese que la definición de Ví 
implica que para cada w E Vi y cada z E Vh'k-I), se tiene que (z, w) E F(T). 
De aquí que NI es un núcleo de (!( H) contradiciendo el hecho de que (!( H) 
es núcleo imperfecta crítica. 

Caso 2(b): V2 =1= 0 y Vi = 0. 
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Dado que k - 1 S ¡V(T) I - 1 ~ ¡V(<!(H))I - 1 Y <!(H) es una digráfica 
núcleo imperfecta crítica, se sigue que <!(H) Whk-l )1 tiene un núcleo. Sea 
NI diellO núcleo. Se sigue de la definición de lI2 Que para cada w E V2 y cada 
Z E V("Yk_t). se tiene que (w, z) E F(T). De manera que NI es un núcleo de 

(t(H). De nuevo una contradicción. 
Caso 2(c)c V, # 0 y VI # 0. 
En éste caso, tenemos que (VI U Vhk-l) , V,) es una partición de V(T) ~ 

V(H) ~ V(<!(H)) . Como <!(H) es una digráfica núcleo imperfecta crítica, se 
sigue del Teorema 2.13 que Asym(I!(H». La definición de V2 implica que no 
existen flechas de V(-Yk_ J) a V2 contenidas en T, por consiguiente existe al 
menos una Hecha de VI a V2 contenida en Asym(í:(H)) (Obsérvese Que si 
(u, v) e Asym(<!(H) ), eotooccs (u, v ) E F(T) ). 8"" (x, y) una flecha de VI a 
V, contenida en Asym( <!( H)). 

Claramente '"'(le = (Zo,x ,y,Z2) U (Z2,I'k_I,ZO) es un ciclo dirigido de lon­
gitud k contenido en T ( la definición de \tí implica que (Zo , x) E F(T ) 
Y la definición de V, implica que (y, z,) E F(T). Se sigue de la hipótesis 
que "tic es un ciclo I! (H)-monocromático. En consecuencia, existe una yx­
tdm contenida en <!(H), y entonces (y, x) E F(<!(H)) contradiciendo que 
(x,y) E Asym(<!(H)) .• 

El siguiente es un resultado general que puede ser usado para obtener 
condiciones suficientes con las cuales I!(T) es una digráfica núcleo perfecta. 

'Ieorema 2.20 Sea T un torneo m-coloreado con p vértices. Si existe 
algún k (con 3 ~ k ~ p) tal que se cumple una y s610 una de las siguientes 
proposiciones: 

(i) Paro cada torneo m~coloreado 1" ~ T tal que T no contiene ciclos 
dirigidos de longitud k, se tiene que <!(T') es una digrdfica núcleo perfecta. 

(ii) Cada ciclo dirigido de longitud k contenido en Tes <!(T)-monocromá­
tico. 
Entonces, <!(T) es una digrdfica núcleo perfecta. 

Demostración: 

Procediendo por reducción al absurdo, supongamos que ([(T) no es una 
digráfica núcleo perfecta. Entonces, por el teorema 1.45 existe Huna subdi­
gráfica inducida de ([(T) tal que es una digráfica núcleo imperfecta crítica. 

70 



Sea T" ~ T [V(H)I y supongamos que se cumple la hip6resis (i). De 
manera que si TH no contiene ciclos dirigidos de longitud k, entonces f!(TH) 
es una digráfica núcleo perfecta y en consecuencia C!.(TH) tiene un núcleo que 
también resulta ser un núcleo de H ( debido a que rt.(T H) ~ H). w cual es una. 

contradicción. Se sigue que TH contiene un ciclo dirigido de longitud k y la 
hipótesis (n) implica que dicho cielo dirigido es ct(T)-monocromático. Cuando 
k = 3, se deduce del Teorema 2.18 que <!.(TlI) es una digráfica núcleo perfecta 
cuyo núcleo también es un núcleo de H . De nuevo una contradicción. 

Cuando k ~ 4, se cumplen las hipótesis del Teorema 2.19. En efecto, con­
siderando nuestra subdigráfica H y T = Tll, se verifica que V(T}l) = V(H), 
I!(TII) <;; H ,I!(H) es núcleo imperfecta crítica (observemos que I!(H) ~ H), . .... ..,. 
y cada ciclo de longit.ud k contenido en TJJ es I!(T)-monoc.romático y por 
tanto C!.(H)-monocromático (debido a que H es una subdigráfica inducida de 
tl(T». Aplicando el Teorema 2.19 repetidas veces obtenemos que cada ciclo 
dirigido de longitud 3 contenido en TII es I.!(H).monocromático. 

Veremos que H es núcleo perfecta. Por reducción al absurdo supongamos 
que H no es núcleo perfecta. Por el Teorema de Duchet (Teorema 2.14) 
existe 'Y un ciclo dirigido asimétrico contenido en H. Observemos que 'Y ~ TH, 
entonces por el Teorema 2.15 existe 'Y3 un ciclo dirigido de longitud 3 con­

tenido en TfI tal que [Fh,) n Fh)1 '" 1. Ahora bien, como " es I! (T)­
monocromático, entonces 'Y3 es simétrico en I!:(T) y por lo tanto 'Y tiene aJ 
menos una flecha simétrica en H , contradiciendo que 'Y ~ Asym( H). Por lo 
tanto H es núcleo perfecta, lo cuaJ contradice que H es núcleo imperfecta 
crítica._ 

Si en el Teorema 2.16 sólo pedimos que cada ciclo dirigido de longitud 3 
contenido en T sea casimonocromático, no podemos asegurar la veracidad de 
la conclusión. 

Por ejemplo, el torneo es dado por Shen Minggang en [41 (ver figur.!), es 
un torneo 5-coloreado, de orden 5, en el cuaJ cada triángulo dirigido contenido 
en T es un ciclo casimonocromático. Pero Gs no contiene un núcleo. En efecto, 
no existen Vi+lvrtclm contenidas en Gs. 
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Figura 1 

2 

Figura 2 

2 

2 

La figura 2 muestra que la condición de Shen Minggang no implica la 
condición del Teorema 2.16 y la figura 3 muestra que la hipótesis del Teorema 
2.16 no implica la condición de Shen Minggang. En consecuencia, si m ~ 5, 
la condición del Teorema 2.16, "cada ciclo dirigido de longitud a lo más 4 
es un ciclo casimonocromático" no puede ser mejorado. El artículo de Shen 
Minggang (ver [4]) concluye con la mención de que para los casos m = 3,4 de 
la conjetura de Sands, Sauer y Woodrow [2] es todavía un problema abierto. 
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2 2 

3 2 

2 

Figura 3 

Sin embargo, en [3J Hortensia Galeana y Rocío Rojas prueban que para 
cada n ~ 6, existe un torneo Tn 4-coloreado de orden 6 que satisface las 
siguientes dos condiciones: (1) Tn no contiene C3 (ciclos dirigidos de longitud 
3 cuyas flechas son coloreadas con tres diferentes colores) y (2) Tn no con­
tiene núcleos por trayectorias dirigidas monocromáticas, lo cual da respuesta 
parcial a la conjetura planteada por Shen Minggang en su artículo de 1988. 

En [3J Galeana y Rojas construyen una familia de contraejemplos del pro­
blema para m = 4 cuyos detalles se dan en la demostración del siguiente 
teorema. 

Teorema 2.21 Para cada n ~ 6 existe un torneo 4-coloreado de orden n 
que satisface las siguientes dos condiciones: (1) Tn no contiene C3 y (2) Tn 

no contiene núcleos por trayectorias dirigidas monocromáticas. 

Demostración: 

Para n = 6, el torneo T6 de la figura 4 es un torneo 4-coloreado, de orden 
6, que no contiene ciclos dirigidos de longitud 3 y 3-coloreados . Tampoco 
contiene núcleos por trayectorias dirigidas monocromáticas. En efecto, no 
existen trayectorias dirigidas monocromáticas de Vi+l a Vi, donde la notación 
es tomada módulo 6. 

Pueden construirse torneos 4-coloreados de mayor orden y con las mismas 
propiedades de T6 cuando por cada nuevo vértice V se agregan flechas 1-
coloreadas de V hacia los vértices anteriores como se ilustra en la figura 
5 .• 
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v, J v, 

Figum -4 

v 

v. 

Flgtml 5 

El caso para m = 3 al momento de escribir esta tesis, sigue siendo un 
problema abierto. 

2.4. Conclusiones. 

Si bien la condición del Teorema 2.16 (cada ciclo contenido en T de longi-
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tud a lo más 4 es casimonocromático) no es una generalización de las condi­
ciones de Shen Minggang (Teorema 2.6) podemos concluir que la introducción 
de los conceptos de cerradura transitiva y ciclos casimonocromáticos hacen de 
este teorema un resultado más fuerte y en cierto sentido más general debido 

a que no sólo podemos deducir la existencia de un vértice absorbente en el 
torneo sino que también en cualquier subdigráfica inducida. de su cerradura 
transitiva. Sin embargo en el siguiente capítulo se verá un resultado del cual 
los Teoremas 2.6 y 2.16 son dos casos particulares. 

75 



Capítulo 3 

Vértices absorbentes en Torneos 

m-Coloreados 

3.1. Resumen 

Sea T un torneo cuyas flechas son coloreados con k colores. Llamamos a un 
subconjunto X de vértices de T absorbente si desde cada vértice de T que no 
está en X existe una trayectoria dirigida monocromática a algún vértice en X. 
Este capítulo comienza con algunas preguntas acerca de la mínima dimensión 
que puede tener un conjunto de vértices absorbentes en un torneo k-coloreado 
y después se abordan los principales resultados del capítulo anterior mediante 
dos nuevas aproximaciones generalizando algunos resu1tados conocidos. En 
particular, el Teorema 3.18 nos muestra que un multitomeo mínimo asociado 
a un torneo T, es una estructura tal que si sólo se le pide que no contenga e3 

se concluye que T contiene un vértice absorbente y el Teorema 3.23 generaliza. 
los Teoremas 2.6 y 2.16 del capítulo anterior. Todo este capítulo se ocupa de 
torneas finitoo, pero el lector interesado en los infinitos puede consultar [6]. 

3.2. Introducción. 

Conviene al lector recordar aquí algunos conceptos establecidos en Jos capí­
tulos anteriores así como algunas notaciones Que utilizaremos frecuentemente. 
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Una gráfiro dirigida ó Dígráfica D = [V(O) , F(D)] consta de un conjunto de 
vértices V(D), cuyas flechas son parejas ordenadas (x , y) de vértices distintos. 
Dadas dos digráficas O y 0', O' es una subdigráfiro de O si V(O') ~ VeD) 
y F(O' ) ~ F(O). Si X ~ VeD) , denotamos por O ]X] la subdigráfica de 
D inducida por X ; es decir, la digráfica IX, F(O) n X x X]. Si no hay lu­
gar a confusiones, escribimos V en lugar de VeO) y F en lugar de F(O). 
Una trayectoria (dirigida) que conste de n vértices distintos Xo,X!, ... ,Xn la 
denotamos por (xo . XI, , . . , Xn) y si además es monocromática utilizamos la 
Dotación xoxn-tdm para abreviar que entre Xo y z" existe una trayectoria 
dirigida monocromática. Una trayectoria (xo , x I, .. . ,xn ) con (xn,xo) E F es 
un ciclo de longitud n+ 1 ó un (n+ 1 )-ciclo. Una k-coloraci6n de una digráfica 
D = [V, FI es UD mapeo de F en el conjWlto {D , '0', k - 1}. Entonces, deci­
IllOS que D es k-colorooda. Una subdigráfica D' (no necesariamente inducida) 
de D es monocromática si todas sus flechas t ienen el mismo color . Se dice 
que una digráfica es casimonocmmática si a lo más una de sus flechas tiene 
un color diferente de las demás. Una digráfica es policromátiro si al mellOS 

tres colores aparecen en sus flechas. Un subconjunto X de V es absorbente si 
desde cualquier vértice de ~ V existe un trayectoria dirigida monocromáti­
ca a algún vértice en X; un vértice absorbente se define análogamente. Un 
romeo T = [V(T) , F(T)] es una digráfica tal que (x, y) E F(T) si y sólo 
si (y, x) r;. F(T). Podemos llamar a cualquiera de los dos torneos ron tres 
vértices una tema. 

Dado que un conjunto absorbente siempre existe en un torneo k-roloreado 
T, es natural preguntarse qué tan pequeño puede ser. 

Esta pregunta fue hecha por primera vez en [2J. Los autores consideran el 
caso de digráficas y prueban lo siguiente: 

'Thorema 3 .1 Cualquier digráfica 2-coloreada sin myos monocromáticos 
contiene un conjunto que es absorbente y sin lmyectorias monocromáticas 
entre sus elementos. 

Se sigue de este teorema que cualquier torneo 2-coloreado sin rayos monocro-

máticos contiene un vértice absorbente. Esto lleva a los siguientes proble­
mas abiertos: 
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Problema 1 (Atribuido a Erd6s en [2j) ¿Existe unafuncitJn abs : w -- w 
tal que paro cada k < w, cualquier torneo finito k-colormdo tiene un conjunto 
absorbente de tama1io a lo más abs(k)? 

Si dicha función abs existe, entonces el Teorema 1 de [2J implica que 
abs(2) = 1, Y un ejemplo dado en dicho artículo muestra que abs(3) ~ 3. 

Problema 2 ([21). ¿Cualquier' torneo finito J-coloreado sin J-ciclos poli­
cromáticos contiene un vértice absorbente? 

En [51 Y en [4], el problema 2 es abordado para cualesquiera k colores. 

Recordemos algmlOS de los resultados principales del capítulo anterior. 

Teorema 3.2 [4[ 

1. Paro cualquier k, cada torneo finito k-coloreado sin temas policromáti­
ros contiene un vértice absorbente. (ver el Teorema 2.6) 

2. Paro cada k ;::: 5 existe un torneo finito k-coloreado sin 3-ciclos poli­
cromáticos que no contiene un vértice absorbente. (ver la Observación 2.9) 

Teorema 3.3 [51 Si cada ciclo dirigido de longitud a lo más 4 contenido 
en un lomeo k-coloreado Tes casimonocromático, entonces T tiene un vértice 
absorbente. 

Estos teoremas conducen a que para cualquier s ;::: 4 , las hipótesis gener­
alizadas pueden ser llamadas 1t1l y enunciarse de la siguiente manera. 

Hipótesis 1t, . 

• 1i3 es la hipótesis del Teorema 2.1 : Cualquier terna es casimonocromáti-

ca. 

• Para cada s ;::: 4, cada ciclo de longitud s es casimonocromático y 

ningún ciclo de longitud menor que s es policromático. 

Consideraremos los Teoremas 3.2(1) y 3.3, para torneos finitos, por medio 
de dos nuevas aproximaciones. Éstas consisten en asociar cada torneo colo­
reado con una nueva estructura¡ un multitornoo en un caso, y una digráfica 
subyacente en el otro. Concluiremos el Capítulo 3 relacionando las dos. 
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3.3. Primera aproximación: Multitorneos. 

En lo que sigue necesitaremos más notación. Sea D = [V, F] una digráfica 
k-coloreada. Para x i= y, x --Jo y denota que (x, y) E F, Y si la flecha (x, y) 
está coloreada con el color i, escribimos x --+i y. Análogamente, x ::::::;. y 
denota que existe una trayectoria dirigida monocromática de x a y, y si es 
una trayectoria de color i, escribimos X::::::;.i y. También por analogía, x ~ y 

denota que no hay trayectorias dirigidas monocromáticas de x a y. En lo que 
resta del capítulo sólo consideraremos torneos finitos. 

Definición 3.4 Paro cada torneo k-coloreado T = [V, FJ definimos el 
multitonleo asociado T = (To. T¡, O", n - I) como sigue. Para cada i. la 
dignifica 1; ~ [V, F(T;)] es tal que para x, y E V ron x f y, (x, y) E F(T;) 
exactamente cuando x ===}i y. 

Ejemplo: 

2 

, 
T 

, , 

T3 

Observemos que cada 11 es transitiva porque es la cerradura transitiva de 
la digráfica inducida por las flechas de color i en T. Más aún, T es completa; 
es decir. para cualquier x f; y E V existe un colod tal que (x, y) ó (y, x) (ó 
ambas) es una flecha de T¡. &: posible quitar flechas de T al mismo tiempo 
que se preserva la completez de T y la transitividad de cada Ti. Esto conduce 
a la noción de multitorneos mínimos de T. 
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Definición 3.5 Sea U = (UD , ... , Uk - 1) obtenido de T quitando flechas 
de cada T¡. Semejante multitorneo es llamado mínimo si ninguna de sus 
flechas puede ser removida sin destruir la completez de U, 6 la transitividad 
de cada Ui (6 ambas). 

Ejemplo: 

V1 2 V2 

V4 3 V3 

U 

U es un multitorneo IJÚnimo asociado a T. 

Es importante observar que un multitorneo mínimo U obtenido de un 
multitorneo T en general no es único. El lector puede comprobar que los 
siguientes multitorneos también son IJÚnimos obtenidos del ejemplo de la 
página anterior. 

VI ,2 V.:t VI J V.:t 

J .7 J J 

V.¡ Vs V.¡ .'1 
Vs 
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Es conveniente hacer notar al lector que un multitorneo núnimo puede 
admitir flechas múltiples y/o flechas simétricas como lo muestra el siguiente 
ejemplo. 

VI .2 V2 VI .2 V2 VI .2 Vi! VI .2 va 

~ / 

~, " "J/ / {> "-
K 2 Y" 2 1 

3 1 2 
~ 

/ "- ~ '" v~ V3 V4 V3 V4 V3 V~ 1 V3 

1 
l' '1' V, Ui! 

Por último notemos que dados x , y, z E V tales que (x , y) E F(Ui ), (y, z) E 
F(U¡,) y 

(z,x) E F(Ui ,,), xyz es un 3-ciclo poli cromático de U si i,i' e i" son <lis­
tintos. En el ejemplo anterior, el multitorneo mínimo U2 contiene el 3-ciclo 
policromático (VI, V2, V4, VI)' 

El siguiente es el resultado principal de la aproximación por multitorneos. 

'Thorema Sea T = [V, F] un torneo k-coloreado y sea U = (Uo, , .. ,Uk-l) 
un multitomeo mínimo obtenido del multitomeo asociado T. Si U no contiene 
3-ciclos policromáticos, entonces la digráfica [V, Uf~ F(Ui )] es un orden total 
cuyo máximo es un vértice absorbente de T. 

Antes de establecer y demostrar los dos lemas de los que se sigue inme­
diatamente el teorema anterior, necesitamos definir algunos otros conceptos. 

Definición 3.6 Un intervalo en una digráfica D = [V, F] es un subcon­
junto X de V tal que para cualesquiera a, b E X y cualquier x E ~X 

tenemos que (a,x) E F exactamente cuando (b,x) E F y análogamente paro 
(x, a) y (x, b) . Una partición por intervalos 1 de D es una partición de V 
en intervalos. 

Ejemplo: 
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U2 

V3 Ul 'lE- --f--\--7¡>U, 

u, 
o E 

En la digráfica D el conjunto {'V2, Vs} es un intervalo. 
En la digráfica E los conjuntos {ua} y {U2, U4} son intervalos. 

Notemos que en la digráfica D del ejemplo anterior, el complemento del 
intervalo {...,. v,} ( es decir. V\ {...,. v,} ~ (VI. VJ. v.}) también es un intervalo. 
Del mismo modo, tenemos que en la digráfica E los conjuntos de vértices 
ajenos y complementarios {U2, U4} Y {UI, U3, us} son interva1oo. Observemos 
que esta propiedad es de toda digráfica. En efecto, se sigue inmediatamente 
de la definición de intervalo que dada una digráfica D = [V, PJ Y un intervalo 
X ~ V, su complemento V\X también es un intervalo. 

Por otro lado, como un caso particular de lo anterior, observemos que 
dada una digráfica D = JV,F], el conjunto de sus vértices V también es un 
intervalo ya que su complemento es el vado y entonces cumple (por vacuidad) 
con la Definición 3.6. 

Debido a lo anterior, dada una digráfica D = [Y, F] siempre existe al meDOS 

la partición trivial {V,0} de sus vértices en intervalos. 
Por último, observemos que no toda digráfica t iene particiones no trivia1es 

de sus vértices en intervalos, como por ejemplo la siguiente digráfica. 

o~.---<>-o ~o~< 
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Tomando en cuenta las observaciones anteriores, resulta claro que podemos 
definir el siguiente concepto. 

Definición 3.7 Dada una partición por intervalos T de D = [V, F], defi­
nimos el cociente D /I como la digráfica D /I = [T, F /1], mediante la 
siguiente regla: (J , J) E F /I si (x, y) E F para x E J, Y E J. 

Observemos que cada partición por intervalos I de D induce un cociente 
D/I=[I,F/I] . 

Ejemplo: 

0>__ ____ >__--<0 

11 12 

JI 

VII 
113 

D 
DjJz 

En la digráfica D encontrarnos la partición por intervalos ..J¡ = {JI, h} con 
h = {VI, V2} Y h = {V3, V4, V5, V6} así como la partición por intervalos 

J2 = {JI, J2, J3} donde JI = {VI, V2},J2 = {V3} Y J3 = {V4, V5, V6}, las cuales 
generan dos cocientes diferentes. 

Inversamente, consideremos una familia {Dx} xEV de digráficas con con­
juntos de vértices dos a dos ajenos, entonces podemos definir lo siguiente. 

Definición 3.8 La suma lexicográfica de {DX}XEV sobre una digráfica 
D, es la digráfica D [Dx; x E V] en UxEvV(Dx) obtenida conservando para 
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cada vértice x de D, las flechas de Dx , Y agregando para cada flecha (x, y) 
de D, todas las flechas de V(Dx ) a V(Dy). 

Ejemplo: 
Consideremos la siguiente digráfica . 

.D 

y la siguiente familia de digráficas con vértices dos a dos ajenos. 

aLa 
Dx Dy Dz 

su suma lexicográfica es la siguiente digráfica. 

Dx 
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Claramente {V(D:r)}XEV es una partici6n por intervalos de la suma lexi­
cográfka y el correspondiente cociente es isomorro a IJ. 

Por comodidad para el lector, antes de continuar con la demostración del 
Lema 3.15 recordaremos algunos conceptos básicos de la teoría de conjuntos. 

Definición 3.9 Sea Runa relaci6n en un conjunto A. 
(a) Res llam.ada re.fie.xi.va en A, si para todo a E A, se tiene que aRa. 
(b) R es llamada simétrica en A , si para todo a E A Y b E A; aRb 

im.plica que bRa. 
(e) R es llamada tmnsitiva en A , si para todo a, b, e E A; aRb y bRc 

implica que aRe 
(d) R es llamada antisimétrica en A si para todo a, b E A, aRb y bRa 

implica que a = b 

Definición 3.10 Una relación ~ en un conjunto A, que es reflexiva, 
antisimétrica y transitiva se llama orden (parcial) en A. Al par ( A. ~) se 
le llama conjunto parcialmente ordenado. 

Definición 3.11 Una relación R se llama de equivalencia en A , si es 
reflexiva, simétrica y transitiva en A. 

Definición 3.12 Sea R una relaci6n de equivalencia en A y sea a E A. La 
clase de equivalencia de a módulo R es el conjunto ti = {x E A 1 xRa} . 

Definición 3.13 Sean a, b E A Y sea .:s; un orden en A. Decimos que a 
y b son comparables en el orden ~ (o que son ~-comparables) si: a ~ b 

ó b ~ a. 

Definición 3.14 Un orden ~ es llamado un orden total si cualesquiern. 
des elementos de A son comparables. El par (A,.:s;) es entonces llamado con­
junto totalmente ordenado. 

'Thmbién, antes de enunciar y demostrar el Lema 3.15, es conveniente hacer 
notar al lector que si un torneo k-coloreado T = [V, FJ contiene un ciclo 
monocromático de color i (ver figura 1), entonces en el multitomeo asociado 
T = (To, TI , .. , Tk- l) dicho ciclo se convierte en una digráfica completa. y 
simétrica (ver figura 2). Debido a esto, es posible que exista un multitorneo 
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mínimo U = (Uo,UI .... ,Uk_l) obtenido de T en el cual Sil componente Ui 
toutenga a lglll¡i¡ d ignífica cOTllpletil 'j siluétric'l, alUKlllC 110 1lt.'<.:esarilLlllclltc 

sea la misma contcuida en T (ver figura 3). 

,. 
, - --'----, 

,. 

'1it/um ! 

Por la observación anterior, es claro que la relación Rj en Uj definida como 

x R;y <==> x ~ y ó ((x, y) E F(Uj ) <==> (y, x ) E F(Uj)) está bien definida. 

Lema 3.15 Sea T ~ [V, F] un torneo /vcoloreado y sea U ~ (Uo, U¡, ... , U._. ) 
un multit.cmeo m{nimo obtenido del multitorneo CLSociado T. Entonces cada 
Vi es un conjunto parcialmente ordenado. 

Demostración. 

A cualquier Vj le podemos asociar la relación R.j definida por xR¡y si y 

sólo si x ~ y ó (x,y) y (y, x) están en F (Uj ). Observemos que R; es una 
relación de equivalencia: 

Podemos suponer sin perder generalidad que x i= y en la definición de R;. 
Entonces: 

i) Es claro que para cada x E V(Uj ) se tiene que xRjx. 

ü) Para cualesquiera x, y E V(V;) , si xR¡y, entonces yR;x. 
Si xR;y, entonces (x, y) E F(Uj) y (y,x) E F(Uj) , ésto último significa 

que yR;x. 
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¡ii) Para cuale5<llliera. x, y , z E V(Uj ) tales que x Rj y y y Rjz se deduce 
que xRjz. 

De las condiciont.>s se Lielle que (x , y) E F(Uj ), (y , x) E F(Uj ), (y, z) E 
F(Uj ) y (z, y) E P(Uj ) de donde por t ransitividad de Uj se tiene que 
(x,z) E F(Uj) Y (z , x) E F(Uj), es decir, x Rjz . 

Al ser Rj una relación de equivalencia, tenemos que la familia Ij de las 

clases de equivalencia módulo Ri es una partición de Ui . Más aún, cada clase 
de equivalencia es un intervalo. En efecto, sean f E I j , a, b E I Y x E 

Uj\!. Observemos que (x,a) E F(Uj) si y sólo si (x,b) E F(Uj ) debido a la 
transitividad de Uj . Análogamente, (a,x) E F(Uj ) si y sólo si (b,x) E F(Uj ). 

Obsérvense las siguientes figuras. 

Entonces, tenemos que la relación Rj induce una partición de Vj en inter­

valos Ij y por tanto podemos considerar el cociente ViII;. 
Ahora d€IIl<lStrarernos que el cociente Ui II; es un oonjWlto parcialmente 

ordenado. En efecto, si definimos la relación 2: en Uj/Ij como b ~ a si y 

sólo si existen x E a y y E b tales que x = y ó (y, x) E F(U;) , se cumplen 
las siguientes propiedades: 

i) Para cada x E Uj/Ij es claro que x ~ x. 

ü) Si x ~ ti y ti 2: x, entonces x = y. 

En efecto, x ~ ti implica que existen Xl E x y VI E ii tales que X l = VI 
Ó Xl -+ VI_ Si XI = VII claramente x = y. Supongamos que XI =1 YI> entonces 
Xl -+ Yl- Como ti ~ x, existen Xz E x y 112 E y, tales que Xz = 112 Ó 

112 - X2· Si X2 = 112, entonces claramente ir = y. Supongamos que X2 i: Y'l. 
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entonces 112 -t 3:2. Así, XI -t YI .Y 1.n -t X2 . Por ot ro lado, como x y Ü son 
c1a.<;cs de eqnivalcm;i"l de RJ :,e ded uce q lle 72 -t XI Y YI -t]J2 . 

De lo allterior se t. iene que YI - !J'l _ Xz _ Xl Y por la transitivid ;'Hl de 
Uj tenemos que VI -+ Xl. 

Oc manera que YI -+ XI Y XI - VI, es deci r, xIRjY I. Por lo tanto x = [j. 

iii) Si x 2:: fj y fj;:: z, entonces i;::: z. 

Como x ~ y, entonces existen :t l E x y YI E fj tales que Xl = YI Ó 

X I - VI . Como ii ~ Z existen V2 E ii y Z I E z tales que Y2 = z l Ó 

112 -+ ZI· Tenemos los siguientes casos: 
a) Si XI = YI, entonces cuando 1/2 = ZI como ti es clase de equivalencia 

de 14 , entonces VI = Y2 Ó Y I -+ V2 y.se tiene q Ut:! Xl = 2 1 Ó XI ---> 2 1· Por 
tanto x ;:: z. 

b) Si XI i Y I , entonces XI _ YI. Si 1/2 = Z¡, dado que fj es clase de 
equivalencia de R;, entonces YI = Y'l Ó YI -t y~. 

Si YI = 1/2 , entonces X I -+ Z¡ y si YI i 1/2 , también Xl -+ Z¡ . Por 10 

tanto x 2:: z. 
Si 1/2 -=F ZI . entonces 1/2 - Z¡ de donde X I -+ YI -t 1/2 -t Zl Y por la 

transitividad de Ui tenemos que Xl -+ Z¡. Por lo tanto x ~ z. 
Como cada clase de equivalencia X en I i puede estar totalmente ordenado 

por algún orden .c~ . entonces podemos considerar la familia {L~ I X E r;.} 
de digráficas L~ con vértices ajenos generadas por el orden total .c~ en cada 

X de Ij. De manera que la suma lexicográfica "i = (Uj II ;) [L~; X E I ;] 
es un oonjunto parcialmente ordenado. Claramente el mulhtorneo V = 
(Vo, Vi •... , Vk_¡) es completo y cada V; es transitivo. Por la minimalidad de 
U, se deduce que U = V, es decir, V; = V; para todo j. Por lo tanto, cada Ui 
es un conjunto parcialmente ordenado .• 

Con el objetivo de ilustrar el procedimiento seguido en la demostración 
anterior, presentamos un ejemplo. 

Considére5e el siguiente torneo T. 
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Las siguientes digráficas TI, T2, T3 Y T4 son las cerraduras transitivas de 
las digráficas generadas por las flechas de color 1,2,3 y 4 respectivamente. 

V2 

VI 'f---f--+----):> V3 

2 

V5 Vs 
T, T2 

VI V3 V2 

,J 

V6 V. 

V6 3 V. 
Vs 

T3 
T. 
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La siguiente dignifica es el multitorneo inducido por T. 

\ 

De cada:Ti debemos quitar flechas de manera que se conserve su tran­
sitividad y la completez del torneo T. Así podemos obtener las digráficas 
U¡, U2, U3 y U4 siguientes. 

v. ~---+----30 V3 

v. 

v. 

v, 

u. 

V3 

v. 
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v. V3 

Ih 

v. 

v. dé:----+---~ 

v. 
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De maDera que un multitornco minimo U asociado al torneo T es el si­
guiente. 

, 
'-, , 

'-• , 
, 

Observemos que en cada Vj I la familia Ij de las clases de equivalencia 
módulo R; es cada vért ice de Uj por lo que el cociente UjlI j es de hecho Uj . 
Por lo que trivialmente U = v. 

Definición 3.16 Decirnos que x es predecesor inmediato de y en Ui 
(denotadc por x --<i y) si X ---+1 y pero no existen otras xy-tdm de rolor i 

en Ui. 

Con el objeto de aclarar este concepto presentamos el siguiente ejemplo. 

Considérese el siguiente torneo. 
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Las cerraduras transitivas T¡, de las digráficas inducidas por las flechas de 
color i son las siguientes. 

v, 
V. 3 V, 

Vs 2 V3 

Zl V2 V 
Vs V2 3 V3 

V. 

TI T2 T3 

De manera que el multitorneo asociado T es como sigue. 

92 



v, 

v, rf:+--+-- -I---3j YO 

, , 

, 

y un multitorneo mínimo asociado U es el siguiente. 

v, 

v, <fi:---¡'--'o--\---~ 

La siguiente figura muestra las digráficas inducidas Ui por las flechas de 
color i_ 
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,. 
u, 

'" o 

/ 

, " - -

Obsérvese que V:¡ -<1 VI Y Vz -<1 V4 pero Vs 7:1 V4 puesto que Vs -<1 'LI2 -<1 

'Vot- En U2 tenemos que U;:¡ --<2 Va pero 1'5 1<2 v~ puesto que Vs -<2 V3 -<2 V~. 

Del mismo modo, en V3 tenemos que 'll2 -<31'3. pero 112 7:3 VI· 

Antes de establecer el siguiente lema, observemos que el Lema 3.15 permite 
escribir x <i y en lugar de (x, y) E F(U,) y entonces, podemos definir una 
relación:$ en [V,U:~6F(Ui)] como x :$ y si y sólo si x = y Ó X <i Y 
para alguna Vi_ Claramente, la relación $ es reflexiva. El siguiente lema, DOS 

muestra Que esta relación es antisimétrica y entonces, induce una orientación 
asimétrica en [V, uf.:-J F(U¡] . 

Lema 3.17 Sea T ~ [V,F[ un torneo k-coloreado y sea U ~ (Uo,U ..... , 
U.t_l) un mtdtitorneo mínimo obtenido del mmtitorneo asocic.dc, sin S-ciclos 
policromáticos. Entonces, [V,Uf':-¿F(U¡)] es asimétrica. 

Demostración. 

Por reducción al absurdo supongamos lo contrario. Entonces, por el Lema 

3.15, existen i 0:1 j y x -=J. y E V tales que x <i y Y Y <j x. Primero 
observemos que en éste caso x -f.i y y y -/<j x. En efecto, si por ejemplo, 
x -<a Y. entonces podemos definir un multitomeo V = (Vo, Vi, ... , V"_l) con 
V; ~ [V,F(U¡)'\.{(x,y)}[ y V, ~ U, para I i i. Este nuevo multitorneo es 
oompleto (ya que y <j x ) y cada Vi es transitivo ( en efecto, puesto que 

x -<i y , se sigue que (x,y) E F(Ui ) y no existe xy - tdm de color i en 
Ui por lo que Ui = Vi es trnTLSitivo.), lo cual contradice la rninimalidad de 
U. Consideremos la sucesión x = Xo, XIJ ... , Xm = y con XI -<, Xl+! para 
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O:S l < m. Dado que X m <j Xo, podemos definir p como el mínimo índice 
tal que x p <j Xo. Por nuestra primera observación, p > 1 (por red'ucción al 
absurdo; si p = 1, entonces x <i Xl Y X l < j X peTO además X -<i Xl, 

contradiciendo la primera observación) y Xp f..j Xp-l (análogamente; si 

x p <j xp-J, como Xp-l <í xp Y más aún Xp-l -<i x p , se contradice de nuevo 
la primera observación). Además, Xp-l f..j Xo por la minimalidad de p. 

Obsérvese la siguiente figura. 

X=Ji. X2 

-------------j 

En resumen, tenemos: 

j 

j 
~ -1 , " , 

I \ 

? • o 

A Xo <¡ Xp-l <i xp (por la transitividad de U¡) 

A xp <j Xo (por definición de p) 

Xm·l X~ =y 

A xp f..j Xp-l f..j Xo (por la primera observación y por la elección de p) 

Obsérvese la siguiente figura. 
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j 

0>---+--0 
Xm- ! Ym ;Y 

j 

De la misma manera, consideremos la sucesi6n x p = Zo, __ o, Zn = Xo con 
Z¡ --<j Z¡+1 para O::; l < n_ Para cada O < l < n tenemos entonces 
que Z¡ <j Xo <i Xp-l Y Xp-l <i x p <j Z¡_ Ahora, dado que cualquier 
3-ciclo en U es casimonocromático, Z¡ y Xp- l son incomparables en Ur 

para r E {O, 1, __ ., k - 1}" {i,j} ( Ya que de no ser así se tendría que 
(Xp-I, x p , Zl, Xp-l) 6 (Xp-l , Zl, Zn, Xp-l) es un 3-ciclos policromático en U). 
Obsérvese la siguiente figura. 

i 

Xp 

I 
I 

I 
I 

I 

ZI 

--

j Xo=Zn= .r 

Ahora, recordemos que x p I.j Xp-l I.j Xo, y entonces Z¡ y Xp-l son 
incomparables en Uj . Se sigue que Z¡ <i Xp-l 6 Xp-l <i Z¡. Finalmente, como 
Zn <i Xp--l <i Zo, existe un ° ::; l < n tal que Zl+l <i Xp-l <í Z¡. En efecto, 
consideremos el siguiente razonamiento: 

Si Xp-l <i Zn-l, entonces claramente Zn <i Xp-l <i Zn-l · 
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Supongamos que Zn-l <i Xp- l' Si Xp-l <i Zn-2, entonces Zn-l <i Xp- l <i 
Zn-2 · 

Supongamos que Zn-2 <i Xp- 1' Si X p- 1 <i Zn-3, entonces Zn-2 <i X p-1 <i 
Zn- 3· 

Supongamos que Zn- 3 <i Xp-1 ' Si Xp- l <i Zn - 4 , entonces Zn-3 <i Xp- l <i 
Zn- 4· 

Si al continuar de ésta manera obtenemos que Zk <i X p-1 para cada k 
tal que 1 :::; k :::; n - 1, entonces es claro que Z1 <i Xp-l <i Zo. Obsérvese la 
siguiente figura. 

ZO=Xp 

En consecuencia, ZI+1 <i Z¡, lo cual contradice nuestra primera observación 
(ya que como Z¡ -<i Z¡+1, entonces Z¡ <j Z¡+l)' 

Por lo tanto, la relación :::; es antisimétrica y entonces, induce una o­
rientación asimétrica en [V, U;~~ F(Ui ] .• 

Ahora ya podemos demostrar el siguiente teorema que es el resultado prin­
cipal de la aproximación por multitorneos. 

Teorema 3.18 Sea T = [V, F] un torneo k-coloreado y sea U = (Uo, ... , Uk- l) 
un multitorneo mínimo obtenido del multitorneo asociado. Si U no contiene 
3-ciclos policromáticos, entonces la digráfica [V, U:~~ F(U¡)] es un orden total 
cuyo máximo es un vértice absorbente de T. 
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Demostración: 

Para completar la prueba de este teorema, es suficiente demostrar que 
la digráfica [v, u:,:-J F(Ui)] es transitiva con la relación x ::; y si y sólo si 
x = y ó X <¡ Y para alguna Ui (claramente es reflexiva y por el Lema 3.17 
es asimétrica). Pero ésto es una consecuencia inmediata de la ausencia de 
3-cicloo policromáticos en U y de la asimetría de [V, u:,:-J F(U¡)]. En efecto, 
sean x, y, z E V Y supongamoo que x < y y y < z . Entonces, tenemos que 
x --+i y Y Y ~ z para algunas componentes Ui y Uj . Ahora, observemos 
que no existen flechas de x a z , ya que si x -+ z en U:,:-J F(U¡}, entonces esta 
no puede ser de color k diferente de i y de j, pues U no contiene 3-ciclos 
policmmáticos. Dehido a esto, tenemos los siguientes casos: 

1) Si z _i x, entonces tenemos que z ---+i y (por la transitividad de Ui), 
contradiciendo que [V, U:~ F(U¡)] es asimétrica. 

2) Si z -J x , entonces tenemos que y -J x (por la transitividad de Uj ), 

contradiciendo que [V, u::J F(U¡)) es asimétrica. 
Por lo tanto, por la completez de U sólo nos queda que x --+ Z, y entonces 

x < z. Obsérvese la siguiente figura. 

, , , 

, , ; , 

J -----
....... , ... 

J 
, , , , , , 

.tlf'-------------"Pz 

----------.---------
(;,j) 

Ase, la relación ~ es un orden parcial en la digráfica [V, utJ F(Ui )] , y 
como además es completa, entonces dicha digráfica está totalmente ordenada 
y por tanto contiene un máximo que es un vértice absorbente de T .• 

Como el teorema anterior se verifica cuando existe al menos un multi­
torneo mínimo que no contiene 3-ciclos policromáticos, entonces es natural 
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preguntarse: ¿Qué condiciones en un torneo T nos garantizan la ausencia de 
3-ciclos policromáticos en algún mult itorneo mínimo obtenido de su multi­
torneo asociado? De aquí, la pertinencia de la siguiente pregunta: 

¿Existe alguna relación entre la ausencia de ternas policromáticas ó más 
estrictamente entre la ausencia de 3-ciclos policromáticos en un torneo k­
coloreado y la ausencia de 3-ciclos policromáticos en UD multitorneo mínimo 
obtenido de su multitorneo asociado? La misma pregunta puede ser formu­
lada para torneos que satisfagan 1f~, donde s 2:: 4. Con más precisión: 

Pregunta 3. Dado s 2:: 3 I ¿Puede un torneo k-coloreado que satisfaga 1ft! 
poseer un multitorneo mínimo sin 3-ciclos policromáticos? 

Pregunta 4. ¿Puede un tornoo k-coloreado sin 3-cicios policromáticos 
poseer UD multitorneo mínimo sin 3-cicJos policromáticos? 

La respuesta a la Pregunta 4 es no para k 2:: 5. En efecto, considérese el 
siguiente torneo 5-coloreado T que es el mismo de la Observación 2.9. 

v, 

Claramente el torneo T no contiene ~iclos policromáticos ni vértices ab­
sorbentes. Además, por el Teorema 3.18, todo multitomeo mínimo obtenido 
del multitorneo asociado a T , contiene 3-ciclos policromáticos. 

Por otro lado, es posible contruir torneos más grandes y con k > 5 a partir 
de T, agregando vértices a T y conectando cada nuevo vértice a todos los 
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demás por medio de flechas de color i diferente de los colores anteriores. Los 
torneos así construidos, tampoco contienen 3-cidos policromáticos ni vértices 
absorbentes. 

En la siguiente sección, daremos respuesta afirmativa a la Pregunta 3. 

3.4. Segunda aproximación: Digráficas Subyacentes. 

Si bien las definiciones de esta sección pueden extenderse fácilmente a 
digráficas y torneos infinitos, nosotros continuaremos considerando sólo los 
finitos. Sea D = [V, F] una digráfica k-coloreada. Para un vértice x de D, 
denotamos su exgrado por dD(x) y dh(x) es el número de flechas de color i 
de D que finalizan en x, es decir, su ingrado. 

Definición 3.19 Decimos que unafiecha (x, y) de una digráfiro k-coloreada 
D es obligada si y sólo si y ~ x (es decir, si no existen yx-tdm). 

Definición 3.20 La familia de fleciuJs obligadas de una digráfica D es 

denotada por O(D) Y definimos la digráfica subyacente de D come iJ ~ 
[V, O(D)]. Oi(D) denota el conjunto defiechas obligadas de la digráfiro D de 
color i. 

Primero observemos que la digráfica. subyacente de una digráfica k-coloreada 
D = [V, F] es única ya que para cualquier (x, y) E F se tienen las siguientes 
pooibilidades: puede ser que y ==>i x para al menos un color i (en cuyo 
caso (x,y) <1- O(D)) 6 bien (y '* x) (en cuyo caso (x,y) E O(D)) y am­
bas son propiedades mutuamente excluyentes. También es pertinente notar 
que la digráfica subyacente de un torneo k-coloreado T no necesariamente es 
completa. 

Por otro lado, es muy ímportante destacar que en la definición de una flecha 
obligada en una digráfica k-coloreada D, no se hace mención a su coloración 
yen consecuencia podemos considerar la digráfica subyacente ñ con o sin su 
coloración, en cada caso así 10 especificaremos. Con esto en mente, resulta 
claro que dado un torneo k-coloreado T si consideramos a. T sin su coloración 
entonces, el calificativo de flechas obligadas proviene del hecho de que dichas 
flechas siempre permanecen en todo multitorneo mínimo U del multitomeo 
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T asociado a T. En cambio, si tomamos en cuenta su coloración lo anterior 
es falso. Para aclarar esto último, considérese el siguiente ejemplo. 

V · v .' 

v . 

V .' 

En la figura 1 se presenta un torneo T que es 4-coloreado, en la figura 2 
tenemos su digráfica. subyacente T. El lector puede comprobar fácilmente que 
la subdigráfica de T presentada en la figura 3, está contenida en todos los 
multitorneos minimosU del multitorneo T = (TI, T2, Ta, T4 ), debido a que por 
la construcción de T, las flechas VI -+1 112 y Vz -+1 VJ no pueden ser removidas 
sin que se pierda la completez de U y entonces, la flecha VI -+1 V3 tampoco 
puede quitarse ahora sin que se pierda la transitividad de la componente 
TI_ De manera que la flecha obligada V I -+3 VJ puede eliminarse sin que se 
pierda ni la completez de U, ni la transitividad de la componente Ta. Por lo 
tanto, ningún multitorneo mínimo U contiene a la flecha obligada VI _3 Va, 

de donde t rt u. 

Definición 3.21 Sea D una digrófica k-coloreada y sean x, y, z E V. Dec­
imos que D es semitmnsitiva, si para i 1:- j E {D, .. . , k - l} tenemos que 
x _i y Y Y ~ z, entonces existe x _ z. 

EBta noción y el Lema 3.22 son inspirados por el argumento principal del 
Thorema 3.2(1) y del Thorema 3.3. 

Es conveniente para el lector recordar que una digrAfica es casimonocromáti­
ca si a lo más una de sus flechas tiene un color diferente de las demás, que 
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una digráfica es polic1'Omática si al menos tres colores aparecen en sus flechas, 
así como las hipótesis 'lts siguientes: 

Hipótesis 1t~. 

• 1tJ es la hipótesis del Teorema 2.1 : Cualquier terna es casimonocromáti-
ca. 

• Para cada s ~ 4, cada ciclo de longitud s es casimonocromático y 
ningún ciclo de longitud menor que s es policromático. 

Ahora, podemos enunciar y demostrar el siguiente lema. 

Lema 3.22 Si. un torneo k-coloreado T SIJ,f.i..qjr¡a. 1t~ paro nlg1l1lfJ s ~ 3, 
entonces T es semitransitiva. 

Demostración. 

Consideremos dos colores diferentes i, j Y tres vértices x, y, z tales que 
(x,y) E O;(T) Y (y,z) E O;(T). Primero, observemos que (z,x) ~ F(T). 
En efecto, procediendo por reducción a1 absurdo, si (z,x) E F(T) entonces, 
por la hipótesis 'ltJ se deduce que (z, x) tiene color i Ó j. Si (z, x) es de 
color i entonces, la trayectoria (z,x,y) es una zy-tdm de color i en T y por 
lo tanto (y, z) f/. Oj(T). Análogamente, si (z, x) tiene color j entonces, la 
trayectoria (y,z , x) es una yx-tdm de color j en T y por lo tanto (x,y) f/. 
O;(T). Considérese la siguiente figura. 

y 

i } 

-------------+------- ---------
.( (' ') z ',} 

Por lo tanto, es suficiente demostrar que z ~ x. Si no fuese así, en T existe 
una trayectoria dirigida monocromática z = ZQ, Zl, ... ,Zn = x de color k. Como 
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las flechas (x,y) y (y, z) son obligadas, se deduce que k '1 i,j. En efecto, si 
k = i, entonces la trayectoria (z = ZQ, Z¡, 22, ... , z" = x , y) es una zy - tdm 
de color k contradkiendo el hecho de que (y, z) E Oj(T). Del mismo modo, 
observemos que si k = j, entonces la trayectoria (y,z = Z(l, z), ... , Zn = x) es 
una yx - tdm de color k contradiciendo ahora el hecho de que (x, y) E Oi(T). 
Observe la siguiente figura. 

y 

j i 

k k k k k 

Z = ZO %1 Zn·1' Zn-' 

Además, observemos que para cada 1 tal que O < l < n , la. flecha en T 
entre ti y Z¡ no es de color k. Ya que de no ser así, se tienen los dos casos 
siguientes: 

i) Si Y -t Z¡ yes de color k , entonces la trayectoria (y, z" Z'+I, ..• , Zn = x) 
es una yx - tdm de color k contradiciendo el hecho de que (x, y) E O¡(T) 

ü) Si z,_ ti y es de color k, entonces la trayectoria (z = ZO,Zt, ...• Zl ,y) 
es una zy - tdm de color k contradiciendo el hecho de que (V, z) E Oj(T). 

De modo que (Zil, z¡, Z2, "', Zn, ti, Zo) es un ciclo dirigido policromátioo de 
longitud n + 2 Y se tiene que n ~ s - 1 ya que por la hipótesis 1f." Jos ciclos 
de longitud menor que s no pueden ser policromáticos. 

Supongamos primero que T satisface 1f.3• Sea m el subíndice más grande 
para el cual la flecha en T entre y y Zm tiene color j. Como no existen ternas 
policromáticas en T, entonces la flecha entre y y Zm+l es de color j ó k 
pero ya vimos que no puede ser k. Esto contradice la maxhnalidad de m, de 

manera que z "" x y entonces (x, z) E O(T). 
Supongamos ahora que T satisface 1i, con s ~ 4 . Observemos que para 

l E {O, ... , n-s + 2} si y --+ z¡, entonces y --+ ZI+a-2 y del mismo modo, si 
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ZI+$ _2 --+ y entonces ZI --+ y. En efecto, ya que en caso contrario, es decir, 

cuando y --+ Z¡ Y ZIH_ 2 --+ y , el ciclo dirigido (z" ZI+ t. ... , Z' +.'I_ 2, y, 2,) es de 
longitud s y contiene s - 2 ~ 2 Hechas de color k. Como ffite ciclo debe 
ser casi~monocromático, entonces y --+k Z, Ó 2,+ -,_ 2 --+k Y . Sin embargo, ya 
hemoo visto que las flechas entre y y los vértices de la trayectoria dirigida 
monocromática (Z(h . .• , Zn) DO son de color k. Obsérvese la siguiente figura. 

J , , , , 

, , 

, , , , , 

, , , , , 
\ , , , , , , , , 

(. ~ '~ ~ ' ~ 
?-..:c.----'~ - __ '!-:¿ _~~ _____ ~ -- -- -----'~__"__''''' 

;;; :: ZtI Z/ ~ Zl u./ ZJ' ~I Z/ ... : z...: z~ I .:::~ :: .{ 

Como y --+ ZO , de la propiedad anterior se sigue que y --+ z, para l E 

{O, ... , n} tal que 19=: Ornod(s - 2). Como Zn --+ y, se tiene que n it Dmod(s -
2). En efecto, si n t"V Omod(s -2) entonces Zn --+ Y Y Y --+ Zn contradiciendo 
el hecho de que T es un torneo y así T ffi semitransitiva. 

De manera que n = a + ,B(s - 2), donde O < a < 8 - 2 Y ,B > O. Como 
Zn --+ y, también se sigue que z, --+ y para cada l E {D, ... , n} tal que l ~ 
amod(s-2). Debido a que (20 , ... , zo , y, zo) es un ciclo de longitud a+2 < s , 
no puede ser policromático y como Za --+ y no es de color k, se sigue que Zo ~ 

y. De la misma manera, considerando en ciclo ( Z,8($-2) , ... , Zo+,8(JII - 2), y, Z,8($-2»), 

tenemos que y --+ i 2,8(JII-2) . Obsérvese la siguiente figura. 
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} 

Ji. Ji. 
z =zo Z! 

Finalmente, si Za - Zn (respectivamente, si Zn - zo), entonces (Zo, ... , Zo, 
Zn, y, Zo) (respectivamente, (ZP(s- 2) , .. . , Zn , zo, y, Zp(s-2))) es un ciclo policromáti­
co de longitud el + 3 :s Sj lo cual contradice la hipótesis 118. En consecuencia, 
tenemos que Z =I!? x y por tanto (x, z) E O(T) • 

Recordemos el siguiente teorema del primer capítulo: 

Teorema 1.55 Toda digráfica sin ciclos dirigidos contiene al menos un 
vértice de exgrado o. 

Además, es claro que en un torneo T, un vértice x es absorbente si y sólo 
si d.¡(x) = o. 

De ambos hechos tenemos la siguiente observación. 

Observaci6n 1 Si t es la digráfica subyacente de un torneo k-coloreado 
T y si t es acíclica, entonces T tiene un vértice absorbente. 

Notemos que en la observación anterior, la condición de que t sea acíclica 
se refiere a la restricción más fuerte de que t sin su coloración no contiene 
ciclos dirigidos. En efecto, puede existir T sin ciclos dirigidos monocromáticos 
y sin embargo no ser acíclica. Considérese el siguiente ejemplo. 
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La figura 1 y la figura 2 muestran respectivamente un torneo y su digráfica 
subyacente en la Que no existen ciclos dirigidos monocromáticos y sin 

embargo contiene el ciclo dirigido (Vz, V:J , V4, Vz). 

El lema anterior y la Observación 1 permiten dar una prueba simple del 

siguiente teorema Que es una generaJización de los Teoremas 2.6 y 2.16. 

Teorema 3.23 Todo tomeo finito T k-coloreado que sa'tisfaga 1t, con s ~ 
3 contiene un vértice absorbente por trayectorias dirigidas monocromáticas. 

Demostración. 

Sea T un torneo finito Que satisface 1t, con s ~ 3. Si t es acíclica por 
la observación 1 ya terminamos. Supongamos Que la digráfica subyacente t 
no es acíclica. Entonces, cada ciclo en t de longitud mínima necesariamente 
es monocromático debido a la semitransitividad de t Que es garantizada por 
el Lema 3.22. En efecto, sea C un ciclo de longitud mínima contenido en t. 
Supongamos Que C no es monocromático, entonces existen (x,y) E F(C) de 
color i y (y, x) E F(C) de color j con i I j. Debido a la semitransitividad de 
r, existe (x, x) E F(r) de donde (x, x)U(x, C, x) es un ciclo dirigido contenido 
en t de longitud menor Que la de C. 

Al ser C monocromático se tiene Que ninguna de sus flechas es obligada lo 
cual contradice que e ~ T. Por lo tanto, t es acíclica y entonces T contiene 
un vértice absorbente . • 
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Definición 3.24 Sea Duna digráfica m-coloreada y denotemos con D* a 
dicha digráfica sin su coloración, la cerradura transitiva sin colores de 

D, denotada por C(D), se define como la siguiente digráfica: 

V(C(D» = VeD) y 

F(C(D» = F(D*) U { (u, v) / existe una } . 
uv - trayectoria dirigida en D 

Observemos que C(D) no contiene flechas múltiples pero puede contener 
flechas simétricas. Considérense los siguientes ejemplos. 

1~ 
3 

El siguiente resultado relaciona nuestras dos aproximaciones para torneos 
finitos. 

Teorema 3.25 Dado un torneo k-coloreado T, su digráfica subyacente 
T es acíclica si y sólo si existe un multitorneo mínimo de T sin S-ciclos 
policromáticos. 

Demostración. 

==}) Supongamos primero que T es acíclica. Consideremos ahora C(T) 
(la cerradura transitiva de T sin su coloración). Afirmamos que C(T) es un 
conjunto parcialmente ordenado con el orden natural x = y ó bien x < y 

si x --+ y. En efecto: 

1) Claramente C(T) es reflexiva. 

2) Veremos que C(T) es asimétrica. 

Sean x, y E V(C(T». Supongamos por reducción al absurdo que x < y, 

y < x y x =1: y. Entonces existen (x,y) E F(C(T» y (y,x) E F(C(T». 
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Observemos que no puede ser que (x , y) E F(T) Y (y , x) E F(T) pues T es 
acíclica. Consideremos entonces los siguientes casos: 

i) (x, y) rt F(T) pero (y,x) E F(T). Como (x, y) rt F(T) entonces, existe 
una xy-trayectoria dirigida de longitud al menos 2 en T. Sea Cl dicha trayec­
toria!. entonces aU (y,x) es un ciclo dirigido contenido en T. Contradiciendo 
Que T es acíclica. 

ii) (x,y) E F(T) pero (y,x) rt F(T). Es completamente análogo a i). 
iii) (x,y) rt F(T) Y (y,x) rt F(T). Entonces, existen al una xy­

trayectoria dirigida de longitud al menos 2 y a2 una yx-trayectoria dirigida 
de longitud al menos 2, ambas en T. De donde, 01 U 02 es un ciclo dirigido 
contenido en T, contradiciendo que t es acíclica. 

3) La transitividad de C(T) es inmediata. 
En efecto, supongamos que existen (x,y) E F(C(T)) y (y, x) E F(C(T)). 

Entonces, por definición de cerradura. transitiva sin colores, en t existen ti 
una xy-trayectoria dirigida y t2 una yz-trayectoria dirigida, por lo que ti U t2 
es un x z-camino dirigido contenido en t el cual, por el Teorema 1.36 oontiene 
una xz-trayectoria dirigida, esto es, existe (x, x) E F(C(T)). 

Recordemos que todo orden parcial en un conjunto finito puede extenderse 
a un orden lineal ó total (es decir, un orden en el que cualesquiera dos ele­
mentos son comparables). De manera. Que podemos considerar una extensión 
lineal L de dicho orden natural; y más aún, podem03 considerar a L como la 
digrálica asociada al orden total. 

Por lo anterior, como T está parcialmente ordenado, podemos considerar 

una de sus extensiones lineales L. Ahora, considérese el multitorneo asociado 
T = (To, ... , Tk_¡). Es claro que si consideramos al multitorneo T sin su 
coloración, entonces tiene sentido la intersección F(T¡) n F(L) para toda 
i = O, ... ,k - l. 

Considerem03 el multitorneo asociado T sin su coloración, entonces pode­

mos definir para cada color i, la digráfica V; = IV, F(V;)I donde F(V;) = 

F(T;) n F(L). Con esta definición generamos la digráfica V = (Vo, ... , V'-l) 
donde F(V) = U~~F(Vj). Conviene hacer las siguientes observaciones: 

(1) De la definición de F(V;), tenemos que F(V) ~ F(T), Y esto significa 
que V es obtenido de T borrando algunas de sus flechas. Por la misma razón, 
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como L Y cada 11 son transitivos, V¡ también lo es. 
(2) Puede ser que F(V¡) = F(T,) n F(L) = 0 para alguna i = O, ... , k - 1, 

pero no para toda i. En efecto, se verifica que F(L) e utJ F(V¡). 
Para probar esta contención, primero recordemos que para x, y E V(T) , 

x"" y si y sólo si (y,x) E F(T). Si (x,y) E F(L) , entonces (y,x) ~ F(L) 
(ya que L es un orden total) y entonces (y,x) ~ F(T) (ya que T C;; L). De 
aqlÚ que x ==> y, y esto quiere decir que (x, y) E F(T¡) para alguna i. Por 
lo tanto (x,y) E F(T¡) n F(L) para alguna i, de donde F(L) C;; utJF(V¡) . 

(3) Se sigue claramente de la definición de F(V¡) que U~;;;:F(V¡) C;; F(L). 
(4) De (2) y (3) tenemos que u~:¿ F(V¡) = F(L). Por lo tanto F(V) = 

F(L), lo cual implica que V es completo, asimétrico y transitivo (con nuestro 
orden natural); es decir, V sir! su coloración es un torneo. 

(5) De (4) se sigue que V con su coloración es un multitomeo. 
Por lo anterior se concluye que el multitorneo V no contiene ciclos dirigi­

dos, en particular, con su coloración V no contiene 3-ciclos policromáticos. 
Para oompletar la demostración, es suficiente considerar cualquier multitor­
neo mínimo obtenido de V. Por lo tanto, existe un multitomeo mínimo de T 
sin 3-ciclos policromáticos. 

{:=) Ahora supongamos que existe un multitorneo núnimo de T sin 
3-ciclos policromá.ticos y consideremos a T sin su coloración. Se sigue in­
mediatamente de la definición de flechas obligadas que O(T) C;; U~¿ F (U,) 
para cualquier multitomeo mínimo (Vo, ... , Uk_l). Por el Teorema 3.18, si 
U = (Uo, ... , Uk_l) es un multitorneo mínimo sin 3-ciclos policromáticos, en­
tonces {V,ut...:JF(U¡)J es un orden toW (y por tanto no contiene ciclos 
dirigidos) que contiene a T y en consecuencia, T es acíclica. • 

Finalmente, lo siguiente da respuesta a la Pregunta 3. 
Primero observemos que si un torneo k-coloreado T satisface las hipótesis 

1l. , entonces por el Lema 3.22 su dlgráfica subyacente T es aclclica. 
Para demostrar lo anterior, consideremos un torneo finito T que satis­

face 1-l~ con s ;::: 3 Y supongamos por reducción al absurdo que su digráfica 
subyacente T no es acíclica. Entonces, cada ciclo en T de longitud mínima 
necesariamente es monocromático debido a la semitransitividad de T (que 
es garantizada por el Lema 3.22). En efecto, sea e un ciclo de longitud núD­

Una contenido en T y supongamos (por reducción al absurdo) que e no es 
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monocromático. Entonces, existen (x, y) E F(C) de color i y (y, z) E F(C) 
de color j con i =f j por lo que además, debido a la semitransitividad de 
T, existe (x,z) E F(T). De lo anterior, tenemos que (x,z) U (z,C,x) es un 
ciclo dirigido contenido en t de longitud menor que la de C, lo cual es una 
contradicción. Al ser C monocromático, se tiene que ninguna de sus flechas es 
obligada contradiciendo el hecho de que C ~ T. Por lo tanto, t es acíclica. 

Entonces, (por el Teorema 3.25) existe un multitorneo mínimo del multi­
torneo asociado a T sin 3-ciclos policromáticos, lo que responde afirmativa­
mente a la Pregunta 3. 

3.5. Conclusiones. 

Recordemos el problema planteado por Sands, Sauer y Woodrow en [2]: 
¿Si T es un torneo m-coloreado que no contiene C3, entonces contiene un 

vértice absorbente? 
Si bien este problema sigue siendo abierto, nuestra primera aproximación 

(mediante multitorneos) permite concluir que bajo la. misma oondición ( es 
decir, no contener C3 ) aplicada a un multitorneo mínimo asociado al torneo, 
éste sí tiene un vértice absorbente. Por otro lado, nuestra segunda aproxi­
mación (usando digrá.ficas subyacentes) hace de las condiciones del Teorema 
3.23 una generalización de la cual, las condiciones de Shen Minggang (ver 
'Ieorema 2.6) y la condición de Hortensia Goleana (ver Teorema 2.16) son 
casos particulares y además nos permite dar una demostración elegante de 
ambos resultados. 
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