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Introduccién.

En un articulo publicado en 1982 ( ver (2| ) se demuestra que para cualquier
digrdfica D que sea 2-coloreada, su cerradura transitiva €(D) es niicleo perfec-
ta. kn particular este resultado implica que todo torneo 2-coloreado contiene
un vértice absorbente. Los autores también resaltan el siguiente problema:

(i) ;Si un torneo T es 3-coloreado y no contiene Cs (3-ciclos dirigidos
policromaéticos), entonces T puede contener un vértice absorbente?.

En 1986 Shen Minggang ( ver [4] ) demuestra que anadiendo otra condicién
al planteamiento del problema, la respuesta es afirmativa. El siguiente es su
resultado principal.

(ii) Sea T un torneo m-coloreado que no contiene Ty ( es decir torneos
transitivos de orden 3 y policromé&ticos) ni Cs, entonces T contiene un vértice
absorbente.

Este resultado se complementa con la demostracién de que si m > 5 sus
condiciones no pueden ser mejoradas, es decir, que no sélo se le puede pedir
al torneo que no contenga C3 6 que sélo no contenga T para asegurar la
existencia de un vértice absorbente en éL

Conviene hacer notar aquf que con respecto a este acotamiento, al final del
Capftulo 2 se construye una familia de torneos 4-coloreados que no contienen
Cs pero que tampoco contienen vértices absorbentes, lo cual es un contrae-
Jemplo a la conjetura (i) para el caso en que m = 4 (es decir, para torneos
4-coloreados). El caso en que m = 3, que es la conjetura (i) misma, sigue
siendo un problema abierto.

En el Capitulo 2 se demuestra la proposicién (ii) y se exponen algunas
condiciones bajo las cuales un torneo m-coloreado contiene un vértice ab-
sorbente. En particular la siguiente:

(iii) T es un torneo m-coloreado en el que todo ciclo dirigido de longitud
a lo més 4 es casimonocroma4tico.

Esta condicioén fue dada por Hortensia Galeana en 1996 ( ver [5] ) y no es
una generalizacién de las condiciones de Shen Minggang. En efecto, la autora
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también demuestra que las condiciones de Shen Minggang no implican (iii) y
la condicién (iii) no implica las condiciones de Shen Minggang. El Capitulo
2 finaliza con la prueba de que para m > 5 la condicién (iii) tampoco puede
ser mejorada.

En [6] los autores abordan el problema del minimo tamario que puede tener
un conjunto de vértices absorbentes en un torneo m-coloreado usando algunos
resultados conocidos ( los presentados en el Capitulo 2) y usando dos nuevas
aproximaciones. Fstas consisten en asociar con cada torneo m-coloreado una
nueva estructura, un Multitorneo en un caso y una Digrédfica Subyacente en
el otro. El Capftulo 3 incluye tales aproximaciones y finaliza relacionando
ambas. :

Con respecto a lo anterior, el Teorema 3.18 nos muestra que un multitorneo
minimo asociado a un torneo T, es una estructura que al cumplir con la
condicién del problema (i) (no contener (), ésta es un orden total y su
mdximo es un vértice absorbente de T'. Por otra parte, aunque en esta tesis
no incluimos los principales resultados acerca del problema antes mencionado
¥ que es abordado en [6], para lo aqui expuesto resultan muy importantes las
siguientes hipétesis:

(iv) Hipdétesis H.

¢ s : Cualquier terna ( Cs 6 T3) es casimonocromadtica.

& Para cada s > 4, cada ciclo de longitud s es casimonocromético y
ningun ciclo de longitud menor que s es policromatico.

Resulta claro que estas nuevas premisas son una generalizacién de las
condiciones de (ii) y de la condicién (iii), las cuales junto con las digréficas
subyacentes nos permiten obtener el siguiente teorema que es el resultado
principal de esta tesis:

(v) Teorema 3.23 Todo torneo finito k-coloreado que satisfaga H, con
s 2 3 contiene un vértice absorbente.

En resumen, nuestro trabajo pretende exponer de manera completa el
camino que se ha seguido para generalizar las condiciones bajo las cuales
un torneo m-coloreado contiene un vértice absorbente 6 equivalentemente un
nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.
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El lector interesado puede encontrar en 6] la prueba de que las condiciones

Hs son independientes, asi como la extensién de estos resultados a torneos
infinitos.



Capitulo 1

Conceptos Preliminares.

1.1. Resumen.

Hemos pretendido que esta tesis sea “autocontenida” en el sentido de in-
cluir (hasta donde nos ha parecido razonable) todas las definiciones y resul-
tados necesarios para la exposicién de algunos de los 1iltimos resultados sobre
Teorfa de Nicleos en Torneos m-Coloreados. Con tal finalidad, este capftulo
presenta las ideas preliminares de Gréficas, Digraficas, Nicleos, y Niicleos
por trayectorias dirigidas monocromaticas que se emplean a lo largo del es-
crito. Al mismo tiempo, siempre hemos tenido en mente que este trabajo va
dirigido a estudiantes que no necesariamente poseen conocimientos previos
sobre Teorfa de Gréficas, por lo que ademés la mayorfa de los conceptos y
resultados mencionados estdn ejemplificados y acompanados de diagramas
que buscan ayudar a esclarecer su contenido.

Por otra parte, hemos decidido omitir las demostraciones de algunos re-
sultados por considerar que son largas y por pensar que no son necesarias;
sin embargo, el lector interesado en conocer sus detalles puede consultar [1].

Por 1iltimo, debido a su importancia este capftulo contiene una demostracién
detallada del Teorema de Duchet ( Teorema 1.61), el cual nos muestra una
sorprendente y 1itil relacién entre la existencia de un tipo muy particular de
digraficas (digréficas “micleo perfectas”) y la presencia de flechas simétricas



en ciclos dirigidos. También conviene hacer notar aqui que el Teorema 1.69
relaciona el concepto de micleo con el de micleo por trayectorias dirigidas
monocrométicas en una digrifica gracias al uso de la “cerradura transitiva”
de una digréfica ya que todos estos conceptos serdn de gran utilidad en los
siguientes capitulos.

1.2. Gr4ficas.

Definicién 1.1 Una grdfica G es una pareja (V(G), A(G)) tal que V(G)
es un conjunto no vacio de elementos llamados vértices y A(G) es un con-
Junto de parejas no ordenadas de vértices distintos llamadas aristas. Deci-
mos que una grifica es de orden n si tiene n vértices.

Si una gréfica G consta s6lamente de un vértice se dice que la gréfica es
trivial, de otra forma se dice que G es no trivial. Obsérvese que la definicién
anterior excluye la existencia de aristas cuyos extremos sean iguales (dichas
aristas reciben el nombre de lazos) pero admite la existencia de dos o més
aristas con los mismos extremos (llamadas aristas mailtiples). Cuando una
grafica admite lazos se llama pseudogrdfica y se le llama multigrdfica cuando
admite aristas miiltiples; sin embargo, en este trabajo no se hard uso de ellas
a no ser que se especifique lo contrario.

Muchas situaciones cotidianas pueden describirse adecuadamente por medio
de diagramas que constan de un conjunto de puntos y un conjunto de lineas
que unen a algunos de ellos. Por ejemplo, los puntos pueden representar a
personas y las lineas a parejas de amigos; o bien, los puntos pueden sim-
bolizar centros de poblacién y las lineas vias de comunicacién que los unen.
Un célebre ejemplo de un problema descrito por medio de una gréfica es el
problema de los puentes de la ciudad europea de Konigsberg. Dicha ciudad
estd atravesada por un rfo en el que se encuentran dos islas que también
forman parte de ella y ademds éstas cuatro partes de que consta la ciudad
estdn conectadas por medio de siete puentes como se muestra en la siguiente

figura.



El problema consiste en saber si es posible hacer un paseo de modo que se
visiten las cuatro partes de la ciudad, atravesando cada puente exactamente
una vez; ademas, el paseo debe concluir en el mismo punto en el que se inicid.
Fue el matemadtico suizo Leonard Euler el que demostré que esto es imposible;
para ello dibujé un punto por cada parte de la ciudad y una linea por cada
uno de sus puentes de la manera siguiente.

A

C
Obsérvese que de acuerdo a la definicién anterior esta figura representa una
multigrafica.

Es necesario destacar que lo que realmente es importante de este tipo de
diagramas no es la clase de relacién que describa, sino el hecho de que dos
puntos estén relacionados por una lfnea o no, es decir, el hecho mismo de
estar relacionados.

Aclaracion: La representacion Geométrica de una Grifica es como
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Dibujamos un punto por cada vértice y una linea entre dos puntos cuan-
do entre los vértices que representan existe una arista. De ésta manera, de

ahora en adelante nos referiremos a los diagramas de las grdficas simple y
llanamente como a gréficas.

Definicién 1.2 Si a es una arista de G y a = [u,v] con u y v vértices de
G; decimos que u y v son los extremos de a, que u y v son adyacentes, que
a incide en u y que a incide en v.

Ejemplo:
Vi ar vz
o
a4 a
Va as Vi

En la grifica anterior, v; y v; son los extremos de a,, los vértices v, y v3 son
adyacentes, v; y v4 no son adyacentes y ademds a4 incide en v, y vs3.

Definicién 1.3 Una grifica completa G es una grifica tal que cua-
lesquiera dos vértices de G son adyacentes.

Ejemplo:
La siguiente grafica es una gréfica completa formada por cinco vértices.



En general, si una gréfica consta de n vértices su gréfica completa de n
vértices se denota por K.

Definicién 1.4 Una subgrdfica H de una grifica G, es una gréfica tal
que V(H) C V(G) y A(H) C A(G).

A e

Las gréficas H y J, son ambas subgréficas de G.

Ejemplo:

Definicién 1.5 Una subgrdfica H de una grifica G es una subgrifica
generadora de G si V(H) = V(Q).

Ejemplo:
Vi Va Vi vz
V6 va Ve ]
Vs Va e Va
G H
H es subgrafica generadora de G.

Obsérvese que la manera de generar G a partir de H es agregando las
aristas {[vs, vs] , [v2, vs], [v2, v4]} y quitando la arista [vy, vy .
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Definicién 1.6 Sea G una grdfica, si B C A(G), definimos la subgrdfica
de G inducida por B como la grifica que tiene como vértices a los extremos
de las aristas en B y a B como conjunto de aristas.

Ejemplo:

Vs Vz o ys Vz

Ve Vi V4 V3
Ks H

* La gréfica H es una subgréfica de K5 inducida por
B = {[vth] ’ [Uh U3] 1 [‘Uls U4] 1 ['U],'Ual} .

Definicién 1.7 Sea G una grifica, si U C V(G), definimos la subgrdfica
de G inducida por U como la gréifica que tiene a U como conjunto de
vértices y como conjunto de aristas a todas las aristas de G que tienen ambos
extremos en U.

Vi Ve Vs Vi vr
E 1 /\ b |
Vi Ve V2 Va

G H

Ejemplo:

Va Wr

En la gréfica G considérese U = {v,, vs, v3,v7} , entonces H es la subgréfica
de G inducida por U.

11



Generalmente nos referiremos a las subgraficas inducidas por un conjun-
to de vértices simplemente como subgrificas inducidas, en caso de que se
haga referencia a una subgrafica inducida por un conjunto de aristas asf lo
especificaremos.

Definicién 1.8 Sea G una grdfica, de un conjunto @ # U C V(G) decimos
que es un conjunto independiente si cualesquiera dos vértices de U no son
adyacentes en G.

Ejemplo:
Vz Vi Vi
24
A o
Vs Ve Vs

Los conjuntos de vértices U = {v;,vs,v4} y V = {vs,v7} son ambos
conjuntos independientes de la gréfica G.

Obsérvese que en cualquier grafica completa K,,, todos los conjuntos in-
dependientes constan de un solo vértice y éstos son {v1}, {va},..., {¥n} -

Definicién 1.9 Una grifica G es una gréfica bipartita si existe una
biparticion {U, W} de los vértices de G tal que cualquier arista de G tiene
un extremo en U y otro en W.

Ejemplo:

Va V3 ue ux

12



Las gréficas G y H son ambas grdficas bipartitas puesto que
{{vi,v4}, {v2,v3}} y {{w1,us}, {ug, us}} son biparticiones de V(G) y V(H)
respectivamente.

Las siguientes graficas también son bipartitas.

Obsérvese que ninguna de estas gréficas contiene ciclos de longitud impar.
Esta propiedad es de hecho una caracterizacién de las graficas bipartitas y
se enuncia en el siguiente teorema que es de mucha utilidad en Teorfa de
Gréficas.

Teorema 1.10 G es una grdfica bipartita si y slo si no tiene ciclos de
longitud impar.

1.3. Digréficas.

Definicién 1.11 Una digréfica D es una pareja (V(D),F(D)) tal que
V(D) es un conjunto no vacfo de elementos llamados vértices y F(D) es
un conjunto de parejas ordenadas de vértices distintos llamadas flechas.
Decimos que una digréfica es de orden n si tiene n vértices.

Ejemplos de digraficas son los siguientes:

13



La digréfica D es de orden 4 y la digréfica E es de orden 8.

Definicién 1.12 Si f es una flecha de D y f = (u,v) con u y v vértices
de D; decimos que u y v son los extremos de f, que u es el extremo inicial
de f y que v es el extremo final. También decimos que f se dirige de u a v,
que u es adyacente hacia v y v es adyacente desde u.

Ejemplo:
En la siguiente digréfica

V2

Vi h
Vi

vy y vg son los extremos de f, vy es el extremo inicial de g y v3 es el extremo
final de g, v; es adyacente hacia v, y vo es adyacente desde v;.

Definicién 1.13 Si D es una digrdfica y f = (u,v) es una flecha de D,
decimos que f es una flecha simétrica si (v,u) también es una flecha de D.

14



Ejemplo:

En las siguientes digrédficas D y E

D E
D no tiene flechas simétricas y E tiene s6lo una flecha simétrica.

Definicién 1.14 Si D es una digréfica y f = (u,v) es una flecha de D,
decimos que [ es una flecha asimétrica si (v,u) no es flecha de D.

Ejemplo:
V4

vz

Vs v

Vs

En la digréafica anterior, s6lo (vs,v1), (vs,v6) ¥ (v2,v7) son flechas
asimétricas.



Definicién 1.15 Dada una digrifica D y v un vértice de D, definimos el
ingrado o grado interior de v en D como el nmimero de flechas de D que
tienen a v como extremo final. Denotamos por 6p(v) al ingrado de v en la
digréfica D, en el caso de que trabajemos solamente con una digréfica podemos
omitir el subindice en la notacion.

Definicién 1.16 Dada una digrdfica D y v un vértice de D, definimos
el exgrado o grado exterior de v en D como el nimero de flechas de D
que tienen a v como extremo inicial. Denotamos por §5(v) al ezgrado de v
en la digrifica D, en el caso de que trabajemos solamente con una digrifica
podemos omitir el subindice en la notacion.

€

En la digréfica D, vy tiene ingrado 3 y exgrado 0 y v, tiene exgrado 2 e
ingrado 1.

Ejemplo:

En la digréfica E, todos los vértices tienen ingrado y exgrado 3.

Definicién 1.17 Decimos que una digrdfica D es una digrdfica com-
pleta si entre cualquier par de vértices distintos de D eziste alguna flecha.

Ejemplo:

16



Vi '3

La digréfica D es una digréfica completa, pero la digréfica E no lo es puesto
que no hay flecha entre vy y v4.

Definicién 1.18 Una subdigrifica H de una digrdfica D es una digrifica
tal que V(H) C V(D) y F(H) C F(D). Decimos que H es una subdigrdfica
propia si V(H) C V(D) o F(H) G F(D).

Ejemplo:

La digrifica E es subdigrafica propia de D puesto que F(E) & F(D).
La digréfica F es subdigrafica propia de D puesto que V(F) & V(D) y
F(F) & F(D).

Definicién 1.19 Una subdigréfica H de una digrifica D es una subdigré-
fica generadora de D si V(H) = V(D).

Ejemplo:

17



0] o

o o]

E y F son subdigréificas generadoras de D.

Definicion 1.20 Sea D una digrifica, si 8 C F(D), dejindmos lu subdi-
grifica de D inducida por B como la digrifica que tiene como vértices a
los extremos de las flechas en B y a B como conjunto de flechas.

Ejemplo:

4]

Vs

Sea B = {(v1,vs), (vs,27), (vr,v5), (vs,v1)}, entonces E es la subdigrafica
de D inducida por B.

Definicién 1.21 Sea D una digrdfica, st U C V(D) definimos la sub-
digréifica de D inducida por U como la subdigrdfica que tiene a U como
conjunto de vértices y como conjunto de flechas a todas las flechas de D que

18



tienen ambos extremos en U. Si U C V(D) denotamos por
digrifica de D inducida por U.

Ejemplo:

Ve

Vi Vi

Vs
Ve Vs ve

DU] a la sub-

Sea U = {vy, vs, 6,07}, entonces E es la subdigréfica de D inducida por U.

Al igual que en gréficas, coominmente nos referiremos a las subdigraficas
inducidas por un conjunto de vértices simplemente como subdigréficas in-
ducidas, en caso de que hagamos referencia a una subdigrafica inducida por

un conjunto de flechas asf lo especificaremos.

Definicién 1.22 Dada una digréfica D; definimos su parte simétrica
denotada por Sym(D), como la subdigrifica generadora de D cuyo conjunto

de flechas es el conjunto de flechas simétricas de D.

Definicién 1.23 Dada una digrdfica D; definimos su parte asimétrica
denotada por Asym(D) como la subdigrdfica generadora de D cuyo conjunto

de flechas es el conjunto de flechas asimétricas de D.

Ejemplo:

19



Vi Ve Vi vz Vi vz
@ U D
o
ve Vi va Va va Va
D E F
La digréfica E es la parte simétrica de D ( es decir, E = Sym(D)).
La digréfica F es la parte asimétrica de D ( es decir, F' = Asym(D)).

Definicién 1.24 Decimos que una digrifica D es une digrdfica simétri-
ca si todas sus flechas son flechas simétricas.

Ejemplo:

D es una digréfica simétrica.

Definicién 1.25 Decimos que una digrdfica D es una digrdfica asimétri-
ca si todas sus flechas son flechas asimétricas.

20
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D y E son digréficas asimétricas.

Definicién 1.26 Un camino en una digrifica D es una sucesion de vér-
tices (uy,ug,us, ..., un) tal que para cada i € {1,2,3,...,n — 1} se tiene que
(43, uiys) € F(D) 6 (uiy1,u;) € F(D). En este caso decimos que uy Y u, Son
los extremos del camino y que el camino es un uu,—camino en la digréfica.

Vi ’
U Uz
Vs V2 I:D Ua
Us Us
Vi Vi
D E

En la digréfica D (v3,v4, s, v2, v3,v4) , (4, V5,01, V2, U3, Vs, V2, Va) ¥
(v4,v5,v1,4,v5) son caminos. En la digréfica E (uy, ug, ug, us, U2, u5) 1O €s
un camino puesto que no hay flecha entre ug y us.

Ejemplo:

Obsérvese que en un camino se pueden repetir vértices y flechas, y no
necesariamente dicho camino sigue la direccién de las flechas.

Definicién 1.27 Una trayectoria en una digrifica es un camino
(u1,up, ug, ..., un) tal que w; # u; sii# j.

Ejemplo:
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En la digrifica D, los caminos (v4, vy, Vo, 3, g, Us,v7) ¥ (1, Vs, Vs, U3, V2) SON
trayectorias.

Definicién 1.28 Un camino cerrado en una digrifica es un camino
(w1, u2, ug, ..., up) tal que u; = uy,.

Ejemplo:
Vi vz

Vs

Va V3

En esta digréfica, los caminos (vs, v1,v3, v, v4) ¥ (1, V2, Us, U3, V2, V4, V1) SOD
cerrados.

Definicién 1.29 Un ciclo en una digrdfica es un camino cerrado
(w1, ug, U3, ..., Un, w1) tal que u; # uj si i j.

Ejemplo:
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vz

Va

En esta digréfica, (v1,vs,v3,v1), (v1,v2,v4,01) ¥ (v2, v1, 3,04, v2) son ciclos.

Definicién 1.30 Un camino dirigido en unu digrdfica D es una cariiine
(w1, u9,ug, ...,u,) tal que para cada i € {1,2,3,..,n—1} se tiene que

Ejemplo:

En esta dlgré’ﬁca! (U‘l} vy, Vg, U3) 1 (U‘h Vg, Vs, Vg, Ut, U5) b4 ('U.;, Vg, V7, Us, 1"4) s50n
caminos dirigidos, sin embargo (v4, vs, v5,v7) DO es un camino dirigido.
Obsérvese que en los caminos dirigidos se pueden repetir vértices y flechas.

Definicién 1.31 Una trayectoria dirigida en una digréfica es un camino
dirigido en el que no se repiten vértices.

Ejemplo:
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Vi

ry

En esta digréfica, (vs, v1, ve, vs, vg) €s una trayectoria dirigida.
Definicién 1.32 Un camino dirigido cerrado en una digrdfica es un
camino dirigido en el que el primer vértice coincide con el iltimo.

Ejemplo:

Va

En esta digréfica, (vy,vs, v3, v4, vs,v3,v;) €s un camino dirigido cerrado.

Obsérvese que en un camino dirigido cerrado se pueden repetir vértices y
flechas.

Definicién 1.33 Un ciclo dirigido en una digrifica es un camino di-
rigido cerrado en el que no se repiten vértices, excepto el primero y el dltimo.
Denotamos por C, al ciclo dirigido que tiene n vértices.

Ejemplo:



Vi V2

Esta digréfica es un ciclo dirigido.

Definicién 1.34 Dada una digrifica D y C = (ug, uy, ug, ..., Uy) un camino
en D, decimos que n es la longitud de C y la denotamos por I(C).

Ejemplo:
vz Vs

Vs
Va

"4] Va

En esta digréfica, el camino (v, s, v3,v4,vs) tiene longitud 4 y el camino
(v3, v4, vg) tiene longitud 2.

Notacién 1.35 Si C = (uy,u, us, ...,u,) €s un camino (Tesp. un camino
dirigido) en una digréfica D, y si 1 < i < j < n; denotamos por (u;,C,u;) al
u;u;—camino (resp. camino dirigido) contenido en C, es decir (ui, C,u;) =
(ufs Uity ey Uj—1, uj)'

Los siguientes teoremas son resultados bésicos de digréficas que empleare-
mos a lo largo de la tesis.

Teorema 1.36 Todo uv-camino dirigido en una digrdfica contiene una
uv-trayectoria dirigida.
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Demostracién:

Sea D una digréfica y sean u,v € V(D). Considérese entonces C' = (u =
Tg, Ty, ..., Tn = v) un uv—camino dirigido en D. La demostracién se hara por
induccién sobre la longitud del uv—camino dirigido I(C).

1) Sil(C) = 0, entonces u = v y trivialmente C es una uv—trayectoria
dirigida. Del mismo modo; es claro que si [(C) = 1 6 I(C) = 2, entonces C es
una uv—trayectoria dirigida.

2) Supongamos que todo uv—camino dirigido C" con [(C") < n contiene
una uv—trayectoria dirigida.

.

3) Consideremos un uv—camino dirigido C' = (u = xy, 7, ..., Tn = ) con
I(C) = n. Se tienen entonces dos casos:

i) Siz; # x; para todo i # j, entonces C es una uv—trayectoria
dirigida.

ii) Si existe i < j tal que z; = z;, entonces

e = ('u. =Ty L1y oeey Tie1y iy Tig1y ooy Tj—1, Ty Tjp1y ooy Tn = 'U). Ob-
sérvese la siguiente digréfica.

Xir2

U=Xo X1 X2
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Considérese C' = (u = x¢, Z1, ..., Ti = Tj, Tj41, -.-, Tn = V) y Observe-
mos que [(C") < I(C) = n. Entonces, la hip6tesis de induccién ase-
gura que C' contiene una uv—trayectoria dirigida y como C' C C
se concluye que C' contiene una uv—trayectoria dirigida.ll

Teorema 1.37 Todo camino dirigido cerrado con longitud I(C) > 2 en
una digrifica contiene un ciclo dirigido.

Demostracién:

El procedimiento es completamente andlogo al anterior.

Sea D una digréfica y séa u € V(D). Considérese entonces

C = (u = zg, 21, ..., T, = u) un camino dirigido cerrado en D con longitud
I[(C) > 2. La demostracién se hard por induccién sobre la longitud del camino
dirigido cerrado I(C).

1) Sil(C) = 2; entonces, trivialmente C es un ciclo dirigido.

2) Supongamos que todo camino dirigido cerrado C’ con [(C’) < n con-
tiene un ciclo dirigido.

3) Consideremos un camino dirigido cerrado C = (u = zg, 21, ..., Tn = U)
con l[(C) =n.

Se tienen entonces dos casos:

i) Siz; # z; para todo i # j, entonces C es un ciclo dirigido.
ii) Si existe i < j tal que z; = z;, entonces

C = (u = T0y Ty ooy Tie1y Tiy Tik 1y -0y Tj=1, Ty Tjkly ooy Tn = u)' Ob-
sérvese la siguiente digréfica.
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U=Xo=Xn i
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Xn-1 ,’
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g .

Considérese C' = (u = g, 1, ..., Ti = Tj, Tj41, .--, Tn = U) y Observe-
mos que

I(C") < I(C) = n. Entonces, la hipétesis de induccién asegura que C’
contiene un ciclo dirigido y como C’ C C se concluye que C contiene un ciclo

dirigido.l

Teorema 1.38 En una digréfica; todo camino dirigido cerrado de longitud
tmpar > 3, contiene un ciclo dirigido de longitud impar.

Demostraci6n:
Sea D una digréfica. La demostracién se hard por induccién sobre la lon-
gitud del camino dirigido cerrado I(C).

1) Sea C = (zo, 1,2, Zp) un camino dirigido cerrado de longitud 3. Por
ser un camino dirigido se tiene que z¢ # x, 21 # Ty ¥ Ty # To; por tanto, C
€s un ciclo dirigido de longitud 3.

2) Supongamos que si € es un camino dirigido cerrado de longitud impar
¥ U(C) < 2n + 1; entonces, C' contiene un ciclo dirigido de longitud impar.
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3) Consideremos C' = (g, Z1, ..., Ton, Tp) un camino dirigido cerrado de
longitud {(C) = 2n + 1. Se tienen entonces dos casos:

i) Siz; # z; para todo 7 # j, entonces C es un ciclo dirigido de
longitud impar.

ii) Siexistei < j tal que z; = z;, considérense los caminos dirigidos
cerrados

C = (z0, 21 oy Tim1, T = Tjy Tj41y -y T2ny To) Y

Cy = (i, Tiy, ey Lj1, T = ;) -

Obsérvese que [(C) = I(C) + I(C;) y ademds como I(C) es impar
se tiene que al menos uno de los dos I(C)) 6 I(Cz) es un mimero
impar menor que 2n + 1. Entonces por hipétesis de induccién Cy
6 Cy contiene un ciclo dirigido de longitud impar. Por lo tanto C
contiene un ciclo dirigido de longitud impar.l

Definicién 1.39 Una digréfica D es una digréfica bipartita si existe una
biparticion {U,W} de los vértices de D tal que cualquier flecha de D tiene
en extremo en U y otro en W.

Ejemplo:

Esta digréfica es bipartita puesto que {{v1,vs,v3}, {vs,vs,76}} €s una
biparticién de V(G) de modo que cada flecha de G tiene un extremo en
{v1,v2,v3} y otro en {vs, vs,v6} -



1.4. Niicleos.

Definicién 1.40 Sea D una digrifica y N C V(D), N es un conjunto
independiente de la digrifica D si para cualesquiera u y v elementos de N
no existen flechas entre ellos en D.

Ejemplos:

Vi vz

Va Va

En la digréfica D, el conjunto {vs,v4} es independiente y en la digréfica E
el conjunto {uy, ug, us} también es independiente; sin embargo, el conjunto
{uy, us, us, ug} no es independiente.

Definicién 1.41 Sea D una digrifica y N C V(D), N es un conjunto
absorbente de la digrifica D si para cualquier w € V(D)\N tenemos que u
es adyacente hacia algin elemento de N.

Ejemplos:

Ut

Us

Us
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En la digréfica D. el conjunto {vs} es absorbente y en la digréfica E el
conjunto {u4} no es absorbente.

En la digréfica D, el conjunto {vg, v7,vs, v9, v10} €s un conjunto absorbente.

Definicién 1.42 Sea D una digrdfica y N C V(D), N es un nicleo de la
digréfica D si es un conjunto independiente y absorbente de D.

De la definicién, resulta claro que las digraficas que constan sélo de vértices
aislados tienen micleo, asf como también las digréficas de orden dos siempre
lo tienen. El lector puede comprobar facilmente que los ciclos de longitud par
tienen nicleo y que en cambio los ciclos de longitud impar no lo tienen. Otros
ejemplos menos obvios son los siguientes.

Ejemplo:
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En la digréfica D, el conjunto {vs, v7, vs, V9, V19} €s un micleo.

En la digréfica D, el conjunto {vs,v7, 79} es un micleo.

i Vi V2

Vs

V2
v us vr \
Ve

A’
’ Vs Va

En la digréfica D, los conjuntos {v1,v3} y {v4,v2} son micleos.
La digréfica E no tiene micleo y en la digrafica F el conjunto {vs, vs, vs, vg}
es un niicleo.

Definicién 1.43 Una digrdfica D es llamada una digréfica miicleo per-
fecta si toda subdigréfica inducida de D tiene niicleo.

Ejemplo:
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vz

- » V2

En la digréfica anterior; el conjunto {vg,v3} es micleo de la subdigrafica
inducida por {vs, vs, vs, vs}, €l conjunto {vs} es miicleo de la subdigréfica
inducida por {v1,vs,vs,v6} y {v2,v4} es niicleo de la subdigréfica inducida
por {v2, 3, v4,vs}. El lector puede comprobar que las restantes subdigréficas
inducidas tienen micleo.

Definicién 1.44 Una digrdfica D es llamada una digrdfica niicleo im-
perfecta critica si no tiene micleo pero toda subdigrdfica inducida propia de
D si tiene niicleo.

Ejemplo:
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V2
//“‘\
& - o
Ve Va

D

La digréfica anterior es el ejemplo més pequefio de una digréfica micleo
imperfecta critica. De hecho cualquier ciclo dirigido de longitud impar es
una digrafica micleo imperfecta critica.

Teorema 1.45 Si D no es una digrdfica nicleo perfecta, entonces contiene
una subdigrdfica inducida H que es micleo imperfecta critica.

Demostracion.

Supongamos que D no es miicleo perfecta. Entonces, D contiene una sub-
digréfica inducida H, que no tiene nicleo.

Si toda subdigrafica inducida de H; tiene micleo, entonces H; es micleo
imperfecta critica, y ya terminamos.

Supongamos que H) contiene una subdigréfica inducida H, que no tiene
niicleo.

Si toda subdigréfica inducida de Hj tiene micleo, entonces Hj es miicleo
imperfecta critica, y ya terminamos.

Supongamos que Hs contiene una subdigréfica inducida H3 que no tiene
ntcleo.

Como D es finita, podemos continuar con este proceso hasta obtener una
subdigréfica inducida que sea la més pequeiia posible, la cual consiste de un
solo vértice, en cuyo caso (por vacuidad), claramente es micleo imperfecta
critica.ll

Definicién 1.46 Se dice que una digrifica D es simplemente conezxa
cuando entre cualesquiera par de vértices u,v € V(D) eziste un uv-camino
en D.



Ejemplo:

\O

La digréfica D es simplemente conexa y la digrdfica E no es simplemente
conexa.

Definicién 1.47 Se dice que una digrdfica D es débilmente conexa
cuando entre cualesquiera par de vértices u,v € V(D), existe un uv-camino
dirigido 6 bien un vu-camino dirigido en D.

ut
uz w3
o U

us

La digréafica D es débilmente conexa, pero la digréfica H no es débilmente
conexa puesto que entre u; y ug no existe camino dirigido alguno.

Ejemplo:
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Definicién 1.48 Se dice que una digrifica D es fuertemente coneza
cuando entre cualesquiera par de vértices wu,v € V(D), eristen un uv-
camino dirigido (una wv-trayectoria dirigida) y un vu-camino dirigido (una
vu-trayectoria dirigida) ambos en D (ambas en D).

Ejemplo:

La digrédfica D es fuertemente conexa.

Obsérvese que cualquier digréfica fuertemente conexa es débilmente conexa
y cualquier digrafica débilmente conexa es simplemente conexa.

Teorema 1.49 Una digrdfica D es fuertemente coneza si y solo si D
contiene un camino dirigido cerrado que pasa por todos sus vértices.

Demostracién:

<) Supongamos que D contiene un camino dirigido cerrado que pasa
por todos sus vértices. Sea C' = (v;,vy,v3,...,Up,v1) dicho camino y sean
v;,v; € V(D) tal que v; # v; suponiendo sin perder generalidad que ¢ < J.
Entonces, (vi, Vi1, ..., Vj—1,v;) €8 un v;v;-camino dirigido contenido en D y
(V5 Vj41y ovy Uny V1, V2, ...y Vi1, V) €8 Un v;v;-camino dirigido contenido en D.
Por lo tanto D es fuertemente conexa.

=) Sea C un camino dirigido cerrado méximo en el sentido de contener
el méximo mimero posible de vértices de D y sea C = (vy,vs, 3, ..., Un, V1)
dicho camino.
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Si C contiene a todos los vértices de D, entonces la demostracién estd
completa. Si por el contrario; C no contiene a todos los vértices de D, entonces
existe w € V(D) tal que w ¢ C. Observemos que existen Cj un wv;-camino
dirigido y C; un v;w-camino dirigido puesto que D es fuertemente conexa.
Entonces, el camino (w, Cy,v) U (v1, C,v1) U (11, Ca, w) es un camino dirigido
cerrado que contiene més vértices de I que el camino C, lo cual contradice
la eleccién de C. Por lo tanto, C contiene a todos los vértices de D.H

Corolario 1.50 Si una digrifica D es fuertemente coneza, entonces con-
tiene al menos un ciclo dirigido.

Demostracién:

Supongamos que D es una digréfica fuertemente conexa. Entonces, el teo-
rema anterior garantiza que D contiene un camino dirigido cerrado que pasa
por todos sus vértices. Pero a su vez el Teorema 1.37 asegura que dicho
camino contiene un ciclo dirigido. Por lo tanto, D contiene al menos un ciclo
dirigido.®

Definicién 1.51 Dada una digrdfica D, definimos la relacion R en V(D)
de la siguiente manera:
R— (u,v) € V(D) x V(D) | 3 un uv-camino dirigido en D y 3 un
vu-camino dirigido en D

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata de la definicién ante-

T10T.

Teorema 1.52 La relacién R es una relacion de equivalencia e induce
una particion de V(D) en clases de equivalencia V4, V5, ..., Va.

Definicién 1.53 Sea D una digrifica, definimos las componentes fuerte-
mente conexas de D como las subdigrificas inducidas por las clases de equi-
valencia V1, Vs, ..., Vi

Ejemplo:
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D Vs

Una digréfica y sus componentes fuertemente conexas.

Observacién 1 Obsérvese que las componentes fuertemente conexas son

las subdigraficas de D fuertemente conexas méximas por contencién con

esta propiedad y que las componentes fuertemente conexas son ajenas en
vértices.

Definicién 1.54 Dada una digrdfica D, definimos la digréfica de con-
densacion de D (denotada por D*) de la siguiente manera:

1) V(D*)={S;|S; es componente fuertemente coneza de D}.

2) (S;,S;) € F(D*) con i # j, si y sélo si alguin vértice de S; es
adyacente hacia al menos un vértice de S; en la digrdfica D.

Ejemplo:

[T A
g i

Dt

S3



Una digréfica, sus componentes fuertemente conexas y su digréfica de
condensacion.

Teorema 1.55 La digrifica de condensacion de cualquier digrdfica no
contiene ciclos dirigidos.
Demostracién:

Procediendo por reduccién al absurdo, supongamos que el teorema es falso.
Entonces, existe una digrédfica D cuya digrédfica de condensacién D* contiene
ciclos dirigidos. Sean Si, Ss, Ss, ..., S, (n > 2) las componentes fuertemente
conexas y sea V(D*) = {Si, 53, 53, ..., S, }. Supongamos que (S, Sz, ---, Sk, S1)
es un ciclo contenido en D*. Para cada i = 1,2,3, ...,k — 1, deben existir
entonces un vértice v; € V (S;) y un vértice vi4y € V(Siy1) tal que (v, viq1) €
F(D); también existe una flecha (v},v;) € F(D), donde v}, € Sk y v1 € 5.
Obsérvese que los vértices v},v;, con i = 1,2, ..., k, no necesariamente son
distintos. Puesto que S; es fuertemente conexa para cada i = 1,2,3,...,k,
existe un v;u;-camino dirigido P; en S; para cada i = 1,2,...,k. Més atn,
el camino Py U (v}, v2) U P, U (v, v3) U P3U ... U P U (v, v1) es un camino
dirigido cerrado contenido en D, lo que implica que para los vértices v; y v,
existen un v;vs-camino dirigido y un vyv-camino dirigido contenidos en D;
por lo que vy € S; y v2 € Sy, contradiciendo el hecho de que las componentes
fuertemente conexas son ajenas en vértices (observacion 1). Por lo tanto, la
digréfica D* no contiene ciclos dirigidos. B

La siguiente figura muestra la situacién arriba descrita.

Teorema 1.56 Toda digréfica sin ciclos dirigidos contiene al menos un
vértice de exgrado 0.
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Demostracion:

Por reduccién al absurdo, supongamos que existe una digrafica D sin ciclos
dirigidos tal que todos sus vértices tienen exgrado mayor que cero. Entonces,
cada vértice en D va a ser adyacente hacia al menos otro vérticeen D. Sea T' =
(v1, v, ..., Up) una trayectoria dirigida de longitud méxima en D. Por nuestra
hipétesis d5,(v,) > 0; entonces, existe w € V(D) tal que (v,,w) € F(D).
Observemos que si w € T' se obtiene un ciclo dirigido en D contradiciendo
nuestra suposicién. Si w ¢ T', entonces T'U (vn, w) es una trayectoria dirigida
de longitud mayor que la de 7', contradiciendo la eleccién de T'. Por tanto, D
tiene al menos un vértice de exgrado 0.0

Definicién 1.57 Sea D una digréfica y D* su digréfica de condensacion.
Decimos que S; es una componente fuertemente conexa inicial (ter-
minal) si su ingrado (exgrado) en D* es cero.

OOy
| NTT

Ejemplo

Una digréfica D, sus componentes fuertemente conexas y su digréfica de
condensacién D*.
Obsérvese que S; es componente fuertemente conexa inicial de D y Sy es
componente fuertemente conexa terminal de D.

Corolario 1.58 Toda digrifica D contiene al menos una componente
fuertemente coneza terminal.



Demostracion:

Sea D una digréfica y consideremos su digrifica de condensacién D*. Por
el Teorema 1.55, la digréfica D* no contiene ciclos dirigidos y entonces por el
Teorema 1.56, la digrafica D* contiene al menos un vértice de exgrado cero,
decir, D contiene al menos una componente fuertemente conexa terminal.
|

Corolario 1.59 Toda digréfica D que no es fuertemente coneza contiene
una componente fuertemente coneza terminal que no es toda la digréfica.

Demostracién:

Supongamos que D no es fuertemente conexa. Por el Corolario 1.58, D
contiene al menos una componente fuertemente conexa terminal S;. Si dicha
componente es toda la digréfica, entonces D es fuertemente conexa contradi-
ciendo nuestra hipétesis. Por lo tanto, S; no es toda la digréfica D.l

Lema 1.60 Toda digrdfica D en la que cada ciclo dirigido contiene al
menos una flecha simétrica tiene nicleo.

Demostracién:
La demostracién se hard por induccién sobre el mimero de vértices.
1) Para el caso en que el mimero de vértices es 1 6 2 el resultado es trivial.

2) Supongamos que toda digrafica de orden menor 6 igual a n en la que
todo ciclo dirigido tiene al menos una flecha simétrica tiene micleo.

3) Sea D una digréfica de orden n + 1 en la que todo ciclo dirigido
contiene al menos una flecha simétrica y consideremos Asym(D). Es claro
que Asym(D) no contiene ciclos dirigidos y entonces por el Corolario 1.50
no es fuertemente conexa. Adems4s, el Corolario 1.58 garantiza la existencia
de Sy una componente fuertemente conexa terminal de Asym(D). Por otro
lado, como Asym(D) no es fuertemente conexa, el Corolario 1.59 asegura que
V(D) # V(Sp) por lo que D\S; # 0; més atin, obsérvese que Sy contiene un
s6lo vértice w.

Consideremos I'"(w) = {v; € V(D) | (v;,w) € F(D)} . Es claro que {w} es
un micleo de D [{w} UT~(w)] ; por lo que si {w} UT'~(w) = V(D), entonces
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{w} es un micleo de D. Supongamos que E = V(D)\ {w} UT"(w) # 0,
entonces por hipétesis de induccién FE  tiene un micleo N; Claramente
{w} U N, es un micleo de D. 1

Como observamos antes, no todas las digréficas tienen micleo (por ejemplo
los ciclos dirigidos de longitud impar). El siguiente teorema dado por Duchet
en 1980 es uno de los resultados cldsicos sobre la existencia de micleos en
digraficas y serd de mucha utilidad en los capitulos posteriores.

Teorema 1.61 Si una digrdfica satisface que todo ciclo dirigido tiene al
menos una flecha simétrica, entonces es nicleo perfecta.

Demostracién:

Sea D una digréfica en la que todo ciclo dirigido contiene al menos una
flecha simétrica. Es claro que para cada U C V(D), la subdigréfica inducida
D [U] es una digréfica en la que todo ciclo dirigido contiene al menos una
flecha simétrica y entonces por el lema anterior tiene micleo. Por lo tanto D
es niicleo perfecta. B

1.5. Nuicleos por Trayectorias Dirigidas Monocromati-
cas.

Una generalizacién del concepto de micleo, es el concepto de niicleo por

trayectorias monocrométicas dado por H. Galeana Sénchez [5] en donde se

consideran digréficas a cuyas flechas se les ha asignado un color. Si para las

flechas de una digréfica D se han empleado m colores diremos que D es una
digrafica m-coloreada.

Ejemplo:
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Esta digréfica es una digrafica 4-coloreada.

Definicién 1.62 Sea D una digrdfica m-coloreada, una trayectoria di-
rigida monocromdtica en una digrifica D es una trayectoria dirigida tal
que todas sus flechas tienen asignado el mismo color.

Ejemplo:

En la digréfica 3-coloreada anterior, la trayectoria {v;,v3, v4, Vs, vs, V2} €8
una trayectoria dirigida monocromética de color 2.
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En esta digréfica 3-coloreada T} = (vy, vs, vs, Us, U7, V) €8 una trayectoria
dirigida pero no es monocromética y Ty = (v1,vs, vs, v4) €s una trayectoria
monocromdtica pero no es dirigida.

Advertencia: En las siguientes definiciones y resultados, hablaremos de
trayectorias monocromadticas. El lector debe asumir que, por supuesto, nos
referimos a trayectorias dirigidas monocromaéticas.

Definicién 1.63 Sea D una digrdfica m-coloreada y N C V(D), N es un
conjunto independiente por trayectorias monocromdticas de la digré-
fica D si para cualesquiera u y v elementos de N no ezisten en D trayectorias
dirigidas monocromdticas entre u y v.

Ejemplos:

En esta digréfica 6-coloreada no existen conjuntos independientes por
trayectorias monocromaticas.
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En la digrafica 3-coloreada G, los conjuntos {vg, v2} y {vs,v3} son
independientes por trayectorias monocrométicas.

Definicién 1.64 Sea D una digrdfica m-coloreada y N C V(D), N es
un conjunto absorbente por trayectorias monocromdticas de la di-
grifica D si para cualquier u € V(D)\N eziste una uv-trayectoria dirigida
monocromdtica para algin v € N.

Ejemplo:
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En esta digréfica 4-coloreada, el conjunto {v;3, v14, V15, V16} €8 un conjunto
absorbente por trayectorias monocrométicas.

Definicién 1.65 Sea D una digréfica m-coloreada y N C V(D), N es
un nicleo por trayectorias monocromdaticas en la digrifica D si es un
conjunto independiente por trayectorias monocromdticas y es absorbente por
trayectorias monocromdticas de D.

Ejemplo:

En esta digrafica 3-coloreada {vg,v19} es un micleo por trayectorias
monocromaéticas.

El concepto de micleo por trayectorias monocromdticas es una genera-
lizacién del concepto de micleo ya que dada una digréfica podemos asignarle
a cada una de sus flechas un color diferente y entonces un conjunto de vér-
tices es un miicleo de la digréfica si y sélo si es un micleo por trayectorias
monocrométicas.

Notemos que la definicién de digrdfica no permite que existan dos flechas
o méds con los mismos extremos y en la misma direccién; sin embargo, en

una multidigrédfica es posible tener éste tipo de flechas llamadas flechas
muiltiples.
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Existe una relacién muy estrecha entre los conceptos de micleo y de mi-
cleo por trayectorias monocrométicas, esta relacion estd dada mediante el
concepto de cerradura transitiva de una digrafica coloreada.

Definicién 1.66 Sea D una digrdfica m-coloreada , la cerradura tran-
sitiva (por colores) de D, denotada por €(D), se define como la siguiente
multidigrifica:

V(€(D)=V(D) y

(u,v) con color i | existe una
F(€(D)) = F(D)U { uv — trayectoria dirigida monocromdtica

de color i en D

Ejemplos:

Un camino dirigido monocromatico y su cerradura transitiva.

A continuacién demostramos algunas propiedades de la cerradura transi-
tiva de una digréfica coloreada.
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Definicién 1.67 Si D es una digrifica m-coloreada, se dice que D es
transitiva por colores si cada vez que eristen (u,v) € F(D) y (v,w) €
F(D) de color i, entonces también existe (u,w) € F(D) de color 1.

Ejemplo:

4 4

4
1 ) 3
1 2 LT 3
. 1 2 3
1

D E

La digréfica D no es transitiva por colores y la digréfica E es transitiva por
colores.

Teorema 1.68 Si D es una digrifica m-coloreada y €(D) la cerradura
transitiva de D, entonces €(D) es transitiva por colores. Mds aiin, €(€(D)) =
e(D).

Demostracién.

Sea D una digrdfica m-coloreada y supongamos que existen
(u,v) € F(€D)) y (v,w) € F(€(D)) ambas de color i. Entonces por
definicién de cerradura transitiva, en D existen 7} una uv-trayectoria dirigi-
da de color i y T5 una vw-trayectoria dirigida de color 7, por lo que TYUT; es
un uw-camino dirigido de color 7; el cual, por el Teorema 1.36 contiene una
uw-trayectoria dirigida de color i, esto implica que existe (u,w) € F(€(D))
de color i. Por lo tanto €(D) es transitiva por colores.

Ahora demostraremos que €(€(D)) = €(D).

Como V(€(€(D))) = V(€(D)) y es claro que F(€(D)) C F(€(€(D)))
basta demostrar que F/(€(€(D))) C F(€(D)), es decir, basta con probar que
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si existe 7" una uv-trayectoria dirigida monocromitica de color i en €(D),
entonces existe (u,v) € F/(€(D)) de color i. Procederemos por inducci6n sobre
{(T) la longitud de la trayectoria T Si I(T) = 2, el resultado es precisamente
la propiedad de ser transitiva por colores. Supongamos que el resultado se
cumple para [(T') = n, y probémoslo ahora para I(T) =n+1.8iT = (u =
Ty, 22, T3y ...y Tn, Tns1 = V), entonces, 7' = (u = 1, Ty, ...,Tp) €5 UNA UTp-
trayectoria monocromética de color i en €(D) de longitud n, y por hip6tesis
de induccién existe (u,z,) € F(€(D)) de color i. Como €(D) es transitiva
por colores y existen (u,z,) € F(€(D)) y (z,,v) € F(€(D)) ambas de color
1, entonces existe (u,v) € F(€(D)) de color i. Por lo tanto €(€(D)) = €(D).
=2

Finalmente el siguiente teorema muestra la relacién entre niicleos y micleos
por trayectorias monocromaticas.

Teorema 1.69 Sea D una digrifica m-coloreada. N es un nicleo por
trayectorias monocromdticas de D si y sélo si N es un nicleo de €(D). Y el
nimero de micleos por trayectorias monocromdticas de D es igual al mimero
de niicleos de €(D).

Demostracion:

=) Sea N C V(D) un micleo por trayectorias monocrométicas de D.
Como V(D) = V(€(D)), entonces N C V(€(D)). Probaremos que N es un
micleo de €(D).

1. N es independiente en €(D).

Sean u,v € N y procediendo por reduccién al absurdo supongamos que
(u,v) € F(€(D)). Por definicién de la cerradura transitiva tenemos que en D
existe alguna uv-trayectoria dirigida monocromética, pero esto no es posible
ya que N es independiente por trayectorias monocromaiticas en D. Por lo
tanto N es independiente en €(D).

2. N es absorbente en €(D).
Sea u € V(€(D))\N. Como V(€(D)) = V(D) y N es niicleo por trayec-
torias monocromaticas de D, entonces para cada v € N existe en D una
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uv-trayectoria monocromética de color 7 . Por definicién de la cerradura tran-
sitiva existe (u,v) € F(€(D)) de color i. Por lo tanto N es absorbente en
(D).

Por 1y 2, N es micleo de €(D).

<) Sea N C V(¢(D)) un miicleo de €(D). Como V(D) = V(€(D)) en-
tonces N C V(D). Probaremos que N es miicleo por trayectorias monocrométi-
cas de D.

3. N es independiente por trayectorias monocrométicas en D.

Sean u,v € N y supongamos por reduccién al absurdo que en D exis-
te alguna uv-trayectoria monocromética. Por definicién de cerradura tran-
sitiva tenemos que (u,v) € F(€(D)), pero esto no es posible ya que N es
independiente en €(D). Por lo tanto N es independiente por trayectorias
monocromaticas.

4. N es absorbente por trayectorias monocrométicas en D.

Sea u € V(D)\N. Como V(€(D)) = V(D) y N es micleo de €(D),
entonces para cada v € N existe (u,v) € F(€(D)). Por la definicién de la
cerradura transitiva, existe una uv-trayectoria dirigida monocromética en D.
Por lo tanto N es absorbente por trayectorias monocromaticas en D.

Por 3 y 4 N es miicleo por trayectorias monocrométicas de D.

Por lo anterior, todo micleo por trayectorias monocromaticas de D es ni-
cleo de €(D) y todo micleo de €(D) es nicleo por trayectorias monocromati-
cas de D, por lo tanto el mimero de micleos por trayectorias monocrométicas
de D es igual al mimero de micleos de €(D). B

Algunas de las condiciones que se presentan en este trabajo para que una
digrafica coloreada tenga micleo por trayectorias monocrométicas se refieren
a que en la digréfica ciertas subdigraficas posean una coloracién especial a la
que llamaremos casimonocromética y que definimos a continuacién.

Definicién 1.70 Sea D una digrdfica m-coloreada, decimos que D es
casimonocromdtica si todas sus flechas son del mismo color excepto a lo
mas una.
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Ejemplo:

1 2 2
o——x0 [‘ : P
2
D E F

Las digréficas D y E son casimonocrométicas y F no es casimonocromética.
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Capitulo 2

Nicleos por Trayectorias Dirigidas
Monocrpméticas en Torneos

m-Coloreados.

2.1. Resumen.

La teorfa expuesta en este capitulo tiene su origen en el siguiente pro-
blema: ;Puede un torneo 3-coloreado que no contenga C; (es decir, que no
contenga 3-ciclos dirigidos coloreados con tres diferentes colores) tener un
micleo por trayectorias dirigidas monocrométicas 7

Esta pregunta fue hecha por Sands, Sauer y Woodrow en 1982 ( ver [2])
como una conjetura derivada del siguiente resultado: Todo torneo 2-coloreado
tiene un micleo por trayectorias dirigidas monocrométicas. El Teorema 2.6
( debido a Shen Minggang ) prueba que afiadiendo otra condicién al proble-
ma anterior, la respuesta es afirmativa aiin para torneos m-coloreados y que
ademds dichas condiciones no puden ser mejoradas para cuando m >5 . El
Teorema 2.21 es de hecho una familia de contraejemplos a la conjetura de
Sands, Sauer y Woodrow para el caso en que m = 4: en particular se cons-
truye un torneo 4-coloreado de orden 6 que no contiene C; y que tampoco
contiene micleos por trayectorias dirigidas monocromaéticas. Sin embargo el
caso para m = 3 sigue siendo un problema abierto.

Al introducir el concepto de ciclos casimonocrométicos H. Galeana presen-
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ta algunas condiciones suficientes para que un torneo m-coloreado contenga
un miicleo por trayectorias dirigidas monocrométicas. En particular en el Teo-
rema 2.16 demuestra que si T' es un torneo m-coloreado en el que cualquier
ciclo dirigido de longitud a lo més cuatro es casimonocromético entonces con-
tiene un micleo por trayectorias dirigidas monocrométicas, y prueba que esto
no es una generalizacién de las condiciones establecidas por Shen Minggang
aiin y cuando para m > 5 esta nueva condicién tampoco puede ser mejorada.

2.2. Torneos m-Coloreados.

2.2.1. Introduccién.

Definicién 2.1 Un torneo es una digréfica completa y asimétrica.

Definicién 2.2 Se dice que una digréfica es transitiva si cada vez que
ezisten (u,v) € F(D) y (v,w) € F(D), entonces también (u,w) € F(D).

Notacién 2.3 Denotamos por Ty a los torneos transitivos de orden 3
cuyas flechas son coloreadas con tres diferentes colores (es decir, 3-coloreados).

Notacién 2.4 Denotamos por C3 a los ciclos dirigidos de orden 3 y que
son 3-coloreados.

Notacién 2.5.1 Denotaremos por T — v a la subdigrédfica de T inducida
por V(T) — {v} . Observemos que T' — v también es un torneo.

Notacién 2.5.2 Con tdm abreviamos trayectoria(s) dirigida(s) monocro-
mética(s). Si existe una trayectoria dirigida monocromatica de z a y, entonces
escribimos que esta es una zy — tdm.

Advertencia: En lo que sigue, hablaremos de trayectorias monocrométi-
cas, ciclos monocromaticos y ciclos casimonocrométicos. El lector debe asumir
que, por supuesto, nos referimos a trayectorias y ciclos dirigidos.

En un articulo aparecido en 1982 (ver [2]) Sands, Sauer y Woodrow de-
mostraron que todo torneo 2-coloreado T tiene un vértice v tal que para
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cualquier otro vértice r de T existe una tdm de z a v, es decir, que T con-
tiene un micleo por tdm ( obsérvese que en todo torneo los micleos por tdm
constan de un solo vértice) y resaltan el siguiente problema:

Sea T un torneo 3-coloreado que no contiene Cs ;Necesariamente T con-
tiene un nicleo por tdm?

En 1986 Shen Minggang demuestra que anadiendo otra condicién al
planteamiento del problema, la respuesta a esta pregunta es afirmativa (ver
[4]). El siguiente es su resultado principal que es una generalizacién a torneos
m-coloreados:

2.2.2. Trayectorias Monocromaéticas en Torneos m-Coloreados.

Teorema 2.6 Sea T un torneo m-coloreado que no contiene T3 ni Cs,
entonces eziste v € V(T) tal que {v} es micleo por tdm.

Demostracion:
Procederemos por induccién sobre el orden de T.

1) Si T consta de un vértice el teorema se verifica por vacuidad. Para
el caso en que V(T) = {z,y} como T es un torneo, entonces (z,y) € F(T)
( 6 bien, (y,z) € F(T)) y resulta claro que {y} es micleo por tdm ( 6 bien,
respectivamente {z} es micleo por tdm).

2) Supongamos que el resultado se cumple para todo torneo m-coloreado
de orden menor que n.

3) Sea T un torneo de orden n. Para cada v € V(T') denotemos por
N(T — v) al conjunto de micleos por tdm del torneo 7' — v. Entonces la
hipétesis de induccién permite definir una funcién f : V(T) — V(T) por
medio de la cual a cada v € V(T'), se tiene que f(v) es un micleo por tdm de
T — v. Entonces para cada z € V(T') — {v} existe una tdm de z a f(v).

Probaremos que podemos considerar a f como una funcién inyectiva. Para
ello, supongamos que f no es inyectiva. Entonces, existen u,v € V(T) tal que
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u#v y f(u)= f(v) de manera que f(u) absorbe a todo z € V(T)—{u} (en
particular absorbe a v) y f(v) absorbe a todo z € V(T') — {v} (en particular
absorbe a u). Como f(u) = f(v) resulta claro que f(u) absorbe a todos los
vértices de T, es decir, {f(u)} es micleo por tdm de 7'y el teorema se cumple.

Por otro lado, supongamos que para algiin v € V(T') existe una vf(v) —
tdm. Debido a que f(v) absorbe a todos los vértices de T distintos de v, se
infiere que f(v) absorbe a todos los vértices de T' . Por lo tanto, {f(v)} es
micleo por tdm de T' y de nuevo el teorema se cumple.

Por lo anterior, podemos asumir que f es una funcién biyectiva ( Recuerde
que si A y B son conjuntos finitos con el mismo mimero de elementos y f es
* una funcién tal que f : A — B, entonces f es inyectiva <> f es biyectiva)
y T es un torneo en el cual no existen vf(v) —tdm . Entonces, es posible
renombrar los elementos de V(7') de la signiente manera:

f(vi) = vin
los cuales estdn particionados en ciclos de la siguiente forma:

(vly V2, .y v‘n.l): (Un;+11 seey U‘nq)a

en donde:

f(vl) = U2y eeny .f(vm) -, f(vn1+l) = Uny 42y »o+ny f(vﬂq) = Uny+1y -+

Obsérvese que s6lo puede existir un ciclo de ésta forma. En efecto, si
suponemos que existe al menos otro ciclo L con ésta propiedad, entonces
el mimero de vértices que lo conforman es estrictamente menor que n y de
nuestra hipétesis de induccién se infiere que existe v € L tal que {v} es
nticleo por tdm del torneo 7" inducido por los vértices de L. Debido a que
v € L, existe w € L tal que v = f(w) y por tanto existe una w f(w)-tdm en
T contradiciendo nuestra suposicién.
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Establecida la unicidad, sea (vy,vs,...,v,) tal ciclo. Notemos que al no
existir v;v;41-tdm en T y como T es un torneo, entonces existen las flechas
(ve, 1), (v3,2), -, (U, V1), (V1,v,) coloreadas con  ay,az,as,...,0,
colores respectivamente. Observemos que si a; = a3 = a3 = .... = @y, en-
tonces (vp, V1, ..., V2,1 = f(vn)) es una v, f(vy,)-tdm, contradiciendo nues-
tra suposicién de que tales trayectorias no existen. De modo que deben existir
as_y # a; sin pérdida de generalidad, supongamos que a;,—; = 1 y a, = 2.
Observemos que existe una v,_;v,4;-tdm de color b ( puesto que {v,41} es
micleo por tdm de T'— v, y en particular absorbe a v,_;). Es claro que b # 1
y b # 2 ya que de no ser asf; es decir, si b = 1 6 si b = 2, entonces existe
una v,vs41-tdm de color 1 6 respectivamente existe una wv4v,41-tdm de color
2 contradiciendo el supuesto de que tales trayectorias no existen. Entonces,
podemos suponer que b = 3.

Sea P = (vs_1 = U1, Ug, ..., Ut = Vg41) UNA Vs_1Vs41-tdm de longitud mini-
ma. Obsérvese la siguiente figura.

Ut = Vs+1

Debido a que T es un torneo, para cada i = 1,2,...,¢ existe una flecha
entre v; y u; (sin importar en qué direccién) y ninguna de ellas es de color 3:
Claramente, si existe (u,v,) € F(T) de color 3 ( 6 si existe (vy,un) € F(T)
de color 3) entonces (uy, P,ux) U (ug, vs) es una v,—1vs-tdm (respectivamente
(vs, Um) U (U, P, ) €s una vgvey;-tdm), contradiciendo nuestra suposicién
de que tales trayectorias no existen. Por lo tanto, las flechas entre v, y u; (con
i=1,2,...,t) no son de color 3.
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Finalmente, observemos que existe u; € P tal que la flecha entre v,
y u; y la flecha entre vs y u;y; son de diferente color. En efecto, existe
J €{2,3,...,t} tal que la flecha entre v, y u; es de color distinto de 1 (ya
que al menos (u,v,) € F(T) es de color 2) y entonces podemos considerar
m = min {;j | la flecha entre v, y u; tiene color distinto de 1}. Como m > 1,
la flecha entre v, y u,, tiene distinto color a la flecha entre v, y um—1; de
donde, se infiere que los vértices {vs, um, Um—1} forman un tridngulo con 3
colores diferentes (es decir, un 73 6 un Cj), contradiciendo la hipétesis ini-
cial de que T" no contiene T3 ni Cy. Por lo tanto el teorema es vilido.l

Corolario 2.7 Sea T un torneo 2-coloreado. Entonces existe un vértice v
en T tal que para cualquier otro vértice = de T existe una zv-tdm.

Demostracién:

Como T es un torneo 2-coloreado, entonces T no contiene ni C3 ni T3 y
por el Teorema 2.6, T contiene un micleo por tdm.Hl

Corolario 2.8 Supongamos que T = {v,vs,...,va}, H, Ha, ..., Hy son
torneos m-coloreados que no contienen Ty ni Cz. Sea T'un torneo que se
obtiene al reemplazar cada vértice v; de T por H;, dejando que todas las
flechas entre H; y H; tengan el mismo color que las flechas entre v; y vj,
pero con direcciones arbitrarias. Entonces T' contiene un nicleo por tdm.

Demostracién:

Obsérvese que para cualesquiera tres vértices de T, el torneo inducido por
ellos no puede ser 3-coloreado. Por lo tanto, 7" no contiene C3 ni T3 y por el
Teorema 2.6, tenemos que 7" contiene un micleo por tdm.l

Observacién 2.9 Si en el Teorema 2.6 1inicamente se pide que T no
contenga Cj3, entonces su conclusién no se verifica. Como prueba, damos el
siguiente contraejemplo.
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\:"'3 3 Va
La digréfica anterior, a la que llamaremos G5, es un torneo de orden 5,

5-coloreado, que no contiene C3. Sin embargo G5 no contiene micleos por
tdm debido a que en ella no existen v;41v;-tdm ( donde los subindices i + 1
son contados médulo 5). Es posible construir contraejemplos més grandes
con m = 5 agregando vértices a G5 y conectando cada nuevo vértice hacia
todos los demés por medio de una flecha coloreada con 1.

Observacién 2.10 Si en el Teorema 2.6 se pide solamente que T no
contenga T3, entonces el resultado es falso. Como prueba se da el siguiente
contraejemplo: Sea D, un torneo 4-coloreado con vértices vy, v, ..., v, en €l
que las flechas a = (vy,v2), b = (v9,v3), ¢ = (v3,v;) tienen color 1, 2 y 3
respectivamente, mientras que las flechas restantes son de la forma (v;, v;) si
1 > j, y estdn coloreadas con 4. Obsérvese la siguiente figura para n = 4.

V2 2 va
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Es claro que D,, es un torneo 4-coloreado que no contiene 75. Sin embargo,
Dy, no contiene niicleos por tdm. En la figura anterior, v; no absorbe a v, por
tdm, v no absorbe a v3 por tdm, v3 no absorbe a v; por tdm y v; no absorbe
a v; por tdm si @ > j.

De las dos observaciones anteriores, tenemos la siguiente.

Observacién 2.11 Si m > 5, las condiciones del Teorema 2.6 no pueden
ser mejoradas.

2.3. Trayectorias monocromadticas, ciclos monocromati-
cos y ciclos casimonocromdticos en Torneos

m-Coloreados.

En esta seccién presentamos algunas condiciones suficientes para la exis-

tencia de nicleos por trayectorias dirigidas monocrométicas en torneos m-
coloreados.

Definicién 2.12 Sea D una digrdfica m-coloreada vy 7y, = (0,1,2,...,n—
1,0) un ciclo dirigido contenido en D. Decimos que 7, es €(D)-monocromdtico
st existe un conjunto

{fi=(i,i+1) € F(&D)|ie{l,..,n} tomado modn}
de flechas coloreadas con el mismo color.

En lo que resta de este capftulo necesitaremos los siguientes resultados,
de los cuales no daremos sus demostraciones por considerarlas demasiado
extensas, pero el lector interesado en ellas puede consultar las referencias
indicadas.

Teorema 2.13 (H. Galeana-Sanchez y Neumann-Lara [7] ) Si D es una
digrdfica micleo imperfecta critica entonces no existe particion alguna {V1, Va}

uv € F(D
de V(D) tal que D [V}, V5] C Sym(D) dandeD[Vl,Vg]={ (D) }
we Vi,ve Vs
, en otras palabras, Asym(D) es fuertemente coneza.
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Teorema 2.14 (Berge y Duchet [8]) Una digrdfica completa es niicleo
perfecta si y sélo si cualquier ciclo dirigido contiene al menos una flecha

Teorema 2.15 ( H. Galeana-Sénchez y Rajsbaum [9]) Sea T un torneo
hamiltoniano con n vértices y v un ciclo dirigido hamiltoniano contenido
en T. Para cada k (3 < k < n — 1) eziste un ciclo dirigido de longitud k
(denotado por 7,) contenido en T tal que |F(v) N F(v)| = 1.

Teorema 2.16 Sea T un torneo m-coloreado. Si cada ciclo dirigido con-
tenido en T de longitud a lo mds 4 es un ciclo casimonocromdtico, entonces
&(T) es nicleo perfecta.

Demostracién:

Procediendo por reduccién al absurdo supongamos que €(7") no es micleo
perfecta. Como €(7") es una digrafica completa se sigue del Teorema 2.14 que
existe un ciclo dirigido contenido en Asym/(&(T)).

Sea v = (20,21, ..., Zm—1, 20) un ciclo dirigido de longitud mfnima m con-
tenido en Asym(€(T)). Para concluir la prueba necesitamos demostrar varias
proposiciones en el orden siguiente:

(a) v C T. La definicién de v implica que v C Asym(€(T')) y como T es
un torneo con V(T') = V(€(T)) se sigue que y C 7.

(b) I(y) = m > 5. Procediendo por reduccién al absurdo, supongamos
que [(y) < 4. Como v C T, de nuestra hipétesis se sigue que 7y es un ci-
clo casimonocromético; sin pérdida de generalidad podemos suponer que las
flechas

{(z1,2i11) € F(y) | i € {0,1,...,m — 2}}

estdn coloreadas con el mismo color. De modo que (29, 21, ..., Zm—1) €8 una
tdm. Se deduce que (29,zn-1) € F(€(T)) y entonces (zm-1,%0) €
F (Sym(€(T)) N ) lo cual es una contradiccién.

(¢) ¥ no es monocromdtico. Por reduccién al absurdo, supongamos que
es un ciclo dirigido monocromético, entonces (zg, 21, .-, 2m—1) €8 una tdm y por
este motivo (29, zm-1) € F(€(T)), de modo que (2,1, 20) € F(Sym(€(T)))N
F(7) lo cual es una contradiccién.
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(d) Para cualesquiera z;, z; € V(v) tales que j & {i —1,i+ 1} se tiene que
{(2, ), (25,2)} C F(€(T)). Sean 2,z € V() tales que j ¢ {i — 1,i+L}.
Como {z;,2;} C V(T), al menos una de las dos flechas (z;,2;) 6 (2;,2)
estd contenida en el torneo 7. Supongamos sin pérdida de generalidad que
(2i,2;) € F(T). Entonces v = (z;, Zj, Zj 41, - Zi-1, zi) (con notacién mod m)
es un ciclo dirigido con I(y) < I(7). Se deduce de la definicién de v que
¥ & Asym(€(T)), de aquf que (z;, z;) € Sym(€(T)).

g

Como -y no es un ciclo monocromético, existen dos flechas consecutivas
contenidas en 7 con colores diferentes. Digamos que la flecha (2, 21) es roja
y la flecha (), 25) es azul.

(e) (z,2) ¢ F(T). Procediendo por reduccién al absurdo supongamos
que (22,2p) € F(T), entonces 73 = (20, 21, 22, 20) €s un ciclo dirigido de lon-
gitud 3 contenido en 7'. La hipétesis del Teorema 2.1 implica las siguientes
posibilidades: (23, 2) es toja 6 (29,2) es azul. Si (23,2) es roja, entonces
(22,20,21) es una tdm, de aquf que (z3,2;) € F(&(T)) contradiciendo el
hecho de que v C Asym(€(T)). Si (22,2) es azul, entonces (21, 22,20) €s
una tdm, de aqui que (21,29) € F(€(T)) contradiciendo el hecho de que
v C Asym(€(T)). Asi que; (z,2) ¢ F(T), sin embargo la proposicién (d)
implica que (2, 2) € F(€(T')). Se deduce que existe una tdm de longitud al
menos 2 de z; a 2z contenida en T. Sea a = (2 = 0,1,2,...,p = %) dicha
trayectoria ( con p > 2).
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(f) a no es azul. Si o es azul, entonces (z;, z) o es una tdm y se deduce
que (z1,z) € F(€(T)) lo cual es una contradiccién al hecho de que v C
Asym(€(T)).

(9) a no es roja. Si a es roja, entonces aU (29, 2;) es una tdm y se deduce
que (22,21) € F(C(T)) lo cual es una contradiccién al hecho de que v C
Asym(€(T)).

En lo que sigue podemos suponer (sin perder generalidad) que o es negra.

(h) Para cada i > 0 tal que tal que 2i < p, se tiene que (z,2:) € F(T).
Procediendo por reduccién al absurdo supongamos que existe ¢ > 0 tal que
% < py (21,2) ¢ F(T). Sea 2ip = min {2i | (z1,2i) ¢ F(T) (0 < 2i < p)}.
Como 0 = 25 y (21, 23) € F(T) se sigue que 2ip > 0 y 2ip — 2 > 0. De aquf
que (21,2 — 2) € F(T), (z1,2i0) ¢ F(T) y (2ip, 1) € F(T).

z1

-/..' ) ~ ) N




Sea v4 = (21, 2ip — 2,2ig — 1,24y, ). Las propiedades anteriores implican
que 7y4 es un ciclo dirigido de longitud 4 contenido en T' con dos flechas negras,
denotadas por (2ip — 2,2ig — 1) y (2ig— 1, 2ig). La hip6tesis del Teorema 2.16
implica que -, es un ciclo casimonocromético y entonces al menos una de las
flechas (z;, 219 — 2) 6 (2ip, z;) es negra.

. : 2ip — 2,21y — 1, 24, ..
Si (21, 2ip — 2) es negra, entonces (2, 2ip — 2) U 0 0 0 )

P =12
es una tdm, de aquf que (21,2) € F(€(T")) contradiciendo el hecho de que
v € Asym(€(T)).

Si (2ig, 21) es negra entonces (2, = 0,1, ..., 24p) U (24p, 21) es una tdm , de
aquf que (2y,2;) € F(€(T)) contradiciendo el hecho de que v C Asym(€(T))

Concluiremos la prueba del Teorema 2.16 analizando los casos en que p es
par y p es impar.

Casol: p es par. En este caso p — 2 también es par y como p > 2 tenemos
que p — 2 > 0. La proposicién (h) implica que (2,p — 2) € F(T). Asi, 74 =
(21,2—2,p—1,p, 1) es un ciclo dirigido de longitud 4 contenido en T con al
menos dos flechas negras, denotadas como (p — 2,p — 1) y (p—1,p). Como 4
es un ciclo casimonocromaético se sigue que (21, p—2) es negra (obsérvese que
(P, 21) = (20, z1) es 10ja), y en consecuencia (z1, p—2,p—1,p = 2;) es una tdm,
de modo que (2,2) € F(€(T)) lo cual contradice que v C Asym(€(T)).

Z1

A AN

< o

Zo=p p-1 p-2 22=p

Caso2: p es impar. Primero necesitamos demostrar las siguientes proposi-
ciones.
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(1) Si p es impar, entonces para cada i > 0 tal que 1 < 2i +1 < p, se
tiene que (2i +1,2) € F(T). Procediendo por contradiccién, supongamos
que existe? > 0 tal que 1 <2i+ 1 < p pero (2i + 1,z) ¢ F(T). Sea:

2ig+1=max {2+ 1| (2i+1,21) ¢ F(T)(1 <2i+1<p)}

Como p = 2 y (20, 21) € F(T) se deduce que 2iy + 1 < p. De manera que
(210 . 3 3, 21) & F(T) y (Z], 2% + 1) (S F(T)

Sea 74 = (21,24 + 1, 26p + 2, 2ip + 3, ). Lo establecido arriba implica que
74 en un ciclo dirigido de longitud 4 contenido en T con dos flechas negras,
denotadas como (2ig+1,2ip+2) y (2ig+2, 2ig+3). La hip6tesis del Teorema
2.16 implica que v, es un ciclo casimonocromético y entonces al menos una
de las dos flechas (2, 2ip + 1) 6 (2ip + 3, z1) es negra.

Si (21,249 + 1) es negra, entonces (21, 2o + 1) U (26 + 1, 2ig + 2, ..., = 20)
es una tdm, de aquf que (z1,2) € F(€(T)) contradiciendo el hecho de que
v € Asym(€(T)).

Si (24 + 3,21) es negra, entonces (zp = 0,1,...,2ig + 3) U (2ip + 3,21)
es una tdm, de aquf que (z3,2) € F(€(T)) contradiciendo el hecho de que
v C Asym(€(T)).

(7) Si p es impar, entonces (1,2) € F(T) es azul. Se sigue directamente
de la proposicién (i) que (1,z;) € F(T'). De manera que y3 = (21,22 = 0,1, 2)
es un ciclo dirigido de longitud 3 contenido en T'. Puesto que la flecha (2, 22)
es azul, la flecha (0, 1) es negra y 74 es un ciclo casimonocromético (por la
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hipétesis del Teorema 2.16), se deduce que la flecha (1, 21) es azul 6 la flecha
(1, z1) es negra.

N

i g

Si la flecha (1, z;) es negra, entonces (2, 1, z;) es una tdm, lo cual implica
que (z9,21) € F(C(T)), contradiciendo el hecho de que v C Asym(C(T)).
Concluimos que (1, 21) es azul.

(k) Si p es impar, entonces (z1,p — 1) € F(T) es roja. Como p es impar,
entonces p — 1 es par y la proposicién (h) implica que (z1,p — 1) € F(T). De
modo que 73 = (21,p — 1,p, 21) es un ciclo dirigido de longitud 3 contenido
en T. Como (29,21) = (p,z1) es roja, (p — 1,p) es negra y <3 es un ciclo
casimonocromético (recuerde la hipétesis del Teorema 2.16), se sigue que la
flecha (21, p—1) es roja 6 la flecha (21, p—1) es negra. Si la flecha (z1,p—1) es
negra, entonces (23, p—1,p) es una tdm, lo cual implica que (z1,p) € F(€(T)),
contradiciendo el hecho de que y C Asym(€(T)). Concluimos que (z1,p — 1)
€s roja.
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Concluimos la prueba del Teorema 2.16 analizando los siguientes dos sub-
€asos.
Subcaso 2(a): (1,p) € F(T). En este caso v, = (1,2;,p— 1,p,1) es un
ciclo dirigido de longitud 4 contenido en 7' cuyas flechas son coloreadas con
por lo menos 3 colores ((z,2)) es roja, (z1,22) es azul y (0,1) es negra)
contradiciendo la hipétesis del Teorema 2.16.

Subcaso 2(b): (p,1) € F(T). En este caso v4 = (1,21,p—1,p, 1) es un ciclo
dirigido de longitud 4 contenido en T' cuyas flechas son coloreadas con por lo
menos 3 colores ( la proposicién (j) implica que (1, 2)) es azul, la proposicién
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(k) implica que (z1,p — 1) es roja, y (p — 1,p) es negra) contradiciendo la
hipétesis del Teorema 2.16.1

Teorema 2.17 Sea T un torneo m-coloreado tal que cada ciclo dirigido
de longitud 3 contenido en T es un ciclo monocromdtico. Entonces €(T) es
una digréfica nicleo perfecta.

Demostracién:

Primero demostraremos que cada ciclo dirigido de longitud 4 contenido en
T es un ciclo casimonocromaético.

Sea v, = (0,1,2,3,0) un ciclo dirigido de longitud 4 contenido en T, y
supongamos que 7, no es monocromético. Podemos suponer ( sin pérdida de
generalidad) que las flechas (0,1) y (1,2) tienen asignados diferentes colores;
digamos que (0,1) es roja y (1,2) es azul.

Afirmamos que las flechas (2,3) y (3,0) tienen asignado el mismo color.
Supongamos para llegar a una contradiccién que las flechas (2,3) y (3,0)
tienen diferentes colores. Asf, si (0,2) € F(T) entonces el ciclo dirigido de
longitud 3 contenido en T, v; = (2,3,0,2) no es monocromético lo cual
contradice la hip6tesis del teorema.

Si (2,0) € F(T), entonces el ciclo dirigido 73 = (2,0,1,2) de longitud 3
contenido en 7" no es monocromético, de nuevo una contradiccién.

Afirmamos que las flechas (2, 3) y (3,0) son ambas rojas 6 ambas azules.
Procediendo por reduccién al absurdo, supongamos que dichas flechas tienen
el mismo color, pero que no es ni azul ni rojo, digamos que tienen color negro.
Si (1,3) € F(T), entonces v3 = (1,3,0,1) es un ciclo dirigido de longitud 3
contenido en T, pero que no es monocromético, contradiciendo la hipétesis
del teorema. Del mismo modo, si (3,1) € F(T'), entonces (3, 1,2, 3) es un ciclo
dirigido de longitud 3 contenido en T" que no es monocromético, de nuevo una
contradiccién.

De manera que las flechas (2, 3) y (3, 0) son ambas rojas 6 ambas azules. En
cualquier caso, 7, es un ciclo casimonocromético. Directamente del Teorema
2.16 se deduce que €(T') es una digréfica micleo perfecta.ll

Teorema 2.18 Sea T un torneo m-coloreado tal que cada ciclo dirigido
de longitud 3 contenido en T es €(T)-monocromdtico. Entonces €(T) es una
digrifica nicleo perfecta.
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Demostracién:

Como €(T) es una digréfica completa, se sigue del Teorema 2.14 que es
suficiente probar que cada ciclo dirigido contenido en €(7") contiene al menos
una flecha simétrica. Sea y un ciclo dirigido contenido en €(T") y por reduccién
al absurdo supongamos que vy C Asym(€(T)). Se sigue que y C T. El ciclo
dirigido <y es un ciclo dirigido hamiltoniano del torneo T'[V/(€)] = T". Se sigue
del Teorema 1.15 que existe un ciclo dirigido 73 de longitud 3 contenido en
T, tal que |F(73) N F(v)| = 1. Como 74 es €(T')-monocromético se sigue que
73 © Sym(&(T)), y ast F(y) N F(Sym(€(T))) # 0. W

Teorema 2.19 Sea T un torneo m-coloreado con p vértices tal que existe
una digrdfica il con V(T) = V(II), €(T) C H y €(H) es una digrdfica niicleo
imperfecta critica. Si existe k (con 4 < k < p) tal que para cualquier ciclo
dirigido de longitud k contenido en T' es €(H )-monocromdtico, entonces cada
ciclo dirigido de longitud k — 1 contenido en T es €(H)-monocromdtico.

Demostracién:

Sea T' un torneo m-coloreado que cumple con las hipétesis del teorema y
sea v, = (2, 21, 22, -.., 2k-2, 20) un ciclo dirigido de longitud k—1 contenido
enT (con3<k—1<p-—1). Analizaremos los siguientes casos posibles:

Caso 1: Ermiste un vértice w € (V(T) — V(v-1)) tal que
{(z,w) € F(T) | 2 € V(v 1)} # 0 y {(w,2) € F(T) | 2 € V(1i)} #0.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que (zp,w) € F(T) y sea i =
min {j € {1,..,k — 2} | (w,2;) € F(T)} (la eleccién de w implica que i es-
t4 bien definido). Se sigue de la definicién de i que (z-,w) € F(T) y
(w,z) € F(T). De aquf que (zj_1,w,z) U (2,71, %-1) €s un ciclo dirigi-
do de longitud & contenido en T y la hipétesis del Teorema implica que es
€(H)-monocromético y digamos que es de color azul. Por otra parte, puesto
que existe un conjunto de flechas azules en €(7T'), a decir {(2i-1,w), (w, 2;) } , se
infiere que existe una flecha azul en €(€(H)) = €(H) de 2y a z;. Concluimos
que existe un conjunto de flechas de €(H), a decir

{fi=(z,zi1) | 1 € {0,1,...,k — 2} (tomado modk —2)}, coloreadas de
azul. De manera que el ciclo v;_, es €(H)-monocromético.



Caso 2: Para cualquier vértice w € (V(T) — V(vx_,)), se tiene al menos
una de las siguientes proposiciones:

{(zw) e F(T) | z€ V(1-1)} =0
6
{(w,2) € F(T) | z€ V(7-1)} =0

Denotemos por :
Vi={w e V(T) = V(vi1) | {(w,2) € F(T) | z € V(%) } = 0}

y
Va={w e V(T) = V(1-1) | {(z,w) € F(T) | z € V(7-1)} = 0}

Caso 2(a): Vo = 0.

Dadoque k — 1 < |V(T)|—1y U Va = V(T) — V(7;_1) se sigue que
Vi # 0. Sea Ny un micleo de €(H) [V;] (dicho micleo existe puesto que €(H)
es una digréfica micleo imperfecta critica). Obsérvese que la definicién de V;
implica que para cada w € V] y cada z € V(;_,), se tiene que (2, w) € F(T).
De aqui que N es un micleo de €(H) contradiciendo el hecho de que €(H)
es micleo imperfecta critica.

Caso 2(b): Vo #0y Vi =0.
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Dado que k-1 < |V(T)| — 1 = |V(€(H))| — 1 y €(H) es una digrafica
micleo imperfecta critica, se sigue que €(H) [V (v;_,)] tiene un micleo. Sea
N, dicho micleo. Se sigue de la definicién de V; que para cada w € V4 y cada
z € V(7y_,), se tiene que (w, z) € F(T). De manera que N; es un nicleo de
€(H). De nuevo una contradiccién.

Caso 2(c): Vo £ Dy Vi #0.

En éste caso, tenemos que (V3 UV (7;_,), V2) es una particién de V(7T") =
V(H) = V(€(H)). Como €(H) es una digrafica micleo imperfecta critica, se
sigue del Teorema 2.13 que Asym(€(H)). La definicién de V5 implica que no
existen flechas de V/(,_,) a V» contenidas en T, por consiguiente existe al
menos una flecha de V; a V5 contenida en Asym(€(H)) (Obsérvese que si
(%,v) C Asym(Z(H)), entonces {u,v) € F(T)). Sea (z,y) una flecha de V; 2
V, contenida en Asym(€(H)).

Claramente vy, = (29, z,y, 22) U (22,7:_1,20) €s un ciclo dirigido de lon-
gitud k contenido en 7' ( la definicién de V; implica que (z,z) € F(T)
y la definicién de V; implica que (y,2;) € F(T). Se sigue de la hipétesis
que 7y, es un ciclo €(H)-monocromético. En consecuencia, existe una yz-
tdm contenida en €(H), y entonces (y,z) € F(€(H)) contradiciendo que
(z,9) € Asym(¢(H)).m

El siguiente es un resultado general que puede ser usado para obtener
condiciones suficientes con las cuales €(T') es una digrafica micleo perfecta.

Teorema 2.20 Sea T un torneo m-coloreado con p vértices. Si existe
algiin k (con 3 < k < p) tal que se cumple una y sélo una de las siguientes
proposiciones:

(i) Para cada torneo m-coloreado T' C T tal que T' no contiene ciclos
dirigidos de longitud k, se tiene que €(T") es una digrdfica nicleo perfecta.

(ii) Cada ciclo dirigido de longitud k contenido en T es €(T)-monocromd-

tico.

Entonces, €(T') es una digréfica micleo perfecta.

Demostracion:

Procediendo por reduccién al absurdo, supongamos que €(7T") no es una
digrafica micleo perfecta. Entonces, por el teorema 1.45 existe H una subdi-
gréfica inducida de €(T) tal que es una digrafica micleo imperfecta critica.
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Sea Ty = T [V(H)| y supongamos que se cumple la hipétesis (i). De
manera que si Ty no contiene ciclos dirigidos de longitud &, entonces €(Tk)
es una digrafica micleo perfecta y en consecuencia €(Ty) tiene un micleo que
también resulta ser un micleo de H ( debido a que €(Ty) C H). Lo cual es una
contradiccién. Se sigue que Ty contiene un ciclo dirigido de longitud &k y la
hipétesis (ii) implica que dicho ciclo dirigido es €(7")-monocromético. Cuando
k = 3, se deduce del Teorema 2.18 que €(Ty) es una digrafica micleo perfecta
cuyo micleo también es un niicleo de H . De nuevo una contradiccién.

Cuando k > 4, se cumplen las hipétesis del Teorema 2.19. En efecto, con-
siderando nuestra subdigrdfica H y T' = T}y, se verifica que V(Ty) = V(H),
€(Ty) € H , €(H) es micleo imperfecta critica ( observemos que €(H) = H),
y cada ciclo de longitud k contenido en Ty es €(T)-monocromético y por
tanto €(H)-monocromético (debido a que H es una subdigréfica inducida de
&(T)). Aplicando el Teorema 2.19 repetidas veces obtenemos que cada ciclo
dirigido de longitud 3 contenido en Ty es €(H )-monocromatico.

Veremos que H es nicleo perfecta. Por reduccién al absurdo supongamos
que H no es micleo perfecta. Por el Teorema de Duchet (Teorema 2.14)
existe 7 un ciclo dirigido asimétrico contenido en H. Observemos que v C T}y,
entonces por el Teorema 2.15 existe 5 un ciclo dirigido de longitud 3 con-
tenido en Ty tal que |F(y3) N F(y)| > 1. Ahora bien, como 3 es €(T)-
monocromético, entonces «y; es simétrico en €(7") y por lo tanto 7 tiene al
menos una flecha simétrica en H, contradiciendo que v C Asym(H). Por lo
tanto H es micleo perfecta, lo cual contradice que H es micleo imperfecta
critica.ll

Si en el Teorema 2.16 s6lo pedimos que cada ciclo dirigido de longitud 3
contenido en T' sea casimonocromético, no podemos asegurar la veracidad de
la conclusién.

Por ejemplo, el torneo G5 dado por Shen Minggang en [4] (ver figura 1),
un torneo 5-coloreado, de orden 5, en el cual cada tridngulo dirigido contenido
T es un ciclo casimonocromaético. Pero G5 no contiene un micleo. En efecto,
no existen v;41v;-tdm contenidas en Gs,



rd

La figura 2 muestra que la condicién de Shen Minggang no implica la
condicién del Teorema 2.16 y la figura 3 muestra que la hipétesis del Teorema
2.16 no implica la condicién de Shen Minggang. En consecuencia, si m > 5,
la condicién del Teorema 2.16, “cada ciclo dirigido de longitud a lo més 4
es un ciclo casimonocromético” no puede ser mejorado. El articulo de Shen
Minggang (ver [4]) concluye con la mencién de que para los casos m = 3,4 de
la conjetura de Sands, Sauer y Woodrow [2] es todavfa un problema abierto.



Sin embargo, en [3] Hortensia Galeana y Rocio Rojas prueban que para
cada n > 6, existe un torneo T, 4-coloreado de orden 6 que satisface las
siguientes dos condiciones: (1) T}, no contiene Cj (ciclos dirigidos de longitud
3 cuyas flechas son coloreadas con tres diferentes colores) y (2) 7, no con-
tiene niicleos por trayectorias dirigidas monocromaéticas, lo cual da respuesta
parcial a la conjetura planteada por Shen Minggang en su articulo de 1988.

En [3] Galeana y Rojas construyen una familia de contraejemplos del pro-
blema para m = 4 cuyos detalles se dan en la demostracién del siguiente
teorema.

Teorema 2.21 Para cada n > 6 existe un torneo 4-coloreado de orden n
que satisface las siguientes dos condiciones: (1) T, no contiene Cs y (2) T
no contiene niicleos por trayectorias dirigidas monocromdticas.

Demostracién:

Para n = 6, el torneo Tg de la figura 4 es un torneo 4-coloreado, de orden
6, que no contiene ciclos dirigidos de longitud 3 y 3-coloreados . Tampoco
contiene nicleos por trayectorias dirigidas monocrométicas. En efecto, no
existen trayectorias dirigidas monocrométicas de v;41 a v;, donde la notacién
es tomada médulo 6.

Pueden construirse torneos 4-coloreados de mayor orden y con las mismas
propiedades de Ty cuando por cada nuevo vértice v se agregan flechas 1-
coloreadas de v hacia los vértices anteriores como se ilustra en la figura
5.0
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El caso para m = 3 al momento de escribir esta tesis, sigue siendo un
problema abierto.

2.4. Conclusiones.

Si bien la condicién del Teorema 2.16 (cada ciclo contenido en T de longi-
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tud a lo més 4 es casimonocromético) no es una generalizacién de las condi-
ciones de Shen Minggang (Teorema 2.6) podemos concluir que la introduccién
de los conceptos de cerradura transitiva y ciclos casimonocromaticos hacen de
este teorema un resultado més fuerte y en cierto sentido més general debido
a que no sé6lo podemos deducir la existencia de un vértice absorbente en el
torneo sino que también en cualquier subdigrafica inducida de su cerradura
transitiva. Sin embargo en el siguiente capitulo se verd un resultado del cual
los Teoremas 2.6 y 2.16 son dos casos particulares.
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Capitulo 3

Vértices absorbentes en Torneos

m-Coloreados

3.1. Resumen

Sea T un torneo cuyas flechas son coloreados con k colores. Llamamos a un
subconjunto X de vértices de T' absorbente si desde cada vértice de T° que no
estd en X existe una trayectoria dirigida monocromdtica a algin vértice en X.
Este capitulo comienza con algunas preguntas acerca de la mfnima dimensién
que puede tener un conjunto de vértices absorbentes en un torneo k-coloreado
y después se abordan los principales resultados del capftulo anterior mediante
dos nuevas aproximaciones generalizando algunos resultados conocidos. En
particular, el Teorema 3.18 nos muestra que un multitorneo mfnimo asociado
a un torneo T, es una estructura tal que si sélo se le pide que no contenga Cs
se concluye que T contiene un vértice absorbente y el Teorema 3.23 generaliza
los Teoremas 2.6 y 2.16 del capitulo anterior. Todo este capitulo se ocupa de
torneos finitos, pero el lector interesado en los infinitos puede consultar [6].

3.2. Introduccién.

Conviene al lector recordar aquf algunos conceptos establecidos en los capi-
tulos anteriores asf como algunas notaciones que utilizaremos frecuentemente.
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Una gréfica dirigida 6 Digrifica D = [V(D), F(D)] consta de un conjunto de
vértices V (D), cuyas flechas son parejas ordenadas (z,y) de vértices distintos.
Dadas dos digréficas D y D', D' es una subdigrifica de D si V(D) C V(D)
y F(IY) € F(D). Si X C V(D), denotamos por D [X] la subdigrifica de
D inducida por X; es decir, la digréfica [X, F(D)N X x X]. Si no hay lu-
gar a confusiones, escribimos V en lugar de V(D) y F en lugar de F(D).
Una trayectoria (dirigida) que conste de n vértices distintos zy, 71, ..., Z, la
denotamos por (zg, Zy,...,Z,) y si ademds es monocromética utilizamos la
notacién zpz,-tdm para abreviar que entre zg y z, existe una trayectoria
dirigida monocromética. Una trayectoria (zg, z1, ..., ) con (z,,z9) € F es
un ciclo de longitud n+41 6 un (n+1)-ciclo. Una k-coloracién de una digréfica
D = [V, F] es un mapeo de F en el conjunto {0, ...,k — 1}. Entonces, deci-
mos que D es k-coloreada. Una subdigréfica D' (no necesariamente inducida)
de D es monocromdtica si todas sus flechas tienen el mismo color. Se dice
que una digréfica es casimonocromdtica si a lo més una de sus flechas tiene
un color diferente de las demds. Una digrafica es policromdtica si al menos
tres colores aparecen en sus flechas. Un subconjunto X de V' es absorbente si
desde cualquier vértice de X\\V existe un trayectoria dirigida monocromati-
ca a algiin vértice en X; un vértice absorbente se define andlogamente. Un
torneo T = [V(T), F(T)] es una digrafica tal que (z,y) € F(T) si y sélo
si (y,z) ¢ F(T). Podemos llamar a cualquiera de los dos torneos con tres
vértices una terna.

Dado que un conjunto absorbente siempre existe en un torneo k-coloreado
T', es natural preguntarse qué tan pequeno puede ser.

Esta pregunta fue hecha por primera vez en [2]. Los autores consideran el
caso de digraficas y prueban lo siguiente:

Teorema 3.1 Cualquier digrifica 2-coloreada sin rayos monocromdticos
contiene un conjunto que es absorbente y sin trayectorias monocromdticas
entre sus elementos.

Se sigue de este teorema que cualquier torneo 2-coloreado sin rayos monocro-

méticos contiene un vértice absorbente. Esto lleva a los siguientes proble-
mas abiertos:
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Problema 1 (Atribuido a Erdés en [2]) ; Eriste una funcién abs : w — w
tal que para cada k < w, cualquier torneo finito k-coloreado tiene un conjunto
absorbente de tamano a lo mds abs(k)?

Si dicha funcién abs existe, entonces el Teorema 1 de [2] implica que
abs(2) = 1, y un ejemplo dado en dicho articulo muestra que abs(3) > 3.

Problema 2 ([2]). ;Cualquier torneo finito 3-coloreado sin 3-ciclos poli-
cromdticos contiene un vértice absorbente?

En [5] y en [4], el problema 2 es abordado para cualesquiera k colores.
Recordemos algunos de los resultados principales del capftulo anterior.
Teorema 3.2 [4]

1. Para cualquier k, cada torneo finito k-coloreado sin ternas policromdti-
cas contiene un vértice absorbente. (ver el Teorema 2.6)

2. Para cada k > 5 existe un torneo finito k-coloreado sin 3-ciclos poli-
cromdticos que no contiene un vértice absorbente. (ver la Observacién 2.9)

Teorema 3.3 [5| Si cada ciclo dirigido de longitud a lo mds 4 contenido
en un torneo k-coloreado T es casimonocromdtico, entonces T liene un vértice
absorbente.

Estos teoremas conducen a que para cualquier s > 4, las hipétesis gener-
alizadas pueden ser llamadas H, y enunciarse de la siguiente manera.

Hipétesis H,.
¢ 7 esla hip6tesis del Teorema 2.1 : Cualquier terna es casimonocromti-
ca.

¢ Para cada s > 4, cada ciclo de longitud s es casimonocromético y

ningiin ciclo de longitud menor que s es policromético.

Consideraremos los Teoremas 3.2(1) y 3.3, para torneos finitos, por medio
de dos nuevas aproximaciones. Estas consisten en asociar cada torneo colo-
reado con una nueva estructura; un multitorneo en un caso, y una digréfica
subyacente en el otro. Concluiremos el Capitulo 3 relacionando las dos.
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3.3. Primera aproximacién: Multitorneos.

En lo que sigue necesitaremos més notacién. Sea D = [V, F'] una digréifica
k-coloreada. Para z # y, ¢ — y denota que (z,y) € F, y si la flecha (z,y)
estd coloreada con el color i, escribimos z —* y. Anslogamente, z = y
denota que existe una trayectoria dirigida monocromética de z a y, y sies
una trayectoria de color i, escribimos z ="' 5. También por analogfa, z + y
denota que no hay trayectorias dirigidas monocrométicas de z a y. En lo que
resta del capftulo s6lo consideraremos torneos finitos.

Definicién 3.4 Para cada torneo k-coloreado T = [V, F] definimos el
maltitorneo asociado T = (Ty,T,...,Ti—1) como sigue. Para cada i, la
digrdfica T; = [V, F(T;)| es tal que para z,y € V con z #y, (z,y) € F(T;)
ezactamente cuando x =>'y.

Ejemplo:

vz v

2 vi 2 v
vz 12
V
T2
! v

1
1
v1
1
2 T1
37 2 Vi v4

1
3
& . 3

V4 3 V3 V4 3 va
T T vae 3 ]
T3

Observemos que cada T; es transitiva porque es la cerradura transitiva de
la digréfica inducida por las flechas de color ¢ en T'. Més atin, 7 es completa;
es decir, para cualquier z # y € V existe un color i tal que (z,y) 6 (y,z) (6
ambas) es una flecha de T;. Es posible quitar flechas de 7 al mismo tiempo
que se preserva la completez de 7 y la transitividad de cada T;. Esto conduce
a la nocién de multitorneos minimos de 7.
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Definicién 3.5 Sea U = (Up, ...,Ux—1) obtenido de T gquitando flechas
de cada T;. Semejante multitorneo es llamado minimo si ninguna de sus

flechas puede ser removida sin destruir la completez de U, 6 la transitividad
de cada U,' ( 1] ambas)

Ejemplo:

U es un multitorneo minimo asociado a 7.

Es importante observar que un multitorneo minimo U obtenido de un
multitorneo 7 en general no es tnico. El lector puede comprobar que los
siguientes multitorneos también son minimos obtenidos del ejemplo de la
pagina anterior.

Vi

v Vr z vz
- -

L i

Vi B4

Vs Ve z va
Oy
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Es conveniente hacer notar al lector que un multitorneo mfnimo puede
admitir flechas miiltiples y/o flechas simétricas como lo muestra el siguiente
ejemplo.

v 2 2 ur 2 v2
\\ / 4 F
\\ rd L 2 /
; > \/ 2
3 1 24 1 /N
4 -
" 4 ‘.
v = Y
v I vy L) 2 vy
1
1 T U Uz

Por ltimo notemos que dados z,y, z € V  tales que (z,y) € F(U;), (y,2) €
F(Uy) y

(2,z) € F(Uw), zyz es un 3-ciclo policromético de U si 2,7’ e i” son dis-
tintos. En el ejemplo anterior, el multitorneo mimimo U, contiene el 3-ciclo
policromé.tico (‘01, v, V4, ‘U1) .

El siguiente es el resultado principal de la aproximacién por multitorneos.

Teorema Sea T = [V, F| un torneo k-coloreado y sea U = (Up, ..., Uk-1)
un multitorneo minimo obtenido del multitorneo asociado T . Si U no contiene
3-ciclos policromdticos, entonces la digrifica [V,US) F(U;)] es un orden total
cuyo mdzimo es un vértice absorbente de T.

Antes de establecer y demostrar los dos lemas de los que se sigue inme-
diatamente el teorema anterior, necesitamos definir algunos otros conceptos.

Definicién 3.6 Un intervalo en una digrdfica D = [V, F] es un subcon-
junto X de V tal que para cualesquiera a,b € X y cualquier x € VN\ X
tenemos que (a,z) € F ezactamente cuando (b, z) € F y andlogamente para
(z,6) y (z,b). Una particién por intervalos I de D es una particion de V
en intervalos.

Ejemplo:
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vz u2

vi V3 g U3

V5 v uUs (7]

D B

En la digréfica D el conjunto {vs,v5} es un intervalo.
En la digrafica E los conjuntos {ug} y {us2,us} son intervalos.

Notemos que en la digréfica D del ejemplo anterior, el complemento del
intervalo {vg, vs} ( es decir, V'\ {vs, v5} = {v1,v3,v4}) también es un intervalo.
Del mismo modo, tenemos que en la digrédfica E los conjuntos de vértices
ajenos y complementarios {ug, us} y {uy,us,us} son intervalos. Observemos
que esta propiedad es de toda digrdfica. En efecto, se sigue inmediatamente
de la definicién de intervalo que dada una digréfica D = [V, F] y un intervalo
X CV, su complemento V\X también es un intervalo.

Por otro lado, como un caso particular de lo anterior, observemos que
dada una digréfica D = [V, F], el conjunto de sus vértices V también es un
intervalo ya que su complemento es el vacfo y entonces cumple (por vacuidad)
con la Definicién 3.6.

Debido a lo anterior, dada una digrafica D = [V, F| siempre existe al menos
la particién trivial {V, 0} de sus vértices en intervalos.

Por 1ltimo, observemos que no toda digrafica tiene particiones no triviales
de sus vértices en intervalos, como por ejemplo la siguiente digrafica.
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Tomando en cuenta las observaciones anteriores, resulta claro que podemos
definir el siguiente concepto.

Definicién 3.7 Dada una particién por intervalos T de D = |V, F|, defi-
nimos el cociente D /T como la digrdfica D/T = [I,F /I], mediante la
siguiente regla: (I,J) € F/T si (z,y) € Fparaz €I,y € J.

Observemos que cada particién por intervalos Z de D induce un cociente
D/I=I[IF/I].

Ejemplo:

or—-z<
It Iz
D/
Jr
Ja _;2
D/

En la digrédfica D encontramos la particién por intervalos [J; = {I1, [z} con
I = {v, v} y I, = {vs,v4,v5,v6} asf como la particién por intervalos
.72 = {J], Jz, J'g} donde J; = {‘U], Uz},J2 = {03} y J3 = {‘Uq,‘b?a, Us} ’ las cuales
generan dos cocientes diferentes.

Inversamente, consideremos una familia {D,},., de digrificas con con-
juntos de vértices dos a dos ajenos, entonces podemos definir lo siguiente.

Definicién 3.8 La suma lexicogréfica de {D.},., sobre una digrifica
D, es la digrifica D [Dz;z € V] en UgeyV (D) obtenida conservando para
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cada vértice = de D, las flechas de D, y agregando para cada flecha (z,y)
de D, todas las flechas de V(D;) a V(D).

Ejemplo:
Consideremos la siguiente digréfica.

y la siguiente familia de digréficas con vértices dos a dos ajenos.
Dz Dy Dz

su suma lexicogréfica es la siguiente digrafica.




Claramente {V(D,)},,, es una particién por intervalos de la suma lexi-
cogréifica y el correspondiente cociente es isomorfo a D.

Por comodidad para el lector, antes de continuar con la demostracién del
Lema 3.15 recordaremos algunos conceptos bésicos de la teorfa de conjuntos.

Definicién 3.9 Sea R una relacion en un conjunto A.

(a) R es llamada reflexiva en A, si para todo a € A, se tiene que aRa.

(b) R es llamada simétrica en A, si paratodo a€ A y b€ A; aRb
implica que bRa.

(c) R es llamada transitiva en A, si para todo a,b,c € A; aRb y bRc
implica que aRc

(d) R esllamada antisimétrica en A si para todo a,b € A, aRb y bRa
implica que a =b

Definicién 3.10 Una relacion < en un conjunto A, que es refleviva,
antisimétrica y transitiva se llama orden (parcial) en A. Al par (A.<) se
le llama conjunto parcialmente ordenado.

Definicién 3.11 Una relacién R se llama de equivalencia en A, si es
reflexiva, siméirica y transitiva en A.

Definicién 3.12 Sea R una relacion de equivalencia en A y sea a € A. La
clase de equivalencia de a mddulo R es el conjunto a = {x € A| zRa}.

Definicién 3.13 Sean a,b € A y sea < un orden en A. Decimos que a
y b son comparables en el orden < ( o que son <-comparables) si: a <b
6 b<a.

Definicién 3.14 Un orden < es llamado un orden total si cualesquiera
dos elementos de A son comparables. El par (A,<) es entonces llamado con-
junto totalmente ordenado.

También, antes de enunciar y demostrar el Lema 3.15, es conveniente hacer
notar al lector que si un torneo k-coloreado T' = [V, F] contiene un ciclo
monocromético de color ¢ (ver figura 1), entonces en el multitorneo asociado
T = (To, Th,-.,Tk—1) dicho ciclo se convierte en una digréfica completa y
simétrica (ver figura 2). Debido a esto, es posible que exista un multitorneo

85



minimo U = (Up ). ...,U;_1) obtenido de 7 en el cual su componente U;
contenga alguna digriafica comipleta y siinétrica, aunque no necesariamente
sea la misma contenida en 7 (ver figura 3).

Fagqura 1 Figura 2 Figura 3

Por la observacion anterior, es claro que la relacién R; en U; definida como
zRjy <= =1y 6 ((z,y) € F(U;) < (y,z) € F(U;)) estd bien definida.

Lema 3.15 Sea T' = [V, F| un torneo k-coloreado y sea U = (Uy, U, -.., Ux-1)
un multitorneo minimo obtenido del multitorneo asociado T . Entonces cada
U; es un conjunto parcialmente ordenado.

Demostracién.

A cualquier U; le podemos asociar la relacién R; definida por zR;y si y
sélosi =y 6 (z,9) y (y,z) estdn en F(U;). Observemos que R; es una
relacién de equivalencia:

Podemos suponer sin perder generalidad que = # y en la definicién de R;.
Entonces:

i) Es claro que para cada z € V(U;) se tiene que zR;z.

ii) Para cualesquiera z,y € V(U;), si zR,y, entonces yR;z.
Si zR;y, entonces (z,y) € F(U;) y (y,z) € F(U;), ésto iltimo significa
que yR;z.
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iii) Para cualesquiera z,y,z € V(U;) tales que zR;y y yR;z se deduce
que TR;z.

De las condiciones se tiene que (z,y) € F(U;), (y,z) € F(U;), (y,2) €
F(U;) vy (z,9) € F(U;) de donde por transitividad de U; se tiene que
(z,2) € F(U;) y (2,x) € F(Uj), es decir, zR;z.

Al ser R; una relacién de equivalencia, tenemos que la familia Z; de las
clases de equivalencia médulo R; es una particién de U;. Més atin, cada clase
de equivalencia es un intervalo. En efecto, sean I € Z;, a,be I y z €
U;\1. Observemos que (z,a) € F(U;) si y s6lo si (z,b) € F(U;) debido a la
transitividad de U;. Andlogamente, (a,z) € F(U;) si y sélo si (b, z) € F(U;).
Obsérvense las siguientes figuras.

Entonces, tenemos que la relacién R; induce una particién de U; en inter-
valos Z; y por tanto podemos considerar el cociente U;/Z;.

Ahora demostraremos que el cociente U;/Z; es un conjunto parcialmente
ordenado. En efecto, si definimos la relacién > en U;/Z; comob>asiy
s6losiexistenz €a y y€ b talesque z =y 6 (y,z) € F(U;), se cumplen
las siguientes propiedades:

i) Para cada € U; /Z; es claro que & > Z.
ii) Siz>y y ¥ > 7, entonces T = 4.

En efecto, Z > § implica que existenzy €EZ y 1 € § talesque 71 =
6 z; — . Si z; = yy, claramente Z = §. Supongamos que z; # ¥, entonces
zy = . Como § > Z,existen 7o € T y ¥y € 7, talesque z3 = 3 6
Y2 — Tz. Si T3 = 1o, entonces claramente Z = §. Supongamos que Tz # Yo,
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entonces yo — T3, Asi, 1y — y; ¥ 3o — x9. Por otro lado, como T y § son
clases de equivalencia de R, se deduce que =3 —x; y 1 — 1.

De lo anterior se tiene que y; — y» — 2 — x; y por la transitividad de
U; tenemos que y; — 1.

De manera que y; — z; y ; — y, es decir, 2, R;y,. Por lo tanto 7 = j.

iii) Si 2>y y y > z, entonces I > Z.

Como 7 > 7, entonces existen ¥y €T y y €7 talessque z; =y 6
z; >y .Comoy > Z existen yp €J y 2 € Z talesque ¥y = 21 6
Y2 — z;. Tenemos los siguientes casos:

a) Si z; =y, entonces cuando ¥, = z; como ¥ es clase de equivalencia
de H;, entonces y1 = y» 0 y; — o y se tiene que x; = z; 6 xy — 2. Por
tanto > Z.

b) Si z, # y;, entonces z, — ;. Si y» = 2z, dado que 7 es clase de
equivalencia de R;, entonces yy =y 6 ¥ — 3.

Si 3 = yo, entonces T, — 23 y si y; # yo, también z; — 2. Por lo
tanto T > Z.

Si y; # 21, entonces y, — 2, dedonde z; —»y; Yy — 2z y porla
transitividad de U; tenemos que ; — 2. Por lo tanto = > Z.

Como cada clase de equivalencia X en Z; puede estar totalmente ordenado
por algiin orden £, entonces podemos considerar la familia {Lf,( | X € l:,}
de digréficas L'}-r con vértices ajenos generadas por el orden total E’,} en cada
X de Z;. De manera que la suma lexicografica V; = (U;/Z;) [L-}; X e I_,-]
es un conjunto parcialmente ordenado. Claramente el multitorneo V =
(Vo, W, ..., Vk—1) es completo y cada V; es transitivo. Por la minimalidad de
U, se deduce que U = V), es decir, U; = V; para todo j. Por lo tanto, cada Uj;
es un conjunto parcialmente ordenado.l

Con el objetivo de ilustrar el procedimiento seguido en la demostracién
anterior, presentamos un ejemplo.

Considérese el siguiente torneo 7.



Las siguientes digréficas 71,75, T3 y 74 son las cerraduras transitivas de
las digréficas generadas por las flechas de color 1,2,3 y 4 respectivamente.

AN

-

Vs
T
Ve 3 Va
3 3
Ve 3 [

Ta
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La siguiente digrifica es el multitorneo inducido por 7.

- . 3

!\. g/:, N

f 2

.)" -

\
Ay
; \
Ve \9 v
¥

\

\\
_‘-'f

De cada T; debemos quitar flechas de manera que se conserve su tran-
sitividad y la completez del torneo 7". Asf podemos obtener las digraficas
Uy, Uy, Us y Uy siguientes.

L




De manera que un multitorneo minimo I/ asociado al torneo T es el si-
guiente.

v

R
/TN
/ \
/ \ :
’ / / \\,
> - - ~
| / ~
Ve - 3 v
p
F B 1 =
A
- .
k-
/ -~ 2
. ..
\ 5
Ve ~— > | Va
N
Y
2\" 5
4
.

Observemos que en cada Uj, la familia Z; de las clases de equivalencia
médulo R; es cada vértice de U; por lo que el cociente U;/Z; es de hecho U.
Por lo que trivialmente U = V.

Definicién 3.16 Decimos que z es predecesor inmediato de y en U;
(denotado por z <;y) si © —'y pero no existen otras zy-tdm de color i
en Ui.

Con el objeto de aclarar este concepto presentamos el siguiente ejemplo.

Considérese el siguiente torneo.
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Jll--
Vs g

Las cerraduras transitivas 7; de las digréficas inducidas por las flechas de
color 7 son las siguientes.

De manera que el multitorneo asociado 7 es como sigue.

92



La siguiente figura muestra las digréficas inducidas U; por las flechas de
color 1.
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Obsérvese que 5 <, v; ¥ ¥ <1 ¥4 pero vs A3 vq puesto que vy <; vs <
vg. En Uy tenemos que vz ~p U3 pero vy A vy puesto que vs <z v3 <2 4.
Del mismo modo, en Uz tenemos que vy <3 v3, pero vy A3 .

Antes de establecer el siguiente lema, observemos que el Lema 3.15 permite
escribir z <; y en lugar de (z,y) € F(U;) y entonces, podemos definir una
relacién < en [V, Ui-‘;olF(Ui)] comoz <y siysblosi z=9y 6 z <; ¥y
para alguna U;. Claramente, la relacién < es reflexiva. El siguiente lema, nos
muestra que esta relacién es antisimétrica y entonces, induce una orientacién
asimétrica en [V, U F(U;] .

Lema 3.17 Sea T = |V, F| un torneo k-coloreado y sea U = (Up, Uy, ...,
Uk-1) un multitorneo minimo obtenido del multitorneo asociado, sin 3-ciclos
policromdticos. Entonces, [V,US) F(U;)] es asimétrica.

Demostracién.

Por reduccién al absurdo supongamos lo contrario. Entonces, por el Lema
3.15, existen ¢ # jyx # y € V tales que ¢ <; y y ¥y <; z. Primero
observemos que en éste caso ¢ A; ¥y y y #; z. En efecto, si por ejemplo,
T <; y, entonces podemos definir un multitorneo V = (Vo, iy «eey V1) con
Vi=V,FUN{(z,v)}] ¥y Vi = U, para | # i. Este nuevo multitorneo es
completo ( ya que y <; z )y cada V; es transitivo ( en efecto, puesto que
T <; y, se sigue que (z,y) € F(U;) y no eziste zy — tdm de color i en
U; porlo que U; =V; es transitivo.), lo cual contradice la minimalidad de
U. Consideremos la sucesién z = zg, Zy,...,T;m = ¥ COD Z; <; Ti41 para
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0 <l<m. Dado que =, <; z, podemos definir p como el minimo indice

tal que z, <; mp. Por nuestra primera observacién, p > 1 (por reduccion al

absurdo; si p = 1, entonces = <; 1y y T <; T pero ademds T <; Ty,

contradiciendo la primera observacion) y =z, ¥; z,-1 (andlogamente; si

Tp <j Tp-1, COMO Tp_| <; Tp Y MAS alin T, 1 <; Ty, Se contradice de nuevo

la primera observacion). Ademés, z,_y £; xo por la minimalidad de p.
Obsérvese la siguiente figura.

En resumen, tenemos:

A 70 <; Tp1 <; T, (por la transitividad de Uj)

A 1, <; 7y (por definicién de p)

A z, £; T, 1 £; %o (por la primera observacién y por la eleccién de p)

Obsérvese la siguiente figura.
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De la misma manera, consideremos la sucesién z, = 2, ...,2, = Ty con
2z <j z141 para 0 < [ < n. Para cada 0 < | < n tenemos entonces
que 2 <j To <i Tp-1 Y Tp1 <;i Tp <; z. Ahora, dado que cualquier
3-ciclo en U es casimonocromético, 2; y z,-1 son incomparables en U,
para v € {0,1,..,k—1}\{i,5} ( Ya que de no ser asi se tendria que
(Tp-1,Tpy 21, Zp-1) 6 (Tp-1,21,2n,Tp—1) €s un 3-ciclos policromatico en U).
Obsérvese la siguiente figura.

Xp i Xp-1
I,’ K
r.,” i
¥ /
/ / 7 i
! ’
b/ ;
/ )4
-
”
z S Xo=Zn= ¢

Ahora, recordemos que z, £; z,-1 £; To, y entonces 2; y Zp 1 son
incomparables en U;. Se sigue que 2z <; ,_1 6 Zp_1 <; zi- Finalmente, como
Zn <i Tp1 <i %), existeun 0 <! < n tal que 241 <i Tp-1 <i z- En efecto,
consideremos el siguiente razonamiento:

Si z,-; <i Zp-1, entonces claramente 2z, <; Tp-1 <i Zn-1-
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Supongamos que z,_; <; Tp-1. Si Tp_1 <i 2,—2, entonces zn—1 <; Tp-1 <i
Y

Supongamos que z,-3 <; Zp-1. Si Tp-1 <; 2,3, entonces 2z,—2 <; Tp—1 <
Zn—3-

Supongamos que z,_3 <; Zp-1. Si Tp-1 <i Zn—4, €NtONCES 23 <i Tp_1 <i
Zn—4-

Si al continuar de ésta manera obtenemos que z <; z,-1 para cada k
tal que 1 < k < n — 1, entonces es claro que z; <; Tp—1 <i z9. Obsérvese la
siguiente figura.

Zn2 Zn-1 Zn = Xo

En consecuencia, 241 <; 2, lo cual contradice nuestra primera observacién
(ya que como 2 <; 2141, entonces z; <; Zi41)-

Por lo tanto, la relacién < es antisimétrica y entonces, induce una o-

rientacién asimétrica en [V, UsJ F(U;] .M
Ahora ya podemos demostrar el siguiente teorema que es el resultado prin-

cipal de la aproximacién por multitorneos.

Teorema 3.18 Sea T = |V, F] un torneo k-coloreado y sead = (U, ..., Uk—1)
un multitorneo minimo obtenido del multitorneo asociado. Si U no contiene
3-ciclos policromdticos, entonces la digrdfica [V, Ui F(U;)| es un orden total
cuyo mdrimo es un vértice absorbente de T.
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Demostracién:

Para completar la prueba de este teorema, es suficiente demostrar que
la digrafica [V,U{Zj F(U;)] es transitiva con la relacién z <y si y sélo si
z=y 6 x <;y para alguna U; (claramente es reflexiva y por el Lema 3.17
es asimétrica). Pero ésto es una consecuencia inmediata de la ausencia de
3-ciclos policrométicos en U y de la asimetria de [V, US=} F(U;)]. En efecto,
sean z,¥,z € V y supongamos que z < y y ¥ < z. Entonces, tenemos que
z —'y y y — z para algunas componentes U; y U;. Ahora, observemos
que no existen flechas de z a z, ya que si z — z en U5 F(U;), entonces esta
no puede ser de color k diferente de i y de j, pues & no contiene 3-ciclos
policrométicos. Debido a esto, tenemos los siguientes casos:

1) Si z —'z, entonces tenemos que z —* y (por la transitividad de Uj),
contradiciendo que [V, Ut} F(U;)] es asimétrica.

2) Si z —7 z, entonces tenemos que y —’ z (por la transitividad de U;),
contradiciendo que [V, U} F(U;)] es asimétrica.

Por lo tanto, por la completez de U/ sélo nos queda que z — z, y entonces
z < z. Obsérvese la siguiente figura.

Asf, la relacién < es un orden parcial en la digrafica [V,UsJ F(Us)] , y

como ademds es completa, entonces dicha digréfica estd totalmente ordenada
y por tanto contiene un méaximo que es un vértice absorbente de T.H

Como el teorema anterior se verifica cuando existe al menos un multi-
torneo minimo que no contiene 3-ciclos policrométicos, entonces es natural
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preguntarse: jQué condiciones en un torneo T nos garantizan la ausencia de
3-ciclos policrométicos en algiin multitorneo minimo obtenido de su multi-
torneo asociado?. De aquf, la pertinencia de la siguiente pregunta:

(Fxiste alguna relacién entre la ausencia de ternas policrométicas 6 mas
estrictamente entre la ausencia de 3-ciclos policrométicos en un torneo k-
coloreado y la ausencia de 3-ciclos policrométicos en un multitorneo mfmimo
obtenido de su multitorneo asociado?. La misma pregunta puede ser formu-
lada para torneos que satisfagan H,, donde s > 4. Con més precisién:

Pregunta 3. Dado s > 3, ;Puede un torneo k-coloreado que satisfaga H,
poseer un multitorneo minimo sin 3-ciclos policrométicos?.

Pregunta 4. ;Puede un torneo k-coloreado sin 3-ciclos policrométicos
poseer un multitorneo minimo sin 3-ciclos policrométicos?.

La respuesta a la Pregunta 4 es no para k > 5. En efecto, considérese el
signiente torneo 5-coloreado 7' que es el mismo de la Observacién 2.9.

Claramente el torneo T no contiene 3-ciclos policrométicos ni vértices ab-
sorbentes. Ademds, por el Teorema 3.18, todo multitorneo minimo obtenido
del multitorneo asociado a T', contiene 3-ciclos policromaéticos.

Por otro lado, es posible contruir torneos mds grandes y con k > 5 a partir
de T, agregando vértices a T' y conectando cada nuevo vértice a todos los
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demés por medio de flechas de color i diferente de los colores anteriores. Los
torneos asf construidos, tampoco contienen 3-ciclos policromdticos ni vértices
absorbentes.

En la siguiente seccién, daremos respuesta afirmativa a la Pregunta 3.

3.4. Segunda aproximacién: Digrdficas Subyacentes.

Si bien las definiciones de esta seccion pueden extenderse facilmente a
digraficas y torneos infinitos, nosotros continuaremos considerando sélo los
finitos. Sea D = [V, F| una digréfica k-coloreada. Para un vértice z de D,
denotamos su exgrado por dp(z) y di,(z) es el nimero de flechas de color i
de D que finalizan en z, es decir, su ingrado.

Definicién 3.19 Decimos que una flecha (z,y) de una digréfica k-coloreada
D es obligada si y sdlo si y # z (es decir, si no existen yz-tdm,).

Definicién 3.20 La familia de flechas obligadas de una digrifica .{2 es
denotada por O(D) y definimos la digréfica subyacente de D como D =
[V,O(D)]. O:i(D) denota el conjunto de flechas obligadas de la digrdfica D de
color 1.

Primero observemos que la digréfica subyacente de una digréfica k-coloreada
D = [V, F] es tnica ya que para cualquier (z,y) € F se tienen las siguientes
posibilidades: puede ser que y = z para al menos un color ¢ (en cuyo
caso (z,y) ¢ O(D)) 6 bien (y # z) (en cuyo caso (z,y) € O(D)) y am-
bas son propiedades mutuamente excluyentes. También es pertinente notar
que la digréfica subyacente de un torneo k-coloreado 7" no necesariamente es
completa.

Por otro lado, es muy importante destacar que en la definicién de una flecha
obligada en una digréfica k-coloreada D, no se hace mencién a su coloracién
y en consecuencia podemos considerar la digrafica subyacente D con o sin su
coloracién, en cada caso asi lo especificaremos. Con esto en mente, resulta
claro que dado un torneo k-coloreado 7 si consideramos a T" sin su coloracién
entonces, el calificativo de flechas obligadas proviene del hecho de que dichas
flechas siempre permanecen en todo multitorneo mfnimo U del multitorneo
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T asociado a T'. En cambio, si tomamos en cuenta su coloracién lo anterior
es falso. Para aclarar esto iltimo, considérese el siguiente ejemplo.

1
“

> V_‘
hd
" 2
! 1
™ W™ : i L /]
o

Figura 3

En la figura 1 se presenta un torneo T que es 4-coloreado, en la figura 2
tenemos su digrafica subyacente T'. El lector puede comprobar facilmente que
la subdigréafica de T presentada en la figura 3, estd contenida en todos los
multitorneos minimos I del multitorneo 7 = (73, T3, T3, Ty), debido a que por
la construccién de T, las flechas v; —! vy y w9 —! v3 no pueden ser removidas
sin que se pierda la completez de I y entonces, la flecha v; —! v3 tampoco
puede quitarse ahora sin que se pierda la tramsitividad de la componente
T;. De manera que la flecha obligada v; —* v3 puede eliminarse sin que se
pierda ni la completez de U, ni la transitividad de la componente T3. Por lo
tanto, ningiin multitorneo mfnimo I contiene a la flecha obligada v; —* v,
de donde T ¢ U.

Definicién 3.21 Sea D una digrdfica k-coloreada y sean x,y,z € V. Dec-
imos que D es semitransitiva, si para i # j € {0,...,k — 1} tenemos que
z -y y y—7 z, entonces existe T — z.

Esta nocién y el Lema 3.22 son inspirados por el argumento principal del
Teorema 3.2(1) y del Teorema 3.3.

Es conveniente para el lector recordar que una digréfica es casimonocromdti-
ca si a lo més una de sus flechas tiene un color diferente de las demds, que
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una digréfica es policromdtica si al menos tres colores aparecen en sus flechas,
asf como las hip6tesis H, siguientes:

Hipétesis H,.

¢ H;eslahipétesis del Teorema 2.1 : Cualquier terna es casimonocromati-
ca.

4 Para cada s > 4, cada ciclo de longitud s es casimonocromético y
ningiin ciclo de longitud menor que s es policromético.

Ahora, podemos enunciar y demostrar el siguiente lema.

Lema 3.22 Si un torneo k-coloreado T satisfoce H, para alguna s > 3,
entonces T es semitransitiva.

Demostracién.

Consideremos dos colores diferentes i, j y tres vértices z,y, z tales que
(z,y) € O(T) y (y,2) € O;(T). Primero, observemos que (z,z) ¢ F(T).
En efecto, procediendo por reduccién al absurdo, si (2,z) € F(T') entonces,
por la hipétesis H3 se deduce que (z,z) tiene color i 6 j. Si (2,z) es de
color 7 entonces, la trayectoria (z,z,y) es una zy-tdm de color ¢ en T' y por
lo tanto (y,2) ¢ O;(T). Anélogamente, si (z,z) tiene color j entonces, la
trayectoria (v, z,z) es una yz-tdm de color j en Ty por lo tanto (z,y) ¢
O;(T'). Considérese la siguiente figura.

Por lo tanto, es suficiente demostrar que z # z. Si no fuese asi, en T existe
una trayectoria dirigida monocromética z = 2y, 21, ..., 2, = & de color k. Como
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las flechas (z,y) y (y,2) son obligadas, se deduce que k # 1, 7. En efecto, si
k = 1, entonces la trayectoria (z = z, 21,2,...,2, = T,y) €S una 2y — tdm
de color k contradiciendo el hecho de que (y, z) € O;(T). Del mismo modo,
observemos que si k = j, entonces la trayectoria (y,z = 29, 21,-..,2n = Z) €S
una yz —tdm de color k contradiciendo ahora el hecho de que (z,y) € Oi(T).
Observe la siguiente figura.

Z = Zo 21 22 Z3 Zn-2 Zn-1 2n = &

Ademids, observemos que para cada [ tal que 0 < I < n, la flecha en T
entrey y 2z no es de color k. Ya que de no ser asi, se tienen los dos casos
siguientes:

i) Si y — z y es de color k, entonces la trayectoria (¥, 2, 2141, -y 2n = )
es una yz — tdm de color k contradiciendo el hecho de que (z,y) € O;(T)

ii) Siz — y y esde color k, entonces la trayectoria (z = 2, 21, ..., 21, Y)
es una zy — tdm de color k contradiciendo el hecho de que (y, z) € O;(T).

De modo que (2, 21, 22, --., Zn, ¥, 20) €8s un ciclo dirigido policromético de
longitud n+ 2 y se tiene que n > s — 1 ya que por la hipétesis H,, los ciclos
de longitud menor que s no pueden ser policrométicos.

Supongamos primero que 7T satisface H3. Sea m el subindice m4ds grande
para el cual la flecha en T entre y y z,, tiene color j. Como no existen ternas
policrométicas en T', entonces la flecha entre ¥y y 2,41 esdecolor 7 6 k
pero ya vimos que no puede ser k. Esto contradice la maximalidad de m, de
manera que z % ¢ y entonces (z,z) € O(T).

Supongamos ahora que 7' satisface H, con s > 4 . Observemos que para
le{0,..,n—s+2} siy — z, entonces y — 2i45-2 y del mismo modo, si
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214s-2 — Yy entonces z — y. En efecto, ya que en caso contrario, es decir,
cuando y — 2 ¥ 2i45-2 — Y, el ciclo dirigido (i, zi41, -y 2145-2, Y, 21) €s de
longitud s y contiene s — 2 > 2 flechas de color k. Como este ciclo debe
ser casi-monocromatico, entonces y —* z 6 24,2 —* y . Sin embargo, ya
hemos visto que las flechas entre y y los vértices de la trayectoria dirigida
monocromética (z, ..., z,) no son de color k. Obsérvese la siguiente figura.

Como y — z, de la propiedad anterior se sigue que y — 2z paral €
{0, ...,n} tal que ! = 0mod(s —2). Como z, — ¥, se tiene que n % 0mod(s —
2). En efecto, si n = 0 mod(s —2) entonces z, — Yy y y — 2, contradiciendo
el hecho de que T es un torneo y asf T' es semitransitiva.

De manera que n = a+ (s —2),donde 0 <a<s—2 y B > 0. Como
2, — y, también se sigue que z; — y para cada | € {0,...,n} tal que | =
amod(s—2). Debido a que (2, ..., 2a, ¥, 20) €8 un ciclo de longitud a+2 < s,
no puede ser policromético y como z, — ¥ no es de color k, se sigue que z, —
y- De la misma manera, considerando en ciclo (2g(s-2), -+, Za+8(s—2)» ¥» 28(s-2))s
tenemos que y —* zg(,_s). Obsérvese la siguiente figura.
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Finalmente, si z, — 2, (respectivamente, si z, — 2z, ), entonces (2o, .--, Za,
Zn, Y, 20) (respectivamente, (2g(s—2). -, Zn; Zas ¥, 28(s—2))) €8 un ciclo policrom4ti-
co de longitud a+ 3 < s; lo cual contradice la hipétesis H,. En consecuencia,
tenemos que z # z y por tanto (z,2) € O(T) R

Recordemos el siguiente teorema del primer capitulo:

Teorema 1.55 Toda digrdfica sin ciclos dirigidos contiene al menos un
vértice de exgrado 0.

Ademés, es claro que en un torneo T', un vértice z es absorbente si y s6lo
si dp(z) =0.
De ambos hechos tenemos la siguiente observacién.

Observacién 1 Si T es la digrafica subyacente de un torneo k-coloreado
T y si T es aciclica, entonces T tiene un vértice absorbente.

Notemos que en la observaci6n anterior, la condicién de que T sea aciclica
se refiere a la restriccién més fuerte de que T sin su coloracién no contiene
ciclos dirigidos. En efecto, puede existir T sin ciclos dirigidos monocrométicos
y sin embargo no ser aciclica. Considérese el siguiente ejemplo.
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Fiqura 2

La figura 1 y la figura 2 muestran respectivamente un torneo y su digrafica
subyacente en la que no existen ciclos dirigidos monocromaticos y sin
embargo contiene el ciclo dirigido (vg, vs, v4, v2).

El lema anterior y la Observacién 1 permiten dar una prueba simple del
siguiente teorema que es una generalizacién de los Teoremas 2.6 y 2.16.

Teorema 3.23 Todo torneo finito T k-coloreado que satisfaga Hs con s >
3 contiene un vértice absorbente por trayectorias dirigidas monocromdticas.

Demostracion.

Sea T un torneo finito que satisface H, con s > 3. Si T es aciclica por
la observacién 1 ya terminamos. Supongamos que la digréfica subyacente T
no es aciclica. Entonces, cada ciclo en T de longitud mfnima necesariamente
es monocromético debido a la semitransitividad de T que es garantizada por
el Lema 3.22. En efecto, sea C un ciclo de longitud mfnima contenido en 7.
Supongamos que C no es monocromético, entonces existen (z,y) € F(C) de
color i y (y,z) € F(C) de color j con i # j. Debido a la semitransitividad de
T, existe (z, z) € F(T') de donde (z, z)U(z, C, z) es un ciclo dirigido contenido
en T de longitud menor que la de C.

Al ser C monocromético se tiene que ninguna de sus flechas es obligada lo
cual contradice que C C T'. Por lo tanto, T es aciclica y entonces T' contiene
un vértice absorbente. W
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Definicién 3.24 Sea D una digrdfica m-coloreada y denotemos con D* a
dicha digrifica sin su coloracion, la cerradura transitiva sin colores de
D, denotada por C(D), se define como la siguiente digréfica:

V(D) =V(D) y

F(C(D)) = F(D*) U (u,v) / ezxiste una }

uv — trayectoria dirigida en D

Observemos que C(D) no contiene flechas miiltiples pero puede contener
flechas simétricas. Considérense los siguientes ejemplos.

ey X

D (D) D c(D:)

El siguiente resultado relaciona nuestras dos aproximaciones para torneos
finitos.

_ Teorema 3.25 Dado un torneo k-coloreado T, su digrifica subyacente
T es aciclica si y sdlo si existe un multitorneo minimo de T sin 3-ciclos
policromdticos.

Demostracién.

—>) Supongamos primero que T es aciclica. Consideremos ahora C(T")
(la cerradura transitiva de 7" sin su coloracién). Afirmamos que C(T') es un
conjunto parcialmente ordenado con el orden natural z =y 6 bien z <y
si ¢ — y. En efecto:

1) Claramente C(T) es reflexiva.
2) Veremos que C(T) es asimétrica.

Sean z,y € V(C(T)). Supongamos por reduccién al absurdo que z <y,
y<z y z # y. Entonces existen (z,y) € F(C(T)) y (y,z) € F(C(T)).

107



Observemos que no puede ser que (z,y) € F(T) y (y,z) € F(T) pues T es
aciclica. Consideremos entonces los siguientes casos:

i) (z,y) ¢ F(T) pero (y,z) € F(T). Como (z,y) ¢ F(T) entonces, existe
una zy-trayectoria dirigida de longitud al menos 2 en T'. Sea « dicha trayec-
toria, entonces a U (y, z) es un ciclo dirigido contenido en 7. Contradiciendo
que T es aciclica.

ii) (z,y) € F(T) pero (y,z) ¢ F(T). Es completamente anslogo a i).

i) (z,9) ¢ F(T) y (y,z) ¢ F(T). Entonces, existen oy una zy-
trayectoria dirigida de longitud al menos 2 y o una yz-trayectoria dirigida
de longitud al menos 2, ambas en 7. De donde, a; U as es un ciclo dirigido
contenido en T, contradiciendo que T es acfclica.

3) La transitividad de C(T’) es inmediata.

En efecto, supongamos que existen (z,y) € F(C(T)) y (y,z) € F(C(T)).
Entonces, por definicién de cerradura transitiva sin colores, en T existen t
una zy-trayectoria dirigida y ¢, una yz-trayectoria dirigida, por lo que t; U3
es un zz-camino dirigido contenido en T' el cual, por el Teorema 1.36 contiene
una zz-trayectoria dirigida, esto es, existe (z, z) € F(C(T)).

Recordemos que todo orden parcial en un conjunto finito puede extenderse
a un orden lineal 6 total (es decir, un orden en el que cualesquiera dos ele-
mentos son comparables). De manera que podemos considerar una extensién
lineal L de dicho orden natural; y més atin, podemos considerar a L como la
digréfica asociada al orden total.

Por lo anterior, como T est4 parcialmente ordenado, podemos considerar
una de sus extensiones lineales L. Ahora, considérese el multitorneo asociado
T = (Ty,...,Tr—1). Es claro que si consideramos al multitorneo 7" sin su
coloracién, entonces tiene sentido la interseccién F(7;) N F(L) para toda
§i=0,..,k—1

Consideremos el multitorneo asociado 7 sin su coloracién, entonces pode-
mos definir para cada color i, la digréfica V; = [V, F(V;)] donde F(V;) =
F(T;) N F(L). Con esta definicién generamos la digréfica V = (V4 ..., V1)
donde F(V) = UfZ) F(V;). Conviene hacer las siguientes observaciones:

(1) De la definicién de F(V;), tenemos que F(V) C F(T), y esto significa
que V es obtenido de 7 borrando algunas de sus flechas. Por la misma razén,
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como L y cada T; son transitivos, V; también lo es.

(2) Puede ser que F(V;) = F(T;) N F(L) = () para alguna i = 0, ...,k — 1,
pero no para toda i. En efecto, se verifica que F(L) C USZ 1 F(V;).

Para probar esta contencién, primero recordemos que para z,y € V(T),
z#y siysélosi(y,z) € F(T). Si (z,y) € F(L), entonces (y,z) ¢ F(L)
(ya que L es un orden total) y entonces (y,z) ¢ F(T) (ya que T C L). De
aquf que = = y, y esto quiere decir que (z,y) € F(T;) para alguna i. Por
lo tanto (z,y) € F(T;) N F(L) para alguna i, de donde F(L) C Us 1 F(V;).

(3) Se sigue claramente de la definicién de F(V;) que Us-) F(V;) C F(L).

(4) De (2) y (3) tenemos que UF}F(Vi) = F(L). Por lo tanto F(V) =
F(L), lo cual implica que V es completo, asimétrico y transitivo (con nuestro
orden natural); es decir, V sin su coloracién es un torneo.

(56) De (4) se sigue que V con su coloracién es un multitorneo.

Por lo anterior se concluye que el multitorneo V no contiene ciclos dirigi-
dos, en particular, con su coloracién ¥V no contiene 3-ciclos policrométicos.
Para completar la demostracién, es suficiente considerar cualguier multitor-
neo mfnimo obtenido de V. Por lo tanto, existe un multitorneo mfnimo de 7
sin 3-ciclos policrométicos.

<= ) Abhora supongamos que existe un multitorneo mfnimo de 7 sin
3-ciclos policrométicos y consideremos a T sin su coloracién. Se sigue in-
mediatamente de la definicién de flechas obligadas que O(T) C U F(U;)
para. cualquier multitorneo minimo (Up, ..., Ux—1). Por el Teorema 3.18, si
= (Uy, ..., Ug-1) es un multitorneo mfnimo sin 3-ciclos policrométicos, en-
tonoes [V UG F(U)] es un orden total (y por tanto no contiene ciclos
dirigidos) que contiene a T y €n consecuencia, T es aciclica. W

Finalmente, lo siguiente da respuesta a la Pregunta 3.

Primero observemos que si un torneo k-coloreado T satisface las hip6tesis
H,, entonces por el Lema 3.22 su digrafica subyacente 7" es aciclica.

Para demostrar lo anterior, consideremos un torneo finito 7' que satis-
face H, con s > 3 y supongamos por reduccién al absurdo que su digréfica
subyacente 7" no es aciclica. Entonces, cada ciclo en T de longitud mfnima
necesariamente es monocromético debido a la semitransitividad de T (que
es garantizada por el Lema 3.22). En efecto, sea C un ciclo de longitud min-
ima contenido en T y supongamos (por reduccién al absurdo) que C no es
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monocromético. Entonces, existen (z,y) € F(C) de color i y (y,z) € F(C)
de color j con 7 # J por lo que ademads, debido a la semitransitividad de
T, existe (z,z) € F(T). De lo anterior, tenemos que (z,z) U (2,C,z) es un
ciclo dirigido contenido en 7' de longitud menor que la de C, lo cual es una
contradiccién. Al ser C monocromaético, se tiene que ninguna de sus flechas es
obligada contradiciendo el hecho de que C C T. Por lo tanto, T es aciclica.

Entonces, (por el Teorema 3.25) existe un multitorneo minimo del multi-
torneo asociado a T sin 3-ciclos policrométicos, lo que responde afirmativa-
mente a la Pregunta 3.

3.5. Conclusiones.

Recordemos el problema planteado por Sands, Sauer y Woodrow en [2]:

iS1 T es un torneo m-coloreado que no contiene Cj, entonces contiene un
vértice absorbente?

Si bien este problema sigue siendo abierto, nuestra primera aproximacién
(mediante multitorneos) permite concluir que bajo la misma condicién ( es
decir, no contener C3) aplicada a un multitorneo minimo asociado al torneo,
éste sf tiene un vértice absorbente. Por otro lado, nuestra segunda aproxi-
macién (usando digréficas subyacentes) hace de las condiciones del Teorema
3.23 una generalizacién de la cual, las condiciones de Shen Minggang (ver
Teorema 2.6) y la condicién de Hortensia Galeana (ver Teorema 2.16) son
casos particulares y ademds nos permite dar una demostracién elegante de
ambos resultados.
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