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Introducción 

Todos los espacios considerados en este trabajo son Tychonoff, así que 
espacio topológico significará espacio topológico Tychonoff. 

En el producto cartesiano de familias arbitrarias de espacios topológicos, se 
define la topología Tychonoff de la siguiente manera: Sea {Yl' : x EA} una familia 
de espacios topológicos. Los abiertos básicos de la topología Tychonoff de Y = 
TI l'EA Yl' son de la forma 

(*) TIl'EA Ol' 

donde Ol' es abierto en Yl' para todo x E A, Y Ol' es igual a Yl" para todo x E A 
salvo para un número finito. 

Una generalización de los abiertos básicos que acabamos de definir, nos lleva a 
los abiertos caja y a la topología caja. Los abiertos caja son conjuntos del tipo 

(**) TI l'EA Ol' 

en donde Ol' es un subconjunto abierto de Yl' para todo x E A. Notar que to­
dos los Ol' pueden ser subconjuntos propios de los Yx . En el caso en que A es 
infinito, un abierto del tipo (**) no necesariamente es abierto en el producto Ty­
chonoff. La topologia caja es generada por la colección de los abiertos caja los 
cuales son los abiertos del tipo (**), como elementos básicos. Es importante no­
tar que históricamente (ver [20]) la topología caja, para familias arbitrarias de 
espacios topológicos, aparece antes que la topología Tychonoff, pero la carencia de 
propiedades productivas importantes en la primera, convirtió a la topología Ty­
chonoff en la topología "natural" del producto. 

En 1964, en [11], se propone una serie de problemas acerca de la normalidad y 
paracompacidad de los productos caja debidos a A. H. Stone. ¿Es el producto caja 
de líneas reales un espacio normal? 

M. E. Rudin es la primera en aportar importantes resultados en esta línea de 
problemas; en [16], demuestra que asumiendo CH, el producto caja de familias 
numerables de espacios a-compactos, localmente compactos y metrizables es para­
compacto. K. Kunen, en [12], demuestra que bajo CH el producto caja de una 
familia numerable de espacios compactos y T2 es paracompacto si y sólo si tal pro­
ducto caja tiene grado de Lindel6f igual a Wl. E. K. van Dowen prosigue en esta 
línea; en [4] demuestra que el producto caja de familias numerables de espacios 
métricos y separables no necesariamente es normal. Finalmente L. B. Lawrence, en 
[14]' demuestra en ZFC que los productos caja de familias no numerables de líneas 
reales no es normal. Es importante mencionar a S. Williams ya que en [21] hace una 
buena síntesis de esta problemática, presentando teoremas acerca de la normalidad 
y paracompacidad de los productos caja en los que se resumen los resultados de 
treinta años. 
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Una vertiente importante de la topología es el estudio del conjunto de fun­
ciones continuas entre dos espacios topológicos, dotado de diferentes estructuras 
algebraicas y topológicas. En "Rings of continuous functions" de L. Gillman y M. 
Jerison [6], G(X) es estudiado en su estructura algebraica (G(X) es el conjunto de 
las funciones continuas definidas sobre el espacio topológico X con valores en IR). 
En "Topological Function Spaces" de A. V. Arkhangel'skii [2], G(X) es estudiado 
con la topología de la convergencia puntual (la topología de la convergencia puntual 
es la topología heredada de]Rx con la topología Tychonoff); tal espacio es denotado 
por Cp(X) . Si bien estos textos son primordiales, en ellos no se estudia el problema 
siguiente 

¿Cómo es el espacio Go(X)? (ver la Definición 1.2) 

Por ejemplo: ¿Cuáles son las relaciones entre las propiedades topológicas de X 
y Go(X)?, ¿Bajo qué condiciones de X, Go(X) es normal o paracompacto (donde 
OlRx es el espacio producto IRx con la topología caja y Go(X) es el conjunto G(X) 
dotado de la topología de subespacio de OIRX ) . 

En 2002, A. Tamariz y H. Villegas en el artículo "S paces of continuous func­
tions, Box products and almost-w-resolvable spaces" [18], realizan un estudio sis­
temático de Go(X), obteniendo el teorema que sigue. 

Teorema. ZFG es consistente con "todo espacio de Tychonoff X sin puntos 
aislados es casi-w-resoluble y Go(X) es un subespacio discreto de OlRx " 

En el artículo de Tamariz y Villegas [18], sólo se ha atendido el caso para 
espacios sin puntos aislados, es decir, ningún conjunto singular es abierto. Siguiendo 
con esta línea de investigación, Tamariz planteó la pregunta siguiente 

¿Cómo es Go(X), cuando X no es discreto y tiene puntos aislados? 

En esta dirección el primer resultado importante que obtuvimos esta expuesto 
en el Capítulo 2, en la sección "Cuando Go(X) es un producto caja, primera parte". 
Si X o es el conjunto de puntos aislados de X y Xl = X \ Xo, tal teorema dice 

Teorema 0.1. Si X es un espacio topológico tal que Xo es un conjunto denso 
y Fu en X entonces 

Para la demostración de este teorema, se desarrolla una técnica que reiteradas 
veces se usará. Esta consiste en particionar distintos conjuntos por cerrabiertos, 
que son clases de equivalencia de alguna estructura cociente. Así, si C(X¡) es el 
conjunto 

{j E G(X¡) : f se extiende continuamente a X}, 

y si para x E C(X¡) tomamos 

Ax(X) = {j E G(X) : f fx, = x}, 
entonces se obtiene 

(1) La familia {Ax(X) : x E C(X¡)} , es una partición de C(X) . 
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(2) Para todo x E C(XI ), Ax{X) es cerrado en Co(X). 
(3) Para todo x E C(X¡), Ax{X) Y Aü{X) son homeomorfos. 

(4) Para todo x E C{XI ), Ax(X) es un grupo topológico. 

(5) Para todo x E C{XI ), Ax(X) Y Aü(X) son topológicamente isomorfos. 

3 

Volvemos a particionar al conjunto Aü{X), mediante el subgrupo Aü(X)nE(F), 
donde {Fn : n < w} es una partición de Xo, E{F) = nk<wEk(F), y Ek(F) = 
U-m<wEk,m(F), donde 

Esta nueva partición cumple: 

si x E Fi e i ::; m, 
si x E Fi Y m < i, 
si x E Xl. 

(1) Para cada f E Aü(X), (E(F) n AiJ) + f es un grupo topológico. 
(2) Para cada f E Aü{X), (E(F) n Aa) + f y (E(F) n Aa) son homemomorfos. 

Es más, (E(F) n AiJ) + f y (E(F) n Aa) . son topológicam..ente isomorfos. 

Paralela a estas particiones se construyó otra partición, ahora de RXo. En 
efecto, auxiliados por una partición numerable F = {Fn : n < w} de X o, como 
antes, definimos . 

Eo(F) = nk<wE~(F), donde E~(F) = U-m<wE~m(F) y 

ASÍ, obtenemos los siguientes resultados: 

(1) Eo{F) es un cerrabierlo en Dll~xo . 

si x E F;. e i ::; m, 
si x E Fi Y m < i. 

(2) Eo{F) es un subgrupo topológico de ORxo (Dll~Xo es grupo topológico con la 
suma de coordenada a coordenada) . 

(3) Para todo f E RXo , Eo(F) + f y Eo(F) son topológicamente isomorfos. 
(4) Por el Axioma de Elección, podemos asumir la existencia de un sistema 

completo mínimo de representantes de las clases de equivalencia Do e RXo 
de DltXo / Eo(F). Por tanto . 

ORxo = EBfEDo (Eo(F) + 1). 

Para dos espacios topológicos X e Y, si ellos son homeomorfos escribireinos 
X ~ Y. Si G y H son grupos topológicos que son topologicamente homeomorfos 
escribiremos G ~ H. 

Asumiendo las hipótesis del Teorema 0.1, se obtiene una partición F = {Fn : 
n < w} de X o de conjuntos cerrados de X. Respecto a una partición de este tipo, 
se tiene que 

a) ORxo = EBfEDo(Eo(F) + 1) y 

b) Go(X) ~ EBxEC(X¡) (EBfEDl (E(F) n AiJ) + f)x' . 

donde los sumandos en a) son homeomorfos a los sumandos de b), Do es un sistema 
mínimo completo de representantes de las clases de equivalencia de ORxo / Eo(F), 
DI es un sistema mínimo completo de representantes de las clases de equivalencia 
de Aü{X)jA(j(X)nE{F). y además el número de sumandos de a) y b) es el mismo. 
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Variaciones en las hipótesis del Teorema 0.1, nos permitirán concluir algunas 
otras propiedades de estas dos descomposiciones y de los conjuntos particionados. 

En lo que sigue del Capítulo 2, desarrollamos nuevos teoremas en donde se g~­
neralizan las hipótesis en el Teorema 0.1. Así nace el concepto de casi-w-resolubilidad 
relativa en X: X o es casi-w-resoluble con respecto a Xl (en forma abreviada X o es 
c-w-rcraXI ) si existe una partición numerable de X o tal que todo abierto de X que 
contiene un punto de Xl, intersecta a una infinidad de elementos de tal partición. 

El que X o sea c-w-rcraXI , junto con una estructura adecuada de las vecindades 
de los puntos del conjunto Xl, nos llevó a obtener un importante teorema. Este 
teorema nos permite concluir que en espacios donde las vecindades de cada punto 
de Xl intersectadas con X o, son ultrafiltros en X o; esperar una forma del Go(X) 
como en 0.1 y que X o sea c-w-rcra Xl sólo es posible si Xo es Fa . Tal teorema dice: 

Teorema. Para todo x E Xl denotamos por V(x) sus vecindades y Vo(x) = 

V(x) n X o. Tenemos que, si 0 =1= Xl e clx(Xo) y Vo(x) es un ultra filtro en Xo , 
entonces son equivalentes: 

(1) X o es Fa en X. 
(2) Xo es c-w-rcra Xl. 
(3) Go(X) ~ DRxo y Xo es c-w-rcra Xl . 
(4) Ao(X) es abierto en Co(X) y Xo es c-w-rcra Xl. 
(5) Ao(X) ~ DRxo y Xo es c-w-rcra Xl. 
(6) Ao(X) ~ Go(X) Y X o es c-w-rcra Xl · 

En el camino de debilitar las hipótesis del Teorema 0.1, ahora buscamos una 
expresión para Go(X) en donde no necesariamente Xl e clxXo. Como antes, X o 
denotará el conjunto de puntos aislados de X y Xl = X \ Xo. Además ahora, X b 

denotará a (clxXo) n Xl y Z será el conjunto Xl \ X b. Obtenemos el siguiente 
resultado. 

Teorema. Sea X un espacio topológico que cumple 
{1} El conjunto de puntos aislados de X, X o, es infinito y Fa. 
(2) Xl = X \ Xo es no vacío, X b = cl(Xo) n Xl =1= 0 y Z = (Xl \ Xb)es no 

vacío y casi;.J-resoluble. 
Entonces, Go(X) es la suma directa de a lo más IC(XI)I copias de DRxo. Es 

decir, 

La definición de casi-w"resoluble la damos en la sección: "Cuando Go(X) es un 
producto caja, segunda parte" del Capítulo 2 (vease también [18]). 

En la búsqueda de condiciones que nos permitan reducir sumas directas de 
copias de DRxo, como las que aparecen en la conclusión del último Teorema, defi­
nimos la función cardinal Npah(X) . 

Sea X un espacio topológico. Una partición e de X es una partición homeomór­
fica de cerrabiertos de X , si cada elemento de e es un cerrabierto homeomorfo a 
X. 

La función cardinal Npah(X) es definida como: 
Npah(X) = mín{K: no existe una partición homeomórfica de cerrabiertos de X 
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de cardinalidad K,}. 

Aquí los cardinales pueden ser finitos. Es más para todo espacio X, se cumple 
que 2 ~ Npah(X) ~ IXI. Así, si X es conexo entonces Npah(X) = 2. 

En el caso en que Npah(X) es infinito, si tenemos sumas directas de estricta­
mente menos de Npah(X) sumandos homeomorfos a X, esta suma es homeomorfa 
a X. Es decir, conociendo el Npah(X) tenemos la posibilidad de reducir sumas 
directas de sumandos homeomorfos a X. 

Así que calculamos Npah(ORI<), obteniendo la siguiente evaluación: 
Para todo cardinal infinito K, se tiene que: 

Npah(DRI<) = (21<)+ . 

En el artículo "Paracompact subspaces in the Box product topology" (15) se 
demuestra una importante propiedad de los subespacios a~ (TIaEJ X",) = {y : 
I{o: E J : y(o:) #- x (o:)} I < No} de oaEJX"" a saber que si para todo A e J finito 
tenemos que TIaEA X", es paracompacto y T2, entonces a~ (TIaEJ X",) es paracom­
pacto, mostrando que estos espacios guardan interesante información del espacio 
completo. Nosotros fijamos nuestra atención en estos subespacios, desarrollando 
una idea de M. E. Rudin expuesta en [17] pág. 55; demostrando que 

Proposición. Para todo cardinal infinito K, y x E DlR"' , tenemos e (a~(R"')= 
c(a~(lR"') = l(a~(lRI<)) = d(a~(RI<)) = K,. Además la componente conexa de x en 
OR'" es a~ (]RK), 

Con este resUltado y la evaluación de Npah]RK, obtenemos la demostración del 
Teorema, que nos provee de técnicas para reducir las sumas directas de copias de 
O]R"' . 

Teorema. Sean T, "Y Y K, cardinales infinitos, entonces 

EBa<K (DlR7
)", ~ O]R"f si y sólo si K, ~ 27 Y'Y = T. 

Auxiliados con estos resultados obtenemos el siguiente teorema. 

Teorema. Sea X un espacio topológico que cumple: 

(1) El conjunto de puntos aislados de X, X o, es infinito y Fu . 
(2) Xl = X \ X o es no vacío, 
(3) X b -10-1 z. 

Supongamos además que Z es casi-w-resoluble, entonces 

Co(X) ~ D]Rxo si y sólo si I C(X1 ) I~ 21xo1 . 

Este Teorema nos da condiciones que nos permitirán reducir los Co(X), que 
en principio serían sumas directas de DRxo, a sólo D]Rxo. 

Otro resultado del Capítulo 2 es el siguiente 

Teorema~ Si X es un espacio topológico, donde Z -1 0 #- X b, Z es casi-w­
resoluble y para todo p E X b se tiene que Vo(P) es ultra filtro en Xo, entonces son 
equivalentes: 

(1) X o es Fu en X. 
(2) . X o es c-w-rcra X b . 
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(3) Co(X) es suma directa de a lo más IC(X1 )1 copias de DRxo y X o es c-w-rcra 
X b . 

(4) Aü(X) es abierto en Co(X) y X o es c-w-rcra X b . 

(5) Aü(X) ~ D]Rxo y X o es c-w-rcra X b . 

Este Teorema nos dice, con ciertas restricciones sobre los conjuntos Z, X b , todo 
lo que significa que X o sea Fu. Notar que tenemos un Teorema (ver Teorema 2.25) 
análogo a este último, pero en este caso Xl e clxXo. 

Para finalizar el Capítulo 2, usando lo que hemos demostrado y los resultados 
expuestos en [14] y [16], obtenemos el corolario 

Corolario. Son consistentes con ZFC las siguientes afirmaciones para todo 
espacio Tychonoff X tal que Xo es un conjunto Fu de X 

(1) Co(X) no es normal si IXol > No. 
(2) Asumiendo CH, tenemos que Co(X) es paracompacto si IXol = No. 

En el Capítulo 3, desarrollamos las expresiones de Co(X) donde X es un espa­
cio Tychonoff y Xl es un sólo punto. En este caso se tienen algunas simplificaciones 
respecto a los casos tratados en el Capítulo 2, lo cual nos permitió encontrar ex­
presiones de Co(X), en términos de I:-productos de diversos tipos. 

Sean F un filtro en XO, 

I:,F(]RXO) = U E ]Rxo : {x E X o : /(x) '= O} E F}, 

I:* ,,F(RXO) = {f E RXo: para todo E > 0, {x E Xo ; 1/(x)1 < E} E F} 

y 
E,F(RXO) = U E RXo; para todo E > 0, {x E X o ; 1/(x)1 ~ E} tt F} . 

Sia estos subconjuntos de ]Rxo les damos la topología de subespacios de DRxo , 
los denotaremos respectivamente -como 

I:~(IRXO), I:~,,F(RXO) y E~(RxO). 

En esencia tenemos dos clases de espacios, (si Xl = {p}) unos en los que 
Vo(p) es w+-completo y los otros en los que no. Los Co(X) de los primeros es un 
I:eo(p)(]RXO), en tanto que para los segundos su Co(X) queda descrito en términos 

del espacio I:~,vo(p) (]Rxo). Veamos el siguiente Teorema en donde se describe tal 
cosa. 

Teorema. Sea X un espacio topológico y Xl = {p}, entonces 
1. Si Vo(P) es w+-completo y X es c-w-rcra Xli entonces 

Co(X) ~ I:~o(p)(R.XO). 

2. Si Vo(p) no es w+ -completo, entonces 
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Es de resaltar que existen espacios en los que su Co(X) es un clásico E­
producto. Por ejemplo, si X = X o U {p}, donde Xo es un discreto no numerable y 

las vecindades de p son los complementos de conjuntos numerables de X o. Es decir, 
X es el mínimo espacio Lindelof que contiene al discreto X o. En este caso Co(X) 
es el E-producto en olRxo con punto base la función-nula en X o. 

En el Capítulo 3, desarrollamos expresiones para Co (X) cuando X es numera­
blemente compacto. Los principales resultados son los siguientes: 

Proposición Si X es un espacio numerablemente compacto, entonces 

Co(X) ~ 9 xEC(X , ) (E~,Fo(lRxO))x' 

y si IC(X¡) 1 ::; 2No , entonces Co(X) ~ E~,Fo(lRXO). 

Proposición (J) Para todo cardinal infinito K, se cumple 

CO({3(K)) ~ 9>'<2" (E~,Fo(lRl<)) >" 

(2) Para todo q E {3(w) \ w, se cumple que 

Dll~w ~ E~,Fo(l~W) ~ E~,q(lRW). 

Concluimos el Capítulo 3 con los siguientes teoremas, que muestran cómo es­
pacios de aparente naturaleza distinta son los mismos, así como todas las posibles 
formas de los espacios Co([O, Q)) para o: un número ordinal arbitrario. 

Teorema 

1. Para todo ordinal infinito Q tenemos que 

Co([O, a]) ~ 9 >'<lodNO (E. ,FolRlal) >.' 

2. Para todo ordinal infinito con cof(Q) > No se tiene que 

Co([O,o:)) ~ 9 >'<laINo (E. ,Fo~lal) >.' 

3. O~w ~ Co([O,w]) ~ E~,Fo(lRW) y CO([O,Wl]) ~ CO ([O,Wl)) ~ E~,Fo(~Wl). 

Teorema Sea Q un ordinal no numerable de cofinalidad numerable, entonces 

Co ([0,0:)) ~ 9>'<101'"' (i:;~Fo (~[o,a») ) >. . 

Donde el subconjunto · t.Fo (lRIO,a») de lR[O,a) , es definido como {J E lRIO,a) . : 
para todo E > ° y {3 < 0:, IP < {3: If(>')I2:: E}I < No}. Si a tal conjunto le damos 

la topología de subespacio de OR[O,a), al espacio resultante lo denotaremos por 
i:;0 (IR[O,a») .Fo . 

En resumen en este trabajo analizamos los espacios C o (X) cuando X tiene pun­
tos aislados, y a través de estos estudios logramos demostrar que varios sub espacios 
del tipo E-producto en OlRl< son homeomorfos a algún O~'T . 

De entre los resultados recopilados en el primer capítulo, algunos son conoci­
dos, pero todas las demostraciones son propias del autor. Los resultados de los 
demás capítulos son originales. En el primer capítulo definimos y demostramos los 
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resultados básicos de este tema, así como algunas propiedades que nos serán útiles 
posteriormente. 

En el Capítulo 2, exponemos las propiedades más generales de Go(X), y limi­
tamos nuestros tipos de espacios con los que trabajaremos. Este es el capítulo 
más importante del trabajo, puesto que aquí se desarrollan las demostraciones de 
propiedades que se usaran posteriormente. 

En el Capítulo 3, realizamos un estudio particular de conjuntos del tipo ~­
producto; los resultados obtenidos nos permiten encontrar expresiones de Go(X) 
cuando X es T3 y numerablemente compacto, así como expresiones de Go(X) para 
cualquier espacio de ordinales. 

Finalizamos el trabajo proponiendo una lista de problemas con respecto a nues­
tro tema, que nos parecen material interesante de investigación. 

Los resultados fundamentales de este trabajo son: 

En el Capítulo 2 los Teoremas 2.21, 2.25, 2.40 Y 2.44; en el Capítulo 3 los 
Teoremas 3.15, 3.30,3.32 yel Corolario 3.26. 

Al final presentamos una bibliografía en la cual listamos los textos que usamos 
como lectura formativa y también los textos que citamos a lo largo del trabajo. 



CAPíTULO 1 

Los productos caja 

1. Introducción 

En este capítulo desarrollaremos a lgunos resul tados que serán útiles posterior­
mente y que describen algunas propiedades de los productos caja. 

2. Definiciones y notación 

Sea {X c> : o E S } una familia de conjuntos. Denotaremos como n aES Xa al 
producto cartesiano de la familia. {Xc> : a E S} . Si para toda o E 8, tenemos 
Z'" e X"' , tomaremos IT c>ES Zo = (z E n oEsXo: para todo o E S, z(o) E Zo}¡ 
a este tipo de conjuntos de un producto cartesiano se les llamará conjuntos caja, 
ellos quedan completamente descritos si decimos quien es cada uno de sus factores. 
Así si F es un conjunto caja de fI aES X"" y F(o) es el correspondiente a-esimo 
factor, entonces F queda determinado por todos los F (a) y F = fIaES F(O'). 

Definición 1.1. Sean {X", : o E S} una familia de espacios topológicos, 00 
un conjunto abierto de Xa para toda a E S, y 00 = X o para casi todos los o 
salvo un número finito de índices. Los conjuntos 

II O. , 
.es 

son la base de la topología 1'ychonoJJ del conjunto fI oES Xa. Denotaremos por 
ToEsX" al espacio topológico que resulta de dotar al conjunto fI a Xa COIl la 
topología Tychonoff. 

Si la familia {Xa : a E S}, es tal que X = Xa para todo a E S. Denotaremos 
a n "ES Xc> como XS y al espacio Tc>ESXc> como TX s . 

Sea X un espacio topológico. Denotamos al conjunto de funciones continuas 
definidas sobre X y con valores en R como 

C(X). 

Es claro que C(X) e RX . A C(X) dotado con la topología de subespacio de TRx 

se le denotará como Cp(X). 

Definición 1.2. Sea {Xc>: a E S} una fami lia de espacios topológicos. Si para 
cada a E S, 00 e Xa es un conjunto abierto de Xc>, el conjunto n aESO"" será 
llamado un abierto roja en el producto cartesiano n aES X o' Al conjunto n aES Xa 
con la topología generada por los abiertos caja como base será llamado el producto 
caja de la familia {Xo : a E S}, y se denotará por 0c>ESXa. 

Denotaremos por OX s al espacio 0c>ESXa cuando X = Xc> , para. todo a E S. 
Al conjunto C(X) con la topología de subespacio del espacio DRx lo denotamos 
como Co(X). 

• 
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Sea X un espacio topológico y B un subconjunto de X que es un conjunto 
cerrado y abierto de X, entonces diremos que B es un cerrabierto. 

3. Propiedades básicas 

Sea {Xo : a E S} ·una familia de espacios topológicos. Para A e S, denotamos 
como 11" A. a la función 

1I"A. : II X o - TI Xo 
oES oEA. 

definida. como 7l"A(f);;;: f rA.. Para cr E S, escribiremos 1I"{0} = 7l"a. 

Proposició n 1.3. Sean {Xo : a E S} una familia de espacios top61ogicos y 
A e S, entonces 1I"A : OaESXa -4 0oEAXo es continua yabiefta. 

DEMOSTRACIÓN. 

Sea. TIoEs Oa un abierto caja de 0aESXa , donde Oa es un abierto no vacío de 
Xa para todo a E S. Afirmamosque 11" A (n aES 0 0 ) ;;;: TIoEA Oo' En efecto, sea f E 
TIoES Da; es claro que f lA (a) E 00: para todo a E A, es decir 1I"A (TIoEs 00:) e 
flOEA OO:' 

Por otro lado, elegimos Xo: E 00: para todo a E S\ A. Ahora, sea h E TIaEA Oo' 
Sea h' E TIoES 0 0 definida como h'(a) = h(a) si a E A y h'(a);;;: Xo: s i a E S\A. 
Así que 1I"A(h');;;: h Y de aquí tenemos la igualdad 1I"A. (TI aESOo:);;;: TIaEA OO:' 

Por otro lado, si f L4 E flaEA Oo. entonces f E [l oES Ve .. donde Va = Da 
si a E A Y Vo = Xo: si a E S \ A. Este último conjunto es un abierto caja de 
00ESXa , Y 7l"A (TIo:ES Vo) = fl o: EA OO:' Así qu~ 1fA es continua y abierta. (En el 
caso particular de que A sea un conjunto singular tenemos el caso de las proyeccioncs 
del producto a un espacio de la familia .) O 

Veamos ahora las propiedades de conmutatividad, asociatividad y distributivi­
dad de Jos productos caja. Veamos enseguida la propiedad asociat.iva para los 
productos caja. 

Proposición 1.4. Sea {X( : ~ E J} una famüia de espacios topológicos y 
{J).. : A < K.) una partición de J, se cumple que 

DEMOSTRACiÓN. 

Sea 

O{EJX{ :::: 0)..<0< (O{o .. X{) 

H: O(EJX~ - 0)"<1< (o{eJ~X{) 
la funcion definida como: HU) E 0),,<0< (o(eJ .. X{) es tal que HU)(A) = f).. E 
O(EJ .. X( en donde f)..(~) = IW pa.ra toda ~ E J>.. 

Veamos que H es inyectiva. Sean 1,9 E O{EJX{ tales que HU) = H (g). Por 
tanto se tiene que fA = 9).. para todo >' < K.. Por otro lado, sea ~ E J, sabemos que 
existe un único>. < K. tal que (E J)... Como J>.(~) = 9J.{{), por la definición de H , 
tenemos finalment.e que f({) = g«(), así Que f = g. 

Ahora., sea 9 E 0),,<0< (O(EJ .. Xd. Denotamos por 9 E O(EJX{ a la función que 
cumple 9(~) = g(>.)(~) si ~ E J)... Veamos que H(9) = 9. Es suficiente demost.rar 
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que para toda ,\ < ,.. se cumple que 9>. = 9('\), esto es claro ya que .9>.{~) = §({) = 
9(~)(') cuando, E JÁ _ 

Para todo { E J sea A~ e X~ un conjunto abierto de X~. Afirmamos que 

Sea f E TI¿EJ A¿ Y ,\ < K-, tenemos que H(f)('\)({) = f({) E A¿ para todo 
~ E J).. Por tanto H(f)().. ) E TIEEJ ... ~ para toda)" < K-. En otras palabras 

HU) E n >'<1< (n{EJ ... A~). Por otro lado si 9 E TI>'<I< (n~EJ ... AE), definimos 
.9 E nEEJX~ como antes, es decir, g(~) = g(Á)({) cuando { E J>.. Es claro que 
g({) E ~ cuando { E J)., por tanto 9 E TIeEJ A(. Hemos demostrado que H es 
abierta. Como H es biyectiva entonces 

lo que demuestra que H es continua, y finalmente H es homeomomsmo. O 

Veamos ahora la conmutatividad de Jos productos caja. 

Proposición 1.5. Sean {X~ : { E J} una famili4 de espacios topol6gicos y 
F : J ..... J una biyecci6n. Entonces 

DEEJX~ ~ D~EJXF(~) 

DEMOSTRACiÓN. 

Entendemos que h E D(EJXF(t:) si y sólo si h : J ..... UX( es tal que h(~) E X F «() 

para cada ~ E J. En contraste h E D(eJX( si y sólo si h : J _ UX~ es tal que 
h({) E X( para cada {E J. 

Sea H: D(EJX( _ 0EEJXF«) una función definida. como H(h) ({) = h(F({». 
Veamos que H es una biyección. Supongamos que H(h,) = H (h2 ). Para toda 
~ E J , tenemos que h1(F({» = ~(F({». En particular para F-l({) tenemos que 
h,(F(F-'«))) ~ h,(F(F-'«l)), o sea que h,(,) ~ h,«l-

Ahora sea h E 0EEJXF(n, y sea ji definida como "-(O = h(P-l ({». Verifique­
mos que h(O E X~. Pero sabemos que h(F-'({)) E XF(F-I{{» = X~, asi que 
hE O(EJX(. Pero además tenemos que H(h) = h. 

Sean O( conjuntos abiertos de X(. Verifiquemos que 

H(II O,) ~ II OF(, )-
~eJ (O 

Sea hE [l,,, 0" es claro que H(h)(,) ~ h(F(<)) E OF('), por tan'" H([]"J O,) e 
n EO OF(~)' Ahora si l E n (EJ OF(e) denotamos por h como la función que cumple 

que h({) = h(F-1({». Por los argumentos previos tendremos que H(h) = h y 
además h E TI(EJ O{. Así que H es una función abierta. 

Veamos que H es continua. Sea OF(E) un conjunto abierto de XFW' Como 
tenemos que H(n~EJ Oe) = nEEJ OF(E)' aplicando H-1 en ambos lados tenemos 
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que 

rr O, ~ H-' (rr OF{()) , 
~EJ eEJ 

esto es suficiente para. concluir la continuidad. o 
Toca el turno a una propiedad distributiva, del producto caja respecto a la 

suma directa. 

Proposición 1 .6. Sea {Ke : { < ,} una fam ilia de cardinales. Para cada 
{ < ..., sea {xi: ). < K,d una familia de espacios top61ogicos indicada por Ke. Se 
cumple 

0«.,. (EIh.<K(xi) :::! efEn«~ K( (Oe<,xj({)) 
DEMOSTRACiÓN. 

Para hacer más descriptiva la presentación de la proposición, denotemos para 
cada { < 'Y por Ye al espacio ffi>.<K( xi y sea Y = De<'Y Ye. Por otro lado, para cada 

fE TIe <'Y K( denotamos por HIt al espacio Oe<.,.X;w y W = $fEn(q K( WJ o La 
proposición afirma que Y ~ W. 

Definamos H : Y _ W de la siguiente manera: para cada h E Y Y { < "'1 
tenemos que h({) E Y( i como Ye es una suma directa, existe un único.\ < Ke tal 
que h({) E xi; denotamos por In E TIE<"I' KE a la funci6n definida como !h «() = 

>. < K{ tal que h «() E xi. Queremos definir H(h) E W,,,, Para esto, para cada 

{ < i, H (h)(ü debe ser un elemento en xtW. Tomamos H(h)({) = h({) E xi 
y como J,,(ü = .A , tenemos que H (h)({) = h({) E xtW. En resumen, definimos 

H (h) E W tal que para J" E n{ <-y K E, H(h) E W".. Veamos que H es inyectiva. 
Supongamos que H (hd = H (h') para h¡,h2 E Y. Sea f E nE <"I' K~ tal que 

H(h,), H (h,) E IV, ~ O,qXJ"l' entonc'" h,(O ~ H(h, )(,) ~ H (h,)(() ~ h,(O, 
por tanto hl = h2. Veamos que H es sobreyectiva. Sea 9 E W con fE nE<"1" K( 

tal que 9 E W¡ , es decir para cada ( < "t tenemos que g({) E X; (ü con f ({ ) < Ke. 

Tomamos h E Y definida como h({) = g({) E X;(E) e EIh<K{ xi. Es claro que 
H(h) ~ g. 

Sean Ae un abierto en y~ = ffiA< K{ Xi Y A = n{q A{ , así que A es un 
abierto en Y. Queremos demostrar que H (A) es abierto en W , que es equivalente a 

demostrar que para todo f E O E<"I' Ke se tiene que H (A)nW¡ = H (A)nOE<"" X;m 
es un conjunto abierto en W¡. Sea 9 E H (A) n W¡ y h E A tal que H(h) = g. Por 
tanto tenemos que para cualquier { < "t, h({ ) E AE n X; para un único>. < K~. Por 

ot,o lado g(,) E XJ(,) y como g(O ~ H (h)(O ~ h(,), entonces ! (,) ~ >.. Como 

Ae nX;(E) es un abierto en Xj(E) para todo { < "t, entonces C = TIE <"1" ( Ae n xj(E)) 
es un abierto en De<-yX;(ü = W¡ . Además 9 E e, por tanto H(A ) n W¡ e C. 
Es más dos últimos conjuntos son iguales. En efecto sea t E e, entonces para 
toda { < '"Y tenemos que t({) E Ae y t ({) E xj(E)' es decir t«() E e)'< K~X¡' 
Tomamos ho E Y donde ho({) = t(€), entonces H(h) = t Y además h E A, entonces 
tE H (A) n IV,. 
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Ahora veamos que H C5 continua. Sean h E Y, H(h) E A donde A es un 

abierto de W y f E fle<.., Ke tal que H(h) E WJ. Notemos que H (h) E A n WJ 

y que A n W¡ es un conjunto a.bierto de WJ . Existen abiertos AlCe> de XJ(e) tales 
que H(h) E fle<..., A¡(eJ e An W¡. El conjunto Ajeo es un conjunto abierto de ~ 

ya que A¡Wnxf =0si)'# f ({) oA¡W n X¡ = Af{e) si A= f({) pa.ra), < K(. 
Por tanto podemos concluir que hE fle<..., AJ(e) y que I1«1' AnE) es un conjunto 
abierto de Y. Por último veamos que H(O«..., Af(E» e A. Sea 9 E fl (<1 Af(E) , 
entonces H (g)({) = g{{) E Af((), es decir H (9) E 11e<.., A¡m e A n W¡ e A O 

Sea. {Se: { < 'Y} una. partición del conjunto S (es decir U«1'Se = S, S( # 0 
para todo { < 'Y Y Se, n S(~ = 0 cuando {¡ -=F 6). Para. todo { < 'Y Y O' E Se sea. 
VJ e XQ • Tomemos el producto cartesiano 

TI (TI V~). 
«1' Q€s( 

Este espacio con esta topología caja, en donde cada I1
Q

€. s( VJ cstá también consi­
derado con la. topología. caja (ver la propiedad asociativa. y conmutativa de los pro­
ductos caja) es homeomorfo al subespacio de DOEs XQ : {f E n oES XQ : 1rQ(f) E 

VJ , O' E Se}. 

En todo e l r esto de este t rabajo, vamos a cometer r epetidamente un 
abuso de notació n q ue nos permit irá simp lificar la simbología y a gilizar 
la identificación v isual d e los objetos tratados , a unque se pierda p resición 
formaL 

D enota rem os por 

Jl Cn. V~) 
a l conjunto U E n Q€sXQ : 1rQ (f) E VJ si Q E S(,{ < ¡} tom ado con la 
t opología de s ubespacio de OQESXQ. 

P roposició n 1.7. Si X = E9~esX~, entonces Co(X) :::::: D6€SCO(X~ ) Y C,, (X ) :::::: 
TóE sC,,(X6). 

DEMOSTRACiÓN. 
Sea X = ffió€sXó' Definimos F : Cc(X) ----f OÓESCC(X~) como F(f)(é){x ) = 

f lX6 (x) si x E X~. 
Como {Xó : é E S} es una partición de X I F(f )(6) es una función; veamos 

que F(f)(6) es continua. Si F(f)(6)(x ) E O con x E X6. por la continuidad de 
f y como F(f)(6 )(x) = f lx. (x) = I(x ), existe V, conjunto a.bierto de X, tal 
que x E V Y f (V ) e O. Pero entonces V n Xó es abierto en X ó' Es claro que 
f lX6 (V n Xó ) = f(V n X6 ) e O. Así que para. cada 1 E Co (X), F(J) es un 
elemento de OÓESCO(X6)' Si F(f) = F(g) Y z E X , entonces z E X~ para. alguna 
6 E S, enton"'" F(f)(')(') ~ F(g) (')('), ° sea f(') ~ g('), po, tanto f ~ g. Esto 
significa que F es inyectiva.. Sea H E O~€sCo(Xó), definimos 

h: X --+ R como h(x) = H(6 )(x) si x E Xó ' 
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La función h es continua, ya que H(6) es continua para toda Ó E S. Ahora, 
F(h)(ó)(x) ~ H (ó)(x), poc tanto F(h)(ó) ~ H (ó), ° "'" F(h) ~ H. 

Veamos que F es continua. Sea. FU) E f1óES 0 6 con 06 abierto en CO (X6) 
paca todo ó E S. Como F(f)(ó) E O" sea F(f)(ó) E <TI.ex. V;¡ n Ca(X,) e O,. 
Afirmamos que 

f E TI vI y F« TI vi) n Ca (X)) e TI o,. 
6eS,%EX, 6eS,%EX, 6eS 

Es más, si f E I1..,ex O.." entonces f Lx, E voS = <H'EX, O..,) n Co(XCt ) es un 
abierto en CO (X6), así que 

F(f) E TI V' y F ((TI o.) nca(x)) ~ TI V' 
6eS "'EX 6eS 

"i podemos concluir que F es un homeomorfismo. 

Para la segunda afirmación, definimos de igual manera 
F: Gp{X) - T6ESCp(Xó ) como F(J)(6)(x) = f Lx, (x) si x E X6. 

Repitiendo los mismos argumentos que antes, tenemos que F es una función 
biyectiva. Ahora veamos que F es continua. Sea fI6es 06 un abierto básico de 
T6esCp(X6) que contiene a FU). Cada 06 es un conjunto abierto en Cp(Xó ) 

para todo Ó E S, Y existe Al e S, tal que para. todo 6 E S \ Al se tiene que 
0 6 = Cp(Xlí) con Al finito. Por otro lado, para cada. 6 E Ah tenemos F(f)(6) E 
(TI xEX6 v:)nCp(Xlí) e Olí COIl A6 e X 6 conjunto finito tal que para. x E X6 \.46 se 
tiene que V: = R. Tomamos para todo x E X \ U6eAI A6 a V: igual a R. Entonces 
tenemos que 

f E TI VI Y F« TI vI) n C,(X)) e TI o, 

Es más, si f E (TI",ex 0%) n Cp(X) con 0% = R salvo un conjunto finito, 
entonces f lx,E v6 = (TI",ex, 0%) n Cp(X6) es un abierto en Cp(Xlí). Así que 

FU) E (TI V') Y F« TI O.) n C,(X)) ~ TI V'. 
líeS ",ex líeS 

y podemos concluir que F es un homeomorfismo. o 

Definición 1.8. Sea {XI> : a E A} una familia. de espacios topológicos y x E 
TIaEA Xa· El O'-producto en TIaeÁ Xa basado en x es 

a. ~ {y E TI X. , I{o E A, y(a)" x(o))1 < No} . 
• eA 

Le damos a 0'", la topología de subespacio de DaEAX",; el espacio resultante se 
denotará por a;'(TI"'EA X o ) . 
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Proposición 1.9. Sea {Xa : a E S} una familia de espacios topol6gic!1S y 

x E DoesXo. Si C% es la componente conexa de x en DoEsX a , entonces 

DEMOSTRACIÓN. 

Sea y j. Uz . Tomamos B e S, tal que a E B si y sólo si y(a) f:. x(a). Como 
IBI 2: No, existe una partición numerable de él. Es decir existe una familia de 
conjuntos {Fn e B : n < w} tal que Fn =F 0 para todo n < w, Fn n Fm = 0 si 
n f:. rn y un<",Fn = B. 

Si a E B. Tomamos un abierto og e Xa \ {x} y para todo n < w un abierto 
0:+1 taJes que y(a) E 0:+1 e c1x" O~+ I e O~ para todo n < w. 

Defin imos HIe ,m e DoEsX"" como 

si o E Fi , i :s m 
si o E Fi , m < i 
sioj.B. 

Ahora Hk = Um<", Hk ,m. y H = nk<", Hk. 
Es claro que y E H Y que x j. H . En generaJ, z E H si y sólo si existe 

una. sucesión estrictamente creciente {mle : k < w} tal que z E Hk,m~ para todo 
k < w. Sólo mostraremos la suficiencia. de la afinnación anterior. Sea z E H , para 
todo k < w , existe tk < w taJ que z E H k.t_. Supongamos que ti :s to; bastara 
tomar 1110 = to Y mi = to + 1. En efecto si a E Fi con mI < i, entonces t I < i¡ 
por tanto z(o) E clX"Of"+I' Ahora si ya tenemos la sucesión {mo,m ... .. ,mn}, 
estrictamente creciente, pero tn+1 :5 mi para algún 1 E {O, 1, ... ,n}. Bastara definir 
mn+1 = m .. + 1, ya que si o E F¡ con f1ln+1 < i , entonces tn+1 :5 mi < m n + 1. 
Por tanto tn+1 < i, y asegu ramos que z(cr) E clX,,0H.(n+I)' 

Ahora veamos que 1I es abierto. Sea z E H. Sabemos que existe una sucesión 
{ mI; : k < w} estrictamente creciente tal que z E H k,m_' Definimos el abierto caja 
W como 

{
x. 

W (a ) = Or+k_l 
X. 

si a E Fi , i:5mu 
si cr E F;, mk < i :5 mk+1 Y k ~ 1 
si a~ B. 

Veamos que z E W. Sea a E Fi , i > mk Y k;?: l.Tomamos s;?: k taJ que ma < 
i :s mHI' Sabemos que %(0) E clx .. Oi+. e O:'H_I' Ahora sea h E W , tomamos 
tk _ ] = m k para k ~ 1. Trivialmente la sucesión {tk_1 : 1 :5 k < w} es estrictamente 
creciente. Ahora, si i > tk_ l' Tomamos s;?: k - 1 tal que t . < i:5 t.+I, es deci r 
m H I < i :5 ffiH 2' Ahora. si o E F'¡, entonces h(o) E 0:'+. e clx"Of+I;_I' Por 
tanto W e H. 

Ahora sea 1 ~ H . Existe ka < w, tal que l j. Um<",lIko ,m' Es decir, para todo 
m, existen i m > m y Oí", E F't"" tales que l (aí". ) rf. clx,,¡ .... O~~+ko' Tomamos A e w 
tal que {im : m E A} = {im. : m < w} y para todo n,m E A con n "" m, se tiene 
que i m f:. 4.. Para todo m E A, sea V Ol ... un a.bierto de Xa¡", taJ que l (Oí ... ) EVo; ... 
y Va ; nclx ... O.~¡"'+. = 0. ... ....... o 

Sea O, el abierto caja. definido como sigue: 
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TI x •. 
a¡, .. ,mEA "'f-{a;".:mEA} 

Es claro que lEO. Ahora sea h E 0, m < w y r E A tales que ir =- i m . Por la 
construcción tenemos que 

por tanto 

h(o¡ ... ) = h(o¡J ~ clX"I~ O:'¡k¡¡ = clX"l
m 
O~;+to' 

Por tanto h ~ H. Es decir H es cerrabierto. 
En resumen, dado y rJ. u:e, existe un cerrabierto H de O",EAX .. tal que y E H Y 

xi:. H, en otras palabras y i:. C,.,. Por tanto C,., e u z . D 

Enseguida una. proposición demostrada por M. E. Rudin en [111. 

Proposición 1.10. Sean K un cardinal infinito y' {Xo;: a < x:} una familia de 
espacios topo16gicos, donde cada uno de ellos es un espacio conexo. Si x E 0a<",Xa 
y C:z: es la componente conexa de x en 0a<",X.,., entonces 

DEMOSTRACiÓN. 

Por el Teorema 1.9, bastará. demostrar que Uz e C:e' Para esto sea y E Uzo 

Denotamos por Sil al conjunto {cr < K: x(o)::f:. Veo)}. 
Es claro que 

x,y E TI x. x TI {x(a)) 
aES(y) o\i!S(II) 

Como S(y) es fin ito, el subespacio ITcrES(II) Xo. x ITcr'S(y){x(a)} de 0o.<",Xo. 
es homeomorfo a T"es(II )Xo , el cual es conexo. Por tanto y E-e",. o 

La siguiente proposición , es un resultado muy útil, como se verá en los siguientes 
capítulos. 

P r oposición 1.11. Sea G un grupo abeliano topol6gico y e' un subgmpo de 
e, entonces: 

1. Paro. todo / E G, e' + / es un grupo topol6gico. 
2. Paro. todo / E G, G' + f y e' son topológicamente isomorfos. 

Si además e' es un un conjunto cerrabierto en la topologfa de e, en-
tonces 

3. Paro. lodo / E G, G' + f es ce"mJbierto en G. 
4. e = ffiAEG/G,A, donde G/G' = {G' + f : / E G}·. 

DEMOSTRACIÓN. 
1. Definimos 

(h, + I) . (h, + 1) ~ «h, + 1) + (h, + 1) - f. 
La operación • es cerrada en e' + f, y convier te a. G' + f en grupo abeliano con 
neutro J, y para h + f E e' + f su inverso es f - h. 
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Sean fjJ: G' +1 X e' + 1 - e' + I definida como rP«h1 +J).(h2 + f) = 
(h1 +f).(h2 +f). rPo: exe - G definidacomo~(h,k) = h+ky rPI : e - e 
definida como rPl(h) = h - 1, entonces rPo y rP¡ son continuas. 

Además, rP se puede descomponer como: rP = (<P I o <Po) 10'+/. Así que rP es 
también continua.. 

Análogamente, sea 

t/J: G' + 1 - G' + I definida como 1/1(h + 1) = I - h 

y 

1/10: e - G,"'l: e - G definidas como 1/Jo(h) = -h,W¡(h) = 21 + h. 

&3 claro que 1/10 y "'1 son continuas; pero además 1/1 = (1/110"1/10) ro'+!. Por tanto 
G' es grupo topológico. 

2. Sean 
8: G' + 1 - e' definida como 8(h + 1) == h 

y 

80 : e _ e definida como 80(9) = 9 - l· 
80 es homeomorfismo y además O = 00 ro'+/. Como O es biyectiva, para. concluir 
la demostración sólo resta demostrar que es momsmo de grupo. Pero 

9( (h¡ + f).(h, + f)) ~ 9((h¡ + h,) + f) ~ h¡ + h, ~ 8(h¡ + f) +8(h, + f). 
3. Para. 1 E e, 

1/J : G ----. G definida como t/J(g) = 9 + 1 es homeomorfismo, 

y t/J[G' ] = G' + 1, entonces para toda I E G, G' + les cerrabierto. 
4. Como las clases laterales son una partición de G, y por el inciso anterior, 

estas son cerrabiertas. Entonces 

o 

4. Funciones cardinales en product os caja 

En esta sección calcularemos algunas funciones cardinales para algunos produc­
tos caja, al menos los productos caja más importantes para nosotros. Una buena 
referencia a. los resultados de funciones cardinales que usaremos serán [81 y [!O] 

D efinición 1.12. 1. Sea X un espacio topológico, x E X , B una familia de 
conjuntos abiertos de X que contienen a x. Diremos que 13 es una seudobase 
local de x si nB = {p} . 

2. Sean X un espacio topológico y x E X. 

t/J(x, X) = mín{lBI : B es una. seudobase local de x}. 

3. Al cardinal 

",(X) ~ sup("'«, X ) " E X) + No 

se le llamará el seudocarácter de X. 
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Proposición 1.13. Si {Xi: i E A} es tina familia de espados lopol6gicos, 
entonces 

DEMOSTRACiÓN. 

Primero veamos que para. cada. p E 0iEAX¡ se cumple: 

~(p, D;EAX;) ~ sup{~(P(i),X;), i E Aj, 

Para cada i E A, sea v.: = {V," : k < .,p(p(i),X¡)} una seurlobase de Pi en Xi. 
Sea a = sup{'l,bCP(i), X¡) ; i E A}. Para /3 < 0, definimos 

o; = { vf 
X ; 

si ~(P(i), X;) > p, 
en caso contrario , 

y W,B = [tEA Oi. Afirmamos que {Wf.I : f3 < a} es una seudobase de p en DiEAX¡. 

Sea z E n{w¡j : {J < a}. Si i E A, entonces z(i) E v¡fJ para todo /3 < w(P(i), Xi)' 
Como n{vt : f3 < TjJ(P(i),X¡)} = (P(i)} para. todo i E A, entonces p(i) = z(i) para 
todo i E A. En resumen tenemos a 2: TjJ(p, D¡EAX¡). 

Supongamos que para f3 < a existe una seudobase de p en OiEAX, de cardinal­
idad {3, digamos que e = {C/c: k < .B} es tal seudoba.se. Sin perdida de generalidad 
podemos suponer que los miembros de e son abiertos caja. Sea e" = n iEA W,". 
Por hipótesis, para algún io E A la familia de conjuntos abiertos {W,~ : k < {3} 
no es seudobase de p(io ) en Xi o' Entonces existe z(io) E (nk<.8W;~) \ {p(io)}. 
Definimos 

( ') _ { z(io) 
z 1 - p(i) 

si i = io , 
en caso contrario. 

Tenemos que z E n{CIt : k < P}, luego entonces z = p, lo cual es una contradicción. 
Por tanto para cadai E A las familias {Wi.\:: k < {3} son seudoba.ses de p(i) en X i. 

Por otro lado, si (3 < 0, entonces existe un jo E A tal que p < t/J(p(jo), X io ) :5 Q'. 

Como la correspondiente {Wi~ : k < !3}, sería una seudobase de p(jo ) en X io de 
cardinalidada. menor o igual a p, esto nos lleva a una contradicción. Así que para 
todo {3 < a, no existen seudobases de p en DiEAX; de cardinalidad {3. Por tanto 
para todo p E OiEAX " se cumple sup{W(p( i), X;)} = W(p, D;EAX;). 

Sea K. = sup{t/J(X¡ ): i E A} Y P E OiEAX¡. Como pa.ra todo i E A, se cumple 
'2 "'( X; ) 2 ~(P(i) , X;) , entonces, 2 ,up{ ~(P(i), X; )} ~ ~(p,D;EAX;), De aquí 
que K ~ l/J(O iEA X i ). Supongamos que,.. > W(OiEAX;). Sea to E A tal que 

,.. ~ t/J( X,o) > .p(O,EAXd· 

Entonces exjste zeta) E X ,o tal que 

~(z(",), X,,) > ~(D;EAX; ), 

Para i 1- to, tomemos arbitrarios p(i) E Xi Y sea t definido como 
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t(i) ~ { 
Entonces 

,(to) 
p(i) 

si i = io, 
en caso contrario. 

'¡'( t ,DiEAX¡) ~ ,up{,¡,(t(i),X¡) , i E Al ~ "'(,(to, X,.)) > '¡'(D¡e AX¡). 

Lo cual es una contradicción. 

Corolario 1.14. Sea K un cardinal infinito, entonces 

"'(DR") ~ No. 

DEMOSTRACiÓN. 

Basta observar que tJ.o(R) = No. 

" 

o 

o 

Definición 1.15. _1. Sean X un espacio topológico, x E X Y B = {Do: 
O/ E A y x E Do} una. familia. de conjuntos abiertos de X que contienen a. x. 
Diremos que B es una base local de x si para todo conjunto abierto O con 
x E O, existe 00 E 8 tal que 0 0 e O. 

2. Sea X un espacio topológico, x E X. 

3. 

x(x ,X) = mín{IBI : B es una base local de x} 

x(X) ~ ,up{x(x, X) , x El + No· 
Al cardinal x(X), se le llamará. el carácter de X. 

Definición 1.16. Denotaremos por w"" al conjunto 

U: I es una (unción de w en w}. 

1. Sean I,g E w"'. Diremos que I :-;;- g si I(n) :S gen) salvo para un número 
finito de elementos de w. 

2. Sea B e w"'. Diremos que B es una familia dominante en w"', si para toda. 
hE w"', existe I E B ta.l que h:::;- l· 

3. il = mín{IBI : B es una familia dominante en w"'}. 

Se puede consultar [5] para conocer una. demostración de la importante propiedad 
de 1): 

Proposición 1.17. X(OR"') = ll. 

DEMOSTRACiÓN. 

Sea. lE OR'" Y B = {TIn< ... vf ; n < w y fJ E A} una. base local de I en DR"". 
Para cada. n < w y fJ e A, existe m n < w tal que 

( __ 1_ + f(n) _ 1_ + f(n)) e v'. 
2mn '2m" n 
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Sea JIJ : W --+ W donde fJj(n ) = Tn" . Demostraremos que la. familia UfJ : fJ E 
A} es dominante en ~. Sea. h E w'" Y O" el abierto caja definido como 

Sea {1 E A tal que n n<w V! e O" . O sea, para todo n < w 

Por tanto, para. todo n < w, se tiene h(n) S fIJ(n); es decir, la familia {fIJ : fJ E A} 
es dominante en wW

• En otras palabras 

Así que 

• ,; x(f, ORW) ,; X(ORW
). 

Por otro lado, sea {ffl : {3 E J} una familia dominante con PI = iJ Y / E DR"'. 
Para cada. /3 E J , sea 

A.s = {n n¡tF ( - 2/"\") + ¡ (n), 2';1 •• ) + ¡(n») )( no, . .,eV{J(n» ,nEF 06,n : 

FE ¡w]<w, V(f{n» base local numerable de ¡ en) en R}, 

donde [wJ<w = {F: F e w y F es finito}. 
Notar que IApl = No. Por tanto 

Veamos que U¡3EJA,B, es una base local de f . Para esto, sea ITn<w O .. un abierto 
caja que contiene a f. Para cada n < w, sea. h(n) < w, tal que 

Entonces existe fJ E J y A E [wJ<w, tal que h(n) ~ f fJ(n) para todo n < w y 
n ~ A_ Es decir, para todo n t/: A 

Para n E A , seleccion amos 06,n E V(f (n )) tal que 06,n C On_ 
Si 



4. FUNCIONES CARDINALES EN PRODUCTOS CAJA 

es claro que Mp e Dn< .... on.. Por tanto, UpEJAp es una base loca.! de f. Luego 

x(f, DR-) S ,. 

De aquí se cumple X(DR"') =: Il. o 
Definición 1.18. Sea X un espacio topológico 

1. A una familia de subconjuntos no vacios de X ajena. dos a. dos, se le llamará 
familia celular. 

2. c(X ) = stlp{lBI: B es una fa.milia celular de conjuntos abiertos de X}+No. 

Es claro que para cualquier espacio topológico X, se cumple que c(X) S IXI. 

Proposición 1.19. Para. cualquier cardinal infinito K., se cumple 

C(DR"') = 2"'. 

DEMOSTRACIÓN. 

E n la página. 172 de [211, se construye una familia. celular de cerrabiertos, para 
cuaJquier espacio DiEAl'i, de ca.n:lina.1idad 21At . Por tanto 

C(DR"') 2: 2"'. 
Como I DR'" 1= 2"', entonces c(DR"') S 2"'. Por tanto c(DR"') = 2"'. O 

Definición 1.20. Sea. X un espacio topológico. Definimos 

w{X) = mín{IBI : B es una base de X} + No. 

A w(X) se le llamará el peso de X. 

Proposición 1.21. Para. cualquier cardinal infinito K., se cumple 

W(DR"') = 2". 

DEMOSTRACIÓN. 

En generaJ se tiene que c(X) ::; w(X). Para todo Q < K., sea. 80. una base 
numerable de abiertos en R. 

Sea B = {DBo : Bo. E Bo} . 
Así 

IBis (No)" '" (2")" = 2" 
Por tanto, W{ORIC) ::; 21C

, es decir w(DR"') = 2" . 

Definición 1.22. Sea. X un espacio topológico. Definimos 

e(X) = 8up{IAI: A e X , A es cerrado y discreto} + No. 
A e(X) se le llama. la. extensión de X. 

o 
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Teorema 1.23. Paro. cualquier cardinal infinito /t, se cumple 

e(DR"') = 2". 

DEMOSTRACiÓN. 

En la página 172 de [21 ], se construye para cualquier espacio 0iE AYi , un con­
junto cerrado y discreto de cardinalidad 21A1 . Por tanto 

e(DRI<) ~ 2", 

Pero es claro que e(DR"') ::; IDR"I = 2" . Por tanto e(DR"') = 2" . o 

Definición 1.24. Sea X un espacio topológico. Definimos 

s(X) = sup{ IAI: A e X, A es discreto} + No. 

A s(X) se le llama la amplitud del espacio X. 

d(X ) ~ mín{lAI' A e X , A es denso} + No. 
A d(X) se le llama la densidad de X. 

Sea rp una función cardinal. Definimos 

h~(X) ~ "'p{ ~(A) , A e X}. 
A hrj>( X) se le llama la función hereditaria de r/> en X. 
Sea N e P{X ). Si todo abierto es la unión de elementos de N, diremos que 

N es una red de X. 

nw(X) = mín{ INI: N e P (X) ,N es red de X} + No­

A nw(X) se le llama el peso red de X. 
Sea X un espacio topológico. El grado de Lindel6f de X , denotado por l(X), 

es el menor de los cardinales infinita! K tales que toda cu bierta abierta de X , tiene 
una subcubierta de cardinalidad mnCQr o igual que K. 

En [8] podemos encont rar que en todo espacio topológico X , se cumplen 

,(X) S d(X) $ hd(X) $ nw(X) S w(X}, 

c( X ) $ ,(X) S h/(X) S IXI 
y 

,(X ) S /(x) S h/(X) . 
Por tanto: 

Corolario 1.25. Para cualquier cardinal infinito K, se cumple 

d(OR<) ~ hd(OR<) ~ nw(DR<) ~ s(DR<) ~ h/(OR<) ~ /(oR") ~ 2<. 

El s iguiente resultado fue probado por W.W. Comfort y A.W. Hager en [3}, nos 
sera útil para calcular la ca.rd inalidad de C(X) y la utilizaremos en la demostración 
del Teorema 3.29. 
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Proposició n 1.26 . Paro un espacio X, se cumple 

IC(X)I ~ w(,,(X))"'. 

Si X e Y, son espacios topológicos, diremos que Y es una condensación de X 
si existe una función continua. y biyectiva f : X _ Y. Recordemos la definición 
de la función cardinal i-peso. 

D efinición 1.27. Sea X un espacio topológico. El i-peso de X, denotado por 
iw(X), es: 

iw(X) = mín {w(Y): Y es una. condensación de X}. 

Ahora demostraremos un importante cálculo de la función cardinal i-peso para 
los productos caja. Antes un lema. 

Lem a 1.28 . Sean X un espacio 1J K un cardinal infinito. Si X contiene un 
conjunto discreto de cardinalidad /t, entonces 10g("):5 iw(X). 

DEMOSTRACiÓN. 

En la página 26 de 12], se tiene la siguiente relación para todo espacio Y: 

iw(Y) ~ d(Cp(Y)). 
En la página 104 de 1101 tenemos el siguiente resultado: 
"Si {R; : i E A} es una familia de espacios topológicos tal que para todo i E A, 

R.¡ tiene dos conjuntos abiertos a.jenos no vacíos, entonces 

d(T¡'AR;) ~ loglAI· sup{d(R;) , i E A)". 
Ahora sea H e X un conjunto discreto de cardinalidad /t. Por lo anterior y 

como la función i-peso es monótona, tenemos 
iw(H) ~ ;w(X), iw(H ) ~ d(Cp(H )) ~ d(TRIf ) ~ log I H I ·No· 
Por tanto log(K) :5 iw(X). O 

P roposición 1.29. Si {Xo : Q E S} una familia de espacios tal que IXol :?: 2 
para locro Q ES, entonces 

logISI.sup{iw(X.) ,a E S} ~ iw(D.,sX.) ~ ISI.s"p{iw(X.) ,a E S). 

DEMOSTRACiÓN. 

En la pagi na 172 de 121] se construye, para cualquier producto caja de una 
familia {Xo : O' E S} con factores con dos puntos o más, un conjunto cerrado 
discreto de cardinalidad 21sl . Tomamos un subconjunto de cardinalidad ISI de tal 
discreto. Por el Lema 1.28 tenemos que loglSI :5 iw (OoESXo )' Por otro lado, 
para cada cr E S, X o es homeomorfo a un subconjunto cerrado de DoEsXa-, por 
la monótonia tenemos que iw(X o ) :5 DoXo para todo Q E S . En otras palabras 
tenemos que 8up{iw(Xo ): O' E S} :S iw(DoESXo ), por tanto: logISI.sup{iw(Xo ) : 
cr E S} :5 iw(DoESXo.). 

Por otro lado sea la función 1/1 : ToEsX o _ y una condensa.c.ión tal que 
w(Y) = iw(ToEsXo ) y Id : OOESXo --+ T ... EsXo la fu nción identidad. Como 
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iw(T"'ESX",) = ISlsup{iw(X"'Es) : a E S} Y 'l/Jold es una condensación de 0 o"ESX"" 
tenemos que iw(O"'EsX",) ::; ISI.sup{iw(X",) : a E S}. O 

Proposición 1.30. Si K, es un cardinal infinito, entonces 

log( K,) ::; iw (OlR"') ::; K,. 

DEMOSTRACIÓN. 

Por la Proposición 1.29 y ya que iw(R) = ~o, tenemos la conclusión. O 

Ahora un par de proposiciones que describen propiedades de algunas funciones 
cardinales en sumas topólogicas. Estos resultados nos serán útiles en capítulos 
posteriores. 

Proposición 1.31. Sea {X",--: a E S} una familia de espacios topológicos, 
entonces 

w(EB",ESX",) = ISI.sup{w(X",) : a E S}. 

DEMOSTRACiÓN. 

Sea O", una base de X", tal que w(Xo,) = 10",1. Si () = U"'E S O", , tenemos 
101 ::; ISI·sup{w(X",) : a E S}. Demostremos que O es una base de EB"'ESX",. 
Sea x E EB"'ESX", Y V abierto de EB"'ESX", tal que x E V. Existe a E S tal que 
x E X",. Como V n X", es un abierto de X"" entonces existe O E O", tal que 
x E O", e V n x'" e V. 

Es claro que cada X",es un subespacio de EB"'ESX"" así quew(X",) ::; W(EB"'ESX,,,) , 
es decir sup{w(X",) : a E S} ::; W(EB"'ESX",). Sea V una base de EBaESX", tal que 
W(EBaESX",) = IV/. Para cada a E S, Xa. es un abierto de ffi",ESX",. Como V es 
una base de ffi"'ESXa , entonces para cada o: E S, existe V", E V tal que V", e Xa. 
La función f que asigna a cada a el abierto Va es una función inyectiva de S en 
V. Por tanto ISI ::; W(EBaESX",). y se concluye la demostración de la proposición. 

Proposición 1.32. Sea {X", : a E S} una familia de espacios, entonces 

iw(EBaX",) = log(ISI).sup{iw(Xa ) : a E S}. 

DEMOSTRACIÓN. 

O 

Sabemos que iw(EBa.Xa) = d (Cp(EB",X",)) (ver [2)). Por la Proposición 1.7 
tenemos que d(Cp{EBaXa)) = d(TaEsCp(X",)) . Como 

d(TaCp(Xo )) = logISI.sup{d(Cp(X",)) : o: E S} = logISlsup{iw(Xa) : a E S}, 

obtenemos que 

iw(EBaX",) = log(ISI) .sup{iw(X",) : a E S}. 

o 
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Proposición 1.33. Paro todo cardinal infinito I'i. y x E OR", tenemos 

1 (u~(R')) ~ d (u~(R')) ~ ,(u~(R')) ~ e (u~(R') ~ K 

DEMOSTRACiÓN. 

Sea x E OR" Y C = {O., : "f < T} una cubierta de q~(R") fonnada por abiertos 
caja. Por otro lado, para cada J E [1'i.¡<Ito, sea H J = RJ x TIaE"V{x(cr)}. En 
particular, HJ con la topología de subespacio cumple que HJ :::: TRJ, el cual es 
un espacio Lindelof. Cada O., es de la fonna 0"( = ne.<" VJ donde para cada 
'Y < T Y a < I'i. , VJ es un conjunto abierto de R. Como HJ e q~(R"), escogemos 
CJ e e tal que HJ e UCJ • Ahora definimos para cada O., E eJ , O; = TIaEJ VJ x 
I1ae"V{x(a)}, que es un conjunto abierto de HJ. Si CJ = {O; : O., E eJ }, 

tenemos que HJ e UCJ. Sea 'D'J ulla subcubierta numerable de CJ. Definimos 
V J = {O., : 0'., E D'J}, que es una subcubierta numerable de ej. Ahora como 
a~(R") = UJEf"I<"oHJ , tenemos que V = UJE{ltj<"oDJ es una subcubierta de C. 
Pero 

IV[ .::;: d~o :5 K. 

Por tanto l(O"~(RIt» .::;: I'i.. 

Por otro lado, si 6 < I'i., tomamos Z6 E R \ {x( 6)} y definimos para cada o: < K 

{ '. <. (6) ~ %(6) 
si 0=5 
si a rj. 5. 

Es claro que ta E q~(R"l El conjunto D = {ta : a < I'i.} es discreto. Además 
D es cerrado. En efecto, si w E a~(R") \ D, existe Aw e I'i. tal que para todo 
o: E Aw se tiene .que w(o) = x(a) y K. \ Aw es finito. Para cada o: E A ... 
sea. Oa un conjunto abierto de R tal que x{a) E Da pero za rj. O". Sea. O = 
(flaEA_ Da X R,,\A_) n q~(RI<), es claro que ta rj. O para todo a E A .... Sea 
V = O n (q~(R") \ {ta: a f. Aw} ). Tenemos que Z E V Y además D n V = 0. 

Sabemos en general, que e(X) .::;: l (X). En nuestro caso particular, como 
K:5 e(q~(R"» :51(q~(R"», tenemos la igualdad e(q~(R"» = l(q~( R"'» = K. 

Calculemos la. densidad de a~(R"). Igual que antes, para cada. J E [K¡<~O, sea 
HJ = RJ X {x(a)}"\J; es claro que HJ ~ TR J . Ahora, para cada J E ¡K¡<No, 
se tiene que d(TRJ) = Ka. Por tanto, para. cada J E ¡KINo, existe DJ e H J 
conjunto denso en HJ y numerable. Afirmamos que si D = UJE{,,¡<><oDJ, entonces 
D es denso en q~(R"). Sea V = (na<" Da) n O"~(R") un conjunto abierto no 
vacío de q~(R"). Tomamos z E V, sea J E {K¡<No, tal que z(o:) = x(a) para. todo 
o: E I'i. \ Ji es decir z E HJ. En particuJar z E (TIa<" Da) n HJ, por tanto existe 
d E (TIa<" Da) n HJ n DJ . Así que d E V n D , es decir D es denso en q~(R"). 
Como [DI :51!K.1<~I.No = K.No = K, entonces d(q~(R") :-::; K. 

Como c(a~(R"'» :-::; d(a~(R"», si demostramos que I'i. :5 c(q~(R"», pod remos 
concluir las restantes igualdades. Para esto bastará mostrar una familia celular 
de conjuntos abierto de q~(R") de cardinalidad I'i.. Para cada Q < I'i. , tomamos 
conjuntos Aa Y Ba abiertos en R, taJes que x(a) E Aa Y Aa n Ba = 0. Ahora, para 
cada o < K, definimos Ca , como el siguiente abierto caja. 

G.(6) ~ { ~: si 0=5 
si o=f:. 5. 
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La familia 9 = {Ca n(j~(lRl<) : Q < K} es una familia celular de abiertos en a~(lRl<), 
y como \9\ = K" concluimos nuestra demostración. 

o 

Corolario 1.34. Sean K" T cardinales infinitos, entonces 

ORlO ~ OlRT si y sólo si K, = T. 

DEMOSTRACIÓN. 

Supongamos que 'ljJ . : OlRl< ---+ ORT es un homeomorfismo. Sea x E ORlO, 
por la Proposición 1.10, sabemos que la componente conexa de x es a~(lRl<) . Por 
otro lado 'ljJ (a~(lRI<)) debe ser la componente conexa de 'ljJ(x) en OlRT

, es decir 
'ljJ((j~(IRI<)) = a~(x)(IRT). En resumen tenemos que a~(lRl<) ~ a~(x)(IRT). Por la 
Proposición 1.33 concluimos que K, = T. La otra implicación es clara. O 

En la Sección 6 del Capítulo 3 se demostrará un resultado que generaliza el 
Corolario 1.34 (véase la Poposición 2.33). 



CAPiTULO 2 

Go(X) 

1. Propiedades básicas 

Para un espacio X se denotará por Xo al conjunto de puntos aislados 
de X y XI = X \ Xo_ De ahora en adelante supondremos que cualquier 
espacio X considerado en este trabajo satisface: 

(1) Xo y Xl son no vacíos, 

(2) IXol " No. 

Denotaremos por C(X.) al conjunto 

{f E C(X1): f se extiende continuamente a X} ; 

así 'x. IC(X)I ~ C(X,). 

Para x E C(X¡), tomamos 

A.(X) = {f E C(X), f Ix.= x}. 

Estos conjuntos son importantes ya que descomponen de manera conveniente 
para. nuestro estudio a Co(X), como se demostrará en el Teorema 2.9. Si TI es 
la función nula de C(X¡), el conjunto Aij(X) jugará un papel muy importante en 
la. descripción de Co(X). En lo que sigue, la operación + en ORx denotará a la 
suma coordenada a coordenada.. Cuando nos refiramos 8. ORx o a algunos de sus 
subconjuntos sin especificar su operación, nos estaremos refiriendo a. +. 

Lema 2.1. (1) (ORX, +) es un grupo topol6gico. 
(2) (Co(X), +) "un grupo topc/6gico. 
(3) (A¡;(X),+) es un grupo topc/6gico. 

DEMOSTRACiÓN. 

(1) Se sabe que el producto caja de grupos topológicos es un grupo topológico 
(1211 pág. 175). 

(2) No es difícil demostrar que si Z es grupo topológico y H eZ tal que 
Hes subgrupo de Z, entonces H con la topología. de subespacio es grupo 
topológico. De aquí se sigue la conclusión, ya que (C[J(X), +) es subgrupo 
de (ORx,+). 

(3) De igual manera que en (2) se concluye que A¡){X) es grupo topológico, y 
que A¡){X) es subgrupo de (C[J(X), +). 

o 
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Proposición 2.2. (1) La fam ilia {Az(X) : X E C(X1 )}, es una pariici6n 
d, C(X ). 

(2) Para todo x E C(X¡), A:¡(X ) es cerrado en Cc(X). 

(3) Po,. todo x E C(X,) , A.(X) " A,(X). 
(4) Para todo X e C(X¡), A:¡(X) es un grupo topo16gico. 
(5) Para todo x e C(X¡) , Ai{X) y A¡¡( X) son topol6gicamente iJomorfos. 

D EMOSTRACiÓN . 

(1) Si X},X2 E C(X¡) con Xl #- X2, entonces Azl. n A:¡2 = 0. Si f E C(X), 
entonces f E A flx¡ (X ). Por tanto {Az(X) : X E C(X¡)}, es una partición de 
C(X). 

(2) Sea h E C(X)\A¡(X), entonces existe z E XI tal que [h(z)-x(z)1 = E > Q. 

Sea O el abierto caja definido por 

o(x) ~ { (_~ + h(x) , ~ + h(z)) 
si x i= z, 
si x = z . 

Es claro que h E OnC(X ). Si 9 E OnC(X), entonces 19(Z) -h(z)1 < ~. Como 
Ih( z) - x(z)! = E, entonces 

9 E C(X) \ .4.(X). 

'~Ih(x) - 9(x)1 + Ig(z) - x(x)l· Po, tanto 

~ ~ Ig(x) - x(x)l; luego 

Observemos que para Jo E A¡(X) fija, tenemos que Ai'(X ) = A¡¡(X) + I D. En 
efecto, sea 9 e Az{X ), entonces 9 - lo E Ao{X)j luego 9 E A¡¡(X) + Jo. Por otro 
lado, si h E A¡¡(X) , es claro que h+ fo E Az(X). Ahora usamos la Proposición Lll 
partes (3) y (4) : ya que A¡(X ) es una clase lateral en C(X) módulo el subgrupo 
Ao(X ), entonces concluimos (3) , (4) Y (5) . O 

El siguiente Lema será. muy util 

Lema 2.3 . Sea X un upacio topo16gico y Y un subconjunto de X que contiene 
a Xo, entonces la función fJ = 7ry f A¡¡(X): Ao{X ) --+ DRY es una inmersi6n del 

grupo topol6gico A(j(X) en el grupo topol6gicc DRY. 

DEMOSTRACiÓN. 

tP es inyectiva. En efecto, si f , 9 E Ao(X) tales que ¡PU) = q,(g), entonces 
f {y= 9 ry· Es decir I rxo= 9 txo; como además para todo z E XI, tenemos que 
f (z) = O = 9(z), entonces tenemos la igualdad . Por otro lado, como (f - g) ry= 
I ry - g ry, concluimos que q, es un morfismo de grupo. 

Ahora, para cada x E Y , sea O~ un conj unto abierto de R tal que O E O~. 
Entonces 

r' r TI o.] ~ A,(X) n TI H. , 
~ey ~EX 
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donde Hz = Oz si:t E Y Y Hz = R si x E X \ Y. Así que f/J es continua. Y si para 
cada x E X , tenemos que Hz es un abierto de R que contiene a 0, tenemos que 

~ lrr H. n Ao(X)] = rr H. n ~[Ao(X)[ 
ex zEY 

Esto es suficiente para asegurar que f/J es abierta en su imagen, y por tanto concluir 
la demostración. O 

2. Una partición de ORxo 

Sea. y un conjunto, S e Y, T = Y\S y F = {Fn : n < w} una partición de S (es 
decir, Fn -¡, 0 para cada n < w, si n -¡, m, entonces Fn n Fm = 0 y Unú, Fn = S). 
Definimos E(F) e RY oomo E(F) = n«wE.(J'), y E.(F) = Um<wE.,m(F ), 
donde EA: ,m(F) es el conjunto caja definido por; 

sixEF,ei~m, 
si xEF,ym<i, 
si x E T. 

Veamos algunas propiedades de los conjuntos así definidos. 

Lema 2.4. Sea Y un espacio topo16gico 11 F una partici6n de S e Y , entonces 

(1) Para todo f E R Y , 1 E E(:F) si 11 s610 si existe una sucesi6n {mA: < w : k < w} 
estrictamente creciente tal que 1 E E""m_(F) , para todo k < w. 

(2) E(F) es cerrabierto en ORY. 

(3) E(:F) es un subgrupo topo16gico de ORY . 

DEMOSTRACIÓN. 

El Íllciso (1) es evidente. Para demostrar (2) se puede seguir la demostración 
del Teorema 1.9. 

(3) Sea:F = {Fn : n < w} la partición de S. Mostraremos que si 1,9 E E(F), 
entonces 1 + 9 E E(F). Para esto tomamos {m", : k < w} y {ilo: : k < w}, 
sucesiones tales que para todo k < w y para todo i > m"" si x E F, entonces 
f (x) E [-~, ~» y para todo j > Llc , s i y E F; entonces 9(Y) E [-v~f:', vi,]· 

Tomamos tlc_l = móx{mt,lt} para k ~ 1. Si demostramos que f + 9 E 
Et-1h-1 (:F) para todo k ;::: 1, habremos terminado. Para esto, sea i > t.l:_l Y 

x E F;. Tenemos que i > m", e i > (k, por tanto 1(:I:),9(X) E [-~,~] o sea 
que 

f(x) + g(x) E [- 21+:-1' 21+:-1] . 
Es claro que la operación suma coordenada a coordenada en E(:F) es asociativa. 

La. función constante cero pertenece a E(F), además, dada 1 E E(F), es claro que 
- f E E(:F). En resumen, E(:F) es un subgrupo abeliano de ORY. Por el Lema 
2.1 ,ORY es un grupo topológico con estas mismas operaciones, por tanto E(F) es 
un subgrupo topológico de ORY. O 

Recordaremos que para. un espacio X, hemos denotado por Xo el conjunto de 
puntos aislados de X y XI como el conjunto X \ Xo. Sea:F = {Fn : n < w} una 
partición de Xo. Denotaremos por E(:F) al subconjunto de R X construido antes 
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del Lema 2.4 , donde Y = X Y S = Xo- Denotaremos por lEo(F) al subconjunto de 
RXo obtenido de manera similar pero ahora con Y = S = Xo_ 

Por el Lema 2.4, se tienen las siguientes propiedades de los conjuntos definidos: 

(1) fE Eo(F) si y sólo si existe una sucesión {mA: < w: k < w} estrictamente 
creciente tal que f E E~m. (F), para todo k < w. 

(2) Eo(.1') es un cerrabierto en ORxo. 
(3) Eo(F) es un subgrupo topológico de oaxo . 

Ahora podemos iniciar una descomposición conveniente de DRxo. 

Definición 2.5. Dado un conjunto X y una relación de equivalencia R en X, 
un $is~ completo mínimo de representantes de clases de la relación de equiva­
lencia R es un conjunto Y tal que 

(1) y e X. 
(2) Para todo x E X, existe un único y E Y tal que xRy. 
(3) Si y, z E Y Y Y #- z, entonces y '!J z no están relacionados por R. 

Dada una partición :F de Xo. por el Axioma de Elección, podemos asumir la 
existencia de Do e RXo, un sistema comple~o mínimo de representantes del grupo 
cociente ORxo /,&(1"). Por tanto 

DRxo = $JEDoEo(F) + J. 
Es más, usando la Proposición 1.11 , hemos demostrado que en realidad todos 

los sumandos en la. última. descomposición son homcomorfos entre sí. En lo que 
sigue usaremos particiones particulares de Xo que mejorarán la. partición de RXo. 
En este sentido damos la siguiente definición. 

Definición 2.6. Sean X un espacio topológico, A y B subconjuntos de X. 
Diremos que A es casi-w-resoluble con respecto a B (en forma abreviada: A es c-w­
rcm B)si : 

1. existe una partición {Fn : n < w} de A, con Fn =f:. 0 para todo n < w, 
2. tal que para todo conjunto abierto O de X con O n B f.=. 0, se cumple que 

I (n, F.nO,", 0} I~ No. 

A la partición {Fn : n < w} se le llamará resollJcwn de A respecto a B. 

Recordemos que nuestros espacios topológicos son Tychonoff. En lo 
sucesivo, si X es un espacio topológico, denotaremos por Xo al conjunto 
de los puntos aislados de X, Y por XI a su complemento X \ Xo. Además 
supoDdremos siempre que Xo =f:. 0 =f:. XI Y I X o I ~ No. 

Proposición 2.7. Si Xo es C-W-l"Cm Xl , entonces existe una resoluci6n F de 
X o rupecto a XI, tal que si definimos Eo(.r) respecwa esta partición, entonces 
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DEMOSTRACIÓN. 

1. Supongamos que co/IXol > w y que {H .. : n < w} es una resolución de Xo 
respecto a XI. Notemos que I U .. <w H .. I = 81tpn<",IH,,1 = IXol. No puede ser que 
IHnl < IXol para todo n < w, ya que coflXol > w. 

Sea A e w, tal que n E A si y sólo si IHnl = IXol. Supongamos primero que 
IAI < No. Digamos que no < w es tal que no E A Y IH".I < jXol si n ~ no. ~ 
T = Un<noHn Y {~ : n < w} ulla partición de T, donde IPnI = IXol para toda 
n<w. 

Tomamos 

y en general definimos 

Fn = Ji':. U H .. o+ .. · 
Es claro que {Fn : n < w} es una resolución de Xo respecto a XI con lFnl = 

IX,I· 

Si IAI = ~, entonces existe una sucesión {m,. < w : n < w}, estrictamente 
creciente, tal que IHm .. 1 = IXol para toda n < w. Definimos ahora 

yparan>O 

F .. = Um .. _t< .. ::;m .. Hn. 
Es fácil observar que {F .. : n < w} es una resolución de Xo respecto de XI y 

además IF.I = IX,I· 
En resumen, si co/IXol > w, entonces existe una resolución;: = {F .. : n < w} 

de Xo respecto a Xl tal que para todo n < w se cumple que IFnl == IXol. 
Podemos indicar cada F .. = {x6': 6 < IXol}. 
Para B e IXol, tomaremos 18 E RXo definida como: 

! .(y) = { rl-. si y = x6' con 6 E B y O < n < w, 
en cualquier otro caso. 

Demostraremos que si B I , B2 E P(IXoD son dos conjuntos diferentes, entonces 
18, ""o 182' Supongamos que 6 E BI \82, Para todo n E N, f8,(X6') = 2,,1_1 
peroI82(x6')=O. EnotraspaJabras(fB¡-/B2}(x6')= 2.L ~ 1- 2~,¡"1· Lo cual 
significa que !sI - 182 rt Eo,o(:F). Por tanto, lB, - 1 82 ~ Ea(;:). Entonces 

por tanto 

I{Eo(.1') + I'! E RX')I = 21x,l. 
2. AhoTa supongamos que collXol = w y que {Hn : n < w} es una resolución 

de X o respecto de Xl' Si existe no tal que IHftfJl = IXol. entonces procedemos igual 
que en el caso anterior: sea {F~ : n < w} una partición de Hno COIl IF~I = IXol· 
Definimos: 

Fn = Hn U r.; si n f:. no y 
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Fr1(¡ = P,.O· 
Así, si :F = {Fn : n < w}, :F es una resolución de Xo respecto a XI, que además 

cumple que IFnl = IXol. Siguiendo un razonamiento como en (l) tenemos 

I{Eo(F) + f' f E RX'}I ~ 2'x". 
Ahora supongamos que para todo n < w se tiene que IHnl < IXol. Sea:F = 

{Hn:n<w}y 

"o ~ mín{IHol' IHol > IHo l} 
y para n > O, sea 

Se cumple 

a) ao < al < á2 < .... < a n<··· < IXol, y 
b) sUPn <",an = IXol. 

La parte a) se cumple por la definición. 
Demostraremos b). Sea. K. = sUPn<",O'n. Si K < IXol. como supn<", 1 Hn 1= 

IXol, entonces existe n < w tal que,.. < lHnl < IXol. Por otro lado JHnl < a n, lo 
cual es una contradicción. 

Para cada n < w, indicaremos Hn = {xp : (J < IHnl}· Para A E P(IXol), 
definimos lA E RXo como 

si y=x~ con (J EAy n > 0, 
en cualquier otro caso. 

Sean A, B E P{IXol) diferentes y n < w. Digamos que (J E A \ B. Tomamos 
'no = mín{m : {3 < Qm}. Sea no < w, tal que IH nol = amo' Como /3 < a m para 
todo m?: mo, existe l > máx{no,n} tal que IH¡J = Qm con m ~ me. Tomamos 
x~ E H,. Bajo estas condiciones tenemos que IA(x~) = 21:1 y f8(X~) = O. 

Por tanto (fA -18)(x~) = ~ ~ [-ir, ir]. Con lo cual concluimos que 
(fA -lB) fI- Eo,no(F), es decir (fA -18) ~ Eo(F). Con lo cual obtenemos 2!Xol 
diferentes clases en ORxo / &(:F). Por tanto 

o 

3. Una descomposidón de Cc(X) 

Queremos mejorar la calidad de la partición del Teorema 2.2. Antes presenta­
mos unos lemas té<:nicos. 

Lema 2.8. Sean S y T dos subconjuntos de un espacio topológico Y . Si S es 
c-w-rcmT, 9 E C(Y), {Fn : n < w} es una resoluci6n de S respecto a T, y 

o, ~ [(rr rr (g(x) - 2lo ,g(x) + 210 )) x Rns
] nC(Y), 

n<"'.zEFn 
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entonces para cualquier h E 0 9 se tiene 

g Ir= h Ir. 

DEMOSTRACiÓN. 

Tomemos h E 0 9 Y supongamos que existe z E T tal que O <1 h(z) - g(z) 1= E.. 

Sea r < w tal que para todo n > T, se tiene que 2~ < ~. Ahora sea V E Vez) 
(donde V(z) es el conjunto de las vecindades de z) tal que 

g(V) e (g(z) - f,g(z) + f) y h(V) e (h(z) - "h(z) + ,l· 
Como {Fn : n < w} es una resolución de S respecto a T y V nT =F 0, existen 

n> T Y x E S tal que x E Fn n V. Para esta x se cumple 

, , , 
1 h(x) - g(x) 1< 3' 1 h(z) - h(x) 1< 3 y 1 g(x) - g(z) 1< 3' 

luego 

Ih(z) - g(z)1 <', 

10 cual no es posible, así que h(z) = g(z) para todo z E Xl. o 

Proposición 2.9. Si X es 1In espado topo16gico, Xo los puntos aislados de 
X, Xl = X \ Xo y Xo es c-w-rcro Xl, entonces 

(1) pam todo x E C(X 1), Ai (X) es cenubiel10 en Ca(X), y 
(2) Ca(X) '" EIliEC(x,)A.(X). 

DEMOSTRACiÓN. 
(1) Por el Lema 2.2, sólo debemos demostrar que Ai(X) es abierto. Por el 

Lema 2.8, si 9 E Ai(X) y 

0,= [(rr rr (g(X)-2~,g(X)+21")) XRX,]nC(X), 
n<"':l:EFn 

entonces 0 9 e Ai(X). 
Por tanto Ai(X) , es ccrrabierto en Co(X). 

(2) Bastará observar que {A i"(X); x E C(X¡)} es una partición de C(X). O 

Sea F = {Fn : n < w} una partición de Xo. Notar que: 

lo Si I E A¡» entonces E(:F) n A¡) + 1, la clase de I en el grupo cociente 
A,(X)/ E(F) n A,(X), es igual al canjunto (g E A,,(X) , J - g E E(F)). 

2. Si Xo es c-w-rcra XI y:F es una resolución de Xo respecto 8. Xl, entonces 
E(F) n Ao(X) es un subgrupo cerrabierto de Aa(X). 

Esto último nos permite una partición adecuada de A(j(X). 
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Proposición 2.10. Sea F una partici6n de Xo. Respecto a esta partid.6n 
definimos E(:F). Entonces: 

(1) Si X o es c-w-rcra XI 1I:F es una resoluci6n de Xo respecto a Xl, entonces 
para todo / E Aa, [E(:F) n Aa(X)] + 1 es un conjunto cermbieno en Aa· 

(2) Si Xo es c-w-rcm Xl 11;: es una resoluci6n de Xo respecto a Xl, entonces 
existe D, e A, tal que A, ~ ffJjED, ([E(F) n A,(X)) + 1)· 

(3) Para cada 1 E Aa, (E(:F) n Aa(X)] + 1 es un grupo topológico. 
(4) Paro cada f E A" [E(F)n A,(X)) + I '" [E(F)nA;(X)). Es más, 

[E(F) n A,(X)) + I y [E(F) n A,(X)) son topol6gw.mente isomorlos. 

DEMOSTRACiÓN. 

Por la Proposición 1.11 y usando la parte 2 del comentario previo a esta 
proposición, obtenemos la demostración de todos los incisos de la proposición. O 

Corolario 2.11. Si Xo es c-w-rcra Xt. entonces 

Co(X) '" ffJ"C(x,)(ffJjED. ([E(F) n A,(X)) + f)J. 

'" ffJ"C(X>l,JED. ([E(F) n A,(X)) J., j' 

4. Cuando Ca(X) es UD producto caja, primera parte 

Fijamos una partición :F de Xo. Tomemos E(:F) y Ea(;:) con respecto a :F 
como se definió en la Sección 2 de este capítulo. Veamos algunas relaciones entre 
estos conjuntos. 

Lema 2.12. Sea F una partici6n de Xo 11 1, 9 E R X , entonces E(F) + / = 
E(F) + 9 si y s610 si Eo(F) + 1 rxo= E(:F) + 9 rxo' 

En particular si 1,9 E A(i(X), entonces E(F) + / = E(:F) + 9 si 11 s610 si 
En(F) + I Ix.~ E(F) + 9 Ix.· 

DEMOSTRACiÓN. 

Es claro que si demostramos: 

(1) si I,g E RX y I - g" E(F), entonces I Ix. -9 Ix." En(F) y 
(2) si /,g E RX y/ - 9 E E(:F), entonces 1 rXg -9 txoE Ea(F), 
el Lema estará probado. 

Tomamos:F = {F~ : n < w} y 

EO,( • . m)(F)(x) ~ { R[_ , ') 
~·FtT 

sixeF;ei:::;m, 
sixEFiym<i. 

EO.(k.m)(:F) e RXo y Ea(:F) = nk<",Eo,k donde Ea,/!: = Um< ... Eo,(k,m)' 
(1) Sean/,g E RX . Si 1 - 9 rF E(F), entonces existe ko < w tal que para. todo 

m < w, existen i m > m y Xi ... E F¡", tales que 
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Esto significa. que / rxo - 9 rxo~ EO,(ko,m), para todo m < w. 
(2) Si / ,9 E RX y I-g E E(F), entonces existe una sucesión {mil: < w: k < w} 

estrictamente creciente, tal que 1 - 9 E Ek,m_(F); es decir, 

1 rxo - 9 rxo= (f - g) rXoE EO,(k,m_l(F), 

lo cual significa que 1 rXg -g rXoE Eo(F). 

Continuemos con propiedades de los conjuntos E (F) y Eo(.1'). 

o 

Lema 2.13. Para una partici6n F de Xo . se cumple que E (:F) n Aa{X ) está 
inmerso cermdamente en Eo(:F). 

DEMOSTRACIÓN. 

Definimos 

F = 1I"Xg rE(F)nAo(X): E(:F) n Aa(X) - Eo(.1') es decir F(g ) = 9 rXgl 

a) Como F [E(.1') n Ao(X)] e Eo(.1'), por el Lema 2.3 tenemos que F es in­
mersión. 

b) Afirmamos que F [E(F) n A.(X )] es ce"ado en Eo(F). Se> t E Eo(F) \ 
F [E(.1') n A¡:¡(X)]. En otras palabras, t no tiene una extensión continua a X que 
pertenezca a Aa. o sea, existen z E Xl Y l > O tales que para toda V E V( z), 
t(V n X o) \( -",) " 0. 

Para toda V E V ez) definimos 

Dv ~ (V n Xo) \ e'[(-",)} y 
D = UVEv(~)Dv. 

Para toda x E D , existe E2; > 0, t al que 

(-,. + t(x )". + t(x» n (-H) ~ 0 
Es claro que 

tEo(J~ (n (-" + t(x)".+t(x» X RX.\D) nEo(F). 
.eD 

Ahoraseag E O. Si V E V ez) y x E Dv , entonces g(x) E (-l2; + t (x), E2; + t(x»; 
osea, g(x) f/- (-~, ~). Por tanto, 9 no tiene una. extensión continua a X que 
peden ... c> > A • . Es dede O e Eo(F) \ F [E(F) n A.(X)]. O 

Nos gustaría saber bajo qué condiciones de la. partición {Fn : n < w} de X o 
que define los conjuntos E(F)n Aij(X ) y Eo(1'), la. función F definida en la prueba 
del Lema. 2.13 es un homeomorf1smo. En este sentido tenemos el siguiente Lema. 
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Lema 2.14. Sean {F" : n < w} una partición de Xo y 

F ~ 'x, IE(F)nA,(x)' E(:F) n A.(X) ~ Eo(:F) 

F e§ homecmorfismo si y 5610 si pam todo n < w, F" es cerrodo en X. 
En pa1·ticular como F siempre es morfismo th grupo podemos enunciar el Lema 

de la siguiente foona: 
F es isomorfismo topológico si y 8610 si paro todo n < w, Fn es cerrodo en X . 

DEMOSTRACiÓN. 

Supongamos que F es homeomorfismo y que algún F"o no es cerrado en X. 
ScazEdxFno nX¡. 

Notar que [(dx Fno) \ Fnolnxo = 0 ya que los puntos de Xo son puntos aislados. 
Sea. XFno : Xo -- R la función carácteristica de Fno en Xo . Para cada k < w, 

definimos mk: = tl{) + k. La colección {mk: : k < w} es trivialmente una sucesión 
estrictamente creciente. 

Ahora si i > mio Y x E Fío entonces XFno(X) = O E [-vh, r-hl, 
Por tanto XFno E EO,(k:,m~) para todo k < w, es decir XFno E Ea(F). 
Sea x'Fno E E(F) n Ao(X), tal que F(x'Fn.,) = XFno; es decir x'Fno E Ao(X) 

yes una extensión continua de XFno en X. Para E = ! existe V E V(z) tal que 

x'F~(vJcH,D· 
Por construcción existe x E V nFno ' para el cual x'F"o (x) = 1, 10 cual no puede 

ser cierto. Por tant.o, Fno debe ser cerrado. 

Ahora supongamos que la partición de Xo, {Fn : n < w}, está formada por 
conjuntos cerrados de X. Si h E Eo (:F) y h' E RX con h' Ixo= h Y h'(z) = 
O para todo z E Xl, elltoure; h' E Ao(X). 

En efecto, sean z E XI, E > O y {mio < w : k < w} una sucesión estrictamente 
creciente, tal que h E EO,(k ,m_) para todo k < w. Tomamos k > O tal que 2!~ < f. 
Si y E (X \ (Ui<m_ F¡» n Xo, entonces y E Fi con i > mk, por tanto se cumple que 

Si V E Xl , entonces h'(y) = O. De todas formas 

h' (X \ (U;<m,F;)) e ( - ',') y h'(z) ~ O E (-','). 

Concluimos que h' E Ao(X ). Ahora, por el Lema 2.12 concluimos que h' E 
E(F) n Ao(X) , y es claro que F(h') = h. COIl esto concluimos que F es un 
homeomorfismo. O 

Recordemos que espacio topológico significará espacio Tychonoff, 
además que X o, X l son no vacíos y Xo es infinito. 

En esta sección estamos interesados en mostrar algunas condiciones en el espa­
cio X que implican que Co(X) es un producto caja. Veremos en el Teorema 2.21 
que "Xo es un subconjunto denso y Fu en X~ es una de las condiciones buscadas. 
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Proposición 2.15. Sea X un espacio topológico, Xo el conjunto de punto ais­
lados de X, XI = X \ Xo, 0 #- Xb = Xl n cIx Xo . Si Xo es F~, entonces Xo es 
c-w-rcro X" . 

En particular, si X o es un subconjunto denso 'Y F~ en X , entonces Xo es c-w­
rcmX¡. 

DEMOSTRACi ÓN. 

Notemos que si 11. = {Hn ; n < w} es una familia de cerrados de X tal que 
X o = U"< ... Hn. Entonces Hn es un conjunto cerrabierto de X para cada n < w. 
Además, si existiera sólo un número finito de elementos de 11. no vacíos, entonces 
Xo sería cerrado y no se cumpliría. que X" :/; 0. Por lo cual podemos suponer que 
Hn #- 0 para todo n < w. Ahora si Fo = Ho y Fn = H" \ U¡<nH ¡ para n > 0, es 
claro que {F" : n < w} es una partición de Xo. Pero como cada H n es un conjunto 
abierto, entonces cada F" es un conjunto cerrado. 

Para finalizar, veamos que {Fn : n < w} es una resolución de X o respecto a 
XI>. Sea z E Xl> Y V E V( z). Sea A =-{n < w ; V n F" #- 0}. Si A es finito, 
entonces existe no < w tal que para todo n > no se tiene que V n Fn = 0. Como V 
y X \ U"<"OF" pertenecen a Vez), tendríamos que (X \ Un<no Fn) n V n Xo = 0, 
lo cual n; puede ser ya que z E clx(Xo). Por tanto A es infi~ito y {Fn : n < w} es 
una resolución de X o respecto a XI . O 

En resumen tenemos que si Xo es un subconjunto d enso y F~ en X, 
si E(.1) n A(j(X) y Eo(1') se definen respecto a la partición de cerrados no 
vacíos;:, entonces 

a) ORx o = EDfEDo (Eo(F) + f) y 

b) Go(X) " <Il .. C(X,) (<IlleD, (E(F) n A,(X) + 1)). , 

donde los sumandos en a) son homeomorfos a los sumandos de b), Do 
es un sistema completo de representantes de las clases de equivalen­
cia del grupo cociente ORxo I Eo(F), Y DI es un sistCJna mínimo com­
pleto de representantes de las clases de equivalencia del grupo cociente 
A,(X)¡ E(:F) n A,(X). 

Así que para establecer un homeomorfismo entre DRxo y Co(X). bastará. 
demostrar que la cardinalidad del conjunto de sumandos en a) y b) en el párrafo 
anterior es la misma; es decir bastará. demostrar que: 

IC(X,) IIDd ~ IDol · 
Es claro que del Lema 2.12 tenemos 

Lema 2.16. 

IDd '" IDol· 

Es más 
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Lema 2.11. Si Xo es un 8fJbconjunto denso y FtT en X, entonces 

Donde Do es un sistema completo de representantes de DRxo/Eo(F) , donde Fes 
una partición de Xo formada ptlT conjuntos cerrados de X. 

D EMOSTRACIÓN. 

Definamos una. relación en RXo: Sean / ,9 E RXo, diremos que f '" 9 s i y 
sólo si para todo f > O y z E X .. existe V E V(z) (donde V(z) es el conjunto de 
vecindades de z en X), tal que (J - g) [V n Xol e (-e, E). Demostraremos que ""' 
es una relación de equivalencia. Es claro que f '" f y que si f "" g, entonces 9 ""' f. 
Ahora sean / ""9 y g"" h, c>O. zE XI . tomamos VI, V2 E V(z) tales que 

entonces 

(f-g)(V, n Xol eH, D 
(g - h) IV, n Xol e (-i, il 

(f - h)(V, n V, n Xol e (-E,E). 

Por tanto f "" h. Veamos las afirmaciones siguientes 

Afirmación A . Sean F una partición de Xo de conjuntos cerrados de X y 
1,9 E RXo. Si f ~ g, entonces f - 9 ~ Eo(F). Es decir IR"'o / _1 :5 IDol 
Demostración de la Afirmación A . 

Existen Zo E Xl Y EO > 0, tales que para cada. V E VeZo), e."<.iste Xv E V n Xo 
tal que (f - g)(xv) r1. (-EO, EO)' &a k < w tal que .¡,. < EO. Sea. m < w. Es claro que 
V = (X \ Ui<ml'i) E Vezo). Sea Xv E V n Xo, tal que (f - g)(xv) r1. (-EO, EO)' En 
particular existe i m > m, tal que Xv E Fin>' Como [- '2,';+"" ~] e [- fr' ~] e 
(-Eo, Eo), entonces (J - 9)(zv) ~ [- 2'.,!:U' ~], es decir (f - 9) ~ EO,(k ,mj para. 
todo m < w¡ de donde f - 9 E Eo(F). 

Esto demuestra. la Afinnacióo A. 

Afirmación B· IC(X,)I ~ IRx• / _l. 
Demostración de la Afirmación B. 

Para cada x E C(X }), elegimos una arbitraria extensión continua. de x SI. X, h, 
es decir h E Ai'(X ). Ahora sea 

H :C(X1 ) _Rxo/,..", 

donde 

H (x) = Ih Ix.l= {g E RX
', f - g} ER"'/_. 

Es claro que si 9 E Ai'(X), entonces (h- 9) E Aa(X}¡ así que para todo z E X l 
y E > 0, existe V E Vez) tal que (h - 9)[VJ e (-E, E) . Por tanto h fxo""' 9 rxo' 
Así que H (x) no depende de la elección de h, por lo que H es función. Veamos 
que H es inyectiva. 
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Notar que si I,g E"""C(X) con 1 rxo ....... 9 rxo y suponemos que existe z E Xl. tal 
que f =1 I (z) - g(z) 1> O. Por un lado existe V E V(z) tal que 

, 
para todo t E V nxo se cumple 1 I(t) - g(t) 1< 3' 

, 
para todo t E V se cumple 1 f(z) - I (t) 1< :3 y 

, 
para todo t E V se cumple 1 9(t) - g(z) 1< 3. 

Así, sumando las desigualdades, obtenemos 1 I(z) - g(z ) 1< f. Lo cual es una 
contradicción. Por tanto I (z) = g(z) para todo z E XI . Así que H es inyectiva. 

Esto demuestra la Afirmación B. 

En resumen tenemos que 

Por lo tanto 

o 

Corolario 2.18. Si X o es un subconjunto denso y Fu en X, entonces 

!C(X, >!-ID'¡ ~ IDol-

DEMOSTRACiÓN. 
Usando los Lemas 2.16 y 2.17 se obtiene la conclusión. o 

Vamos a. tomar X cumpliendo que X o es Fu Y denso, y además la restricción: 

(+) Existe una partición {Fn : n < w} de Xo ronnada. por cerrados de X , y 
existe una. partición de Xo, {Ce> e Xo : con a < IXol y ICal = No}, tal que para 
todo a < ¡Xol y n < w, se tiene que ICa n Fnl = 1. Es decir, cada Ce> puede ser 
enumerado de la. siguiente forma: 

Ca = {xa,n : n < w}, 

con xe>,,* E Fn para todo n < w. 

Con esta. restricción obtenemos un primer acercamiento al teorema principaJ 
(ver Teorema 2.21). 

Proposición 2.19. Si Xo e8 un 8ubconjunto denso y Fu en X y se ctlmple 
( + ), entonces 
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DEMOSTRACIÓN. 

Sea F una partición de X o formada por cerrados de X, que cumple (+) . 
Tomamos Do un sistema mínimo completo de representantes de DRxo j Eo(F), Dl 
un sistema mínimo completo de representantes de A(j(X)j E(F) n A(j(X). 

Si demostramos que 21xo1 ::; ID¡j, ya que IRllxol = (2Ho )lx oJ = 21Xo1 y IDol :5 
IR¡JxoJ, por el Corolario 2.18, tendríamos la igualdad 

IC(X¡)IID¡f = IDol· 

Así que existiría un homeomorfismo entre DRxo y Co(X) (recordar el comentario 
previo al Lema 2.16). 

Enseguida demostraremos que 21xo1 :5 IDd. Sea A E P(IXoD y tomamos 
1 A E RX definida como 

si y E Co. CDIl y = Xo.,n, a E A Y 1 :5 n < w, 
de cualquier otra forma. 

Resulta que fA E A(j(X). En efecto, sea. z E Xl. Es claro que fA(z) = O. 
Ahora tomamos f > O y sea. k < w tal que .¡,. < f Y V = X \ (U;:5ItF;). Es claro 
que fA(V( e (-",). 

Sean A,B E P(1Xol) con A::F B. Mostraremos que fA - la '1. E(F). Bastará. 
ver que fA - IB r/:. Eo(F). Supongamos c¡ue existe /) E A \ B. Entonces para 
todo n < w, tenemos que l A(Xo.,n+¡) - l B(Xo.n+tl = 2~ i [-~ , 2,,1:.,.1]; esto es 
suficiente para concluir que lA - /81:- Ea(F), Y de ahi que fA - f8 1:- E(F). Así 
que la función 

T, P(IXol) ~ A,(X)/ E(:F) n A,(X) donde T(A) = E(:F) n A,(X) + fA, 

es inyectiva, y se concluye la proposición. o 

De la. prueba del Teorema 2.19 tenemos que si Xo es un subconjunto denso y 
Fu en X y se cumple (+) , entonces IDol ::; IRllXol = 21Xo1 ::; 1D l l, y por el Lema. 
2.16 sabemos que IDd :5 IDol; por lo tanto 

ID,I = IDol = 2'x" 

(comparar este resulLado con el del Teorema 2.7); y podemos concluir el siguiente 
corolario. 

Corolario 2.20. Si Xo es 'Un subconjunto denso y Fu en X y se cumple (+) , 
entonce8 

o "" A,(X) " Co(X). 

Ahora veremos que sin la restricción (+) en la Proposición 2.19 se tiene igual 
resultado. 
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Teorema 2.21. Si Xo es un subconjunto denso y Ff7 en X, entonces­

Cc(X) ~ ORxo. 

Ademá" A,(X) '" Co(X). 

DEMOSTRACI6N. 

Sea F = {F¡ : i < w} una familia de conjuntos cerrados de X que es una 
partición de Xo. Denotamos (li = IF¡I y F¡ = {xi:'" < (l,}. Sea 

a=sup{a,:i<w}. 

En realidad, IXol = a. 
Para ó < a, sea 

C6 = {xf: si i cumple que ó < ai} 

y 

T ~ {D < Q' IC.I ~ No}. 

Afirmamos que el subespacio Y = Xl U (U6ETCa ) de X cumple que Yo (el 
conjunto de puntos aislados de Y) es Ff7 y denso en Y , y además (+). Es claro 
Yo = U6ETC6· Sea. Di = {xf : {j < O'¡ Y () E T}. En realidad Di = Y n F,. Así que 
D. es un conjunto cerrado de Y, Yo = Ui<w D . y Di n Dj = 0 si i '" j. Por tanto 
Yo es Fa en Y . . 

Resulta que la farnilia. {C6 : Ó E T} es una partición de Yo que cumple (+) . 
En efecto, veamos primero que para todo z E Xl se tiene que z E clyYo. 

Con este propósito demostremos la siguiente afirmación: 

Afirmación A. Existe no < w tal que para todo ó E a \ T se tiene F¡ n C6 = 0 
cuando i > no. 
Demostración de la Afirmación A. 

Sea Óo = mín a \ T , (si a \ T = 0, estaríamos en el caso del Teorema 2.19). 
Escribimos C60 de tal manera que: 

e - {.," ,,} .. . 
6.,- xj¡,xh"",xjr con JI <J2 < ... <J,.. 

Sea ó E a \ T Y C6 = {X~I ' ... , z!,}. Por definición de C6, tenemos que 6 < a5, 
y x!, E F

" 
para todo lE {l, ... ,t}. Como 60 ::; ó, entonces Óo < a" para cada 

1 E {1, ...• t}. Entonces, para cada l E {l, ... , t} existe x~ E C60 tal que x~ E F,,, 
cs decir, SI E bto ... ,j,. } paratodol E {l •... ,t}. 

Ahora. si i > ir y6 E a\T yx E C6nFi, comoóo::; óyx =xf, por lo anterior 
i E {jI • .. . ,jr} , lo cual no es posible. Si no = jr , 11Q cumple lo pedido. 

Esto demuestra la Afirmación A. 

Ahora continuamos la. demostración del Teorema 2.21. Sea z E Xl Y V E Vez) . 
Entonces W = V n (X \ Uno::;iF.) E V(z), pero W n (U6ea\TC6) = 0, así que 
W n Yo =F 0. Por tanto YI = Xl e clyYo· 

La Afirmación A demuestra además que Uael<\TCa es un cerrabierto de X. 
Por tanto 

X = y EB (UaEI<\TCa) . 
Por el Teoremas 2.19 y la Proposición 1.7 tenemos que 
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Ahora demostremos que Co(X) :::! A(i(X). Recordemos queX = Ye(UaEI<\TC .. ), 
y que Y cumple que Yo es FtT y denso en Y, junto con (+), así que por el Corolario 
2.20, tenemos que Co(Y ) ~ U E C(Y) : f rx¡= O} = A(j(Y). Por otro lado 
afirmamos que 

donde Zo = (UaEI<\TCo)' 
En efecto sea: 

A,(X) '" A,(Y) x ORzo 

'" A¡¡(X) ~ A,(Y) x ORzo donde " U) ~ I Iy xl Izo· 

Es claro que para toda f E A(j(X), se tiene que t/J(f) E A(i(Y) x ORZo y que 'I/J 
es inyectiva. Veamos que 1/1 es sobreyectiva: sean -< f¡,h >- E Ai)(Y) x ORzo, 
x E Xl = YI Y l > Q. Como Y E Vez) (Y es cerrabierto en X), existe O E Vez) 
taJ que f¡ [O n Yi e (- E, E). Ya que (Y n O) E V(x) , concluimos que (f¡ x 12) es 
continua en I. Por tanto (JI x 12) E A¡;(X). 

Ahora si 0= (n "ex O:.:) n A(¡(X), tenernos que 

,,(O) ~ (rr O.) nA¡¡(Y) x (rr o.). 
zEY :z-EZo 

y si V = (H "ey Vy ) n Ao(Y) x n",ezo V"" entonces 

,,-l(V) ~ (rr v.) nA¡¡(X) . 
• ex 

Así que 1/1 es homeomorfismo. Como 

A,(X ) '" A,(Y) x ORZo '" Co(Y) x ORzo", Co(X); 

se concluye la demostración. 

A la luz del Teorema 2.21, obtenemos el siguiente corolario 

Corolario 2.22 . Si JXoJ = No y XI e clxXo, entonces Go(X) z. OR,No. 
En particular, si c(X) = No Y XI e clxXo, entonces Co(X) ==- ORNo. 

DEMOSTRACiÓN. 

o 

Supongamos que c(X) = No Y JXoJ > No· La familia?t = {{x} : x E Xo}, 
es una familia celular de X. Por tanto !?tl :5 No, lo cual no es posible. Entonces 
IXo! = No Y por tanto Fa. Así concluimos la demostración del corolario. O 

Antes de ver algunos ejemplos recordemos que todo espacio X considerado 
satisface: X es Tychonoff, XO I el conjunto de puntos aislados de X, es 
infinito y XI = X \ X o es no vacío. 
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Ejemplos 2.23. 1. Si X es separable y 0 =F Xl e clx(Xo), entonces 

Co(X) ~ ORNo. 

En efecto, sean A e X un conjunto denso numerable y x E Xo. Como {x} 
es un a.bierto no vacío entonces {x} n A = {x}. Por tanto X o e A; o sea, Xo es 
numerable. Si Xl e cLxXo, entonces 

Co(X) ~ DR~o. 

2. Si X es perfecto con 0 #- Xl e dx(Xo), entonces Co(X) ~ OR~c. 
Como resulta que Xo es abierto en X, entonces Xo es Fa en X. Por tanto 

concluimos que 

3. Sea. X un espacio metrizable o semi~estratificable o desarrollable, con 0 #­
Xl e clx(Xo), entonces Co(X) ~ ORN:o. 

Como todo metrizable o semi-estratificable o desarrollable es perfecto, tenemos 
que 

4. Si Ct es un ordinal numerable, entonces cualquier compactación' b{[O, 0:» del 
espacio [O, a) de ordinales menores que a cumple las condiciones del Corolario 2.22, 
por tanto 

Go(b([O,a))) ~ DR"', 

En particular 

Go(fJw) ~ DR"', 

5. Más general, si 1\. es un cardinal infinito de cofinalidad numerable y Y es 
un subconjunto de los ultrafiltros uniformes sobre ,.. (es decir x E Y y A E x 
implica que IAI = K), entonces Co(Y U K) ~ OR" en donde Y U K está. considerado 
con la. topología heredada de f3(K). Recordar que la. base de vecindades de los 
puntos x E {J(K) son los conjuntos A = {z E fj(K) : A E z} para A E x. Así que 
y e clyu"l\.. Además (Y U 1\.)0 = K Y (Y U K)1 = Y. Ahora veamos que 1\. es Fa 
en y U 1\.. Sea. {Kn : n < w} una. sucesión estrictamente creciente y cofinal de K. 

Tenemos que K = Un< ... Kn, afirmamos que (Y U K) \ [O, Kn) es un conjunto abierto 
en YUK. Sea x E (YUI\.) \ [O, ttn). Primero tomemos x E Y. Supongamos que para 
todo A E x, siempre A n [O, Kn} #- 0. Esto último significa que A n [O, ttn) #- 0, por 
lo cual [O, Itn) E x, pero liD, Kn)1 < K, lo cual es una. contradicción. Ahora si x E K, 

el abierto de Y U 1\. {x} no intersecta. con [O, K.,). 

6. Si e es una familia casi ajena maximaJ de w. Tomamos 1/1 = EUw. Dotamos 
a rV de la topología en donde los puntos de w son aislados y las vecindades de E E E 
son conjuntos de la forma {E} U B en donde Be w y lB \ El < No. Este espacio 
es llamado el espacio de Mrówk&, el cual cumple Wo = w y 1/11 e cl."rVo. Por tanto 
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5. Cuando Cc(X) es un producto caja, segunda parte 

Aquí, como antes, Xo son los puntos aislados de X y Xl = X \ Xo, Xo =F 0 =F 
XI y X es TychoDoff. El objetivo de esta. sección es encontrar condiciones más 
débiles que la condición "Xo es F" y denso en X", que nos proporcionen relaciones 
interesantes entre Go(X) y DRxo. Para lograr esto, estudiaremos la estructura de 
las vecindades en un punto. 

Para cada x E X , hemos denotado como V(x) al conjunto de vecindades de x 
en la topología de X. Como en esta sección supondremos que para cada espacio 
X, Xl e dxXo, si Vo(x) = {vnxo : V E V(x)} , entonces Vo(x) es un filtro en X o 
para cada x E Xl' 

Le ma 2.24. Si x E XI 11 Vo(x) se define CQmo la colección {V n Xa : V E 
V(x)} , entonces Vo(x) es un filtro en Xo 

DEMOSTRACiÓN. 

Bastará demostrar que si B E P(Xo) y V E V(x) es tal que V n Xo e B, 
entonces B E Vo (x). Pero B es un conjunto abierto de X , así que B U V E V(x). 
Como B = (BUV)nXo, entonces B E Vo(x) . O 

Recordemos que para cada espacio X, Aij(X) denota al conjunto {J E C(X) : 
f Ix,: Oj. 

Teorema 2.25. Si paro todo x E Xl tenemos que Va(x) es un ultrafiltro en 
Xo, entonces son equivalentes 

el ) X o esF" enX. 
(2) Xo es c-w·rcro Xl. 
(3) Co(X)::.' ORxo 1J Xo es c-w-f'l:ra XI. 
(4 ) Aa(X ) es abierto en Co (X) 11 X o es c-w-n:ra X l· 
(5) Aij(X)::.' DRxo 11 X o es c-w·rcra Xl. 
(6) Aij (X) ~ Go(X} 11 Xa es c-w-rcra XI. 

DEMOSTRACiÓN. 

(1) implica (2) por la Proposición 2.15. 
Veamos que (2) implica (1). Sea {FTI. : n < w} una resolución de Xo respecto 

a Xl ' Fijamos n < w y suponemos que existe x E cIFTI. n XI' O sca, para toda 
V E V(x), se tiene que V n FTI. =F 0. Así, para. cada V n X o E Vo(x), V n Fn = 
(V n Xo) n Fn =F 0. Como Vo( x) es ultrafiltro, Fn E Vo(x). Sea V' E V(x) tal que 
Fn = V' n Xo. Con lo cual tenemos que Fm n V' = 0 cuando n =F m, lo cual es una 
contradicción ya que {Fn : n < w} es una resolución de X o respecto a XI· 

(1) implica (3): Por el Teorema 2.21 tenemos que Co(X) ::.' DRxo y por la 
Proposición 2.15 tenemos que Xo es c-w-rcra XI' 

(3) implica (4): Por el Teorema 2.9, tenemos que Aij(X) es abierto. Por tanto 
concluimos (4). 

(4) implica (2): F..8to es claro. 
(1) implica (5): Por el Teorema 2.21 tenemos que Aij(X) ::.' DRxo y por la 

Proposición 2.15 tenemos que Xo es c-w-rcra XI . 
(5) implica (2): Esto es claro. 
(1) implica (6): Por el Teorema 2.21 tenemos que Ao{X) ::.' GD(X) y por IR. 

Proposición 2.15 tenemos que Xo es c-w--rcra X I. 
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(6) implica (2): Es claro. 

o 
Una. parte de (4) del Teorema. 2.25 se puooeobtener por otra condición. Veamos 

el siguiente Teorema 

Proposición 2.26. (J) Si X es C-W-f"CJ'll Xl> entonces Ai"(X) es un conjunto 
abierto enCo(X) pafll todo x E C(X1 ) . 

(2) X es c-w-rcm XI si y s6lo si A(j{X) es un conjunto abierto en Co(X). 

DEMOSTRACiÓN. 

(1) Reco,dar que A.(X) = (f E C(X) , f fx,= xj. Se. {Pn , n < wj un. 
resolución de X respecto a. XI y 

O¡ = lrr (- ;n + f(x), ;n + f(X))] nco(x). 
€F. 

Es claro que f ~ 01. Repitiendo los mismos argumentos que en la demostración 
del Teorema 2.8 concluimos que para toda 9 E 01 se cumple que f rx¡= 9 rx¡; 
por lo· cual 01 e A¡(X). Por tanto A i"(X) es abierto en Co(X). 

(2) Ahora supongamos que Ao(X) es abierto. Sea O E C(X) la función cons­
tante cero. Como O E Aí5(X), para. cada x E X existe un abierto C". de R tal 
que 

o E (rr c.) n C(X) e A¡¡(X). 
_ex 

Como O E C". para. todo x E X , podemos definir 

d(x) =min{n < w: (-2
1 
.. ,; .. ) e G".} 

y 

Pn = (x E X ,d(x) = nj. 
Veamos ahora que {F" : n < w} es una resolución de X respecto a Xl. Para. 

cada x E X, es claro que x E Fd(".). Ahora si n, m < w y x E Fm n F", entonces 
m = d(x) = n. Así que {F,,: n < w} es una. partición de X. 

Pa.ra. finalizar, supongamos que existen z E Xl, V E Vez) vecindad abierta y 
no < w, tales que V n F" = 0 para todo n > no. 

Se. 

H : X ---+ [O, 2":+1] una función continua, 

tal que H(X \ V) e {O} y H(z) = ~ (recordemos que estamos suponiendo que 
X es TychonoH). 

Si x E V, entonces d(x):5 no. En efecto, si m = d(x) > no, entonces x E Fm , 
pero Fm n V = 0. Así que para todo x E V se tiene 

1 1 
2"0+1 < 2d(".) ' 
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y además H(x)::; 2n~+t. Por tanto, para todo x E V, H (x) E (-2<1~")' 2011,,») e Gz ' 
Ahora si x E X \ V, trivialmente H(x):o O E G7;' Así que 

HE (n G.) nC(x) e A,(X) . 
• ex 

Por tanto H (z) = O, pero H está. de tal manera definida que relaciona a z con 
z...!+t. Así hemos obtenido una. contradicción. Por tanto {F" : n < w} es una 
resolución de X respecto a X l. Ahora usando la parte (1) para Aj)(X), concluimos 
m o 

Para finalizar esta sección veamos las relaciones entre la propiedad "X C-w-rcra 
XI n y la propiedad "Xo C-W-Tcra Xl". 

Proposición 2.27. (a)Si X o es c-w-rcro XI, entonces X es C-LJ-TCm Xl. 
(b) Existe un espacio topológico X tal que X es c-w-rcra Xl, pero X o no es 

c-w-rcm X I-

DEMOSTRACiÓN. 

(a) Sea {F •• : n < w} una resolución de Xo respecto de Xl' Tomamos la. 
partición P = {XI }u{Fn : n < w}. Trivialmente P es una resolución de X respecto 
a Xl , ya que para. lodo z E XI y toda V E V(z), V intersecla una infinidad de 
elementos de P. 

(b ) Si o es un cardinal de cofinaJ idad no numerable, entonces fJ(o) cumple lo 
pedido (ver el Ejemplo 2.29). O 

En [18], es definida [a noción de un espacio casi-w-resoluble. Se dice que un 
espacio X es casi-w-resoluble si existe una partición numerable de él tal que todo 
conjunto abierto de X inlersecta una infinidad de elementos de tal partición. A tal 
partición se le llama resoluci6n de X. 

Proposición 2 .28. Si XI es casi-w-resoluble, entonces X es c-w-rcra Xl 

DEMOSTRACiÓ N. 
Sea:F = {Fn : n < w} una resolución de Xl' Tomamos la partición 

Q = {Xo}U{Fn,n<w} . 

Sean z E XI Y V E V(z). Es claro que V n XI #- 0 y es un conjunto abierto de 
Xl . Por tanto V nx¡ intersecta una infinidad de elementos en:F, por lo cual V 
intersecta una infinidad de elementos en g. O 

Observese que si X es c-w-rcra Xl , entonces XI no tiene puntos aislados. En 
efecto, si 2 E X¡ fuera aislado y:F = {Fn : n < w} una resol ución de X respecto 
a Xl, entonces {x } intersc<:taría a una infinidad de elementos de :F, pero esto 
implicaría que algunos elementos de :F no serían ajenos. 

COIl los últimos resultados, podemos presentar una clase de espacios que ejem­
plifican mejor las relaciones entre X o y Xl . 

Ejemplos 2.29. Seao un cardinal infinito de cofinalidad no numerable. Toma-­
mos a con la topología discreta y X = {J(a), entonces 
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-1. Xo no es Ftr 

Es claro que Xo = a y Xl e clx Xo. Sabemos que toda unión numerable 
de subconjuntos de Xo de cardinalidad menor que a no pueden ser Xo. Si 
A e Xo con IAI = a, como clx(A) = {p E X : A E p} Y existe q E 
U(a) n clx (A), donde V(a) = {p E X : IBI = o, para todo B E p} que es 
el conjunto de los ultrafiltros unifonnes (ver [191), entonces A no puede ser 
cerrado en X. Si A e Xo y cerrado en X, entonces IAI < a, por tanto toda 
unión numerable de subconjuntos de Xo cerrados en X no puede ser Xo. 

2. Xo no es c-w-rcra X I . 
Tenemos que 
Xl = a· = (J(a) \ a. Así que, si p E XI, P es un ultra.filtro libre en a. 
SeaAEpy 

A· = {q E (J(o) : A E q} , entonces A- E V(P). 

Como A = A· no = A" n Xo E Vo(P), p e Vo(P), es decir p = Vo(P). Así 
que para todo p E XI, Vo(p) es un ultrafiltro. Por el Teorema 2.25, tenemos 
que Xl no es c-w--rcra Xo, ya que Xo no es Ftr. 

3. Aij(X) es un conjunto abierto en Co(X). 
Para todo x Ea, como {x } es cerrabierto en a , entonces {x} es cerra­

bierto en .8(a) , de aqui que a es abierto en X. Por tanto XI = {J(a) \ a 
es cerrado en (J(a), o sea Xl es compacto. Como los espacios sin puntos 
aislados que son compactos y T2 (ver [lS}) son casi-w-resolubles, entonces 
X es c-w-rcra X l. Por el Teorema 2.26, tenemos que Aa(X) es abierto. 

6. Fórmulas de reducción I 

Estamos interesados en hallar fórm ulas de reducción para expresiones del tipo 

Co(X) ::: ffifEc(DRXO),. 

Consideremos el siguiente espacio topológico: Sea K. un cardinal infinito, denota­
mos por D(K.) al espacio discreto de cardinalidad K., [O,w] el conjunto de ordinales 
menores o iguales a w con la topología del orden y E(K) = [O,w] X D(K.) el espacio 
producto. La topología de E(K.) será la siguiente: 

1. Los puntos de la forma ~ n, a ~ con n < w y Ct < K., serán aislados. 
2. Las vecindades V de los puntos de ~ w, a ~ con Ct < K, serán subconjuntos 

de (w + 1) X {O'}, taJes que -< w, O' ~E V y I w \ {n : n < w y -< n,a ~E 
Vl 1< No. 

De esta forma tenemos que: 

1. (E(.))o ~ {-< n,O >-, n < w,O <.l y 1 (E(.))o I~" 
2. (E(.)), ~ {-< w,O >-'" < .l. 
3. Para cada n < w, F .. = {-< n,a~: a < K.} es cerrado en E(K.). Como 

(E(K»O = Un<",F .. , tenemos que (E(.>t»o es Ftr en E(K). 
4. Se cumple que (E(K.)}o es un subconj unto denso y Ftr de E(K.), ya que 

(E(.)), e elE ,_) (E(.))o' 
Así que usando el Teorema 2.21 , las Proposiciones 2.2, 2.9 y 2.15, tenemos que 

DR"::: Co(E(.>t»::: $i"EC{(E(,,)¡)(DR"h. 
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Como el espacio (E(K))¡ es el discreto de /t puntos, entonces C«E(/t»¡) = IR"'. 
De hecho, si 1 E R"', existe una función ¡ que extiende cont inuamente a 1 en 
E(It). Esta extensión puede definirse de la siguiente manera, para cada Q < /t, sea 
{a~ : n < w} una sucesión en R que converge a I(a), entonces f{-< n,a >-) = a: 
si n < w y a < /t, además 1(-< w,o >-) = 1(0) para todo a < /t. O sea que en 
realidad tenemos 

OR" :::: e",€R"(OR"),,,. 
Con lo anterior hemos demostrado el siguiente lema: 

Lema 2.30. Para toda 11: , cardinal infini.to, OR" a.dmite una partici6n de 2" 
cerrabierlos, cada uno de ellos homeomor/o a OH .... 

Queremos determinar qué tan grandes pueden ser estas familias. En este sentido 
está la siguiente definición. 

Definición 2.31. Sea X un espacio topológico. Si e es una partición de X 
formada por conjuntos cerrabiertos de X, donde cada uno de ellos es homoomorfo 
a X , diremos que e es una partici6n homeom6rfica de cerrabiertos en X . 

Npah(X) = mín{K: no existe una partición homeomórfica de cerrabiertos de X 
de cardinalidad /t} 

De la definición tenemos siempre que Npah(X):5 ¡X¡+. 

Proposición 2.32. Paro todo cardinal infinito 11: se tiene que: 

Npah(DR") ~ (2<¡+ . 

DEMOSTRACIÓN. 

De la Definición 2.31 tenemos 

Npah(DR<):5 IDR<I+. 

Como IOR"l = 2'<, tenemos que Npah(OR") :5 (2")+. Por otro lado, por el Lema 
2.30, tenemos que (2" )+ S Npah(OR"). De aquí concluimos la igualdad. O 

Ahora presentamos una útil proposición, que nos permitirá reducir algunas 
sumas directas. 

Proposición 2.33. Sean T, 'Y Y It carninales inifinitos, entonces 

ffi",<" (OR'")o ~ oR"l si y sólo si It S 2'" Y'Y = T. 

D EMOSTRACiÓN. 
Supongamos que t/J : $0<" (OR')", _ OR""Y es un homeomorfismo. Sean O" < Jo:. 

Y x E (OR'")", . Tenemos que (ver Proposición 1.10) 

1. Si C", es la componente conexa de x en ffioo. (OR")",, entonces C", e 
(OR'")c> , ya que (OR'") .. es un cerrabierto de e .. <1< (OR")",. 

2. C% ~ u;',(R'"), para algún x' E OR'". Como (OR")", es homeomorfo a 
OR" , entonces C", es homeomorfa a la componente conexa en OR'" de algún 
elemento de OR". 

3. u~, (R'") :::: u~{%)(R1 ). En efecto, como C", ~ Ct(.o:) , donde C,¡.{",) es la 
componente conexa de "l¡b(x) en OR""Y , concluimos que O"~(R'") ~ q~{",)(R""Y). 
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Ahora., por la Proposici6n 1.33 tenemos que 'T = r Supongamos que". > 2 ... . 

Como 
1<1>.« (DR').I ~ IDR'I, 

entonces "..2'" = 2"Y. Es decir". = P'. En resumen 2"Y > 2"', lo cual no es posible ya 
que 'Y =. 'T. Por tanto". .s 2 .... 

Por otro lado, supongamos que ". .s 2'" y , = 'T. Por la Proposici6n 2.32, 
tenemos que 

$ .. <1< (OR"') .. :::, OR .... 
Pero trivia.lmente DR'" :::' DR"Y. Así que 

$ .. <1< (OR"') .. :::' OR"Y. 

o 

7 . Cuando Go(X) es una suma de productos caja 

Ahora analizaremos Go(X) en un caso más general que el tratado en la sección 
anterior. Como antes, X o denotará el conjunto de puntos aislados de X 
y XI = X \ X o, XI1 denotará a (clxXo) n Xl y ahora Z será el conjunto 
X I \ X b

• Con esta notaci6n tenemos que Z = X \ clxXo, por tanto es un conjunto 
abierto en X. 

En el caso en que Xo es F" en X, Z = 0 Y X b =f:. 0, estaremos en la situación 
ya estudiada en la Sección 2, así que de ahora en adelante supondremos que 
Z #0 o X· #0. 

Por otro lado, si X b = 0, entonces Xo es cerrabierto en X. Así que X = Xo9X l. 
Por el Teorema 1.7, tenemos que Co(X) ':::! ORxo x Ca(X¡). Como el espacio X 
es Tychonoff, podemos US8.l' el siguiente teorema para exprCS8.r Go(X) en términos 
de productos caja (ver [18]). 

Teorema 2.34 (Tamariz-VilIegas). ZFC es consistente con "todo espacio ¡y­
chonol! X sin puntos aislados es aui-w-resoluble y Co{X) es un subespacio dis­
creto de ORx "~o 

y así concluir el siguiente resultado 

Proposición 2.35. ZFC es consistente con: 
Parntodo espacio Tychonof/ tal que X tal queXb=clx(X o)n X l =0, se tiene 

Co(X ) ~ ffia<IC{Xl )I(ORXO
) ... 

En particular ZFC es consistente con: 
Para todo espacio 1};chonoJJ X tal que 

1. X b =clx(Xo)nXI=0, y 

2. IC(X,)I " 2'x,1 
se tiene Co(X) ~ ORXo. 

DEMOSTRACIÓN. 

Por los comentarios previos y el Teorema. 2.34 , tenemos que si DJl es un modelo 
de ZFC en donde se cumple la conclusión del Teorema 2.34, entonces en DJl se 
cumple 

Go(X) ~ ORxo X D , 
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donde D es un discreto de cardinalidad 1 C(X¡) l. Indicamos al conjunto D como 
D = {d.,: o <1 C(X¡) n. Es claro que para cada o: <1 C(X¡) I 

Aa == {(x ,d.,): X E RXO}, 

es cerrabierto en ORXo x D. De esto concluimos la primera parte del teorema. 
Para concluir la segunda parte del teorema se debe usar el Teorema 2.32, lo cual 
nos permite reducir a un sumando la expresión Co(X) ~ ID.,<IC(Xd!(ORXo)", si la 
cardinalidad de sumandos no supera a 21Xo1 . O 

De ahora en adelante, los espacios X que considerarcIDOs en esta 
sección cumplirán que Xb y Z son no vacíos, donde X b = clxXo n Xl y 
Z = Xl \ X h y Xo es Fa en X. 

Para espacios topológicos que cumplan esta condición buscaremos una ex­
presión de Co(X) en tenninos de ORxo. 

En lo que sigue demostraremos que la Proposición 2.35, se puede generalizar 
en un Teorema en el que se..obtiene la misma conclusión pero sin pedir que X b sea 
un conjunto vacío. Veamos algunos resultados previos. 

Si Xb #- 0 =F Z, Xo es F(1 en X y Z es casi-w- resoluble, Aa(X) es también 
un conjunto cerrabierto de Co(X) (recordar que Aa(X) = {f E C(X) ¡ (x) = 
O para todo x E Xl} )' Es más, tenemos que: 

Proposición 2 .36. Si Xb #- 0 =F Z y X o es F(1 en X , las siguientes afirma-
ciones son equivalentes: 

(1) Z es casi-w-resoluble. 
(2) El grupo topológico Aa(X) es un conjunto cemlbie7to de Co(X). 
(3) X es c-w-rcraX¡. 

DEMOSTRACIÓN . 

(1)=>{2) Sea 1{ = {Hn : n < w} una resolución de Z; es decir, 1í. es una 
partición de Z tal que todo abierto. de Z intersecta una infinidad de elementos de 
1{. Por otro lado, como Xb U X o cumple que Xo es denso y F(1 en X b U Xo, por 
la Proposición 2.15, existe una resolución F = {Fn : n < w} de X o respecto a X b

• 

Definimos 
Co = HoUXb U Fo 

y 
C¡ = Hi U F¡ pa ra i 2:. 1-

Es claro que C es una partición de X. Por otro lado, sean x E X b y V E V {z); es 
claro que V intersecta una infinidad de elementos de F y por tanto a una infinidad 
de elementos de C. Ahora sea x E Z y W E V(x), entonces W n Z es un conjunto 
abierto no vacío de Z, por tanto interseeta a una infi nidad de elementos de Ji , de 
ahí que interseeta a una infinidad de elementos de C. 

(2)=>{1) Si C = {en: n < w} es una resolución de X respecto a Xt. entonces 
Ji = {Hn n Z: n < w y H n n Z -::¡f 0} es una resol ución de Z. En efecto, que Ji es 
una partición de Z, lo hereda de que e es una pa.rtición de X. Ahora si O es un 
abierto no vacío de Z, entonces O = V n Z donde V es un abierto no vacío de X . 
Como O es un abierto no vacío de X , ya que Z es un abierto no vacío de X, así 
que O intersccta con una infinidad de elementos de 1í.. 

(2){::}{3) Es la P roposicioll 2.26 O 
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Por la Proposición 2.26 obtenemos el siguiente corolario 

Corolario 2.37. Si X" f. 0 f. Z , X o es F(1 en X y Z es casi.-w-resoluble, 
entonces 

1. Para todo x E C(X¡), Ai(X) es un cerrobierto de Co(X). 
2. Co(X) ~ <I>%eC(X,) A,(X ). 

Ahora. tomemos el espacio Y igual a Xo U X" , Y cumple que Yo = X o es F(1 y 
denso en Y. Es decir: Ao(Y) = {f E C(Y ) : f [x.= O} ~ Co(Y). En el siguiente 
lema veremos una re lación entre C(X) y C(Y). 

Lem a 2.38. Si Y es igual a Xo U X" , entonces 

(1) Ao(X) " A,(Y). 
(2) Ao(X) y A(j(Y ) son topo16gicamente isomorfos. 

DEMOSTRACiÓN. 

(1) Por el Lema 2.3, tenemos que 1I"y rA¡¡{X) es una inmersión, así que bastará. 
demostrar que '/I'y rA¡¡ ( X) (A(j(X)) = Ao(Y )' para. concluir que A(j (X ) ~ A(j(Y ). Es 
claro que '/I'y rAa(X) (A(j(X » e Ao(Y )' 

Ahora. sea. h E Ao(Y)' definimos h' E RX como h'(z) = O para todo z E Z y 
h' [y= h. Veamos que h' E C(X). Sea z E Z = Xl \ X" Y f: > O, como Z es 
abierto y f[Z] = {O} e (-f:, (), entonces h' es continua. en z. Ahora si z E X", por 
la. continuidad de h, existe W abierto de X con z E W , tal que h[W n Yj e (-f:. E). 
Notemos que W = (W n Y ) U (W n Z) , entonces h'[W] = h'[W n Y ] U h' [W n Z] e 
h[W n YI U {O} e (-E, f:). Es claro que h' E Aa(X ), y que 1fy [Aij(X) (h') = h. 

(2) Como 1I"y rAa (X) es morfismo de grupo, entonces concluimos el lema O 

Lema 2 .39. Si X" =F 0 #- z, Xo es Fa en X y Y = Xo U X" , entonces 
A(j(Y) ~ ORxo. 

En particular, A¡j(X) ==' ORXo. 

DEMOSTRACiÓN. 

Como Yo = Xo y Yo cumple que es F(1 y denso en Y, por el Teorema 2. 21 
tenemos que A¡,(Y) ==' ORx~. Usando el Lema 2.38, tenemos fina.lmente que 
Ao(X ) ==' ORx~ . O 

En resumen obtenemos el siguiente teorema. Recordemos que X o, el conjunto 
de puntos aislados de X , es infinito y F(1 en X , 0 # Xl = X \ X o, 0 =F x b = 
Xl nclxXo, 0 #- Z = Xl \ X b. 

Teorema 2.40 . Si X" #- 0 #- Z, Xo es Fa en X y Z es casi-w-reso/ub/e . 
Entonces Go(X ) es la suma directa de a lo más IC(Xdl copias de R Xo. 
Es decir 

Además A¡j{X) ~ ORxo 

DEMOSTRACiÓN . 
Usando el Corolario 2.37 y los Lemas 2.38 y 2.39, obtenemos la. demostración. 

O 
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Veamos unas condiciones para que la suma que aparece en el Teorema 2.40 se 
reduzca a un sumando. 

Corolario 2.41. Si. X/:t =F 0 =F Z, Xo es Fu en X y Z es casi-w-resoluble, 
entonces 

DEMOSTRACIÓN. 

Suponga.mos que IC(X¡) I :S 21Xo1 , usando el Teorema 2.40 y la Proposición 
2.32, obtenemos que Co(X) ~ (!li'EC(X¡)(ORXo):;::::::: ORxo. 

Ahora si Co(X) ~ ORxo, entonces $i'EC(x¡)(OR XO)%:::::: DRxo, ahora usando 

la Proposición 2.32, concluimos que IC(X¡)I :S 21xo1 . O 

Para un espacio topológico X , wc(X) es el mínimo cardinal infinito". tal que 
cada cubierta abierta de X tiene una subfamilia de a lo más ". elementos tal que la 
unión de ella es densa en X. En [3] se tiene la estimación siguiente: 

IC(X)I:S (w(X¡) ",c(X¡)::; 2d(X). 

Por tanto tenemos el siguiente Corolario. 

Corolario 2.42. Si X/:t =F 0 =F Z, Xo es FfI en X y Z es casi-w-resoluble. Si 
(w(X¡»",c(X¡) :S 21xo1 , entonces 

Co(X) z ORxo. 

En particular si w(X ) :$; IXol o d(X ¡) :$; jXo l, entonces 

Co(X) ~ DRxo. 

DEMOSTRACIÓN. 
Por el comentario anterior a este corolario, tenemos la siguiente estimación; 

¡C(X.)¡ S ¡C(X,)¡ S 2Ix.l. 

Por el Corolario 2.41, se cumple que 

Ca(X) " DIle·. 
Por otro lado, por el comentario anterior a este corolario, obtenemos que 

¡C(X.)¡ S 2d'x,l. 

Así que si d(X¡) :S IXcl. logramos también que IC(X¡)I :$; 21Xo1 , y por tanto 

Co(X ) z ORxo. 

Ahora si w(X) = ¡Xol, entonces se cumple que 

ya que en general wc(X) :s w(X). Por- tanto, tendríamos que IC(X¡)I :$; 21Xo1 , de 
aquí nuevamente concluimos que Co(X) ~ DRxo. O 
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Si usamos el Teorema. 2.34, podemos obtener una. generalización de la Proposición 
2.35, 

Teorema 2.43. ZFC es consistente con: 
Para todo upacio Tf¡chonojJ X tal que 

1. X o es Ftr en X, 
2. Xl> =cl(Xo)nX} , Z =X} \ Xl> con Z =f:.0# Xl> 

se tiene 

Co(X) ~ EDi"EC(XJl(ORXO)x. 

En particular ZFC es consistente con: 
Para todo espacio TychonojJ X tal que 

1. X o es Ftr en X, 
2. X'=cl(X,)nX" Z=X, \ X' oonZ;'0;'X' y 
3. IC(X.JI ~ 21x,1 

se tiene 

DEMOSTRACiÓN. 

Como Z no tiene puntos aislados, por el Teorema 2.34, tenemos que es consis­
tente con ZFC que Z es casi-w-resoluble. Por el Teorema. 2.40 y el Corolario 2.41 
obtenemos la conclusión. O 

Ahora daremos una generalización del Teorema. 2.25. 

Teorema 2.44. Si Xl> -¡. 0 -1- Z y Z f:. 0 f:. Xl>, Z es casi-w-resoluble y pam 
todo p E Xl> se tiene que Vo(P) es tútrafiltro en Xo, entonces son equivalentes: 

(1) X o es Fq en X. 
(2) Xo es c-w-rera Xl>. 
(3) 'Co(X) es suma directa de lo más IC(X1)1 copias de ORxo y Xo es c-w-rcra 

X'. 
(4) Ao(X) es abierto en Co(X) y Xo es c-w-rcra Xl>. 
(5) Ao{X) ~ ORxo y Xo es C-W-f"Cra X". 

DEMOSTRACiÓN. 

(1) => (2). Es la. Proposición 2.15. 
(2) => (1). Sea:F = {Fn : n < w} una. resolución de Xo respecto a Xl>. Sea 

n < w y supongamos que~existep E clxF .. nXl. Como dXFnnX¡ e clxXonx} = 
X" , entonces Vo(p) es un ultrafiltro en Xo. Pero, para. toda V E V(P) se tiene que 
V n Fn # 0 y además V n Xo n Fn = V n Fn. Como Vo(P) es un ultrafiltro, 
concluimos que Fn E Vo(P). Así que existe V' E V(P) tal que Fn = V' n Xo. En 
resumen, si m#- n, entonces V' n Fm = 0, lo que contradice que :F sea resolución 
de Xo respecto a. Xl>. 

el) => (3). Si Xo es Fa, como además Z es casi-w-resoluble. Por el Teorema 
2.40, tenemos que Co(X ) es suma. directa de a lo más 1C(Xtll ropias de ORxo. y 
como además (1) implica (2), concluimos (3). 

(3) "" (2). '" elam. 
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(2) ~ (4). En la prueba de la Proposición 2.36, se puede observar que se 
demostró que siempre que Xo es c-w-rcra Xb y Z es casi-w-resoluble tenemos que 
A¡¡(X) es abiert.o en Co(X) (es decir X es c-w-rcra X¡). 

(4) => (2). &. dar<>. 
(1) ~ (5). Si suponemos que Xo es Fa en X, por la Proposición 2.39 tenemos 

que Aa::::: oRxo. 
(5) => (2). &. daro. o 

Finalizamos este capítulo resumiendo lo que hasta ahora. tenemos junto con 
los resultados de [14[ y [16] , que dicen respectivamente que un producto caja de 
un número no numerable de líneas rectas no es normal y que asumiendo eH un 
producto numerable de espacios metrizables u-compactos localmente compactos es 
paracompacto. 

Corolario 2.45. Es consistente con ZFC que para todo espacio Tychonoff X 
tal que Xo es un conjunto Fa de X 

(I) Co(X) no es normal si IXol > No. 
(2) Asumiendo CH, tenemos que Co(X) es paracompacto si IXol = No. 

DEMOSTRACiÓN. 

(1) Por el Teorema 2.43 y la Proposición 2.35, tenemos que es consistente con 
ZFC que todo espacio Tychonofr con Z # 0 o Xb = 0, Co(X) es una suma directa 
de copias de DRxo. Como DRxo no es normal si IXo! > No, entollt.-e8 ninguna. suma. 
de copias de él podrá ser normal, entonces Co(X) no es normal. 

Ahora si X cstalque Z = 0y X b #0, entollcCS X = XoUXbdonde XI = X b. 
Por tanto por el Teorema 2.21 tenemos que Co(X) ::::: RXo. Por tanlo, si ¡Xol > ~o , 
entonces Co(X) es no normal. 

(2) IguaJ que en (1), tenemos que es consistente con ZFC que todo espacio 
Tychonoff con Z # 0 o X b = 0, Co(X) es una suma directa de copias de DRxo. 

Si IXol = No Y aswnimos CH, entonces ORxo es paracompacto. Como toda. 
suma de paracompactos es paracompacto, entonces Co(X) será paracompacto. 

Ahora si X es tal que Z = 0 y X b =1- 0, entonces X = X o U X b; por el Teorema 
2.21 , tenemos que Co(X) ::::: DRxo. Si además, IXol = No Y asumimos CH, entonces 
Co(X) será. paracompacto. O 

Usando partes de la demostración del Corolario 2.45, se obtiene la prueba del 
siguiente corolario 

Corolario 2.46. Si X b # 0 # Z, X o es Fa en X y Z es casi-w-resoluble, se 
cumple 

(1) Co(X) no es normal si IXol > No. 
(2) A sumiendo CH, tenemos que Co(X) es paraccmpacto si 1XoI = No. 
DEMOSTRACiÓN. 
1. Por el Teorema 2.40, tenemos que para todo espacio que cumple las hipótesis 

del corolario, Co(X) es una suma directa de copias de ORxo. Como ORXo no es 
normal si ¡Xol > No; entonces ninguna suma de copias de él podrá ser normal , 
entonces Co(X) no es normal. 

2. Igual que en (1), tenemos que para todo espacio que cumple las hipótesis 
del corolario, Co(X) es una suma directa de copias de ORxo. 
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Si IXol =: ~ y asumimos CH, entonces ORxo es paracompacto. Como toda 
suma de paracompactos es paracompacto, entonces Co(X) será paracompacto. 

O 

Ejemplos 2.41. 1. Algunos espacios conocidos como espacios métricos 
generalizados (incluidos los métrizables) cumplen la. propiedad de ser primero 
numerables, 8. saber: los espacios desarrollables y los espacios semimetri­
zables. Si X es un espacio métriza.ble, semimetrizable o desarrollable tal 
que IXol ~ w(X) y Xl> "" 0:F Z, entonces Co(X) ~ ORxo. 

En efecto, como Z es primero numerable, entonces Z es casi-w-resoluble 
(ver [18]). También los espacios métrizables, semimetrizablc o desarrollables 
son perfectos, así que tenemos que cumplen que X o es F.,. Por el Corolario 
2.42, tenemos que 

Aquí estamos interesados en hallar espacios X tales que Co(X) no es del tipo 
DR" para algún cardinal K. Para esto veamos el siguiente resultado. 

Ejemplos 2.48. 1. Existe un espacio X tal que Go (X) no es homeomorfo 
a. ningún espacio de la forma. DR .... donde K es un cardinal infinito. 

Sea R- = {x E R: x:5 O}, K cardinal infinito tal que K > 2No • Ahora 
tomamos la. siguiente partición de R- x K 

p=: {{-<O,a >-:0'< It}} U {{-< X,O >-}: x < 0,0 < K} . 

Nuestro espacio X será el conjunto 'P U N (N son los números naturales). 
Denotamos a=:{ -< 0, O' >-: a < K}. Una. base de vecindades del punto a en 
X serán uniones de los siguientes conjuntos 

{-< x,a >-: x E (r, O) para. algún r < O} U {a} para o < K 

6 
AUOdonde A e N IN\ AI < No-

Los puntos de N son aislados. Finalmente las vecindades de los puntos 
-< x, a >- donde x < O serM los conjuntos del tipo 

{-< z,a >-: Z E (r,s) e R- y x E (r,s)}. 

En este espacio tenemos que Xo =: N, XI = {O}U{-< x,a >-: x < O, a < 
K}, X l> =: {a} y Z =: Ua< .... {-< x,a >-: x < O}. ~ 

Como Z es una. unión de casi-w-resolubles él es casi-w-resoluble. Por el 
Teorema. 2.40, tenemos que 

Cc(X) ~ $iEC(X¡)(DRNoh. 

Para todo a < K sea lo. : X __ R definida como Io. (n ) = 2l,. si n E N, 
10.(-< x,p >-) =: O si x < O, p < K Y P "" a, 10.(-< x,a >-) = x si x < O y 
finalmente 10.(0) =: O. 
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Se puede demostrar que fa fx,E C(X¡) para. todo a < K. Ahora si 
a,{1 < K con a =F {J, entonces fa rx,=F ffJ IXI' ya. que fa rx, (-< 1,{J >-) = 0, 
pero f p rx, (-< 1,{1 >-) = 1 . Así que K:5 IC(Xtll . Si 

ffii"EC(X¡}(DRN0)i ~ DR1' 

por la Proposici6n 2.33, tendríamos que IC(X¡)I :5 2No, lo cual no es posible. 



CAPíTULO 3 

E-productos y espacios Co(X) 

1. Resultados Básicos 

En este capítulo estudiaremos el caso de espacios X con un sólo punto no 
aislado; es decir, espacios tales que IX\Xol = 1 en donde Xo es el conjunto de puntos 
aislados de X. El Corolario 2.22 determina. Co(X) cuando ¡Xol es numerable. Así 
que en lo que sigue supondremos que IXol > No. 

Recordemos que Vo(p) = {V n Xo : V E V(P)} es un filtro. Un filtro F es 
w+ -completo si para toda {F .. ; n < w} e F, se cumple que nn<wF .. E F 

Lema 3.1. Si Xl = {p} y Vo(p) no es w+ -completo, entonces Xo es c-w-rcra 
x,. 

DEMOSTRACiÓN. 

Sea {V .. : n < w} e Vo(P) tal que nn<w V .. t. Vo(P) . Sea Wo = Vo y W .. = Vo n 
o •• n V ... Tenemos que W .. E Vo(p) para. toda n < w, y además nn<w W .. = n n<w V ... 
Sean Fo=nn<..,W .. , F¡ = Xo\U¡< ... W. y F .. = W .. _2 \W .. _1 paran > 1. 

Supollgamos que existen V E V(p) y no < w tales que 

V nF .. = 0 para todo n > flo_ 

Sea Mo = W"o+l n V. Tenemos que Mo E Vo(P), pero además Mo n Fn = 0 para 
todo n > no. 

Afirmamos que Mo e n..>noWn' En erecto, sea x E A10, entonces x E Wno+ l ' 
Si x rt. Wno+2' entonces x E Fno+3, lo cual no puede ser. Si m > no tal que x E W m, 

entonces x E W m+l , ya que en caso contrario x E Fm+2' Por tanto x E nn>no W n. 
Como Vo(p) es filtro y Mo e nn>noWn, entonces nn>no Wn E Vo(P), pero 

nn>noWn = nn<", Wn . Lo cual es una contradicción. Así que existe una subfamilia 
infinita de {Fn : n < w}, que debe ser una resolución de Xo respecto a XI. O 

Como un corolario del Teorema 2.25 y del Lema 3.1 obtenemos el siguiente 
teorema 

Teorema 3.2. Si Vo(p) es un ultrafiUro que no es w+ -completo, entonces 

Co(X) ~ ORxo 

y Xo debe ser Fa en X. 

DEMOSTRACiÓN. 

Por el Lema 3.1, Xo es c-w-rcra XI' Por el Teorema 2.25, como Vo(P) es 
ultrafiltro, tenemos que 

Además Xo debe ser Fa en X. o 
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Así, si It es un cardinal infinito y p E (3(K.) \ K. no es w+ -completo, y si a 
X = {p} U It le damos topología de subespacio de .8(It), tenemos que 

Ca(X) " DR". 

En el tipo de espacios que estamos estudiando en esta sección, ser X c-w-rcra 
Xl es lo mismo que ser Xo c-w-rcra Xl. Demostrémoslo. 

Proposición 3.3. Si XI = {p}, entonces X es c-w· rcm XI si y s610 si Xo es 
c-w-rcra Xl 

DEMOSTRACiÓN. 

Por el Teorema 2.27, bastará demostrar que si X es c-w-rcra Xl, entonces Xo 
es c-w-rcra. X l. Sea {Fn : n < w} una resolución de X respecto de XI . Sea no < w 
tal que p E Frac' Ahora tomamos {Fn : n E w \ {no}} U {Fno n X o}. Esta es una 
resolución de Xo respecto de Xl. O 

En el caso en que Xl = {P} , tenemos que Aij(X ) = {J E C(X) : f(P) = O}. Y 
en este caso, Aij(X) adoptará una forma especial. 

Definición 3 .4. Sean F un filtro en Xo , 

EF(Rx,) ~ {J E RX' , (x E X. 'f(x) ~ O} E F} , 

E.,.«RX,) ~ (f E R X', para todo, > 0, {x E X.' If(x )1 < , } E F} 

y 

E,(RX,) ~ (f E RX', pora todo, > 0, {x E X.' If (x)1 " ,} <t F}. 

Si a estos subconjuntos de RXo les damos la topología de subespa.cios de OR'~"o, 
los denotaremos respectivamente como 

E~(RXO) , E~,F(RxO) y E~(RXO). 

Es importante notar que EF(RXo) e E.,.:F (RXo) e E~(RXO). En efecto, si 
f E EF(RX') y , > 0, entonces (x E X. , f(x) ~ O} e {x E X. ' If(x)1 " ,} , 
por tanto {x E Xo : If(x)1 < f} E :F, es decir f E E~,.:F(RXO). Por otro lado sea 
9 E E~,.T(RXO). Sea f > 0, es claro que {x E Xo : Ig(x)1 ;?: f} = X o \ {x E Xo : 
Ig(x)1 < 'l· Como { x E x.' Igtx) 1 < , } E F , entonces {x E X. , Ig(x)1 ~ ,} <t F . 
Además si :F es un ultrafiltro, y 9 E E~(RXO), entonces {x E Xo : 19(x)1 ?: E} rt. F 
yen este caso podemos concluir que {x E Xo : Ig(x) [ < E} E:F. Es de<:ir, en el caso 
de que!F sea ultrafilt ro tenelJlO5 que E~,.:F(RXO) = f:~(RXO). 

Veamos un resultado general sobre este tipo de espacios. 

Lema 3.5. Si Xl = {p}, entonces 

E~,vo(P)(RXO) ~ Aa(X). 
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DEMOSTRACiÓN. 

Sea 

definida. como 

FU) ~ / Ix, . 
Ver el Lema. 2.3. Así que bastará demostra.r que F{Aa{X» = E~,vo{p)(RXO) 

Para esto, notemos que si E > O y f e Ao(X), entonces existe V e V(P) tal que 
f[V] e (-E,E). Así que vn xo eVo(p) y 

v n Xo e {x E X, , 1/(x)1 < ' l . 

Por tanto {x E X o : 1/ (x)1 < E} E Vo(P). En otras palabras f rXoE E~,Vo{p)(RXO). 
Además, si 9 E EDv ( )(RXO) y si 9 e RX es tal que 9 rxo= 9 y 9(P) = o, . , o p 

entonces 9 E Aa. 
Para demostrar esta últ ima afirmación será suficiente verificar que 9 es continua 

en p. Sea t: > 0, como {x E Xo : Ig(x)1 < E} E Vo(P), entonces V = {x E Xo : 
Ig(:t)1 < E} U {P} E V(P) y además g[V¡ e (-E, E) . Es decir, 9 es continua. O 

2. C u a ndo Vo(p) es w+-completo (algunos r esultados) 

Los conjuntos E,F{RXo) = {J E R;xo : {:t E Xo : f(x) = O} E F } y 
E . ,.,{RXO) = {J e RXo: para todo E> O, {x E X o : If{x )l < E} E .r}, definidos 
en la anterior sección, bajo ciertas condiciones se igualan. 

Lema 3_6. Si Xl = {p} 11 Vo(p) es fJn filtro w+ -completo, entonces 

E~,vo{p)(RXO) = E~o(p)(RXO). 

DEMOSTRACiÓN. 

Por el comentario a la Definici6n 3.4 bastará demostrar que E~,vo{p)(RXO) e 

E~o(p)(RXO). 
Sea f E E~,Vo(p)(RXO) y para cada n < w 

1 
D. ~ {x E Xo ' 1/ (x)1 < 2. j. 

Es claro que Dn E Vo(p} para cada n < w. Por tanto nn<",Dn E Vo(P). Pero 

n.<wD. ~ {x E X o , / (x) ~ Oj. 

Por tanto f E E~o(p)(RXO). Es decir 

E~.vo(p)(RXO) = E~o(P)(RxO). 

Corolario 3.7_ Si X l = {P} 11 Vo(p) es un filtro w+ -complelo, entonce" 

Aa ~ E~o(p)(RXo) 

o 
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D EMOSTRACiÓN. 

Por los Lemas 3.5 y 3.6 se concluye el Corolario. o 
En resumen, tenemos 

Proposición 3.8. Si X cumple que XI = {p}, Vo(P) es un filtro w+ -completo 
y X es c-w-n:ra Xl, entonces 

D EMOSTRACIÓN. 

Por el Teorema 2.26 A.,(X) es cerrabierto. Por los Teoremas 2.2, 2.9 Y 3.7, 
tenemos que 

o 
En la Seccion 4, veremos que la Proposición 3.8 puede afinarse (vease el Teorema 

3.15). 

3. Cuando Vo(P) no es w+ -completo 

En realidad sólo presentaremos una consecuencia de lo ya obtenido. 

Proposición' 3.9. Si Vo(p) es un filtro que no es w+ -completo, entonces 

Cc(X) ::::' $"'ER (E~,vo(p)(RXO) L . 
DEMOSTRACIÓN. 

Por la Proposición 2.9 y el Lema 3.1, A¡)(X) es cerrabierto en Co(X). Por el 
Lema 3.5 y las Proposiciones 2.2 y 2.9, se tiene que . 

Co(X) '" 11>,'0 (E~,v,(p)(RX,)l.. 

o 

4. Fórmulas de r e ducción 11 

Como en la se<:cion Fórmulas de reducción I , pretendemos s implificar, en es,ta 
sección, las sumas de "E.-productos" que apare<.::en en las Secciones 2 y 3 de este 
capítulo. Aquí nuevamente X l = {p} y IXol > No. Calcularemos una acotación de 
Npah(Eeo{P){RXO)) y Npah(E~,vo(p) (RXO)) con cierta restricciones sobre Vo(p) . 

Si X o es un d iscreto y p rt. X o. La compactaci6n a un punto del discreto Xo se 
denotará como K (Xo) y será el espacio topológico XoU{p} en el que Xo es discreto 
y si p E O donde O es abierto, entonces X o \ O es finito. Denotamos como [Xo]tto 
a la familia de subconjuntos de Xo de cardinalidad No. 

Proposición 3 .10. Si Xl = {p}, entonces X = K(Xo) si y s610 si, para todo 
A E IXoJHo y todo V E V(p) se tiene que A n V =F 0 
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DEMOSTRACiÓN. 

Supongamos que X = K(Xo) y sean A E IXol~o y V E V(P). tal que AnV = 0. 
es decir A e Xo \ V. por otro lado como V E V(P). tenemos que Xo \ V es finito. 
lo cual no puede ser. 

Sea ahora V E V(P) arbitaria. Supongamos que IXo \ VI 2: No. Tomamos 
A e Xo \ V. tal que A E [XoJNtI. Resulta que An V = 0. pero por hipótesis tenemos 
10 contrario. Por tanto. para toda V E V(P), se cumple que ]Xo \ VI < No. lo que 
significa que X = K(Xo) . O 

Para un conjunto S el conjunto 

¡; ~ {J E RS , p'" todo, > O, I{x E S, 1/(x)1 ~ 'JI < NoJ 
coincide con el "E--producto" I:~,.To(RS). en donde Fo es el filtro de Fréchet sobre S 
(F E Fo si y sólo si S \ F es finito). En efecto. sea f: > O. entonces / E "E?,Fo (R

S) si 
y "slo {x E S, 1/(x)1 < 'J E 1'0. Como {x E S, lI (x)1 ~ 'J ~ S\ {x E S, 1/(x)1 < 
f:}. entonces {x E S; U(x)! 2: f:} es finito si y sólo si S\ {x E S; 1/(x)1 < f:} lo es. 
es decir si y sólo si 1 E E. Notar que si X = K(Xo). entonces Vo(p) = Fo. así que 

U E RXo; para todo E > O,I {:r: E Xo; 11(x)l2: E}I < No} = E?,Vo(p)(RXO). 

Este comentario. es import&llle en la demostración de los siguientes resultados 
para K(Xo). 

Teorema 3.11. Si X = K(Xo), entonces Vo(P) no es w+-completo. 
En partictda,. 

CD(X) "ID ... (¡;~,v,u»(RX, ») •. 
Es más Co(X}:::::! I:~,vo(p)(RXO). 

DEMOSTRACiÓN. 

Sea A E [XoJllo con A = {a.. : n < w} de tal manera que si n -:¡f m entonces 
a.. #- flm· Tomamos Vn = Xo \{ao .... ,a.. } , es c1aro que Vn E Vo(P). Pero nn< ... Vn = 
Xo \ A 1 Vo(P)· 

Sea B E [Xo]lto. Usando la construcción definida en la sección "Una partición 
de ORxo" del Capítulo 2 y el Lema 2.4 de igual capítulo. tenemos los siguientes 
resultados. Si B = {xn ; n < w}. es claro que Fo = {{xn} : n < w} es una partición 
de B , entonces E(Fo) es un cerrabierto de ORxo y subgrupo de ORxo. Veamos que 
e = E~,Vo(p)(RXO)nE(Fo) -:¡f 0. Sea {mk : k < w} cualquier sucesión estrictamente 
creciente en w. Definimos el siguiente conjunto W ; 

{ 

R si x = X;, i::; mo 
W(x}= O(-~'~) six=xi,m" <i$m.\:+¡ yk2:1 

de otra forma. 

Usando la caracterización de los elementos de E~,Vo(p)(Rxo), tenemos que W e 

I:~,vo(P)(RXO}. Ahora. argumentando igual que en la Proposición 1.9, concluimos 
que W e E(.ro). por tanto e #- 0. 

Por otro lado veamos que E~,Va(P)(RXO) es un subgrupo de ORxo. Sean 1.9 E 

E~,Vo(P)(RXO) y f: > O. Digamos que VI, V2 E Vo(p) son tajes que para todo x E VI 
y Y E V2 se cumple que 11(x)1 < ~ y Ig(y)1 < ~. Como VI n V2 E Vo(P} y 
V, nv, e {x E Xo' 1(/ + 9)(x)1 < 'J, cntono", {x E xo' 111 + 9)(x)1 < 'J E Vo(p)· 
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Combinando esto con lo anterior tenemos que e es un subgrupo cerrabierto de 
E?,vo(p)(RXO). Por tanto se cumple que 

E?,vo(p)(RXO} ~ ffiDECD ~ EDp<!CI(C)P' 

Donde G = E?,vo(p)(RXO)/C. 
Es bien conocido que existe una familia casi-ajena en w de cardinalidad 2MG . 

Así que en B tenemos una familia casi-ajena. 8 , de cardinalidad igual a 2No . Para. 
T E S , definimos 

h(x) = { i- I si x=xnyxnET 
en otro caso. 

Es claro que h E E~.Vo(pl(RXO), ya que h(Xo \ T] = {O} , y para cada t: > O el 
conjunto {x E Xo : Ih(x)1 2:, t:} es finito. Ahora sean T l , T2 E 8 , afirmamos que 
Irl - h2 rt. C. En efecto, como TI \ T2 es infinito (recordar que siempre T1 n Tz 
es fi ni to y todos los miembros de 8 son numerables e infinitos), existe una sucesión 
{nk : n < w} en w, estrictamente creciente, tal que {x n ... : k < w} e TI \ T2 . 
Bajo estas condiciones tenemos que (fr, - 1r2)(Xn~) = 2n~ - I. Si demostramos que 
/T. - fr2 f/: Eo{Fo), entonces tendremos que fr. - fr2 'Í: C. Para m < w, existe km 
tal que nk ... > m. Como (fT, - fr2)(Xn~m ) = 2nk~ -1 'Í: [- 2"l,.. , 2"!''']' tenemos 
que Ir, - fr2 f/:. Eo,m{Fo). 

Por un lado, se cumple que 

Co(X) ~ tD .. <2Ho·ICI(C) ... 

Pero, por lo anterior tenemos que 2Mo $; IGI. Por tanto 

Co(X) ~ e"<IGI{C)" ~ L:~.v,,(p}(RX,,). 

Por lo cual Co(X) ~ E~.vo(p)(RX,,). o 
El TI..'Orema. 3.11 junto con la. Proposición 3.9 demuestra que si X = K(Xo), 

entonces existe una familia de cerrabiertos de E~,Vo(p)(RXO), cada uno de ellos 
horncomorfo ti. Ea" ( ¡(RX ,,), de cardinalidad igual ti. 2No . En otras palabras, existe .,>''' P 
una partición homcomorfica de cerrabicrtos en E~,vo(p){RXO) de cardinalidad 2N". 
Es decir 

Corolario 3.12. Si X = K(XoL entonces Npah(r:~.vo(p)(RXO» ~ (2NO t· 

Ahora digamos algo para los espacios que tienen un sólo punto no aislado 
pero no son una compactación de un discreto a un punto. Veamos, que sin em­

bargo se tiene una acotación de los números cardinales Npah (E~o(p)(RXO») y 

Npah (E~,vo(p)(RXO»). 
En particular, por la Proposición 3.10, sabemos que si X I = {P} y X =F K (Xo), 

entonces existe A E IXoJl~o tal que X \ A E V(P). Una variación de esta propiedad , 
nos permitirá demostrar la acotación anunciada. 

Teorema 3.13. Seo. ~ ~ No. Si mste A E ¡Xoll< tal que (X \ A) E V(P), 
entonces 
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y 

DEMOSTRACiÓN. 

Demostremos la primera acotación ; para demostrar la segunda se procede de 
forma s imilar. Sea A E [Xo]'" tal que (X \ A) E V(P) . Por el Lema 2.30, existe una 
partición de ccrrabiertos de ORA de cardinalidad 2'" , cada uno de ellos homeomorfo 
a DRA. Sea 

(A, ,). < 2"} 

tal partición. Y sea. tP" un homeomomsmo entre A" y ORA. Para cada .\ < 2", sea 

B" e RXo tal que 1I"A IB>.1 = A" y 7f~IB>.1 = R si x, A 

C" = (8,,) n "E~,\lo{p)(RXO). 
Análogamente 

-c~ = (B,,) n Eeo(p}(RXO). 

Notar que si 1 E A" y 1 E RXo, donde 1 fA= 1 y J( x ) = O para x E Xo \ A, Y 
como X o \ A e {x E X o : l(x) = O}, entonces {x E Xo : l(x) = a} E Vo(P). Por 
tanto, 1 E E~,\lo(P}(RXO) y también 1 E Eeo(p}(RXO), así C" y C~ son no vacíos. 

Ahora, para cada. .\ < 2"', sea 

111>. : C" - E~.\lo(P)(RXO) definidas por V/,,(f) = V;>.(f fA) x / fXo\A . 

Veamos que w" es inyectiva. Sean '*' "Ud = ifl>. (!2), entonces 

W>.(fl fA) = w,,(!2 rA) y ft rXo\A= h fXo\A· 

o,.. 
f¡ rA= h fA y 1, rXo\A= h fXo\A· 

Lo que significa que b = h· 
Veamos que Ilt>. es sobreyectiva. Afirmamos que si / ERA, gl E E~,\lo(p)(RXO) 

y 92 E E~o(p)(RXO), entonces 

h. = 1 X gl rx oVE .E~,\lo(p)(RXO) 
y 

En efecto, sea f > O, An(h) = {x E Xo : Ih.(x)l < f } Y An( t) = {x E Xo : 
t{x) = a}. Demostaremos que An(h), An(t) E Vo(P). Como 

An,(h) ~ {x E A , IJ(x)1 < ,} U {x E X , \ .tI , 1.,(x)1 < , } 
y {x E X, \ A , 1,,(x)1 < ,} ~ {x E X" 1,,(x)1 < ,} n «X \ A ) nx,l E V,(P), po, 
tanto An(h) E Vo(P). Análogamente, como 

An(t) ~ (x E A , J (x) ~ a} u {xE X, \ A , .,(x) ~ a} 
y (x E Xo \ A, l/2(x) ~ a} ~ {x E X o ' 1/2 ~ a}n «X \ A ) nXol E Vo(P), pO".11'O 
An(t) E Vo(P). 

Ahora. sea. 9 E E~,\lo(P)(RXO). Tomamos !JO = "I/J~1(9 rA), es decir 90 E A". 
Finalmente sea 9 = !JO x 9 fXo\A. Es claro que 
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1. 9 E C>.. y 
2. '1),(!i) ~ g. 

Por tanto I11 A es sobreycctiva. Con análogos argumentos tendremos una biyección 
entre C~ y E~o(p)(RXO). 

So. 
D = TI 0 0 un abierto caja de ORxo tal que 0 =f:. O = Dnc>... 

O€.Xo 

Si fEO , entonces tP>..(J lA) E tP>.. [1I"A[D] n A>.] Sabemos quc tP>.. [1fA[D] n A>.J 
es un abierto en ORA y que n oE(Xo\A) Oa es un abierto en ORXo\A. Entonces 

tP>. [1fA[D] n A>..] x n aE(Xo\A) Da, es un abierto en ORxo. Además 

'1),101 e [('h I'AIDI n A,D x ( TI o.) 1 n E~.vo(,)(RXO) ~ V. 
oE(Xo\A) 

Por otro lado, sea. h E V, es decir h tA E tP.d1J"A [D] n AA]' Ahora, si ho E 
1I"A[D] n A>.., tal que tP>..(ho) = h tA , tenemos que 111>..(ho x h IXo\A) = h. Pero 
además ho x h rXo\AE O, ya que ho E 1fA[D) Y h rXo\AE naE(Xo\A} OQ ' Por tanto, 
'Ir >.. es una función abierta. 

Si demostramos que'" A es continua, tendremos que W A es homeomorfismo. Sea 

fE C, y '1),(f) E V ~ ( TI o,) n E~,Vo(,) (RXO). 
aEXo 

Si O, = V'->.' (n aEA O>..) , entonces f rAE DI, que es un abierto de AA' Por tanto 
existe W = n O€.A Wa ahierto caja de ORA , tal que f lA E W n A>.. e O,. Ahora, 

sea O = [w n AA x (naEXo\A O>.) ] n C>... Entonces tenemos que f E O y además 

W>..(O) e V. Análogamente, C~ y I:~o(p)(RXO) son homeomorfos. 

Veamos ahora que para cada>. < 2''', C>.. es cerrabierto en E~,vo(p)(RXO). 

Sea f E C>.., entonces f tAE A>... Como A>. es un cerrabierto de ORA, existe 
n oEA Da abierto caja de ORA, tal que 

f rAE TI O. e A,. 
oEA 

Por tanto 

fE [(g o.) X DRXOIA] n E?,vo(,)(RXO) e C,. 

Luego C>.. es abierto. 
Por otro lado, si :z: E E~,Vo(p)(RXo ) \ CA' es claro que :z: rAí AA' Tomamos 

O, = noEA Vo abierto caja de ORA tal que O, nA>.. = 0 y x tAE 01' Si 

v ~ [( TI v. ) x DRXOIA] nEo (RxO) a . ,Vo(p) ' 
oEA 
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es claro qut! x E V Y V nel. = 0. 

Finalmente veamos que la familia {el. : >. < 2" } es una partición de E~,vo(P)(RXO). 
Sea. y E EO

v ( )(RXO), entonces y rAE DRA. Por tanto, existe >. < 2" , tal " o" que y rAE Al.. Así que y E el.. Sean >'¡'>'2 E 2'" diferentes. Supongamos que 
x E Cl.1 n Cl.¡, entonces x rAE Al. 1 n Al. 3 , lo cual no es posible. 

Por tanto Npah(E~,vo{P)(RXo)) ~ (2")+ . Análogamente obtenemos que 

Npah(E~,(p)(RX,));,: (2<)+. O 

Corolario 3.14. Si XI = {p}, entonces 

Npah (Ec (RX'J) > (2"')+ . ,Vo(") -

y 

DEMOSTRACIÓN. 

Por el Corolario 3.12, bastará. demostrar el caso en que X .¡. K(Xo). Yi que, 
cuando Xl = {p} y X.¡. K(Xo) existe A E [Xol~ tal que Xo \ A E Vo(P); por el 
Teorema. 3.13 obtenemos la conclusión deseada. O 

Como resumen de todo lo anterior tenemos el siguiente teorema: 

Teorema 3.15. Setl X un espacio tal que Xl = {P}, entonces: 
1. Si. Vo(p) es w+·completo y X es c-w·rcra Xl . entonces 

GO(X) ~ r:~o(p)(RXO). 
2. Si Vo(p) no es w+ · completo, entonces 

DEMOSTRACiÓN . 

1. Sabemos que 

GO(X) ~ íB"'ER (r:~o(p)(RXO» ) '" ~ íBo.<Np<th(I:~o(p){RXO» (r:~o(,,)(RXO») 0$ 

[e%~O (E~o(p)(RXO»)J. 
Como en la última descomposición tenemos N pah(E~o(p) (RXo)) sumandos, ésta 

se reduce a un solo sumando. Usando el Corolario 3.14, tenemos que 

GO(X) ~ r:~o (p)(RXO). 
2. Análogamente tenemos 

Co(X) ~ $%ER (E~,vo(P)(RXO) t ~ G:I .. <Np<th(I:?,\lo(p){RXO» (r:~,vo(p)(RXO) t. Ea 

[9l.~o (E~.v,(p) (RX,)).l. 
Usando el Corolario 3.14, tenemos que 
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o 

Ejemplos 3.16. 1. Sea K un cardinal infinito y sea p E ",- = (3(",) \ K.. 

Tomamos X = '" U {P}. Si p no es w+ -completo, entonces 

E~,Vo(p)(RIC) ~ ORIC . 

En efecto, pOr el Teorema 3.2, tenemos que Go(X) ~ ORIC , pero por el 
Teorema 3.15 tenemos que Gc(X) ~ r;o" ( ¡(RIC) . 

• • ~" P 

2. Sea Xo un espacio topológico discreto no numerable. Sea 

:F~ {A e Xo '1 Xo lA 1$ No}, 

el cual es un filtro en Xo. Tenemos que 

E~(Rx,) ~ {f E RX
' , {xEXo ' ¡(x) ~ a} E:F} 

o"'. 
E~ (RX

') ~ {f E RX' '1 {x E Xo' ¡(x)" a} b No}· 

Sea f E RXo. Al conjunto 

{g E R X' ,1 (x E X o ' ¡(x)" g(x)} 1$ No} 

se le llamará el "E-producto con punto base f , el cual se denotará como 
E/(RXo). Si a Ef(RxO) lo dotamos de la topología de subespacio del espacio 
ORx ", entonces al espacio resultante lo denotaremos como E~(RXO). 

Si O es la función constante cero en RX", entonces tenemos que 

Ahora, sea p rt Xo. Denotamos L(Xo) = XoU{p} a la extensión Lindelof 
por un punto del discreto de cardinalidad IXol que es el espacio topológico 
en el que X o es discreto y el sistema de vecindades de p es 

V(P) ~ (B e L(Xo) 'p E By 1 L(Xo) I B 1$ No}. 

Así que tenemos 

• Vo(P) ~:F 
es decir 

Por el Teorema 3.13, tenemos que 

Npoh(E O (Rx ,)) > 2No . Vo{p) -
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3. Sea IXol > K. Y L",(Xo) = {p} U Xo, donde los puntos de Xo son aislados y 
un sistema de vecindades de p es {V e L",(Xo) : IL",(Xo) \ VI :S K.}, entonces 

Npah (r:~o(p)(RXO») ~ 2"'. 

Esto se aemuestra usando el Teorema 3.13 y análogos razonamientos que en 
el anterior apartado. 

4. Para L",(Xo), se cumple que Vo(p) es w+ -completo. 
En efecto, sea {B,,: n < w} e V(p). Como 

L.(Xo) \ (nn<.B.) ~ Un<. (L.(Xo) \ Bn ), 

y para todo n < w tenemos que 

1 L(Xo)\B. IS<, 
entonces 

IL(Xo) \ (n.<.B.lI S No.< ~ <. 
Es decir n"< ... B,, E V(P). Por tanto nn< ... (8" n Xo) E Vo(P), es decir 

Vo(P) es w+ -completo. 

S. L",(Xo) es un espacio normal (en particular es un espacio Tychonoff). 
Esto es un resultado conocido. 

6. Si ClJf (IXol) > K, entonces L",(Xo) es c-w-rcra Xo. Notar que (L",(Xo»o = 
XOi es decir, los únicos puntos aislados de L,,(Xo) son los puntos de Xo, y 
(L.(Xo)), ~ {pI . 

Sean IXol = a y Xo = {X6 : () < a}. Para cada n < w, denotamos por 
Fn al conjunto 

{X6 : Ó = 1'+n, donde l' < o: y l' es un ordinal límite}. 

Demostraremos que {F" : n < w} es una resolución de L",(Xo) respecto 
a (L.(Xo)), ~ (pI. 

Sea V E V(P), entonces V = L(Xo) \ A , donde A e Xo con IAI :S K.. 

Tomamos 

60 = sup{ó: X6 E A}. 

Como col (a) > K., tenemos que Óo < a. Sea Óo = I + n, entonces 

{X'Y+m : m > n} e v. 
Por tanto 

v nFm #- 0 para todo m > n. 

Entonces L,,(Xo) es c-w-rcra (L",(Xo»)¡. 

7. Así, si cof(IXoD > 1\., entonces Co(L",(Xo))::::! E~o(p)(RXO). 

8. En particular, si ¡Xol = Nlt se cumple 
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5 . E--productos y los filtros :F., 

Aqui generalizamos el filtro de Fréchet. 

D efinición 3.17. Sean /( y 'Y cardinales infinitos tales que 'Y:5 "', Y sea S un 
conjunto tal que ISI = K.. Se define la familia F..,(8) de subconj untos de S, como: 

{A cS'IS\AI<7}· 
Cuando S ==- K escribiremos:F., en lugar de .r,,( ... ). 

Lema 3.18. Sean K Y'Y cardinales infinitos lales que 'Y :5 K Y sea S un conjunto 
tal que 181 = K. La familia de subconjuntos de S , F.y{S) es un filtro en S. 

DEMOSTRACIÓN. 

Sólo mostraremos que si A, B E Fl'(S), enwnces A n B E .1"')"(8). En efecto, 

IS\ (A n B)I ~ IS \ A) U (S\ B)I:5 máx{IS \ Al , IS \ BI) < ,. o 

Algunos E-productos definidos con este tipo de filtro son útiles en la. descripción 
de los Cc(X) de algunos espacios X, incluso algunos de estos E- productos son 
homcomorfos a. un p roducto caja. Notemos que por las Definiciones 3.4 y 3.17 
tenemos que 

E •. F.R" ~ {f E R", ".,.. todo, > 0, p, <., I/ (A)I < ,} E F.} 

de aquí que 

E. ,F.R" ~ {J E IR" , paca todo, > 0, l. \ {A <., I/(A)I < , JI < <}. 

Es decir, 

E. ,F.R" ~ {J E R', p .... todo, > 0, IP < "' I/ (A}I 2 ,} 1 < .}. 

Hechas estas aclaraciones veamos ahora la s iguiente proposición . 

Proposición 3.19. Sea K. cardinal infinito tal que COf(K) = No. Entonces 
tenemos que 

DEMOSTRACiÓN. 

El Ejemplo 2.23 inciso (5) nos dice que si 1\. es un cardinal infinito y coI("'} = No, 
entonces K. es F<1 en el subespacio X = K, U U(K:) de ¡3(It), donde U(K) son los 
ultrafiltros uniformes en ,8(.11:). Por el Teorema 2.25 tenemos que A¡;(X) :::: ORo<. 
Así que terminaremos nuestra demostración si probamos que .1(j(X) :::: E?,T" Ro<. 
Por el Lema 2.3, será suficiente probar que 'ir" rAa(X) [~(X)J = r:~,F .. RI<. 

Sea f E Aa(X ) y supongamos que existe fO > O tal que IP < /t : If(>') 1 ~ 
K}I ;?: K. Si A = P < K.: 1/(>')1 ~ K}, entonces existe p E U(It) tal que A E p. Si 
A ~ {q E P(·) , A E q}, entonres A ~ Anx ~ {q E U{.) , A E q} uA. Ahm. 
;¡ es un abierto en X que contiene a p. En general los conjuntos de la forma B 
donde B E P son una base de vecindades de p. Ya que I E Aí)(X), entonces existe 

B E P tal que nBl e (-t"o,f'o). Sabemos que A n B E p, por tanto A n B =F 0; 
pero además !lA n Bl ellA n Bl e ( -t"o, t"o). Es decir existe>. E A n B tal que 
1(>') E (-t"o,f'o) lo cual no es posible. Asi I rotE E~,.r .. Rot . 
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Ahora sea f E E~ F R" Y f la extensión de / a X tal que f(p) = O para 

todo P E U(,..). Si f ~~ continua en cualquier P E U(",), entonces f E A¡:¡(X) 
y es claro que ¡ r ... = f. Para estos propósitos, sean p E V(,..) y E > O. Sea 
A = {A < ,.. : I/P,)I < E}. Sabemos que A E :F", lo que significa que IP. < ,.. : 
I/().)I '2:: EH = lit \ Al <,... Por tanto,.. \ A ft. p, es decir A E p. ' En resumen, 
tenem", que p E A y flA] ~ flA n U(.)] U f]A] ~ {O) U f]A] e (-',,). Así que 
finalmente 11'" rA6(X) IA¡:¡(X)] = E~,F~R". O 

Ahora analizaremos los E-productos de la forma E~,R'" donde ""( :5 ,.. con ""( y 
,.. cardinales infinitos (recordar que E~.,R" = {f E R"': p. <,..: /P,) = O} E :F..,.}). 

En contraste con la Proposición 3.19, mostramos una condición para que estos 
últimos E-productos no sean algunos tipos de productos caja.. 

Lema 3.20. Sean /t, ""(, í cardinales infinitos. Si,.. =F T Y'Y :5 ,.., entonces 
E~ (R") Y OR" no son homeomorfos. , 

DEMOSTRACiÓN. 

Sabemos que u~(R") es la componente conexa de O en OR'" y como u~(R"') e 
E~ (R"'), entonces la componente conexa de O en E~ (R") es u,IJ(R"). , , 

Si.,p: Eg(R"') ---+ OR" fuera un homeomorfismo, entonces u8(R") y u~{O)(R") 
serían homeomorfos pero por la Proposición 1.33 esto no es posible. O 

Sean ,.. un cardinal infinito y p E P(K), la norma del filtro p se denotará. como 
Ilpll y será igual a mín{IAI : A E p}. Si 'Y es cardinal infinito tal que, :5 "', 
tendremos que U..,.(It) = {p E P(I\.) : IIPII '2:: -y }. El espacio X = ,..UU..,.(I\.) cumple las 
siguientes propiedades (ver [19]): Xo = K, XI = V,.{"'), U,.(I\.) es compacto, X es 
c..w-rcraX1. Para los espacios X = ,.. U U,. (K) bajo ciertas condiciones, tendremos 
que Co(X) se puede expresar en términos del espacio E~~ R". 

Proposición 3.21. Sean, y ,.. cardinales infinitos tales que cof(-y) > No Y 
"Y :5 ,... Si X = 1\. U V..,(K), entonces 

Co(X) ~ $.\<20< (E~.,R"').\. 
DEMOSTRACIÓN. 

Como X es c-w-rcraX1 , entonces 

Co(X) " EIl"C(x,¡ (A,(X)),. 

Si probamos que A¡:¡(X) ~ E~ .. R'" Y que IC(X1)1 = 2" habremos concluido la 
demostración. 

En este camino demostaremos que 11"" rAa(X) [Ao(X)] = E~.,R"'. Sean / E 

A,(X) y S ~ lA < • , /(A) "O). S.bemos que C~ ~ {x E X , 1/(x)1 " /.;) 
es un cerrarlo de X contenido en Xo. Si le!l ;?: " entonces existe p E V..,.(,..) 
tal que C! E p. Por otro lado clx(C!) = {q E V..,(K) : C! E q} U e!, lo que 
significa que p E clx(e!l \C!; es decir el no es cerrado en X. Así que el es de 
cardinalidad. menor que,. Es claro que S = Un<",C!, entonces IS1 <,. Por tanto 
f r.E Ej',,(R·). 

Por otro lado, sea 9 E E~., (R"') . Sea. 9, la extensión de 9 a X, donde g(P) = O 
para todo l' E V,.(.K). Si demostramos que 9 E eo(X), habremos concluido. Sea 
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pE U..,(K) y f. > 0, entonces A = K \ {x E": g(x) 2: O}. Así que g(..1 nX) = {O} e 
(-c, f.). 

Como U.A") es compacto y X es normal, entonces C(X¡) = C(U1'(K)) = 
C(U..,(K» . Por el Lema 1.26, se tiene que 

IG(U,(K))I = (W(U,(K)))N" 

pero W(U1'(K» = 2"'. Resumiendo tenemos que 

IG(X,)I = 2"0 

Luego concluimos la demostración. O 

Corolario 3.22 . Sean ¡ 11 K cardinales infinitos tales que oo/(-r) > No 11 ¡ ~ 
K. Si X := KV U1'(K) 11 Npah(E~ ... R"') ;:?; (2"')+, entonces 

GD(X) " E~,R"o 

Finalizamos la sección con el siguiente corolario: 

Corolario 3.23. Sean ¡ 11 K cardinales infinitos lales que cof(¡) > No 11 ¡ ~ 
K. Si X := K U U.,(K) 11 a.sumimos que existe un cardinal infinito í tal que T < i 11 
2"t" = 2"', entonces Npah;:?;: (2"'t 11 Co(X) ~ E~ ... R"'. 

DEMOSTRACiÓN. 

Definimos el espacio auxiliar Y = ,.. U {p} , donde los puntos de K son aislados 
y la base de vecindades de p es la familia {A U {p} : A E .r1'}, es decir No(P) = F..,. 

Por tanto .E~,R'" = Eeo(l')R". Por el Teorema 3.13, t enemos que Npah (E~ ... R") 2: 

(2T )+. Por la. hipótesis y el Corolario 3.23 tenemos finalmente que Co(X) ~ E~.., R"'. 
O 

6. Co(X) para X numer ablemen te compactos 

Recordemos que si S es un conjunto, E = U E RS : para todo E > O, I{x E 
S : lf(x)1 ;:?; EH < No} coincide con E?,.1"o(RS), donde Fo es el filtro de Fréchet 
sobre S. Estos conjuntos resultarán muy importantes para describir Co(X) en 
el caso en que X sea nurnerablemente compacto. También recordemos que para. 
X , espacio topológico, Xo es el conjunto de puntos aislados de X, XI -= X \ Xo, 
X" = XlnclxXo y Z = XI \X", además supondremos que X es TI y X" =F 0 =F Xo. 

Proposición 3.24. Sea X un espacio topológico tal que todo conjunto infinito 
tiene un punto clausura en X. Entonces A¡¡{X) es homeomorfo a E~ . .1"o(RXO). 

DEMOSTRACiÓN. 

Por el Lema. 2.3, bastará demostrar que F : A (j(X) - E~ . .1"o(RXO) definida 
como FU ) = f rxo, cumple F[A(j(X)] = E~,.1"o(RXO). 

Sea f E A(j(X), y supongamos que A:= {x E X o : 1/(x)1 ;:?; EO} es infinito para 
algún O < (o. Por hipótesis, existe p E X que es punto clausura de A. Es claro 
que p E XI , es decir f(P) -= O y por la continuidad de J en p, tenemos que para 
O < f. < fO, existe W E V(P) , ta.l que f1W¡ e (-f., f.). Pero existe x E A n W , es 
decir 1/(x)1 ;:?; EO > E, lo cual es una contradicción. 
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Ahora sea 9 E E~:F, (R Xo). Tomamos 9 E R X tal que 9 rxo= 9 y g(P) = O • o 
para todo p E XI; demostraremos que 9 E A¡;(X). Para todo n < w, sea 8,,(g) = 
{x E Xo : Ig(x)1 ~ 2In} . Así que 5,,(g) es finito para todo n < w. Ahora sea 
p E Xl. Demostremos que 9 es continua en p. Sea E > 0, existe no < w tal 
que 2!o < E. Como 8"0(9) es finito, entonces es un conjunto cerrado de X y 
además X \ 8,,0(g) E V(P). Sea z E X \ 8"0(9); como Ig(z)1 = O < E si z E XI 
Y Ig(z)1 < ~ < l si z E Xo, tenemos que g[X \ 5"0 (g)] e (-l,l). Con lo que 
concluimos la. demostración. O 

Teorema 3.25. Sea X un espacio topol6giro tal que todo conjunto infinito 
tiene un punto clausuro en X y además X es c-w-rcraX 1, entonces 

Ce (X) ~ $iEC(X¡) (E~,.:Fo(RXO»$. 

En partic1Ú4r, si IC(Xt}1 ~ 21t0 , entonces Ce(X) ~ E~,.:Fo (RXo). 

DEMOSTRACiÓN. 

Por la. Proposición 2.26 tenemos que 

Co(X) " ElliEC(X,) (A.(X)). 

Por la Proposición 3.29 tenemos que 

Co(X) ~ $ iEC(X¡) (E~,.:Fo(RXo »i· 

Ahora, por el Corolario 3.14, si IC(Xdl ~ 2lto , como Fo = Vo(p) cuando K(Xo) = 
{P} U Xo, la suma anterior se reduce a un sumando y por tanto 

Co(X) ~ E~,.:Fo (RXO ) . 

o 
Para todo espacio X numerablemente compacto y T3 se cumple que todo con­

junto infinito ti~e un punto clausura. en X. Como Xl (el conjunto de puntos no 
aislados de X) es un conjunto cerrado de X , él es nuevamente numerablemente 
compacto T3 y además sin puntos aislados, por tanto Xl es casi-w-resoluble. Por 
la. Proposición 2.28 tenemos que X es c-w-rcr&.X I . Por tanto tenemos el siguiente 
corolario. 

Corolario 3.26. Si X es T3 !I numerablemente rompacto, entonces 

Cc(X) ~ $ iEC(X¡) (E~,.:Fo(RXo »i· 

y si IC(XI)I::; 2No , entonces Co(X) ~ E~,.:Fo(RXO). 

Corolario 3.27. (1) Paro. todo cardinal infinito K, se cumple 

CO(¡J(K)) "Ell,<2" (E~.Fo (R·)), . 

(2) Paro todo qE f3(w)\w, se cumple que 

OR .... ~ E~,To(R .... ) ~ E~,q(R .... ). 
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DEMOSTRACIÓN. 

(1) Por el Corolario 3.26, tenemos que 

Ce(¡J«)) '" EIl"C(X,) (E~,,,,(R·)) •. 

(.8(~» ¡ = ~ .. el cual es cerrado en J1(II:); por tanto (3(K:) = 11: •• Además que 
C(x:) = C(II:"). Usando la Proposici6n 1.26, concluimos que IC("· )I = (w("," )/~o. 
Pero w(~· ) = 2"'. En resumen tenemos que IC("'")I = 2"'. 

(2) Primero notemos que (.8(w))o = w, entonces DRw ~ Cc (J1(w». Por (1) de 
esta demostraci6n tenemos que Cc (J1(w» ~ ffi'\< T (E?,Fo(RW»).\ con T S 2'"'. Por 
el Corolario 3.14, tenemos que Cc(,O(w)) ~ E? ~ (RW). Con esto obtenemos que ,ro 
ORo '" Ee (R"). · ,.1'0 

Definimos X = wU {q} para q E ,O(w) \ w, con la. topología heredada de ¡3(w). 
Así que Xo = w, X¡ = {q} y además Vo(q) = q. Por el Teorema 2.25 y ya que Xo 
es Fu , entonces Ao:(X) ~ DRW con Xo c.w-rcraX¡ . Otra consecuencia del mismo 
teorema es que Aij(X) es cerrabierto en Cc(X). Por el Lema 3.5, tenemos que 
Aij(X ) ~ E?,q(R"'). En resumen se cumple que 

ORo '" Ce(X) '" EI>.ER(A,(X)). '" EIl.ER(E~,,(R")). '" E~.,(R"). 
o 

7. Espacios de ordinales 

Recordar que si O' es un ordinal numerable entonces tenemos que eo([O, 0'» ~ 
DRw ~ eo(lo, o]). En esta sección desarrollaremos expresiones de Co{[O,a» y de 
ConO,a]) para el caso no numerable. Sea a un ordinal no numerable arbitrario, 
tomamos a [O,a) con la topología del oroen. Tenemos que [0, 0)0 (el conjunto 
de puntos aislados) es el conjunto de ordinales sucesores menores que aj así que 
¡O, a)¡ = [O, a) \ [O, aJo es el conjunto de ordinales límite menores que o. Lo mismo 
puede decirse para el espacio 10, o] con la topología del orden y o un ordinal no 
numerable. En lo que sigue demostaremos una evaluación de IC[O,a)1 para todo 
ordinal infinito o. Antes demostraremos dos lemas técnicos. 

Lema 3.28. Sea. a un ordinal limite infinito. Si co/(a) > w, entonces 

Ce ((O, a)) '" Ce(IO, aJ). 

DEIIIOSTRAC¡ÓN. 

Recordemos que si o es un ordinal COIl cofinalidad no-numerable, entonces ¡O, o) 
es nUlIlcrablemente compacto. 

Si / E C(fO,o)), donde o tiene cofinalidad no-numerable, entonces / [[0,0')] 
es numerablemente compacto en R, por tanto compacto. Para cada fJ < a , el 
conjunto [fJ,a) es homeomorfo a ¡O, fJo) para algun ordinal 60 < o . Este ordinaJ fJo, 
no puede tener cofinalidad numerable, ya que entonces, [O, a) tendría cofinalidad 
numerable. Así que [0, 60) es numerablemcnte compacto, por tanto [fJ,a) para todo 
6 < a, es numerablemente compacto. Así que la familia {/ {{6, 0)] : 6 < a } , es 
una familia de cerrados en / ([O, a)] con la propiedad de la intersección finita. Sea 
r E "'<.1 [[6, a)l. 
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Notar que si A y B cerrados en [O, a) y ajenos, con a de cofinalidad no­

numerable, entonces uno de los dos es acot.ado en [O, a). En efecto, si ninguno de 
los dos fuera acotado, entonces seria posible construir una sucesión estrictamente 
creciente {6n : n < w} de [0,0) tal que, si n par, entonces 6n E A y 6n+1 E B. Si 
6 = sup{6n ; n < w}, entonces 6 E [O, a), por tanto 6 E An B , lo cual no es posible. 

Como se tomó r, tenemos que l - tf{r}J es un conjunto cerrado y no acotado. 
Por otro lado, para cada n < w definimos al conjunto Cn = {x E [O, a) : I[(x) - rl ;::: 
2~ }. Tenemos que para cada n < w, en n r l [{ r}] = 0, así que cada Cn es acotado. 
Tomamos tln = SupCn y {JI = SUP{On ; n < w}, tenemos que {JI < tl. Ahora, si 
{J E ({JI,a) y 6 E LB,a), entonces 6 tt Unú,Cn, o sea 1/(6) - rl < 2~ para todo 
n < w, por tanto flLB,a)] = {r}. En resumen tenemos que si o tiene cofinalidad 
no-numerable, entonces para toda I E C([O,o:» existe {J E [0, 0:) Y rE R tal que 
¡[IP,a)1 = (rj. 

Por otro lado, ya demostramos que [O, a) es numerablemente compacto y es 
conocido que [O,a) es un espacio normal y T2i así que [O,a) cumple las hipótesis 
del Corolario 3.26. Por tanto 

Co([O, a» ~ ffi¡ ec(!o,oh) (E~..ro(R!O,O)O»)¡ ~ $ieC([O,a;t) (E~,;Fo(Rlal»)'i". 
Notar que 1[0,oJol = IIO,o)o[ = 101. y como además valen los mismos razonamientos 
para {O, a] ya que este es compacto, t.enemos 

Co([D, o]) ~ $'i"ec([o,ol,) (E~,;Fo(RIOI»)¡-. 
Para concluir el lema bastará demostrar que IC([O,oh)[ = IC([O,o), )I. Como 

los espacios [O,aJ¡ y [0,0») están C-encajados en (0,0] y [0,0) respectivamente, 
entonces tenemos que C([O,a]d = C([O,O'h) y C([O,oh) = C([O,ah)· Así que 
demostraremos que IC([O,ah)[ = IC([D,O'h)l· 

Sea I E C([O,ah) , tomamos ¡ una extensión continua de I a [0,0'). Como 
existe {J < a y 1'" E R tal que ¡U.B, 0)1 = i r}, entoces se cumple que para toda 
f E C([O,a),), ,""te P < a y TER taJes qu' fI lP,a) n [O,ahl = (rj. 

Definimos la siguiente función 
F, C([O,a),) ~ C([O,ah) con FU) ~ J, tal que J Ilo,.l>~ I y J(a) ~ r , 

donde fll{J, a) n [O,a)¡) = {r} para alguna .B < a . Veamos que 1 E C([O, ah), es 
claro que será suficiente demostrar que j es continua en a. Pero esto es claro ya 
que ¡[IP, a)1 = (rj, podanto li(p + 1, a) n [O,ahl = (r j . F" inyoctiva, ya qu' ~ 
1 = y, tenemos que ¡ 1'0,0)= 1, y I[o.a),= 9 y j I,o,oh= 9 I¡O,a), por tanto I = g. 
Por otro lado, si T E C(lO, ah), entonces T I¡O,a), E C([O, ah), además existe P < a 
y 1'" E R, tal queT I¡O,oh [[,B,a) n [O,a)¡) = ir}. Así que para que Tseacontinua 
en a es menester que T(a) = T , o lo que es lo mismo F(T f¡O,a» = T . Por tanto F 
es una biyección, y con esto concluimos el lema. O 

Teorema 3.29. Sea a un número ordinal infinito. Entonces 

[C({O,a))[ ~ [al ... · 

DEMOSTRACiÓN. 

Como hasta ahora, tomamos a los espacio (0,0) y [0,0'] con la topología del 
orden. Notar que para cualquier ordinal a se cumple que d ([D,o]) = 101. En efecto, 
todo conjunto denso de [O, al contiene a los ordinales sucesores contenidos en (0,0] 
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es deci, 101 ,; d(lO,ol) ~ 110,011 = 101. Aun más, oomo 101 = d(lO,ol) ,; w(!O, 01) ~ 
lal, tenemos que w([O,aD = 10'1. Usando la Proposición 1.26, obtenemos que para 
cuaJquier ordinaJ: 

1C(lo, olll = w(lo, 01)"' = 101"', 
y para cua lquier ordinaJlímíte o de cofinalidad no-numerable, 

IC(lO, 0))1 = w(lO, oll'" = 101"'· 

ya que ¡¡(10 , o)) = 10,01. 
Ahora, asumimos que a tiene cofina.lidad numerable. En este caso,sea. {an : 

n < w} una. sucesión creciente en [0,0') tal que sup{on : n < w} = o. Para todo 
n < w, tenemos que (a..,an+d = [an + 1,on+¡) = (an,D:n+l + 1). Es claro que 
¡O,a ) = Un< ... (on,an+tl, así que aplicando la Proposición 1.7, obtenemos que 

Cp([O, a)) ~ Tn< ... Cp«an, an+d). 

De esto obtenemos 
1C(lo, 0))1 = TI 1C((0.,0.+l1l1· .<-

Pero, (an , crn+l l está. C-encajado en [O,an+d para todo n < w, lo que significa que 
IC«an,O'n+l])l:S IC([O,an+IDI = IOn+dl-lo • En resumen, tenemos que 

1C(IO, o))1 ~ TI 10.1"' ~ 101"'· 

Por otro lado, sea. F: C([O,crJ) ---> C([O,o)) definida. como F(f) = / r(o.a)' Es 
claro que F es inyectiva, ya que si /,g E C[O,al tales que / [(0,0)= 9 1(0.0), entonces 
g(a) = [(a). Así qU'lol"' = ICIO,oll'; ICIO,a)l · Luego IClo, a)! = 101"' O 

Concluimos este capítulo con un par de teoremas, que describen los espacios 
Co(lO,o)). 

Teorema 3 .30. 1. Paro todo ordinal infinito a tenemos qtle 

Cc([O, aJ) ~ $A<la!"O (E •. FoR!a!) >. . 

2. Para todo ordinal infinito con co/(a) > No se tiene que 

Co([O,a)) ~ $A<lap'O (E.,FoRlal) A' 

3. DR-" Co(lO,wl)" E~,,,,(R-) Y Co(lO,wd)" Co (lO,w.))" E~,,,,(RW'). 

DEMOSTRACI6N . 

1. Tenemos que 

Co«(O,a]) ~ $A<IC(X¡)! (E .. FoRlal) >. 

donde Xl son ordinales lími te en [0,0]. El conjunto de los ordinales límite en [O, o] es 
un conjunto cerrado, par tanto es un conjunto compacto. Por la Proposición 1.26 
(además que C(IO,oh ) = ClIO,ah)), obtenemos que IClIO,o).)1 = wllO,a).)"'. 
La familia {[O, ti + 1) n (O, al1 : ti E ¡O, a11} de conjuntos abiertos en (O , al1 tiene 
cardinalidad 1[0,a]d = lal, así que 101 :s w((O,a¡d :s w([O,o)) = lal. Por tanto 
IClIO, o).) 1 = lal"'· 

2. El Lema 3.28 asegura que Co([O,a)) ~ Co([O,O'J) y por lo anterior tenemos 
lo deseado. 
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3. En e1 Corolario 3.26, se demuestra que-OR'" ~ E~,Fo(R'"') . Como [O,w]o es 
Fcr , obtenemos que OR'"' ~ Cc([O,w]) . Ahora por el Lema 3.28, concluimos que 
CC([O,Wl]) ~ CC([O,WI». Abora, tenemos que 

CC([O,WI]) ~ E9~«NI)"o (E~,Fo(R,",I»)~. 

Como (N1 )NO :5 (2No )No, entonces 18([0, wlh)1 :5 2lto . Luego Co([O,wtl) ~ E~,Fo(R,",I). 
O 

Queremos decir algo acerca de los espacios Co[O,O'), cuando O' es un ordi­
nal no-numerable de cofinalidad numerable. Para desarrollar este tema. será. muy 
import811te el subconjunto E •. Fo(R{O,a» de RIO,a), definido como {f E R[O,o) : 
para todo t: > ° y {J < 0, I{>. <,,: 1/('\)1 ~ E}I < No}. Si a tal conjunto le damos 

la topología de subespacio de ORIO,o), al espacio resultante lo denotaremos por 
E?,Fo(R(O,<>"». Veamos el siguiente lema cuya demsotración es simple. 

Lema 3.31. Sea O' un ordinal no numemble de cofinalidad numemble, entonces 
se cumple una y sólo una de las siguientes afirmaciones: 

a) Existe,," < O' tal que O' = "" + w 
b) Existe una sucesión cofinaJ 0'0 < al < ... < O'n < ... < O' en O' tal que 

!O'n,O'n+l] es infinito pem todo n < w. 

Abora demostremos el siguiente teorema.. 

Teorema 3.32. Sea O' un minal no numerable de cofinalidad numerable, en· 
tonces 

DEMOSTRACiÓN. 

Supongamos que O' =- K + w. Como [0,0') = [O, K] Ea[,," + 1,,," + w), entonces 
Co([O,o'» ~ CO[O, K] xCo([K+ I,K+w). Notemos que IKI = 10'1 y IIK+1,K+w)1 = w. 

Por el Teorema 3.30 tenemos que Co[O,o) ~ ($~<I"I'" (r;~,.1'o(R( .. I»)~) x OR'"', por 

la propiedad distributiva. del producto respecto a la. suma directa (ver la P roposición 
1.6) tenemos que Ca ([O, a» ~ $),<Icr( .... (E~,:ro(RI"I) x OR'"') ~. Vamos a demostrar 
que 

como H(fo ,f¡) = f E R[O,cr) tal que 1 r[O, .. ]= lo y 1 r[ .. +I,o)= 11 . Veamos que 
H(fo'/¡) = 1 E E~:ro(R[O,cr». Sea ( > O y fJ < 0', si {3 :5 K, entonces {,\ < fJ : 
IJ(Al l <: ' j e lA ~ • , IJo(All <: 'l así que HA < f3 ' IJ(All <: ,)1 < No, Aho," 
si fJ > "", entonces existe O < no < w tal que fJ = K + no y además tenemos 
que {A < f3 ' IJ(All <: 'l e {A ~ • , Ifo(All <: 'l u {. + 1, ",,' + nol, lo 
cual muestra que {,\ < (3 : 1/(>')1 ~ f} es un conjunto finito. Ahora. veamos 
que H es biyectiva.. Es claro que es inyectiva. Ahora si z E f:~Fo(R[O,a», como 
K + 1 < 0', para 1': > 0, tenemos que P < K + 1 : Iz('\)1 ?: E} es finito pero 
{A < • + 1 , IZ(AH <: 'l = {A < [O,.] , Iz 110,<1 (All <: 'l, así que Z Ilo,<IE 
E~,Fo(R[o."'I), por tanto (z l[o, .. I'z 1["'+1,<>") E E~,..1'o(R¡Ot"l) x ORI .. +l,cr), además 

que H«z r¡O, .. I' z 11 .. +1 ,0) = z. 
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Ahora veamos que H es un homeomor6.smo. Sean A un conjunto abierto en 
E~,To(R[O ,l<t) y B un conjunto abierto de OIlt[K+l,O\ demostraremos que H(A x B) es 

un conjunto abierto en f:~To(R[O,a:» . Sea lE H(A x B) , esto significa que f l¡o,I<]E 

A Y f f(IC+l,a)E B. Sean 0 1 = n >.E[O,I<) O>., un abierto caja de ORlO, .. ] y 02 = 

[],\E [I<+ I, .. ¡ V" abierto caja de DRII<+l ,o) tales que f t¡o ... IE 0 1 n E?,.1'o(R[O,ICJ) e A 

y f t¡I<+l,a)E O2 e B. Sea O = fll.<o T>., donde T). = O>. si >. E [O, K] Y T>. = V>., si 

). E [K+ 1,0). Afirmamos que f E On E~.To(R[O'''» e H (A x B). En efecto, sea 
t E onf:~.Fo(R[O.Q», para demostrar que t E H(A x B) es suficiente demostrar que 

t f[o, .. )E 0 1 n r:~,Fo(R[O , "I) y que t 1¡I<+l,o)E O 2, peto esto es claro ya que siempre 

que t E t?Fo(RIO,Q» se t iene que t f[o, .. ¡E E~,Fo(R[o ... l) y por la definición de O, 
tenemos que t r[O, .. ]E 0 1 y t r[ .. +I,o:)E O2. 

Ahora veamos que H es continua, sean (fo,/¡) E E~,Fo(R!o,"I) x ORt .. +I.o:) y 

0 3 = n'\E!O,a) C>. un abierto caja de OR!O,o) tal que RUo, f¡) E 0 3 n t~Fo(R!O,o:}). 

Sean A' = ILE[o,4C>' n r;~,.ro(R!O, .. I) y E' = D>'E¡"+1,o) C>., con análogos argu­
mentos a los realizados en el parrafo anterior tenemos que (Jo,/¡) E A' X B ' y 
R (A' X B') e 03' 

Ahora supongamos que o = sup{an ; n < w} con 00 < " . < a", < ... < o y 
[o""on+d infinito para todo n < w. Tenemos que [0,0) = [0,001 EB [ao + 1,011 En 
... EB Inn + 1, a n+1J EB .... Por la Proposici6n 1.7 tenemos que 

Co(JO, o» =::- Co([O,oo]) X Ol~",<",Co lo .. + l,a",+tJ. 

Como {O, (0) 6 [an + 1, On+1) con n < w es un ordinal infinito, por el Teorema 3.30 
tenemoS que 

y 

paran<w. 

Ahora por el Teorema 1.6 tenemos que 
eo([O, a)} ~ e(>.o,>', , .... >. .. , ... )El[o,o:oIlMo x n .. <.., 1[0'" +1,o ... t111"o «E.,FoRlo:ol) >'0 X 

0",<", (E.,FoRI[O:n+I."'"+,II) >. .. ) 

Sabemos que para cada p.o. A), ... , A"" ... ) E HO,oo]lMo x I1n<", lIan + 1, on+dlNo 

se tiene que (E.,FoRlo:ol) >'0 es homeomorfo a E. ,FoRlo:ol y para cada n < w los espa­

cios (E.,.."FoRllo: .. +1,O:n+ dl) >." son homcomorfos asu correspondiente r:. ,.roRllo .. +t.an+l ll, 

entonces ((1: -ro Rlaol) x O < (E -ro Rllon+1,a,,+,JI) ) es homeomorfo a ·,.ro '\0 n '" · ,.ro '\" 

E .... Rlaol x O < (r: .... Rl!O:n+1,O:n+dl) el cual a su vez es homeomorfo a ' ,r o n '" ' ,ro , 
E • .FoRlo,aol x 0"<", (E • . FoR[a,, +I ,an+l1). Veamos que este último espacio es horneo­

morfa a t?.ro(R[O,a). 
Para este efecto definimos 

H . ~ RIO,ao) x O (~ R[a.,+l.o,,+,l) .... t o (Rlo,al) . "'o ,.ro n<", L. o ,.ro • .1'0 

como H (go. lo, ..... , In, ..... ) = I donde 90 E E. ,FoRfO,nol, para n < w se tiene que 
1" E E.,.."FoR[a .. +I , .... +d y f ho,o:ol= 90, para. n < w se cumple que I [[on+1.a ... d= 
1 ... Veamos que I E t~.ro(R!O, .. »). Sean (J < o y f > 0, se tiene que (J E [0,00], 
o bien existe no < w tal que (J E ¡ano + 1, ano+¡J. En el caso en que f3 E ¡O, 001, 
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tenemos que {A < fJ ' If(A)1 " ,j ~ {A < fJ , 190(A)1 " ,j como (A < fJ ' 
IgO(A)! ~ f} es finito tenemos que {A < /3 : I/(A)I ~ f} es finito. En el segundo 
caso, supongamos que A = {A < f3: I/(A)! ~ f} es infinito. Como {A n ¡O, O'oJ, A n 
[00 + 1,01J, ... , A n [O'no + 1,o"o+lJ es una partición de A, existe un elemento de 
esta partición infinit.o, sea e tal conjunto. Sabemos que para todo A E e se cumple 
que If(A)I;?: f Y existe t E {go}U {In: n < w} tal que e e Dom t, así que {A E e: 
It(A)1 ",j es finito, sin embaego C ~ lA E c, If(A)1 ",j ~ lA E c, It(A)1 " ,j, 
lo cual es una contradicción. 

Veamos que H es un homeomorfismo, como en el caso cuando a = /<; + w, sea 

VO = rr vf un abierto caja de ORlo,O'ol 

>.e]O,aol 

y para n < w, sea 

O" = TI O~ un abierto caja de OR[O'"+l,O',,td. 

>.e[O'"+l.a"t,J 

Tomamos V.o = VO n E ..... Rl°,aol y para n < w sea. ° = O" n E .". R[a.,+I,O''' tlJ . ...... 0 n . ,"'-0 

Ahora definimos 

{ 
Vo 

W'- >. .. - O~ 

si A E [O, aol, 
si"\ E IOn + 1,o,,+1]' 

Es claro que 

Por tanto H es abierta. 
Ahorasi/ = H (go,fo , ... ,f .. , ... » y / E W = n>.e[o,Q)w..\nt~.:Fo(Rlo,O'». 

Tomamos 
vf = W). cuando A E (0,00] 

y 

Formamos 

Vo ~ ( TI V~) n E"F,R1o,o,1 
>.e[O,aol 

y 

o. ~ ( TI o;) n E"F,R1o.+l,o.+,[. 
),E!on+l,antl] 

Es cla.ro que (go,/o, .. ·,/." .. ·) E Vo x TI .. <",O .. y que 

H (vo x TI o.) e w . 
• <w 

Con esto demostramos que f[ es una. función continua, y por tanto H es horneo­
modismo. 

En resumen tenemos que 

Co([O, a» ~ $>'<11[0,0011"0 xn .. < ... lIa .. +l,antd]lIo] (t~J"o(R[O,a») >. • 
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Para concluir el teorema sólo resta demostrar que 

101N" = 1[0, oolltl:o .Hao + 1, o¡)INo .... I[an + 1, on+lllNo ..... 

Por el teorema de K6nig, ya que o se particiona. por los ordinales [0,001, ... , tan + 
l,an+l], tenemos que 

101 S IIO,aoll·llao + 1,a,II .... lIon + 1,an+,]I. ... 
Por otro lado 

(110, ooll·lIao+ 1, o, J l ... ·1 Jan + 1, on+' 11 .... )" = 110, aoll" ·lIa,+ 1, o'¡ 1" .... I[an + 1, an+ ,11"' .... 
Así que 

lal" S IIO,a,II"'·I[a, + 1,a,II"' .... lIon + 1,an+,II'· .... 
Ahora 1[O,oollNo S lalNo ,1[0'0 + 1, alll No .:5 Icrl No , .... I[an + 1, O'n+ll1No .:5 lal No .... 
Por tanto 

HO,aollN°.l[ao + 1,crlW~o .... l[an + l 'on+lllN0 .... .:5 (laINO)NO = JoINo. 

Así que .. 
lal'" = IIO,a,II'··lIo, + 1,a,II'· .... lIon + 1,an+>II'· .... 

Con lo que concluimos que 

CD([O;a)) '" ee,<,.,", (t~F,(RI".})),. 
o 

Es importante notar que si cof(a) es finita, entonces a es un ordinal sucesor y 
por tanto [O,a) es compacto y por tanto 

Ce ((O, a)) ~ EB.\<I<>I"o (E.,.1'"R!<>I).\ . 

Con esto queda claro que hemos logrado expresiones para. Co([O,o» con a un 
número ordinal arbitra.rio. 
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CAPíTULO 4 

Problemas 

Aquí presentamos una lista de problemas que surgieron en el desarrollo del trabajo. 

1. En el Capítulo 1 obtuvimos la siguiente evaluación: 

Proposición Si {Xa : a E S} una familia de espacios tal que IXal 2: 2 para 
todo a E S, entonces 

10g1SI ' sup{iw(Xa ) : a E S} ::; iw(DaESXa) ::; ISI· sup{iw(Xa ) : a E S}. 

¿ Cuándo se cumple alguna de las igualdades? 

2. En el Capítulo 2 demostramos el Teorema 2.25; si asumimos las mismas 
hipótesis del Teorema 2.25 pero añadimos que Go(X) ~ Dll~xo ¿podemos concluir 
que X o es c-w-rcraX1 ? 

3. En el Capítulo 2 definimos la función cardinal Npah y en el Capítulo 3 pre­
sentamos algunas acotaciones .de esta función evaluada en espacios tipo ~-producto . 

Si T = SUp{2K: existe A E [XO)K t.al que X \ A E V(p)} , entonces 

¿es Npah (~~,vo(P)lRXo) igual a T+? 

4. Si K(Xo) es la compactación a un punto del discreto X o demostramos que 

Npah(~~,Vo(p)lRXo) 2: (2No )+ ¿Es cierta la igualdad? 

5. Sea E¡jIRN1 el conjunto {f E RNl : I{x E Xo : f(x) =1= O}I :S No} con 
la topología de subespacio de DIRNl. Si asumimos que 2W = 2W1

, ¿es cierto que 
~1ll>Nl ~ DRNl? 
o~ - . 

6. Sean 'Y y K cardinales infinitos tales que 'Y ::; K Y 

~ IRK = {f E IRK: I{'x < K: f('x) =1= O}I < 'Y}. 
,,,/ 

Si COf(K) = No Y coi('/') > No, entonces 

¿es DlRK homeomorfo a EI1A<2K (~,,,/RI<}~ ? 

7. ¿Para algún K con COf(K) = w, existe algún cardinal T tal que 

DRT ~ ~IRK? 

8. Si X es pseudocompacto, entonces ¿ X es c-w-rcraX¡? 

9. Calcular Go(M) donde Mes la línea de Michael. ¿Es Mo c-w-rcraM1 ? 

79 
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10. Si X o es c-w-rcra Xl y Co(X) ~ ORII:, entonces ¿K es igual a IXol? 

Problemas de tipo general 

11. Caracterizar Co(X) cuando X es Lindel6f (resp. realcompacto, localmente 
compacto, a-compacto, primero numerable, paracompacto, Fréchet-Uryson). 

12. Si Co(X) :::: DRil: ¿que propiedades topólogicas debe cumplir X? 

13. Si Xl = {p} y ~~(IRxo) :::: ~g(IRXO) ¿como están relacionados F y 9? 

14. Sea:F un filtro en Q ¿Bajo qué condiciones en F se tiene que ~~(Ra) no 
es homeomorfo a ORa? 
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