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Introduccién

Todos los espacios considerados en este trabajo son Tychonoff, asi que
espacio topolégico significari espacio topolégico Tychonoff. ‘

En el producto cartesiano de familias arbitrarias de espacios topoldgicos, se
define la topologia Tychonoff de la siguiente manera: Sea {Y; : z € A} una familia
de espacios topolégicos. Los abiertos basicos de la topologia Tychonoff de ¥ =
[I.c4 Y= son de la forma

*) [laea O=

donde O, es abierto en Y; para todo z € A, y O, es igual a Yz, para todo z € A
salvo para un numero finito.

Una generalizacién de los abiertos bésicos que acabamos de definir, nos lleva a
los abiertos caja y a la topologia caja. Los abiertos caja son conjuntos del tipo

(**) H:L'EA Oa:

en donde O, es un subconjunto abierto de Y, para todo x € A. Notar que to-
dos los O, pueden ser subconjuntos propios de los Y;. En el caso en que A es
infinito, un abierto del tipo (**) no necesariamente es abierto en el producto Ty-
chonoff. La topologia caja es generada por la coleccién de los abiertos caja los
cuales son los abiertos del tipo (**), como elementos basicos. Es importante no-
tar que histéricamente {ver [20]) la topologia caja, para familias arbitrarias de
espacios topoldgicos, aparece antes que la topologia Tychonoff, pero la carencia de
propiedades productivas importantes en la primera, convirtié a la topologia Ty-
chonoff en la topologia “natural” del producto.

En 1964, en [11], se propone una serie de problemas acerca de la normalidad y
paracompacidad de los productos caja debidos a A. H. Stone. ;Es el producto caja
de lineas reales un espacio normal?

M. E. Rudin es la primera en aportar importantes resultados en esta linea de
problemas; en [16], demuestra que asumiendo CH, el producto caja de familias
numerables de espacios o-compactos, localmente compactos y metrizables es para-
compacto. K. Kunen, en [12], demuestra que bajo CH el producto caja de una
familia numerable de espacios compactos y Ty es paracompacto si y sélo si tal pro-
ducto caja tiene grado de Lindeldf igual a w;. E. K. van Dowen prosigue en esta
linea; en [4] demuestra que el producto caja de familias numerables de espacios
métricos y separables no necesariamente es normal. Finalmente L. B. Lawrence, en
[14], demuestra en ZFC que los productos caja de familias no numerables de lineas
reales no es normal. Es importante mencionar a S. Williams ya que en [21] hace una
buena sintesis de esta problemdtica, presentando teoremas acerca de la normalidad
y paracompacidad de los productos caja en los que se resumen los resultados de
treinta anos.
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Una vertiente importante de la topologia es el estudio del conjunto de fun-
ciones continuas entre dos espacios topoldgicos, dotado de diferentes estructuras
algebraicas y topoldgicas. En “Rings of continuous functions” de L. Gillman y M.
Jerison [6], C(X) es estudiado en su estructura algebraica (C(X) es el conjunto de
las funciones continuas definidas sobre el espacio topolégico X con valores en R).
En “Topological Function Spaces” de A. V. Arkhangel’skii [2], C(X) es estudiado
con la topologia de la convergencia puntual (la topologia de la convergencia puntual
es la topologia heredada de RX con la topologia Tychonofl); tal espacio es denotado
por Cp(X). Si bien estos textos son primordiales, en ellos no se estudia el problema
siguiente

{Coémo es el espacio Co(X)? (ver la Definicién 1.2)

Por ejemplo: ;Cuéles son las relaciones entre las propiedades topolégicas de X
y Ca(X)?, ;Bajo qué condiciones de X, Co(X) es normal o paracompacto (donde
ORX es el espacio producto RX con la topologia caja y Cn(X) es el conjunto C(X)
dotado de la topologia de subespacio de ORX).

En 2002, A. Tamariz y H. Villegas en el articulo “Spaces of continuous func-
tions, Boz products and almost-w-resolvable spaces” [18], realizan un estudio sis-
tematico de Co(X), obteniendo el teorema que sigue.

Teorema. ZFC es consistente con “todo espacio de Tychonoff X sin puntos
aislados es casi-w-resoluble y Ca(X) es un subespacio discreto de ORX ”

En el articulo de Tamariz y Villegas [18], s6lo se ha atendido el caso para
espacios sin puntos aislados, es decir, ningin conjunto singular es abierto. Siguiendo
con esta linea de investigacién, Tamariz planted la pregunta siguiente

;Cémo es Cp(X), cuando X no es discreto y tiene puntos aislados?

En esta direccién el primer resultado importante que obtuvimos esta expuesto
en el Capitulo 2, en la seccién “Cuando Cn(X) es un producto caja, primera parte”.
Si X es el conjunto de puntos aislados de X y X; = X \ X, tal teorema dice

Teorema 0.1. Si X es un espacio topoldgico tal que Xo es un conjunto denso
y F, en X entonces

Cu(X) ~ DRXO.

Para la demostracién de este teorema, se desarrolla una técnica que reiteradas
veces se usard. Esta consiste en particionar distintos conjuntos por cgrrabiertos,
que son clases de equivalencia de alguna estructura cociente. Asi, si C(X)) es el
conjunto

{f € C(X,) : f se extiende continuamente a X},

y si para Z € C(X;) tomamos
Az(X) = {f e C(X): [ Ix, =17},
entonces se obtiene
(1) La familia {Az(X) : T € C(X1)}, es una particion de C(X).
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(2) Para todo T € C‘(Xl), Az(X) es cerrado en Cg(X).

(3) Para todo T € C(X,), Az(X) y As(X) son homeomorfos.

(4) Para todo T € a(Xl), Az(X) es un grupo topoldgico.

(5) Para todo T € a(Xl), Az(X) y A5(X) son topoldgicamente isomorfos.

Volvemos a particionar al conjunto Ag(X ), mediante el subgrupo Ag(X)NE(F),
donde {F, : n < w} es una particién de Xo, E(F) = MicwEr(F), y Ex(F) =
Um<wEk,m(F), donde

R sizeF,ei<m,
Eem(F)(z) =< [—35% 79%) siz€Fym<i,
R Si.’.l?GX].

Esta nueva particién cumple:
(1) Para cada f € A5(X), (E(F)NAp) + f es un grupo topoldgico.
(2) Para cada f € Ag(X), (E(F)NAp) + f y (E(F)N Ap) son homemomorfos.
Es mds, (E(F)NAg) + f y (E(F) N Ap) son topoldgicamente isomorfos.

Paralela a estas particiones se construyé otra particién, ahora de RX°, En
efecto, auxiliados por una particién numerable F = {F, : n < w} de Xp, como
antes, definimos

Eo(F) = Mi<w B (F), donde E§(F) = U< EG™(F) ¥

R sizeFei<m,
Ek <
o (F)(z) = _ 1 - Fl, N
[~ 557, 57%] siz€Fiym<i
Asi, obtenemos los siguientes resultados:

(1) Eo(F) es un cerrabierto en ORX®.

(2) Eo(F) es un subgrupo topoldgico de ORXo (QRX° es grupo topoldgico con la
suma de coordenada a coordenada).

(3) Para todo f € RXo, Eo(F) + f y Eo(F) son topolégicamente isomorfos.

(4) Por el Axiome de Eleccidén, podemos asumir la existencia de un sistema

completo minimo de representantes de las clases de equivalencia Dy C R¥°
de ORX? / Eo(F). Por tanto

OR*® = @ ep, (Eo(F) + f).

Para dos espacios topolégicos X e Y, si ellos son homeomorfos escribiremos
X ~Y. 8i Gy H son grupos topolégicos que son topologicamente homeomorfos
escribiremos G = H. :

Asumiendo las hipétesis del Teorema 0.1, se obtiene una particién F = {F, :
n < w} de Xp de conjuntos cerrados de X. Respecto a una particién de este tipo,
se tiene que
a) OR*® = @ e po(Eo(F) + f) ¥

b) Ca(X) = ®zea(x,) (Bren, (BE(F)NAg) + fg,

donde los sumandos en a) son homeomorfos a los sumandos de b), Dg es un sistema
minimo completo de representantes de las clases de equivalencia de ORX°/Eqo(F),
D, es un sistema minimo completo de representantes de las clases de equivalencia
de A5(X)/A5(X)NE(F). Y ademds el niimero de sumandos de a) y b) es el mismo.
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Variaciones en las hipétesis del Teorema 0.1, nos permitirdn concluir algunas
otras propiedades de estas dos descomposiciones y de los conjuntos particionados.

En lo que sigue del Capitulo 2, desarrollamos nuevos teoremas en donde se ge-
neralizan las hipétesis en el Teorema 0.1. Asf nace el concepto de casi-w-resolubilidad
relativa en X: X es casi-w-resoluble con respecto a X; (en forma abreviada Xg es
c-w-rcraX;) si existe una particién numerable de X tal que todo abierto de X que
contiene un punto de X, intersecta a una infinidad de elementos de tal particién.

El que Xy sea c-w-rcraX7, junto con una estructura adecuada de las vecindades
de los puntos del conjunto Xi, nos llevé a obtener un importante teorema. Este
teorema nos permite concluir que en espacios donde las vecindades de cada punto
de X intersectadas con Xy, son ultrafiltros en Xg; esperar una forma del Cn(X)
como en 0.1 y que X sea c-w-rcra X sélo es posible si Xy es F,,. Tal teorema dice:

Teorema. Para todo © € X, denotamos por V(z) sus vecindades y Vo(z) =
V(x) N Xo. Tenemos que, si® # X1 C cx(Xo) v Vo(z) es un ultrafiltro en Xo,
entonces son equivalentes:

(1) Xo es Fy en X.

2) Xo es cw-rera X;.

3) Co(X)~ ORXe y X, es c-w-rcra X;.

(X) es abierto en Co(X) y Xo es c-w-rcra X;.
5) Ag(X)~ ORX° y Xq es c-w-rera X;.
6) A5(X)~ Co(X) vy Xo es c-w-rcra X, .

En el camino de debilitar las hip6tesis del Teorema 0.1, ahora buscamos una
expresion para Co(X) en donde no necesariamente X; C clx Xo. Como antes, Xg
denotara el conjunto de puntos aislados de X y X; = X \ Xo. Ademaés ahora, X°
denotaré a (clxXo) N X, y Z sera el conjunto X; \ X° Obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema. Sea X un espacio topoldgico que cumple

(1) El congunto de puntos aislados de X, Xy, es infinito y F.

(2) X1 =X\ Xo es no vacio, X0 =cl(Xo) N X1 # 0y Z = (X1 \ Xbes no
vacio y casiw-resoluble.

Entonces, Co(X) es la suma directa de a lo mds |C(X1)| copias de ORX°. Es
decir,

Ca(X) = G)’ie@(xl)(DRxo)i'

La definicién de casi-w-resoluble la damos en la seccién: “Cuando Cu(X) es un
producto caja, segunda parte” del Capitulo 2 (vease también [18]).

En la bisqueda de condiciones que nos permitan reducir sumas directas de
copias de ORXe, como las que aparecen en la conclusién del dltimo Teorema, defi-
nimos la funcién cardinal Npah(X).

Sea X un espacio topolégico. Una particién C de X es una particién homeomdr-
fica de cerrabiertos de X, si cada elemento de C es un cerrabierto homeomorfo a
X.

La funcién cardinal Npah(X) es definida como:

Npah(X) =min{x : no existe una particién homeomdrfica de cerrabiertos de X
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de cardinalidad «}.

Aqui los cardinales pueden ser finitos. Es més para todo espacio X, se cumple
que 2 < Npah(X) < |X|. Asi, si X es conexo entonces Npah(X) = 2.

En el caso en que Npah(X) es infinito, si tenemos sumas directas de estricta-
mente menos de Npah(X) sumandos homeomorfos a X, esta suma es homeomorfa
a X. Es decir, conociendo el Npah(X) tenemos la posibilidad de reducir sumas
directas de sumandos homeomorfos a X.

Asi que calculamos Npah(OR"*), obteniendo la siguiente evaluacién:

Para todo cardinal infinito « se tiene que:

Npah(OR*) = (2%)*.

En el articulo “Paracompact subspaces in the Box product topology” [15] se
demuestra una importante propiedad de los subespacios 05 ([ e; Xo) = {¥ :
{a € J: y(a) # z(a)}| < Ro} de OqesXa, a saber que si para todo A C J finito
tenemos que [],c o Xa s paracompacto y T, entonces 05 ([],c; Xa) s paracom-
pacto, mostrando que estos espacios guardan interesante informacién del espacio
completo. Nosotros fijamos nuestra atencién en estos subespacios, desarrollando
una idea de M. E. Rudin expuesta en [17] pdg. 55; demostrando que

Proposicién. Para todo cardinal infinito k y z € OR*, tenemos e (o2 (R”) =
c(a2(R*) = L (c2(R")) = d(¢2(R®)) = k. Ademds la componente coneza de x en
OR es g0 (R"),

Con este resultado y la evaluacién de NpahRR™, obtenemos la demostracién del

Teorema, que nos provee de técnicas para reducir las sumas directas de copias de
OR*.

Teorema. Sean 7,7 y k cardinales infinitos, entonces
Ba<x (OR7), 2 ORY siysélo si k <27 yy=T.

Auxiliados con estos resultados obtenemos el siguiente teorema.

Teorema. Sea X un espacio topoldgico que cumple:

(1) El conjunto de puntos aislados de X, Xo, es infinito y F,.
(2) X5 =X\ Xo es no vacio.
(3) X°#£0+# Z.

Supongamos ademds que Z es casi-w-resoluble, entonces

Ca(X) ~ ORX° s y sélo si| C(X1) |< 2 Xel,

Este Teorema nos da condiciones que nos permitirdn reducir los Ca(X), que
en principio serian sumas directas de ORX°, a sélo ORX°.

Otro resultado del Capitulo 2 es el siguiente

Teorema:. Si X es un espacio topoldgico, donde Z # 0 # X°, Z es casi-w-
resoluble y para todo p € X° se tiene que Vo(p) es ultrafiltro en Xo, entonces son
equivalentes:

(1) Xo es Fsr en X.
(2) Xo es c-w-rcra X°.
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(3) Co(X) es suma directa de a lo mds |6(X1)| copias de ORX° y Xy es c-w-rcra
X®.

(4) Ag(X) es abierto en Co(X) y Xo es c-w-rcra X°.

(5) Az(X)~ ORXe y X, es cw-rcra XP.

Este Teorema nos dice, con ciertas restricciones sobre los conjuntos Z, X, todo
lo que significa que X sea F,,. Notar que tenemos un Teorema (ver Teorema 2.25)
analogo a este dltimo, pero en este caso X; C clx Xp.

Para finalizar el Capitulo 2, usando lo que hemos demostrado y los resultados
expuestos en [14] y [16], obtenemos el corolario

Corolario. Son consistentes con ZFC las siguientes afirmaciones para todo
espacio Tychonoff X tal que Xo es un conjunto F, de X

(1) Ca(X) no es normal st | Xo| > Ro.

(2) Asumiendo CH, tenemos que Cg(X) es paracompacto si | Xo| = No.

En el Capitulo 3, desarrollamos las expresiones de Cn(X) donde X es un espa-
cio Tychonoff y X es un s6lo punto. En este caso se tienen algunas simplificaciones
respecto a los casos tratados en el Capitulo 2, lo cual nos permitié encontrar ex-
presiones de Ca(X), en términos de Y-productos de diversos tipos.

Sean F un filtro en Xp,
Lr(RX) = {f e R*° : {z € Xo : f(z) =0} € F},

2, 7(RX0) = {f e R¥° : para todo e >0, {z € Xo: |f(z)| < €} € F}

Yr(R¥) = {f e R¥°: para todoe>0, {zx € Xo: |f(z)] > ¢} ¢ F}.

Si a estos subconjuntos de RX° les damos la topologia de subespacios de OR*©,
los denotaremos respectivamente como '

SRX0), 10 [®) y SFRY).

En esencia tenemos dos clases de espacios, (si X1 = {p}) unos en los que
Vo(p) es w-completo y los otros en los que no. Los Ca(X) de los primeros es un

Eeo(p)(R)“), en tanto que para los segundos su Cq(X) queda descrito en términos
del espacio Y vo(p)(RXD). Veamos el siguiente Teorema en donde se describe tal

cosa.

Teorema. Sea X un espacio topoldgico y X1 = {p}, entonces
1. 8iVo(p) es wt-completo y X es c-w-rera X1, entonces

Ca(X) = 5 ) (RX).

2. SiVo(p) no es wt-completo, entonces

Co(X) o Ty, (R™).
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Es de resaltar que existen espacios en los que su Cp(X) es un cldsico -
producto. Por ejemplo, si X = X, U {p}, donde X es un discreto no numerable y
las vecindades de p son los complementos de conjuntos numerables de X. Es decir,
X es el minimo espacio Lindeldf que contiene al discreto Xo. En este caso Cg(X)
es el Z-producto en ORX° con punto base la funcién-nula en Xo.

En el Capitulo 3, desarrollamos expresiones para Cg(X) cuando X es numera-
blemente compacto. Los principales resultados son los siguientes:

Proposicién Si X es un espacio numerablemente compacto, entonces
Co(X) = Bzee(xy) (Z?,fo(Rxo))
y si |C(X1)| < 2%, entonces Co(X) ~ 50 5, (RX0).

’f Y

Proposicién (1) Para todo cardinal infinito x, se cumple
Co(B(K)) = Dacox (ZE"J-'O(RK)),\ .
(2) Para todo q € B(w) \ w, se cumple que
ORY ~ 57 £ (R¥) ZE',q(R“’).

Concluimos el Capitulo 3 con los siguientes teoremas, que muestran cémo es-
pacios de aparente naturaleza distinta son los mismos, asi como todas las posibles
formas de los espacios Cg ([0, @)) para a un nimero ordinal arbitrario.

Teorema

1. Para todo ordinal infinito o tenemos que
Co([0,a]) = ®scjapro (ZemRI)
2. Para todo ordinal infinito con cof(a) > Ro se tiene que
Co([0,a)) ~ ®rqja)v (Zt.foRlal)A
3. ORY = Co([0,u]) = 8, (R¥) y Co((0,wn]) = Ca(0,u1)) = T2 5, (R).

Teorema Sea o un ordinal no numerable de cofinalidad numerable, entonces

Ca([0,)) = ®sjar (E07,(ROD))

Donde el subconjunto-Z, £, (R®)) de R es definido como {f € RI%®) :
para todo € > 0y 8 < a,|[{} < B: |f(N)] > €}| < Ro}. Si a tal conjunto le damos
la topologia de subespacio de ORI®®  a] espacio resultante lo denotaremos por
S0 (RO,

En resumen en este trabajo analizamos los espacios Co(X) cuando X tiene pun-
tos aislados, y a través de estos estudios logramos demostrar que varios subespacios
del tipo X-producto en OR” son homeomorfos a algin OR”.

De entre los resultados recopilados en el primer capitulo, algunos son conoci-
dos, pero todas las demostraciones son propias del autor. Los resultados de los
demds capitulos son originales. En el primer capitulo definimos y demostramos los
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resultados bésicos de este tema, asi como algunas propiedades que nos seran utiles
posteriormente.

En el Capitulo 2, exponemos las propiedades mis generales de Cp(X), y limi-
tamos nuestros tipos de espacios con los que trabajaremos. Este es el capitulo
més importante del trabajo, puesto que aqui se desarrollan las demostraciones de
propiedades que se usaran posteriormente.

En el Capitulo 3, realizamos un estudio particular de conjuntos del tipo Z-
producto; los resultados-obtenidos nos permiten encontrar expresiones de Cg(X)
cuando X es T3 y numerablemente compacto, asi como expresiones de Cg(X) para
cualquier espacio de ordinales.

Finalizamos el trabajo proponiendo una lista de problemas con respecto a nues-
tro tema, que nos parecen material interesante de investigacién.

Los resultados fundamentales de este trabajo son:

En el Capitulo 2 los Teoremas 2.21, 2.25, 2.40 y 2.44; en el Capitulo 3 los
Teoremas 3.15, 3.30, 3.32 y el Corolario 3.26. -

Al final presentamos una bibliografia en la cual listamos los textos que usamos
como lectura formativa y también los textos que citamos a lo largo del trabajo.



CAPITULO 1

Los productos caja

1. Introduccién

En este capitulo desarrollaremos algunos resultados que serdn titiles posterior-
mente y que describen algunas propiedades de los productos caja.

2. Definiciones y notacién

Sea {Xq : a € S} una familia de conjuntos. Denotaremos como [] .5 Xa al
producto cartesiano de la familia {X, : @ € §}. Si para toda a € S, tenemos
Za C Xa, tomaremos [[ c5Za = {2z € [[,csXa : para todo a € 8, 2(a) € Z,};
a este tipo de conjuntos de un producto cartesiano se les llamard conjuntos caja,
ellos quedan completamente descritos si decimos quien es cada uno de sus factores.
Asi si F es un conjunto caja de [[ .5 Xa, ¥y F(a) es el correspondiente a-esimo
factor, entonces F' queda determinado por todos los F(a) y F =[], .5 F(a).

Definicién 1.1. Sean {X, : @ € S} una familia de espacios topolégicos, O,
un conjunto abierto de X, para toda o € S,y O, = X, para casi todos los «
salvo un nimero finito de indices. Los conjuntos

H Ocn
€S
son la base de la topologia Tychonoff del conjunto ], g Xa. Denotaremos por
TaesXa al espacio topolégico que resulta de dotar al conjunto [], Xa con la
topologia Tychonoff.
Si la familia {X, : @ € S}, es tal que X = X, para todo a € S. Denotaremos
a [laes Xa como X5 y al espacio TohesXa como TXS.
Sea X un espacio topolégico. Denotamos al conjunto de funciones continuas
definidas sobre X y con valores en R como

C(X).

Es claro que C(X) c RX. A C(X) dotado con la topologia de subespacio de TR*
se le denotard como Cp(X).

-

Definicién 1.2. Sea {X, : @ € S} una familia de espacios topolégicos. Si para
cada a € S, O, C X, es un conjunto abierto de X,, el conjunto Haes Og, sera
llamado un abierto caja en el producto cartesiano [, cs Xa. Al conjunto [, .5 Xa
con la topologia generada por los abiertos caja como base serd llamado el producto
caja de la familia {X, : @ € §}, y se denotard por DaesXa.

Denotaremos por 0X* al espacio OaesXa cuando X = X,,, para todo a € S.
Al conjunto C(X) con la topologia de subespacio del espacio OOR* lo denotamos
como Cp(X).
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Sea X un espacio topoldgico y B un subconjunto de X que es un conjunto
cerrado y abierto de X, entonces diremos que B es un cerrabierto.

3. Propiedades basicas

Sea {X, : @ € S} una familia de espacios topolégicos. Para A C S, denotamos
como T4 a la funcién

TA : II‘XQ — I]‘Xa

aES acA
definida como 74(f) = f [4. Para a € S, escribiremos 7(q} = Ta.

Proposicién 1.3. Sean {X, : @ € S} una familia de espacios topdlogicos y
ACS, entonces w4 : DaesXa — OacaX, es continua y abierta.

DEMOSTRACION.
Sea [] a€S Og un abierto caja de Oy 5X,,, donde O, es un abierto no vacio de
X, paratodo € S. Afirmamos que 74 ([T e Oa) = [Taea Oa- En efecto, sea f €
[laes Oas es claro que f [4 (@) € O, para todo a € A, es decir 14 ([[,cs Ou) €
O..
acA YVa

Por otro lado, elegimos z, € O, para todo a € S\A. Ahora, seah € [] ¢4 Oa-
Sea h' € [],es Oa definida como h'(a) = h(a) sia € Ay h'(a) =za sia € S\ A.
Asi que m4(h') = h y de aqui tenemos la igualdad 74 ([T cs Oa) = [Taca Oa-

Por otro lado, si f [4€ [],cq Oa, entonces f € [],cs Va, donde Vo = Oq
sia€ Ay Vo = X, si a € §\ A, Este Gltimo conjunto es un abierto caja de
OaesXa, ¥ T4 (Haes ‘Va) &= Hae.ﬁ O4. Asi que 74 es continua y abierta. (En el
caso particular de que A sea un conjunto singular tenemos el caso de las proyecciones
del producto a un espacio de la familia.) O

Veamos ahora las propiedades de conmutatividad, asociatividad y distributivi-
dad de los productos caja. Veamos enseguida la propiedad asociativa para los
productos caja.

Proposicién 1.4. Sea {X¢ : £ € J} una familia de espacios topoldgicos y
{Jx: A< &} una particién de J, se cumple que

DecsXe = Onex (Oeesn Xe)
DEMOSTRACION.
Sea
H : OgesXe — Oacr (Ogesn Xe)
la funcion definida como: H(f) € Oycx (Ogey, Xe) es tal que H(f)(A) = fi €
O¢es, Xe en donde fy(€) = f(€) para toda £ € J,.

Veamos que H es inyectiva. Sean f,g € OgcsX¢ tales que H(f) = H(g). Por
tanto se tiene que f) = g, para todo A < k. Por otro lado, sea £ € J, sabemos que
existe un tnico A < k tal que € € Jy. Como f3(€) = ga(£), por la definicién de H,
tenemos finalmente que f(£) = g(€), asi que f=g.

Ahora, sea g € Oy, (Ogeg, X¢). Denotamos por § € Oge s X a la funcién que
cumple g(&) = g(A)(€) si € € Jy. Veamos que H(g) = g. Es suficiente demostrar
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que para toda A < k se cumple que gy = g(\), esto es claro ya que §x(§) = §(&) =
g(A)(€) cuando £ € J,.
Para todo £ € J sea A¢ C X¢ un conjunto abierto de X¢. Afirmamos que

() - ()

Sea f € []ccs Ac ¥ A < &, tenemos que H(f)(A)(§) = f(&) € A¢ para todo
€ € Ja. Por tanto H(f)(A) € []¢e,, Ac para toda A < k. En otras palabras

H(f) € [Ty (erh A{) Por otro lado si g € ], (neeh AE), definimos
9 € [l¢es Xe como antes, es decir, §(¢) = g(A)(§) cuando £ € Jx. Es claro que
9(§) € Ag cuando £ € Jy, por tanto g € []..; A¢. Hemos demostrado que H es
abierta. Como H es biyectiva entonces

- (11 (114

lo que demuestra que H es continua, y finalmente H es homeomorfismo. O

Veamos ahora la conmutatividad de los productos caja.

Proposicién 1.5. Sean {X¢ : € € J} una familia de espacios topolégicos y
F : J — J una biyeccién. Entonces

OgesXe = Decs Xr(e)

DEMOSTRACION.

Entendemos que h € Ogey Xp(e) siy s6losi h : J — UXg es tal que h(§) € Xp(g)
para cada £ € J. En contraste h € OgeyXe si y sélosi h: J — UXe es tal que
h(§) € X¢ para cada § € J.

Sea H : Ogcy X¢ — OgesXp(ey una funcién definida como H(h)(€) = h(F(£)).
Veamos que H es una biyeccién. Supongamos que H(hy) = H(hs). Pa.ra toda
¢ € J, tenemos que hy (F(€)) = ha(F(€)). En particular para F~1(§) tenemos que
hi(F(F~1(€))) = ha(F(F7(€))), o sea que hq(§) = ha(§)-

Ahora sea h € Oge g Xp(e), y sea h definida como h(€) = h(F~1(£)). Verifique-
mos que h(£) € X¢. Pero sabemos que h(F~1(€)) € Xp(r-1(e)) = Xe, asi que
h € OgesXe. Pero ademés tenemos que H(h) = h.

Sean O¢ conjuntos abiertos de X¢. Verifiquemos que

H([] 0¢) = [] Orco)-
£eJ £ed
Sea h € []¢c; Og; es claro que H(h)(§) = h(F(§)) € OF(E), por tanto H([[cc; O¢) C
[lecs Or(e)- Ahorasil € [ ; OF(e) denotamos por h como la funci6n que cumple

que h({) = h(F~1(€)). Por los argumentos previos tendremos que H(h) = h y
ademés h € [lecs O¢. Asique H es una funcién abierta.

Veamos que H es continua. Sea Op() un comunt.o abierto de Xp(). Como
tenemos que H([¢c; O¢) = [l¢es Or(e), @plicando H™! en ambos lados tenemos
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que
[[o¢=H"(]]Ore |,
geJ £ed

esto es suficiente para concluir la continuidad. O

Toca el turno a una propiedad distributiva, del producto caja respecto a la
suma directa.

Proposicién 1.6. Sea {K¢ : £ < v} una familia de cardinales. Para cada
£ < sea {Xi 1 A < K¢} una familia de espacios topdlogicos indicada por K¢. Se
cumple

E ~
Ue<y (@‘“‘ex«\) = Brellec, Ke (D‘E“X?(E])

DEMOSTRACION.

Para hacer méas descriptiva la presentacién de la proposicién, denotemos para
cada § < «y por Y al espacio Oa<ke XA yseal = DK.,Y‘;- Por otro lado, para cada
fe ]'[Eq K¢ denotamos por Wy al espacio D5<"'X.f(£} y W =®pery, .,k Wr- La
proposicién afirma que Y ~ W,

Definamos H : ¥ — W de la siguiente manera: paracada h € Y y € < 7
tenemos que h(€) € Yz; como Y; es una suma directa, existe un tnico A < K¢ tal

que h(€) € Xi; denotamos por f € [, K¢ a la funcién definida como fx(§) =
A < K¢ tal que h(§) € X;. ¢, Queremos definir H(h) € Wy, , Para esto, para cada
& < 7, H(h)(§) debe ser un elemento en Xf (¢)- Tomamos H(h)(&) = h(€) € Xi

y como fr(€) = A, tenemos que H(h)(£) = h(§) € Xf (¢)- En resumen, definimos
H(h) € W tal que para f, € [ ., K¢, H(h) € Wy,. Veamos que H es inyectiva.
Supongamos que H(h,) = H(hs) para hy,hy € Y. Sea f € [[._, K¢ tal que
H(hy), H(h2) € Wy = D¢, Xé ), entonces hy(€) = H(m)(€) = H(ha)(€) = ha(€),
por tanto hy = ha. Veamos que H es sobreyectiva. Sea g € W con f € Hfd-r Ke
tal que g € Wy, es decir para cada £ < 7 tenemos que g(§) € X.?(E) con f(§) < Kg.

Tomamos h € Y definida como h(§) = g(§) € Xﬁ(&) & ®A<K€X§- Es claro que
H(h) =

Sean A¢ un abierto en ¥ = €E),\<K£X'\ y A= Heq Ag, asi que A es un
abierto en Y. Queremos demostrar que H(A) es abierto en W, que es equwalente a
demostrar que para todo f € [[., K¢ se tiene que H(A)NWy = H(A)ﬂl:lgm){}.m
es un conjunto abierto en Wy. Sea g € H(A) N Wy y h € A tal que H(h) = g. Por
tanto tenemos que para cualquier £ < 7, h(§) € A¢ ﬂX§ para un tinico A < K. Por
otro lado g(¢) € Xf(g) y como g(€) = H(h)(€) = h(£), entonces f(£) = A. Como

AgﬂXf{E) es un abierto en Xﬁ(&] para todo £ < v, entonces C' = I_]sﬂ, (AE N Xf'(f))

es un abierto en DE<7X§(¢] = Wy. Ademés g € C, por tanto H(A) N W, C C.
Es mas dos iltimos conjuntos son iguales. En efecto sea ¢t € C, entonces para
toda £ < 7 tenemos que t(§) € A¢ y t(€) € Xﬁ(&)’ es decir t(§) € EB,\<K€XE.
Tomamos hg € Y donde ho(€) = t(€), entonces H(h) =ty ademés h € A, entonces
te HA) NW;.
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Ahora veamos que H es continua. Sean h € Y, H(h) € A donde A es un
abierto de W y f € [, K¢ tal que H(h) € W;. Notemos que H(h) € AN Wy
y que ANWj es un conjunto abierto de Wy. Existen abiertos Ay () de Xf{ ) tales
que H(h) € []¢., Ase) C ANW;. El conjunto Ay es un conjunto abierto de Y
ya que A.f{é) an =0siA# f(f)o Apg N Xi = Af(E] sid= f(£) para A < K¢ .
Por tanto podemos concluir que h € [],., As(e) v que [, As(e) es un conjunto
abierto de Y. Por iltimo veamos que H([]¢.., Ase) C A. Sea g € [, Ay,
entonces H(g)(§) = g(€) € Ag(¢), s decir H(g) € HE<T Ay CANWrCA 0O

Sea {S¢ : £ < 7} una particién del conjunto S (es decir Ug<4Se = S, S¢ # 0
para todo £ < vy S¢ NS¢, = 0 cuando & # &2). Paratodo £ < vy a € S sea
V& C X,. Tomemos el producto cartesiano

IT ( IT v ) .
£<y \a€S;

Este espacio con esta topologia caja, en donde cada [] . Se V£ estd también consi-
derado con la topologia caja (ver la propiedad asociativa y conmutativa de los pro-
ductos caja) es homeomorfo al subespacio de OaecsXa : {f € [[ocs Xa : Tal(f) €
Vcsi ae Sg}.

En todo el resto de este trabajo, vamos a cometer repetidamente un
abuso de notacién que nos permitirda simplificar la simbologia y agilizar
la identificacion visual de los objetos tratados, aunque se pierda presicién
formal.

Denotaremos por

1 (1 v)
€<y \aESe

al conjunto {f € [[,csXa : malf) € V§ sia € 5,€ < v} tomado con la
topologia de subespacio de O,c5X,.

Proposiciéon 1.7. i X = @sesXs, entonces Co(X) ~ O5esCn(Xs) y Cp(X) =~
TsesCp(Xs)-

DEMOSTRACION.

Sea X = @s5csXs. Definimos F : Cp(X) — OsesCa(Xs) como F(f)(6)(z) =
[ lxs (z) siz € Xs.

Como {X5 : 6 € S} es una particién de X, F(f)(6) es una funcién; veamos
que F(f)(6) es continua. Si F(f)(6)(z) € O con z € X;, por la continuidad de
f ¥ como F(f)(6)(z) = f |x; (z) = f(z), existe V, conjunto abierto de X, tal
que z € Vy f(V) C O. Pero entonces V N X5 es abierto en X;5. Es claro que
flxs (VNXs) = f(VNXs) CO. Asi que para cada f € Ca(X), F(f) es un
elemento de OsesCn(Xs). Si F(f) = F(g) y z € X, entonces z € X; para alguna
6 € S, entonces F(f)(6)(z) = F(g)(6)(2), o sea f(2) = g(z), por tanto f = g. Esto
significa que F es inyectiva. Sea H € O5e5Cq(Xs), definimos

h: X — R como h(z) = H(6)(z) si z € X;.
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La funcién h es continua, ya que H(§) es continua para toda § € S. Ahora,
F(h)(6)(z) = H(6)(z), por tanto F(h)(6) = H(6), o sea F(h) =

Veamos que F es continua. Sea F(f) € [[5.50Os con Os abierto en Cn(Xs)
para todo § € S. Como F(f)(6) € O, sea F(f)(6) € ([],ex, V2) N Ca(Xs) C Os.
Afirmamos que

fe TI viyr JI véncax)c]] o

seS,xeX; feS2EXs SeS

Es mis, si f € [],cx O, entonces f |x,€ V?® = ([],ex, O=) N Co(Xa) s un
abierto en Co(Xj5), asf que

F(fle[[viyF ((1‘[ ox) ﬂCn(X)) =] v°.

ses TEX seS
Y. podemos concluir que F' es un homeomorfismo.

Para la segunda afirmacién, definimos de igual manera
F : Cp(X) — TsesCp(X5) como F(f)(8)(z) = f Lxs (z) siz € Xs.

Repitiendo los mismos argumentos que antes, tenemos que F' es una funcién
biyectiva. Ahora veamos que F' es continua. Sea [[;.50s un abierto bésico de
Ts5esCp(Xs) que contiene a F(f). Cada Os es un conjunto abierto en Cp(X5)
para todo § € S, y existe 4; C S, tal que para todo § € S\ A, se tiene que
05 = C,(Xg) con A; finito. Por otro lado, para cada § € A,, tenemos F(f)(d) €
(ITzex, V2)NCy(X5) C O con As C X5 conjunto finito tal que para z € X5\ As se
tiene que ‘V5 R. Tomamos para todo z € X \ Usc 4, As a V igual a R. Entonces
tenemos que

fe JI Vivr( I véncux)c]]O0s

SES,TEXs SES,zEXs 8€S

Es més, si f € ([],cx Oz) N Cp(X) con O; = R salvo un conjunto finito,
entonces f |x,€ V¢ = (ITzex, O=) N Cp(X5) es un abierto en Cp(Xs). Asi que

F(f) e (JT V% y F(T] 0:=) nCp(X)) =[] V°.

5eS z€X 5€S
Y podemos concluir que F' es un homeomorfismo. O

Definicién 1.8. Sea {X, : @ € A} una familia de espacios topolégicos y = €
[laca Xa- El o-producto en [], 4 Xa basado en z es

o.={y e H Xo: |[{a € A: y(a) # z(a)}]| < Ro}.

x€EA
Le damos a o la topologia de subespacio de O,e4.Xq; €l espacio resultante se
denotaré por oF ([T,c 4 Xa)-
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Proposicién 1.9. Sea {X, : a € S} una familia de espacios topoldgicos y
x € UpesXa. Si Cy es la componente coneza de x en OuesXa, entonces

C; C 03

DEMOSTRACION.

Sea y ¢ 0. Tomamos B C S, tal que a € B si y sélo si y(a) # z(a). Como
[B| > Ro, existe una particién numerable de él. Es decir existe una familia de
conjuntos {F, C B : n < w} tal que F, # 0 para todo n < w, F, N F, = 0 si
n#myUpcoF, =B.

Si @ € B. Tomamos un abierto Of C X, \ {z} y para todo n < w un abierto
O3, tales que y(a) € O, C clx,0%,, C OF para todo n < w.
Definimos Hm C OgaesXa como

Xﬁ sia€ F-_’, i _<_ m
Hym(a) =< cdx, 0% sia€F,m<i
Xo sia ¢ B.

Ahora Hy = Up<cwHem Y H = Ng<w Hi.

Es claro que y € H y que = ¢ H. En general, z € H si y sélo si existe
una sucesién estrictamente creciente {my : k < w} tal que z € Hy mm, para todo
k < w. Sélo mostraremos la suficiencia de la afirmacién anterior. Sea z € H, para
todo k < w, existe tx < w tal que z € Hy,,. Supongamos que t; < tp; bastara
tomar mg = g y my = tg + 1. En efecto si @ € F; con m; < 1, entonces #; < 1;
por tanto z2(a) € clx,O% ,. Ahora si ya tenemos la sucesién {mg,my,...,mn},
estrictamente creciente, pero t,41 < my para algin ! € {0,1,...,n}. Bastara definir
Mp41 = Mn + 1, ya que si & € F; con muyy < 4, entonces tpyy < my < my + L.
Por tanto t,+y < 1, y aseguramos que z(a) € clx, O?+(n+1).

Ahora veamos que H es abierto. Sea z € H. Sabemos que existe una sucesion
{my : k < w} estrictamente creciente tal que z € Hy . Definimos el abierto caja
W como

Xea sia € Fy, 1 <my
Wl(a) = Ofix—1 sia€F, mp <i<mgq yk>1
Xe sia¢ B.

Veamos que z € W. Sea o € F, i > my y k > 1.Tomamos s > k tal que m,; <
i < mg41. Sabemos que 2(a) € clx,0f, C Of ,_;. Ahora sea h € W, tomamos
ty—; = my para k > 1. Trivialmente la sucesién {fx_; : 1 € k < w} es estrictamente
creciente. Ahora, sii > tx_;. Tomamos s > k — 1 tal que 5 < i < t;4, es decir
Mgy < @ < Meyp. Ahora si a € F;, entonces h(a) € Of, C clx, 08 _,. Por
tanto W C H.

Ahora sea | ¢ H. Existe ko < w, tal que | € Um<wHpy,m. Es decir, para todo

m, existen i, > my a;, € F;  talesquel(o;, ) € dxn‘m O:*m. . Tomamos A Cw

im+ko”
tal que {im : m € A} = {im : m < w} y para todo n,m € A con n # m, se tiene
que im # in. Paratodo m € A, sea V,,  un abierto de X, tal que l(ai,,) € Vo,
Y Vay,, Nelxa, O?::-kn = .

Sea O, el abierto caja definido como sigue:
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o= [ Vanx I Xe

Gy, MEA ag{a;, ;meA}
Es claro que [ € O. Ahorasea h € O, m < w y r € A tales que i, = i,,. Por la
construccion tenemos que

h(a,r) €‘ Va'-r
por tanto

h(ai,,) = h(a;,) ¢ clx% Of:j;ko = dX.:.*m O?n:'-'ll-ko'
Por tanto h ¢ H. Es decir H es cerrabierto.
En resumen, dado y ¢ 0., existe un cerrabierto H de Oy s Xo tal quey € H y
x ¢ H, en otras palabras y ¢ C,. Por tanto Cy C 0. O

Enseguida una proposicién demostrada por M. E. Rudin en [17].

Proposicién 1.10. Sean x un cardinal infinito y{Xa4 : @ < K} una familia de
espacios topoldgicos, donde cada uno de ellos es un espacio conezo. Siz € DocpXq
y C; es la componente conera de x en Oy X, entonces

=0,

DEMOSTRACION.

Por el Teorema 1.9, bastard demostrar que o, C C;. Para esto sea y € o,.
Denotamos por S, al conjunto {a < & : z(a) # y(a)}.

Es claro que

2y€ ] Xax [I {z(@)}

aeS(y) agS(y)
Como S(y) es finito, el subespacio [],cs(,) Xa X Hﬂes(y]{x(a)} de Dqerx Xo
es homeomorfo a Ty s(y)Xa; €l cual es conexo. Por tanto y € Cy. O

La siguiente proposicién, es un resultado muy ttil, como se vera en los siguientes
capitulos.

Proposicién 1.11. Sea G un grupo abeliano topoldgico y G' un subgrupo de
G, entonces:
1. Para todo f € G, G' + [ es un grupo topoldgico.
2. Para todo f € G, G' + f y G’ son topoldgicamente isomorfos.
Si ademds G’ es un un conjunto cerrabierto en la topologia de G, en-
tonces
3. Para todo f € G, G’ + f es cerrabierto en G.
4. G = QBAE(;/(_;UA, donde GfG' = {G" +f:feG}h

DEMOSTRACION.
1. Definimos

(h1+ fe(h2 + f) = ((ha + f) + (h2 + f)) — f-
La operacién , es cerrada en G’ + f, y convierte a G’ + f en grupo abeliano con
neutro f, y para h+ f € G' + f su inverso es f — h.
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Sean ¢ : G'+ f x G’ + f — G’ + f definida como ¢ ((hy + f), (ke + f)) =
(P14 fa(h2+f), ¢o: Gx G —> G definida como ¢p(h, k) =h+ky ¢ : G — G
definida como ¢, (k) = h — f, entonces ¢g y ¢; son continuas,

Ademsés, ¢ se puede descomponer como: ¢ = (¢ © ¢g) |grys. Asf que ¢ es
también continua. :
Anélogamente, sea,

Y:G' + f — G’ + f definida como Y(h+ f)=f —h

Yo : G — G,y : G — G definidas como o(h) = —h, (k) = 2f + h.

Es claro que 7 y ¥; son continuas; pero ademas 1 = (¥ o %) [gr+s. Por tanto
G’ es grupo topolégico.
2. Sean
0:G + f — G’ definida como O(h+ f)=h

0o : G — @ definida como fy(g) = g — f-

8o es homeomorfismo y ademas 6 = 0 [gr4s. Como @ es biyectiva, para concluir
la demostracién sélo resta demostrar que es morfismo de grupo. Pero

0((h1 + fla(ha+ f)) = 6((h1 + ha) + f) = by + ha = O(h1 + f) +8(h2 + f).
3. Para f € G,
1 : G — G definida como 9(g) = g + f es homeomorfismo,

y ¥[G'] = G’ + f, entonces para toda f € G, G’ + f es cerrabierto.
4. Como las clases laterales son una particién de @, y por el inciso anterior,
estas son cerrabiertas. Entonces

4. Funciones cardinales en productos caja

En esta seccién calcularemos algunas funciones cardinales para algunos produc-
tos caja, al menos los productos caja mas importantes para nosotros. Una buena
referencia a los resultados de funciones cardinales que usaremos seran [8] y [10]

Definicién 1.12. 1. Sea X un espacio topoldgico, z € X, B una familia de
conjuntos abiertos de X que contienen a z. Diremos que B es una seudobase
. local de z si NB = {p}.
2. Sean X un espacio topoldgico y = € X.

¥(2,X) = min{|B| : B es una seudobase local de r}.
3. Al cardinal

P(X) = sup{p(z,X):z€ X} +Ro

se le llamara el seudocaracter de X.
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Proposicién 1.13. Si {X; : i € A} es una familia de espacios topoldgicos,
entonces

Y(OieaXi) = sup{¥(X;) :€ A}.

DEMOSTRACION.
Primero veamos que para cada p € O;e 4 X; se cumple:

Y(p, DicaXi) = sup{9(p(i), X;) : i € A}.

Para cada i € A, sea V; = {V¥ : k < ¥(p(i), X;)} una seudobase de p; en X;.
Sea a = sup{¥(p(i), X;) : i € A}. Para 8 < a, definimos

0 = { VP sip(p(i), Xi) > B,

X; en caso contrario ,

¥y Wg = [l;c 4 Oi- Afirmamos que {Wp : # < a} es una seudobase de p en O;e 4 X;.
Sea z € N{W;s : B < a}. Siic A, entonces z(i) € V? para todo 8 < ¥(p(3), Xi).
Como N{V? : B < ¥(p(i), X:)} = {p(i)} para todo i € A, entonces p(i) = z(i) para
todo i € A. En resumen tenemos a > 9(p, O;e 4 X;).

Supongamos que para 3 < « existe una seudobase de p en O;c 4 X; de cardinal-
idad 3, digamos que C = {C}. : k < 3} es tal seudobase. Sin perdida de generalidad
podemos suponer que los miembros de C son abiertos caja. Sea Cr = [[;c4 WE.
Por hipétesis, para algin ip € A la familia de conjuntos abiertos {W} : k < 3}
no es seudobase de p(ig) en X;,. Entonces existe z(ip) € (nww;;) \ {p(%0)}.
Definimos

z(i)={ z(ip)  sii= 1o,

p(i)  en caso contrario.

Tenemos que z € N{Cy : k < 3}, luego entonces z = p, lo cual es una contradiccién.
Por tanto para cada i € A las familias {W} : k < 8} son seudobases de p(i) en X;.

Por otro lado, si f < «, entonces existe un jo € A tal que g < ¥(p(Jo), X;,) < .
Como la correspondiente {W}; : k < B}, serfa una seudobase de p(jo) en X, de
cardinalidada menor o igual a 3, esto nos lleva a una contradiccién. Asi que para
todo @ < a, no existen seudobases de p en O;c4 X; de cardinalidad #. Por tanto
para todo p € DieaX;, se cumple sup{1(p(3), Xi)} = ¢(p, Diea Xi)-

Sea x = sup{¥/(X;) : i € A} y p € D;eaX:. Como para todo i € A, se cumple
& 2 P(X:) > ¥(p(i), X;), entonces k > sup{v(p(i), X;)} = ¥(p,OicaX:). De aqui
que & > ¥(0;e4X;). Supongamos que k > Y(0;e4X;). Sea to € A tal que

& 2 P(Xe,) > Y(OieaXi).
Entonces existe z(tp) € X, tal que

P(2(to), Xto) > Y(DicaXi)-
Para i # lp, tomemos arbitrarios p(z) € X; y sea t definido como
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4 Z(tu) si 7 = i,
(i) = y ;
p(i)  en caso contrario .
Entonces

(¢, OieaXs) = sup{(t(i), X:) : i € A} > P(2(to, Xe,)) > ¥(Tica X;).
Lo cual es una contradiccién. O

Corolario 1.14. Sea k un cardinal infinito, entonces

»(OR") = Ry

DEMOSTRACION,
Basta observar que ¥(R) = Ry. O

Definicién 1.15. -1. Sean X un espacio topol6gico, z € X y B = {04 :
a € Ay z € Oq} una familia de conjuntos abiertos de X que contienen a z.
Diremos que B es una base local de z si para todo conjunto abierto O con
z € O, existe O, € B tal que O, C O.

2. Sea X un espacio topolégico, z € X.

X(z,X) = min{|B| : B es una base local de z}

x(X) = sup{x(z,X) : x €} + No.
Al cardinal x(X), se le llamar4 el cardcter de X.

Definicién 1.16. Denotaremos por w*“ al conjunto

{f : f es una funcién de w en w}.

1. Sean f,g € w*. Diremos que f <* g si f(n) < g(n) salvo para un niimero
finito de elementos de w.

2. Sea B C w". Diremos que B es una familia dominante en w*, si para toda
he w", existe f € Btal que h <* f.

3. 9 = min{|B| : B es una familia dominante en w“}.

Se puede consultar [5] para conocer una demostracién de la importante propiedad

de 0:
N]SDS“- -

Proposicién 1.17. x(OR) = 1.

DEMOSTRACION.
Sea f € OR* y B= {[],<, V? : n < w y B € A} una base local de f en OR“.
Para cada n <w y § € A, existe m, < w tal que

(—--1— + (), g + f(n)) cvP.

2
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Sea fg : w — w donde fg(n) = m,. Demostraremos que la familia {fg: § €
A} es dominante en w“. Sea h € w* y Oy el abierto caja definido como

TT (370 + o) gaey + £

<t

Sea B € A tal que [],__V/# C O,. O sea, para todon < w

n<w

(—2% + f(“)»ng,. +f(n)) = (—# +f(n), % + f(ﬂ)) .

Por tanto, para todo n < w, se tiene h(n) < fg(n); es decir, la familia {fg : 8 € A}
es dominante en w“. En otras palabras

2<|{fs:Be A} <AL
Asf que
0 < x(f,0R®) < x(OR®).

Por otro lado, sea {fs : # € J} una familia dominante con |J| =0 y f € OR“.
Para cada 3 € J, sea

Ag={lagr ("'27'5!‘{“57 + f(n), ’2751?3)‘ = f(ﬂ)) X [log ev(sm))mer Obn
F € [w]<¥,V(f(n)) base local numerable de f(n) en R},

donde [w]<¥ = {F: F Cw y F es finito}.
Notar que |A3| = Ry. Por tanto

| UgesAg | < Rp -0 =0.

Veamos que Uge s Ag, es una base local de f. Paraesto, sea [], ., O, un abierto

caja que contiene a f. Para cada n < w, sea h(n) < w, tal que

n<w

(~2h—L) + (), e + f(n)) C On.

Entonces existe € J y A € [w]<¥, tal que h(r) < fg(n) para todon <w y
n ¢ A. Es decir, para todon ¢ A

(_“21':(“) + f(ﬂ.), 'é}'ﬂl(:i + f(n)) C (—2}._]{.“] + f(ﬂ), 2!1_1(!1). + f(n)) .

Para n € A, seleccionamos Os, € V(f(n)) tal que Osn C Oy.
Si

Mg = H (—ﬁ+f(")r‘2_j;l§j+ﬂ“)) % H Osyn,

ngA neA
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es claro qu& Mg C [],,.,, On. Por tanto, UgesAg es una base local de f. Luego

n<w
x(f,OR¥) <.
De aqui se cumple x(OR“) = 2. O

Definicién 1.18. Sea X un espacio topolégico

1. A una familia de subconjuntos no vacios de X ajena dos a dos, se le llamara
familia celular.
2. ¢(X) = sup{|B| : B es una familia celular de conjuntos abiertos de X} + No.

Es claro que para cualquier espacio topolégico X, se cumple que ¢(X) < | X|.

Proposiciéon 1.19. Para cualquier cardinal infinito &, se cumple

¢(ORX) = 2.

DEMOSTRACION.
En la pégina 172 de [21], se construye una familia celular de cerrabiertos, para
cualquier espacio O;¢ 4 Y;, de cardinalidad 2141, Por tanto

c(OR") > 2%,
Como | OR"™ |= 2%, entonces ¢(OR*) < 2. Por tanto ¢(OR") = 2~. O

Definicion 1.20. Sea X un espacio topolégico. Definimos
w(X) = min{|B| : B es una base de X} + Rq.
A w(X) se le llamar4 el peso de X.

Proposicién 1.21. Para cualguier cardinal infinito k, se cumple

w(ORX) = 2%,

DEMOSTRACION.

En general se tiene que ¢(X) < w(X). Para todo a < k, sea B, una base
numerable de abiertos en R.

Sea B = {0OB, : B, € Ba}.

Asi

| B|< (Ro)"* < (%)~ = 2"
Por tanto, w(OR*) < 2%, es decir w(OR") = 2~.

Definicién 1.22. Sea X un espacio topolégico. Definimos

e(X) = sup{|A|: A C X, A es cerrado y discreto} + No.
A e(X) se le llama la extensién de X.
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Teorema 1.23. Para cualquier cardinal infinito k, se cumple

e(OR%) = 2~
DEMOSTRACION.
En la pigina 172 de [21], se construye para cualquier espacio O;e 4 Y;, un con-
junto cerrado y discreto de cardinalidad 2/4!. Por tanto

e(OR") > 2~.
Pero es claro que e(OR*) < |OR*| = 2*. Por tanto e(OR") = 2%, ]

Definicién 1.24. Sea X un espacio topolégico. Definimos

8(X) = sup{|A|: A C X, A es discreto} + Ry.
A s(X) se le llama la amplitud del espacio X.

d(X) = min{|A|: A C X, A es denso} + Rq.
A d(X) se le llama la densidad de X.

Sea ¢ una funcién cardinal. Definimos

h(X) = sup{¢(A4) : A C X}.
A h¢(X) se le llama la funcién hereditaria de ¢ en X.
Sea N C P(X). Si todo abierto es la unién de elementos de A, diremos que
N es una red de X.

nw(X) = min{|N|: N C P(X),N es red de X} + Ro.
A nw(X) se le llama el peso red de X.
Sea X un espacio topoldgico. El grado de Lindeldf de X, denotado por {(X),
es el menor de los cardinales infinitos & tales que toda cubierta abierta de X, tiene
una subcubierta de cardinalidad mneor o igual que k.

En [8] podemos encontrar que en todo espacio topolégico X, se cumplen
¢(X) < d(X) < hd(X) < n(X) < w(X),
c(X) <s(X) < hl(X) < |X|

» e(X) < () < R(X).

Por tanto:

Corolario 1.25. Para cualgquier cardinal infinito k, se cumple
d(OR") = hd(OR") = nw(OR") = s(OR") = hl(OR") = [(OR*) = 2".

El siguiente resultado fue probado por W.W. Comfort y A.W. Hager en [3], nos
sera 1til para calcular la cardinalidad de C'(X) y la utilizaremos en la demostracién
del Teorema 3.29.
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Proposicién 1.26. Para un espacio X, se cumple =
IC(X)] = w(B(X))™.

Si X e Y, son espacios topolégicos, diremos que Y es una condensacién de X
si existe una funcién continua y biyectiva f : X — Y. Recordemos la definicién
de la funcién cardinal i-peso.

Definicién 1.27. Sea X un espacio topolégico. El i-peso de X, denotado por
iw(X), es:

tw(X) =min {w(Y) : Y es una condensacién de X}.

Ahora demostraremos un importante cdlculo de la funcién cardinal i-peso para
los productos caja. Antes un lema.

Lema 1.28. Sean X un espacio y k un cardinal infinito. Si X contiene un
conjunto discreto de cardinalidad x, entonces log(k) < iw(X).

DEMOSTRACION.
En la pagina 26 de [2], se tiene la siguiente relacién para todo espacio Y:

w(Y) = d(Cp(Y)).
En la pagina 104 de [10] tenemos el siguiente resultado:
“Si {R; : 1 € A} es una familia de espacios topolégicos tal que para todo 7 € A,
R; tiene dos conjuntos abiertos ajenos no vacios, entonces

d(TieaRi) = log|A| - sup{d(R;) : 1 € A}".
Ahora sea H C X un conjunto discreto de cardinalidad . Por lo anterior y
como la funcién i-peso es monétona, tenemos
iw(H) < iw(X), iw(H) = d(Cp(H)) = d(TR™) = log | H | Ro.
Por tanto log(k) < iw(X). a

Proposicién 1.29. Si {X, : a € §} una familia de espacios tal que | Xo| > 2
para todo « € S, entonces

log|S|.sup{iw(Xa) : @ € S} < iw(OaesXa) < |S].sup{liw(X,) : a € S}

DEMOSTRACION.

En la pagina 172 de [21] se construye, para cualquier producto caja de una
familia {X, : « € S} con factores con dos puntos o més, un conjunto cerrado
discreto de cardinalidad 2'S!. Tomamos un subconjunto de cardinalidad |S| de tal
discreto. Por el Lema 1.28 tenemos que log|S| < iw(DaesXa). Por otro lado,
para cada o € S, X, es homeomorfo a un subconjunto cerrado de OyesXo, por
la monétonia tenemos que iw(X,) < 0,X, para todo a € S. En otras palabras
tenemos que sup{iw(X,) : @ € S} < iw(OqesXa), por tanto: log|S|.sup{iw(Xa) :
a € S} <iw(DacsXa)-

Por otro lado sea la funcién 9 : ToesXo — Y una condensacién tal que
w(Y) = iw(TaesXa) ¥ I1d : OaesXa — TaesXa la funcién identidad. Como
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iw(TaesXa) = |S|sup{iw(Xaes) : @ € S} yYold es una condensacién de Oye5X o,
tenemos que iw(OaesXa) < |S].sup{iw(Xa) : a € S}. O

Proposicién 1.30. Si k es un cardinal infinito, entonces

log(k) < 1w (OR") < k.

DEMOSTRACION.
Por la Proposicién 1.29 y ya que iw(R) = Ro, tenemos la conclusién. O

Ahora un par de proposiciones que describen propiedades de algunas funciones
cardinales en sumas topoOlogicas. Estos resultados nos seran iitiles en capitulos
posteriores.

Proposicién 1.31. Sea {X, : a € S} una familia de espacios topoldgicos,
entonces
W(BaecsXa) = |S|.sup{w(Xa) : @ € S}.

DEMOSTRACION.

Sea O, una base de X, tal que w(Xa) = |Oal. Si O = Upes0Oa, tenemos
|O] < |S|.sup{w(Xa) : @ € S}. Demostremos que O es una base de ®acgXa-
Sea © € @aesXa y V abierto de @aesXq tal que z € V. Existe € S tal que
z € X,. Como VN X, es un abierto de X,, entonces existe O € O, tal que
B0, CVRAXysCV:

Es claro que cada X, es un subespacio de ®acs5Xa, asi que w(Xa) < w(®aesXa),
es decir sup{w(X,) : @ € S} < w(BaesXa)- Sea V una base de ®acsXa tal que
w(BaesXa) = |V|. Para cada a € S, X, es un abierto de ®oesXo. Como V es
una base de 55X, entonces para cada a € S, existe V, € V tal que V, C X,.
La funcién f que asigna a cada a el abierto V, es una funcién inyectiva de S en
V. Por tanto |S| < w(®aesXa). Y se concluye la demostracién de la proposicion.

O

Proposicién 1.32. Sea {X, : a € S} una familia de espacios, entonces
iw(@aXa) = log(|S]).sup{iw(Xea) : a € S}.

DEMOSTRACION.
Sabemos que iw(®aXs) = d(Cp(BaXa)) (ver [2]). Por la Proposiciéon 1.7
tenemos que d (Cp(®aXa)) = d (TacsCp(Xa)). Como
d(TaCp(Xa)) = log|S|.sup{d(Cp(Xa)) : @ € S} = log|Slsupfin(Xa) : a € S},
obtenemos que
iw(BaXa) = log(]S]).sup{iw(Xs) : @ € S}.
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Proposicién 1.33. Para todo cardinal infinito k y & € OR", tenemos
l(0Z(R¥)) =d(oz (R")) =e(o7 (R¥)) =c(o7 (R*) =k

DEMOSTRACION,

Sea z € OR* y C = {Oy : 7 < 7} una cubierta de o7 (R*) formada por abiertos
caja. Por otro lado, para cada J € [x]<™, sea Hy = R’ x []qens{2(@)}. En
particular, H; con la topologia de subespacio cumple que H; ~ TR’, el cual es
un espacio Lindeléf. Cada O, es de la forma O, = [], .,V donde para cada
Y < TYya< k&, V] esun conjunto abierto de R. Como H; C oZ (R*), escogemos
Cs C C tal que Hy C UC;. Ahora definimos para cada O, € Cy, O =[],y V2 X
[Tacx\s{z()}, que es un conjunto abierto de Hy. Si C; = {0}, : O, € Cs},
tenemos que H; C UC). Sea D’ una subcubierta numerable de C);. Definimos
Dy = {04 : Oy € Dj}, que es una subcubierta numerable de C;. Ahora como
o2 (R*) = UJelsj<ro Hy, tenemos que D = U ¢ <ro Dy s una subcubierta de C.
Pero

D] < k.8 < k.
Por tanto I(c2(R*)) < .
Por otro lado, si § < k, tomamos zs € R\ {z(6)} y definimos para cada a < &
z5 sia=4
ta(6) = { z(6) sia¢d.
Es claro que t, € c2(R*). El conjunto D = {t, : @ < K} es discreto. Ademis
D es cerrado. En efecto, si w € o2 (R¥)\ D, existe A, C & tal que para todo
a € A, se tiene que w(a) = z(a) y kK \ Ay es finito. Para cada a € A,
sea O, un conjunto abierto de R tal que z(a) € O, pero zo € O,. Sea O =
(IMaca, O« x R:\Aw) N 0Z(R*), es claro que t, ¢ O para todo a € A,. Sea
V=0Nn(2(R*)\ {ta:a ¢ Ay}). Tenemos que z € V y ademds DNV = 0.

Sabemos en general, que e(X) < I(X). En nuestro caso particular, como

k < e(c2(R")) < I(cZ(R")), tenemos la igualdad e(o2 (R"*)) = l(¢2(R")) = k.

Calculemnos la densidad de o2 (R*). Igual que antes, para cada J € [k] <%0, sea
H; = R’ x {z(a)}*\’; es claro que H; ~ TR’. Ahora, para cada J € [k]<¥°,
se tiene que d (TR’) = No. Por tanto, para cada J € [x]Y, existe D; C H,
conjunto denso en H; y numerable. Afirmamos que si D = U j¢[qj<ro Dy, entonces
D es denso en o2 (R*). Sea V = ([],<xOa) NoZ(R*) un conjunto abierto no
vacio de o2(R*). Tomamos z € V, sea J € [k]<N¢, tal que z(a) = z(a) para todo
a € K\ J; es decir z € Hy. En particular z € (]'[m:,c Oa) M Hy, por tanto existe
de (Ha(n Oa) NH;NDy. Asi que d € VN D, es decir D es denso en o2 (R*).
Como |D| < |[x]<®|.Rg = k.Rg = k, entonces d(02(R")) < k.

Como c(cZ(R*)) < d(c2(R*)), si demostramos que x < ¢(o2 (R*)), podremos
concluir las restantes igualdades. Para esto bastard mostrar una familia celular
de conjuntos abierto de ¢2(R") de cardinalidad x. Para cada a < k, tomamos
conjuntos A, y B, abiertos en R, tales que z(a) € As y Aa N B, = 0. Ahora, para
cada a < k, definimos G,, como el siguiente abierto caja

_ | Bs sia=$é
G"‘(&)_{Aa sia#é.
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La familia G = {GoNoZ2(R") : @ < K} es una familia celular de abiertos en o3 (R¥),
y como |G| = &, concluimos nuestra demostracion.

O
Corolario 1.34. Sean k,T cardinales infinitos, entonces

OR" ~ OR" si y sdlo si k= T.

DEMOSTRACION.

Supongamos que ¥ : OR®* — ORT es un homeomorfismo. Sea r € ORF,
por la Proposicién 1.10, sabemos que la componente conexa de z es o2 (R*). Por
otro lado v (02 (R*)) debe ser la componente conexa de i(z) en OR”, es decir
¥ (02(R¥)) = 07,(R"). En resumen tenemos que oz (R") = o, (R). Por la
Proposicién 1.33 concluimos que x = 7. La otra implicacién es clara. O

En la Seccién 6 del Capitulo 3 se demostrard un resultado que generaliza el
Corolario 1.34 (véase la Poposicién 2.33).



CAP{TULO 2
Ca(X)

1. Propiedades basicas

Para un espacio X se denotara por X; al conjunto de puntos aislados
de X y X; = X\ Xy. De ahora en adelante supondremos que cualquier
espacio X considerado en este trabajo satisface:

(1) Xo y X, son no vacios,
(2) _IXo[ > No.

Denotaremos por C(X;) al conjunto
{f € C(X}1) : f se extiende continuamente a X };
asi mx, [C(X)] = C(X4).

Para Z € C(X,), tomamos

Az(X) = {f € C(X): f Ix,=7}.

Estos conjuntos son importantes ya que descomponen de manera conveniente
para nuestro estudio a Cn(X), como se demostraré en el Teorema 2.9. Si 0 es
la funcién nula de C(X;), el conjunto A5(X) jugard un papel muy importante en
la descripcién de Co(X). En lo que sigue, la operacién + en ORX denotard a la
suma coordenada a coordenada. Cuando nos refiramos a ORX o a algunos de sus
subconjuntos sin especificar su operacion, nos estaremos refiriendo a +.

Lema 2.1. (1) (ORX,+) es un grupo topolégico.
(2) (Ca(X),+) es un grupo topolégico.
(3) (Aﬁ(X )s +) es un grupo topoldgico.

DEMOSTRACION.
(1) Se sabe que el producto caja de grupos topolégicos es un grupo topoldgico
([21] pag. 175). a

(2) No es dificil demostrar que si Z es grupo topolégico y H C Z tal que
H es subgrupo de Z, entonces H con la topologia de subespacio es grupo
topoldgico. De aqui se sigue la conclusién, ya que (Cao(X),+) es subgrupo
de (ORX,+).

(3) De igual manera que en (2) se concluye que A5(X) es grupo topolégico, y
que Ag(X) es subgrupo de (Co(X),+).

O

27



28 2. Co(X)

Proposicién 2.2. (1) La familia {Az(X): % € C(X1)}, es una particidn
de C(X).

(2) Para todo T € C.'{XI] Az(X) es cerrado en Ca(X).

(3) Para todo 7 € C[Xl), Az(X) =~ A5(X).

(4) Para todo T € C(Xl), Az(X) es un grupo topolégico.

(5) Para todo T € C(X;), Az(X) y Ag(X) son topolégicamente isomorfos.

DEMOSTRACION.

(1) Si Z,,Z2 € C(X,) con T; # T2, entonces Ai.ln Az, = 0. Si f € C(X),
entonces f € Aypy (X). Por tanto {Az(X) : T € C(X1)}, es una particién de
C(X).

(2) Sea h € C(X)\ Az(X), entonces existe z € X; tal que |h(z)—Z(2)] =€ > 0.
Sea O el abierto caja definido por

R six # z,
0(3) = { ("‘% + h.(z), % + h(z)) siz =z
Es claro que h € ONC(X). Si g € ONC(X), entonces |g(z) —h(z)| < §. Como
|h(2z) — Z(2)| = €, entonces

€ < |h(2) — g(2)| + |9(2) — Z(2)|. Por tanto

5 < 19(2) = #(2)]; luego
9 € C(X) \ Az(X).

Observemos que para fo € Az(X) fija, tenemos que Az(X) = A5(X) + fo. En
efecto, sea g € Az(X), entonces g — fo € A5(X); luego g € A5(X) + fo. Por otro
lado, si h € A5(X), es claro que h+ fo € Az(X). Ahora usamos la Proposicién 1.11
partes (3) v (4): ya que Az(X) es una clase lateral en C(X) médulo el subgrupo
A5(X), entonces concluimos (3), (4) v (5). O

El siguiente Lema serd muy util

Lema 2.3. Sea X un espacio topoldgico y Y un subconjunto de X que contiene
a Xo, entonces la funcion ¢ = my [45x): Ap(X) — ORY es una inmersidn del
grupo topoldgico Ag(X) en el grupo topolégico ORY .

DEMOSTRACION.

¢ es inyectiva. En efecto, si f,g € Ag(X) tales que ¢(f) = ¢(g), entonces
fly=gly. Es decir f [x,= g [x,; como ademads para todo z € X, tenemos que
f(z) = 0 = g(z), entonces tenemos la igualdad. Por otro lado, como (f — g) [y=
f Iy —g v, concluimos que ¢ es un morfismo de grupo.

Ahora, para cada z € Y, sea O, un conjunto abierto de R tal que 0 € O,.

Entonces
-3 ['H Oz] = Aﬁ(X) n H H,,
eY

zeX
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donde H, =0, sit€Y y H,=Rsiz € X \Y. Asi que ¢ es continua. Y si para
cada z € X, tenemos que H, es un abierto de R que contiene a 0, tenemos que

¢|TT H- nAa(X)] = T H-nolag(x))
EX

zeY
Esto es suficiente para asegurar que ¢ es abierta en su imagen, y por tanto concluir
la demostracién. O

2. Una particién de ORXe

SeaY un conjunto, SCY,T =Y \Sy F = {F, : n < w} una particién de S (es
decir, F, # 0 para cada n < w, si n # m, entonces F, N F, = 0 y Up<oFp = 8).
Definimos E(F) C RY como E(F) = Mk<wBi(F), ¥ EBr(F) = Um<wBim(F),
donde Ej ;,(F) es el conjunto caja definido por:

R sizeFieit<m,
Exm(F)(z)={ [~55%, 5%%] siz€eFym<i,
R sizeT.

Veamos algunas propiedades de los conjuntos asi definidos.

Lema 2.4. Sea Y un espacio topoldgico y F una particion de S C Y, entonces

(1) Paratodo f € RY, f € E(F) siy sdlo si existe una sucesion {my < w: k < w}
estrictamente creciente tal que f € Eg m,(F), para todo k < w.

(2) E(F) es cerrabierto en ORY .

(3) E(F) es un subgrupo topoldgico de ORY

DEMOSTRACION.

El inciso (1) es evidente. Para demostrar (2) se puede seguir la demostracién
del Teorema 1.9.

(3) Sea F = {F,, : n < w} la particién de S. Mostraremos que si f,g € E(F),
entonces f + g € E(F). Para esto tomamos {my : k < w} y {lx : k < w},
sucesiones tales que para todo k < w y para todo i > my, si z € F; entonces
f(z) € [~ 3%, 3%%], ¥ para todo j > I, si y € F; entonces g(y) € [~ 57, 55%) -

Tomamos tx—y = maz{m,lr} para k > 1. Si demostramos que f + g €
E*-4t-1(F) para todo k > 1, habremos terminado. Para esto, sea i > tx_1 ¥y
z € F;. Tenemos que i > my e i > li, por tanto f(z),g(z) € [—5;%.-;, 30rF| © sea
que

@) +900) € [~ gk e

Es claro que la operacién suma coordenada a coordenada en E(F) es asociativa.
La funcién constante cero pertenece a F(F), ademds, dada f € E(F), es claro que
—f € E(F). En resumen, E(F) es un subgrupo abeliano de ORY. Por el Lema
2.1, ORY es un grupo topolégico con estas mismas operaciones, por tanto E(F) es
un subgrupo topolégico de ORY. O

Recordaremos que para un espacio X, hemos denotado por Xj el conjunto de
puntos aislados de X y X; como el conjunto X \ Xq. Sea F = {F, : n < w} una
particién de Xp. Denotaremos por E(F) al subconjunto de RX construido antes
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del Lema 2.4, donde Y = X y § = Xj. Denotaremos por Eg(F) al subconjunto de
R*° obtenido de manera similar pero ahora con Y = 8§ = X,.

Por el Lema 2.4, se tienen las siguientes propiedades de los conjuntos definidos:

(1) f € Ep(F) si y sblo si existe una sucesién {mp < w : k < w} estrictamente
creciente tal que f € Eg'“"(.F ), para todo k < w.

(2) Eo(F) es un cerrabierto en ORXo,

(3) Eo(F) es un subgrupo topolégico de ORXe,

Ahora podemos iniciar una descomposicién conveniente de DRX°.

Definicién 2.5. Dado un conjunto X y una relacién de equivalencia R en X,
un sistema completo minimo de representantes de clases de la relacién de equiva-
lencia R es un conjunto Y tal que

(1Ycx.
(2) Para todo z € X, existe un tinico y € Y tal que zRy.
(3) Siy,z€Y yys 2, entonces y y z no estdn relacionados por R.

Dada una particion F de Xjp, por el Axioma de Eleccién, podemos asumir la
existencia de Dy C RX°, un sistema completo minimo de representantes del grupo
cociente ORX° /Ey(F). Por tanto

ORX° = @feDoEﬂ(F) + f.

Es mas, usando la Proposicién 1.11, hemos demostrado que en realidad todos
los sumandos en la iiltima descomposicién son homeomorfos entre si. En lo que
sigue usaremos particiones particulares de Xp que mejoraran la particién de R¥X°.
En este sentido damos la siguiente definicién.

Definicién 2.6. Sean X un espacio topolégico, A y B subconjuntos de X.
Diremos que A es casi-w-resoluble con respecto a B(en forma abreviada: A es c-w-
rera B) si:

1. existe una particién {Fy : n < w} de A, con F, # 0 para todo n < w,

2. tal que para todo conjunto abierto O de X con O N B # (), se cumple que

| {n: Fan O # 0} |=Ro.

A la particién {F, : n < w} se le llamara resolucién de A respecto a B.

Recordemos que nuestros espacios topoldgicos son Tychonoff. En lo
sucesivo, si X es un espacio topolégico, denotaremos por Xj al conjunto
de los puntos aislados de X, y por X; a su complemento X \ X;. Ademas
supondremos siempre que Xo # 0 # X; y | Xo | > Ro.

Proposicidén 2.7. Si Xy es c-w-rera X, entonces existe una resolucion F de
Xo respecto a X, tal que st definimos Eo(F) respecto a esta particion, entonces

[{Eo(F) : f € R¥0}| = 2lXel,
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DEMOSTRACION. -

1. Supongamos que cof|Xo| > w y que {Hp : n < w} es una resolucién de Xy
respecto a X;. Notemos que | Uncy Hn| = Supn<w|Hn| = | Xo|. No puede ser que
|Hy| < | Xo| para todo n < w, ya que cof|Xo| > w.

Sea A C w, tal que n € A si y sblo si |H,| = | Xo|. Supongamos primero que
|A] < No. Digamos que ng < w es tal que ng € A y |H,| < |Xo| si n > np. Sean
T = UncnoHn y {Fy : n < w} una particién de T, donde |F}| = |Xo| para toda
n<w.

Tomamos

Fﬂ = F;; U Hno
y en general definimos

Fn = F; UHnn+n—
Es claro que {F, : n < w} es una resolucién de Xj respecto a X; con |F,| =
| Xol.

Si |A| = Ry, entonces existe una sucesién {m, < w : n < w}, estrictamente
creciente, tal que |Hpm,| = | Xo| para toda n < w. Definimos ahora

Fo = Uo<n<mo Hn,
y paran >0

FI'I - Um..-;{ngman-
Es fécil observar que {F}, : n < w} es una resolucién de Xy respecto de X; y
ademads |F,| = |Xo|.
En resumen, si cof|Xo| > w, entonces existe una resolucién F = {Fy, : n < w}
de X respecto a X tal que para todo n < w se cumple que |F,| = |Xo|.
Podemos indicar cada F,, = {z} : § < | Xo|}.
Para B C | Xy, tomaremos fg € R*° definida como:

1. siy=zPlcondeEByl<n<w,
fB(P)={2_r y=24 ¥

0 en cualquier otro caso.
Demostraremos que si By, By € P(|Xo|) son dos conjuntos diferentes, entonces
fB, =0 fB,. Supongamos que § € B, \ B;. Para todo n € N, fp,(z}) = 2,,.—’,;
pero f,(27) = 0. En otras palabras (fg, — f5,) (z3) = 7t ¢ [, 2). Lo cua
significa que fg, — fB, ¢ Eo,0(F). Por tanto, fg, — f, ¢ Eo(F). Entonces

[{Eo(F) : f € R¥e}| 2 210,

por tanto

[{Eo(F) + f : f € RX°}| = 21%ol,

2. Ahora supongamos que cof|Xo| = w y que {H, : n < w} es una resolucién
de X, respecto de X;. Si existe ng tal que |H,,| = |X¢|, entonces procedemos igual
que en el caso anterior: sea {F), : n < w} una particién de Hy, con |F,| = |Xo|.
Definimos:

Fo,=H,UF.,sin#noy
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Fﬂg = F:la‘
Asi, si F = {F}, : n < w}, F es una resolucién de X respecto a X, que ademés
cumple que |F,| = |Xp|. Siguiendo un razonamiento como en (1) tenemos

{Bo(F) + £ : f € R} = 2M¥el.
Ahora supongamos que para todo n < w se tiene que |H,| < |Xy|. Sea F =
{Hpo:n<w}y

og = min{|Hy| : [Hn| > |Hol}
y paran > 0, sea

an = min{|Hp| : |Hm| > maz{|Ho|, ...|Hnl|, @n-1}}.
Se cumple

a)apg < a1 < & < .... < Qne... < |[Xol, ¥
b) sup,<wn = |X0!

La parte a) se cumple por la definicién.

Demostraremos b). Sea kK = sup,cu@n. Si & < |Xo|, como sup,<,, | Hn |=
| Xo|, entonces existe n < w tal que k < |H,| < |Xo|. Por otro lado |H,| < an, lo
cual es una contradiccién.

Para cada n < w, indicaremos H, = {«} : # < |Ha|}. Para A € P(|Xol),

definimos f4 € R*° como

1 - n
st Siy=zgconfe€eAyn>0,
faly) = { en cualquier otro caso.

Sean A, B € P(|Xp|) diferentes y n < w. Digamos que # € A\ B. Tomamos
mo = min{m : f < ay}. Sea ng < w, tal que |Hpy| = m,. Como f < an, para
todo m > g, existe | > ma:r{no,n} tal que |H;| = an, con m > my. Tomamos
:t:fJ € H,. Bajo estas condiciones t.enemos que f,q(:rﬁ) 2 =T ¥ fB(xﬁ)

Por tanto (fs — fB)(.rﬂ) = g7 ¢ [- arsar)- Con lo cual conclmmos que
(fa — I8) & Eone(F), es decir (fa — fp) ¢ Eg(ﬂ Con lo cual obtenemos 210l
diferentes clases en ORX°/Ey(F). Por tanto

| {Eo(F) +f: f € R¥°} |=21%el.

3. Una descomposicién de Ca(X)

Queremos mejorar la calidad de la particién del Teorema 2.2. Antes presenta-
mos unos lemas técnicos.

Lema 2.8. Sean § y T dos subconjuntos de un espacio topoldgico Y. Si S es
c-w-reral’, g € C(Y), {Fn : n < w} es una resolucién de S respecto a T, y

0, = [(1‘[ II (g(x) = %,gtzn gi)) xmm] ne),

n<w € Fy,
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entonces para cualquier h € O, se tiene
glr=hir.

DEMOSTRACION.

Tomemos h € O, y supongamos que existe z € T tal que 0 <| h(2) — g(2) |=e.
Sea r < w tal que para todo n > r, se tiene que 2—1..- < §. Ahora sea V € V(z)
(donde V(z) es el conjunto de las vecindades de z) tal que

9(V) C (9(2) — 5,9(2) + 5) ¥ h(V) C (h(2) — §,h(2) + §).

Como {F, : n < w} es una resolucién de S respecto a Ty VN T # 0, existen
n>ryx € Stal que z € F, N V. Para esta z se cumple

| h(z) () 1< 3, | h(z) = h@) < 3 ¥ | g(x)~9(z) I< 3,

luego

|h(2) — g(2)| < €,

lo cual no es posible, asi que h(z) = g(z) para todo z € Xj. O

Proposicién 2.9. Si X es un espacio topolégico, Xo los punios aislados de
X, X1 =X\ Xo y Xo es c-w-rcra X, entonces

(1) para todo T € 6(){1), Az (X) es cerrabierto en Cp(X), y

(2) Co(X)~ Bze(x,)Az(X)-

DEMOSTRACION.
(1) Por el Lema 2.2, s6lo debemos demostrar que Az(X) es abierto. Por el
Lema 2.8,si g€ Az(X) y

l(H I1 ( 2,,,9( z) + 2%)) xRx‘] neC(X),

n<wzeF,
entonces O, C Az(X).
Por tanto Az(X), es cerrabierto en Cg(X).

(2) Bastara observar que {Az(X) : # € C(X;)} es una particién de C(X). O

Sea F = {F, : n < w} una particién de Xp. Notar que:

1. Si f € Aj, entonces E(F) N A + f, la clase de f en el grupo cociente
As(X)/E(F) N Ag(X), es igual al con_]unt.o {9€ As(X): f—ge€ E(F)}

2. Si Xy es cw-rcra X, y F es una resolucién de Xy respecto a X, entonces
E(F) N A5(X) es un subgrupo cerrabierto de Ag(X).
Esto ult.:mo nos permite una particién a.decua.da de A5(X).
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Proposicion 2.10. Sea F una particion de Xo. Respecto a esta particidn
definimos E(F). Entonces:

(1) 8i Xg es cw-rera X7 y F es una resolucion de Xo respecto a Xy, entonces
para todo f € Ag, [E(F) N Ag(X )] + f es un conjunto cerrabierto en Aj.

(2) Si Xo es cw-rera Xy y F es una resolucién de Xo respecto a X;, entonces
eziste Dy C Ag tal que Az = ®yep, ([E(F) N A5(X)] + f)-

(3) Para cada f € Ag, [E(F) N Ag(X)] + f es un grupo topolégico.

(4) Para cada f € Ag, [E{.F)ﬂA (X)] + f =~ [E(F)n A5( X)] Es mds,
[B(F)nA5(X)] + f y [E(F) N A5(X)] son topolégicamente isomorfos.

DEMOSTRACION.

Por la Proposicién 1.11 y usando la parte 2 del comentario previo a esta
proposicién, obtenemos la demostracién de todos los incisos de la proposicién. O

Corolario 2.11. 57 Xy es c-w-rera X, entonces

Co (X) @“EC(Xl)(efEDi([E{F)nA (X ] +f
o GB”GC(X;}JEDI{[E(J:) N Az (X)] 5.1

4. Cuando Cp(X) es un producto caja, primera parte

Fijamos una particién F de Xp. Tomemos E(F) y Eo(F) con respecto a F
como se definié en la Seccién 2 de este capitulo. Veamos algunas relaciones entre
estos conjuntos.

Lema 2.12. Sea F una particién de Xo y f,g € RX, entonces E(F) + f =
E(F) + g siy sélo si Eo(F) + [ [xo= E(F)+9 [x,-

En particuler si f,g € A§(X), entonces E(F) + f = E(F) + g si y sélo si
Eo(F) + [ Ixo=E(F) + 9 Ixo

DEMOSTRACION.

Es claro que si demostramos:

(1) si f,geR¥ y f — g ¢ E(F), entonces f [x, —9 [xo¢ Eo(F) ¥
(2) si f,geR¥ y f — g € E(F), entonces f [x, —9g [x,€ Eo(F),
el Lema estara probado.

Tomamos F = {F, :n<w}y

R siz € Fyei<m,
[ ‘—':FF,"":FF] siz € Fym<i.

Eoqemy(F)(z) = {

Eo,(k,m)(F) C R¥® y Eg(F) = Nk<wEox donde Egx =Um<wEo,(k,m)-
(1) Seanf,g € RX. Si f — g ¢ E(F), entonces existe kg < w tal que para todo
m < w, existen t,, > m y x;, € F;  tales que

f(Iim) g(mim) ¢ [ 2,,,‘+ko Z:m]:i-kg
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Esto significa que f [x, =9 [x,& Eo,(ko,m), Para todo m < w.
(2) Si f,g € RX y f—g € E(F), entonces existe una sucesién {my < w: k < w}
estrictamente creciente, tal que f — g € Eg m, (F); es decir,

[ Ix0 =9 Ixe= (f — 9) %0 € Eo (k,my)(F),

lo cual significa que f [x, —g [x,€ Eo(F). O
Continuemos con propiedades de los conjuntos E(F) y Eo(F).

Lema 2.13. Para una particién F de Xo, se cumple que E(F) N Ag(X) estd
inmerso cerradamente en Eo(F).

DEMOSTRACION.
Definimos

F = 7mx, [E(F)nagx): E(F) N Ag(X) — Eo(F) es decir F(g) = g [x,,

a) Como F [E(F)N Ag(X)] C Eo(F), por el Lema 2.3 tenemos que F es in-
mersion.

b) Afirmamos que F [E(F) N Ag(X)] es cerrado en Eo(¥). Seat € Eo(F) \
F [B(F) N A5(X)]. En otras palabras,  no tiene una extensién continua a X que
pertenezca a Aj. O sea, existen z € X; y € > 0 tales que para toda V € V(z),
t(V NXo)\(—€€)#0.

Para toda V € V(z) definimos

Dy = (VN Xo)\t[(—¢€)] ¥
D= UVev(g)Dv.

Para toda = € D, existe e; > 0, tal que

(—€z +1(z), €z +1(x)) N (_g, %) —0.
Es claro que

te0= (H (—€x + t(z), €5 + t(z)) % qu\n) N Eo(F).

z€D

Ahoraseag € 0. SiV € V(z) y # € Dy, entonces g(z) € (—€z + t(z), €z + t(x));
o sea, g(z) ¢ (—%,5). Por tanto, g no tiene una extensién continua a X que

pertenezca a Ag. Es decir O C Eo(F) \ F [E(F) N A5(X)]. O

Nos gustarfa saber bajo qué condiciones de la particién {F, : n < w} de Xp
que define los conjuntos E(F) N Ag(X) y Eo(¥), la funcién F definida en la prueba
del Lema 2.13 es un homeomorfismo. En este sentido tenemos el siguiente Lema.
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Lema 2.14. Sean {F, : n < w} una particién de Xo y

F = nx, [E@F)nagx): B(F) N Ag(X) — Eo(F)
F' es homeomorfismo si y sélo si para todo n < w, F, es cerrado en X.
En particular como F' siempre es morfismo de grupo podemos enunciar el Lena
de la siguiente forma:
F' es isomorfismo topoldgico si y sélo si para todo n < w, F, es cerrado en X.

DEMOSTRACION.

Supongamos que F' es homeomorfismo y que algiin F,, no es cerrado en X.
Sea z € clx Fyy N X).

Notar que [(clx Fry) \ Fno)NXo = 0 ya que los puntos de Xp son puntos aislados.

Sea xF,, : Xo — R la funcién caricteristica de F;,, en Xo. Para cada k < w,
definimos my = ng + k. La coleccién {my : k < w} es trivialmente una sucesién
estrictamente creciente.

Ahora si i > my y z € F;, entonces xr, (z)=0€ [-—511;;, 5-.-%:1,—]

Por tanto xr,, € Ep (km,) para todo k < w, es decir xr,, € Eo(F).

Sea X, € E(F)N Ag(X), tal que F(xF, ) = XF,,; es decir x}.-“e € A3(X)
y es una extensién continua de xr,, en X. Para € = % existe V € V(2) tal que
Xe V1 C (-3,3).

Por construccidn existe z € V N F,,,, para el cual x’F"u (z) = 1, lo cual no puede
ser cierto. Por tanto, F,,, debe ser cerrado.

Ahora supongamos que la particién de Xp, {F, : n < w}, estd formada por
conjuntos cerrados de X. Si h € Eg(F) y k' € RX con ' [x,= hyh(z) =
0 para todo z € X, entonces h’ € Ag(X).

En efecto, sean z € X3, € > 0y {my <w:k < w} una sucesién estrictamente
creciente, tal que h € Ep (km,) para todo k < w. Tomamos k > 0 tal que 52z < €.
Siy € (X \ (Uicm, F3)) N Xo, entonces y € F; con i > my, por tanto se cumple que

K ) = o) € [~z g | © (e s ) ©
(*_Er%fﬁe" -2;-}‘_'_—*) C (—¢,€).
Si y € X, entonces h'(y) = 0. De todas formas
W (X \ (Uigm  F)) C (—€,€) y B'(2) = 0 € (—¢,€).

Concluimos que h' € Az(X). Ahora, por el Lema 2.12 concluimos que h’ €
E(F) N Ag(X), y es claro que F(h') = h. Con esto concluimos que F es un
homeomorfismo. O

Recordemos que espacio topoldgico significara espacio Tychonoff,
ademds que Xy, X, son no vacios y Xy es infinito.

En esta seccién estamos interesados en mostrar algunas condiciones en el espa-
cio X que implican que Cg(X) es un producto caja. Veremos en el Teorema 2.21
que “Xp es un subconjunto denso y Fj, en X" es una de las condiciones buscadas.
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Proposicién 2.15. Sea X un espacio topoldgico, Xy el conjunto de punto ais-
lados de X, X; = X \ Xo, 0 # X® = X; NclxXo. Si Xo es F,, entonces Xo es
c-w-rera X°.

En particular, si Xo es un subconjunto denso y Fy en X, entonces Xg es c-w-
rera X;.

DEMOSTRACION.

Notemos que si H = {H, : n < w} es una familia de cerrados de X tal que
Xo = Un<wH,. Entonces H, es un conjunto cerrabierto de X para cada n < w.
Ademds, si existiera s6lo un mimero finito de elementos de H{ no vacios, entonces
Xo serfa cerrado y no se cumplirfa que X° # 0. Por lo cual podemos suponer que
H, # 0 para todo n < w. Ahorasi Fy = Ho y F,, = H, \ Uicn H; paran > 0, es
claro que {F, : n < w} es una particién de Xo. Pero como cada H, es un conjunto
abierto, entonces cada F), es un conjunto cerrado.

Para finalizar, veamos que {F, : n < w} es una resolucién de X; respecto a
Xp. Seaze Xy V eV(z). SeaA={n <w:VNEF, # 0}. SiA es finito,
entonces existe ng < w tal que para todo n > ng se tiene que VN F, = 0. Como V
¥ X \ Ung<noFn pertenecen a V(z), tendriamos que (X \ Un<noFn) NV N X = 0,
lo cual no puede ser ya que z € clx(Xp). Por tanto A es infinito y {F,, : n < w} es
una resolucién de X respecto a X;. O

En resumen tenemos que si X es un subconjunto denso y F, en X,
si E(F)NAg(X) y Eo(F) se definen respecto a la particién de cerrados no
vacios F, entonces

a) OR¥ = &yep, (Eo(F) +f) ¥
b) Ca(X) = Bzed(xy) (GBIEDl (E(F) N A5(X) + f))g )

donde los sumandos en a) son homeomorfos a los sumandos de b), Dy
es un sistema completo de representantes de las clases de equivalen-
cia del grupo cociente ORX°/Ey(F), y D; es un sistema minimo com-
pleto de representantes de las clases de equivalencia del grupo cociente
A5(X)/E(F) N 45(X).

Asi que para establecer un homeomorfismo entre ORX? y Cp(X), bastard
demostrar que la cardinalidad del conjunto de sumandos en a) y b) en el parrafo
anterior es la misma; es decir bastard demostrar que:

|6(X2)|1D1] = Dol
Es claro que del Lema 2.12 tenemos

Lema 2.16.
|D1| < |Dol.

Es més
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Lema 2.17. Si Xg es un subconjunto denso y F, en X, entonces
[€(x1)| < 1Dl

Donde Dy es un sistema completo de representantes de ORX° /Eo(F), donde F es
una particién de Xqo formada per conjuntos cerrados de X.

DEMOSTRACION.

Definamos una relacién en RXe: Sean f,g € R*°, diremos que f ~ g si y
s6lo si para todo € > 0 y z € X, existe V € V(z) (donde V(z) es el conjunto de
vecindades de z en X), tal que (f — g) [V N Xo] C (—¢,€). Demostraremos que ~
es una relacién de equivalencia. Es claro que f ~ f y que si f ~ g, entonces g ~ f.
Ahora sean f~gy g~ h, e>0, z € X;, tomamos V1, V; € V(z) tales que

(f-9MinXoc(-55)

(9-WanXoc (-53)

entonces

(f=R) Vi NVan Xy C (—¢¢€).
Por tanto f ~ h. Veamos las afirmaciones siguientes

Afirmacién A. Sean F una particién de Xy de conjuntos cerrados de X y
frg € R¥e, Si f = g, entonces f — g & Eo(F). Es decir |[R® /.| < | Dy
Demostracion de la Afirmacién A.

Existen zp € X, y € > 0, tales que para cada V € V(2), existe zyv € VN Xp
tal que (f—g)(zv) & (—€o.€0). Sea k < w tal que 3¢ < €. Seam < w. Es claro que
V = (X \ UicmF}) € V(20). Seazy € V N Xo, tal que (f — g)(av) & (o, €0). En
particular existe i,, > m, tal que ry € F; . Como [—E;M’Tg,ﬁ; = [—-2;;, %; C
(—€0, €0), entonces (f — g)(zv) ¢ [~ 575, 7%+ s decir (f — g) & Eo,(k,m) Para
todo m < w; de donde f — g € Eg(F).

Esto demuestra la Afirmacién A.

Afirmacién B. |O(X,)| < [R¥e /..
Demostracién de la Afirmacién B.

Paracadaz € C (X1), elegimos una arbitraria extensién continua de Z a X, fz,
es decir fz € Az(X). Ahora sea

H: O[X)) — B,
donde
HE)=[fzIxJ={geR™: f~ g} eR™ /...
Es claro que si g € Az(X), entonces (fz—g) € A5(X); asi que para todo z € X,
y € >0, existe V € V(z) tal que (fz — g)[V] C (—€,€). Por tanto fz [xo~ 9 Ixo-

Asi que H(Z) no depende de la eleccién de fz, por lo que H es funcién. Veamos
que H es inyectiva.
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Notar que si f,g €C(X) con f [x,~ g [x, ¥ Suponemos que existe z € X7, tal
que € =| f(z) — g(2) |> 0. Por un lado existe V' € V(z) tal que

para todo t € V N Xg se cumple | f(t) — g(t) |< g,
para todo t € V se cumple | f(z)— f(t) |< g y

para todo t € V se cumple | g(t) —g(2) |< §

Asi, sumando las desigualdades, obtenemos | f(z) — g(z) |< e. Lo cual es una
contradiccién. Por tanto f(z) = g(z) para todo z € X;. Asi que H es inyectiva.
Esto demuestra la Afirmacién B.

En resumen tenemos que

[R¥e,/.| < Dol y |C(X0)} < R¥e/..

Por lo tanto
|€'(X1)| < | Dol
O
Corolario 2.18. Si Xy es un subconjunto denso y F, en X, entonces
|E(x1)| - ID1| < [Dol.
DEMOSTRACION.
Usando los Lemas 2.16 y 2.17 se obtiene la conclusién. O

Vamos a tomar X cumpliendo que Xy es Fy; y denso, y ademas la restriccion:

(+) Existe una particién {F, : n < w} de X, formada por cerrados de X, y
existe una particiéon de Xo, {Ca C Xo: con a < |Xp| y |Ca| = Ro}, tal que para
todo a < |Xo| ¥y n < w, se tiene que [Cq N Fy| = 1. Es decir, cada C, puede ser
enumerado de la siguiente forma:

Co = {Zyn i 1 <W},
COn T n € F, para todo n < w.

Con esta restriccién obtenemos un primer acercamiento al teorema principal
(ver Teorema. 2.21).

Proposicién 2.19. Si X es un subconjunto denso y F, en X y se cumple
(4), entonces

ORX? ~ Cx(X).
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DEMOSTRACION.

Sea F una particién de Xy formada por cerrados de X, que cumple (+).
Tomamos Dy un sistema minimo completo de representantes de ORXe / Eo(F), D,
un sistema minimo completo de representantes de Az(X)/E(F) N Ag(X).

Si demostramos que 21Xol < |Dy|, ya que |R|Xol = (2“")”“’j = 21Xl y |Dy| <
|R|Xel, por el Corolario 2.18, tendriamos la igualdad

IC(X1)I|D1| = | Dol

Asi que existirfa un homeomorfismo entre OR*° y Cp(X) (recordar el comentario
previo al Lema 2.16).

Enseguida demostraremos que 2¥¢l < |D;|. Sea A € P(|Xo|) y tomamos
fa € R¥ definida como

faly) = —2..—’4 sSiy€Chcon Yy =Tan, €Ay l<n<uw,
0 de cualquier otra forma.

Resulta que f4 € Ag(X). En efecto, sea z € X;. Es claro que f4(z) = 0.
Ahora tomamos € > 0 y sea k < w tal que g¢ < €y V = X \ (Uj<kF). Es claro
que f4[V] C (—¢,¢).

Sean A, B € P(|Xo|) con A # B. Mostraremos que f4 — fp ¢ E(F). Bastard
ver que fq4 — fg ¢ Eo(F). Supongamos que existe @ € A\ B. Entonces para

todo n < w, tenemos que fa(Zan+1) — fB(Tan+1) = 3¢ € [—gﬁ; r‘m—1+r]; esto es
suficiente para concluir que fq — fg & Fo(F), y de ahi que f4 — fg & E(F). Asi

que la funcién
T : P(|Xol) — A5(X)/E(F) N Ag(X) donde T'(A) = E(F) N Ag(X) + fa,
es.inyectiva, y se concluye la proposicién. O

De la prueba del Teorema 2.19 tenemos que si X es un subconjunto denso y
F, en X y se cumple (+), entonces |Do| < |R|*°! = 2Xel < |Dy|, y por el Lema
2.16 sabemos que |D;| < |Dyl; por lo tanto
|D1| = |Do| = 2!

(comparar este resultado con el del Teorema 2.7); y podemos concluir el siguiente
corolario.

Corolario 2.20. Si X es un subconjunto denso y F, en X y se cumple (+),
entonces

Aa(X) ~ ORXe,
O sea Ag(X) =~ Ca(X).

Ahora veremos que sin la restriccién (+) en la Proposicién 2.19 se tiene igual
resultado.
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Teorema 2.21. Si X es un subconjunto denso y F, en X, entonces™
Co(X) ~ ORXe,

Ademds Az(X) ~ Co(X).

DEMOSTRACION.

Sea F = {F; : i < w} una familia de conjuntos cerrados de X que es una
particién de Xo. Denotamos «a; = |Fj| y F; = {zf : K < a;}. Sea

a = sup{a; : 1 <w}

En realidad, | Xo| =
Para é§ < a, sea

Cs= {:!:f : si i cumple que § < a;}

P {(5(0 : |C§I = Ng}.

Afirmamos que el subespacio Y = X; U (UserCa) de X cumple que Yy (el
conjunto de puntos aislados de V) es F, y denso en Y, y ademés (+). Es claro
Yo = UserCs. Sea D; = {2%: § < a; y 6§ € T}. En realidad D; =Y N F;. Asi que
D; es un conjunto cerrado de Y, Yy = Ui Di y DiN D;j = 0 si i # j. Por tanto
Yoes F, enY.

Resulta que la familia {Cjs : § € T} es una particién de Yy que cumple (+).
En efecto, veamos primero que para todo z € X se tiene que z € clyYp.

Con este propésito demostremos la siguiente afirmacién:

Afirmacién A. Existe ng < w tal que para todo § € a\T se tiene F;NCs =0
cuando i > ng.
Demostracién de la Afirmacién A.

Sea 8o = min o\ T, (si a \ T = 0, estariamos en el caso del Teorema 2.19).
Escribimos Cg, de tal manera que'

{IJI‘ ot Ia‘u} con j1 < j2 < oo < Jp-

Sea 6§ € a\T y C5 = {Isl, W8 .}. Por definicién de Cs, tenemos que § < ay,
y 2§, € F,, para todo | € {1,..,t}. Como & < §, entonoes 8y < a,, para cada
l € {1,...,t}. Entonces, para cada l € {1,...,t} existe z3° € Cj, tal que 25 € F,,,
es decir, s; € {j1,...,jr} para todo l € {1,...,t}.

Ahora,sii>jryd€a\Tyz€ CaﬂFi, como §o < 8 y = = z¢, por lo anterior
i € {41, .y jr }, lo cual no es posible. Si ng = jr, ng cumple lo pedido.

Esto demuestra la Afirmacion A.

Ahora continuamos la demostracién del Teorema 2.21. Seaz € X; y V € V(2).
Entonces W = V N (X \ Upy<iFi) € V(2), pero W N (Usea\rCs) = 0, asi que
WnYy #0. Por tanto Y7 = X, C clyYp.

La Afirmacién A demuestra ademds que Uyer\7Ca €8 un cerrabierto de X.
Por tanto

X =Y ® (Uaex\1Ca) -
Por el Teoremas 2.19 y la Proposicién 1.7 tenemos que

Ca(X) = Ca(Y) X Co (Uaen\1Ca) = DR x ORYeex\rCa ~ ORXo,
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Ahora demostremos que Cn(X) = A5(X). Recordemos que X = Y®(Ugex\rCa),
¥y que Y cumple que Y, es F,, y denso en Y, junto con (4), asi que por el Corolario
2.20, tenemos que Co(Y) =~ {f € C(Y) : f [x,= 0} = Ag(Y). Por otro lado
afirmamos que

A5(X) = Ag(Y) x OR®
donde Zg = (Uo‘en\Tcﬂ’)'
En efecto sea:

¥ : Ag(X) — A5(Y) x OR% donde %(f) = f Iy xf Iz, -

Es claro que para toda f € Ag(X), se tiene que ¥(f) € A5(Y) x ORZ? y que ¢
es inyectiva. Veamos que 1) es sobreyectiva: sean < fi, fa = € A5(Y) x OR%,
t€X; =Y ye>0. ComoY €V(z) (Y es cerrabierto en X), existe O € V(z)
tal que f1{ONY] C (—¢,€). Ya que (Y NO) € V(z), concluimos que (f; X f3) es
continua en z. Por tanto (f; x f2) € A5(X).

Ahora si O = ([],cx O<) N A5(X), tenemos que

$(0) = (]‘[ oz) N A5(Y) x (H o,,) :

z€Y zEZp

Y siV = ([ley V) N 4A5(Y) X [1,¢z, V=, entonces

Y (V) = (H V,) N A5(X).

zeX

Asi que 9 es homeomorfismo. Como
A5(X) =~ A5(Y) x OR% ~ Co(Y) x OR% =~ Cn(X);

se concluye la demostracién. O

A la luz del Teorema 2.21, obtenemos el siguiente corolario

Corolario 2.22. Si |Xo| = No y X1 C clx Xo, entonces Ca(X) ~ ORXe,
En particular, si c(X) = o y X; C clx Xo, entonces Cg(X) ~ OR¥e,

-

DEMOSTRACION.
Supongamos que ¢(X) = Ro y |Xo| > Ro. La familia H = {{z} : = € Xo},
es una familia celular de X. Por tanto || < No, lo cual no es posible. Entonces
| Xo| = Ro y por tanto F,. Asi concluimos la demostracién del corolario. O

Antes de ver algunos ejemplos recordemos que todo espacio X considerado
satisface: X es Tychonoff, Xp, el conjunto de puntos aislados de X, es
infinito y X; = X \ Xy es no vacio.
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Ejemplos 2.23. 1. Si X es separable y 0 # X; C clx(Xo), entonces
Co(X) =~ ORMo.

En efecto, sean A C X un conjunto denso numerable y z € Xp. Como {z}
es un abierto no vacio entonces {z} N A = {z}. Por tanto Xo C 4; o sea, Xy es
numerable. Si X; C elx Xp, entonces

Co(X) ~ ORM.
2. Si X es perfecto con @ # X, C clx(Xo), entonces Cp(X) ~ OR®e,

Como resulta que Xy es abierto en X, entonces Xg es F, en X. Por tanto
concluimos que

Ca(X) ~ ORM,

3. Sea X un espacio metrizable o semi-estratificable o desarrollable, con 0 #
X C clx(Xo), entonces Cn(X) ~ OR®.
Como todo metrizable o semi-estratificable o desarrollable es perfecto, tenemos
que
Co(X) =~ ORM,

4. Si a es un ordinal numerable, entonces cualquier compactacién b([0, a)) del
espacio [0, &) de ordinales menores que a cumple las condiciones del Corolario 2.22,
por tanto

Ca(b([0,))) ~ OR.
En particular

Cu (,@U) = DRRO.

5. M4ds general, si k£ es un cardinal infinito de cofinalidad numerable y Y es
un subconjunto de los ultrafiltros uniformes sobre x (es decir z € ¥ y A € z
implica que |A| = k), entonces C(Y U k) =~ OR" en donde Y Uk estd considerado
con la topologia heredada de (k). Recordar que la base de vecindades de los
puntos = € B(k) son los conjuntos A = {z € A(k) : A € z} para A € z. Asf que
Y Celyuck. Ademds (YUk)o=ky (YUk); =Y. Ahora veamos que & es F,
en YUk. Sea {k, : n < w} una sucesién estrictamente creciente y cofinal de x.
Tenemos que & = Uncwhn, afirmamos que (Y Uk) \ [0, %,) es un conjunto abierto
en YUK. Sea z € (YUK)\ [0, k,). Primero tomemos z € Y. Supongamos que para
todo A € z, siempre AN [0, x,) # 0. Esto tltimo significa que AN [0,x,) # 0, por
lo cual [0, k,) € z, pero |[0, k)| < &, lo cual es una contradiccién. Ahora si z € &,
%l abierto de Y U« {z} no intersecta con [0, k).

6. Si £ es una familia casi ajena maximal de w. Tomamos ¥ = £ Uw. Dotamos
a ¥ de la topologia en donde los puntos de w son aislados y las vecindades de E € £
son conjuntos de la forma {E} U B en donde B Cw y |B\ E| < Ro. Este espacio
es llamado el espacio de Mréwka, el cual cumple ¥y = w y ¥ C ¢ly%W. Por tanto

Co(¥) ~ OR™.
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5. Cuando Cp(X) es un producto caja, segunda parte

Aqui, como antes, X son los puntos aislados de X y X; = X\ Xg, Xg # 0 #
Xy y X es Tychonoff. El objetivo de esta seccién es encontrar condiciones més
débiles que la condicién “Xj es F,, y denso en X", que nos proporcionen relaciones
interesantes entre Cp(X) y ORX°. Para lograr esto, estudiaremos la estructura de
las vecindades en un punto.

Para cada z € X, hemos denotado como V(z) al conjunto de vecindades de =
en la topologia de X. Como en esta seccién supondremos que para cada espacio
X, X1 C clxXo,siVo(z) = {VNXp:V € V(z)}, entonces Vp(z) es un filtro en Xo
para cada x € X;.

Lema 2.24. Siz € X; y Vo(z) se define como la coleccién {VNXg :V €
V(z)}, entonces Vo(x) es un filtro en Xo

DEMOSTRACION.

Bastara demostrar que si B € P(Xp) vy V € V(x) es tal que VN Xy C B,
entonces B € Vy(z). Pero B es un conjunto abierto de X, asi que BUV € V(z).
Como B = (BUV)N Xy, entonces B € Vy(x). O

Recordemos que para cada espacio X, A5(X) denota al conjunto {f € C(X) :
f [XuE 0}

Teorema 2.25. Si para todo x € X, tenemos que Vo(z) es un ultrafiltro en

Xp, entonces son equivalentes

(1) Xo es F, en X.

[2) Xo es c-w-recra X].

(3) Ca(X)~0OR* y Xy es c-w-rera X;.

(4) Ag(X) es abierto en Cp(X) y Xo es c-w-rcra X;.

(5) Ag(X) ~ ORX° y Xg es c-w-rera X;.

(6) A§(X) ~Co(X) y Xo es cw-rera X;.

DEMOSTRACION.

(1) implica (2) por la Proposicién 2.15.

Veamos que (2) implica (1). Sea {F, : n < w} una resolucién de Xo respecto
a X;. Fijamos n < w y suponemos que existe z € clF,, N X;. O sea, para toda
V € V(z), se tiene que VN F, # 0. Asi, para cada V N Xp € Wo(z), VN F, =
(V N Xo) N Fy # 0. Como Vy(z) es ultrafiltro, F, € Vo(z). Sea V' € V(x) tal que
F, = V’'N Xp. Con lo cual tenemos que Fr, NV’ = () cuando n # m, lo cual es una
contradiccién ya que {F, : n < w} es una resolucién de X respecto a X;.

(1) implica (3): Por el Teorema 2.21 tenemos que Cg(X) ~ ORX° y por la
Proposicién 2.15 tenemos que Xj es c-w-rcra X;.

(3) implica (4): Por el Teorema 2.9, tenemos que Ag(X) es abierto. Por tanto
concluimos (4).

(4) implica (2): Esto es claro.

(1) implica (5): Por el Teorema 2.21 tenemos que Ag(X) =~ ORX° y por la
Proposicién 2.15 tenemos que Xg es c-w-rcra X;.

(5) implica (2): Esto es claro.

(1) implica (6): Por el Teorema 2.21 tenemos que Ag(X) =~ CO(X) y por la
Proposicién 2.15 tenemos que X es c-w-rera X;.
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(6) implica (2): Es claro.

O

Una parte de (4) del Teorema 2.25 se puede obtener por otra condicién. Veamos
el siguiente Teorema

Proposicién 2.26. (1) Si X es c-w-rere X,, entonces Az(X) es un conjunto
abierto en Co(X) para todo T € C(X,).
(2) X es c-w-rcra X, siy sdlo si Ag(X) es un conjunto abierto en Cp(X).

DEMOSTRACION.
(1) Recordar que Az(X) = {f € C(X) : f Ix,= Z}. Sea {F, : n < w} una
resolucién de X respectoa X, y

or=|11 ( 7+ (@5 + f(m))] N Ca(X).
€Fn
Es claro que f € Oy. Repitiendo los mismos argumentos que en la demostracién
del Teorema 2.8 concluimos que para toda g € Oy se cumple que f [x,= ¢ [x,;
por lo cual Oy C Az(X). Por tanto Az(X) es abierto en Ca(X).

(2) Ahora supongamos que Ag(X) es abierto. Sea 0 € C(X) la funcién cons-
tante cero. Como 0 € Aj(X), para cada z € X existe un abierto G, de R tal
que

0e (H G,.,) NC(X) C A5(X).
TeX
Como 0 € G; para todo = € X, podemos definir

d(:r:):min{n<w:( & 21n) C Gz}

b

F, = {z € X : d(z) = n}.

Veamos ahora que {F, : n < w} es una resolucién de X respecto a X;. Para
cada z € X, es claro que z € Fy(;). Ahorasi n,m < wy z € F, N F,, entonces
m =d(z) =n. Asi que {F, : n < w} es una particién de X.

Para finalizar, supongamos que existen z € X;, V' € V(z) vecindad abierta y
ng < w, tales que V N F,, = @ para todo n > ny.

Sea

H:X—»[O

, m] una funcién continua,

tal que H(X \ V) C {0} y H(z) = zmasr (recordemos que estamos suponiendo que
X es Tychonoff).

Si z € V, entonces d(z) < ng. En efecto, si m = d(z) > ng, entonces x € Fp,,
pero Fy, NV = 0. Asi que para todo = € V se tiene

I 1
2no+1 % 9d(x)’
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y ademds H(z) < zmayr. Por tanto, para todo z € V, H(z) € (~ a5 33t5) C Go-
Ahora si & € X \ V, trivialmente H(z) = 0 € G,. Asi que

He (H Gz) NC(X) C A5(X).
z€X

Por tanto H(z) =0, pero H estd de tal manera definida que relaciona a z con

za+T- Asi hemos obtenido una contradiccién. Por tanto {F, : n < w} es una

resolucién de X respecto a X;. Ahora usando la parte (1) para Ag(X), concluimos

(2).

Para finalizar esta seccién veamos las relaciones entre la propiedad “X c-w-rcra
X1" y la propiedad “Xjy c-w-rcra X;”.

Proposicién 2.27. (a)Si Xy es c-w-rera X, entonces X es c-w-rera X,.
(b) Eziste un espacio topolégico X tal que X es c-w-rera Xy, pero Xo no es
c-w-rera X7.

DEMOSTRACION.

(a) Sea {F, : n < w} una resolucién de X respecto de X;. Tomamos la
particién P = {X; }U{F, : n < w}. Trivialmente P es una resolucién de X respecto
a X, va que para todo z € X; y toda V € V(z), V intersecta una infinidad de
elementos de P.

(b) Si « es un cardinal de cofinalidad no numerable, entonces 3(a) cumple lo
pedido (ver el Ejemplo 2.29). O

En [18], es definida la nocién de un espacio casi-w-resoluble. Se dice que un
espacio X es casi-w-resoluble si existe una particién numerable de é] tal que todo
conjunto abierto de X intersecta una infinidad de elementos de tal particién. A tal
particién se le llama resolucidn de X.

Proposicién 2.28. Si X, es casi-w-resoluble, entonces X es c-w-rera X,

DEMOSTRACION.
Sea F = {F, : n < w} una resoluci6n de X;. Tomamos la particién

G={Xo}U{Fn:n<w}

Sean z € X; y V € V(z). Es claro que VN X; # 0 y es un conjunto abierto de
X;. Por tanto V N X, intersecta una infinidad de elementos en F, por lo cual V'
intersecta una infinidad de elementos en G. O

Observese que si X es c-w-rcra X7, entonces X; no tiene puntos aislados. En
efecto, si z € X fuera aislado y 7 = {F, : n < w} una resolucién de X respecto
a X, entonces {z} intersectaria a una infinidad de elementos de F, pero esto
implicaria que algunos elementos de F no serian ajenos.

Con los iiltimos resultados, podemos presentar una clase de espacios que ejem-
plifican mejor las relaciones entre Xp y X;.

Ejemplos 2.29. Sea a un cardinal infinito de cofinalidad no numerable. Toma-
mos « con la topologia discreta y X = (), entonces
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1. Xp no es Fy,

Es claro que Xo = e y X3 C clx Xp. Sabemos que toda unién numerable
de subconjuntos de Xy de cardinalidad menor que o no pueden ser Xg. Si
A C Xp con |A] = a, como clx(A) = {p€ X : A € p} y existe ¢ €
U(a) Nclx (A), donde U(a) = {p € X : |B| = a, para todo B € p} que es
el conjunto de los ultrafiltros uniformes (ver [19]), entonces A no puede ser
cerrado en X. Si A C X y cerrado en X, entonces |A| < @, por tanto toda
unién numerable de subconjuntos de Xy cerrados en X no puede ser Xp.

2. Xp no es c-w-rera X;.
Tenemos que
X, = a* = f(a) \ a. Asi que, si p € X3, p es un ultrafiltro libre en a.
Sea Aepy

A" ={q € B(a) : A € q}, entonces A* € V(p).
Como A = A*Na= A*N Xy € Vy(p), p C Vo(p), es decir p= Vo(p). Asi
que para todo p € Xi, Vo(p) es un ultrafiltro. Por el Teorema 2.25, tenemos
que X no es c-w-rcra Xy, ya que Xp no es F.

3. Ag(X) es un conjunto abierto en Cn(X).

Para todo z € @, como {z} es cerrabierto en «, entonces {z} es cerra-
bierto en (), de aqui que @ es abierto en X. Por tanto X; = f(a) \ «
es cerrado en f(a), o sea X; es compacto. Como los espacios sin puntos
aislados que son compactos y T (ver [18]) son casi-w-resolubles, entonces
X es c-w-rcra X;. Por el Teorema 2.26, tenemos que Ag(X) es abierto.

6. Férmulas de reduccién I
Estamos interesados en hallar férmulas de reduccién para expresiones del tipo
Co(X) ~ ®rec(ORY);.
Consideremos el siguiente espacio topolégico: Sea k un cardinal infinito, denota-
mos por D(k) al espacio discreto de cardinalidad k, [0,w] el conjunto de ordinales
menores o iguales a w con la topologia del orden y E(x) = [0,w] x D(k) el espacio
producto. La topologia de E(k) serd la siguiente:
1. Los puntos de la forma < n,a > con n < w y a < k, serdn aislados.
2. Las vecindades V de los puntos de < w, @ > con @ < k, serdn subconjuntos
de (w+ 1) x {a}, tales que < w,a € Vy|w\{n:n<wy <n,a>€
V} |< Ro.
De esta forma tenemos que:
1. (E(x))o = {=<na>n<w,a<k}y| (EK) =~
2. (E(x)), = {Rw,a>:a < k}.
3. Para cada n < w, F, = {< n,a =: a < &} es cerrado en E(x). Como
(E(%))o = Un<wFhn, tenemos que (E(x))o es F, en E(k).
4. Se cumple que (E(x))o es un subconjunto denso y F, de E(k), ya que
(E(x)), C clpx) (E(x))o-
Asi que usando el Teorema 2.21, las Proposiciones 2.2, 2.9 y 2.15, tenemos que

OR" = Ca(E(k)) = ®zea((p(x)) (TR )z-
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Como el espacio (E(k)), es el discreto de x puntos, entonces C((E(x))) = R*.
De hecho, si f € R”, existe una funcién f que extiende continuamente a f en
E(k). Esta extensién puede definirse de la siguiente manera, para cada a < K, sea
{a3 : n < w} una sucesién en R que converge a f(a), entonces f(< n,a >) = aZ
sin<wya< kK, ademds f(< w,a >) = f(a) para todo a@ < k. O sea que en
realidad tenemos

OR" =~ @zER"(DRE)x-
Con lo anterior hemos demostrado el siguiente lema:

Lema 2.30. Para todo k, cardinal infinito, OR® admite una particién de 2%
cerrabiertos, cada uno de ellos homeomorfo a OR",

Queremos determinar qué tan grandes pueden ser estas familias. En este sentido
estd la siguiente definicién.

Definicién 2.31. Sea X un espacio topol6gico. Si C es una particién de X
formada por conjuntos cerrabiertos de X, donde cada uno de ellos es homeomorfo
a X, diremos que C es una particién homeomdrfica de cerrabiertos en X.

Npah(X) = min{k : no existe una particién homeomérfica de cerrabiertos de X

de cardinalidad x}
De la definicién tenemos siempre que Npah(X) < | X|*.
Proposicién 2.32. Para todo cardinal infinito k se tiene que:
Npah(OR®) = (2%)*.

DEMOSTRACION.
De la Definicién 2.31 tenemos

Npah(OR®) < |OR*[.

Como |OR*| = 2%, tenemos que Npah(OR*) < (2*)*. Por otro lado, por el Lema
2.30, tenemos que (2%)* < Npah(OR*). De aqui concluimos la igualdad. O

Ahora presentamos una 1til proposicién, que nos permitird reducir algunas
sumas directas.

Proposicién 2.33. Sean 7,7 y k cardinales inifinitos, entonces
Bacx (ORT), ~OR? siy sdlo sik <27 yy =T.

* DEMOSTRACION.
Supongamos que ¥ : Bacx (OR™), — OR” es un homeomorfismo. Sean a <
v z € (OR"), . Tenemos que (ver Proposicién 1.10)

1. Si C; es la componente conexa de = en ®.<x(OR"),, entonces Cr C
(OR7),,, ya que (OR"), es un cerrabierto de ®a<x (OR7),,.

2. C; ~ o, (R7), para algin ¢’ € OR”. Como (OR”), es homeomorfo a
OR™, entonces C; es homeomorfa a la componente conexa en OR” de algin
elemento de OR".

3. 05(R™) = 03,,(R). En efecto, como Cz = Cy(q), donde Cy() es la
componente conexa de ¥(z) en OR?, concluimos que o3 (R7) =~ a7, (R7).
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Ahora, por la Proposicién 1.33 tenemos que 7 = vy Supongamos que x > 27.
Como
| ®a<x (ORT), | = [ORY],
entonces £.2" = 27, Es decir k = 27. En resumen 27 > 27, lo cual no es posible ya
que v = 7. Por tanto k < 27.

Por otro lado, supongamos que £ < 27 y v = 7. Por la Proposicién 2.32,
tenemos que
®a<x (OR™), ~ OR".
Pero trivialmente OR™ ~ OR?, Asi que

@a<x (ORT), ~ OR?.

7. Cuando Cp(X) es una suma de productos caja

Ahora analizaremos Co(X) en un caso més general que el tratado en la seccién
anterior. Como antes, X; denotara el conjunto de puntos aislados de X
y X1 = X\ Xo, X" denotara a (clxXy) N X; y ahora Z sera el conjunto
X, \Xb. Con esta notacién tenemos que Z = X \ clx Xy, por tanto es un conjunto
abierto en X .

En el caso en que Xo es F, en X, Z = 0 y X® # 0, estaremos en la situacién
ya estudiada en la Seccién 2, asi que de ahora en adelante supondremos que
Z#00X#£0.

Por otro lado, si X® = 0, entonces Xj es cerrabiertoen X. Asf que X = Xo®X;.
Por el Teorema 1.7, tenemos que Cp(X) ~ OR¥X? x Cp(X;). Como el espacio X
es Tychonoff, podemos usar el siguiente teorema para expresar Cg(X) en términos
de productos caja (ver [18]).

Teorema 2.34 (Tamariz-Villegas). ZFC es consistente con “todo espacio Ty-
chonoff X sin puntos aislados es casi-w-resoluble y Cgp(X) es un subespacio dis-
creto de ORX 7.,

Y asi concluir el siguiente resultado

Proposicién 2.35. ZFC es consistente con:

Para todo espacio Tychonoff tal que X tal que X® = clx(Xo)NX; = 0, se tiene
Co(X) = ®acjo(x,)| (OR*)q.

En particular ZFC es consistente con:

Para todo espacio Tychonoff X tal que

1L.Xv= dx(Xo)ﬂXl =0,v

2. |C(Xy)| < 2%l
se tiene Cg(X) ~ ORXo,

DEMOSTRACION.

Por los comentarios previos y el Teorema. 2.34, tenemos que si 9t es un modelo
de ZFC en donde se cumple la conclusién del Teorema 2.34, entonces en M se
cumple

Co(X)~OR*° x D,
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donde D es un discreto de cardinalidad | C(X;) |. Indicamos al conjunto D como
D = {da : @ <| C(X,) |}. Es claro que para cada a <| C(X;) |

Aq = {(z,ds) : z € R%°},
es cerrabierto en OR*° x D. De esto concluimos la primera parte del teorema.
Para concluir la segunda parte del teorema se debe usar el Teorema 2.32, lo cual
nos permite reducir a un sumando la expresién Co(X) = ®a<jc(x,)|(OR¥?),, si la
cardinalidad de sumandos no supera a 21%ol. a

De ahora en adelante, los espacios X que consideraremos en esta
seccién cumplirdn que X® y Z son no vacios, donde X° = clxyXoN X; y
Z=X;\X"y Xy es F, en X.

Para espacios topolégicos que cumplan esta condicién buscaremos una ex-
presién de Co(X) en terminos de ORXe,

En lo que sigue demostraremos que la Proposicién 2.35, se puede generalizar
en un Teorema en el que se_obtiene la misma conclusién pero sin pedir que X° sea
un conjunto vacio. Veamos algunos resultados previos.

Si X®#0+# Z, Xoes F, en X y Z es casi-w- resoluble, Aj(X) es también
un conjunto cerrabierto de Co(X) (recordar que A(X) = {f € C(X) : f(z) =
0 para todo z € X1 }). Es mds, tenemos que:

Proposicién 2.36. Si X® # 0 # Z y Xy es F, en X, las siguientes afirma-
ctones son equivalentes:

(1) Z es casi-w-resoluble.

(2) El grupo topoldgico A5(X) es un conjunto cerrabierto de Cq(X).

(8) X es c-w-rcraX;.

DEMOSTRACION.

(1)=(2) Sea H = {Hn : n < w} una resolucién de Z; es decir, H es una
particién de Z tal que todo abierto de Z intersecta una infinidad de elementos de
H. Por otro lado, como X® U X cumple que X es denso y F, en X° U Xp, por
la Proposicién 2.15, existe una resolucién F = {F, : n < w} de Xp respecto a X°.
Definimos

Co=HyUX by Fy

C" = HgUFi parat' Z 1

Es claro que C es una particién de X. Por otro lado, sean z & X® y V € V(z2); es
claro que V intersecta una infinidad de elementos de F y por tanto a una infinidad
de elementos de C. Ahoraseaz € Zy W € V(z), entonces W N Z es un conjunto
abierto no vacio de Z, por tanto intersecta a una infinidad de elementos de H, de
ahi que intersecta a una infinidad de elementos de C.

(2)=(1) Si C = {Cy : n < w} es una resolucién de X respecto a X, entonces
H={H,NZ:n<wyH,NZ# 0} es una resolucién de Z. En efecto, que H es
una particién de Z, lo hereda de que C es una particién de X. Ahora si O es un
abierto no vacio de Z, entonces O = VN Z donde V es un abierto no vacio de X.
Como O es un abierto no vacio de X, ya que Z es un abierto no vacio de X, asi
que O intersecta con una infinidad de elementos de H.

(2)+(3) Es la Proposicion 2.26 O
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Por la Proposicién 2.26 obtenemos el siguiente corolario

Corolario 2.37. Si X® £ 0 # Z, Xo es F, en X y Z es casi-w-resoluble,
entonces

1. Para todo € C(X,), Az(X) es un cerrabierto de Co(X).

2. Co(X) = Bze(x,)Az(X).

Ahora tomemos el espacio Y igual a Xo U X®, ¥ cumple que Yp = Xj es F, v
denso en Y. Es decir: A5(Y)={f € C(Y): f [xs= 0} ~ Ca(Y). En el siguiente
lema veremos una relacién entre C'(X) y C(Y).

Lema 2.38. Si Y es igual a Xo U X, entonces

(1) Ag(X) =~ A5(Y).
(2) A5(X) y A5(Y') son topolégicamente isomorfos.

DEMOSTRACION.

(1) Por el Lema 2.3, tenemos que 7y | Ag(X) €s una inmersién, asi que bastard
demostrar que Ty [4;(x) (Ag(X)) = A5(Y), para concluir que A5(X) =~ A5(Y). Es
claro que 7y [a5(x) (Ag(X)) C Ag(Y).

Ahora sea h € A5(Y'), definimos b’ € R¥ como h/(z) = 0 para todo z € Z y
k' ly= h. Veamos que k' € C(X). Seaz € Z = X; \ X® y € > 0, como Z es
abierto y f[Z] = {0} C (~¢,¢), entonces h’ es continua en z. Ahora si z € X, por
la continuidad de k, existe W abierto de X con z € W, tal que h[W NY] C (—e¢,¢€).
Notemos que W = (W NY)U(W N Z), entonces ' [W]=H[WNY|UR[WNZ]C
hW NY]U {0} C (—¢,¢€). Es claro que b’ € A5(X), y que 1y [45(x) (') = h.

(2) Como 7y | 45(x) es morfismo de grupo, entonces concluimos el lema. [

Lema 2.39. Si X® £ 0 # Z, Xo es F, en X y Y = Xo U X, entonces
A5(Y) ~ ORXo,
En particular, Ag(X) ~ ORXo,

DEMOSTRACION.

Como Yy = Xp y Yo cumple que es F, y denso en Y, por el Teorema 2.21
tenemos que Ag(Y) ~ ORXe, Usando el Lema 2.38, tenemos finalmente que
Ag(X) ~ ORXe, O

En resumen obtenemos el siguiente teorema. Recordemos que X, el conjunto
de puntos aislados de X, es infinito y F, en X, 0 # X; = X \ Xo, 0 # Xb =
XiNelxXo,0# Z = X1\ X°.

Teorema 2.40. Si X #0+# Z, Xq es F, en X y Z es casi-w-resoluble.

Entonces Cu(X) es la suma directa de a lo mds |C(X1)| copias de RX°.
Es decir

Ca(X) = @3¢5 (x,) (OR*)z.
Ademds Ag(X) ~ ORX°
DEMOSTRACION.

Usando el Corolario 2.37 y los Lemas 2.38 y 2.39, obtenemos la demostracién.
O
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Veamos unas condiciones para que la suma que aparece en el Teorema 2.40 se
reduzca a un sumando.

Corolario 2.41. Si X® # 0 # Z, X, es F, en X y Z es casi-w-resoluble,
entonces
IC(X1)| < 2%el si y sélo si Ca(X) ~ ORXo,

DEMOSTRACION.

Supongamos que |C(X;)| < 20!, usando el Teorema 2.40 y la Proposicién
2.32, obtenemos que Cp(X) =~ $256(x,}(DRX°)E ~ ORXe,

Ahora si Cp(X) ~ ORXe, entonces Qieé(xl)(DRxo)# ~ ORX°, ahora usando

la Proposicién 2.32, concluimos que |C(X;)| < 21%0l. O

Para un espacio topoldgico X, we(X) es el minimo cardinal infinito & tal que
cada cubierta abierta de X tiene una subfamilia de a lo més & elementos tal que la
unién de ella es densa en X. En [3] se tiene la estimacién siguiente:

C(X)] < (w(Xy)) e < 240,
Por tanto tenemos el siguiente Corolario.

Corolario 2.42. Si X® #0# Z. Xo es F, en X y Z es casi-w-resoluble. Si
(w(Xl))wdx‘) < 2ol entonces

Ca(X) ~ ORX,

En particular si w(X) < | Xo| 0d(X1) < |Xo|, entonces
Ca(X) ~ ORX?,

DEMOSTRACION.

Por el comentario anterior a este corolario, tenemos la siguiente estimacién:

IC(X1)| < [C(X)| < 2Vel.

Por el Corolario 2.41, se cumple que
Co(X) ~ ORX".

Por otro lado, por el comentario anterior a este corolario, obtenemos que
C(Xn)] < 24X,

Asf que si d(X;) < | Xo|, logramos también que |C(X;)| < 20!, y por tanto
Co(X) =~ ORX?,

Ahora si w(X) = | X|, entonces se cumple que
w(X1)
O] < (w(X2)) 20 < (u(X))#e0) < (2000) "7 < guixdute),

ya que en general we(X) < w(X). Por tanto, tendriamos que |6‘(X1}! < 21Xl de
aqui nuevamente concluimos que Cg(X) ~ OR*°, O
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Si usamos el Teorema 2.34, podemos obtener una generalizacién de la Proposicion
2.35:

Teorema 2.43. ZFC es consistente con:
Para todo espacio Tychonoff X tal que
1. Xg es Fy en X,
2. Xb=c(Xo)NX1, Z=X1\X? conZ#0# X"
se tiene
Co(X) =~ ®z¢5(x,)(OR*)z.
En particular ZFC es consistente con:
Para todo espacio Tychonoff X tal que
1. Xg es Fy en X,
2. X' =d(Xo))N Xy, Z=X1\XP conZ#0# X"y
3. |C(Xy)| < 2%l
_ se tiene
Ca(X) ~ ORX°,

DEMOSTRACION.

Como Z no tiene puntos aislados, por el Teorema 2.34, tenemos que es consis-
tente con ZFC que Z es casi-w-resoluble. Por el Teorema 2.40 y el Corolario 2.41
obtenemos la conclusion. O

Ahora daremos una generalizacién del Teorema 2.25.

Teorema 2.44. Si X* £0# Z yZ # 0 # X, Z es casiw-resoluble y para
todo p € X se tiene que Vo(p) es ultrafiltro en Xo, entonces son equivalentes:
(1) Xp es F, en X.
(2) Xo es cw-rera X°.
(3) Ca(X) es suma directa de lo mds |C(X,)| copias de ORX® y Xo es c-w-rera
AP,
(4) Ag(X) es abierto en Ca(X) y Xo es cw-rcre X°.
(5) Ag(X)~ORXe y Xy es cw-rera X°.

DEMOSTRACION.

(1) = (2). Es la Proposicién 2.15.

(2) = (1). Sea F = {F, : n < w} una resolucién de X; respecto a X®. Sea
n < w y supongamos que_existe p € clx F,NX;. Como clx FNX; C clx XoNX; =
X?®, entonces Vy(p) es un ultrafiltro en Xp. Pero, para toda V € V(p) se tiene que
VNF, # 0 yademas VNXoNF, = VNF, Como Vy(p) es un ultrafiltro,
concluimos que F, € Vo(p). Asi que existe V' € V(p) tal que F, = V' N Xp. En
resumen, si m # n, entonces V' N F,, = 0, lo que contradice que F sea resolucién
de Xo respecto a X°.

(1) = (3). Si X, es Fy, como ademés Z es casi-w-resoluble. Por el Teorema
2.40, tenemos que Cp(X) es suma directa de a lo més |C(X;)| copias de ORXe. Y
como adems4s (1) implica (2), concluimos (3).

(3) = (2). Es claro.
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(2) = (4). En la prueba de la Proposicién 2.36, se puede observar que se
demostré que siempre que Xp es c-w-rcra X, y Z es casi-w-resoluble tenemos que
A5(X) es abierto en Co(X) (es decir X es c-w-rera X).

(4) = (2). Es claro.

(1) = (5). Si suponemos que Xg es F, en X, por la Proposicién 2.39 tenemos
que Az ~ ORXe.

(5) = (2). Es claro. O

Finalizamos este capitulo resumiendo lo que hasta ahora tenemos junto con
los resultados de [14] y [16] , que dicen respectivamente que un producto caja de
un niimero no numerable de lineas rectas no es normal y que asumiendo CH un
producto numerable de espacios metrizables o-compactos localmente compactos es
paracompacto.

Corolario 2.45. Es consistente con ZFC que para todo espacio Tychonoff X
tal que Xo es un conjunto F, de X

(1) Cuo(X) no es normal si | Xp| > Ro.

(2) Asumiendo CH, tenemos que Cn(X) es paracompacto si | Xo| = Ro.

DEMOSTRACION.

(1) Por el Teorema 2.43 y la Proposicién 2.35, tenemos que es consistente con
ZFC que todo espacio Tychonoff con Z # 0 0 X® = 0, Ca(X) es una suma directa
de copias de OR*°, Como OR*® no es normal si |Xp| > Ro, entonces ninguna suma
de copias de él podrd ser normal, entonces Cp(X) no es normal.

Ahora si X estal que Z =0y X® # 0, entonces X = XoUX? donde X; = X°.
Por tanto por el Teorema 2.21 tenemos que Co(X) ~ R*°. Por tanto, si | Xo| > No,
entonces Cp(X) es no normal.

(2) Igual que en (1), tenemos que es consistente con ZFC que todo espacio
Tychonoff con Z # @ 0o X® = 0, Ca(X) es una suma directa de copias de ORXo,

Si | Xo| = Ro y asumimos CH, entonces ORX° es paracompacto. Como toda
suma de paracompactos es paracompacto, entonces Ca(X) serd paracompacto.

Ahora si X es tal que Z = 0 y X® #£ 0, entonces X = X U X®; por el Teorema
2.21, tenemos que Cg(X) ~ OR¥°. Si ademas, | Xo| = No y asumimos CH, entonces
Cp(X) serd paracompacto. O

Usando partes de la demostracién del Corolario 2.45, se obtiene la prueba del
siguiente corolario

Corolario 2.46. Si X # 0 +# Z, Xo es F, en X y Z es casiw-resoluble, se
cumple

(1) Ca(X) ne es normal si | Xo| > Ro.

(2) Asumiendo CH, tenemos que Ca(X) es paracompacto si | Xo| = Ro.

DEMOSTRACION.

1. Por el Teorema 2.40, tenemos que para todo espacio que cumple las hipétesis
del corolario, Cp(X) es una suma directa de copias de ORX°. Como ORX® no es
normal si |Xp| > Ro: entonces ninguna suma de copias de él podrd ser normal,
entonces Cg(X) no es normal.

2. Igual que en (1), tenemos que para todo espacio que cumple las hipétesis
del corolario, Cg(X) es una suma directa de copias de ORX°,
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Si | Xo| = No y asumimos CH, entonces ORX° es paracompacto. Como toda
suma de paracompactos es paracompacto, entonces Cp(X) serd paracompacto.
O

Ejemplos 2.47. 1. Algunos espacios conocidos como espacios métricos
generalizados (incluidos los métrizables) cumplen la propiedad de ser primero
numerables, a saber: los espacios desarrollables y los espacios semimetri-
zables. Si X es un espacio métrizable, semimetrizable o desarrollable tal
que | Xo| > w(X) y X® # 0 +# Z, entonces Co(X) ~ ORXo,

En efecto, como Z es primero numerable, entonces Z es casi-w-resoluble
(ver [18]). También los espacios métrizables, semimetrizable o desarrollables
son perfectos, asi que tenemos que cumplen que Xy es F,,. Por el Corolario
2.42, tenemos que

Ca(X) ~ ORXo.

Aqui estamos interesados en hallar espacios X tales que Cq(X) no es del tipo
DR* para algin cardinal k. Para esto veamos el siguiente resultado.

Ejemplos 2.48. 1. Existe un espacio X tal que Cp(X) no es homeomorfo
a ningin espacio de la forma OR" donde x es un cardinal infinito.
Sea R~ = {z € R: z < 0}, s cardinal infinito tal que k > 2%, Ahora
tomamos la siguiente particiéon de R™ x &

P={{<0,a=a<k}}U{{<z,a>}:z <0,a<k}

Nuestro espacio X serd el conjunto P UN (N son los niimeros naturales).
Denotamos 0 = {< 0,a »: @ < k}. Una base de vecindades del punto 0 en
X seran uniones de los siguientes conjuntos

{< z,a: z € (r,0) para algiin r < 0} U {0} paraa < &

O~

AUD donde A c N|N\ 4] < Ro.

Los puntos de N son aislados. Finalmente las vecindades de los puntos
< z,a > donde z < 0 seran los conjuntos del tipo

{Rz,a>:z€(r,s) CR” yz € (r,s)}.

En este espacio tenemos que Xo =N, X; = {0}U{< z,a>:z <0, a<
Kk}, Xb= {6} ¥ Z =Upcp{t T, x> 2 <0}

Como Z es una unién de casi-w-resolubles él es casi-w-resoluble. Por el
Teorema 2.40, tenemos que

CU(X) o~ QEEE{XQ{DRM)E'

Parat.odoa(nseafa:X-—deeﬁnidacomofa(n)=2%sinEN,
fﬁ(«z,ﬁ:—)fOsiz<0,,6<nyﬁ¢a,fa(-<z,a>-)=a:siz<0y
finalmente fo(0) = 0.
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Se puede demostrar que f, [x,€ C(X,) para todo @ < k. Ahora si
a, < Kk con a # f3, entonces fqo [x,# fo [x,, vaque fa [x, (X 1,8>) =0,

pero fa |x, (< 1,8>)=1. Asf que x < [C(X})|. Si
@Eea(xl}(DRuu)g ~ ORY

por la Proposicién 2.33, tendriamos que |C(X;)| < 2%, lo cual no es posible.



CAPITULO 3
Y-productos y espacios Cp(X)

1. Resultados Basicos

En este capitulo estudiaremos el caso de espacios X con un sélo punto no
aislado; es decir, espacios tales que | X'\ Xy| = 1 en donde X es el conjunto de puntos
aislados de X. El Corolario 2.22 determina Cp(X) cuando | Xp| es numerable. Asi
que en lo que sigue supondremos que | Xp| > No.

Recordemos que Vo(p) = {V N Xp : V € V(p)} es un filtro. Un filtro F es
wt-completo si para toda {F, : n < w} C F, se cumple que Ny, <., Fy € F.

Lema 3.1. Si X; = {p} v Vo(p) no es wt-completo, entonces Xy es c-w-rcra
X;.

DEMOSTRACION.

Sea {V, : n < w} C Vo(p) tal que Nyco Vi & Vo(p). Sea Wo =Voy W, =Vo N
...NV,. Tenemos que W,, € Vo(p) para toda n < w, y ademds Np<cwWn = Np<wVa.
Sean FD=nn<an1 F =X0\Ui<uwi ¥y F,= W, —2\W -1 paran> 1.

Supongamos que existen V € V(p) v np < w tales que

V N F, = 0 para todo n > ng.

Sea Mg = Wyy41 NV. Tenemos que My € Vo(p), pero ademds My N F;, = @ para
todo n > np.

Afirmamos que My C MpsnoWa. En efecto, sea z € My, entonces z € Wy 4.
Si z € Wpy42, entonces z € Fpyy3, lo cual no puede ser. Sim > ng tal que x € Wi,
entonces £ € W,,4.1, ya que en caso contrario = € Fy,42. Por tanto 2 € NpsnoWh.

Como Vp(p) es filtro y My C NpsnoWa, entonces NysnoW, € Vo(p), pero
Nn>noWn = Mn<wWa. Lo cual es una contradiccién. Asi que existe una subfamilia
infinita de {F, : n < w}, que debe ser una resolucién de Xy respecto a X;. O

Como un corolario del Teorema 2.25 y del Lema 3.1 obtenemos el siguiente
teorema.

Teorema 3.2. Si Vo(p) es un ultrafiltro que no es w™-completo, entonces
Co(X) ~ ORX®
y Xo debe ser F, en X.

DEMOSTRACION.
Por el Lema 3.1, X; es c-w-rcra X;. Por el Teorema 2.25, como Vp(p) es
ultrafiltro, tenemos que
Cg (X ) o Dqu.
Ademds X debe ser F, en X. a

57
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Asi, si k es un cardinal infinito y p € (k) \ & no es wt-completo, y si a
X = {p} Uk le damos topologia de subespacio de 3(x), tenemos que

CD(X) - DRK.

En el tipo de espacios que estamos estudiando en esta seccién, ser X c-w-rcra
X; es lo mismo que ser Xj c-w-rcra X;. Demostrémoslo.

Proposicién 3.3. Si X; = {p}, entonces X es c-w-rcra X, si y sélo si Xg es
c-w-rera X,

DEMOSTRACION.

Por el Teorema 2.27, bastard demostrar que si X es c-w-rcra X, entonces Xj
es c-w-rcra Xq. Sea {F, : n < w} una resolucién de X respecto de X;. Seang < w
tal que p € F,,,. Ahora tomamos {F,, : n € w\ {no}} U {Fn, N Xo}. Esta es una
resolncién de Xg respecto de X;. O

En el caso en que X; = {p}, tenemos que A5(X)={f € C(X): f(p) =0}. Y
en este caso, Ag(X) adoptard una forma especial.

Definicién 3.4. Sean F un filtro en X,
Lr(R*) = {f e R**: {z € Xy : f(x) =0} € F},

T, 7(R¥°) = {f e R** : paratodoe>0, {z € Xo:|f(z)| <€} € F}

-

S7(RX0) = {f € R¥*: para todo € >0, {z € Xo: |f(z)| > €} ¢ F}.
Si a estos subconjuntos de RX® les damos la topologfa de subespacios de ORX°,
los denotaremos respectivamente como

EF(R¥?), B0 £(R™°) y EF(R™).

Es importante notar que ££(RX°) C £, #(RX°) ¢ TZ(RX?). En efecto, si
f € Zx(R¥°) y € > 0, entonces {z € Xp : f(z) = 0} C {z € Xo : |f(z)] < €},
por tanto {z € Xp : |f(z)| < €} € F, es decir f € EJ z(R¥°). Por otro lado sea
g€ EE’,;(RX")- Sea € > 0, es claro que {z € Xp : |g(z)| > €} = Xo\{z € Xo:
lg(z)| < €}. Como {z € Xq: |gbz)| < €} € F, entonces {z € Xp : |g(z)| > €} € F.
Ademds si F es un ultrafiltro, y g € EE—,{RX"), entonces {z € Xo : |g(z)| > €} ¢ F
y en este caso podemos concluir que {z € Xo : [g(z)| < €} € F. Es decir, en el caso
de que F sea ultrafiltro tenemos que Z2 - (RX?) = LF(RX0).

Veamos un resultado general sobre este tipo de espacios.
Lema 3.5. Si X, = {p}, entonces
E,':'_vow(]l!x") ~ Az(X).



2. CUANDO Vq(p) ES wt-COMPLETO (ALGUNOS RESULTADOS) 59

DEMOSTRACION. .
Sea

F: A5(X) — Z2y, ) (RX)
definida como _
F(f)=fIxo -
Ver el Lema 2.3. Asi que bastard demostrar que F(45(X)) = T7,, ,, (R¥?)

Para esto, notemos que si € > 0 y f € A5(X), entonces existe V € V(p) tal que
fV] C (—€,¢€). Asique V N Xo € Vo(p) v

VNXoC{zeXo:|f(z) <e}.

Por tanto {z € Xo: |f(z)| < €} € Vo(p). En otras palabras f [x,€ £ vﬂ(p}(Rx")
Ademds, si g € BT vD(P)(R"“') ysi g € R¥ estal que § [x,= g v 3(p) = 0,
entonces g € Ag.
Para demostra.r esta tiltima afirmacién serd suficiente verificar que g es continua
en p. Sea € > 0, como {z € Xy : |g(z)| < €} € Vo(p), entonces V = {z € X, :
lg(x)] < €} U {p} € V(p) y ademis g[V] C (—¢,¢). Es decir, g es continua. O

2. Cuando Vy(p) es w*-completo (algunos resultados)

Los conjuntos Lx(R¥°) = {f € R*° : {z € Xp : f(z) = 0} € F} ¥
. 7(R¥0) = {f € R*° : paratodoe > 0, {z € Xo: |f(z)| < €} € F}, definidos
en la anterior seccién, bajo ciertas condiciones se igualan.

Lema 3.6. Si X1 = {p} y Vo(p) es un filtro w™-completo, entonces
S vo() (R™®) = T3 (RY?).

DEMOSTRACION.
Por el comentario a la Definicién 3.4 bastard demostrar que E_ vom(R o)
zl:l

(R¥°).
Vo(p)
Sea f € E"vo(p)(Rx") y para cada n < w

Dy = {z € Xo : 1/(@)] < 3.

Es claro que D, € Vo(p) para cada n < w. Por tanto Np<wDn € Vo(p). Pero
Np<wDn = {z € X0 : f(z) =0}.
(R¥0). Es decir

ZovenRY®) = Z, ) (R¥).

Por tanto f € Ev )

Corolario 3.7. Si X; = {p} y Vo(p) es un filtro w*-completo, entonces
A = T3 ) (R°)
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DEMOSTRACION.
Por los Lemas 3.5 v 3.6 se concluye el Corolario. O

En resumen, tenemos

Proposicién 3.8. Si X cumple que X, = {p}, Vo(p) es un filtro w*-completo
y X es c-w-rera X;, entonces

Ca(X) = @rer (E5,) (R™)) -

k4

DEMOSTRACION,
Por el Teorema 2.26 Az(X) es cerrabierto. Por los Teoremas 2.2, 2.9 y 3.7,
tenemos que

Ca(X) = Becr (S5, (R™)) .
= O

En la Seccion 4, veremos que la Proposicién 3.8 puede afinarse (vease el Teorema

3.15).

3. Cuando V,(p) no es w*-completo

En realidad sélo presentaremos una consecuencia de lo ya obtenido.

Proposicién’ 3.9. Si Vy(p) es un filtro que no es w*-completo, entonces

Co(X) =~ Bzer (E.D,vn(p)(mxo)):-

DEMOSTRACION.
Por la Proposicién 2.9 y el Lema 3.1, A5(X) es cerrabierto en Cg(X). Por el
Lema 3.5 v las Proposiciones 2.2 y 2.9, se tiene que '

Co(X) =~ ®zer ( . vu(p)(Rxn)) .

4. Férmulas de reduccién I1

Como en la seccion Férmulas de reduccién I, pretendemos simplificar, en esta
seccién, las sumas de “Z-productos” que aparecen en las Secciones 2 y 3 de este
capitulo. Aqui nuevamente X; = {p} y |Xo| > No. Calcularemos una acotacién de
Npah(Z§, (,,(RX°)) y Npah(Ey, ., (R*?)) con cierta restricciones sobre Vo(p)-

Si X es un discreto y p ¢ Xj. La compactacién a un punto del discreto X se
denotard como K (X)) y sera el espacio topolégico XoU{p} en el que X es discreto
y si p € O donde O es abierto, entonces Xo \ O es finito. Denotamos como [Xo]*°
a la familia de subconjuntos de X de cardinalidad No.

Proposicién 3.10. §i X; = {p}, entonces X = K(Xo) st y sélo si, pare todo
A € [Xo]% y todo V € V(p) se tiene que ANV #0
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DEMOSTRACION.

Supongamos que X = K (Xp) ysean A € [Xq]* y V € V(p), tal que ANV =0,
es decir A C Xy \ V, por otro lado como V € V(p), tenemos que X \ V es finito,
lo cual no puede ser.

Sea ahora V' € V(p) arbitaria. Supongamos que |Xo \ V| > Ro. Tomamos -
A C Xp\V, tal que A € [X,]®°. Resulta que ANV = 0, pero por hipétesis tenemos
lo contrario. Por tanto, para toda V € V(p), se cumple que |Xp \ V| < Ry, lo que
significa que X = K(Xo). O

Para un conjunto S el conjunto
L={feRS: paratodoe>0,|{zx €S:|f(z)| > e} < Ro}

coincide con el “S-producto” E7 5, (RS), en donde Fy es el filtro de Fréchet sobre S

(F € Fosiysblosi S\ F es finito). En efecto, sea ¢ > 0, entonces f € E7 - (R5) si

ysblo{z € S:|f(z)| < €} € Fo. Como {z € S: |f(z)| > e} =S\ {z € S:|f(z)| <

€}, entonces {z € S: |f(z)| > €} es finito si y sélosi S\ {z € S: |f(z)| < €} lo es,

es decir si y sélo si f € . Notar que si X = K(Xj), entonces Vy(p) = Fo, asi que
{f € R**: para todo € > 0,|{z € Xo : |f(z)| > €}| < Ro} = BT, ;) (R*?).

Este comentario, es importante en la demostracién de los siguientes resultados
para K (Xo).

Teorema 3.11. Si X = K(X), entonces Vo(p) no es w-completo.
En particular

Co(X) = Been (S2y, () (RY)) .

Es mds Co(X) ~ Ef"vo(p](Rx“).

DEMOSTRACION.

Sea A € [Xp]™ con A = {an : n < w} de tal manera que si 7 # m entonces
@n # @m. Tomamos V,, = Xp\ {ao,...,an }, €s claro que V,, € Vo(p). Pero NpcuVa =
Xo\ A & Vo(p).

Sea B € [Xo|*. Usando la construccién definida en la seccién “Una particién
de ORX°” del Capitulo 2 y el Lema 2.4 de igual capitulo, tenemos los siguientes
resultados. Si B = {z,, : n < w}, esclaro que Fy = {{zn} : n < w} es una particién
de B, entonces E(Fp) es un cerrabierto de ORX° y subgrupo de OR*°. Veamos que
C =7y, ) R¥)NE(Fo) # 0. Sea {my, : k < w} cualquier sucesién estrictamente
creciente en w. Definimos el siguiente conjunto W:

R siz=mx 1 <my
. WE)={ (9= 59=) siz=z, m<i<muyk>1
de otra forma.
Usando la caracterizacién de los elementos de Ef"va(p)(Rx“), tenemos que W C
EE’IVGM(RX"). Ahora, argumentando igual que en la Proposicién 1.9, concluimos

que W C E(Fy), por tanto C # 0.
Por otro lado veamos que X7, - (RX°) es un subgrupo de ORX°. Sean f,g €

EE"VD{P)(R’“) y € > 0. Digamos que V3, Va € Vy(p) son tales que para todo z € V;

y ¥y € Va se cample que |f(z)| < § vy |9(¥)] < 5. Como Vi NVz € Vo(p) ¥
inVa c {z € Xo:|(f +g)(z)| <€}, entonces {z € Xp : |(f +9)(z)| < €} € Vo(p).
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-

Combinando esto con lo anterior tenemos que C es un subgrupo cerrabierto de
E?,vn(p)mx“)- Por tanto se cumple que

=7 vﬂ(p)(Rx") ~ ®pecD =~ Dp<i6)(C)p-

Donde G = £3,, (p}(nxu)/c

Es bien conocido que existe una familia casi-ajena en w de cardinalidad 2%°.
Asi que en B tenemos una familia casi-ajena B, de cardinalidad igual a 2%°. Para
T € B, definimos

1 =
frlz) = {2,,, Siz=Z,y2n €T
en otro caso.

Es claro que fr € EE"L,D(F)(RX“), ya que fr[Xo \ T] = {0}, y para cada € > 0 el
conjunto {z € Xp : |fr(z)| > €} es finito. Ahora sean Ty,T3 € B, afirmamos que
fr, — fr, ¢ C. En efecto, como T; \ T3 es infinito (recordar que siempre T3 N T3
es finito y todos los miembros de B son numerables e infinitos), existe una sucesién
{nk : n < w} en w, estrictamente creciente, tal que {:r,,llt tk<wc D\ T
Bajo estas condiciones tenemos que (fr, — fr, ) (Tn,) = 2"77 Si demostramos que
fr — fr, & Eo(Fo), entonces tendremos que fp, — fT, ¢ C. Param < w, existe kn,

tal que ng,, > m. Como (fry — fr,)(%n,,.) = ;:"T" ¢ [ '"K'E"W] tenemos

que fr, — fr, € Eom(Fo)-

Por un lado, se cumple que
Co(X) ~ Daczro.16|(C)a-
Pero, por lo anterior tenemos que 2% < |G]. Por tanto
Co(X) 2 Bac6)(C)a 22 B2y, iy R¥).
Por lo cual Cp(X) ~ v;;(p)(R ). o

El Teorema 3.11 junto con la Proposicién 3.9 demuestra que si X = K (Xj),
entonces existe una familia de cerrabiertos de Esvu(p}(Rx"}, cada uno de ellos

homeomorfo a £7,, . (RX), de cardinalidad igual a 280, En otras palabras, existe
una particién homeomorfica de cerrabiertos en IT,, [P}{RX ) de cardinalidad 2%.
Es decir

Corolario 3.12. Si X = K(Xp), entonces Npah(i)?.vo(p}(ﬂx"}) > (2R°)+

Ahora digamos algo para los espacios que tienen un sélo punto no aislado
pero no son una compactacién de un discreto a un punto. Veamos, que sin em-

bargo se tiene una acotacién de los niimeros cardinales Npah (Evo{p)(Rx"]) v

Npah ( Bl O o)).

En particular, por la Proposicién 3.10, sabemos que si X; = {p} y X # K(Xo),
entonces existe A € [Xg|¥ tal que X \ A € V(p). Una variacién de esta propiedad,
nos permitird demostrar la acotacién anunciada.

Teorema 3.13. Sea k > No. i eviste A € [Xo|* tal que (X \ A) € V(p),
entonces

Npah (E,”Ivu(p)(kx")) > (2%)*
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Npah (£5,)(R¥)) > (2%)* .

DEMOSTRACION.

Demostremos la primera acotacién; para demostrar la segunda se procede de
forma similar. Sea A € [X;]* tal que (X \ A) € V(p). Por el Lema 2.30, existe una
particién de cerrabiertos de OR# de cardinalidad 2%, cada uno de ellos homeomorfo
a ORA. Sea

{Ax: A< 2}
tal particién. Y sea 1) un homeomorfismo entre Ay y OR“. Para cada A\ < 2", sea
By C R¥° tal que m4[By] = Ay y mz[Bs] =Rsiz ¢ A
Cx = (Bx) N EL ) (RX0).
Anilogamente
-C) = (Bx) N 5, (R*?).

Notar que si f € Ay y f € R*°, donde fla=fy fl@ =0paraz € Xo\ 4, y

como Xo \ A C {z € Xp : f(z) = 0}, entonces {z € X : f(z) = 0} € Vo(p). Por

tanto, f € BT, (RX°) y también f € I, \(RX°), asi Cy y C} son no vacios.
Ahora, para cada A < 2%, sea

Uy : Cr — B0y () (R*®) definidas por WA(f) = ¥a(f [4) X f [xo\4 -
Veamos que W, es inyectiva. Sean ¥, (f;) = Ua(f2), entonces

Ua(fr Ta) =¥a(f2 [a) ¥ fr [xe\a= f2 [xo\4 -

O sea
fila=fala ¥ fi Ixo\a= f2 [x0\A -
Lo que significa que f; = fo.
Veamos que ¥, es sobreyectiva. Afirmamos que si f € R4, g; € EP,VG_(P)(RX")
Y 92 € £, (R¥?), entonces

h=f X g1 [xo\A€ Soy(p) (R*°)

t=f X g2 [xp\a€ Z5;p) (R*°).

En efecto, sea € > 0, An.(h) = {z € Xp : |h(z)| < €} y An(t) = {z € Xo:
t(z) = 0}. Demostaremos que An.(h), An(t) € Vo(p). Como

Angh)={z e A:|f(z)| < e}U{r € Xo \.A: |g:1(z)| < €}

y{z € Xo\ A:|q1(z)| < €} = {z € Xo: |g1(z)| < €} N[(X \ A) N Xo] € Vo(p), por
tanto An.(h) € Vo(p). Andlogamente, como

An(t)={z € A: f(z) =0}U{z € Xo \ A: g2(z) = 0}
y{r e Xo\A:gz) =0} ={z € Xo:92=0}N[(X\ A)NXo] € Vo(p), por tanto
An(t) € Vo(p).

Ahora sea g € E?'VQ(P}(RX"). Tomamos go = %5 (g [4), es decir go € A..
Finalmente sea § = go X g [x,\4. Es claro que
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1.geCyy
2. ¥\(g) =g
Por tanto ¥y es sobreyectiva. Con andlogos argumentos tendremos una biyeccién
entre C} y Iy . (RX0). ;

Sea
D= H 0, un abierto caja de OR*® tal que @ # O = DN C.
aEXp

Si f € O, entonces ¥5\(f [4) € ¥ [Ta[D] N A)] Sabemos que ¥y, [14[D] N A,
es un abierto en OR# y que Hue(Xn\A) O, es un abierto en ORX°\_ Entonces
Ua [ra[D] N Ax] X []ae(xo\4) Qo €8 un abierto en ORXe. Ademés

v, [0] C

(¥ [ralD) N Ay)) x ( ]] OQ)] n}:?.,,u{p,(m"ﬂ) =V.

ac(Xg\A)

Por otro lado, sea h € V, es decir h [A€ ¥y [ma[D] N Ay]. Ahora, si kg €
wa[D] N Ay, tal que Pa(ho) = h [4, tenemos que Wy (ho X h [x,\4) = h. Pero
ademds ho X h [x,\a€ O, ya que ho € Ta[D] ¥ h [x\a€ [lag(xo\4) Q- Por tanto,
¥, es una funcién abierta.

Si demostramos que ¥, es continua, tendremos que ¥, es homeomorfismo. Sea

felCyy 'Pg(f) eV= ( H O,\) nE‘D.vo(p)(]Rxo}.

aEXo
Si Oy = ¢5" ([Taea On). entonces f [4€ Oy, que es un abierto de Ay. Por tanto
existe W = [] . 4 Wa abierto caja de ORA, tal que f [4€ W N Ay C Oy. Ahora,
sea O = [W M Ay x (HQEXu\A O,\)] N Cy. Entonces tenemos que f € O y ademds
¥,(0) C V. Anélogamente, C} y E?,a(p)(Rx") son homeomorfos.

Veamos ahora que para cada A < 2%, C), es cerrabierto en E?'VO(F](RX").

Sea f € C), entonces f [4€ Ay. Como Ay es un cerrabierto de OR4, existe
[Toea Oa abierto caja de ORA, tal que

f 14€ I] Oa c As.

acAd
Por tanto
f € [(H Ou) x URXO\A] nE‘Dlvotp){RXD) ' C,\.
acA

Luego C) es abierto.
Por otro lado, si z € EE’.vD{p)(Rx") \ C), es claro que = [4¢ A). Tomamos

01 = [laea Va abierto caja de ORA tal que 01 N Ay =0y = [4€ Oy. Si

V= [( 1T V,,) X DR""\“‘] N ED ey (R*®),

acA
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esclaroquez e Vy VNG =0.

Finalmente veamos que la familia {C) : A < 2~} es una particién de £,  (R¥?).
Sea y € Ef',vo(p)(lllx"), entonces y [4€ ORA. Por tanto, existe A\ < 2%, tal
que y [4€ A). Asique y € Cy. Sean A, A € 2% diferentes. Supongamos que
x € Cx, NCy,, entonces = [4€ Ay, N A),, lo cual no es posible.

Por tanto Npah(ZZ,, . (R¥?)) > (2%)*. Andlogamente obtenemos que
Npah(Z§, ) (R¥?)) > (2)*. O

Corolario 3.14. Si X; = {p}, entonces

Npah (E?,Vg(p)(nxa)) > (2Hn)+

Npah(E5, ) (R¥)) > (2%) "

DEMOSTRACION.

Por el Corolario 3.12, bastard demostrar el caso en que X # K(Xp). Ya que,
cuando X; = {p} y X # K(Xo) existe A € [Xo]®° tal que Xq \ A € Vo(p); por el
Teorema 3.13 obtenemos la conclusién deseada. O

Como resumen de todo lo anterior tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.15. Sea X un espacio tal que X1 = {p}, entonces:
1. SiVo(p) es wt-completo y X es c-w-rera X, entonces

CalX) = 2,4, (R¥°).
2. 8i Vo(p) no es wt-completo, entonces

CEI (X) i EEI,Vn(P) (qu)_

DEMOSTRACION.
1. Sabemos que

Co(X) ~ ®zer (Ego(p) (RX")): =~ @a<Npah(S, (,, (R¥0)) (EB,,(,,](R""))G ®

v (@) ]
Como en la iiltima descomposici6n tenemos Npah(Zj, (RX°)) sumandos, ésta
se reduce a un solo sumando. Usando el Corolario 3.14, tenemos que

Ca(X) =I5 (R¥).
2. Anédlogamente tenemos

Co(X) ~ @zer (E?,vo(p)(kx"))z = @acNpah(S2 ,, ) (R¥0)) (BE‘,v‘,(,,;(R"“))a ®

ori () ]
Usando el Corolario 3.14, tenemos que
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CQ(X) L s E?‘vo(P)(RXn).
O

Ejemplos 3.16. 1. Sea & un cardinal infinito y sea p € &* = f(x) \ &.

Tomamos X = & U {p}. Si p no es w*-completo, entonces
u} 3 %
E—,vu{p)(R ) ~ OR".
En efecto, por el Teorema 3.2, tenemos que Co(X) ~ OR”, pero por el
Teorema 3.15 tenemos que Co(X) = I, . (R¥).

. Sea X un espacio topoldgico discreto no numerable. Sea
F={AC Xo:| Xo\A4|<No},
el cual es un filtro en Xy. Tenemos que
22 (R*°) = {f e R*° : {z € Xo: f(z) = 0} € F}
o sea
22 (R¥°) = {f e R*° ;| {z € Xo: f(z) # 0} |[< Ro}.
Sea f € R*X°. Al conjunto
{9 eRY ;| {z € Xo: f(z) # 9(2)} |< o}

se le llamard el X-producto con punto base f, el cual se denotara como
Tr(R*0). Sia Z;(R*¢) lo dotamos de la topologia de subespacio del espacio
ORXe, entonces al espacio resultante lo denotaremos como E?{Rx").

Si 0 es la funcién constante cero en R¥°, entonces tenemos que
S2(RX°) = S§(RX).
Ahora, sea p ¢ Xo. Denotamos L(Xo) = XoU{p} a la extensién Lindelsf

por un punto del discreto de cardinalidad | Xp| que es el espacio topolégico
en el que Xj es discreto y el sistema de vecindades de p es

V(p) = {BC L(Xo) :p€ By | L(Xo) \ B |< Ro}.

Asi que tenemos

) Vo(p) =F

es decir
25,y (R*°) = B(R) = SP(R¥0).
Por el Teorema 3.13, tenemos que

Npah(ZF, ) (R¥0)) > 2%,
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. Sea | Xo| > & y Lg(Xo) = {p} U Xo, donde los puntos de X, son aislados y

un sistema de vecindades de p es {V C Lx(Xp) : |Lx(X0)\ V| < &}, entonces
Npah (55, (R*)) > 2°.

Esto se demuestra usando el Teorema 3.13 y analogos razonamientos que en

el anterior apartado.

. Para L, (Xo), se cumple que Vy(p) es wt-completo.

En efecto, sea { By : n < w} C V(p). Como

L,;(Xo) \ (nn<an) = Un<w (LK(XC') \ Bﬂ) )
¥ para todo n < w tenemos que

| ‘L(XO) \ Bn |S K:
entonces
IL(X0) \ (Nn<wBn)| < Ro.5 = k.

Es decir Np<wBa € V(p). Por tanto Ny, (By N Xo) € Vo(p), es decir
Vo(p) es wt-completo.

. Ly(Xo) es un espacio normal (en particular es un espacio Tychonoff).
Esto es un resultado conocido.

. Si cof (| Xo|) > &, entonces L. (Xp) es c-w-rera Xo. Notar que (Ls(Xo))o =
Xo; es decir, los tinicos puntos aislados de L.(Xp) son los puntos de Xg, y

(Lk(Xo))1 = {p} -
Sean | Xo| = ay Xo = {z5 : 6 < a}. Para cada n < w, denotamos por
F,, al conjunto

{zs : 6 =7+ n, donde 7 < a y -y es un ordinal limite}.

Demostraremos que {F, : n < w} es una resolucién de L,(Xo) respecto

a (Lx(Xo0))1 = {p}-
Sea V € V(p), entonces V = L(Xp) \ A, donde A C Xp con |A| < k.
Tomamos

6o = sup{6 : zs € A}.
Como cof (@) > &, tenemos que &y < a. Sea 8y = 7y + n, entonces

{Zygm :m>n}CV.
Por tanto

VN Fy, # 0 para todo m > n.
Entonces L, (Xp) es c-w-rera (Lg(Xo))1-

. Asi, i cof (1Xol) > K, entonces Co(Lx(Xo)) & 55, ) (R¥®).
. En particular, si [Xg| = Ry, se cumple

Co(L(Xo)) ~ Z5 (R™).
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5. X-productos y los filtros F,
Aqui generalizamos el filtro de Fréchet.

Definicién 3.17. Sean k y 7y cardinales infinitos tales que v < &, y sea S un
conjunto tal que |S| = k. Se define la familia 7., (S) de subconjuntos de S, como:

{ACS:|S\ A <}

Cuando S = k escribiremos F,, en lugar de F, ().

Lema 3.18. Sean k y+y cardinales infinitos tales que v < k y sea S un conjunto
tal que |S| = . La familia de subconjuntos de S, F.,(S) es un filtro en S.

DEMOSTRACION.
Sélo mostraremos que si A, B € F,,(S), entonces AN B € F,(S). En efecto,

IS\ (AN B)| =[S\ A) U(S\ B)| < méz{|S\ 4],|S\ B} <. O

Algunos Z-productos definidos con este tipo de filtro son iitiles en la descripcién
de los Cp(X) de algunos espacios X, incluso algunos de estos X-productos son
homeomorfos a un producto caja. Notemos que por las Definiciones 3.4 y 3.17
tenemos que

L, s R = {f € R*: paratodoe>0,{\ < k:|f(A)| <€} € F}
de aqui que
.5 R = {f € R*: paratodo e >0,|c\ {A <x:|f(N)] <€} <&}
Es decir,
L.r.R*={f €R": paratodoe>0,|{A < x:|f(A)] = €}] < &}
Hechas estas aclaraciones veamos ahora la siguiente proposicion.

Proposicién 3.19. Sea k cardinal infinito tal que cof(k) = Ng. Entonces
tenemos que
EE', 7 R* =~ OR".

DEMOSTRACION.

El Ejemplo 2.23 inciso (5) nos dice que si & es un cardinal infinito y cof(x) = Ro,
entonces k es F, en el subespacio X = k U U(k) de p(k), donde U(k) son los
ultrafiltros uniformes en B(k). Por el Teorema 2.25 tenemos que Ag(X) ~ OR".
Asi que terminaremos nuestra demostracién si probamos que Ag(X) =~ IJ z R*.
Por el Lema 2.3, serd suficiente probar que mx [4;(x) [45(X)] = EE'J_-“R".

Sea f € A5(X) y supongamos que existe € > 0 tal que [{A < k: [f(A)] =
k} > k. Si A= {) < K:|f(\)] = &}, entonces existe p € U(x) tal que A € p. Si
{1:= {g€fx): A€ q}, entonces A = ANX = {geU(k): A€ q}lUA Ahora
A es un abierto en X que contiene a p. En general los conjuntos de la forma B
donde B € p son una base de vecindades de p. Ya que f € A5(X), entonces existe
B € p tal que f[B] C (—¢o,€0). Sabemos que AN B € p, por tanto AN B # 0;
pero ademés f[AN B] C f[ANB] C (—¢o,€). Es decir existe A € AN B tal que
f(A) € (—¢0,€0) lo cual no es posible. Asi f [«€ T  R".
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Ahora sea f € 7z R* y f la extensién de f a X tal que f(p) = 0 para
todo p € U(x). Si f es continua en cualquier p € U(k), entonces f € Ag(X)
y es claro que f [,= f. Para estos propésitos, sean p € U(k) y € > 0. Sea

= {A <k :|f(A)| < €}. Sabemos que A € Fy, lo que significa que A < & :
|f (M| 2 €}l = |x \ A < . Por tanto k\ A ¢ p, es decir A € p." En resumen,
tenemos que p € A y f]A] = f[Aﬂ U(k)]U f[A] = {0} U f[A4] C (—e,€). Asf que
finalmente mx [ 45(x) [45(X)] = I £, R O

Ahora analizaremos los E-productos de la forma E_?._—ﬂ R" donde y < K con vy
% cardinales infinitos (recordar que £Z R* = {f e R*: {A < &: f(A) = 0} € F,}).

En contraste con la Proposicién 3.19, mostramos una condicién para que estos
ultimos -productos no sean algunos tipos de productos caja.

Lema 3.20. Sean k, v, T cardinales infinitos. Sik # 7 y v < &, entonces
% (R") y OR" no son homeomorfos.

DEMOSTRACION.

Sabemos que 0§ (R*) es la componente conexa de 0 en OR* y como a5 (R*) C
©Z (R~), entonces la componente conexa de 0 en IZ (R") es o5 (R").

Si ¢ : Z§(R*) — OR" fuera un homeomorfismo, entonces o (R*) y o3 5 (R")
serian homeomorfos pero por la Proposicién 1.33 esto no es posible. 0

Sean & un cardinal infinito y p € #(k), la norma del filtro p se denotard como
[lpl| v serd igual a min{|A| : A € p}. Si v es cardinal infinito tal que v < &,
tendremos que U, (k) = {p € B(x) : ||pl| > 7}. El espacio X = kUU,(s) cumple las
siguientes propiedades (ver [19] Xo = k, X1 = U,(k), U,(k) es compacto, X es
c-w-rcraX;. Para los espacios X = kU U, () bajo ciertas condiciones, tendremos
que Cp(X) se puede expresar en términos del espacio E?-’R".

Proposicién 3.21. Sean v y x cardinales infinitos tales que cof(y) > No y
v < k. §i X = kUU,(k), entonces
a 8] ®
Co(X) ~ ®rc2x (E.‘F.,R )4\-

DEMOSTRACION.
Como X es c-w-rcraX;, entonces

CD(X) e @EEa(xl) (Aa(X))ﬁ.

Si probamos que Ag(X) =~ E_DFTR‘ ¥ que |6'(X 1)| = 2" habremos concluido la
demostracién.

En este camino demostaremos que 7 [4,(x) [45(X)] = En R*. Sean [ €
A5(X) y S={A < & : f(A) # 0}. Sabemos que Cf={.1:E.X |f(z)| > &
es un cerrado de X contemdo en Xo. Si |Cf| > =, entonces existe p € Uy(k)
tal que C{ € p. Por otro lado cix(C{) = {q € U,(r) : C{ € g} UCY, lo que
significa que p € clx (C{) \ CI; es decir C{ no es cerrado en X. Asi que CJ es de
cardinalidad menor que 7. Es claro que S = U, <,C/, entonces |S| < . Por tanto
f Ix€ %, (R¥).

Por otro lado, sea g € Eg-_r (R®). Sea g, la extensién de g a X, donde g(p) =0
para todo p € U,(k). Si demostramos que § € Cn(X), habremos concluido. Sea
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p € Uy(k) y e>0, entonces A=\ {z €x:g(x) > 0}. Asique g(ANX)={0}C
(—e,€).

Como U,(x) es compacto y X es normal, entonces C(X;) = 6(U.,,(n:)) =
C(U4(x))- Por el Lema. 1.26, se tiene que

IC(U(k))] = (w(U, ()™,
pero w(lU,(k)) = 2*. Resumiendo tenemos que

IC(X,)] = 2~.

Luego concluimos la demostracion. O

Corolario 3.22. Sean vy y & cardinales infinitos tales que cof(y) > Ro y v <
K. Si X =xUU(K) y Npah(E?»_' R*) > (25)", entonces

CD(X) o EJD:TR‘.
Finalizamos la seccién con el siguiente corolario:

Corolario 3.23. Sean v y k cardinales infinitos tales que cof(y) >Ro y v <
k. Si X = kUU, (k) y asumimos que existe un cardinal infinito T tal que 1 < v y
27 = 2%, entonces Npah > (2%)* y Co(X) ~ % R*.

DEMOSTRACION.
Definimos el espacio auxiliar Y = x U {p}, donde los puntos de x son aislados

y la base de vecindades de p es la familia {AU {p} : A € F,}, es decir Np(p) = F,.
Por tanto £Z R* = £7 R*. Por el Teorema 3.13, tenemos que Npah (E?.-" R") >
(27)*. Por la hipétesis y el Corolario 3.23 tenemos finalmente que Cq (X) ~ E?-_' R*.

O

6. Co(X) para X numerablemente compactos

Recordemos que si S es un conjunto, £ = {f € RS : para todoe > 0,|{z €
S : |f(z)] > €}| < No} coincide con EE'JD(RS), donde Fj es el filtro de Fréchet
sobre S. Estos conjuntos resultardn muy importantes para describir Co(X) en
el caso en que X sea numerablemente compacto. También recordemos que para
X, espacio topolégico, Xy es el conjunto de puntos aislados de X, X; = X \ X,
X = X1Nelx Xoy Z = X, \ X®, ademés supondremos que X es Ty y X® # 0 # Xo.

Proposicién 3.24. Sea X un espacio topoldgico tal que todo conjunto infinito
tiene un punio clausura en X. Entonces Ag(X) es homeomorfo a £2 - (R¥X0).

DEMOSTRACION.

Por el Lema 2.3, bastard demostrar que F : A5(X) — I 5 (RX°) definida
como F(f) = f [x,, cumple F[45(X)] = £J 5 (RX?).

Sea f € A5(X), y supongamos que A= {z € X : |f(z)| > €0} es infinito para
algin 0 < ¢p. Por hipétesis, existe p € X que es punto clausura de A. Es claro
que p € X,, es decir f(p) = 0 y por la continuidad de f en p, tenemos que para
0 < € < €, existe W € V(p), tal que f[W] C (—¢,€). Pero existe z € ANW, es
decir |f(z)| > € > €, lo cual es una contradiccién.
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Ahora sea g € T¥ }-O(RX") Tomamos § € RX tal que § [x,= g y G(p) = 0
para todo p € X;; demostraremos que § € A5(X). Para todo n < w, sea S,(g) =
{z € Xo : |g(z)| > 3x}. Asi que S,(g) es finito para todo n < w. Ahora sea

p € Xi1. Demostremos que g es continua en p. Sea € > 0, existe ng < w tal

que 55 < €. Como Sy,,(g) es finito, entonces es un conjunto cerrado de X y

ademés X \ Sn,(g9) € V(p). Sea z € X \ Sp,(g); como |g(2)| =0 < esiz € X;
¥ 13(2)] < 535 < € si z € Xo, tenemos que g[X \ Sno(9)] C (—€,€). Con lo que
concluimos la demostracién. O

Teorema 3.25. Sea X un espacio topoldgico tal que todo conjunto infinito
tiene un punto clausura en X y ademds X es c-w-reraX,, entonces

Cﬂ (X) —_ $EEC(X§) (E‘ Fo (Rxn)),. .
En particular, si |C(X1)| < 2%, entonces Cn(X) ~ £° ' 7o (R¥0).

DEMOSTRACION.
Por la Proposicién 2.26 tenemos que

Co(X) = Pzed(x1) (Az(X)).
Por la Proposicién 3.29 tenemos que

Ahora, por el Corolario 3.14, si |C(X;)| < 289, como Fo = Vo(p) cuando K (Xo) =
{p} U Xy, la suma anterior se reduce a un sumando y por tanto

Co(X)~ I, }_O(qu)
O

Para todo espacio X numerablemente compacto y T3 se cumple que todo con-
junto infinito tiene un punto clausura en X. Como X; (el conjunto de puntos no
aislados de X) es un conjunto cerrado de X, él es nuevamente numerablemente
compacto T3 y ademéds sin puntos aislados, por tanto X; es casi-w-resoluble. Por
la Proposicién 2.28 tenemos que X es c-w-rcraX;. Por tanto tenemos el siguiente
corolario.

Corolario 3.26. Si X es Ty y numerablemente compacto, entonces
Co(X) = ®zea(x,) (Tr7®R¥)); -

Y i |C(X,)| < 2%, entonces Co(X) ~ 7 7 (RXo).

Corolario 3.27. (1) Para todo cardinal infinito k, se cumple
Co(B(x)) ~ @<z~ (20 5, Rﬂ))x
(2) Para todo q € B(w) \ w, se cumple que
OR* ~ 50 z (R¥) ~ T (R¥).
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DEMOSTRACION.
(1) Por el Corolario 3.26, tenemos que

Ca(B(K)) 2 Bzexy) (Som (RY)), -

(P(K.})l = k*, el cual es cerrado en f(k); por tanto A(k*) = &*. Ademds que
C(x*) = C(k*). Usando la Proposicién 1.26, concluimos que |C(k*)| = (w(x*))™.
Pero w(x*) = 2%. En resumen tenemos que |C'(k*)| = 2~.

(2) Primero notemos que (3(w)), = w, entonces OR* =~ Cgp(f(w)). Por (1) de
esta demostracién tenemos que Co(f(w)) =~ @rcr (EE‘IR(R“’))A con 7 < 2¥. Por
el Corolario 3.14, tenemos que Cn(f(w)) =~ T z (R¥). Con esto obtenemos que
ORY ~ X - (R¥).

Definimos X = wU {q} para g € f(w) \ w, con la topologia heredada de g(w).
Asi que Xo = w, X; = {¢q} y ademiés Vy(g) = ¢q. Por el Teorema 2.25 y ya que Xj
es Fy, entonces Ag(X) ~ OR“ con Xp c-w-rcraX;. Otra consecuencia del mismo
teorema es que Ag(X) es cerrabierto en Cn(X). Por el Lema 3.5, tenemos que
Az(X) =~ EE‘Q(R“‘). En resumen se cumple que

OR® = Co(X) = ®rer(A5(X)): = Dzer(E2,(R¥)); = BF,(R).

7. Espacios de ordinales

Recordar que si a es un ordinal numerable entonces tenemos que Cp([0, @) ~
OR“ =~ Cg([0,a]). En esta seccién desarrollaremos expresiones de Cp([0, «)) y de
Cn([0,a]) para el caso no numerable. Sea a un ordinal no numerable arbitrario,
tomamos a [0,a) con la topologia del orden. Tenemos que [0,a)y (el conjunto
de puntos aislados) es el conjunto de ordinales sucesores menores que «; asi que
[0,@); = [0,2)\[0,a)q es el conjunto de ordinales limite menores que a. Lo mismo
puede decirse para el espacio [0,a] con la topologia del orden y a un ordinal no
numerable. En lo que sigue demostaremos una evaluacién de |C[0,a)| para todo
ordinal infinito a. Antes demostraremos dos lemas técnicos.

Lema 3.28. Sea a un ordinal limite infinito. Si cof(a) > w, entonces

C-'u([o, 0‘)] e CD(IO, Q])

DEMOSTRACION.

Recordemos que si a es un ordinal con cofinalidad no-numerable, entonces [0, o)
es numerablemente compacto.

Si f € C([0,a)), donde « tiene cofinalidad no-numerable, entonces f [[0, a)]
es numerablemente compacto en R, por tanto compacto. Para cada § < a, el
conjunto [§, @) es homeomorfo a [0,4;) para algun ordinal 6y < a. Este ordinal &g,
no puede tener cofinalidad numerable, ya que entonces, [0,a) tendria cofinalidad
numerable. Asi que [0,8p) es numerablemente compacto, por tanto [, a) para todo
6 < a, es numerablemente compacto. Asi que la familia {f[[f,@)] : § < a}, es
una familia de cerrados en f [[0, «)] con la propiedad de la interseccién finita. Sea

TE nﬁ{af [[6: Q)]
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Notar que si A y B cerrados en [0,c) y ajenos, con a de cofinalidad no-
numerable, entonces uno de los dos es acotado en [0, ). En efecto, si ninguno de
los dos fuera acotado, entonces seria posible construir una sucesién estrictamente
creciente {6, : n <w} de [0,a) tal que, si n par, entonces &, € A y 641 € B. Si
6 = sup{dn : n < w}, entonces § € [0, ), por tanto § € AN B, lo cual no es posible.

Como se tomé r, tenemos que f~'[{r}] es un conjunto cerrado y no acotado.
Por otro lado, para cada n < w definimos al conjunto Cp, = {z € [0,0) : |f(z)—7r| >
7+}- Tenemos que para cada n < w, C N f~}[{r}] = 0, asf que cada C,, es acotado.
Tomamos oy, = supC, y (}; = sup{a, : n < w}, tenemos que #; < a. Ahora, si
B € (Br,@) y & € [B,a), entonces § ¢ UncwCh, 0 sea |f(8) —r| < 3= para todo
n < w, por tanto f[[8,a)] = {r}. En resumen tenemos que si « tiene cofinalidad
no-numerable, entonces para toda f € C([0,a)) existe 8 € [0,a) y r € R tal que
118,00] = {r}.

Por otro lado, ya demostramos que [0, ) es numerablemente compacto y es
conocido que [0, a) es un espacio normal y T5; asi que [0, &) cumple las hip6tesis
del Corolario 3.26. Por tanto

Cu([0, @) ~ B2¢53(10,00,) (EE'.%(‘R[D'“"’))E =~ ©2¢2((0,00) (EE'.&(R'“'))E -

Notar que |[0, a]o| = |[0, a)o| = |a|. Y como ademds valen los mismos razonamientos
para [0, ] ya que este es compacto, tenemos

Ca([0,0)) = Bz a(p0,a1) (Eo5 (RI))

Para concluir el lema bastara demostrar que |C([0,a]1)| = |C([0,@)1)|. Como
los espacios [0,a}; ¥ [0,a), estén C-encajados en [0,a] y [0,a) respectivamente,
entonces tenemos que C([0,a)) = C([0,a];) y C([0,a];) = C([0,a),). Asf que
demostraremos que |C([0, a};)| = |C([0, a)1)).

Sea f € C([0,a);), tomamos f una extensién continua de f a [0,a). Como
existe 3 < a y r € R tal que f[[3,a)] = {r}, entoces se cumple que para toda
f€C([0,a)1), existe f < a y r € R tales que f[[B,a) N [0,a):] = {r}.

Definimos la siguiente funcién B ~ B

F : C([0,a)) — C([0,a]1) con F(f) = f, tal que f [jo,0),=f ¥y fla) =7,
donde f[[3,a)N[0,@);] = {r} para alguna B < a. Veamos que f € C([0,a];), es
claro que seré suficiente demostrar que f es continua en a. Pero esto es claro ya
que (8, 0)] = {r}, por tanto F((8+1,a) N[0,a)s] = {r}. F s inyectiva, ya que s
f =3, tenemos que f [j0.a)= f, 7 l(0,a),= 9 ¥ f l10,0),= 7 [{0,), POr tanto f = g.
Por otro lado, si T € C([0, a};), entonces T [{g,q), € C([0, @)1), ademés existe 8 <
yr €R, tal que T [jpq), [[8,2)N[0,a);] = {r}. Asi que para que T sea continua
en a es menester que T'(a) =7, o lo que es lo mismo F(T [j,«)) = T. Por tanto F'
es una biyeccién, y con esto concluimos el lema. O

.
=
T

Teorema 3.29. Sea o un nimero ordinal infinito. Entonces
[C([0,@))] = af™.

DEMOSTRACION.

Como hasta ahora, tomamos a los espacio [0,a) y [0,a] con la topologia del
orden. Notar que para cualquier ordinal a se cumple que d([0,a]) = |a|. En efecto,
todo conjunto denso de [0, @ contiene a los ordinales sucesores contenidos en [0, a]
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es decir |a| < d([0,0]) < |[0, ]| = |a|. Aun més, como |a| = d([0,a]) < w([0,a]) <
||, tenemos que w([0,a]) = |a|. Usando la Proposicién 1.26, obtenemos que para
cualquier ordinal:

1C([0,a))| = w([0,&])™ = |of™,
y para cualquier ordinal limite @ de cofinalidad no-numerable,

1C([0, @))| = w([0, &)™ = |af™.

ya que (([0,a)) = [0,a].
Ahora, asumimos que « tiene cofinalidad numerable. En este caso,sea {ay, :
n < w} una sucesi6n creciente en [0, ) tal que sup{a, : n < w} = a. Para todo
n < w, tenemos que (@n,nt1] = [0 + 1,@n41] = (@n, @ny1 + 1). Es claro que
[0,a) = Up<w(@n, @ns1], asi que aplicando la Proposicién 1.7, obtenemos que
Co([0,@)) = Tr e Cp((atn, @nt1))-
De esto obtenemos

|C(Io!a})| = H 10((0,.,05"4.1])1-
n<w
Pero, (atn, atny1) estd C-encajado en [0, a,+1] para todo n < w, lo que significa que
IC((an, an+1])] € 1C([0,an+1])| = |@ns1|¥. En resumen, tenemos que

IC([0,0))| < ] lanl™ < laf*.

n<w

Por otro lado, sea F : C([0,a]) — C([0,a)) definida como F(f) = f [jo,a). Es
claro que F' es inyectiva, ya que si f,g € C|0, ] tales que f [[0,a)= 9 [[0.a), €ntonces
o(a) = £(a). Asf que |al* = |C[0,a]| < |C[0,a)|. Luego [CI0, ) =Jaf® O

Concluimos este capitulo con un par de teoremas, que describen los espacios
Co([0,a)).

Teorema 3.30. 1. Para todo ordinal infinito a tenemos gue
Co([0, o)) = @xcjapra (BesmRe)

2. Para todo ordinal infinito con cof (a) > Ry se tiene que
CU([O: a’)) e 63/\{!0{"0 (E-,FQRIGI)A .
3. ORY = Co([0,u]) = 5% 5 (R®) y Ca([0,w1]) ~ Ca([0,wn)) = 52 5, (R=1).

DEMOSTRACION.
1. Tenemos que

Ca((0,a]) = ®, ,io(xy) (2“”°RIQI)A

donde X, son ordinales limite en [0, a]. El conjunto de los ordinales limite en [0, o] es
un conjunto cerrado, por tanto es un conjunto compacto. Por la Proposicién 1.26
(ademds que C([0,a];) = C([0,a}1)), obtenemos que |C([0,al;)] = w([0, a]s)™.
La familia {[0,6 + 1)N[0,a], : § € [0,a];} de conjuntos abiertos en [0,a]; tiene
cardinalidad |[0,a):| = |a}, asi que |a| < w([0,e]:) < w([0,a]) = |a|. Por tanto
IC([0, a]a)| = |af*.

2. El Lema 3.28 asegura que Cp([0,a)) =~ Cn([0,]) v por lo anterior tenemos
lo deseado.
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3. En el Corolario 3.26, se demuestra que OR” ~ I . (R“). Como [0,w]o es
F,, obtenemos que OR“ =~ Cp([0,w]). Ahora por el Lema 3.28, concluimos que
Co([0,w1]) =~ Ca([0,w1)). Ahora, tenemos que

_ Co([0,w1]) = Brcpuy )0 (205 (R)), -
Como (R;)¥e < (2%)Re_ entonces |C([0, w;];)| < 2%. Luego Co([0,w;]) = EE’;O{RE;}.

Queremos decir algo acerca de los espacios Cp[0,a), cuando a es un ordi-
nal no-numerable de cofinalidad numerable. Para desarrollar este tema serd muy
importante el subconjunto £, 7, (RI®®)) de RI®®), definido como {f € R :
paratodo e >0y B < a,[{A < B:|f(X)| = €}| < No}. Si a tal conjunto le damos
la topologia de subespacio de OR®) al espacio resultante lo denotaremos por
T2 £, (RI%®)), Veamos el siguiente lema cuya demsotracién es simple.

Lema 3.31. Sea o un ordinal no numerable de cofinalidad numerable, entonces
se cumple una y sélo una de las siguientes afirmaciones:

a) Existe k < a tal que a = k4w

b) Eziste una sucesién cofinal ag < a1 < ... < €@p < ... < @ en a tal que
|an, @nt1] es infinito para todo n < w.

Ahora demostremos el siguiente teorema.

Teorema 3.32. Sea a un ordinal no numerable de cofinalidad numerable, en-
tonces

Ca([0,0)) = @5 cjapo (27, (RO)) .

DEMOSTRACION.

Supongamos que a = £+ w. Como [0,a) = [0,&] ® [k + 1,k + w), entonces
Co([0,a)) =~ Cul0, k] xCa([k+1, x+w). Notemos que || = |a| y |[x+1, s+w)| = w.
Por el Teorema 3.30 tenemos que Cpl0, ) >~ (GBMIuI“ (EE"R(RIKI))A) x OR¥, por
la propiedad distributiva del producto respecto a la suma directa (ver la Proposicién
1.6) tenemos que Cq([0,@)) = Brcjal« (22 7, (RI¥!) x OR¥),. Vamos a demostrar
que .

27 5 (R x ORY ~ £Z;, (RIO)),
Demostremos que Lz (RIOA1) x DRIx+1.@) ~ ﬁ,n_,-u(R[O*“}). Definamos
H: 205 (RO x ORI - £0. (RIO))

como H(fo, f1) = f € R tal que f fjox= fo ¥ f ljx+1,0)= f1. Veamos que
H(fo,f1) = f € £2 (RI®®). Sea e > 0y B < @, si B < K, entonces {A < §:
IF(AM] = €} € {A < k:|fo(A)] = €} asi que |[{A < B : |f(A)| > €}| < Ro. Ahora
si # > K, entonces existe 0 < ny < w tal que § = kK + ng y ademds tenemos
que {A < B IfN)] 2 € € {A < & : oW = €} U{x+1,.yk +mo}, lo
cual muestra que {A < B : |f(A)] > €} es un conjunto finito. Ahora veamos
que H es biyectiva. Es claro que es inyectiva. Ahora si z € ‘EE}-O(R[""‘)), como
k+1 < a, para € > 0, tenemos que {\ < K+ 1 : |[2(A)| > €} es finito pero
A<r+1:]20)] 2 € ={X < [0,&] : |z ljow (A)] = €}, asi que z [jpx€E
E?fg(km"])s por tanto (z I[D.n}rz r[u+1.a)) € EEI‘J-'Q (RIO‘::]) X DR{“H’Q): ademds
que H((z lfo,x]s Z l[x+1,0)) = 2.
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Ahora veamos que H es un homeomorfismo. Sean A un conjunto abierto en
27 2 (RO*1) y B un conjunto abierto de OR[®+1:%), demostraremos que H(Ax B) es
un conjunto abierto en if’ﬁ (RI®), Sea f € H(A x B), esto significa que f [[ €
Ay f lk+1,)€ B. Sean O1 = ][0, Or un abierto caja de ORO* vy 0y =
[Trefet1,0) V2 abierto caja de OR*+1:2) tales que f [jg.q€ 01 N BT £ (RIOM) c A
Y f lix+1.0)€ 02 C B. Sea O = HA(uTA donde Ty, = 0, si A € [0, n] yTh=Wsi
A€ [rc+1 a). Afirmamos que f € 0N S (RI*) C H(A x B). En efecto, sea
teONEC _FO(R[O"")), para demostrar que £ € H (A x B) es suficiente demostrar que
t fox€ O1 NIT £, (RIO%)) y que t [ix+1,a) € O2, pero esto es claro ya que siempre
que t € £0¢ (RI%)) se tiene que t [fg € EE"}-O(R[“"‘]) y por la definicién de O,
tenemos que ¢ [[o <€ 01 ¥ ¢ [[x41,0)€ Q2.

Ahora veamos que H es continua, sean (fo, f1) € 0 £ (R RO#) x ORK+1L2) y
0; = nxe[n o) Cx un abierto caja de OR©) tal que H(fo, f1) € 03NEC, (R[O a)).
Sean A’ = [] ¢0,,tCr N EE",-D(R{O )y B' = ITrefes1.0) Cay con ana.logos argu-
mentos a los realizados en el parrafo anterior tenemos que (fo,fi1) € A" x B' y
H(A' x B') C Os.

Ahora supongamos que a = sup{a, : n <wleomap < .. <y <..<ay
[@n, €ty+4] infinito para todo n < w. Tenemos que [0,a) = [0, ] & [ag + 1,01] ®
e ® [ + 1,0541] @ .... Por la Proposicién 1.7 tenemos que

Ca([0,@)) = Ca([0, a0]) X D1<n<wCalan + 1, an41].

Como [0, ) 6 [@n +1,ap41) con n < w es un ordinal infinito, por el Teorema 3.30
tenemos que

Co([0, ao]) = Bxrcjaoto (E"F"Rim{);

Cn([(!“ +1, 0’1l'|.+1]) = Dacilant1,ansa]|o (E“IDR”""'H'“"""“); PRESIIY 4

Ahora por el Teorema 1.6 tenemos que
Ca([0,@)) = B(ag a,,... Am....)El0,00NM X [T <o, lfam+Lampalio ((Bu, 7o RI%N) |
Oicw (Be. 5 Rllen+1, an+1ll) )

Sabemos que para cada. (Ag, A, ...s An, -..) € |[0, a0][R x [Taco llan+1, anga ][R
se tiene que (E,‘;OR[‘”“') es homeumorfo a E 7RIl y para cada n < w los espa-
cios (. ,ﬁ.Rl[ﬂ"“'“"“”) _ son homeomorfos a su correspondiente . Rllentlansll
entonces ((E.,}-‘,Ri‘"")h X Opcw (Za, g Rl 1anull) ) es homeomorfo a
T, mRIol x O, ., (2., 7 RI@n+1entall) "e] cual a su vez es homeomorfo a
2. 7RO x O, (2., 7 RlEn+hanta]) - Veamos que este tiltimo espacio es homeo-
morfo a 7%, (RO®)).

Para este efecto definimos

H: E.r}-‘uR[D’a"] X Opew (E-.foR[n"-H‘a”“]) = i?}_ﬁ(R[O,a))

como H(go, fo,---:ss fny--...) = f donde go € 2. 7RIl para n < w se tiene que
fn € Ta mpRlamtlanul y £ 1o o= go, para n < w se cumple que f [ja,+1,000]=
fn- Veamos que f € fI_D;D(REU'“}). Sean # < a y € > 0, se tiene que 8 € [0, ag),
o bien existe ng < w tal que f € [an, + 1, @ng+1). En el caso en que B € [0, aq,
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tenemos que {A < B : |f(A)] = €} = {A < B : |go(N)| > €} como {A < B :

|go(X)| > €} es finito tenemos que {A < B : |f(A)| > €} es finito. En el segundo
caso, supongamos que A = {X < B:|f(A)| > €} es infinito. Como {AN [0, 0], AN
[@o + 1,01), ..., AN [@tny + 1,@n0+1] €8 una particién de A, existe un elemento de
esta particién infinito, sea C tal conjunto. Sabemos que para todo A € C se cumple
que |f(A)] > ey existe t € {go}U{fn : n <w} tal que C C Dom t, asi que {A € C :
[t(A)| = €} es finito, sin embargo C = {A € C : |f(A)| 2> €} = {A € C : [t(A)] 2 €},
lo cual es una contradiccién.

Veamos que H es un homeomorfismo, como en el caso cuando a = k + w, sea

Vo= H VY un abierto caja de ORI®<o)
A€[0,a0]
y para n < w, sea

0" = H % un abierto caja de OREn+1:an+a]
AE[an+1,an41]

Tomamos Vo = V° N Z, £ R0 y para n < w sea 0, = O™ N E, z REn+T1onl,
Ahora definimos
V2  side [0,

Wi = { O} - si )€ lan +1,0n41).

Es claro que

H (w_, < I] 0,.) = ( 11 WA) N E0s (RIO)),

n<w Ag[0,a)

Por tanto H es abierta. _
Ahora si f = H ((go,fo, s frr-)) ¥ f € W = [Ix¢o.a) Wa N E05 (RO).
Tomamos
VY = W) cuando X € [0, ap)

% = W, cuando A € [ap + 1, 0p41].
Formamos

Vo= ( H Vf) ﬂE,,;-oRm““‘]

AE [0,0: 91

A€lan+1,an41]
Es claro que (gos fo: reey fh!"') € Vb x Hﬂ(w Oﬂ ¥ que

H(VngOﬂ)CW.

n<w

Onp = ( H O’;) nE;,fDR[°“+1-“u+1].

Con esto demostramos que H es una funcién continua, y por tanto H es homeo-
morfismo.
En resumen tenemos que

Co((0.)) = Oxcipanli®oxTl, . laxttamsllel (E57 (ROD))
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Para concluir el teorema sélo resta demostrar que
la[®e = [0, a0]0.|[ao + 1, @1][*°....][@n + 1, 2nsi1][¥0.....

Por el teorema de Konig, ya que « se particiona por los ordinales [0, ag), ..., [an +
1, &tny1], tenemos que

lo < 110, a0lllloo + 1, l[n + 1, @nga]-
Por otro lado
(10, ol oo+, ]l an+L, @]l = 110, @] lftortL, @ I*... [ 1, ]
Asi que
laf® < 10, aal* oo + 1, 1][% ..[en + 1, ansa]*..
Ahora [[0, a][* < |af¥,|lag +1,e4] < |af*,....|[an + 1, an4a]|R° < |af*....
Por tanto
10, 0]l lfao + 1, as]®...llan + 1, ans1].... < (Jaf0)e = fa*.
Asi que &
Jaf* = [[0, ag]l*®.lfoto + 1, 0]l l[on + 1, Q4] ....
Con lo que concluimos que
Ca(([030)) = B3 cjapro (£55, (RO))
O
Es importante notar que si cof(«) es finita, entonces a es un ordinal sucesor y
por tanto [0, @) es compacto y por tanto
Co([0.)) = @acjapro (Be,R) .

Con esto queda claro que hemos logrado expresiones para Cg([0,@)) con a un
niimero ordinal arbitrario.



CAPITULO 4

" Problemas

Aqui presentamos una lista de problemas que surgieron en el desarrollo del trabajo.
1. En el Capitulo 1 obtuvimos la siguiente evaluacién:
Proposicién Si {X, : a € S} unae familia de espacios tal que | Xo| > 2 para
todo o € S, entonces
log|S| - sup{iw(Xa) : @ € S} <iw(DaesXa) < IS sup{iw(Xa) : @ € S}.

¢ Cuéndo se cumple alguna de las igualdades?

2. En el Capitulo 2 demostramos el Teorema 2.25; si asumimos las mismas
hipétesis del Teorema 2.25 pero afiadimos que Cn(X) ~ ORX® ; podemos concluir
que Xg es c-w-rcraXy?

3. En el Capitulo 2 definimos la funcién cardinal Npah y en el Capitulo 3 pre-
sentamos algunas acotaciones de esta funcién evaluada en espacios tipo 2-producto.
Si T =sup{2* : existe A € [Xo]" tal que X \ A € V(p)}, entonces

-;es Npah (Ef',vo(p)]RX") igual a 777

4. Si K(Xo) es la compactacién a un punto del discreto Xo demostramos que
Npah (39, R¥?) > (2%)" ;s cierta la igualdad?

5. Sea ZER™ el conjunto {f € R™ : [{z € Xo: f(x) # 0}| < No} con
la. topologia de subespacio de OR™. Si asumimos que 2¥ = 2“1, ;es cierto que
SR ~ ORM?

6. Sean 7 y  cardinales infinitos tales que y < Ky
T5,R = {f €R: |{A <k fF(A) #£0} <}
Si cof(k) =Ro y cof () > No, entonces

ies OR" homeomorfo a @y <2~ (Eng"))\ ?

7. {Para algin k con cof(k) = w, existe alguin cardinal 7 tal que
OR” ~ BFR*7

8. Si X es pseudocompacto, entonces ; X es c-w-rcraX;?

9. Calcular Co(M) donde M es la linea de Michael. ;Es Mg c-w-rcraM; ?

79
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-

10. Si Xp es c-w-rcra X; y Co(X) ~ OR*, entonces jk es igual a | Xp|?
Problemas de tipo general

11. Caracterizar Cg(X) cuando X es Lindelof (resp. realcompacto, localmente
compacto, g-compacto, primero numerable, paracompacto, Fréchet-Uryson).

12. Si Cg(X) ~ OR*" ;que propiedades topélogicas debe cumplir X7
13. Si X, = {p} y TF(R¥°) ~ TF(R*X°) jcomo estén relacionados F y G?

14. Sea F un filtro en @ ;Bajo qué condiciones en F se tiene que LZ(R*) no
es homeomorfo a OR*?
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