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Resumen

Se sabe que en guias de onda cudnticas con dobleces 6 protuberancias,
existe al menos un estado ligado para los electrones localizados en estos sis-
temas. La existencia de dichos estados es sorprendente ya que clasicamente
estos sistemas no tienen regiones prohibidas. Tales estados han sido obser-
vados también experimentalmente en cavidades de microndas cuasibidimen-
sionales con geometrias similares. En este trabajo mostraremos un montaje
experimental con el cual podemos observar de manera directa la existencia de
estados ligados, en aros con geometrias similares a las reportadas en la litera-
tura usando, como medio de propagacién, una pelicula de jabén. El montaje
experimental que se utiliza estd formado con equipo considerablemente més
econémico al referenciado anteriormente. Dicho equipo es de facil manejo, lo
cual lo hace accesible y didactico. Esto acerca al estudiante a trabajos de
investigacion de frontera. En este trabajo se mide la frecuencia a la que se
establecen dichos estados ligados y se muestra que efectivamente son locali-

zados ya que su presencia es independiente de de la longitud de los brazos
de los aros.
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Capitulo 1

Introduccion

La fenomenologia de las guias de onda es bien conocida [1]. Se sabe que
hay frecuencias de corte abajo de las cuales, no se transmiten sefales. Sin
embargo, Exner [2, 3] prob6 que, en superficies bidimensionales infinitas de
anchura constante con dobleces tipo codos o con protuberancias, existe al
menos un estado ligado abajo de la frecuencia de corte. Este estado queda
atrapado en cierta regién de la guia (localizado). Estos estados ya han sido
observados experimentalmente con equipos costosos tales como cavidades de
microondas. Dichos estados pueden afectar las propiedades de transporte de
senales en las guifas de onda y por lo tanto su eficiencia. En este trabajo
se mostrara directamente la existencia de tales estados en guias de onda
bidimensionales con un dispositivo sencillo, didactico y de bajo costo.

En el capitulo 2 hacemos una revision de la literatura referente a estados
localizados en guias de onda bidimensionales con dobleces o protuberancias.
El objetivo principal de este capitulo, es mostrar diferentes dispositivos ex-
perimentales que se han utilizado para el estudio de estados ligados en dichos
sistemas. Esto es de mucha importancia, ya que en esta tesis mostraremos un
dispositivo experimental que nos permite observar directamente los estados
ligados para motivar a estudiantes de primeros semestres de licenciatura a
temas de frontera.

En el capitulo 3 se desarrolla la teoria bésica de guias de onda bidimen-
sionales y discutiré a nivel tedrico la existencia de los estados ligados en guias
de onda con dobleces y protuberancias. Comenzando con por el estudio del
movimiento ondulatorio en una y dos dimensiones, lo cual nos permite, entre
otras cosas, obtener la velocidad de propagacién de las ondas en las membra-
nas jabonosas que se utilizan en el experimento. Posteriormente se aborda
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la teoria clasica de guias de onda en general, para después caracterizar a los
estados localizados y analizar la existencia y evidencia experimental de tales
estados en guias de onda con dobleces tipo “codos”.

En el capitulo 4 se describe en detalle el funcionamiento del dispositivo
experimental que usamos para visualizar de manera directa estados locali-
zados en guias de onda bidimensionales con dobleces tipo codos. Se discute
las ventajas de nuestro montaje respecto a otros {cavidades de microondas,
alambres cudnticos, etc.). El proceso de la toma de datos de frecuencias, se
explica de manera detallada, asi como los pardmetros que manejamos para
cada geometria.

En el capitulo 5 se muestra y se discuten los resultados obtenidos para
cada geometria estudiada, fotos experimentales de los estados localizados (vi-
sibles directamente), y graficas de la frecuencia en funcién de los pardmetros
del sistema (dngulo de doblez 8 y longitud de los brazos de la gufa) para cada
estado ligado. Se determina experimentalmente la velocidad de propagacién
v de las ondas en la pelicula jabonosa empleada.

Finalmente se presentan en el capitulo 6 las conclusiones de este trabajo.



Capitulo 2

Revision de la Literatura

En este capitulo se hace una revisién de algunos de los trabajos més
representativos, de los estudios que se han hecho, sobre la existencia de esta-
dos ligados en guias de onda bidimensionales con dobleces. La fenomenologia
expuesta aqui sobre dichos estados ligados permitird, entre otras cosas, la
familiarizacion con los diversos dispositivos experimentales que se han usa-
do para el estudio de estos sistemas. Asimismo, se tendra la oportunidad de
comparar algunos de los sofisticados métodos que se usan para la deteccidn
de los mismos. Lo anterior es muy importante ya que en el capitulo 5, se
mostrara un montaje experimental muy diddctico, a través del cual, se pue-
den observar directamente los estados ligados y permiten a los estudiantes
de licenciatura tener un acercamiento con temas de frontera.

2.1. Estados ligados.

El estudio y la caracterizacion de estados ligados se hara con detalle en
el préximo capitulo. Por el momento sélo mencionaremos que los estados li-
gados se distinguen porque las funciones de onda que los caracterizan decaen
exponencialmente con la distancia por lo que, se encuentran concentradas al-
rededor de zonas bien localizadas. Por su parte, la energia asociada a dichos
estados es negativa. El estudio de estados ligados en gufas de onda bidimen-
sionales, tiene una gran relevancia desde el punto de vista practico, ya que
con el desarrollo de la tecnologia, se han reducido de manera considerable las
dimensiones de muchos sistemas que contienen como parte de sus componen-
tes guias de onda dobladas o curvadas. Dada la existencia de estados ligados

3
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en dichas guias, es posible tener problemas con la transmisién de sefiales.

La pregunta de la posible existencia de estados ligados en sistemas abier-
tos bidimensionales ha sido un clésico en la teoria de guias de onda. Recien-
temente este tema ha recobrado el interés de los investigadores, particular-
mente en el contexto de dispositivos mesoscdpicos a bajas temperaturas, con
aplicaciones a la tecnologia de cémputo avanzado.

Los estados ligados debidos a condiciones particulares de frontera fueron
estudiados ya & mitad del siglo pasado por F. Ursell [4]. Sin embargo, no
fueron predichos en guias de onda curvadas sino hasta mucho tiempo des-
pués por Exner [2], quien estudid tedricamente guias de onda con dobleces
y cruces, provocando esto, la aparicién de estados confinados o ligados, los
cuales surgen abajo de la frecuencia de corte en tales sistemas. Las impli-
caciones que puede tener esta fenomenologia para posibles aplicaciones han
sido ampliamente discutidas en muchos trabajos, algunos de los cuales seran
brevemente expuestos a continuacion. “

2.2. Guias de onda con dobleces.

P. Exner y P. Seba [2] estudian €] problema de una particula moviendose
en una tira plana curvada, con condiciones a la frontera de Dirichlet (funcién
nula en las fronteras), tal sistema puede ser visto como un alambre cuantico
curvado con un sustrato plano (donde la dimension vertical es separada).
El método que aqui se emplea se extiende facilmente a casos més generales
de capas arbitrariamente dobladas o tubos en tres dimensione (R3). En este
trabajo se llama Q-guia u ) a la guia de onda cudntica. Los autores suponen
que esta guia de onda cuantica es infinitamente suave en la frontera y que es
curvada sélo dentro de la regién ligada. Una “Q-guia”es llamada simplemen-
te doblada si el signo de la curvatura y no cambia de signo. Si «y es de signo
cambiante, veremos que ) tiene doblez multiple. Dadas las consideraciones
fisicas anteriores, se estudia la guia de onda cudntica para describir el movi-
miento de una particula cudntica en un tubo. Para generalizar el problema se
hace uso de coordenadas curvilineas naturales, para encontrar un operador
unitario equivalente de una estructura mas coroplicada, la cual actiia sobre
la guia recta. Estimando este operador y usando el principio variacional se
encuentra que, para un ancho lo suficientemente pequeno de la tira, al menos
existird un estado ligado antes del primer modo transversal de la energia.

Goldstone y Jaffe [5] también han estudiado la ecuacion de onda sujeta a
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condiciones en la frontera de Dirichlet en un tubo infinito de seccién trans-
versal constante que no sea exactamente recto, es decir, que esté curvada.
Este sistema, en cualquier nimero de dimensiones contiene, al menos, un
estado ligado. En este articulo los autores prueban este resultado, desarro-
llando métodos basados en la funcién de Green, con el fin de encontrar los
eigenvalores de la energia, y resuelven algunos casos simples.

Los autores consideran como ejemplo, un tubo cilindrico infinito con una
protuberancia en su parte media. Una particula restringida a moverse en
este tubo puede tener bajo momentum transversal y por lo tanto baja energia
transversal dentro de la protuberancia. Un estado ligado resulta debido a que
la particula cuéntica se apachurra (squeeze) dentro de la seccién cilindrica
del tubo a fin de propagarse hasta el infinito.

Un sistema que representa bien estas condiciones, es un tubo recto con un
cambio lento de radio, el cual puede ser mapeado a un problema unidimen-
sional en el cual el cambio de radio aparece como un cambio en el potencial.
Una protuberancia corresponde a una atraccién y, en una dimensién, una
atraccion sin importar cuan débil sea, es suficiente para producir ligadu-
ras. Asi los dobleces funcionan como las protuberancias. Para demostrar la
afirmacién anterior, Goldstone et al. consideran un canal infinito de ancho
constante en el plano. El canal es construido como sigue: Sea C una curva
parametrizada por su longitud s. C' es recta en sus extremos, es decir para
§ < —8;y s> 5. En la parte central C se curva en un camino arbitrario.
Por motivos de simplicidad suponen que C no tiene cruces ni enroscaguras,
esto es, la tangente es \nica para cada punto. Para cada punto en C existe
una normal unitaria en el mismo lado de C. El canal K es la regién entre C
y C’ como se muestra en la figura 2.1. La comprobacion de esta afirmacién
esta basada en principios variacionales.

En el experimento, debemos recordar que las gufas de onda son de longi-
tud finita y los conductores fisicos tienen conductividad finita. Asi, aunque
los estados ligados se pueden formar, también se puede disipar muy rapida-
mente. Estos estados ligados pueden ser observados como: luz en una guia
de onda o electrones en algiin dispositivo de estado sélido entre otros.

Goldstone y Jaffe consideraron una guia lo bastante larga como para que
el estado ligado sea levemente perturbado por la longitud finita de la misma.
La funcién de onda para el estado ligado decae exponencialmente con la
longitud de las secciones rectas. El resultado es una exponencial de amplitud
pequena para el estado ligado del tunel hacia afuera de las secciones rectas.
El estado ligado se convierte en una resonancia centrada cerca de la energia
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Figura 2.1: Canal en dos dimensiones construido a partir de una curva C, y
su vector normal unitario 7 (tomado del [5])

de la gufa infinita con una pequefia pero notoria anchura. Tal resonancia
puede ser excitada por la exposicién de una guia infinita a una fuente externa
(de radiacién o particulas). La resonancia se ve como un incremento en la
absorcion de potencia a través de la gufa, a cierta frecuencia abajo de la
frecuencia de corte. En general, los estados ligados justamente abajo del
continuo tienen mucha influencia en las amplitudes de la dispersidn.

2.3. Alambres cuanticos cruzados.

La existencia de estados ligados en geometrias con dobleces 6 interseccio-
nes fue puesta de manifiesto por Schult [6] en 1989. En este trabajo, Schult
considerd un sistema de alambres cruzados en éngulo recto como se muestra
en la figura 2.2. Donde se puede ver que, clasicamente, un electrén no esté
atrapado, por lo que la presencia de un estado ligado en el sistema andlogo
cudntico no es un fenémeno obvio de explicar, ya que este sistema no tienen
regiones “clasicamente prohibidas”. Este descubrimiento hecho por Schult,
Ravenhall y Wyld fue algo sorprendente.

Es importante notar que la forma detallada del potencial, el cual confina
al electron en el canal, no es importante en la determinacién de la existencia
de un estado ligado en la zona de interseccidn. El hamiltoniano asociado a una
particula cldsica dentro de este sistema es H = p*/2m ya que, el potencial
considerado es cero dentro de los canales e infinito fuera de ellos.

Para el sistema analogo cudntico del arriba descrito, los autores calcularon
numéricamente, a partir de la ecuacién de Schrodinger, las funciénes de onda
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Figura 2.2: Potencial formado por dos alambres cruzados (tomado de [6])

en cada una de las las cinco regiones indicadas en la figura 2.2 con condicién
a la frontera de Dirichlet (funcién de onda igual cero en las orillas del canal),
y sus correspondientes energias.

En las siguientes expresiones para las funciones de onda se propone que:

Y = ; Qn Sin(n%) exp(—knz). en la region |
Y = Z; by, sm(?;;) exp(—kny)- en la region 11

i = ; Cn sin(’%) exp(knz).  en la regién LI
Yy = Zn: dn sin(%) exp(kny). en la regién IV

Yy = Z [Sin(%—‘?{) (enexp(—knz) + fnexp(kaz))

+ 5050 (gn exp(~hny) + haexp(ky))]  para la regin V.

Hay dos energfas de estado ligado asociadas a un electrén ubicado en
la interseccién de los dos alambres que se muestran en la figura 2.2. Las
energias correspondientes son By, = 0,66 F, y Fy = 3,72E;, donde el umbral
de propagacién de los electrones en el canal esté dado por E, = R2n2/2m*W?
donde m*, es la masa efectiva del electron y W es el ancho del canal.

Por otro lado, Schult y colaboradores calcularon las probabilidades de
transmisién y reflexién en el caso de la propagacién para un rango de energias
ligeramente superioriores al umbral de paridad impar. Algunas observaciones
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Figura 2.3: Caja rectangular (linea discontinua) insertada en una guia de
onda doblada a un angulo agudo 2a. La longitud del lado de la caja es
arbitrariamente larga cuando @ — 0°. (tomado del 7))

importantes alrededor de los resultados de este trabajo en fendémenos rela-
cionados con este problema son los siguientes: el caso de paridad impar es
equivalente al caso de un alambre con la mitad de ancho, doblado en dngulo
recto. Esto es un sistema en forma de “L” para e] cual se encontré por lo
tanto un estado ligado con ndmero de onda kW = 0,967.

Basados en los criterios antes mencionados, la geometria “7™” es una can-
didata inmediata en la cual se espera la existencia de estados ligados. Esta
geometria con tres brazos abiertos de igual ancho, tiene justamente un estado
ligado, para kW = 0,907.

Los métodos usados por Schult et al. sirven para investigar la existencia
de estados ligados y la importancia de su presencia en sistemas con esquinas
agudas. En estas observaciones se basa parte del trabajo que, en esta tesis,
desarrollamos ya que utilizamos geometrias similares y variamos la curvatura
de las mismas.

Por su parte Avishai et al. [7] también han estudiado, numéricamente,
la existencia de los estados ligados en guias bidimensionales con condiciones
a la frontera de Dirichlet en dominios abiertos. La geometria de particular
interés que ellos estudian corresponde al llamado “broken strip”(Bs), esto
corresponde a un tubo doblado abierto en sus extremos, el cual esta hecho
de dos canales de igual ancho intersectados a un dngulo arbitrario distinto
de cero. Avishai y coautores han mostrado, con sus estudios, la existencia de
al menos un estado ligado para un éngulo arbitrariamente pequefo y mas
de un estado ligado para “broken strip” (BS) dngulos agudos. Para éngulos
pequenos, se encuentra que la energia de amarre tiene una relacién cudrtica
con el angulo de doblez.

Como ya hemos mencionado, la pregunta de la posible existencia de modos
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atrapados por geometrias particulares es un cldsico en la teoria de guias de
onda. Recientemente este tema ha recobrado el interés de los investigadores
particularemente en el contexto de dispositivos mesoscépicos, con aplicacio-
nes a la tecnologia de computo avanzado a bajas temperaturas. La longitud
de coherencia de propagacion del electrén en el didmetro de varios circuitos
(alambres) bajo consideracién, requiriendo un amplio tratamiento cuéntico.
Es decir, dado un alambre con ancho a y particulas (portadoras de carga)
moviendose dentro de él, con una masa efectiva m*, la cuantizacion en la
propagacion transversal de dichas particula define el umbral para el continuo
de la energfa F; = h?/(2m*a?) de las mismas. Un eigenvalor del hamiltonia-
no para la propagacién abajo de F, corresponde a un estado atrapado cuya
influencia en el funcionamiento de dispositivos mesoscépicos puede ser muy
importante.

En su trabajo Avishai et al. estudian el caso de dos mitades de alambre
que se acoplan (bidimensionalmente) en dngulo agudo, como el BS que se
muestra en la figura 2.3 con un valor pequenio de 2a para el dngulo del
extremo de la BS. Ellos consideran que si se inserta, dentro de la BS, una
caja rectangular como se muestra en la figura, la distancia entre sus dos
extremos es L = a/sin(a), donde a es el didmetro del tubo. La dimensién
longitudinal de la caja puede escogerse de tal manera que sea igual a 2L/5.
Entonces la dimensién transversal de la caja puede ser escogida para que el
largo sea 6a/(5cos(a)). La energia del estado fundamental en esta caja es
por tanto (considerando A?/(2m*) = 1):

o m[Zsin(a)? + 2 cos(a)?
Ebo:c =

, 2.1
la cual, para « suficientemente pequeio, es mds pequeiio que el umbral (r/a)?
del continuo. Los estados excitados longitudinales en la caja también pueden
ser obtenidos. Consideremos un estado con n nodos a lo largo de la direccidn
longitudinal de la caja de largo 2L/5. La energfa asociada a este estado es,

m2[2n?sin(a)? + 2 cos(a)?
= LR nle) s Feostel] 2)
Nuevamente es posible elegir o lo suficientemente pequernio para tener energias
abajo del umbral. Esto prueba que, para a lo suficientemente pequena, se
tiene la posibilidad de encontrar muchos estados ligados.

En el problema general de la existencia de al menos un estado ligado en
un BS con un valor arbitrario para el éngulo de doblez, la idea bésica es que



10 CAPITULO 2. REVISION DE LA LITERATURA

Figura 2.4: Caja cuadrada insertada en la interseccion de dos guias de onda
cruzadas.(tomado del |7])

el rompimiento de la invariancia traslacional de una guia simple puede ser
representada por una fuerza adicional.

Avishai et al. encontraron que hay un estado ligado para todos los valores
de € (donde & = w/2—¢ ) y el comportameinto de la energia de atrapamiento
como funcidn de € es muy suave. Para encontrar estados ligados en un sistema
de tipo cruz, consideraron la geometria que se muestra en la figura 2.4. Note
que en esta figura, la longitud de los lados de la caja cuadrada insertada en
la cruz es de av/2. Aqui la energia del estado base de la caja esta degenerada
con el umbral del continuo. Cualquier pequefa protuberancia en la caja pue-
de llevar a la energia del estado base abajo del umbral. Este es un argumento
a favor de la existencia de un estado ligado para la cruz completa. Al aplicar
un método variacional, se puede mostrar que el eigenestado de Ja cruz tiene
una paridad negativa con respecto a z y y abajo del umbral del continuo,
el cual estd en 72 cuando @ = 2. Un estado ligado con tal estructura nodal
en una cruz con a = 2 se reduce justamente a un estado ligado en una BS
de forma L con pardmetros a = 1 y a = m/4. Las estimaciones numéricas
hechas por los autores en este articulo muestran, de manera sistemaética, la
existencia de estados ligados superiores para los correspondientes eigenvalo-
res. En particular, para n,,,; = 30 obtienen E = 0,947%. Este es un resultado
significativo ya que también es reportado por Schult et al.[6] y por Exner et
al.[2, 3].
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Figura 2.5: Esquema de una gufa de onda doblada.

2.4. Guias de onda con un doblez.

El estudio de los estados localizados en guias de onda bidimensionales ha
sido estudiado como funcién de diversos parametros. Tal es el caso de los
trabajos de Carini et al (8], quienes estudiaron alambres cudnticos (llamados
también guias de onda cudnticas por Exner y Seba (2, 3], en forma de “L”de
ancho constante, variando €l dngulo de doblez. Ellos estudiaron la propa-
gacion de modos TE de microondas en guias de onda rectangulares planas;
donde midieron frecuencias de resonancia, por absorcién de potencia para va-
rios dngulos de doblez. Estas frecuencias fueron comparadas con resultados
tedricos de los eigenvalores para estados ligados (resonancias) en geometrias
de forma de “L”.

La existencia de estados ligados en sistemas que no tienen regiones “clésicamente
prohibidas” tiene diversas implicaciones en posibles aplicaciones en sistemas
electrénicos de baja dimensionalidad con condiciones a la frontera similares.
Quizd igual o més notable sea el resultado reciente de Goldstone y Jaffe (3]
(anticipado por el trabajo de Exner[2, 3|) de que “al menos un estado ligado
aparecera para todas las superficies bidimensionales de ancho constante (ex-
cepto las lineas rectas, las cuales no poseen estados ligados). En realidad, los
resultados de Goldstone y Jaffe son vélidos para un tubo infinito de seccion
transversal constante, en cualquier niimero de dimensiones. Se sabe que una
protuberancia en una guia de onda bidimensional puede ser mapeada a una
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dimensién cuando la protuberancia transversal aparece como una atraccién
efectiva, la cual siempre produce un estado ligado en una dimensién. En la
figura 2.5 se muestra un sistema rectangular de ancho constante, con condi-
ciones a la forntera de Dirichlet, que ha sido muy estudiado. Es posible, sin
pérdida de generalidad, normalizar el ancho de esta guia a la unidad. Para
identificar el estado ligado en este sistema se debe notar que el Hamiltoniano
es simétrico bajo la reflexién con respecto a la diagonal, por lo tanto bas-
ta considerar sélo la mitad del sistema. Para un doblez en déngulo recto los
autores predicen un estado ligado con k% = 0,92972%. Una gréfica del estado
ligado para la funcién de onda ¥ es mostrado en la figura 2.5; ¥ esta concen-
trada alrededor del centro del doblez, se desvanece en las fronteras, y decrece
exponencialmente en los extremos de la gufa de onda. Para reproducir dicho
estado ligado experimentalemente, se usé la geometria para un doblez con
angulo variable que se muestra en la figura 2.5. Mientras que pares de barras
de aluminio (de 0,953 cm de grueso) se mantienen entre dos placas largas
fabricadas de aluminio, las cuales, forman los lados de las dos secciones rec-
tas de la guia de onda. Cuando son ensambladas las partes correspondientes,
los brazos de la cavidad miden aproximadamente 15 cm de largo. El ancho
o de las secciones rectas de la guia de onda se ajusta desplazando las placas
paralelas de aluminio de ancho 1,905 cm (una respecto a la otra), mientras
que el doblez se construye para cada caso. El extremo de cada una de las
barras interiores de ancho de 0,953 cm fueron preparadas para un dngulo de
30° para que, en contacto, estas produzcan la esquina interior aguda entre
las secciones de la guia de onda.

La frecuencia de corte calculada por Carini y coautores, para las secciones
de la guia de onda es f,, = ¢/2a, aproximadamente 7,87 GHz con una in-
certidumbre asociada de 0,01 GHz. Para determinar la frecuencia del estado
ligado, se disminuye el acoplamiento del coaxial hasta que: a) el acoplamien-
to es mucho més bajo que el critico (cuando toda la potencia incidente es
absorbida) y b) el decremento adicional no afecta la frecuencia de resonancia
o ancho de banda de la resonancia. La figura 2.6 muestra la tasa de potencia
reflejada R(f) para el doblez de 90°.

El estado ligado aparece como un prominente minimo en R(f) a 7,585
GHz, mostrado por la flecha izquierda en la figura. La resonancia ocurre
abajo de la frecuencia de corte calculada, indicada por la flecha derecha. La
longitud de decaimiento del modo es de 2,3 cm, mientras que la longitud de
las secciones rectas de la guia de onda es mas que seis veces esta cantidad.

Por su parte, los estados ligados pueden ser calculados nimericamente
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Figura 2.6: Datos experimentales de la tasa de potencia reflejada a potencia
incidente como una funcién de la frecuencia incidente. (tomado del [8])
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Figura 2.7: Eigenvalores de un estado ligado como fucidn del dngulo de doblez.
Los puntos negros representan las medidas experimentales, la curva continua
representa los valores numéricos, para los eigenvalores de la energia y la curva
discontinua representa la estimacidn variacional para los eigenvalores de la
energia. (tomado de {8])
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usando un método variacional a partir de la ecuacidn,

d oA
—&w(ﬂi, Y, t) = [T + 7]¢(I)y)t)7 (23)

y la solucién general a la ecuacién (2.3) en términos de los eigenestados
dr(z,y) del Hamiltoniano es,

l/)(I)y»t) = Zakq-sk(xvy)e—Ekt) (24)
k

donde E; es la eigenenergia del k-ésimo estado y cada componente decae a
cero exponencialmente. Si periodicamente se normaliza la funcién de onda,
entonces para tiempos largos el estado con energia més bajo dominara, al-
canzando asf primero el estado base y posteriormente estados de energia méas
alta.

En la figura 2.7, la curva discontinua muestra los eigenvalores variaciona-
les obtenidos por Carini et al. como una funcién del 4ngulo de doblez 8. Los
circulos solidos en negro corresponden a los valores experimentales obtenidos
para las gufas de onda dobladas mientras que la curva sélida corresponde
a los eigenvalores nimericos obtenidos por un método de relajacién. Estos
resultados muestran claramente la existencia de estados ligados en estos sis-
temas y la correspondiente variacidén de la energia de dichos estados con el
angulo de doblez. Para guias de onda reales, la presencia de una resonancia
abajo de la frecuencia de corte afecta la propagacién de ondas alrededor de
la frecuencia de corte. Para alambres cudnticos, la presencia de un electréon
ligado en el doblez puede seriamente afectar las propiedades de conductancia
de tales sistemas.

Posteriormente, en su trabajo de 1993 [9] Carini et al. presentaron resul-
tados experimentales y tedricos de estados ligados en guias de onda rectan-
gulares dobladas. Tales estados fueron observados en guias de onda electro-
magnéticas y alambres cuénticos. Para cierta clase de guias de onda dobladas
se pueden producir modos TE confinados. Estos modos TE estédn directa-
mente relacionados con los estados ligados de campos escalares en los espacios
bidimensionales curvados donde las gufas de onda son construidas. Para do-
bleces lo suficientemente agudos, se pueden producir multiples modos TE
ligados. Los autores calculan las energias de estados ligados y las configura-
ciones del campo para esta particular clase de guias de onda dobladas con
angulo muy agudo. Dichas guias de onda fueron construidas experimental-
mente y las energias de estado ligado y los campos son directamente medidos
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y comparados con las predicciones tedricas. Las propiedades de los cam-
pos electromagnéticos en guias de onda han sido estudiadas por decadas,
muchas caracteristicas de la naturaleza y transmisién de los campos elec-
tromagnéticos en tales gufas también han sido estudiadas. Como ya hemos
mencionado, es bien conocido que los dobleces en las guias de onda producen
reflexién, y que la resonancia de reflexién se eleva cuando los dobleces son
introducidos dentro de las guias de onda. Estudios recientes indican que la
introduccién de dobleces dentro de las guias de onda, generalmente conllevan
estados confinados o modos aislados, los cuales existen abajo de la frecuencia
de corte para la guia de onda. En tales estados confinados los campos E' y B
son grandes en la regién del doblez y decaen exponencialmente con la exten-
sién de la guia de onda. Tales estados confinados son interesantes no solo por
las aplicaciones intrinsecas en guias de onda electromagnéticas sino, ademés,
por las analogias con alambres cuanticos. Es posible hacer una correspon-
dencia entre las soluciones de las ecuaciones tridimensionales de Maxwell de
una guia de onda y la ecuacién bidimensional de Schrédinger en un canal o
alambre cuéntico.

En este trabajo, Carini et al. examina guias de onda dobladas, en las
cuales se presentan varios estados ligados. Donde la energia de amarre tanto
del estado base como del resto de los estados ligados superiores, dependen,
principalmente del tamafno del dngulo de doblez. Carini et al. explican que,
la energia de ligadura en tales sistemas se va a cero conforme el angulo de
doblez se va a cero. Asimismo, la energia de ligadura se incrementa cuando
se incrementa el angulo de doblez. Para dobleces lo suficientemente agudos,
es posible producir estados ligados multiples. La geometria particular que
emplean se muestra en la figura 2.8. Los autores muestran que, conforme el
angulo exterior de doblez 8. — w, el niimero de estados ligados se incrementa
dramaticamente. Ambas cosas ocurren por el doblez y por el espacio adicional
en las esquinas de la guia de onda (una protuberancia existe en esta regién).
La energia del estado ma&s bajo confinado para una guia de onda doblada
decrece monétonamente como funcién de #. Para valores lo suficientemen-
te pequenos de 8, un segundo estado ligado aparece y més estados ligados
pueden ser encontrados para § muy pequena.

En el interior del doblez, se inscribe un rectdangulo como se muestra en
la figura 2.8 y si se consideran los eigenvalores de la energia para un campo
escalar, el cual satisface la ecuacién de Helmholtz dentro y se desvanece en
los lados del rectdngulo de longitud L y ancho W. La energia de tales estados
es Enpm = 71'2[% + 'Z—:] para valores (n,m) enteros distintos de cero. Para un
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Figura 2.8: a)Superficie bidimensional agudamente doblada; b)Superficie do-
blada de la parte (a), con un rectdngulo inscrito de longitud L y ancho W.
(tomado de [9])
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sistema doblado con un dngulo interior 8, la longitud del rectangulo inscrito

estd relacionada con el ancho por L = csc(§ )[1W4°°52—] Para un dngulo

8, pueden calcularse las dimensiones del recta,ngulo inscrito con la energia
del estado base mas bajo. Usando estas dimensiones se encuentra gue, como

6 — 0, las eigenenergias de los estados de la caja se aproximan al limite de
la forma,

2
Epm — 7%[nQ + (207 +m?)05 + . (2.5)

Para cada solucién de la Ec.(2.5) con una energfa abajo de la energia de corte
para la propagacidn, se tiene un estado ligado en la guia de onda. Las energias
de tales estados han sido calculadas, y se encontré que todas las energias de
los estados ligados se aproximan a 7%/4 cuando 6 — 0. El correspondiente
numero de estados ligados se incrementa rapidamente para § muy pequena.
Este comportamiento resulta del hecho de que cuando § — 0 estas guias de
onda tienen una cantidad infinita de espacio adicional, relativo a un sistema
doblado de ancho constante.

Para observar experimentalmente el estado ligado més bajo en una guia
de onda electromagnética doblada, a diferentes angulos, los autores constru-
yeron e] dispositivo mostrado en la figura 2.8 con dngulo de doblez variable.
Con este sistema miden la frecuencia de los estados ligados para microondas
como una funcién del dngulo de doblez 8 entre 60° y 120°. Esta cavidad esta
formada de placas paralelas de latén. Las placas son rodeadas aparte por
pares de barras fabricadas de aluminio. Las barras definen los lados de las
secciones rectas de la gufa de onda, y sus grosores (b=0.953 cm) y longitud
(20 cm) determinan la altura y longitud de las guias de onda, respectivamen-
te. Durante la construccién de la estructura, las barras paralelas de aluminio
(1.905 cm de ancho y 0.94 cm de grueso) facilitan el cuidado de los lados
interior y exterior de la guias de onda. Las placas paralelas de latén, dan una
guia de onda con un ancho, ¢ = 1,905 cm, el cual implica una frecuencia de
corte para el modo TEy de f., = ¢/2a = 7,87 GHz. La frecuencia de cor-
te real puede ser determinada experimentalmente usando un procedimiento
similar para construir una cavidad rectangular con el mismo ancho y una
longitud ! >> a, y entonces es posible medir la frecuencia f, de los primeros
T Eq1, modos. Un ajuste lineal de los datos lleva a que f2 = f2 +n (21) ,
dando f,, = (7,780 £ 0,015) GHz. Un estado ligado aparece cuando decre-
ce agudamente la potencia reflejada, esto es, como absorcién resonante de
potencia, para frecuencias de microondas abajo de la frecuencia de corte.




18 CAPITULO 2. REVISION DE LA LITERATURA

et o 1, 1l

$rogreccy [Gra]

Figura 2.9: a)Eigenenergias para un estado ligado de una guia agudamente
doblada como funcién del dngulo interior de doblez (8); b)Medida experi-

mental de la tasa de potencia reflejada a potencia incidente como funcién de
la frecuencia incidente. (tomada de [9])
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En la figura 2.9, se muestran los eigenvalores del estado ligado (dividido
por 72) como una funcién del angulo de doblez interior 8 de la guia de onda.
Se puede notar que todas las energias de los estados ligados tienden hacia
72/4 en el limite cuando § — 0° como se dijo previamente. El caso del
numero de estados ligados que se incrementa rapidamente cuando decrece
el dngulo 6, es ilustrado por Carini et al. con ejemplos particulares. Para
un dngulo de doblez # > 27,5° tiene un estado ligado aislado; abajo de este
angulo se tienen dos estados ligados. Un tercer estado ligado aparece para
6 = 18°, un cuarto estado aparece alrededor de 11° y un quinto cerca de
9°. En la figura 2.9 se muestra la tasa de potencia reflejada R(f) medida
experimentalmente para un doblez con # = 22,5°. El estado base aparece
como un minimo prominente en R(f) cercano para la frecuencia de resonancia
para un acoplamiento pequeno, f,; = 5,666 GHz. Ambas resonancias ocurren
abajo de la medida de la frecuencia de corte para la guia de onda, f, = 7,78

GHz (equivalente a una energia cudntica de 72), indicado por la flecha a la
derecha.

2.5. Guias de onda con mas de un doblez.

En su trabajo de 1997 Carini y colaboradores [10] construyeron cavidades
electromagnéticas (EM) dobladas, para las cuales se encontraron las frecuen-
cias a las cuales ocurre el confinamiento del campo EM. La densidad de
energla electromagnética asociada a dichas frecuencias fue mapeada experi-
mentalmente y comparada con predicciones tedricas de las eigenfunciones y
energias de los correspondientes estados ligados en geometrias similares. Ll
acuerdo entre teoria y experimento fue muy bueno y el estudio de la exis-
tencia de los estados ligados a nivel cualitativo resulta muy ilustrativo. El
trabajado de Carini et al. en este trabajo mas reciente, constituye un paso
mas en el estudio de las guias de onda con dobleces ya que la mayoria de los
trabajos previos consideraban el caso de un alambre cudntico conteniendo un
sélo doblez mientras que en el trabajo mencionado los autores examinaron
un sistema con dos dobleces en dngulo recto como se muestra en la figura
2.10 a la cual denominamos como “Z”. El ancho de la seccién recta es Wy la
altura del doblez es H. Se consideré el caso mds simple, en que las regiones
rectas de la guia son infinitamente largas. La funciéon de onda asociada a un
electrén satisface, dentro de dicha regién, la ecuacién de Helmholtz,

(V2 + k*)y(z,y) = 0, Y|s =0. (2.6)
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Figura 2.10: a} La tasa de aspecto R > 2 es el caso de discontinuidad cudntica
en el doblez. b) La tasa de aspecto 1 < R < 2 es el caso de continuidad
cudntica en el doblez. (tomada de [10])

Donde S es la frontera de la regén. En esta ecuacién el nimero de onda &
se relaciona con la energfa E de modo que k* = 2mE/A?%. La ecuacién (2.6)
puede ser solucionada por regiones segiin se muestra en la figura 2.10. En cada
region se requiere que la funcién se anule en la frontera y la posible separacién
de la ecuacién, para que la funcién de onda tenga una dependencia en el eje y
de la forma sin(5#) para n entero. Esta condicién de cuantizacién transversal
produce una energia umbral, es decir, la energia minima permitida para la
libre propagacién de esta funcién a lo largo de la guia,

_ (hn)?
T omW?

Fl alambre de la figura 2.10 tiene uno o dos estados ligados, los cuales
aparecen como estados aislados con energia abajo de E,. La funcién de onda
del estado ligado es grande en la vecindad del doblez, y decae exponencial-
mente con la distancia a la regién de los dobleces.

Como ya se ha mencionado los alambres cudnticos doblados, son ejemplo
de sistemas cuyos estados ligados no se explican con el tradicional argumento
a partir de un potencial ligado, el cual crea regiones cldsicamente permitidas
y prohibidas. En su lugar, se observa que la presencia de dobleces o protu-
berancias localizadas en estos alambres producen fuerzas atractivas locales

E, (2.7)
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efectivas las cuales dan origen a estados ligados. Como la atraccién efectiva
en un alambre doblado es proporcional al cuadrado de la curvatura del alam-
bre, la magnitud de la energia de amarre se incrementa cuando la curvatura
aumenta.

Diversas gufas de onda bidimensionales rectangulares pueden ser cons-
truidas a partir de algunas curvas bidimensionales ¢ en el plano X — Y.
Un campo escalar ¢ que satisface la ecuacién de Helmholtz y que satisface la
condicién a la frontera, puede ser asociado a la curva construida. Las guias de
onda se generan trasladando la curva ¢ normalmente en la direcciéon Z. Para
identificar la guia de onda construida con una guia de onda electromagnética,
los campos E y B pueden ser construidos a partir de ¥ como sigue:

E(z,y) = iki(z,y), B(z,y) = -2 x V. (2.8)

Los campos E'y B de la ecuacién (2.8) satisfacen las ecuaciones de Max-
well y las condiciones de frontera para los modos TE en la gufa de onda,
donde el nimero de onda k del electrén esté relacionado con la frecuencia
f = w/27 de la siguiente manera:

(o 2L 29

El anédlisis tedrico para encontrar las funciones de onda asociadas a un
electrén en un alambre cuédntico puede ser obtenido usando diversas técnicas
tales como expansion en series; método de relajacion; método de transferecia
matricial o el método cuantico de transmision de frontera. El método mas
comun es el de expansién en series que a continuacion se ilustra con el fin
de calcular los estados ligados en la funcién de onda correspondiente a la
geometria de la “Z”. Para comenzar, se divide la guia en tres secciones como
se muestra en la figura 2.10. La regién I estd definida por[z > 1,0 < y < 1J;-
donde la funcién de onda 1y en coordenadas cartesianas satisface las condi-
ciones a la frontera dadas por,

V{2, Y)ly=0 = Y1z, Y)ly=1 =0;  ¥(z,y) — 0,2 — co. (2.10)

Usando separacién de variables en coordenadas cartesianas, la funcién ¢
puede ser expresada como:

Yi(z,y) = Y Ansin(nmy)e 7, (2.11)
n=l
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donde @, = vn?n? — k2. La regién I/ ests definida por [0 <z < 1,0<y <
1]. En esta regién I7 las condiciones de frontera son,

Vi (z, Y)ly=0 = ¥11(2, ) |z=0 = Y11(Z, Y)|z=y=1 = 0. (2.12)
Mientras que la funcién de onda en esta zona queda,

o
¥1(2,y) = > _[Bnsin(nry) sinh(anz) + Csin(nnz) sinh(any)].  (2.13)
n=J]
Finalmente, en la regién I//, definida por [0 <z < 1,1 <y < R-1), las
condiciones a la frontera son:

Vi, Yle=o = Yurr(z,y)|z=1 =0, (2.14)
Pl -z, R—y) = ¥7,(z,v), (2.15)
di(1-2,R=y) = —pfil(zy), (2.16)

(2.17)

donde los superindice S y A indican la existencia de un estado ligado simétrico
y uno antisimétrico respecto a la recta y = R/2. La correspondiente funcién
de onda asociada a esta tercera region es,

Yin(z,y) = Y Dysin(nrz) Folon(y — R/2)) (2.18)
donde, )
F3(t) = cosh(t) (n — impar) = sinh(t)(n — par), (2.19)
FA(t) = sinh(¢t) (n — impar) = cosh(t)(n — par). (2.20)
(2.21)

Los coeficientes son determinados a partir de la condicién de que tanto la
funcién de onda % como su derivada normal sean continuas en las fronteras
que separan las regiones I, /I y III. Las ecuaciones resultantes pueden ser
expresadas como una matriz de N X N; esta muestra que la condicién para
un estado ligado es det(Z) =0,donde Z=TS -1,y
3 k
T = — (= 1) s (2.22)
amsinh(an) Fryi(an[l — £])/Fu(om(l — R/2]) — cosh(an)
(=1) kr exp(—or)d
oy, ’
(—=1)""12n7 sinh(ay)

d, = . 2.24
k a? + (nm)? (2:24)

Snk =

(2.23)
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Figura 2.11: Gréfica de € vs R de estados ligados en el alambre con dos do-
bleces; curva continua, estados ligados simétricos, curva discontinua estados
ligados antisimétricos. (tomado de [10])

Los estados ligados ocurren para los valores de k? para los cuales det| Z(k?)| =
0. En la figura 2.11, se muestra la energia de los estados ligados simétrico y
antisimétrico como una funcién de la tasa de aspecto R = H/W. El continuo
principia para k? = 72. En términos del pardmetro ¢ = k2/7? se tiene que,
cuando R — 1, ¢ — 1, para R < 2,5, solo el estado simétrico es ligado

mientras que el estado antisimétrico no es ligado para valores pequenos de
R.

Cuando R se incrementa despues de 1, la energia se incrementa alcan-
zando un maximo para R & 1,7. Cuando R se incrernenta més, la energia de
amarre decrece. Para R > 2,5, aparacen tanto el estado simétrico como el
estado antisimétrico. Tanto el estado ligado simétrico como el antisimétrico
tienen en su funcidén de onda un pico en cada esquina del alambre cudntico.

Para valores muy grandes de R se observa que los estados ligados simétrico
y antisimétrico se aproximan a alguna energia, ¢ = 0,930. Este valor de
e corresponde a la energia para un alambre infinitamente largo de ancho
unitario con un simple doblez en dngulo recto. En este caso, la funcién de onda
para el estado ligado es muy pequefia excepto para un pico en cada doblez
en angulo recto. El nimero de estados ligados, y sus localizaciones, estdn
completamente determinados por la geometria del alambre cudntico doblado.
A condicién de que la longitud del alambre cudntico con dos dobleces sea
mucho mas largo que sus otras dimensiones. Las propiedades de los estados
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ligados estdn completamente determinadas por el ancho W del alambre y por
la tasa de aspecto R = H/W. Para R < 2.5, se tiene solo un estado ligado
simple mientras que para R > 7, las energias de los dos estados ligados se
colapsan (se degeneran), esto es, el estado simétrico y el estado antisimétrico
aparecen escencialmente a la misma energia.

Por su parte Wang, Berggren, and Ji {11, 12] estudiaron también la con-
ductancia en alambres cudnticos con dos dobleces. Examinaron tunelaje de
electrones en estos alambres cudnticos. Muchos de los resultados obtenidos
por Carini et al. coinciden con las conclusiones de Wang y colaboradores.
Tal es el caso en que para valores suficientemente grandes de la tasa de as-
pecto R las funciones de onda, tanto para el estado ligado simétrico como
para el estado ligado antisimétrico, tienen un pico en las esquinas del alam-
bre. También coinciden en que cuando se incrementa R, la distancia entre la
energia para los estados simétrico y antisimétrico decrece. Sin embargo, no
hay un acuerdo con Wang y colaboradores en la afirmacién, que estos tltimos
establecen, acerca de que todas las geometrias con discontinuidad de doble
esquina rectangular con tasa de aspecto R > 2, pueden tener tanto estado
ligado simétrico como antisimétrico. Como puede verse en la figura 2.11, no
aparece estado ligado antisimétrico para R < 2,5; para estas geometrias, el
estado antisimétrico estd en el continuo.

Para comparar los resultados del modelo tedrico desarrollado anterior-
mente, Carini y colaboradores contruyeron una cavidad de microondas con
geometria tipo “Z” para observar los campos eléctricos confinados en una guia
de onda electromagnética con dos dobleces en dngulo recto. La estructura fue
hecha de dos piezas de aluminio. En la figura 2.12 (parte superior) se mues-
tra una de las piezas; la otra es una imagen al espejo. El drea sombreada
estd desplazada 0,635 cm hacia arriba respecto de la parte clara. Cuando la
segunda pieza es invertida, el espacio vacio entre los platos forma una guia
de onda de doble doblez. El ancho de la guia de onda es W = 1,905 cm y su
profundidad es de D = 0,635 cm. El movimiento relativo de los dos platos en
la direccién, que indica la doble flecha, produce una variacién continua de H
manteniendo fijo W. Con este sistema pudieron variar continuamente la tasa
de aspecto R = H/W sobre un rango de 1 < R < 6, midieron las frecuencias
para los estados ligados, y mapearon la densidad de energia electromagnética
para los mismos.

En tal estructura, las ondas se propagan con frecuencias abajo de ¢/2D,
que en este caso corresponde a 23,6 GHz, teniendo solo la componente per-
pendicular del campo eléctrico distinta de cero, a lo largo de los platos, esto
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Figura 2.12: Vista esquematica de la estructura de la guia de onda usada en
el experimento. (tomado de [10])

para satisfacer las condiciones de frontera en la periferia de las superficies
conductoras. Las frecuencias de resonancia se midieron tomando encuenta
los pequenios agujeros (los puntos en negro que se muestran en la figura 2.12,
que se encuentran ubicados justo fuera de los dobleces), que proporcionan
un espacio libre para lineas coaxiales semirigidas de 0,141 pgs. La frecuencia
de corte para el modo propagante mas bajo T FEy, en esta guia de onda, es
feo = ¢/2W = 7,87 GHz. La frecuencia de corte real en el experimento se
obtiene ajustando dicha estructura para que R = 1.

Un tratamiento apropiado de datos muestra que [f(p)]* = f2,+ p%ﬁ)2

dando (f., = 7,850 &+ 0,003) GHz y Les; = 27,05 cm (los extremos de la
cavidad estan rodeados con un radio = 0,953 cm, el cual hace que Ly
sea un poco mas pequeiia que la longitud fisica). En la fig.2.13 se muestran
las frecuencias de los estados ligados como funcién de la razén de aspecto
R = H/W en la estructura de la guia de onda tipo “Z”de la figura 2.12. Los
simbolos representan los resultados experimentales para los estados simétrico
y antisimétrico respectivamente. Las lineas representan las frecuencias de re-
sonancia determinadas teéricamente a partir de la razén de la energia del es-
tado ligado y el umbral de energia para la propagacién libre: f; = fir/Ei/E;.
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Figura 2.13: Frecuencias de estados ligados, simétricos y antisimétricos como
una funcién de la tasa de aspecto R = H/W, en la estructura de la guia de
onda con doble doblez. (tomado de [10])
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La frecuencia fco de corte para el primer modo propagante T Ey,, fue deter-
minada y es de 7,85 GHz y es representada por la linea horizontal en la figura
2.13 El valor tedérico para la frecuencia de un estado ligado aislado, con un
doblez de 90° con el mismo ancho fue (fg = 0,966f,,) este es indicado por
la linea horizontal discontinua.

2.6. Guias de onda en cristales fotdnicos.

En este trabajo, Mekis et al. [13], investigan el mecanismo para la apari-
cién de estados ligados en gufas de onda en cristales foténicos bidimensionales
y lo comparan con los mecanismos correspondientes para gufas convenciona-
les. Ellos muestran que la periodicidad del cristal foténico estd relacionada
con la creacién de estados ligados. Goldstone y Jaffe [5] probaron que los do-
bleces, se comportan de manera semejante a las protuberancias en una guia.
En los trabajos de Carini y colaboradores (8, 9, 10), se calculan las energfas
de estados ligados simples y multiples en guias de onda cudnticas dobladas,
estos resultados se comparan con experimentos en microondas. Tales estudios
han tenido una nueva motivacién generada por un interés en la miniaturiza-
cién de dipositivos semiconductores. Donde las propiedades de transporte a
través de alambres cuanticos son influenciadas por la existencia de estados lo-
calizados. Habiendo un buen estudio de estados ligados en guias de onda con
dobleces es relevante para la construccién de circuitos integrados a pequefia
escala. También existe el interés corriente en el disefio de circuitos integrados
optoelectrénicos o totalmente épticos. Un conjunto de componentes esen-
ciales en estos circuitos son ondas electromagnéticas. Tradicionalmente, dos
tipos principales de guias de onda son usadas en el control de propagacion
lineal de ondas electromagnéticas (EM): guias metélicas para microondas y
guias dieléctricas para (EM) en la regién visible. En estructuras bidimen-
sionales (2D) que implican simetria plana, lo cual implica que los modos en
las gufas de onda pueden tener polarizacion (T M) o polarizacién (TE). Es
posible reformular el problema para guias de onda metélicas en términos de
un campo escalar simple. En la frontera la amplitud del campo es cero para
modos (T'M) y el campo derivado vale para modos (I'E). Notaremos que
en el caso de guias de onda dieléctricas con un contraste dieléctrico alto, los
campos son similares a los de una guia metdlica. Sin embargo, los estados
pueden acoplarse a modos en el espacio libre, estos decaerén en resonancias
y no en estados ligados. Como una alternativa a estas componentes conven-
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cionales (metdlicas o dieléctricas) son usados materiales “photonic band gap
(PBG)”en la construccion de bloques de dispositivos que comprenden circui-
tos totalmente opticos. Se ha demostrado que tales guias pueden transmitir
ondas EM eficientemente a través de formas con esquinas. La pregunta de
cuando existen estados ligados en guias de onda PBG dobladas, aparecen
naturalmante. En este trabajo los autores estudian las condiciones y el me-
canismo para la aparicién de estados ligados en tales gufas. Por simplicidad,
solo se consideran cristales foténicos bidimensionales. Sin embargo, el andlisis
presentado se aplica ademés a cristales tridimensionales. Los resultados de
este estudio muestran que las guias de onda PBG, a diferencia de las conven-
cionales, poseen brechas entre sus modos. Estas brechas hacen posible que los
estados ligados existan en dobleces cerca de la frecuencia de corte para modos
guiados. Ademas muestran que la aparicion de estados ligados en dobleces
puede ser descrita en un armazdn puramente unidimensional y que estos es-
tados son casi iguales a los modos de la cavidad bidimensional. Las relaciones
de dispersién para las guias de onda PBG son calculadas resolviendo la ecua-
cion de Maxwell en el dominio de frecuencias dado para las configuraciones
dieléctricas. Una supercelda con condiciones de frontera periodicas es toma-
da como el dominio computacional. La longitud de la celda corresponde a la
periodicidad del dieléctrico en la direccién de la guia, mientras que el ancho
fue tomado por distintos enrejados constantes. El cristal foténico simulado,
en este sentido, contiene guias de onda paralelas uniformemente espaciadas.
La distancia entre las guias es incrementada tomando celdas unitarias hasta
que las frecuencias obtenidas para los eigenmodos cortos dependan del ta-
mafo de la celda. El dominio computacional usado es rectangular y es ligado
por una capa de material perfectamente adherida para minimizar reflexiones
atrazadas. Modos con un rango ancho de frecuencias son excitados por una
fuente dipolar con un perfil Gaussiano. Los modos que permanecen transito-
rios unos decaen en estados ligados y otros en resonancias. Las resonancias
pueden ser facilmente distinguidas de los estados ligados ya que estos Ultimos,
tienen un factor caracteristico escencialmente infinito cuando una supercelda
bastante larga es usada. Ademds, en las configuraciones de guias de onda,
las resonancias ocurren a frecuencias a las que la velocidad de grupo en la
guia de onda es cero. Las frecuencias de todos los estados ligados pueden ser
identificados usando un pulso pequerfio en el tiempo. En la brecha de modos
foténicos se obtienen soluciones con valores del nimero de onda k£ complejo,
éstas no son solucidnes fisicas a las ecuaciones de Maxwell. Pasaran a ser
fisicos si la periodicidad del cristal se rompe al introducir un defecto.
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Figura 2.14: Relaciones de dispersiéon para guias de onda de dos cristales

foténicos. La geometria de las guias de onda es mostrada en los recuadros.
(tomado de [13))

Si se considera un arreglo cuadrado de varillas altamente dieléctricas,
paralelas e infinitamente largas en aire. Al remover una hilera de varillas
se rompe la periodicidad en una direccién particular. Si los pardmetros del
cristal son tales que hay una brecha de bandas completa para los vectores
de onda perpendiculares a las varillas, entonces este defecto puede introducir
modos que decaen exponencialmente lejos del defecto. Es decir un defecto
actlia de manera semejante a una guia de onda: Las ondas de frecuencias
reales pueden propagarse en la guia.

En la figura 2.14 se muestra la estructura de banda para la guia creada
por desaparicién de una hilera de varillas en la direccién 10 del cristal. Encon-
tramos un modo guiado dentro de la brecha de bandas. El campo eléctrico de
este modo tiene simetria par con respecto al plano del espejo a lo largo del eje
de la guia. Este modo produce una reproduccién del modo fundamental de
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una guia de onda dieléctrica convencional; este tiene perfil sinusoidal dentro
de la guia y decae exponencialmente fuera de ella. En la figura 2.14 la guia de
onda se ha creado por eliminacién de tres hileras de varillas en Ja direccién
11 del cristal. En esta figura se denotan con puntos negros los modos pa-
res y con puntos blancos los modos impares. Hay ahora tres modos guiados,
dentro de la brecha que pueden otra vez ser clasificados de acuerdo con la
simetria respecto del plano de espejo a lo largo del eje de la gufa. El primer
y el tercer modo son pares, mientras que el segundo es impar. Generalmente
es cierto que el nimero de bandas dentro de la brecha de bandas es igual al
numero de hileras de varillas removidas cuando se crea la guia. Esto puede
ser entendido de un simple conteo de los estados en el cristal. Si se repitiera
esto para todas las hileras de varillas, tendriamos N estados localizados en
un cristal de N x N Sin embargo, para algunos #'s los modos pueden te-
ner frecuencias fuera de la brecha de bandas y la banda entera puede no ser
contenida en la brecha, como es el caso, por ejemplo, de la banda de modos
mas baja en la figura 2.14. Para k& pequeio, las relaciones de dispersion se
comportan parecidos a los modos guiados convencionalmente en una guia de
onda metélica con corte en w — weorge o |k|?. Las frecuencias de los modos no
crecen indefinidamente cuando se incrementa |k|, como en el caso de gufas
de onda dieléctricas y metdlicas.

Los estados ligados pueden ser creados incrementando el ancho de la guia,
por ejemplo, removiendo otra hilera de varillas en una seccién de la guia.

2.7. Estados ligados miiltiples en guias de on-
da en forma de tijera.

Bulgakov et al. [?] al igual que varios autores , estudiaron estados ligados
haciendo uso de la ecuacién bidimensional de Helmholtz con condiciones a
la frontera de Dirichlet en una geometria abierta dada por dos guias rec-
tas del mismo ancho, las cuales se cruzan a un dngulo f. Semejante a una
unién de cuatro terminales con un € sintonizado, el cual puede realizarse
experimentalmente si en una estructura en angulo recto es llenado por una
ferrita. Es conocido que para & = 90°, hay un estado ligado propio y un ei-
genvalor inmerso en el continuo. En este trabajo, los autores muestran que el
numero de eigenvalores llega a ser grande cuando la asimetria se incrementa
y las energias de los estados ligados se incrementan como funcidn de 8, en el
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Figura 2.15: Los primeros dos estados ligados para tijeras con = 30°.(tomado
de [14])

intervalo (0°,90°).

Los autores consideran un sistema de dos guias de onda rectas del mismo
ancho d, las cuales se cruzan a un dngulo 4 distinto de cero, esta geometria
se muestra en la figura 2.15. Tales uniones, son lamadas “tijeras”, cambian
el espectro del sistema cuando el dngulo & varia en el intervalo de 0° a 90°
como se muestra en la Fig. 2.16. Dicho sistema tiene una simetria de espejo
con respecto al eje del dngulo complementario 180° — @ y los estados ligados
existen en pares correspondiendoles una paridad diferente. Cuando el angulo
6 disminuye, los estados llegan a ser fuertemente ligados, la brecha de energia
entre miembros (par e impar) decaen exponencialmente rapido. Los autores
estudian el comportamiento de los estados alrededor del valor critico 8, donde
los estados ligados surgen desde el continuo.

Si un sistema tiene una simetria de espejo, hay una descomposicién na-
tural del Hamiltoniano en sus partes par e impar respectivamente, las cuales
hacen posible considerar una mitad de la estructura con condiciones de Neu-
mann y otra con condiciones de Dirichlet sobre el eje de simetria. En el caso
de las tijeras se tienen dos simetrias de espejo, una respecto al eje del dngulo
6 (primer eje) y el otro respecto al segundo dngulo 180° — 6 (segundo eje).
Estas simetrias permiten reducir la geometria en estudio a un cuarto de la
misma. En este caso la dependencia del dngulo de los eigenvalores puede ser
estudiado por teoria de perturbacién usando una transformacién de escala
de la variable longitudinal. Las consideraciones descritas nos llevan a las si-
guientes conclusiones. i) Cada estado ligado es par con respecto al eje del
espejo. 11) Con respecto al segundo eje, los estados ligados pueden tener una
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Figura 2.16: Vista esquematica de unas tijeras con = 90°.(tomado de [14])

o otra paridad, la cual es alternativa si los estados ligados son arreglados de
acuerdo con sus energias. #1) Conforme @ se hace pequenio nuevos estados
ligados surgen del continuo. El mimero NV de estados ligados satisface la de-
sigualdad N > 2¢771(90°/6) con ¢ = (1 — 27°)# “aproximadamente igual
a 0.225”. Si estamos lejos de § = 90°, donde conocemos que N = 1, los
resultados anteriores se hacen asintdticamente exactos cuando § — 0°. 7v)
Todas las energias de estado ligado son funciones de 6 que se incrementan
monotonamente.

La dependencia del angulo de las energias de estado ligado tienen diferen-
tes regimenes. En el regimen de acoplamiento débil arriba del Angulo critico 4,
aparecen nuevos estados ligados. El andlisis niimerico de los autores muestra
que la energia de ligadura de los estados acoplados debilmente se comporta
como =~ 72 — (8, — 8)? con alguna constante -, la cual depende del estado
particular. Por otra parte los estados fuertemente ligados corresponden a &
pequenos y son determinados por el potencial unidimensional dado por el
eigenvalor transversal més bajo.

La estructura de las tijeras puede ser realizadas experimentalmente con
un dispositivo de microondas. Sin embargo en tal ambiente no es facil variar
la geometria continuamente. La meta de los autores de este trabajo es usar
una estructura de un dngulo fijo si la parte posterior se suple por una ferrita
con una anisotropia magnética axial y un campo magnético externo aplicado.
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2.8. Resumen del capitulo.

En este capitulo se hizo una revisién de algunos de los principales trabajos
desarrollados sobre estados ligados en gufas de onda con dobleces. Esto nos
ha permitido familiarizarnos con la fenomenologia de dichos estados y sus
caracteristicas principales: Funcién de onda localizada alrededor de los do-
bleces o protuberancias en las guias; decaimiento exponencial de las mismas
como fucién de la longitud de los brazos de las guias y energias asociadas
a dichos estados que estdn por debajo de las frecuencias de corte para la
propagacién de seriales en estos sistemas.

Hemos visto los distintos puntos de vista desde los cuales se ha abordado
el problema de estados ligados en guias de onda dobladas, el cual tiene va-
rios pardmetros que se han explorado, desde la geometria de los sistemas, el
angulo de doblez 8, asi como el nimero de dobleces y la aplicacién a diversos
sistemas fisicos (cavidades de microondas, alambres cudnticos, fibras dpticas
y cristales foténicos entre otros.)

De todo lo anterior hemos podido ver los diversos dispositivos modernos
empleados para la deteccién de estados ligados en guias de onda dobladas y
tenemos entonces una gran variedad de ejemplos que nos permitirdn ver las
ventajas del dispositivo que usamos en esta tesis para visualizar de manera
més sencilla y didactica este problema.
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Capitulo 3

Fundamentos Teoricos

En este capitulo desarrollamos la herramienta matemética que usaremos
a lo largo de este trabajo. Partimos del estudio del movimiento ondulatorio
en una dimensién, el cual nos permite introducir los conceptos bésicos de
ondas tales como, longitud de onda, frecuencia, nimero de onda y veloci-
dad de propagacién de la misma. Posteriormente introducimos la ecuacién
de onda bidimensional y sus soluciones en una membrana rectangular por el
método de separacién de variables. Con lo cual tenemos la solucién temporal
y los correspondientes patrones estacionarios (modos normales) de esta geo-
metria que son bien conocidos. Esto, nos permitird obtener la velocidad de
las ondas en cualquier medio de propagacion, en particular en las membranas
jabonosas que usamos en los experimentos. Posteriormente describimos la fe-
nomenologia bésica de guias de onda en general, cuya diferencia bésica con
las geometriaas cerradas es que las primeras son cavidades abiertas en sus
extremos. Finalmente caracterizamos a los estados localizados y discutimos
la aparicién experimental de dichos estados en guias de onda con dobleces
tipo “codos”, que es el objetivo de nuestro estudio.

3.1. Movimiento ondulatorio unidimensional.

Sabemos por la teoria que un movimiento ondulatorio unidimensional se
representa, en general, por una expresion del tipo:

U(z,t) = f(ax £ vt), (3.1)

la cual representa una onda que viaja en la direccién del eje X . La

35
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cantidad W(z,t) puede representar muy diversas variables fisicas, tales como
deformaciones en sélidos, presién en una columna de aire, un campo eléctrico
o magnético, etc. Un caso de especial importancia es aquel en el que ¥(z,t)
es una funcién arménica, la cual se representa como:

U(z,t) = Ugsin[k(z — vt)]. (3.2)

Dentro de las principales caracteristicas de este tipo de ecuacion, tene-
mos que tiene dos tipos de periodicidad: una en el tiempo y la otra en el
espacio, como veremos a continuacién. Si en la onda armdnica dada por (3.2)
sustituimos en el argumento a x por z + 27”, tenemos que:

2
U(z + %, t) = Yosin(kx + 27 — kvt) = Uosin[k(z — vt) +2r].  (3.3)

usando la identidad,
sin(a £ 3) = sinacos B £ cos asin G, (3.4)

en la ecuacién (3.3) llegamos a

\Il(x+2%, t) = Yo sin[k(z—uvt)] cos(27)+cos[k(z—vt)] sin(27) = ¥y sin[k(z—vt)].
(3.5)

Esto quiere decir que A = 27 /k es el periodo espacial de la onda arménica. Es

decir, el perfil de la onda se repite en el espacio cada longitud A. La cantidad

A se define como la longitud de onda, mientras que k = 27/, representa el

numero de longitudes de onda que caben en el periédo fundamental 27 de la

funcién armonica y se denomina nimero de onda.

La ecuacién (3.5) también se puede escribir como:

U(x,t) = Yosin(kx — wt). (3.6)

donde w = kv.

Repetiendo el proceso anterior, usado para definir el periodo espacial A,
pero ahora para mostrar el periodo temporal, tenemos que en la ecuacion
(3.6) podemos cambiar el argumento ¢ por t + %}1 sin que dicha ecuacién se
altere. De manera que también podemos definir el periodo temporal P =
2m/w de ¥(z,t). Podemos escribir w = 27v, donde v = 1/P es el nimero de
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ciclos por unidad de tiempo realizados por la funcién de onda en cada punto
del espacio z (llamada frecuencia) y w es la frecuecia angular de la misma.
Si igualamos las diferentes expresiones obtenidas para w tenemos que:

w=2ry=— (3.7)
| de donde

v = A, (3.8)

siendo ésta la relacién fundamental entre la longitud de onda, la frecuencia
y la velocidad de propagacién de la onda en un medio determinado. Esta
relacién es de gran utilidad para determinar la velocidad de propagacién de
las ondas en el medio de propagacién, en particular las membranas jabonosas
que usamos en nuestros experimentos.

3.2. La ecuacién de onda bidimensional.

En la seccién anterior usamos el caso mas simple de movimiento ondulato-
rio, ondas armoénicas unidimensionales para definir las principales cantidades
fisicas que caracterizan a una funcién de onda. En éste capitulo introdu-
cimos la ecuacién que describe la propagacién de una onda en un medio
determinado. Esta es conocida como la ecuacién de onda, que escribimos a
continuacién: )

V3 = %QE, (3.9)

v? Ot?
donde U, es la funcién de onda o pertubacién que se propaga en el medio; v,
es la velocidad de propagacién de la onda en el medio y ¢ es el tiempo. En
coordenadas rectangulares el Laplaciano V?, para el caso de dos dimensiones

espaciales que nos interesa, se escribe:

ot 0?
2 _ _
V2= (83:2 + c’)y?)' (3.10)

La ecuacién (3.9) tipicamente se resuelve por el método de separacién de
variables. Para ello se propone una solucién de la forma,

\Il(mayat) = ¢($7y)7—(t)' (3'11)
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Sustituyendo esta expresién en la ecuacién (3.9) tenemos,

8(z,y) r(t)

T(t)V2(z,y) = T g

(3.12)

Reagrupando ahora los términos de esta ecuacién obtenemos la expresién

v? 1 9%r(t
Sa)” PPV e

~—

(3.13)

de tal manera que en el lado izquierdo tenemos solo la parte espacial ¢(z,y)
de la fucién de onda U(z,y,t) mientras que en el lado derecho solo aparece
la parte temporal 7(t) de la misma. La igualdad anterior solo se satisface si
ambos lados son iguales a una y la misma constante de forma independien-
te. A esta constante se le llama constante de separacién de variables y la
denotaremos por —w? asi,

V24(z,y) = — (@) (3.14)
827'(75) _ 2
o = @ 7(t) (3.15)

3.3. Modos normales de una membrana rec-
tangular.

Un caso de especial interés para nosotros, es el de una membrana rectan-
gular con sus cuatro lados fijos ya que, una de las geometrias que estudiamos
en este trabajo ( la geometria L) se convierte en un rectdngulo de lados a y
b respectivamente, para el caso en que la geometria no esta doblada.

Ahora aplicamos el mismo procedimiento de separacién de variables a la
primera de las dos ecuaciones anteriores para, a su vez, expresar la parte
espacial como un producto de funciones de las coordenadas z y y de forma
independiente. Asi que proponemos ¢(z,y) = X(z) Y(y) y sustituyendo
esto en la ec.(3.14) llegamos a

0? X(z)
J X2

Y (y)

Y(y) 54

+ X(z) + K X(z) Y(y) =0, (3.16)
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donde hemos usado la expresién (3.10) del Laplaciano en coordenadas rec-
tangulares y hemos llamado k? = %’; Dividiendo la ec. (3.16) por el producto
X (z)Y (y) y reoordenando los términos llegamos a la igualdad

182X ( 1 82Y

X 0x2 Y 0 y?

Usando una vez mas el teorema de separacién de variables introducimos
una segunda constante de separacién — k2 a la cual se igualan ambos lados
de la ecuacion anterior de manera independiente. Asi

+ k2). (3.17)

o* X

i —k2X, (3.18)
3PY )

5 = —kY, (3.19)

donde k) = k* — k2. Notemos que ambas ecuaciones tienen la misma forma
que la ec. (3.15) y por lo tanto la misma forma de sus soluciones, es decir,

7(t) = Tosin(w t) + T} cos(w t) (3.20)
X(z) = Xosin(kyz) + X cos(k,x) (3.21)
Y (y) = Yosin(k,y) + Y1 cos(kyy) (3.22)

Entonces la solucién general es

U(z,y,t) = o(z,y)7(t)
= {[Xosin(k.z) + X cos(k,z)]
Yosin(kyy) + Vi cos(ky)]
X  [Tosin(w t) + T cos(w t)]}. (3.23)

X

Las condiciones de frontera que debe satisfacer la onda en una membrana
fija a cualquier tiempo son

U(0,y,t) = 0,¥(a,y,t) = 0,¥(z,0,t) = 0,¥(z,b,t) = 0. (3.24)

Lo anterior es debido a que, en nuestros sistemas, las funciones de onda
deben permanecer fijas al aro en todo momento. Si sustituimos la primera
de las condiciones en (3.23), tenemos que:

U(0,y,t) = [Xosin(0) + X cos(0)][Yosin(k,y) + Y cos(kyy)]Tosin(wt) = 0.
(3.25)
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donde hemos escogimos 77 = 0 en la dependencia temporal para que la
funcién ¥(z,y,0) = 0. Reduciendo tenemos que:

U(0,y,t) = X,[Yosin(kyy) + Y1 cos(kyy)][Tosin(w t)] = 0. (3.26)

Asi, tenemos que X; = 0. Si ahora aplicamos la segunda condicién de fron-
tera, tenemos

U(a,y,t) = [Xosin(k,a)][Yosin(kyy) + Y1 cos(k,y)|[Tosin(w t)] = 0. (3.27)

lo cual implica que k,a = nm con n = 1,2,3,---. Usando las condiciones de
frontera restantes sobre la coordenada y como se hizo para z, tenemos que
Y1 =0y kyb=mnm con m =1,2,3,---. De aqui tenemos que k, = nn/a 'y
ky, = mm/b.

Las cantidades k, y k, son las componentes en el plano X —Y del vector
k paralelo a la direccién de propagacién y de magnitud k = w/v = 27 /A

entonces,
k= k2+ k2. (3.28)

Sustituyendo aqui los valores encontrados para k, y k, tenemos que, para
una membrana, rectangular con sus cuatro lados fijos,

n2m? m?7r2 n2 m? 3.99
2 2 (3.29)

Si utilizamos la relacién k = 27v/v, tenemos que las posibles soluciones
estacionarias (llamadas modos normales) a la ecuacién de onda, en nuestra

membrana rectangular, se localizan a frecuencias dadas por,

k=

2 2
y=;’ ”—+7Z—2 (3.30)

3.4. Guias de onda bidimensionales.

A diferencia de los patrones estacionarios que aparecen en cavidades ce-
rradas como la membrana rectangular de la seccién anterior, las guias de
onda son cavidades largas y abiertas en sus extremos, en las que existe la
posibilidad de generar ondas viajeras. Esto es, las sefiales (ondas) que entran
por uno de sus extremos se reciben en el otro. En la figura 3.1 se muestra
una gufa bidimesional donde se ha establecido una onda viajera cuyo vector
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(K1,-K2)

(K1,K2)

V. A via

Figura 3.1: Diagrama esquemadtico de un rayo propagandose dentro de una
guia de ondas.

de propagacién estd dado por k= (ky, ko). Dentro de la guia, dicha onda su-
fre sucesivas reflexiones, propagandose a lo largo de la direccién que no estd
limitada espacialmente. El vector de propagacion K= (El, —1_52) corresponde
a la primera reflexién de nuestra onda en las paredes de la guia. El resultado
de la interferencia de estas dos ondas da lugar a un movimiento ondulatorio

dado por
U(z,y,t) = Asinfw t — ( kyz + koy)] + Bsinfw t — ( kiz — koy)], (3.31)

el cual debe cumplir con las siguientes condiciones a la frontera.

T(z,0,t) = 0, (3.32)

U(z,a,t) =0, (3.33)

sustituyendo la primera condicién de frontera en Ec. (3.31) y reagrupando
términos tenemos que
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U(z,0,t) = ( A+ B)sinfwt— kiz] =0, (3.34)
de donde tenemos que A = —B, por lo que la Ec.(3.31) queda como sigue:
U(z,y,t) = Afsin(a — 3) — sin(a + 5)], (3.35)

donde hemos hecho o = wt — kyz y 8 = kyy. Usando la siguiente identidad,
sin(a + 3) = sina cos f + cos asin G, (3.36)

llegamos a

U(z,y,t) = —2Acosasin f, (3.37)
con esto tenemos que la Ec. (3.31) se reduce a:
U(z,y,t) = —2Asin(koy) cos(wt — k). (3.38)
Por otro lado tenemos que:

U(z,a,t) = —2Asin(kqa) cos(wt — kyjz) =0 (3.39)

de aqui podemos ver que sin(kqa) = 0. Esto sucede cuando ksa = nm, lo que
nos lleva a ky = nm/a. Asi, tenemos que la Ec. (3.39) nos queda como sigue,

U(z,y,t) = —2A sin(% y)cos(w t — kyz), (3.40)

Esta ecuacion representa una onda que se propaga en la direccién X.
Recordando ahora que ky = nw/a entonces

n2mr?

K= K+ — (3.41)
asi,
272
b=\ =5 (3.42)

ky=\———5" (3.43)
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n2m?
w=uvi/k?+ R (3.44)

Finalmente, de la ecuacién (3.42) tenemos que, debido a que k;, debe de
ser un numero real mayor o igual a cero, para que una onda se propague a
lo largo de la gufa de onda. Si usamos el hecho de que k? = w?/v?

lo cual implica que:

w nem
0 o (3.45)
asi,
2 2.2
vt e
w? o (3.46)
y usando w = 27v tenemos que;
y =0 (3.47)
2a
conn = 1,2,3,---. Esta es la condicién que debe cumplirse para que haya

propagacion, n determina el modo de vibracién transversal establecido.

3.5. Estados localizados en guias de onda.

Imagine una particula cldsica en un movimiento unidimensional, sujeta a
un potencial como el que se muestra en la figura 3.2. En esta figura se grafican
la energia potencial E, como funcién de la posicién z, por lo que en el eje
Y tenemos representada la energia potencial E, para cualquier posicién .
Las lineas horizontales en esta figura, representan algunos valores de energia
total E que puede tomar una particula que se aproxima desde infinito. De
tal manera que la energia cinética Ej de la particula es la distancia vertical
que hay entre la linea horizontal y la curva de la energia potencial E,, esto
es,

E,=FE - E,. (3.48)

Si analizamos el caso en que la particula tiene la energia indicada por la recta
horizontal (1), tenemos que la regién a la derecha del punto B estéd prohibida
para la particula. Esto se debe a que en esta zona E, es mayor que su energia
total dada por la recta (1). Esto implicarfa una energia cinética negativa, lo
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Figura 3.2: Gréfica de la energia potencial como funcién de la posicién uni-
dimensional.

cudl es imposible si recordamos que Ej = %va. Esto mismo sucede para
puntos que estan a la izquierda del punto A. De estas observaciones se con-
cluye que las particulas con ésta energia se encuentran confinadas entre los
puntos A y B. Estos puntos, se llaman puntos de retorno ya que en ellos la
E, = 0. Esto es, la particula cambia la direccién de su movimiento en dichos
puntos y permanece oscilando entre ambos.

Para el caso en que la particula tiene la energia indicada por la hori-
zontal (2), tenemos que hay dos regiones permitidas para el movimiento de
la particula. Una oscilando entre los puntos C'y D y otra oscilando entre
los puntos F''y G. Debido al mismo argumento usado en el caso anterior, la
particula se encuentra restringida a moverse en estas dos regiones. Es im-
portante hacer notar que una vez que la particula se encuentra ubicada en
cualquiera de las dos regiones, ya no puede estar en la otra regién. Para que
esto sucediera, la particula tendria que pasar por la regién entre los puntos
Dy F, lo cual no estd permitido. Por otro lado, si el valor de la energia
total corresponde al caso indicado por la linea horizontal (3), la particula
se encuentra confinada entre los puntos H e I. Finalmente, en el nivel de
energia indicado por la horizontal (4), la particula se puede aproximar desde
el infinito hasta el punto K por lo que, en este caso, la particula ya no esta
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Ep(x)
E>0
a Ep=0
X
0
Eb=-E *
E<0 Eo
Ek=Eo-Eb Ep=—Eo i
| ~—— (1) | - an ———

Figura 3.3: Pozo de potencial rectangular limitado en z = 0 por una pared
de potencial. (tomado de [1])

ligada por el potencial y puede ocupar cualquier posicién a la derecha del
punto k sin restricciones a diferencia de los casos anteriores.

El andlogo cuantico del ejemplo anterior corresponde a estudiar la ecua-
cién de Schrodinger con un potencial similar. Tal ecuacién, para problemas
en una dimension, tiene la siguiente forma,

2 72
—;—m% + Ey(z)¥ = EV. (3.49)
donde ¥ es la funcién de onda cuya amplitud al cuadrado (|¥|?) nos da la
probabilidad de que la particula se encuentre en algtin lugar del espacio al
tiempo t.

Por simplicidad escojamos un potencial atractivo de pozo cuadrado como
el que se muestra en la figura 3.3 con potencial infinitoen z =0y E, =0
para z > a. Si la energia total es positiva £ > 0 la particula simplemente es
clasicamente dispersada por el potencial. Pero si E' < 0, la particula cldsica
queda confinada a la regién I, entre las posiciones z = 0 y £ = a. En esta
regién, la energfa potencial es negativa E,(z) = —E, (potencial atractivo) y
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esto hace que la ecuacién de Schrodinger se convierta en,

h? d*V
———— — FEg¥ = EV. 3.50
2m dx? 0 ( )
6
d*v
— + kU =0. 3.51
ol (3.51)
con k? = W%@ dentro de la zona I. La solucién para esta ecuacién esté
dada por
U,(z) = Aexp(ikz) + Bexp(—ikx). (3.52)

Si ademaés imponemos las condiciones de frontera, es decir ¥; = 0 para x = 0,
tenemos que B = —A, de donde

Uy(z) = A(exp(z’lm) - exp(—ikx)) = C'sin(kx) (3.53)

con C = 2¢A. En la regién II, correspondinte a z > a la ecuacién de Schrédin-
ger con E,(z) = 0 estd dada por

h? d*U
S 3.54
2m dz? Ev (3:54)
6
d*v
e ?V =0 (3.55)
donde o? = —2’;;]5 . La solucién para esta ecuacién es
U;(z) = Dexp(—ax). (3.56)

Esta solucién refleja la situacién de que experimentalmente la probabilidad
de encontrar una particula en esa regién es muy pequeiia, pero distinta de
cero. Esto constituye una de las caracteristicas que distinguen, la mécanica
cudntica de la mécanica cldsica. En mecédnica cuéntica, la regién en la cual una
particula puede encontrarse no tiene porqué ser, en general, de fronteras bien
definidas. Ahora como W;;(z) es una exponencial negativa (6 decreciente),
la probabilidad de encontrar la particula con £ < Ej en la regién II (para
z > a), disminuye rapidamente cuando z crece.
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Por otro lado, debido a las condiciones de continuidad que deben de sa-
tisfacer tanto la funcién de onda como su derivada en z = a, es decir,

\I]I|a:=a. = \Il11|9::a.

d¥, d¥;;
| = 4 )
dﬂf |a:—a. dﬂf |x_a7 (3 7)
se tiene que
Csin(k;a) = D exp(—aa). (3.58)
y
k;C cos(k;a) = —aD exp(—aa). (3.59)

Si dividimos estas ecuaciones miembro a miembro tenemos que:
k; cot(k;a) = —a. (3.60)

sustituyendo aqui los valores de k; y « se tiene que

2m(Eo — By) ( Ma> _ [ 2mEs (3.61)

h h h

Esta ecuacién expresa una condicién para los posibles niveles de energia
permitidos en el interior del pozo. El niimero de niveles de energia permitidos
depende del valor del producto entre E; y a®. Dependiendo del valor de E se
tiene, ninguno, uno, dos, tres, etc. posibles niveles de energfa. Estos estados
son conocidos como estados ligados y entre sus principales caracteristicas
tenemos que, la energia asociada a dichos estados es negativa; las funciones
de onda que caracterizan a dichos estados decaen exponencialmente fuera de
cierta drea y estd localizado en la zona del potencial distinto de cero.

El an4lisis anterior nos permite caracterizar a los llamados estados liga-
dos, que son un concepto surgido en la mecénica cudntica. Dichos estados
surgen a partir del estudio de sistemas cudnticos analogos a sistemas clésicos
con potenciales particulares. Hasta hace unos afios, éste era el camino tipico
a través del cual aparecian los estados ligados. Sin embargo, en trabajos re-
cientes, relacionados con el estudio de guias de onda, se ha mostrado que
los estados ligados pueden ser establecidos en guias de onda con dobleces o
protuberancias. La presencia de estos estados ligados ha podido observarse
experimentalmente en cavidades de microondas y alambres cuénticos prin-
cipalmente. Tal es el caso de los trabajos de Schult, Ravenhall y Wyld [6],
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sobre la existencia de estados ligados en sistemas con esquinas o dobleces
como el que se muestra en la figura 2.2 del capitulo 2 (potencial formado por
dos alambres cruzados). Estos autores reportan cdlculos para determinar si
el confinamiento de un electrén en la interseccién de dichos alambres pro-
duce efectos cudnticos que puedan modificar notoriamente el funcionamiento
de dispositivos que funcionen con dichas configuraciones. Diversos trabajos
con geometrias similares se han estudiado. Entre los que se encuentran los
trabajos de Carini et al [8, 10].

En estos ultimos sistemas, se observa que la presencia de dobleces o protu-
berancias producen fuerzas atractivas locales efectivas, las cuales dan origen
a los estados ligados. La atraccién efectiva en un alambre doblado es propor-
cional al cuadrado de la curvatura del alambre, la magnitud de la energia de
amarre se incrementa cuando la curvatura se incrementa.

3.6. Resumen del capitulo.

En este capitulo se hizo una revisién detallada de los principales concep-
tos necesarios para fundamentar de manera formal nuestro trabajo. en Temas
como son el movimiento ondulatorio (en una y dos dimensiones),guias de on-
da y caracterizacién de estados ligados estan estrechamente relacionados con
el funcionamiento de las gufas de onda. Explicamos tambien el mecanismo
tradicional a partir del cual surgen los estados ligados y que difiere del ca-
mino por el cual surgen estados con las mismas caracteristicas en guias de
onda dobladas. Esto nos ha permitido calcular la velocidad de propagacién
de ondas en la pelicula de jabdn. En este trabajo (este cdlculo se presenta de
manera detallada en el siguiente capitulo). Por otro lado nos permitié fami-
liarizarnos, con la fenomenologia de las guias de onda, y las caracteristicas
fundamentales que presentan los estados ligados.



Capitulo 4

El experimento.

En este capitulo, explicamos de manera detallada, los elementos que con-
forman el dispositivo experimental que utilizamos en este trabajo, as{ como
las ventajas que ofrece este dispositivo en comparacién, con los dispositivos
que se usan en otros experimentos. Detallaremos también, las caracteristicas
y ventajas, de la solucién jabonosa que utilizamos, asi como algunos comen-
tarios, acerca de los usos que se le han dado en otros tipos de experimentos.
Explicamos de manera detallada las caracteristicas y ventajas principales
del material con el que se construyeron los aros. Del mismo modo aborda-
remos las caracteristicas principales de los diferentes tipos de geometrias de
nuestros aros, asi como el procedimiento detallado de su construccién. Final-
mente comentaremos el proceso de la toma de datos que se llevé a cabo en
este trabajo.

4.1. Montaje experimental.

El dispositivo experimental que utilizamos en este trabajo se presenta de
manera esquematica en la Figura (4.1). Este dispositivo consta de un genera-
dor de funciones modelo PI-9587C y un vibrador mecanico modelo SF-9324,
ambos aparatos de la marca Pasco Scientific. En el pivote del vibrador se
colocan aros de alambre magneto calibre No. 9. Dentro de las ventajas que
ofrece este dispositivo, respecto de los dispositivos que se usan para estu-
diar estados ligados, (cavidades de microondas y alambres cuanticos entre
otros), se encuentra el costo del equipo que nosotros utilizamos, ya que es
muchisimo maés accesible que los otros. Por otro lado, el montaje que usamos

49
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Figura 4.1: Diagrama esquemadtico, del dispositivo experimental usado en este
trabajo.

es completamente portdtil y se encuentra en cualquier laboratorio de fisica de
docencia desde niveles de educacién media y superior. Esto permite acercar
a los alumnos de la manera més sencilla y diddctica a temas de frontera en
la ciencia. Una ventaja aiin mas interesante del equipo que estamos utilizan-
do en este trabajo, es la posibilidad de observar de manera directa, estados
ligados en guias de onda bidimensionales, lo cual no es inmediato con otros
procedimientos pues hay que mapear los campos electromagnéticos. Debe-
mos mencionar también que el dispositivo experimental que usamos en esta
tésis, ya ha sido utilizado exitosamente en otro trabajo [16]. En éste trabajo
el dispositivo fue utilizado para observar modos normales en aros bidimen-
sionales de forma arbitraria tales como el estadio y la elipse por mencionar
algunos.

4.2. Desarrollo experimental.

El aro fabricado de alambre magneto (el proceso de fabricacién de los
aros sera explicado en una seccién posterior) debe estar sujeto al vibrador a
través de su pivote. Debido a que el grosor del alambre no coincide con el del
didmetro interno del pivote del vibrador, fue necesario usar masking tape para
hacer que embonaran perfectamente. Este detalle técnico es importante ya
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que cuando el equipo esta funcionando, el alambre comienza a rotar respecto
del pivote, impidiendo que se pueda establecer ninguin patrén estacionario
(incluyendo los estados ligados).

Otro detalle técnico, que debemos cuidar, es la forma de colocar los aros
en el pivote del vibrador mecanico, y es que el plano de nuestro aro quede
perfectamente perpendicular al pivote (paralelo a la superficie que sostiene
al vibrador). Esto para evitar que la pelicula de jabén, se adelgace por escu-
rrimiento en alguno de sus extremos. Los cuidados anteriores nos garantizar
que la ubicacién (en espacio y frecuencia) de los estados ligados en el aro,
se debe solamente a las caracteristicas de la pelicula y los parametros que
estamos manejando para cada caso.

En el experimento, el generador de funciones controla al vibrador mecénico.
Utilizando una senal senoidal. La escala de frecuencia que utilizamos en nues-
tro trabajo fue la de 0,001 Hz a 99,999 Hz con una sensibilidad de 0,001 Hz.
Esto debido a que fue la escala que mejor se ajusté a las necesidades experi-
mentales del trabajo. Dadas las dimensiones de nuestras guias de onda, sélo
necesitamos frecuencias comprendidas entre DC y 30 Hz. Por otro lado la
sensibilidad de esta escala tiene un barrido de frecuencias muy fino, lo que
nos permite hacer las lecturas experimentales de las frecuencias asociadas a
los estados localizados con una precisién bastante buena.

Otro de los parametros que debemos considerar en el generador de fun-
ciones es la amplitud de oscilacién con la que entrega la senal al vibrador
mecanico. Esta amplitud a lo largo del experimento la mantuvimos fija, y
se escogié tomando en cuenta la mejor resistencia de la pelicula de jabdn
a las vibraciones mecédnicas con los patrones de estados estacionarios mejor
definidos, es decir, la amplitud que favorece la mejor observacién de los es-
tados localizados en el aro. Debemos mencionar que para amplitudes arriba
de cierto valor, ocurren también fenémenos no lineales que no son descritos
por nuestro modelo de ecuacién de onda bidimensional y es por ello que la
amplitud debe quedar fija por debajo de este umbral. Sin embargo, queremos
hacer notar que la pelicula de jabén permite estudiar efectos no lineales.

4.2.1. Toma de datos.

El procedimiento de la toma de datos en el experimento se lleva a ca-
bo de la siguiente manera: una vez elegida la geometria del aro fijamos los
parametros que vamos a estudiar, los cuales son el dngulo de doblez y la lon-
gitud de los brazos del aro. Posteriormente colocamos la pelicula de jabén en
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nuestro aro, cuidando de drenar por completo la solucién jabonosa exceden-
te, esto se logra inclinando ligeramente el aro sobre la charola que contiene
la solucién jabonosa para que lo solucién escurra a través de una de sus es-
quinas. Una vez concluida esta parte se procede a montar el aro en el pivote
del vibrador mecéanico.

Ahora estamos listos para poner a funcionar nuestro dispositivo. Fijamos
la amplitud de la senal senoidal y procedemos a variar la frecuencia en el
generador de funciones en el intervalo que hemos escogido hasta que, de ma-
nera clara y nitida podamos identificar las caracteristicas del estado ligado
que esperamos en el aro segin la teoria. Hay que decir que el establecimiento
del estado ligado no ocurre de manera espontdnea en un unico valor fijo de
frecuencia. Lo que ocurre a nivel experimental es que el patrén que buscamos,
comienza a definirse en algin valor de frecuencia f; y desaparece en un valor
superior f; que establece un intervalo de frecuencias asociado a dicho estado.
La frecuencia que asociamos al estado ligado es cuando obtenemos la vibra-
cién méaxima al variar la frecuencia. Para la toma de fotografias utilizamos
una camara de video marca sony modelo DCR-DVD203.

4.3. La solucién jabonosa éptima.

En la literatura existen muchas férmulas para hacer peliculas jabén con
diversos fines. Una de las mds importantes es la Ref. [17]. Sin embargo, en
nuestro trabajo, para poder elegir la mejor solucién jabonosa que se adapte a
nuestras necesidades, probamos tres recetas, las cuales ya se habian probado
en trabajos anteriores [16, 18, 19].

A continuacién mostramos las soluciénes jabonosas con las que probamos
inicialmente sus propiedades (resistencia, duracién, etc). La primera:

1. 1.4 grs. de trietanolamina

2. 100 grs. de glicerina al 85 % (es decir, 85 gr de glicerina con 15grs. de
agua destilada)

3. 2 grs. de acido oléico.

4. Shampoo comercial (shampoo Mennen).

Esta solucién tuvo problemas ya que, las peliculas de jabén que con ella
hicimos, tendian a romperse muy réapido, dificultando con ello trabajar fre-
cuencias cerca de la del estado ligado.



4.3. LA SOLUCION JABONOSA OPTIMA. 53

La segunda solucién,

1. 45 grs. de agua

N

16 grs. de glicerina

©w

25 grs. de shampoo (mennen).
4. 3 cucharadas soperas de miel

Esta solucién jabonosa tenia una buena duracién, pero no se adheria
adecuandamente al aro. De estas tres recetas la que mejor se ajusté a los
requerimientos del experimento, es la tomada de la Ref. [18]. La solucién
jabonosa que se obtiene de esta receta, es larga duracién de las peliculas que
se obtienen de ella, hasta 6 horas en ausencia de vibracién y gran resistencia
a los cambios de tensién superficial debidos a vibraciones mecénicas. En
nuestro caso tenemos una duracién promedio de 1 hora, sujeta a vibraciones

en los aros, y con los pardmetros ya establecidos, cuya férmula damos a
continuacién,

1. 1.4 grs. de trietanolamina

2. 100 grs. de glicerina al 85% (es decir, 85 gr. de glicerina con 15 grs. de
agua destilada )

3. 2 grs. de acido oléico.

Cabe mencionar que esta solucién ha sido utilizada para hecer demos-
traciones de fenémenos de interferencia 6ptica [18], al ser iluminada por luz
monocroméatica. La interferencia constructiva generada en la membrana se
manifiesta en la pelicula con aspectos brillantes coloreados. Si la interferencia
es destructiva se manifiesta como una zona obscura.

Para poder observar estos fenémenos se ha hecho de montajes especiales,
en particular Walker [18] utiliz6 uno, en el cual hace uso de un bote de té,
en el cual por ejemplo, se han utilizado a las peliculas de jabén como espe-
jos concavos para poder reflejar, fenémenos de interferencia sobre pantallas
de proyeccién. Los fenémenos de interferencia son provocados excitando las
membranas jabonosas con ondas de sonido, al ubicar bocinas préximas a
la pelicula de jabén. Las fluctuaciones en la presién del aire distorsionan la
pelicula, variando la direccién en la cual la luz es reflejada. Las fluctuaciones
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ademds, cambian la densidad y grosor de la pelicula generando colores que
son creados por interferencia constructiva de las ondas reflejadas. En algunos
rangos de frecuencia la pelicula empieza a resonar con el sonido, es decir, par-
tes de la pelicula vibran vigorozamente y tales movimientos crean patrones
hermosos de vértices y chorros simétricos en la pelicula.

4.3.1. Preparacion de solucion.

Como mencionamos en la seccién anterior en este trabajo usamos la receta
numero 3 de la seccién anterior.. Para obtener la solucién jabonosa se mezclan
los elementos de manera ordenada (agregando uno a uno los elementos), tal
solucién tiene que estar en reposo durante 24 horas antes de poder hacer
las primeras peliculas. Es recomendable guardar la solucién en un frasco
color ambar sellado herméticamente. Esto es con el fin de evitar la rapida
degradacién que sufre la solucién, ya que uno de sus componentes, el acido
oléico se oxida rapidamente al contacto con el medio ambiente. En el caso
particular de nuestro experimento, debemos decir que la solucién jabonosa
no nos provocd ningun problema, ya que la pudimos utilizar durante largo
tiempo (por espacio hasta de 3 meses), sin que los cambios en sus propiedades
influyeran en los resultados de nuestras mediciones.

4.4. Los aros y sus dimensiones.

Parte importante de nuestro dispositivo experimental son los aros y pa-
ra su elaboracién se probaron inicialmente tres tipos de materiales: alambre
galvanizado, alambre magneto y alambre recocido. El material que mejor se
ajust6 a las necesidades del experimento fue el alambre magneto, ya que nos
proporcioné una mejor adhesién de la pelicula jabonosa al aro de alambre.
Este material nos ofrece también una rigidéz muy adecuada al experimento,
ya que evita al maximo las resonancias propias del aro bajo la accién del
vibrador mecanico. Una ventaja mas de este material es que se pueden sol-
dar las piezas de una manera muy sencilla con cualquier soplete comercial
portatil (aqui usamos un soplete desechable marca Linmex). Este material
en el mercado se encuentra en una amplia gama de calibres, el grosor que
mas se ajusté a las necesidades del experimento fue el de calibre no. 9,del
cual estan hechos todos nuestros aros.

Como antes mencionamos, el objetivo de este trabajo es el estudio de
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Serpentin

_————» Pared movil

Guia

Figura 4.2: Diagrama esquemaético del mecanismo que sirve para ir ajustando
la longitud de los aros.

estados localizados en guias de onda bidimensionales con dobleces en algun
angulo 6 dado. Una guia de onda ideal tiene una longitud infinita. Este es un
hecho que en la practica no se puede crear. Sin embargo, puede aproximarse
si una de las dimensiones del sistema (b) es mucho mayor que la otra. En
el montaje experimental que usamos, fue suficiente con usar una proporcién
de dos a uno entre las dimensiones de largo y ancho para poder observar los
estados ligados sin que estos dependieran de la longitud de los brazos de la
guia. El ancho que fijamos para los brazos fue de 5 ¢cm para todos los aros
que fabricamos. Los aros fueron disefiados para que la longitud de sus brazos
pudiera variar (esto es, la longitud puede ir aumentanto o disminuyendo, de
acuerdo a nuestras necesidades).

Este ajuste lo podemos ir haciendo de continuamente a partir de 3.5
cm y hasta 10.5 cm medidos desde el vértice interior de cada geometria. El
tener la posibilidad de ir variando la longitud de los brazos de nuestros aros,
es importante para nuestro experimento, ya que uno de los objetivos que
queremos probar, es que el modo de vibracién que se observa en nuestro aro
es un modo de vibracién localizado, es decir que su presencia no depende de
la longitud de los brazos del aro.

El mecanismo que se utilizé para ir variando la longitud de nuestros aros,
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se muestra en la figura 4.2 estas piezas se hacen con el mismo material de los
aros y se ajustan exactamente al ancho de los mismos, es decir, tienen 5 cm
de tamano. Para desplazar estas piezas en el aro, usamos un material llamado
serpentin, el cual colocamos antes de que el aro sea soldado. Este serpentin se
escoge de manera que, en su didmetro interior podamos colocar exactamente
dos alambres magneto de calibre No. 9. El uso de este dispositivo nos evita
el trabajo de fabricar un aro para cada longitud de los brazos a un dngulo
fijo determinado. De esta manera, la fabricacién de los aros, queda sujeta
Gnicamente al pardmetro del 4ngulo de doblez entre sus brazos.

4.4.1. El aro en forma de “L”.

En la figura 4.3, se muestra de manera esquemadtica el aro en forma de
“L”, una de las geometrias que estudiamos en este trabajo. En esta figura
podemos observar las marcas que determinan la longitud de los brazos del aro.
Estas marcas nos sirven de referencia para fijar la pared mévil. De esta forma
iremos variando los distintos tamafios de los aros, para cada dngulo de doblez.
La longitud de los brazos para este aro se mide a partir de su vértice interno.
En la figura 4.3 podemos observar, como se esta considerando el dngulo de
doblez, entre los brazos de este aro, este dngulo en todas las geometrias lo
denotamos con la letra griega 6. Para esta geometria se consideraron siete
angulos de doblez distintos, a saber 6 — 0°, 25°, 45°, 65°, 90°, 115° y 135°. A
fin de poder variar este pardmetro, fue necesario fabricar un aro para cada
angulo de doblez.

Esta geometria tiene ur caso limite para 8 = 0°, el cual corresponde a la
geometria del rectdngulo, muy estudiada en la literatura de modos norma-
les. Para este caso particular, es posible calcular exactamente las frecuencias
de sus modos normales a partir de la ecuacién de onda bidimensional. Esto
nos da la oportunidad de comparar de manera precisa y confiable los datos
experinmentales que obtengamos en este trabajo, con los datos tedricos co-
rrespondientes a la literatura, una vez que introduzcamos las dimensiones
del sistema para escalar las frecuencias tedricas a nuestro sistema. Debemos
resaltar algo muy importante, que en este caso no esperamos la existencia
de estado ligado alguno pues la gufa no tiene ningin doblez, es decir, las
frecuencias que vamos a reportar deben corresponder al primer modo normal
asociado a cada uno de los diferentes rectdngulos que se forman segin la
longitud de los brazos, la anchura queda fija en 5 cm. De esta manera, este
aro nos permitird comprobar que el procedimiento experimental que esta-
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Figura 4.3: En esta figura, se muestra la geometria tipo “L”, de ancho “az
longitud de brazos “b”.

mos usando en este trabajo es correcto al comparar las frecuencias obtenidas
experimentalmente con las tedricas asociadas a los modos normales corres-
pondientes. Por otro lado podremos, a través del ajuste del espectro tedrico a
las dimensiénes de nuestro sistema, determinar la velocidad de propagacién
de las ondas en la pelicula de jabén. Esto dltimo lo hacemos en el apéndice.

4.4.2. El aro en forma de “Y?”.

La figura 4.4 muestra la geometria del aro en forma de “Y”, la cual se
puede considerar como una extensién del caso de la “L”. Para este caso las
longitudes de cada brazo del aro se toman a partir del vértice de unién de cada
par de brazos, teniendo también un rango de longitud de 3,5 cm hasta 10,5
cm. Para esta geometria escogimos seis diferentes dngulos de doblez a saber
8 = 0°, 25°, 45°, 65°, 115° y 135°. El dngulo de doblez se fija moviendo solo
los brazos superiores del aro, y se mide a partir de la linea que se encuentra
dibujada en el esquema 4.4. El caso limite § = 0°, es un aro en forma de “T”.

4.4.3. El aro en forma de “X”.

En la figura 4.5, se muestra la geometria en forma de “X”. Esta también
puede verse como una extensién del caso de la geometria tipo “L”, ya que
posee dos ejes de simetria, que dividen a la figura en cuatro zonas en forma
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Figura 4.4: En esta figura, se observa la geometria tipo “Y”, de ancho a y
longitud de brazos b.
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Figura 4.5: En esta figura, se observa la geometria tipo “X”, de ancho a y
longitud de brazos b.

de “L”. En este caso las longitudes de cada brazo se miden a partir de los
vértices superior e inferior ubicados sobre el eje de simetria vertical de la
figura. Al igual que las geometrias anteriores, también tiene un rango de
longitud de sus brazos de 3,5 cm, hasta 10,5 cm, medidos a partir de los
vértices correspondientes. Para esta geometria el 4ngulo de doblez se mide
desde la linea que se indica en el esquema. El nimero de dngulos elegidos
disminuyé debido a que en este caso se presentan dos simetrias de espejo,
una respecto al eje del dngulo 0, y la otra respecto al eje asociado al segundo
angulo complementario 180°—6. Estas simetrias reducen el rango de variacién
del dngulo de 0° a 90°, es decir, la geometria de estudio queda limitada a un
cuadrante. Es por esto que sélo trabajaremos tres d4ngulos de doblez 8 = 0°,
45°,90°. Otros casos resultan dificiles de lograr para esta geometria de cuatro
brazos. .

4.4.4. Procedimiento de fabricacién de los aros, para
cualquiera de sus geometrias

El proceso de fabricacién consta de cuatro etapas:
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Diseno del aro con dimensiones ya definidas.
Corte del alambre.
Enderezado y limado del alambre magneto.

Soldado de las piezas.

A continuacién detallamos en que consiste cada étapa:

1.

El aro es dibujado sobre una pieza de loseta de barro, en el tamaio real
que va tener. Con el fin de estar haciendo rectificaciones de dimensiones
y forma en todo momento. Se hace en barro ya que sobre esa pieza
soldaremos el aro.

El corte del alambre se hace dejando un margen extra de 5 mm en las
medidas ya que en la etapa del doblado y enderezado, el alambre tiene
un poco de modificacién en su tamafio.

En esta etapa es indispensable que la superficie en la que se va a endere-
zar el alambre sea completamente plana, para que el material no quede
con deformaciones locales (lo cual afectaria nuestras mediciones, ya que
estarfamos introduciendo una protuberancia al sistema). Con esto ase-
guramos que nuestros aros (gufas) tengan un ancho siempre constante.
Una vez enderezado el aro, se compara la pieza con el dibujo hecho en
la pieza de barro con el fin de saber cual es el excedente de alambre y
el 4ngulo al cual se van a limar las puntas. Esto es importante ya que
permite que nuestros aros tengan los dngulos especificados para cada
caso.

Para soldar las piezas las colocamos sobre la loseta de barro y las sujeta-
mos con masking-tape, para evitar que se muevan por el calentamiento o
por movimientos involuntarios provocados en la loseta. Antes de cerrar
por completo el aro se le coloca en los brazos un pedazo de serpentin,
el cual va a permitir que podamos ajustar nuestro aro en todas sus
longitudes. El didmetro del serpentin es tal que podemos introducir
dos alambres magneto en él, segtin se muestra en la figura 4.2, que for-
marén la pared mévil. Una vez soldado el aro se procede con la lima a
retirar cualquier residuo de soldadura. Por Gltimo se graddan los aros,
es decir, se hacen marcas sobre los brazos del aro con la misma lima.
Nosotros usamos espaciamientos de un centimetro.
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4.5. Resumen del capitulo.

En este capitulo, explicamos en detalle, el dispositivo experimental que
se utiliza en este trabajo, sus caracteristicas y ventajas a nivel docencia, so-
bre otros dispositivos que se utilizan en el estudio de modos localizados en
guias de onda bidimensionales con dobleces tipo codos. Hicimos también una
descripcién detallada de los aros (que en este trabajo reproducen bastante
bien, el comportamiento de una gufa de onda bidimensional con dobleces),
y sus pardmetros caracteristicos. La variacién de estos pafametros nos per-
mitird mostrar algunas de las propiedades de los estados ligados, las cuales
discutimos en el capitulo de resultados.
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Capitulo 5

Los resultados

En este capitulo presentamos todos los resultados experimentales que ob-
tuvimos sobre estados ligados en gufas de onda bidimensionales con dobleces.
Presentaremos el célculo de la velocidad de propagacién de las ondas en las
membranas jabonosas, a partir de los datos experimentales que se tienen para
la geometria “L”, en el limite de su 4ngulo de doblez @ = 0° (el rectangulo).
Presentaremos también, gréficas de las frecuencias a las cuales se establece
el primer estado ligado en cada geometria como funcién de la longitud de
sus brazos y para los distintos dngulos de doblez. También presentamos foto-
graffas que muestran el primer estado ligado en las diferentes gufas de onda
bidimensionales que estudiamos.

5.1. Velocidad de propagacién de las ondas
en las membranas jabonosas.

En esta seccién, describimos el proceso de la determinacién experimental
de la velocidad de propagacién en el medio: nuestra pelicula de jabén. Para
esto, usamos el caso limite de la geometria de tipo “L” descrita anteriormente.
Esta corresponde al caso de dngulo § = 0°. Esta geometria corresponde
exactamente a la geometria de un rectdngulo de ancho a (el cual estd fijo
5 cm.), y de largo b el cudl cual iremos variando segin sea el caso. Debido
a que el rectdngulo es la geometria més sencilla que tiene solucién analitica
exacta, la usamos para estimar el valor de la velocidad de las ondas en la
membrana jabonosa.

Para este fin consideramos las ecuaciones del capitulo 3. Como primer

63
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paso mediremos la frecuencia, a la cuél se establece el primer modo de vi-
bracién en el rectangulo, como funcién de la longitud “b”de los brazos (de
6,4 cm. a 18,4 cm.). La tabla de frecuencias se presenta en el apéndice. De la
teoria desarrollada en el capitulo 3, sabemos que la velocidad de propagacién
en el medio, en términos de la frecuencia esta dada por,

v = Ay, (5.1)

con A = 27 /k, la longitud de la onda asociada a una membrana bidimensional
y donde el nimero de onda k satisface,

n?n?  mix?
_I_

2 _
k_a2 b2’

(5.2)

recordando que n, m son enteros positivos. Despejando v de la Ec. (5.1 ) y
reemplazando A en términos del nimero de onda k segun la ecuacién 5.2
tenemos que,

. V2 (n27r2 m27r2)

T 42\ g2 b2

(5.3)

14

Como estamos considerando dnicamente el primer modo del rectangulo
tenemos que n,m = 1. Asi, la ecuacién anterior se reduce a,

V= “;(% + ;—2) (5.4)

Esta ultima ecuacién establece la dependencia entre la frecuencia v y el
largo b de nuestro aro rectangular. Las dimensiones del aro rectangular que
usamos en el experimento tiene un ancho fijo a = 5 c¢cm y su longitud b varia
desde 6,4 cm hasta 18,4 cm a intervalos de 2 cm. Se registré la frecuencia
a la cual se establece el primer modo normal de dicha membrana para cada
longitud b antes mencionada. En el apéndice mostramos la tabla de datos
correspondiente. Asimismo, se presentan los célculos detallados, usando el
método de ajuste por minimos cuadrados, entre las variables X; = 1/b% y
Y; = v? respectivamente. Por el momento solo daremos el resultado final,
que nos proporciona el método para la velocidad de propagacién de la onda
en nuestras membranas jabonosas, el cudl fue de v = 77,14 cm/s.
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Figura 5.1: Gréafica experimental y teérica, para el primer modo normal
(n=1,m=1), para el rectangulo.

5.2. Discusion de resultados.

5.2.1. El rectangulo.

Como vimos en el capitulo anterior, la geometria tipo “L”, en el caso
limite para 6§ = 0°, nos da la oportunidad, de poder comprobar que el proce-
dimiento experimental, que estamos llevando a cabo es el correcto. En este
caso particular, es posible comparar los datos experimentales que obtuvimos,
contra las férmulas tedricas que se obtuvieron en el capitulo 3. En la figu-
ra 5.1, se muestra la grafica de la frecuencia del primer modo normal del
rectangulo como funcién de la longitud de sus brazos (b). Podemos obser-
var que los datos experimentales (simbolos cuadros), coinciden plenamente
con los datos proporcionados por la teorfa (linea discontinua). Esto confirma
entonces que el procedimiento experimental que seguimos en este trabajo es
adecuado pues podemos reproducir resultados conocidos y ademéas nos per-
miti6 determinar la velocidad de las ondas en el medio (pelicula de jabén).
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Figura 5.2: Gréfica de la frecuencia contra longitud de la geometria tipo
“L”para cinco distintos dngulos 6.

5.2.2. [Estados localizados en la geometria “L”.

Como vimos en la teoria, una de las caracteristicas principales de los
estados ligados o localizados, es que aparecen a frecuencias inferiores a la
frecuencia de corte (frecuencias asociadas a modos tranversales propagantes),
para la guia de onda sin doblar, es decir, tales estados ligados surgen antes
de que la guia de onda comience a transmitir.

En la figura 5.2 podemos observar la frecuencia a la que aparece el primer
estado localizado como funcién del tamartio de los brazos de la guia. En ésta
gréfica las diversas curvas corresponden a cada uno de los dngulos de doblez
de la guia en forma de “L”. También se incluye la gréfica, que corresponde
al dngulo 6§ = 0° (el rectdngulo), la cudl tomamos como referencia, ya que
ésta corresponde a la frecuencia de corte de la guia asociada al primer modo
de propagacién. Como podemos observar todas las curvas, para los distintos
angulos de doblez, estan por debajo de la curva para el caso en que § = 0°,
tal como esperabamos segiin nuestro razonamiento anterior. Debemos notar
que, a partir de cierta longitud (7,5 cm), el comportamiento de todas las
curvas se vuelve constante, es decir, es independiente de la longitud de los
brazos (atn si los brazos de la gufa fueran mucho mds largos, acercandose
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Figura 5.3: Primer estado ligado, para la geometria tipo “L.? un dngulo de
doblez de 6 = 45°

a una guia de onda ideal). Esto nos idica que el estado vibrante que obser-
vamos se encuentra “atrapado.® localizado en una zona (la cual corresponde
a la vecindad del doblez, como veremos més adelante). Finalmente debemos
notar también que dichas curvas tienden a una constante la cual se acerca
asintéticamente a la frecuencia de corte conforme el dngulo € crece. Por todo
lo anterior, podemos afirmar que el modo que estamos observando a estas fre-
cuencias, en la pelicula de jabén, corresponde al primer estado localizado de
la guia en forma de “L”. Como mencionamos en el capitulo 4, en este trabajo
obtuvimos también imédgenes fotograficas del primer estado ligado, para cada
una de las geometrias, para todas las longitudes de sus brazos, y para cada
angulo de estudio. En cada una de las siguientes secciones presentaremos
algunas de estas fotografias.

En la figura 5.3, presentamos la fotografia para la geometria tipo “L”,
cuando la longitud de sus brazos es de 9,5 cm, en este caso el dngulo de
doblez es de 6 = 45°, la frecuencia a la que aparece el primer estado ligado,
en este caso es de 9,5 Hz. En esta imdgen podemos apreciar claramente, como
la amplitud de vibracién esta localizada alrededor de la vecindad del doblez.

En la figura 5.4, se presenta la fotografia, para la geometria tipo “L”,
cuando la longitud de cada uno de sus brazos es de 10,5 cm y el dngulo
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Figura 5.4: Primer estado ligado, para la geometria tipo “L.2 un angulo de
doblez de § = 65°

de doblez es 6§ = 65°, la frecuencia a la que se presenta el primer estado
ligado, en este caso es de 9,3 Hz. En esta fotografia el modo vibrante, esta
por debajo del plano del aro, lo cual nos permite, resaltar de manera muy
clara que el estado localizado se encuentra nuevamente alrededor del doblez
de la geometria.

La figura 5.5 muestra la geometria tipo “L”, cuando la longitud de cada
uno de sus brazos es de 10,5 cm. Para este caso el dngulo de doblez es § = 115°
y la frecuencia a la que se observa el primer estado ligado es de 8,3 Hz.

Como podemos observar estas fotografias corresponden a la longitud de
brazos donde sabemos, las curvas tienden a tener un comportamiento cons-
tante. En las fotografias también podemos observar que en esta geometria
tipo “L”el patrén estacionario esta localizado alrededor del drea del doblez,
es decir, su presencia no depende de la longitud de los brazos del aro. Estos
dos resultados ilustran dos de las caracteristicas méas importantes de los es-
tados ligados (segun la literatura que revisamos en el capitulo 2), en guias de
onda bidimensionales con dobleces tipo codos, por lo que podemos afirmar,
que el modo vibrante que estamos observando, es precisamente un estado
ligado en esta geometria.
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Figura 5.5: Primer estado ligado, para la geometria tipo “L.2 un dngulo de
doblez de 6§ = 115°

5.2.3. Estados localizados en la geometria “Y”.

Igual que para el caso de la geometria tipo “L”, que presentamos en la
seccion anterior, tenemos que para la geometria tipo “Y”, también hay una
gréfica de la frecuencia experimental a la que detectamos el primer estado
ligado de esta geometria como funcién de la longitud de los brazos de este aro,
para cada uno de los dngulos de estudio. Debemos comentar que, en este caso,
no contamos con una grafica de referencia como el caso limite del rectangulo.
Nuevamente podemos observar en la figura 5.6, el comportamiento constante
de las distintas curvas a partir de la longitud de 6 cm de los brazos del aro.
Incluso este comportamiento es méas marcado que para la geometria tipo “L”.

En la figura 5.7, se muestra la imagen para la geometria tipo “Y”, cuando
la longitud de cada uno de sus brazos es de 4,5 cm, en este caso el angulo de
doblez es 6 = 45°, la frecuencia a la que se presenta el primer modo vibrante,
en este caso es de 4,580 Hz. En esta fotografia se puede observar también
que el patrén se encuentra alrededor de la zona de convergencia de los tres
brazos del aro.

En la figura 5.8, se muestra la fotografia, para la geometria tipo “Y-
griega, cuando la longitud de cada uno de los brazos es de 9,5 cm, en este
caso el angulo de doblez es de 8 = 45°, la frecuencia a la que se presenta




70 CAPITULO 5. LOS RESULTADOS

20 —

=
-0 i)
a =25
% BdS
Ah D=5
(=115
" ]33
—~ \\ = NG
E g — reclangulo {groson2
=2 I\ i — rectanguio (2*grosor)
s % -
S0 - e~
R e VY PR
@ i
bt g
2] ~
bt ~
L= T
S e T
| Y -
; 7 12
Longitud (cm)

Figura 5.6: Gréfica frecuencia contra longitud de la geometria tipo “Y”, para
cuatro distintos angulos 6.

Figura 5.7: Primer estado ligado, para la geometria tipo “Y”, a un dngulo de
doblez de 8 = 45°
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Figura 5.8: Primer estado ligado, para una geometria tipo “Y”, a un dngulo
de doblez de 8 = 45°, con una longitud de brazos de 9,5 cm

el primer modo vibrante, en este caso es de 4,251 Hz. Al igual que en la
fotografia anterior, aqui también se puede observar de manera clara, que
el modo vibrante, se encuentra ubicado en las vecindad del doblez de la
geometria.

En la figura 5.9, se muestra la fotografia, para la geometria tipo “Y”,
cuando la longitud de cada uno de sus brazos es de 10,5 cm, en este caso el
angulo de doblez es de 6 = 135°, la frecuencia a la que se presenta el primer
modo vibrante, es de 1,593 Hz. Nuevamente el estado estd localizado.

De las fotografias anteriores podemos observar, que el modo vibrante se
encuentra localizado alrededor del doblez, independientemente de la longitud
de los brazos del aro. Ademaés que las frecuencias para el modo vibrante, no
se distinguen considerablemente, a pesar de que los dngulos de doblez si
variaron de manera considerable. Como en el caso de la geometria tipo “L”,
la imégen corresponde a un estado localizado en nuestra geometria.

5.2.4. Resultados de la geometria “X”.

En la figura 5.10 tenemos la correspondiente gréfica de la frecuencia como
funcién de la longitud de los brazos del aro para la geometria “X”. En ella
las distintas curvas corresponden a los distintos dngulos considerados en el
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Figura 5.9: Primer estado ligado, para una geometria tipo “Y”, a una angulo
de doblez de § = 135°

estudio. Podemos apreciar, que a partir de la longitud de los brazos de 7
cm, otra vez tenemos el comportamiento constante. A medida que el dngulo
de doblez crece, las frecuencias asociadas al estado ligado se van acercando
entre si.

En la figura 5.11, se muestra la geometria tipo “X”, para la longitud de
sus brazos de 4,5 cm. El dngulo de doblez es de 6§ = 0°. La frecuencia a la
que se presenta el primer estado ligado es de 1,782 Hz. En este caso el modo
vibrante, se encuentra localizado en la regién de interseccién de los brazos.

En la figura 5.12, se observa la gufa en forma de “X”, cuyva longitud de
sus brazos es de 8,5 cm. El dngulo de doblez es de 6§ = 0°, la frecuencia a
la que se presenta el primer estado ligado es de 1,592 Hz. Nuevamente se
observa un patrén localizado.

De las fotografias anteriores podemos observar, que el modo vibrante se
encuentra localizado alrededor del doblez, y que no depende de la longitud
de los brazos del aro. Ademds que las frecuencias para el modo vibrante, no
se diferencian considerablemente, a pesar de que los pardmetros en el aro
si fueron modificados. Por lo que como en el caso de la geometria tipo “Le
la geometria tipo “Y”, aqui también el patrén observado, corresponde a un
estado localizado en nuestra geometria.
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Figura 5.10: Grafica de la frecuencia contra longitud de los brazos para el
aro “X”para tres angulos distintos.

Figura 5.11: Primer estado ligado, para una geometria tipo “X”, a un angulo
de doblez de 6 = 0°
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Figura 5.12: Primer estado ligado, para una geometria tipo “X”, a una dngulo
de doblez 8 = 0°, con una longitud de brazos de 8,5 cm

5.3. Resumen del capitulo.

En este capitulo se hizo el cdlculo de la velocidad de propagacion, en las
peliculas de jabén, haciendo uso de los datos experimentales que obtuvimos
para el caso limite de la geometria tipo “L”. También en este capitulo hici-
mos la presentacién, de todos los resultados experimentales que encontramos
en este trabajo, para estados ligados, en guias de onda bidimensionales con
dobleces. Estos muestran de manera indiscutible que, en nuestro dispositi-
vo experimental, con nuestras geometrias, hemos podido observar estados
ligados que es uno de los objetivos principales de este trabajo.



Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo hemos utilizado un dispositivo experimental, que ha, pro-
bado su gran eficiencia para estudiar y mostrar, de manera didactica y muy
sencilla temas de frontera y de gran importancia en las ciencias fisicas con
aplicacién a la ingenierfa y el uso de nuevas tecnologias. En el caso par-
ticular de este trabajo, nos permite observar directamente la existencia de
estados ligados (atrapados) en gufas de onda bidimensionales con dobleces
tipo codos. La existencia de tales estados tiene importantes consecuencias en
el comportamiento de las guias de onda tradicionales y sus aplicaciones en
dreas tales como teorfa cudntica, radiofisica, electrodindmica y Acustica por
mencionar sélo algunas. Basados en los resultados presentados en el capitulo
de resultados, podemos decir que el procedimiento experimental seguido en
este trabajo, a través del uso del dispositivo experimental propuesto, que: es
posible observar directametne los estados ligados, que se generan en gufas
de onda bidimensionales con dobleces tipo codos. Esto es una gran ventaja
sobre otros métodos més costosos y sofisticados que ya fueron discutidos en el
capitulo 2. Estos patrones de estados ligados pudieron ser fotografiados para
poder identificar a simple vista las caracteristicas principales de un estado
ligado (decaimiento exponencial, localizacién e independencia del tiempo).

Por otro lado, podemos afirmar que el experimento, resulté muy accesible,
ya que los estados ligados pudieron ser observados muy facilmente, ain para
longitudes cortas de los brazos de cada una de las geometrias que utilizamos.
Sin tener por esto pérdida de informacién en la visualizacién de los estados
ligados. Las posibilidades que nos ofrece el uso del dispositivo experiemntal
que aqui se presentd, van mas all4 de los resultados que aqui se reportan,
ya que debemos mencionar que es posible observar més estados ligados que

5
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el primero en cada gufa de las geometrias que aqui hemos estudiado, sin
embargo tales resultados son, por s{ mismos, objeto de trabajos posteriores
e independientes.



Apéndice A

Calculo de la velocidad de

propagacion de las ondas en la
membrana jabonosa

En este apéndice detallamos el procedimiento para evaluar velocidad de
propagacién de las ondas en la membrana jabonosa. Esto se hace a través
del método de ajuste de una linea recta a un conjunto de datos por minimos
cuadrados. Para ello, partimos de la siguiente tabla de datos experimentales
longitud b contra frecuencia v explicada en la seccién 3:

b (cm) | v (Hz)
6,400 | 10,900
8,400 | 10,700
10,400 | 10,200
12,400 | 10,000

14,400 | 9,800
16,400 | 9,600
18,400 | 9,500

La relacién teérica entre la frecuencia v y la longitud b de nuestro aro,
para establecer el primer modo normal, estd dada por la ecuacién 3.30 para

7
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n,m =1y es la siguiente:

2

r 2

Donde podemos renombrar variables haciendo ¥ = v y X = 1/b? para
establecer una relacién lineal entre las nuevas variables,

v? /1
Y = Z(EJFX). (A.2)
Comparando la ecuacién anterior con la ecuacién de una recta en el plano
X —Y dada por Y = mX + d, podemos identificar a la pendiente m con la
velocidad de la onda v como m = v?/4 y a la correspondiente ordenada al
origen d con d = v?/4a?.
Podemos ahora, obtener directamente la velocidad de propagacién en el
medio aplicando las férmulas para la pendiente y la ordenada al origen deri-
vadas del método de minimos cuadrados:

- NEX:Ys — 5:X55Y; (A 3j
T TNEX? — (B X '

de EiX?E,-Y; — 5 X5 X0Y5)
O NDX? - (BiXL)?

(A.4)

Ahora que hemos identificado a X;,Y; con las variables fisicas correspon-
dientes y que sabemos todas las cantidades que debemos obtener a partir de
ellas, podemos usar la siguiente tabla de datos que nos ayuda a evaluar la
pendiente m y su respectiva ordenada al origen d.

b (em™) | V2(HZ?) [ V72 (HZ2Y)(em™2) [ b4 (em™)
0.0244 118.810 2.8939 0.000595
0.0142 114.490 1.6257 0.000202
0.0092 104.040 0.9572 0.000085
0.0065 100 0.6500 0.000042
0.0048 96.040 0.4610 0.000023
0.0037 92.160 0.3410 0.000014
0.0029 90.250 0.2617 0.000008
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En la tabla anterior observamos los valores de 3;Y; = 715,79(Hz22) y el
valor de ¥, X; = 0,065 cm? y el valor de £, X;,Y; = 7,1955 Hz? cm™2 y el
valor de ¥, X7 = 0,000969 cm™4. Sustituyendo estos valores en las ecuaciones
para la pendiente y la ordenada al origen tenemos que:

7(7,1955) — 0,065(715,79)  3,8422 (Hz?)
= _ = 1354,75 £ 199,2 .
™= T7(0,000069) — (0,0042)  0,002583 354, ’ (cm—2))
(A.5)
y
(0,000969)(715,79) — 0,065(7,1955)  0,2259 \
— = = 89,54 + 2,344(Hz?).
¢ 7(0,000969) — (0,0042) 0,002583 S4d(Hz)
‘ (A.6)

Si sustituimos estos valores en la ecuacién (A.1) tenemos que la velocidad de
propagacion tiene un valor de

v = \/4(1354,75 £ 199,2)(H22) (em™2) = 73,614 £ 54120(cm/s). (A7)

'T A RPTRYTNYT T/
ARTRH

ESTA TESIS NO SALE
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