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Resumen

En el presente trabajo, se plantea el modelo de colapso para una
burbuja de vapor por efectos térmicos. Se plantean las ecuaciones
completas para la fase de vapor y para la fase liquida, obteniéndose
los parametros que gobiernan el fendmeno a través del analisis por
O0rdenes de  magnitud, distinguiéndose los  parametros
adimensionales J, y PB; [ mide la competencia entre el tiempo
inercial y el tiempo térmico y J, representa el nimero de Jakob del
problema. Cuando B<<I el colapso de la burbuja es controlado por
los tiempos térmicos caracteristicos y en el limite del nimero de
Jakob muy grande, 1. e. J>>1, el calor que la burbuja disipa ocurre a
través de una capa limite térmica. Existen otros parametros como o
que representa el cociente de densidades, que combinado con B, al
limite af’<<l, permiten como una primera aproximacién despreciar
los efectos internos de la burbuja, en temperatura, velocidad y
presién, esclareciendo asi los limites de validez del colapso de la
burbuja por efectos térmicos. Una motivacion adicional es que en la
literatura experimental referente al colapso de burbujas siempre se
menciona la falta de modelos tedricos con los cuales comparar los
resultados experimentales. Finalmente las ecuaciones gobernantes
adimensionalizadas que modelan el problema térmico se resolvieron
mediante diferencias finitas para varios valores de los parametros
antes mencionados, estimando con ello la temperatura adimensional
O contra la posicion , y el radio adimensional a contra el tiempo 7.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

La dindmica de burbujas de vapor condensable y gas es un 4rea de interés para el estudio
de diversos fenémenos en la investigacién bésica y en aplicaciones de ingenierfa; es decir, en
la operacién, disefio y construccién de equipos de uso comun, como condensadores, calderas,
cambiadores de calor, etc.

Los libros de Van Stralen [1], Nigmatullin [2], Brennen [3], Leighton [4] y Nakoryakov [5],
ofrecen abundante informacién y aplicaciones relacionadas con la dindmica de burbujas. Dentro
del estudio de los fenémenos de la dindamica de burbujas se encuentran la oscilacién libre y
forzada de burbujas, la cavitacién inercial y térmica, la sonoluminicencia, la propagacién de
ondas en liquidos con burbujas y la ebullicién subenfriada Mayinger y Chen [6], entre otras.

El trabajo de Prosperetti y Plesset [7], es una revisién critica de las Ifneas de estudio més
importantes de la dindmica de burbujas; en este compendio se exponen varios de los puntos de
vista con los que suele estudiarse la dindmica de burbujas, su crecimiento y colapso. A estos
fenémenos de acuerdo al mecanismo limite que los origina se les distingue como el modo inercial
y el térmico. El limite inercial es aquel en que los efectos responsables de hacer crecer o colapsar
las burbujas, son inicamente mecdnicos, tales como las fuerzas de presién, tensién superficial,
esfuerzos viscosos, cinéticas, etc. En el modo térmico los efectos responsables de hacer crecer
o colapsar a las burbujas, una vez que el equilibrio mecénico se ha alcanzado, pueden ser la
conduccién, conveccién de calor y el cambio de fase, entre otras.

Uno de los primeros trabajos en el que se estudia el modo inercial es el de Lord Rayleigh

[8], donde se plantea una ecuacién diferencial ordinaria que describe la evolucién del radio de
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Figura 1-1: Colapso de una burbuja de vapor tomado de C. Brennen [3]

una cavidad hueca, llamada ecuacién de Rayleigh. Las modificaciones que se han hecho a esta
ecuacién incluyen efectos de tensién superficial, efectos viscosos y el modelado de la presién
dentro de la burbuja, que puede ser producido por la compresién de un gas ideal, obteniéndose
la ecuacién de Rayleigh-Plesset.

Otra modificacién importante a la ecuacién de Rayleigh es la forma de la presién externa,
o forzante de la burbuja, que puede ser oscilatoria o pulsante y que también ha originado una
serie de variantes a la ecuacién de Rayleigh-Plesset, como se puede apreciar detalladamente en
la obra de Leighton [4].

Las aplicaciones del modo inercial son numerosas, destacan principalmente la cavitacién de
burbujas en turboméquinas; flujo de burbujas en estrangulamiento, sonoluminiscencia, aplica-
ciones médicas con ultrasonido, detonacién de explosivos con ondas de presién y més recien-
temente en el desarrollo de una bomba para sangre sin piezas mecdnicas entre muchas otras,
como se menciona en las obras de Brennen [3], Leighton [4] y Nakoryakov [5].

El modo térmico se estudié por primera vez en el trabajo experimental de Bosnjankovic [9],
donde una burbuja esférica se desplaza y crece al momento de ascender en un liquido caliente.
Una de las hip6tesis notables del trabajo anterior [9], es que el calor se transmite a través
delgada capa limite que rodea a la burbuja y otra es que la entalpfa de condensacién proviene
de un sobrecalentamiento externo desde el liquido.

La figura 1-1 muestra el colapso de una burbuja, filmada con una pelicula de alta velocidad.



Otro trabajo de importancia central es el de Jakob [10] quién observé el crecimiento de las
burbujas con una pelfcula de alta velocidad, de manera similar al caso mostrado en la fig. 1-1,
en la que se puede medir el didmetro de la burbuja en cada instante. Estas mediciones estuvieron
de acuerdo con las predicciones realizadas por Bosnjankovic [9]. En el 4mbito teérico se tienen
dos trabajos clasicos que han sido fundamentales en el estudio de la dindmica de burbujas, el
de Foster y Zuber [11] y Plesset y Zwick [12]. En el primero se obtiene una ecuacién integro-
“diferencial para predecir el perfil de temperaturas alrededor de la burbuja despreciando la
curvatura de la burbuja y posteriormente, por medio de un balance de energfa en la interfaz,
obtener una expresién para la evolucién del radio. Plesset y Zwick [12] encontraron una ecuacién
integro-diferencial sin despreciar la curvatura de la burbuja. El trabajo de Zwick [13] es un
antecedente que indica la forma de obtener el perfil de temperaturas alrededor de una esfera
inmévil, al agregar movimiento a la esfera el perfil puede ser integrado y entonces integrar una
ecuacién para el radio como funcién del tiempo, de forma anéloga al trabajo de Foster y Zuber

El primer trabajo en el que se describe el colapso por efectos térmicos es el de Levenspiel
. [14]. Este es un trabajo experimental, en el que se mide la evolucién del radio con el tiempo con
ayuda de una camara rdpida de 1000 cuadros por segundo. En este trabajo el interés primordial
se centra en el cdlculo del coeficiente de transferencia de calor como funcién del didmetro de la
burbuja.

Para demostrar la hipétesis de Bosnjankovic, acerca de que el calor se transmite a través
de una capa lfmite térmica delgada, en los trabajos de Birkhoff et al. [15] y Scriven [16], se

menciona que esto ocurre siempre que el nimero de Jakob sea grande es decir:

_nGp AT

J. =
¢ pvh‘fg

>1

Esto también se menciona en los trabajos de Foster y Zuber [11] y Plesset y Zwick [12]. Es
importante mencionar que el mimero de Jakob aparece por primera vez con ese nombre en el
trabajo de Savic [17]. Fisicamente el lfmite para .el valor de Jakob J, > 1, todo el calor sensible
se utiliza en calentar a la burbuja y a una pequefia regién circundante, en el caso contrario
Ja < 1, el calor sensible debe calentar volimenes del liquido circundante mucho mayores que

el volimen de la burbuja, siendo éste tltimo caso para la condensacién muy dificil de lograr en



la realidad.

Un fenémeno asociado con el crecimiento y colapso de burbujas, es la ebullicién subenfriada,
donde una burbuja que se forma pegada a una pared o una boquilla, crece hasta despegarse y
ascender a lo largo del liquido. La burbuja puede detenerse o moverse muy lentamente en una
zona de lfquido frfo y colapsarse por efecto del subenfriamiento del liquido. Este fenémeno de
crecimiento y colapso comenzé a ser tratado por Zuber [18] utilizando las teorfas desarrolladas
en las referencias [11] y [12], para comparar con los resultados experimentales. Entre los tra-
bajos més recientes relativos a la ebullicién subenfriada, se encuentran los de Mayinger [19] y
Mayinger et. al. [6], [20] y [21] entre otros. Estos trabajos son experimentales y por medio de
interferometrfa holografica ldser y pelfcula de alta velocidad, realizan mediciones indirectas en
la interfaz de burbujas estacionarias y en movimiento para el fenémeno de ebullicién subenfri-
ada; en estos experimentos, con la misma técnica experimental mostrada en la fig. 1-1, miden
la evolucién del radio de la burbuja en el tiempo desde su formacién, crecimiento y colapso.
Para la parte del colapso, estos autores comparan sus mediciones con los modelos propuestos
en [11] y [12]. La diferencia con Foster y Zuber [11] y Plesset y Zwick [12], es que la burbuja se
encuentra anclada en una boquilla o en movimiento ascendente en el liquido. Sin enibargo en
estos trabajos [19], [6], [20] y [21] se menciona la necesidad de obtener mejores modelos teéricos
con los culaes comparar sus resultados experimentales. Otros resultados de los autores anteri-
ores es que para valores del J, = 60 a 80, el colapso es dominado por efectos inerciales, debido
a que la transferencia de calor es tan rdpida que el colapso puede llegar a ser instantdneo.

El trabajo de Florshuetz y Chao [22], es un trabajo teérico-experimental, donde se define el

pardmetro (3 como:
Ja?

(R3e) "

el cual se obtiene a partir de la adimensionalizacién de las ecuaciones de movimiento y energfa

para una burbuja esférica. Este pardmetro relaciona la competencia de los efectos térmicos
con los inerciales. Cuando 8 < 1, se tiene el modo térmico de colapso (burbuja de vapor),
cuando 8 > 1 se tiene el modo inercial de colapso (cavitacién) y para valores de 8 ~ 1,
ambos mecanismos compiten. El pardmetro ffsicamente es la relacién del tiempo caracterfstico

de colapso inercial al tiempo caracterfstico de colapso térmico. En este mismo trabajo [22] se



obtiene una solucién analitica del tiempo de colapso para el modo térmico a partir de la solucién
de Plesset y Zwick [12]; el problema que tiene es que el tiempo diverge cuando el radio tiende a
cero y el colapso nunca se obtiene; a pesar de esto, se conoce ampliamente en muchos trabajos
posteriores. Otro trabajo fundamental es el de Hsieh [23], donde se plantea el modelo completo
de la dindmica de burbujas inmersas en un liquido que contiene otra sustancia tanto dentro
como fuera de la burbuja.

Otras lfneas de trabajo, tal como puede verse en Nakoryakov [5] y Nigmatullin [24], se han
centrado en estudiar la influencia que el interior de la burbuja tiene sobre el colapso, asf como
la inclusién de una mezcla de vapor con un gas no condensable en el interior de la burbuja tal
como puede verse especfficamente en la ref. [24], donde también se utiliza el pardmetro 3. En
este caso, se obtiene una solucién numérica para las oscilaciones de una burbuja inmersa en un
liquido subenfriado con 8 ~ 1. La motivacién de este trabajo es el amortiguamiento de ondas
de choque en tanques y condensadores mediante pantallas de burbujas.

Un trabajo de particular interés es el de A. D. Okhosimskii [25] quién estudia el fenémeno
térmico para dos lfmites del ndmero de Jakob: Ja — oo y Ja — 0. Para el primer caso obtiene
la solucién de Florshuetz [22] y una serie de soluciones numéricas que no contemplan que al
final del colapso, el espesor de la capa limite térmica es del orden del radio de la burbuja,
cambiando las hipétesis fisicas del planteamiento original del problema. Esto produce que al
final del colapso, con las teorias convencionales, la velocidad de la interfaz de la burbuja diverge,
‘fi—lf — 00. Esto se confirma con el trabajo experimental de Pakleza et. al [26], quienes mediante
la fotograffa de alta velocidad pudieron por primera vez retratar los instantes finales del colapso,
en donde se muestra esta divergencia. Esta divergencia como se cita en Mayinger et. al. [19], se
debe a que los efectos inerciales dominan en este tltimo instante, y que en un principio fueron
descartados para el modo térmico. Para el segundo caso con Ja — 0 la ecuacién de interfaz
se es igual a cero lo cual deja al fenémeno incompleto, tenfendose cuando més una burbuja
estética que difunde calor.

El objetivo general del presente trabajo es plantear el modelo de colapso térmico, validando
todas las suposiciones e hip6tesis con las ecuaciones de continuidad, cantidad de movimiento y
energfa en las fases vapor y liquido, con su correspondiente parametrizacién. Con esta parame-

trizacién se podrén indicar los limites del modelo, el escalamiento correcto de las ecuaciones y
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predecir el comportamiento. Los pardmetros principales son el J, y 8 en los lfmitesde 8 < 1 y
Ja > 1; con estos valores es posible aplicar la teorfa de la capa lfmite. Para comprobar el modelo
se presenta la solucién de las ecuaciones por el método de diferencias finitas, para los diferentes
perfiles de temperatura y la evolucién del radio en el tiempo. Aunque en el modelo matemético
se desprecian los efectos inerciales y de compresibilidad que podrfan suavizar el compoftamien—
to divergente de la velocidad del radio, al final del colapso es posible ver este comportamiento
divergente en la solucién numérica. Lo anterior permite establecer que las soluciones numeéricas
obtenidas en el presente trabajo est4n en concordancia con las observaciones experimentales de

Pakleza et. al [26].
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Capitulo 2

ECUACIONES GENERALES,
PARAMETRIZACION Y
ADIMENSIONALIZACION

En Ja primera parte del capftulo se plantea el problema general para el colapso de una
burbuja, mediante las ecuaciones de continuidad, cantidad de movimiento y energfa en ambas
fases, junto con las ecuaciones para la interfaz de continuidad, cantidad de movimiento y energfa.
Ademds se plantean las hipétesis generales para el modo de colapso térmico. La finalidad de
escribir las ecuaciones generales, es con el objeto de analizar término a término de las ecuaciones
y poder justificar la hipétesis del modo térmico.

La forma de analizar las ecuaciones es mediante el anglisis por érdenes de magnitud que
se explica en la segunda parte del capftulo. Esta parte permite conocer la importancia relativa
que tienen los términos que conforman cada ecuacién. Es decir de acuerdo al conocimiento de
la ffsica planteada, se pueden discriminar aquellos términos que no juegan un papel relevante
en el fendmeno. El objetivo del orden de magnitud es obtener las escalas caracterfsticas del
fenémeno, es decir, velocidades, tiempos y longitudes caracteristicas asociadas a la ffsica del
problema.,

Histéricamente el modo térmico de colapso se ha planteado igual y de hecho el presente

trabajo termina planteando las mismas ecuaciones. Lo que no se ha hecho en los trabajos teéricos
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como en Florshuetz y Chao |22], Hsieh |23], etc.es justificar a plenitud, bajo que condiciones se
puede descartar la influencia del vapor en el interior de la burbuja en el proceso de colapso. En
el presente trabajo ésto se denota como el interior uniforme, que significa que la interfaz de la
burbuja se encuentra a la misma presién, temperatura y densidad que todo su interior.

El orden de magnitud ademds de darnos las escalas caracteristicas, también nos puede
dar algunos de los parémetros adimensionales relevantes. Las escalas caracterfsticas obtenidas
se utilizan para adimensionalizar las ecuaciones en la tercera parte del presente capftulo. En
esta parte se obtienen todos los parémetros involucrados en el fenémeno y partiendo de aquf
comenzar el andlisis de cada uno.

La cuarta parte parte analiza los pardmetros reelevantes y su influencia en las ecuaciones,
ademéds con valores experimentales de autores como Mayinger et. al. |6], Mayinger |19], Flor-
shuetz y Chao [22], [20] y [21], es posible saber qué valores tipicos toman los pardmetros. De
esta forma se pueden justificar las hipétesis y conocer los alcances y limitaciones del modelo.

Una vez justificado el modelo la ltima parte del capftulo plantea el reescalamiento de
las ecuaciones, debido a que existe una capa limite térmica, que las ecuaciones resultantes no

contemplan sin este reescalamiento.

2.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

E] problema ffsico que se analiza en el presente trabajo consiste en una burbuja de vapor
esférica con simetrfa radial, es decir, no existe variacién en las coordenadas angulares esféricas,
de radio inicial Ry, sumergida en un liquido subenfriado, de la misma sustancia del vapor como
se muestra en la fig. 2-1. Inicialmente el sistema lfquido-burbuja se encuentra a una temperatura
uniforme T, y con una presién de saturacién P, que corresponde a la temperatura To,. La
burbuja se encuentra en equilibrio termodindmico y estético con el liquido, todo esto en un
tiempo inicial ¢ = 0. Un instante después se aplica un escalén de presién AP = P — Pyo, y
como consecuencia de este incremento en la presién, se produce un incremento en la temperatura
AT = T — Te, donde Py, corresponde a la presién de saturacién para la temperatura Ts. A
partir de aquf la burbuja empieza a liberar calor y como consecuencia de ésto a condensarse y

reducir su tamafo. El objetivo es describir el proceso de colapso de la burbuja por medio de la
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Figura 2-1: Esquema del problema, una burbuja que se encuentra a T inmersa en un liquido

subenfriado & To

evolucién del radio a lo largo del tiempo. Esto implica resolver el perffl de temperaturas para

la burbuja, y obtener de esta manera, la evolucién del radio como funcién de estos perfiles.

El problema para el l{quido y vapor con simetrfa radial se describe mediante las ecuaciones

fundamentales de continuidad, cantidad de movimiento y energfa vélidas en cada fase junto

con las ecuaciones de la interfaz de acuerdo con Hsieh [23]. Las variables en el vapor y en el

lfquido se representan mediante los subfndices v y I, respectfvamente. De esta manera se tiene

en coordenadas esféricasque:

op,
at

8 25,V

+ = (B,V)+ =0, (2.1)

or 7
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PoCow (682;" +V%) = (% + V%ﬁ“) + %g (1‘2%) (2.3)
(Gren) o
on (3 00) 2 (+2)

donde 7 es la coordenada radial, ¢ es el tiempo, U es la velocidad del Hquido y V es la del vapor,
T es la temperatura, p es la presidn, c, es el calor especffico, p es la densidad, u es la viscosidad
dindmica y A la conductividad térmica para cada fase, Las ecs.( 2.1)- (2.6), quedan escritas asf
suponiendo, que el vapor se comporta como un fluido compresible, con propiedades constantes
y en estado transitorio y el lquido se considera un fluido incompresible, con propiedades con-
stantes, excepto la densidad y en estado transitorio, junto con la suposicién de que la burbuja es
simétrica todo el tiempo durante el proceso y no existe variacién con respecto a las coordenadas
angulares.

De manera equivalente de la ref [23], las ecuaciones de continuidad, cantidad de movimiento

y energfa para la interfaz liquido-vapor pueden escribirse como:

5 (U— %) -5 (v-3), (27)




donde % es la velocidad con la que se mueve la interfaz, esta ecuacién (2.7) representa el

balance de masa entre ambas fases,

. dR Ay, (8U
p,U(U—-(E)ﬂa,—ﬁ(——g)=va<V—@>+z‘>v—2—o (2.8)

donde o es el coeficiente de tensién superficial. Esta ecuacién (2.8) representa la cantidad de
movimiento en ambas fases siendo el lado derecho, el vapor y el izquierdo el liquido, el primer
término de] lado izquierdo es la cantidad de movimiento debida al flujo de masa, el segundo
término es el esfuerzo normal, representado por la presién y el tercero el esfuerzo viscoso normal,
el lado derecho es andlogo al izquierdo. El wltimo término de! lado derecho es el esfuerzo debido

a la tensién superficial,

o
or

0Ty

Mol TN e

1 d /4 _5
—n = —47TR2 E (§7I'R v) * (29)

ademas se exige la continuidad de las temperaturas en la interfaz T)(Rp,t) = T,(Ro,t). En la
ecuacién anterior hs, es la entalpfa de vaporizacién. Esta ecuacién representa el balance de
energfa en la interfaz, los términos del lado izquierdo representan la energfa por conduccién
que ambas fases ceden a la interfaz, del lado derecho el flujo médsico multiplica a la entalpfa de
vaporizacién, a la energfa por efectos viscosos que cada fase cede a la interfaz y a la energfa
cinética que cada fase cede a la interfaz.

Las ecs. (2.1) a (2.3) del vapor tienen cuatro incégnitas, p,, V, p» y Ty, para completar el

problema en el vapor se requiere una ecuacién adicional, si se considera que el vapor se comporta
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como gas ideal, se puede aplicar la ecuacion de estado

Pv _ R.T, (2.10)

Py

donde R, es la constante particular del gas, como se menciona en Aziz [28].

La burbuja al colapsarse efectda un proceso de compresién en el vapor, de tal suerte que
este cambio de estado entre el inicio y el final se observa en el cambio en las presiones AP.
Para describir esto se necesita una ecuacién adicional que permita conocer la relacién entre las
presiones y sus correspondientes temperaturas de saturacién, esta es la ecuacién de Clasius-

Clapeyron linealizada y que se puede escribir como :

apy Poo — Py - hfg
e vy 9 2.11
dTv T3 _ Tm pU,O Too ) ( )
la validez de esta ecuacién supone valores pequenios para la diferencia de presiones AP.
Adicionalmente en el centro de la burbuja se tiene:
r=0:V(0,t) = (6T”) =0, (2.12)
or =0
y para el liquido a distancias muy alejadas de la burbuja:
r— 00 : U(oo,t) = 0, §i(c0,t) = Pyo+ AP = Poo y T(00,t) = Teo. (2.13)

Al inicio del fenémeno se tiene una burbuja en reposo de radio inicial Rp, y se encuentran
en equilibrio termodindmico ambas fases a temperatura T, ésta dltima consideracién es una
aproximacién ya que formalmente la presién de saturacién que corresponde con T, €5 Py g, para
un Yquido incompresible la variacién de esta para un cambio moderado en la presién AP no es
muy notorio; desde el punto del vapor, sin embargo si lo es, aunque para el tiempo en e} que
la burbuja se colapsa se puede considerar que el liquido lejos de la burbuja la temperatura se
mantiene a Ty sin repercutir en la presién. Por estas dos razones la aproximacién es aceptable.

Al escribir en su representacién matem4tica para el tiempo t = 0 se tiene:
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t=0,U(r,0)=V(r,0)=0,R0)=Ry y

TI(T)O) = TU(T) 0) =Teo f);(’r,O) = Du(r, 0) = Py 0. (2.14)

El problema hasta aquf planteado considera al interior de la burbuja como un vapor que
se comprime con movimiento cediendo calor al lfquido que se mueve y se calienta, y a la
interfaz como una regién infinitamente delgada en la que las diversas fuerzas y formas de energfa
compiten para desplazarla. Este problema es extremadamente complicado ya que requiere la
solucién simultdnea de seis ecuaciones diferenciales parciales ecuaciones acopladas con tres
ecuaciones en la interfaz. En trabajos como los de Nakoryakov [5], Nigmatullin et al. |24]
y Prosperetti [27) se puede apreciar la complejidad que representa el tratamiento de todas las
ecuaciones simultidneas, En estos trabajos se efectiian aproximaciones donde se pueden descartar
algunas ecuaciones o términos de estas, como se puede apreciar en el trabajo de Aziz 28], en el
que para algunos valores del pardmetro gf/TT"" se puede descartar el gradiente de presiones en el
interior de la burbuja 6 como en el trabajo de Prosperetti {27] el nimero de Mach determina si

el vapor se mueve o no, y con esto descartar la ecuacién de cantidad de movimiento de vapor.

El modo térmico de colapso.se basa en las siguientes hipétesis:
1. La burbuja se mantiene esférica todo el tiempo inclusive al llegar a! colapso.

Esta condicién requiere que la simetrfa esférica de la burbuja se mantenga atn al llegar al
colapso. Como se puede apreciar de los trabajos de Mayinger et. al [19], [20] y [21] la burbuja
se mantiene esférica durante todo el proceso de colapso; sin embargo al llegar al colapso final,
la burbuja se distorsiona o ain més llega a fragmentarse en burbujas més pequenas esto dltimo
no se puede apreciar en las ecuaciones y el anélisis de este fenémeno no ha sido realizado ain

como se menciona en [27].

2. La interfaz de la burbuja se mantiene a 7, durante todo el proceso, siendo

esta la temperatura de saturacién.
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La interfaz debe mantenerse al menos a la temperatura de saturacién para mantener la
condensacién del vapor durante todo el proceso. En Nigmatullio et. al. [24], en Florshuetz
et. al. [22] y en otros trabajos se menciona esto como una condicién, pero las mediciones de
Nordmann y Mayinger [6], (20] y [21] permiten justificar que lo anterior pueda considerarse

como una buena hipétesis del trabajo.

3. El interior de la burbuja se mantiene a la misma presién y temperatura de la
interfaz durante todo el proceso, es decir no hay gradientes de presién ni temperatura
en e} interior de la burbuja, conociéndose esto como “interior uniforme”.

4. El calor se transmite a través de una delgada capa limite.

5. Los efectos inerciales son despreciables, “modo térmico”.

Una de las evidencias ffsicas que distinguen el modo térmico del inercial, es la velocidad con
la que se desplaza la interfaz. En el modo inercial la velocidad de la interfaz es diez veces mayor
que en el térmico, esto se puede apreciar en el trabajo de Plesset y Prosperetti (7], donde el
modo térmico se caracteriza porque la velocidad de la interfaz es tan lenta que ningtn efecto

de inercia es relevante, como se puede comprobar en las referencias [19], |20], [21].
6. El lfquido es incompresible.

Esto debido a que la interfaz se mueve con un nimero de Mach muy bajo..
La validacién de estas hipé6tesis se efectuars aplicando el orden de magnitud en las ecuaciones

para obtener los parémetros que rigen al problema.

2.2, ORDEN DE MAGNITUD

El andlisis de las ecuaciones por medio del orden de magnitud, se efectia comparando
término a término cada una de las cantidades involucradas y descubriendo asf el peso que
puedan tener de acuerdo con el fenémeno ffsico. La hipé6tesis principal es que el calor que se
transmite hacia la fase l{quida es el responsable del cambio de fase, esto se expresa en la ecuacién
de balance de energfa en la interfaz (2.9), al comparar Jos términos de conduccién de calor con

el de energfa de cambio de fase, en orden de magnitud; lo anterior es equivalente a escribir:
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- hngO ~ >\I (Ts - Too) — )\IAT
Poo te o o

(2.15)

donde para p, se utiliza como valor caracterfstico la densidad inicial del p, 5, para el radio de
la burbuja R se utiliza como escala el radio inicial Ry. El tiempo t se escala con t. que es el
tiempo caracterfstico de colapso y para la coordenada radial r la escala es é7, que representa
el espesor térmico en el liquido y la escala para las temperaturas T; y T, es la diferencia de
temperatura A7, definida cémo AT = T, — T,,. Todas estas propiedades estdn evaluadas a Te.

De la ec. (2.15) se puede obtener el tiempo caracterfstico del colapso

s o5 PigRedT  RE br
¢~ PO TNAT "~ ada Ry

(2.16)

donde & es la difusividad térmica del lfquido y e! nimero de Jakob J, es la relacién del calor

sensible a la entalpfa de vaporizacién y se define como:

7, = PeTs — Teo) (2.17)
pv,Ohfg

De la relacién (2.16) se puede apreciar que el espesor normalizado dr/Rp es una incégnita que
deberd obtenerse mediante e} anéslisis de orden de magnitud de le ecuacién de la energfa en
el liquido, i.e. (2.6). En virtud del cardcter transitorio del fenémeno se compara el término

transitorio con el de conduccién, obteniéndose la relacién:

P AT NAT
te 62,

(2.18)

y en consecuencia se tiene que:

- 1/2
% ~ (O;%C) (2.19)

Al combinar las relaciones (2.16) y (2.19), se obtiene finalmente el orden de magnitud del
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tiempo caracterfstico del colapso:

Li%
te~ 253 (2.20)
y el espesor adimensional se obtiene al sustituir (2.20 )en (2.19);
5r 1
or 1 2.91
Re Jo (221)

De la misma forma, la velocidad caracterfstica del lfquido para el proceso de condensacién

se puede obtener comparando en la ec.(2.6), el término convectivo con el transitorio

UAT AT

== 2.22
5 = (2.22)

al despejar la velocidad caracterfstica U,, y sustituir las relaciénes (2.20) y (2.19) se obtiene:

ir @
Up ~ TT = E?Ja, (2.23)

Con los resultados anteriores vale la pena aplicar el anélisis a las ecuaciones del vapor con
la finalidad de probar la tercera hip6tesis acerca de la uniformidad en el vapor, de la ecuacién

de la energfa en la burbuja de vapor (2.3), al comparar el término transitorio con el convectivo

AT AT
V== 2.24
=~V (224
se obtiene la velocidad caracteristica del vapor:
o
Vc ~ Ei'-]aQ) (225)

que al sustituirla en la ecuacién de cantidad de movimiento para el vapor, ec. (2.2), se puede

comparar el transitorio con el gradiente de presién y se obtiene lo siguiente:

_ Ve Apy
pv,O T
i Ry

(2.26)
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donde Ap, = Psy, — P, p.
Al sustituir el tiempo caracterfstico, ec. (2.20) y la velocidad caracterfstica del vapor, ec.

(2.25) en la relacién (2.26) se obtiene:

2
2 -
e Puo 1, (2.27)
RQAE‘!’Z 1/2 pl
05,8

este resultado preeliminar se debe a que se forzé la permanencia de los términos transitorio y el
gradiente de presién, sin embargo como se verd mas adelante este resultado no es valido. Los
pardmetros 8 y o se definen como:

, _
p=—J o 4o Pu (2.28)

(rizz) " ”

P1&j

donde B es el pardmetro definido por Florshuetz y Chao [22] y por Nigmatullin {24}, y representa
la razén del tiempo que tarda una perturbacién en la presién en propagarse de la interfaz hacia
el centro de la burbuja de vapor al tiempo de colapso; es decir, la competencia del tiempo en
que ocurre el fenémeno inercial 7; al tiempo en que ocurre el fenémeno térmico 74 y & es la
relacién de densidades del vapor al lfquido. E! producto a? debe de analizarse para distintos
casos. En general @ << 1 para la mayorfa de las sustancias, si el fenémeno ocurre lejos del punto
crftico. Por lo tanto, dependiendo de los valores del producto 32 se tienen los siguientes casos:
a) aB? << 1 se tiene interior uniforme con las dos restricciones 8 << 16 8 ~ 1, si af% ~ 1
con B >> 1 no existe el interior uniforme y a? >> 1 tampoco existe el interior uniforme. Lo

anterior puede apreciarse facilmente mediante el anélisis de las ecuaciones adimensionalizadas.

2.3. ECUACIONES GENERALES ADIMENSIONALIZADAS

El objetivo de esta seccibén es escribir las ecuaciones generales que gobiernan el fenémeno
de colapso de burbujas en forma adimensional. Para distinguir la funcién de los pardmetros

adimensionales que gobiernan el fenémeno, las ecuaciones de continuidad, momentum, energfa
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y de la interfaz se adimensionalizan mediante las siguientes variables, con ayuda de los valores
caracterfsticos previamente obtenidos, del anélisis de orden de magnitud desarrollado en la

seccién anterior:

:cha:Eu: URO v_ﬁl"'Pv,O v = | % p__p-u
R T LR T ey

thal{za?; 0 T—Tm;pu= ﬁv—Pv,o; gvav—-Tm; n:r—R(t)
Rg T, — T Poo — v,0 Ts — Teo Ryo

Al sustituir estas variables en las ecuaciones originales (2.1) a (2.3), para el vapor, se tiene
que:

Ecuacién de continuidad,

dp 0 2
v ot = 2.29
5 T 5y (WPo) VP =0 (2.29)
Ecuacién de momentum,
Ov O op 5% 20v, 2u,
2 [ Ol OV . OPv _ 52 v, £0U _ Zl 2.
af (aT +””ax)+aa; af P’°6[ax?+zaz 22} (2.30)

Ecuacién de la energfa,

08, 06,\ 1 (0p, Opy e 0 260y
p”(c'ir +””az)_ﬁ(ar +U”32:>+2283: (pvz oz ) (2.31)

Por otro lado las ecuaciones (2.4) a (2.5) para el liquido se transforman en las siguientes:

Continuidad,

5‘% [(a+n)u] =0 (2:32)

Ecuacién de cantidad de movimiento,

Ou dadu ou Ja?gp Pr 1 13} 26u] }
gu _gadu) Jov__eop rr 1 19 Ul g 2.33
"“(61 dfan) "o T F oL (a+n)2{37) [(“") ) I S
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la ecuacién de la energfa

b6 daéé_+l@ 1 5] o6
Ot dron  J,0n

= T ((a +n)? %> (2.34)

y la ecuacién del gas ideal
_ 14+ ogp,

= —. 2.35

Adem4s de las ecuaciones en ambos medios, son necesarias las ecuaciones de balance para

definir la interfaz tal que:

Continuidad,
w1 B o da (2.36)
Ydr GJap | vy dr /)’ '
Cantidad de Movimiento
da 4 ov v
_ 2 _ =Yy _Z 2({ X% - =2
Py — P+ afpv, <vu dT) 3Pruea6 (6:: - a)
p? da\ 48°P. [ Ou u 21
=5 g ) " Bl ) T (2:37)

y la ecuacién de la Energfa

3 da 43B°P, ( du
e <37 _%) " {1 YA (3'0

_4Peif (O,
3 p Oz

36
on

- 00,
R

n=0 7=0

Uy 8% | [da u 2 da_ 2
-6

junto con la continuidad de las temperaturas, esto es, 8(0,7) = 8,(a, 7).

Por las caracterfsticas propias del problema, las condiciones iniciales serfan
7 =0; u(n,0) = v,(z,0) = 0; 6(n,0) =6,(z,0) =0; a(0) =1, p(n,0) = py(z,0) =0. (2.39)

La coordenada adimensional 7 esté localizada en la frontera de la burbuja, y va desde cero
en la interfaz hasta infinito lejos de la burbuja, la forma que adopta 7 permite inmovilizar la

interfaz teniéndose un sistema de referencia inercial para la evolucién del radio de la burbuja.
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Por otro lado la coordenada adimensional z mapea del centro de la burbuja z = 0 a la interfaz
z=a.
Para el centro de la burbuja las condiciones (2.12), en forma adimensional, se transforman
en:
a0,

v(0,7) =0 —- T 0. (2.40)

Por otro lado, las condiciones (2.13) lejos de la burbuja, pueden escribirse cémo:
n = 005 u(00,7) = 0 p(o0,) = 1y B(o0,7) = 0. (2.42)

Los pardmetros adimensionales que aparecen en las ecuaciones anteriores, se definen a con-
tinuacién.

po—d T (2.42)

172
2 ODp TH
(R0 Py & )
y representa la razén del tiempo de colapso provecado mecdnicamente 7; (tiempo inercial) al

tiempo de colapso provocado por efectos térmicos 7y (tiempo térmico) . El ndmero de Jakob,

Ja:
21Co(Ts — Too)

! (243)
pv,Oh’fg

Jg=

que es la razén del calor sensible a la entalpfa de formacién, el pardmetro B que se obtiene de

la ecuacién (2.31) junto con la relacién (2.11)

C,,
hfy .

g

B= (2.44)

El pardmetro € es la razén de la longitud de penetracion térmica del vapor a la del lfguido

= 2.45
€ &anl ( )
el pardmetro ¥ que se obtiene de la ec. (2.38):
A
'_y = -, (246)
Phyq




el nimero de Prandtl en el lfquido

v
P ==, 2.47
2 (2.47)

el nmimero de Prandtl en el vapor

Los pardmetros de la ecuacién de estado, (2.35), se definen mediante las expresiones
C)‘(J:chb/j:’v,o_1 y ﬁ0=T3/Too_1- (2'49)

La razén de conductividades térmicas

A
Boo = /\_” (2.50)
!
y el pardmetro de Laplace se define como
A
L, = ROU P (2.51)

En general el problema de la evolucién del radio a consiste en resolver el perfil de tem-
peraturas en cada fase, pero como se puede apreciar las temperaturas y el radio a dependen
simultdneamente uno del otro, al mismo tiempo las temperaturas dependen del espacio, el tiem-
po, las propiedades del lfquido y el vapor, y del comportamiento dindmico y térmico de ambas

fases esto queda expresado de la siguiente forma:

0 = 9(77) T, u, .61 JG)E\ Q)Bx 010, .BOO)ﬁ(]s La» pu)G‘U)pvs Uv) (252)

a = 0(9) nT, ‘U',‘B, JG)EI &, Bl Qq, BOO;ﬁO) La.) Pys B'pr‘v) ‘Uv) (253)

2.4. ANALISIS DE LOS PARAMETROS

Con ayuda de las ecuaciones adimensionales anteriormente obtenidas, en la presente seccién

se analiza la validez de la hip6tesis del interior uniforme asf como la definicién del limite térmico.
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Dependiendo de los valores asumidos para el pardmetro 8 existen dos casos de interés:
Con 8 < 1 el fenémeno es gobernado por efectos térmicos; ésto es, el tiempo de colapso por

efectos térmicos es mucho mayor que el tiempo de colapso por efectos mecanicos.

Con 8> 1 se tiene el fenémeno puramente inercial y de manera equivalente se
puede establecer lo siguiente para los diferentes valores del numero de Jakob: con
Ja > 1 se tendré el caso cuando el calor se difunde solo a través de una capa limite

y para J, < 1 es el caso cuando no existe una capa limite.

El pardmetro ¢ = 5% en general es pequeflo a pesar de que la difusividad térmica del
vapor es mucho mayor que la del liquido; pero con el factor 1/J,2 y considerando que J, > 1,
se mantiene ¢ < 1. El significado ffsico de ¢ representa la razén de la longitud de penetracién
térmica del vapor a la del liquido. Cuando ¢ < 1 significa que el vapor se calienta més répido
que el lfquido y las variaciones de temperatura en el vapor se perciben instantdneamente como
se puede ver en los trabajos de Aziz (|28]) y en Nigmatullin et. al. ((24]). En el lado derecho de la
ec. (2.30) se puede ver que la combinacién de pardmetros af2P.e << afi? << 1, permitiendo
con esto despreciar los efectos viscosos en el vapor, comparados con los inerciales y con el
gradiente de presiones.

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores para § <« 1y a < 1 se puede escribir la

ec. (2.30) en primera aproximacién como

Opy
Ox

=0, (2.54)

que es equivalente a p,(z,T) = F(7). Por otro lado, en el lfmite af? « B <« 1, e balance de
cantidad de movimiento en la interfaz representado por la ec. (2.37) se reduce a la conocida
relacién Laplace-Young: py(z = a,7) — p(n = 0,7) = 2/(aL,), ya que términos de orden
Pr, eaff?, 52/ Ja? y Pr 62/ Ja® son realmente muy pequefios comparados con la unidad. Por
simplicidad, ain cuando en este trabajo puede generalizarse facilmente la retenecién de los
efectos de la tensién superficial, en el presente anélisis no se tomaron en cuenta. De esta manera

se tiene que

po(z,7) = pu(z = 0,7) = p(( = 0,7) = F(). (2.55)
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Para determinar la funcién F(7) es indispensable obtener informacién de la fase lquida. Sin
embargo se puede anticipar que F(7) = 1, pero se debe mencionar, que esta solucién para la
presién del vapor no satisface la condicién inicial. Es por esto que, existe una escala de tiempo
muy pequefia de orden, @32 para la cual los términos inerciales en el vapor dentro de la burbuja
son importantes (los términos viscosos correspondientes son ain mas pequenios que los inerciales
debido a que ¢ € 1 y Pr, es de orden unidad). Sin embargo esta escala caracterfstica de tiempo
es muy pequena comparada con la escala de tiempo caracterfstica térmica. Por esto la hipétesis
de uniformidad en la presién en el lado del vapor es una excelente aproximacién, este resultado
ha sido confirmado por diferentes autores. Con ayuda de la ec. (2.55) y combinando las ecs.
(2.29) and (2.31) junto con la condicién de frontera (2.40), se puede obtener la velocidad del
vapor en términos de F(7) y 6,, tal que:

(Bo/B — ) dF z

- Bpinliied X 2.
o (1 4+ aoF(7)] dr 3 +0() (2:56)
Lo anterior implica consecuencias en la fase liquida. Por ejemplo al integrar la ec. (2.32)

junto con la condicién de interfaz (2.36), se puede obtener el perfil de velocidades en el liquido:

Jaa? [da

- [ (vu(a, - da)] | (2.57)

u("?ﬂ') ar E;

De esta forma, para conocer u se necesita al menos el radio adimensional a. Al sustituir Ja ec.
(2.57) en (2.33) e integrdndola una vez, con sus correspondientes condiciones de frontera para

la velocidad y presién para la fase lfquida, se tiene la ecuacién de Rayleigh-Plesset para este

problema,
d?a 3 (da\® da\ da d da
2 e 2 _ _
g [adﬂ T3 (dT) +ob% [(””(G’T) d‘r) ar T <””(“’T) d‘r)
op da\?
_ _8Y | == - 2.58
5 (Uv(a»T) dT) p(n=0,7)—1, (2.58)

en donde se puede apreciar que en el lfmite de a8? « 8 « 1, los términos del lado izquierde
son despreciables. Entonces, p(n = 0,7) —1 = 0 y con ayuda de la ec. (2.55), se tiene que

pu(z,7) = p(n,7) = F(1) = 1, esto indica que existe un campo de presiones uniforme en el
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vapor interior asf como en la fase lfquida. Al llevar este resultado a la ec. (2.56), se obtiene
vy(Z, T) = vy(a, T) = 0. Por otro lado al integrar la ecuacién de continuidad (2.29) con v, =0y
con ayuda de la ecuacién de gas ideal (2.35), se tiene que la densidad del vapor y la temperatura
del vapor son uniformes y estdn dadas por p,(z,7) = p= (1 +ag) /(1 + By) ¥y bu(z,7) = b,(z =
a,7) = 1. Este ultimo resultado para la temperatura de vapor permite definir una condicién de
temperatura en la frontera para el lfquido. De la ec. (2.40), se obtiene que 8(n = 0,7) = 1. Esta
condicién de rontera se necesita para resolver la ecuacién de la energfa en el liquido y representa
un salto de temperatura uniforme en la interfaz y corresponde desde luego a la temperatura
de saturacién. Estos resultados validan la hipétesis del interior uniforme para las propiedades
de la burbuja de vapor. Con este resultado se sabe que, la influencia del vapor en el interior
de la burbuja en el proceso de transferencia de calor de la burbuja hacia el lfquido se refleja
Unicamente a través del pardmetro p afectando con esto la evolucién temporal del radio a, como

se demostrara en la siguiente seccién.

2.5. LIMITE TERMICO

Por los comentarios expresados en la secci6n anterior, la ec. de la energfa en el liquido (2.34)

se transforma en:

06  da 06 a? 1 0 2 89)
== |———(l—-ap)-1=—— +7)° =, 2.59
or  drdn [(a+ 17)2( 2 Jo2 (a+n)20n <(a ™ on (2:59)

y la ecuacién de balance de cantidad de movimiento en la interfaz (2.37)

& |

9
= = 2.60
P =P=1 (2.60)

donde el numero de Laplace L, = 0/Ry(Pso — Pup) ¥ le ecuacién de balance de energfa en la

interfaz (2.38) se reduce a:

96
on

= Japy (%) , (2.61)
n=0 '
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y para la densidad p, se utiliza la ecuacién de estado (2.35)

o, = 14 oopy
Y14 B8]

y las condiciones de frontera e inicial se pueden escribir como:
n="0; 6(0,7) =1, (2.62)

7 — 00; 8(00,7) =0,
7=0; 6(n,0)=0; a(0) =1,

y por consiguiente la temperatura depende de:

9= 9(7),7',‘”'; Jaaﬁsasa(])ﬁO)pu) (263)

y el radio

a=a(f,T) (2.64)

2.6. REESCALAMIENTO DEL PROBLEMA

La ec. (2.59) y la ec.(2.61) contienen productos del pardmetro J, en la derivada espacial de
mayor orden en el primer caso y en la derivada temporal en la segunda. Debido a que J, — o0,
e} problema es singular como se define en el libro de Bender y Orzag [30]. Esto ffsicamente
representa la existencia de una capa lfmite térmica, a través de la cual el calor se transmite de
la superficie de la burbuja al l{quido; permitiendo una variacién muy grande en la temperatura
en una regién muy delgada en el espacio. Si el problema se intenta resolver tal como estd
expresado en las ecs. (2.59) a (2.62), la solucién que se obtenga no serd vélida ya que nunca
se apreciarfa el efecto de dicha capa. La capa lfmite es la regién por donde se transmite el
calor al l{quido y en esta regién la temperatura varfa desde su valor de saturacién T hasta el

valor T, es aqui donde el perfil de temperaturas se forma y se puede apreciar la variacién de
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temperatura con la posicién. Fuera de esta capa lo unice que se puede ver de la temperatura
€s una variacién abrupta entre 75 y Too. Un ejemplo de escalamiento erréneo se presenta en el
trabajo de Okhosimskii (25}, donde se puede apreciar que las ecuaciones de la energia y de la
interfaz dependen del nimero de Jakob J,,. Las consecuencias de esto se ven en los resultados del
colapso del radio a con el tiempo, el colapso final se presenta como un colapso lento y asintético

con el eje del tiempo, en otras palabras el colapso final no es apreciable en sus gréficas.

Tabla 2-1 Valores experimentales de los pardmetros, para el agua como sustancia de trabzjo de las referencias

(16] )y ([20]) donde P, est4 en bar y T, esté en centigrados
AT A P o z 1/J, B

Po=4,T,=143 | 3K | 2,989 | 1,0760 | 0,0023 | 0,00729 | 0,3345 | 0,000026
15K | 2,84 | 1,502 | 0,0023 | 0,0453 | 0,0078 | 0,00047
20K | 17,123 | 1,7343 | 0,0023 | 0,0695 | 0,0584 | 0,000839
83K | 80 16 | 0,0023 | 2,95 |0,0125]| 0,01788

Po=2 T, =120 | 83K | 14,78 | 1,3281 | 0,00619 | 0,02349 | 0,0676 | 0,00057&
20K | 31,8 | 1,889 | 0,00619 | 0,0719 | 0,0314 | 0,003
30K | 47,6 | 2,642 | 0,00619 | 0,1508 | 0,0209 | 0,00689
36,6K | 58,18 | 13,357 | 0,00619 | 0,2363 | 0,0171 | 0,0102

Po=1,T,=99,6 | 297K | 89,53 | 2,981 | 0,00615 | 0,1641 | 0,0111 [ 0,03913

Tabla 2-2 Valores experimentales de los pardmetros, para el agua como sustancia de trabajo de la referencia

((22]) donde Py estd en kPa y T estd en centfgrados

AT Ja 0 o g 1/J, B

P =9798, T, =99 | 5K 15,1 | 1,1817 | 0,00602 | 0,00674 | 0,0662 | 0,00222
6,3K | 25,52 | 1,3309 | 0,00602 | 0,0204 | 0,039 | 0,00681
12,4K | 37,45 | 1,565 | 0,00602 | 0,0354 | 0,0267 | 0,0101
13K | 39,3 | 1,809 | 0,00602 | 0,0249 | 0,0254 | 0,0114
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Tabla 2-3 Valores experimentales de los pardmetros, para el R 113 como sustancia de trabajo de la referencia

(6]) donde P, estd en bar y Ty ests en centfgrados
AT Ja p o € 1/Ja B

Pw=05T,=273 |156K | 40,6 | 1,831 | 0,00238 | 0,177 | 0,0246 | 0,3356

P =005 T, =273°C | 12,8 | 17,51 | 1,529 | 0,0047 | 0,1258 | 0,057 | 0,0047
40 | 54,73 | 4,37 | 0,0047 | 1,1284 | 0,0182 | 0,33

Pyo=2T,=688 14,4 | 10,374 | 1,506 | 0,00942 | 0,147 | 0,0963 | 0,01234

En las tablas (2-1, 2, 3) se pueden apreciar aquellos casos en los que la hipétesis del modo
térmico es vilida, por ejemplo J, = 25,52 con un 8 = 0,00681, del trabajo de Florshuetz (22}
en el que se conserva el interior uniforme y el modo térmico de colapso es vélido. Estos casos
son los de burbujas formadas y colapsadas experimentalmente, es decir ejemplos de burbujas
reales que dan idea del valor de los pardmetros a los que puede sujetarse el fenémeno.

El reescalamiento se efectia con un cambio de variable en el espacio { ~ 1 tal que

_n
(=% (2.65)

donde ¢ = 1/Ja y representa un parémetro de perturbacién, tomando en cuenta que J, > 1
y m es un exponente que se debe obtener de las ecuaciones. Al sustituir el cambio de variable

(2.65) en la ecuacién (2.59), se obtiene que:

08 da 06 a? e 9 2 29_

5 e e o Y = gt [t e e

2—-2m

El lado derecho de la ec. (2.66) contiene al pardmetro € , bara que el término de con-

duccién se conserve, se debe cumplir que

2—2m =0 (2.67)
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por lo tanto m = 1. Por otro lado los términos que contienen al binomio (a + (5)2 nO permiten

ver la relacién directa del pardmetro € con los productos que lo contienen de forma independi-
2
a

1
(a+¢e)? ¥ Tarce)

ente, es por esto que los cocientes v deben linealizarse con ayuda de la expansién

1 _ . 2
tal que:
a? % 462C2 462C2
_—(a+(em)2 (1 . + - ) 1~ —a2 (1 - 2_24) + .. (2.69)
y
1 - oy [ _4eC
ar” (1 - 2¢¢ + 4€2¢?) [1 a2t ] (2.70)

Al despreciar los términos de orden €2, y sustituyendo las aproximaciones, (2.69) y (2.70)

en (2.66) se tiene:

52 o7 T adrac

a &

3% 00 2 dadb [ Ea] 2¢ 56 [ 3¢* da
1—-ap, =
2a dr

+ % 1-—=——(1- apu)] (2.71)

donde € = ap,J,, es un pardmetro que mide la relacién del calor sensible a la entalpfa de
vaporizacién multiplicado por el cociente de las densidades que tiene el vapor dentro de la
burbuja en el inicio y al final del proceso.

El lado derecho de la ec. (2.71) es de orden ¢ y por lo tanto es un efecto de orden superior,
los términos de orden en @p, ¥ a E, son términos que provienen del interior de la burbuja.
Ambos términos, tal como se justifica en [25) no son tomados en cuenta, sin embargo a pesar
de ser pequefios y suponer el interior uniforme existe un efecto de correccién debido al cambio

en la densidad en el interior, que ha sido mencionado en Florshuetz et. al.[22)].
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Por otro lado al corbinar la ec. (2.35) con (2.60), se tiene una expresién para la densidad,

que toma en cuenta los efectos de la tensidn superficial mediante el pardmetro L, :

_ 20
p”_p{1+aLa} (2.72)
donde p se define como:
P,.T.
=== 2.7
P= PyoT, (2.73)

Para los valores de las propiedades del lfquido el pardmetro L, ~ 104, y por lo mismo es posible
no tomarlo en cuenta para el problema. De esta manera el Wltimo término en la ec. (2.72) puede

despreciarse y la ec. (2.61) con la nueva variable puede reescribirse como:
ol da
= =p|—]. 2.74
8¢ ¢=0 P (dT> (274)

El problema de la singularidad expresado en la ec. (2.59) para J, 3> 1 queda eliminado en
(2.71), ya que la derivada de mayor orden permanece para cualquier valor de J,, mientras que
la ec. (2.61) el problema consistfa en que la ecuacién de frontera se perdfa dejando a la derivada
del radio ;‘% = 0, un resultado inconsistente para el problema, que se traduce en que la burbuja
nunca cambia de tamano.

Finalmente las condiciones de frontera e inicial se pueden escribir para la nueva variable

como:

{ — oo:. B(o0,7) =0 (2.75)
T = 0: 6(0)=0 a0)=1 (2.76)
( = 0: 6(0,7)=1
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Capitulo 3

SOLUCION NUMERICA

3.1. DIFERENCIAS FINITAS

Para resolver el sistema de ecs. (2.71)-(2.75) se propone una solucién por diferencias finitas,

basada en el método implicito de tercer nivel en el tiempo, descrito en Nogotov [32],
7‘9?_:-11 — 207+ 4 TG?_J’II =(1+9) (9?“ — 9:‘) -7 (9? — 9?‘1) (3.1)

donde 7 es un pardmetro geométrico que mide la apertura de los pasos temporal y espacial, &
es un pardmetro de estabilidad para el método, n, es el paso en el tiempo e ¢ es el paso en la
coordenada espacial.

Este método modela una ecuacién de tipo parabdlico, para una segunda derivada en el
espacio con una primera derivada en el tiempo de la variable dependiente, tal que:

&0 _ o0

el lado izquierdo de (3.1) representa la forma discretizada de la segunda derivada espacial y
el lado derecho la derivada temporal. Este método a diferencia de otros métodos implicitos
similares, como por ejemplo, el Crank-Nicholson o el Totalmente Implicito, agrega un paso en
el tiempo adicional en la variable es decir, un tiempo anterior al inicio del fenémenoen 9?—1.
Este tiempo fisicamente no tendrfa sentido ya que antes de comenzar el fenémeno no hay datos,

sin embargo lo que quiere decir y que en este trabajo se utiliza, es iniciar numéricamente el
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fenémeno en este tiempo n — 1. La razén por la que se usa un tiempo adicional es que la
variacién inicial de la temperatura 6 con el tiempo es muy grande. Este método estd pensado
para grandes variaciones de la variable dependiente con respecto al tiempo. De los trabajos
de Florshuetz et. al [22] y de Okhosimskii [25] se sabe que la temperatura en el inicio tiene
estas grandes variaciones, la soluciones analiticas y numeéricas de la temperatura presentada
en estos trabajos asf lo confirman. Afortunadamente el problema térmico tiene una solucién
analitica para el orden cero en la temperatura, esto es verificable en los trabajos de [22] y [25].
Para adaptar la ec. (3.1) a la ec. (2.71) se requiere definir la primera derivada espacial en la
temperatura asf{ como la derivada del radio de la burbuja é—“;. La primera derivada espacial se

puede escribir con una diferencia central cé6mo

o9 _ ont — ot

5 = (3.3)

Para la derivada temporal en el radio es necesario definirla con el esquema de la derivada

temporal utilizada para la temperatura

da (1+0) (a"+l — a") -5 (a” _ an—l)
dr At (3.4)

donde h es el intervalo espacial uniforme y At es el intervalo temporal también uniforme. El
ultimo problema es escribir la ec. (2.74) en diferencias finitas, en este caso la derivada espacial
de la temperatura [lado izq.de(2.74)], no se puede definir c6mo (3.3), ya que requiere de dos
datos adicionales para converger, la derivada espacial se define como una derivada de tercer

orden hacia adelante como se describe en Ferziger et, al. [33]

86 3 —07 + 607 — 307! — 207

8Cleo 6h
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El procedimiento consiste en, resolver la ec. (2.71), inicializandola con datos conocidos para

67 , 6771, a™*l, a™ y a""! se obtiene §71! y se sustituye en la ec. (2.74) para asi despejar

la nueva a1 que es diferente de la a™*! que se usé como dato; esta nueva a?}! se regresa

7+l nuevo sea numéricamente el

a la temperatura en un proceso iterativo hasta que el radio a
mismo que el anterior con una tolerancia preestablecida.

Al escribir la ec. (2.71) tomando en cuenta las ecs. (3.1), (3.3) y (3.4), se tiene que:

g ((eotemstome)

an

r —
—gr+l ot + (3.6)
zatt? €t
* [ o — et (1 — ap)J + Ate
+(1+6+2r)67" -
; [ (+8)(a*1=a")—5(a"—a""!
g+l T At ( ( "'2 ( )> * —
Vit ntl 3cih -
B ~ Tl —ap Ate]
= (1+25)67 — 67!
y para la ec. (2.74) tomando en cuenta (3.4) y (3.5), se tiene,
—9:‘:‘21 + 69:‘:‘11 3grtt — 207t} _ (1+0) (@™ —a") -5 (a" — a"}) (3.7)
6k P At ! '
donde los puntos de la malla estdn definidos como
¢(;=th, 1=1,2,3,.., (3.8)
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™=nAt, n=1,23,..., (3.9)
y r = At/h%. En las tltimas dos ecuaciones & es un factor de peso definido en [32] como:

1
12r’

F==-— (3.10)

N[

el problema tiene la desventaja que debe inicializarse con valores correspondientes en las vari-
ables para los tiempos n y n — 1, la ventaja es que el problema tiene solucién analftica para el
orden cero (¢°) de la ec. (2.71), de acuerdo con [22] y [25]. la siguiente seccién trata de como se

obtiene esta solucién.

3.2. SOLUCION POR SEMEJANZA DEL ORDEN CERO

Para inicializar el problema se requieren valores para el perfil de la temperatura y también
una distribucién para el radio. Esta informacién puede obtenerse para el caso de la temperatura,
de la solucién analitica del orden cero de la ec (2.71). Haciendo una expansién asintética para

la temperatura y otra para el radio en potencias de € tal que:

0 =%y + €by + ... (3.11)

a =€y +eay + ... (3.12)

al aplicar (3.11) y (3.12) en (2.71) y en (2.74) y separar los factores de € de las mismas potencias

se tiene:

8290 890 2( da 890
— 2 _ AT o 3.13
act  or oy ¢ 0 (3.13)

esta ecuacién junto con la condicién (2.74)
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06q _ dag
5 |.o =P (3.14)

y sujeta a las condiciones (2.75) se puede resolver aplicando un cambio de variable que colapse
el tiempo con el espacio para generar una ecuacién diferencial ordinaria homogénea integrable.

Las nuevas variables que incluyen al espacio y al tiempo a través de a son:

3
i=3ac? ; a=%, (3.15)

al aplicar la regla de la cadena en las derivadas de la temperatura en (3.13) con (3.15) y sabiendo

de la ec. (2.74) que

da 1 69‘
da 100 (3.16)
ar  p 0C|c=0
se tiene:
0% 09 06
— L == = 3.17
02 00 Ol|,_, (3.17)
donde las condiciones (2.75) se transforman en
4@ — o0; 8(co,7)=0 (3.18)
@ = 0;0(0,%)=1 (3.19)
o = 1; 6(i,1) =1 (3.20)

El problema (3.17) sujeto a (3.18) es un problema que acepta solucién por semejanza, ya

que la variable en infinito se hace cero y en cero se hace uno, para resolver esto se propone una
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variable de semejanza que cumpla con las condiciones (3.18), tal que

U
§= A=) (3.21)
y la ec, (3.17) en términos de la variable ¢ se transforma en:
d?6 dé dé
— — 2% — — =0 3.22
pre E |, & (3.22)
con las condiciones
§— o005 Bloo) =0y E=0; 6(0) =1, (3.23)

la ec. (3.22) es una ecuacién ordinaria homogénea que se puede integrar directamente bajo los
lfmites que imponen las condiciones (3.23) obteniéndose el perfil de temperaturas para el orden

Cero

i 3a2( .
#6-3)

6 = erfc ¢ = erfc (3.24)

Para obtener el radio a como funcién del tiempo 7 se sustituye (3.24) en (3.16) y al integrarla

bajo la condicién a(0) = 1 se tiene:
0 2 a?
T=3F (3‘ T3 1) (3.25)

que es la solucién que también obtuvo mediante otro procedimiento Florshuetz et. al. [22], pare
la evolucién del radio con el tiempo.

La ec. (3.6) describe un sistema tridiagonal, este se resuelve utilizando una subrutina para
matrices tridiagonales obtenida del IMSL, el programa fuente ingresa los valores en forma de
vectores para formar la matriz tridiagonal de acuerdo con la regla impuesta por (3.6). Los
valores 6ptimos de los pardmetros que se usaron para construir la malla numérica son para
h = 0,01414..... y para At = 0,0001 atendiendo a que un valor de convergencia recomendado

en Nogotov [32] y en Ferziger et. al. [33] es r = 0,5 donde r = At/h?. El tamafio de la malla
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es de 900 nodos y se requirieron en algunos casos iteraciones hasta de 60000 veces, segin la ec.
(3.10) el valor de & = 1/3.
La condicién de frontera (2.75) impone que la temperatura en la interfaz tenga el valor de

1, al discretizar la temperatura para 87 y escribirla cémo vector se tiene lo siguiente
6t =1,0,0,...

el programa toma estos valores y no converge, es por eso que se requieren valores para un
tiempo posterior, que en realidad con fines de convergencia se requirieron de dos, estos valores
son tomados de la discretizacién de la ec. (3.24) junto con la ec. (3.25). Estos valores son
progresivos de acuerdo con el mallado de las ecs. (3.8) y (3.9), para ambas ecuaciones se tiene
que:

671 = 1,0,317,0,0455, 0,0027, ..., 0 (3.26)
6" = 1,0,479,0,1573, 0,0338, 0,0046, ..., 0

y para el radio

a® ' =1,a%=0,9887, o™ = 0,9481 (3.27)

Por otro lado la tolerancia que se buscé mantener para el criterio de convergencia en las
iteraciones para el radio nuevo a3}, se expresa |af! — a" 1| = 1076

Para poder comparar la solucién del orden cero (3.13) con los trabajos previos de Florshuetz
[22] y Okhosimskii [25], se efectus la corrida numeérica de la ec. (3.13) junto con la ec. (2.74)
sujetas a las condiciones (2.75) y se obtuvo la solucién (3.25), como més adelante puede verse
en la fig. (4-1) del capitulo 4, esta comprobacién permitié trabajar la ec. (3.6) que es la esencia
del presente trabajo.

Los resultados se obtienen de un programa que se presenta en el apéndice, escrito en lenguaje

fortran 77 para UNIX y aparecen en el capitulo de resultados en las figs. (4-1) a la (4-36).
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Capitulo 4

RESULTADOS

En Ja fig. (4-1) se grafica la solucién analftica (3.25) con la solucién numérica del problema
(2.71)-(2.75) para los pardmetros « =& = 0 y p = 1, identificadas en la gréfica como la solucién
de Florschuetz y la numeérica cémo J, 3> 1. Se puede apreciar que ambas coinciden, lo que
sugiere que el r_nétodo numérico empleado es correcto. Las demsds gréficas son la soluciones
numéricas del problema descrito por(2.71)-(2.75), para los ndmeros de Jakob, 5, 10, 20, 50,
comparéndose estas con los mismos casos del problema descrito en Okhosimskii [25]. Para el
caso del numeérico y el analftico se puede apreciar que el radio @ nunca llega a colapsarse ya que
la ec. (3.25) para a = 0 produce una indeterminacién. Este resultado fisicamente representa
una burbuja que puede disipar energfa a lo largo del tiempo infinitamente.

Para los nimeros de Jakob finitos se puede ver que el colapso es més rdpido al utilizar
el modelo descrito por (2.71)-(2.75), que para los mismos casos de Okhosimskii [25], ésto se
debe a que el problema por él descrito, depende explicitamente de los mimeros de Jakob, J,
y haber efectuado un escalamiento incorrecto, ya que el problema por ser singular requiere un
tratamiento propio de las técnicas de la teorfa de la capa limite como se menciona en Bender et.
al. [30] . para J, > 1. En este problema existe una capa lfmite por donde el calor se transfiere y
la temperatura varfa de manera importante en una regién muy pequefia. Ignorar la capa lfmite
es equivalente a ignorar la ffsica fundamental del problema.

Al comparar las curvas del colapso en la fig. (4-1) para los mismos nimeros de Jakob J, con
los de [25], se observa que el arranque sigue la misma trayectoria y que la tendencia es la de

separarse al alcanzar aproximadamente la mitad del tamarfio original de la burbuja a ~ 0,5. Al
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1.0
0.8
Solucién de Florschuetz
0.8 B Ja=50
3 —— Ja=20
0.7 B ——Ja=10
| ——Ja= 3§
0.6 & ---+--- Ja= §, (ref. 27)
R - Ja=10, (ret. 27)
05 | W -3~ Ja=20, (ref. 27)
L X e Ja=50, (ref 27)
0.4
0.3
0.2
01 °
0.0 s
o 5

Figura 4-1: Evolucién del radio con el tiempo, ec. (3.25) y solucién numérica comparada para
Jo =5, 10, 20 y 50 con [25]
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Figura 4-2: Evolucién del radio con el tiempo de ref. [26]

correr el tiempo, las curvas se separan para colapsar por separado en un tiempo casi del doble
de una con respecto a la otra. Un punto importante es la forma del colapso, en nuestro caso el
colapso es abrupto y el radio cae con una pendiente muy grande da/d7T — oo, mientras en [25]
el colapso es suave. Al comparar con el trabajo experimental de Pakleza et. al. [26], quienes
midieron con una cdmara répida (4500 cuadros por segundo), se puede confirmar este efecto en
el momento del colapso en la fig. (4-2).

El efecto del colapso final no se habfa podido observar en los trabajos anteriormente citados
(19], [14], [22], etc. ya que este fenémeno ocurre en un tiempo tan corto que no se habfa podido
fotografiar, hasta el trabajo de Pakleza et. al. [26). Se puede ver de la ec. (2.71) que los términos
de orden ¢, son generados por la curvatura de la burbuja, en la fig (4-1) se puede apreciar que
al no tomarlos en cuenta se genera la solucién de Florshuetz et. al. [22] que es la misma para
Ja > 1. Para valores finitos del nimero de Jakob, estos efectos son los responsables de disminuir
el tiempo de colapso separando las curvas de la curva para J, > 1 y para nuestro caso, estos
términos de orden e son los responsables del colapso final abrupto.

La interpretacién fisica de lo anterior es que, para tiempos muy cortos y préximos al inicio
del fenémeno, el mecanismo de transferencia de calor dominante es la conduccién, la burbuja
conduce como una esfera en cuya periferia existe una capa lfmite delgada, el espesor de esta
capa es funcién del Jakob y mientras mayor sea éste méis delgada es la capa comparada con

el radio de la burbuja. De esta manera, la aproximacién plana de conduccién es vélida en el
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inicio, como se desarrolla en algunas soluciones anteriormente propuestas [11], [5] y [22]. Sin
embargo, al transcurrir el tiempo los efectos de conveccién y de curvatura son apreciables; ya
que al reducirse el radio a el efecto de curvatura se incrementa contindamente hasta el colapso
y el efecto convectivo, se incrementa debido a que la velocidad da/d7 también lo hace, llegando
a valores divergentes como ya se mencioné. En el colapso final el efecto de curvatura es més
dominante, ya que el espesor de la capa l(mite es comparable con el radio que la burbuja tiene
en ese momento, invalidando asf la hipé6tesis inicial de una capa.' limite delgada durante todo el
fendmeno. Por otra parte la forma en la que el colapso final se lleva a cabo tan abruptamente y
la variacién del radio da/dT — 00 hace pensar que los efectos dominantes para esta situacién son
los inerciales y no son los de transferencia de calor como ocurrié durante casi todo el fenémeno.
Lo anterior ha sido ilustrado con los resultados de Mayinger et. al. {19], [20] y [21). En estos
trabajos entre otras cosas se define hasta donde es vélido el lfmite térmico y para Ja > 80 los
efectos inerciales son claramente dominantes.

Las figs., (4-3), (4-4), (4-5) y (4-6) corresponden a los perfiles de temperatura para los
nimeros de Jakob 5, 10, 20 y 50, respectivamente y en ellas se puede apreciar el espesor de
la capa limite entre los valores miximo y mfnimo de la temperatura adimensional 8 como
funcién de la posicién { para varios tiempos. Por ejemplo, para Ja = 5, se puede apreciar que
la temperatura avanza en la poscién hasta el tiempo 7 ~ 0,3, para valores de 7 > 0,3, la
temperatura en las posiciones m4s alejadas comienza a decrecer, hasta alcanzar practicamente
el perfil inicial. Esto es asf porque al reducir la burbuja su tamaifo, disminuye el 4rea de
transferencia, perdiendo capacidad para disipar calor al lfquido y en algin momento la energfa
contenida en la burbuja también debe terminarse. Esto es importante ya que lo anterior no estd
reportado en la literatura especializada, por ejemplo en [25] los perfiles ahf presentados siempre
son crecientes, lo cual es un resultado inconsistente ya que la energfa térmica durante el proceso
transitorio debe disminuir. Las figs. (4-4), (4-5) y (4-6) a primera vista muestran un incremento
de la capa limite con el nimero de Jakob que es el pardmetro que identifica el espesor de la
capa lfmite térmica en la escala de(, sin embargo, ffsicamente ocurre lo contrario, ya que en la
escala original ), el espesor de la capa disminuye con el Jakob Ja.

Las graficas anteriores muestran el comportamiento del radio y la temperatura para valores

de los pardmetros @ = € = 0y p = 1, esto con el fin de probar el modelo con las teorfas
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Figura 4-3: Temperatura contra posicién, Ja=5
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anteriormente planteadas en la literatura [22] y (25). Para probar el modelo completo y detallar
los efectos que producen en la evolucién del radio y en el perfil de temperaturas los pardmetros
ay p, se efectian las corridas numéricas del modelo descrito por (2.71)-(2.75).

Los pardmetros o y p no son independientes del J,, esto es debido a que el Jakob y los otros
dos pardmetros dependen de la temperatura de saturacién 75 y no es posible asignar valores
arbitrarios a ninguno de ellos. Algunos valores representativos de dichos pardmetros obtenidos
de la literatura especializada se pueden apreciar en la Tabla 4-1 y ia Tabla 4-2. En la Tabla 4-1y
en las tres primeras columnas de la Tabla 4-2 se tienen los datos extrapolados de las referencias
[20] y (22] para el caso del agua; y en las tres dltimas columnas de Tabla 4-2 se tienen los
datos extrapolados para el caso del Refrigerante 113, también de la referencia [20]. Las fig. 8
corresponde a la evolucién del radio para un valor fijo de a variando J, y su correspondiente p.
A cada figura de la evolucién del radio a contra el tiempo 7 le corresponde una distribucién de
temperatura en el tiempo y espacio y que aquf vienen graficadas con las figs. (4-7), (4-8), (4-9),
(4-10), (4-11) y (4-12).

Tabla 4-1 Valores de los pardmetros utilizados en el modelo descrito por (2.71)-(2.75), extrapolados para el caso

del agua de las referencias [20] y [22].

a=0000602 | J,=10 | p=1,162 | & =0,000619 | J, =10 | p=1,2177
Jo=15| p=1,1804 J.=15| p=1,3452
Jo=20 | p=1,2480 Jo =20 | p=1,4829
Jo=25| p=1,3226 J.=25| p=1,6877
J,=30| p=14 Ja=130| p=1,8198
Jo =40 | p=1,5761 J, =40 | p= 22515

Tabla 4-1 Valores de los pardmetros utilizados en el modelo descrito por (2.71)-(2.75), extrapolados en las tres
primeras columnas para el caso del agua de las referencias [20] y [22] y las tres ltimas para el caso del R113 de

la referencia [20].

«=0,0023 | J,=10| p=1,39 | @=0,00238 | J,=10 | p=1,24
J.=15| p=15 J.=15| p=1,388
J.=20 | p=1,948 J.=20 | p=1,555
Jo=25| p=2788 Ja=25| p=1,763
Jo =40 | p=4,086 Jo=40| p=197
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Figura 4-7: Evolucién del radio con el tiempo para el agua con & = 0,000602

En la fig. (4-7) se puede apreciar que al aumentar el Jakob el tiempo de colapso se incrementa
comparado con el obtenido en la fig. (4-1).

En la fig. (4-8) se puede apreciar la evolucién de la temperatura en el tiempo y lo primero
que se observa es que el espesor de la capa lfmite aumenta con el Jakob, por ejemplo; para
Jo = 10 en la escala de ( se tiene un espesor aproximado de { ~ 2,6, mientras que para J, = 40
el espesor { ~ 5. Cuando la capa lfmite alcanza un valor méximo, entonces, la parte més alejada
de la capa lfmite comienza a regresar hacia el valor inicial y en algunos casos hasta llegar a
exhibir el perfil inicial. Este regreso de la temperatura comienza cuando la burbuja ha adquirido
menos de la tercera parte de su t;amaﬁo inicial aproximadamente a ~ 0,3. La explicacién ffsica
es que la burbuja al contraerse ha disipado suficiente energfa térmica, lo cual impide seguir
calentando el lfquido. Ademds al contraerse la burbuja, disminuye su 4rea de transferencia, por

lo tanto le es més dificil disipar energfa térmica. En las dem4s figuras se puede apreciar el mismo
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Figura 4-9: Temperatura contra posicién con Ja=15, a = 0,000602
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Figura 4-14: Evolucién del radio con el tiempo para & = 0,000619

comportamiento, aunque conforme aumenta el Jakob, aumenta el tiempo de colapso y permite
graficar mayor cantidad de temperaturas, como las que se aprecian en las figs. (4-9), (4-10),

(4-11), (4-12) y (4-13).

En la figura (4-14) se grafica para un « = 0,000619, y se observa que el tiempo de colapso
crece con ambos pardmetros pero con p crece aiin mds y para el valor de Jakob 40 no se alcanza
a ver el colapso. Las figs. (4-15), (4-16), (4-17), (4-18), (4-19) y (4-20), son las temperaturas
contra la posicién donde se pueden ver las mismas tendencias al colapsarse que en las graficas
anteriores, pero con un ligero crecimiento en la capa lfmite.

La fig. (4-21) es la evolucién del radio a contra el tiempo 7 para o = 0,0023, para los J, =
10, 15, 20, 30 y 40 con sus respectivas p para el agua. El nimero de Jakob, para valores mayores
de 25, el programa no puede registrar el colapso, demostréndose asf que al aumentar tanto «

como p el tiempo de colapso se incrementa, siendo ambos pardmetros amortiguantes del colapso.
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Figura 4-18: Temperatura contra posicién con Ja=25 y o = 0,000619
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Figura 4-19: Temperatura contra posicién con Ja=30 y o = 0,000619
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Figura 4-21: Evolucién del radio con el tiempo con a = 0,0023
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Figura 4-22: Temperatura contra posicién con Ja=10, o = 0,0023
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Figura 4-23: Temperartura contra posicién con Ja=15, o = 0,0023
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Figura 4-24: Temperatura contra posicién con Ja=20, o = 0,0023
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Figura 4-25: Temperatura contra posicién con Ja=40, a =0.0023
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Figura 4-26: Evolucién del radio con el tiempo para el refrigetante 113, con a = 0,00238

En las figs. (4-22), (4-23), (4-24) y (4-25) se grafican las temperaturas correspondientes para
los radios de la fig. (4-21), y como se puede apreciar al incrementarse J, (en la escala de ), o
y p, se incrementa el espesor de la capa limite, debido a que el efecto de amortigilamiento de
los pardmetros o y p permite que la burbuje desprenda m4s energia térmica, aumentando con

ello el espesor de la capa lfmite.

La fig. (4-26) es la evolucién del radio con el tiempo para el refrigerante 113, para a =
0,00238, con J, = 10, 15, 20, 25 y 30, con sus correspondientes p, este caso, el tiempo de
colapso es menor a pesar de tener « similares que para el caso de la fig. (4-21). El parémetro
que en este caso retrasa el colapso es p y sus correspondientes perfiles de temperatura se grafican
en las figs. (4-27), (4-28), (4-29), (4-30) y (4-31).

Para comprobar el efecto de los pardmetros, las figs.(4-32), (4-33), (4-34), (4-35) y (4-36)
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Figura 4-27: Temperatura contra posicién con Ja=10, a = 0,00238
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Figura 4-28: Temperatura contra posicién con Ja=15, o = 0,00238
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Figura 4-29: Temperatura contra posicién con Ja=20, oo = 0,00238
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Figura 4-30: Temperatura contra posicién con Ja=25, a = 0,00238
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se grafican para el mismo Jakob, distintos valores de « y sus respectivos p. En la fig. (4-34), se
agrega la curva para J, = 20, con a =0 y p = 1, tomada de la fig. (4-1), en donde claramente
se ve que los pardmetros o y p retrasan el colapso, y no tomarlos en cuenta, puede llevar a un
error muy importante, ya que se aprecia un adelanto en el colapso respecto de su mds cercana
hasta del 40 %.

En todas las figuras se observa que al incrementarse el Jakob, el tiempo para que se colapse
la burbuja también aumenta. Al incrementarse el pardmetro «, el tiempo para que la burbuja
se colapse también aumenta y de igual forma al incrementarse el pardmetro p, el tiempo para
que la burbuja se colapse también aumenta. Sin embargo, se pensaba inicialmente que p era
un pardmetro de menor relevancia y como puede verse ahora, es de mayor influencia en el
fenémeno, sobre todo al final del colapso, por encima del pardmetro ¢ Esto se puede comprobar
al examinar las figs. de la (4-32) a la (4-36), para valores de « similares a = 0,000602 y
a = 0,000619, por ejemplo, en el tiempo de colapso final se observa una diferencia del 20 %,
en cambio para & = 0,000619 y o = 0,0023, se tiene en un caso p = 1,217 en el primer caso y
p = 1,39 en el segundo, no solo el tiempo de colapso final, sino toda la evolucién del radio a

con el tiempo es casi idéntica, siendo el pardmetro dominante p.
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Capitulo 5

CONCLUSIONES

En el presente trabajo el problema del colapso de una burbuja de vapor ha sido estudiado
ampliamente con un nimero importante de variantes; concretamente en este andlisis se es-
clarecieron los limites de validez del colapso de la burbuja por efectos térmicos. La motivacién
principal es por un lado que al revisar la literatura experimental, como los trabajos de Mayinger
et. al. [19], [20], etc. Pakleza et. al. [26], entre otros, se menciona siempre la falta de modelos
tedricos con los cuales comparar dichos experimentos. La otra linea de trabajos tedricos tales
como los de Florshuetz et. al. [22], Nigmatullin et. al. [2] y Okhosimskii [25] entre otros, no
justifican plenamente el estudio del fenémeno con un interior uniforme, ignoran la presencia
de la capa limite alrededor de la burbuja, despreciando asf los efectos ffsicos relevantes para el
fenémeno. La falta de trabajos teéricos m4s recientes es una motivacién adicional no sélo para
el presente trabajo sino para continuar el estudio de mejores modelos. Del lado experimental
se contindan produciendo trabajos como el caso de [26] y en el caso de Peng et. al. [34]. Una
linea de investigacién en ingenieria es en la formacién de hidratos tal como se menciona en
Gumerov y Chahine [35], otra es la relacionada con la micro biologfa como se describe en [34]
y en el mismo trabajo con aplicaciones en los inyectores de tinta en las nuevas impresoras tal
como se aprecia en Aden et. al. [36] y finalmente los experimentos de burbujas en corrientes
con obstruccién como se menciona en Gaston et. al. [37]. Estos tres ejemplos demuestran que
existe un interés en seguir desarrollando el estudio del colapso con mejores técnicas y ademds
es un tema vigente.

Las conclusiones se dividen en dos partes, las conclusiones referentes a la modelacién y las
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conclusiones referentes a los resultados.

Conclusiones de la modelacién La formulacién original toma el problema completo
del vapor con el liquido y por medio del anilisis por érdenes de magnitud se obtuvieron los
pardmetros relevantes del problema, siendo en primer lugar 8 y J, los pardémetros dominantes.
Por como est4 formulado el problema el pardmetro 3 es el cociente del tiempo en el que ocurre
el fenémeno inercial dividido por el tiempo en el que ocurre el fenémeno térmico, como en los
casos reportados en la literatura en [22], Plesset y Prosperetti [7] y en Nigmatullin et. al. [2].

El valor del pardmetro 8 < 1 representa que el tiempo de colapso inercial es muy pequeio
comparado con el tiempo para el colapso por efectos térmicos, los valores citados en las tablas
(2-1) a (2-3) muestran una variedad de casos reales en los que esto se cumple.

El ndimero de Jakob, J,, desde los primeros trabajos como el de Plesset y Zwick [12],
discrimina c6mo se va a transferir el calor. Si J, > 1 existe una capa lfmite delgada cuyo
espesor es funcién del J,, mientras este se incrementa el espesor de la capa disminuye. Sin
embargo en la variable reescalada ( el incremento del J, incrementa la penetracién de calor.

| Esto se puede ver en las figuras que contienen al perfil de temperaturas por ejemplo (4-30) a
(4-32).

Una limitacién de los trabajos anteriores como el de Okhosimskii [25] es que no se sabe
el valor méximo que puede alcanzar el nimero de Jakob J, para el que el modelo es vilido.
Por ejemplo en la ec. (2.42), se puede apreciar que 3 es funcién del J2, por lo tanto un valor
excesivo J, — 0o como se propone en [25], invalida la hip6tesis de que 8 < 1 y ademds como se
menciona en [19], para J, > 80, el colapso vuelve a a ser dominado por la inercia y deja de ser
el fenémeno térmico, todo esto también se puede ver en las tablas (2-1) a (2-3) para los tltimos
valores de S.

El pardmetro a, que es el cociente de densidades del vapor al liquido, siempre cumple con
a < 1; este pardmetro a pesar de ser secundario aparece en el producto af? y por légica
siempre cumple con o3? < 1, este producto aparece multiplicando a los términos inerciales en
la ecuacién de cantidad de movimiento en el vapor (2.30) y en este caso garantiza que la presién
en el interior de la burbuja es uniforme para el fenémeno térmico. Adicionalmente para el caso

del fenémeno inercial cuando 8 ~ 1 el producto 3% < 1 se mantiene, por lo tanto el fenémeno
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inercial también cumple con el interior uniforme.

Al integrar la ec. (2.54) con la condicién (2.55), se tiene que p,(z,7) = p(n,T) = F(1) = 1,
con este resultado en la ec (2.56) se tiene que v, = 0 lo que indica que, todos los cambios en la
temperatura, presién y velocidad en el vapor del interior de la burbuja son despreciables. Por
lo tanto se puede considerar que el intzrior de la burbuja cumple con la hip6tesis del interior
uniforme. Esto permite plantear el problema tinicamente para el liquido.

Para el lfmite de J, >> 1 el problema es singular para la temperatura en la posicién, ya que
mateméticamente se pierde la derivada de mayor orden, quedando una condicién de frontera
sin cumplirse, como puede verse en la ec. (2.59). Fisicamente se tiene la presencia de una capa
limite, es decir la variacién de la temperatura ocurre en una regién muy pequena. Es por esto
que el problema tuvo que ser reescalado en la variable espacial n con una nueva (¢ = nJ,.

El pardmetro p mide la variacién puntual de la densidad en el interior de la burbuja desde el
inicio hasta el final del colapso. A pesar de ser un pardmetro secundario respecto de los demds,
demostré ser de relevancia al momento del colapso ya que es un factor de amortiguamiento del
colapso retrasando este como se puede ver en las figs. de la 4-32 a la 4-36. Este factor puede
alcanzar nimeros mucho mayores de la unidad, y en algunos casos puede carecer de sentido
fisico. Este es un punto importante para ser desarrollado en trabajos posteriores.

La forma en la que estd planteado el problema térmico, todos los efectos inerciales son

despreciados, al ver los resultados, por ejemplo las figs. (4-1), (4-7), etc., el inicio es una cafda

da
dr

abrupta lo que sugiere que en algtin momento & — oo, este comportamiento si existe lo hace
en un lapso de tiempo muy corto. Este comportamiento sugiere que los efectos ineiciales en
este breve lapso de tiempo tienen mayor importancia que los térmicos, la presente modelacién
no permite examinar este comportamiento. Este es otro punto importante que requiere mayor
atencién para trabajos posteriores.
Haciendo referencia al punto anterior, al examinar las figs. (4-1), (4-7), etc., durante el
colapso final ocurre un fenémeno similar al inicial g% — 00, los efectos inerciales son dominantes
" durante un breve periodo de tiempo sobre los térmicos, sin embargo con la presente formulacién
no es posible distinguir estos efectos con detalle. La explicacién fisica que se tiene, es que
cuando la burbuja alcanza un didmetro muy pequefio las fuerzas inerciales que equilibraban a

la burbuja no la pueden sostener m4s provocando con esto que el colapso se acelere. Estudios

69



que esclarezcan lo que ocurre en estos instantes, requieren una reformulacién del problema. Al
examinar las ecs. (2.38) y (2.58) se puede pensar que de la ecuacién de la energfa en la frontera
los términos inerciales sean importantes cuando % — 00 y en consecuencia la ecuacién de

Rayleigh también influya en el colapso.

Conclusiones de los resultados En la fig (4-1) se encuentra graficada la evolucién del
radio con el tiempo para varios J,. Con los valores particulares de @« = 0 y p = 1, la tendencia
es que al crecer el J, el tiempo de colapso se incrementa, siendo el Ifmite superior la solucién
analftica de Florshuetz et. al. [22], expresada por la ec. (3.25); esta ecuacién sirvié para probar
y calibrar el método numeérico al resolver el problema de orden cero expresado por la ec. (3.13).

En la fig (4-1), también se comparan los resultados numéricos para vé.rios Ja, con los re-
sultados de Okhosimskii [25]; la forma de las curvas es similar desde a = 1, hasta a ~ 0,5. En
el presente trabajo el colapso tiende a adelantarse con respecto al de Okhosimskii [25], esto se
debe a que Okhosimskii [25] no escala las ecuaciones apropiadamente, perdiendo de vista que
existe una capa lfmite. Al comparar el comportamiento de la fig. (4-1) con el de la fig. (2-1),
que es del trabajo experimental de Pakleza et. al [26], se puede ver que son similares, pero sobre
todo en el colapso final. Este instante del colapso final no se habfa podido fotografiar hasta este
trabajo [26], siendo en este caso el colapso final notablemente diferente del de [25]. Al examinar
la ec. (2.71), se puede ver que el término del lado derecho es el primer orden en Jakob Jg,
este término incluye los efectos de curvatura, al no tomarlos en cuenta en el orden cero, esta
es Unicamente una ecuacién de difusién para una superficie plana, que al inicio del fenémeno
son muy importantes, pero al correr del tiempo los términos de primer orden comienzan a ser
importantes e incluso al llegar al colapso final superan en importancia a los del orden cero.

Fisicamente al inicio, la burbuja tiene un radio R que es muchas veces mayor que eliespesor
de la capa limite §7, por lo tanto, al comparar el espesor con el radio se asemeja a un espesor
plano, entonces se puede despreciar la curvatura. Por otro lado, al disminuir el radio cerca del
colapso ocurre que R ~ dp, entonces los efectos de esferoicidad anteriormente despreciados y
expresados por el primer orden de J, en (2.71) son los dominantes. Ademas el radio al disminuir
en tamaro, permite que las fuerzas inerciales vuelvan a ser importantes acelerando el colapso.

En las figs (4-1), (4-7), (4-14), (4-21) y (4-26) se describe cémo para un J, mayor, el tiempo
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de colapso también es mayor. El inicio del colapso es abrupto para luego estabilizarse por un
tiempo y al final del colapso.el radio vuelve a caer abruptamente. En las figs. (4-7), (4-14),
(4-21) y (4-26) se aprecia un incremento en el tiempo de colapso al incrementarse « y p.

Las figs. (4-32) a (4-36), muestran la evolucién del radio con el tiempo para el mismo nimero
de Jakob J,, para diferentes valores de o y p. Al comparar la influencia de cada unorsobre el
fenémeno se aprecia que para valores semejantes de a y diferentes de p el tiempo de colapso
se incrementa de forma mds notoria al incrementar p que al incrementar ¢, volviendo o un
pardmetro secundario frente a p, en el colapso térmico. Sin embargo el pardmetro o es més
influyente que el A para sostener la hipétesis del interior uniforme.

* Para el colapso final, el tamafio de la malla propuesto no permite detallar el comportamiento
en los Ultimos instantes de vida de la burbuja; es decir, los argumentos fisicos que sugieren que el
colapso en ese instante es controlado por la inercia no son apreciables con el esquema propuesto.
Sin embargo al reducir el tamafio de la malla en dos érdenes, ain no se puede apreciar este
fenémeno, debido a lo abrupto del colapso. Esto s6lo puede lograrse con un nuevo reescalamiento
del problema previamente escalado para una nueva escala de tiempo que incluya el colapso final.
Se puede sugerir un esquema de escalas multiples como una lfnea para trabajos futuros, ya que
existen visiblemente tres escalas, la inicial, la intermedia y la del colapso final.

Los perfiles de temperatura graficados en las figs. (4-3) a (4-6), (4-8) a (4-13), (4-15) a
(4-20), (4-22) a (4-25) y (4-27) a (4-31), muestran la tendencia de crecer con el J,. Sin embargo
al compararlos con los de las figs. (4-3) a (4-6), son més delgados para el mismo J,.

La explicacién de esto es que la influencia de los pardmetros o y p en la ec. (2.71) ocurre
principalmente en los términos de conveccién, estos aceleran draméticamente la transferencia
de calor por conveccién permitiendo transferir méds energfa, razén por la cual los perfiles de
temperatura en las figs. (4-13), (4-15) a (4-20), (4-22) a (4-25) y (4-27) a (4-31), son més
delgados que en (4-3) a (4-6) para los mismos J,. Esto trae como consecuencia que la capa lfmite
se sature de energfa en un tiempo menor que en el caso de las figs. (4-3) a (4-6), provocando
con esto que el calor se transfiera al liquido en un tiempo més largo, permitiendo que el radio
de la burbuja se estabilice durante un tiempo més prolongado, alargando el tiempo de colapso
atin més.

Los trabajos a futuro deben centrarse en estudiar las escalas de tiempo que gobiernan los
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tres aspectos del colapso, el inicio, la estabililizacién intermedia y el colapso final. Para el inicio
se necesita una descripcién exacta de los fenémenos inercial y térmico acoplados, para la etapa
intermedia, el modelo tiene una muy buena descripcién y para el colapso final, ademds de
acoplar los fenémenos, se deben retener los términos cinéticos de la ecuacién de la energfa en
la frontera (2.38). Estas afirmaciones a priori, s6lamente se pueden confirmar con la solucién
analitica del problema térmico, que serfa otro trabajo a considerarse. Para determinar el papel
definitivo que juegan los pardmetros a y p, se requiere una mejor descripcién del problema del

vapor en el interior de la burbuja.
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Apéndice

Programa para calcular el tiempo de colapso de una burbuja



100

106

120

200
c

WRITE (4,100) CAR(1), (I*H, I=0,N,25)
FORMAT (1X,A3,45F8.5)

WRITE (5,106) CAR(2), CAR(3)
FORMAT (1X,A10,A10)

WRITE (3,120) CAR(2), CAR(4)
FORMAT (1X,A8,A10)

PRINT*, "T"

WRITE (*,200)T, ((U(L]),I=1,1),J=0,N,25)
FORMAT (F7.4, 45F7.4)

WRITE (4,107) CAR(2)

¢ 107 FORMAT ("' ,1X,A7)

WRITE (4,108) T, ((U(L,J),I=1,1),J=0,N,25)

108 FORMAT (F7.4,45F8.5)

WRITE (5,109) T, RAD(1)

109 FORMAT (2F10.6)

c
¢ 121

ISR

ISR

ISR

WRITE (3,121) T, DT(1)
FORMAT  (2F12.7)
DO 11 1=1,29900

T=T+K

DO 19 Q=1,M-1

DO L=2,N

A(L)=-(R-L*((1+SIG)*(AAA(LQ)-AAA(I-1,Q))-SIG*(AAA(I-1,Q)-

AAA(I-2,Q))*(1-1.5*EP*L*H/AAA(LQ))/AAA(LQ)-EP*K/(H*
AAA(LQ))

END DO

DO L=IN

B(L)=1.0+SIG+2*R

END DO

DO L=I,N-1

C(L)=-(R+L*((1+SIG)*(AAA(LQ)-AAA(I-1,Q))-SIG*(AAA(I-1,Q)-

AAA(I-2,Q))*(1-1.5%EP*L*H/AAA(LQ))/AAA(LQ)+EP*K/(H*
AAA(LQ)))

END DO

G(1)=(2*SIG+1)*U(L,1)-SIG*U(I-1,1 +U(I-1,0)*

(R-(1+SIG)*(AAA(L,Q)-AAA(I-1,Q))-SIG*(AAA(I-1,Q)-

AAA(I-2,Q))*(1-1.5*EP*L*H/AAA(LQ))/AAA(LQ)-EP*K/(H*

AAA(LQ))

DO L=2,N-1
G(L)=(2*SIG+1)*U(L,L)-SIG*U(I-1,L)
END DO
G(N)=(2*SIG+1)*U(I,N)-SIG*U(I-1,N)

CALL TRIDIAG (A, B, C, UX, G, N)

U(I+1,0=1.0000001

DO J=1,N

UI+1,7)=UX(J)

END DO

RAD(I+1)= RAD(I)+SIG2*(RAD(I)-RAD(I-1))/(1+SIG2)+

& (K*R)**0.5*(-U(I+1,3)+6*U(I+1,2)-3*U(I+1,1)-2.0000002)/



PROGRAM JAKOB
INTEGER*41,J,L,N, M, S
PARAMETER (N=900,M=30, $=30000)
REAL*8 A(2:N), B(N), C(1:N-1),U(0:N,0:S), GIN), UX(N)
REAL*8 RAD(-1:S), AAA(-1:S,M), compar(M), DT(1:S)
REAL*8 H, K, R, T, SIG, SI1, SIG2, EP
CHARACTER*7 CAR(4)
CAR(1)=X="
CAR(Q2)=TAU'
CAR(3)=RADIO'
CAR(4)=DERIV'
OPEN(4,FILE="TEMPERJ25.DAT")
OPEN(5,FILE='RADIOJ25 DAT")
OPEN(3,FILE='DTEMPE25.DAT")
- K=0.0001
H=0.01414122
R=0.5
SIG=0.5-1.0/(12*R)
S1G2=0.77
EP=1.0/25
T=0.0
U(0,0)=1.0000001
U(0,1)=0.3173106
U(0,2)=0.0455003
U(0,3)=0.0026998
U(0,4)=0.0000633
U(0,5)=0.0000006
DO J=6,N
U(0,))=0.0
END DO
T=T+K
U(1,0)=1.0000001
U(1,1)=0.4795002
U(1,2)=0.1572992
U(1,3)=0.0338948
U(1,4)=0.0046777
U(1,5)=0.000407
U(1,6)=0.0000221
U(1,7)=0.0000007
DO J=8,N
U(1,9)=0.0
END DO
DT(1)=(-U(1,3)+6*U(1,2)-3*U(1,1)-2*U(1,0))/(6*H)
RAD(-1)=1.0000001
RAD(0)=0.9887587
RAD(1)=0.9841274
AAA(-1,1)=RAD(-1)
AAA(0,1)=RAD(0)
AAA(1,1)=RAD(1)
PRINT "(A7, 10F7.4)", CAR(1), (I*H, I=0,N)



&

(6*(1+S1G2))
DT()=(-U(I+1,3)+6*U(1+1,2)-3*U(I+1,1)-2.0000)/(6*H)
AAA(I-1,Q+1)=RAD(I)

AAA(I-2,Q+1)=RAD(I-1)

AAA(LQ+1)=RAD(I+1)

¢ compar(Q)=ABS(RAD(I+1)-AAA(L,Q))

c

19

201

101

102

c 122
11

50

52

IF (compar(Q).LT.0.00001) GOTO 19
AAA(I+1,1)=RAD(I+1)
CONTINUE

WRITE (*,201) T, (U(LJ),J=0,N,25)
FORMAT (F7.5,45F7.4)

WRITE (4,101) T, (U(LJ),J=0,N,25)
FORMAT (F7.4,45F8.5)
WRITE(5,102) T, RAD(I)
FORMAT (2F10.6)

WRITE (3,122) T, DT(1)
FORMAT  (2F12.7)
CONTINUE

END

SUBROUTINE TRIDIAG(AA,BB,CC,UU,RR,N)
INTEGER N, NMAX
REAL*8 AA(2:N), BB(N), CC(1:N-1), RR(N), UU(N)
PARAMETER (NMAX=3000)
INTEGER J
REAL BET, GAM(NMAX)
IF (BB(1).EQ.0.)PAUSE ‘TRIDIAG: REWRITE EQUATIONS'
BET=BB(1)
UU(1)=RR(1)/BET
DO 50 J=2,N
GAM(J)=CC(J-1)/BET
BET=BB(J)-AA(J)*GAM())
IF(BET.EQ.0.)PAUSE 'TRIDIAG FAILED'
UUQ)=RR(J)-AA(J)*UU{J-1))/BET
CONTINUE
DO 52 J=N-1,1,-1
UU()=UUQJ)-GAM{J+1)*UU(J+1)
CONTINUE

RETURN

END
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