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4 ÍNDICE GENERAL 

0.1. Introducción 

Una de las principales tareas de la topología es la solución del problema del 
homeomorfismo. Es decir, el problema de decidir cuándo dos objetos matemáti
cos son iguales desde el punto de vista de las transformaciones continuas. Este 
problema altamente difícil antecede a la topología propiamente dicha, pero es al 
mismo tiempo un poderoso motor para su desarrollo. Con el propósito de obtener 
una herramienta para la solución de este problema surgió la topología algebraica. 
Hablando con vaguedad, la topología algebraica estudia la relación entre las pro
piedades topológicas de un espacio y las propiedades algebraicas de determinadas 
construcciones asociadas a él, sus invariantes. Un invariante es un determinado 
objeto matemático (un conjunto, grupo, un anillo o módulo) que se asocia a un 
espacio, de tal manera que a espacios iguales desde el punto de vista de la topolo
gía se asignan invariantes isomorfos desde el punto de vista de su correspondiente 
teoría (conjuntos de la misma cardinalidad, grupos, anillos o módulos isomorfos). 

Uno de los primeros invariantes que surgió en la topología algebraica es el 
grupo fundamental, introducido por Poincaré. Se construye a partir de las pro
piedades de deformación de trayectorias basadas en un punto. La utilidad más 
celebrada de esta construcción puede verse en el teorema de clasificación para 
variedades compactas y conexas de dimensión 2, donde dicho invariante consti
tuye el rasgo distintivo para la caracterización. Una generalización natural del 
grupo fundamental son los grupos de homotopía. Son construidos a partir de las 
clases de homotopía de aplicaciones con dominios distinguidos -esferas de cierta 
dimensión- y con imagen en el espacio considerado. Desde el punto de vista teórico 
constituyen una construccción de importancia capital en la topología algebraica. 

Otra gran idea en las matemáticas ha sido la de acción de grupo. Estrecha
mente vinculadas a la regularidad y la simetría, las acciones de grupos ponen de 
manifiesto muy pronto la relación que existe entre las propiedades algebraicas de 
un grupo y las propiedades topológicas de los espacios donde actúa. Es en este 
trance entre las propiedades topológicas de los espacios y las propiedades alge
braicas de sus invariantes y los grupos que actúan en ellos que surge la topología 
algebraica equivariante. Dentro de ella, la teoría de homotopía equivariante trata 
de estudiar la relación entre invariantes homotópicos y propiedades de las accio
nes de grupos en un determinado espacio. En el presente trabajo estudiaremos 
una familia de invariantes homotópicos, introducida por F. Rhodes en una serie 
de artículos publicados a finales de los años sesenta del siglo pasado. Si bien el 
trabajo de Rhodes se aparta del discurso general de lo que es hoy en día la teo
ría equivariante, posee la ventaja de ser altamente consistente con los resultados 
clásicos. Los invariantes que estudiaremos generalizan a los grupos de homotopía 
tradicionales en varios sentidos. Además de contenerlos como subgrupos, varios 
de los resultados más útiles en la teoría homotópica clásica se traducen con alto 
grado de fidelidad. El ejemplo más distinguido de ello lo tenemos en el teorema 
equivariante de Seifert y Van Kampen, así como en la existencia de sucesiones de 
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homotopía para una parej a de espacios. La familia de invariantes introducida por 
Rhodes es también utilizada con éxito para resolver problemas planteados por 
otras teorías. El impacto de sus resultados en otras areas de las matemáticas, co
mo es la teoría de los sistemas dinámicos constituye uno de sus más convenientes 
aspectos. 



Capítulo 1 

Preliminares 

1.1. Los grupos de homotopía 

Una de las construcciones más fructifcras el1 la topologia algebraica es sin 
lugar a dudas la de los grupos de homotopia. Los grupos de homotopla son un 
poderoso invariante algebraico que sirve para distinguir los espacios y 011 algunos 
casos responder negativamente a la cuestión de si dos espacios son hOlllcomorfos 
o no. Para la definición de los invariantes algebraicos que estudiaremos resulta 
COllVCt1iente la siguiente 

Definición 1. Sean X un espacio topológico y A e x un subespacio. Dellota
remos por (X, A) a la pareja conformada por ellos. 

Las parejas de espacios requieren asignaciones que reflejen su estructura. 

Definición 2. Sean (X, A) , (Y, B) parejas de espacios topológicos. Una aplicaci6n 
de parejas f : (X, A) ----f (Y, B) es Ulla aplicación continua f : X ---+ Y que 
satisface ¡(A) e B. 

Un caso especial de parejas de espacios se prcsellta cuando el subespacio 
correspondiente consiste en el espacio singular. 

Definición 3. Sea X un espacio topológico y ... E X un punto básico. Llamaremos 
espacio punteado a la pareja (X , {* }). Llamaremos aplicaciones punteadas a las 
aplicacionC!> entre espacios punteados. 

Observación 1. En adelante y a menos que se establezca explícitamente lo con
trario todos las aplicaciones y espacios en consideración serán punteados. Por 
comodidad, omitiremos de la notación para espacios punteados las llaves en la 
segunda coordenada. Asl, escribircmos (X, f' ) para denotar la pareja correspon
dientc. De la misma manera, llamaremos pareja punteada a (X ,B) si tanto X 
como el subcspacio B son espacios punteados con el mismo punto básico. 

7 
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En topología general, las componentcs COllcctablcs por trayectorias de un 
determinado espacio arrojan profusa infomlación acerca de los espacios bajo con
sideración. Generalizando esta idea, daremos la siguiente: 

Definición 4. Sean (X, "') y (Y, *) espacios topológicos pUllteados y f : X -> Y, 
9 : X --+ Y aplicaciones punteadas. Decimos que f es homol6pica a 9, en 
sfmbolos, H : f ::::. 9 si existe una Iwmolop{a; es d(.'Cir ulla aplicación continua 
ti : .x x I ------o Y tal que H{x, O) = ¡ (x), H(x. 1) = g(x). S¡ además H satisface 
que If( *, t) = *, entonces diremos que f y 9 son punteadamcnte homotópicas 
mediante H. 

Lema l. La relación J ::::: 9 es de equivalencia 

Demostración. L Reflexividad: Sea H : X x 1 __ Y dada por H(x ,t) = 
[ (x) Vt E l. Se tiene que H: f::::: f 

2. Transitiviclad: Sean H : f ::::: 9 y f{ : 9 ::::: h cntoncC':i 

1J[«(x t) = {1J (X,2t) sitE[O,~J 
, K (x ,2t - l ) sitE[~,l] 

Satisface que HI« x.O) = H(x,O) = J(x). HK(x, 1) = I«x, 1) = h(x) 

3. Simetría: Sea H : f ~ y. Entonces, la homotopía inversa H(x , t ) = H(x, t
t) satisface que H (x, O) = g(x); H(x, 1) = J(x) 

o 
Notación 1. Denotaremos al (."onjunto de aplicaciones de un espacio X a un es
pacio Y por M(X, Y). Denotaremos por M(X , Y). al correspondiente conjunto 
de aplicaciones punteadas. Es posible dotar a estos conjuntos de una topología 
conveniente, la llamada topolog(a compacto-abierta. Véase [IJ, p. 2 pata una defi
nición precisa. Denotaremos por [X, YI al correspondiente conjunto de clases de 
homotopía de aplicaciones y lo llamaremos clmjunto de IlOmotop(a. Allalogamell
te, [X , YJ. denotará el conjunto de clases de homotopía punteada. Ambos son el 
conjunto de componentes conectables por trayectorias de M {X, Y », M (X , Y). , 
respectivamente. Comparése con la observación 8 más abajo. 

Observación 2. Una relación de homotopía menos restrictiva qne la punteada es 
la llamada relativa a la frontero del intervalo. Aparece al considerar aplicaciones 
cuyo dominio contiene como factor UD intervalo. Dos aplicaciones J.9 : X x I --+ 

Y son homotópica.s relativas a la frontera del intervalo si existen dos puntos 
*, *' E Y y una aplicación IJ : (X x 1) x I --+ Y tal que lJ(x , s, O) = f(x , s), 
H(x, s, 1) = g{x, s), H(x, O, t) = *, H(x, 1, t) = ... Es posible probar que la 
relación de homotopia relativa a la frontera del intervalo es de cqllimlencia en 
M{X x l , Y). Denotaremos a las respectivas clases por [X xl, Ylre) 0.1 . 
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Lem a 2. La corultrucci6n l" ,] C!l bijuntorilll. Es decir, que paro cada espacio HI , 
las asignaciones [W, -J y l" IVI son JuntoTes covariante y cQntravanante, respec
tivamente. 

Demostración. Probaremos la primera de las afirmacioncs. La prueba de la se
gwlda es totalmente análoga. Sean f y - Z, 9 : X ----> Y aplicaciollt.'S 

punteadas. 
Consideremos f . : (IV, YI -+ [IV, Z] f . : [oJ ........... !J o a] y g. : [W, X l --. 

[IV, YJ g. : [o] ___ [g o o), donde los corcllctes denotan las respectivas clases 
de hOJllotopía. Nótese que tal asignación cstá bien definida. Verifiquemos que es 
(untaríal. Sea id: Y - Y la aplicación identidad. Entonces, id. ([g]) = [idoy] = 

[9] = idjx,y¡[g]. AlIara, sea h; Z -+ 1\', Consideremos ha!; X --o W. Por 
definición, (11 o I).[g] = [h o f o 9], pero [h o f o 91 = h.ff o 9] = h, o / . [g]. Dc 
modo análogo se ve que l·, IVI es un funtor contravariante. O 

A continuación enunciamos un resultado de carácter técnico que será utilizado 
repetidamente en el desarrollo de nuestro trabajo: 

Obser vación 3. Sean X , Y espacios de Hausdorff y sea Y localmente compacto. 
Entonces, existe un homeomorfismo ip : M(I , Af(X, Y)) :::::: M(J x X , Y) que 
detennina un isomorfismo de conjuntos rp. [/,Af(X,Y)] ~ [1 x X,Y] . Del 
mismo modo, se tiene un isomorfismo [1 , M(X, Y).]. ~ [J x X , YI •. 

Demostración. Véase [1], p. 5 o 
Resulta conveniente la generalización de las relacioncs de homotopía a las 

aplicacioncs de parejas. Oc esa manera, tenemos la siguiente 

Definición 5. Sean (X , A), (Y, B) parejas pUllteadas y j, 9 aplicacioncs P11ll

teadas. Una homotopla punteada de parejas de j a g. en símbolos H j ~ 
g : (X, A) _ (Y, B) es una homotopía H : (X, A) x I ---- Y que satisface: 
H{a,t) ~ BVa E A Vt E J, H(. , t) = *';Jt El. 

Notación 2. Llamaremos lazos con punto básico. en X a las aplicacioncs de 
parejas (J , al) - (X, .). Dcnotaremos al conjunto de estas aplicaciones dotado 
de la topología compacto-abierta por nx. 

Las clases de }lOmotopía de lazos cn un espacio forman una importante cons
trucción , pues la yuxtaposición induce una estructura conveniente desde el punto 
de vIsta topológico, como se hace patente en el siguiente lema. 

Le ma 3. La yuxtaposición de trayoctorias, p. : nx x nx ____ nx definida como 
sigue: 

p(' q) ~ {'(2t) ,¡ t E [O, j[ 
, u(2t- l ) si t E [~, 1] 

CJ continua. 



10 CAPITULO / . PRELIMINARES 

Demostración. Sea \f = n:'=l v. un abierto básico de la topología compacto
abierta. Entonces existen A, , C il abierto y compacto de X el, respectivamente, 
tales que si tp E v., entonces !p(C,) t; A" Consideremos Aq E V. Para i E {l.. .n}, 
definamos C; = {t E I 12t E C;} , e;' = {t E I I 2L ~ 1 E e,} 

Sea A =U¡ A¡ y consideremos los siguientes conjuntos: 

w; ~ ¡" E M(I , X) I ,,(C,) <; Al 

" 
w"~ n w;' 

,=1 

Entonces, W' x W" es un abierto de MU, X ) x MU , X). Nótese que (A,a) E 
W' x W", pues por hipótesis >'(2t) E A;Vt E e, 'Vi E {L.n}, de modo que 
>.(t) E A¡ ~ A 'r/t E e;' 'r/i E {I...n} .. J\si, ..\ E w' y análogamente (J E W". 

Notemos que si (o, l3) E W' x IV", entonces O' satisface que a(2t) E A 't:/t E e, 
y (3(2 t - 1) E A 'r/t E e, por lo cuall~{(\',¡3) E V 

Entonces 11-I(V) consiste eliJas parejas (a,{3)} que cumplen con la propiedad 
adiciollal de que 

{
a (2t) 

,,(t) ~ ¡1(2t _ 1) 
sitE[O, 41 

sitE[4·1[ 

es un elemento de V 'r/t E ¡. Por lo cual, para tales 'P, cp( C} ;; A. 
It- l(V) = W ' X W" es un abierto y se concluye que /1. es continua. 

De donde 
O 

Obser vació n 4. Nótese que de acuerdo con el anterior resultado, la yuxtaposi
ción de lazos indm:e una multiplicación en ílX. Esta multiplicación da a las clases 
de homotopia correspondielltes ulla estructura de grupo donde el elemento neutro 
corresponde a la clase de la aplicación constante czo : I -- {xo}, y los inversos 
corresponden a las clases de las trayectorill.5 invcrsll.5. Es decir, si u : I - X es 
un lazo, entonces O'(t) = u(1 - t) es el lazo inverso de u. 

Además de satisfccer los axiomas algebra icos de grupo, la asignación 11 tiene 
la ventaja de ser continua. Esta estructura convcniente convierte a nx en el 
ejemplo canónico de una clase de espacios que definiremos a continuación: 

Definición 6. Sea X 1111 espacio topológico punteado con pUllto básico *. Una 
aplicación 1-': X x X -- X es \lila Ji-multiplicación si satisface: 

1. e : X __ X, la aplicación constante con valor >1; cumple con que las com
posiciones: 
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son ambas homot6picas a la identidad de X. Es decir, que el diagrama 
siguiente conmuta salvo homotopía: 

x 

/"'Z 
" X x X ' X 

(~ /. 
X 

2. Las composiciones /1. o (/1. x id),/1. o (id x /1.) son homotópicas. 

Es decir, el diagrama siguiente conmuta salvo homotopía 

XxXxX 

7~ 
XxX XxX 

~/ 
X 

3. Existe una aplicación continua j : X -- X que determina inversos salvo 
homotopía. Esto es, tal que las composiciones 

X~XxX~X 

X~XxX~X 

son ambas homotópicas a e : X __ X. Equivalentemente, tal que el dia
grama siguiente conmuta salvo homotopía: 

X 

~"" XxX " 'X 

~/. 
X 

A un espacio que satisface 1 y 2 se la /lama H -espacio. Si además satisface 
3, diremos que X es un H -grupo. 
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La estructura de H-grupo en un espacio punteado Y es ulla fuerte propiedad 
algebraica. Dota a [X , YI de una estructuro de grupo natural en X, independien
temente de las propiedades de X. Oc manera más precisa, se puede señalar la 
siguiente 

Definición 7. Sea W UD espacio punteado. Diremos que ¡X, W] tiene ulla es-. 
tructura de grupo natural en X si 

1. Paro cada espacio punteado X, IX, W] tiene una estructura de grupo tal que 
la clase de homolop(a de la aplicación constante c. : X - W corresponde 
al elemento neulro del grupo, y si 

2. Para cada aplicación punteada f : X _ Y, la aplicación inducida /' 
[Y, W]_[X, W] cs un homomorfismo de gruPO$. 

P roposición 1. Sean X un espacio topológico y Y un H -grupo. Entonces IX, YI 
posee una estructura de grupo natural en X. 

Demostración. Denotemos por ¡J, ,j y e a la H-multiplicación, la aplicación que 
determina H-inversos y la f/-identidad, respectivamente. Definamos 

m , IX, Y] x IX, Y] - IX, Y] 

([/1,[g]),~-, ",U,g)] 

Ante todo, tal mull.iplicaci6n está bien definida, pues si J ~ h Y g ~ k, entonces 
por definición de H-multiplicaci6n, J.L(f,g) ~ J.L(h, k) Y por lo tanto, la anterior 
definición no depende de los representantes. 

Sean (j], [9], [h] E [X, Y]. Por la definición de f/~multi plicDci61l ,J.L(J.L(J, 9), h) ~ 
~U,~(g, h)), 
de modo que m(m([/], [gil, Ih])) ~ mU, m([g], Ih])). AsI, la ope",ión • es asocia
t iva. 

Consideremos la clase de homotopia de la aplicaci6n e. Sea (jJ E [X, Y]. 
Entonces, por la definición de H-identidad, J.L(id, e) ~ J.L( e, id) ~ idM(x.Y ). En 
particular, calculando en f se obticne: J.L(J, e) ~ J.L(e, 1) ~ J y considerando las 
clases de homotopia, [J] * [eJ = [el * [J] = [J], de forma que la clase de homotopla 
[eJ es el elemento neu tro. 

Sea lJ] E [X, YI· Definamos 111-1 = (j(J)I. Tal asignación está bien definida. 
N6tese que, por hipótesis J.L(J,j(f)) :::::: JA(j o J,I) ~ e. Considerando clases de 
homotopía, este hecho confirma que [Jj.lfl - l = IJI- 1 

• [J] = [ej. Asi, [X , Y] 
tiene estructura de grupo heredada de 1'. Por otra parte, el lema 2 garantiza la 
propiedad solicitada para los homomorfismos inducidoo por aplicaciones puntea
~ O 
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Observación 5. La afirmación de la proposición anterior es algo más fuerte, a 
saber , existe una equivalencia entre las posibilidades de definir una estructura de 
grupo natural en [X , YI y una estructura de N-grupo en Y. Véase a este respecto 
111, p.47. 

La siguiente construcción es fundamental para definir el concepto dual de H
grupo. Recuérdese que la cuña de dos espacios X V Y, se define como el siguiente 
subespacio del producto topológico 

x V Y = {(x, y) E X X Y I x = Xo o y = Yo} 

Donde 2:0 , Yo son puntos básicos en X y Y , respectivamente. En un sentido 
categórico. la cuña de dos espacios topológicos es dual al producto de espacios 
punteados. 

Más precisamente, se tiene: 

Proposición 2. Son propiedade3 de la cuña de dos espacios 1M siguientes: 

1. Existen indwione.s i : X '--+ X V Y , j : Y ....... X V Y 

2. Dadas aplicaciones f : X __ X', 9 : Y _ y ', existe una única aplicaci6n 
denotada por f V 9 : X V Y ---t X' V y' que satisface que f V glx = f o ii 
fVgh, =goj. 

9. Dadas apliClJcione.s h : X ---+ Z, k : Y -- Z, existe una única apliClJci6n 
denotada por (h, k) : X V Y __ Zque las extiende. Es decir, que hace 
conmutar los diagramas: 

Demostrnci6n. L Considérense las aplicaciones 

X __ XvY Y--Xv Y 

x --- (x, YO) y 1------+ (xo,y) 

2. Definase f V g(x, y) = (f(x), g{y)). Entonces, es claro que f V glx = f oi Y 
fVgh' =goj. 
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3. Definamos 

(h, k)(x, y) ~ { h(X) 
k(y) 

siy=yo 

si X=Xo 

Con estas propiedades a nuestra disposición , consideremos la siguiente 

o 

Defin ición 8. Sea X un espacio topológico punteado. Decimos que 1/ es una H
comultiplicación si satisface: 

1. e: X ---> {xo} (la aplicación constatde con valor xo) cumple que las com
posiciones 

X~XVX~X 

son homolópicas a la aplicación id : X --o X. Equivalentemente, que el 
diagrama siguiente conmuta salvo Itomotopía: 

x 
/~ 

XvX 1<1 X v X 

(~~ 
X 

En este caso, decimos que e es una H -coidenlidad. 

2. v es H -coasociativa. Es decir, el diagrama siguiente conmuta salvo liomo
topía : 

X 

/~ 
XvX XvX 

~~ 
XvXvX 

3. Existe una aplicación j : X ---> X que determina H - coinversos. Esto es 
que las composiciones: 

X~XVX~X 
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son homot6picas a c. En otros palabros, el siguiente diagrama es conmuta
tivo salvo homotopia 

x 

~~ 
XvX e XvX 

~~ 
X 

Un espacio con una H -comultiplicación H -coosociativa y una H -coidentidad 
se llama H-coespacio. Si además pos~ una aplicación que determina H
coinversos se llama H -cogrupo. 

De manera dual a la H-multiplicación, si X es un H-cogrupo, induce una 
estructura de grupo natural en [X, Yj, independientemente de las propiedades de 
y. 

Proposición 3. Sean X un H -cogrupo y Y un espacio topo16gico arbitrario. 
Entonce.s, [X , Y] tiene una estructuro de grupo natural determinada por la H
comultiplicación en X. 

Demostración. En la notación anterior> consideremos 

mo [X,VJ x [X ,YJ-[X,YJ 

(If],[g])~' - -, [(J,g)ovJ 

Ante todo, tal asignación está bien definida, pues si f :::::: h y 9 :::::: k, entonces, es 
posible verificar que J V 9 ~ h V k Y en consecuencia, las composiciones (j, g) o v, 
(h , k) o v son homotópicas, de donde (,'5 evidente la buena definición. Por otro 
lado, si [JI, [g), [hl E [X , Y], entonces por la propiedad de H-coasociatividad, 
(idV v) o v ~ vo (v V id). Si se componen estas aplicaciones con J, g, y h como 
sigue: 

XVX~XVXVX 

/ ~) 
X Y 

~ ~) 
XVX-¡;¡;;;XVXVX 
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entonces el diagrama resulta conmutativo salvo homotopfa. Asl , se obtiene que 
¡V(gV h)ov!:::: (fvg)Vhov y considerando clase> de homotopía , (U]*lq)),. [hl = 

[JI * ([9J * [h]), por lo cual,. es asociativa. 
Sea e la clase de homotopia de la aplicación constante. Sea UI E [X, YI. 

Entonces, por la definición de 11, las aplicaciones 

X ~ XVX~X 

x ~xvx~x 
son homot6picas a idx _ Comp6ngase ahora con f como sigue: 

X~XVX~X 

X ~ x vX~ X 

En esa situación, ambas aplicaciones resultan homotópicas a f o idx = f, de 
donde e es efectivamente una H-ooidentidad. 

Por otro lado, si j : X _ X denota la aplicación que determina H-ooinvcrsos, 
dada [JI E [X, YI definimos !J1~1 == [J o jI. Por hipótesis se tiene que las campo-
sicioncs 

x...!:....xvx~x 

son homoLópicas a e. 
Si componemos con f como sigue: 

X~XvXU~)y 

X~XvXU~)}' 

ambas aplicaciones rcsultan ser homot6picas a e. De ese modo, [JI * [1]-1 = [e] = 
[J]-1 * [JJ. Por otro lado, el lema 2 de nueva cuenta garantiza el comportamiento 
fu ntorial, de donde ¡X, Y] tiene una estructura de grupo natural. O 

Observación 6. Análogamente a lo dicho en la observación 5, son equivalentes 
la posibilidad de definir una estructura de H-cogrupo en X y una estructura 
natural de grupo en [X, Y] . 

Como notamos anteriormente, uno de los ejemplos más característicos de H
espacios es el espacio de lazos en un espacio punteado dado. De manera dual, 
el ejemplo canónico para H-coespacios es el que describiremos a continuación. 
Recuérdese que se define la su.spensi6n reducida, EX de un espacio punteado 
(X, xo) como el espacio que resulta de identificar en el cilindro sobre X la base y 
la tapa en dos puntos. En otras palabras, EX = X x l /X x{O} UX x{ 1 }U{xo} x 1 
Denotaremos por x ti t la clase de equivalencia de (x , t) en EX. 
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P roposición 4. Sea 1.1 : EX -- EX V EX definida por 

(( )) {
(x A (21), xo) 

" xAt = 
(x" x A (21 - 1)) 

entonces, 11 es una comuUiplicaci6u. 

Demostración. L Existencia de H-coidcntidad : 

sil E [0,41 
sitE[4, 1] 

17 

Sea x 1\ t E EX ante todo, notemos que las composiciones (id, e) o v y 
(e, ii!} o 11 vienen dadas por 

{

X1\2t 
(id, e) o lI(X 1\ t) = x, 

sitE[O,41 

sitE{!, l] 

e l Ol/xAt = 
. { xo sitE[~ , ll 

( ,d) ( ) x A (21 - 1) si 1 E 10, JI 

Ahora, consideremos Ht, H2 : EX x 1 __ EX dadas como sigue: 

1 Xl\t,5 = • H ( ) 
{

X 1\ J~ si t E [O, J~~ I 
Xo sitE{I;-, I] 

¡.¡ (x 1\ t 5) = {xo 1\ I~. si t E [O, 1;"] 
2 , x 1\ 2/-1+.1 si t E 1 l+s 11 

l~. 2 ' 

entonces, HI Y H2 son homotopias de (id, e)ov y (e, id)ov, respectivamente 
en idEX . Así, e es una H-coidcntidad. 

2. H-coasociatividad: De nuevo, daremos una expresión explícita para las com
posiciones involucradas: 

{

(XI\(2t),XO,XO) 

idvvov(xl\t)= (xo,xo,xl\(4t-2)) 
(x 1\ (4t - 3), Xo , xo) 

{

(x 1\ (4t),xo,xo) 
IIVidoll(xAt)= (xo,xo,xA(4t- I)) 

(x" 2t - 1, :to, xo) 

siL E [0,41 
. l' '1 sltE 2'4 

si t E [~, 1] 

sitE[O,tl 
sitElt,41 
sitEI4,1] 

y consideraremos la homotopta H3 definida como sigue: 
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{

(:cA 1~.,XO,xo) si t E [O, '1"1 
1i3{x/\t ,s)= (Xo,:&0,x/\(4t - I +$) sitE[lT-,~ 1 

( X ti 41 -1-. X x) si tE ['2+' I[ 1_.,0,0 4 ' 

Eh es una homotapía de la primera aplicación en la segunda. 

3. Consideremos la aplicación j: EX _ EX dada por x /\ t 1---<0 X /\ (1 - t). 
Afirmamos que j determina H-coinversos. Notemos que las composiciones 
(id,j ) o 11 y 0, id) o 11 vienen dadas por las siguientes reglas de correspon
dencia: 

, ollxt= ( "d " ( { X/\ 2t site[O, 41 
,J) , ) x A (1 - (2t - 1)) ,it E [l , I[ 

(j "'" {x A 2(1 - t) 
, t"f°/!= 

xA l -2t 

y definamos las siguientes hornatopías: 

si t E [0,41 
sitE[!, I] 

H( ) {
XA 2(I -S)t 

4 X /\ t ,8 = 
xA2(l-s)( l -t) 

si t E [O, 1!.1 
si t E [I! •• 1] 

5 x/\t,S = .. H ( ) 
{

XA(2( I -S)( I -t)) 'Ó, E [0,,)-1 
XA(1-( I -,)(2t)) ,it E[,¡" I[ 

H~ Y H5 son hornatapías que comienzan en las respectivas composiciones y 
terminan en c. Así, j determina H-coinversos. 

o 
Observación 7. De una manera análoga a lo descrito para !IX, v da a [EX, Y ) 
estructura de grupo. 

No es sorprendente la dualidad que se manifiesta entre nx y EX a la luz del 
siguiente resultado: 

Proposición 5. Exi.5te un homeomorfismo M (EX, Y ) ...!... M(x,nY ) tal que el 

homomorfLSmo inducido [EX, YI ..!:.. [X, nYI es ísomorfismo de grupos. 

Demostración. Sca f: EX --+ Y. Definamos (/J(f) = g, dondc 9 E M(X,nY) 
satisface que g(x)(t) = f(x At). Por otro lado, sea 'lb : M (X, nY) --+ M(EX , Y ) 
definida por 1/.I(g){x A t) = f(x)(t). Notemos que <p y 1/1 son aplicaciones continuas 
que cumplen con que las composiciones <p o 1/.1, 1/.1 o <p SOIl iguales a idM(l:x,Y) e 
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idA/(x.fin, respectivamente. Como consecuencia de la observación L6, tales apli
caciones resultan continuas. Consideremos el homomorfismo inducido ¡p •. Sea 
[g] E ¡X, nYJ. Entonces la clase de homotopla de la aplicación f : EX -----< Y 
Que satisface que f(x 1\ t ) = g(x)(t) es tal que ¡,p. (If]) = [9]. Por lo cual, ¡p. 
es cpimorfismo. Ahora, sea 1I1 E ker(rp. }. Entonces, por definición de r.p., fes 
homotópicamcnte trivial, de donde kcr(¡p.) = {e} O 

La anterior proposición muestra la riqueza de estructura que aparece al con
siderar espacios homeomorfos a una doble suspensión reducida de otro. En este 
caso, las estructuras de H-cogrupo en [EEX, Y], y JI-grupo en [EX, f!Y] son 
compatibles en el sc.ntido de la última proposición. A continuación, probaremos 
que las esferas de dimensión suficientemente grande poseen esta conveniente pro-
piedad. 

Lema 4 . Soo n E N. Entonces Sil::::; r:Sn - 1 

Demostración. Notemos que SR está encajado como un ecuador en S"+I. En otras 
palabras, el subespacio { (X I, ... ,X,,+\ ,X"+2) E S"+l I X,,+2 = O} es homeomorfo 
a S". Definamos H+ = {(XI, ... X,,+I>X,,-<2) E S,,+1 I X"+2 ;:: O}. De la misma 
manera, sea H_ = {(XI""Xn+l,X,,+2) E S,,+I I 2:,,+2 :S O}. Observemos que 
S"+I = H+ U H_, Y H+ n H_ = S" Sea p : R"+? __ Rn+l la proyección dada 

por (x¡, "'X"+I> X"+2) t-L (XI! ... X,,+I)' Entonces, al restringir a H+ , 11- , respec-
tivamente , p determina homeomorfismos p+ : H+ __ E"+I, p_ : H _ __ &,,+1. 

(Donde E"+I denota la 1l + l-célula). Sea s = (O, O, ... , 1) E S" A continuación, 
definamos tp : ES" __ S,,+ I como sigue: 

{
p:¡:1(2tx + (1 - 2t)s) 

~([x, LII ~ p:'((2 _ 2L)T + (2L _ 1),) 
sitE[0,41 

sitE[4,1] 

Notemos que tp está bien definida. Además, es continua, puesto que si x E SR !:; 
5"+\, cntonces p+(x) = p_(x), pues ambas son iguales a (x, O). Por otro lado es 
una aplicación cerrada, pues el espacio r:S", al ser un producto c identificación de 
espacios compactos, es compacto. Por último, el espacio S" satisrace el axioma de 
separación de Hausdorff, pues está definido como un subespacio euclidiano y de 
la topología general -véaseI7], p.184-, toda aplicación continua ent.re un espacio 
compacto y uno de Hausdorff es cerrada. 

Aún más, I.p es biycctiva, pues si z E S"+l, entonces z E H+ U H_. Si z E H+, 
entonces existe t E ¡O, 1] tal quep+(2tp+(z)+( 1-2t)s) = z. De la misma manera, 
si Z E H_, existe t E 10,1] tal que p_((2- 2t)x+(2t- 1)5) = z. De ese modo, tp es 
supraycctiva. Por otro lado, si [x, tI -Ily, s] E ¿SR, entonces o bien t # s, en cuyo 
caso tp([x, tD # I.p([y, t]). Análogamente, si x # y, entonces I.p([x, t]) =F tp([y, t]). 
En todo caso, la aplicación es inyectiva y en consecuencia, biyectiva. En resumen, 
se ha construido una aplicación biyectiva, continua y cerrada entre los espacios 
en consideración , de manera que detcnnina un homeomorfismo. 
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Corolar io 1. Para cada n E N, S" ::::: E"81 

o 

Con estos resultados y definiciones a nuestra disposición, estamos en posibi
lidad de definir los grupos de homotopía 

Definición 9. Sea n E N. Definimos l'I'"n(X,*) = [S" ,X] •. 

Del anterior lema es inmediato el siguiente 

Corolario 2. 1T,,(X, XO) Es un grupo 

Demostración. Por el lema 4, S" ::::;: ESn - l, Así,[S" , X]. ~ [ES"- I, X). por la 
proposición 5, y por la observación 4, el lado derecho tiene estructura de grupo. 

O 

Observación 8. Se tiene un isomorfismo 

Si la dimensión de la esfera considerada es suficientemente grande, es posible 
dotar a este grupo de dos estructuras aparentemente distintas; una de ellas ori
ginada en las propiedades de [ES"-I , Xl Y otra debida a las de [S"- I> nx], que 
no sólo coinciden , sino que dan origen a una estructura especial. Oc modo más 
general, el siguiente resultado relaciona dos estructuras multiplicativas como las 
anteriores en un grupo: 

Proposición 6. Sean _, * ; e x e _ e dos multiplicaciones en el grupo G 
que poseen identidad común y que cumplen que dados x , y , z, w E e, se tiene que 
x*y _ z *w = x*z _y*w. Entonces * y _ coinciden y dotan a G de una estructura 
abeliana y asociativa. 

Demostraci6n. Sean x, y E e. Puesto que ambas operaciones poseen identidad 
común, x _y = x*e_y* e y por la segunda propiedad, x*e_y*e = x*y_e*e = x*y. 
Así, * y _ coinciden. 

Ahora, x * (y * z) = x _ e * y _ z = (x * y) _ z = (x * y) * z y la estructura es 
asociativa. 

Finalmente x*y = e _ x*y _ e =e*y _ x* e = y _ x = y*x y por lo tanto, 
la estructura es conmutativa O 

Obsérvese que las dos estructuras definidas en 1Tn {X) originadas en la posibi
lidad de expresar a sn como una doble suspensión , satisfacen las hipótesis de la 
proposición anterior. Oc esta manera, hemos demostrado el siguiente 

Corolar io 3. Los grupos 1J"n(X, XO) son abelianos si n 2:: 2. 
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Los grupos de homotopía de un determinado espacio admiten una generali
zación a la categoría de parejas de espacios. A continuación desarollaremos de 
manera somera la construcción de éstos. Mayores detalles pueden encontrarse en 
[1]. 

Definición 10. En el intervalo n-dimensional, llamaremos frontera parabólica, 
Jn- l al subespacio formado por el conjunto de puntos 

r -1 = 8In xI - In-l x {1} 

Definición 11. Sea n ?: 2, y (X, A) una pareja de espacios punteada. Definimos 
el n- ésimo grupo de homotopía de la pareja, 7rn (X, A) como el conjunto de clases 
de homotopía de aplicaciones f : In -----> X, sujetas a las condiciones adicionales: 

1. f(8In) e A 

2. f(r - 1
) = * 

En símbolos, 
7rn (X, A) = ¡¡n, 8¡n, r-1

; X, A, *] 

Proposición 7. En el conjunto 7rn (X, A) se satisfacen: 

1. 7rn (X, A) tiene una estructura de grupo determinada por la yuxtaposición 
de aplicaciones en In . 

2. 7rn (X, A) es abeliano si n ?: 4. 

4. La construcción 7rn (X, A) es funtorial 

Demostración. Véase [1], p.86 o 
Los grupos de homotopía permiten construir una sucesión exacta larga, que 

contiene varios invariantes del tipo de homotopía de la pareja en consideráción. 
A continuación recordaremos de manera breve esta construcción. 

Proposición 8. Existe un homomorfismo de conexión 8: 7rn (X, A) -----> 7rn (A) 

Demostración. La asignación la¡n: M(In , 8In, r-1
; X, A, *) -----> M(8¡n , r-1 ; A , *) ~ 

M(§n, *; A , *) , dada por f r---+ f la¡n induce un homomorfismo con la propiedad 
solicitada. O 

Como consecuencia de este resultado y la funtorialidad de 7rn (X, A), se tiene 
el siguiente 

Teorema 1. Existe una sucesión de grupos de homotopía dada por 
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1.2. Acciones de Grupos. 

En la matemática en general , la noción de simetría de un determinado objeto 
juega un papel fundamental. Esta noción está íntimamente ligada al concepto de 
grupo. En la teorla cquivariaute se introducen nuevas estructuras, de manera que 
ambos enfoques coinciden. 

Definición 12. Sea G \l1l grupo. Si además posee una estructura topológica tal 
que las aplicacioncs 

- :Cx G -----. G 

(x, y ) t---+ :r:y 

son continuas, entonces diremos que G es un grupo topológico. 

La idea de simetría está vinculada a la regularidad de ciertas transformaciones 
de un espacio en sí mismo. Una manera de formalizar esta idea de regularidad 
reside en el concepto de acción de grupo. 

Definición 13. Sean X un espacio topológico y G un grupo topológico. Una 
acción izquierda del grupo G en X es una aplicación continua ¡.t : G x X --+ X 
que satisface: 

1. lL (e, x )= x 't:/xE X 

2. 1L(9 ' h,x) = 1~(9 , J1 (h,x)) 

En esta situación , diremos que X es un e-espacio. 

Notación 3. Cuando no haya confusión, denotaremos a 1L(9, x ) por g' x. Si H es 
un subgrupo de e, denotaremos por XII al conjunto { x E X I h· x = x 't:/h E H} 
Y lo llamaremos el conjunto de puntos fijos. 

Observación 9. Si A Y B son, respectivamente subconjuntos de e y X, de
notaremos por A . 8 al conjunto {g. x I x E A Y x E E}. Es fácil verificar 
que si A, B son abiertos (respectivamente, compactos), cntonces A· B es abierto 
(respectivamente, compacto) . 

Definición 14. Sea l' : e x x _ X una acción de grupos. 

1. Llamaremos conjunto de isotropía de x al subrupo e;r = {g E e I g· x = x} 

2. Diremos que la acción p.. es librc si G.r. = {e} para cada x E X . 

3. Diremos que es transitiva si para cada pareja x, y EX, existe 9 E e tal 
que g ' x = y. 
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4· Din~mos que es pareja si roda punto x E X p03ee una vecindad U con la 
prolJiedad de que 9 . U n U = ,p para cada 9 E G. 

La siguiente proposición contiene algunos resultados básicos sobre acciolles de 
grupos: 

Proposición 9. Sean X un e-espacio" x E X. Entonces, se tiene: 

J . El coniunto de i3otropía, Gx: es un subgropo de G. 

2. La relación x ,..., y <===> y = 9 . x es de equivalencia. Llamaremos órbita a 
la clase de equivalencia de x y la denotaremos por Gx. 

3. Si 9 E G es fijo, la aplicaci6n !Pg : X __ X dada por x ~ 9 . x e3 un 
homeomorfi.5mo de X, llamado la translaci6n PfJT G. 

Demostración. L Claramente e E Gx;. Ahora, sean 9, h E Gx: Entonces (9ft) . 
x = 9' (h· x) = g' (x) = x. Así, 9h E Gz ' Por otro lado, x = e · x = 
g-1 9 · x = 9- 1 • 9' x = y-Ix y por lo tanto, 9_ 1 E Gz. 

2. Por la definición de acción de grupo, e . x = x. Por lo cual, x ..... x. Por 
otro lado, si x '" y, existe 9 E e tal que 9 . x = y entonces x = e . x = 

(g _l. g). x = g-Ly Y por lo tanto, y '" x. Ahora, si y ....... 2, existe h E e tal 
que h·y = 2. Nótese que 2 = h·y = h· (9' x) = hg·x, de donde x '" z. 

3. La aplicación CPg es continua por ser la restricción de la acción a {g} x X ~ 
X, que es continua por definición. Por otro lado, la aplicación CPg- ' dada 

"',_1 L f d por x _ g - . x es continua y satis aee que CPr' o!(Jg = CPg o CPr' = i x, 

por lo cual rpg es un !lOmeomorfismo. 
o 

Como se observó en la anterior proposición , la acción del grupo determina una 
relación de equivalencia en el espacio X. Como es natural, es posible formar el 
espacio cociente determinado por esta relación de equivalencia, llamado espacio 
de órbitas de la acción de G en X y denotado por X/C. En particular, resul
ta conveniente preguntarse acerca de las propiedades de la aplicación cociente. 
Señalaremos algunas a continuación 

Proposición 10. Sean X y G espacios de Ha'U3dorff con G compacto. Definase 

p:X-X/G x_e·x 
Entonces se tiene lo siguiente: 

J. 7) es una aplicación cermda. 

2. 7> es una aplicación propia. 
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3. X es compacto si y sólo si X/G lo es. 

Demostraci6n. 1. Sea C e X cerrado. p- l(p(C) ) = CC es cerrado como 
consecuencia de la observación 9. Así, p(C) es cerrado. 

2. Sea C e X/G un conjunto compacto y {U.,}/\ una cubierta abierta de 
p- l(C). Ahora, nótese que si c E C es arbitrario, {e} es un conjunto cerra
do, pues el espacio es de Hausdorff. Así, {c} es compacto. Por otra parte, 
{P(U")}A forma una cubierta abierta de {c}, así que es posible construir 
una familia finita Ac e A tal que {e} e UA< p( V,\ ), y en consecuencia, para 
esa misma familia,. p-I({C}) e Ve = UAe U., . 

Consideremos el conjunto Ve = X/G - p(X - Ve)' Entonces puesto que, 
por 1, p es una aplicación cerrada y X - Ve es cerrado, Ve es un conjunto 
abierto. Es claro que e E Ve Vc E C . De modo que la familia {Ve}cEC 
fonna una cubierta abierta de C. Por compacidad , es posible extraer una 
subcubierta finita {Ve,} i$n. Por último, puesto que C e U;<n Ve" se sigue 
que P- l(C) e U $n p-I(VcJ e Ui$n Vi, de modo que p- I(C) es compacto. 

3. Si X es compacto, entonces es evidente que X/ G )O es, pues es )a imagen 
bajo p de X. Inversamente, si X/ G es compacto, por (2), lo es p- l(X /G) = 
x. 

o 
En la teoría de acciones de grupos existen una gran cantidad de resultados 

combinatorios útiles para el conteo. Enunciamos UIlO en el siguiente lema: 

Lema 5. Sean G un grupo, x E X un G-espacio. Entonces existe una biyecci6n 
G/G~-G·x 

Demostración. Sea I{> : G/Gz - G· x dada por 

g ' Gz "'!"" g ' x 

Ante todo, tal (unción está bien definida, pues si 9 '" 11., entonces g- Ih E G;r, de 
donde g- lh· x = x y por lo cual, h· x = 9' x. Por otro lado, la aplicación es 
claramente supraycctiva y si 9 E G;r, h E G z. cumplen que 9 . x = h· y, entonces 
gh- I E G;r Y por 10 tanto, gG;r = hG". Asi, ..p es una aplicación biyectiva entre 
los conj untos en cuestión . 

o 
Cuando se trabaja con cierta clase de objetos en matemáticas, digamos una 

categoría, es de vital importancia pensar en las asignaciones que conservan de
terminada propiedad caracterIstica de los objetos, los morfismos. En el caso de 
G-~acios, estas asignaciones se denominan aplicaciones cquivariantcs y la si
guiente es su 
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Definición 15. Sean X )' Y G-espacios. Una aplicación continua rp : X _ Y 

es cquivariante si para cada 9 E G, x E X , se tiene que tp(g. x) = 9 . r.p(x). 

Observación 10. Una aplicación equivariante J es compatible con la identifica
ción p en el espacio de órbi tas X /C )', por lo tanto, determina ulla aplicación 

¡ , X/ G - Y/G. 

Observación 11 . Es inmediato ver que si r.p es una aplicación CQu iV'dfiante, 
entonces C~ e C",{z)' Si además, C~ = G ... {~l> diremos que la aplicación es isova
riante. 

Al estudiar Ulla determinada clase de aplicaciones desde el punto de vista de 
la topología algebraica, es conveniente considerar sus propiedades homot6picas, 
en relación con las propiedades que las definen. Ése es el objetivo de la siguiente 

Definición 16. Sean Jo , J¡ : X - Y aplicaciones eqllivariantes y considérese 
la estructura de G-espacio en X x 1 originada por la acción definida en X x 1 
como sigue: 9' (x, t) = (9' x, t ). Una homotopfa equivariante de Jo a JI es una 
aplicación cquivariante H : X x J _ Y tal que H (O, x) = Jo(x)¡ H(1 , x) = JI (x). 
Escribiremos en simboles H : Jo ':'.:;'.0 JI. 

Observación 12. La relación defi nida por la homotopia C<luivariante es de equi
valencia en el espacio de las aplicaciones correspondientes. 

1.3. Aplicaciones cubrientes 

En esta sección estableceremos algunas propiL'<Iades de una clase singular de 
fu nciones, las aplicaciones cubrientes. En un nivel intuitivo, las aplicaciones cu
brientes son fu nciones continuas con una cierta trivialidad local. Recordemos a 
este respecto la siguiente 

Defini ción 17. Sea p : i __ X una aplicación continua. Diremos que p es 
una aplicación cubrienle si cada x E X pose<! Ulla vecindad U con la propiedad 
de que 1)-I(U) = Uo Uo , donde Uo es abierto en X )' p Iv,,: Uo -- U es un 
homcomorfismo. 

Not ación 4. Dada una aplicación cubriente p : X ---t X, llamaremos a X el 
Mpacio cubriente, y a X la base. En caso de que i sea un espacio simplemente 
conexo, diremos que la aplicación y el espacio cubriente son uniuersales. Si el 
subgrupo característico, p.{ 11"1 (i )), es normal en 11"1 (X), diremos que la aplicación 
es regular. 

Las aplicaciones cubrientes universales probarán tener importancia en el de-
sarrollo de este trabajo. Uno de los resultados clásicos que precisaremos es el 
siguiente: 
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Teorema 2. Sea X un espacio con la propiedad de que cada punto 7; E X posee 
una vecindad abierta U de manem que el homomorfISmo inducido por la inclu.sión 
i . : 1Tl(U) __ lT¡ (X ) es el liomomorfimo trivial. Entonces, es posible dotar a 
{l , X]rd 11,1 de una topología que lo vuelve un espacio cubriente universal sobre X . 

Demostmci6n. Consideremos la aplicación p [I , X]nLO,1 __ X definida me
diante [o ] .- a { 1). Ante todo, tal aplicación cstá bien definida. Por otro lado, si 
consideramos en X = [/ , XlnJ O, 1 la topología cuya base consta de los conjuntos 
(U,o) = { {J I f3!:::: aG'}, donde 0. ' (1) e V, }, es posible probar -véase [71 p.443-
que el espacio es simplemente conexo y la aplicación definida anterionnentc es 
una cubricntc universaL O 

Es de nuestro interés estudiar la relación existente entre las propiedades al
gebrakas de una acción de grupos y las propiedades topológicas de su aplicación 
cociente asociada. Con mayor precisión, se tiene el siguiente 

Lema 6. Sea G un grupo discreto que achia parejamente en el espacio X. En-
tonces, la aplicnci6n cociente p : X ____ X /G es cubriente. 

Demostración. Sea x E X. Por la propiedad de la acción, existe una vecindad U", 
de x tal que 9 . U", n Ur = <p. Consideremos la órbita correspondiente G . x. Sea 
V = p(U). Notemos que p- I(V) = U 9EG Ug • Además, la aplicación p restringida 
a cada uno de estos conjuntos determina un homeomorfismo con V. O 

lA. La propiedad de levantamiento de homoto
p ías 

Dentro de la catcgorra topológica, es de singular interés determiJlar los objetos 
que tienen propiedades proyectivas con respecto a las homotopfas. En un nivel 
impreciso, esto quiere decir que el problema de hallar una homotopía de manera 
que sea compatible con cierta aplicación y tenga una condición inicial posee al 
menos una solución. Con algo más de rigor se tiene 

Definición 18. Sea p : E ____ B una aplicación continua y e una familia de 
espacios topológicos. Decimos que posee la C-propiedad de levantamiento de ho
motopías si para cada espacio X E e, cada aplicación f y cada homotopra H 
como en el siguiente diagrama, existe una homotopía K que lo hace conmutar 

i--"--E 
1 ' ~'I:~ lp 

XxJ-B 

Si e coincide con todos los espacios topológicos, entonces diremos que p es una 
fibración de Hurewicz o sencillamente fibración. Si C coincide con la clase de los 
cubos ¡q, diremos que es una libración de Serre. 
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Proposición 11. Sea p : E _ B una apliwci6n cubriente. Entonces p es una 
jibración de Serre. 

Demostración. Consideremos el problema 

Para cada b E E, existe una vecindad V" de b de manera que p- I(Vb) = UÜ" 
y p lu¡ es un homeomorfismo. Puesto que /q+l es compacto, existe una cubierta 

finita del intervalo Ü/¡¡ , ... , Ütm de manera que las correspondientes restricciones 
son homeomorfismos. Por la propiedad del número de Lebesgue, existen reales 
ti , ... , tn de manera que los intervalos [ti , ti+ 11 satisfacen que si e es una cara de 
dimensión r en el cubo, e x [t;,t'+l1 e Vi. Definiremos la homotopia K en estos 
conjuntos, usando inducción en la dimensión del factor C. Si e es una cara de 
dimensión cero (vértice), definimos K(c, tl = p lii~ (H (c, t)). Ahora, supongamos 
que la aplicación K se ha definido para todas las caras de dimensión menor O igual 
que T. Sea e una cara de dimensión T. Por hipótesis de inducción, K está definida 
en e x {t j } U Be x [tj , tj+d. De esa manera, podemos completar el diagrama 

Por último, si componemos la aplicación ¡( con p Iv" obtenemos la aplicación 
K solicitada. O 

Ejemplo 1. La aplicación exponencial , e : R --> Si dada por e(t) = cos(t) + 
isen(t) es una fibración de Scn e. 

Demostración. Hagamos notar que es ulla aplicación cubriente. En vista de la 
proposición 11 , basta con ello. Recuérdese que de la teoría de variable compleja , 
dado Ull abierto V f. SI, se tiene que e- I(V) = Unez Un con la propiedad de 
que e IUft es un homeomorfismo, cuyo inverso es un logaritmo complejo. Como 
consecuencia, e es una aplicación cubrientc O 

El estudio de diversas propiedades de espacios topológicos converge en el si
guiente resultado, que posee valiosas aplicaciones en la tcorla. 

Proposición 12. Sea l' : G x X -.. X una acci6n pareja de grupos, con G 
discreto. Entonces, la aplicación cociente 11 : X -+ X /G es una jibraci6n. 
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Demostraci6n. Es inmediata a la luz del lema 6 y la proposición 11 o 
O bservación 13. Retomemos el ejemplo L En él se ha demostrado que la apli
cación exponencia1 es una fibraci6n. Esto significa que, dado un lazo..\ : 1 :::: 1, 
es posible resolver el siguiente problema 

R 
¡ , < ¡ , ' , 

[_Si , 
sujeto a la restricción adicional de que ~(O) = 1. Además, .\(l) E Z. Se define 
el gradQ de un 137.0 >. como el cntero X(I). Este invariante resulta de capital 
importancia para la determinación del grupo fundamental del circulo. Véase a 
este respecto 171. 

Observación 14. La anterior observación admite una modificación interesante. 
Consideremos una trayectoria q I ~ '1, no necesariamente un lazo. Conside
remos la homotopía de trayectorias relativa a los extremos. De acuerdo con los 
resultados expuestos hasta el momento, el problema 

sujeto a la condición adicional de que e2 .. ;,; ( ]) = 1) admite una única solución 
para a. A diferencia del ejemplo anterior, ü(l} no es nccesariamente un número 
entero. Sin embargo, si definimos la aplicación a (J , SI ] ... IO. ] ----t Z mediante 
&([(11) = [a( 1 »), donde ¡.¡ representa la función mayor entero, la aplicación resulta 
bien definida. En adeJante nos referiremos a ella como el grado generalizado de 
una trayectoria. Una aplicación relacionada será de capital importancia en los 
ejemplos del siguiente capitulo. 



Capítulo 2 

Los grupos de homotopía 
equivariantes 

2. L Construcción 

El capítulo anterior mostró algunas propiedades de los grupos de homotopia y 
dio un panorama general de la teorla de G-espacios. A continuación, construire
mos una familia de invariantes algebraicos asociados a un G-espacio que muestra 
la estrecha relación entre las propiedades algebraicas y topológicas de éste. Como 
vimos en el capítulo anterior, las clases de homotopia de aplicaciones de determi
nados espacios resultan de interés fundamental dentro de la topología algebraica. 
En este mismo orden de ideas, conviene dar las siguientes definiciones. 

Definición 19. Introduzcamos la relación de equivalencia en In dada por 

(XI, .. ',X,,) ..... (yJ, . .. , y,,) 

six, =y¡+ l ay, =x, + 1 JXlrn algúniE {2 , ... ,n} 

En otras palabras, "'" identifica todos los pares de lados opuestos, a excepción del 
último. 

Observación 15. El espacio cociente en obtenido por medio de la relación de 
equivalencia antes descrita resulta ser homeomorfo al producto del toro (n - 1)
dimensional y el intervalo. En símbolos: 

en :::::: T"-I x I 

Observación 16. Alternativamente, el espacio anteriormente construido puede 
verse como la imagen de un espacio distinguido. Considérese la aplicación cocien
te TI : In --+ 1"/81". Como es conocido de la topologla general, se tiene un 
bomcomorfismo 8 : In / {)Jn ....::... §n. Por otro lado, según hemos probarlo en el 
corolario 1, existe un homcomorfismo r.p: sn""::'" rN)J. Sea!/J la aplicación dada 

29 
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por tP = "P o () o p. Nótese que, puesto que todos los espacios en consideración 
son compactos y satisfacen el axioma de separación de Hausdorff, la aplicación 
1/1 es continua y cerrada. Por otro lado, es claramente supraycctiva pues "P es un 
homcomorfismo. En resumen, 1/1 t'S una aplicación continua, supraycctiva y abicr~ 
tao Por un resultado de topología básica, es una identificación. Finalmente, sea 
q : In ----o e" la aplicación cociente. Obsérvese que q es una aplicación cOlllpati~ 

ble con la identificación 1/J, pues si q(x) = q(y), y y :z: difieren por ulla unidad en 
alguna de sus coordenadas distintas de la última. En particular, ambos perl.CllC
cen a la frontera de 1", por lo cua11J(X) = p(y) y en consecuencia 1,I;(x) = 1,I;(y). 
Así, existe una aplicación 1fi que hace conmutativo el siguiente diagrama: 

/ ' ----~,'------" In /81" :: sn 
¡. ¡ .. 

('r'- ' xl,"P- ' X {O} , T'-' X (l}) ---,-. (E'a!, X A O, X A 1) • 
Notación 5. Denotaremos la terna 

(r-' x /, T'-' x {O} , r -' x (l )) 

por (y,,-I xl , S, N). 

Definición 20. Sean X un G-espacio y 9 E G. Decimos que /; 1"'-1 X I -- X 
es ulla aplicación de orden 9 o hipertroyectoria si satisface 1(0, X2 ,' .• , xn) = . , 
/(1, X2,"" xn) = 9 .•. Equivalentemente, es posible considerar una aplicación 
de orden 9 como una aplicación de temas f : (T, S, N) ----o (X, . ,9' .). Dcnota~ 
remos por M~(Tn- 1 xl, X) al conjunto de todas las aplicaciones de ord!!n g. En 
símbolos: 

M~(TO-> x / , X) ~ U, T'- ' x / - X I I(S) ~ ' , I(N) ~ 9" 9 E G} 

La observación 16 permite asociar a cada hipertraycctoria una aplicación Que 
tiene un dominio con propiedades homotópicas convenientes para la construcción 
de ciertos objetos algebraicos. De manera más precisa, se tiene la siguiente 

Proposición 13. Existe una asignación M;>(T"-I x 1, X) ----o ¡'d(E8/n, XAO, xA 
1) Además, dicha asignaci6n respeta la relación de G~homotop(a. 

Demostraci6n. Sea f una hipertrayectoria. En la notación de la observación 16, 
considérese el diagrama conmutativo siguiente: 

1" p In /81" :: S" 

j' ¡ .. 
(G', {O} x / ' - ' , {I} x /'-') --"-.. (Ea¡' ,X A O,x A 1) 

~ " ' 1 , 
(X,.,y·.) 
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Por la observación 16, existe una aplicación ¡' que hace conmutar el diagrama 
anterior. Esto prueba la primera afirmación . Para verificar la segunda, nótese 
que el intervalo [O, 1J es un espacio localmente compacto, por lo cual la aplicación 
producto 1/J X idl : (y,,- t x l , 11',, - 1 X {O}, T"- I x {I }) x 1 ---+ (En8/ , xA O, xII 1) x J 
es una identificación. Sea H : lo ~ 1\ una homotopla. Por la propiedad universal 
de las identificaciones, existe una única aplicación fi tal que el diagrama siguiente 
es conmutativo: 

(T,,-I,S,N) x 1 ~ (E"81,X AO,x A 1) x 1 

Jll .... _- li -

(X , . , g · *) 

Nótese que H(x,í) = ¡, (x ) para i = 0, l. 
involucradas, H(x,i ) = { (x) para i = 0, 1. 

Por la unicidad de las aplicaciones 
O 

Es necesario introducir relaciones de homotopía en el conjunto de aplicaciones 
que hemos construido. La siguiente definición establece la relación de homotopia 
que dará origen al invariante algebraico que !lOS ocupa. 

Definición 21. Sean [o, J¡: (1f"- 1 x ¡ ,S, N ) -- (X , . ,g·.) dos hipertra
yectarias. Diremos que son G-homotópiCll$ si existe ulla G-homotopía; es de
cir, una aplicación de ternas H : (1"'- 1 x ¡ , S, N) x ¡ __ (X, . , 9 .• ) tal que 
H(x, O) =- [o (x), H(x, 1) =- fl (X). En símbolos, escribiremos lo '::::0 /J. 

La relación de homotopfa recién introducida tiene importantes propiedades 
determinada.., por la homotopia usual. Más precisamente, se tiene el siguiente 

Lema 7. La relaci6n '::::0 es de equivalencia en M;:(1[n- l x I , X ) 

Demostraci6n. 1. Reflexividad: La homotopia cOllsta.nte H : 1l"'-1 x I -- X 
dada por H(w, t ) = [ (w, t ) prueba que J ==G [ . 

2. Transitividad: Si H : I '::::0 J' y K : J' '::::0 j", entonces la G-homotopfa 
HK , 

«( ) {
H(W", 2t ) 

HI m,s, t = 
K (w,s, 2t - l ) 

pennite afirmar que [ ~G J". 

si t E [0,4J 
sit EU, lJ 

3. Simetría: Si H : [ ~c ¡', la G-homotopla fI definida mediante 
fI (w, s , t ) = H(w,s. l - t} pennite concluir Que J' '::::c f. 

O 

En vista del anterior resultado, podemos introducir el conjunto que será objeto 
de nuestro estudio. 
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Defin ición 22. Denotaremos por 1T~'(X, *) al conjunto de clases de G~homotopfa 
de hipcrtrayectorias. En sfmbolos, 

7r~(X, *) = M~(lI'n- l x l , X )/ '2::c 

Denotaremos por !J, 911a clase de homotopía de una hipcrtraycctoria en el anterior 
conjunto, y lo llamaremos elemento de orden g. 

Observación 17. Nótese que las restricciones de la definición 21 nos pennitcn 
pensar a 1T~(X, .. ) como la unión de una familia de conjuntos de homotopía. Dado 
un elemento 9 E G es posible construir el conjunto de clases de homotopía relativa 
a la frontera del intervalo de las aplicaciones del orden correspondiente. De esa 
manera, 

1f~(X, *)= U[T"- ¡ x I,S, N ;X ,*, y,.lrel o.1 
,.G 

Obser vación 18. Alternativamente, es posible pensar a cada hipcrtrayectoria 
como una clase de homotopia relativa a la frontera del inl.crvalo de una aplicación 
f : T"- I x 1 _ X , donde se han seleccionado como extremos de la trayectoria 
a· y 9' •. 

La yuxtaposición de aplicaciones cuyo dominio contiene como factor UII in
tervalo, cual es el caso de Tn-l x l , permite dar a las clases de homotopia ulla 
estructura adicional. . 

Defin ición 23. Sean [j, g] y [j' ,g'[ elementos de orden 9 y 9', respectivamente. 
Definimos el producto [f,g][j',g'] en :tr~{X) como la clase de homotopía [h,99'[ 
de la yuxtaposición de las aplicaciones f y 9 . j' en M~(1r,,-1 x l , X ). Es decir, 
[J, gil!', 9) ~ [h, 99), dond, 

Véase la figu.ra 2.1 

h(w, ,) ~ { f (w: 2' ) 
g·f (w, 2'- I) 

sitE[O,l[ 
sitE[!, l [ 

Es inmediato verificar que la anterior definición es independiente de los re
presentantes de las clases de homotopia involucradas. Para establecer con más 
precisión algunas propiedades de :tr~{ X , .. ) necesitamos el siguiente resultado de 
carácter técnico. 

Proposición 14. Sean f E M(T,,- I x 1, S, N; X , .. , ,.' ), 
j' E M (T"- I x l , S, N; X , " , .. "), ¡" E M{T" - I xl , S, N; X , ,." . .. "'). Entonces se 
tiene: 

1. f(!'n ~ (J¡')¡" 
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fgf 

"' 
f 

gf 

Figura 2.1: La yuxtaposicion de hipertrayectorias 

2. c.f~f, fc.' ~f 

3. f J ~ c,
' 
lJ ~ c." 

Donde la relación de homotopía es relativa a la frontera del intervalo. 

Demostración. Considérese la homotopía H definida como sigue 

{

f(W , 2~t) . si s E [O, 24t] 

H(w , s, t) = f:,(w , 4s + t - 2) s~ s E [24t, 34t] 

f (w 4SH-3) SI S E [3-t 1] , t+1 4 ' 

33 

Claramente, H: f(gh) ~ (Jg)h Y esto verifica 1. Por otra parte, si se definen K 
y ¡( como sigue 

{
* si s E [O, l;t] 

K(w,s,t)= f( 2s+t-1) 
W , t+l si s E [1;t , 1] 

{f(W 2SH- l) si s E [O , 1-
2
t] 

K'(w , s, t)= *' ,-¡::¡:-¡--
si s E [1;t, 1] 

entonces, es inmediato verificar que K y K' son homotopías que prueban 2. Por 
último, consideremos las aplicaciones L y L' definidas a continuación 

L( ) 
_ {f(W , 2s(1 - t)) si s E [O ,~] 

w,s , t - 1 
f(w, 2(1 - s)(l- t)) si s E [2 , 1] 

L
'( ) {f(W , 2(1 - s)(l - t)) si s E [O,~ ] 

w, s,t 1 
f(w , 2s(1 - t)) si s E [2 , 1] 
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Se t iene que L : J J ::::c- c. , L' : f J ~ e." con lo cual queda probada la afirmación 
3 O 

Los resultados establecidos hasta el momento penniten enunciar el siguiente 

Teorema 3. 11"~ (X , .. ) con el producto introducido en la definición 29 es un grupo 
tal que el elemento neutro es la clase de liomotopía de la aplicación constante de 
orden e con valor en el punto básico. 

Demostración. Es inmediata de la proposición 14. 

Le ma 8. En el grupo 1T:;'(X,.) se satisfa cen: 

O 

J. Si f ~rd O. ] e, es una aplicación de muen e, entonces (f,e] es el elemento 
neutro de 1T:;'{X, *) 

2. Si 11, g] E 1T:;'(X, . ), entonces el inverso de [/ , g] es [9- 1 .1,9- 1
) 

Demostración. 1. Sea [{,91 E 1T::(X,*). Por la proposición 14, {1 ~ l e. =:: 
¡' y JI' =:: c.1' :::::::' ¡' como aplicaciones en M;;(X , . ). As!, [f,ellJ',g] = 

[t .gl ~ [t,gIlJ,gl· 
2. Sea [/ , 9] E '/I":;'(X , . ). Nótcse que [/,9][9- 1 . l,g- l] corresponde al ele

mo"to [¡' g..-' 1', '1 en 1'1'0-' x / , S, N; X , - , -l· [¡'gg-' ·1'1 ~ IJI ~ [1'II¡'[, 
donde. el lado derecho representa la multiplicación originada en la yuxta
posición de aplicaciones en el intervalo. Asf, utilizando la proposición 14, 
[¡' .. ,1I9-' ·1',g-'1 ~ 11,'1 ~ 19- ' ·!" g- 'II¡',91· 

O 

Como es habitual en la topología algebraica, el objeto rocién construido tiene 
relevantes propiedades en relación con determinada colección de morfismos. Estas 
propiedades se expresan en la siguiente 

Proposición 15. La a.signación (X, *) I--t 1T~(X , *) es unjuntor de la catego
ría de los G-espacios punteados y aplicaciones G-equilJariantes punteadas en la 
categoría de grupos. 

Demostmción. Sea tp: (X, *) --o (Y, _) una aplicación cquivariaJlte y punteada. 
Definamos tp. : 1t~(X, *) -+ 1l'~(Y, _) por tp . ([J, 9]) = [tp o j , gl. Nótese que si 
j representa la clase de homotopía de un elemento de orden 9 E e, entonces 
tp o j representa un elemento del mismo orden en el grupo correspondiente, pues 
tp(j(x,O)) = tp( _) = _ por tratarse de una aplicación punteada y tp(f(x, 1)) = 
tp(g._) = g.tp(_) = 9'* por tratarse de una aplicación equivariante. Por otro lado, 
tp. es un homomorfismo de grupos, pues tp . ([j, g][j',g'J) = tp . ([J(g. / ),gg']) = 

[1pO (1(9' ¡')), gg'l = [(tpo j)tpo (g. / ), 99']. Ahora, puesto que la aplicación tp es 
equivariante, el elemento anterior es igual a [(¡po j)9' (¡po ¡'),g9'1 = Itpo f ,g][¡po 
¡', g'J = ¡p. ([!, g])¡p. ([J' , g'j), por lo cual ¡p. es un homomorfismo de grupos. 
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Por otro lado, sea T/J : (Y,*) _ (Z,.) una aplicación equivariante y continua . 
Considérese t/J o tp : (X , *) ------.. (Z, *). En esa situación , (t/J o tp) . está dada por 
(V> o ~) , (IJ.g)) ~ [(V> o~) o J, 91 ~ [V> o (~o f), g[ ~ v>, ([~ o J, g)) ~ V, , o ~, ([J, g)). 
As!, (1/10 tp) . = 1/1. o !p • • Por último, nótese que si id: (X , *) -> (X, *), entonces 
id. [f ,g] = [id o J, g] = [J,9] = id,.~(x , . ), por lo que id. = l ,,:¡:-(x .• ), lo cual prueba 
que la asignación es funtorial. O 

Una de las construcciones más importantes en toda categoría es si n lugar a 
dudas la del producto. La categoría de grupos de transformaciones-es decir, aqué
lla formada por espacios topológicos punteados con acciones de grupos definidas 
en ellos, cuyos morfismos consisten en aplicaciones punteadas y compatibles con 
homomorfismos entre los grupos que actúan- no es una excepción, como se puede 
constatar en la siguiente 

Definición 24. Dados dos espacios X y Y , donde se han definido acciones de 
los grupos G y C: , respectivamente, introducimos la acción producto de G x c: 
en el producto topológico X x Y mediante (9,9') . (x, y) = (9 ' x , g' . y). 

La construcción de los grupos de homotopía equivariantes tiene un conveniente 
comportamiento con respecto del producto en la categoría correspondiente. De 
manera más precisa, se ticne el siguiente 

Teorema 4. Sean X y Y G- y c' -espacios, respectivamente. Consideremos X x 
y con la aci6n producto definida en él. Entonces, existe un isomorfismo rp : 

1r0xc'(X x Y. *) S! 7r G(X .) X 1rc'(y .) " , , ", n' 

Demostración. Definase el homomorfismo mediante 1J = 1JG x 1J:::, donde llG = 
prOYx . y 'Id = proyy •. Es claro Que al aplicación es suprayectiva, pues si 

([J, g], [j', g'l) E 1r~ (X) X 1r~' (}'), el elemento [J x j' , (g, g') I satisface que rp([f x 
j', 9.9']) = ([J, g], [j' , g']). Por último, la aplicación es inyectiva, pues si [j, el es 
tal que prOYx o J y l'royy o J son nulhomotópicas mediante H y ¡(, respectiva
mente, entonces la aplicación H x f( detennina una nulhomotopía de f. As!, 'P 
es un isomorfismo O 

La anterior definición de los grupos de homotopia de un G-espacio hizo uso 
de la noción de espacio punteado. Aun cuando en la anterior discusión el pun
to básico permaneció fijo, cabe la cuestión de determinar el efecto del cambio 
de punto básico. Como es sabido por la construcción del grupo fundamental , la 
yuxtaposición de trayectorias pennite establecer un isomomorfismo de conjuga
ción entre los grupos fundamentales con puntos básieos en la misma componente 
coneetable por trayectorias. De un modo más preciso, se tiene la siguiente 

Proposición 16. Sea o: . :::::: .. una tmyectoria. Defínase T}" : 7I"¡(X, *) ............ 

7l"¡(X, .') dado por [o] ~ [ñoo]. Entonces T}" es un isomorfismo. 
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/ g*" / 

*. 
* 

Figura 2.2: El isomorfismo de conjugación 

Demostración. Ante todo, tal aplicación es un homomorfismo, pues rJ,,(a(3) 
[o-a(3a] = [o-aao-(3a] = [rJ,,(a)rJ,,((3)]. Por otro lado, rJij es otro homomorfismo de 
grupos tal que rJij o rJ" = l",(x,.) Y rJ" o rJij = l",(X,.')' Por lo cual~ ambos son 
isomorfismos inversos. O 

Es posible generalizar estas ideas para definir un isomorfismo de conjugación 
en los grupos 7r;;(X, *). La única dificultad que se advierte es la imposibilidad 
de yuxtaponer una trayectoria con una aplicación de orden g. Esta dificultad se 
resuelve por medio de la siguiente 

Observación 19. Dada una trayectoria..\: 1 ~ X, definimos la hipertrayecto
ria asociada, 5. : ,][,n - l X 1 ~ X como sigue: 

5.(w, t) = ..\(t) 

Notación 6. En lo sucesivo, abusaremos de la notación y escribiremos la trayec
toria ..\ : 1 ~ X y la hipertrayectoria asociada 5. con el mismo símbolo. 

En vista del anterior resultado, es posible establecer el siguiente 

Teorema 5. Sea ..\ : * ~ *' una trayectoria. En la notación del lema anterior, 
consideremos la aplicación asociada ..\ y la función rJ>. : 7r;;(X, *') ~ 7r;;(X, *) 
dada por [j, g] f---> [..\ (f 9 . 5.), g] (véase la figura 2.2). Entonces rJ>. es un isomor
fismo de grupos. 

Demostración. rJ>. es un homomorfismo, pues rJ>.([j, g][/ , g']) = rJ>.([f(g.¡') , gg']) = 
[Af(g· /)gg' .5., gg'] = [..\f(g· (..\5.)(g . /)gg' . 5. , gg'] = [..\fg· 5., g)][..\/g' . 5., g'] = 
rJ>.([j, g])rJ>.([/, g']) . Por otro lado, la función rJ>.. satisface que rJ>. o rJ>.. = l,,~(x,*), 
rJ>.. o rJ>. == l,,~(X,*')' De esa manera, ambos son isomorfismos inversos. O 



2.1. CONSTRUCC10N 37 

Observación 20. En adelante, y en vista del teorema anterior omitiremos el 
punto básico del símbolo 1l"~(X , *) cuando no sea relevante su papel. 

El isomorfismo de conjugación en 7l"~(X) es una importante construcción. A 
continuación enumeraremos algunas importantes consecuencias del teorema 5. 
La primera consecuencia de la existencia del isomorfismo de conjugaci6n es la 
posibilidad de definir isomorfismos de grupos de homotopfa cquivariantcs para 
determinados puntos del G-cspacio. Para formular con detalle esta última afir
mación , precisamos la siguiente 

Observación 21. Recuérdese que en un grupo G se define el centro de e, Gen(G) 
como el conjunto de elementos de G que conmutan con todos los elementos del 
grupo. En sfmbolos: e E Gen(e) <=> 9c = c9 '<Ig E C. Es sencillo probar que 
Gen(G) es un subgrupo de G. 

Teorema 6. Sea H un subgrupo de Cen(G). Sea C. la componente Clmeclable por 
trayectorias de t. en X. En la notaci6n del capítulo 1, sea *' E H ·C •. Entonces, 
existe un isomorfismo h,: 7f~(X , *) ~ 1T~(X, *') 

Demostraci6n. En vista de la e.xistencia del isomorfismo de conjugación, basta 
considerar el caso en que *' = h· * para algiln h E Cen(G ). En esa circunstancia, 
considérese la aplicación 

[J, g[-["/, g[ 
Nótese que es un homomorfismo de grupos, pues hj([J,g][¡' ,g'j) = h:([19 . 
¡',gg'J) = [h. . (fg¡'),gg'J. Obsérvese que un representante I de esta últ.ima 
clase de homotop!a satisface que l(O,x) = h· *, l(l,x) = g' (h· *). Por otro 
Iodo, ",O/,g]) ~ [h· / ,g[ y h,O!"g']) ~ ['" !"g'[. AsI, ",([J,g])",[!"g'[ ~ 
[h· f , g)[h· ¡', g'l = [h· f(9' (h· ¡')), gg'l. Puest.o que h E Gen(G), se tiene que 
hg = gh. En particular, [h· f (g· (h· ¡')), gg'J = [h· f(l1g· ¡'), 9g'l. En conclusión, 
h,O/,gll!' ,9' ]) ~ [h· /(g. (h· !')), g, 9[ ~ [lo· / , gllh· !"g'[ ~ " ,([ / ,gJ)h,([!,. g'J). 
Finalmente, es claro que h= es supraycctivo, de modo que sólo resta verificar que 
es inycctivo. Sea [J, el E ker 11.,. Entonces, h· f ~ O. Se concluye que f ~ O , por 
lo cual kerh, = {e} y por lo tanto, h, es un isomorfismo. O 

Por último, el isomorfismo de conjugación pcrmite establecer la relación que 
existe entre grupos de homotopía de G~espacios del mismo tipo de homot.opla cu~ 

yas equivalencias homotópicas no son neccsanamente equivariantes y punt.eadas. 
Para establecer de mancra más precisa esta afirmación es necesario fonnular el 
siguient.c 

Lema 9. Sean W, W' : X - Y aplicaciones hOfflOt6picas. Entonces existe una 
'ro,,,,'oria ~ 'al que ".O/,g]) ~ ~, (""O/,gJ)· 
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DemO.5tración. Sea [J,gl E 7r~(X). Por hipótesis, existe una homotopla H : t/I ~ 
1/J'. Sea >. : 1 _ Y dada por >.(t) = H(*,O,t). Consideremos la aplicación 
asociada >.. Construyamos la hOlllotopla 

{

H(*' I~t) si t E (O, 1:;1) 
I« w,s,t)= H(f(W,3~:~L I ,tl) sitE[I~' ,~1 

g . H (* 3"-1-2) si t E (1+2 11 
'3-1-2 3' 

Tras verificar algunos detalles elementales de continuidad de la aplicación 1<, es 
inmediato que K : >'(t/J o I)g. (X) ~G (t/J' 01). Finalmcnle, por la definición del 
isomorfismo de conjugación , 
1(([/,9]) ~ I',(,p. ([/,g])) o 
Corolario 4. Si X y Y .5on e.5pacio.5 del mismo tipo de homotopía equitlariante 
punteada, entonce.5 1l"~(X) y 1l"~(Y) son isomorfos como grupos 

Demostración. Sean k : X _ Y Y k' : Y _ X inversos homot6picos puntea
dos. En ese caso, existe una homotopla equivariante y punteada H : k o k' ~ idy . 
En la notación del lema 9, sea >. la trayectoria descrita por el pU(lto básico. Nótese 
que puesto que la homotopía es punteada, la trayectoria>. es trivial. Por lo cual, 
en vista del anterior lema, (k o k' l. (1/, g]) = !¡Oc. (id. ([1, gJ) = id. (1/, g]) = IJ,91· 
Aná.logamente se concluye que (k: o I).([¡', g'j) = 1/, g'l. Por ultimo, como con
secuencia de la funtorialidad, estos ultimos homomorfismos de grupos coinciden 
con k. o k. y k o k: , respectivamente. Por lo cual, k. y ( determinan isomorfismos 
de grupos inversos. O 

Observación 22. La condición de ser aplicación equivariante y punteada de la 
homotopia entre las aplicaciones del corolario anterior es redundante. Es posible 
probar el resultado anterior bajo la hipótesis de una equivalencia homotópica 
usual. La demostración involucra detalles técnicos elementales que no incluiremos. 

2.2. Relaciones con otros grupos 

En la construcción clásica de los conjulltos de homotopía, los espacios de 
funciones y los conjuntos de homotopía de éstos se encuentran íntimamente re
lacionados con los grupos de homotopía del espacio original. En el ámbito de la 
teoría equivariante, se tienen varios resultados similares. A continuación enuncia~ 
remos algunos dc ellos. En uo artículo de 1949, 131 R. H. Fox introdujo un grupo 
de homotopia de aplicaciones cuyo dominio es el toro n-dimensional. En la nota~ 
ción de este trabajo, tal grupo puede verse sumergido en lo que hemos llamado 
7I";(X). Consideremos para este fin la siguiente 

Proposición 17. Sea Tn(X ) el conjunto de elementos de orden e en 1l"~(X). 
Entonces Tn(X) e.5 un subgrupo. 
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Demostrnci6n. Ante todo, la clase de homotopía de la hipcrtraycctoria con
stante COIl valor en el punto básico pertenece al conjunto en cuestión. Sean 
[f,el,[/,e] E rn(X,*). De acuerdo con la regla de lIluliiplicacióll definida en 
la definición 23, 11, e][j', el = [J ¡', ej, donde f r denota la. yuxtaposición de estas 
aplicaciones. De esa manera, f j' es de nuevo un elemento de orden e. Por úl timo, 
como consecuencia de la proposición 14, se tiene que el inverso de un elemento de 
orden e,U, e] es [J, e~I) = Ij, ej . Nótese que ¡ es de nueva cuenta \lna aplicación 
de orden e. En conclusión, TM(X) es un subgrupo de 1r~(X). O 

Definición 25. Llamaremos n-ésimo grupo de homotopia toroidal , o n-grupo 
de Fax al subgrupo anteriormente descrito. En lo sucesivo, lo denotaremos por 
'"(X). 

Observación 23 . Nótese q\¡e en el caso 1~ = 1, el grupo TI(X) coincide con el 
grupo fundamental, 7r¡(X). Las aplicaciones de orden e coinciden con los lazos y 
la G-homotopía coincide con la homotopfa punteada de lazos. 

Bajo ciertas hipótesis que estableceremos a continuación, el cálculo de los 
grupos 7r;(X) se reduce esencialmente al cálculo de T,,(X). 

Teorema 7. Sea X un G -espacio canectable por troyectarias. Supóngase además 
que existe un punta fijo bajo la acci6n. Entance.5 7r~(X) ~ -r,,(X) x G. 

Demostraci6n. En vista del teorema 5, es suficiente probar el resultado cuando 
el punto básico es fijo bajo la acción del grupo. Notemos que en este caso, cada 
aplicación 1 de orden 9 satisface 1(1l"H x O) = 1(1f" -1 X 1) = *. De esa ma
nera, es posible definir la aplicación <p : 7r~(X) __ -r,,(X) x G dada mediante 
[J,g] ~ ([1],g)· Ante todo, la aplicación <p es un homomorfismo de grupos, pues 
~([!, gllJ', i)) ~ ~(1!9' J' ,99')) ~ (f 9.¡', 9i). Puesto que la ",0;6n de g ",h" el 
punto básico es trivial, se tiene que el anterior clemento en r,,(X, *) x C coincide 
con (1 ¡', 99') = <p([J, 9])<P«(¡' ,9']) . De ese modo, <p es un homomorfismo. Es cla
ramente suprayectivo, pues si (1, g) E r,,(X, *) x e, el elemento [J , g) en 7r~(X) 
satisface que <p([J,g)) = (I,g). Por último, es inyectivo pues si [J,e) E keqo, 
entonces 1 ~ O como aplicación en 7r~(X , *). De esa manera, <p determina el 
isomorfismo. O 

Observación 24. Desafortunadamente, el recíproco del teorema anterior -que 
constituiría un teorema de punto fijo- no es cierto(véase a este respecto el ejemplo 
6. Sin embargo, forma una condición necesaria para la existencia de puntos fi jos. 
Desde luego, puede usarse para responder negativamente a la pregunta de si una 
acción posee puntos fijos o no. 

Una propiedad importante del grupo r>1(X) reside en el hecho de que es posible 
determinarlo mediante un grupo fundamental. Al menos tc6ricamente, este hecho 
nos dota de una conveniente herramienta de cálculo. ResumImos este hecho en el 
siguiente 
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Teorema 8. Sea X un G-espacio. Existe WI i3omorfismo 1r1(M(T"-I, X) , c. ) 8:! 

r,,(X, *) 

Demoslraci6n. Notemos que si..\ es unlaw en M(T" - I , X ), entonces determina 
para cada t E 1 una aplicación ..\(t) : T"-I - X. Así, un lazo en este espacio 
de funciones puede verse de manera canónica como ulIa aplicación A : T"-I x 
1 ----1 X. Obsérvese que, pucsto que ..\ es un lazo, ). está además sujeta a la 
condición ..\rrn- l x {O}) = • = >'(T"- l x {1}). Es fácil verificar que la asignación 
anteriormente descrita prCSCTVa las homotopias. De esa manera, la función cp : 
7rdM(T"-1 ,X) - ,,,(X,.) dada por 

[A[ ...!.. [A , e[ 

está bien definida. Además, es claramente supraycctiva, pues si [J, el E ,,,(X, ,, ), 
el lazo >.(t){w) = f(w , t) satisface que rp([>.]) = [f,eJ . Finalmente, es inye<:tiva 
pues si cpU>']) ~G O, entonces Á '::.' O. En conclusión , cp determina el isomorfismo 
solicitado. O 

Observación 25. Recuérdese que en la notación de la o\>servaci6n 3, se tiene un 
horncornorfismo 

M(I , M(Z , X ))...!.. M(Z x I , X) 

de manera que los conjuntos de homotopia resultan isomorfos mediante el homo
morfismo inducido. En particular, si considerall:O$ Z = T~- I, obtenemos 

Esto constituye una prueba más del hecho que establece el anterior teorema. Es 
decir, T .. (X , *) 8! 11"1 (M(T" - I, X) ,c.). 

De los teoremas 8 y 7 es inmediato el siguiente 

Corolario 5. Sea X un C-espacio roneclablc por trayectoria.!! y tal que existe 
un punto ron la propiedad de ser fijo por la acción del grupo G. Entonces, si se 
define Y = M(T~- ! 1 X ), existe un isomorfismo 

1I":(X ,*) 8! 1I"¡(Y,c.) x e 
o 

Es posible generalizar estas ideas para obtener una representación de 1I"~{X) en 
términoo del primer grupo de homotopfa cquivariante de un determinado espacio. 
Este hecho demuestra que la tcoria de grupos de homotopía equivariantc no es 
en realidad tan general. Desde esta perspc<:tiva, el cálculo de los grupos 1f;(X) 
se reduce al problema de detenninar 1I"f(W,. ) para un espacio conveniente. De 
manera más precisa, tenemos el siguiente 
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Teorema 9. Se tiene un isQmorflSmo cp : 1f~(X, *) _ 1Tf(AI(yn- l, X) , c. ) 

Demostraciór¡. Sea 1/1 el homeomorfismo descrito en la observación 25. Notemos 
que dicha asignación es compatible con las G-homotopfas. De esa manera, se tiene 
un homomorfismo de grupos cp = !./J. 

[/ , M(T"- ' , X),I~ ~ [T"-' x 1, XI~ 

Observemos que el homomorfismo 'P es suprayectivo. De acuerdo con la observa
ción 16 del capítulo 1, tal asignación delcrmina el isomorfismo. O 

El grupo de homotopía 1f~(X, *) mantiene una relación estrecha con otros 
invariantes homotópicos clásicos. En particular, cuenta con algunos subgrupos y 
cocientes de interés en la teorfa no equivariante. Como ya se ha hecho notar, el 
grupo de homotopfa toroidal puede verse sumergido en 1T~ (X ). Si a una aplica
ción que representa un elemento en este último subgrupo se le imponen ciertas 
condiciones adicionales, es posible recuperar propiedades de homotopfa clásica. 
La siguiente definición impone una de las primeras condiciones a tales familias. 

Definición 26. Sea N e [1"'-1 x J , XI~ el conjunto de clases de homotopía de 
aplicaciones 1 tales que su restricción a los ejes de 1"'-1 es constante con valor 
en el punto básico y J(w, O) = I(w, 1) = *. Es de<:ir, J lu w¡= c. , donde W¡ es el 
subespacio de r -1 definido mediante 

Resulta natural la pregunta de si estas condiciones están relacionadas con la 
estructura algebraica de 1T~(X). El siguiente resultado responde afirmativamente 
a esa pregunta. 

Lema 10. El conjunto N es un subgNlpo de 7r~(X). 

Demostración. Ante todo, la clase de homotopía de la aplicación constante con 
v--.tlor Cll el punto básico es una de las que se consideran en N. Notemos, además, 
que las clases de homotopía en cuestión corresponden por construcción a elemen
tos de "Tn(X). De esa manera, sus elementos son de la forma [/, ej. [J', ej, donde 
1, J' son aplicacioncs con la propiedad antes mencionada. Es claro que si 1 es 
una aplicación con la propiedad de ser constante en U lVi , f también posee tal 
propiedad. Resta probar que el producto de dos aplicaciones en N permanece en 
N. Sean [J, el , [{ , eJ dos de ellos. Recuérdese que [J, e)[¡' , el = [J J' , ej. Notemos 
que la regla de correspondencia de J ¡' es la siguiente: 

j¡'(w, t) ~ {j(W,2t) 
j (w, 2t - 1) 

sitE[O,41 

sitE[4,Q 

Así, si t E J y w E W" entonces ocurren dos posibilidades. 
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1. t::;~, en cuyo caso, f¡'(w , t) = f(w , 2t) = "* 

2. t ~ 4, en cuyo caso, f¡'(w, t ) =¡'(w , 2t~ 1) ="* 

Así, f ¡' IUIl',= e, . o 
La relación entre el subgrupo N y otros invariantes de la topología algebraica 

convencional se anticipa en la siguiente 

Observación 26. Recuérdese que se tienen identificaciones p : 1 --+ S¡ y q : 
/"_1 = D:,:¡l¡ -o 1,, - 1/8¡ ,,- 1 :::::::S,,- I. Consideremos la aplicación producto np 
detenninada por la familia p. Puesto que el intervalo es un espacio compacto, np 
es una identificación. Además, q es una aplicación compatible con la identificación 
antes descrita. Por la propiedad universal de las identificaciones, q induce una 
aplicación T de manera que el diagrama sigillente es conmutativo. 

S,, - I::::::: 1"-1/8/"- 1 

Nótese, además, que la aplicación T que se ha construido es una identificación, 
pues todos los espacios en consideración son compactos y de Hausdorff. En con
secuencia, si se cOIL<;idera la aplicación cociente canónica q': S,, - I x 1 --+ S", es 

posible definir una identificación p' mediante la composición p' : y,,- I x ¡ r.!.!!¡ 

§,, - I X / --+ sn - l X ¡ L S". 

La anterior observación sugiere el hecho de que una familia de aplicacioncs 
en ,H(ll"'- I x / , X ) con propiedades convenientes dctennina aplicacioncs cuyo 
dominio es la esfera. Como se recordará, tales aplicaciones resultan de particular 
interés en la teoría no equivariante, pues representan elementos en el n-grupo de 
homotopía clásico. Las propiedades adecuadas para conseguir ésto son precisa
mente las que definen al subgrupo N. De manera más precisa, podemos enullciar 
la siguiente 

Proposición 18. Se tiene un homomoTji.smo de grupos N -t 7T,,(X). 

Demostración. Consideremos la identificación p' definida en la observación 26. 
Sea f un representante de una clase de homotopía en N . Notemos que la apli
cación f es compatible con p', de manera que existe una aplicación i tal que el 
diagrama siguiente es conmutativo: 

f r -1x / - x 
'1 ' ' ' p ...... j 

S" 
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Además, la aplicación resulta punt.eada. Notemos que dos aplicaciones G~homo
tópicas en N son homot6picas en el sentido usual, pues el elemento de G que 
define la G-homotopía es el idéntico. En consecuencia, si se define la aplicación 
'P: N ----- ",,(X) mediante [J,c] 1---> [j), la asignación está bien definida. O 

Finalmente, podemos rcsumir los resultados expuestos en el siguiente 

Teorema 10. Pam un G- espacio X , se tienen las siguientes afirmaciones 

1. T"U<) es un subgrupo normal de 1T~(X) 

2. T,,( X ) posee un subgrupo isomorfo a 11"" (X ) 

Demo,'rná6n. 1. Sea 1I, 9J E ""(X) Y [h,e] E ,"(X )·II,9¡- ' [h ,ellf,9] ~ 119' 
h9' 1,99- '] E '"(X) 

2. A la luz de la proposición 18, existe un homomorfismo de grupos N _ 
1r,,(X) dado por [¡,e] f----4 lJl. A continuación, construiremos un homo
morfismo inverso, mostrando así que existe un isomorfismo entre ambos 
objetos. Para ello, hagamos notar que, en virtud de la proposición 7, es 
posible considerar a 1l',,(X ) como el conjunto de clases de homotopfa de 
aplicaciones de ternas [/" ,81" , )"- L; X, . , • J. Por otro lado, la identifica
ción p : 1" -'" 1',,- 1 X I permite construir una aplicación de ternas, que 
denotamos por /14: (I" ,81".r- l ) -- (T"-I x I , Ex J, NUS), donde E 
representa el subespacio de r -L que hemos convenido \.. 11 llamar ejes. Veri
fiquemos que esta asignación determina un homomorfismo en las clases de 
homotopfa de nuestro interés. Sea H : (/" x 1,81" x 1, )"- 1 x I ;X , . , .) una 
homotopía de Lernas. NOLCIIlOS que H es compatible con la identificación p, 
de manera que existe una aplicaciólL fi que hace conmutativo el diagrama 
siguiente: 

I"x l 11 X ,1 ", < 
... '" fi 

y ,,- I x I x l 

Además, puesto que H es una homotopfa de ternas, H es una G-homotopfa. 
De esa manera, se tiene un homomorfismo de grupos 

/1,1. : [1" ,81" , J" - L;X, . , *] __ [y,,_L x 1, E x 1; X , .I? 

inverso para el construido en la proposición 18. 
o 

Si además se suponen algunas condiciones extras sobre el espacio y la acción, 
salta a la vista la profunda interrelación entre los invariantes algebraicos que son 
nuestro objeto de estudio. La primera condición que se presenta es la que brinda 
las hipótesis del siguiente 
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Teorema 11. Sea X un G-espacio con acción pareja. Sup6ngase además que G· >1; 

es un espacio discreto. Entonces 1"n(X /G) es un cociente de 1r~(X) 

Demostración. Consideremos la aplicación cociente de órbitas r : X ...... X /G. Si 
dotamos a X / G con la acción trivial de e, esta aplicación resulta cquivariant.c 
y pUlI teada . Como consecuencia de la proposición 15, se tiene un homomorfismo 
inducido T. : 1((X) -----> 7r~(X/G). Notemos que, de acuerdo con el teorema 7, 
la imagen de este homomorfismo puede ser considerada en Tn(X/G) X G salvo 
isomorfismo. Consideremos la proyección en la primera coordenada. Denotemos 
por tp cl homomorfismo dado por la composición de todos estos homomorfismos. 
Es decir, 

Probaremos quccl anterior homomorfismo es suprayectivo. Sea {J, eJ E Tn(X/G). 
Las condiciones impuestas a la acción permiten concluir que la aplicación cociente 
es una fibración. Por tanto, de acuerdo con los resultados del primer capftulo, 
posee la propiedad de levantamiento de homotopfas. La hipótesis sobre la órbita 
pennite plantear el siguiente problema. 

Por la propiedad de levantamiento de homotopfas de r, existe l' como en el 
diagrama anterior. Además, como G· * es discreta, l' representa un g-elemento 
para alguna 9 E G. Tal aplicación satisface que ¡p([J', gl) = [j, ej . En conclusión, 
la aplicación es supraycctiva. Como consecuencia de los teoremas de isomorfismo 

o 
Un caso particular del cálculo de 7l"~(X) se presenta cuando éste es el grupo 

trivial. En esta situación, 1l"f(X) nos pcnnite obtener información tanto de las 
propiedades homotópicas del espacio X como de la acción del grupo G. De manera 
más precisa, se tiene 

Proposición 19. $etJ X un G-espacio tal que 1Tf(X) = O. Entonct$ G es trivial 
y X es J-conexo. 

Demostración. Ante todo notemos que la acción tiene puntos fijos, pues todos los 
y-elementos [J, gl son en realidad e-eJementos. Como consecuencia del teorema 7, 
se tiene que 7l"f(X) ~ T¡(X) X G. Por último, nótese que por bipótesiseste grupo 
es trivial, de manera que tanto G como 1T¡(X) lo son. O 
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La propiedad de ser cancetable por t rayectorias permite definir una impor
tante relación entre el grupo que actua y el grupo de homatopla equ.ivariantc. A 
saber, G es siempre un cociente del grupo de homotopía cquivarialltc cuaudo el 
espacio es conectable por trayectorias. Este hocho y una situación dual -cierto 
encaje de G en 1f~(X )- serán de particular interés en el próximo capitulo. 

Lema. 11. Si el espacio X es conedable par trayectorias , Se tiene un cpimorflSm o 
p : 1I"~ (X) --+ G 

Demostmci6n. Definamos la aplicación p([/, g)) = 9 Para cada 9 E e, considere
mos >'9: . :::- g ' •. Si >'g es la aplicación asociada, se tiene que p([).g,g]) = g, por 
lo cual p es un epimorfismo. O 

2.3. Ejemplos 

La sección anterior mostró algunas relaciones entre los grupos de homotopía 
equivariantes y otros invariantes asociados a los G-espacios. En esta sección uti
lizaremos esos rcsultados para calcular los grupos de homotopfa equivariant-es en 
algunos casos sencillos. 

Ejemplo 2. Consideremos SI = {( E e 1 KI = l }, con la cstructura multiplica
tiva inducida por la del plano complejo. Definamos una acción de SI en sí mismo 
mediante la siguiente regla de correspondencia 

1}'(= r¡( 

Es claro Que tal asignación determina una acción de grupo. Además, tal acción 
es libre, pues si r¡( = (, entonces '1(( = (( = 1. 

Consideremos el problema de caleular~' (SI, 1). Un r¡-clemcnto es ulla clase de 
homotopía [f, '11 , donde f es una aplicación con dominio en * x 1 y Que satisface 
/ (0) = 1, f (1) = 1J. De manera intuitiva, es posible afirmar Que la cl ase de 
homotopfa de f dependerá de cuántas vueltas a SI describa un punto sobre la 
trayectoria. A d iferencia del caso del grupo fundamental , donde las clases de 
homotopfa de lazos quedan determinadas por un cierto Ilúmero entero asociado 
a uno de sus levantamientos, el cálculo del grupo nt' (SI ) requiere de elementos 
adicionales. 

Teorema 12. 
1!f(SI)~R 

Demostraci6n. Consideremos la aplicación!{J ; R -> 1Tf(SI ) dclin.ida mediante 
r ........... [fr, e2n"i l, donde Ir ; 1 _ SI tal Que fr (t ) = e2r·¡¡. Notemos Que las apli
caciones f, er,,; f,' Y f ,r' resultan homotópicas mediante una homotopía relativa 
a la frontera del intervalo. Por otra parte, según una propiedad elemental de la 
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aplicación exponencial , e2 ... ,(r+r'¡ = e'l",re2~,r' . Así, l{J es un homomorfismo de gru
pos. Si r E ker ¡p, entonces se t.iene que l{J{r) = [fr. 1] es un l -clcmento. Es decir, 
r E Z. Pero, por otra parte, ir ~ el. Así, " = O Y la aplicación l{J es inyectiva. 
Por último, si f : 1 ---+ SI representa un r¡-elemento, sea (JI el grado generali
zado introducido en la. observación 14, y tI E ¡O, 1) tal que e",tJ = .,.,. Notemos 
que el número real r = al + tI satisface CJue rp(r) = [J, l/J. Asi, la aplicación es 
supraycctiva Y, por lo tanto, determina un isomorfismo de grupos. O 

Ejemplo 3. Consideremos la acción del grupo SI en el plano complejo por rota-
ción. De manera más precisa, definamos la acción Ji : Si x e ___ e mediante 

Es claro que tal acción tiene como punto fijo al origen del plano complejo. En 
consecuencia, es posible aplicar el teorema 7 para conduir que 

lIf (C) ;;: 7TI (e) )( Si 

Recuérdese que el plano complejo es simplemente conexo, de manera que 7TI (C) = 
{,J . AsI, ,r¡'(C) " S' 

Observación 27. El anterior ejemplo puede ser formulado en términos más 
generales, a saber: Si X es un G-espacio simplemente conexo, entonces 7Tf(X) 9! 

C 

Ejemplo 4. Definase la acción de ~ en SI por conjugación compleja < 1---+ (. 

Bajo tal acción, son puntos fijos 1 y - 1. De nuevo, como consecuencia del teorema 
7, 7Tf2(SI) ~ Z )( Zz. 

Ejemplo 5. Sea G = Z:! actuando como una refle.xión en un eje. en el toro de 
dimensión 2, y2. Es decir, si y2 = {(,11) I (, 11 E SI} , definimos para [n] E 
{(O], [ID la acción de gmpos v(ñ, «(, 1}) = (e ;¡) . En vista del teorema 4, y de los 
resultados obtenidos en el ejemplo 4, podemos afirmar que se tiene: 7T~r]['2) 9! 
7Tf2(SI) x 7T1(SI);;: Z2 X Z X Z 

Ejemplo 6. Consideremos la acción de R2 en sí mismo mediante t raslación. Es 
decir, consideremos la aplicación 

11, : R2 )( R2 _ JR2 

(x,Y)I---+X+Y 

Calculemos 7Tr(a2). Para eUo, notemos que si se selecciona al origen como pun
to básico, un x-elemento es la clase de homotopfa relativa al intervalo de una 
trayectoria u : O ::::! x. Puesto que R2 es un espacio simplemente conexo, cuales
quiera dos de estas t rayectorias son homotópicas. De esa manera, el cpimorfismo 
introducido en el lema 13 

(u,x) .......... x 
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resulta inyectivo y, en consecuencia, determina un isomorfismo de grupos. Obsér
vese que la acción considerada carece de puntos fijos , aún cuando se t iene 

De esa manera, un inverso del teorema 7 resulta falso. 
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Capítulo 3 

Extensiones de grupos 

3.1. G-espacios y conectividad 

Consideremos en un G-espacio el problema de la conexidad de la órbita. Es 
decir, si es posible asignar a cada elemento 9 . * en la órbita del punto básico * 
una trayectoria en X que conecte a ambos. En el caso de que el G-espacio sea 
conectable por trayectorias, este hecho está garantizado y no permite obtener 
ninguna conclusión acerca del grupo y el espacio en consideración. Sin embargo, 
si a esta condición añadimos una que restrinja las propiedades homotópicas de 
las trayectorias, es posible obtener mayor información acerca del espacio y de la 
acción. En particular, resulta natural ia pregunta acerca de la compatibilidad de 
una de tales asignaciones con las operaciones definidas en 7rf (X). 

Definición 27. Sea X un G-espacio. Diremos que X es n-conectivo si para cada 
9 E G, existe una aplicación wg : 1rn -

1 x J ---> X tal que 

1. wg (1rn x O) = 9 . * 

2. wg (1rn - 1 x 1) = * 

A continuación, describiremos la relación que existe entre la n-conectividad de 
un G-espacio y el caso más particular de la conectividad por trayectorias que fue 
discutida de manera imprecisa en el primer párrafo de este capítulo. El siguiente 
resultado resuelve esta cuestión. 

Proposición 20. Sea X un G-espacio. Son equivalentes 

1. X es l-conectivo 

2. X es n-conectivo para cada n E N 

Demostración. 2. ====? 1. Es inmediato. 

49 
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o 
1. ==> 2. Sean X un G-espacio l-conectivo, 9 E G Y wg la trayectoria correspon
diente. Si se considera la aplicación wg asociada en el sentido de la observación 
19, el siguiente diagrama resulta conmutativo. 

Para cada 9 E G, selecionemos la aplicación w g construida de acuerdo con la 
observación 19. Como consecuencia de la observación 19, tal asignación respeta las 
homotopías, de manera que la familia (W9)9EG satisface la condición de homotopía 
de la definición anterior. O 

En vista de la proposición 20, aplicaremos el calificativo de conectivo a un 
espacio que satisfaga cualquiera de las condiciones equivalentes ahí descritas. 
La propiedad de ser conectivo puede ser caracterizada mediante los invariantes 
homotópicos que hemos introducido. Considérese a este respecto el siguiente 

Lema 12. Son equivalentes para un G-espacio: 

1. X es conectivo 

2. Para cada n E N, existe un monomorjismo G ~ 7r;;(X) tal que todo 9 E G 
tiene asociado un elemento de orden 9 en G 

3. Existe un monomorjismo G ~ 7rf(X) con la propiedad antes descrita. 

Demostración. 1. ==> 2. Por hipótesis, existe una familia (W9)9EG con las pro
piedades de la definición 27. Definamos la aplicación <p : G ~ 7r~(X) mediante 
9 >---+ [wg, g]. Notemos que por definición, <p(gg') = [Wgg' , gg'] . Por la condición 

de homotopía, Wgg' ~ g·wg'wg. Así, <p(gg') = [g. Wg'Wg,gg'] = [wgg· (wg,) ,gg'] = 
[wg , g][Wg"g'] = <p(g)<p(g'). Por lo cual, <p es un homomorfismo. Por otro lado, 
la definición 27 garantiza que ker <p sea trivial. 

2. ==> 3. Sea <p(g) = ['\g , g] E 7rf(X, *). De acuerdo con la proposición 25, 
existen aplicaciones A E M(1I'n-l x I , X) tales que A(W, t) = A(t) . Definamos la 
aplicación 'l/; : G ~ 7rn (X, *) mediante 9 >---+ [A, g]. Como consecuencia de la 
observación 25, tal asignación es un monomorfismo de grupos. 

3. ==> 1. Es inmediato. O 

El anterior lema permite ver al grupo G encajado en 7r~(X) bajo la hipó
tesis de conectividad del espacio. Por otro lado, si el espacio en consideración 
es conectable por trayectorias, es posible cubrir a G con elementos en el grupo 
7rf(X). Con mayor precisión se tiene el siguiente resultado, cuya prueba ya hemos 
señalado con anterioridad: 
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Lema 13. Sea X un e-espacio conectable por trayectorias. Entonces, se tiene 
un epimorfismo p : 7r~(X) --t e. 

Demostración. Definamos la aplicación p : 7r~ (X) --t e mediante [1, 9 1 f-----+ g. 
Es inmediato verificar que tal aplicación es un homomorfismo de grupos. Sea 
9 E e. Como X es conectable por trayectorias , existe una trayectoria).,9 : * ~ g.*. 
Consideremos la aplicación asociada ).,9 en el sentido del lema 19. Notemos que 
en ese caso P().,9' g) = g, por lo cual la aplicación es un epimorfismo. O 

Observación 28. Como consecuencia del lema 13, se tiene un isomorfismo 

7r~(X)/T,, (X) ~ e 
En particular, si n = 1, obtenemos una sucesión exacta corta 

Los dos anteriores resultados permiten establecer dos relaciones entre el grupo 
e y el invariante 7r~ (X). Bajo una hipótesis -conectividad de X-, e es un sub
grupo. Bajo otra -conectabilidad por trayectorias- e es un cociente. Combinando 
ambas propiedades se tiene el siguiente 

Teorema 13. Son equivalentes para un e-espacio X conectable por trayectorias: 

1. X es conectivo 

2. Existe una sucesión exacta 

1 --t Tn (X) --t 7r~(X ) --t e --t 1 

que se escinde en 7r~ (X) 

Demostración. Es consecuencia inmediata de los lemas 12 y 13. o 
Consideremos un e -espacio conectivo. En vista del lema 12, es posible encajar 

a G en 7r~(X). En esta situación, para cada 9 E e es posible definir un auto
morfismo del grupo 7r~(X) dado por la conjugación con el elemento asociado a 
9 mediante el encaje. Si además recordamos los resultados del segundo capítulo, 
en particular el teorema 10, es inmediato verificar la siguiente 

Proposición 21. Si X es conectivo, existen homomorfismos de grupos He : 
e --t Auto (7r~(X)) y Ke : e --t Auto (T,,(X)) 

Demostración. Definimos la acción J1 : e x 7r~ (X) --t 7r~ (X) mediante 

(g , [1, h]) f-----+ i (g)[I , h] i (g)-l 

donde i : e --t 7r~(X) es el monomorfismo determinado por la propiedad conec
tiva de X. Como consecuencia del teorema 10, tal acción se restringe al subgrupo 
mencionado. O 
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3.2. El grupo W~(X) 

La posibilidad de definir automorfismos de conjugación en los respectivos gru
pos de homotopía permite introducir un nuevo invariante algebraico determinado 
por los automorfismos de conjugación del grupo toroidal, Tn(X) . Con menos va
guedad, 

Definición 28. El conjunto W,?(X) es el producto cartesiano de Tn(X) Y G. Si 
[J, g], [j', g'] E W,? (X), definimos su producto * mediante 

(j ,g) * (j' ,g') = (jKg(j') ,gg') 

donde Kg es el automorfismo de conjugación asociado a 9 definido en la propo
sición 21. En vista del teorema 10, tal definición tiene sentido, pues para cada 
9 E G, Kg(j') E Tn(X) mientras que la yuxtaposición de elementos en Tn(X) 
arroja como resultado un elemento en Tn(X). 

Es inmediata la prueba del siguiente 

Lema 14. El producto * dota a W,?(X) de unaestructuni de grupo 

La operación que se define en él parece poco natural a primera vista. Trata
remos de justificarla a continuación. Notemos que si (W9)9EG es una familia de 
aplicaciones que hace de X un G-espacio conectivo se tiene que para cada g
elemento [J, g] y cada aplicación wg , la yuxtaposición jWg es un representante de 
un e-elemento. De esa manera, si se define la aplicación </J : 7r~(X) -> W,?(X) 
mediante [J, g]1----> (fwg , g) es natural establecer condiciones que hagan de esta 
asignación un homomorfismo de grupos. Bajo hipótesis adicionales este homomor
fismo determina una relación más estrecha entre los invariantes en consideración. 

Proposición 22. Sea X un G-espacio conectivo. Supóngase, además que G es un 
grupo topológico conectable por trayectorias. Entonces, se ,tiene un isomorfismo 
de grupos </J: 7r~(X) -> W,?(X). . 

Demostración. Para cada 9 E G seleccionamos una trayectoria a 9 : 9 ~ e con
tenida en G. Sea (W9)9EG la familia de aplicaciones que hace de X un espacio 
conectivo. Definamos </J([J,g]) = (jwg,g). Verifiquemos que tal asignación es un 
homomorfismo: </J([J j' , gg']) = (j j' Wgg', gg'). Puesto que el espacio en conside
ración es conectivo, la anterior expresión puede ser transformada en la siguiente: 
(j j' gWg'Wg, gg'). Recuérdese que la yuxtaposición de las trayectorias wg y wg es 
trivial, de manera que se tiene: 

Notemos ahora que H(s , t) = a(t) . Wgl(S) determina una G-homotopía entre 

g. Wg' y Wg', de manera que jwgKg(jgwgl) ~ jwgKgj'wgl. Así, </J([j,g][j' ,g']) = 
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(fwgKg(/wg,),gg') = (fwg,g) * (/,g') y por lo tanto </J es un homomorfismo 
de grupos. Para verificar la inyectividad, notemos que si f es tal que </J([J, el) = 
(e., e), entonces se tiene que fe. ~ e., por lo cual, f ~ e •. En conclusión, ker(</J) 
es trivial. Por otro lado, es claro que es suprayectivo, pues si (f,g) E W,f(X), 
entonces se tiene que f E Tn(X). Notemos que la trayectoria ag • f : * ~ 9 . * 
representa un g-elemento. Además, la aplicación 

{
ag(¡~t). f(w, l~t) si s E [O, l~t] 

H((w,s),t) = f(w , 25"2:+t) s~ s E [1;t, l~tl 
W (25-t-l) SI S E [t+l 1] 

9 l-t 2 ' 

determina una G-homotopía entre las aplicaciones (J"g • fWg y f. Así, </J es supra
yectivo. En conclusión, </J detennina un isomorfismo de grupos. O 

La conectividad del espacio en consideración permite concluir que la estruc
tura de W,f(X) en realidad coincide con la estructura del producto directo de 
Tn(X) Y e si además se supone que G con la acción conjugación es un espacio 
conectivo. Adicionalmente, la argumentación para este hecho nos provee de una 
nueva prueba de un caso particular de una de las implicaciones del teorema 13. 

Teorema 14. Sea X un e-espacio conectivo. Supongamos además que e es un 
grupo topológico que es conectivo como e-espacio. Entonces se tiene un isomor
fismo 

Demostración. De acuerdo con la proposición 22, se tiene un isomorfismo 'Ir;; (X) ~ 
W,f(X). Así, basta con definir un isomorfismo de ·grupos W,f(X) ~ Tn(X) X e. 
Para ello, notemos que es suficiente probar que Kg : Tn(X) --+ Tn(X) corres
ponde al automorfismo identidad para cada 9 E e. Probaremos que para cada 
fE Tn(X) existe una homotopía entre Kg(f) y f. Para cada 9 E e sean wg y )..g 
aplicaciones que hacen de X y e espacios conectivos, respectivamente. Conside
remos la homotopía 

H: (T'-l X 1) x 1 --+ X 

definida como sigue: 

{

Wg (3t(1- s)) 
H(( w, s), t) = )..g(s )f(w, 3t - 1) 

wg(3t(2(1 - s))) 

si s E [O, l~t] 
si s E [1 ~t, t~2] 

si s E [t~2 , 1] 

Nótese que H : Kg(f) ~ (f). Así, Kg = 1rn (X), Y la operación definida en la 
definición 28 resulta ser la del producto directo. O 

Observación 29. La prueba del teorema anterior nos permite concluir que, en 
un espacio conectivo con una acción de un grupo topológico conectivo definida 
en él, los automorfismos de conjugación del grupo 'Ir;; (X) son triviales. 
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3.3. Extensiones Cubrientes 

En un trabajo de los años ochenta, Wolfgang Lück [5] introdujo la noción de 
extensión cubriente de un G-espacio. Intuitivamente, una extensión cubriente de
fine una acción en el espacio cubriente universal del G-espacio con determinadas 
propiedades de compatibilidad. A continuación probaremos que, bajo ciertas con
diciones, el grupo de homotopía equivariante que hemos estudiado en este trabajo 
coincide con la extensión cubriente de un G-espacio. Este trabajo fue realizado 
por anterioridad por F. Rhodes en [101 . Para ello, precisaremos las siguientes 
definiciones. 

Definición 29. La G-categoría discreta, C( G) es aquélla cuyos objetos son G
espacios topológicos X regulares, conexos y localmente conectables por trayecto
rias, dotados de aplicaciones cubrientes universales p : X ~ X. Un morfismo 
en C( G) es un diagrama conmutativo 

- j -
X~Y 

pl lq 

X~Y 
f 

tal que f es una aplicación G-equivariante. Identificaremos a los objetos en C(G) 
con su aplicación cubriente universal p. Denotaremos por V(X ,p) : C(G) ~ 
'Iop<Bt al funtor de transformaciones cubrientes (véase [7], p. 449) . 

Definición 30. Una extensión cubriente de X, (O, V , p" i , r) consiste en: 

1. Una pareja de funtores O : C(G) ~ 'Iop<Bt, V : C(G) ~ 'IopQ)t 

2. Una acción natural p, : O(X) X X ~ X 

3. Transformaciones naturales i : V(p) ~ O(p) y r O(p) ~ G con la 
propiedad de que 

a) 1 ~ V(p) -.:.... O(p) ~ G ~ 1 es una sucesión exacta de grupos to
pológicos. Aún más, r determina un V(X,p)-haz principal(véase [131, 
p.54) . 

b) Para cada objeto p E C (G), el siguiente diagrama es conmutativo 

- í'¡ 
V(p)xX---X 

iXidl _ lid 
O(p) xX~X 

Txpl lp 
GxX~X 
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Es posible probar el siguiente resultado: 

Teorema 15. La extensión cubriente de un e-espacio X, G es única salvo equi
valencia natural. 

Demostración. Véase [5], 138 o 

Teorema 16. Sea X un e-espacio conectable por trayectorias. Entonces, la ex
tensión cubriente de X coincide con el grupo de homotopía equivariante 1l"f(X). 

Demostración. En vista del teorema 15, basta probar que satisface las condiciones 
de la definición 30. De acuerdo con el teorema 2, X = [1, X ]relO,l es el espacio cu
briente universal. Definamos la aplicación ji: 1l"f(X) x [1 , X]'-elO,l --+ [1, X]relo,l 
mediante ([J, g], [A]) r--t [Jg . A]. Ante todo, tal asignación está bien definida 
como consecuencia de la proposición 14. Nótese además que es una acción de 
grupos, pues si [¡', g'] es cualquier otro elemento en 1l"f (X), entonces se tiene que 
[Jg. ¡'A] = (L([J, g][¡', g'], [A]) = ji([J, g], ji(¡', g', [A]) . Notemos que esta acción de 
grupos es compatible con la acción de e, pues la aplicación cubriente universal p 
(véase el teorema 2) está dada por la evaluación en 1 de las trayectorias. De esa 
manera, el diagrama siguiente es conmutativo: 

1l"l(X) X X~ X 

iXid! _ lid 
1l"f(x) X X~ X 

rxp! !p 
exx~x 

Finalmente, en virtud de la observación 28, tenemos una sucesión exacta de gru
pos topológicos 

1 --+ 1l"l(X) ~ 1l"f(X) ~ e --+ 1 

que determina además un 1l"1 (X)-haz principal sobre G. Por último, un resultado 
clásico de la teoría de aplicaciones cubrientes garantiza que D(p) ~ 1l"1 (X), cuando 
el espacio cubriente es simplemente conexo. O 

En caso de que el grupo e posea suficientes elementos, es posible verificar que 
el primer grupo de homotopía equivariante coincide con la extensión cubriente 
del espacio en consideración. Con más precisión: 

Observación 30. Nótese que si la acción de e es transitiva en X, cada trayec
toria en X coincide con un determinado g-elemento, y la homotopía relativa a 
la frontera del intervalo coincide con la e-homotopía. En ese caso, el teorema 
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anterior establece que se tiene una estructura de grupo topológico en X = 7Tf(X) 
de manera que el siguiente diagrama es conmutativo: 

7Tf(x) X 7Tf(X) ~7Tf(X) 

r x p! !p 
G x X --1'--+' X 

3.4. Ejemplos 

Ejemplo 7. Recuérdese el ejemplo 5. Es decir, Z2 actúa en 1f2 mediante una 
rotación de 180°. Tal espacio no es conectivo. Esto se debe al hecho de que 
7Tf2 (')['2) 2:! Z2 X Z X Z. De acuerdo con el teorema 13, para que un espacio sea 
conectivo debe existir un monomorfismo de grupos O ----- Z2 ----- Z2 X Z X Z tal 
que 1 tenga asignado un elemento de orden 1. Pero tal cosa no ocurre porque todos 
los elementos de Z2 son de torsión, mientras que los 1-elementos en 7Tf2(,)[,2) 2:! 

Z2 X Z X Z no tienen esta propiedad. Así, un monomorfismo entre ellos con la 
propiedad que se menciona en la definición 27 es imposible. 

Ejemplo 8. Consideremos §l actuando en sí mismo mediante la multiplicación. 
El cálculo realizado en el teorema 13 pennite concluir que §l no es un espacio 
conectivo, pues no existe un monomorfismo §l _____ 7Tf (§l) 2:! IR. 

Ejemplo 9. Notemos que el grupo de los números reales IR, es un espacio con
traíble. En particular, este hecho hace de él un espacio conectivo. Por tradición, 
a las acciones de IR en un espacio topológico se les denomina flujos continuos. De 
acuerdo con el teorema 14, para cualquier flujo continuo en un espacio conectivo 
X, se tiene 

Ejemplo 10. Si X es un G-espacio donde la acción posee puntos fijos, el conjunto 
que consiste en la trayectoria constante con valor en un punto fijo, c. , hace de X 
un G-espacio conectivo. 



Capítulo 4 

Sucesiones de Homotopía 

4.1. Generalidades 

En la teoría homotópica clásica, una pareja de espacios punteados origina una 
sucesión exacta larga con homomorfismos de conexión entre distintos invariantes 
homotópicos. El objetivo de este capítulo es mostrar que tal construcción admite 
una generalización a los grupos de homotopía equivariantes que son objeto de 
nuestro estudio. En semejanza con la construcción tradicional, donde es necesa
rio introducir una nueva definición para definir los grupos de homotopía de una 
pareja de espacios, nuestras definiciones equivariantes ,requieren de una modifi
cación para conseguir este propósito. La principal diferencia entre la definición 
tradicional y la que daremos es el carácter canónico de la primera, en el sentido 
de que no requiere de elecciones particulares. La construcción del grupo de horno
topía equivariante de la pareja requiere de la elección de una familia distinguida 
de aplicaciones que hacen del e-espacio en consideración un espacio conectivo, 
como se definió dicho concepto en el capítulo anterior. 

Definición 31. Sean X un e-espacio conectivo, A un subespacio invariante bajo 
la acción y (W9)9EG una familia que hace de A un e-espacio conectivo. Para cada 
n ~ 2, definimos el n-ésimo conjunto de e-aplicaciones de la pareja (X, A) como 
el conjunto de funciones continuas f : ,][,n- 2 X 12 -> X que satisfacen: 

1. f(w ,O, s) E A Vw E ,][,n-2 , s E 1 

2. f(w , 1, t) = 'ÍÜg(t) 

3. f(w , s, O) = * , f(w , s , l) = g. * Vs E 1 

Observación 31. Nótese que las aplicaciones descritas en la definición 31 pueden 
ser consideradas como aplicaciones de parejas cuyo dominio es (P- 2 x 12, ,][,n-2 X 
1 X 0, X, A), sujetas a la restricción adicional de que la restricción a cada t E 1 
representa un e-elemento, en el sentido que se dio a este concepto en capítulos 
anteriores. 
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Notación 7. Denotaremos por M;; (X , A) al conjunto de G-aplicaciones 

Introducimos en M;; (X, A) una relación de homotopía 

Definición 32. Sean f y j' dos elementos del n-ésimo conjunto de G-aplicaciones 
de la pareja. Diremos que son G-homotópicas si existe una aplicación H : 'j[n-2 X 

J2 X J ---> X que satisface: H(w ,s, t , O) = f(w , s , t), H(w , s , t,l) = j'(w , s , t), 
con la propiedad adicional de que H(w , s , t , u) es un G-elemento de la pareja para 
cada u E J. En esta situación, escribiremos f r::=.c j' 

Con la relación de homotopía antes descrita, podemos definir el grupo de 
homotopía equivariante de la parej a . 

Definición 33. El grupo de homotopía de la pareja (X, A) es el conjunto de 
clases de G-homotopía de las G-aplicaciones de la pareja. En símbolos, 

Teorema 17. El conjunto 7r~(X, A) provisto de la operación natural dada por la 
yuxtaposición es un grupo. } 

Demostración. Esencialmente sigue la prueba de la proposición 14. o 

El grupo de homotopía equivariante de la pareja es un invariante del tipo de 
homotopía equivariante de la parej a de espacios en consideración. Esto significa 
que posee propiedades funtoriales que se describen en el siguiente 

Teorema 18. El grupo de homotopía equivariante es un Juntor de la categoría 
de parejas de G-espacios punteados en la categoría de grupos que sólo depende 
del tipo de homotopía equivariante. Es decir, 

1. Dada una aplicación equivariante y punteada de parejas <P : (X , A) ---> 

(Y, B) existe un homomorfismo de grupos <P. : 7r~(X : A) ---> 7r~(Y, B) de 
manera que id(x ,A). = 17r~ (x , A) Y tal que si 7/J : (Y, B) ---> (Z, C) es otra 
aplicación punteada, entonces ('1/; o <P.) = '1/;. o <P. 

2. Dadas dos aplicaciones qy : (X, A) ---> (Y, B) y '1/; : (Y, B) ---> (X, A) 
y homotopías de parejas equivariantes y punteadas H : 7/J o qy r::=. id(x ,A) 
K : qy o '1/; r::=. id(Y,B) , se tiene que los homomorjismos '1/;., qy. determinan 
isomorfismos inversos en los correspondientes grupos de homotopía equiva
riante. 

Demostración. Esencialmente sigue la demostración de la proposición 15 O 

Enunciamos a continuación algunos aspectos importantes de carácter compu
tacional 
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Proposición 23. Son propiedades de 7r~ (X , A): 

1. Una aplicación ! : ],n-2 X J2 ----+ X representa el elemento neutro en 
7r~(X; A) si y solamente si es homotópica a una aplicación cuya imagen 
está contenida en A. 

2. 7r~ (X, { * }) ~ 7r~ (X) si el punto básico es fijo bajo la acción. 

Demostración. 1. Sea K : ],n-2 X J2 X J ----+ X la G-homotopía en cuestión. K : 
! ~ ¡', donde ¡' es una aplicación cuya imagen está totalmente contenida 
en A. Para cada (w, ti , t2) = (e"i8¡ , . . . , e"i8n - 2 , ti , t2) E ],n-2 X J, es posible 
construir la trayectoria >'w definida como sigue 

{ 

e (i -t)"i8j si j ::; n - 2 
proYj(>'w(t)) = (1 _ t)tj si j ~ n - 1 

Notemos que >'w determina una trayectoria que une cada punto en ],n-2 X J2 
con un punto en ],n-2 X J x o. Definamos la aplicación H : ],n -2 X J2 X J ----+ X 
mediante 

H( ) {
K(W' ti , t2 , 2t) si t E [O,~] 

W,t l ,t2, t = ¡'(>'w(2s)) si s E [~ , l] 

Notemos que H determina una nulhomotopía de parej as que comienza con 
f. Recíprocamente, si K : (],n-2 X J2 X J, B x J, 1 x 1) ----+ (X, A, *) es una 
nulhomotopía, definimos la aplicación H mediante 

H( ) _ {K(W' ti , t2, 2s) si s E [O , ~] 
w, ti , t2 , s - I 

!(>'w( l - 2t)) si s E [2 , 1] 

H determina una homotopía entre ! y una aplicación cuya imagen está 
totalmente contenida en A. 

2. Obsérvese que se tiene una identificación q : ]'n-2 X J x J ----+ ],n-I X J. 
Además, puesto que el punto * es fijo bajo la ación del grupo, el conjunto 
que consta de la aplicación constante con valor en el punto básico hace de 
X un espacio conectivo. Notemos que con esa convención, cada una de las 
aplicaciones involucradas en la definición de 7r~(X, {*}) es compatible con 
la identificación q. Definamos la aplicación 

o : M~(X, {*}) ----+ M(yn- I X J, X)~ 

mediante o(J)(w, t) = f(i(w) , t), donde j es la única aplicación que hace 
conmutar el diagrama siguiente: 
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e i es la inclusión canónica i : 1rn- 2 ---> 1rn- 1. Notemos que tal definición 
hace de o una aplicación continua, que por la proposición 15, determina 
un homomorfismo o. entre las clases de G-homotopía. De manera simi
lar es posible definir la aplicación e : M(1rn

-
1 x J, X)~ ---> M';; (X , {*}) 

que satisface: e(f)(w, s, t) = f(q(w , s, t)). De nuevo, tal regla de corres
pondencia determina una aplicación continua que induce un homomorfismo 
e. : 7f~(X, {*}) ---> 7f~_ 1 (X) inverso para o •. 

o 
Una consecuencia notable de la la parte 1 de la anterior proposición es el 

siguiente resultado, que permite establecer una correspondencia entre invariantes 
homotópicos asociados a espacios relacionados mediante una aplicación especial. 
Al mismo tiempo, es una generalización de un resultado clásico de la teoría de 
homotopía tradicional. 

Teorema 19. Sean E, B dos G-espacios y p : E ---> B una aplicación equiva
riante tales que: 

1. La acción de G en E es transitiva. 

2. p posee la propiedad de levantamiento único de homotopías 

Entonces, para cada subespacio A y cada selección de e E p-l (b), el homomorfismo 
inducido P.: 7f~(X, p-l(A) , b) ---> 7f~(B,A,b) es un isomorfismo de grupos. 

Demostración. Probaremos primero que el homomorfismo p. es suprayectivo. Pa
ra ello, sea f : 1rn

-
2 x J2 ---> X un g-elemento. Seleccionemos e E p-l( {b}) y 

notemos que la propiedad de levantamiento de homotopías de p implica que el 
siguiente problema posee solución única para j. 

Notemos que J( w , s , 1) es una trayectoria conectiva en E. Finalmente, puesto que 
la acción de G es transitiva, J(w , s , 1) = g'. e. Así, la clase de G-homotopía [J, g'l 
satisface que P.([J,g']) = [f, g]. Por último, probaremos que P. es inyectivo. Sea 
[J,g] E 7f~(E,p- l(A),e) es una aplicación tal que P.([J,g]) = O, entonces existe 
una homotopía H : po f ~ ¡', donde ¡' (1rn-2 x J2) e A. Así, es posible observar 
que el problema siguiente posee solución única para N. 
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Si se define 1 = H(l), entonces H 1 ':::::. C f . Nótese que Icr¡n-2 x ] 2) e A, 
de manera que f representa el elemento neutro del grupo correspondiente. En 
conclusión, p. es un isomorfismo O 

El grupo 1r~(X, A) posee varias características similares a las de 1r~(X). Den
tro de ellas podemos resaltar que, en semejanza con el teorema 8, siempre existe 
una pareja (Y, B) tal que 1r~(X, A) ~ 1rf(Y, B) . De esa manera, el cálculo de 
los invariantes introducidos en este capítulo también se reduce desde el punto de 
vista teórico al cálculo del primero de éstos. 

Teorema 20. Existe una pareja (Y, B) tal que 1r~(X, A) ~ 1r2(Y, B). 

Demostración. Considérese el espacio Y = M(1rn
-

2
, X):. Notemos que B 

M (1rn-2, A) es un subespacio invariante de éste. Como es costumbre, ambos es
pacios están punteados de manera que el punto básico coincide con la aplicación 
constante con valor en el punto básico del espacio X. Una aplicación sucesiva de 
la adjunción descrita en la observación 25 permite concluir que 

Mf(Y, B) = M((I2,] X O), (M(1rn - 2 , X): , M(1rn - 2, A)): 

-::::; M(1rn - 2 x ]2 1rn- 2 x ] x O· X A)C = MC(X A) , , ) * n' 

Así, el isomorfismo de grupos inducido por la adjunción determina el isomorfismo 
solicitado. O 

De la misma manera, el conjunto de clases de homotopía de aplicaciones de 
orden e forma un subgrupo del espacio. Con mayor precisión, se tiene la siguiente 

Proposición 24. Para una pareja de espacios (X, A), se cumple: 

1. El conjunto Tn(X, A), que consiste en las aplicaciones de orden e forma un 
subgrupo normal en 1r~(X, A). 

2. Tn(X, A) contiene un subgrupo isomorfo a 1rn(X, A). 

Demostración. 1. Sigue la prueba de la proposición 17. 

2. Considérese el conjunto de elementos en Tn(X, A) que son homotópicos a 
una aplicación cuyo valor en los ejes del toro es constante. Es rutina verificar 
que existe un isomorfismo entre las correspondientes clases de homotopía y 
1rn (X, A). 

o 

La restricción de un G-elemento a la base del dominio arroja como resultado 
una aplicación con un dominio adecuado para los fines de la definición de 1r~(A) . 
Este hecho permite conectar a los grupos en consideración. 
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Proposición 25. Existe un homomorfismo de conexión 

Demostración. Denotemos por B al subespacio l'n-2 x I x O. Definamos la apli
cación 'IjJ : M(l'n-2 x ]2, B; X, A) ---; M(l'n-2 x ]; x) mediante f t------+ f lB. Es 
inmediato verificar que tal asignación determina una aplicación continua, pues 
es la función inducida por la inclusión de B en l'n - 2 x ] 2. Aun más, deter
mina un homomorfismo de grupos a = 'IjJ* entre las correspondientes clases de 
G-homotopía. O 

El homomorfismo de conexión recién construido permite introducir al grupo de 
homotopía de la pareja en una sucesión que incluye otros invariante homotópicos. 
Para establecer con propiedad esta afirmación, precisamos de la 

Observación 32. Nótese que existen inclusiones canónicas i : A ---; X y j : 
X ---; (X, A) . De acuerdo con los resultados estblecidos en el teorema 18, inducen 
homomorfismos de grupos i* : 7r~(A) ---; 7r~(X) j* : 7r~(X) ---; 7r~(X, A) De 
esa manera, es posible establecer el siguiente 

Teorema 21. Existe una sucesión exacta larga de grupos dada por 

Demostración. Es inmediata a la luz de la observación 32 y el teorema 18. La 
exactitud es consecuencia de la parte 1 de la proposición 23 O 

Para finalizar esta sección, resumiremos sus resultados en el siguiente 

Teorema 22. Se tiene un diagrama conmutativo dado por 

Donde las sucesiones de arriba y abajo son exactas. Además, si A es un espacio 
conectivo, el primer renglón es extensión del segundo mediante G 

Demostración. Es inmediata a la luz del teorema 13 O 
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4.2. Algunas modificaciones 

La selección de las aplicaciones que vuelven a X un espacio conectivo estuvo 
fuertemente involucrada en la construcción del grupo de homotopía equivariante 
de la pareja (X, A). A continuación generalizaremos la idea de las aplicaciones 
conectivas para introducir un nuevo invariante. 

Definición 34. Dado un subespacio invariante A e X y conectivo con la familia 
de aplicaciones (W9)9EG, definimos el sub espacio W A e M(Tn- 2 x ¡2, B x /; X, A)~ 
como el conjunto de aplicaciones f E M(Tn-2 x /2, B x /; X, A)~ que satisfacen 

f(w,j,s)=wg(s) ,j=l,2 

Siguiendo la definición de los invariantes homotópicos construidos hasta el 
momento, podemos considerar la siguiente 

Definición 35. Dada una pareja (X, A), el grupo conectivo de la pareja, r n(X, A) 
es el conjunto de clases de G-homotopía de aplicaciones en WA • En símbolos: 

El grupo conectivo de la pareja se encuentra relacionado con el grupo de ho
motopía equivariante mediante el evidente hecho que se establece a continuación. 

Observación 33. Dada una aplicación F : Tn-l x / ~ X que representa un 
g-elemento en 7T~(X), existe una única aplicación f E WA tal que el diagrama 
siguiente es conmutativo 

Esta sencilla observación nos permite obtener el siguiente resultado 

Teorema 23. Existe un monomorfismo de grupos r~(X, A) ~ 7T~(X) 

Demostración. Definamos la aplicación <p : W A ~ M(Tn- l x /, X)~ median
te <p(f) = j donde j es la única aplicación que hace conmutativo el siguiente 
diagrama 

Tn-2 x /2~X 

¡ / / /¡/ ., 

Tn-l x/ 

La asignación respeta homotopías, por lo cual <p determina un homomorfismo de 
grupos entre las correspondientes clases de homotopía. Por último, resta verificar 
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que es inyectivo. Para ello, consideremos una aplicación f : ']fn -2 X ] 2 ---> X 
tal que H : j ~ O. Definamos la homotopía H' : ']fn-2 x ] 2 X ] ---> X me
diante H' (w , s, t , r) = H(q(w, s, t))(r) . En esa circunstancia, se tiene el diagrama 
conmutativo siguiente: 

']fn - 2 x ]2 X ] L X 

PXid¡ /. 
']fn- l x ] x ] 

Ahora, notemos que la aplicación H' así definida satisface que H' (w, ti , t2 , 1) = * 
y H(l) es una aplicación en WA que vuelve conmutativo el diagrama el que se 
refiere la observación 33. En consecuencia, H' : f ~ 0, por lo cual, ker( <p) = 
{~. O 

En el grupo conectivo de homotopía es posible definir un homomorfismo de 
conexión 8 : rn(X, A) ---> 7r~_I(A) mediante la restricción al subespacio B. De 
manera más precisa 

Proposición 26. Existe un homomorfismo de conexión, a : r n(X, A) ---> 7r~_1 (A) . 

Demostración. Defínase 8[J] = [J lB]. Es sencillo verificar que dicha asignación 
está bien definida y determina un homomorfismo de grupos O 

En conclusión se tiene 

Teorema 24. Existe una sucesión larga de grupos dada por 

~ 7r~(X, A) ~ 7r~_1 (A) ~ 7r~_ 1 (X) ~ 7r~_ 1 (X, A) 

a 1 ~j al 
r~+I(X, A) r~(X, A) r~(X,A) 

Demostración. Es consecuencia inmediata de los teoremas 22, 23 Y la proposición 
~ O 



Capítulo 5 

El teorema de Seifert y van 
Kampen 

5.1. Preliminares 

En la teoría de homotopía clásica, el teorema de Seifert y van Kampen cons
tituye una de las principales heramientas de cálculo. En un nivel impreciso, el 
teorema tradicional permite determinar el grupo fundamental de un espacio a 
partir de los de un par de subespacios con determinadas condiciones. Elobjeti
vo de este capítulo es dar una prueba de un teorema equivariante de Seifert y 
van Kampen. Adicionalmente, la prueba que presentaremos constituye una alter
nativa a la prueba del teorema clásico. Nuestros argumentos siguen de cerca la 
demostración del teorema que aparece en [71. Utilizan la noción de producto libre 
de grupos. Recordemos a este respecto algunas definiciones de carácter algebraico. 

Definición 36. Sean G I y G2 grupos. Denotaremos por F al conjunto de suce
siones finitas (Xl , .. . , Xn ) con las propiedades: 

1. Xj E Gv v = 1, 2 

2. Xj i- e 'tIj 

Para n = O, escribimos ( ) la sucesión vacía. 

Notemos que los elementos de G l y G2 actúan en el conjunto F. Con mayor 
precisión, 

Lema 15. Existen monomorfismos de grupos Gv ~ Biy (F), Donde Biy (F) 
denota el grupo de permutaciones de F, dotado de la operación de composición. 

65 
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Demostración. Para cada 9 E G y , definimos 9 : F --t F como la aplicación que 
satisface 

si 9 = 1 

si 1 f 9 y .7:¡ rf. G y 

si 1 f 9 , X l E G y y gx¡ :f. 1 

si 1 f g, X l E Gy y gXI = 1 

o 
Definición 37. Definimos el producto libre de G l y G2, G¡ *G2 como el subgrupo 
generado por la imagen de G l U G2 bajo este monomorfismo en Biy (F). 

Son propiedades del producto libre las siguientes 

Proposición 27. 1. Dado 9 E G¡ * G21 existe una representación única 9 = 
Xl . . . X n tal que la sucesión (Xl , .. . , x n ) yace en F 

Demostración. Véase [~ , p. 398 o 
y como es natural, el producto libre posee una propiedad universal que lo 

caracteriza: 

Proposición 28. Sean Ji : Gi --t G i = 1, 2 homomorfismos de grupos. Enton
ces existe un único homomorfismo <p tal que el diagrama siguiente es conmutativo: 

G¡~GI*G2~G2 

~ 1~~ 
G 

Demostración. Véase [~ , p. 400 o 

5.2. El teorema equivariante 

Con la herramienta recién desarrollada a nuestra disposición, podemos co
menzar la argumentación del teorema. 

Probaremos que el primer grupo de homotopía equivariante de un G-espacio 
consistente en la unión de dos sub espacios con propiedades especiales es un co
ciente del producto libre de los grupos de homotopía equivariantes de los espacios 
que lo conforman. Es decir, 

Proposición 29. Sea X un G-espacio y Xl, X2 subespacios abiertos de X tales 
que 
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2. X 1 Y X 2 son subespacios invariantes bajo la acción. 

3. Xl , X 2 son conectables por trayectorias. 

4· Xl n X 2 =J cjJ, y es además conectable por trayectorias. 

Entonces, existe un epimorfismo 'P : 7rf(X¡) * 7rf(X2 ) ---t 7rf(X) 

Demostración. Sean iv : Xv ---t X, jv : Xl nX2 ---t Xv las inclusiones canónicas. 
Notemos que el diagrama siguiente es conmutativo 

Por la hipótesis de invariancia de los espacios en consideración, se tiene que las 
aplicaciones involucradas en el anterior diagrama son equivariantes y punteadas. 
De acuerdo con la proposición 15, el diagrama anterior induce un diagrama de 
grupos 

7rf(XI n X 2 ) ~ 7rf(X¡) 

h.! !il. 

En particular, las aplicaciones iv. determinan un homomorfismo de grupos 'P de 
manera que el diagrama siguiente conmuta 

En consecuencia, probaremos que el homomorfismo 'P es suprayectivo. Para ello, 
consideremos un elemento [a, g] E 7rf (X). Puesto que X = Xl U X 2 , la familia 
{Xl, X 2 } constituye una cubierta abierta de X. Como el intervalo 1 es compacto, 
existe una partición {to = O, ... , tn = 1} con la propiedad de que la aplicación 
ai(t) = a I¡ti-l,t;J (t) está contenida en Xl o X 2. Para cada i E {O, ... , n}, la 
hipótesis sobre la intersección de los sub espacios permite afirmar que existen 
trayectorias Wi : a(ti) ~ g. *, (Ji : * ~ a(ti_¡) contenidas en la intersección de los 
subespacios, con las convenciones (Jo = *, Wn = g.*. A continuación, consideremos 
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.. 
g* 

Figura 5.1: La descomposición de una hipertayectoria 

la trayectoria .\, definida como sigue 

Ai(t) = 

O"i-¡ (5t) 

oi(5t - 1) 
wi(5t - 2) 

wi(4-5t) 

O"i(5 - 5t) 

t E [O, i] 
tE [i,~] 
t E [~ ,~ ] 
t E [~ , ~] 
t E [~ , 1] 

En otras palabras, los lazos Ai están dados por la yuxtaposición O"i-¡OiWiWiO"i 
(véase la figura 5.1). Notemos que los lazos Ai están contenidos en Xv . Definamos 
el elemento A = ([A¡], . . . , [An]) E 7rf(X¡) nf(X2). Obsérvese que, para cada i E 

{O, . . . , n}, se tiene que AiAi+ ¡ = O"i_ ¡O;WiWiO"iO"iOi+JWiWi+ JO"i+ J = O"i- ¡OiOi+¡O"i+¡ · 
Usando argumentos inductivos, concluimos que cp(A) = [o, g]. Por lo cual, cp es 
un epimorfismo. O 

.¡ 

Observación 34. Nótese que en la prueba de la anterior proposición se utilizaron 
únicamente elementos del subgrupo 7r¡ (X¡) * 7r2(X2) para definir el epimorfismo 
solicitado. 

Observación 35. Notemos que si se tiene un elemento [o, g] E 7rf(x¡ n X 2 ), 

entonces cp( i;1 ([o, g])) = cp( i;2 ([o, g])) = [o, g] E 7rf(X), por lo cual, i;1 ([o, g]) 
(i;2([0,g]))-¡ E kercp. 

En vista de los teoremas de isomorfismo, basta determinar el núcleo de la apli
cación cp para calcular el grupo de homotopía equivariante del espacio totaL De 
acuerdo con la observación 35, los elementos de la forma i;1 ([o , g])(i;2([0, g]))-¡ 
pertenecen al núcleo de cp. Se afirma que el subgrupo normal N generado por 
tal~ elementos coincide con el núcleo de cp. Este hecho es consecuencia de una 
cadena de resultados de carácter técnico que presentamos a continuación. 
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Lema 16. Sean [a , el E 7rf(X) un elemento nulhomotópico y H : a ~ * una G
nulhomotopía. Entonces, existe una partición de 1 x 1 en cuadrados de longitud 
uniforme de manera que las aristas determinadas por dicha partición orientadas 
según el orden en J corresponden a trayectorias contenidas en Xl, X 2, o Xl n X 2 

que se pueden completar a lazos 

Demostración. Puesto que el cuadrado 1 x J es un espacio compacto, exite una 
partición de él en subcuadrados iguales con lados de longitud uniforme Q¡ de 
manera que H(Q¡) e Xv . Denotemos los vértices de dicha partición por ai, donde 
los índices i y j corresponden al orden de la primera y segunda coordenada en la 
partición inducida en 1, respectivamente. Sean a : J ---+ J x J una parametrización 
creciente de una arista de dicha partición y v E J x J un vértice colocado en el 
extremo de la trayectoria. Consideremos ¡.tv : * ~ H (v) totalmente contenida en 
Xl o X 2. Construyamos la trayectoria Av = ¡.ta(O)(H o a)¡.t;¡l). Es un e-elemento 
en 7rf(x¡) o en 7rf(X2 ). O 

Notación 8. En lo sucesivo, denotaremos por ii a la imagen de Aa en el cociente 
G/ N, donde N es el subgrupo normal introducido en la observación 35. A las 
aristas de la partición de 1 x J obtenida de acuerdo con el lema 16 las denotaremos 
por af, donde i corresponde al lugar que ocupa su primera coordenada y j al de 
la segunda, ambas consideradas según el orden usual en J. Consecuentemente, su 
imagen en el cociente G/ N será denotada por ii{. 

Proposición 30. En la notación recién introducida, se tiene a? .. ... a~ = 1 

Demostración. Consideremos un cuadrado canónico, con vértices 

Como el cuadrado que ellos determinan es contraíble, en particular es simplemente 
conexo y se tiene que ariaLI ~ arla{. Por lo cual, para cada i se tiene 

Pero, en vista de que la homotopía en consideración es punteada, se tiene que 
a& ~ a~ ~ c. para cada l. Finalmente, considerando esta cadena de identidades, 
tenemos que 

- ¡ -n -1 - n 1 aj ..... aj = ao . .. .. ao = 

O 

Con los anteriores resultados técnicos a nuestra disposición, probaremos el 

Teorema 25 (Seifert y van Kampen equivariante). Sea X = Xl U X 2 un 
G-espacio que satisface las hipótesis de la proposición 29. Entonces se tiene que 
7rf(X) ~ 7rf(X¡) * 7rf(X2)/ N 
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Demostración. Se ha hecho notar que N e ker <.p. Así, basta probar que ker <.p e 
N. En consecuencia, consideremos {J E 7Tf(X¡) * 7Tf(X2 ) tal que <.p({J) = 1. De 
acuerdo con la proposición 27, podemos escribir {J = IIi:<:;n [{Ji , gil con [{Ji, g;] E 

7Tf (Xl) o [{Ji , gil E 7Tf (X2 ). Puesto que {J E ker <.p, se tiene que [A , e] = [Ili<n {Ji] 
es un elemento nulhomotópico en X. Además, en vista de la observación 34, 
es posible considerar a {Ji un lazo para cada i. Sea Huna nulhomotopía de A. 
Si {Ji está definida en la sucesión de aristas af . .. a~-l, entonces se tiene que 
{JiN = {J!if . .. !i~-l N. Por último, como consecuencia de la proposición 30, esta 
última clase es la de N . En consecuencia, 

{JN = IIi J·!iJ = N , , 

por lo que {J E N. o 

5.3. Complejos CW equivariantes 

En la Topología algebraica clásica, la clase de los complejos CW constituye 
una importante familia de espacios, tanto por su utilidad en :el desarrollo de la 
teoría como por el hecho de que contiene una parte significativa de los espacios que 
resultan de interés. Intuitivamente, un complejo CW es un espacio consistente en 
la unión de una familia numerable de subespacios, cada uno obtenido del anterior 
a partir de la adjunción de células de determinada dimensión. En esta sección, 
extenderemos este concepto a la categoría de los G-espacios y utilizaremos el 
teorema equivariante de Seifert y van Kampen para calcular el grupo fundamental 
equivariante de Rhodes en uno de estos espacios. Para comenzar, precisaremos la 
idea de adjunción por medio de la siguiente 

Definición 38. Sean Xl y X2 G-espacios y j : Xo e Xl ---t X2 una aplicación 
equivariante. La adjunción equivariante de Xl y X2 mediante j, Xl Uf X2 es el 
espacio que resulta de identificar en la unión ajena Xl ti X2 cada punto con su 
imagen. En símbolos: 

Observación 36. Nótese que se tienen inclusiones equivariantes (iv Xv---t 
Xl Uf X 2)v=I,2, determinadas por las inclusiones en la unión ajena. 

En semejanza con la teoría clásica, las situaciones de adjunción equivariante 
poseen una propiedad universal que la caracteriza: 

Proposición 31. Sea j : Xo e Xl ---t X2 una aplicación equivariante. Un G
espacio X es homeomorfo a la adjunción equivariante de Xl y X2 mediante j si 
y sólo si posee la siguiente propiedad universal: 
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Para cada G-espacio Z y cada pareja de aplicaciones equivariantes (<{Jv : 
Xv --> Z)v=l ,2, existe una única aplicación <{J : X --> Z tal que <{J o iv = <{Jv. En 
un diagrama: 

En esta situación, diremos que el diagrama es un cuadrado cocarlesiano equiva
riante, o de pushout . 

A continuación, usaremos el concepto de adjunción equivariante para extender 
la noción de complejo CW a la categoría de G-espacios. En lo que toca a complejos 
CW equivariantes, tradicionalmente se fija sobre el grupo que actúa las hipótesis 
de compacidad local y la propiedad de separación de Hausdorff, con el objetivo 
de que los complejos CW equivariantes posean la propiedad de extensión de 
homotopías. Seguiremos la definición presentada en [131. La siguiente definición 
establece el concepto de adjunción de células equivariantes. 

Definición 39. Sean G un grupo localmente compacto y de Hausdorff, que actúa 
continuamente en X, A un subespacio G-invariante y (Hj)jEJ una familia de 
subgrupos de G, dotados de aplicaciones equivariantes qj : G/ Hj x §n-l --> 

A, Qj : G/ Hj x !l}n --> X. Decimos que el espacio X se obtiene a partir 
de A mediante la adjunción simultánea de la familia de n-células equivariantes 
(G/ Hj x Dn)jEJ si el siguiente diagrama es un cuadrado cocartesiano: 

Definición 40. Una estructura de G-complejo CW en X es una filtración de 
G-espacios 

X = X o e Xl c ... 

con las siguientes propiedades: 

1. Para cada n E Z, X n se obtiene a partir de X n - 1 mediante la adjunción de 
una familia Jn de n-células equivariantes. 

2. X = Un~lXn posee la topología de la unión. 
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Finalmente, presentaremos un ejemplo concreto de complejo CW equivariante 
que será de utilidad en el desarrollo de las aplicaciones. Por medio del teorema 
equivariante de Seifert y van Kampen calcularemos su primer grupo de homotopía 
equivariante, y lo contrastaremos con resultados arrojados por otros métodos. 

Observación 37. Recuérdese que en la topología general se define la superficie 
orientable de género r, Sr como sigue.(Véase 17], p.414 para mayores detalles). 
Para cada j E {1 , ... ,4r} sea Xj = e'W- . Consideremos el polígono convexo que 
determinan tales puntos en el plano complejo. Llamaremos a tal sub espacio el 
4r-gono canónico, B4r . Definamos en B4r la siguiente relación de equivalencia 

(1 - t)X4i-3 + t X4i-2 ~ (1 - t)X4i + tX4i- l 

(1 - t) X4i-2 + tX4i- l ~ (1 - t)X4i+l + t X4i 

para i E {1 , ... , r}. Sea q la aplicación cociente correspondiente. El espacio co
ciente obtenido por medio de esta identificación es homeomorfo a la superficie 
orientable de género r . 

Consideraremos el caso concreto de la superficie orientable tle género 2, S2. 
De manera alternativa, puede construirse mediante la adjunción de una célula de 
dimensión 2 a una cuña de 4 círculos. La ventaja de esta definición reside en el 
hecho de que nos permite darle una estructura de Z-complejo CW equivariante. 
La verificación del homeomorfismo ent re dichos espacios es rutinaria. 

Ejemplo 11. Consideremos el modelo de la cuña de cuatro círculos, e definido 
como la imagen de la curva cerrada C : 1 ---> IR3 cuya parametrización es: 

{ 

(1 + sen(7r(St + 1))), cos(7r(8t + 1)), O) 

C(t) = (-sen(7r(8t)) - 1, - cos(7r(8t - 1)), O) 
(sen(7r(8t - 1)) , 0, 1 + cos(7r(8t - 2)) 

(-sen(7r(8t - 3)),0, -cos(7r(8t - 3)) - 1) 

Véase la figura 5.2 

si t E [O, ~] 
. [1 2] sz t E 4' 4 

sit.E [~ ,~ ] 
sitE [~ , 1] 

Notemos que los subespacios Ci = CW~l , ¡Dt=l son homeomorfos al círculo 
unitario, y comparten un punto en común, el origen de IR3. En e, consideremos 
el homeomorfismo dado mediante: 

si (Xl, X2, X3) E el Ve2 

Si(Xl, X2, X3) E e 3 v e 4 

Este homeomorfismo de e transforma cada círculo en su simétrico respecto al 
plano ortogonal. Determina una acción del grupo de los enteros Z x e ---> e 
definida mediante (n,x) t---+ cpn(x). Nótese que el origen de la cuña permanece 
fijo mediante la acción. Para cada r E [O, 1], introduzcamos la rotación de ángulo 
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2 

Figura 5.2: La cuña de cuatro círculos 

27rr alrededor del eje Y, es decir, la transformación lineal R 2rrr dada mediante la 
matriz: 

(

COS(27rr) O -Sen(27rr)) 
O 1 O 

sen(27rr) O cos(27rr) 

Del mismo modo, consideremos la rotación de ángulo 27rr alrededor del eje X, 
~rrT' cuya matriz asociada es: 

(~
1 O 

cos(27rr) 
sen(27rr) 

Las aplicaciones R y R' , junto con la parametrización de la cuña de cuatro 
círculos que hemos dado con anterioridad, nos permiten considerar una situación 
de adjunción equivariante. De esa manera, dotaremos a la superficie orientable. de 
género dos, S2 de una estructura de Z-complejo CW. Sea J = {Z} la familia con
sistente en el subgrupo total de los enteros. Consideremos el disco de dimensión 
2, ][))2, parametrizado mediante la ecuación: 

r(cos(27rt), sen(27rt)) 

Definamos en ][))2 la acción del grupo de los enteros Z x ][))2 --> ][))2 mediante 
(1, (x , y)) 1-----+ (x , -y) Notemos que la aplicación C determina una aplicación (; 
que vuelve conmutativo el diagrama siguiente: 
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Figura 5.3: La aplicación Q 

Definamos la aplicación Q : Z/Z X ]]))2 ~ ]]))2 -----> ]]))2 Uc C definida mediante: 

{ ~7rr(C(2t)) 
Q(r(cos(27rt), sen(27rt)) = , (( )) 

R(4r-2)7r C 2t - 1 

si t E [O, ~J 
si t E [~ , 1J 

(véase la figura 5.3). Notemos que la aplicación en consideración está bien defini
da, es continua y equivariante. Así, tenemos la situación de adjunción equivariante 

En conclusión, tenemos una estructura de Z-espacio en 52. Es inmediato verificar 
que el vértice que poseen en común los círculos y la célula permanece fijo mediante 
la acción. 

5.4. Ejemplos 

Ejemplo 12. Consideremos el G-espacio X consistente en la cuña de r subespa
cios Xl, .. . , XT) con la acción de un grupo G tal que el punto básico * E n¡x¡ es 
fijo. De acuerdo con el teorema equivariante de Seifert y van Kampen, 

Donde N es el subgrupo generado por las imágenes de elementos en la intersec
ción. Notemos que la intersección n¡x¡ consiste en un punto, con la acción trivial 
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definida en él. Así, N e 7r?(n i X i ) = e. En consecuencia, 

Ejemplo 13. Calcularemos el grupo 7rf(S2) para la acción de Z determinada por 
su estructura de complejo CW equivariante introducida en el ejemplo 11. Como 
hicimos notar, dicha acción posee un punto fijo. En consecuencia, el teorema 7 
permite concluir que 7rf(S2) ~ 7rl (52) X Z. Por otro lado, según el teorema de 
clasificación de superficies (Véase [7], p. 414) , el grupo fundamental de 52 es el 
que admite la presentación 

A continuación, calcularemos este grupo con los métodos del teorema equivariante 
de Seifert y Van Kampen. 

Notemos que la cuña de cuatro círculos, C es un retracto fuerte por deforma
ción de 52 menos un punto. De esa manera, el teorema equivariante de Seifert y 
Van Kampen afirma: 

7r~(52) = 7r~(C) * 7r~/N 
Donde N es el subgrupo normal generado por los elementos de 7r? (j[]) n C) No
temos que, en la notación del ejemplo anterior, j[]) n C consi&'oe en la imagen de 
la trayectoria CIC2C¡lCilC3C4C31C¡1. Calculemos 7rf(C) . Como consecuencia del 
teorema de Seifert y Van Kampen, se tiene que 

El grupo en cuestión actúa en cada una de las cuñas con puntos fijos. De esa 
manera, el teorema 7 permite concluir que 

y, en conclusión, 
7r~(C4) ~ *t=J(Z x Z) 

Así, 7rf(52) admite la presentación 

((0,1,1), (0,2, 1)(b1 , 1)(b2, 1) 

1(0,1,1)(0,2 , 1)(a¡-J , 1)(ai 1
, 1)(b1 , 1)(b2 , 1)(b¡-J, 1)(bi 1

, 1)) 

Por otro lado, en el ejemplo 13, se ha determinado que el grupo en cuestión 
admite la presentación 
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Afirmamos que tales grupos son isomorfos. Para ello, definamos el homomorfismo 
<p: *t=IZ x Z ---> 7rl(52) x Z mediante <p(ai, 1)) = (ai, 1), <p(bi , 1)) = (bi , 1). Es 
fácil verificar que dicha asignación determina un homomorfismo compatible con la 
relación, de manera que existe un homomorfismo de grupos r¡; que hace conmutar 
el siguiente diagrama: 

r¡; es, de hecho, un isomorfismo de los grupos en consideración. 



Capítulo 6 

Aplicaciones 

6.1. El problema del encaje 

Consideremos por un momento un problema de encajes de acciones de gru
pos. Imprecisamente, un problema de encaje es aquél donde se pregunta por la 
posibilidad de extender una acción de un subgrupo e' de e en un espacio X 
a una definida en la totalidad de e. En caso de que la acción de e se restrin
ja naturalmente a la de e', diremos que la acción de e' se encaja en la de e. 
Equivalentemente, podemos considerar la siguiente 

Definición 41. Sean X un c' -espacio. Supongamos que e es un grupo que 
contiene a e'. Diremos que la ación v : c' X X ~ X se encaja en la acción de e 
si existe una acción Ji- : e x X ~ X con la propiedad de que Ji- le': e' x X ~ X 
coincide con v. 

La solución del problema de encaje puede ser planteada en términos equiva
lentes, como se anticipa en la siguiente 

Proposición 32. Sean e y e' dos grupos que actúan en el espacio X con la 
propiedad de que e' es isomorfo a un subgrupo de e. Supongamos que el problema 
de encaje .admite una solución. Entonces se tiene 

1. La aplicación idx es e' -equivariante . . 

2. La identificación canónica p: X ~ x / e, es compatible con la aplicación 
p': X --> x/e'. 

Demostración. l. Sea Ji- : e x X --> X una extensión de la acción en X. 
Notemos que el diagrama siguiente es conmutativo: 

exx~x 

iXidt ¡id 
e'xx~1 X 

/-La' 

77 
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De esa manera, idx 
equivariante. 

JL le' (1,· ) X ---> X es una aplicación G'-

2. Es inmediato. 
o 

6.2. El grupo reducido de automorfismos 

Uno de los problemas más importantes de la dinámica topológica consiste 
en encontrar condiciones necesarias y suficientes para que el problema de encaje 
de una acción de grupos admita solución. Mostraremos en este párrafo que los 
invariantes algebraicos que se han construido son útiles para decidir al respecto. 
Notemos que existe una acción del primer grupo de homotopía equivariante en 
los de órdenes superiores definida mediante la conjugación. Con mayor precisión, 
se tiene 

Definición 42. Sea X un G-espacio. Definamos el homomorfismo 

An : 7Tf(X) ---> AutO(7T~(X)) 

An([j, g])([¡'.g']) = [j , g][¡',g']([j,gn-¡ 

Llamaremos el n-grupo especial de automorfismos a su imagen en el correspon
diente grupo de automorfismos, y lo denotaremos por A~(X). 

Observación 38. En la anterior definición, j designa la aplicación asociada a 
la trayectoria j, en el sentido del lema 19 

Por otro lado, el teorema 10 garantiza que tales acciones se restringen a Tn(X) , 
de manera que existen homomorfismos del primer grupo de homotopía equiva
riante en el grupo de automorfismos de ellos. Esta es la idea fundamental detrás 
de la construcción del invariante que presentaremos a continuación. Recuérdese 
que en vista del teorema 10, la imagen del primer grupo de homotopía toroidal 
es normal en 7T;;(X). De esa manera, es inmediata la verificación de la siguiente 

Proposición 33. An(T¡(X)) es un subgrupo normal en el n-grupo especial de 
automorfismos, A:(X) 

Demostración. Sean [j', el E 7Tl(X) :::! 7T;;(X). Puesto que An es un homomorfis
mo, se tiene la identidad 

An([j, g])An[j' , e](An([j, g]))-1 = 

An([j, g][¡' ,e][g-¡· l , g-l]) = An([h,e]) E An(Tn(X)) 

donde h es la yuxtaposición de las aplicaciones involucradadas o 
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La anterior proposición sugiere de inmediato la siguiente 

Definición 43. El grupo reducido de automorfismos, An G (X) es el cociente de 
la imagen del primer grupo de homotopía equivariante entre la imagen del pri
mer grupo de homotopía toroidal en el grupo de automorfismos de 7r:;(X). En 
símbolos: 

La conectividad del G-espacio en consideración permite encajar a G como un 
subgrupo del primer grupo de homotopía equivariante. Por último, la construcción 
anteriormente descrita permite definir un homomorfismo canónico de éste en el 
grupo reducido de automorfismos. El homomorfismo de grupos así construido 
resulta independiente de la selección de las aplicaciones que hacen de X un espacio 
conectivo. Con más precisión: 

Proposición 34. Sea X un e-espacio conectivo mediante las familias (W9)9EG, 

(0"9)9EG. Entonces, existe un homomorfismo W : e --t A~ (X) independiente de la 
selección de las aplicaciones que hacen de X un e-espacio conectivo y compatible 
con el homomorfismo An' 

Demostración. Sean t.pq : e --t 7rf(x), t.pw : e --t 7rf(X) los homomorfismos 
asociados a las familias mencionadas. Notemos que es posible componer estas 
aplicaciones con la asignación que determina la acción del grupo 7rf(X) en 7r:;(X). 
En un diagrama se tier:e: 

7rf(X) ~ A(7rf(X)) 

;/ 
e 

~ 
7rf(x) ~ A(7rf(X)) 

Ahora, para cada g E e, consideremos la aplicación ¡3 = wgag : * ~ *. La clase 
de homotopía [¡3, el E Tn(X) satisface que A([¡3, el) E A(7rl(X)). Por lo cual, si se 
compone esta aplicación con la proyección canónica q : A(7rf(X)) --t A~(X), se 
tiene que q o An([¡3l) = e. Así, q o An(wg ) = q o An(ag ) Por lo cual, si se define W 
mediante la composición qoAo t.pq = W, no existe ambigüedad en la definición. O 

La construcción del grupo reducido de automorfismos en general no permite 
asignar naturalmente a una aplicación equivariante entre espacios un homomor
fismo inducido entre los correspondientes grupos. Sin embargo, si se suponen 
algunas condiciones adicionales, es posible definirlo de manera canónica. Como 
veremos más adelante, estas condiciones se satisfacen en el caso de los encajes de 
espacios, de manera que el grupo reducido de automorfismos se convierte en un 
invariante adecuado para resolver el problema del encaje. 

ss 
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Teorema 26. Sean X y Y G' y G-espacios, respectivamente, con e' :S G y 
una aplicación cP : X ----> Y G' -equivariante y punteada de manera que el ho
momorfismo inducido cp. : Tn(X) --t Tn(Y) es suprayectivo. Entonces, existe un 
homomorfismo de grupos cP~ : A~(X) --t A~(Y) que conmuta con las aplicacio-

'-d -C nes 7f;x : G --t An (X), 7f;y : G --t An (Y). 

Demostración. Definamos la aplicación CPb : A( 7rf (X)) ----> A( 7rf (Y)) median
te CPb ([7f;[J,g)) = [7f;[<pof,g)] E A(7r;'(Y)). Verifiquemos la buena definición. Sean 
7f;[f¡,9,) = 7f;[J2,92]' Entonces, si [h, eJ E Tn(Y), la hipótesis sobre los grupos de ho
motopía toroidales permite concluir que existe [j, eJ E Tn(X) tal que CP.([j, el) = 
[h , ej. En conclusión, se tiene: 7f;[J¡ ,g¡j([h, el) = 7f;[h,92) ([h, ej). De ahí la buena defi
nición del homomorfismo. Por otro lado, la compatibilidad es consecuencia de que 
CPb(7f;[J¡,g¡))([h, eJ) = CPb(7f;<P.([h,92)))(CP.([j, ej) . Por último, debido a la invariancia 
de la imagen del primer grupo de homotopía, CPb induce un homomorfismo de 

grupos cP~ : A~' (X) ----> A~(Y). Resta probar el comportamiento adecuado de 
este homomorfismo respecto de los homomorfismos construidos en la proposición 
34. Para ello, consideremos g' E G'. Sean (wg ) gEC' una familia de aplicaciones que 
hacen de Y un espacio conectivo. De manera natural, sele~cionamos las aplica
ciones (ag = cP o wg' )9'EG' que vuelven a X un G' -espacio conectivo. Calculemos 

el homomorfismo 7f; en uno de tales elementos. 7f;(g') = 7f;[w ,.g') = 7f;[a "g') ' Por 
9 9 

la buena definición de CPtt, se tiene que CPtt(7f;[w "g' )) = CP tt (7f;[a '9'))' por lo cual el 
9 9 

homomorfismo inducido satisface la propiedad de conmutatividad con 7f; . O 

El anterior teorema permite resolver de manera negativa la cuestión de si un 
sistema dinámico discreto admite una extensión a un sistema dinámico continuo, 
una de las principales cuestiones de la dinámica topológica. Para un tratamien
to básico del problema, véase [11J. Es conveniente introducir algunos conceptos 
nuevos antes de continuar. 

Definición 44. Sea X un espacio topológico. Un sistema dinámico discreto es 
una acción de grupos Ji : Z x X --t X . Un sistema dinámico continuo es una 
acción de grupos Ji : IR x X --t X. 

Observación 39. Son inmediatas las pruebas de las siguientes afirmaciones: 

1. Dado un sistema dinámico discreto Ji : Z x X ----> X, existe un homeomor
fismo cp: X --t X tal que Ji(n,x) = cpn(x) 'in E Z,x E X. En adelante 
llamaremos homeomorfismo generador a tal aplicación 

2. Dado un sistema dinámico continuo Ji : IR x X ----> X, la restricción a 
Z origina un sistema dinámico discreto de tal manera que se encaja en el 
original en el sentido de la definición 41 

3. Si el sistema dinámico discreto Ji : Z x X ----> X admite una extensión 
aun sistema dinámico continuo, entonces su homomorfismo generador es 
isotópico a la identidad del espacio X. 
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La anterior observación permite asignar a un sistema dinámico continuo un 
sistema dinámico discreto con la propiedad de que el primero resuelve el problema 
del encaje para el subgrupo de los enteros. El problema inverso no está resuelto 
en el caso general. En un bello trabajo, [4], se aporta una condición necesaria y 
suficiente para la solución de este problema cuando el espacio en consideración 
es el de los números reales. Existen condiciones suficientes para casos especiales, 
como los de ciertos subespacios del plano euclidiano. Véase a este respecto, por 
ejemplo, [21. 

En el caso general, el grupo reducido de automorfismos prueba ser de singular 
utilidad para la solución de este problema. Recordemos un resultado importante 
cuya demostración hemos establecido con anterioridad. 

Lema 17. Dado un grupo topológico G, que considerado como G-espacio es co
nectivo, se tiene que para cada G-espacio X , el grupo reducido de automorjismos 
A~(X) es trivial. 

Demostración. Es consecuencia de la observación 29 o 

El siguiente resultado permite finalmente establecer la condición necesaria 
para un encaje de un sistema dinámico discreto en uno continuo. 

Teorema 27. Dado un sistema dinámico continuo, se tiene que A~(X) es el 
grupo trivial. 

Demostración. Notemos que el grupo de los números reales es contraible como 
espacio topológico. De manera que IR admite a la trayectoria constante como una 
familia que hace de él un espacio conectivo. Por el lema 17, A~ (X) es el grupo 
triviaL O 

Corolario 6. Si el sistema dinámico discreto 7l x X ~ X admite un encaje en 
un sistema dinámico continuo IR x X ~ X, entonces para cada n E N, se tiene 
que el homomorjismo 1f; : 7l ~ A~(X) es trivial. 

Demostración. De acuerdo con el teorema 27, el homomorfismo 1f; : IR ~ A!(X) 
es triviaL Por otro lado, la aplicación i~ : 7r¡(X) ~ 7r¡(X) es un homomorfismo 
suprayectivo, de manera que se satisfacen las hipótesis del teorema 26. ASÍ, se 
tiene que 'Ij; : 7l ~ IR ~ A~(X) es el homomorfismo triviaL O 

La no suficiencia de la condición descrita por el invariante A~ (X) se puede 
advertir del siguiente 

Ejemplo 14. En e definamos la acción de 7l determinada por el homeomorfismo 
de conjugación. Según el teorema 7, 7rf(C) ~ 7l. En particular, 7rf(§l) es un 
grupo abeliano y en consecuencia, el homomorfismo A es triviaL De esa manera, 
el homomorfismo 
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es trivial para cualquier selección de aplicaciones que hagan de e un espacio 
conectivo. Sin embargo, dicho sistema dinámico discreto no admite una extensión 
a un sistema dinámico continuo; pues, como consecuencia de la observación 39, 
el homeomorfismo generador debe de ser isotópico a la identidad de C. Lo cual 
no ocurre en el caso de la conjugación compleja. 

6.3. Ejemplos 

Ejemplo 15. Recordemos el ejemplo 13. Consideremos el sistema dinámico dis
creto determinado por la estructura de Z-complejo CW introducida en él. Como 
se hizo notar, el teorema 7 permite concluir que 1Tf(S2) ~ 1T¡(S2) X Z. Según el 
teorema de clasificación de superficies (Véase [71, p.414), el grupo fundamental 
de S2 es el que admite la presentación 

En la notación del ejemplo 11, sea C I la trayectoria correspondiente al primer 
círculo en la cuña. Notemos que, en vista de la proposición 20, la asignación 
'l/J : Z --> 1T~(S2) dada por 'l/J(1) = ([CI ], 1) hace de S2 un Z-espacio conectivo. 
Notemos que el homomorfismo A : 1Tf(S2) --> Af(S2) resulta no trivial al com
ponerlo con la aplicación 'l/J, pues de serlo, el grupo 1TI (S2) resultaría abeliano. 
Así, el homomorfismo Z --> Af(S2) es no trivial. En consecueJ)cia, el sistema 
dinámico discreto determinado por la estructura de Z-complejo CW de S2 no 
admite una extensión continua. 
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