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4 INDICE GENERAL

0.1. Introduccion

Una de las principales tareas de la topologia es la solucién del problema del
homeomorfismo. Es decir, el problema de decidir cuindo dos objetos matemati-
cos son iguales desde el punto de vista de las transformaciones continuas. Este
problema altamente dificil antecede a la topologia propiamente dicha, pero es al
mismo tiempo un poderoso motor para su desarrollo. Con el propésito de obtener
una herramienta para la solucién de este problema surgié la topologia algebraica.
Hablando con vaguedad, la topologia algebraica estudia la relacién entre las pro-
piedades topologicas de un espacio y las propiedades algebraicas de determinadas
construcciones asociadas a él, sus invariantes. Un invariante es un determinado
objeto mateméatico (un conjunto, grupo, un anillo 0 médulo) que se asocia a un
espacio, de tal manera que a espacios iguales desde el punto de vista de la topolo-
gia se asignan invariantes isomorfos desde el punto de vista de su correspondiente
teorfa (conjuntos de la misma cardinalidad, grupos, anillos o0 médulos isomorfos).

Uno de los primeros invariantes que surgié en la topologia algebraica es el
grupo fundamental, introducido por Poincaré. Se construye a partir de las pro-
piedades de deformacion de trayectorias basadas en un punto. La utilidad mas
celebrada de esta construccién puede verse en el teorema de clasificacién para
variedades compactas y conexas de dimension 2, donde dicho invariante consti-
tuye el rasgo distintivo para la caracterizaciéon. Una generalizacién natural del
grupo fundamental son los grupos de homotopia. Son construidos a partir de las
clases de homotopia de aplicaciones con dominios distinguidos -esferas de cierta
dimension- y con imagen en el espacio considerado. Desde el punto de vista teérico
constituyen una construcccién de importancia capital en la topologia algebraica.

Otra gran idea en las mateméticas ha sido la de accién de grupo. Estrecha-
mente vinculadas a la regularidad y la simeiria, las acciones de grupos ponen de
manifiesto muy pronto la relacién que existe entre las propiedades algebraicas de
un grupo y las propiedades topolégicas de los espacios donde actua. Es en este
trance entre las propiedades topologicas de los espacios y las propiedades alge-
braicas de sus invariantes y los grupos que actiian en ellos que surge la topologia
algebraica equivariante. Dentro de ella, la teoria de homotopia equivariante trata
de estudiar la relaci6n entre invariantes homotépicos y propiedades de las accio-
nes de grupos en un determinado espacio. En el presente trabajo estudiaremos
una familia de invariantes homotépicos, introducida por F. Rhodes en una serie
de articulos publicados a finales de los ahos sesenta del siglo pasado. Si bien el
trabajo de Rhodes se aparta del discurso general de lo que es hoy en dia la teo-
ria equivariante, posee la ventaja de ser altamente consistente con los resultados
clasicos. Los invariantes que estudiaremos generalizan a los grupos de homotopia
tradicionales en varios sentidos. Ademas de contenerlos como subgrupos, varios
de los resultados més utiles en la teoria homotépica clisica se traducen con alto
grado de fidelidad. El ejemplo mas distinguido de ello lo tenemos en el teorema
equivariante de Seifert y Van Kampen, asi como en la existencia de sucesiones de
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homotopia para una pareja de espacios. La familia de invariantes introducida por
Rhodes es también utilizada con éxito para resolver problemas planteados por
otras teorias. Bl impacto de sus resultados en otras areas de las matematicas, co-
mo es la teoria de los sistemas dinadmicos constituye uno de sus mas convenientes

aspectos.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Los grupos de homotopia

Una de las construcciones mas fructiferas en la topologia algebraica es sin
lugar a dudas la de los grupos de homotopia. Los grupos de homotopia son un
poderoso invariante algebraico que sirve para distinguir los espacios y en algunos
casos responder negativamente a la cuestion de si dos espacios son homeomorfos
o no. Para la definicién de los invariantes algebraicos que estudiaremos resulta
conveniente la signiente

Definicién 1. Sean X un espacio topolégico y A C X un subespacio. Denota-
remos por (X, A) a la pareja conformada por ellos.

Las parejas de espacios requieren asignaciones que reflejen su estructura.

Definicion 2. Sean (X, A), (Y, B) parcjas de espacios topolégicos. Una aplicacidn
de parejas f : (X,A) — (Y, B) es una aplicacién continua f : X — Y que
satisface f(A) C B.

Un caso especial de parejas de espacios se presenta cuando el subespacio
correspondiente consiste en el espacio singular.

Definicién 3. Sea X un espacio topolégico y * € X un punto basico. Llamaremos
espacio punteado a la pareja (X, {#}). Llamaremos aplicaciones punteadas a las
aplicaciones entre espacios punteados.

Observacion 1. En adelante y a menos que se establezca explicitamente lo con-
trario todos las aplicaciones y espacios en consideracién serdn punteados. Por
comodidad, omitiremos de la notaciéon para espacios punteados las llaves en la
segunda coordenada. Asi, escribiremos (X, #) para denotar la pareja correspon-
diente. De la misma manera, llamaremos pareja punteada a (X, B) si tanto X
como el subespacio B son espacios punteados con el mismo punto bésico.

7
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En topologia general, las componentes conectables por trayectorias de un
determinado espacio arrojan profusa informacion acerca de los espacios bajo con-
sideracion. Generalizando esta idea, daremos la signiente:

Definicién 4. Sean (X, ) y (Y, *) espacios topolégicos punteadosy f: X — Y,
g : X — Y aplicaciones punteadas. Decimos que f es homoldpica a g, en
simbolos, H : f =~ ¢ si existe una homotopia: es decir una aplicacién continua
H:X xI—Y tal que H(z.0) = f(z), H(z.1) = g(z). S5i ademas H satisface
que H(x,t) = =, entonces diremos que f y g son punteadamente homotépicas
mediante H.

Lema 1. La relacién f ~ g es de equivalencia

Demostracion. 1. Reflexividad: Sea H : X x I — Y dada por H(z,t) =
flz)¥t eI . Setieneque H: f~ f

2. Transitividad: Sean H : f ~ gy K : g ~ h entonces

_ JH(z,2t) site0,3]
Mt {K(z, 2%t—1) sitell1]

Satisface que HK (z.0) = H(z,0) = f(r). HK(x.1) = K(z.1) = h(z)

3. Simetria: Sea H f=g Entoncm_,la homotopia inversa H(z,t) = H(z,1—
t) satisface que H(x.0) = g(z); H(z,1) = f(z)
|

Notacién 1. Denotaremos al conjunto de aplicaciones de un espacio X a un es-
pacio Y por M(X,Y). Denotaremos por M(X,Y"), al correspondiente conjunto
de aplicaciones punteadas. Es posible dotar a estos conjuntos de una topologia
conveniente, la llamada topologia compacto-abierta. Véase [1], p. 2 para una defi-
nicién precisa. Denotaremos por [X,Y] al correspondiente conjunto de clases de
homotopia de aplicaciones y lo llamaremos conjunto de homotopia. Analogamen-
te, [X,Y]. denotara el conjunto de clases de homotopia punteada. Ambos son el
conjunto de componentes conectables por trayectorias de M(X.Y)), M(X,Y).,
respectivamente. Comparése con la observaciéon 8 mas abajo.

Observacién 2. Una relacién de homotopia menos restrictiva que la punteada es
la llamada relativa a la frontera del intervalo. Aparece al considerar aplicaciones
cuyo dominio contiene como factor un intervalo. Dos aplicaciones f. g : X x I —
Y son homotdpicas relativas a la frontera del intervalo si existen dos puntos
x,¥ € Y y una aplicacién H : (X x I) x I — Y tal que H(z,s,0) = f(z,s),
H(z,s,1) = g(z,s), H(z,0,t) = %, H(z,1,t) = %. Es posible probar que la
relacién de homotopia relativa a la frontera del intervalo es de equivalencia en
M(X x I,Y). Denotaremos a las respectivas clases por [X % I, Y] 01-
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Lema 2. La construccion [-, -] es bifuntorial. Es decir, que para cada espacio W,
las asignaciones [W,-| y |-, W] son funtores covariante y contravariante, respec-
tivamente.

Demostracion. Probaremos la primera de las afirmaciones. La prueba de la se-
gunda es totalmente andloga. Sean [ : Y — Z, g : X — Y aplicaciones
punteadas.

Consideremos f, : [W.Y] — [W,.Z] f. : [a] — [foa] ¥y g. : [W.X] —
[W.Y] g. : @] — [g o a], donde los corchetes denotan las respectivas clases
de homotopia. Notese que tal asignacion esta bien definida. Verifiquemos que es
funtorial. Sea id: Y — Y la aplicaci6n identidad. Entonces, 1d,([g]) = [ido g] =
lg] = 1dixylg]. Ahora, sea h : Z — W. Consideremos ho f : X — W. Por
definicion, (ho f).[g] = [ho fog], pero [ho fog] = h.[fog] = h.o f.[g]. De
modo andlogo se ve que [-, W] es un funtor contravariante. 0

A continuacién enunciamos un resultado de carécter técnico que serd utilizado
repetidamente en el desarrollo de nuestro trabajo:

Observacién 3. Sean X, Y espacios de Hausdorff y sea Y localmente compacto.
Entonces, existe un homeomorfismo ¢ : M(I,M(X,Y)) =~ M(I x X,Y) que
determina un isomorfismo de conjuntos ¢, : [I.M(X,Y)] = [I x X,Y]. Del
mismo modo, se tiene un isomorfismo [/, M(X,Y).]. = [I x X,Y]..

Demostracién. Véase [1], p. 5 a

Resulta conveniente la generalizacion de las relaciones de homotopia a las
aplicaciones de parejas. De esa manera, tenemos la siguiente

Definicién 5. Sean (X, A), (Y, B) parejas punteadas y f, g aplicaciones pun-
teadas. Una homotopia punteada de parejas de f a g, en simbolos H : [ ~
g : (X,A) — (Y, B) es una homotopia H : (X, A) x I — Y que satisface:
H(a.t)C BYa€ AVt €I, H(»,t)=xVte I

Notacién 2. Llamaremos lazos con punto basico * en X a las aplicaciones de
parejas (I, dI) — (X, ). Denotaremos al conjunto de estas aplicaciones dotado
de la topologia compacto-abierta por Q.X.

Las clases de homotopia de lazos en un espacio forman una importante cons-
truccion, pues la yuxtaposicion induce una estructura conveniente desde el punto
de vista topolégico, como se hace patente en el signiente lema.

Lema 3. La yuxtaposicion de trayectorias, p : X x QX — QX definida como
stgue:

B A(2t) sitE [0; l]
A o) = {a{gg —-1) site [%,i]

es conlinua.
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Demostracion. Sea V' = ['_, V, un abierto basico de la topologia compacto-
abierta. Entonces existen A, , C,, abierto y compacto de X e /, respectivamente,
tales que si ¢ € V;, entonces ¢(C;) C A,. Consideremos Ao € V. Para i € {1...n},
definamos C; = {te€ I |2t € C,} ,C ={tel |2t~ 1€ Ci}

Sea A =|J, A; y consideremos los siguientes conjuntos:

Wi={peM(LX)|p(C)CA} W ={peM(lX)|nC)CA}

w=Nw, w'=w
i=l1 1=1

Entonces, W' x W" es un abierto de M (I, X) x M(I, X). Nétese que (\,0) €
W' x W, pues por hipétesis A\(2t) € AVt € C; Vi € {1..n}, de modo que
At) € A; C AVt € C] Vi € {1..n}. Asi, A € W' y analogamente o € W".

Notemos que si (o, 3) € W' x W", entonces a satisface que a(2t) € AVt € C,
y A2t —1) € AVt € C, porlo cual p(er, ) € V

Entonces ;= (V) consiste en las parejas (a, 3)} que cumplen con la propiedad
adicional de que

 fa(2) sitelf0,3]
e(t) = {{3(2,3 —1) site [%i]

es un elemento de V ¥t € [. Por lo cual, para tales p, ¢(C) C A. De donde
p (V) =W’ x W" es un abierto y se concluye que y es continua . O

Observacion 4. Nétese que de acuerdo con el anterior resultado, la yuxtaposi-
cion de lazos induce una multiplicacion en 2.X . Esta multiplicacion da a las clases
de homotopia correspondientes una estructura de grupo donde el elemento neutro
corresponde a la clase de la aplicacién constante ¢,, : I — {ap}, ¥ los inversos
corresponden a las clases de las trayectorias nversas. Es decir, si o : ] — X es
un lazo, entonces &(t) = o(1 —t) es el lazo inverso de o.

Ademas de satisfecer los axiomas algebraicos de grupo, la asignacion p tiene
la ventaja de ser continua. Esta estructura conveniente convierte a QX en el
ejemplo candnico de una clase de espacios que definiremos a continuacion:

Definicién 6. Sea X un espacio topologico punteado con punto basico #. Una
aplicacion p: X x X — X es una H-multiplicacion si satisface:

1. e: X — X, la aplicacion constante con valor = cumple con que las com-
posiciones :

xS xxx L x xBxxx X
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son ambas homotdpicas a la identidad de X. Es decir, que el diagrama
siguiente conmuta salvo homotopia:

/\

XxX

thﬁ:
X

2. Las composiciones po (p x id),puo (id X p) son homotdpicas.

Es decir, el diagrama siguiente conmuta salvo homotopia

XxXxX

\/

3.  Emiste una aplicacion continua j : X — X que determina inversos salvo
homotopia. Esto es, tal que las composiciones

(id.7)

X=ZXxxX-5X

x99 xwx £ X

son ambas homotdpicas a e : X — X. Equivalentemente, tal que el dia-
grama siguiente conmuta salvo homotopia:

V\

XxX

\/

A un espacio que satisface 1 y 2 se la llama H-espacio. Si ademds satisface
3, diremos que X es un H-grupo.
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La estructura de H-grupo en un espacio punteado Y es una fuerte propiedad
algebraica. Dota a [X, Y] de una estructura de grupo natural en X, independien-
temente de las propiedades de X. De manera mis precisa, se puede senalar la
siguiente

Definicion 7. Sea W un espacio punteado. Diremos que [X, W] tiene una es-
tructura de grupo natural en X si

1. Para cada espacio punteado X, [X, W] tiene una estructura de grupo tal que
la clase de homotopia de la aplicacién constante c, : X — W corresponde
al elemento neutro del grupo, y si

2. Para cada aplicacién punteada f : X — Y, la aplicacion inducida f* :
[Y, W] — [X, W] es un homomorfismo de grupos.

Proposicién 1. Sean X un espacio topoldgico y Y un H-grupo. Entonces [X,Y]
posee una estructura de grupo natural en X.

Demostracion. Denotemos por p,j y e a la H-multiplicacion, la aplicacion que
determina H-inversos y la H-identidad, respectivamente. Definamos

m:[X,Y] x [X,Y]—[X,Y]

([f1: [g]) —— [u(/. 9)]

Ante todo, tal multiplicacién esta bien definida, pues si f ~ h y g ~ k, entonces
por definicién de H-multiplicacion, u(f, g) =~ p(k, k) y por lo tanto, la anterior
definicién no depende de los representantes.

Sean [f]. [g], [k] € [X, Y]. Por la definicion de H-multiplicacion, u(u(f, ), h) =
ulf, ulg, b)),
de modo que m(m([f], [¢]). [h])) = m(f, m([g], [h]))- Asi, la operaci6n * es asocia-
tiva.

Consideremos la clase de homotopia de la aplicacion e. Sea [f] € [X,Y].
Entonces, por la definicion de H-identidad, u(id,e) ~ pu(e, id) = idyx,y). En
particular, calculando en f se obtiene: pu(f,e) =~ p(e, f) =~ f y considerando las
clases de homotopfa, [f] * [¢] = [e] #[f] = [f], de forma que la clase de homotopia
[e] es el elemento neutro.

Sea [f] € [X,Y]. Definamos [f]~! = [j(f)] Tal asignacion est4 bien definida.
Nétese que, por hipétesis p(f, j(f)) =~ pu(j o f.f) =~ e. Considerando clases de
homotopfa, este hecho confirma que [f] * [f]™! = [f]™' = [f] = [e]. Asi, [X,Y]
tiene estructura de grupo heredada de p. Por otra parte, el lema 2 garantiza la
propiedad solicitada para los homomorfismos inducidos por aplicaciones puntea-
das. O
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Observacién 5. La afirmacién de la proposicién anterior es algo mis fuerte, a
saber, existe una equivalencia entre las posibilidades de definir una estructura de
grupo natural en [X, Y] y una estructura de H-grupo en Y. Véase a este respecto
[1], p.47.

La siguiente construccién es fundamental para definir el concepto dual de H-
grupo. Recuérdese que la curia de dos espacios X VY, se define como el siguiente
subespacio del producto topolégico

XVY={(z,y) e X xY |z=z90Yy =10}

Donde z , yo son puntos basicos en X y Y | respectivamente. En un sentido
categorico, la cuna de dos espacios topolégicos es dual al producto de espacios
punteados.

Mas precisamente, se tiene:

Proposicién 2. Son propiedades de la cuna de dos espacios las siguientes:

1. Ezisten inclusionesi: X — X VY, j: Y = X VY

2. Dadas aplicaciones f : X — X', g: Y — Y, existe una tnica aplicacion
denotada por fVg: X VY — X' VY’ que satisface que fV g|x = foi;
fVgly=g0j.

3. Dadas aplicaciones h: X — Z, k: Y — Z, eziste una tunica aplicacidn
denotada por (h.k) : X VY — Zque las extiende. Es decir, que hace
conmutar los diagramas:

xvy¥hz  xvy2z

T

Demeostracion. 1. Considérense las aplicaciones

X—XVY Y — XVY

r— (z,%) y+— (z0,¥)

2. Definase fV g(z,y) = (f(z), g(y)). Entonces, es claro que fVg|x = foiy
fVvaly=gej.
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3. Definamos

(h. k) (z,y) = {h-(i') siy=uwo

k(y) siz=mxg

Con estas propiedades a nuestra disposicién, consideremos la siguiente

Definicién 8. Sea X un espacio topolégico punteado. Decimos que v es una H-
comultiplicacién si satisface:

1. e: X — {x0} (la aplicacion constante con valor ) cumple que las com-
posiciones

{e.id)
=

X=XVvX X

{id,e)

Xy XvX =9 X

son homotdpicas a la aplicacidn id : X — X. Equivalentemente, que el
diagrama siguiente conmuta salvo homotopia:

(idk‘ {e.id)

X
En este caso, decimos que e es una H-coidentidad.

2. v es H-coasociativa. Es decir, el diagrama siguiente conmuta salvo homo-

/\

XVXVX

3. Eziste una aplicacion j : X — X que determina H- coinversos. Esto es
que las composiciones:

XY xvx¥x
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xLxvx % x

son homotdpicas a e. En otras palabras, el siguiente diagrama es conmuta-
tive salve homotopia

X
gﬂ/’“\gf

XvX e XvX

;5\ (e.id)
X

Un espacio con una H-comultiplicacion H-coasociativa y una H-coidentidad
se llama H-coespacio. Si ademds posee una aplicacion que delermina H-
coinversos se llama H-cogrupo.

De manera dual a la H-multiplicacién, si X es un H-cogrupo, induce una
estructura de grupo natural en (X, Y], independientemente de las propiedades de
Y.

Proposicion 3. Sean X un H-cogrupo y Y un espacio topoldgico arbitrario.
Entonces, [X,Y] tiene una estructura de grupo natural determinada por la H-
comultiplicacion en X.

Demostracidon. En la notacién anterior, consideremos

m:[X,Y] x [X,Y] ——[X,Y]

(/] [9) ———[{f, 9) o ¥]

Ante todo, tal asignacién esta bien definida, puessi f ~ hy g ~ k, entonces, es
posible verificar que fV g ~ hV k y en consecuencia, las composiciones {f, ) o v,
(h, k) o v son homoto6picas, de donde es evidente la buena definicién. Por otro
lado, si [f],[g],[k] € [X.Y], entonces por la propiedad de H-coasociatividad,
(idV v)owv ~vo(rVid). Sise componen estas aplicaciones con f, g, ¥y h como
sigue:

vVid

XVX—XVXVX

/// (S la.))

X Y

\k\ (T

XVX 5 XVXVX
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entonces el diagrama resulta conmutativo salvo homotopia. Asi, se obtiene que
fV(gVh)ov =~ (fVg)Vhov y considerando clases de homotopia , ([f]*[g])*[h] =
[f1* ([g] * [h]), por lo cual * es asociativa.

Sea e la clase de homotopia de la aplicacién constante. Sea [f] € [X,Y].
Entonces, por la definicion de v, las aplicaciones

JY l"XVJ\.rmX
X -4 xvx 9 x

son homotépicas a idy. Compoéngase ahora con f como sigue:

X Lxux¥lx

x Zexvx®x
En esa situacién, ambas aplicaciones resultan homotopicas a f o idy = f, de
donde e es efectivamente una H-coidentidad.

Por otrolado, si j : X — X denota la aplicacién que determina H-coinversos,
dada [f] € [X,Y] definimos [f]~! = [f o j]. Por hip6tesis se tiene que las compo-
siciones -

X 2 xuy™x

X2 xvx®d
son homotdpicas a e.
Si componemos con f como sigue:

XL xvx iy

x Lxvx iy

ambas aplicaciones resultan ser homotédpicas a e. De ese modo, [f|*[f]™ = [¢] =
[f17! # [f]. Por otro lado, el lema 2 de nueva cuenta garantiza el comportamiento
funtorial, de donde [X, Y] tiene una estructura de grupo natural. O

Observacion 6. Anilogamente a lo dicho en la observacion 5, son equivalentes
la posibilidad de definir una estructura de H-cogrupo en X y una estructura
natural de grupo en [X,Y].

Como notamos anteriormente, uno de los ejemplos més caracteristicos de H-
espacios es el espacio de lazos en un espacio punteado dado. De manera dual,
el ejemplo canénico para H-coespacios es el que describiremos a continuacién.
Recuérdese que se define la suspensidn reducida, £X de un espacio punteado
(X, xq) como el espacio que resulta de identificar en el cilindro sobre X la base y
la tapa en dos puntos. En otras palabras, X = X xI /X x{0}UX x{1}U{ze} xI
Denotaremos por z A t la clase de equivalencia de (z,t) en XX.
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Proposicién 4. Sea v: XX — XX VEX definida por

v _ (= A(2t),79) site 0,3
((xAL) = {(ID,I/\ (2t —1)) site[3.1)

entonces, v es una comultiplicacidn.

Demostracion. 1. Existencia de H-coidentidad :

Sea z At € XX ante todo, notemos que las composiciones (id.e) o v y
(e, id) o v vienen dadas por

: 1
(id,e)ov(z At) = Th STtE[(l),ZI
Ip Slte{i,l]
To site(31]
zA(2t—1) sitel0,3]

(e.t’d)ou(:a:/\t):{

Ahora, consideremos Hy, Hy : £X x I — EX dadas como sigue:

oA 2L sit 0, I.ﬂ
Hi(z At,s) = = €[1+s ]
. Zo site[31]]
A 2L site [0, lj'—_",]
Hy(z At,s) = galjfﬁ : [1-:-52
TAEEFE site ]

entonces, H; y H, son homotopias de (id,e)o v y (e, id) ov, respectivamente
en idyy. Asi, e es una H-coidentidad.

2. H-coasociatividad: De nuevo, daremos una expresion explicita para las com-
posiciones involucradas:

(z A (2t), 0, T0) sitel03)
idVvov(zAt)={ (zo,zo,z A4t —2)) site[},3
(z A (4t —3),z0,29) site[31]

(z A (4t), zo, 7o) site [0, %]
vVidov(z At) = { (zo, 20,z A (4t — 1)) site (], 3]
(xA2t—1,20,29) site(},1]

y consideraremos la homotopia H; definida como sigue:
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(z A £, 20, o) sit € [0,
Hy(z At,s) = (2o, %o,z A (4t —1+3s) site[lds 2
(z A 2522 14, 20) site[He1]

Hj; es una homotopia de la primera aplicacion en la segunda.

3. Consideremos la aplicacion j : X — EX dada por z Atr— z A (1 —1).
Afirmamos que j determina H-coinversos. Notemos que las composiciones
(id. j) o v y (3, id) o v vienen dadas por las siguientes reglas de correspon-
dencia:

N fanat site(0}]
(id, j) o v(z,t) = {xl\(l“ (2t—1)) site [%vi]
N B x/\2(1—t) sitG[O:%]
(JJd)”“{IM_zt site(31]

y definamos las siguientes homotopias:

rA2(1—s)t site 0, ]
HipAte)= { A2(1—s)(1—1t) 5136[1+:, 1]
zA(2(1—-s)(1—t)) site (0, ]
zA(1—(1-s)(2t) site|qs,1]

Hﬁ(IAt,S) = {

Hy y Hs son homotopfias que comienzan en las respectivas composiciones y
terminan en e. Asi, j determina H-coinversos.
O

Observaci6én 7. De una manera andloga a lo descrito para QX, v da a [EX,Y]
estructura de grupo.

No es sorprendente la dualidad que se manifiesta entre QX y £X a la luz del
siguiente resultado:

Proposicién 5. Eziste un homeomorﬁsmo M(EX,Y) %5 M(z,QY) tal que el
homomorfismo inducido [EX,Y] £ [X, QY] es isomorfismo de grupos.

Demostracién. Sea f : £X — Y. Definamos ¢(f) = g, donde g € M(X,QY)
satisface que g(z)(t) = f(z At). Por otro lado, sea ¢ : M(X,QY) — M(EX.Y)
definida por 4(g)(z At) = f(z)(t). Notemos que ¢ y 1 son aplicaciones continuas
que cumplen con que las composiciones ¢ o ¥, ¥ o ¢ son iguales a idyzx,y) ©
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idpr(x.qy), Tespectivamente. Como consecuencia de la observacion 16, tales apli-
caciones resultan continuas. Consideremos el homomorfismo inducido .. Sea
l[9] € [X,QY]. Entonces la clase de homotopia de la aplicacion f : £X — V
que satisface que f(z A t) = g(z)(t) es tal que @.([f]) = [g]. Por lo cual, ¢,
es epimorfismo. Ahora, sea [f] € ker(y.). Entonces, por definicién de ., f es
homotoépicamente trivial, de donde ker(ip.) = {e} O

La anterior proposicion muestra la riqueza de estructura que aparece al con-
siderar espacios homeomorfos a una doble suspension reducida de otro. En este
caso, las estructuras de H-cogrupo en [ZXX,Y], y H-grupo en [EX,QY] son
compatibles en el sentido de la 1iltima proposicién. A continuacion, probaremos
que las esferas de dimension suficientemente grande poseen esta conveniente pro-
piedad.

Lema 4. Sea n € N. Entonces 8™ =~ £§"!

Demostracion. Notemos que S” esta encajado como un ecuador en "', En otras

palabras, el subespacio {(z1,...,Zns1, Tns2) € S | 2449 = 0} es homeomorfo
a S". Definamos Hy = {(z1,...Tn41,Tns2) € "' | 2p42 > 0}. De la misma
manera, sea H_ = {(z1,..Tn41,Tns2) € S | 2,40 < 0}. Observemos que

S = H UH_,y H . NH_ = §" Sea p : R"? — R"*! la proyeccién dada
POr (Zy, .. Tni1s Tns2) —— (T1,-.Tns). Entonces, al restringir a H,, H_, respec-
tivamente, p determina homeomorfismos p, : H, — E™! p_: H. — E"1
(Donde E™*! denota la n + 1-célula). Sea s = (0,0,...,1) € §" A continuacion,
definamos ¢ : £§* — §"*! como sigue:

-1 . 1
e, ) = {”’:l‘m ot Bl
p_i((2-2)x+ (2t —1)s) site[51]

Notemos que  est4 bien definida. Ademas, es continua, puesto que si z € §" C
§™*!, entonces p, () = p_(z), pues ambas son iguales a (x,0). Por otro lado es
una aplicacién cerrada, pues el espacio £S", al ser un producto e identificacion de
espacios compactos, es compacto. Por iiltimo, el espacio S" satisface el axioma de
separacion de Hausdorff, pues estd definido como un subespacio euclidiano y de
la topologia general -véase|7], p.184-, toda aplicacion continua entre un espacio
compacto y uno de Hausdorff es cerrada.

Afin més, @ es biyectiva, pues si z € §"*!, entonces z € H, UH_. Si z € H,,
entonces existe ¢ € [0, 1] tal que p, (2tp, (2)+(1—2¢t)s) = 2. De la misma manera,
siz € H_, existe t € [0, 1] tal que p_((2—2t)z+ (2t —1)s) = z. De ese modo, ¢ es
suprayectiva. Por otro lado, si [z, t] # [y, s] € £§", entonces o bien t # s, en cuyo
caso o([z,t]) # ¢([y.t]). Andlogamente, si z # y, entonces @([z,t]) # »([y,t]).
En todo caso, la aplicacién es inyectiva y en consecuencia, biyectiva. En resumen,
se ha construido una aplicacién biyectiva, continua y cerrada entre los espacios
en consideracion, de manera que determina un homeomorfismo.
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Corolario 1. Para cadan € N, 8" =~ £"dJ
O

Con estos resultados y definiciones a nuestra disposicién, estamos en posibi-
lidad de definir los grupos de homotopia

Definicién 9. Sea n € N. Definimos 7,(X, %) = [S", X]..
Del anterior lema es inmediato el siguiente
Corolario 2. m,(X, o) Es un grupo

Demostracion. Por el lema 4, S" ~ £S"~!. Asi,[S", X], = [E¥§"! X], por la
proposicién 5, y por la observacién 4, el lado derecho tiene estructura de grupo.
O

Observacion 8. Se tiene un isomorfismo
ma (X, %) = wo(M(S", X).)

Si la dimension de la esfera considerada es suficientemente grande, es posible
dotar a este grupo de dos estructuras aparentemente distintas; una de ellas ori-
ginada en las propiedades de [£8"~!, X] y otra debida a las de [S"~', QX], que
no sélo coinciden, sino que dan origen a una estructura especial. De modo mas
general, el siguiente resultado relaciona dos estructuras multiplicativas como las
anteriores en un grupo:

Proposicién 6. Sean o, % : G x G — G dos multiplicaciones en el grupo G
que poseen identidad comin y que cumplen que dados x,y, z,w € G, se tiene que
rxyezxw = rxzey*w. Entonces x y o coinciden y dotan a G de una estructura
abeliana y asociativa .

Demostracién. Sean z,y € G. Puesto que ambas operaciones poseen identidad
comiin, zey = r+eey*ey por la segunda propiedad, zxeey*re = rxyeexe = xxi.
Asi, # y e coinciden.

Ahora, zk (y*z) =zeexyez= (zxy)ez=(r*y)*zy laestructura es
asociativa.

Finalmente 1 *y = cerxyee=ecxyezrxe=yex =y=*xy por lo tanto,
la estructura es conmutativa 0

Obsérvese que las dos estructuras definidas en m,(X) originadas en la posibi-
lidad de expresar a " como una doble suspension, satisfacen las hipétesis de la
proposicion anterior. De esta manera, hemos demostrado el siguiente

Corolario 3. Los grupos m,(X, zo) son abelianos si n > 2.
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Los grupos de homotopia de un determinado espacio admiten una generali-
zacién a la categoria de parejas de espacios. A continuacién desarollaremos de
manera somera la construcciéon de éstos. Mayores detalles pueden encontrarse en

(1]

Definicién 10. En el intervalo n-dimensional, llamaremos frontera parabélica,
J™=1 al subespacio formado por el conjunto de puntos

JUl =9I x I — -1 x {1}

Definicién 11. Sea n > 2, y (X, A) una pareja de espacios punteada. Definimos
el n- ésimo grupo de homotopia de la pareja, 7,(X, A) como el conjunto de clases
de homotopia de aplicaciones f : /™ — X, sujetas a las condiciones adicionales:

1. faI"c A
2_ f(‘)m-l) — %

En simbolos,
(X, A) = [I",0I", "', X, A, %]

Proposicion 7. En el conjunto m,(X, A) se satisfacen:

1. ma(X,A) tiene una estructura de grupo determinada por la yuztaposicidn
de aplicaciones en 1™,

2. ma(X,A) es abeliano si n > 4,
3. ma(X, {*}) 2 m(X)
4. La construccion m,(X, A) es funtorial
Demostracion. Véase [1], p.86 O

Los grupos de homotopia permiten construir una sucesion exacta larga, que
contiene varios invariantes del tipo de homotopia de la pareja en consideracién.
A continuacién recordaremos de manera breve esta construccion.

Proposicion 8. Eriste un homomorfismo de conexion 9 : 7, (X, A) — m,(A)

Demostracion. La asignacion |gm: M (1™, 81", J" Y X, A, #) — M(0I", J*1; A,
M(8",%; A, x) , dada por f —— f |5 induce un homomorfismo con la propiedad
solicitada. O

Como consecuencia de este resultado y la funtorialidad de #,, (X, 4), se tiene
el siguiente

Teorema 1. Eziste una sucesion de grupes de homotopia dada por

T (X, A) -2 T (A) 25 Ty (X) 25 1y (X, A).
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1.2. Acciones de Grupos.

En la matemética en general, la nocién de simetria de un determinado objeto
juega un papel fundamental. Esta nocion estd intimamente ligada al concepto de
grupo. En la teoria equivariante se introducen nuevas estructuras, de manera que
ambos enfoques coinciden.

Definiciéon 12. Sea G un grupo. Si ademds posee una estructura topologica tal
que las aplicaciones

i GxG—G ( )J':G—G

(z,y) — xy z— 1
son continuas, entonces diremos que G es un grupo topologico.

La idea de simetria esta vinculada a la regularidad de ciertas transformaciones
de un espacio en si mismo. Una manera de formalizar esta idea de regularidad
reside en el concepto de accién de grupo.

Definicién 13. Sean X un espacio topolégico y G un grupo topologico. Una
accién izquierda del grupo G en X es una aplicaciéon contima p: G x X — X
que satisface:

1. ple.z)=zVreX
2. plg-h.x) = plg, p(h,z))
En esta situacion, diremos que X es un G-espacio.

Notacion 3. Cuando no haya confusién, denotaremos a p(g, ) por g-z. Si H es
un subgrupo de G, denotaremos por X# al conjunto {z € X | h-2 =z Vh € H}
y lo llamaremos el conjunto de puntos fijos.

Observacion 9. Si A y B son, respectivamente subconjuntos de G y X, de-
notaremos por A - B al conjunto {g-z | z € A y = € B}. Es facil verificar
que si A, B son abiertos (respectivamente, compactos), entonces A - B es abierto
(respectivamente, compacto).

Definicion 14. Sea p: G x X — X una accién de grupos.
1. Llamaremos conjunto de isotropia de x al subrupe G, = {g € G | g-z = =}
2. Diremos que la accién u es libre si G, = {e} para cada = € X.

3. Diremos que es transitiva si para cada pareja z,y € X, eziste g € G tal
queg-z=y.
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4. Diremos que es pareja si cada punto © € X posee una vecindad U con la
propiedad de que g- U NU = ¢ para cada g € G.

La siguiente proposicién contiene algunos resultados bésicos sobre acciones de
Erupos:

Proposicién 9. Sean X un G-espacio y v € X. Entonces, se liene:
1. El conjunto de isotropia, G, es un subgrupo de G.

2. La relacion z ~ y <= y = g - z es de equivalencia. Llamaremos 6rbita a
la clase de equivalencia de z y la denotaremos por Gz.

3. Sig € G es fijo, la aplicacion ¢, : X — X dada por s g es un
homeomorfismo de X, llamado la translacion por G.

Demostracién. 1. Claramente e € G,. Ahora, sean g, h € G, Entonces (gh) -
z=g-(h-2) = g-(2) = 2. Asi, gh € G,. Por otro lado, z = e-z =
g 'g-z=g"' gz =g 'y por lo tanto, g € G,.

2. Por la definicién de accién de grupo, e - ¢ = . Por lo cual, z ~ z. Por
otro lado, si z ~ y, existe g € (G tal que g- = = y entonces =t = e¢-z =
(97" g)-z =g 'y y por lo tanto, y ~ z. Ahora, si y ~ 2, existe h € G tal
que h-y= 2. Nétese que z=h.-y=h-(g-z) = hg-z, de donde z ~ z.

3. La aplicaci6n g, es continua por ser la restriccion de la accién a {g} x X =~
X, que es continua por definicién. Por otro lado, la aplicacién ¢,-1 dada

Pg—1 . . »
por z +— ¢! -z es continua y satisface que pg-1 0 @, = @40 -1 = tdx,

por lo cual ¢, es un homeomorfismo.
O

Como se observé en la anterior proposicién, la accién del grupo determina una
relacion de equivalencia en el espacio X. Como es natural, es posible formar el
espacio cociente determinado por esta relacion de equivalencia, llamado espacio
de orbitas de la accién de G en X y denotado por X /G. En particular, resul-
ta conveniente preguntarse acerca de las propiedades de la aplicacién cociente,
Senalaremos algunas a continuacion

Proposicién 10. Sean X y G espacios de Hausdorff con G compacto. Definase
p:X—X/G z+—G-z
Entonces se tiene lo siguiente:
1. p es una aplicacién cerrada.

2. p es una aplicacion propia.
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3. X es compacto si y solo si X /G lo es.

Demostracion. 1. Sea C C X cerrado. p~!(p(C)) = GC es cerrado como
consecuencia de la observacién 9. Asi, p(C) es cerrado.

2. Sea C C X /G un conjunto compacto y {U,}s una cubierta abierta de
p~}(C). Ahora, nétese que si ¢ € C es arbitrario, {¢} es un conjunto cerra-
do, pues el espacio es de Hausdorfl. Asi, {c} es compacto. Por otra parte,
{p(Us)}a forma una cubierta abierta de {c}, asi que es posible construir
una familia finita A. C A tal que {c} C J,_p(Ua), y en consecuencia, para
esa misma familia, . p~'({c}) C U. = U, _Ua -

Consideremos el conjunto V. = X /G — p(X — U,). Entonces puesto que,
por 1, p es una aplicacién cerrada y X — U, es cerrado, V, es un conjunto
abierto. Es claro que ¢ € V. Ve € C. De modo que la familia {V.}.cc
forma una cubierta abierta de C. Por compacidad, es posible extraer una
subcubierta finita {V, }i<,. Por iltimo, puesto que C C |J,., Vs, se sigue
que P(C) C U, P~ (V) € Uie,, Uiy de modo que p~!(C) es compacto.

3. Si X es compacto, entonces es evidente que X /G lo es, pues es la imagen
bajo p de X . Inversamente, si X /G es compacto, por (2),loes p™'(X /G) =

X.
0

En la teorfa de acciones de grupos existen una gran cantidad de resultados
combinatorios ttiles para el conteo. Enunciamos uno en el siguiente lema:

Lema 5. Sean G un grupo, ¢ € X un G-espacio. Entonces existe una biyeccidn

G/G, — G-«
Demostracion. Sea ¢ : G /G, — G - x dada por
g-Gevsg-x

Ante todo, tal funcién estd bien definida, pues si g ~ h, entonces g~'h € G, de
donde g7'h -z = z y por lo cual, h- z = g - 2. Por otro lado, la aplicacion es
claramente suprayectiva y si g € G, h € G, cumplen que g - r = h - y, entonces
gh™! € G, y por lo tanto, gG, = hG,. Asi, ¢ es una aplicacién biyectiva entre
los conjuntos en cuestion.

O

Cuando se trabaja con cierta clase de objetos en matematicas, digamos una
categoria, es de vital importancia pensar en las asignaciones que conservan de-
terminada propiedad caracteristica de los objetos, los morfismos. En el caso de
G-espacios, estas asignaciones se denominan aplicaciones equivariantes y la si-
guiente es su
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Definicion 15. Sean X y Y G-espacios. Una aplicacion continua ¢ : X — Y
es equivariante si para cada g € G, = € X, se tiene que p(g- ) = g- ().

Observacién 10. Una aplicacién equivariante f es compatible con la identifica-
cion p en el espacio de érbitas X /G vy, por lo tanto, determina una aplicacion

1 X/C—Y/G.

Observaciéon 11. Es inmediato ver que si ¢ es una aplicacion equivariante,
entonces G, C G- Si ademas, G, = G (;), diremos que la aplicacién es isova-
riante.

Al estudiar una determinada clase de aplicaciones desde el punto de vista de
la topologia algebraica, es conveniente considerar sus propiedades homotépicas,
en relacién con las propiedades que las definen. Ese es el objetivo de la siguiente

Definicion 16. Sean fy, f; : X — Y aplicaciones equivariantes y considérese
la estructura de G-espacio en X x [ originada por la accién definida en X x [
como sigue: g - (z.t) = (g - ,t). Una homotopia equivariante de fy a f; es una
aplicacion equivariante H : X xI — Y tal que H(0,z) = fo(z); H(1,z) = fi(z).
Escribiremos en simbolos H : fo =~ f;.

Observaciéon 12. La relacion definida por la homotopia equivariante es de equi-
valencia en el espacio de las aplicaciones correspondientes.

1.3. Aplicaciones cubrientes

En esta seccion estableceremos algunas propiedades de una clase singular de
funciones, las aplicaciones cubrientes. En un nivel intuitivo, las aplicaciones cu-
brientes son funciones continuas con una cierta trivialidad local. Recordemos a
este respecto la signiente

Definicién 17. Sea p : X — X una aplicaciéon continua. Diremos que p es
una aplicacioén cubriente si cada z € X posee una vecindad [/ con la propiedad
de que p~'(U) = ][, Ua, donde U, es abierto en X y p |y,: U's — U es un
homeomorfismo.

Notacién 4. Dada una aplicacién cubriente p : X — X, llamaremos a X el
espacio cubriente, y a X la base. En caso de que X sea un espacio simplemente
conexo, diremos que la aplicacion y el espacio cubriente son universales. Si el
subgrupo caracteristico, p.(m (X)), es normal en m (X'), diremos que la aplicacién
es reqular.

Las aplicaciones cubrientes universales probaran tener importancia en el de-
sarrollo de este trabajo. Uno de los resultados clasicos que precisaremos es el
siguiente:
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Teorema 2. Sea X un espacio con la propiedad de que cada punto © € X posee
una vecindad abierta U de manera que el homomorfismo inducido por la inclusidn
i, : m(U) — m(X) es el homomorfimo trivial. Entonces, es posible dotar a
[, X1yet 0,1 de una topologia que lo vuelve un espacio cubriente universal sobre X .

Demostracion. Consideremos la aplicacion p : [I, X101 — X definida me-
diante [a] — a(1). Ante todo, tal aplicaci6n esta bien definida. Por otro lado, si
consideramos en X = [/, X0, la topologia cuya base consta de los conjuntos
(Uya) ={ B| B~ aa'}, donde o' (I) C U, }, es posible probar -véase [7] p.443-
que el espacio es simplemente conexo y la aplicacién definida anteriormente es
una cubriente universal. O

Es de nuestro interés estudiar la relacién existente entre las propiedades al-
gebraicas de una accién de grupos y las propiedades topoldgicas de su aplicacién
cociente asociada. Con mayor precision, se tiene el siguiente

Lema 6. Sea G un grupo discreto que actiia parejamente en el espacio X. En-
tonces, la aplicacidn cociente p: X — X /G es cubriente.

Demostracidn. Sea z € X. Por la propiedad de la accién, existe una vecindad U,
de z tal que g- U, N U, = &. Consideremos la érbita correspondiente G - z. Sea
V = p(U). Notemos que p~' (V) = [l;cc Us- Ademds, la aplicacién p restringida
a cada uno de estos conjuntos determina un homeomorfismo con V. O

1.4. La propiedad de levantamiento de homoto-
pias

Dentro de la categoria topolégica, es de singular interés determinar los objetos
que tienen propiedades proyectivas con respecto a las homotopias. En un nivel
impreciso, esto quiere decir que el problema de hallar una homotopia de manera
que sea compatible con cierta aplicacién y tenga una condicion inicial posee al
menos una solucién. Con algo mas de rigor se tiene

Definicién 18. Sea p : E — B una aplicacién continua y C una familia de
espacios topoldgicos. Decimos que posee la C-propiedad de levantamiento de ho-
motopias si para cada espacio X € C, cada aplicacién f y cada homotopia H
como en el siguiente diagrama, existe una homotopia K que lo hace conmutar

T 2
K -7 l
d P
XxI1-2-pB
Si C coincide con todos los espacios topolégicos, entonces diremos que p es una

fibracién de Hurewicz o sencillamente fibracién. Si C coincide con la clase de los
cubos /7, diremos que es una fibracién de Serre.
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Proposicién 11. Sea p : E — B una aplicacidn cubriente. Entonces p es una
fibracién de Serre.

Demostracién. Consideremos el problema

Para cada b € B, existe una vecindad U, de b de manera que p~'(U,) = ut,,
y p |, es un homeomorfismo. Puesto que I9*! es compacto, existe una cubierta
finita del intervalo {}an sy ﬂg.,, de manera que las correspondientes restricciones
son homeomorfismos. Por la propiedad del nimero de Lebesgue, existen reales
ti,...,t, de manera que los intervalos [t,, t;.,] satisfacen que si C es una cara de
dimensién r en el cubo, C x [t;, t;4,] C U;. Definiremos la homotopia K en estos
conjuntos, usando induccién en la dimensién del factor C. Si C es una cara de
dimensi6n cero (vértice), definimos K (c,t) =p |;;' (H(c,t)). Ahora, supongamos
que la aplicacion K se ha definido para todas las caras de dimensién menor o igual
que 7. Sea C una cara de dimensi6n 7. Por hipétesis de induccién, K est4 definida
en C x {t;} UAC X [t;, t;4.1]. De esa manera, podemos completar el diagrama

C x {t;}uacC x [zj.tj,,,]

U
"
- H| !

C x [ty typs) ——— 1,

Por iiltimo, si componemos la aplicacién K con p |g7,» Obtenemos la aplicacion
K solicitada. O

Ejemplo 1. La aplicacién exponencial, e : R — S' dada por e(t) = cos(t) +
isen(t) es una fibracion de Serre.

Demostracion. Hagamos notar que es una aplicacién cubriente. En vista de la
proposicién 11, basta con ello. Recuérdese que de la teoria de variable compleja,
dado un abierto U # S', se tiene que e™'(U) = |J,.z Un con la propiedad de
que e |y, es un homeomorfismo, cuyo inverso es un logaritmo complejo. Como
consecuencia, e es una aplicacién cubriente O

El estudio de diversas propiedades de espacios topologicos converge en el si-
guiente resultado, que posee valiosas aplicaciones en la teorfa.

Proposicién 12. Sea p : G x X — X una accién pareja de grupos, con G
discreto. Entonces, la aplicacion cociente p: X — X /G es una fibracion.
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Demostracién. Es inmediata a la luz del lema 6 y la proposicion 11 O

Observacién 13. Retomemos el ejemplo 1. En él se ha demostrado que la apli-
cacion exponencial es una fibracién. Esto significa que, dado un lazo A : 1 >~ 1,
es posible resolver el siguiente problema

= «
i, 1e
£

[==¢

sujeto a la restriccion adicional de que A(0) = 1. Ademas, A(1) € Z. Se define
el grado de un lazo A como el entero A(1). Este invariante resulta de capital
importancia para la determinacién del grupo fundamental del circulo. Véase a
este respecto | 7).

Observacion 14. La anterior observacién admite una modificacién interesante.
Consideremos una trayectoria ¢ : 1 =~ 5, no necesariamente un lazo. Conside-
remos la homotopia de trayectorias relativa a los extremos. De acuerdo con los
resultados expuestos hasta el momento, el problema

& o«
r
P e

¢!

sujeto a la condicién adicional de que ¢?) = 5 admite una tinica solucién
para ¢. A diferencia del ejemplo anterior, (1) no es necesariamente un nimero
entero. Sin embargo, si definimos la aplicacién 9 : [I, S04 — Z mediante
d([o]) = [a(1)], donde [-] representa la funcidn mayor entero, la aplicacion resulta
bien definida. En adelante nos referiremos a ella como el grado generalizado de
una trayectoria. Una aplicacién relacionada serd de capital importancia en los
ejemplos del siguiente capitulo.



Capitulo 2

Los grupos de homotopia
equivariantes

2.1. Construcciéon

El capitulo anterior mostré algunas propiedades de los grupos de homotopia y
dio un panorama general de la teoria de G-espacios. A continuacién, construire-
mos una familia de invariantes algebraicos asociados a un G-espacio que muestra
la estrecha relacion entre las propiedades algebraicas y topologicas de éste. Como
vimos en el capitulo anterior, las clases de homotopia de aplicaciones de determi-
nados espacios resultan de interés fundamental dentro de la topologia algebraica.
En este mismo orden de ideas, conviene dar las siguientes definiciones.

Definicién 19. Introduzcamos la relacion de equivalencia en /™ dada por

(Ili"uzn) ™~ {yh--wyn)

siz;=yi+1loy; =1z, + 1 para algini € {2,...,n}

En otras palabras, ~ identifica todos los pares de lados opuestos, a excepcion del
ultimo.

Observacién 15. El espacio cociente C" obtenido por medio de la relacién de
equivalencia antes descrita resulta ser homeomorfo al producto del toro (n — 1)-
dimensional y el intervalo. En simbolos:

Ch"=T" 1 x1I

Observacion 16. Alternativamente, el espacio anteriormente construido puede
verse como la imagen de un espacio distinguido. Considérese la aplicacién cocien-
tep: I" — I"/3I". Como es conocido de la topologia general, se tiene un

homeomorfismo ¢ : [" /31" — §". Por otrowla.do, segin hemos probado en el
corolario 1, existe un homeomorfismo ¢ : §* — E"3]. Sea # la aplicacion dada

29
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por ¥ = @ o f# o p. Notese que, puesto que todos los espacios en consideracién
son compactos y satisfacen el axioma de separacién de Hausdorff, la aplicacion
1 es continua y cerrada. Por otro lado, es claramente suprayectiva pues ¢ es un
homeomorfismo. En resumen, 1 es una aplicacién continua, suprayectiva y abier-
ta. Por un resultado de topologia bésica, es una identificacién. Finalmente, sea
g : I" — C™ la aplicaciéon cociente. Obsérvese que ¢ es una aplicacion compati-
ble con la identificacion v, pues si g(z) = g(y), y y = difieren por una unidad en
alguna de sus coordenadas distintas de la dltima. En particular, ambos pertene-
cen a la frontera de I™, por lo cual p(z) = p(y) y en consecuencia ¥(x) = (y).
Asi, existe una aplicacién ¢/ que hace conmutativo el siguiente diagrama:

P

m "8I 2§

9 la"

(11 % 1, T w {0}, T x {1}) = (E"aLz A0,z A1)

Notacién 5. Denotaremos la terna
(T* x I, T x {0}, T x {1})
por (T"! x I, S, N).

Definicién 20. Sean X un G-espacio y g € G. Decimos que f : T"' x [ — X
es una aplicacion de orden g o hipertrayectoria si satisface f(0,z2.....3,) = *,
f(1,79,...,2,) = g+ *. Equivalentemente, es posible considerar una aplicacién
de orden g como una aplicacién de ternas f : (T, S, N) — (X, *, g - #). Denota-
remos por MZ(T™~! x I, X) al conjunto de todas las aplicaciones de orden g. En
simbolos:

MEM %I, X)={f:T"'xI—X|f(S)=+, f(N)=g-+g € G}

La observacion 16 permite asociar a cada hipertrayectoria una aplicacion que
tiene un dominio con propiedades homotépicas convenientes para la construccion
de ciertos objetos algebraicos. De manera mas precisa, se tiene la signiente

Proposicién 13. Eziste una asignacion ME(T" ' x I, X) — M(ZaI", zA0,zA
1) Ademds, dicha asignacion respeta la relacion de G-homotopia.

Demostracion. Sea f una hipertrayectoria. En la notacién de la observacion 16,
considérese el diagrama conmutativo siguiente:

r = n I &
) |-
(€™, {0} x 11 {1} x I"1) —2= (SOI", z A0,z A 1)
s }I.
Y
(X, %,9-%)
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Por la observacion 16, existe una aplicacién f* que hace conmutar el diagrama
anterior. Esto prueba la primera afirmacion. Para verificar la segunda, noétese
que el intervalo [0, 1] es un espacio localmente compacto, por lo cual la aplicacién
producto ¥ x idy : (T" ! x I, T" ' x {0}, T" ' x {1}) x I — (Z"@1,zA0,zA1)x ]
es una identificacién. Sea H : fy ~ f; una homotopia. Por la propiedad universal
de las identificaciones, existe una tinica aplicacién H tal que el diagrama siguiente
es conmutativo:

(Tr1, 8, N) x I 25 (2001 2 A 0,2 A1) x I
Hl 5 wET
- = H
(X.*,g-%)

Nétese que H(r,i) = fi(z) para i = 0,1. Por la unicidad de las aplicaciones
involucradas, H(z,i) = f/(x) parai =0, 1. O

Es necesario introducir relaciones de homotopia en el conjunto de aplicaciones
que hemos construido. La siguiente definicién establece la relacién de homotopia
que dara origen al invariante algebraico que nos ocupa.

Definicién 21. Sean fy. f; : (T"! x I,S,N) — (X, #*,g - *) dos hipertra-
yectorias. Diremos que son G-homotdpicas si existe una G-homotopia; es de-
cir, una aplicacién de ternas H : (T"! x I,S,N) x I — (X, *,g - %) tal que
H(z,0) = fo(z), H(x,1) = fi(z). En simbolos, escribiremos fy ~¢ fi-

La relacion de homotopfa recién introducida tiene importantes propiedades
determinadas por la homotopia usual. Mas precisamente, se tiene el signiente

Lema 7. La relacion ~g es de equivalencia en ME(T" ! x I, X)

Demostracion. 1. Reflexividad: La homotopia constante H : T" ' x | — X
dada por H(w.t) = f(w,t) prueba que f ~¢ f.

2. Transitividad: Si H : f ~¢ f vy K : ' =~ f", entonces la G-homotopia
HK,
H(w, s, 2t) sitel0,3]

HE w28 = {K(w,s,?.'t— 1) siteld 1]

permite afirmar que f ~¢ f".

3. S}met.ria: Si H: f~¢ f, la G-homotopia H definida mediante
H(w,s,t) = H(w,s.1—t) permite concluir que f ~¢ f.
|

En vista del anterior resultado, podemos introducir el conjunto que seré objeto
de nuestro estudio.
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Definicién 22. Denotaremos por 7% (X, *) al conjunto de clases de G-homotopia
de hipertrayectorias. En simbolos,

7C(X,¥) = ME(T" ' x 1, X)/ ~¢

Denotaremos por [f, g] la clase de homotopia de una hipertrayectoria en el anterior
conjunto, y lo llamaremos elemento de orden g.

Observacién 17. Notese que las restricciones de la definicion 21 nos permiten
pensar a 7C (X, +) como la unién de una familia de conjuntos de homotopia. Dado
un elemento g € G es posible construir el conjunto de clases de homotopia relativa
a la frontera del intervalo de las aplicaciones del orden correspondiente. De esa
manera,
(X, x) = J[T" x 1S, N; X, %, - et
9eG

Observacion 18. Alternativamente, es posible pensar a cada hipertrayectoria
como una clase de homotopia relativa a la frontera del intervalo de una aplicacion
f: T ' x I — X, donde se han seleccionado como extremos de la trayectoria

a*xyg-*.

La yuxtaposicién de aplicaciones cuyo dominio contiene como factor un in-
tervalo, cual es el caso de T"~! x I, permite dar a las clases de homotopia una
estructura adicional.

Definicién 23. Sean [f.g] v [, ¢] elementos de orden g y g, respectivamente.
Definimos el producto [f, g](f', '] en 7%(X) como la clase de homotopia [h, gg]
de la yuztaposicion de las aplicaciones f y g+ f en ME(T" ' x [, X). Es decir,
(£, 9llf' '] = [h. 99, donde

[ fw2n site(0,3]
h(w,t) = {g-f'(w‘ 2t—1) site [%:;]

Véase la figura 2.1

Es inmediato verificar que la anterior definicién es independiente de los re-
presentantes de las clases de homotopia involucradas. Para establecer con mas
precision algunas propiedades de 75 (X, *) necesitamos el siguiente resultado de
caracter técnico.

Proposicion 14. Sean f € M(T" ' x I, 8, N; X, *,% ),
[ eM(T'xI,8,N; X, +',x"), f € M(T"'xI,S,N; X,*",%"). Entonces se
tiene:

1L f(ff) =) f"
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Figura 2.1: La yuxtaposicion de hipertrayectorias

2' c.f’:flfc-’zf
3‘ ff_:c°! ff:c."
Donde la relacidn de homotopia es relative a la frontera del intervalo.

Demostracion. Considérese la homotopia H definida como sigue

‘)"(w,2£ si s € [0, %]
H(w,s,t)= < f(w,4s+t - 2) '~‘.1s€[2,I i 4'
f (w -ls-H i) sis€E [34 r]-]

Claramente, [ : f(gh) ~ (fg)h y esto verifica 1. Por otra parte, si se definen K
y K como sigue
si s €[0,54]

flw, 2220 sis e [134,1]

2s+1-1 1t
K'(w,s,t}:{f'(W, t+1 ) "'!3. ‘;E{? 5
*

K(w,s, r)—{

entonces, es inmediato verificar que K y K’ son homotopias que prueban 2. Por
iiltimo, consideremos las aplicaciones L y L definidas a continuacién

) flw,25(1 1)) si s €[0,1]
L{w,s,t) = {f(w,2(1 —s)(1—1)) sise [%,i]

o fw,2(1—s)(1—-1)) sis€|0,i]
L(u‘s’t){f(w.ils(l——t)) sisE[%,i]
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Se tiene que L : ff ~e¢,, L' : ff ~ ¢, con lo cual queda probada la afirmaci6n
3. 0

Los resultados establecidos hasta el momento permiten enunciar el siguiente

Teorema 3. 75 (X, #) con el producto introducido en la definicion 23 es un grupo
tal que el elemento neutro es la clase de homotopia de la aplicacidn constante de
orden e con valor en el punto bdsico.

Demostracion. Es inmediata de la proposicién 14. O
Lema 8. En el grupo w%(X, %) se satisfacen:

1. 8if =~ c. €s una aplicacion de orden e, entonces [f,e] es el elemento
neutro de (X *)

2. Si|f.g] € 7S(X, %), entonces el inverso de [f,g] es[g7 - f,g7"]

Demostracién. 1. Sea | f g] € 7¢(X, *). Por la proposicién 14, f'f ~ f c.
Iy ff = cf =~ f como aplicaciones en ME(X,*). Asi, [f, €][f, ]

[f.9) = f,9llf. g

2. Sea [f', g] € 7$(X,#). Notese que [f,g]lo™" - f,g7"] corresponde al ele-

mento [f'g-g~'f',e] en [T"~' x I, S, N; X, *, *] ifgg“ F1=11=[71F)
donde el lado derecho representa la multiplicacién originada en la yuxta-

posmxén de aplicaciones en el intervalo. Asi, utilizando la proposicién 14,

gl fog=fel=[g"- Frg"Ilf . )

H 2

O

Como es habitnal en la topologia algebraica, el objeto recién construido tiene
relevantes propiedades en relacién con determinada coleccion de morfismos. Estas
propiedades se expresan en la siguiente

Proposicién 15. La asignacidn (X, *) —s 7n5(X, %) es un funtor de la catego-
ria de los G-espacios punteados y aphcacwnes G-equivariantes punteadas en la
categoria de grupos.

Demostracion. Sea ¢ : (X, *) — (Y, %) una aplicacién equivariante y punteada.
Definamos ¢, : 78(X, %) — 7C(Y, #) por ¢.([f,g]) = [p o f,g]. Nétese que si
f representa la clase de homotopia de un elemento de orden ¢ € G, entonces
@ o f representa un elemento del mismo orden en el grupo correspondiente, pues
w(f(x,0)) = @(x) = * por tratarse de una aplicacién punteada y o(f(z,1)) =
@(g-*) = g-p(*) = g-* por tratarse de una aplicaci6n equivariante. Por otro lado,
. es un homomorfismo de grupos, pues @.([f,9]lf . d]) = e.([f(¢- ), 99]) =
[po(f(g-£)),991=[(wo f)eo(g- f),g9]. Ahora, puesto que la aplicacién ¢ es
equivariante, el elemento anterior es igual a [(po f)g- (9o f'). 99" = [po f,gllpe
.91 = oulf.9)e.(lf',g]), por lo cual ¢. es un homomorfismo de grupos.
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Por otro lado, sea ¥ : (Y, %) — (Z, #) una aplicacién equivariante y continua.
Considérese 9 o p : (X,*) — (Z,*). En esa situacién, (v o ). estd dada por
(Yor)u(lfg]) = [(Wop)of gl =[¥o(pof) gl =vullpof g]) = v.op.lf, g])
Asi, (¥ 0 ¢), = 9. 0 .. Por iiltimo, nétese que si id: (X, *) — (X, #), entonces
id.[f,g] = [ido f, g] = [, g] = ides(x ), POr lo que id, = 1,6(x,.), lo cual prueba
que la asignacién es funtorial. O

Una de las construcciones mas importantes en toda categoria es sin lugar a
dudas la del producto. La categoria de grupos de transformaciones-es decir, aqué-
lla formada por espacios topolégicos punteados con acciones de grupos definidas
en ellos, cuyos morfismos consisten en aplicaciones punteadas y compatibles con
homomorfismos entre los grupos que actiian- no es una excepcién, como se puede
constatar en la siguiente

Definicién 24. Dados dos espacios X y Y, donde se han definido acciones de
los grupos G y G, respectivamente, introducimos la accién producto de G x G’
en el producto topolégico X x Y mediante (g,¢') - (z,y) = (9- 2,9 - y).

La construccién de los grupos de homotopia equivariantes tiene un conveniente
comportamiento con respecto del producto en la categoria correspondiente. De
manera méas precisa, se tiene el siguiente

Teorema 4. Sean X yY G- y G'-espacios, respectivamente. Consideremos X x
Y con la acion producto definida en él. Entonces, existe un isomorfismo ¢ :
7GXC (X X Y%, %) 2 7G(X, %) x 7 (¥, #)

Demaostracion. Definase el homomorfismo mediante 1 = ng x n'G,, donde e =
Proyx, ¥ Mg = proyy.. Bs claro que al aplicacién es suprayectiva, pues si
(£, 9], [f,9]) € 7€(X) x 11',";_’"(}’), el elemento [f x £, (g, )] satisface que o([f x
9.9 = (If. 9. [f', ¢'])- Por tltimo, la aplicacién es inyectiva, pues si [f, €] es
tal que proyx o f y proyy o f son nulhomotopicas mediante H y I, respectiva-
mente, entonces la aplicacion H x K determina una nulhomotopia de f. Asi, ¢
es un isomorfismo O

La anterior definicién de los grupos de homotopia de un G-espacio hizo uso
de la nocién de espacio punteado. Aun cunando en la anterior discusién el pun-
to bésico permaneci6 fijo, cabe la cuestién de determinar el efecto del cambio
de punto bésico. Como es sabido por la construccién del grupo fundamental, la
yuxtaposicién de trayectorias permite establecer un isomomorfismo de conjuga-
cion entre los grupos fundamentales con puntos basicos en la misma componente
conectable por trayectorias. De un modo més preciso, se tiene la siguiente

Proposicién 16. Sea o : * ~ * una trayectoria. Definase 1, : m(X,*) —
m (X, ') dado por [a] = [Gao]. Entonces 7, es un isomorfismo.
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Figura 2.2: El isomorfismo de conjugacion

Demostracion. Ante todo, tal aplicacién es un homomorfismo, pues n,(af) =
[pafo] = [6acdBo] = [n,(a)n,(B)]. Por otro lado, 7; es otro homomorfismo de
grupos tal que 75 01y = l;, (x4 ¥ Mo © 76 = 1, (x.y- Por lo cual; ambos son
isomorfismos inversos. O

Es posible generalizar estas ideas para definir un isomorfismo de conjugacion
en los grupos 75 (X, *). La tnica dificultad que se advierte es la imposibilidad
de yuxtaponer una trayectoria con una aplicaciéon de orden g. Esta dificultad se
resuelve por medio de la siguiente

Observacién 19. Dada una trayectoria A : I — X, definimos la hipertrayecto-
ria asociada, A : T""' x [ — X como sigue:

Mw, t) = A(t)

Notacién 6. En lo sucesivo, abusaremos de la notacién y escribiremos la trayec-
toria A : I — X y la hipertrayectoria asociada A con el mismo simbolo.

En vista del anterior resultado, es posible establecer el siguiente

Teorema 5. Sea ) : * ~ « una trayectoria. En la notacién del lema anterior,
consideremos la aplicacidn asociada A y la funcion ny : 7C(X,*) — 78(X, +)
dada por [f,g] — [A(fg- A), g] (véase la figura 2.2). Entonces 1) es un isomor-
fismo de grupos.

Demostracidn. nj es un homomorfismo, pues 7a((f, g][f L9 =m(lf (9-f ’):_99:1) =
M (g-f)ag - X gg] =M (g-(AN)(g-f)gg - X, 99]=[Afg- A g)lAfg - A g]=
([, 9])ma([f', ¢]). Por otro lado, la funcién 7 satisface que ny o 75 = Lyo(x..),
M3 0 M = l,gx .- De esa manera, ambos son isomorfismos inversos. |
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Observacién 20. En adelante, y en vista del teorema anterior omitiremos el
punto bésico del simbolo 7¢(X, #) cuando no sea relevante su papel.

El isomorfismo de conjugacién en 7S (X) es una importante construcciéon. A
continuacién enumeraremos algunas importantes consecuencias del teorema 5.
La primera consecuencia de la existencia del isomorfismo de conjugacion es la
posibilidad de definir isomorfismos de grupos de homotopia equivariantes para
determinados puntos del G-espacio. Para formular con detalle esta tiltima afir-
macién, precisamos la siguiente

Observacién 21. Recuérdese que en un grupo G se define el centro de G, Cen(G)
como el conjunto de elementos de G que conmutan con todos los elementos del
grupo. En simbolos: ¢ € Cen(G) <= gc = c¢g ¥Yg € G. Es sencillo probar que
Cen(G) es un subgrupo de G.

Teorema 6. Sea H un subgrupo de Cen(G). Sea C, la componente conectable por
trayectorias de * en X. En la notacién del capitulo 1, sea ¥ € H - C.. Entonces,
eziste un isomorfismo hy : 7¢(X, x) = 7¢(X, x')

Demostracidn. En vista de la existencia del isomorfismo de conjugacién, basta
considerar el caso en que # = h-* para algin h € Cen(G). En esa circunstancia,
considérese la aplicacion

hy: wC(X, %) — wC(X, h - *)

[f. 9] — [hf,g]

Nétese que es un homomorfismo de grupos, pues hy([f.9l[f".¢]) = h([fg -
f.99]) = [h- (faf'),gg]. Obsérvese que un representante ! de esta iltima
clase de homotopia satisface que 1(0,z) = h - *, I(1,z) = g- (h- *). Por otro
lado, hy([f,9)) = [h- f.9) ¥y h((f',¢]) = [h- [, g Asi, hs((f, gDl 9] =
(k- fogllh-f.g]=1h-flg-(h-[)),gg] Puesto que h € Cen(G), se tiene que
hg = gh. En particular, [h- f(g- (k- f')), g9 = [h- f(hg- '), 9¢']. En conclusién,
h((f, 9l 91) = [h- flg-(h- 1)), 9.9 = [h-f,qllh- £, 9] = ha([f, gD Pa([f ', ¢])-
Finalmente, es claro que fy es suprayectivo, de modo que s6lo resta verificar que
es inyectivo. Sea [f, €] € ker hy. Entonces, h - f ~ 0. Se concluye que f ~ 0, por
lo cual ker hy = {e} y por lo tanto, hy es un isomorfisma. O

Por 1ltimo, el isomorfismo de conjugacién permite establecer la relacién que
existe entre grupos de homotopia de G-espacios del mismo tipo de homotopia cu-
yas equivalencias homotopicas no son necesariamente equivariantes y punteadas.
Para establecer de manera mas precisa esta afirmacion es necesario formular el

signiente

Lema 9. Sean ¥.v) : X — Y aplicaciones homotdpicas. Entonces existe una
trayectoria A tal que ¥.([f. g]) = ea(¥ ([f. g])-
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Demostracion. Sea [f, g] € n$(X). Por hipétesis, existe una homotopia H : ¢ ~
Y. Sea A : I —s Y dada por A(t) = H(*,0,t). Consideremos la aplicacion
asociada A. Construyamos la homotopia

H(x, 2 site (0,45
K(w,s,t) = ¢ H(f(w, 352, 1)) mte[—,t—,ig—]

g- H(» 322 site[42,1]

Tras verificar algunos detalles elementales de continuidad de la aplicacién K, es
inmediato que K : A(¢ o f)g- (A) ~¢ (¢ o f). Finalmente, por la definicién del
isomorfismo de conjugacion,

Corolario 4. 51 X y Y son espacios del mismo tipo de homotopia equivariante
punteada, entonces 75 (X) y n&(Y) son isomorfos como grupos

Demostracidn. Sean k: X — Y y k' : Y — X inversos homot6picos puntea-
dos. En ese caso, existe una homotopfa equivariante y punteada H : ko k' =~ idy.
En la notacién del lema 9, sea A la trayectoria descrita por el punto basico. Notese
que puesto que la homotopia es punteada, la trayectoria A es trivial. Por lo cual,
en vista del anterior lema, (ko k').([f, 9]) = w.. (id.([f. 9]) = id.([f, g]) = |f, 9]
Analogamente se concluye que (k. o f).([f",¢']) = [f . 4']. Por iltimo, como con-
secuencia de la funtorialidad, estos tiltimos homomorfismos de grupos coinciden
con k,ok, y kok,, respectivamente. Por lo cual, k, y k. determinan isomorfismos
de grupos inversos. O

Observacién 22. La condicién de ser aplicacién equivariante y punteada de la
homotopia entre las aplicaciones del corolario anterior es redundante. Es posible
probar el resultado anterior bajo la hipotesis de una equivalencia homotépica
usual. La demostracion involucra detalles técnicos elementales que no incluiremos.

4

2.2. Relaciones con otros grupos

En la construccién clasica de los conjuntos de homotopia, los espacios de
funciones y los conjuntos de homotopia de éstos se encuentran intimamente re-
lacionados con los grupos de homotopia del espacio original. En el &mbito de la
teoria equivariante, se tienen varios resultados similares. A continuacién enuncia-
remos algunos de ellos. En un articulo de 1949, |3] R.H. Fox introdujo un grupo
de homotopia de aplicaciones cuyo dominio es el toro n-dimensional. En la nota-
ci6n de este trabajo, tal grupo puede verse sumergido en lo que hemos llamado
7Z(X). Consideremos para este fin la siguiente

Proposicién 17. Sea 7,(X) el conjunto de elementos de orden e en nC(X).
Entonces 7,(X) es un subgrupo.
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Demostracion. Ante todo, la clase de homotopia de la hipertrayectoria con-
stante con valor en el punto basico pertenece al conjunto en cuestién. Sean
[f.el[f €] € Ta(X,*). De acuerdo con la regla de multiplicacion definida en
la definicion 23, [f, €][f . e] = [f f e], donde ff" denota la yuxtaposicién de estas
aplicaciones. De esa manera, ff  es de nuevo un elemento de orden e. Por tltimo,
como consecuencia de la proposicién 14, se tiene que el inverso de un elemento de
orden e,[f,e] es [f,e”!] = [f, e]. Notese que f es de nueva cuenta una aplicacion
de orden e. En conclusién, 7,,(X) es un subgrupo de #%(X). O

Definicién 25. Llamaremos n-ésimo grupo de homotopia toroidal, o n-grupo
de Fox al subgrupo anteriormente descrito. En lo sucesivo, lo denotaremos por
Tn(X).

Observacién 23. Nétese que en el caso n = 1, el grupo 7(X) coincide con el
grupo fundamental, m(X'). Las aplicaciones de orden e coinciden con los lazos y
la G-homotopia coincide con la homotopia punteada de lazos.

Bajo ciertas hipotesis que estableceremos a continuacién, el cdlculo de los
grupos 7Z(X) se reduce esencialmente al calculo de 7,(X).

Teorema 7. Sea X un G-espacio conectable por trayectorias. Supéngase ademds
que eziste un punto fijo bajo la accion. Entonces 7C(X) = 7,(X) x G.

Demostracién. En vista del teorema 5, es suficiente probar el resultado cuando
el punto bésico es fijo bajo la accién del grupo. Notemos que en este caso, cada
aplicacién f de orden g satisface f(T"' x 0) = f(T" ! x 1) = . De esa ma-
nera, es posible definir la aplicacion ¢ : 78(X) — 7,(X) x G dada mediante
[f. 9] V% ([f], 9)- Ante todo, la aplicacién ¢ es un homomorfismo de grupos, pues
e(lf,9llf g) =(lfa-f.99)) = (fa-f ', 99 ). Puesto que la accion de g sobre el
punto basico es trivial, se tiene que el anterior elemento en 7,(X, *) x G coincide
con (ff',99") = o([f, 9))o([f . g])- De ese modo, ¢ es un homomorfismo. Es cla-
ramente suprayectivo, pues si (f,g) € 7(X,*) x G, el elemento [f, g] en 75 (X)
satisface que ¢([f, g]) = (f.g).- Por tltimo, es inyectivo pues si [f,e] € ker,
entonces f ~ 0 como aplicacién en 7C(X,#). De esa manera, ¢ determina el
isomorfismo. 0O

Observacién 24. Desafortunadamente, el reciproco del teorema anterior -que
constituiria un teorema de punto fijo- no es cierto(véase a este respecto el ejemplo
6. Sin embargo, forma una condicién necesaria para la existencia de puntos fijos.
Desde luego, puede usarse para responder negativamente a la pregunta de si una
accién posee puntos fijos o no.

Una propiedad importante del grupo 7, (.X) reside en el hecho de que es posible
determinarlo mediante un grupo fundamental. Al menos teéricamente, este hecho
nos dota de una conveniente herramienta de calculo. Resumimos este hecho en el
siguiente
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Teorema 8. Sea X un G-espacio. Eziste un isomorfismo m (M(T" ', X),e,) =
a(X, %)

Demostracion. Notemos que si A es un lazo en M(T"!, X), entonces determina
para cada ¢ € | una aplicacién A(t) : T"~' — X. Asi, un lazo en este espacio
de funciones puede verse de manera canonica como una aplicacién A : T x
I — X. Obsérvese que, puesto que A es un lazo, A estd ademas sujeta a la
condicién A(T" ! x {0}) = » = A(T""! x {1}). Es facil verificar que la asignacién
anteriormente descrita preserva las homotopias. De esa manera, la funcién ¢ :
m(M(T"!, X) — 7(X, *) dada por

N+ D e]

esta bien definida. Ademads, es claramente suprayectiva, pues si [f, €] € 7,(X, ),
el lazo A(t)(w) = f(w,t) satisface que ([A]) = [f, e]. Finalmente, es inyectiva
pues si ¢([A]) ~¢ 0, entonces A =~ 0. En conclusién, ¢ determina el isomorfismo
solicitado. O

Observacion 25. Recuérdese que en la notacion de la observacion 3, se tiene un

homeomorfismo
M(I,M(Z, X)) = M(Z x I.X)

de manera que los conjuntos de homotopia resultan isomorfos mediante el homo-
morfismo inducido. En particular, si consideran:os Z = T"~!, obtenemos

[, M(T", X)], = [T x I, X].

Esto constituye una prueba mas del hecho que establece el anterior teorema. Es
decir, 7,(X, *) = m(M(T* !, X), c.).

De los teoremas 8 y 7 es inmediato el siguiente

Corolario 5. Sea X un G-espacio conectable por trayectorias y tal que exisie
un punto con la propiedad de ser fijo por la accion del grupo G. Entonces, si se
define Y = M(T"', X), existe un isomorfismo

7e(X, %) 2 m(Y,e.) X G
O

Es posible generalizar estas ideas para obtener una representacién de 7$(X) en
términos del primer grupo de homotopia equivariante de un determinado espacio.
Este hecho demuestra que la teoria de grupos de homotopia equivariante no es
en realidad tan general. Desde esta perspectiva, el cilculo de los grupos 75(X)
se reduce al problema de determinar #{*(W, #) para un espacio conveniente. De
manera mas precisa, tenemos el siguiente
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Teorema 9. Se tiene un isomorfismo ¢ : 7C(X, #) — ' (M(T" ', X), c.)

Demostracion. Sea v el homeomorfismo descrito en la observacion 25. Notemos
que dicha asignacién es compatible con las G-homotopias. De esa manera, se tiene
un homomorfismo de grupos ¢ = 1,

[, M(T* 1, X),]¢ 5 [T"! x I, X]C

Observemos que el homomorfismo ¢ es suprayectivo. De acuerdo con la observa-
cion 16 del capitulo 1, tal asignacién determina el isomorfismo. O

El grupo de homotopia 7¢(X, +) mantiene una relacién estrecha con otros
invariantes homotopicos clasicos. En particular, cuenta con algunos subgrupos y
cocientes de interés en la teoria no equivariante. Como ya se ha hecho notar, el
grupo de homotopia toroidal puede verse sumergido en 7&(X). Si a una aplica-
cion que representa un elemento en este fltimo subgrupo se le imponen ciertas
condiciones adicionales, es posible recuperar propiedades de homotopia clasica.
La siguiente definicién impone una de las primeras condiciones a tales familias.

Definicién 26. Sea N C [T"! x I, X|¢ el conjunto de clases de homotopia de
aplicaciones f tales que su restriccién a los ejes de T"~! es constante con valor
en el punto basico y f(w,0) = f(w, 1) = . Es decir, f | w,= c., donde W; es el
subespacio de T*~! definido mediante

I',V‘: = {(CI!' * -|<|'—1| 1|Ci+l!' "!Cn—-l IC} € SI VJ}

Resulta natural la pregunta de si estas condiciones estan relacionadas con la
estructura algebraica de 7 (X). El siguiente resultado responde afirmativamente
a esa pregunta.

Lema 10. El conjunto N es un subgrupo de w5 (X).

Demostracion. Ante todo, la clase de homotopia de la aplicacion constante con
valor en el punto bésico es una de las que se consideran en N. Notemos, ademas,
que las clases de homotopia en cuestién corresponden por construccion a elemen-
tos de 7,(X). De esa manera, sus elementos son de la forma [f, €], [f'. e|, donde
f.f son aplicaciones con la propiedad antes mencionada. Es claro que si f es
una aplicacién con la propiedad de ser constante en | W;, f también posee tal
propiedad. Resta probar que el producto de dos aplicaciones en N permanece en
N. Sean [f.e],[f’, €] dos de ellos. Recuérdese que [f,€][f',¢] = [ff,€]. Notemos
que la regla de correspondencia de ff* es la siguiente:

f(w,2t) site (03]

fFw.t)= {f'[w,?t— 1) site [%'1]

Asi,sit € I y w € W, entonces ocurren dos posibilidades.
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1. t <4, en cuyo caso, ff (w,t) = f(w,2t) = *
2. t>1 encuyocaso, ff (w,t) = f(w,2t—1) ==
Ast, 77 Tum= o 5

La relacion entre el subgrupo N y otros invariantes de la topologia algebraica
convencional se anticipa en la signiente

Observacién 26. Recuérdese que se tienen identificaciones p : I — S' y ¢ :
' =M — "' /91" ~ §™~', Consideremos la aplicacién producto Ilp
determinada por la familia p. Puesto que el intervalo es un espacio compacto, I1p
es una identificacion. Ademas, q es una aplicacién compatible con la identificacion
antes descrita. Por la propiedad universal de las identificaciones, ¢ induce una
aplicacion T de manera que el diagrama siguiente es conmutativo.

Ip

IS T 8t v T

q -
Sn—l ~ In—l/afn—-l

Nétese, ademas, que la aplicacién r que se ha construido es una identificacion,
pues todos los espacios en consideracién son compactos y de Hausdorfl. En con-
secuencia, si se considera la aplicacién cociente canénica ¢ : §*' x I — §", es

. 4 " y E [ ¥ . aE ' = id,
posible definir una identificacién p’ mediante la composicién p' : T*' x I gt

Sn—l x ] —S-lx7 L’S"

La anterior observacién sugiere el hecho de que una familia de aplicaciones
en M(T*! x I, X) con propiedades convenientes determina aplicaciones cuyo
dominio es la esfera. Como se recordara, tales aplicaciones resultan de particular
interés en la teoria no equivariante, pues representan elementos en el n-grupo de
homotopia clasico. Las propiedades adecuadas para conseguir ésto son precisa-
mente las que definen al subgrupo N. De manera mas precisa, podemos enunciar
la siguiente

Proposicion 18. Se tiene un homomorfismo de grupos N — m,(X).

Demostracién. Consideremos la identificacién p’ definida en la observacién 26.
Sea f un representante de una clase de homotopia en N. Notemos que la apli-
cacion f es compatible con p', de manera que existe una aplicacién f tal que el
diagrama siguiente es conmutativo:

™ x I—1= X

pl’f

sn”



2.2. RELACIONES CON OTROS GRUPOS 43

Ademas, la aplicaciéon resulta punteada. Notemos que dos aplicaciones G-homo-
topicas en N son homotépicas en el sentido usual, pues el elemento de G que
define la G-homotopia es el idéntico. En consecuencia, si se define la aplicacion

@ : N — 7,(X) mediante [f, e] — [f], la asignacion esta bien definida . O
Finalmente, podemos resumir los resultados expuestos en el siguiente
Teorema 10. Para un G-espacio X, se tienen las siguientes afirmaciones
1. 7,(X) es un subgrupo normal de n%(X)
2. 71,(X) posee un subgrupo isomorfo a w,(X)

Demostracion. 1. Sea [f,g] € ma(X) vy [h, €] € T(X).[f, gl 'he]lf. 9] = [fg-
hg - f.997"] € Ta(X)

2. A la luz de la proposicién 18, existe un homomorfismo de grupos N —
ma(X) dado por [f,e] — [f]. A continuacién, construiremos un homo-
morfismo inverso, mostrando asi que existe un isomorfismo entre ambos
objetos. Para ello, hagamos notar que, en virtud de la proposicién 7, es
posible considerar a m,(X) como el conjunto de clases de homotopia de
aplicaciones de ternas [I™, 1", J"'; X, %, #]. Por otro lado, la identifica-
cién p : I" — T™! x I permite construir una aplicacién de ternas, que
denotamos por M : (I*,8I", J*') — (T ' x I,LE x I. NUS), donde E
representa el subespacio de T"~! que hemos convenido cn llamar ejes. Veri-
fiquemos que esta asignacion determina un homomorfismo en las clases de
homotopia de nuestro interés. Sea H : ([" x I,dI" x I, J" "' xI; X, *, ) una
homotopia de ternas. Notemos que H es compatible con la identificacién p,
de manera que existe una aplicacion H que hace conmutativo el diagrama
siguiente:

mxI———=X

P -~

-

ThY s I x [

Ademas, puesto que H es una homotopia de ternas, H es una G-homotopia.
De esa manera, se tiene un homomorfismo de grupos

M, : [I",ar, J" % X, »,+| — [T*! x I, E x I X,+]%

inverso para el construido en la proposicion 18.
O

Si ademés se suponen algunas condiciones extras sobre el espacio y la accion,
salta a la vista la profunda interrelacién entre los invariantes algebraicos que son
nuestro objeto de estudio. La primera condicién que se presenta es la que brinda
las hipatesis del siguiente
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Teorema 11. Sea X un G-espacio con accién pareja. Supongase ademds que G- *
es un espacio discreto. Entonces 1,(X /G) es un cociente de n<(X)

Demeostracion. Consideremos la aplicacion cociente de érbitas 7 : X — X /G. Si
dotamos a X /G con la accién trivial de G, esta aplicacion resulta equivariante
y punteada. Como consecuencia de la proposiciéon 15, se tiene un homomorfismo
inducido 7, : 7¢(X) — 7¢(X /G). Notemos que, de acuerdo con el teorema 7,
la imagen de este homomorfismo puede ser considerada en 7,(X /G) x G salvo
isomorfismo. Consideremos la proyeccién en la primera coordenada. Denotemos
por ¢ el homomorfismo dado por la composicion de todos estos homomorfismos.
Es decir,

@ : 7TC(X) I (X /C) X 1(X /G) x G — 1, (X /G)

Probaremos que el anterior homomorfismo es suprayectivo. Sea [f, ¢] € 7,(X /G).
Las condiciones impuestas a la accién permiten concluir que la aplicacion cociente
es una fibracién. Por tanto, de acuerdo con los resultados del primer capitulo,
posee la propiedad de levantamiento de homotopias. La hipétesis sobre la érbita
permite plantear el siguiente problema.

Ca

™ X

[

-1 XII—I;-X/G

Por la propiedad de levantamiento de homotopias de 7, existe f como en el
diagrama anterior. Ademés, como G - * es discreta, f representa un g-elemento
para alguna g € G. Tal aplicaci6n satisface que @([f', g]) = [f. €]. En conclusi6n,
la aplicacién es suprayectiva. Como consecuencia de los teoremas de isomorfismo

78(X)/ kerp = 7,(X /G)
O

Un caso particular del cilculo de 7C(X) se presenta cuando éste es el grupo
trivial. En esta situacién, 7¥(X) nos permite obtener informacion tanto de las
propiedades homotépicas del espacio X como de la accién del grupo G. De manera
mas precisa, se tiene

Proposicion 19. Sea X un G-espacio tal que 77 (X) = 0. Entonces G es trivial
y X es 1-conezo.

Demostracién. Ante todo notemos que la accién tiene puntos fijos, pues todos los
g-elementos [f, g] son en realidad e-elementos. Como consecuencia del teorema 7,
se tiene que ¥ (X) = 71(X) x G. Por iltimo, nétese que por hipbtesis este grupo
es trivial, de manera que tanto G como m(X) lo son. O
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La propiedad de ser conectable por trayectorias permite definir una impor-
tante relacién entre el grupo que actia y el grupo de homotopia equivariante. A
saber, G es siempre un cociente del grupo de homotopia equivariante cuando el
espacio es conectable por trayectorias. Este hecho y una situacién dual -cierto
encaje de G en 75(X)- serdn de particular interés en el proximo capitulo.

Lema 11. 8i el espacio X es conectable por trayectorias, Se tiene un epimorfismo
:78(X) — G
Py

Demostracion. Definamos la aplicacion p([f, g]) = ¢ Para cada g € G, considere-
mos A, : * =~ g - x. Si A, es la aplicaci6én asociada, se tiene que p([\,;, g]) = g, por
lo cual p es un epimorfismo. O

2.3. Ejemplos

La seccion anterior mostré algunas relaciones entre los grupos de homotopia
equivariantes y otros invariantes asociados a los G-espacios. En esta seccién uti-
lizaremos esos resultados para calcular los grupos de homotopia equivariantes en
algunos casos sencillos.

Ejemplo 2. Consideremos §' = {¢ € C | |(| = 1}, con la estructura multiplica-
tiva inducida por la del plano complejo. Definamos una accién de ' en si mismo
mediante la siguiente regla de correspondencia

n-¢=n(

Es claro que tal asignacion determina una accién de grupo. Ademas, tal accion
es libre, pues si 7 = (, entonces n{( = ({ = 1.

Consideremos el problema de calcular 71‘?' (S',1). Un n-elemento es una clase de
homotopia [f, 7], donde f es una aplicacién con dominio en * x I y que satisface
f(0) = 1, f(1) = n. De manera intuitiva, es posible afirmar que la clase de
homotopia de f dependerd de cudntas vuelias a S' describa un punto sobre la
trayectoria. A diferencia del caso del grupo fundamental, donde las clases de
homotopia de lazos quedan determinadas por un cierto niimero entero asociado
a uno de sus levantamientos, el calculo del grupo 7§ (S') requiere de elementos
adicionales.

Teorema 12.
= (§') =R

Demostracion. Consideremos la aplicacién ¢ : R — 7% (§') definida mediante
r— [f.,€*™], donde f, : I — S! tal que f.(t) = ¢*™. Notemos que las apli-
caciones f.e™ f. y f.. resultan homotépicas mediante una homotopia relativa
a la frontera del intervalo. Por otra parte, segiin una propiedad elemental de la
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aplicacién exponencial, €27+ ) — p2wir2mir Asi,  es un homomorfismo de gru-
pos. Si r € ker p, entonces se tiene que @(r) = [f;, 1] es un 1-elemento. Es decir,
r € Z. Pero, por otra parte, f, =~ ¢;. Asi, r = 0 y la aplicacion ¢ es inyectiva.
Por 1ltimo, si f : I — S' representa un 7-elemento, sea df el grado generali-
zado introducido en la observacién 14, y t; € [0,1) tal que ™ = 7. Notemos
que el niimero real r = 8f + t; satisface que @(r) = [f, 7). Asi, la aplicacion es
suprayectiva y, por lo tanto, determina un isomorfismo de grupos. O

Ejemplo 3. Consideremos la accién del grupo S' en el plano complejo por rota-
ci6n. De manera mas precisa, definamos la accién y : §' x C — C mediante

<, m) =(n

Es claro que tal accién tiene como punto fijo al origen del plano complejo. En
consecuencia, es posible aplicar el teorema 7 para concluir que

73 (C) 2 m (C) x S

Recuérdese que el plano complejo es simplemente conexo, de manera que m (C) =
{e}. Asi, n$'(C) = §!

Observacién 27. El anterior ejemplo puede ser formulado en términos mas
generales, a saber: Si X es un G-espacio simplemente conexo, entonces 7y (X ) =

G

Ejemplo 4. Definase la accién de Z, en S por conjugacién compleja { — (.
Bajo tal accién, son puntos fijos 1 y —1. De nuevo, como consecuencia del teorema
7, T2(SY) 2 Z x Zy.

Ejemplo 5. Sea G = Z, actuando como una reflexion en un eje en el toro de
dimension 2, T?. Es decir, si T? = {(¢,n) | (.n € S'} , definimos para [n] €
{10}, {1]} la accién de grupos v(f, (¢,n) = ((, 7). En vista del teorema 4, y de los
resultados obtenidos en el ejemplo 4, podemos afirmar que se tiene: 7 2(T?) =
T2(SY) xm(SY) X ZyxZx Z

Ejemplo 6. Consideremos la accion de R? en si mismo mediante traslacion. Es
decir, consideremos la aplicacién

p:R?x R? — R?
(z,y) —z+y

Calculemos 7% (R?). Para ello, notemos que si se selecciona al origen como pun-
to basico, un z-elemento es la clase de homotopia relativa al intervalo de una
trayectoria o : 0 =~ z. Puesto que R? es un espacio simplemente conexo, cuales-
quiera dos de estas trayectorias son homotoépicas. De esa manera, el epimorfismo
introducido en el lema 13

p:rr (R?) — R (0,2)— 3
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resulta inyectivo y, en consecuencia, determina un isomorfismo de grupos. Obsér-
vese que la accion considerada carece de puntos fijos, atin cuando se tiene

Y (R?) = R? = R? x m (R?)

De esa manera, un inverso del teorema 7 resulta falso.
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Capitulo 3

Extensiones de grupos

3.1. G-espacios y conectividad

Consideremos en un G-espacio el problema de la conezidad de la 6rbita. Es
decir, si es posible asignar a cada elemento g - * en la 6rbita del punto basico *
una trayectoria en X que conecte a ambos. En el caso de que el G-espacio sea
conectable por trayectorias, este hecho esti garantizado y no permite obtener
ninguna conclusién acerca del grupo y el espacio en consideracién. Sin embargo,
si a esta condicion anadimos una que restrinja las propiedades homotépicas de
las trayectorias, es posible obtener mayor informacién acerca del espacio y de la
accion. En particular, resulta natural {a pregunta acerca de la compatibilidad de
una de tales asignaciones con las operaciones definidas en 7% (X).

Definicién 27. Sea X un G-espacio. Diremos que X es n-conectivo si para cada
g € G, existe una aplicacion w, : T*7! x I — X tal que

1 wy(Tr x 0) =g *
2. wy(Thtx1) ==«
3wy g w W

A continuacion, describiremos la relacion que existe entre la n-conectividad de
un G-espacio y el caso mas particular de la conectividad por trayectorias que fue
discutida de manera imprecisa en el primer parrafo de este capitulo. El siguiente
resultado resuelve esta cuestién.

Proposicion 20. Sea X un G-espacio. Son equivalentes
1. X es 1-conectivo
2. X es n-conectivo para cada n € N

Derﬁostracz’o’n. 2. = 1. Es inmediato.

49
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O

l. = 2. Sean X un G-espacio 1-conectivo, g € G y w, la trayectoria correspon-
diente. Si se considera la aplicacién w, asociada en el sentido de la observacion
19, el siguiente diagrama resulta conmutativo.

(x} x 12— x
i0 W
9
™! %I

Para cada g € G, selecionemos la aplicacién w, construida de acuerdo con la
observaciéon 19. Como consecuencia de la observacion 19, tal asignacion respeta las
homotopias, de manera que la familia (10,),ec satisface la condicion de homotopia
de la definicion anterior. a

En vista de la proposicién 20, aplicaremos el calificativo de conectivo a un
espacio que satisfaga cualquiera de las condiciones equivalentes ahi descritas.
La propiedad de ser conectivo puede ser caracterizada mediante los invariantes
homotoépicos que hemos introducido. Considérese a este respecto el siguiente

Lema 12. Son equivalentes para un G-espacio:
1. X es comectivo

2. Para cadan € N, eziste un monomorfismo G — 7%(X) tal que todo g € G
tiene asociado un elemento de orden g en G

3. Emziste un monomorfismo G — 7w (X) con la propiedad antes descrita.

Demostracion. 1. = 2. Por hip6tesis, existe una familia (w,)4e con las pro-
piedades de la definicion 27. Definamos la aplicacién ¢ : G — 7$(X) mediante
g — [wy, g]. Notemos que por definicion, ¢(gg’) = (W' gg']. Por la condicién
de homotopia, wy, =~ g-w wy. Asi, wl(gg) =7~ wgrwg,gg'] = [wyg- (w_gf),gg'] =
[wg, 9)lw,, 9] = ©(9)plg). Por lo cual , ¢ es un homomorfismo. Por otro lado,
la definicién 27 garantiza que ker ¢ sea trivial.

2. = 3. Sea p(g) = [Xg,g] € w8(X, x). De acuerdo con la proposicién 25,
existen aplicaciones A € M(T""! x I, X) tales que A(w,t) = A(t). Definamos la
aplicacion ¢ : G — m,(X, *) mediante ¢ — [A, g]. Como consecuencia de la
observacién 25, tal asignacion es un monomorfismo de grupos.

3. = 1. Es inmediato. a

El anterior lema permite ver al grupo G encajado en 7$(X) bajo la hip6-
tesis de conectividad del espacio. Por otro lado, si el espacio en consideracién
es conectable por trayectorias, es posible cubrir a G con elementos en el grupo
7&(X). Con mayor precision se tiene el siguiente resultado, cuya prueba ya hemos

senalado con anterioridad:
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Lema 13. Sea X un G-espacio conectable por trayectorias. Entonces, se tiene
un epimorfismo p . 1¢(X) — G.

Demostracion. Definamos la aplicaciéon p : 7¢(X) — G mediante [f, g] — g.
Es inmediato verificar que tal aplicaciéon es un homomorfismo de grupos. Sea
g € G. Como X es conectable por trayectorias, existe una trayectoria Ay : * >~ g-*.
Consideremos la aplicacion asociada A, en el sentido del lema 19. Notemos que
en ese caso p(Ag, g) = g, por lo cual la aplicacién es un epimorfismo. a

Observacion 28. Como consecuencia del lema 13, se tiene un isomorfismo
79(X)/T(X) = G
En particular, si n = 1, obtenemos una sucesion eracta corta
1— m(X) —78(X) — G — 1

Los dos anteriores resultados permiten establecer dos relaciones entre el grupo
G y el invariante 7$(X). Bajo una hipotesis -conectividad de X-, G es un sub-
grupo. Bajo otra -conectabilidad por trayectorias- G es un cociente. Combinando
ambas propiedades se tiene el siguiente

Teorema 13. Son equivalentes para un G-espacio X conectable por trayectorias:

1. X es conectivo
2. Eriste una sucesion ezacta
1 — (X)) — 78(X) — G — 1
que se escinde en S (X)

Demostracion. Es consecuencia inmediata de los lemas 12 y 13. a

Consideremos un G-espacio conectivo. En vista del lema 12, es posible encajar
a G en 7$(X). En esta situacién, para cada g € G es posible definir un auto-
morfismo del grupo 7$(X) dado por la conjugacién con el elemento asociado a
¢ mediante el encaje. Si ademas recordamos los resultados del segundo capitulo,
en particular el teorema 10, es inmediato verificar la siguiente

Proposiciéon 21. Si X es conectivo, existen homomorfismos de grupos Hg
G — Auto (76(X)) y K¢ : G — Auto (1,(X))

Demostracion. Definimos la accion p: G x 78(X) — 7¢(X) mediante

(9.[f,h]) — i), Rli(g) ™!
G

donde i : G — 75 (X) es el monomorfismo determinado por la propiedad conec-
tiva de X. Como consecuencia del teorema 10, tal accion se restringe al subgrupo
mencionado. a
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3.2. El grupo WE(X)

La posibilidad de definir automorfismos de conjugacion en los respectivos gru-
pos de homotopia permite introducir un nuevo invariante algebraico determinado
por los automorfismos de conjugacion del grupo toroidal, 7,(X). Con menos va-
guedad,

Definicién 28. E] conjunto WE(X) es el producto cartesiano de 7,,(X) y G. Si
(f,9],1f 9] € WE(X), definimos su producto * mediante

(f.9)*(f.9) = (FK,(f ). 99)

donde K, es el automorfismo de conjugacion asociado a g definido en la propo-
sicion 21. En vista del teorema 10, tal definicion tiene sentido, pues para cada
g € G, Ky(f) € 72(X) mientras que la yuxtaposicién de elementos en 7,(X)
arroja como resultado un elemento en 7,(X).

Es inmediata la prueba del siguiente
Lema 14. Fl producto x dota a WE(X) de una estructurdé de grupo

La operacion que se define en él parece poco natural a primera vista. Trata-
remos de justificarla a continuacién. Notemos que si (wg)gec es una familia de
aplicaciones que hace de X un G-espacio conectivo se tiene que para cada g-
elemento [f, g] y cada aplicacion wy, la yuxtaposicién fw, es un representante de
un e-elemento. De esa manera, si se define la aplicacién ¢ : 7¢(X) — WE(X)
mediante [f, g] — (fw,, g) es natural establecer condiciones que hagan de esta
asignacién un homomorfismo de grupos. Bajo hipotesis adicionales este homomor-
fismo determina una relacion mas estrecha entre los invariantes en consideracion.

Proposicion 22. Sea X un G-espacio conectivo. Supdngase, ademds que G es un
grupo topologzco conectable por trayectorias. Entonces, se tzene un isomorfismo
de grupos ¢ : (X)) — WE(X).

Demostracién. Para cada g € G seleccionamos una trayectoria O g = e con
tenida en G. Sea (wg)gec la familia de aplicaciones que hace de X un espacio
conectivo. Definamos ¢) {f,g)) = fwg, ). Veriﬁquemos que tal asignacién es un
homomorfismo: ¢([ff", 99'1) = (ff Weg'» 9 gg ). Puesto que el espacio en conside-
racion es conectivo, la anterior expresion puede ser transformada en la siguiente:
(f f'gwg:wg, 99')- Recuérdese que la yuxtaposicién de las trayectorias Wy ¥ Wy €5
trivial, de manera que se tiene:

(ff qwywy, 99) = (fwgigf g wg, 99') = fuwgKe(f guy)

Notemos ahora que H(s,t) = o(t) - wy(s) determina una G-homotopia entre

9-w, ¥ wy, de manera que fu,K,(fgu,) = fu,Kof wy. Asi, #(f, gllf ,9) =
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(fwgKy(f'wy),99") = (fwg, g) * (f,9) y por lo tanto ¢ es un homomorfismo
de grupos. Para verificar la inyectividad, notemos que si f es tal que ¢([f, ¢]) =
(c., €), entonces se tiene que fc, =~ c,, por lo cual, f ~ ¢.. En conclusion, ker(¢)
es trivial. Por otro lado, es claro que es suprayectivo, pues si (f,g) € W&(X),
entonces se tiene que f € 7,(X). Notemos que la trayectoria o, - f : * ~ g - *
representa un g-elemento. Ademas, la aplicacién

og(E) - f(w, &) sis €0 4]
H((w,s),t) = { f(w, 25*) si s €[4, 4

w,( 2L si s e [41]

determina una G-homotopia entre las aplicaciones o, - fw, y f. Asi, ¢ es supra-
yectivo. En conclusién, ¢ determina un isomorfismo de grupos. 0

La conectividad del espacio en consideraciéon permite concluir que la estruc-
tura de W.S(X) en realidad coincide con la estructura del producto directo de
7.(X) v G si ademas se supone que G con la accién conjugaciéon es un espacio
conectivo. Adicionalmente, la argumentacion para este hecho nos provee de una
nueva prueba de un caso particular de una de las implicaciones del teorema 13.

Teorema 14. Sea X un G-espacio conectivo. Supongamos ademds que G es un
grupo topoldgico que es conectivo como G-espacio. Fntonces se tiene un isomor-
fismo

7C(X) = m(X) x G = WE(X)

n

Demostracion. De acuerdo con la proposicién 22, se tiene un isomorfismo 75 (X)

WE(X). Asi, basta con definir un isomorfismo de grupos WS (X) = 7,(X) x G.
Para ello, notemos que es suficiente probar que K : 7,(X) — 7,(X) corres-
ponde al automorfismo identidad para cada g € G. Probaremos que para cada
f € 7.(X) existe una homotopia entre K (f) y f. Para cada g € G sean wy y A,
aplicaciones que hacen de X y G espacios conectivos, respectivamente. Conside-
remos la homotopia

o

_ H:(T'x)xI—X
definida como sigue:
wy(3t(1 — s)) sis€ 0,45
H((w,s),t) = < Ag(s)f(w, 3t — 1) si s € [154, 22
wy(3t(2(1 —s))) sise [%, 1]

Notese que H : K (f) =~ (f). Asi, K; = 1,,(x), ¥ la operacién definida en la
definicion 28 resulta ser la del producto directo. |

Observaciéon 29. La prueba del teorema anterior nos permite concluir que, en
un espacio conectivo con una accion de un grupo topoldgico conectivo definida
en él, los automorfismos de conjugacién del grupo 75 (X) son triviales.
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3.3. Extensiones Cubrientes

En un trabajo de los afios ochenta, Wolfgang Liick [5] introdujo la nocién de
extension cubriente de un G-espacio. Intuitivamente, una extension cubriente de-
fine una accién en el espacio cubriente universal del G-espacio con determinadas
propiedades de compatibilidad. A continuacién probaremos que, bajo ciertas con-
diciones, el grupo de homotopia equivariante que hemos estudiado en este trabajo
coincide con la extension cubriente de un G-espacio. Este trabajo fue realizado
por anterioridad por F. Rhodes en [10]. Para ello, precisaremos las siguientes
definiciones.

Definicién 29. La G-categoria discreta, C(G) es aquélla cuyos objetos son G-
espacios topologicos X regulares, conexos y localmente conectables por trayecto-
rias, dotados de aplicaciones cubrientes universales p : X — X. Un morfismo
en C(G) es un diagrama conmutativo

f

X —

ay]

P

X—J.>Y

q

-

tal que f es una aplicacion G-equivariante. Identificaremos a los objetos en C(G)
con su aplicacion cubriente universal p. Denotaremos por D(X,p) : C(G) —
Fop®r al funtor de transformaciones cubrientes (véase |7], p. 449).

Definiciéon 30. Una extension cubriente de X, (G, D, f1,1,7) consiste en:

1. Una pareja de funtores G : C(G) — Top®r, D : C(G) — Top®Br

2. Una accion natural ji: G(X) x X — X

3. Transformaciones naturales i : D(p) — G(p) y 7 : G(p) — G con la
propiedad de que

a) 1— D(p) - G(p) —— G — 1 es una sucesion exacta de grupos to-
pologicos. Aiin més, 7 determina un D{X, p)-haz principal(véase [13],
p. 54).

b) Para cada objeto p € C(G), el siguiente diagrama es conmutativo

oAl

Dp) x X —X
T
Glp)x X — X
|

—0 X

Gx X——
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Es posible probar el siguiente resultado:

Teorema 15. La extension cubriente de un G-espacio X, G es inica salvo equi-
valencia natural.

Demostracion. Veéase 5], 138 o

Teorema 16. Sea X un G-espacto conectable por trayectorias. Entonces, la ez-
tension cubriente de X coincide con el grupo de homotopia equivariante 7C(X).

Demostracion. En vista del teorema 15, basta probar que satisface las condiciones
de la definicién 30. De acuerdo con el teorema 2, X = [1, X]ret0,1 es el espacio cu-
briente universal. Definamos la aplicacién i : 78 (X) x [I, X]reto1 — [I, X]ret0.1
mediante ({f, g],{\]) — [fg - |- Ante todo, tal asignacién esta bien definida
como consecuencia de la proposicién 14. Notese ademés que es una accién de
grupos, pues si [, g'] es cualquier otro elemento en 7C(X), entonces se tiene que
(fg- F A = a[f.qllf 9], [\) = &llf, 9], &l £, ', [\]). Notemos que esta accion de
grupos es compatible con la accién de G, pues la aplicacion cubriente universal p
(véase el teorema 2) estd dada por la evaluacion en 1 de las trayectorias. De esa

manera, e] diagrama siguiente es conmutativo:

Finalmente, en virtud de la observacién 28, tenemos una sucesioén exacta de gru-
pos topoldgicos g

1—>7r1(X)—i>7rlc(X)—r—>G—>1

que determina ademas un 7, (X )-haz principal sobre G. Por tltimo, un resultado
clasico de la teoria de aplicaciones cubrientes garantiza que D{p) & m;(X), cuando
el espacio cubriente es simplemente conexo. O

En caso de que el grupo G posea suficientes elementos, es posible verificar que
el primer grupo de homotopia equivariante coincide con la extensién cubriente
del espacio en consideracién. Con més precision:

Observacion 30. Nétese que si la accién de G es transitiva en X, cada trayec-
toria en X coincide con un determinado g-elemento, y la homotopia relativa a
la frontera del intervalo coincide con la G-homotopia. En ese caso, el teorema
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anterior establece que se tiene una estructura de grupo topolégico en X =7¢(X)
de manera que el siguiente diagrama es conmutativo:

78 (X) x 78(X) L 78 (X)

,xpl lp

Gx X

3.4. Ejemplos

Ejemplo 7. Recuérdese el ejemplo 5. Es decir, Z; actiia en T? mediante una
rotacién de 180°. Tal espacio no es conectivo. Esto se debe al hecho de que
722(T?) = 7, x Z x Z. De acuerdo con el teorema 13, para que un espacio sea
conectivo debe existir un monomorfismo de grupos 0 — Z, — Zy X Z x Z tal
que 1 tenga asignado un elemento de orden 1. Pero tal cosa no ocurre porque todos
los elementos de Z, son de torsion, mientras que los 1-elementos en W{Z2(']I‘2) =
Zy X Z x Z no tienen esta propiedad. Asi, un monomorfismo entre ellos con la

propiedad que se menciona en la definicién 27 es imposible.

Ejemplo 8. Consideremos S' actuando en si mismo mediante la multiplicacion.

El calculo realizado en el teorema 13 permite concluir que S' no es un espacio
- . 1 “~o T

conectivo, pues no existe un monomorfismo §' — 7} (S') = R.

Ejemplo 9. Notemos que el grupo de los niimeros reales R, es un espacio con-
traible. En particular, este hecho hace de é] un espacio conectivo. Por tradicion,
a las acciones de R en un espacio topologico se les denomina flujos continuos. De
acuerdo con el teorema 14, para cualquier flujo continuo en un espacio conectivo
X, se tiene

WERX) = (X) xR

Ejemplo 10. Si X es un G-espacio donde la accién posee puntos fijos, el conjunto
que consiste en la trayectoria constante con valor en un punto fijo, ¢,, hace de X
un G-espacio conectivo.



Capitulo 4

Sucesiones de Homotopia

4.1. Generalidades

En la teoria homotopica clésica, una pareja de espacios punteados origina una
sucesion exacta larga con homomorfismos de conexion entre distintos invariantes
homotdpicos. El objetivo de este capitulo es mostrar que tal construccion admite
una generalizacién a los grupos de homotopia equivariantes que son objeto de
nuestro estudio. En semejanza con la construccion tradicional, donde es necesa-
rio introducir una nueva definicién para definir los grupos de homotopfa de una
pareja de espacios, nuestras definiciones equivariantes requieren de una modifi-
cacién para conseguir este proposito. La principal diferencia entre la definicién
tradicional y la que daremos es el caracter candnico de la primera, en el sentido
de que no requiere de elecciones particulares. La construccion del grupo de homo-
topia equivariante de la pareja requiere de la eleccion de una familia distinguida
de aplicaciones que hacen del G-espacio en consideracién un espacio conectivo,
como se definié dicho concepto en el capitulo anterior.

Definicién 31. Sean X un G-espacio conectivo, A un subespacio invariante bajo
la accién y (wy)4ec una familia que hace de A un G-espacio conectivo. Para cada
n > 2, definimos el n-ésimo conjunto de G-aplicaciones de la pareja (X, A) como
el conjunto de funciones continuas f: T2 x 12 — X que satisfacen:

1. f(w,0,s) € AVwe T 2 sel
2. flw,1,t) = ,(t)
3. flw,s,0) =+, f(w,s,1)=g-*Vs€]

Observacion 31. Notese que las aplicaciones descritas en la definicidn 31 pueden
ser consideradas como aplicaciones de parejas cuyo dominio es (T™ 2 x I2, T" "2 x
I x 0, X, A), sujetas a la restriccion adicional de que la restriccién a cada t € |
represeinta un G-elemento, en el sentido que se dio a este concepto en capitulos
anteriores.

57
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Notacién 7. Denotaremos por MS (X, A) al conjunto de G-aplicaciones
Introducimos en M$ (X, A) una relacion de homotopia

Definicion 32. Sean f y f  dos elementos del n-ésimo conjunto de G-aplicaciones
de la pareja. Diremos que son G-homotopicas si existe una aplicacion H : T"~2 x
I’ x I — X que satisface: H(w,s,t,0) = f(w,s,t), Hw,s,t,1) = f (w,s,1t),
con la propiedad adicional de que H(w, s, t,u) es un G-elemento de la pareja para
cada u € I. En esta situacion, escribiremos f ~¢ f

Con la relacién de homotopia antes descrita, podemos definir el grupo de
homotopia equivariante de la pareja.

Definicién 33. El grupo de homotopia de la pareja (X, A) es el conjunto de
clases de G-homotopia de las G-aplicaciones de la pareja. En simbolos,

7$(X,A) = MS(X, A))/ ~¢

Teorema 17. El conjunio x5 (X, A) provisto de la operacidn natural dada por la
Yuztaposicion es un grupo. '

Demostracion. Esencialmente sigue la prueba de la proposicion 14. (i

El grupo de homotopia equivariante de la pareja es un invariante del tipo de
homotopia equivariante de la pareja de espacios en consideracion. Esto significa
que posee propiedades funtoriales que se describen en el siguiente

Teorema 18. El grupo de homotopia equivarianie es un funtor de la categoria
de parejas de G-espacios punieados en la categoria de grupos que sélo depende
del tipo de homotopia equivariante. Es decir,

1. Dada una aplicacion equivariante y punteada de parejas ¢ : (X, A) —
(Y, B) eziste un homomorfismo de grupos ¢, : 7C(X, A) — =S (Y, B) de
manera que 1dx. 4. = lac(x.a) ¥ tal que si ¢ : (Y,B) — (Z,C) es otra
aplicacion punteada, entonces (¥ o p.) = . 0,

2. Dadas dos aplicaciones ¢ : (X,A) — (Y,B) y ¢ : (Y,B) — (X, A)
y homotopias de parejas equivariantes y punieadas H : ¥ o ¢ =~ idix a
K : ¢op ~ idyp), se tiene que los homomorfismos ., ¢. determinan
isomorfismos inversos en los correspondientes grupos de homotopia equiva-
riante.

Demostracion. Esencialmente sigue la demostracion de la proposicion 15 O

Enunciamos a continuacién algunos aspectos importantes de caracter compu-
tacional
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Proposicién 23. Son propiedades de 7¢(X, A):

1. Una aplicacion f : T2 x I? — X representa el elemento neutro en
7S (X A) si y solamente si es homotdpica a una aplicacion cuya imagen
estd contenida en A.

2. wS(X,{x}) = nS(X) si el punto bdsico es fijo bajo la accion.

Demostracion. 1. Sea K : T" ?xI?x] — X la G-homotopia en cuestion. K :
f =~ f donde f es una aplicacion cuya imagen estd totalmente contenida
en A. Para cada (w, t),ty) = (€™, ... e™-2 ¢, 1,) € T""2 x I, es posible
construir la trayectoria A, definida como sigue

e(l—L)rriBj si ] <n-— 2

(I1-t)t; sij>n—1

proy;(Mw(t)) = {

Notemos que A, determina una trayectoria que une cada punto en T" 2 x 2
con un punto en T*2x ] x0. Definamos la aplicacién H : T" 2xI?x] — X
mediante

K(w, ty,t2,2t) site]0, 3]

f(w(2s)) sis € [%, 1]

Notemos que H determina una nulhomotopia de parejas que comienza con
f. Reciprocamente, si K : (T*"2x [2xI,Bx I,1xI) — (X, A, %) es una
nulhomotopia, definimos la aplicacién H mediante

H(w1tl)t2’ t) = {

K(w,ty,t2,25) sisel0,3]

H(w b2, 5) = {f(,\w(l —-2t)) sise[31]

H determina una homotopia entre f y una aplicacién cuya imagen estd
totalmente contenida en A.

2. Obsérvese que se tiene una identificaciéon ¢ : T" 2 x [ x [ — T x I.
Ademas, puesto que el punto x es fijo bajo la acidén del grupo, el conjunto
que consta de la aplicacidén constante con valor en el punto basico hace de
X un espacio conectivo. Notemos que con esa convencion, cada una de las
aplicaciones involucradas en la definicién de 7$(X, {*}) es compatible con
la identificacién q. Definamos la aplicacién

o: MS(X, {x}) — M(T" ' x I, X)¢

mediante o(f)(w,¢) = f(i(w),t), donde f es la unica aplicacion que hace
conmutar el diagrama siguiente:

To-2 x [ x [ —> X

r
-
l -
P
// f

T ! x ]
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e 7 es la inclusion canénica ¢ : T2 — T™~!. Notemos que tal definiciéon

hace de o una aplicacion continua, que por la proposiciéon 15, determina

un homomorfismo o. entre las clases de G-homotopia. De manera simi-

lar es posible definir la aplicacion e : M(T™! x I, X)¢ — MEZ(X, {*})

que satisface: e(f)(w,s,t) = f(g(w,s,t)). De nuevo, tal regla de corres-

pondencia determina una aplicacién continua que induce un homomorfismo
(X, {*}) — 7% (X) inverso para o,.

n—1|

O

Una consecuencia notable de la la parte 1 de la anterior proposicién es el
siguiente resultado, que permite establecer una correspondencia entre invariantes
homotopicos asociados a espacios relacionados mediante una aplicacién especial.
Al mismo tiempo, es una generalizaciéon de un resultado cldsico de la teoria de
homotopia tradicional.

Teorema 19. Sean E, B dos G-espacios y p: E — B una aplicacidn equiva-
riante tales que:

1. La accion de G en E es transitiva.

2. p posee la propiedad de levantamiento inico de homotopias

Entonces, para cada subespacio A y cada seleccion dee € p~1(b), el homomorfismo
inducido p, : (X pH(A),b) — nf(B,A,b) es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Probaremos primero que el homomorfismo p. es suprayectivo. Pa-
ra ello, sea f : T""2 x /2 — X un g-elemento. Seleccionemos e € p~*({b}) y
notemos que la propiedad de levantamiento de homotopias de p implica que el
siguiente problema posec solucién tnica para f.

'H‘n.—2 X ]2 G o E

[
- 4
T2 xxI—>B
Notemos que f(w s,1) es una trayectoria conectlva en E. Finalmente, puesto que
la accion de G es transitiva, f(w,s,1) = g’ -e. Asf, la clase de G-homotopia [f, ¢]
satisface que 2.([f,d]) = [f, g]. Por iltimo, probaremos que p. es inyectivo. Sea
[f,9] € nS(E,p'(A), e) es una aplicacién tal que p.([f, g]) = 0, entonces existe
una homotopla H:pof ~ f donde f(T"? x I?) C A. Asi, es posible observar
que el problema siguiente posee solucién tnica para H.

'H‘n—2 X ]Z_f;E

T2 x [ x [—> B
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Si se define f = H(1), entonces H : f ~¢ f. Notese que f(T"2 x I2?) C A,
de manera que f representa el elemento neutro del grupo correspondiente. En
conclusién, p, es un isomorfismo 0O

El grupo 7€ (X, A) posee varias caracteristicas similares a las de 7$(X). Den-
tro de ellas podemos resaltar que, en semejanza con el teorema 8, siempre existe
una pareja (Y, B) tal que 7S(X, A) = 7$(Y, B). De esa manera, el calculo de
los invariantes introducidos en este capitulo también se reduce desde el punto de
vista teoérico al calculo del primero de éstos.

Teorema 20. Existe una pareja (Y, B) tal que 75 (X, A) = my(Y, B).

Demostracion. Considérese el espacio Y = M(T"2, X)¢. Notemos que B =
M(T"=2, A) es un subespacio invariante de éste. Como es costumbre, ambos es-
pacios estan punteados de manera que el punto basico coincide con la aplicacién
constante con valor en el punto basico del espacio X. Una aplicacién sucesiva de
la adjuncién descrita en la observacion 25 permite concluir que

MS(Y,B) = M((1%,1 x 0), (M(T"2, X)%, M(T*"2, 4))¢
~ MT2x IR T2 x 1 x 0; X, A)¢ = ME(X, A)

Ast, el isomorfismo de grupos inducido por la adjuncién determina el isomorfismo
solicitado. 0O

De la misma manera, el conjunto de clases de homotopia de aplicaciones de
orden e forma un subgrupo del espacio. Con mayor precision, se tiene la siguiente

Proposicién 24. Para una parejo de espacios (X, A), se cumple:

1. El conjunto m,(X, A), que consiste en las aplicaciones de orden e forma un
subgrupo normal en 7$(X, A).

2. 1o(X, A) contiene un subgrupo isomorfo a m,(X, A).
Demostracion. 1. Sigue la prueba de la proposicion 17.

2. Considérese el conjunto de elementos en 7,(X, A) que son homotdpicos a
una aplicacién cuyo valor en los ejes del toro es constante. Es rutina verificar
que existe un isomorfismo entre las correspondientes clases de homotopia y
(X, A).

O

La restriccion de un G-elemento a la base del dominio arroja como resultado
una aplicacién con un dominio adecuado para los fines de la definicién de 75 (A).
Este hecho permite conectar a los grupos en consideraciéon .
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Proposicion 25. Eziste un homomorfismo de conexion
d: WS(X, A) — W,S_I(A)

Demostracion. Denotemos por B al subespacio T"~2 x / x 0. Definamos la apli-
cacion ¢ : M(T*"2 x 1% B; X, A) — M(T"? x I;z) mediante f — f |g. Es
inmediato verificar que tal asignacion determina una aplicacién continua, pues
es la funcién inducida por la inclusién de B en T""% x I%2. Aun més, deter-
mina un homomorfismo de grupos 8 = %, entre las correspondientes clases de
G-homotopia. O

El homomorfismo de conexién recién construido permite introducir al grupo de
homotopia de la pareja en una sucesion que incluye otros invariante homotépicos.
Para establecer con propiedad esta afirmacion, precisamos de la

Observacién 32. Noétese que existen inclusiones canoénicas ¢ : A — X y 7 :

X — (X, A). De acuerdo con los resultados estblecidos en el teorema 18, inducen
homomorfismos de grupos i, : 7¢(A) — 7¢(X) j. : 7$(X) — 7¢(X, A) De

n

€sa manera, es posible establecer el siguiente

Teorema 21. Eriste una sucesidn eracta larga de grupos dada por

2 g G(X, A) 2 78 (A) e mC (X)L

Demostracion. Es inmediata a la luz de la observacién 32 y el teorema 18. La
exactitud es consecuencia de la parte 1 de la proposicién 23 O

Para finalizar esta seccién, resumiremos sus resultados en el siguiente

Teorema 22. Se tiene un diagrama conmutativo dado por

L G(X, A) =2 7 (A) (X))

n

oo b1

T (X, A) 2 7 5 (A4) > lX)

Donde las sucesiones de arriba y abajo son ezactas. Ademds, si A es un espacio
conectivo, el primer rengldn es extension del sequndo mediante G

Demostracion. Es inmediata a la luz del teorema 13 a
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4.2. Algunas modificaciones

La seleccién de las aplicaciones que vuelven a X un espacio conectivo estuvo
fuertemente involucrada en la construccion del grupo de homotopia equivariante
de la pareja (X, A). A continuacién generalizaremos la idea de las aplicaciones
conectivas para introducir un nuevo invariante.

Definicién 34. Dado un subespacio invariante A C X y conectivo con la familia
de aplicaciones (w,)4ec, definimos el subespacio W, C M(T? %% 1?2, BxI; X, A)¢
como el conjunto de aplicaciones f € M(T""% x 12, B x I; X, A)¢ que satisfacen

flw,3,8) = e(s) ,7=1,2

Siguiendo la definicién de los invariantes homotopicos construidos hasta el
momento, podemos considerar la siguiente

Definicion 35. Dada una pareja (X, A), el grupo conectivo de la pareja, I', (X, A)
es el conjunto de clases de G-homotopia de aplicaciones en W,. En simbolos:

Fn(Xw A) = WA/ =c

El grupo conectivo de la pareja se encuentra relacionado con el grupo de ho-
motopia equivariante mediante el evidente hecho que se establece a continuacion.

Observacion 33. Dada una aplicacion F: T*! x | — X que representa un
g-elemento en 7$(X), existe una tunica aplicacion f € W, tal que el diagrama

siguiente es conmutativo

Tn—? 1% ]2 _‘[,X

| A

™1 x I
Esta sencilla observacion nos permite obtener el siguiente resultado

Teorema 23. Eriste un monomorfismo de grupos IS(X, A) — 7S(X)

Demostracion. Definamos la aplicacion ¢ : Wy — M(T* ! x I, X)¢ median-
te w(f) = f donde f es la Gnica aplicacion que hace conmutativo el siguiente
diagrama

Tr=2 x I? —f: X

l,/f
T 1x]

La asignacion respeta homotopias, por lo cual ¢ determina un homomorfismo de
grupos entre las correspondientes clases de homotopia. Por ultimo, resta verificar
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que es inyectivo. Para ello, consideremos una aplicacién f : T2?xI1? — X
tal que H : f ~ 0. Definamos la homotopia H' : T* 2 x /2 x I — X me-
diante H'(w.s,t,7) = H(g(w, s,t))(r). En esa circunstancia, se tiene el diagrama
conmutativo siguiente:

Tr2x 12x1] H X
pxidl o
T ' x I x [
Ahora, notemos que la aplicacién H' asi definida satisface que H'(w, t,t2,1) = %
y H(1) es una aplicacién en W, que vuelve conmutativo el diagrama el que se

refiere la observaciéon 33. En consecuencia, H : f ~ 0, por lo cual, ker(p) =
{0}. -

En el grupo conectivo de homotopia es posible definir un homomorfismo de
conexion 8 : [',(X, A) — 7¢ | (A) mediante la restriccion al subespacio B. De
manera mas precisa

Proposicion 26. Eziste un homomorfismo de conezion, 8 : I'n(X, A) — 75 (A).

Demostracion. Definase 8(f] = [f |g]. Es sencillo verificar que dicha asignacién
esta bien definida y determina un homomorfismo de grupos ]

En conclusién se tiene

Teorema 24. Eziste una sucesion larga de grupos dada por

B ml (X)) 7 (X, A)

L 76X, A) —2s 7 (A) s C

| J k
Tia(X,4)  TEX,4)  T(X,A)

Demostracion. Es consecuencia inmediata de los teoremas 22, 23 y la proposicion
26. O



Capitulo 5

El teorema de Seifert y van
Kampen

5.1. Preliminares

En la teoria de homotopia clasica, el teorema de Seifert y van Kampen cons-
tituye una de las principales heramientas de calculo. En un nivel impreciso, el
teorema tradicional permite determinar el grupo fundamental de un espacio a
partir de los de un par de subespacios con determinadas condiciones. El objeti-
vo de este capitulo es dar una prueba de un teorema equivariante de Seifert y
van Kampen. Adicionalmente, la prueba que presentaremos constituye una alter-
nativa a la prueba del teorema clasico. Nuestros argumentos siguen de cerca la
demostracion del teorema que aparece en |7]. Utilizan la nocion de producto libre
de grupos. Recordemos a este respecto algunas definiciones de caracter algebraico.

Definicién 36. Sean G; y G> grupos. Denotaremos por £ al conjunto de suce-
siones finitas (z,,...,z,) con las propiedades:

. z;€G, v=1,2
2. z;#£eVj
3. z;€G, =711 ¢ G,
Para n = 0, escribimos { ) la sucesion vacia.

Notemos que los elementos de G y G, actiian en el conjunto £. Con mayor
precision,

Lema 15. Eristen monomorfismos de grupos G, — Biy (F'), Donde Biy (F)
denota el grupo de permutaciones de F, dotado de la operacidn de composicion.

65
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Demostracion. Para cada g € G, definimos § : F' — F como la aplicacién que
satisface

(Il""lzn) Slg:]
il G,
g(l'],...,g;n) — (97171, .73,.,_) 5? %gyxl ¢
(9z1,.-..2a) sil#g, 2 €G,y gz #1
(

Toy-.,Ty) Sil#g x €G,ygn =1
a

Definicién 37. Definimos el producto libre de G, y G2, Gy *G5 como el subgrupo
generado por la imagen de G, U G5 bajo este monomorfismo en Biy (F).

Son propiedades del producto libre las siguientes

Proposicién 27. 1. Dado g € G| x G4, eziste una representaciéon unica g =
Ty -+ - T, tal que la sucesion (x),...,%,) yace en F

Demostracion. Véase [7], p. 398 d

Y como es natural, el producto libre posee una propiedad universal que lo
caracteriza:

Proposicién 28. Sean f; : G; — G i = 1,2 homomorfismos de grupos. Enton-
ces eziste un tunico homomorfismo @ tal que el diagrama siguiente es conmutativo:

G Gy % Gy <26,

G

Demostracién. Véase [7], p. 400 d

5.2. El teorema equivariante

Con la herramienta recién desarrollada a nuestra disposicion, podemos co-
menzar la argumentacién del teorema.

Probaremos que el primer grupo de homotopia equivariante de un G-espacio
consistente en la unién de dos subespacios con propiedades especiales es un co-
ciente del producto libre de los grupos de homotopia equivariantes de los espacios
que lo conforman. Es decir,

Proposicion 29. Sea X un G-espacio y X, Xo subespacios abiertos de X tales
que

1. X:XIUXQ
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2. X, y X, son subespacios invariantes bajo la accion.
3. X1, X, son conectables por trayectorias.
4. X1 N Xy # ¢, y es ademds conectable por trayectorias.

Entonces, eziste un epimorfismo ¢ : n{(X;) » 7¢(X,) — n(X)

Demostracion. Seani, : X, — X, 7, : X;NX, — X, las inclusiones candnicas.
Notemos que el diagrama siguiente es conmutativo

Xl mX2¢>X1
J2 i

XQCT)'X

Por la hipétesis de invariancia de los espacios en consideracion, se tiene que las
aplicaciones involucradas en el anterior diagrama son equivariantes y punteadas.
De acuerdo con la proposicién 15, el diagrama anterior induce un diagrama de
gTupos

Ji.

n0 (X, N Xz) 2 8 (x,)

jz.l lil.

' (X)

En particular, las aplicaciones 4,, determinan un homomorfismo de grupos ¢ de
manera que el diagrama siguiente conmuta

f (X)) ——nf (Xy) * 1 (Xo) <17 (Xa)

\ Lpl .
1. 2.

' (X)

En consecuencia, probaremos que el homomorfismo ¢ es suprayectivo. Para ello,
consideremos un elemento [a, g] € 7{(X). Puesto que X = X; U Xy, la familia
{X\, X2} constituye una cubierta abierta de X. Como el intervalo I es compacto,
existe una particion {tp = 0,...,t, = 1} con la propiedad de que la aplicacién
(t) = a |, (t) estd contenida en X; o X,. Para cada 7 € {0,...,n}, la
hipotesis sobre la interseccién de los subespacios permite afirmar que existen
trayectorias w; : c(t;) 2 g- %, 0; : * ~ a(t;_1) contenidas en la interseccion de los
subespacios, con las convenciones og = *, w,, = ¢g-*. A continuacion, consideremos
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Figura 5.1: La descomposicién de una hipertayectoria

la trayectoria A;, definida como sigue

0i-1(5t) te [Ov é]

o (5t —1) teli,?
M(t) = w5t —2) telE ]
wi(4—5t) te[ g

O','(E)—St.) S [45,1]

En otras palabras, los lazos ); estan dados por la yuxtaposicion o;_ ;0w w;5;
(véase la figura 5.1). Notemos que los lazos A; estan contenidos en X,. Definamos
el elemento A = ([Ai],....[\]) € 7€(X) *7E(X5). Obsérvese que, para cada @ €
{0,...,n}, setiene que M\ = 0,01 Wii0;0:0 1 W W41 Gigy = 05 10404 104p) -
Usando argumentos inductivos, concluimos que ¢(}) = [a, g]. Por lo cual, ¢ es
un epimorfismo. O

Observacién 34. Noétese que en la prueba de la anterior proposicion se utilizaron
inicamente elementos del subgrupo m, (X)) * m2(X2) para definir el epimorfismo
solicitado.

Observacién 35. Notemos que si se tiene un elemento [a, g] € 72 (X1 N X3),
entonces (i ([, 9])) = p(X*([or, 9))) = v, g] € 7 (X), por lo cual, i ([er, g])
(i (lo, g])) ™" € ker .

En vista de los teoremas de isomorfismo, basta determinar el micleo de la apli-
cacién ¢ para calcular el grupo de homotopia equivariante del espacio total. De
acuerdo con la observaciéon 35, los elementos de la forma iX*([a, g])(:%2([e, g]))
pertenecen al nicleo de . Se afirma que el subgrupo normal N generado por
tales elementos coincide con el nicleo de . Este hecho es consecuencia de una
cadena de resultados de caracter técnico que presentamos a continuacién.
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Lema 16. Sean o, ¢e] € 7%(X) un elemento nulhomotdpico y H : o ~ * una G-
nulhomotopia. Entonces, existe una particion de I x I en cuadrados de longitud
uniforme de manera que las aristas determinadas por dicha particion orientadas
seqin el orden en I corresponden a trayectorias contenidas en X, X,, 0 X; N X,
que se pueden completar a lazos

Demostracion. Puesto que el cuadrado / x [ es un espacio compacto, exite una
particién de él en subcuadrados iguales con lados de longitud uniforme @, de
manera que H(Q;) C X,. Denotemos los vértices de dicha particién por aJ donde
los indices ¢ y 7 corresponden al orden de la primera y segunda coordenada en la
particion inducida en /, respectivamente. Sean a : / — I x/ una parametrizacién
creciente de una arista de dicha particion y v € I x I un vértice colocado en el
extremo de la trayectoria. Consideremos pu, : * ~ H(v) totalmente contenida en
X, 0 X,. Construyamos la trayectoria A\, = p,(0)(H © @)ps). Es un e-elemento
en 7¥(X;) o en 7¥(Xy). a

Notacion 8. En lo sucesivo, denotaremos por @ a la imagen de A, en el cociente
G/ N, donde N es el subgrupo normal introducido en la observacién 35. A las
aristas de la particion de I x I obtenida de acuerdo con el lema 16 las denotaremos
por al’ , donde ¢ corresponde al lugar que ocupa su primera coordenada y j al de
la segunda, ambas consideradas segiin el orden usual en /. Consecuentemente, su
imagen en el cociente G/ N serd denotada por df.

Proposicién 30. En la notacion recién introducida, se tiene @ -...-ad =1
Demostracion. Consideremos un cuadrado candnico, con vértices
{v 1 v :Ug—lv v}

Comoel cuadrado que ellos determinan es contraible, en particular es simplemente
L
conexo y se tiene que a’”la/_| ~ a!"'al. Por lo cual, para cada ¢ se tiene

0 =1 ~n ~ ~1
P0G =00

~n
] i1 Gy

a; 1—1
Pero, en vista de que la homotopia en consideracidon es punteada, se tiene que
ab ~ a!, ~ ¢, para cada [. Finalmente, considerando esta cadena de identidades,
tenemos que

n

~1 ~n __
aj CLJ =

O
Con los anteriores resultados técnicos a nuestra disposicion, probaremos el

Teorema 25 (Seifert y van Kampen equivariante). Sea X = X, U X, un
G-espacio que satisface las hipdtesis de la proposicion 29. Entonces se tiene que
mi(X) = af(Xy) x nf(X2) /N
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Demostracion. Se ha hecho notar que N C ker ¢. Asi, basta probar que ker ¢ C
N. En consecuencia, consideremos 3 € 7n8(X;) * 77 (X2) tal que ¢(8) = 1. De
acuerdo con la proposicion 27, podemos escribir 8 = IL;<n[G;, g:] con [G;,4:] €
(X)) 0 |6, gi] € 7¥(X2). Puesto que 8 € ker ¢, se tiene que [\, e] = [[,<,, 5]
cs un elemento nulhomotépico en X. Ademés, en vista de la observacion 34,
es posible considerar a §; un lazo para cada i. Sea H una nulhomotopia de A. -
Si B; esta definida en la sucesion de aristas a!...al”', entonces se tiene que
BN = pal...ar ' N. Por iltimo, como consecuencia de la proposicién 30, esta
ultima clase es la de N. En consecuencia,

BN =11, 6] = N

por lo que € N. |

5.3. Complejos CW equivariantes

En la Topologia algebraica clasica, la clase de los complejos CW constituye
una importante familia de espacios, tanto por su utilidad en‘el desarrollo de la
teoria como por el hecho de que contiene una parte significativa de los espacios que
resultan de interés. Intuitivamente, un complejo CW es un espacio consistente en
la unién de una familia numerable de subespacios, cada uno obtenido del anterior
a partir de la adjuncion de células de determinada dimensién. En esta seccion,
extenderemos este concepto a la categoria de los G-espacios y utilizaremos el
teorema equivariante de Seifert y van Kampen para calcular el grupo fundamental
equivariante de Rhodes en uno de estos espacios. Para comenzar, precisaremos la
idea de adjuncidn por medio de la siguiente

Definicion 38. Sean X; y X, G-espacios y f : Xo C X1 — X» una aplicacién
equivariante. La adjuncion equivariante de X, y Xo mediante f, X, Uy X, es el
espacio que resulta de identificar en la unién ajena X; ]| X, eada punto con su
imagen. En simbolos:

XUy Xo = X [[ Xo/z ~ f(2)

Observacion 36. Nétese que se tienen inclusiones equivariantes (i, : X, —
X1 Uy X5)u-12, determinadas por las inclusiones en la unién ajena.

En semejanza con la teoria clasica, las situaciones de adjuncién equivariante
poseen una propiedad universal que la caracteriza:

Proposiciéon 31. Sea f: Xy C X — X, una aplicacion equivariante. Un G-
espacio X es homeomorfo a la adjuncion equivariante de X, y X, mediante f si
y solo si posee la siguiente propiedad universal:
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Para cada G-espacio Z y cada pareja de aplicaciones equivariantes (i, :
X, — 7Z),=12, €xiste una tnica aplicaciéon ¢ : X — Z tal que poi, = ¢,. En
un diagrama:

Xo—> X,

|

XQT’X

w2

En esta situacién, diremos que el diagrama es un cuadrado cocartesiano equiva-
riante, o de pushout.

A continuacién, usaremos el concepto de adjuncién equivariante para extender
la nocién de complejo CW a la categoria de G-espacios. En lo que toca a complejos
CW equivariantes, tradicionalmente se fija sobre el grupo que actiia las hipotesis
de compacidad local y la propiedad de separacion de Hausdorff, con el objetivo
de que los complejos CW equivariantes posean la propiedad de extension de
homotopias. Seguiremos la definicion presentada en |13]. La siguiente definicion
establece el concepto de adjunciéon de células equivariantes.

Definicién 39. Sean GG un grupo localmente compacto y de Hausdorff, que actia
continuamente en X, A un subespacio G-invariante y (H;),cs una familia de
subgrupos de G, dotados de aplicaciones equivariantes ¢; : G/ H; x §"7! —
A, Q; : G/H; x D" — X. Decimos que el espacio X se obtiene a partir
de A mediante la adjuncién simultinea de la familia de n-células equivariantes
(G/Hj x D™) ey si el siguiente diagrama es un cuadrado cocartesiano:

[,e, G/ Hy x sm=1 2oy

| |

HjeJG/Hj X[D)n]_I—QJ->X

Definicién 40. Una estructura de G-complejo CW en X es una filtracion de
G-espacios
X = XO C Xl Cc...

con las siguientes propiedades:

1. Paracadan € Z, X, se obtiene a partir de X,,_, mediante la adjuncion de
una familia J, de n-células equivariantes.

2. X = Up»1 Xn posee la topologia de la union.
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Finalmente, presentaremos un ejemplo concreto de complejo CW equivariante
que serd de utilidad en el desarrollo de las aplicaciones. Por medio del teorema
equivariante de Seifert y van Kampen calcularemos su primer grupo de homotopia
equivariante, y lo contrastaremos con resultados arrojados por otros métodos.

Observacion 37. Recuérdese que en la topologia general se define la superficie
orientable de género 7, S, como sigue.(Véase [7], p.414 para mayores detalles).

Para cada j € {1,...,4r} sea z; = e . Consideremos el poligono convexo que
determinan tales puntos en el plano complejo. Llamaremos a tal subespacio el
4r-gono canodnico, By,. Definamos en By, la siguiente relacién de equivalencia

(1 — t)I4i_3 + tI4i_2 ~ (1 — t)I4,‘ + tT4i_)

(1 = 8)Zaimg + tzaimy ~ (1 — t)ZTaig1 + t24

para 2 € {1,...,7}. Sea ¢ la aplicacion cociente correspondiente. El espacio co-
ciente obtenido por medio de esta identificaciéon es homeomorfo a la superficie
orientable de género 7.

Consideraremos el caso concreto de la superficie orientable de género 2, S,.
De manera alternativa, puede construirse mediante la adjuncion de una célula de
dimensién 2 a una cufia de 4 circulos. La ventaja de esta definicion reside en el
hecho de que nos permite darle una estructura de Z-complejo CW equivariante.
La verificacion del homeomorfismo en‘re dichos espacios es rutinaria.

Ejemplo 11. Consideremos el modelo de la cufia de cuatro circulos, C definido
como la imagen de la curva cerrada C : | — R? cuya parametrizacion es:

1+ sen(n(8t + 1)), cos(m (8t + 1)), 0) site[0,4]
—sen(m(8t)) — 1, —cos(w (8t — 1)), 0) sit€ [+ 2
sen{n(8 — 1)),0,1 + cos(n(8t
—sen(n (8t — 3)),0, —cos(m (8¢

Ct) =
(® site[2,3

—-1) sitel[31]

o~ o~ —

-2))

—3))
Véase la figura 5.2

Notemos que los subespacios C; = C([*3}, §])i.; son homeomorfos al circulo

unitario, y comparten un punto en comiin, el origen de R®. En C, consideremos
el homeomorfismo dado mediante:

(—z1,T2,73) si{z1,22,23) € C1 Vo
W(Il,zQ,IS) = .

(z1, 70, —Z3) si{z1,22,73) € C3VCy
Este homeomorfismo de C transforma cada circulo en su simétrico respecto al
plano ortogonal. Determina una accién del grupo de los enteros Z x C — C
definida mediante (n,z) — ¢™(z). Notese que el origen de la cufia permanece
fijo mediante la accion. Para cada r € [0, 1], introduzcamos la rotacidn de dngulo
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Figura 5.2: La cuna de cuatro circulos

2mr alrededor del eje Y, es decir, la transformacién lineal R, dada mediante la

matriz:
cos(2nr) 0 —sen(27r)
0 1 0
sen(2nr) 0  cos(27wr)

Del mismo modo, consideremos la rotacion de dngulo 2nr alrededor del eje X,
! . -
R,,., cuya matriz asociada es:

1 0 0
0 cos(2rr) —sen(2nr)
0 sen(2wr)  cos(27r)

Las aplicaciones R y R’, junto con la parametrizacion de la cufia de cuatro
circulos que hemos dado con anterioridad, nos permiten considerar una situacion
de adjuncion equivariante. De esa manera, dotaremos a la superficie orientable de
género dos, S, de una estructura de Z-complejo CW. Sea J = {Z} la familia con-
sistente en el subgrupo total de los enteros. Consideremos el disco de dimensién
2, D?, parametrizado mediante la ecuacién:

r(cos(2nt), sen(2mt))

Definamos en D? la accién del grupo de los enteros Z x D* — D* mediante
(1,(z,y)) — (z, —y) Notemos que la aplicacién C determina una aplicaciéon C
que vuelve conmutativo el diagrama siguiente:
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4

Figura 5.3: La aplicacion @

Definamos la aplicaciéon Q : Z/Z x D? ~ D? — D?Ua C definida mediante:

[ Rum(C(21)) sit€0,]
Q(r(cos(2nt), sen(2nt)) = {th_m(cm ~1) sitell]

(véase la figura 5.3). Notemos que la aplicacién en consideracion esté bien defini-
da, es continua y equivariante. Asi, tenemos la situacién de adjuncién equivariante

si—C¢ ¢

b

11])2—5H]>2U(50

En conclusién, tenemos una estructura de Z-espacio en S,. Es inmediato verificar
que el vértice que poseen en comun los circulos y la célula permanece fijo mediante
la accién.

5.4. Ejemplos

Ejemplo 12. Consideremos el G-espacio X consistente en la cufia de r subespa-
cios X1,..., X, con la accién de un grupo G tal que el punto bésico x € N, X; es
fijo. De acuerdo con el teorema equivariante de Seifert y van Kampen,

r veces

7rlG(X) = 7r1C"(X1) *...*wf(CT)/N

Donde N es el subgrupo generado por las imagenes de elementos en la intersec-
cién. Notemos que la interseccion N; X; consiste en un punto, con la accién trivial
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definida en él. Asi, N C 7%(N;X;) = e. En consecuencia,

r veces

rEX) = aC(X)) * .. x 7E(X,)

Ejemplo 13. Calcularemos el grupo 7(S,) para la accién de Z determinada por
su estructura de complejo CW equivariante introducida en el ejemplo 11. Como
hicimos notar, dicha accién posee un punto fijo. En consecuencia, el teorema 7
permite concluir que 7%(S;) = m,(S,) x Z. Por otro lado, segiin el teorema de
clasificacién de superficies (Véase (7|, p. 414), el grupo fundamental de S, es el
que admite la presentacién

m1(S2) = (ar, a2, by, by | @raza7 ag bibyby ;)

A continuacién, calcularemos este grupo con los métodos del teorema equivariante
de Seifert y Van Kampen.

Notemos que la cuna de cuatro circulos, C es un retracto fuerte por deforma-
cién de S, menos un punto. De esa manera, el teorema equivariante de Seifert y
Van Kampen afirma:

TH(Sy) = n2(C) x 7t /N

Donde N es el subgrupo normal generado por los elementos de 7 (D N C) No-
temos que, en la notacién del ejemplo anterior, D N C consisie en la imagen de
la trayectoria ¢ cycy 'y escacy eyt Calculemos 7nZ(C). Como consecuencia del
teorema de Seifert y Van Kampen, se tiene que

THC) = H(CLV Ca) x 7 (Cy v C)

El grupo en cuestién actiia en cada una de las cufias con puntos fijos. De esa
marnera, el teorema 7 permite concluir que

TH(Cy) =« Z x 7, (SY)

y, en conclusion,
T (Ca) = +{_(Z x L)

Asi, 7(S,) admite la presentacién
((a1,1), (a2, 1)(by, 1)(b2, 1)
| (ar, Dag, D{ar", 1)(az !, 1)(br, 1)(b2, (b7, 1)(b2 7, 1))

Por otro lado, en el ejemplo 13, se ha determinado que el grupo en cuestién
admite la presentacién

7r17‘(52) = {ar, a2 by, by | alaza;la;lblbgbflb;l =e)xZ
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Afirmamos que tales grupos son isomorfos. Para ello, definamos el homomorfismo
¢ ¥ Z X Z —> m(Sy) x Z mediante ¢(a;, 1)) = (ai, 1), @(b;,1)) = (b;, 1). Es
facil verificar que dicha asignacién determina un homomorfismo compatible con la
relacion, de manera que existe un homomorfismo de grupos ¢ que hace conmutar
el siguiente diagrama:

¥ (ZxZ) L>m(S2) X Z

7
-
-
-
-9
-

w7 (Sy)

@ es, de hecho, un isomorfismo de los grupos en consideracion.



Capitulo 6

Aplicaciones

6.1. El problema del encaje

Consideremos por un momento un problema de encajes de acciones de gru-
pos. Imprecisamente, un problema de encaje es aquél donde se pregunta por la
posibilidad de extender una accién de un subgrupo G' de G en un espacio X
a una definida en la totalidad de G. En caso de que la accion de G se restrin-
ja naturalmente a la de G', diremos que la accién de G’ se encaja en la de G.
Equivalentemente, podemos considerar la siguiente

Definicion 41. Sean X un G '-espacio. Supongamos que G es un grupo que
contiene a G'. Diremos que la acién v : G’ x X — X se encaja en la accién de G
si existe una accién g : Gx X — X con la propiedad de que 1 |: G'x X — X
coincide con v.

La solucién del problema de encaje puede ser planteada en términos equiva-
lentes, como se anticipa en la siguiente

Proposicién 32. Sean G y G’ dos grupos que actian en el espacio X con la
propiedad de que G es isomorfo a un subgrupo de G. Supongamos que el problema
de encaje admite una solucion. Entonces se tiene

1. La aplicacion idx es G -equivariante. .

2. La identificacion candnicap: X — X /G, es compatible con la aplicacion
p X —X/G.

Demostracion. 1. Sea p : G x X — X una extensién de la acciéon en X.
Notemos que el diagrama siguiente es conmutativo:

GxX—Lt>x

ix,»d‘L T,-d

G xX—X
ul o

7
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De esa manera, idy = p
equivariante.

o (1,) + X — X es una aplicacién G-

2. Es inmediato.

6.2. El grupo reducido de automorfismos

Uno de los problemas més importantes de la dindmica topoldgica consiste
en encontrar condiciones necesarias y suficientes para que el problema de encaje
de una accién de grupos admita soluciéon. Mostraremos en este parrafo que los
invariantes algebraicos que se han construido son utiles para decidir al respecto.
Notemos que existe una accion del primer grupo de homotopia equivariante en
los de 6rdenes superiores definida mediante la conjugacién. Con mayor precision,
se tiene

Definicion 42. Sea X un G-espacio. Definamos el homomorfismo
An78(X) — Auto(7¢(X))

An(lf,aDUF D) = £, 9)lf g1 fr D)7

Llamaremos el n-grupo especial de automorfismos a su imagen en el correspon-
diente grupo de automorfismos, y lo denotaremos por A% (X).

Observacion 38. En la anterior definicion, f designa la aplicacidn asociada a
la trayectoria f, en el sentido del lema 19

Por otro lado, el teorema 10 garantiza que tales acciones se restringen a 7,(X),
de manera que existen homomorfismos del primer grupo de homotopia equiva-
riante en el grupo de automorfismos de ellos. Esta es la idea fundamental detras
de la construccién del invariante que presentaremos a continuaciéon. Recuérdese
que en vista del teorema 10, la imagen del primer grupo de homotopia toroidal
es normal en 7¢(X). De esa manera, es inmediata la verificacion de la siguiente

n

Proposicion 33. A,(11(X)) es un subgrupo normal en el n-grupo especial de
automorfismos, AS(X)

Demostracidn. Sean [f,e] € m(X) < 7S(X). Puesto que A, es un homomorfis-
mo, se tiene la identidad

An(lf, gD AuLS el (An(lf, g]) ! =
An(Uf,9llf v ellg™ - Fog7']) = An([h, €]) € An(ma(X))

donde h es la yuxtaposicién de las aplicaciones involucradadas g
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La anterior proposicién sugiere de inmediato la siguiente

Definicion 43. El grupo reducido de automorfismos, AnG(X) es el cociente de
la imagen del primer grupo de homotopia equivariante entre la imagen del pri-
mer grupo de homotopia toroidal en el grupo de automorfismos de 7$(X). En
simbolos:

AG(X) = An(x(X)),/ Al (X))

La conectividad del G-espacio en consideracion permite encajar a G como un
subgrupo del primer grupo de homotopia equivariante. Por 1iltimo, la construccién
anteriormente descrita permite definir un homomorfismo candnico de éste en el
grupo reducido de automorfismos. El homomorfismo de grupos asi construido
resulta independiente de la seleccion de las aplicaciones que hacen de X un espacio
conectivo. Con mas precision:

Proposicién 34. Sea X un G-espacio conectivo mediante las familias (wg)gec,
(09)gec- Entonces, existe un homomorfismo : G — AS(X) independiente de la
seleccion de las aplicaciones que hacen de X un G-espacio conectivo y compatible
con el homomorfismo A,.

Demostracion. Sean ¢, : G — wE(X), ¢w : G — 7F(X) los homomorfismos

asociados a las familias mencionadas. Notemos que es posible componer estas
aplicaciones con la asignacién que determina la accién del grupo & (X) en 75 (X).
En un diagrama se tiene:

70(X) = A(rE(X))

(X)) — AP (X))

An

Ahora, para cada g € G, consideremos la aplicacién § = wyd, : * =~ *. La clase
de homotopia [3, €] € m.(X) satisface que A([3,¢e]) € A(m(X)). Por lo cual, si se
compone esta aplicacion con la proyeccién canénica g : A(n¢(X)) — AS(X), se
tiene que go A,([3]) = e. Asi, go A, (w,) = qo A,(F,) Por lo cual, si se define ¢
mediante la composicién go Aoy, = 1, no existe ambigiiedad en la definiciéon. O

La construccion del grupo reducido de automorfismos en general no permite
asignar naturalmente a una aplicacién equivariante entre espacios un homomor-
fismo inducido entre los correspondientes grupos. Sin embargo, si se suponen
algunas condiciones adicionales, es posible definirlo de manera canénica. Como
veremos mas adelante, estas condiciones se satisfacen en el caso de los encajes de
espacios, de manera que el grupo reducido de automorfismos se convierte en un
invariante adecuado para resolver el problema del encaje.
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Teorema 26. Sean X y Y G’ y G-espacios, respectivamente, con G < G y
una aplicacion ¢ : X — Y G'-equivariante y punteada de manera que el ho-
momorfismo inducido ¢, : T,(X) — 1.(Y) es suprayectivo. Entonces, eziste un
homomorfismo de grupos ¢y : AS(X) — AS(Y') que conmuta con las aplicacio-

nes ¥x : G — A5 (X), ¥y : G — AS(Y).

Demostracién. Definamos la aplicacion ¢, : A(7¢(X)) — A(x¥(Y)) median-
te »o([Ysg) = [Yposg] € A(mE(Y)). Verifiquemos la buena definicion. Sean
Yifa) = Yifag,)- Entonces, si [h,e] € 7,(Y), la hipotesis sobre los grupos de ho-
motopia toroidales permite concluir que existe [, €] € 7,(X) tal que @.([j,€]) =
[, e]. En conclusién, se tiene: (s, ,)([R, €]) = ¥|s.q,) ([h, €])- De ahi la buena defi-
nicién del homomorfismo. Por otro lado, la compatibilidad es consecuencia de que
o (V111,01 ([ €]) = @b (W ((fr02n) ) (04 (4, €]). Por iltimo, debido a la invariancia
de la imagen d’el primer grupo de homotopia, ¢, induce un homomorfismo de
grupos @y : AS (X) — AS(Y). Resta probar el comportamiento adecuado de
este homomorfismo respecto de los homomorfismos construidos en la proposicion
34. Para ello, consideremos g’ € G'. Sean (w,) gsec’ una familia de aplicaciones que
hacen de Y un espacio conectivo. De manera natural, seleccionamos las aplica-
ciones (gg = o wg’)g’ec’ que vuelven a X un G’ —espacio conectivo. Calculemos
el homomorfismo v en uno de tales elementos. ¥(g') = w[u‘;g, 4= 1,[;[59”9/]. Por
la buena definicién de ¢y, se tiene que ¢3(¥; , ) = ©4(¥s, ), por lo cual el
homomorfismo inducido satisface la prOpiedadgde conmutatividad con P. a

El anterior teorema permite resolver de manera negativa la cuestion de si un
sistema dindmico discreto admite una extensioén a un sistema dindmico continuo,
una de las principales cuestiones de la dindmica topologica. Para un tratamien-
to basico del problema, véase [11]. Es conveniente introducir algunos conceptos
nuevos antes de continuar.

Definicién 44. Sea X un espacio topolégico. Un sistema dindmico discreto es
una accién de grupos g : Z X X — X . Un sistema dindinico continuo es una
accion de grupos p: R x X — X.

Observacion 39. Son inmediatas las pruebas de las siguientes afirmaciones:

1. Dado un sistema dindmico discreto p: Z x X — X, existe un homeomor-
fismo ¢ : X — X tal que p(n,z) = ¢™(z) Vn € Z,z € X. En adelante
llamaremos homeomorfismo generador a tal aplicacion

2. Dado un sistema dindmico continuo p : R x X — X, la restriccién a
Z origina un sistema dindmico discreto de tal manera que se encaja en el
original en el sentido de la definicion 41

3. Si el sistema dindmico discreto p @ Z x X — X admite una extension
a'un sistema dindmico continuo, entonces su homomorfismo generador es
1s0tdpico a la identidad del espacio X.
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La anterior observacion permite asignar a un sistema dinamico continuo un
sistema dinamico discreto con la propiedad de que el primero resuelve el problema
del encaje para el subgrupo de los enteros. El problema inverso no esta resuelto
en el caso general. En un bello trabajo, |4], se aporta una condicién necesaria y
suficiente para la solucién de este problema cuando el espacio en consideracion
es el de los numeros reales. Existen condiciones suficientes para casos especiales,
como los de ciertos subespacios del plano euclidiano. Véase a este respecto, por
gjemplo, [2].

En el caso general, el grupo reducido de automorfismos prueba ser de singular
utilidad para la solucion de este problema. Recordemos un resultado importante
cuya demostracion hemos establecido con anterioridad.

Lema 17. Dado un grupo topoldgico G, que considerado como G-espacio es co-
nectivo, se tiene que para cada G-espacio X, el grupo reducido de automorfismos
AS(X) es trivial.

Demostracidn. Es consecuencia de la observacién 29 a

El siguiente resultado permite finalmente establecer la condiciéon necesaria
para un encaje de un sistema dinidmico discreto en uno continuo.

Teorema 27. Dado un sistema dindmico continuo, se tiene que AX(X) es el
grupo trivial.

Demostracién. Notemos que el grupo de los numeros reales es contraible como
espacio topolégico. De manera que R admite a la trayectoria constante como una
familia que hace de él un espacio conectivo. Por el lema 17, A%(X) es el grupo
trivial. O

Corolario 6. Si el sistema dindmico discreto Z x X — X admite un encaje en
un sistema dindmico continuo R x X — X, entonces para cada n € N, se tiene
que el homomorfismo ¥ : Z — AL(X) es trivial.

Demostracion. De acuerdo con el teorema 27, el homomorfismo  : R —- AX(X)
es trivial. Por otro lado, la aplicacion id, : m(X) = m;(X) es un homomorfismo
suprayectivo, de manera que se satisfacen las hipétesis del teorema 26. Asi, se
tiene que ¥ : Z — R — AZ(X) es el homomorfismo trivial. O

La no suficiencia de la condiciéon descrita por el invariante Anc_"(X) se puede
advertir del siguiente

Ejemplo 14. En C definamos la accién de Z determinada por el homeomorfismo
de conjugacion. Segiin el teorema 7, 7Z(C) = Z. En particular, 7Z(S!) es un
grupo abeliano y en consecuencia, el homomorfismo A es trivial. De esa manera,

el homomorfismo .
Z — A%(C)
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es trivial para cualquier seleccion de aplicaciones que hagan de € un espacio
conectivo. Sin embargo, dicho sistema dinamico discreto no admite una extensiéon
a un sistema dindmico continuo; pues, como consecuencia de la observacién 39,
el homeomorfismo generador debe de ser isotépico a la identidad de C. Lo cual
no ocurre en €l caso de la conjugaciéon compleja.

6.3. Ejemplos

Ejemplo 15. Recordemos el ejemplo 13. Consideremos el sistema dinamico dis-
creto determinado por la estructura de Z-complejo CW introducida en él. Como
se hizo notar, el teorema 7 permite concluir que 72(Sy) = m,(S,) x Z. Segtin el
teorema de clasificacién de superficies (Véase |7], p.414), el grupo fundamental
de S, es el que admite la presentacion

m(S2) = (a1, a2, b1, by | araza; *agbiboby by ")

En la notacion del ejemplo 11, sea C) la trayectoria correspondiente al primer
circulo en la cuna. Notemos que, en vista de la proposicién 20, la asignacién
¥ : Z — 7wZ(S,) dada por ¥(1) = ([Cy],1) hace de S» un Z-espacio conectivo.
Notemos que el homomorfismo A : 7£(S,) — A%(S,) resulta no trivial al com-
ponerlo con la aplicacion ¥, pues de serlo, el grupo 71(S,) resultaria abeliano.
Asi, el homomorfismo Z — AZ%(S,) es no trivial. En consecuencia, el sistema
dindmico discreto determinado por la estructura de Z-complejo CW de S> no
admite una extension continua.
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