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Resumen 

En el presente trabajo se realiza un estudio matemático en detalle de 
la transformada de Bargmann, para el espacio de funciones de cuadrado 
integrable en la esfera S3 inmersa en R4 , propuesta por Villegas-BIas en [33]. 
Así también se estudia los estados coherentes, propuestos por Villegas-Blas, 
en dicho espacio. Estos estados coherentes nos proveen de una resolución de la 
identidad, y se hace un estudio de su evolución temporal. En realidad, nuestra 
transformada de Bargmann es una transformada de estados coherentes para 
L2 (S3). Además se obtiene una expansión asintótica del núcleo integral de 
dicha transformada. 
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Introducción 

Sea L 2(]Rn), n ~ 1, el espacio de Hilbert de funciones de cuadrado inte
grable sobre ]Rn dotado del producto interno 

(j,g)L2(JRn) = r f(x)g(x)dnx, 
JJRn 

con respecto a la medida de Lebesgue usual dnx sobre ]Rn. 

Consideremos el espacio de Hilbert !!ten definido como el espacio de fun
ciones analíticas en n variables complejas y que son de cuadrado integrable 
con respecto a una medida Gausseana df..Ln sobre en, dotado del producto 
interno 

con 
(1) 

donde z = x + iy con x, y E ]Rn, dnx, dny son medidas de Lebesgue usuales 
en ]Rn, Izl 2 

= zz y ñ es la constante de Planck. 

En el año de 1961, V. Bargmann [2] introduce una transformada uni
taria del espacio L2 (]Rn) sobre el espacio de funciones analíticas !!ten. Esta 
transformada se define como el operador integral 

BJRn'IjJ(z) := 7r-n/4 r e-Hz2+x2_2v'2zoX]'IjJ(x)dnx, (2) 
JJRn 

donde'IjJ E L 2 (]Rn). Bargmann prueba que éste es un operador bien definido ' 
y que es unitario, también obtiene una fórmula explícita para su inversa. A 
esta transformada se le conoce como la transformada de Bargmann, y al es
pacio !!ten se le conoce como espacio de Bargmann . 

.............. ___________________ IV 



v Introducción 

Se sabe, ver [33], que ésta transformada se puede ver como la cuanti
zación de una transformación canónica del espacio fase (]R2n, w) sobre el 
espacio fase (en, l/n), donde w = L7=1 dqj 1\ dpj, l/n = -i L7=1 dZj 1\ dEj 

son formas simplécticas. Aquí el espacio (]R2n, w) es el espacio fase de una 
partícula moviéndose en ]Rn y en se puede ver como la complexificación de 
]R2n. 

La función -i ( - ~ [z2 + X2 - 2 V2z . x] ), que aparece en la ecuación (2), 
es una función generadora de dicha transformación canónica. 

El núcleo integral An(z, x) := e-Hz2+x2_2v12z.x] de la ecuación (2) nos 
provee un conjunto de funciones cPz(x) = An(z,x), etiquetados por Z E en, 
que son los estados coherentes establecidos por Schrodinger para el oscilador 
armónico. Estos estados son tales que su evolución a través del tiempo siguen 
las trayectorias clásicas para el oscilador armónico, entre otras propiedades. 
La imagen de las funciones cPz bajo la transformada de Bargmann BlRn nos 
da el núcleo reproductor del espacio de Bargmann !!lJcn, como se verá más 
adelante. 

La transformada de Bargmann B]Rn corresponde al estudio de una partícu
la moviéndose en ]Rn. Esta transformada ha sido utilizada en el análisis semi
clásico de aproximación de valores propios de perturbaciones de n osciladores 
armónicos ([36], [31], [19]). Así el estudio de la mecánica cuántica en espa
cios de funciones analíticas ha ofrecido una representación alternativa que 
puede ser de buena utilidad, en particular; para la implementación del méto
do WKB. 

Cabe mencionar que 1. Segal introdujo el espacio de Bargmann pero en 
el caso de dimensión infinita, ([25],[26],[27]), mas o menos en el mismo tiem
po que V. Bargmann. Por tal motivo, algunos autores lo llaman espacio de 
Segal-Bargmann. 

Resulta natural el preguntarse por una representación de funciones ana
líticas y una transformada de Bargmann para cuando la partícula se mueve 
en una variedad diferente de ]Rn. 

La parte central de este trabajo consiste en el estudio detallado de la 
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transformada de Bargmann introducida por C. Villegas-Blas [32J para el es
pacio L 2 (S3), el espacio de las funciones de cuadrado integrable con respecto 
a la medida de superficie normalizada dS3, sobre la esfera S3 y equipado con 
el producto interno 

El espacio S3 es físicamente relevante pues contiene las simetrías del proble
ma de Kepler y el átomo de hidrógeno en dimensión 3. En el capítulo 2 de 
este trabajo se describe en detalle una transformación unitaria que mapea el 
espacio de Hilbert generado por los estados ligados del átomo de hidrógeno 
al espacio L 2(S3). 

La transformada de Villegas-Blas [33J consiste en tomar la base de armó
nicos esféricos de L 2(S3) y mapearla a una base de un subespacio propio:F4 de 
&8c4. Este subespacio está determinado por el núcleo de un cierto operador, 
el cual representa la cuantización de la complexificación de una restricción 
del estudio de la regularización de Kustaanheimo-Stiefel del problema de 
Kepler, ver [34J. Más específicamente, :F4 e &8c4 se define como el núcleo 
del operador 

o o o o 
[, Zl- + Z2- - Z3- - Z4-, 

OZl OZ2 OZ3 OZ4 

es decir; :F4 = {f E &8c4 I [,f = O}. 

En el presente trabajo se introduce la transformada de Villegas-Blas para 
L 2(S3) de una manera diferente. Es decir; se introduce desde un principio 
como el operador integral 

BS 3'IjJ(Z) = ¡ f Cm (p(z) . x))m-l 'IjJ(x)dS3(x), 
xES3 m=l 

(3) 

con p elmapeo de ((:4 a la cuádrica nula .fi)3 dado por 

aquí la cuádrica nula está definida como 
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Se muestra en detalle que dicho operador está bien definido y que es una 
transformación unitaria de L 2 (S3) sobre ;::4-. 

La motivación para la manera de definir la transformada de Bargmann a 
través de la ecuación (3), consiste en ver a dicha transformada como la cuan
tización de una transformación canónica que manda (T*S3- {O} , dq 1\ dp) 
(espacio fase de una partícula moviéndose en la esfera S3) a un espacio 
(<<:::4, -idz 1\ dE) reducido por la acción del grupo de rotaciones en el plano. La 
función (p(z) . x) que aparece en la ecuación (3) es una función generadora 
de dicha transformación canónica. 

Este enfoque tiene la ventaja, con respecto al trabajo inicial de Villegas
BIas [33], en cuanto a que muestra una estructura que se puede generalizar 
para el estudio de una transformada de Bargmann para L 2 (S5) (donde L 2 (S5) 
está relacionado con el problema del átomo de hidrógeno y la regularización 
del problema de Kepler en dimensión 5, así como con la fibración de Hopf 
S7 ~ S4, ver [35] donde se implementa dicha generalización). 

Para el caso del espacio L2(S3) encontramos un conjunto de estados epa, 
donde la etiqueta a corre sobre el espacio cotangente de la esfera S3 (con la 
sección nula removida), que desempeñan el papel de estados coherentes para 
L2(S3) . Dichos estados epa nos proporcionan una resolución de la identidad 
y exhiben una evolución temporal muy particular, pues aunque no se com
portan como los del oscilador armónico, su evolución es periódica y además 
"reviven" después de un cierto período. 

La transformada de Bargmann para L 2(S3) se puede ver como una trans
formada de estados coherentes en el sentido de que se puede expresar como 
un producto interno de los epa con la función a la que se le aplica dicha trans- . 
formada. 

La tesis está organizada de la siguiente manera. En el capítulo 1, se mues
tran algunos aspectos básicos sobre espacios de funciones analíticas y un es
pacio en particular: el espacio de Bargmann. También, siguiendo el trabajo 
original de Bargmann [2], se define la transformada de Bargmann, se muestra 
que es un operador unitario y se encuentra su inversa. Además se considera 
el caso cuando la constante de Planck, n, se introduce en la definición-del 
espacio de Bargmann. 
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En el capítulo 2, consideramos el Hamiltoniano del átomo de hidrógeno 
(en dimensión 3) y se define una transformación unitaria de un subespacio 
de L2(lR3), generado por las funciones propias del Hamiltoniano del átomo 
de hidrógeno, sobre el espacio L 2(S3). Así, a través de esta transformación 
podemos hallar de una manera diferente, los valores propios para el Hamil
toniano del átomo de hidrógeno; Además se incluye un apéndice sobre la 
autoadjuntez del operador de Schrodinger para este caso y otro sobre la ir
reducibilidad de las representaciones del grupo SO(n + 1) en los espacios 
propios del Laplaciano en la esfera sn. 

En el capítulo 3, se introduce la transformada de Bargmann para el es
pacio L 2(S3) y se prueba, al igual que en el capítulo 1, que es un operador 
unitario. Además se describe su inversa y también se considera el caso cuando 
la constante de Planck se introduce en la definición del espacio de Bargmann 
~C4. Incluimos también un apéndice sobre funciones generadoras y sus trans
formaciones canónicas, que nos ayudará a entender el análogo clásico de la 
transformada de Bargmann, y un apéndice sobre cierta invariancia de la 
medida Gausseana que se utiliza para mostrar que la transformada es una 
isometría. 

En el capítulo 4, se mencionan los estados coherentes propuestos por 
Schrodinger para el oscilador armónico y se propone un conjunto que cumple 
la propiedad de dar una resolución de la identidad para L 2 (S3). 

En el capítulo 5, se realiza un estudio original sobre la evolución temporal 
de los estados coherentes en la esfera S3 donde se exhibe un comportamiento 
de "revivir" bajo un cierto período, además de sus propiedades de concen
tración cuando se considera n --7 O. También se analizan, a través de la 
transformación unitaria dada en en capítulo 2, los estados coherentes para 
el átomo de hidrógeno en el espacio de momentos y su respectiva evolución 
temporal. 

Por último, un apéndice sobre el comportamiento asintótico del núcleo 
integral de la transformada de Bargmann para el espacio L 2(S3). Este es
tudio puede ser útil para el análisis semiclásico del problema del átomo de 
hidrógeno en la 3-esfera S3. 
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Para concluir esta introducción, mencionamos que se han realizado otras 
generalizaciones de la transformada de Bargmann para el caso cuando la 
partícula se mueve en la esfera. Entre estas mencionamos el trabajo de L. 
Thomas y S. Wassell [31] para el caso de 52 y que motivó el caso 53 hecha 
por C. Villegas-Blas [33]. 

También se tienen los trabajos de B. Hall [10], M. Stenzel [28] y Hall
Mitchell [12] para cuando la partícula se mueve en un grupo de Lie com
pacto, un espacio simétrico de tipo compacto o en particular una esfera, 
respectivamente. Sin embargo, la transformada de B. Hall para la esfera 53 
es diferente de la de Villegas-Blas, siendo esta última más adecuada para 
propósitos físicos del átomo de hidrógeno. El trabajo de B. Hall se basa en 
propiedades del núcleo del calor en la variedad correspondiente. 

Para el caso de las esferas 51 y 52, K. Kowalski y Rembielinski [16] 
introducen una transformada de Bargmann relacionada con la de B. Hall a 
través de la introducción de operadores de creación y aniquilación adecuados. 

J. Rawnsley [20] introdujo una , especie de transformada de Bargmann 
para la esfera 5n siguiendo ideas de cuantización geométrica. Sin embargo, 
dicha transformada resulta ser no unitaria. 

K. Ii Y R. Wada, [14] y [37], introducen una transformada de Bargmann 
unitaria para la n-esfera con rango un espacio de funciones holomorfas en la 
cuádrica nula .p)n. Esta transformada de Bargmann resulta ser diferente de 
la estudiada en esta tesis pues K. Ii Y R. Wada fuerzan desde un principio al 
núcleo integral que define su transformada, a ser la exponencial de la función 
(a . x); a E .p)n. Esto los obliga a dotar a la cuádrica nula de una medida 
diferente a la que obtendríamos con nuestro enfoque: la medida que resulta 
de considerar la medida Gausseana d/l-n como en la ecuación (1) y la función 
p(z) como en (3). 



Capítulo 1 

'Transformada de Bargmann 

En este capítulo se presentan algunos conceptos básicos de espacios de 
funciones analíticas, y algunas propiedades que los caracterizan. Se introduce 
uno en particular; el espacio de Bargmann. Además, ligado a este espacio, 
la transformada de Bargmann que nos lleva una función en L2 (lRn ) a una 
función en dicho espacio. 

1.1. Preliminares 

El contenido de esta sección (excepto los teoremas 5 y 8) se tomó del ar
ticulo de B. Hall [11]. De dicha referencia se sigue la presentación, enunciado 
de los teoremas así como sus pruebas, aunque en algunas de ellas se presentan 
con mayor detalle. Los teoremas 5 y 8 aparecen en el artículo de Bargmann 
[2] de donde se bosqueja la prueba del primero mientras el segundo solo se 
enuncia, por lo que nosotros presentamos una prueba de dicho teorema. 

Espacios de funciones analíticas 

Sea U un conjunto abierto no vacío en en, denotamos entonces con H(U) 
al espacio de funciones analíticas sobre U. 

Definición 1. Decimos que una función f : U ---+ e es analítica si f es 
continua y analítica en cada variable con las otras variables fijas . Esto es, si 

1 
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f satisface el sistema de ecuaciones diferenciales parciales 

of 
-=-(z) = O 
OZj 

para 1 :S j :S n y z E U. 

Consideremos una función entera f sobre en. Sabemos que se puede ver 
como una única serie de potencias, es decir 

f(z) = ¿ aVIV2"'Vnzrl Z~2 ... z~n. 
vENn 

Es conveniente usar una notación corta para lo anterior, así; si denota
mos con a[v] a los coeficientes aVIV2" 'Vn' Y denotamos con z[v] al producto 
zr1 Z~2 ••. z~n, obtenemos que 

f(z) = ¿ a [v]z[v] . (1.1) 
vENn 

Esta serie converge uniformemente sobre cada subconjunto compacto de en. 

También denotaremos como [v!] al producto Vl!V2! ... vn ! y con Ivlj a la 
suma IVl1j + IV21j + ... + IVn I

j , para j un entero no negativo. 

Definición 2. Denotamos con Pr (z) al polidisco de radio r centrado en z, 
esto es 

para k = 1, 2, ... ,n} , (1.n) 

donde z = (ZI,'" ,zn)' 

Sea a una función continua y estrictamente positiva sobre U. 

Definición 3. Sea HL2 (U, a) el espacio de funciones analíticas y de cuadra
do integrables con respecto al peso a, esto es, 

1íL' (U, a) ~ {f E 1í(U) fu If(z)I' a(z)dz < 00 } . 

Aquí dz denota la medida de Lebesgue 2n-dimensional sobre en. 
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Teorema 4. (1) Para toda z E U existe una constante Cz tal que 

If(z)1 2 
::; Cz IIfll~2(U,Q) 

para toda f E 7-lL2 (U, 0:). 

3 

(2) 7-lL2 (U, 0:) es un subespacio cerrado de L2(U, 0:), y por tanto un espacio 
de Hilbert. 

Demostración. (1). Sea Ps(z) el polidisco de radio s centrado en z como en 
(1.II). Para z E U escojamos s tal que Ps(z) e U. Ahora, aseveramos que 

f(z) = (7r82)-n r f(v)dv. 
) Ps(z) 

Para verificar esto, pensemos primero en el caso n = 1. 

(1.m) 

Consideramos la expansión de f en series de Taylor , centrada en v = z, 

f(v) = f(z) + a1(v - z) + a2(v - z? + .... 
Esta serie converge uniformemente a f sobre el conjunto compacto Ps(z) e 

U, por lo que el lado derecho de (1.m) se ve 

(7rS2)-1 r f(v)dv 
) Ps(z) 

= (7r82)-1 r (f(z) + L%:l ak(v - z)k )dv 
) Ps(z) 

= (7rS
2
)-1 {r f(z)dv + f= r ak(v - Z)kdV} . 

} P.(z) k=l } Ps(z) 

En este caso, el polidisco es sólo el disco unitario en el plano complejo. Si 
usamos coordenadas polares con origen en z, (v - z)k = rketkB , obtenemos 
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Para el caso n > 1, tenemos 

(?rs2t n r f(v)dv 
J Ps(z) 

= (?rs2)-n r (f(z) + ¿[V]ENnC[v] (v - z) [V])dv 
J Ps(z) [v];iO 

pero la serie converge uniformenente en el compacto Ps(z), 

= (?rs2)-n r f(z)dv + (?rs2)- n I: C¡v] r (v - z)[v]dv 
J Ps(z) [v]ENn J p.(z) 

[v];iO 

=f(z)+(?rs2)-nI: C[V]Jl : .. r . IT(Vj-ZjtidVn ... dv2dvl 
[v]ENn D(Z2,S) J D(zn,s) j=1 

[v];iO 

= f(z) + (?rs2)-n I: C[v] 1 (VI - zl)V1···1 (Vn - zn)Vndvn ·· · dVl 
[V]ENn D(Zl iS ) D(ZniS) 
[v];iO 

notamos que utilizando coordenadas polares como en el caso en una dimen
sión todas las integrales serán cero y con esto, la igualdad se cumple. 

Ahora, teniendo verificada la ecuación (l.m) podemos reescribirla como 

f(z) = (?rs2)-n fu XPs(Z) (v) a~v) f(v)a(v)dv 

= (?rs2)-n / XPs(Z)~' f) . 
\ a P(U,a) 

Por la desigualdad de Schwarz tenemos 

If(z)1 2 :s (?rs
2
)-2n IIXPs(Z)~112 IIflli2(U,a)· 

a P(U,a) 

Como a es positiva y continua sobre Ps (z) E U, entonces ~ es acotada 
sobre Ps(z), por lo que la primera norma es finita y solo depende de z. 
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(2). Sea Z E U Y V = Pr(z), r ~ O, tal que el polidisco esté totalmente 
contenido en U. Sea 8 = r /2. 

Notamos que para todo punto v E Ps(z), su correspondiente polidisco 
Ps(v) está contenido en V e U, ya que para w = (Wl,'" ,Wn ) E Ps(v) 

IWk - zkl = IWk - Vk + Vk - zkl 

::; IWk - vkl + IVk - zk l = 28 = r 

Entonces, por el punto anterior, para v E Ps(z) se tiene 

puesto que en particular v E U. Pero 

Por tanto dado Z E U, por lo anterior, podemos encontrar una vecindad 
V de z y una constante dz tal que 

IJ(V)12 ::; dz 1I11I~2(U,Q) 

para toda v E V y toda I E 1-lL2 (U, a). 

Ahora, sea {1m} una sucesión de Cauchy en 1-lL2 (U, a). Entonces, como 
L2(U, a) es un espacio de Hilbert, existe I E L2(U, a) tal que 1m ~ I en la 
norma de L 2(U, a). Entonces tenemos que mostrar que I E 1-lL2 (U, a). 

Tenemos pues que {1m} es una sucesión de Cauchy en L2(U, a), pero 

sup IJm(V) - 1¡(v)1 ::; .¡;¡: 111m - 111I L2 (uQ) ~ O 
vEV ' 

cuando m, l ~ oo. 

Lo q~ muestra que {1m} converge localmente uniformemente a alguna fun
ción I (que debería ser f). 
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Pero tenemos que si el límite puntual y el límite en la norma existen, 
entonces ese límite es el mismo. 

Además tenemos que como fm ---+ f uniformemente, entonces f es conti
nua. Ahora consideremos 11, ... ,In un conjunto de curvas cerradas en los 
discos D(Z1; s),··· ,D(zn; s) en te respectivamente, entonces por el teorema 
de Cauchy para funciones analíticas 

para toda j = 1, ... ,n 

donde f m (Zj) representa la función con variable Zj y las demás fijas. 

Utilizando la convergencia uniforme tenemos que 

'ti j = 1,··· ,n. 

Por el teorema de Morera, f(zj) es analítica para toda j = 1,··· ,n, 
entonces f E 'HL2 (U, 0:'). Por tanto 'HL2 (U, 0:') es un espacio de Hilbert. 

o 

Observación 1. Notamos que el punto (1) nos dice que para cada Z E U el 
funcional 

dado por 
f t----7 f( z ) 

es un funcional lineal continuo. 

También se puede obtener una cota, como en el punto (1), para I a~k fl 
con f E 'HL2 (U, 0:'). 

Teorema 5. Para f E 'HL2 (U, 0:') se tiene 

I a~k /1' :S 11/11' (lzl' + 1) e>' 
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Demostración. 

1 
a~ fl

2 

:s; (L la[m] I 
k mENn 

m1 mk-I m) 2 mkz ... Z .. , Z n 
1 k n 

aplicando la desigualdad de Schwarz y utilizando la notación, para m E Nn, 
[mkl] := (mI ,' " ,mk - l,'" ,mn ) con l E N 

Teorema 6 (Núcleo Reproductor). Sea el espacio 7tL2 (U, a) . Entonces 
existe una función K(z, w), z, w E U, con las siguientes propiedades: 

(1) K (z, w) es analítica en z y en w, y satisface 

K(w, z) = K(z, w). 

(2) Para cada z E U fija, K(z, w) E L2 (U, a(w)). Para toda FE 7tL2 (U, a) 

F(z) = fu K(z, w)F(w)a(w)dw. 

(3) Si F E L2 (U, a) y P F denota la proyección ortogonal de F sobre el 
subespacio cerrado 7tL2 (U, a). Entonces 

PF(z) = fu K(z,w)F(w)a(w)dw. 
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(4) Para todo z, u E U 

fu K(z, w)K(w, u)a(w)dw = K(z, u) 

(5) Para toda z E U Y F E 1iL2 (U, a) 

IF(z)12 ::; K(z, z) IIFII2 , 

y la constante K (z, z) es la óptima en el sentido que para cada z E U 
existe una función no nula Fz E 1iL2 (U, a) para la cual la igualdad se 
cumple. 

(6) Dada z E U, si ePA·) E 1iL2 (U, a) satisface 

F(z) = fu ePAw)F(w)a(w)dw 

para toda F E 1iL2 (U, a) entonces ePz(w) = K(z, w). 

Demostración. Sea z E U. Sea Az como en la observación 1. Por el teorema 
de Riesz, existe ePz E 1iL2 (U, a) tal que 

Az(F) = (ePz, F) L2(U,Ci) 

= fu ePz(w)F(w)a(w)dw. (Lv) 

Por lo que definimos K(z, w) = ePz(w). 

Así, por construcción, K(z, w) cumple con el punto (2) y como ePzO es 
analítica entonces K(z, w) es analítica en w. 

Para el punto (1), aplicamos Az a ePz obteniendo 

Aw(ePz) = ePz(w) = (ePw, ePzh2(u,Ci) 

= (ePz, ePw) L2(U,Ci) = ePw(z). 

Entonces K(z, w) = K(w, z) yen consecuencia K(z, w) es analítica en z . 

Para el punto (3), consideramos dos casos: 
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- FE 1iL2 (U, 0:). Entonces se tiene la propiedad por el punto (2). 

- FE (1iL2 (U, 0:))1.. Pero 

r K(z, w )F( w )o:( w )dw = (c/Jz, F) L2(U a) = O Ju ' 
puesto que c/Jz E 1iL2 (U, 0:). En el caso general, tenemos que L2(U, 0:) = 

1iL2 (U, 0:) ffi (1iL2 (U, 0:))1., por lo que para F E L2(U, 0:) 

P F = FI1iL2(U,a) = fu K(z, w)F(w)o:(w)dw. 

Para el punto (4), aplicamos el punto (2) a la función K ( ., u) E 1iL 2 (U, 0:) , 
con u fija. Entonces 

K(z, u) = fu K(z, w)K(w, u)o:(w)dw. 

Para el punto (5), para z E U fija, por el teorema de Riesz también 
tenemos que IIAzll1iL2(u,a)* = IIc/Jzll1iL2(U,a). Así . 

Entonces 

IF(z)12 
= IAz(F)12 :::; IIAzll211FI12 

= K(z, z) 11F1I2 . 

Para el punto (6), si 'ljJz E 1iL2 (U, 0:) Y satisface F(z) = ('ljJz, F) L2(U,a) 
para toda F E 1iL2 (U, 0:), entonces 

/ K(z,·) - 'ljJz(.) , F) = O 
\ L2(U,a) 

Como (K(z,.) - 'ljJzO) E 1iL2 (U, 0:) podemos tomar F = K(z,·) - 'ljJz(-) 
por lo que 

K(z, w) = 'ljJz(w). 

D 
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El núcleo reproductor es una herramienta útil para tener información 
acerca del espacio de funciones analíticas. El siguiente teorema nos da una 
manera de calcular el núcleo reproductor. 

Teorema 7. S ea {ej} cualquier base ortonormal para 1iL 2 (U, el). Entonces 
para todo z, w E U 

y 

L lej(z)ej(w)1 < 00 

j 

K(z, w) = L ej(z)ej(w). 
j 

Demostración. Para cualesquiera 1 E 1iL2 (U, el), el teorema de Parseval nos 
dice que 

11f11 2 = L 1(1, ej) 12 . 

j 

Así, sean 1, 9 E 1iL2 (U, el). Podemos obtener dos sucesiones {I (1, ej) I} j 
y {I (g, ej) 1 } j en C. Aseveramos que éstas sucesiones están en f2 (C) . Pero 

L 1 (1, ej ) 12 
= 11111 2 < 00 

j 

L I(g, ej) 12 
= IIgl1 2 < 00 

j 

Entonces podemos aplicar la desigualdad de Schwarz, obteniendo 

L 1 (1, ej) 1I (g, eÚ I = 1\ {I (1, ej) I} j , {I (g, ej) I} j) I 
j 

~ 11{1(1,ej)l}jllll{l(g,eúl}jll 

( ) 

1/2 ( . ) 1/2 

= ~ 1(1,ej)1
2 ~ l(g,ej)1

2 

= 1111111gll· 
Ahora, tomando 1 = 4Jz y 9 = 4Jw E 1iL2 (U, el) tenemos por lo anterior 

que 
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L lej(z)ej(w)1 :::; II1>zllll1>wll < 00 

j 

por lo que la suma es absolutamente convergente para cada z, w. 

11 

Ahora, para mostrar la igualdad del núcleo reproductor utilizaremos el 
punto (6) del teorema anterior, por lo que primero tenemos que probar que 
la suma ¿j e(z)ej(w) es analítica en z y anti-analítica en w. 

Definimos para n E N Y z E U fija 

n 

Sn(w) = L ej(z)ej(w). 
j=l 

La serie es ortogonal y además 

L Ilej (z)ej (w)II:2(W) = 2;= 11(1)z,ej) (ej,1>w)II~2(W) 
J J 

pero por Riesz 

= L 11((1>z, ej ) ej ,1>w) II~2(W) 
j 

j 

= L I (1)z, ej) 1211ejll2 = II1>z1 12 < oo. 
j 

Esto es, la serie es convergente en L2 como función de w con z fija. Más 
aún, en una analogía con el teorema 4, para funciones anti-analíticas, la suma 
es analítica como función de w y con z fija. Si intercambiamos los papeles, 
se obtiene que la suma es una función analítica en z. Por tanto, solo queda 
mostrar que la igualdad con el núcleo reproductor se da. 
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Sea F E J-íL2 (U, a), entonces tenemos 

F( z) = (4)., F) = \4>., 2t (ej , F) ej ) 

= L (cPz, ej) (ej, F) 
j 

= L (cPz, el) fu ej(w)F(w)a(w)dw 
J 

= fu [2t ej(z)ej(w) 1 F(w)«(w)dw. 

Aquí se pudo intercambiar la suma y la integral por la convergencia en 
L 2 de la suma. Así por el punto (6) del teorema anterior 

K(z, w) = L ej(z)ej(w). 
j 

Ahora enunciamos un resultado que se necesitará más adelante. 

o 

Teorema 8. Sea S = L:%:l bk una serie de términos reales no-negativos. 
Sean Iki , i = 1, 2, ... , tales que 

1) O < I ki < 1, 

2) lím Iki = 1, t-+oo 

y sean Si = L:%:llkibk. 
S converge si y sólo si los Si están uniformemente acotados, y en ese caso; 
S = lími-+oo Si. 

Demostración. ::::}) Como Iki bk ~ bk para toda i y k 

00 00 

Si = Llkibk ~ Lbk = S. 
k=l k=l 
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{:::) Como S = límN-+oo L~=l bk, analizaremos cada suma parcial. Para 
cada i 2 1, independiente de N, tenemos 

N N N 

L bk = L '"'Iki bk + L(1- '"'IkJbk 
k=l k=l k=l 

00 N 

::; L '"'Ikibk + L(1- '"'IkJbk 
k=l k=l 

N 

::; M + L(1 - '"'IkJbk 
k=l 

Si tomamos el límite con respecto a i 

lím t bk ::; lím (M + t(1- '"'IkJbk) 
1.-+00 '1.-+00 

k=l k=l 
N N 

'" bk ::; M + L lím (1 - '"'IkJbk L t--+oo 
k=l k=l 

::;M 

por lo que S converge. 

Ahora, calculamos 

00 

lím Si = .lím L '"'Iki bk 
1,-+00 1. --+00 

k=l 

= .lím lJi(k)dp,(k) 
2-+00 JM 

donde Ji (k) = '"'Iki bk Y dp,( K) es la medida que cuenta. Si g( k) = bk, notamos 
que Ji(k) ::; g(k) Y g(k) E L1(N). Aplicando el teorema de Convergencia 
Dominada 

o 
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1.2. El espacio de Bargmann g¡}cn 

El material de esta sección sigue la presentación de B. Hall [11] para el es
pacio de Bargmann &8cn excepto el criterio 1, el cual es tomado de Bargmann 
[2]. 

Definición 1.1. El espacio de Bargmann, &8cn, es el espacio de funciones 
analíticas 

con ti la constante de Planck. 
Esto es, 

donde 
dP,n(z) = Pn(z)~x dny, 

con Z = (Zl,··· ,zn) x + iy Y IzI2 = IZll2 + ... + IZnI2. Además, para 
f,9 E &8cn, el producto interior esta dado por 

Queremos calcular el núcleo reproductor. Para usar el teorema 7 necesi
tamos encontrar una base ortonormal. Así tenemos el siguiente 

Lema 1.2. {U[V] = ~} forma una base orionormal para &8cn 
IiJvl [v!] 

vENn 

Demostración. Primero realizamos la siguiente 

Observación: Si consideramos la función 

para l, m E Nn
, 

entonces notamos que 9CT(Z) --+ z[l]z[m] de manera puntual, cuando 
(J ~ oo. Además 
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puesto que z[l] y z[m] están en L2(Cn, dJln) y utilizando Holder. Por 
tanto, por el Teorema de Convergencia Dominada 

(1. VI) 

Ahora, realizaremos la prueba en dos pasos: 
Paso 1. Mostraremos que el conjunto es ortonormal. Para l, m E Nn tenemos 

por (LVI) 

usando coordenadas polares, donde Zk = Tkei(h 

lo cual es cero para m =1= l 

realizando el cambio de variable u = rJ / n, obtenemos 

1 n la 
= -[ 'l rr lím u

mj e-U
dU6[m][l] m. a->oo O 

j=l 
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que al integrar por partes mj veces 

(U[I],U[m]) = -[ 1,] rr mj! lím (_e-S) la = 6[m][I]' 
m. · a-+oo O 

j = l 

Paso 2. Probaremos que es un conjunto completo. Para esto, supongamos 
que para alguna f E !JlJcn se tiene que (U[m], f) = O para toda m E Nn. 
Entonces calculamos 

(U[m],J) = Jñl~I[m!] in z[m]f(z)dJ-Ln 

= 1 lím r z[m] f(z)dJ-Ln 
Jñ1ml [m!] a-+oo } B(O¡a) , 

donde esta última igualdad es por el Teorema de Convergencia Dominada con 
un argumento muy similar al de la observación de un principio. Pero ahora 
tenemos que la expansión en serie de f como en (1.1) converge uniformemente 
sobre el conjunto B(O; CT), por lo que podemos intercambiar la integral con 
la suma obteniendo 

observamos que nos encontramos en el cálculo del paso 1, por lo que la 
integral es distinta de cero para lJ = m con lo que solo un término de la suma 
sobrevive. Así 

/ 1 z[m] z[m] 
(U [m] , f) = a [m] V ñlml [m!] lím !Cil rr:::::ildJ-Ln, 

a-+oo B(O¡a) V [m!] V [m!] 

= a[~]J'--ñlm-I-[m-!] (U[m],U[m]) 

= a[m] J ñlml [m!]. 

Esto nos dice que a[m] Jñ1ml [m!] = O para toda m E Nn, lo que implica que 
f tiene que ser la función idénticamente cero. 

o 
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Ahora notamos que en el caso n = 1, el núcleo reproductor es 

00 j _ j 00 ( _)j 
K(z w) = '" z W = '" ~ = ez

.
w/h

. , L (fo;i .,)1/2 (fo;i .,)1 /2 L ñ}J'! 
)=o/vJ. /vJ. )=0 

(LVII) 

Para el caso n ~ 1 tenemos 

Teorema 1.3. Para n ~ 1, el núcleo reproductor para el espacio !}gen está da
do por 

K(z, w) = ez·w/ñ, 
donde z . iD = Zl . tUl + ... + Zn . tUn . En particular se obtiene la cota puntual 

IF(z)1 2 ~ elzl2/h IIFII2 , 

para toda F E !!lJen Y toda z E C n . 

Demostracion. Utilizaremos el punto (6) del teorema 6. 
Sea z E Cn y consideramos la función 

1/Jz(w) = e z.w/h. 

Es claro que 1/Jz es analítica, entonces verificamos que está en L2(Cn, Pn) 

(n7r)-n r 11/Jz(w) 12 e-lwI2/hdw = (n7r)-n r e Z.W/hez.w/he- lwI2 /hdw 
len l en 

= (n7r)-n r e21Rz.w/he- lwI2 /hdw < 00 

len 

ya que e-lwI2/h decrece más rápidamente que e21Rz.w/h con respecto a w. 

Ahora mostraremos que cumple con la propiedad: 

F(z) = (n7r)-n r ez.w/hF(w)e-lwI2 /hdw, 
len 

Primero verificamos que se cumple para funciones analíticas con la propiedad 
de que para cada w· F(W1 ... W· ... w) esté' en L2(C (n7r)-le-lwjI2/h) , )", ), ,n , 

con las demás variables Wk =i Wj fijas. 

(n7rtn r e z,w/hF(w) e-lwI2/hdw 
l en 

¡ i Z¡ 'W¡ Zn ',W-n _ ¡w¡ 12 _ ¡wn 12 dW1 dWn 
= ... e Ii ···e Ii F(W1,'" ,wn)e Ii .. ·e Ii - •.. -

e e ~ ~ 



18 Transformada de Bargmann 

por las características de F podemos calcular las integrales separadas 

aplicamos el resultado para el caso n = 1 

Ahora solo falta ver que se cumple para F cuadrado integrable con res
pecto al peso Pn' Para esto, notamos que si F es un polinomio de grado N, 
entonces F es polinomio en cada variable con las demás fijas, por lo que se 
puede ver como 

N 

F(z) = L C[kjz[kj 

k=O 

que claramente es cuadrado integrable. 

Dado que el conjunto de polinomios es el generado por los elementos de la 
base, entonces el conjunto de los polinomios es denso en 8lJcn, para F E 8lJcn. 

Así tenemos que la propiedad se cumple para un conjunto denso por lo que se 
cumple para todo el espacio. Por lo tanto, aplicando el punto (6) del teorema 
6, K(z,w) = ezow/ fi . 

o 

Notación 1.4. Nótese que tanto la definición de espacio de Bargmann, de 
su base y el núcleo reproductor, llevan consigo la constante de Plank, n. 
En realidad lo anterior funciona para n cualquier constante, en particular 
n = 1. Por comodidad, denotaremos con B~~, p~fi) Y K(fi)(z, w) al espacio de 
Bargmann, su medida y su núcleo reproductor cuando n =1= 1. 

Ahora, a través de funciones analíticas podemos definir conjuntos de fun
ciones en el espacio de Bargmann, esto es 
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Definición 1.5. Sea F E H(en ). Para O < A < 1 definamos 

FA(z) = F(AZ). 

Observación 2. Notamos que si F E ~cn, FA está en ~cn, ya que es analítica 
y además, por el teorema 1.3 

por lo que FA E L2 (en, Pn) para valores de O < A < 1. 

Así se tiene un criterio, dado por Bargmann en [2]' que determina cuándo 
la función F dada como arriba está en ~cn. 

Criterio 1. Sea F E H(en ). 

F E ~cn <===? FA E ~cn y existe M tal que "FA" ~ M V O < A < 1. 

Más aún IIF - FAI12 = ¿mENn IC[m] 1
2 (1- A[mJ)2. Así si F E ~cn entonces 

FA tiende en norma a F, cuando A --+ 1. 

Demostración. Por la observación 2, tenemos que FA E ~cn. Como {U[m]} 
es base para ~cn, entonces consideramos a F de la forma 

F(z) = L C[mJU[m] , 
mENn 

entonces 

FA(z) = L C[m]A[mJU[m]' 
mENn 

Además sabemos por la identidad de Parseval que 

IIFAI12 = L I(U[m], FA) 1

2, 
mENn 



20 Transformada de Bargmann 

así que 

IIFAI12 = L / U[m] , L C[V]>.lV]U[V]) 2 
mENn \ vENn 

= L 1 (U[m] , C[m]A[m]U[m]) 1

2 

:::; L IC[m]1
2 

= IIFII2 . 
mENn 

Ahora demostraremos la otra dirección. Por ser F analítica, se puede ver 
como 

F(z) = L C[m]U[mJ> 
mENn 

y como IIFII se define por 

IIFII2 = L IC[m]1
2 

, 
mENn 

entonces tenemos que mostrar que ésta suma es convergente. Por hipótesis, 
las normas 

IIFAII2 = L IC[mJl2 A21ml 

mENn 

están uniformemente acotadas para O < A < 1. 

Ahora consideremos una sucesión {Ai} tal que O < Ai < 1 Y Ai -t 1 
cuando i -t oo. Si denotamos por 

Si = IIFAi 11
2 

= L jc¡mJl2 A~lml , 
mENn 

entonces, por el teorema 8, las Si convergen a ¿mENn IC[m]1
2 

= IIFII2 < oo. 
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Por lo anterior, notamos que 

IIF - FAI12 = L 1 (U[mj, (F - FA)) 1

2 

mENn 

= L I(U[m], F) - (U[m], FA) 1

2 

= L IC[mJl2 (1 - A[m]) 2. 
mENn 

Notamos que IC[mJl2 (1 - A1ml)2 ::; IC[mJl2 E U(Nn). Como {IC[mJl2} E 

Ll(Nn ) entonces por lo anterior y por el teorema de Convergencia Dominada 

D 
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1.3. La transformada de Bargmann BJRn 

La presentación de la transformada de Bargmann, la prueba de que es 
unitaria y una versión de la transformada inversa se sigue del artículo de 
Bargmann [2], aunque en algunos pasos se dan con más detalle. Se ofrece una 
demostración alternativa de la analiticidad de la transformada de Bargmann 
aplicada a una función en L2(JRn) y se prueba otra versión de la inversa de 
la transformada de Bargmann la cual solo se presenta en [2]. También se 
presenta la forma de la transformada de Bargmann cuando se considera un 
valor para la constante de Planck, ñ, diferente de uno en la definición del 
espacio de Bargmann. 

Consideramos los espacios L2(JRn) y !J8cn con los productos internos 

respectivamente. 

Definición 1.6. Para Z E en y x E JRn, definamos 

A ( ) - -n/4e- 1 (z2+x2_2V2z.x) n Z,X - n 2 

donde z2 = zr + ... + z~, X2 = xi + ... + x~, z . x = Z¡X¡ + ... + ZnXn' 

Lema 1.7. Para Z fijo, An(z, x) E L2(JRn). 

Demostración. Calculamos 

{ An(z, x )An(w, x)rttx 
JIRn 

= { n-n/2e-~(z2+x2_2V2z.x)e-Hüi2+x2_2V2w.x)rttx 
JlRn 

= n-n/2 lím ( ez.we-(x2-V2(z+w).x+~(z+w)2)dnx 
r--->oo J B(Ojr) 

= n-n/2ez.w lím { e-( x- ~(z+w)f dnx 
r--->oo J Pr(O) 

= ez .w. 
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D 

Ahora definimos la transformada de Bargmann 

dada por 

Llamaremos a la función An(z, x) el núcleo integral del operador integral 
BJRn. 

Necesitamos comprobar que este operador esté bien definido, pero por el 
Lema anterior y como 'I/J E L2(lR.n) podemos utilizar la desigualdad de Holder 
con lo que An(z, x)'I/J E Ll(lR.n). 

Ahora tenemos el siguiente 

Teorema 1.8. BJRn es un mapeo unitario de L2(lR.n) sobre !18cn . 

Demostración. La prueba se realizará en cuatro pasos. El primero es com
probar que para cada 'I/J E L2 (lR.n) , su transformada, BJRn'I/J, sea analítica. El 
segundo paso es probar que está en L2(Cn, Pn).El tercer paso es probar que 
BJRn es una isometrÍa y por último, probar que es unitario. 

Paso 1. Sea'I/J E L 2 (Jl~n). Sea r = ([1,· .. ,rn) donde cada rj es una curva 
cerrada planar en te, y realizamos la siguiente 

Observación 3. La función An(z, x)'I/J(x) está en Ll(lR.n x r). Esto 
es, 

1 r IAn(z, x )'I/J(X) I dnx dz :S lIIAn(z, .) IIL2(JRn) 11'l/J11L2(JRn) dz 
7 JJRn 7 

= 11'l/JIIL2(JRn) ! eJ:t dz 

< oo. 



24 Transformada de Bargmann 

Con esto podemos utilizar el Teorema de Fubini, es decir; se pueden 
intercambiar las integrales. 

Para ver que la transformada de Bargmann de 'IjJ es analítica usaremos 
el Teorema de Morera, por lo que primero verificamos que es continua. 
Sean {zm} y Zo en en tales que Zm ---+ Zo. Entonces por demostrar que 
BRn'IjJ(zm) ---+ BRn'IjJ(zo ). Pero 

IBRn'IjJ(zm) - BRn'IjJ(zo) I 

= 11n [An(zm, x) - An(zo, x)] 'IjJ(X)dnxl 

::; r IAn(zm, x) - An(zo, x)II'IjJ(x) I dnx 
JRn 

= 7r-n/4 1n le-Hz;'+x2-2v12zm.x) - e-Hz5+x2_2v12zo'X) I 1'IjJ(x) I dnx 

= 7r-n/4 1n 1'IjJ(x) I e -x22I e-Hz;'-2v12zm.x) - e-Hz5-2v12zo'X) I ~x. 

Ahora queremos tomar el límite cuando m ---+ 00, pero para meter el 
límite a la integral necesitamos acotar 

Para esto, consideramos la función analítica 

Así por la fórmula integral de Cauchy, tenemos que para cualquier curva 
cerrada 'Y 

y 
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Entonces, como {zm } es de Cauchy, tomamos N E N tal que para 
n 2: N , Ihl :s; 1/2 con h = Zm - Zo 

le-Hz~-2v12zm .x) _ e-HZ5-2v12ZO 'X)I 

= Ig(h) - g(O)1 

:s; ~ 1Ig(7])'1-1- - ~I dl7]l, 
21f ~ 7] - h 7] 

si en particular ! es la curva cerrada centrada en el origen y de radio 
1, entonces 

pero 17] - h 1 2: ~ y 17] 1 = 1 

Por tanto 

Con esto, como la función exponencial es continua, entonces 

:S;1f-n/4 r I~(x )le- X22 lím I e-Hz~-2v12zm'x)_ e-Hz5-2v12zo'x) I dnx 
JlRn m""" 00 

= O. 

Ahora realizamos el siguiente cálculo 
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utilizando la observación 3 

= 1f-n/4 r r e-Hz2+x2_2v12z,x)'lj;(x)dzcrx 
JRn J-y 

= 1f-n/4 r e- x2
2 
'lj;(x) r e-Hz2-2v12z,x)dzdnx 

JRn J-y 
= 1f-n/4 r eX: 'lj;(x) r e-Hz-vI2x)2 dzdnx, 

JRn J-y 

pero la última exponencial es una Gausseana, y es analítica, por tanto, 
por el teorema de Cauchy esa integral es cero. Aplicando el teorema de 
Morera se tiene que BRn'lj; es analítica. 

Paso 2. Sea O < A < 1. Primero verificamos que las siguientes integrales 
sean finitas 

ln ln IAn(AZ, X)'lj;(X)An(AZ, y)'lj;(y) I dnxcry 

ya que A < l. 

:s IIAn(.Az, ·)IIL2(Rn) 11'lj;llp(Rn) r IAn(AZ, y)'lj;(y)lcry 
JRn 

:s II An(Az, ')lIi2(Rn) 11'lj;lli2(Rn) 
,\21z12 11 11 2 

= e 'lj; p(Rn) < 00, (l.VIII) 

por l.VIII 

(l.Ix) 

ASÍ, como BRn'lj; E H(Cn), sea (BRn'lj;),\ como en la difinición 1.5. Esto lo 
hacemos con la finalidad de poder usar el teorema de Fubini y para que 
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el núcleo integral An(.\ z, x) esté en L 2 (en, /ln), con O < A < 1. Entonces 
trataremos de buscar una cota uniforme para II (BlRn 'lj;hIIL2(en,dJin)' 

r (BlRn'lj; h (z )(BlRn 'lj; )>. (z )d/ln(z) len 
= 1n (ln An(AZ, X)'lj;(X)dnx) (ln An(AZ, y)'lj;(Y)dny) d/ln(z) 

por LVIII, aplicando Fubini, se tiene 

por 1.IX, aplicando Fubini, se tiene 

A partir de este momento, supongamos que 'lj; es una función continua 
de soporte compacto, esto es; 'lj; - O fuera de la esfera Br centrada en 
el origen y de radio r. 
Notamos que si la integración en x, y se realiza sobre B r , entonces la 
integral anterior es absolutamente convergente. Esto se ve fácilmente 
en una analogía con LVIII. 

Regresando al cálculo anterior, Bargmann en su artículo realiza el cálcu
lo para la segunda integral obteniendo 

Por lo que tenernos 

Realizamos el cambio de variables 

1 
s = "2 (x + y), 

1 
t="2(x- y ), (Lx) 
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y notamos que é - O cuando A-l. Entonces 

Además, de l.x, se tiene que y = s - t Y x = s + t. Como lo notamos 
anteriormente, la convergencia absoluta en Br , el rango de s, t es sobre 
Br' Por tanto 

in (B@.n'IjJ);.(z)(BlRn'IjJ);.(z)df.J,n(z) 

= r 'IjJ(s + t)'IjJ(s _ t) (1 + é2) n e-e:
2
s

2 (2é7r1/ 2) -n e-c-2t22n~t~s 
JBr 

= (1+é2r J e-e:
2

S
2 (é7r1/ 2)-n J e-c2t2'IjJ(s+t)'IjJ(s-t)~t~s 

Isl:Sr Itl:Sr 

si hacemos t' = ~ 

donde 
Ne:(s) = 7r-n/2 J e-(t

l

)2'IjJ(s - ét')'IjJ(S + ét')dnt'. 

Debido a que le-(t l )2'IjJ(s - ét')'IjJ(S + ét') I ~ e-(t')2I1'IjJII~, tenemos que 

límNc(s) = 7r-n/2 J e-(t' )2 1'IjJ(s)1 2 dnt' 
e:->O 

= 1'IjJ(s) 1
2 

7r-n/2 fr J e-(t' j)2 dt'j 
j=l 

= 1'IjJ(s) 12 
. 
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Esto es, Né(s) converge uniformemente a 17P(s)1 2 cuando é ~ O. En
tonces 

Se sigue de aquí que las normas IIB]Rn7P,\lIp(Cn,d¡.tn) están uniformemente 
acotadas. Además como B]Rn 7P es analítica se sigue de la observación 2 
que (B]Rn 7P h E fJ8cn. Pero por el criterio 1, B]Rn E fJ8cn Y 

IIB]Rn7PII~2(cn,d¡.tn) = l~ II(B]Rn7Phll~2(cn,d¡.tn) = 117P1I~2(]Rn ). 

Así B]Rn es una isometría sobre las funciones continuas en ]Rn de soporte 
compacto. 

Paso 3. Sea 7Po E L2(I~n). Como el conjunto de funciones continuas con 
soporte compacto es denso en L2(]Rn), existe una sucesión {7Pj} de 
estas funciones tales que convergen a 7Po en norma. Sean fo = B]Rn 7Po y 
fj = B]Rn 7Pj. La sucesión {fj} es de Cauchy en fJ8cn puesto que 

11 iJ - fk 11 L2(Cn ,d¡.tn) = 11 BIRn 7Pj - BIRn 7Pk IIL2(Cn ,d¡.tn) = l1 7Pj - 7Pk 11 p(IRn) . 

Entonces existe 9 E fJ8cn tal que iJ ~ 9 en norma. Nótese que en el 
espacio de Bargmann la convergencia en norma implica convergencia 
puntual en todas partes, esto es, por la existencia del núcleo reproductor 
se tiene que 

fj (z) = \ K (z, .), fj) -+ \ K (z, .), g) = 9 (z ) 

Así, g(z) = límj->oo iJ(z) para cada z. Como An(z, x) E L2(]Rn) tenemos 
que 
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lo cual implica que Jo = g. Por lo tanto 

IIB]Rn1/JollL2(cn d/J ) = lím IIB]Rn'lhllL2(cn dll ) = lím II1/JjIlL2(]Rn) 
, ,.......n )-+00 l r-n )-+00 

= II'lj;ollL2(]Rn) , 

establece que B]Rn es una isometrÍa sobre L2 (lRn). 

Paso 4. Debido a que B]Rn es una isometría, implica que sea inyectiva. Por 
lo que solo queda mostrar que es sobre, pero basta con mostrar que 
Ran B]Rn es denso en 88cn. Ahora, como 88cn es de Hilbert podemos 
verlo como 

es 

88cn = (Ran B]Rn) EB (Ran B]Rn)1- . 

Entonces por demostrar que (Ran B]Rn)1- = {O}. Para esto, sea F E 

(Ran B]Rn)1- y el núcleo reproductor K(z, w) = ez.ÜJ del espacio de 
Bargmann. Observamos que K(z, w) está en el rango de B]Rn. 

(B]RnAn(w, .)) (z) = r An(z,x)An(w,x)dnx 
l]Rn 

= ez.ÜJ 

por tanto 

por el Lema 1. 7, 

/ K(z, .), F) = r K(z, w)F(w)d/-ln(w) = F(z), 
\ fAcn lcn 

por la propiedad (2) del teorema 6 de los preliminares. Por estar F en 
el complemento ortogonal del núcleo, F(z) = ° para toda z. Por tanto, 
el Ran B]Rn es denso y con esto, B]Rn es unitario. 

o 

Otra forma de verificar la analiticidad de la Transformada de Bargmann 

Demostración alternativa. Necesitamos verificar que es continua y que a~. B]Rn1/J 
J 

existe, es decir, que el límite de 

B]Rn'lj;(zo + h) - B]Rn'lj;(zo) 
h 

h = (O,, .. ,0, h, 0, ... ,O), 
j 
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existe para cada j = 1, . .. ,n. 

Es suficiente mostrar para el caso n = 1. Consideramos la función 

gzo ,x(h) = e-Hh2 -2h(zo+V2x)). 
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Es claro que esta función es analítica, entonces para cualquier curva cerrada 
'Y, por la fórmula integral de Cauchy 

(h) = _1 ¡ gzo,x(r¡) d 
gzo,x 2' h r¡. 

7r~ 'Y r¡ -

Además, 

1 = (O) = _1 ¡ gzo,x(r¡) d . gzo,x 2' r¡ 
7r~ 'Y r¡ 

Con esto, podemos calcular 

1 
h (BlRn'ljJ(zo + h) - BlRn'ljJ(zo)) 

= 7r-1/ 41 * ( e-H (zO+h)2+x2_2V2(zo+h)x) - e - Hz5+x2_2V2zoX)) 'ljJ(x }dx 

= 7r-1/ 41 e-Hz5+X2_2V2zox)* {e-H2Zoh+h2-2V2hX) -1} 'ljJ(x)dx 

= 7r-1/ 41 e-Hz5+X2_2V2Zox)* (gzo,x(h) - 1) 'ljJ(x)dx. 

Queremos garantizar la existencia del límite, cuando h - O, a través 
del teorema de Convergencia Dominada. Para esto, necesitamos acotar las 
dos exponenciales en la integral de arriba, pero notamos que la primera nos 
representa una Gausseana que no depende de h y además decrece de manera 
cuadrática. Por tanto solo queda acotar a ~ (gzo,x(h) - 1). 

1 1 r (1 1) h (gzo,x(h) - 1) = 27rih J'Y gzo,x(r¡) r¡ _ h -;j dr¡ 

= 2~i l gzo,x(r¡) ((r¡ ! h)r¡) dr¡ 

que al aplicar valor absoluto 
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Sin pérdida de generalidad podemos suponer que , es la circunferencia 
unitaria centrada en el origen, y que Ir¡ - hl ~ 1/2 

entonces 

Por tanto, 

Figura .1. 

I~ (9zo,x(h) - 1)1 ~ r¡::e~ie 19zo,x(r¡) I Ir¡ ~ hl 
eE[O,l] 

~ 2 máx 19zo,x(r¡) l· 
e2,..,e 

r¡= 
eE[O,l] 

Notamos que la Gausseana decrece más rápido que el segundo factor, 
que depende de manera lineal en x en la exponencial. Entonces tenemos una 
función en L1(IR), por lo que el límite existe. 

o 

1.3.1. La transformada de Bargmann Bi:2 
Al considerar ñ, la constante de Plank, en la definición de espacio de 

Bargmann, tenemos que la transformada de Bargmann sobre este espacio 
esta dada por 

donde 
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Para z E en y x E ]Rn se tiene que 

A (ñ) ( ) - f:.-n /4A (~ ~) n Z, X-n n fil/2' fil /2 (LXI) 

por lo que se puede relacionar a B~~ con B]Rn 

pero para 'ljJ E L2 (]Rn) podemos definir la función 'ljJñ(Y) = 'ljJ(fi1/ 2y), entonces 

. x 
SI y = ñ1/ 2 

(ñ) ( ) _ -n/4 r (~~) (~) B]Rn'ljJ z - fi J]Rn An fil/2 ' fil /2 'ljJñ fil /2 ffl'x 

= fi-
n
/
4
1n An (fi:/2' y) 'ljJñ(y)fi

n
/
2
d
n

x 

= fin/4B]Rn'ljJ (fi:/2) ' (1.XII) 

Por lo anterior tenemos que B~~'ljJ está bien definida y además está en el 

espacio de Bargmann 88~. 

Teorema 1.9. El mapeo B~~ : L2 (]Rn) ~ 88~~ es unitario. 

Demostración. Para probar este teorema, basta mostrar que el mapeo es 
isometría y que su rango es denso (como en la prueba del teorema 1.8) . Así, 
calculamos 
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. z 
SI W = ñ}/2 

= fin/2 r I BlRn'ljlñ(W) 1
2 d/-Ln(w) 

len 
= fin/21IBlRn'ljlñll~ 

=c4 

= fin/211'1j1ñll~2(lRn) 

= fin/2 r l'ljlñ(X)1 2c?x 
llRn 

= fin/2 r 1'IjI (fii/2X) 12 c?x 
llRn 

= 11'ljl1I~2(lRn) . 

Para mostrar que el rango de B~~ es denso, basta mostrar que el núcleo 
reproductor K(z, w) = ez.w/ñ, dado en el teorema 1.3, está en el rango de la 
transformada. Pero como A~)(z,.) E L 2 (lR.n ) se tiene que 

[B~~A~)(w,x) (z) = [B~~fi-n/4An (w,,~)] (z) 

= fi-n/4 [B~~An (w,'~) 1 (z) 

- -n/hn/4 [B A (~~)l (~) - fi n lRn n/j fil/2' fil/2 fil/2 

= [BlRnAn (fi~2'X) 1 (fi~/2) 
= ez.w/ñ. 

o 

Ahora, por la sección 1.3 sabemos que { U[m]} es una base ortonormal para 
!}len. Dado que BlRn es unitario, nos interesa encontrar las funciones <P[m] en 
L 2 (lR.n ) tales que 

U[m](z) = (BlRn<P[m]) (z) 

= r An(z, x) <P[m] (x)dnx. 
llRn 

(LXIII) 
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Notamos por el lema 1. 7 que 

(LXIV) 

entonces podemos ver a los u[m] como 

Si sustituimos el valor de eboz
, como en LXIV, obtenemos 

suponiendo que podemos meter la derivada en la integral, justificado más 
adelante, 

Dado que B]Rn es unitario , de LXIII y lo anterior 

si consideramos b' = ~ 

</> = e-T D[m] e-b +2b °X 
rr - n

/
4 .,2 ,2, I 

[m] , P']2Iml/ 2 b' o 

V lm!J b'=O 

Notamos que la función e-b,2+2b'ox es la función generadora de los poli
nomios de Hermite Hn(x). Por tanto {</>¡m]} es el conjunto de funciones de 
Hermite en L2(lR.n). Como {U[m¡} es base ortonormal, entonces {</>[m]} lo es 
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también. 

Para la suposición anterior verificamos si el límite existe, esto es 

(l.xv) 

Usaremos el teorema de Convergencia Dominada para garantizar que el 

1'" 1 . ' f ' e x2 1 {e- 1(h2 -2V2h.X) 1} lmIte eXlste, por o que necesItamos ven Icar que -2 h 2 -

esté en L2 (lRn ). Para esto, consideramos, como la circunferencia centrada 
en el origen y de radio 2. Así por la fórmula integral de Cauchy 

y 

entonces 

que en valor absoluto 

tomando h ::; 1 
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Figura 2. 

se obtiene 

I~ {e- Hh2-2V2h.X) -1}1 ~ 4~ l el-Hw2 -2V2w.x)lldwl 

~ e2(1+V2lx l). 

Tenemos entonces que 

Por tanto, en l.xv existe el límite. 

1.3.2. La inversa de la transformada de Bargmann 

37 

En una dimensión, debido a que An(z,x) es analítica en z, podemos con
siderar lo como 

Para n > 1 

An(z, x) = 2:: 4> [m] (X)U[mJ (z) . 
mENn 
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Por tanto, para 'IjJ E L2 (lRn) 

(Bll{n'IjJ) (z) = r An(z,x)'IjJ(x)c?x 
lJRn 

= 1 L 4>[m](X)U[m](z)'IjJ(x)dnx 
ll{n mENn 

= 1 L U[m] (z)4>[m] (x)'IjJ(x)c?x. 
ll{n mENn 

Si tomamos 'IjJ = 4>[v] obtenemos, de una manera informal, 

Esto nos sugiere que 

(B;Jf) (x) = ¡ L U[m](z)4>[m](x) f(z)dl1n(z) 
en mENn 

para x fijo. 

= r An(z,x)f(z)dl1n(z) =: (Wnf) (x), 
len 

(l.XVI) 

(l.XVII) 

Pero sabemos, por el cálculo realizado por Bargmann [2] al final de su 
sección uno, que An(-' x) í. L2(Cn, Pn). Entonces es preciso definir la inversa 
de la transformada de Bargmann de otra manera. Para esto, dada f E !!lJen 
consideraremos sus correspondientes {f>,}, O < A· < 1, dadas como en la 
definición l.5. Sabemos que 

con a una constante positiva. Entonces aseveramos que Wn ¡". está bien 
definido. Usando la cota anterior notamos 

IAn(z, x)hl Pn(z) ~ n-n/4Ie-Hz2+x2_2V2z.x) Ilh(z)1 Pn(z) 

:s; an-5n/4 1 e-H z2+x2- 2V2z.x) I e-~(2-..\2)lzI2 
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si z = p + iq 

::; 0'.7r-5n/ 4 1 e-~ (p2_q2+x2) e V2px eipq-V2qx I e-~(2->.2)(p2+q2) 

::; 0'.7r-5n/ 4 1 e-~(p2_q2+x2) e V2px I e-~(2->.2)(p2+q2) 

-5 /4 - [3_,\2 p2+ 1_,\2 q2+1x2] +V2px 
::; 0'.7r n e 2 2 2 • 

Con esto obtenemos que WnJ>. está bien definido. Si tomamos 'IjJ = WnJ>., 
queremos verificar que 'IjJ E L 2 (lR.n) por lo que es necesario acotar 

1'IjJ(x) I ::; r IAn(z, x)IIJ>.(z)1 Pn(z)dz len 
por lo anterior 

( 2) 1/2 si r = 1-;>. q 

( 2) 1/2 
si s = 3-2>' P - ~x 

(3->.2) 
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Así, 'ljJ E L2 (lRn ). Mas aún tenemos que es una función entera. Ahora se 
probará que B;)f>.. = Wnf.x, pero es suficiente mostrar que BlRn (WnI>J = 1>,. 
Como necesitamos mover las integrales, tenemos que acotar 

I An ( W, x) An (z, x) f>. (z ) I Pn (z) 

~ an-n / 2 1 e-H w2+x2-2V2w-x) e-Hz2+x2- 2V2z-x) I e~>.2IzI2 e-1z12 

si W = u + iv y z = p + iq 

::; an-n / 2 1 e-H u2-v2+x2-2V2ux) e-Hp2-q2+x2-2V2px) e-~(2->.2)(p2+q2) I 
~ an-n/2eH v2-u2-2V2ux) e-! [(1_>.2)(p2+q2)+2(x2+p2+q2+V2PX)] 

esto es, está acotado por una Gausseana por lo que se puede aplicar Fubini 
en 

B]Rn (Wnf>..) (w) = r An(w, x) r An(z, x)f>.(z)dnxdJln(z) 
l en llRn 

= r f>..( z ) r An(w, x)An(z, x)dnxdJln(z) 
len llRn 

= r ew
-
z f>..(z)dJln(z) 

len 
= f>..(w). 

Esto último por las propiedades del núcleo reproductor. Ahora, definamos 
B;! f, f E 88en, como sigue 

(l.XVIII) 

Otra versión de la inversa está dada por 

(l.XIX) 

con m = 1,2,'" ,no 
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Para ver esto, primero comprobamos que esta bien definida acotando 
la integral, para cada a > O. Como f E L2(Cn, Pn), en particular f E 

Lroc(Cn, Pn). Así necesitamos que el núcleo integral An(z, x) , con x fijo, 
esté en Lroc(Cn, Pn), por lo que calculamos 

J IAn(z, X)12 d/-ln(z) = 7r -~n J le-Hz2+X2_2v'2Z'X] 1
2 
e-1z12 dzdz 

I z l~er Izl~er 

si z = q + ip 

= 7r -~n J e-[q2-p2+x2-2v'2q.x] e-q2 - p2 ~q~p 

Izl~er 

=7r -~n e-x2 J e-[2q2-2v'2q,x]~qdnp , (l.Xx) 

Izl~er 

que es finito. Con esto, podemos aplicar la desigualdad de Schwarz en 

¡,la An(z, x)f(z)di'n(z) 2 :S ela IAn(z, x)f(z) I dl'n(z)) 2 

::; J IAn(z, X)12 d/-ln( z ) . J If( z )1 2 d/-ln( z ) < oo. 

IZml~er IZml ~O' 

Por tanto, el lado derecho en (l.xIX) está bien definido. 

Ahora, dada f E ~cn, consideremos para cada a > O las funciones 

'l/Jer(x) = J An(z, x)f(z)d/-ln(z). 

IZml~O' 

Por lo anterior tenemos que 'l/Jer está bien definida. Además 'l/Jer E L2 (lRn
) : 

ln I'l/Jer(x) 12 
dnx ::; ln J IAn(z, X)12 d/-ln(z), J If(z)1

2 
d/-ln(z)dnx 

I Zml~er IZml~er 

::; Ilfll~cn Ln J IAn(z, X)12 d/-ln(z)~X 
I Zml~er 
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pero por (l.xx) es claro que podemos aplicar Fubini 

{ l1jJo-(x) 1
2 dnx = IIfll~ n J (IAn(z, x)1 2 dnxdJ-Ln(z) 

JRn e JRn 
IZml~o-

= IIfll ~cn J e1zI2 
dJ-Ln(z) 

IZml~o-

= e IIfll~cn < 00, 

con e una constante que depende de a. Entonces le podemos aplicar la 
transformada BRn 

BRn1jJo-(Z) = ( An(z, x)1jJo-(x)dnx 
JRn 

= in An(z, x) J An(z, x)f(w)dJ-Ln(w)~x 
IWml~o-

pero, si z = q + ip Y w = a + ib, 

::; const(z) J e-x2 J e-[2b2+a2-v'2(q+a)ox]~a~b~x. 
IRn IWml~o-

Entonces podemos aplicar Fubini obteniendo 

BRn1jJo-(z) = J f(w) J An(z, x)An(w, x)dnxdJ-Ln(w) 

IWml~o- IRn 

= J f(w)eZowdJ-Ln(z). (l.XXI) 

IWml~o-

Nuestro objetivo es calcular que tan cerca están los BlRn1jJo- de f, cuando 
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(J -t 00" 

IIf - BlRn'I/J(7I1~cn 

= ( If(z) - BlRn'I/J(7(Z) 1
2 d/ln(z) len 

= { 1 ( f(w)eZ"Wd/ln(W) -1 f(w)eZ"Wd/ln(w) 1

2 

d/ln(z) len len IWml~(7 

= (I1 f(w)eZ"Wd/ln(w) 1

2 

d/ln(z) len IWml~(7 

= in J f(w)eZ"Wd/ln(W) J f(r¡)eZ"r¡d/ln(r¡) d/ln(z) 

IWml~(7 lr¡ml ~(7 

in J J If(w)f(r¡)ez.wez.wl d/ln(r¡)d/ln(w)d/ln(z) 

IWml~(7 lr¡ml~(7 

43 

~ J If(r¡)1 2 
d/ln(r¡) J leZ

·
7j12 d/ln(r¡) if/ln(z) < oo. 

lr¡ml~(7 lr¡ml ~(7 

Por lo que podemos aplicar Fubini obteniendo 

IIf - BlRn'I/J(7I1~cn 

= J J f(r¡)f(w) in e Z·7jeZ.Wd/ln(z)d/ln(w)d/ln(r¡) 

lr¡ml~(7 IWml~(7 

= J J f(r¡)f(w) (K(.,r¡),K(.,w))~cn d/ln(w)d/ln(r¡) 

lr¡ml~(7 IWml~(7 

= J J f(r¡)f(w) (BlRnAn(r¡, .), BJRnAn(w, ·)).9iJcn d/ln(w·)d/ln(r¡) 

lr¡ml~(7 IWml~(7 

= J J f(r¡)f(w) (An(r¡, .), An(w, ·))JRn d/ln(w)d/ln(r¡) 

lr¡ml~(7 IWml ~(7 

= J J f(r¡)f(w)er¡·Wd/ln(w)d/ln(r¡). 

lr¡ml~(7 IWml~(7 



44 Transformada de Bargmann 

Notamos que si j(r¡)j(w)er¡ow es integrable sobre todo en x en, entonces lo 
anterior será cero, cuando a --+ 000 Así calculamos 

r r j(r¡)j(w)er¡owdJ-tn(w)dJ-tn(r¡) = r j(r¡)j(r¡)dJ-tn(r¡) 
len len len 

= IIjll~cn o 

Por lo tanto BJRn'IjJa --+ j, cuando a --+ 00, en la norma de ffieno Pero como 
BJRn es unitario, existe 'IjJ E L2 (lRn) tal que BJRn'IjJ = j. Así se tiene que 

Pero la transformada inversa,B;; , existe y es continua. 

por lo que 
'ljJa ---7 B;;j, 

que es precisamente la ecuación (l.XIX). 

Si consideramos ahora la transformada de Bargmann sobre el espacio 
ffi~~, tenemos que la transformada inversa B~~-l : ffi~~ --+ L2 (lRn) está dada 
por 

(ñ)-l , ¡ (ti) 
BJRn j(x) = hm An (z, x)j(z)dJ-tn(z). 

a-+oo IZml~a 
(l.XXII) 



Capítulo 2 

El átomo de hidrógeno y el 
Laplaciano en L2(S3) 

En el presente capítulo se presenta una transformación de la ecuación 
de Schr6dinger para el átomo de hidrógeno, en dimensión 3, a una ecuación 
integral en términos de variables en la 3-esfera S3 y, se encontrarán las solu
ciones de ésta última. 

Lo primero se logra obteniendo la transformada de Fourier de la ecuación 
de Schr6dinger en términos del momento, y luego por medio de una proyec
ción estereográfica de la esfera S3 . 

Se incluye también un apéndice donde se muestra el dominio de autoad
juntez del Hamiltoniano de la ecuación de Schr6dinger, y otro sobre la irre
ducibilidad de SO(n + 1). 

El material de este capítulo se ha tomado principalmente de [1] y [32]. 
También hemos utilizado [3], [13] y [21]. 

2.1. 

Para nuestros fines, es necesario considerar una descomposición adecuada 
del espacio de Hilbert L2(sn) . Esto nos ayudará a dar una representación del 
grupo de rotaciones SO(n + 1). 

45 
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Para el contenido de esta sección hemos utilizado [3] y [32]. Además nos 
apoyamos en el apéndice 2.B . 

Sea x E JRn+I, X = (Xl, X2, ... ,Xn+l), Y sea 

Q(X) = L a[m]X[m] , 
mEJlin+l 

tal que Iml = mI + m2 + ... + mn+l = k, un polinomio armónico. Esto es 

Consideramos el Laplaciano en coordenadas esféricas 

02 n o 1 
.6.jRn+l = - + -- + -.6.sn, 

or2 r or r2 
(2.1) 

donde .6.sn es el Laplaciano en la esfera sn y está en términos de ángulos. 

Ahora consideramos a Q en coordenadas esféricas 

donde E es solo una expresión en términos de los ángulos. 

Si aplicamos el Laplaciano (2.1) a lo anterior se obtiene 

factor izando rk-2 obtenemos 

[k(k - 1) + nk] Q(x)1 = -.6.snQ(X) I . sn sn 
(2.II) 
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De ésta ecuación obtenemos el conjunto {k( k - 1) +. nk }~o de valores 
propios del Laplaciano en sn. De hecho, se obtienen todos los posibles valo
res propios, ver por ejemplo Cordani [3J; donde se muestra que se tiene una 
base para L2(sn). 

Definición 2.1 (Cuádrica Nula !2n ). Denotamos por !2n a la cuádrica 
nula 

!2n = {a E Cn+ 11 ai +. a~ +. ... +. a~+ 1 = O} . 
Observamos que si consideramos a a = Ra +. i~a, con Ra,8'a E JRn+1 

entonces 

ai +. ... +. a~+1 = IRal2 - l~al2 +. 2iRa . 8'a 

por lo que se tiene que a E !2n si y sólo si IRal = I~al y las partes real e 
imaginaria son ortogonales. 

Ahora analizamos la forma que deben tener los polinomios Q( x) armónicos. 
Primero consideraremos a los polinomios de la forma 

y si aplicamos el Laplaciano a dicho polinomio obtenemos 

n+1 
.6]Rn+lQ(X) = k(k - l)(a· x)k-2 La;, 

j = l 

(2.m) 

que es cero cuando L.;~i aJ = O. Esto es, cuando a E Qn (la cuádrica nula). 

Lo anterior nos permite realizar la siguiente 

Definición 2.2. Sea ~,k el espacio de los polinomios armónicos homogéneos 
de grado k restringidos a sn. 

Es cierto que todo polinomio armónico homogéneo no necesariamente es 
de la forma (2.m), pero se puede aproximar por una combinación lineal finita 
de estos. Es decir 

~,k = span {(a. x)kl a E Qn} . 

Véase el Apéndice 2.B. 
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Teorema 2.3. L2(sn) = E9;:o&n,I. 

Demostración. Observamos que la suma directa E9;:o &n,l es una subálge
bra cerrada de C]R (sn), la familia de todas las funciones continuas a valores 
reales sobre sn. Además E9;:o &n,l separa puntos y contiene las funciones 
constantes. Entonces por el teorema de Stone-Weierstrass E9;:o &n,l es denso 
en C]R(sn). Por la densidad de las funciones continuas clR(sn) en L2(sn) se 
tiene lo deseado. O 

También tenemos que si f E &n,k y 9 E &n,l entonces (1, g) = O para 
k =1= l. 

2.2. El átomo de hidrógeno 

En esta sección consideraremos la ecuación de Schr6dinger para el áto
mo de hidrógeno y la mapearemos (bajo la transformada de Fourier) hacia 
el espacio de momentos. En las siguientes secciones transformaremos dicha 
ecuación en una de variables en la esfera S3. Hasta donde sabemos, la idea 
de relacionar el átomo de hidrógeno con un problema en la esfera S3 viene 
de Fock. Aquí seguiremos la presentación de Itzykson y Bander [1]. 

El átomo de hidrógeno está formado por dos cuerpos, un núcleo (que 
contiene un protón) de masa mI Y un electrón de masa m2, que interactuan 
bajo la acción del potencial de Coulomb. Esto es, 

-/'í, 

V(x) = W' 
donde IIxll es la distancia entre el núcleo y el electrón, y /'í, es una constante 
que depende de la carga del electrón. 

El Hamiltoniano para el átomo de hidrógeno está dado por 

fi2 /'í, 

H=-2/l~-W' 

donde 11. = ml
m

2 se conoce como la masa reducida, y ~ es el Laplaciano 
,.., ml+m2 

sobre ]R3. 
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La ecuación de Schr6dinger para el átomo de hidrógeno, con energía ne
gativa E , es 

(2.IV) 

El dominio de H, D(H), está dado en el apéndice 2.A de este capítulo. 

Definición 2.4 (Transformada de Fourier). Sea f una función en Ll(lR.n ). 

La transformada de Fourier de f, que denotaremos por j, es una función so
bre lR.n dada por 

~ 1 r . 
f(p) = (27r)n/2 JJRn e-lx·Pf(x)cJ:lx. 

Para cada f E L2 (lR.n ) , su transformada de Fourier, j, está dada por el 
límite dado en el teorema de Plancherel. 

Calculamos la transformada de Fourier, ~ , en ambos lados de la ecuación 
(2.IV). Así 

ñ2 _ ñ2 2 ~ 

2/-l ~~(p) = - 2/-l IIpll ~(p), 

y la transformada de Fourier de 11;11 ~ es 

~(p) =.!. r ?j;(q) 2 dq. 
11·11 7r JJR3 Ilq - pll 

(2.v) 

Para ver lo anterior, nos podemos auxiliar del hecho de que la función II;II~ E 

L2(lR.3 ) por lo que su transformada .de Fourier existe en L2(lR.3 ). También 
consideremos el potencial de Yakawa dado por 

_l_e-IIxll / Ro 
IIxll ' 

el cual multiplicado por ~ está en L2(lR.3 ) ya que I 11;11 e-IIxII/Ro~12 :::; I II;II~12. 
Así que la transformada de Fourier del potencial de Yakawa está en L2(lR.3 ) 

y es 

1 e-IIxll /Ro _ 1 ( )" 
W (p) - 7r (lIp112 + R(2)' 



50 El átomo de hidrógeno y el Laplaciano en L 2(S3) 

ver [4]. 

Podemos notar que 

_l_e-lIxIl/Ro'I/J ~ _1_'I/J 
IIxll IIxll 

cuando Ro ---+ 00, puesto que 

lím 11-1_'I/J - _1_e-IIXIl/Ro'I/J112 = lím 11-1_'I/J (1 _ e-lIxIl/Ro) 11
2 

Ro-+oo Ilxll Ilxll 2 Ro-+oo IIxll 2 

= lím ( ~ I 'I/J (x) 12 11- e-lIxlllRol2 dx 
Ro-+oo JIR3 Ilxll 

pero como 11:11 2 I'I/J(x) 12 11 - e-lIxll/Rol2 :::; 2
11
: 112 1'I/J(x)12 

E U(1R3
), podemos 

aplicar el Teorema de Convergencia Dominada obteniendo 

= ( lím ~ I'I/J(x) 12 11- e-lIxll/Rol2 dx 
JIR3 Ro-+oo Ilxll 

=0. 

Por tanto, como la transformada de Fourier es unitaria se tiene que 

(
_l_e-lIxIl/Ro'I/J) 1\ ~ (_1_'l/J) 1\ 

IIxll IIxll 

cuando Ro ---+ 00, por lo que calculamos 

Como'I/J E U(1R3), ver el apéndice 2.A, y 

I~(q) I I~(q) I 
---'---=-2 -'--- :::; 2 ' 
Ilq - pll + Rü2 Ilq - pI! 
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por el teorema de Convergencia Dominada se obtiene _ A_ 
lím _1_e-IIXIl/Ro1jJ(p) = 7r-1 r 1jJ(q) dq = _1_1jJ(p). (2.VI) 

Ro-"'oo IIxll JJR3 IIq - pl12 IIxll 
En general, para dimensión n, se tiene que 

(1I·1I-1,¡,)" (p) ~ (1rWn _l)-l 1." IIq ~~(¡n-l dq, 

donde 
27rn/2 

W
n = r [~n] 

es el área de la esfera unitaria en ]Rn. Por tanto, de la ecuación (2.IV) obte-
nemos 

(
p

2 
_ E) ;j;(p) = K r ;j;(y) dny 

2p, 7rWn-1n JJRn lIy _ plln-1 , (2.vn) 

donde p = IIpll. 

Ahora definamos, para una energía E negativa, p~ = -2p,E. Entonces la 
ecuacióri anterior se ve 

(2. VIII) 

2.3. Una proyección estereográfica 

Consideramos el espacio de momentos p / Po E ]Rn y la siguiente proyec
ción estereográfica S sobre So (la esfera unitaria en ]Rn+1 sin el polo norte) . 

Figura 3. Proyección Estereográfica. 

.E.. 
Po 
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Dado k = piPo E ]Rn, tomamos la linea que lo une con el polo norte n 

x(t) = k + t(n - k). 

Queremos encontrar el tiempo to tal que x E S~, esto es, encontrar el tiempo 
que satisfaga 

1 = x(to) . x(to) 
= [(n - k) . (n - k)] t6 + [2k . (n - k)] to + (k· k) 

= (k· k + 1)t6 - 2(k· k)to + (k· k). 

Donde encontramos que to = l~:~~. Entonces las ecuaciones de la proyec
ción estereográfica, en términos de p, son 

i= 1,2,··· ,n (2.IX) 

(2.x) 

De una manera análoga se pueden encontrar las inversas de estas trasfor
maciones, que son 

i = 1,2,· · · ,n. (2.XI) 

Nótese que la proyección estereográfica, por su dependencia en Po, de
pende de la energía. 

2.4. Soluciones de la ecuación de momentos 
en sn 

Sea -J;(p) cualquier solución de la ecuación (2.vm), con valor propio E. 
Siguiendo aún a [1], consideremos la función <I>(w), w E S~, definida por la 
asignación 

2 2!!±l 
<I>(w) = _1_ (p (w) + po) 2 -J; (p(w)), 

..;Po 2po 
(2.xn) 
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Sea U el operador dado por la extensión lineal de la asignación anterior 
a todo el espacio de Hilbert generado por la transformada de Fourier de las 
soluciones de la ecuación de Schrodinger. 

Nuestra intensión es mostrar que el operador es unitario, por lo que 
primero deseamos expresar la ecuación (2.vm) en términos de variables en . 
sn. Para realizar el cambio de variable calculamos la diferencial de superficie 
a través de 

donde 

dn+1n(w) = _l-dwl/\ dW2/\"'/\ dWn 
W n +l 

dWl 11 dW2 11 ... 11 dWn ~ det ( 

Realizamos el cálculo para n = 2. 

Entonces, 

d d (2pO)2 [( 2)2 (2)2] d2 
Wl /\ W2 = (2 2)4 Po - P p. 

P +Po 

1 
d3n(w) = -dWl /\ dW2 

W3 

p
2 + p~ (2PO)2 (2 2)( 2 2)d2 

- 2 2 ( 2 + 2)4 P - Po P + Po P 
P - Po P Po 

(2PO)2 2 

- (2 2)2d p. 
P +Po 
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Así, generalizando lo anterior se tiene que las medidas dnp, en el espacio 
de momentos, y dn+1n(w), la medida usual en la superficie de sn, están 
relacionadas por 

dn+1n(w) = ( 22Po 2)n ~p. 
P +Po 

(2.xm) 

Además se tiene la relación 

(2.XIV) 

donde v E sn es el punto correspondiente a y, y y = Ilyll. Para verificar la 
última ecuación realizamos el siguiente cálculo 

Ilv - wl1 2 
= (v - w) . (v - w) 
= 2(1- v· w) 

Con esto se tiene 

Ahora estamos en condiciones de realizar el cambio de la ecuación (2.vm) 
en términos de variables en sn. Para esto simplemente sustituimos las ecua-
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ciones (2.xn), (2.xm), (2.XIV), en (2.vm) y obtenemos 

Así obtenemos la ecuación de Schrodinger (2.vm) en términos de las 
variables en la esfera 

(2.xv) 

Podemos notar que el operador U es una isometría, esto se ve de (2.xn) 
que 
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Pero el teorema del Virial ([30]) nos dice que para las funciones propias del 
Hamiltoniano del átomo de hidrógeno 

por lo que usando que P6 = - 211,E se tiene 

ASÍ, U es un operador unitario por ser isometrÍa sobre su rango. También 
notamos que por la identidad de polarización, U preserva el producto interno. 

Siguiendo ahora el trabajo de Villegas-Blas en [32] encontraremos los 
valores propios del átomo de hidrógeno a través del problema de valores 
propios dado por la ecuación (2.xv) y del operador integral T dado por 

T<I>(w) = b ¡ <I>(v) ~+ln(v) 
n 11 Il n - 1 , S" v-w 

(2.XVI) 

b J.Ll\:r[~(n-l)] d d '1' ., 1 d con n = 1 ( +1)' on e utI Izaremos una representaclOn para e grupo e 
2ñ:lr'2 n 

rotaciones SO(n + 1). 

Para R E SO(n + 1) definamos Tn : L2(sn) ~ L2(sn) dado por 

Tnep(u) = ep(R-1iL). 

Notamos que {TnIR E SO(n + 1)} es un grupo bajo la composición. Esto 
se tiene puesto que 1'.1 es el elemento identidad y (Tn)-l = Tn-1 ya que 

(Tn-1Tn ep)(u) = Tnep(Ru) = ep(R-1Ru) = ep(u), 
(TnTn-1ep)(U) = Tn1ep(R-1u) = ep(RR-1u) = ep(u). 

Además TnT¡¿ep = Tnñep. Con esto, el mapeo Q que asigna a cada R E 
SO(n+ 1) el operador Tn da una representación para el grupo SO(n+ 1) ya 
que 

Q(R)Q(ñ) = Q(Rñ). 
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También tenemos que el operador T conmuta con cada Tn , esto es 

como las rotaciones preservan la norma 

pero dn+1!1(v) es invariante bajo rotaciones y si v' = R-1v, 

= b ( cp( v') ~+1!1(v') 
n Jsn Ilv' _ R-1ull n

-
1 

= (Tcp) (R-1u) 

= (Tn o Tcp)(u). 

Ahora, por la sección 2.1 , L2(sn) se puede ver como 

00 

L2(sn) = EB~,l , 
l=O 

donde cada ~,l es un espacio propio de D. en sn. 

Lo que se obtiene es que, para cada 1, ~,l da una representación irre
ducible de SO(n + 1) (ver apéndice 2.B). Esto es 

(a) Tn : ~,l ---+ ~,l, para toda RE SO(n + 1) 

(b) Los únicos espacios V e ~,l tales que T n : V ---+ V, para todo 
RE SO(n + 1), son los sub espacios V = {O} Y V = ~,l 

(e) G, = {TRI.n:." tales que n E SO(n + 1) } es un grupo y 9, : SO(n + 
1) ---+ Gl da una representación irreducible de SO(n + 1). 
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Por el Lema de Schur ([29]), como T conmuta con cada Tn , tenemos que 

TI./t'n,¡ actúa como un múltiplo de la identidad, es decir; existe di tal que 

TI <P = dl<P 
~,¡ 

v <P E Jt:.,¡, VI. 

Así 

Ahora calculamos los di considerando la función 

y coordenadas esféricas. Si nos restringimos al caso n = 3, entonces 

VI = sen A sen () sen </> 

V2 = sen A sen () cos </> 

V3 = sen A cos () 

V4 = COSA, 

o ~ A, () ~ 7r 

O ~ </> ~ 27r 

y además, como la solución no depende de w, tomamos en particular a w = 

(0,0,0,1) 

aSÍ, 

IIv - wl1 2 
= (v - w, v - w) 
= 2 - 2V4 

= 2(1 - cos A), 

'l/J(v) = [sen ACOS() + iCOSA]I. 

Por tanto, el problema se reduce a calcular lo siguiente 

qu integrando con respecto a </> obtenemos 

l rr sen2 A lrr 
= 27r ( ) [sen A cos () + i COS A]l sen ()d()dA. 

o 2 1 - cos A o 
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Ahora, si integramos con respecto a () haciendo el cambio de variable u = 

sen A cos () + i cos A se obtiene 

- sen>. +i cos >. 

d
1
b-1 = 27r {'Ir - sen A 

3 Jo 2 (1 - cos A) 
J u1dudA 

sen>. +i cos >. 

= ~ {'Ir - sen A [(iei>.)I+1 _ (ie-i>.)I+l] dA 
l + 1 Jo 2(1 - cos A) 

= ~ ('Ir -senA [iei(l+l)>' _ ie-i(I+1)>'] dA 
l + 1 Jo 2(1 - cos A) 

= ~ ('Ir sen A 2. [iei(l+l)>. _ ie-i(l+l)>'] dA 
l + 1 Jo (1 - cos A) 2i 

= ~ {7r senAsen(l + l)A
dA 

l + 1 Jo (1 - cos A) , 

pero se tiene la siguiente expansión para el sen (l + l)A 

N (l 1- k) sen(l+1)A=senA{;(-1)k-1 :-1 i-2(k-1)COSI- 2(k-1)A (2.xvn) 

donde 

N={ 
Entonces 

1+2 
2' 1+1 
-2-' 

si l es par; 
si l es impar. 

Sabemos que Jo'lr cosm x = O para m impar, por lo que alguna de las 
integrales de arriba serán cero, dependiendo del valor de l. De aquí a lo que 
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resta del cálculo se tomará l par, por lo que N = 1~2, Y l - 2(k - 1) es par. 
Por tanto . 

l + 1 d b-1 
27r 1 3 

ill 

= t( -ll-1 (l + ~ - k) 21-2(k-l) ('Ir COSI-2(k-l) >'d>' 
k=l k 1 Jo 

ill 

= ~(_I)k-l (l + 1 - k) 21- 2(k-1) 1 (l - 2(k - 1)) 
L..,¡ k _ 1 21-2(k-l) 1-2(k-l) 7r 
k=l 2 

ill 

= ~(_ )k-l (l + 1- k) (l- 2(k -1)) 
7r L..,¡ 1 k _ 1 1-2(k-1) 

k=l 2 
ill 

= 7r t( _1)k-l (l + 1 - k)! 

k=l (k - 1)! [[1-2(;-1)]!r 

pero la suma alternante de arriba es igual a 1. Entonces los valores propios 
di son de la forma 

d = b 27r
2 

= ¡),fe 
1 3 l + 1 h(l + 1)" 

Si tomamos las ecuaciones (2.xv), (2.XVI) y de lo anterior se tiene 

Po'lj;(w) = T'Ij;(w) = dl'lj;(w) =} Po = di 

para toda 'Ij; E J'e3,1 y toda w E S3. Si sustituimos el valor de Po tenemos 

los valores propios para el Hamiltoniano del átomo de hidrógeno. 

Se necesita probar que estos son todos los valores propios de T. Para esto, 
consideramos a 'Ij; E L2(sn) una función propia de T, entonces T'Ij; = >.'Ij;. 
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00 

T'lj; = La¡Ti¡ 
¡=o 
00 

Como A'lj; = L~o Aad¡, entonces Aa¡ = a¡d¡ para todo l, por lo que para 
a¡ =1- O se tiene que A = d¡_ Todo esto implica que existe l tal que el =1- O Y 
con esto 

'lj; = arfl E ~l-, 
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Apéndice 2.A. Autoadjuntez del operador de 
Schrodinger 

En la presentación de éste apéndice utilizamos el libro de M. Reed y B. 
Simon [22]. Con la utilización del teorema de Kato-Rellich garantizamos que 
el operador de Schrodinger es autoadjunto. 

Sea un operador A : D(A) e .Ye -7 Y, decimos que A es densamente 
definido sobre el espacio de Hilbert .Ye si D(A) es denso en .Ye. 

Para dos operadores A y B, densamente definidos sobre un espacio de 
Hilbert .Ye, supongamos que 

i) D(A) e D(B) 

ii) para algún a, bE lR Y para toda <p E D(A) 

(2.xvm) 

entonces se dice que B es A-acotado. Al ínfimo de tales a se llama la cota 
relativa de B con respecto a A. 

Teorema 2.5 (Kato-Rellich). Supongamos que A es un operador autoad
junto sobre un espacio de Hilbert .Ye, B un operador simétrico y A-acotado 
con cota relativa a < 1. Entonces A + B es un operador autoadjunto sobre 
D(A). 

Ahora, sea V una función a valores reales. Para asegurarnos que el ope
rador de Schrodinger 

H = -b. + V, 

donde V es el potencial, sea un operador autoadjunto necesitamos que 

(1) b. sea un operador autoadjunto, 

(2) V sea simétrico y b.-acotado con cota relativa menor que 1. 

Teniendo esto se podrá aplicar el teorema anterior. 
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Consideremos que Ll : D(Ll) e L2(lR3 ) -7 L2(lR3 ) con D(Ll) = H2(lR3 ), 

donde H2(lR3 ) es el espacio de Sobolev de orden 2, es decir, j E H2(lR3 ) si y 
solo si j y IIkl1 2 j están en L2 (lR3

). 

Para el primer requisito utilizaremos el criterio básico de autoadjuntez 
([21], Teorema VIII.3). Por tanto necesitamos verificar que Ll sea un operador 
simétrico, lo cual se ve con 

(Llj, g) = - J IIkl1 2 ¡(k)g(k)dk 

= - J f(k) IIkIl 2 g(k)dk = (1,6.g). 

Ahora, probaremos que Ran (6. ± i) = L2(lR3 ). Esto es, dado 'ljJ E L2(lR3 ) 

queremos probar que existe una función <p E D(6. ± i) = D(6.) tal que 

(6. ± i)<p = 'ljJ. Así pues, sea <P± := Ik1ti' entonces tanto <p± como Ikl 2 <p± 

deben estar en L2(lR3 ), puesto que ;¡; E L2(lR3 ). En efecto, 

r 1<p±I' dk = r 1,,;1' ,dk = r 1:1' dk <, r 1,,;1' dk < 00, 

JIR3 JlR3 IIkl2 ± il JIR3 Ikl + 1 JlR3 

r IIkl' <p±I' dk = r Ikl: 1,,;1' dk <, r ¡;¡;¡2 dk < oo. 
JIR3 JIR3 Ikl + 1 JIR3 

Definimos la función <p± E L2(lR3 ) como la transformada de Fourier inversa 
de <p±. Entonces <p± está en el dominio de 6.±iJ y se cumple (6. ±" iJ) <p± = 'ljJ. 

Por tanto, el operador 6. es autoadjunto. 

Consideremos a D(V) = {j E L2(lR3 ) I V(x)j(x) E L2(lR3 )} el dominio 
del potencial V. Como el potencial V es a valores reales, el operador multi
plicación por V es simétrico en cualquier dominio, en particular; en el dominio 
de V. Esto se ve por 

(V<p,'ljJ) = J V(k)<p(k)'ljJ(k)dk 

= J <p(k)V(k)cjJ(k)dk 

= (<p, V'ljJ) , (2.XIX) 
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con cp, 'lj; E D(V). 

Para mostrar que V es ~-acotado consideremos que el potencial V es 
de la forma V = Vi + V2 donde Vi E L2(~3) Y V2 E D,o(~3). Aseveramos 
que dada cp E D(~) tenemos que cp es acotada. Para ver esto notamos que 

2 ( 2)-1 (1 + Ikl )cp y 1 + Ikl están en L 2 (R3) , por lo que podemos ver a cp de la 
forma 

Así 

Icp(x)1 = I (27r~3/2 J eiXP~(p)dPI 
:S (27r~3/2 J leiXP~(p)1 dp, 

como I eixp I :S 1, entonces 

:S (27r~3/2 J 1~(p)1 dp. 

Pero necesitamos que 1~(p)1 tenga una cota superior, entonces calculamos 

U I¡?(p) I dP) 2 = U (lpl' ~ ,,') (Ipl' + ,,') I¡?(P) I dP)' 

por la desigualdad de Schwarz 

Entonces 

:S J (lpl2 ~ 0:2)2 J (lpl2 + a?)21~(p)12 dp 

=: J ((lpI2+a?)~(p))2dp 
2 

= : 11(lp12 + a?)~(p)112 

= : 11~(p) + a2~(p)1I2 . 

J 1~(p)1 dp:S .Ja 11(~cp(p) + a2cp(p)ll· 
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Por lo tanto <P está acotada por 

Ahora, para el potencial V, calculamos 

J IV(k)<p(k)1
2 

dx = J 1V¡<p + V2<P12 dx 

~ 2 (J IV¡<p12 dx + J 1~<p12 dX) 

~ 2 (IIV¡II~ 1I<p1I; + 1I<p11~ II~IID 
< oo. 

Con esto notamos que D(!:l) e D(V). Sólo nos falta mostrar que 
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(2.xx) 

(2.XXI) 

para algún a, b E IR, O < a < 1 Y para toda <P E D(!:l). Pero por las ecuaciones 
(2.XXI) y (2.xx) se tiene que 

1 7r 1 7r I 2 II 
IIV<p112 ~ IIVIIloo 1I<p112+ (27r)3/2 va 11!:l<p1l211~112+ (27r)3/2 va la <P 211~112' 

Nos interesa el coeficiente de 1I!:l<p1l2 y este es 

1 7r 
a := (27r)3/2 va IIV211 2 , 

que será menor que uno para un valor de a suficientemente grande. 

Por lo anterior y por el teorema de Kato-Rellich se sigue que el operador 
de Schr6dinger es autoadjunto en el dominio de !:l. 

Como un ejemplo, podemos considerar el operador del átomo de hidrógeno 
y verifiquemos que es autoadjunto. Pero esto se sigue de inmediato cuando 
nos damos cuenta que el potencial V = 1/r lo podemos ver como la suma 
q¡ + q2, donde q¡ E LOO(IR3 ) y q2 E L2(IR3 ). Para llegar a esto, primero 
consideramos la función radial 

f(r) = {; 
r 2 

r < 1 

r 2 1 
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que está en L 2
. Esto se ve, si se considera únicamente la parte radial, con 

100 If(r)12 r2dr = lIIJ(r)12 r2dr + loo lJ(r) 12 r2dr 

= t 1
2 
r2dr + roo 14 r2dr 

Jo r JI r 
< oo. 

Entonces notamos que el potencial se puede ver como 

1 1 
- = - - f(r) + f(r) 
r ~ '-..-' 

q2 
ql 

donde es claro que qI E Loo. 

(2.xxu) 
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Apéndice 2.B. Irreducibilidad de SO(n + 1) 

El contenido de este apéndice se ha tomado de [13], y es la prueba del 
siguiente teorema 

Teorema 2.6. (i) Los espacios propios del Laplaciano D.sn, sobre la esfera 
sn, son de la forma 

donde Qn es la cuádrica nula. 

(ii) Cada representación del espacio propio es irreducible sobre SO(n) 

Demostración. Sea Pk el espacio de polinomios homogéneos de grado k sobre 
]Rn+1, y sea Hk e Pk el sub espacio de polinomios armónicos. 

Consideremos la forma bilineal (-, .) sobre P := EB%:o Pk dada por 

(p,q) = [p (8~1"'" 8X~+1) q] (O). (2.xxm) 

Este es un producto interno sobre P. Además podemos observar que si 
definimos 

8(p) =p (~, ... ,_8_), 
8X1 8Xn+1 

(2.XXIV) 

entonces tenemos que para p, q, r E P 

(p, qr) = (qr,p) = [8(qr) p] (O) 
. [8(r)8(q) p] (O) 

= (r,8(q) p) = (8(q) p, r) . 

Esto es, que los operadores multiplicación por q y 8(q) son adjuntos. 

Ahora, para pE Pk - 2 , q = xi + ... + X~+1 E P2 se tiene 

(qp, h) = (P,8(q)h) = O, 

cuando h E Hk, ya que 8(q) es el Laplaciano sobre ]Rn+1. Entonces Hk es el 
complemento ortogonal de qPk - 2 en Pk • Así, 

(2.xxv) 
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Si iteramos esta relación obtenemos 

Pk = Hk EB IxI2 Hk-2 EB IxI4 Hk-4 EB .•. EB IxI2m Hk- 2m , 

donde m es la parte entera de k/2. 

(2.XXVI) 

Por otro lado, si a está en la cuádrica nula fi)n, entonces el polinomio 
ha(x) = (a· X)k está en Hk. Sea 

HZ = span {(a. x)kla E fi)n} . 

Por lo anterior, se tiene que H~ e Hk. Ahora para probar que los dos 
conjuntos son iguales, es suficiente suponer que existe una función h E Hk 
que es ortogonal a H~, y luego probar que dicha función es idénticamente 
cero. Observemos que para pE Pk 

8(p)(a· x)m = m(m - 1)· .. (m - k + 1)p(a)(a. x)m-k, 

con lo cual si en particular a E fi)3 entonces 

8(h)(a· x)k = k! h(a) = O, 

ya que no depende de x, en particular se vale para x = o. Así, si a E fi)3 en
tonces h( a) = O. En otras palabras, h se anula idénticamente en la variedad 
fi)n. Si consideramos a 1 como el ideal del anillo de polinomios a valores reales 
dado por polinomios de la forma (x~ + ... x~+1)p(x), con pE Pk- 2, notamos 
que la variedad de 1 es precisamente la cuádrica nula fi)3. Por el teorema de 
Hilbert-Nullstellensatz, ver por ejemplo [23], tenemos que existe m E N tal 
que hm E J. 

Como el ideal 1 es primo (para n 2': 3), se sigue que h E J o hm-l E J. 
Así sucesivamente se obtiene que h esta en el ideal y tiene la forma (x~ + 
... X~+I)P(X), con p E Pk- 2 algún polinomio. Pero por la ecuación (2.xxv), 
se obtiene que h debe ser idénticamente cero. Para el caso de n = 2, podemos 
ver un polinomio armónico real U(XI, X2) como la parte real de una función 
analítica. 

f(XI, X2) = u(x¡, X2) + v(x¡, X2). 

Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, v y así f son polinomios armónicos, 
entonces u debe ser combinación de potencias de (Xl ± iX2)k. Por tanto 
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Ahora consideremos los espacios 

Sea {Sk,m} (1::;; m ::;; d(k)) una base ortonormal de .Yt:t,k, donde d(k) es 
la degeneración del espacio propio del Laplaciano en la esfera correspondiente 
al valor propio -k(k + n - 1). 

Sea f cualquier función propia no trivial del Laplaciano /).sn , es decir 

cER 

Podemos ver a f como la siguiente expansion 

entonces existen al menos ko, mo tales que ako,mo =1=- o. Así, 

k,m k,m 

k,m 

= L (j, -k(k + n - l)sk,m) Sk,m 
k,m 

= L -k(k + n - l)ak ,msk,m. 
k,m 

Si tomamos el producto interno con el elemento Sko,mo se obtiene que el valor 
propio de f es e = -ko(ko + n - 1) con .Yt:t,ko su correspondiente espacio 
propio. 

Ahora mostraremos el punto (ii). Para algún .Yt:t,l , supongamos que existe 
un sub espacio no vacío V' e .Yt:t,l, invariante bajo la acción de T R para todo 
RE SO(n + 1), donde 

TRCP(x) := cP (R-IX). 
Así, TR : V' ---+ V' para toda R E SO(n + 1). 
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Sea V" el complemento ortogonal de V' en ~.l, entonces V" es un subes
pacio invariante también lo cual se ve tomando <{JI E V', <{J2 E V" Y calculando 

0= (TR<{JI, <{J2) = r <{JI (R- Ix)<{J2(X)dS(x) Jsn 
= r <{JI(y)<{J2(Ry)dS(y) = (<{JI, TR-l<{J2) Jsn 

para toda R E SO(n + 1). 

Con esto ~.l = V' E9 V". Como V', V" son sub espacios no nulos, existen 
<{JI, <{J2 E ~.l tales que 

<{JI E V', <{J2 E V" Y <{JI =f. O, <{J2 =f. O, 

entonces existe Xl E sn tal que <{Jl(Xl) = a =f. O. Tomamos aquella rotación 
R1 E SO(n + 1) tal que ñ = (O, ... ,0,1) = R1Xl por lo que podemos definir 

Se tiene esto mismo para V". Así, existen funciones 'l/Jl E V', 'l/J2 E V" tales 
que 'l/Jl(ñ) = 'l/J2(ñ) = 1. 

Ahora tomamos un promedio sobre SO(n), obteniendo 

- 1 J 
'l/Jl(X) = /lH(SO(n)) 

OESO(n+l) 

donde d/lH es la medida de Haar sobre SO(n), y O E SO(n + 1) tiene la 
forma 

O 

E SO(n + 1). 0= o E SO(n) 
O 

O ... O 1 

Entonces tenemos que "pI es invariante bajo la acción de SO(n). Así tam
bién existe una función "p2 E V" con la misma propiedad. Por tanto tenemos 

;PI E V', "p2 E V" 
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Nótese que la invariancia de estas funciones bajo SO(n) quiere decir que 
dependen solo de la distancia O al polo norte ñ. Así para dichas funciones el 
Laplaciano ~sn, en coordenadas esféricas, tiene la forma 

por lo que se tiene la siguiente ecuación diferencial 

d2 d 
d02 </> + (n - 2) cot(O) dO</> = -k(k + n - 1)</>, (2.XXVII) 

que satisfacen los promedios {JI, {J2 por ser funciones propias del Laplaciano, 
con las condiciones iniciales iguales 

Realizando el cambio de variable (localmente) por sen(O) podemos pro
poner una solución en series de potencias 

00 

</> = L amsenm(O) 
m=O 

para theta suficientemente pequeño. Por substitución directa a la ecuación 
(2.XXVII) se obtienen las fórmulas 

al = 0, (m + 2)(m + n)am+2 = [m(m + n - 1) - k(k + n - 1)] amo 

Lo que nos muestra que solo hay que determinar ao por lo que solo se 
necesita de una cond~ciór:. inicial, así </> queda determinada salvo un factor 
constante. Entonces '!/JI, '!/J2 coinciden. 

o 



Capítulo 3 

'Iransformada de Bargmann 
para L2(S3) 

En este capítulo se presenta la transformada de Bargmann para L2(S3), el 
espacio de Hilbert de funciones cuadrado integrables sobre la esfera unitaria 
S3 inmersa en JR4 con respecto a la medida de usual de superficie normaliza
da, sobre cierto sub espacio cerrado del espacio de Bargmann &8c4. 

Esta transformada se obtiene a través de una serie de potencias de una 
función 1;83 que es la función generadora de una transformación canónica. 

El contenido del capítulo se ha tomado principalmente de los artículos de 
C. Villegas-Blas [33] y [34], del resto, haremos referencia en cada sección. 

3.1. El espacio de funciones holomorfas.;:4 

Sea &8c4 el espacio de Bargmann como en la sección 1.2 del capítulo uno 
y consideremos el espacio L 2(S3) con el producto interno 

donde dS3 es la medida de superficie normalizada sobre S3. 

72 
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Siguiendo a Villegas-Blas [33] definimos el subespacio :F4 e f1lJc4 como el 
núcleo del operador 

8 8 8 8 
e = ZI- + Z2- - Z3- - Z4-· 

8zI 8z2 8z3 8z4 
(3.r) 

Este vector es la cuantización de una restricción, al nivel de la mecánica 
clásica, de la regularización de Kustaanheimo-Stiefel del problema de Kepler 
[34]. 

El dominio de e se define por D(e) = {f E f1lJc4 I ef E f1lJc4} y el núcleo 
:F4 por :F4 = {f E f1lJc4 I ef = O}. 

Proposición 3.1. e es un operador cerrado. Por tanto, :F4 es un espacio de 
Hilbert. 

En realidad, por como se define· e, esta proposición es una consecuencia 
de la siguiente proposición que aparece en [2] y cuya demostración también 
seguimos. 

Proposición 3.2. Sean Ak y Bk, k = 1,· .. ,4, los operadores multiplicación 
y diferenciación por Zk, -88 , respectivamente, sobre f1lJc4. Entonces se cumple 

Zk 

1) Ak Y Bk son operadores cerrados. 

2) Los dominios D(Ak) y D(Bk) coinciden. 

3) Ak = Bk Y BZ = Ak 

Demostración. Tomaremos la siguiente notación para m E N4 

[m~] := (mI, , ... ,mk ± 1, ... ,m4). 

1) Consideramos una sucesión {iJ} e f1lJc4 tal que converge a 9 en norma, 
entonces consideramos la sucesión {ZkiJ} tal que converge a alguna fun
ción h. Entonces para cada Z E C4 , como convergencia en norma implica 
convergencia puntual en todas partes en el espacio de Bargmann f1lJc4, 

entonces 
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Análogamente construimos la sucesión {8~k h } tal que converge a al

guna función h. Entonces para cada z E ((:4 

h(z) = lím ;::,0 h(z) 
J-+OO UZk 

= ;::,0 lím h(z) = ;::,0 g(z) E pgC4 
UZk J-+OO UZk 

ya que 18~kh( ::; ctek,z IIJjl12 (teorema 5 del capítulo 1). 

2) Seaf(z) = LmEN4a[mlz[ml E pgc4,sabemosque IIfll 2 = LmEN4 [m!] la[mJl2. 
Entonces 

II zkfl1
2 

= I: la[lJl2 (lk + 1)[l!] 
lEN4 

y 

Por tanto se tiene 

IIzdll' = 11 a~k 111' + 11111' . 

Así que los dos lados de ésta ecuación pueden ser infinito o finito pero 
iguales, lo que nos muestra que los dominios coinciden. 

3) Para algún k fijo, sean las funciones 9 E D(Ak) donde 

Así, para 

9 = I: ,B[mlz[ml , existe h = A~g = I: I[mjz[ml 

mEN4 mEN4 

tal que (1, h) = (Akf, g) para toda f E D(Ak). 
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Además sea f = ¿mEN4 o[~Jz[mJ. Notamos que 

(1, h) = (1, Akg) 

= {Akf, g) = (zkf, g) , 

pero por un lado 

(1, h) = I: [m!)¡[mJJ[mJ, 
mEN4 

mientras que 

(zkf, g) = / I: O[mJz[mtJ , I: JJ[lJz[lJ \ 
\mEN4 IEN4 / 

= I: [m!](mk + l)J[mJJJ[mtJ' 
mEN4 

entonces 

En particular, se puede tomar f = ¿mEN4 z[mJ, entonces podemos can
celar las J[mJ obteniendo que 'T'[mJ = (mk + 1 )¡J[mtJ' 

Ahora calculamos Bkg 

= I: JJ[mtJ (mk + 1) z[mJ 
mEN4 

= I: 'T'[mJz[mJ = h. 
mEN4 

Por tanto Akg = Bkg, es decir Ak e Bk. 
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Ahora, considerando las funciones 

f = L a[m]z[m] E D(Ak ), 9 = L ,B[m]z[m] E D(Bk ), 

mEN4 mEN4 

probaremos que 9 E D(Ak). Pero de lo hecho anteriormente tenemos 

es decir, que existe h .- 8~kg tal que (Akf,g) - (j, h) para toda 
fE D(Ak ). 

Entonces 9 E D(Ak) Y así tenemos la otra contención. 

D 

Por el capítulo uno tenemos que la base ortonormal para ~C4 es {~z[ml} . 
[m!] ""4 

mEl~ 

Para el espacio F4 la base ortonormal esta formada por los elementos de la 
base para ~C4 con la restricción de que mI + m2 = m3 + m4. 

Definición 3.3. Para z E (:4 Y X E 53 , definamos 

00 

AS3 (z, x) = L Cm (p( z) . x)) m-l , 

m=1 

con Cm = (mS)! y donde p es el mapeo de (:4 a la cuádrica nula .p)3 dado por 

el producto interno en (:4 se define por 

Observamos que la serie 2:;::1 (k~)!1]k-l es una función analítica, en la 
variable compleja 1], sobre todo el plano complejo. Además 

Ip(z) . xl ~ Ip(z)llxl ~ Ip(z)l· 
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Por lo que AS3(z, x) está bien definida. 

La función AS3 aparece en [33] como núcleo integral de la transformada 
de Bargmann de L 2(S3) a :F4. Esta función se obtiene viendo a dicha trans
formada como un cambio de base entre los armónicos esféricos de S3 y una 
base para :F4 determinada a partir del álgebra de Lie de las simetrías del 
átomo de hidrógeno con energía negativa (so(4) ~ su(2) ® su(2)). Así pues, 
esta transformada de Bargmann resulta unitaria casi por definición. 

En el enfoque de esta tesis, la transformada de Bargmann se definirá como 
un operador integral con el núcleo integral AS3 Y se probará su unitariedad 
explícitamente. La importancia de este enfoque es que se puede generalizar 
para la esfera S5 mientras que el enfoque dado en [33] es mucho mas compli
cado de generalizar en S5 al ver la transformada como cambio de base. 

Con el fin de introducir la transformada de Bargmann para L2 (S3) tene
mos el siguiente 

Demostración. 

r A S 3(z, x)As3(w, x)dS3 
iS3 

= 13 t Cm (p(z) . x)m-l t Ck (p(w) . x) k-l dS3(x) 
s m=l k=l 

= t Ck 13 t Cm (p(z) . x)m-l (p(w) . x r-1 
dS3(x). 

k=l S m=l 

Pero 

r ~ 1 (- )k-l v'k k 1 J."3 ~ Cm (p(z) . X)m- p(W)· x dS3(x) = k!2k- 1 (p(W) . p(Z)) - , 
S m=l 
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ver [33]. Entonces 

13 AS3(Z, X)AS3(W, x)dS3 = f Ck k!!l (p(w) . p(z))k-l 
k=l 

00 1 
= f; [(k _ 1)!]2 [(WlZl + W2 Z2) (W3Z3 + W4Z4)t-

l 

=: Q(z, w). (3.11) 

o 

Observamos que para w fija, Q(., w) es una función analítica. Lo que 
aseguramos ahora es que, en analogía con el capítulo uno, Q(z, w) es el núcleo 
reproductor del espacio ;::4' Esto se ve comprobando que 

ep(z ) = (Q(z, ') , ep) 
~C4 

para toda ep E ;::4' Basta mostrar esto para un elemento base por lo que 
consideramos, para algún n E N, a ep como el monomio 

de grado 2(n - 1), con al, a2 = -(n - 1), -(n - 2), ... ,(n - 1). 

Entonces 

n-l + n-l n-l + n-l ) - al --al - a2 --a2 
W 2 W 2 W 2 W 2 
123 4 

~C4 
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por la ortogonalidad de los monomios de diferente grado 

1 / ~ (n -1) ( _ n-I-k( -)k ~ (n -1) 
= [(n - 1)!]2 \ 20 k WIZI) W2

Z
2 20 1 

n-l+ n-l n-l n-l ) 
( - )n-l-l( -)1 -2- al -2--a1 -2-+a2 -2--a2 
W3 Z3 W4 Z4 ,WI W 2 W 3 W4 

'~C4 

Nuevamente por la ortogonalidad de los monomios, para que exista contribu
ción se necesita que se cumpla 

n-1 
n - 1 - k = -- + al 

2 
n-1 

k= ---al 
2 

n-1 
n - 1 - 1 = -- + a2 

2 
n-1 

1= -- -a2. 
2 

Por tanto 

( 
_ )n-l+a2 n;l+al n;l_al n;l+a2 n;1_a2; 

W4Z4 2 ,WI W2 W3 W 4 

(~+al)! (~-al)! (~+a2)! (~-a2)! 
- (n21 +al)! (n21 -al)! (n21 +a2)! (n21 -a2)! 

.@C4 

n;l+al n;l_al n;l+a2 n;l_a2 
Zl Z2 Z3 Z4 

=cp(Z). 

Así, Q(z, w) es el núcleo reproductor del espacio F4 . 

El núcleo integral AS3 es una serie de potencias en (p( z) . x) donde la fun
ción p( z) se puede ver como una función generadora de una transformación 
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canónica del espacio cotangente de S3 - {O} Y una reducción adecuada de 
((:4, ver [33] para detalles. 

Así pues, la transformada de Bargmann para L 2 (S3) puede verse como la 
cuantización de dicha transformación canónica. En este capítulo se incluye 
un apéndice sobre funciones generadoras y transformaciones canónicas. 

3.2. La transformada de Bargmann l3S3 

Definición 3.5. La transformada de Bargmann para L 2 (S3) esta dada por 

BS3'I/J(Z) = 1 AS3(Z,X)'ljJ(x)dS3(x), 
xES3 

Este operador esta bien definido puesto que el núcleo AS3 (z, .) y 'ljJ están 
en L 2 (S3). 

Proposición 3.6. Para 'ljJ E L2(S3). 

i) BS3'I/J E ~C4. 

ii) BS3 es una isometría. 

Demostración. Primero se probará que BS3'ljJ es analítica, luego al mostrar 
que es cuadrado integrable, con respecto a la medida Gausseana, se obtiene 
que la transformada BS3 es una iso me tría. 
Sea z E ((:4 fijo. Mostraremos que a~k BS3'ljJ(Z) existe para k = 1,··· ,4. Dado 
k sea hk := (O,··· ,h,··· ,O) E ((:4 con h E ((: y Ihl < 6, para algún número 

k 
positivo 6. ASÍ, calculamos 

El teorema de Convergencia Dominada nos garantiza que el límite, cuando 
h -+ O de la expresión anterior, existe. Por tanto necesitamos probar que la 
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sucesión de funciones 

f () ~ [(P(Z + hk ) • W)I-l - (p(z) . W)I-l] 
Jh W = ~Cl h 

l=l 
es uniformemente acotada por una constante. Para esto, primero considera
mos la función 

91(Z) = (p(z) . W)I-l 

y por la fórmula integral de Cauchy 

1 i (p(",) . w)l-l 
91 (z + hk ) = -2 . ( + h ) d"" 

7r'l 'Y r¡ - Z k 

91(Z) = ~ 1 (p(",) . w)l-l d"" 
27r'l Ir "'- z 

donde I = {", = (Zl"" ,rei27r1J , ••• ,z4)IO :S () :S 1} Y Ó < r. Entonces 

~ [91(Z + hk ) - 91(Z)] = 2:ih i (p(",) . w)l-l [",_ (zl + h
k

) - '" ~ z] d", 

1 1 (p(",) . w)l-l d 

= 27Ti Ir (",- (z + hk ))(",- z) "', 

que en valor absoluto 

1 1 1 I (p(",) . w)l-ll 
h 191(Z + hk ) - 91(z)1 :S 27T Ir 1", _ (z + hk)II",- zl d ITJI 

pero 1",- zl = r y 1",- (z + hk)1 ~ (r - ó), entonces 

~ 191(Z + hk ) - 91(z)1 :S 2~ r(r ~ ó) i I (p(",) . W)I-ll d 1",1· 

Por tanto 

Ifh(W)I = te, [(P(Z + hk) OW)': - (p(z) OW)'-'] 

= te, [~g,(z + hk ) - g,(z)] 

~ t 21rT(~' - Ii) i I (p(ry) o w)'-'l d Iryl 
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aplicando desigualdad de Schwartz 

1 ~ Cl 1 l-1 
Ifh(W)1 ::; r(r _ ó) L...t 27r L Ip(r¡)1 d 1r¡1 

l=1 'Y 

::; r(r ~ ó) f Cl máx {Ip(r¡)! : r¡ E 'Y }l-1 , 

l=1 

Vh> O. 

Con esto, el Teorema de Convergencia Dominada garantiza que el límite 
existe. Más aún, 

(3.m) 

Lo que tenemos hasta ahora es que BS3'I/J es una función analítica, por 
lo que falta verificar que está en L2 ((:.4 , dIl4 ). Para tal fin seguiremos a 
Bargmann [2] y al igual que en la sección tres del primer capítulo, utilizare
mos el Criterio 1. Así, para O < A < 1, consideramos las funciones analíticas 

Por demostrar que 

b) Las normas II(Bs3'I/Jhll "" están uniformemente acotadas. 
""c4 

Antes de verificar que se cumple lo anterior, realizamos algunos cálculos 
que se necesitarán. Sean z E (:.4, V, w E 8 3 y consideremos la función 

f(z, (v, w)) = [t, c.>.'(>-1) (p(z) -V)'-l] [~q>.'(l-l) (p(z) _W)l-l] , 

además tenemos que IRp(z)1 = l8'p(z)1 y IRp(z)1 = ~ Ip(z)1 = ~ Iz 1
2

• En-
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tonces 

f If(z, (v, w))ldJt4(Z) Jo 
~ 14 f CkA2(k-l) I(p(z), V)k-

1
1 

1(: k=1 
00 

83 

. L ClA2(1-1) I(p(z) . w)I-11 dJt4(Z) 
1=1 

~ 1 f Ck A2(k-l) Ip(z)l k- 1 f ClA2(1-1) Ip(z)11- 1 dJt4(Z) 
1(:4 k=1 1=1 

:S L [~CkA2(k-l) IP(Z)lk-J dl"'(z) 

= L [~CkA2(k-l) (1~2) k-l] 2 dl"'(z) 

00 Ak-l A Izl 2 

[ 
k-l] 2 

= L {;dk(k - 1)! (-2-) dl-"(z) , 

con dk = ck(k - 1)!. 
Es claro que dado O < A < 1 existe un entero NA tal que dkAk- 1 < 1 para 
k ;?: NA' Entonces 

donde P es un polinomio con grado que depende de A. La integral de arriba 
es finita puesto que las integrales quedan en términos de e(A-l)lzI

2
• 
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Entonces calculamos 

r I (Bs3 'l/Jh (z)1 2 dJ.L4(Z) JC4 

Transformada de Bargmann para L2 (S3) 

= r r t Ck(p(.:\Z) . v) k-l '!jJ(v)dS3(v) 
JC4 JVES3 k=l 

. LES' t, el (p(AZ) . w)(1-1) 1jJ(w)dS3(w)dfJ.4(Z) 

= r r f(z, (v, w))'!jJ(v)'!jJ(w)dS3(v)dS3 (W)dJ.L4 (z). 
JC4 JS3 XS3 

Por lo que se hizo anteriormente (ecuación (3.IV)) y ya que '!jJ E U(S3) 
podemos aplicar el Teorema de Fubini y así obtener 

r I (BS 3 'l/Jh (z)1 2 dJ.L4(Z) Jo 
= r 'l/J(v)'!jJ(w) r f(z, (v, W))dJ.L4(Z)dS3(v)dS3(w) 

JS3 x S3 JC4 

si usamos nuevamente Fubini y la ortogonalidad de los polinomios de distinto 
grado en f!gc4, entonces 

Ahora denotamos por Ak al proyector sobre el k-ésimo espacio propio del 
Laplaciano. En el apéndice 3.B probamos que 

con 

Jk(v, w) = C~+1 1 (p(z)· v) k (p(z) . w)k dJ.L4(Z). 
.. C4 

Así tenemos que 
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La intención es intercambiar la integral y la sumatoria, para esto, fijando por 
un momento a A, sea 

N 

!N(W) = L A4(k-l) Ak-l?ji(W) 7f;(w) 
k=l 

y encontremos una cota para IJk(v, w)1 

pero 

IJk(v , w)1 = C%+l114 (p(z) . v) k (p(z) . W)k d¡'¿4(Z) I 

:s; C%+l r Ip(z)· vl k Ip(z) . wl k d¡'¿4(Z) JC4 

2 r 2klp(Z).vlklp(Z).wlk 
= Ck+l JC41~p(z)1 ~p(z) ~p(z) d¡'¿4(Z), 

y además l~p(z)1 = ~ Iz12 , entonces 

C~+l r ( 2)2k IJk(V, w)1 = 22k JC
4 

Izl d¡'¿4(Z) 

= C;;l 14 (zlii + Z2Z2 + Z3Z3 + Z4 Z4)2k d¡'¿4(Z) 

~ ~i.¡ 1, t, ~t, en (2k,: 1) (~) (Z¡z¡)2k-l-m (Z2Z2)m 

(Z3 Z3/-n (Z4Z4t d¡'¿4(Z) 

( )2k-l-m( )m( )l-n( )n 
si hacemos U[klmn] :=ZlZ2

Z
3

Z
4 entonces 

V(2k-I-m)!(m)!(I-n)!(n)! 

2 2k 2k-1 1 

= C;;l (2k)! L ¿ ¿ 14 U[klmn]U[klmn]d¡'¿4(Z) 
1=0 m=O n=O C 

2 2k 2k-1 1 

= C;~1(2k)!LLL · 
1=0 m=On=O 
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Pero 

Así 

Transformada de Bargmann para L 2 (S3) 

2k 2k-1 1 1 
L L L = 3(2k + 3)(2k + l)(k + 1) 
1=0 m=On=O . 

2 . 

IJk(V, w)1 = 3C~;~k (2k)!(2k + 3)(2k + l)(k + 1) 

_ (k + 1)2 1 
- 3 k!k!22k (2k).(2k + 3)(2k + 1) 

-

-

(k + 1)22k(2k - 1)!!(2k + 3)(2k + 1) 
3 k!22k 

(k + 1)2(2k + 3)!! 
3 k! 2k 

Con esto, 

N 

IfN(W) I ::; L A4(k-l) I Ak-l?/J(W) I 17jJ(w) I 
k=l 

pero por el criterio de la razón, la suma anterior es convergente, esto es 

>.4k(k+l)2(2k+3)!! 4()()()1 r 3kl2k = lím A 2k + 3 k + 1 k + 1. < 1 
k~~ >.4(k-l)k2(2k+l)!! k-+oo 2k3k! 

3(k-l)!2k - 1 

entonces 
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Por tanto podemos aplicar el Teorema de Convergencia Dominada a la 
ecuación (3.v) obteniendo 

r I(Bs3~h (z)1 2 dJ.L4(Z) = r lím !N(w)dS3(w) 
JC4 J S3 N-+oo 

N 

= lím :L .-\4(k-l) 1 Ak-l~(W) ~(W)dS3(W) 
N-+oo k=1 S3 

00 

= :L .-\4(k-l) (Ak~,~) L2(S3) 

k=1 

pero Ak es proyección 

00 

= :L.-\4(k-l) IIAk-I~lIi2(S3) 
k=1 
00 

::; :L IIAk-l~lli2(S3) = 11~lli2(S3) , 
k=1 

para toda O < .-\ < 1. Esto es, se cumplen las hipótesis requeridas por el 
criterio 1 y por tanto BS3~ E !J8c4 para ~ E L 2 (S3). Más aún 

IIBS3~1I~ 4 = lím II(BS3~hll~ 4 = 1I~lIi2(S3) , e >'-+1 . e 

lo que prueba que BS3 es un isometría. 
o 

Notemos ahora que en realidad BS3~, con ~ E L 2(S3), está en un subes
pacio propio de !J8c4, a saber, en F4 • Para ver esto, utilizaremos la ecuación 
(3.m) 

entonces 
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Por la forma de L realizamos los cálculos siguientes 

o 
z¡-o (p(z). w) = iZ¡Z3W¡ + Z¡Z3W2 - iZ¡Z4W3 + Z¡Z4W4 

Z¡ o . 
Z2-

0 
(p(z)· w) = -iZ2Z4W¡ + Z2Z4W2 - iZ2Z3W3 - Z2Z3W4 

Z2 
o 

Z3-
0 

(p(z)· w) = iZ¡Z3W¡ + Z¡Z3W2 - iZ2Z3W3 - Z2Z3W4 
Z3 
o 

Z4-
0 

(p(z)· w) = -iZ2Z4W¡ + Z2Z4W2 - iZ1Z4W3 + Z¡Z4W4. 
Z4 

Así se tiene que 

L (p(z) . w) = Z¡- + Z2- - Z3- - Z4- (p(z)· w) = O. [ 
o o o o] 

. oZ¡ OZ2 OZ3 OZ4 

Por tanto 

LBS3'l/J(Z) = J f c¡(l - 1) (p(z) . W)I-2 L (p(z) . w) 'l/J(w)dS3(w) = O, 
wES3 I=¡ 

Por lo anterior se tiene 

Teorema 3.7. BS3 es un operador unitario sobre :F4. 

Demostración. Ya sabemos que BS3 es una isometrÍa y con esto, es inyectiva; 
por lo que falta probar que es sobre. Al igual que para la transformada de 
Bargmann del capitulo uno, basta mostrar que Ran BS3 es denso en :F4· 

Como :F4 es de Hilbert se puede ver como 

:F4 = (Ran BS3) EB (Ran BS3).1. , 

entonces tenemos que mostrar que (Ran BS3).1. = {O}. Supongamos que F E 
(Ran BS3).1., entonces se tiene que 

(9, F)'~C4 = O para toda 9 E (Ran B S3 ). 
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Ahora, para w fija, sea Q(z, w) el núcleo reproductor que sabemos está en 
(Ran BS3), (3.u). Entonces 

0= / Q(z, '), F) = F(z) 
\ . ~C4 

Así, el rango de BS3 es denso y con esto, es sobre. Por tanto, BS3 es 
unitario. O 

3.2.1. La transformada st} 
Consideremos ahora el espacio de Bargmann ~~~. La transformada de 

Bargmann para este espacio esta dado por 

donde 
00 

A (ñ)( ) _ ~ en ( () )n-l S3 z, X - ~ fí,n-l P z . X , 
n=l 

Notemos que para z E ((:4 Y X E 8 3 , se tiene que 

(ñ) (Z) AS3 (z, x) = AS3 17,1/2' X (3.VI) 

por lo que se tiene la siguiente relación para la transformada 

(ñ) ( Z ) BS3 'IjJ(z) = BS3'IjJ 17)/2 . (3.vu) 

Con esto, realizamos el siguiente cálculo 

[ 
(ñ) (ñ) ( ) BS3AS3 w,x (z) = [B1~ AS3 (~, x)] (z) 

= [BS3AS3 (ñ~2'X)] (ñ:/2) 

= Q (ñ:/2' ñ~2) =: Q(ñ)(z,w). (3.vm) 
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Lo que se asevera entonces es que Q(ñ)(Z, w) es el núcleo reproductor de 
Ft) e [!8~~. Entonces para <p E FJñ) 

. w 
SI V = ñl/2 

Teorema 3.8. El mapeo B~~ : L2 (S3) ---t Ft) es unitario. 

Demostración. Al igual que para la transformada B~~, en el capítulo uno, 
basta mostrar que es isometría y que el núcleo reproductor pertenece al rango 
de la transformada. Aunque esto último ya se tiene por la ecuación (3.vm). 
Así, solo queda mostrar que preserva norma que se ve con 

. z 
SI W = ñl/2 

IIB~~v;II:~~) = (ñ7ftn 14IB~~v;(z)12 e-1zl/ñdzdz 

= (ñ7f)-n 141Ss3v; (ñ:/2) 1
2 

e-lzI2/ñdzdz 

= 7f-n r IBs3V;(w)12 e-1w12 dwdw 
JC4 

= IIBs3V;II~C4 = 11v;lli2(S3) . 

o 
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3.3. La transformada inversa Esl 
La inversa de la transformada BS3 se define de manera similar a la inversa 

de BlRn, ya que el núcleo integral AS3(Z, x) no está en L2(C4 , P4). Esto se ve 
considerando primero x = el = (1, O, O, O) E 8 3 y calculando 

m=l m=l 

= ~ c".im-1 ~ (m; 1) (ZlZ3)m-l-k(Z2 Z4)k 

00 m-l m-l-k k m-l-k k 
~ 'm- l ~ Vm Zl Z2 Z3 Z4 

= ~ z 20 m J(m - 1 - k)lk!(m - 1 - k)!k!' 

Para que esté en fJ8c4 necesitamos que la suma de los coeficientes al cuadrado, 
sea convergente 

00 m-l 

L im-lLVm 

m=l k=O 

2 00 

= Lm2 = oo, . 
m=l 

Ahora para cualquier x E 8 3 , tenemos que existe una rotación R E 80(4) 
tal que x = Rel. Entonces calculamos 

00 00 

L Cm (p(z) . x)m-l = L Cm (p(z) . Rel)m-C. l 

m=l m=l 
00 

= L Cm (R-lp(z) . el)m-l , 

m=l 

por el apéndice 3.B, existe U E 80(4) tal que R-lp(z) = p(Uz) y si z' = Uz 
00 00 

L Cm (p(z) . x)m-l = L Cm (p(z') . el)m-l . 

m=l m=l 

Como lo que queremos ver es si el núcleo integral está en fJ8c4, entonces 
calculamos 

00 2 00 2 ¡ L Cm (p(z) . x)m-l df14(Z) = ¡ L Cm (p(z') . el)m-l df14(Z) 
C

4 
m=l C4 m=l 
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pero por la invariancia de la medida d¡.t4 (z ) 

Así pues, para f E F4 , consideramos las funciones 

'ljJa(X) = J AS3(Z,;E)f(z)d¡.t4(Z), (3.IX) 

IZml:S;a 

para (J > O Y m = 1,2,3,4. 

Verifiquemos que dichas funciones estén bien definidas, esto es, buscar 
una cota para l'ljJal . Pero como f E L2 (C4,P4) en particular f E Lfoc(C4,P4)' 
entonces necesitamos que el núcleo integral AS 3(Z, x) esté en Lfoc(C4

, P4). 
Pero 

J lAs' (z, x)I' dl"(z):S J [t, c" I(p(z) . x )In-J dl"(z) 
IZml:S;a IZml:S;a - . 

:S J [~c" IP(z)ln-J dl"(z) 
IZml:S;a 

pero Ip(z)1 = ~ Iz l2 

-JI<. [~c" I ~Izlf']' dl"(z) 

:S J [~c" I ~ l"lf']' dl"(z) < 00 

IZml:S;a 

Así se obtiene entonces que 'ljJa está bien definida. Ahora, análogamente 
a la inversa de la transformada B]Rn tenemos 
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Teorema 3.9. Sea f E :F4 e &8C4 Y sean 'l/Ja definidas como arriba. Entonces 
la inversa de la transformada de Bargmann, Es;' esta dada por 

Bs; f = lím 'l/Ja. 
a->oo 

Esto es 

Es; f = }i..~ J AS3(Z, x)f(z)df1,4(z), 

IZml:Sa 

En la prueba de este teorema nos hemos inspirado en B. Hall [10] para 
poder aplicar Fubini. 

Demostración. Como Bs; : :F4 ---t L2(S3), se necesita probar que las 'l/Ja E 
L 2(S3). 

r I'l/Ja(x) 12 dS3(x):S r { r IAs3(Z, x)f(z)1 df1,4(z)}2 dS3(x) 
iS3 JS3 i1zml:sa 

<00 

porque de lo anterior, la segunda integral está acotada y no depende de x. 
Por tanto, podemos aplicar la transformada ES3 a las funciones 'l/Ja 

ES3'l/Ja(Z) = r AS3(z,x)'l/Ja(x)dS3(x) 
iS3 

= 13 AS3(Z,X) J AS3(Z,x)f(w)df1,4(W)dS3(x) 

IWml:Sa 

pero para z fija 

13 J IAs3 (z, X)AS3 (w, x)f( w) I df1,4(z)dS3(x) 

Iwml:Sa 

:S const(z, u) 13 J e-~lwI2 dwdwdS3(x) < 00 

IWml:Sa 

entonces podemos aplicar Fubini obteniendo 

ES3'I/Ja(Z) = J f(w) 13 AS3(w,x)As3(z,x)dS3(x)df1,4(w) 

IWml:Sa 

= J f(w)Q(z, W)df1,4(W). 

Iwml:Sa 
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Al igual que en capítulo uno, sección 1.3.1., calculamos 

IIf - BS31Pull~c4 

= r If(z) - BS31PU(Z) 1
2 dp,4(Z) JC4 

= 14 J f(w)Q(z,w)dp,4(W) J f(r¡)Q(z,r¡)dp,4(r¡)dp,4(Z), 

Iwml2:u l7)ml2:u 

pero se tiene que 

14 J J If(w)f(r¡)Q(z, w)Q(z, r¡)1 dp,4(r¡)dJ1-4(W)dp,4(Z) 

Iwml2:ul7)ml2:u 

:S J If(r¡)1
2 

dp,4(r¡) J IQ(z, r¡)1
2 

dp,4(r¡) 14 dp,4(Z) ~ 00, 

l7)ml2:u l7)ml2:u 

entonces podemos aplicar Fubini obteniendo 

Ilf - BS31Pull~C4 

= J J f(r¡)f(w) 14 Q(z, r¡)Q(z, W)dp,4 (Z)dp,4 (W)dp,4 (r¡) 

l7)ml2:u Iwml2:u 

= J J f(r¡)f(w) (Q(.,r¡),Q(.,W))~C4 dp,4(W)dp,4(r¡) 

l7)ml2:u Iwml2:u 

= J J f(r¡)f(w) (BS3As3(r¡, .), BS3As3(W,.)) ~C4 dp,4(W)dp,4(r¡) 

I77ml2:u IW ml2:u 

= J J f(r¡)f(w) / AS3(r¡, .),AS3(W, .)) dp,4(W)dp,4(r¡) \ L2(S3) 
l7)ml2:u Iwml2:u 

= J J f(r¡)f(w)Q(r¡, W)dp,4(W)dp,4(r¡). 

l7)ml2:u IW ml2:u 

Notamos que f(r¡)f(w)Q(r¡,w) es integrable sobre todo el espacio (:4 x (:4, 

esto es 
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Por tanto, IIf - BS3'IjJerll:" ~ 0, cuando (J ~ oo. De manera análoga a 
""c4 

B;~, se tiene entonces que 

Bsi f(x) = lím J AS3(Z, x)f(z)dJ-l4(Z), 
er-+oo 

IZml::;er 

o 

Para el espacio ~~~ la inversa de la transformada de Bargmann B~~ esta 
dada por 

(h) 
para f E ~C4 ' 

(3.x) 
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Apéndice 3.A. Transformaciones canónicas y 
funciones generadoras 

Consideramos dos variedades diferenciales A y B, Y F : A -t B una fun
ción. 

Sea pEA. Si tomamos v E TpA, entonces existe una curva a(t) : J -t A, 
con J = [0,1] Y t E J, tal que a(O) = p y a'(O) = v. 

Definimos la función F* : TpA -t Tp(p)B dada por 

F*(v) = dd F (a(t)) I . 
t t=O 

Ahora, dada W una 2-forma en T B x T B, definamos 

F*Wp(Vl, V2) = Wp(p)(F*Vl, F*V2) 

una 2-forma en TA x TA. 

(3.XI) 

Dado lo anterior, para variedades diferenciales M y M, consideramos los 
espacios fase (T* M, w) y (T* M, w) y una función F : T* M -t T* M. 
Definición 3.10. Decimos que F es una transformación canónica si y sólo 
si Fes un difeomorfismo y F*w = w. 

Consideramos el Hamiltoniano H definido en T* M Y su correspondiente 
campo vectorial X H dado por las ecuaciones de Hamilton. Sabemos que éste 
campo es el único que cumple 

Definimos una función en T* M por 

f¡ = H o F-1 . 

Así podemos considerar el campo vectorial F*XH en T* M, resultado de 
mapear X H por F. 

Observemos que en T* M tenemos dos campos vectoriales, a saber F*XH · 

y XiI' Es interesante entonces saber cuando estos campos pueden coincidir, 
ya que si esto pasa, significa que las ecuaciones de movimiento se mapean de 
manera única. 
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Teorema 3.11. Si F es una transformación canónica, entonces 

a) Los campos vectoriales F*XH y Xii, dados como arriba, coinciden. 

b) Dada otra función G : T* M -t IR. se preserva el paréntesis de Poisson, 
esto es 

{H, G} (p) = {H, e} (F(p)) 

donde e = G o F-1 . 

En otras palabras, el primer inciso dice que se cumple w(w, F*XH ) -

dH(w), donde w E T* M. 
Demostración. a) Sea w E T* M. Entonces existe v E T* M tal que w = 

F* ( v ). Ahora calculamos 

w (w, F*XH ) = F*(v, X H ) por la ecuación (3.XI) 

= w(v,XH ) por la definición 3.10 

= dH(v) 

= dd H(a(t)) I 
t t=O 

= ~H o F- 1 o F(a(t))1 
dt t=o 

d - I = dtH(F(a(t))) t=O 

= dH(w). 

b) El paréntesis de Poisson, en términos de la 2-forma w, está dado por 

{H, G} = wp(XC,XH ), 

así también tenemos 

{H, e} = Wp(p) (X{;, Xii), 

para p E T* M. Entonces calculamos 

{H,G} (p) = wp(XC,XH ) 

= F*wp(Xc , X H ) 

= Wp(p) (F*Xc , F*XH ) 

= Wp(p) (X{;,XiI) 

= {H, e} (F(p)). 

por el inciso anterior 

o 
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Ahora sean (M,w) y (M,w) variedades simplécticas y F (M,w) ~ 
(M, w) una transformación canónica. 

Supongamos que la función </>(x, x') es continua, 2 veces diferenciable al 
menos, entonces por el teorema de Darboux [17], existen coordenadas locales 
tal que se tienen las formas simplécticas 

k=l 
n 

W = L)dx~!\ dp~) 
K=l 

en las coordenadas adecuadas. Definimos 

a</> ( ') Pk= -a x,x 
Xk 

, a</> ( ') Pk = --a' x , x . x k 

Con esto, se preservan las formas simplécticas. Es decir 

n 

k=l 

pero dXk !\ dXk = 0, además si k =ll, son antisimétricas 
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Por otro lado 

si intercambiamos k por l y por la antisimetrÍa del producto 

Notemos que w = w a nivel de coordenadas locales. 

Si ocurre que cP es tal que [)~~~, =1= O para todo x, x', entonces x' y p' 
quedan en términos de x, p y tal que nos dan una transformación canónica 
al menos localmente. ASÍ, decimos que cP es una función generadora de la 
función canónica F. 

Hay ocasiones en que una función generadora nos da a lugar una transfor
mación canónica global, como es ilustrado para la regularización del problema 
de Kepler, ver [33] y [34]. 
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Apéndice 3.B. Invariancia de la medida Gausseana 
respecto a la acción de 8U(4) 

La invariancia de la medida Gausseana bajo la acción de SU(4) se men
ciona en [33] sin prueba explícita, por lo que aquí se da una prueba original 
de tal hecho. 

Conocemos que el mapeo T : SO(4) ---+ GL(L2(S3)) dado por 

da una representación de SO( 4) . Además su restricción a cada espacio pro
pio del Laplaciano, ~,k, da una representación irreducible de SO(4). Por el 
lema de Schur, si tenemos un mapeo A : ~,k ---+ ~,k tal que conmuta con 
todas las TR , R E SO(4), entonces A actúa como un múltiplo de la identidad. 

Ahora definamos 

(3.xn) 

con 

(3.xm) 

Observamos que (p(z) . v)k es un polinomio armónico homogéneo, en v, 
de grado k. Entonces Jk(v, w) es un polinomio homogéneo, en v, de grado k. 
Como p(z) está en la cuádrica nula Ji)3, entonces (p(z) . v)k es una función 
propia del Laplaciano ~S3. 

Ahora 

Nótese que si 'ljJ E ~~, entonces Ak'ljJ = O. Consideremos entonces elopera
dor Ak restringido al ~spacio ~,k . Lo que mostraremos a continuación es que 
conmuta con cada TR, RE SO(4); es decir, mostraremos que AkTR = TRAk 



Apéndice 3.B 

en .7r3,k para toda R E SO(4). 

Sean RE SO(4) una rotación arbitraria y 'IjJ E .7r3,k. Calculamos 

[Ak (TR'IjJ)) (w) = r Jk(v, w)TR'IjJ(v)dS3 (v) JS3 
= r Jk(v, w)'IjJ(R-1v)dS3(v) JS3 
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= c~+1 r r (p(z). V)k (p(z) . w)k dJ-L4(Z)'IjJ(R-1v)dS3 (v). JS3 JC4 
Realizando el cambio de variable ~ = R-1v y como la medida de superficie 
dS3 es invariante bajo rotaciones 

como R preserva el producto interno 

Para la invariancia de la medida Gausseana se tiene la siguiente 

Proposición 3.12. Sea R E SO(4). Entonces existe U E SU(4) tal que 
Rp( z) = p( U z) y se preserva la medida, es decir 

para toda función f dJ-L4 -integrable. 

Entonces se tiene 

Por otro lado 

[TR (Ak'IjJ)) (w) = Ak'IjJ (R-1w) 

= C~+l r r (p(z). v)k (p(z). R-1w)k dJ-L4·(Z)'IjJ(v)dS3 (v). JS3 JC4 
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Por tanto AkTR = TRAk para toda RE SO(4). Entonces podemos aplicar 
el Lema de Schur teniendo así que Ak debe actuar como un múltiplo de la 
unidad, en .m,k, 

'IjJ E X3,k. 

Para calcular tales dk tomamos en particular 'IjJ(v) - ((el + ie2) . v)k, 
entonces 

Ak'IjJ(W) = r Jk(v, w)'IjJ(v)dS3 (v) JS3 
= C~+l r r (p(z)· v)k (p(z) . w)k dJ14(Z) [(el + ie2) . v]k dS3(v) 

JS3 JC4 
= C~+l r (p(z)· w)k r (p(z)· v)k [(el + ie2) . vt dS3(v)dJ14(Z) JC4 JS3 
= C~+l r (p(z). w)k / (p(z) . v)k ,[(el + ie2) . vt) dJ14(Z) , JC4 \ S3 

donde por Villegas [33] tenemos que 

entonces 

por la definición de p y factorizando 
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por la ortogonalidad de los monomios 

Ahora damos la prueba de la proposición anterior 

Demostración. Sea R E 80(4) Y supongamos que U E 8U(4) tiene la forma 

U=(~ ~) 
con 

B = ( '- ~) -ó , 

que están en 8U(2) cada una, es décir, lal2 + 1,81 2 
= 1 Y bl 2 + lól2 

= 1. 

Si denotamos z' = U z, entonces 

y así 
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Por otro lado 

Rp(z) 

{

rU(iZIZ3 - iz2z4)+rI2(zl z3 + z2z4)+rI3( -iZIZ4 - iz2z3)+rI4(zl z4 - Z2Z3~ 
r2I(izIZ3 - iz2z4)+r22(zlz3 + z2z4)+r23( -iZIZ4 - iz2z3)+r24(zlz4 - Z2 Z3) 
r3I (iZIZ3 - iz2z4)+r32(zlz3 + z2z4)+r33( -iZIZ4 - iz2z3)+r34(zlz4 - Z2 Z3) 
r4I(izIZ3 - iZ2Z4) +r42 (ZI Z3 + z2z4)+r43(-izIZ4 - iz2z3)+r44(zlz4 - z2z31 

{

( iru + rl2)zlz3 + ( -irl3 + rl4)zlz4 + ( -irl3 - r14)z2z3 + ( -iru + rI2 )Z2Z4) 
(ir2I + r22)zl z3 + ( - ir23 + r24)zl z4 + ( -ir23 - r24)z2z3 + (-ir2I + r22)z2z4 
(ir3I + r32)zl z3 + ( - ir33 + r34)zl z4 + ( -ir33 - r34)z2z3 + (-ir3I + r32)z2z4 
(ir4I + r42)zl z3+( - ir43 + r44)zl z4+( -ir43 - r44)z2z3+( - ir4I + r42)z2z4 

de donde se obtienen las ecuaciones linealmente independientes 

de donde se obtiene 

iru + rI2 = ia:y - i{JJ 

-irl3 + rI4 = i0'.8 + i{J1 

ir2I + rI2 = a, + {JJ 

- ir23 + r24 = 0'.8 - {J1 

ir3I + r32 = iO'.J + i{J, 

- ir33 + r34 = -i0'.1 + i{J8 

ir4I + r42 = -O'.J + {J, 

- ir43 + r44 = 0'.1 + {J8 

a, = ~ [ru + r22 + i(r2I - rI2)] 

1 . 
0'.8 = "2 [r24 - rI3 - z(rl4 + r23)] 

&.8 = ~ [r3I - r42 + i(r32 + r4I)] 

0'.1 = ~ [r33 + r44 + i(r34 - r43)] 

- 1 
f38 = "2 [r44 - r33 + i(r43 + r34)] 

f31 = ~ [r3I + r42 + i(r32 - r4I)] . 

(3.XIV) 

(3.xv) 

(3.XVI) 

(3.xVII) 

(3.XVIII) 
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Ahora, consideremos las matrices en SU(2) 

y denotemos mI = 0."( - f3b, m2 = aó + 131, nI = 0.1 + /3ó, n2 = 131 - aó. 
Entonces 

~2) mI · 

~2 ) . nI 
Con esto, podemos hacer por un lado 

M N = ( mI nI - m2rh mI n2 + m2nI ) = ( a - a~) 
-nIm2 - mIn2 -m2n2 + mInI -b 

mientras que por otro, sabiendo que M N = A 2 , 

A2 = ( 0.
2 
_- f3~ a~ + f3i! ) . 

-0.13 - f3a a - 1313 

Notemos que por como se definió a mI, m2, nI, n2, tenemos que a y 
b quedan expresados, por (3.xvm), en términos de las entradas rij de la 
matriz de rotación. Además, si solo se conoce que R E SO( 4) entonces las 
matrices M y N, dadas arriba, están en SU(2). Es decir ImII2 + Im212 = 1 
Y InII2 + In212 = 1. Por ejemplo, en el caso de N, los valores de nI Y n2 en 
términos de la rotación R son 

nI = r44 - ir43 

n2 = r42 - ir4I, 

y es claro que InII2 + In212 = 1. Así mismo para M. Entonces MN está en 
SU(2) yaque lal

2 + Ibl2 
= (ImII2 + Im212) (InII2 + In2n = 1. Por tanto, la 

demostración de la proposición se reduce a probar que: dada R E SO(4), 
sean a, b como arriba tales que lal 2 + Ibl2 = 1. Entonces existen 0.,13 E e 
tales que 10.12 + 1131 2 = 1 Y que satisfacen 

0.0. - 13/3 = a 

0.13 + f3a = b. (3.XIX) 
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o bservamos que si existen a y f3 que satisfacen el sistema anterior, se 
tiene que 

( lal 2 + 1f312 ) 2 

= lal2 1al2 + 21al 2 1f312 + 1f3121f312 

= lal2 1al2 
- a21f312 - 1f312 ci + 21a121f312 + a21f312 + 1f312 

52 + 1f3121f312 

= (aa - f3iJ)(aa - f3f3) + (af3 + (35)(af3 + (35) 

= lal 2 + Ibl 2 
= 1. 

Ahora encontremos tales a, f3 que satisfagan el sistema (3.XIX). Sean a = 
al + ia2 y f31 + if32. Por la segunda ecuación se tiene 

entonces 

f3(a+5)=b, 

f3=_b. 
2al 

Sustituyendo en la primera ecuación de (3.XIX) se obtiene el sistema 

(3.xx) 

donde a = al + ia2. De aquí a2 = ...!:2..2
a y lo sustituimos ella segunda ecuación 
0<1 

obteniendo la ecuación cuadrática en a~ 

Donde la solución es 
r;:+l 

al = y-;¡-. 
Entonces 
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por lo que 

a= 

Ahora, por lo anterior 

(3=_b = b , 
2a¡ J2(a¡ + 1) 

donde en los dos casos, a, b están en términos de la rotación R. 

Por tanto, existe A. Análogamente tenemos que existe B y así, existe una 
matriz U, formada con A y B en la diagonal, en SU(4) tal que satisface la 
proposición, por como fué construida. O 



Capítulo 4 

Estados coherentes 

La idea de los estados coherentes se origina en la física cuántica y su 
relación con la física clásica. En 1926, E. Schr6dinger [24] introduce un sis
tema de funciones de onda para el oscilador armónico que no se dispersaran 
y cuyo centroide sigue la trayectoria determinada por la mecánica clásica. 
Más tarde, en 1963, Glauber ([7], [8]) les llamó a dichas funciones de onda 
estados coherentes. 

4.1. Estados coherentes para el oscilador 
, . 

armonlCO 

En esta sección se presentan algunas propiedades de los estados coherentes 
para el oscilador armónico (donde seguimos a [15]), aunque se ha modificado 
la definición ligeramente por un factor para poder ver a la transformada de 
Bargmann B]Rn, aplicada a f E L 2 (lR.n ), como el producto interno de dichos 
estados coherentes con la función f. 

La ecuación del Hamiltoniano para el oscilador armónico clásico, con masa 
unitaria m = 1 es 

1 1 _p2 + _x2 = E 
2 2 

(4.1) 

donde x es la posición y p el momento, p = x. La solución para x(t) es 

x(t) = (2E)1/2 sen t 
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Estados coherentes para el oscilador armónico 

y así, 
p(t) = (2E)1/2 cos t . 

Para el problema cuántico, el Hamiltoniano se ve de la forma 

/1,2 1 
H = --D.l1l>n + _x2 

2 '" 2' 

por lo que se tiene la ecuación de Schr6dinger asociada 

ñ2 1 
H'ljJ = --D.JRn'ljJ + _x2'ljJ = E'ljJ, 

2 2 

donde sus soluciones están dadas por 

nl,( ](x) = . 1 e-i"x2 H (ñ- 1/ 2X) =' I[m]) 
o/m J!i;(ñ2)lml[m!] (m] ., 

con valor propio 
E(m] = ñ (Iml + n/2) , 
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( 4.n) 

. (4.m) 

con m E Nn, Iml = mI + m2 + ... + mn y H(mj polinomios de Hermite. 

De aquí en adelante consideraremos la traslación del operador H en (4.n) 
(también denotado por H) , por la cantidad ñn/2, tales que el espectro de H 
es 

E(m] = ñlml· 
Una de las propiedades más importantes de este sistema, es que cualquier 

paquete de onda, no importando su forma, retornará a su forma original des
pués de un período clásico de oscilación, 27r. 

Podemos ver esto considerando las funciones de onda, correspondientes a 
la ecuación de Schr6dinger dependiente del tiempo, 

w(x, t) = I: a(m]'ljJ¡mj(x)e-itlml 
(m]ENn 

y observamos que W(x, t) = W(x, t + 27r). 

Los estados coherentes para el oscilador armónico, que definiremos más 
adelante, no solo regresan a su forma original después de un período de 
oscilación, estos retienen su forma original para todo tiempo y tienen un cen
troide que siguen el movimiento clásico. 
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Definición 4.1. Los estados coherentes para el oscilador armónico son de 
la forma 

z[m] 

?/Jz = Iz) = L yfrTifJ I[m]) , 
mENn m. 

con Z E te Y I[m]) como en la ecuación (4.m). 

Estas funciones tienen varias propiedades que se mencionan a continua
ción 

1) Notemos que si dejamos actuar el operador de evolución temporal del 
sistema sobre estos estados coherentes, se tiene 

iHt z[m] e-ilmlt . 
e-T Iz) = L yfrTifJ I[m]) = lettzJ. 

mENn [m!] 
(4.lv) 

Lo que nos muestra que la evolución, a través del tiempo, de un estado 
coherente sigue siendo un estado coherente. A ésta propiedad se le denota 
por estabilidad bajo evolución temporal. 

2) Consideramos los operadores a, at , de aniquilación y creación 

a = (2ñ)-1/2(X + ip) at = a = (2ñ)-1/2(X - ip), 

donde x es operador de multiplicación por x y p = (PI"" ,Pn) con Pj = 
'Jo; 8 . 1 -Zn- J = ... n. 8xj' , , 

Usando estos operadores el Hamiltoniano (4.1) se puede reescribir como 

Además se tienen las relaciones 

a I [m]) = ([m])I/2I[m - 1]) 

at I [m]) = ([m + 1])~/2I[m + 1]) 

(ñ) 1/2 
x= '2 (a+at ) (4.v) 

(ñ) 1/2 
P= '2 (a-at ) 

[a, at ] = 1 
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con [m ± 1] = (mI ± 1, ... ,mn ± 1), ver p,or ejemplo [6]. 

Con lo cual se puede probar que los estados coherentes son fun
ciones propias de operador de aniquilación 

z[m] 

a Iz) = L Vlm!I a I [m)) 
mENn [m!] 

zz[m- I] 

= m~n .j[(m _ 1)!] I[m - 1)) = z Iz) , 

con valor propio z. 

3) Los estados coherentes se pueden obtener del estado base 1[0)) a través 
de la acción del operador de desplazamiento 

D(z) = e~lzl2 ezaLza, 

es decir Iz) = D(z) 1[0)). Para ver esto, utilizamos el hecho de que [a, at] = 1 
Y por consecuencia la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff se reduce a 

e A+B = e-~[A,B] eAeB . 

Entonces tenemos que 

D(z) 1[0)) = e zat e-za /(0)) 

= e zat 1[0)) 
_ z[m] at[m] O 

- m~n vfrñ!J vfrñ!J I [ ]) 
z[m] 

= L vfrñ!J I [m)) = Iz) . 
mENn [m!] 

4) Los estados coherentes logran la cota mínima para la desigualdad del 
Principio de Incertidumbre de Heisenberg. Es decir 

donde 
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Usando la relación para x en (4.1) y el hecho de que el promedio se obtiene 
a través de funciones normalizadas, obtenemos que 

por tanto 

()2 (( Z z)) 2 
X z = V(ZiZ) x V(ZiZ) 

ñ 1 
= --(zla+atlz) 

2 (zlz) 
ñ 2 

=2(Z+Z) , 

1 (X2) = _. - (zl x2lz) 
z (zlz) 

ñ 1 
= -- (zl (a + at )2Iz) 

2 (zlz) 

= ~ (z~z) [Z2 (zlz) + Z2 (zlz) + (zlz) + 21z1 2 
(zlz)] 

2 ñ 
=(x)z+2' 

Un cálculo similar nos muestra que 

Ahora, si realizamos el producto de dos estados coherentes 'l/Jz y 'l/Jw ob
tenemos 

(4.VI) 

Esto nos muestra que el conjunto de estados coherentes, etiquetados por 
z, no es ortogonal. Nótese que del producto anterior resulta el núcleo repro
ductor del espacio de Bargmann fJBcn. 

Ahora busquemos una manera más adecuada, para nuestros propósitos, de 
escribir estos estados coherentes para el oscilador armónico. De la definición 
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4.1 Y de la ecuación (4.m) obtenemos la expresión 

Pero utilizamos que la función e2ñ-
1

/
2

-y.x_-y2 es la función generadora de los 
polinomios de Hermite, así 

que al realizar el cambio 'Y = (2ñ)-1/2b obtenemos 

(4.vm) 

( 4.IX) 

donde An(b, x) es el núcleo integral de la transformada de Bargmann para 
L2 (lRn ). 

Notamos que lo anterior es la definición de expansión de Taylor para el 
núcleo integral An(z, x) alrededor del cero. En consecuencia tenemos 

Notamos que lo obtenido es consistente con la ecuación (4.VI) por el Lema 
1.7 (sección 1.3), además de que para cada z fijo, 'ljJz E L2 (lRn). Ahora para 

_ !l=i1!. TI]) n 
Z - ~,p, q E ID>. , tenemos 

que completando cuadrados 
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Así 
I'l/Jz(x) I = const(p,q)e- 21,,(X-q)2 

es una Gausseana centrada en la posición q. Además, si calculamos su trans
formada de Fourier, 

donde 
f(k):= r e-[~+iv'2li(k+p)r eq·x/ñd"x 

Jntn 

es una función acotada. Entonces 

I~z(k) I = const(p, q)e-2ñ
(k-

p )2 

será una Gausseana centrada en el momento p. 

Podemos observar que los estados coherentes están etiquetados por el 
plano fase (q, p), donde se mueve físicamente la partícula. 

5) Resolución de la identidad. Del capítulo uno se sabe que Bntn'I/Jw(z) = 

ez.ÜJ
• Sean 'I/J E L 2 (IRn) y f su transformada de Bargmann, entonces 

f(z) = (e i
.
W

, f) filen 

= (Bntn 'l/Jz, Bntn 'I/J) filen 

como Bntn es unitario 

Entonces 
Bntn'I/J(z) = ('l/Jz, 'I/J) L2(ntn) 

y al tomar la transformada inversa B;~, 

'I/J(x) = lím r An(z, x) ('l/Jz, 'I/J) L2(ntn) dJ-Ln(z) 
a-+oo J1zmls,a 

= lím r ('l/Jz, 'l/Jh2(lRn) 'l/Jz(x)dJ-Ln(z). (4.x) 
a-+oo J1zmls,a 
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A (4.x) se le llama resolución de la identidad. No debe confundirse 
este concepto con el de resolución de la identidad dada por el teorema espec
tral para operadores autoadjuntos. 

Notando que al núcleo reproductor ez .w se le pueden llamar estados cohe
rentes para el espacio de Bargmann 88cn, puesto que para toda f en dicho 
espacio 

f(z) = (e i
'
W

, f)9Bcn , 

entonces a la transformada de Bargmann se le llama también transformada 
de estados coherentes. 

Si consideramos el espacio 88~~, los estados coherentes son 

(fi) ( ) 'ljJz = An Z,·. 

4.2. Estados coherentes para L 2(S3) 

Ahora, siguiendo a [33] para el caso de la transformada BS3 : L 2 (S3) --+ 

F4 , con una analogía con BlR.n, las funciones 

~ Vn n-1 
4YI;r(X) := ~ (n _ 1)! (a· x) ( 4.XI) 

con a E 123 , son los estados coherentes puesto que podemos escribir la trans
formada de una función 'ljJ E L 2 (S3) como 

BS3'ljJ(Z) = (4Yp(Z),'ljJ)S3' 

Entonces tenemos que checar que se cumplen algunas de las propiedades 
dadas al principio del capítulo. 

Para'ljJ E L2(S3) sea f = BS3'ljJ. Como Q(z, w), dado en (3.II), es el núcleo 
reproductor de F4 entonces 

f(z) = (Q(z, .), f)~C4 

pero BS34Yp(z)(w) = Q(z, w) 
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como BS3 es unitario 

Entonces 

BS3'I/J(Z) = (<pp(z) , 'I/J) S3 , 

pero aplicando transformada inversa se tiene 

donde la medida dJ.1( a) esta dada por 

Estados coherentes 

Así, los <Pan con a E ~3, nos dan una resolución de la identidad. 

Así también se obtiene que para la transformada de Bargmann B1~, los 
estados coherentes asociados tienen la forma 

<p(ñ)( ).= ~ Vn (a. x)n-l 
et x. L...,; (n-1)! ti 

n=l 

(4.xn) 

Nuevamente observamos que los estados coherentes están etiquetados por 
el espacio fase que es ~3 - {O} rv T* 8 3 - {O} el espacio cotangente a 8 3 . 

En las últimas décadas se han realizado diversas generalizaciones de es
tados coherentes para otros sistemas y grupos ([31],[10],[28],[12] entre otros). 
En el caso general, los estados coherentes se definen a partir de algunas 
propiedades que se mencionaron en la sección anterior para el oscilador 
armónico, aunque no todas ellas siempre se satisfacen. En nuestro caso lla
mamos a los estados <Pet, estados coherentes por que nos dan una resolución 
de la identidad, además por sus propiedades de evolución y de concentración 
cuando se considera a la constante de Planck pequeña, que se explican en el 
siguiente capítulo. 



Capítulo 5 

Evolución temporal de los 
estados coherentes 

En este capítulo se realiza un estudio original sobre la evolución temporal 
y concentración de los estados coherentes <PO! introducidos en el capítulo an
terior. También se realiza un estudio de los estados coherentes en el espacio 
de momentos a través de los estados <PO! y la transformación unitaria U del 
capítulo dos. 

Consideremos la ecuación de Schr6dinger dependiente del tiempo 

.0 1 
1, Os w(x, s) = 2b.S3W(X, s), 

con condición inicial w(x, o) = cp(x), x E 8 3 y cp E L2(83). 

La evolución temporal de cp está determinada por 

(5.1) 

por lo que nos preguntamos cómo será la evolución temporal de los estados 
coherentes {<PO!} O! E !'23 • Así, para a E ,g3 

00 

e~s6.S3<pQ = e~s6.S3 L Cn(a· xt-1 

n=l 
00 

= LCne~S6.s3(a.xt-l. 
n=l 

117 
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Recordamos que el polinomio armónico (a· x)n-l es una función propia del 
Laplaciano b:.s3, con valor propio An-l = _(n2 - 1). Entonces se tiene que 

00 

e~St..S3<pti = ¿Cne~s>.n-l(a. xt- l . 

n=l 

Si en particular tomamos a = el - ie2, y tomamos coordenadas esféricas 

entonces 

Por tanto 

Xl = sen A sen ecos <p 

X2 = sen A sen e sen <p 

X3 = senAcose 

X4 = COSA, 

a . X = sen A sen eei cp . 

00 

o ::; A, e ::; 7r 

o ::; <p ::; 27r 

e~St..S3 <Pti = ¿ Cn e~S>'n-l senn - l A senn - l eei(n-l)cp 

n=l 

= ~ Vn e i(n;l) [2cp-(n+1)sJ senn - l A senn - l e. (5.n) 
~ (n-1)! 

Podemos notar que cuando A = e = 7r /2 se tiene que X = (cos <p, sen <p, O, O) 
es una geodésica en 8 3 en el plano (XI, X2). 

Ahora, si discretizamos el tiempo s y fijamos por un momento a A = 7r /2, 
entonces tenemos las siguientes gráficas que nos exhiben el comportamiento 
de estos estados coherentes a lo largo de la geodésica mencionada. 

A continuación graficamos la densidad de probabilidad 

para distintos valores de s. 
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() 

Figura 5.1: IF(<p, (), s = 0)1 2 

Figura 5.2: IF(<p, (), s = 1)12 

Figura 5.3: IF(<p, (), s = 2)1 2 
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Evolución temporal de los estados coherentes 

Figura 5.4: \F(ep, (), s = 2,5)\2 

Figura 5.5: \F(ep, (), s = 3)\2 

Figura 5.6: \F(ep, (), s = 4)\2 
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Figura 5.7: IF(cp, e, s = 4,5)12 

Figura 5.8: IF(cp, e, s = 5)1 2 

Notamos además que el período de F es 47r. Esto es, 

F(lrJ e s + 47r) = ~ Vn e i(n;l) [2cp-(n+1)(s+41T)] senn - 1 >. senn - 1 e 
'1"" , ~ (n -1)! 

n=l 

= ~ Vn e i(n;l) [2cp-(n+1)s] senn - 1 >. senn - 1 e 
~ (n -1)! 
n=l 

= F(cP, e, s). 
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Ahora utilizamos el cálculo realizado en el Apéndice A, sobre la expansión 
asintótica para el núcleo integral AS3 (z, x) , y lo podemos aplicar a nuestros 
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estados coherentes <Po. obteniendo para a E 2)3 Y W E S3 

<Pó(w) = (a· W)1/2 eo.·w (1 + ~ + a2 + ... ) , 
a·w (a·w)2 

(5.m) 

para ~(a· w) ~ 00 y I~(a· w)1 :::; const ~(a· w). 

Pero la parte real de (a . w) se puede ver como 

~(a·w) = I~al C::I· w), 

lo cual crece a 00 cuando ~a ~ 00 y w esté muy cerca de I~~I. Para w con 
esta condición, se obtiene de inmediato que 

I~(a· w)1 = l~alll~:1 . wl < l~alll::1 . wl = I~(a· w)l· 

Por tanto, la ecuación (5.m) se satisface cuando w está suficientemente 
cerca de I~~I y~a ~ oo. 

Para mostrar congruencia graficamos la densidad de probabilidad para 
esta expresión asintótica de los estados coherentes obteniendo 

14 
12 
10 

a 
6 
4 
2 
o 

() 

Figura 5.9: l<Pó( w) 12 

que se aproxima bien a la Figura 5.1 con un número pequeño de sumandos 
de la expansión (5.m). 
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Si consideramos el núcleo integral A~(z, x), como en la sección 3.2.1, 
encontramos de manera análoga a lo anterior que 

(5.IV) 

para R(a· w/ñ) -+ 00 y I~(a· w/ñ)1 ::; const R(a · w/ñ). 

Nótese que la expresión anterior nos permite realizar fácilmente cálculos 
para cuando hacemos tender 11, a cero, lo cual no se lograría con la expresión 
para los estados coherentes </J't) como en la ecuación (4.XII). Esto es, tomando 
coordenadas esféricas para w E S3 y tomando a = el - ie2 podemos consi
derar que los estados coherentes tienen la siguiente expresión (para valores 
de 11, pequeños) 

</J~ñ)(W) = V~sen()eiCP/2e*Sen(}eiCP, (5.v) 

donde su densidad de probabilidad se ve en las siguientes gráficas 

Figura 5.10: 1</J~ñ)(w)12 con 11, = 0.1 Y 11, = 0.001 

donde la primera gráfica la hemos reescalado en un factor de 10-5 y la se
gunda por un factor de 10-860 . 

Observamos entonces que para valores más pequeños de 11" los estados 
coherentes estarán mas concentrados. 
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5.1. Evolución temporal de los estados U-lepa. 

Recordamos, del capítulo 2, que tenemos una transformación unitaria 
U del espacio de Hilbert generado por las transformadas de Fourier de las 
soluciones de la ecuación de Schrodinger para el átomo de hidrógeno sobre 
el espacio L 2 (S3). Esto es 

Por tanto es natural preguntarnos como serán nuestros estados coheren
tes <Pcx y su comportamiento cuando han sido llevados al espacio de Hilbert 
anterior a través de U-I , es decir; en el espacio de momentos. Así, 

00 

U-I<pii(P) = L enU-I(a. xt- l . 

n=l 

Pero la inversa de U esta determinada por 

~ 2po 
( )

2 

~(p) = 50 p2 + P5 <I>(w(p)), 

entonces 

U-I<pii(P) = fen50 ( 22~o 2)2 (a· x(p)t- l . (5.VI) 
n=l P Po 

Utilizando las ecuaciones de la proyección estereográfica 

i = 1,2,3 

y tomando en particular a = (el - ie2), obtenemos 

(5.VIl) 
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Recordemos, de la sección 2.2, que P6 = -2E. Pero sabemos que los 
valores propios para átomo de hidrógeno están determinados por En = - 2~2 , 
así se obtiene que Po = * y con esto 

(5.VIII) 

Es importante conocer la "forma" de esta función, por lo que graficamos 
su densidad de probabilidad, IU-I<!>a(p)12

, obteniendo lo que en un principio 
parece un paquete de ondas localizado, véase la siguiente figura. 

600 
500 
400 
300 
200 

100 

o------:~~~~~ 
0.6 

0.4 

La evolución temporal de estos estados está determinada por 

e-itHu-I",_ ( ) _ ~ e-itH ¡;;:: 2po (+ . )n-I 00 ()n+1 
'Pex P - ~ en V Po 2 + 2 PI 2P2 . n=1 P Po 

donde f¡ se define como el Hamiltoniano en el espacio de momentos 

con § la transformada de Fourier. 

(5.IX) 
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Tenemos que para cada n, la función (a . w)n, con a E .f5)n, se puede ver 
como una combinación lineal de armónicos esféricos Ynlm , ya que estos son 
las funciones propias del Laplaciano en la esfera S3 (y por tanto U-1(a· w)n 

es combinación de ~nlm := U-1ynlm ). En nuestro caso, 

( )n (2PO) n ( ' )n '" >T,(j) ( ) a . w = 2 2 PI + zP2 = L...J Cj 'J.' nlm P . 
P +Po 

Así que al aplicar el operador de evolución se obtiene 

pero las funciones §-lq, son funciones propias del Hamiltoniano del átomo 
de hidrogeno con valor propio En = -1/2n2, entonces 

Por tanto, la ecuación (5.IX) toma la forma 

00 ()n+l -itH -1 it 2po . n-l e u 4>ó(p) = L Cne~ v'PO 2 2 (PI + ZP2) . n=l p +PO 
(5.x) 

Ahora, si discretizamos el tiempo t y fijamos a P3 = O, es decir, P = 
(PI' P2' O), entonces obtenemos las siguientes gráficas que nos exhiben el 
comportamiento de la densidad de probabilidad 

de estos estados. 
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Figura 5.12: G(p, t), con t = 3 

Figura 5.13: G(p, t), con t = 16 

Figura 5.14: G(p, t), con t = 35 
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Figura 5.15: G(p, t), con t = 55 

Figura 5.16: G(p, t), con t = 68 

Figura 5.17: G(p, t), con t = 74 
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Figura 5.18: G(p, t), con t = 86 

Figura 5.19: G(p, t) con t = 98 

Ahora analicemos el caso cuando la constante de Planck ñ se hace pequeña. 
Para esto, primero debemos considerar los estados coherentes con la forma 
como en la ecuación (4.XII), así tenemos que los estados coherentes en el 
espacio de momentos tienen la expresión 

Tomando en cuenta que los valores propios de la ecuación de Schr6dinger 
del átomo de hidrógeno son En = 2~~2 entonces, por la definición de Po, se 
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tiene que la ecuación anterior toma la forma 

-1 (Ii) _ 3/2 1 2n . n-l 00 ( )n+l 
U <Pii (p) - fi ~ (n _ 1)! fi2n2p2 + 1 (PI + zP2) . (5.XI) 

Así, para valores pequeños de fi, obtenemos las siguientes gráficas 

Figura 5.20: Densidad de probabilidad con fi = 0.1 

Figura 5.21: Densidad de probabilidad con fi = 0.01 

Donde hemos reescalado la primera gráfica por un factor de 10-9 y la segun
da por 10-88 . 

Notamos que no solo se exhibe el comportamiento de concentración sino 
que además el centro de paquete de ondas se mueve hacia el punto (1, O). 
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Para conocer la evolución temporal en este caso (h = 0.01), utilizamos 
las ecuaciones (5.x) y (5.XI) obteniendo 

00 Ü n+l 

e-it: U-I4J(ñ)(p) = h3/2 "'" e~ ( 2n ) (p + ip )n-l 
Q ~ (n - 1)! h2n2p2 + 1 1 2 , 

que nos proporciona las siguientes gráficas que nos muestran la densidad 
de probabilidad de dicha evolución, donde se observa que los estados se 
mantienen más tiempo concentrados cuando h ~ O Y la evolución se da 
en el círculo de radio 1 centrado en el origen. 

Figura 5.22: Evolución temporal de U-lepó. en el caso h = 0.01, t = 1 

... . 2 

~ .. 
e 
4-

2 

Figura 5.23: Evolución temporal de U-l 4Jó. en el caso h = 0.01, t = 2 
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Figura 5.24: Evolución temporal de U-lePa en el caso ti = 0.01, t = 3 

Figura 5.25: Evolución temporal de U-lePa en el caso ti = 0.01, t = 4 

Figura 5.26: Evolución temporal de U-lePa en el caso ti = 0.01, t = 5 
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SE7 

Figura 5.27: Evolución temporal de U-l<f;ii en el caso !i = 0.01, t = 6 

Figura 5.28: Evolución temporal de U-I<f;ii en el caso !i = 0.01, t = 7 

En realidad, los hechos de que el centro del paquete de onda quede en 
el punto (PI = 1, P2 = O) al tiempo cero y la evolución temporal de éste se 
de en una trayectoria circular como ya ·se ha mostrado gráficamente cuando 

. !i ~ O; se esperan por el tipo de proyección que se ha tomado en el capítulo 
2. Es decir, la regularización de Moser nos garantiza estos hechos. Esto se ve 
(utilizando el apéndice 5.A) al darnos cuenta de lo siguiente. 

Al tomar Q: = el - ie2 en la cuádrica nula 223 , se puede identificar con el 
punto 
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en T* 55. Podemos observar que I~I = 1 por lo que estamos en el caso descrito 
en el apéndice 5.A acerca de la regularización de Moser para el problema de 
Kepler con energía H = -1/2. Con esto, el punto (w,~) nos determina una 
geodésica en 53. La geodésica determinada por a = el - ie2 es 

w ( s) = (cos s, sen s, O, O) 

dw 
~ ( s) = ds = (- sen s, cos s, O, O). (5.xn) 

Por tanto, al usar las ecuaciones (5.XVI) del apéndice 5.A, podemos obte
ner las ecuaciones del punto correspondiente a a y su respectiva trayectoria 
en el espacio de momentos y de posiciones en el problema de Kepler. 

En este caso, en el espacio de momentos clásicamente se espera que el 
estado coherente U-lcjJa esté concentrado en el punto 

PI = 1, P2 = O, P3 = O, 

y con evolución temporal alrededor del círculo 

p(t) = (cost,sent, O) , 

donde se recorrerá la trayectoria en el sentido contrario a la manecillas del 
reloj. 
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Apéndice 5.A. Sobre la regularización de Moser 

Siguiendo a [32], consideremos la proyección estereográfica S : lR.3 ~ S8 
del capítulo 2, sección 2.3. Esto es, tenemos las ecuaciones 

i=1,2,3 

En 1970, Moser [18] considera una extensión a la anterior proyección 
estereográfica. A saber, 

M : T*lR.3 ~ T* s3 
(p, x) ~ (w,~) 

considerando la energía de las partículas igual a -1/2, es decir Po = 1, Y con 
el siguiente requerimiento 

x . dp = S* (~ . dw) . (5.XIII) 

Se puede probar, ver [18], que con el requerimiento anterior se puede 
obtener que las ecuaciones de la extensión son 

2p· 
w·= ~ 

~ p2 + 1 
i=1,2,3 

p2 -1 
w - =----4- p2 + 1 

(5.XIV) 

p2 + 1 
~i = 2 Xi - (x . P )Pi i = 1,2,3 

~4 = x· p (5.xv) 

con inversa M-1 : T* S8 -t T*lR.3 dada por 

j = 1,2,3. (5.XVI) 
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Así, M es una transformación canónica que preserva las formas simplécti
cas, T*]R3 con la forma simpléctica canónica (dx 1\ dp) Y T* 8 3 con la forma 
simpléctica (d~ 1\ dw) heredada de T*]R4. 

Geométricamente tenemos lo siguiente. Moser considera la hipersuperficie 
de T*]R3 que consiste de las trayectorias cerradas correspondientes a partícu
las con energía E = -1/2. 

x 

Figura 5.29 Regularización de Moser. 

Así, M transforma cada trayectoria cerrada (x(t), p(t)) que pasa por 
algún punto (digamos (x(O),p(O)) como en la figura anterior) con energía 
total 

E = Ip(O)1
2 
__ 1 __ 

2 Ix(O)1 
1 
2' 

en una geodésica en la esfera 8 3 , con una reparametrización del tiempo ade
cuada, a saber, 

d d 
ds = Ixl d( 

Aquí entenderemos por geodésica a los círculos máximos en la esfera con la 
propiedad que se recorren con rapidez constante. 

Además, en el espacio T* 8g se tiene el Hamiltoniano 

(5.xvn) 

es decir, cuando I~I = 1. 



Apéndice A 

Asintóticas para el núcleo 
integral de B 8 3 

En el presente apéndice se mostrará el comportamiento asintótico del 
núcleo integral 

~ Vk k-l 
A S3(Z, x) = Lt (k _ 1)! (p(z) . x)) 

k=l 

de la transformada de Bargmann para L2(S3). Las ideas presentadas en este 
apéndice son prácticamente las dadas por L. E. Thomas y S. R. Wassell [31], 
en su apéndice B, donde obtienen asintóticas para el núcleo integral de la 
transformada de Bargmann para L2(S2). Aquí se presenta la correspondien
te asintótica para L2(S3) la cual hasta ahora no había sido obtenida. 

Definamos la función g(~) sobre el plano complejo dada por 

g(~) = f vr;r~I, 
1=0 

(A.I) 

que, como se nota en el capítulo 3, es una función analítica sobre todo el 
plano complejo. 

Lema A. 1. La función g(~) tiene la expansión asintótica 

g(O = e/2ff (1 + ~l + ;~ + ... ) , 

137 

(A.JI) 
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para ~~ -t 00 Y 1 SS~ 1 :S const ~~ . 

Demostración. Tenemos que 

g(~) = f= vr;r~l 
1=0 

= ' _1_ f= l + 1 ~l {(X) e-(l+I)t2 dt (A.m) 
.fi 1=0 l! J-oo 
1 ¡(X) 00 el 1 ¡(X) 00 el 

= _ ¿" e-lt2 e-t2 dt + _ ¿ ~ e-lt2 e-
t2 dt 

.fi -00 1=0 (l - 1)! .fi -00 1=0 l! 

= _ ~e-t2 e~e-t e-t2 dt + _ e~e-t e-t2 dt 1 ¡(X) 2 1 ¡(X) 2 

.fi -00 .fi -00 

2 {(X) ( t 2 ) te- t2 2 = .fi Jo ~e- + 1 e" e-t 
dt. (A.IV) 

Si realizamos el cambio de variable e-
t2 = (1 - w 2 ), para w 2 O, obtenemos 

que 

g(~) = ~e~ t [~(1 _ w2 ) + 1] e-~w2 wdw . 
.fi Jo J -ln(l - w 2 ) 

(A.v) 

Notemos ahora que la integración de 1/2 a 1 es del orden O(~-oo), es 
decir, 

e JI [~(1- w2 ) + 1] e-~w2 wdw 
1/2 J -ln(l - w2 ) 

está acotado para todo k, por lo que no contribuirá a la expansión asintótica. 
Para ver esto, sea ~ = o:+i{3 con a, (3 E lR, entonces 1~(1 - w2

) + 11 :S ~ 1~1+1. 
Además 

w < 1 < 2 
J-ln(l- w 2) - J-ln(3/4) - , 

por lo que se tiene 
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si aplicamos que a ~ 00 y que 1,81 ::; const a, entonces tenemos que 

e-QW2 < e-Q
/
4 

- , (A.VI) 

y con esto 

ya que se tiene un máximo para a = 4( k + 1), y por tanto se tiene que 

2 11
/
2 

wdw g(~) = ¡;;e~ [~(1 - w2
) + 1] e-~w2 +O(~-OO). (A. VII) 

y1r o J-ln(l- w2) 

Ahora para la integral que queda, consideraremos primero la integral 

(A. VIII) 

donde H(w) := vi W • Notamos que ésta función podría tener proble-
-ln(1-w2 ) 

mas cuando w = O, pero al aplicar L'Hopital se tiene que 

2 

lím H(w) = lím 1 (w 2) = lím 1 + w2 
= 1 

w-+O+ w-+O - n 1 - w w-+O 

por lo que H(w) esta bien definida para O ::; w ::; 1. Si extendemos a H(w) 
de manera par al intervalo [-1, 1], obtenemos una función par bien definida 
e infinitamente diferenciable, por lo que se le puede obtener una expansión 
de Taylor 

00 

Hext(w) = L k2nW
2n

, 

n=O 

que converge absolutamente para Iwl ::; 1/2. Así pues, para O ::; w ::; 1/2 se 
tiene que 

00 

L k2nW
2n = W = H(w), 

n=O J -ln(l - w2
) 
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con ko = 1. Podemos notar, en particular, que la suma finita 'r:/ k2n w2n 

difiere de H(w) por O(w2N+2). Esto es 

N 00 

H(w) - L k2nW
2n 

- L k2nW
2n 

n=O n=N+1 
00 

n=N+1 
00 

~ W 2N+ 2 L Ik2n l (1/2?n-2N-2 

n=N+1 
00 

n=O 

- e W 2N+2 
- 1 , 

donde el = 2 2N+2 'L~=o Ik2n l (1/2)2n es una constante. Por tanto 

entonces 

y se obtiene que 

00 

L k2nW
2n = O(W2N

+
2

) 

n=N+1 

00 

e-~w2 L k2nW 2n = O( e-~w2 W 2N+2 ), 

n=N+1 

(A.IX) 

(A. x) 

donde la última igualdad se obtiene realizando el cálculo, con 'f} = fow y 
(A.VI) 

1
1
/
2 e-~w2 W 2N+2dw ~ a- 2Nl31OO e-r¡2 'f}2N+2d'f} 

~ e I~I- 2~+3 • 
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La integral Il(~) dada en (A. VIII) , se puede ver como 

(A.XI) 

Ahora calculamos 

donde para la primera integral se tiene 

tomando t = Vf"w, 

= t k2ncn~l/' loo e~t' t'ndt 
n=o o 

N 

= L dn~-n-l/2, 
n=o 

donde do = !J7f. Mientras que para la segunda integral 

Para ver esto, recordamos que I~I :::; e a y realizamos el cambio de variable 
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v = W - 1/4, así se tiene 

e loo e-(w' t k'nw'ndw 
1/2 n=o 

= e lOO e-(" e-('/'e-(/8 t k'n(v + 1/4)2ndv 
1/4 n=o 

s; e 1"1' e-o/8 lOO e-o,' e-o'/' t Ik'nl (v + 1/4)'ndv 
1/4 n=o 

::; c lalk e-a
/
8 t Ik2n l roo e-aV2 (v + 1/4)2ndv 

n=o J1/4 

s; e 1"1' e-o/8 (t.lk,nl) t, en fe-o,' V'N-' (1/4}'dv 

::; C3 lal k e-a
/
81OO 

e-av2 v2 N dv 

::; C4 lal k e-a
/
8 < oo. 

Por tanto, de (A.XI) y lo anterior 

N 

I1(~) = L dn~-n-1/2 + O(~-OO) + O(~-~) 
n=o 

= do~-1/2 + d1~-3/2 + d2~-5/2 + ... 

= v: e/2 (eo~-l + e1~-2 + e2~-3 + ... ) . 

De la misma manera realizamos un análisis para 

(A.xII) 

(A.xIII) 

donde G(w) := .j1-W
2

)W ,y se puede verificar, como en el caso de H(w), 
-ln(1-w2 ) 

que está bien definida para cuando w -+ 0+. Así también consideramos su 
extensión de manera par y obtenemos su expansión en series de Taylor 

00 

L k~nw2n = Gext(w), 
n=O 
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que es absolutamente convergente para Iwl ::; 1/2. Entonces, para O ::; w ::; 
1/2, se tiene -

00 

L k~nw2n = G(w) , 
n=O 

donde kb = 1. 

Análogamente a lo hecho con anterioridad es inmediato que 

N 

G(w) = L k~nw2n + O(w2N+2), 
n=O 

con lo que 

Para la primera integral 

donde d~ = k;n JoDO e-t2 t2ndt. Se observa que db = V7r /2. La segunda integral 
tenemos que es O(~-OO) por lo que con (A.XIV) y lo anterior 

N 

12(~) = L d~~-n+1/2 + O (~-OO) + O (~_2Nl5) 
n=O 

= d~e/2 + d~ ~-1/2 + d~~-3/2 + .. . 

= V; e/2 (1 + e~ ~-l + e~~-2 + ... ) . (A.xv) 
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Combinando (A.VIl),(A.XIl) y (A. xv) obtenemos 

2 . 
g(E) = v:rref. (JI (E) + 12 (E) + O(E-OO

)) 

= e/2ef. (1 + aIE-I + a2E-2 + ... ) . 

o 
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Conclusiones 

En el presente trabajo, se ha realizado un estudio matemático en detalle 
sobre la transformada de Bargmann para L2 (83 ), introducida por Villegas
BIas en [32] en el cual se prueban todas sus propiedades. Además también 
se ha realizado un estudio numérico y asintótico de los estados coherentes 
correspondientes a dicha transformada. Con la ayuda de una transformación 
unitaria introducida en el capítulo 2, que nos relaciona las funciones propias 
del átomo de hidrógeno con las del Laplaciano en la esfera 8 3 , se pudieron 
escribir los estados coherentes para el átomo de hidrógeno en el espacio de 
momentos y estudiar numéricamente sus propiedades de evolución temporal. 
Así también esbozar el caso del límite semi clásico , cuando hacemos tender ñ 
a cero, en dicha evolución. 

Como proyectos futuros podemos mencionar el análisis de los estados 
coherentes en el espacio de configuraciones así como también su evolución 
temporal (proyecto en el cual estoy actualmente trabajando), encontrar algu
na expansión asintótica para dichos estados tanto en el espacio de momentos 
como en el de configuraciones, y así poder tomar el límite semiclásico. 

Como se mencionó en la introducción, existen varios tipos de conjuntos de 
estados coherentes para el átomo de hidrógeno en la literatura. Es de mucha 
importancia el analizar y comparar dichos estados con los presentados en este 
trabajo. 

En años recientes se a tomado gran interés por el tema de los resurgimien
tos (revivals) de los estados coherentes bajo su evolución temporal, ver por 
ejemplo a Combescure [5] y referencias contenidas ahí. Esto nos da informa
ción de cuando los estados podrían recuperar su densidad de probabilidad 
o si estos se pierden al pasar el tiempo. Este es otro proyecto a futuro que 
pienso abordar, particularmente para el sistema de estados coherentes para 
el átomo de hidrógeno presentados en esta tesis. 
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