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Resumen

En el presente trabajo se realiza un estudio matemético en detalle de
la transformada de Bargmann, para el espacio de funciones de cuadrado
integrable en la esfera S® inmersa en R*, propuesta por Villegas-Blas en [33].
Asi también se estudia los estados coherentes, propuestos por Villegas-Blas,
en dicho espacio. Estos estados coherentes nos proveen de una resolucién de la
identidad, y se hace un estudio de su evolucién temporal. En realidad, nuestra
transformada de Bargmann es una transformada de estados coherentes para
L?(S%). Ademi4s se obtiene una expansién asintética del ntcleo integral de
dicha transformada.
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Introduccién

Sea L?(R™), n > 1, el espacio de Hilbert de funciones de cuadrado inte-
grable sobre R™ dotado del producto interno

(fag>L2(R") = /Rn mg(x)d”x,

con respecto a la medida de Lebesgue usual d*z sobre R™.

Consideremos el espacio de Hilbert %¢» definido como el espacio de fun-
ciones analiticas en n variables complejas y que son de cuadrado integrable
con respecto a una medida Gausseana du, sobre C", dotado del producto
interno

(19D, = [ T,

con )
dpn(2) = (hm) e A dry, (1)

donde z = x + iy con z,y € R™, d"z, d™y son medidas de Lebesgue usuales
en R, |z|2 = 22y h es la constante de Planck.

En el afio de 1961, V. Bargmann [2] introduce una transformada uni-
taria del espacio L? (R™) sobre el espacio de funciones analiticas %cn. Esta
transformada se define como el operador integral

Bgry(2) = 7r‘"/4/ e"%[ZZHZ_Zﬁm]I/J(x)d"I, (2)
donde 9 € L? (R™). Bargmann prueba que éste es un operador bien definido
y que es unitario, también obtiene una férmula explicita para su inversa. A
esta transformada se le conoce como la transformada de Bargmann, y al es-
pacio %PBcn se le conoce como espacio de Bargmann.

Vv



\Y% Introduccién

Se sabe, ver [33], que ésta transformada se puede ver como la cuanti-
zacién de una transformacién canénica del espacio fase (R*™,w) sobre el
espacio fase (C",v,), donde w = 3%, dg; A dpj, vn = ~i ) 0 dz; A dZ
son formas simplécticas. Aqui el espacio (R?",w) es el espacio fase de una

particula moviéndose en R™ y C" se puede ver como la complexificacién de
R?",

La funcién —¢ (=1 [2% + 22 — 222 - z]), que aparece en la ecuacién (2),
es una funcién generadora de dicha transformacién canénica.

El nicleo integral A,(z,z) := e~3[#+2*-2V22] 4o 13 ecuacién (2) nos
provee un conjunto de funciones ¢,(z) = A,(z,z), etiquetados por z € C",
que son los estados coherentes establecidos por Schrodinger para el oscilador
armonico.- Estos estados son tales que su evolucién a través del tiempo siguen
las trayectorias clasicas para el oscilador arménico, entre otras propiedades.
La imagen de las funciones ¢, bajo la transformada de Bargmann Bg~ nos
da el nicleo reproductor del espacio de Bargmann Bc~, como se verd mas
adelante.

La transformada de Bargmann Bg» corresponde al estudio de una particu-
la moviéndose en R™. Esta transformada ha sido utilizada en el andlisis semi-
clésico de aproximacién de valores propios de perturbaciones de n osciladores
arménicos ([36], [31], [19]). Asf el estudio de la mecénica cuédntica en espa-
cios de funciones analiticas ha ofrecido una representacién alternativa que
puede ser de buena utilidad, en particular; para la implementacién del méto-

do WKB.

Cabe mencionar que I. Segal introdujo el espacio de Bargmann pero en
el caso de dimensién infinita, ([25],(26],[27]), mas o menos en el mismo tiem-
po que V. Bargmann. Por tal motivo, algunos autores lo llaman espacio de
Segal-Bargmann.

Resulta natural el preguntarse por una representacién de funciones ana-
liticas y una transformada de Bargmann para cuando la particula se mueve
en una variedad diferente de R".

La parte central de este trabajo consiste en el estudio detallado de la
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transformada de Bargmann introducida por C. Villegas-Blas [32] para el es-
pacio L%(S?), el espacio de las funciones de cuadrado integrable con respecto
a la medida de superficie normalizada dSs, sobre la esfera S y equipado con
el producto interno

(ahsn = [ T@ale)dsa(o).

El espacio S2 es fisicamente relevante pues contiene las simetrias del proble-
ma de Kepler y el dtomo de hidrégeno en dimensién 3. En el capitulo 2 de
este trabajo se describe en detalle una transformacion unitaria que mapea el
espacio de Hilbert generado por los estados ligados del atomo de hidrégeno
al espacio L?(S3).

La transformada de Villegas-Blas [33] consiste en tomar la base de armé-
nicos esféricos de L?(S?) y mapearla a una base de un subespacio propio F4 de
PBea. Este subespacio estd determinado por el ntcleo de un cierto operador,
el cual representa la cuantizacién de la complexificacién de una restriccién
del estudio de la regularizacién de Kustaanheimo-Stiefel del problema de
Kepler, ver [34]. Més especificamente, Fy C %Bcs se define como el niicleo
del operador

EEzl—+zg—é—9——z3i—z4i

0z, 0z 023 0zq’
es decir; Fy = {f € Bca | Lf =0}.

En el presente trabajo se introduce la transformada de Villegas-Blas para
L?*(S%) de una manera diferente. Es decir, se introduce desde un principio
como el operador integral

Bsw(e)= [ S en o) 2" w(e)dSHa), ®)

con p el - mapeo de C? a la cuddrica nula 22 dado por
p(2) = (12123 — 12924, 2123 + 2924, —12124 — 12223, 2124 — 2223),
aqui la cuddrica nula estd definida como

2"={aeCaf+aj+ - +a’,=0}.
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Se muestra en detalle que dicho operador estd bien definido y que es una
transformacién unitaria de L?(S3) sobre F.

La motivacién para la manera de definir la transformada de Bargmann a
través de la ecuacién (3), consiste en ver a dicha transformada como la cuan-
tizacién de una transformacién canénica que manda (7*S*-{0},dq A dp)
(espacio fase de una particula moviéndose en la esfera S2) a un espacio
(C* —idz A dz) reducido por la accién del grupo de rotaciones en el plano. La
funcién (p(z) - ) que aparece en la ecuacién (3) es una funcién generadora
de dicha transformacién canénica.

Este enfoque tiene la ventaja, con respecto al trabajo inicial de Villegas-
Blas [33], en cuanto a que muestra una estructura que se puede generalizar
para el estudio de una transformada de Bargmann para L?(S®) (donde L?(S®)
estd relacionado con el problema del 4&tomo de hidrégeno y la regularizacién
del problema de Kepler en dimensién 5, asi como con la fibracién de Hopf
S7 — 84 ver [35] donde se implementa dicha generalizacién).

Para el caso del espacio L?(S?) encontramos un conjunto de estados ¢q,
donde la etiqueta o corre sobre el espacio cotangente de la esfera S* (con la
seccién nula removida), que desemperian el papel de estados coherentes para
L?(S%). Dichos estados ¢, nos proporcionan una resolucién de la identidad
y exhiben una evolucién temporal muy particular, pues aunque no se com-
portan como los del oscilador armoénico, su evolucién es peridédica y ademads
“reviven” después de un cierto periodo.

La transformada de Bargmann para L?(S3) se puede ver como una trans-
formada de estados coherentes en el sentido de que se puede expresar como
un producto interno de los ¢, con la funcién a la que se le aplica dicha trans-
formada.

La, tesis estd organizada de la siguiente manera. En el capitulo 1, se mues-
tran algunos aspectos basicos sobre espacios de funciones analiticas y un es-
pacio en particular: el espacio de Bargmann. También, siguiendo el trabajo
original de Bargmann [2], se define la transformada de Bargmann, se muestra
que es un operador unitario y se encuentra su inversa. Ademés se considera
el caso cuando la constante de Planck, A, se introduce en la definicién del
espacio de Bargmann.
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En el capitulo 2, consideramos el Hamiltoniano del 4tomo de hidrégeno
(en dimensién 3) y se define una transformacién unitaria de un subespacio
de L?(R3), generado por las funciones propias del Hamiltoniano del 4tomo
de hidrégeno, sobre el espacio L2(S®). Asi, a través de esta transformacion
podemos hallar de una manera diferente, los valores propios para el Hamil-
toniano del atomo de hidrégeno. Ademas se incluye un apéndice sobre la
autoadjuntez del operador de Schrodinger para este caso y otro sobre la ir-
reducibilidad de las representaciones del grupo SO(n + 1) en los espacios
propios del Laplaciano en la esfera S™.

En el capitulo 3, se introduce la transformada de Bargmann para el es-
pacio L?(S%) y se prueba, al igual que en el capitulo 1, que es un operador
unitario. Ademas se describe su inversa y también se considera el caso cuando
la constante de Planck se introduce en la definicién del espacio de Bargmann
HBea. Incluimos también un apéndice sobre funciones generadoras y sus trans-
formaciones candénicas, que nos ayudara a entender el analogo cldsico de la
transformada de Bargmann, y un apéndice sobre cierta invariancia de la
medida Gausseana que se utiliza para mostrar que la transformada es una
isometria.

En el capitulo 4, se mencionan los estados coherentes propuestos por
Schrodinger para el oscilador arménico y se propone un conjunto que cumple
la propiedad de dar una resolucién de la identidad para L?(S®).

En el capitulo 5, se realiza un estudio original sobre la evolucién temporal
de los estados coherentes en la esfera S® donde se exhibe un comportamiento
de “revivir’bajo un cierto periodo, ademéas de sus propiedades de concen-
tracion cuando se considera i — 0. También se analizan, a través de la
transformacién unitaria dada en en capitulo 2, los estados coherentes para
el atomo de hidrégeno en el espacio de momentos y su respectiva evolucién
temporal. :

Por ultimo, un apéndice sobre el comportamiento asintético del nicleo
integral de la transformada de Bargmann para el espacio L%(S®). Este es-
tudio puede ser atil para el andlisis semiclasico del problema del atomo de
hidrégeno en la 3-esfera S3.



IX Introducciéon

Para concluir esta introduccién, mencionamos que se han realizado otras
generalizaciones de la transformada de Bargmann para el caso cuando la
particula se mueve en la esfera. Entre estas mencionamos el trabajo de L.
Thomas y S. Wassell [31] para el caso de S? y que motivé el caso S hecha
por C. Villegas-Blas [33].

También se tienen los trabajos de B. Hall [10], M. Stenzel [28] y Hall-
Mitchell [12] para cuando la particula se mueve en un grupo de Lie com-
pacto, un espacio simétrico de tipo compacto o en particular una esfera,
respectivamente. Sin embargo, la transformada de B. Hall para la esfera S*
es diferente de la de Villegas-Blas, siendo esta ultima méas adecuada para
propésitos fisicos del atomo de hidrégeno. El trabajo de B. Hall se basa en
propiedades del nicleo del calor en la variedad correspondiente.

Para el caso de las esferas S!' y S2%, K. Kowalski y Rembielinski [16]
introducen una transformada de Bargmann relacionada con la de B. Hall a
través de la introduccién de operadores de creacion y aniquilacién adecuados.

J. Rawnsley [20] introdujo una-especie de transformada de Bargmann
para la esfera S™ siguiendo ideas de cuantizacién geométrica. Sin embargo,
dicha transformada resulta ser no unitaria.

K. Ii y R. Wada, [14] y [37], introducen una transformada de Bargmann
unitaria para la n-esfera con rango un espacio de funciones holomorfas en la
cuéadrica nula 2". Esta transformada de Bargmann resulta ser diferente de
la estudiada en esta tesis pues K. Ii y R. Wada fuerzan desde un principio al
nucleo integral que define su transformada, a ser la exponencial de la funcién
(a-z); a € 2" Esto los obliga a dotar a la cuddrica nula de una medida
diferente a la que obtendriamos con nuestro enfoque: la medida que resulta
de considerar la medida Gausseana du, como en la ecuacién (1) y la funcién
p(z) como en (3).



Capitulo 1

Transformada de Bargmann

En este capitulo se presentan algunos conceptos bésicos de espacios de
funciones analiticas, y algunas propiedades que los caracterizan. Se introduce
uno en particular; el espacio de Bargmann. Ademds, ligado a este espacio,
la transformada de Bargmann que nos lleva una funcién en L*(R") a una
funcién en dicho espacio.

1.1. Preliminares

El contenido de esta seccién (excepto los teoremas 5 y 8) se tomoé del ar-
ticulo de B. Hall [11]. De dicha referencia se sigue la presentacién, enunciado
de los teoremas asi como sus pruebas, aunque en algunas de ellas se presentan
con mayor detalle. Los teoremas 5 y 8 aparecen en el articulo de Bargmann
[2] de donde se bosqueja la prueba del primero mientras el segundo solo se
enuncia, por lo que nosotros presentamos una prueba de dicho teorema.

Espacios de funciones analiticas

Sea U un conjunto abierto no vacio en C", denotamos entonces con H(U)
al espacio de funciones analiticas sobre U.

Definicién 1. Decimos que una funcién f : U — C es analitica si f es
continua y analitica en cada variable con las otras variables fijas. Esto es, si



2 Transformada de Bargmann

f satisface el sistema de ecuaciones diferenciales parciales

of

—(2)=0 paral<j<ny zeU.
sz

Consideremos una funcién entera f sobre C". Sabemos que se puede ver
como una unica serie de potencias, es decir

F@)= ) Connpenn 2557 20

velNn

Es conveniente usar una notacién corta para lo anterior, asi; si denota-
mos con «ay,) a los coeficientes ay,,...,, y denotamos con 2"l al producto
2 252 -+ - zUn | obtenemos que

f2)=")_ a2t (1.1)

veND

Esta serie converge uniformemente sobre cada subconjunto compacto de C".

También denotaremos como [¢!] al producto vilu!---1,! y con |v) ala
suma || + o) + -+ + |vuf’, para j un entero no negativo.

Definicién 2. Denotamos con FP,(z) al polidisco de radio r centrado en z,
esto es
P(z)={veC" |w—z|<r parak=1,2,---,n}, (1.11)
donde z = (21, , Zy).
Sea o una funcién continua y estrictamente positiva sobre U.

Definicion 3. Sea HL? (U, a) el espacio de funciones analiticas y de cuadra-
do integrables con respecto al peso ¢, esto es,

HLz(U,o:)={fEH(U)|L|f(z)|za(z)dz<oo}.

Aqui dz denota la medida de Lebesgue 2n—dimensional sobre C".
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Teorema 4. (1) Para toda z € U existe una constante ¢, tal que
|f(z)|2 <c ”f“iﬂ(u,a)
para toda f € HL? (U, a).
(2) HL? (U,) es un subespacio cerrado de L*(U, &), y por tanto un espacio
de Hilbert.

Demostracion. (1). Sea Py(z) el polidisco de radio s centrado en z como en

(1.11). Para z € U escojamos s tal que P(z) C U. Ahora, aseveramos que
f2)= ()™ [ fo)dv. (1.1m)
Py(z)

Para verificar esto, pensemos primero en el caso n = 1.
Consideramos la expansion de f en series de Taylor, centrada en v = 2,

f(v):f(z)JrCh(’U*Z)+a2(v~z)2+...

Esta serie converge uniformemente a f sobre el conjunto compacto Ps(z) C
U, por lo que el lado derecho de (1.111) se ve

(ws?)~? f(v)dv
Ps(z)

=) [ (16 + Dty - )
= (rs?)~! d : —2)dv .
(w5 { [ 1®) +; / a=2) }

En este caso, el polidisco es sélo el disco unitario en el plano complejo. Si
usamos coordenadas polares con origen en z, (v — z)* = r*€*? obtenemos

(mws?) ! f(v)dv

Py(z)

5 2w oo s p2w
= (ns?)7? {f(z)f / rdfdr + Zakf / rke‘kgrdé'dr}
o Jo =1 0o Jo

= (m 2)_1{f z)(ws?) + E a Srk“ K e‘kedé’dr}
’ (=)(rs") o k./n /o
= f(2).
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Para el caso n > 1, tenemos

(ws®)™" f(v)dv

Ps(z)

= (ms?)™ /j;sfz) (f (2) + 2pjenncp(v = z)lul)dv

[v]#0

pero la serie converge uniformenente en el compacto Ps(z),

= (ms?)™" f(z)dv + (ws*)™" Z c[,,]/ (v — z)Mdy

P (Z) [V]EN“ (z)
[v)#0
= f(2)+(ns®)" n C[y] f / — 2;)"duy, - - - dvaduy
[v]eNn D(z2; 3) D(zn; s) =
[v}#0
=@+ @)™ D ey | (01— )" f (vn — 2a)"dp - - - dvy
[v]emn D(z1;s) D(zn;s)
[v]0

notamos que utilizando coordenadas polares como en el caso en una dimen-
sion todas las integrales serdn cero y con esto, la igualdad se cumple.

Ahora, teniendo verificada la ecuacién (1.111) podemos reescribirla como

£(2) = (ms?)™ / Xy (V) —— ( ) fw)a(v)dv

_ 1
— (11'32) n <XP;(Z)E’ f> '
L2(U,x)

Por la desigualdad de Schwarz tenemos

1
XPs(z)a

2

2
"f“L?(U.a) ’
L2(U,a)

f(2)” < (ms?)7

Como «a es positiva y continua sobre P,(z) € U, entonces = es acotada
sobre Py(z), por lo que la primera norma es finita y solo depende de z.
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(2). Sea z € Uy V = P.(z), r > 0, tal que el polidisco esté totalmente
contenido en U. Sea s = r/2.

Notamos que para todo punto v € FPs(z), su correspondiente polidisco
P (v) estd contenido en V' C U, ya que para w = (wy,-++ ,wy) € Ps(v)

lwg — zx| = |wg — vk + vk — 2]
< |wk — vl + vk — z| =25 =71

Entonces, por el punto anterior, para v € Ps(z) se tiene

1F@)* < e 1 fllz2w,0

puesto que en particular v € U. Pero

2

—9 1
e = (1) |[xPy)=
Al L2(v,a)
2N\ —2n 2
3 2 1
- (7) (=) ™" | xp =
r Q|| L2(U,)

=g

Por tanto dado z € U, por lo anterior, podemos encontrar una vecindad
V de z y una constante d, tal que

|f('”)|2 <d, ||f||i2(u,a)
para toda v € V y toda f € HL? (U, a).

Ahora, sea {f,,} una sucesién de Cauchy en HL? (U, ). Entonces, como
L%(U, ) es un espacio de Hilbert, existe f € L?(U, «) tal que f,, — f en la
norma de L?(U, o). Entonces tenemos que mostrar que f € HL? (U, ).

Tenemos pues que {f,,} es una sucesién de Cauchy en L%(U, a), pero

S‘é‘g |fm(v) — fi(v)| < \/d_z”fm — fill 2y = 0 cuando m,l — oo.

Lo que muestra que {f,,} converge localmente uniformemente a alguna fun-
cién f (que deberia ser f).
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Pero tenemos que si el limite puntual y el limite en la norma existen,
entonces ese limite es el mismo.

Ademaés tenemos que como f,, — f uniformemente, entonces f es conti-
nua. Ahora consideremos ;,- - ,7, un conjunto de curvas cerradas en los
discos D(z1;5),- -+ ,D(zn;s) en C respectivamente, entonces por el teorema
de Cauchy para funciones analiticas

fm(2)dz; =0 para toda j=1,---,n
Ti

donde f,(z;) representa la funcién con variable z; y las demas fijas.

Utilizando la convergencia uniforme tenemos que

]‘ f(z)dz; = 11'_1}100 fm(25)

%"
= lim | fu(z)dz =0 Vji=1,---,n
m—oQ ¥
Por el teorema de Morera, f(z;) es analitica para toda j = 1,---,n,

entonces f € HL? (U, ). Por tanto HL? (U, «) es un espacio de Hilbert.
O

Observacion 1. Notamos que el punto (1) nos dice que para cada z € U el
funcional

A,:HL?*(U,a) — C

dado por
fr— f(2)

es un funcional lineal continuo.

También se puede obtener una cota, como en el punto (1), para
con f € HL? (U, a).

9
2t
Teorema 5. Para f € HL* (U, «) se tiene

o | 212 ;
o t| <A1 (e + 1) €.
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)2

aplicando la des1gualdad de Schwarz y utilizando la notacién, para m € N,

Demostracion.

mizy" A=l yfn

N

azk

< (3 fon

meNT

[mg'] == (my, -+ ,mp—1,--- ,mp) conl €N

TN

< |(3 o) (3 )

meNn meNn [m]
2y (M)
e 3 el

B B (o M S (2 ik

= 1 LXNI L

= [I£1I* (I2I* + 1) €% (Lav)

a

Teorema 6 (Niicleo Reproductor). Sea el espacio HL? (U, «). Entonces
eziste una funcion K(z,w), z,w € U, con las siguientes propiedades:

(1) K(z,w) es analitica en z y en W, y satisface
K(w, z) = K(z,w).

(2) Para cada z € U fija, K(z,w) € L*(U,a(w)). Para toda F € HL* (U, a)
fK z,w)F(w)a(w)dw

(3) Si F € L*(U,a) y PF denota la proyeccién ortogonal de F sobre el
subespacio cerrado HL?* (U, ). Entonces

/sz o (w)dw.
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(4) Para todo z,u € U

fUK(z,w)K(w,u)a(w)dw = K(z,u)

(5) Para toda z € U y F € HL? (U, )
[F()* < K(2,2) | FII?,

y la constante K(z,2) es la dptima en el sentido que para cada z € U
eziste una funcién no nula F, € HL? (U, «) para la cual la igualdad se
cumple.

(6) Dada z € U, si ¢,(-) € HL? (U, ) satisface

f 0. (w o(w)dw

para toda F € HL* (U,a) entonces ¢,(w) = K(z,w).

Demostracion. Sea z € U. Sea A, como en la observacion 1. Por el teorema
de Riesz, existe ¢, € HL? (U, a) tal que

AI(F) = ((,'!52, F)Lz(U,a}
= /U ¢, (w) F(w)a(w)dw. (1.v)
Por lo que definimos K(z,w) = ¢,(w).

Asi, por construccién, K (z,w) cumple con el punto (2) y como ¢,(-) es
analitica entonces K (z,w) es analitica en .

Para el punto (1), aplicamos A, a ¢, obteniendo

Au(9:) = ¢:(w) = (du, ¢Z)L2{U.a)
= <¢z; f;bm)L'A(U,a) = (bw(z)'

Entonces K (z,w) = K(w, z) y en consecuencia K (z,w) es analitica en z.

Para el punto (3), consideramos dos casos:
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- F € HL* (U, a). Entonces se tiene la propiedad por el punto (2).

- F e (HL?(U,a))*. Pero
| KGwPwa@)d = (6., F)yape =0

puesto que ¢, € HL? (U, @). En el caso general, tenemos que L?(U, ) =
HL? (U, o) ® (HL? (U, a))", por lo que para F € L*(U, @)

PP = Flsigari = fU K[, w)Pludofudu:

Para el punto (4), aplicamos el punto (2) ala funcién K (-,u) € HL? (U, a),
con u fija. Entonces

K(z,u)=-/UK(z,w)K(w,u)a(w)dw.

Para el punto (5), para z € U fija, por el teorema de Riesz también
tenemos que ”AZI|HL2(U,Q)' = ”‘35Z[|HL2(U,Q)' Asf
”Az”gu,z(u,a)‘ = ||¢z“'iﬂ;2(f_}"g) = (¢., ﬁbz)Lz(U,a) = ¢,(2) = K(z,2).
Entonces
|F(2)]" = [A(F)* < [IA|° |1 F|I°
2
= K(z2) [|F|"
Para el punto (6), si ¥, € HL? (U, ) y satisface F'(z) = (1, F) 2y o
para toda F € HL? (U, a), entonces

<I((Z, ) _wz(')‘F>L2(U ) =0 VF € HL?. (U, CE).
Comp (K(z= ) - 1,&;(-)) € HL? (U, ) podemos tomar F = K(z,-) — 1.(-)

por lo que

K(z,w) = ¢,(w).



10 Transformada de Bargmann

El nicleo reproductor es una herramienta 1util para tener informacién
acerca del espacio de funciones analiticas. El siguiente teorema nos da una
manera de calcular el niicleo reproductor.

Teorema 7. Sea {e;} cualquier base ortonormal para HL* (U, ). Entonces
para todo z,w € U

> o] < o

K(z,w) =) e;(2)e;(w).
J
Demostracidn. Para cualesquiera f € HL? (U, ), el teorema de Parseval nos

dice que ,
IFIP =" [(f.e|"
J

Asi, sean f,9 € HL? (U, a). Podemos obtener dos sucesiones {|(f, ej)|}j
v {|(g, ej)l}j en C. Aseveramos que éstas sucesiones estén en ¢2(C). Pero

D1 es)|” = |IfII” < o0
> loel" = llgll* < oo

Entonces podemos aplicar la desigualdad de Schwarz, obteniendo

- [t [oret] = [({lerenly, e},

< |[{1ct el || [{1o a3,

1/2 R
:(Z|(f:ﬁj)|2) (ZHg’eﬂ'Hz)
= I£Illgll -

Ahora, tomando f = ¢, y g = ¢, € HL?(U,a) tenemos por lo anterior
que

3 [(66) el < Nl ol
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pero e;(z) = (¢, e;) para todo z € U, asi
S Jest2)es@)| < ligellligall < oo
J

por lo que la suma es absolutamente convergente para cada z, w.

Ahora, para mostrar la igualdad del nicleo reproductor utilizaremos el
punto (6) del teorema anterior, por lo que primero tenemos que probar que
la suma ), e(z)e;(w) es analitica en z y anti-analitica en w.

Definimos paran € Ny 2 € U fija

Su(w) = 3 e5(2)es(w).

J=1

La serie es ortogonal y ademés

3 Nzl

2
L(w) E 1{6=:€5) Ges, ‘f’”)”i?tw)
J

S [T
7

pero por Riesz

= 5" e &) e
J
= > 1(Beren " llesll® = llgull” < oo.

Esto es, la serie es convergente en L? como funcién de w con z fija. Més
aln, en una analogia con el teorema 4, para funciones anti-analiticas, la suma
es analitica como funcién de @ y con z fija. Si intercambiamos los papeles,
se obtiene que la suma es una funcién analitica en z. Por tanto, solo queda
mostrar que la igualdad con el nicleo reproductor se da.
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Sea F' € HL?* (U, a), entonces tenemos

F(2) = (¢, F) = <¢z,z (e, F) ej>

J

= Z (¢.~,,€j> (ej:F)

=3 (e [ GEIP@au)do

= fu {Z%(Z)m

7

F(w)o(w)dw.

Aqui se pudo intercambiar la suma y la integral por la convergencia en
L?* de la suma. Asi por el punto (6) del teorema anterior

K(z,w) = Z ej(z)w.

Ahora enunciamos un resultado que se necesitara mas adelante.

Teorema 8. Sea S = Y 1o by una serie de términos reales no-negativos.
Sean v, i =1,2,--- | tales que

1) 0< <1,
2) limy, =1,

oo
y sean S = 2, ibi.
S converge si y sélo si los S; estdn uniformemente acotados, y en ese caso;
S = lim; .o S;.

Demostracion. =) Como 7, br < by para toda iy k

oo

S = Z'}’k,‘bk < Zbk =S.
k=1

k=1
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<) Como S = limy_ Zf:;l bi, analizaremos cada suma parcial
cada 1 > 1, independiente de N, tenemos

N N N

Y obe=) ebe+ D (1 — )b
k=1 k=1 k=1
0o N

< Z Y.br + Z(_l — Vr; )bk
k=1 k=1

N
<M+ Z(l — Yk )bk
k=1

Si tomamos el limite con respecto a i

por lo que S converge.

Ahora, calculamos

lim S; = lim ; e b

1—00

= Jim | (k)

i—00

. Para

donde fi(k) = vi,br y du(K) es la medida que cuenta. Si g(k) = by, notamos
que fi(k) < g(k) y g(k) € L'(N). Aplicando el teorema de Convergencia

Dominada

lim S; = [ lm fi(k)du(k) = S.

11— 00 N 1—00
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1.2. El espacio de Bargmann %¢n

El material de esta seccién sigue la presentacién de B. Hall [11] para el es-
pacio de Bargmann %cn excepto el criterio 1, el cual es tomado de Bargmann

2].

Definicién 1.1. El espacio de Bargmann, %cn, es el espacio de funciones
analiticas

HL? (C*, py) donde p,(2) = (hr) e /A,
con h la constante de Planck.
Esto es,
Ben = {f € H(C") - |£(2)I? dpn(z) < oo}
donde

d;u'n(z) = pn(z)dn$ dny:

con z=(z1,--,za) = z+1y y |2 =|z1]* + - + |2a|°. Ademds, para
f, g € PBcn, €l producto interior esta dado por :

(fr a0 = | F(2)9(2)dpn(2).

Queremos calcular el nicleo reproductor. Para usar el teorema 7 necesi-
tamos encontrar una base ortonormal. Asi tenemos el siguiente

Lema 1.2. {ug,,] = \/;[::W} ] forma una base ortonormal para Ben
vepln

Demostracion. Primero realizamos la siguiente
Observacion: Si consideramos la funcién
95(2) = 22y po.0 (2) para {,m € N",

entonces notamos que g,(z) — 22" de manera puntual, cuando
o — 00. Ademas

190(2)| < |29217] € LY(C", dpn)
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puesto que z{ y 2™ estdan en L?(C",du,) y utilizando Holder. Por
tanto, por el Teorema de Convergencia Dominada

lim gs(2)djun = lim / 9o (2)dpin. (Lv1)

cn og—00

Ahora, realizaremos la prueba en dos pasos:
Paso 1. Mostraremos que el conjunto es ortonormal. Para [, m € N" tenemos

3l 5Im]
<‘U[l! u[m]> \/hm[” \/ﬁfmi[m]] e 2™ d

lim z
\/ﬁlfl[gr \/ﬁimi[mll Cn =00

(hﬂ-)*n ’ / 2
1 sl ,[ml =1z kg0 1
= Tl o Jaee € dedy por (1D

usando coordenadas polares, donde z; = €%

\/hltl[gﬁi/hlml[ml e / / " f / P gmilify i @=ilnt

lmxezmml .. mnelmnane (r3+-+r2) o d™0 dr

_ (har)~—™ ¥ixg f[ {/rfj+mj+le—r§/h/ el(mz‘—"r:)ﬂidﬁ-d?‘}
h|giﬁ{m|[“][m[] o'—»ooJ_:l 5~ 0 4 bedf ]

lo cual es cero para m # [

()" 2m_,+1 —r2/h
h|mi[m|] al_."c}oH 117dry ¢ Opmip)

i = 7 or; (12 4
zfm_!]HJH& TJ(EJ) "3/ drbmy

! 1"-'{m]XB{(});ar)('?’)dﬁun

realizando el cambio de variable u = 7"32/ h, obtenemos

1 v
= WHJLHJQ | e dudmy
j=1
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que al integrar por partes m; veces

1 T ) T
(vt ) = g [T st Yim, (—€77) | = G
=1

Paso 2. Probaremos que es un conjunto completo. Para esto, supongamos
que para alguna f € HBen se tiene que (u[mj, f) = ( para toda m € N",
Entonces calculamos

1
e £) = et [ 21
NCE) e fB(Dm 27 f(2)dpn,

donde esta tltima igualdad es por el Teorema de Convergencia Dominada con
un argumento muy similar al de la observacién de un principio. Pero ahora
tenemos que la expansién en serie de f como en (1.1) converge uniformemente
sobre el conjunto B(0;¢), por lo que podemos intercambiar la integral con
la suma obteniendo

1
Uity f) = ———— lim E /
( (m] f> h|mi[m1] 0'ﬂ°°y5Nn B(0;0)
1
=——_|f Q [ zimlzluld )
T e, 2 e [ 2

observamos que nos encontramos en el cdlculo del paso 1, por lo que la
integral es distinta de cero para ¥ = m con lo que solo un término de la suma
sobrevive. Asi

zlm] (m]
(oo ) = i W i [

= a[m]\/ﬁlT[m!] (W) g )

Esto nos dice que ajpm)+/Al™[m!] = 0 para toda m € N", lo que implica que
f tiene que ser la funcién idénticamente cero.
O
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Ahora notamos que en el caso n = 1, el micleo reproductor es

oo

b2 w = (zwy &
K(z,w) = = _ = L — @>/k (1.v11)
Ez(ﬁwnhm(mjn”z Z% 3t

3=0
Para el caso n > 1 tenemos

Teorema 1.3. Paran > 1, el nicleo reproductor para el espacio PBen estd da-
do por
K(z,w) = e*%/"

donde z - W = 2 - Wy + + - - + 2y, - Wy. En particular se obtiene la cota puntual
F(z) < e/ | F|P,
para toda F' € HBen y toda z € C™,

Demostracion. Utilizaremos el punto (6) del teorema 6.
Sea z € C" y consideramos la funcién

ba(w) = €5/

Es claro que 1, es analitica, entonces verificamos que estd en L(C", p,,)

n

(ﬁ’lr)_" |¢z(w)‘2 e—lwlzfﬁ—dw — (h,n.)—n/ ez-w/hez.m/he—mﬁ/ﬁdw
Cn
ya que €~ 1I*/h decrece més répidamente que €25w/h con respecto a w.

Ahora mostraremos que cumple con la propiedad:
F(z) = (hm)™ | e*®/hF(w)e "/ Ady, VF € Ben.
C'n.
Primero verificamos que se cumple para funciones analiticas con la progieda.d
de que, para cada wj, F(wy,--- ,w;,-+- ,w,) esté en L2(C, (hr)te-Iwil"/h)
con las demds variables wy, # w; fijas.

(k) f =0/ p () e~ gy

1 B - w2 and d n
=/..:[eJTl...eJT“£nF(w1,...,wn)e_Lr:ﬁLL...e_J_ﬁL_u.il.... w
C C hm hm
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por las caracteristicas de F' podemos calcular las integrales separadas
(Fir) / = 0/h () @10 hy,

zp-wp z] -w'] Iw] 2 w 2
:fe R /e R F(wh...,wn)e— ﬁl @...e-—-\—iﬂ-dw'n
C C h.ﬂ' hﬂ'

aplicamos el resultado para el caso n = 1

Znun z9: w F2 wnzd n
z/e Ti ---./e_zﬁlIlF(zhwm...’wn)e—']_"ﬁ—%...eél_fld o
C C hm hm

= P2y ;80

Ahora solo falta ver que se cumple para F cuadrado integrable con res-
pecto al peso p,. Para esto, notamos que si F' es un polinomio de grado N,
entonces F' es polinomio en cada variable con las demads fijas, por lo que se

puede ver como
N

F(z) = Z: ey
k=0
que claramente es cuadrado integrable.

Dado que el conjunto de polinomios es el generado por los elementos de la
base, entonces el conjunto de los polinomios es denso en %Bcn, para F € HBen.
Asi tenemos que la propiedad se cumple para un conjunto denso por lo que se
cumple para todo el espacio. Por lo tanto, aplicando el punto (6) del teorema
6, K(z,w) = e*o/h,

a

Notacién 1.4. Nétese que tanto la definicién de espacio de Bargmann, de
su base y el nicleo reproductor, llevan consigo la constante de Plank, A.
En realidad lo anterior funciona para i cualquier constante, en particular
h = 1. Por comodidad, denotaremos con B,gf.), pg") y K (z,w) al espacio de
Bargmann, su medida y su ntcleo reproductor cuando A # 1.

Ahora, a través de funciones analiticas podemos definir conjuntos de fun-
ciones en el espacio de Bargmann, esto es
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Definicién 1.5. Sea F' € H(C"). Para 0 < A < 1 definamos
F\(z) = F()z).

Observacidn 2. Notamos que si F' € PBen, F) estd en Zen, ya que es analitica
y ademas, por el teorema 1.3

21,12
B2 = IFlZacn duny € s

por lo que F) € L? (C", p,) para valores de 0 < A < 1.

Asi se tiene un criterio, dado por Bargmann en [2], que determina cudndo
la funcion F' dada como arriba estd en ZBcn.

Criterio 1. Sea F € H(C").

F € Ben <= F\ € Ben y existe M tal que ||F\|| <M VO< A<

Mis ain |F — F)\|* = 3, .cam |c:[m]|2 (1- A[m])z. Asi si F' € Ben entonces
F), tiende en norma a F, cuando X\ — 1.

Demostracidn. Por la observacién 2, tenemos que Fy € HBen. Como {ulm]}
es base para Y-, entonces consideramos a F' de la forma

F(z)= ) Cimjtm),

meNn

entonces

Fi\(2) = Z c[ml)ximlu[m].

meNn

Ademés sabemos por la identidad de Parseval que

1B =37 [y, B

mefNn
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asi que

2

1=

<wm1, > C[qu\[“}uM)

meNn veNn

= > |(uprs comA g
meRn

= > el 22
meENT

<3 lem|” = 1IFI.
meNn

Ahora demostraremos la otra direccién. Por ser F' analitica, se puede ver
como

F(z) = Z Clm] Ufm]s

meNn

y como ||F|| se define por

171> = )" legm|”

meNn

entonces tenemos que mostrar que ésta suma es convergente. Por hipétesis,

las normas
1B =Y Jopm|* 22

menNn

estdn uniformemente acotadas para 0 < A < 1.

Ahora consideremos una sucesién {\;} tal que 0 < \; < 1y A — 1
cuando 2 — oo. Si denotamos por

=D feml N,

meN?

Si = ”st

entonces, por el teorema 8, las S; convergen a ), yn |c[m]]2 = ||F|]? < co.
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Por lo anterior, notamos que

IF=FP = 3" [y (F = B[

meMn

= > [ F) = (g, B) |
meNn

=3 Jom|” (1= At)?
mefNn

Notamos que Ic[m]|2 (1- )\lm|)2 < |C[m]|2 € L'(N"). Como {|c[m||2} €
L*(N") entonces por lo anterior y por el teorema de Convergencia Dominada

, " 2
lim [|F = B[I° = lim > [om|” (1 = A™)

mehNn

Z |c[m| llm [m] =0.

meN™
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1.3. La transformada de Bargmann Bgn

La presentaciéon de la transformada de Bargmann, la prueba de que es
unitaria y una versién de la transformada inversa se sigue del articulo de
Bargmann [2], aunque en algunos pasos se dan con mads detalle. Se ofrece una
demostracién alternativa de la analiticidad de la transformada de Bargmann
aplicada a una funcién en L*(R") y se prueba otra versién de la inversa de
la transformada de Bargmann la cual solo se presenta en [2]. También se
presenta la forma de la transformada de Bargmann cuando se considera un
valor para la constante de Planck, /i, diferente de uno en la definicién del
espacio de Bargmann.

Consideramos los espacios L2(R") y %c- con los productos internos

(1, 2) = - V1 (@)Y (2)d" z, (fr,f2) = | (@) fo(2)dpn(2)

Cn
respectivamente.

Definicién 1.6. Para z € C" y z € R", definamos
An(z,2) = nA e Ht a2 )

donde 22 =22+ -+ 22,2’ =23+ -+ 22, 2. 2 =221+ + ZnZn.

Lema 1.7. Para z fijo, Ap(z,z) € L2(R").

Demostracion. Calculamos

f A (3, 2) A, D)

- f a2 e—%(z2+m2—2\/§z-m)e—%(ﬁt2+m2~2\/§®-w) d"z

- .n-*"nﬂ ifiiy ez.me~(z2—\/§(z+m)-z+%(z+ﬁf)2)d‘nw
T—Hon B(0;r)
L N2
=7 "2e*? Jim 8_(3_3(2“’)) d"z
=% Jp,(0)

it i

n T
U- — s — 2
= ¥ ”'/QHllm e % du
_ 11"—*00
il

= ez-‘tﬂ.
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Ahora definimos la transformada de Bargmann
B[Rn : L2(Rﬂ') 3 g@ﬁﬂ

dada por

(Brntp) (2) = /

R

An(z,2)¢(z)d"z, ¥ € L*(R™).

Llamaremos a la funcién A,(z, z) el nicleo integral del operador integral
Bgn.

Necesitamos comprobar que este operador esté bien definido, pero por el
Lema anterior y como 9 € L%*(R") podemos utilizar la desigualdad de Holder
con lo que A,(z,z)y € L'(R").

Ahora tenemos el siguiente
Teorema 1.8. Bgn es un mapeo unitario de L*(R"™) sobre PBcn.

Demostracion. La prueba se realizard en cuatro pasos. El primero es com-
probar que para cada ¥ € L? (R"), su transformada, Bgn%, sea analitica. El
segundo paso es probar que esta en L*(C", p,).El tercer paso es probar que
Bgn es una isometria y por iltimo, probar que es unitario.

Paso 1. Sea ¢ € L? (R"). Sea v = (v, ,7m) donde cada +; es una curva
cerrada planar en C, y realizamos la siguiente

Observacidn 3. La funcién A,(z,z)y(z) estd en L'(R™ x v). Esto
es,

/ [ lAna o) dade < f 1 An (2, Mgy 1962y 2
4 4 tig g

122
= ||w||L2(Rn)/e T dz
Y

< 00.
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Con esto podemos utilizar el Teorema de Fubini, es decir; se pueden
intercambiar las integrales.

Para ver que la transformada de Bargmann de 7 es analitica usaremos
el Teorema de Morera, por lo que primero verificamos que es continua.
Sean {zm} y 20 en C™ tales que z,, — 2. Entonces por demostrar que
Bgnt(2m) — Brat(2). Pero

|Brn ¥ (2m) — Breth(2,)|
- [An(zm: Z) = An(zﬁa x)] '&b(l')dnl"

< L |An(2m, ) — An(20, )| [¥(2)| d"z

— ,N—n/flf
B

= q—n/4 e"%
[ @)

e %(zﬁl+m3—2\/§zm-x) _ ef% (ngrmz—Eﬂzo-:r)

[¥(z)|d"z

e*‘ % (Zﬁl—zﬁZm'I) - e‘* % (ngz\/izo'z)

d*z.

Ahora queremos tomar el limite cuando m — oo, pero para meter el
limite a la integral necesitamos acotar

| e 3(E-2V2mz) _ o-3(3-2v202)

Para esto, consideramos la funcién analitica

g(h) = e H(GothP-2vBleoti)

Asi por la férmula integral de Cauchy, tenemos que para cualquier curva
cerrada 7y

_ 1 [ 9
g(h) = 5— Tn—hdn

1 [g(n)
e oy Tl g
9(0) STl 7
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Entonces, como {z,} es de Cauchy, tomamos N € N tal que para
n>N,|h|<1/2con h =z, — 2

‘e—%(zfu—%/izm-m) _ 67%(2372\/520.1‘)

= |g(h) — 9(0)|

< 35 P lotol [~ 7 .

si en particular v es la curva cerrada centrada en el origen y de radio
1, entonces

1jlglg n)l‘—l@L—
S on [n — Al |n|

2]] - 2 1]5)

Por tanto

e—% e— % (231—2\/§Zm-.’ﬂ)_e—%(23—2\/520'93)

A

e méx {Jg(n)} € L'(R").

Con esto, como la funcién exponencial es continua, entonces

Jim_ [Bgnt)p(2m) — Brnt(20)|
<o p(a)le~ tim [eH (Vi n)_gt(-2vEeos)| g
Rn M—00

= {0,
Ahora realizamos el siguiente calculo

/A;anzj)(z)dzzf? » An(z, )¢ (z)d" zdz
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utilizando la observacién 3
— ﬂ“ﬂqu fe—%(33+32_2ﬁ2x)w(m)dzdflm
22
= rr“"/“/ e~ 7y(z) / e=3(s"-2V22) g n gy
¥

—f"“/ Fo() [ €32 dogng,
s v

pero la tdltima exponencial es una Gausseana, y es analitica, por tanto,
por el teorema de Cauchy esa integral es cero. Aplicando el teorema de
Morera se tiene que Bga1) es analitica.

Paso 2. Sea 0 < A < 1. Primero verificamos que las siguientes integrales
sean finitas

Jo L1

2(Az, 2)P(2) An(Az, y)z,b(y)‘ d"zd™y

< (0 e Wl [ T 00

< | An(Az, ‘)“iz(nn) ||w|[iz(m'=)
2
s ald ||¢1|§,2(an < o0, (L.vi)

e

(A2, 2)0(@) A (02, 1)V () | d"2d"y djin(2)
< /l; 191132 gmy €V dpin(2) por 1.vIIl
=77 19|l 32m fcn e¥l el 4y < oo, (1.1x)
ya que A < 1.

Asi, como Bgntp € H(C™), sea (Bgn1))) como en la difinicién 1.5. Esto lo
hacemos con la finalidad de poder usar el teorema de Fubini y para que
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el niicleo integral A, (A\z, z) esté en L? (C", p,,), con 0 < A < 1. Entonces
trataremos de buscar una cota uniforme para ||(Brs¥)allp2(cn gyun)-

[ Bret (o) Bt @2
= [ ([ 4zon@as) ([ AOawmwiy) i)

por 1.viil, aplicando Fubini, se tiene

= [ [ ] Aol Bl i sy dun(2)

por 1.1X, aplicando Fubini, se tiene

= |, W00 | Aue2) A0 v)din(z) dad’y,
A partir de este momento, supongamos que ¥ es una funcién continua
de soporte compacto, esto es; 1 = 0 fuera de la esfera B, centrada en
el origen y de radio 7.
Notamos que si la integracién en z,y se realiza sobre B,, entonces la
integral anterior es absolutamente convergente. Esto se ve facilmente
en una analogia con 1.VIIIL.

Regresando al calculo anterior, Bargmann en su articulo realiza el cdlcu-
lo para la segunda integral obteniendo

An(Az,2) An(Az, y)dpn(2)
Cﬂ

2 2
[ (1= 2t e e o e o)
Por lo que tenemos

| Bt @ Bt in(z) = [ (@ 0Non (0,2, 9) 0.

RB2n

Realizamos el cambio de variables

1 — A2\ 2 1 L
E= (m) y S='2-(33+y), t: 5(9:._.3’)’ (]_.X)
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y notamos que € — 0 cuando A — 1. Entonces

1-x2

a3, 2,3) = [ (1 - X)) Al e

7onf2 (14 22
T (14 A2)" (1= a2
1 == A? " 1 = 1\2 7,1/2 2.2 —242
—-n —n/2 A—e%s® A—7 4t
(1+1+,\2> ’ (1+,\2) mene
(1+€2)" e [2ex'/?] " e*

22 =242

-2 t?

Ademss, de 1.X, se tiene que y = s —t y £ = s +t. Como lo notamos
anteriormente, la convergencia absoluta en B,, el rango de s,t es sobre
B,. Por tanto

[, Brot @ BN

= [ Yls+t)P(s — 1) (1 +€)" e (2en'/?) " e 2 d"s
.Br

=(1+€)" f e~ (ex'/?) ™" f e~y (s + t)i(s — t)d™td"s

|s|<r [t|<r
si hacemos t' = &
= (1+ sg)nf e N,(s)d"s,
By

donde
N.(s) ==""/2 / e~ (s — et (s + et')d .

Debido a que ‘e—(f’)zap(s —et)h(s +et')| < €= ||j3)||%,, tenemos que

lim N.(s) = =~/ f e-¢)’ 4 (s)|? d™t’

e—0
n
=Wl ][ [e e,
j=1
- )P
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Esto es, N.(s) converge uniformemente a |t(s)|” cuando ¢ — 0. En-
tonces

lim | (Bevt)s(2) BV (EJdn(2)

= lim (1+ 62)"/ e’ N.(s)d"s
E—

-

lim N.(s)d"s

B, £—0

- f W) ds
By
| () ds = ¥z -

Se sigue de aqui que las normas ||Bgnix || ;2(cn 4,,,,) €stdn uniformemente
acotadas. Ademads como Bgn1) es analitica se sigue de la observacion 2
que (Bgnt))y € PBen. Pero por el criterio 1, Brn € HBen ¥

1Bre | 72 ey = M0 (| (Brnt)allz2(en gy = 11172y -

Asi Bgn es una isometria sobre las funciones continuas en R™ de soporte
compacto.

Paso 3. Sea v € L%(R"). Como el conjunto de funciones continuas con
soporte compacto es denso en L2(R"), existe una sucesién {,} de
estas funciones tales que convergen a 1 en norma. Sean fo = Bpnip y
fi = Brnt;. La sucesién {f;} es de Cauchy en %cn puesto que

15 = fiell Lagen gy = 11Brnts — Broiell paem gy = 15 — Vil 2 gemy -

Entonces existe ¢ € %cn tal que f; — g en norma. Nétese que en el
espacio de Bargmann la convergencia en norma implica convergencia
puntual en todas partes, esto es, por la existencia del niicleo reproductor
se tiene que

5 = (K@ 5y — (K@) =sa)  veec

Asi, g(z) = lim;_ f;(2) paracada z. Como A,(2,z) € L?*(R™) tenemos
que

1ol2) — £5(2)] < €F vt — sl gy
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lo cual implica que fy = g. Por lo tanto
||an1!)0||1,2(cn,dpﬂ) = ;]i%lo || Bre wj”Lz(C“'d'un) = jllf{.lo ”W“LB(W}
= ||¢U|IL2(R“)=
establece que Bgn es una isometria sobre L? (R").

Paso 4. Debido a que Bg» es una isometria, implica que sea inyectiva. Por
lo que solo queda mostrar que es sobre, pero basta con mostrar que
Ran Bgn es denso en %HBen. Ahora, como HBen es de Hilbert podemos
verlo como
Ben = (Ran Bg») @ (Ran Bge)*.

Entonces por demostrar que (Ran Bgn)™ = {0}. Para esto, sea F €
(Ran Bgn)" y el niicleo reproductor K(z,w) = €*? del espacio de
Bargmann. Observamos que K(z,w) estd en el rango de Bgs.

(Brn An(11,4) (2) = | An(z,2)An(0,z)d"z
Bn
= g*¥ por el Lema 1.7,
por ténto
<K(z, VF) . = [ K(zuw)Fw)dum(w) = F(z),
Ben Cn

por la propiedad (2) del teorema 6 de los preliminares. Por estar F' en
el complemento ortogonal del niicleo, F'(z) = 0 para toda z. Por tanto,
el Ran Bgn es denso y con esto, Bg~ es unitario.

(N

Otra forma de verificar la analiticidad de la Transformada de Bargmann
es

Demostracion alternativa. Necesitamos verificar que es continua y que ;9%311&“’4!’
existe, es decir, que el limite de

Bgn1)(20 + h) — Brnt(20)
h ]

h=(0,---,0,h,0,--,0),
J
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existe para cada j =1,--+  n.
Es suficiente mostrar para el caso n = 1. Consideramos la funcién
9z a:(h) = e-12 (hz_Zh{zD+ﬁm}).

Es claro que esta funcién es analitica, entonces para cualquier curva cerrada
7, por la férmula integral de Cauchy

]- zZpn,T
gzo,z(h-) zwzfgnn (2) n

1 Z20,T
1= 0el0) = 5 [ 220y
Y

2T i

Ademas,

Con esto, podemos calcular
7 (BRH?L'(ZO + h) — Brni)(20))

= g~ W4 f % (e‘%((zo+h)2+r2—2\/§(20+’1>m) 2 e—%("g”z_zﬁm)) Y(z)dr
R

_ 7]_“1/4‘/‘ e—%(z§+m2_2\/§zom)% {e—%(2zoh+h2_2ﬁhm) = 1} 'd)(a:)da:
R

=i [ e AL () - 1) p(a)de

Queremos garantizar la existencia del limite, cuando h — 0, a través
del teorema de Convergencia Dominada. Para esto, necesitamos acotar las
dos exponenciales en la integral de arriba, pero notamos que la primera nos
representa una Gausseana que no depende de h y ademas decrece de manera
cuadratica. Por tanto solo queda acotar a 3 (gz,z(h) — 1).

%(gzu,m(h) -1)= 2—7%5 [fgzﬂ.x(n) (;ﬁ—h - %) i
= 2; gzoz(v) (m) dn

que al aplicar valor absoluto

= (Goa(h) — 1)| <

1 / |
L g )] —— .
2r |, 1920l Gy 1
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Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 7 es la circunferencia
unitaria centrada en el origen, y que |p — h| > 1/2

T

n
Figura 1.
entonces
- (Gpa(h) = 1)| € MX g0 ()] —
h- gzo,:!? == n:e%iﬂ gzu,m 7? IT} _ hl
8e(0,1]
<2 ni, |9z0,2(m)] -
;E[o.x]
Por tanto,

e~3(+a*~2v2zz) p-1 (gzz(h) — 1)| < 9e~1(A+2*—v2z2) Héééfis |920.2(m)] -
n=

Notamos que la Gausseana decrece méas rapido que el segundo factor,
que depende de manera lineal en z en la exponencial. Entonces tenemos una
funcién en L*}(R), por lo que el limite existe.

1

1.3.1. La transformada de Bargmann B

Al considerar ki, la constante de Plank, en la definicién de espacio de
Bargmann, tenemos que la transformada de Bargmann sobre este espacio
esta dada por

n

By (z) = / AP (3, ) (z)d"s,

donde
AW (2, 1) = (hr) /4@ w 2 +a*~2v2za]



1.3 La transformada de Bargmann Bgn 33

para ¥ € L? (R").
Para z € C" y z € R" se tiene que

5 T
AP(2) = A (2 mm)  €PRY,  (1x)

por lo que se puede relacionar a B con Bgn
BRYe) = [ AP aw(e)ds
R'ﬂ.
% z %
=Hh /4-[Rn An (W,?{fﬁ) '(p(ﬂ'l)an

pero para ¢ € L? (R") podemos definir la funcién ¥(y) = ¥(h'/?y), entonces

Blga?w(z) - h_n/‘l/];; An (hflz 51/2) ¥ (51/2) a's

Js

sly= s

~|
L

z

= W4 Bgatp (m) ; (1.x1)

Por lo anterior tenemos que BR,..’!,/) estd bien definida y adema&s est4 en el
espacio de Bargmann Q(n)

Teorema 1.9. El mapeo BY) : L? (R") — 38((:'? es unitario.

Demostracion. Para probar este teorema, basta mostrar que el mapeo es
isometria y que su rango es denso (como en la prueba del teorema 1.8). Asi,

calculamos
1 /
A
ﬂé‘l} h?T) T Ccn

s
- i L eon (55 s

e 1 /Mgy dz

()|

n
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siw= 4
= B2 /C B (10)]? ()
__ n/2 2
- ﬁ' / ”Bknd)ﬁll.@cd
= 1" ||¢nll 2 ggmy
_ 2 / n(@)* "z
Rﬂ
= K/? / ¥ (h22)|" d*z
mﬂ.
siy = h'?z

= ¥l Zogn) -

Para mostrar que el rango de B es denso, basta mostrar que el nicleo
reproductor K (z,w) = €*%/" dado en el teorema 1.3, est4 en el rango de la

transformada. Pero como A{(z,-) € L? (R™) se tiene que
[Bgf,"ASP(w,z) (2) = [3&’25—”%‘ (ﬁ—ﬁ‘jz- #)] (2)
— i |80, (s ) | @
10100 | B (i) | ()

- [ G722 )

pon ez-ﬁl/ﬁ..

O

Ahora, por la seccién 1.3 sabemos que {U[ml} es una base ortonormal para
Pcn. Dado que Bgn es unitario, nos interesa encontrar las funciones ¢y, en
L%(R") tales que

Upm) (2) = (Brobym)) (2)
- f An(2, %) bpm ()" (L.xm)
Rn
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Notamos por el lema 1.7 que

etz = An(z,2)An (b, z)d" 2, (1.x1v)
Rn

entonces podemos ver a los uj, como

my o, .. gm
a g .

1
Ul = T OB - b

Si sustituimos el valor de €%, como en 1.XIV, obtenemos

Db

b=0 [ml] b=0

U] = D[m] An(z,z)An (b, z)d"z

[m ] Rn

b=0

suponiendo que podemos meter la derivada en la integral, justificado mas
adelante,

An(z,2) D™ A, (b, z)|  d'z.
V R b=0
Dado que Bgn es unitario, de 1.X111 y lo anterior
1 piml
Bm) = —==Dp " An(b,2)
[m] b=0
T D[m] —n/4 e (62 +$2—2\/§b-m)
=S n/‘i Dlmle**(ba —2/2b- :z:)
[m!] b=
: : _ b
si consideramos b’ = v
,ﬂ.-n,m - y
= ——D{m]e—b +2b -z '
G v/ [mi]2imi/2 b'=0

Notamos que la funcién €=Y°+2"2 es la funcién generadora de los poli-
nomios de Hermite H,(z). Por tanto {¢pm} es el conjunto de funciones de
Hermite en L*(R™). Como {upn} es base ortonormal, entonces { @} lo es
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también.

Para la suposicién anterior verificamos si el limite existe, esto es

lim — ! { An(z,z)A(h, z)d"z —

h—0 h

An(z,m)A(O,m)d“:c}

= lim A( z)e %E{e"("z’z‘f’“’ l}d“:z: (1.xV)

h—0

Rn

Usaremos el teorema de Convergencia Dominada para garantizar que el
limite existe, por lo que necesitamos verificar que e—— ! {e‘“(" ~2v2h) 1}

esté en L?(R"). Para esto, consideramos 7 como la circunferencia centrada
en el origen y de radio 2. Asi por la formula integral de Cauchy

-3 (w?- w-T
_e—%(hz—zﬁh-x) _ L./ e 2( 2v/2: )dw
.

21 w—nh
Yy
—-(w -2V2w x)
1 = i‘/ e - dwl
271 5 w
entonces
l {e“%(h2~2\/§h-m) - 1} = l_l_ / e‘ﬁ(wz‘zﬁw"") -—1 = i) dw
h h2mi J, w— w

que en valor absoluto

‘% {erte-avmna) _ 1}‘ <L / |e-itut-25ea)

tomando h <1
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Figura 2.

se obtiene

w

‘l {e-h(-avina) _ 1}‘ < 4 [ elrt-2vmeal )
h v

< 62(1+\/§Im!) ‘

Tenemos entonces que

e 5o {eh(-2vne) 1) ¢ pmr)

h

Por tanto, en 1.XV existe el limite.

1.3.2. La inversa de la transformada de Bargmann

En una dimensién, debido a que A,(z,z) es analitica en 2z, podemos con-

siderarlo como

An(2,2) = D Bpmy(2)upm (2).

meNn

Z flsm I)um
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Por tanto, para ¢ € L* (R")
(Brnt)) (2) = A,,_(z,:c)w(x)d"m
f Y O @ (P2

meNn

/ Y Ui (2)9ml (2)9 (z)d".

meN®
Si tomamos 1) = ¢j,| obtenemos, de una manera informal,
(Bredpm)) (2) = f > ) (2) b () 1y (2) "% = ) (2).
meN?

Esto nos sugiere que

BN @ = [ 3 w@om(a) £Edin(2 (1xv1)
meNn
- An(z? :t:)f(z)dp,,(z) = (an) (z), (L.xvi)
para z fijo.

Pero sabemos, por el célculo realizado por Bargmann [2] al final de su
seccién uno, que Ay(+,z) ¢ L?(C", p,). Entonces es preciso definir la inversa
de la transformada de Bargmann de otra manera. Para esto, dada f € %cn
consideraremos sus correspondientes {f,}, 0 < A < 1, dadas como en la
definicién 1.5. Sabemos que

If2(2)| < a@3¥F

con « una constante positiva. Entonces aseveramos que W, f, estd bien
definido. Usando la cota anterior notamos

|An (2, T) fr| palz) < w4 | @73 (F+222V222) | | £ ()] po(2)

e—g(z%xﬂ—zﬁz-x) e-3- —A2)|2)?

S aﬂ.—5n/4
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siz=p+1q

< a1 |e—1(P*—a*+2?) oVopr givg—V2z | @—3(2-A%)(p?+47)

< ar~/4 | @3 (PP -+e?) gVipz| @3 (2-X%)(p+e?)

_[3=22 2,1-22 2,1 2
< an—i/ie [ P p?+152g +3x]+ﬁm_

Con esto obtenemos que W, f, estd bien definido. Si tomamos 9% = W, fy,
queremos verificar que 9 € L? (R") por lo que es necesario acotar

W) < [ Anlz D)l 1) pn(2)dz
Cn
por lo anterior
< f am—n/Ae [P s g
=aﬂ.—5n/4e—%32./ e‘[%}?’ﬁﬁm/‘ e—[‘;"z]q”dnqdnp
1/2
ir=(152)"

n/2 12
= am5n/4 (—2 ) e-* f e[+ e / e d*rdp

1 - /\2 n W
—3n/40n/2 12
B C(T ,\2)2n'/2‘ B f e F ety
—3n/don/2 a2\ /2 g
_ o) (i) [ oo (%) ] g
(1— N2y . ?

1/2
o= (552)" -

V@)
—3n/4 { A3 Yok
T Cj\:)(; 2,:2)1“/2 6 (amm)- / 6~ d's
—n/don 1—
a(m) "2 e‘(z(a_fﬁ)xz_

T 1= )@= A
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Asi, 9 € L*(R™). Mas aln tenemos que es una funcién entera. Ahora se
probara que Bi,} fr = Wy fx, pero es suficiente mostrar que Bgn (W, f) = fa
Como necesitamos mover las integrales, tenemos que acotar

An(w,2) 202, 2) f2(2)] a(2)
< an—"/? ’e--—(w’+x2-2\/uw z)e 3 (z°+2?-2V22x) e;;r\zlzlge-lzi2

siw=u+ivyz=p+iq
< a2 ‘ e—3 (v -v*+2?-2vuz) o -3 (p*~a*+2-2V2pz) -5 (2-N2) (PP +4?)

< am—2e3 (Vv -2VEuz) o [(1-N)(p* +9%) +2(e? 9+ +V2pa)|

esto es, estd acotado por una Gausseana por lo que se puede aplicar Fubini
en

Brn (W, f) (w) = - An(w, z) L Au(z, 2) fr(2)d zdu, (2)
= [ 560 [ Aulw, VAT D 2dpn(2)

— /“ €2 fy(z)dun(z)
= f)\(‘lU)

Esto tltimo por las propiedades del niicleo reproductor. Ahora, definamos
Bgaf, f € Ben, como sigue

N ] = hmBR h= llm A Az, ) fA2)dpn(2). (1.xv1I)

Otra versién de la inversa estd dada por

o—D0

Bzlf = lim fl Al (1x1%)

conm=1,2,---,n.
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Para ver esto, primero comprobamos que esta bien definida acotando
la integral, para cada ¢ > 0. Como f € L*(C",p,), en particular f €

L2 (C™, p,). Asi necesitamos que el micleo integral A,(z,z), con z fijo,
este en L}, .(C™, pn), por lo que calculamos

i 2
f |An (2, 2)|* dpn(z) = 73" / ’ep%[zzﬂz_m""”] e dzdz
|z| €0 |z|<o
siz=q+1ip

s e—[qz—fﬂz-?ﬁqw] e—q”—p’dnqdﬂp
|z|<e

g3 e f e[2-2vaaa] o gy (1.xX)

|z|<e

que es finito. Con esto, podemos aplicar la desigualdad de Schwarz en

2 2
| B < 2)| dian(2)
|zm|<o |zm|<o
< [ 1Az din(@) [ 17() dia(2) < o0
|zmi50 lzm|<e

Por tanto, el lado derecho en (1.X1X) esta bien definido.

Ahora, dada f € %cn, consideremos para cada o > 0 las funciones

] e D) (2)dpn(2).

|zm|<0o

Por lo anterior tenemos que v, esta bien definida. Ademads 1), € L? (R™):

[l ess [ [ 1aealdn@ - [ 156FdunEdr

|zm| <o |zm|<o

Wl [ [ Mol din(a)ea

|zm|<o
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pero por (1.XX) es claro que podemos aplicar Fubini

| @E s =1t [ ] 1An(e) Padunte

|zm|<o

= IfII%. / ey, (2)

|zm|<o

2
= C||fllgen < o0,

con C una constante que depende de o. Entonces le podemos aplicar la
transformada Bgn

Bratpy(2) = /l;n An(z, )Y, (z)d"z

= [ Aulz / Ao 2) f () dpon (w) "
|wm{SU’

pero,si z=q+ipy w = a+ ib,

/]

R™ jwm |<o

An(2,2)An(2,2)f (w)| djin(w) "2

< const(z) / e / e[ +e?—Valata)a] gng gnpgny,

R™ |wm|<o
Entonces podemos aplicar Fubini obteniendo

Bl (] = f f(w) ] An(2,5)An (0, D) dpin (1)

|wm|<o R"

f(w)€*duy,(z). (1.xx1)

|wm | <o

Nuestro objetivo es calcular que tan cerca estdn los Brnt, de f, cuando
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g — 0Q.

”f BIR"".ba”ﬁcn
/ 1(2) = Brotho (2)|? ditn(2)

2
=/ n Cnf(w)e*""”dun(w)— | |<f (w)€* P dpn(w)| dpn(2)
=./(:n~/|- |> f(w)ez.mdﬂn(w) dﬂ’n(z)

= / ) f Fw)€*®dpi, (w) / F(m)€*dpun(n) dpin()

lwm|=o [ |=0

pero como f, €% € L*(C", p,) entonces

/ﬂ f / if T €€ | dpup (1) dptn (w) it (2)

[wm|2o |9m|>e .
< ] £ dun(n) / 1€%7[2 dpn(m) [c dun(2) < o0,

[7m|ze [nm|ze

Por lo que podemos aplicar Fubini obteniendo
1f = Bantho |
= [ [ Torw) [ & e dun()dpnw)dato)

n
Inm|=e lwm|>a

= [ / F(n)f(w) (K (ym), K (-, w)) g hn(w)dpin(n)

[mm|>0 |wm|2e

- / / O (w) (Bre A (1, ), Bar An(t0, ) g At (10)dn(m)

Inm|2e |wm|2a

/ ff(n ) (An(1, ), An(w, ))gn dtin ()i ()

|nm|=e |lwm|>e

- / / F(n) f(w) €™ dpan(w)dpin (n).

[mm|=o |wm|>e
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Notamos que si f(n)f(w)€" es integrable sobre todo C™ x C™, entonces lo
anterior sera cero, cuando o — oo. Asi calculamos

L L T sw)erdun(widintn) = [ T ()i
= 1/ oen-

Por lo tanto Bgat, — f, cuando ¢ — o0, en la norma de %en. Pero como
Bgn es unitario, existe 1 € L? (R™) tal que Brn®) = f. Asi se tiene que

Brny — Brn®.
Pero la transformada inversa,Bg. , existe y es continua.
BgaBrntpy — BgaBret),
por lo que
Yo — Byt

que es precisamente la ecuacién (1.XIX).

Si consideramos ahora la transformada de Bargmann sobre el espacio
~1
*@Cm tenemos que la transformada inversa BYy .@gf;) — L% (R™) estd dada
por
B f(z) = lim AP (2, 2) £ (2)dpn(2). (1.xx11)

G |zm|<o



Capitulo 2

El atomo de hidrégeno y el
Laplaciano en L%(S°)

En el presente capitulo se presenta una transformacién de la ecuacién
de Schrodinger para el dtomo de hidrégeno, en dimensién 3, a una ecuacién
integral en términos de variables en la 3-esfera S y, se encontrardn las solu-
ciones de ésta tltima.

Lo primero se logra obteniendo la transformada de Fourier de la ecuacién
de Schrédinger en términos del momento, y luego por medio de una proyec-
cién estereografica de la esfera S3.

Se incluye también un apéndice donde se muestra el dominio de autoad-
juntez del Hamiltoniano de la ecuacién de Schriodinger, y otro sobre la irre-
ducibilidad de SO(n + 1).

El material de este capitulo se ha tomado principalmente de [1] y [32].
También hemos utilizado [3], [13] y [21].

2.1. Descomposicién de L*(S™)

Para nuestros fines, es necesario considerar una descomposicién adecuada
del espacio de Hilbert L%(S™). Esto nos ayudara a dar una representacién del
grupo de rotaciones SO(n + 1).

45
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Para el contenido de esta seccién hemos utilizado [3] y [32]. Ademés nos
apoyamos en el apéndice 2.B .

Sea z € R"! z = (2,29, ,Tns1), ¥ Se2
Qlz)= Y ogmz!™,
meNn+1

tal que |m| = my + mg + - - - + my41 = k, un polinomio armdnico. Esto es

ARn+JQ(1‘)= Z a[mlARn+:x[m]

meNn+l
n+1
— . mi m;—2 ol mn+1
= Z Qfm) E :mj(mj —1)zy cer Xy Tpi1 =0
meNn+1 Jj=1

Consideramos el Laplaciano en coordenadas esféricas

0 no 1
A]Rn-!-]. = 3 7 .- ;g + Agn (21)

donde Ag- es el Laplaciano en la esfera S™ y estd en términos de dngulos.

Ahora consideramos a @) en coordenadas esféricas

Q(r,0y,--- ,0,) = Z A 1,1,.|='31.|E -, 0n)

meNn+l

k
=r"Q@)| .,
donde E es solo una expresién en términos de los dngulos.

Si aplicamos el Laplaciano (2.1) a lo anterior se obtiene

n r*
AgetiQ(z) = k(k — 1)r’“‘2Q($)|Sn + ;kr"'lQ(x)‘Sn s -;Aan(z)IS" =0,
factorizando r*~2 obtenemos

(k(k = 1) + k] Q)| = —AsQ(a) (2.11)

sSn
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De ésta ecuacién obtenemos el conjunto {k(k — 1) +nk};., de valores
propios del Laplaciano en S™. De hecho, se obtienen todos los posibles valo-
res propios, ver por ejemplo Cordani [3]; donde se muestra que se tiene una
base para L?(S™).

Definicion 2.1 (Cuadrica Nula 2"). Denotamos por 2" a la cuddrica
nula
2"={aeCal+ai+ - +al,, =0}.

Observamos que si consideramos a a = Ra + iSa, con RNa, Ja € R
entonces
2 2 2 2 | o
ai + -+ an; = |Ra|” — [Sal” + 2iRa - Sa

por lo que se tiene que a € 2" si y sdlo si |[Ra| = [Sal y las partes real e
imaginaria son ortogonales.

Ahora analizamos la forma que deben tener los polinomios (z) arménicos.
Primero consideraremos a. los polinomios de la forma

Qz) = (a- z)* = (qzy + - + Gfﬂ+1ff?,«b+1)"c a e Ch, (2.111)

y si aplicamos el Laplaciano a dicho polinomio obtenemos

AgniQ(z) = k(k — 1)(a - z)* ) ",

g=1

n+l 2

que es cero cuando ) 77) af = 0. Esto es, cuando o € Q" (la cuddrica nula).

=1

Lo anterior nos permite realizar la siguiente

Definicién 2.2. Sea 7%, i el espacio de los polinomios arménicos homogéneos
de grado k restringidos a S™.

Es cierto que todo polinomio arménico homogéneo no necesariamente es
de la forma (2.111), pero se puede aproximar por una combinacién lineal finita
de estos. Es decir

Hyx =span {(a-z)¥|la € Q"}.
Véase el Apéndice 2.B.
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Teorema 2.3. L*(S™) = @2, Ha-

Demostracion. Observamos que la suma directa ;" #,, es una subélge-
bra cerrada de Cg(S™), la familia de todas las funciones continuas a valores
reales sobre S". Ademéds @j-, 7%, separa puntos y contiene las funciones
constantes. Entonces por el teorema de Stone-Weierstrass €, 4, es denso
en Cgr(S™). Por la densidad de las funciones continuas Cg(S™) en L*(S™) se
tiene lo deseado. O

También tenemos que si f € J,, y g € S, entonces (f,g) = 0 para
ki I,

2.2. El atomo de hidrégeno

En esta seccién consideraremos la ecuacién de Schrédinger para el ato-
mo de hidrégeno y la mapearemos (bajo la transformada de Fourier) hacia
el espacio de momentos. En las siguientes secciones transformaremos dicha
ecuacién en una de variables en la esfera S°. Hasta donde sabemos, la idea
de relacionar el 4tomo de hidrégeno con un problema en la esfera S°® viene
de Fock. Aqui seguiremos la presentacion de Itzykson y Bander [1].

El dtomo de hidrégeno est4 formado por dos cuerpos, un nicleo (que
contiene un protén) de masa m; y un electrén de masa ms, que interactuan
bajo la accién del potencial de Coulomb. Esto es,

V(z) = “‘—”

donde ||z|| es la distancia entre el niicleo y el electrén, y & es una constante
que depende de la carga del electrén.

El Hamiltoniano para el 4tomo de hidrégeno estd dado por
2
e DA _ AE_
2 =

donde p = ;422 se conoce como la masa reducida, y A es el Laplaciano
sobre R3,



2.2 El atomo de hidrégeno 49

La ecuacién de Schrodinger para el 4tomo de hidrégeno, con energfa ne-
gativa E, es

_B,_ & s
(m‘“ ||:c||)"’ % Y € D(H) C L*(R?).  (2v)

El dominio de H, D(H), estéa dado en el apéndice 2.A de este capitulo.

Definicién 2.4 (Transformada de Fourier). Sea f una funcién en LY(R™).
La transformada de Fourier de f, que denotaremos por f, es una funcién so-
bre R™ dada por

f(P) @ 1),1/2] e—i:c-pf(x)dnﬂi

Para cada f € L2 (R"), su transformada de Fourier, f, est4 dada por el
limite dado en el teorema de Plancherel.

Calculamos la transformada de Fourier, * , en ambos lados de la ecuacion
(2.1v). Asi
hQ

— Ag( )"—h—2 IplI* 4 (p)

y la transformada de Fourier de ﬁ'@b es

1 17 4
”_”’#(P) * Jus Tig— pnqu (2.v)

Para ver lo anterior, nos podemos auxiliar del hecho de que la funcién mw €

L*(R3) por lo que su transformada.de Fourier existe en L?(R?). También
consideremos el potencial de Yakawa dado por

1 e-lal/Ro,
]

2 2
el cual multiplicado por v estd en L%(R?) ya que 'ﬁﬁ“"’”"m"w‘ < H—;ﬂwl .
Asi que la transformada de Fourier del potencial de Yakawa esta en L2(R3)
y es

llzll/ Ro _ 1
(Ilmll ¢ ) () 7 (Ipll* + R5?)’
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ver [4].

Podemos notar que

1 Mg 1
— _a" llxil/Row —

llzll ]
cuando Ry — oo, puesto que
lim 1 gl 1 e II«‘EII/How = lim w 1_6—1IIII/RO) §
Ro—oo [|[[lz] " [zl g Romvoo

= 1t - § e e—llzllfRo 2d$
Jim_ f el |

pero como s p(@)[* [L — e 1WR* < 2015 h(a)* € LH(R?), podemos

[l
aplicar el Teorema de Convergencia Dominada obteniendo

2
= W) $)| 1— e—l]xlifRol dr
/R°“°° [l |
=1{),

Por tanto, como la transformada de Fourier es unitaria se tiene que

(e ) ™ ()

cuando Ry — o0, por lo que calculamos

(e vms) @)= | w(@("x"e*“f"%) (¢ p)da

1
IO ey

dg.

Como 1 € L*(R3), ver el apéndice 2.A, y

’1!3(@)‘ . |1,5(Q)|
lg—pl*+R5* ™ lla—plI*’
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por el teorema de Convergencia Dominada se obtiene

———

TIPS SRy () EEP P B S P
Ro—o ||z| % [lg — pl® [zl
En general, para dimensién n, se tiene que
_ " P(q)
117 )" (P) = (Fwn—1) ! | ——er
( ) Y Jenflg—pl™
donde
2ﬂ.n/2
T Th

es el drea de la esfera unitaria en R™. Por tanto, de la ecuacién (2.1v) obte-
nemos

8 "
p K P(y)
——F 7,{) p) = 7d"y, 2.VII
(2u ) (P) = el Jue ly —plI™” By
donde p = ||p].
Ahora definamos, para una energia F negativa, pj = —2uE. Entonces la
ecuacion anterior se ve
2 2\ % _ pKT [%(n == 1)] TM.Y)
(r* +p0) ¥(P) = —t7 Mr— d"y. (2.vim)

2.3. Una proyeccién estereografica

Consideramos el espacio de momentos p/pp € R" y la siguiente proyec-
cién estereogréfica S sobre S§ (la esfera unitaria en R™*! sin el polo norte).

Figura 3. Proyeccién Estereografica.
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Dado k = p/py € R", tomamos la linea que lo une con el polo norte n
x(t) =k + t(n - k).

Queremos encontrar el tiempo ¢, tal que x € S?, esto es, encontrar el tiempo
que satisfaga

1 = x(to) - x(to)

=[n-k)- (n—K)]tg+[2k - (n — k)] o + (k- k)
= (k-k+ 1)t —2(k - k)to + (k- k).

Donde encontramos que t; = %l;—i Entonces las ecuaciones de la proyec-
cion estereografica, en términos de p, son
200D,
w; = 2p°p12 i=12,---,n (2.1x)
P+
2 _ .2
D" —DPo
W. +1 = » (2.}{)
PP +pd

De una manera analoga se pueden encontrar las inversas de estas trasfor-
maciones, que son

1
(W) = ——w; g =12 ,m 2.X1)
pi(w) T (

Noétese que la proyeccion estereogréfica, por su dependencia en pp, de-
pende de la energia.

2.4. Soluciones de la ecuacién de momentos
en S"

Sea w(p) cualquier solucién de la ecuacién (2.v1iI), con valor propio E.
Siguiendo atin a [1], consideremos la funcién ®(w), w € S?, definida por la
asignacion

1 (PwW) R\
B(w) = m( - ) 3 (p(w)), (2.x1)
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Sea U el operador dado por la extensién lineal de la asignacién anterior
a todo el espacio de Hilbert generado por la transformada de Fourier de las
soluciones de la ecuacién de Schrodinger.

Nuestra intensién es mostrar que el operador es unitario, por lo que
primero deseamos expresar la ecuacién (2.vIlI) en términos de variables en
S™. Para realizar el cambio de variable calculamos la diferencial de superficie
a través de

1
dQ(w) = dwi Adwa A -+ A dwy,
Wnii
donde
Swy 9wy Owy
op; 9p; op,
dwi Adwy A -+ A dw,, = det : : : d"p.
Own  dwn Owp
1 Op2 Opn
Realizamos el célculo para n = 2.
owy  dwy
dwlAdwzzdet( &plz 3_3; )dzp
op, op;
2p0  _ (2p0)2pi _ (2p0)2p; P
& 2+pg  (PP4mp)? (P?+p5)? 2
=det ( ’ joﬂpo)?;lppgu 2p0_ (2%0}293 ) a’p
(P*+p5)? Pi+p;  (p?+p5)?
_ (2po)? 2 2 2\ (2 S 9 2] 42
=) [(®5 — p} + P3) (05 + P] — P3) — (2p,p,)?] d’p
(2pn)2 212 2127 42
dwi Adwy = ————— - d*p.
1 2 (p2+p(2})4 [(Po) (p ) ] P

Entonces,

BO(w) = widW1 A dwo
3

2 2 2
P +pp (2
TP - p% (pg +03)5)“ (" = po) (7" + po)d"p
o (2p0)2 d2

(p? + pj)?
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Asi, generalizando lo anterior se tiene que las medidas d"p, en el espacio
de momentos, y d"t'Q(w), la medida usual en la superficie de S™, estdn
relacionadas por

d"HQ(w) = (pfiopz) d"p. (2.x111)
0

Ademsis se tiene la relacion

(v* + p3) (P* + p3)
(2p0)?

ly - pl* = v —wii?, (2.x1v)

donde v € S" es el punto correspondiente a y, y y = ||y||. Para verificar la
ultima ecuacion realizamos el siguiente célculo

lv—w|®=(v-—w)(v—w)
=2(l—v-w)

_ofq_ [ =] [P’ —Ph 2po 200 |
= I ) 22| 7 2. .2|Y P
v +pol P+ Do y? +pg) | p*+ po

i [(y2 +p8) (P + pg) — (v — p3) (®* — p§) — (2po)y - p]
(¥? + 28) (P* + Pp)

Con esto se tiene

(v* + p3)(0* + 1) 2
(2p0)2 ”V - W"

- —lg (W + p5)(0* + p§) — (* — p5) (P° — Pp) — (200)y - P]

1
2—2[2;00(1: +p%) — 4ply - p|
Po

= |ly - |-

Ahora estamos en condiciones de realizar el cambio de la ecuacién (2.VI11)
en términos de variables en S™. Para esto simplemente sustituimos las ecua-
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ciones (2.x11), (2.x111), (2.X1V), en (2.vill) y obtenemos

(QPO)(H+1}/2
vPo [( 2 4 p2)(n-1)/2 Biw)
y24p2 "
e o)
h?'fztﬂ-i-l) I:(pz_l_,pn)(yz_'_p )] '“2—:l sn “V — W”ﬂ*l
(2po)?

_ pukl [%l(n —1)] )| /Po 2170)%l / &(v) _d"Q(v).
hra™ ) (g2 g ) T S [lv —w"T

Asi obtenemos la ecuacién de Schrédinger (2.viil) en términos de las
variables en la esfera

pusT [3(n —1)] o(v)
2hpgﬁr2 (1) Jon ||v — an_l

B(w) = "0 (v). (2.xv)

Podemos notar que el operador U es una isometria, esto se ve de (2.X11)
que

I91a5my = | [0(w) a1 0w

J
- [ = ( PO L) ™5 o [ i)
-/,

E )m/«b( )|
Z_E/ p)’ d"p+ 2 / )’
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Pero el teorema del Virial ([30]) nos dice que para las funciones propias del
Hamiltoniano del d4tomo de hidrégeno

Ef “d f P’ sl @
n ]R-uzﬂ:

por lo que usando que p2 = —2uF se tiene

2 P s 1
190325y = ] g @) oy [

L2Rn)

% (p)

n 2
¥ (p)| dp

Asi, U es un operador unitario por ser isometria sobre su rango. También
notamos que por la identidad de polarizacién, U preserva el producto interno.

Siguiendo ahora el trabajo de Villegas-Blas en [32] encontraremos los
valores propios del dtomo de hidrégeno a través del problema de valores
propios dado por la ecuacién (2.XV) y del operador integral T dado por

Td(w) = b, f %dﬂ“ﬂ(v), (2.xv1)
S

w v —wl

rotaciones SO(n + 1).
Para R € SO(n + 1) definamos T : L*(S™) — L?*(S™) dado por

Trp(u) = o(R~"u).

Notamos que {Tz|R € SO(n + 1)} es un grupo bajo la composicién. Esto
se tiene puesto que 77 es el elemento identidad y (Tr)™! = Tr-1 ya que

(Tr-1Trep)(u) = TnsO(Ru) ¢(R™'Ru) = o(u),
(TrTR-19)(u) = T p(R™'u) = o(RR™'u) = ¢(u)-

Ademés TrT5¢ = Trzp. Con esto, el mapeo G que asigna a cada R €
SO(n+1) el operador T da una representacién para el grupo SO(n+1) ya
que

G(R)G(R) = G(RR).
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También tenemos que el operador T conmuta con cada Tg, esto es

(T o Tryp) (u) = T (Tre(u))
_p, [ RO gy
s lv—ul T
=B Mdmrlg(v)
sn |lv —ull

como las rotaciones preservan la norma

=b f ‘P(’R“lv) d'nJrlQ(,U)
" Jsn |Rw — R

pero d"*1Q(v) es invariante bajo rotaciones y si v' = R™1v,

= b, o) prgy)
s v = R~Muf*
= (T¢) (R""u)

= (Tr o Tp) (u).

Ahora, por la seccién 2.1, L(S™) se puede ver como
L*(S™) = €D
=0

donde cada J%;,; es un espacio propio de A en S™.

Lo que se obtiene es que, para cada [, J%,, da una representacion irre-
ducible de SO(n + 1) (ver apéndice 2.B). Esto es

(a) Tw : I — H4, para toda R € SO(n + 1)

(b) Los tnicos espacios V C 4, tales que Tr : V — V, para todo
R € SO(n + 1), son los subespacios V = {0} y V = 44,

(c) Gi = {TR ™

n,l

tales que R € SO(n + 1)} esun grupoy G, : SO(n +

1) — G, da una representacién irreducible de SO(n + 1).
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Por el Lema. de Schur ([29]), como T conmuta con cada T, tenemos que

T s actia como un multiplo de la identidad, es decir; existe d; tal que
n,l
T w=dp Y € 25, VL.
n,l

Asi

o0

T= d,T :
; I n#;l“

Ahora calculamos los d; considerando la funcién

; 1
P(u) = ((en + tent1) - ),
y coordenadas esféricas. Si nos restringimos al caso n = 3, entonces
v; = sen A sen f sen ¢ o< N0
vy = sen A sen @ cos ¢ 0<¢p<2rm

vy = sen A cosf
Uy = COS A,

y ademés, como la solucién no depende de w, tomamos en particular a w =
(0) 0: 0: 1)

o = w|” = (v—w,v—w)
=2 - 2'04
= 2(1 —cos ),

asi,
¥(v) = [sen Acosf +icos ' .
Por tanto, el problema se reduce a calcular lo siguiente

T pm 2w . l
b [sen A cos @ + i cos A] 2 ) sen BdbdOdA
di(i)'b3" = /; /B /{; 21— cos ) sen’ A sen fd¢ ;

qu integrando con respe-cto a ¢ obtenemos

s 2 /\ T
=27r-/0 E(lse—nm-)—/o [sen A cos 0 + i cos ] sen fddd.
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Ahora, si integramos con respecto a € haciendo el cambio de variable u =
sen A cosf +icos A se obtiene

— sen A1 cos A

™ _senA
dift =9 | —n2 / ' dud)
i ﬂ-fo 2(1 —cos ) v

sen A+icos A

_2r [T —sen) RN I PRy A5 |
—l+1/0. 2(1—005/\)[(26) — 1) ]dA

2r [T  —sen A : ‘
— -et(I+1}A _ -e-:(z+1),\ d
l+1/ 2(1 — cos A) [ ! ]

2r [T senA 1 -

= et(l'.-}-l)z\ e-—l{H—l)A d)\
I+1/ (l—cos/\)iZz[ ]

2 ] sen Asen (I + 1)\

T l+1 (1 —cos))

),

pero se tiene la siguiente expansién para el sen (I + 1)A

i I4+1-k
sen (I + 1)A =sen A Z(—l)k'l( )2‘"’2”"1) cos'=2k-1) \  (2.xvn)

Foe k—1

donde B2 g
_ ==, sil es par;
o { ‘—‘2’1, si [ es impar.
Entonces
I+1
— dib3?
or &
T osen?) )1 [+1—
— ol=2(k=1) o l-2(k=1) ) 1)
o (L—cos\) ; ( -1 ) €08

- Jopf
/ (1 4+cos ) Z( 1) 1( 3 )21—20«_1) cos =21 A\
k=1

_ Z(_l)kq( -’:1 —1 k) ol—2(k-1) ‘/?r [Coszfz(kq)ﬂ \ 4 cos—2(k-1) )\} d\.
k=1 - 0

Sabemos que fn’r cos™x = 0 para m impar, por lo que alguna de las
integrales de arriba seran cero, dependiendo del valor de [. De aqui a lo que
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resta del cdlculo se tomara. ! par, por lo que N = 2 , ¥y 1 —2(k—1) es par.
Por tanto

_ Z(_ k-1 (l+1 : )gf-—i!(k--l) fﬂcosi—2(k—1) AdA

0

pero [j cos™z = 2%,(1“";2)71' para m par

: a1+ 1=k\ o 1 | —2(k—1)
= (—1)“( kg )2‘ 2““ ”2;—_2'(7;:17( a1 )'fr

o (1) ")

2
L g (1R
= (k —1)! H‘-—"(g;ll] !]

2

pero la suma alternante de arriba es igual a 1. Entonces los valores propios
d; son de la forma

2m? K

[+1 ﬁ(l +1)

Si tomamos las ecuaciones (2.xv), (2.XvI1) y de lo anterior se tiene

po"ab(w) = Tw(w) = d:ll)(w) = D=4

para toda 9 € 43, y toda w € S®. Si sustituimos el valor de p, tenemos

dy = Bg

= 2R2(1 + 1)?

los valores propios para el Hamiltoniano del 4tomo de hidrégeno.

Se necesita probar que estos son todos los valores propios de T'. Para esto,
consideramos a @ € L?(S™) una funcién propia de T, entonces Ty = .
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Pero 9 = Y 2, aifi, con fi € . Asi

Ty = Z a'Tf
I=0

[o)
= Z a.gdlfg.
=0

Como Ay = > 2, Aaifi, entonces Aa; = a;d; para todo [, por lo que para
a; # 0 se tiene que A = d;. Todo esto implica que existe [ tal que ¢; # 0 y

con esto
P = a;f; [ ‘%‘:LJ.
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Apéndice 2.A. Autoadjuntez del operador de
Schrodinger

En la presentacion de éste apéndice utilizamos el libro de M. Reed y B.
Simon [22]. Con la utilizacién del teorema de Kato-Rellich garantizamos que
el operador de Schrodinger es autoadjunto.

Sea un operador A : D(A) C # — Y, decimos que A es densamente
definido sobre el espacio de Hilbert % si D(A) es denso en 2.

Para dos operadores A y B, densamente definidos sobre un espacio de
Hilbert .7#, supongamos que

i) D(A) c D(B)
it) para algin a,b € R y para toda ¢ € D(A)

IBell < allAg|l +bliel (2.xvi)

entonces se dice que B es A-acotado. Al infimo de tales a se llama la cota
relatiwa de B con respecto a A.

Teorema 2.5 (Kato-Rellich). Supongamos que A es un operador autoad-
junto sobre un espacio de Hilbert 72, B un operador simétrico y A-acotado
con cota relativa a < 1. Entonces A+ B es un operador autoadjunto sobre

D(A).

Ahora, sea V una funcién a valores reales. Para asegurarnos que el ope-
rador de Schrodinger
H=-A+V,

donde V es el potencial, sea un operador autoadjunto necesitamos que
(1) A sea un operador autoadjunto,
(2) V sea simétrico y A-acotado con cota relativa menor que 1.

Teniendo esto se podra aplicar el teorema anterior.
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Consideremos que A : D(A) C L?(R3) — L%*(R?) con D(A) = H?*(R?),
donde H?(R?) es el espacio de Sobolev de orden 2, es decir, f € H*(R®) si y
solo si f y ||k||* f estén en L?(R?).

Para el primer requisito utilizaremos el criterio basico de autoadjuntez
([21], Teorema VIIL.3). Por tanto necesitamos verificar que A sea un operador
simétrico, lo cual se ve con

(Af,g) = f 1K 7k

- / 7() K2 3(k)dk = (f, Ag).

Ahora, probaremos que Ran (A %1) = L?(R?). Esto es, dado v € L*(R?)
queremos probar que existe una funcién ¢ € D(A +1i) = D(A) tal que

(A £ i)p = 1. Asi pues, sea Qi = mﬂ’?, entonces tanto ¢4 como |k[ Ot
deben estar en L2(R?), puesto que 1) € L*(R?). En efecto,

~l12 o
@) dk i dk l d </ | dk
@ =[] ———dk= | ——dk< < 00,
R3 * R3 ||]‘;|2 :|:z'|2l B3 |!€[61 +1 RS
f 162 3 | dk f L dk < ;ledk
= < 4
R3 e R3 |k|4 +1 7 Jgs >

Definimos la funcién ¢+ € L*(R?®) como la transformada de Fourier inversa
de ¢.. Entonces ¢4 estd en el dominio de A+il y se cumple (A £+ if) o1 = 9.

Por tanto, el operador A es autoadjunto.
Consideremos a D(V) = {f € L*(R3) | V(z)f(z) € L*(R3)} el dominio

del potencial V. Como el potencial V' es a valores reales, el operador multi-
plicacién por V es simétrico en cualquier dominio, en particular; en el dominio

de V. Esto se ve por
(Ve, 9 f V(k Ydk

f SRV (k)é(k)dk
= (p, V1)), (2.x1x)
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con ¢, ¥ € D(V).
Para mostrar que V' es A-acotado consideremos que el potencial V es

de la forma V = V; + V, donde V; € L?*(R3) y V; € L*(R?). Aseveramos
que dada ¢ € D(A) tenemos que @ es acotada. Para ver esto notamos que

+k*)ey 1+ |k|2)_1 estédn en L%(R?), por lo que podemos ver a ¢ de la

forma
1

p(z) = e f e PG (p)dp.
Asi

1 &
@) = |7 [ €y
1 -
< Wf €5 (p)| dp,
como |€%P| < 1, entonces

< oy | 100 do

Pero necesitamos que |@(p)| tenga una cota superior, entonces calculamos

([1ow1as) = ([ sl + o0 7).

por la desigualdad de Schwarz

<f T [ (o o) Il dp
=T [ (@ +a2)<:o‘(p)) a

= Tl (oP + 0?20

- T |t + o)

Entonces
[ ewlds < T @o) + ao(a)].
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Por lo tanto ¢ estd acotada por

(@) < G (Be ) + a*elp)]. (2x%)

Ahora, para el potencial V, calculamos

f|v N dm—fl%cp+1f2w|2dw

<2( [ Wil do+ [ Waofas)

< 2 (IVall% llellz + Nl l1Vallz)
< oo, (2.xx1)

Con esto notamos que D(A) € D(V). Sélo nos falta mostrar que
Vel < allAgll +bllell,

para algin a,b € R, 0 < a < 1y para toda ¢ € D(A). Pero por las ecuaciones
(2.xx1) y (2.XX) se tiene que

1 T
IVell, < IIHIlmlltpllz-!“(z,T)g,;\/—IIAwllzlleIlz 3,2\/—||a ||, IVall, -

Nos interesa el coeficiente de ||Ag||, v este es

1 ™
a:= Wﬁ”%”z,

que seré4 menor que uno para un valor de «a suficientemente grande.

Por lo anterior y por el teorema de Kato-Rellich se sigue que el operador
de Schrodinger es autoadjunto en el dominio de A.

Como un ejemplo, podemos considerar el operador del &tomo de hidrégeno
y verifiquemos que es autoadjunto. Pero esto se sigue de inmediato cuando
nos damos cuenta que el potencial V = 1/r lo podemos ver como la suma
¢1 + q2, donde ¢1 € L®(R3?) y g € L*(R3). Para llegar a esto, primero
consideramos la funcién radial

f(?‘)={%l r<i1

o Tzl
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que esté en L2. Esto se ve, si se considera inicamente la parte radial, con
0o 1 [os]
| e = [1ge)Pear+ [ 15 dar
0 0 1
1 0
1 1
= / —ridr + / —rdr

p T 1 T

< 00. (2.xx11)

Entonces notamos que el potencial se puede ver como

=)+ )

o« q2

donde es claro que q; € L*.
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Apéndice 2.B. Irreducibilidad de SO(n + 1)

El contenido de este apéndice se ha tomado de [13], y es la prueba del
siguiente teorema

Teorema 2.6. (i) Los espacios propios del Laplaciano Agn, sobre la esfera
S™, son de la forma

Hs = span{(a-z)f|la € Q"}, :
donde Q" es la cuddrica nula.
(i) Cada representacidn del espacio propio es irreducible sobre SO(n)

Demostracion. Sea Py el espacio de polinomios homogéneos de grado k sobre
R™! y sea Hj C P el subespacio de polinomios arménicos.

Consideremos la forma bilineal (-, -) sobre P := Py, P dada por

| (p,q) = {P( L, i) q] (0). (2.xx111)

Oz’ " Ony1

Este es un producto interno sobre P. Ademés podemos observar que si
definimos

5(p)=p(a g ), (2.xx1V)

3171 ! ’ 5.‘13,-,.4.1

entonces tenemos que para p,q,r € P

(p,qr) = (gr,p) = [0(gr) p] (0)
= [0(r)a(q) p] (0)
= (r,8(q) p) = (d(q) p,7) .

Esto es, que los operadores multiplicacién por ¢ y 8(g) son adjuntos.

Ahora, para p € Py, ¢ = :1:% L :cﬁ_,_l € P; se tiene

{gp, h) = (p, 8(q)h) =0,

cuando h € Hy, ya que 9(q) es el Laplaciano sobre R*!. Entonces Hy es el
complemento ortogonal de qP;_; en Py. Asi,

P, = H, & qPy_s. (2.){){\/’)
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Si iteramos esta relacién obtenemos
P.=H,® |35'|2 Hy @ |ST?|4 Hy 4®---& ]5E|21nrl Hy_om, (2.xxv1)

donde m es la parte entera de k/2.

Por otro lado, si o estd en la cuddrica nula 2", entonces el polinomio
ho(z) = (o - z)* estd en Hy. Sea

Hy = span{(a - z)*|la € 2"}.

Por lo anterior, se tiene que HY C Hj. Ahora para probar que los dos
conjuntos son iguales, es suficiente suponer que existe una funcién h € Hy
que es ortogonal a HY, y luego probar que dicha funcién es idénticamente
cero. Observemos que para p € P

a(p)(a-z)™ =m(m—1)--- (m — k+ 1)p(a)(a - z)™,
con lo cual si en particular a € 2 entonces
A(h)(a-z)* = k! h(a) =0,

ya que no depende de z, en particular se vale para z = 0. Asi, si @ € 23 en-
tonces h(a) = 0. En otras palabras, h se anula idénticamente en la variedad
2", Si consideramos a I como el ideal del anillo de polinomios a valores reales
dado por polinomios de la forma (z% + ---z2,,)p(z), con p € P_z, notamos
que la variedad de I es precisamente la cuddrica nula 22. Por el teorema de
Hilbert-Nullstellensatz, ver por ejemplo [23], tenemos que existe m € N tal
que h™ € I.

Como el ideal I es primo (para n > 3), se sigue que h € I o A™ ! € I.
Asi sucesivamente se obtiene que h esta en el ideal y tiene la forma (z? +
22 )p(z), con p € Py algiin polinomio. Pero por la ecuacién (2.XXv),
se obtiene que h debe ser idénticamente cero. Para el caso de n = 2, podemos
ver un polinomio arménico real u(z;,zs) como la parte real de una funcién
analitica.

f(z1,22) = u(z1, 22) + v(21, T2).

Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, v y asf f son polinomios arménicos,
entonces u debe ser combinacién de potencias de (z; & iz,)*. Por tanto

Hy =span{(a- z)fla € 2"}.
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Ahora consideremos los espacios
ok = Hk’s = span {(a - z)fla € 2", T € $%}.

Sea {sxm} (1 <m < d(k)) una base ortonormal de %, x, donde d(k) es
la degeneracién del espacio propio del Laplaciano en la esfera correspondiente
al valor propio —k(k +n — 1).

Sea f cualquier funcién propia no trivial del Laplaciano Agn, es decir
Agn f = cf, ceR.

Podemos ver a f como la siguiente expansion

f ~ Z Ak mSkm, Qk.m = (f: Sk,m) )
k.m

entonces existen al menos kg, mg tales que ag, m, 7 0. Asi,

Y akmSkm ~ cf =Agnf =) (Asnf, Skm) Stm
k,m

¥ k,m

= Z (f; AS"Sk.m> Sk,m
k,m

= Z (f, —k(k +n— l)sk,m> Sk,m
k,m

= Z —k(k +n — 1)0kmSkm-

k,m

Si tomamos el producto interno con el elemento sg, m, se obtiene que el valor
propio de f es ¢ = —ko(ko + n — 1) con £, k, su correspondiente espacio
propio.

Ahora mostraremos el punto (i7). Para algin 4%, ; , supongamos que existe
un subespacio no vacio V' C .74, ;, invariante bajo la accién de Ty para todo
R € SO(n+1), donde

Tre(z) :=¢ (R 'z).

Asi, T : V' — V' para toda R € SO(n + 1).
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Sea V" el complemento ortogonal de V' en %, ;, entonces V" es un subes-
pacio invariante también lo cual se ve tomando ¢; € V', ¢y € V" y calculando

0 = (Trep1, 2) = fs ) ©1(R™'z)ps(z)dS(z)
= / ) ©1(y)p2(Ry)dS(y) = (@1, TrR-1p2)
para toda R € SO(n +1).

Con esto #5,; = V'@ V". Como V', V" son subespacios no nulos, existen
01,2 € Hp, tales que

PV, peV" y i #0, p2#0,

entonces existe ; € S™ tal que ¢1(z;) = a # 0. Tomamos aquella rotacién
R, € SO(n+1) tal que 7 = (0,---,0,1) = Ryz; por lo que podemos definir

1 =+ ]' —1l= E
hi=-Tpp €V’ conty(ii) = (Ry'7t) = ~ei(z1) = 1.

Se tiene esto mismo para V. Asi, existen funciones 1; € V', 95 € V" tales
que ¥ (7T) = () = 1.

Ahora tomamos un promedio sobre SO(n), obteniendo
1 =1 = ¥
=— d |4
he)= oy | MO D@ €V
es0(n+1)

donde duy es la medida de Haar sobre SO(n), y © € SO(n + 1) tiene la
forma

0
&= | | 9ES0) i | esom+1).
00 1

Entonces tenemos que 41 es invariante bajo la accién de SO(n). Asf tam-
bién existe una funcién 13 € V” con la misma propiedad. Por tanto tenemos

Yp1eV', gpeV” con ¢y (1) = () = 1.
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Noétese que la invariancia de estas funciones bajo SO(n) quiere decir que
dependen solo de la distancia @ al polo norte 7i. Asi para dichas funciones el
Laplaciano Agn, en coordenadas esféricas, tiene la forma

d? d
T +(n—2) °°t(9)3§=
por lo que se tiene la siguiente ecuacién diferencial

d? d
a0+ (0 —2) cot(8) ¢ = —k(k + n— 1)¢, (2.xxv11)

que satisfacen los promedios 1/, 1, por ser funciones propias del Laplaciano,
con las condiciones iniciales iguales

11(0) = 2(0) = 1.

Realizando el cambio de variable (localmente) por sen(f) podemos pro-
poner una solucién en series de potencias

(s.0]
o= Z . sen™(6)
m=0
para theta suficientemente pequeiio. Por substitucion directa a la ecuacion
(2.xxv11) se obtienen las férmulas
a; =0, (m+2)(m+n)amsez = [m(m+n—1) — k(k+n —1)] ap.

Lo que nos muestra que solo hay que determinar ap por lo que solo se
necesita de una condicion inicial, asi ¢ queda determinada salvo un factor

constante. Entonces vy, 12 coinciden.
O



Capitulo 3

Transformada de Bargmann
para L?(S%)

En este capitulo se presenta la transformada de Bargmann para L*(S?), el
espacio de Hilbert de funciones cuadrado integrables sobre la esfera unitaria
53 inmersa en R* con respecto a la medida de usual de superficie normaliza-
da, sobre cierto subespacio cerrado del espacio de Bargmann .

Esta transformada se obtiene a través de una serie de potencias de una
funcién ¢gs que es la funcién generadora de una transformacién canénica.

El contenido del capitulo se ha tomado principalmente de los articulos de
C. Villegas-Blas [33] y [34], del resto, haremos referencia en cada seccién.

3.1. El espacio de funciones holomorfas F4

Sea P el espacio de Bargmann como en la seccién 1.2 del capitulo uno
y consideremos el espacio L?(S®) con el producto interno

(1, ) g = fS Di@a(o)dSs

donde dS; es la medida de superficie normalizada sobre S3.

72
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Siguiendo a Villegas-Blas [33] definimos el subespacio Fy C Zes como el
niicleo del operador
0 d 0
L=z— —_— — 2 — Zy—. = 5
“ 621 t 2 522 % (923 £ 624 ( )
Este vector es la cuantizacion de una restriccion, al nivel de la mecanica
clésica, de la regularizaciéon de Kustaanheimo-Stiefel del problema de Kepler
(34].

El dominio de £ se define por D(L) = {f € %Bca | Lf € PBca} y el niicleo
Fapor Fy={f € Bes | Lf =0}.

Proposicion 3.1. £ es un operador cerrado. Por tanto, F4 es un espacto de
Hilbert.

En realidad, por como se define’ L, esta proposicion es una consecuencia
de la siguiente proposicién que aparece en [2| y cuya demostracién también
seguimos.

Proposicién 3.2. Sean Ay y By, k= 1,-- ,4, los operadores multiplicacion
y diferenciacion por z, 3—‘2:, respectivamente, sobre PBes. Entonces se cumple

1) Ay y By son operadores cerrados.
2) Los dominios D(Ay) y D(By) coinciden.
$) Ay =By y B = A,
Demostracion. Tomaremos la siguiente notacién para m € N*
[mE] == (ma,, - ,mp £ 1, ,my).

1) Consideramos una sucesién {f;} C %ea tal que converge a g en norma,
entonces consideramos la sucesién {2 f;} tal que converge a alguna fun-
cién h. Entonces para cada z € C*, como convergencia en norma implica
convergencia puntual en todas partes en el espacio de Bargmann Hcs,
entonces

h(z) = lim 2 f;(z)

Jj—oo

=z lim f;(2) = 2k9(2) € PBea.

Jj—o0
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Anélogamente construimos la sucesién a%‘ fj} tal que converge a al-
guna funcién h. Entonces para cada z € C*

h(z) = lim 5)&( z)
d 5}
62.’k lim fj( ) a—zjcg(z) S ﬁ@cas

j—oo

2
ya que gz:fjl < cleg: ||f;.<||2 (teorema 5 del capitulo 1).

2) Sea f(z) = 3 oyt m) 2™ € Bes, sabemos que || f|* = T, cne [M] |t |2.
Entonces

lzefl* =3 |ogg]” (% + 1)[2Y]

lenNd

Z | | Le[11)

leN4

Por tanto se tiene

a I 2
laufif = || + 0712

Asf que los dos lados de ésta ecuacién pueden ser infinito o finito pero
iguales, lo que nos muestra que los dominios coinciden.

3) Para algiin k fijo, sean las funciones g € D(Aj) donde
D(A}) = {g € Bca|3! h tal que (Axf,g) = (f,h) Vf € D(Ax)}.

Asi, para

g= Z ﬁ[mlz[""’], existe h= Apg= Z 'ylm]z[’“]

meN? meN4

tal que (f,h) = (Axf,g) para toda f € D(Ay).
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Ademés sea f =Y, .ns Ojm)2™. Notamos que

(f, k) = (f, ALg)
= <Akf: g) = (zk.fhg) )

pero por un lado

(FR) = [ Ym) O,

meN4

mientras que

o= (5 e S

menNd leNd
= Z [m!](my + l)g[m]ﬁ[mn,
meN4

entonces

> ) YpmOmy = D [l + 1) 8y B

meN4 meN4

En particular, se puede tomar f = 7, na 2I™ | entonces podemos can-
celar las djm) obteniendo que Y = (my + l)ﬁ[m:].

Ahora calculamos Byg

= 3 Byt
meNd 6zk
= D Bmympa™]
meNd
= D _ By (mie + 1)2™
meN4
meN4

Por tanto Ajg = Byg, es decir A} C Bk.
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Ahora, considerando las funciones

= Y ame™ € D(4y), 9= Bmz™ € D(By),

meNd meNd

probaremos que g € D(A}). Pero de lo hecho anteriormente tenemos

(21f, g) = <f, g-;)

es decir, que existe h := -5%:9 tal que (Axf,g) = (f,h) para toda
f € D(Ap).

Entonces g € D(A}) y asi tenemos la otra contencién.

a

Por el capfitulo uno tenemos que la base ortonormal para ¢+ es e
VIml]

Para el espacio F; la base ortonormal esta formada por los elementos de la
base para s con la restriccién de que my + my = mg + my.

Definicién 3.3. Para z € C* y z € §°, definamos

Ass(2,3) = Zcm(p(z :

m=1

con ¢, = —‘% y donde p es el mapeo de C* a la cuéddrica nula 23 dado por

(m—
p(2) = (iz123 — 12024, 2123 + 2024, —12124 — 12223, 2124 — 2223),
el producto interno en C* se define por

w-z=1uh21+ -+ W24, w,z € C.

Observamos que la serie Y po (k":),n es una funcién analitica, en la

variable compleja 7, sobre todo el plano complejo. Ademés

lo(2) - 2| < |p(2)]|2] < |p(2)]-

meN4
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Por lo que Ags(z, ) estd bien definida.

La funcién Ags aparece en [33] como nicleo integral de la transformada
de Bargmann de L?(S?%) a F,. Esta funcién se obtiene viendo a dicha trans-
formada como un cambio de base entre los arménicos esféricos de S® y una
base para F; determinada a partir del dlgebra de Lie de las simetrias del
atomo de hidrégeno con energia negativa (so(4) ~ su(2) ® su(2)). Asi pues,
esta transformada de Bargmann resulta unitaria casi por definicion.

En el enfoque de esta tesis, la transformada de Bargmann se definird como
un operador integral con el nicleo integral Ags y se probard su unitariedad
explicitamente. La importancia de este enfoque es que se puede generalizar
para la esfera S° mientras que el enfoque dado en [33] es mucho mas compli-
cado de generalizar en S° al ver la transformada como cambio de base.

Con el fin de introducir la transformada de Bargmann para L?(S?) tene-
mos el siguiente

Lema 3.4. Para z fijo, Ass(z,-) € L*(S3).
Demostracion.

Ags(z,2)Ags (w, 2)dS3

53
- mf;l e (0() 2™ S (70 -2)" " dsi(a)

k=1

> e (p(a) - 2™ (@) -2)"~ dSiu(o).

L3 et 2 (50 -2) ™ aste) = g (o) (2,
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ver [33]. Entonces

/ Ags(z,z)Ags(w, 2)dSs = ch k?\Z/k_ - (p(w) - p(z))*
k=1
Z 7 (D121 + Wp2s) (Wazs + Waz)]* "
(z,w (3.11)
O

Observamos que para w fija, Q(-,w) es una funcién analitica. Lo que
aseguramos ahora es que, en analogia con el capitulo uno, @(z,w) es el nicleo
reproductor del espacio F,. Esto se ve comprobando que

o(2) = (Q ) v,

c4

para toda ¢ € F,. Basta mostrar esto para un elemento base por lo que
consideramos, para algin n € N, a ¢ como el monomio

il 2loay 2plig, 2logp
z

p(z) =2z 23 %3
de grado 2(n — 1), con a,a2 = —(n—1),—(n —2),--- ,(n —1).

Entonces

< (w121 + ‘wzfz)kwl (w3z3 + 'w424)k_1 ,‘P>

Il

Z [(k D '] < (wn 2, + waZ)* ™ (waZs + 'w454)k‘1 ;
— [(k -

n—1 n—1 n—1 -1
B=dar Ppt-ar Bidap  Brt-an
b3 2
wy Wy wy® wy* >
Bea
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por la ortogonalidad de los monomios de diferente grado

(ST e £

k=0 =0
n-1 n=l_, a1 n=1_
(w3z3)" " H(wazy)', wy 2 th31"“’22 My +azw42 a2>
B
n—1 n—1
1 (n —_ 1) (n - 1)
T T )
[(n— 1)1 Z; k Z !

n—1 n—1

a=1 p=1_g  nol a=1_
<('w121)"_1_k(wzfz)k(’wafs)"_ldl(w:lfzi)!a'wl2 Ty T M, T Ty, ? a2> :
Ba

Nuevamente por la ortogonalidad de los monomios, para que exista contribu-
cién se necesita que se cumpla

n—l—k=ﬂ71+a1 n_1_£=n~1+a2
n—1 n—1
k= 5 — a7 l= D) — ag.
Por tanto
Zy°),
(@),

Asi, Q(z,w) es el niicleo reproductor del espacio Fj.

El niicleo integral Ags es una serie de potencias en (p(z)-z) donde la fun-
cién p(z) se puede ver como una funcién generadora de una transformacién
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candnica del espacio cotangente de S — {0} y una reduccién adecuada de
C*, ver [33] para detalles.

Asi pues, la transformada de Bargmann para L?(S%) puede verse como la
cuantizacién de dicha transformacién canénica. En este capitulo se incluye
un apéndice sobre funciones generadoras y transformaciones canénicas.

3.2. La transformada de Bargmann Bgs

Definicién 3.5. La transformada de Bargmann para L?(S5%) esta dada por
Besth(2) = / Ass (2, 2)(2)dSs(z), ¥ € IX(Y).
res?

Este operador esta bien definido puesto que el nicleo Ags(z,-) y ¢ estdn
en L?(S3%).

Proposicién 3.6. Para 1) € L*(S?).
i) Bgsth € Bca.

1) Bgs es una isometria.

Demostracion. Primero se probard que Bss? es analitica, luego al mostrar
que es cuadrado integrable, con respecto a la medida Gausseana, se obtiene
que la transformada Bgs es una isometria.

Sea z € C* fijo. Mostraremos que 5%:8531/)(2) existe para k = 1,--- ,4. Dado
k sea hy := (0,--- YO ,0) € C* con h € Cy |h| < 4, para algin nimero

positivo §. Asf, calculamos
1
7 [Bsst(z + hy) — Bsatp(z)]

o -1 -1
_ / s [(p(zmk)-w) — (o) W' s w).
weSs® |

h

El teorema de Convergencia Dominada nos garantiza que el limite, cuando
h — 0 de la expresién anterior, existe. Por tanto necesitamos probar que la
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sucesion de funciones
1 5[ 201t

es uniformemente acotada por una constante. Para esto, primero considera-

mos la funcién z
a(z) = (p(2) - w)"™

y por la férmula integral de Cauchy

(p(n) - w
hy)
oz + 2m£n (z+
(p(m) - w)™" ‘“‘
gl(z zﬁ n—z dﬂ!
donde y = {n=(z, -+ ,7€%?" ... 2)|0 <0 <1}y < r. Entonces
1 1 . 1 1
> he) — ) _
Fla(e+50 = a(2)) = 5 o (otn)- ) [n R -
1 (p(m) - w)'™"

2mi J, (n—(z+ b)) (n—2)

que en valor absoluto

1 L e e
Elgt(zﬂ—hk)"gl(z)ls_%ln (z+h)|l7}'“3

Idfl?:rl
peron—z|=ry|n—(2+ h)| > (r — J), entonces
1 -1
10+ )~ 0] < g f | () w)' |l

Por tanto

) = [ | Lt ) w) = (o) w)‘—l]

h

= ch ~%_g’:(»‘d + ) — Qi(z)]

sigw f‘(.o m)-w)' |l
=1
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aplicando desigualdad de Schwartz

Fa(w) Z Z j{ o) dln|

_1_ . -1
Sr(rﬁa)zclmax{lp(n)l :nE€Y} T, Yh > 0.

=1

Con esto, el Teorema de Convergencia Dominada garantiza que el limite
existe. Mds aun,

%Bssw(z)—[ues e Z (p(2) - w) M (w)dSs(w)

)

= / Z c,—q—-(p(z) cw) e (w)dSs(w). (3.111)

€3 Y%
Lo que tenemos hasta ahora es que Bgst) es una funcion analitica, por
lo que falta verificar que estd en L?(C* du4). Para tal fin seguiremos a

Bargmann [2] y al igual que en la seccidn tres del primer capitulo, utilizare-
mos el Criterio 1. Asi, para 0 < A < 1, consideramos las funciones analiticas

(Bss), (2) 1= Bssy(2a).
Por demostrar que
a) (Bsav), € P, para toda 0 < A < 1y ¢ € L*(S3).
b) Las normas ||(Bgs1)), || B estdn uniformemente acotadas.

Antes de verificar que se cumple lo anterior, realizamos algunos calculos
que se necesitardn. Sean z € C*, v,w € 5°® y consideremos la funcién

(v,w)) = Zc A26-1(05(2) - v) ] [Ec}\m D (p(2) - w)l =1

ademds tenemos que [Rp(2)| = |Ip(2)| vy |Rp(2)| = % |o(z)| = }|z°. En-
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tonces

18 (0, 0)ldna(2)
S/C ick/\z(k—n lmkun‘

=t

3N |(p(2) - w)' | dpaa(2)
=1

[ o] o0
< / > X2 D p(2) B "D [p(2) 7 dpa(2)
C4 =1 1=1

- 2
(= o]

S/ ch)\z(k_l) |.0(Z)|k-1] dpa(2)
S

00 | |2 k-1 :
z
=/ E Ck)\gik—l) (T) ] dﬂ4(z)
4

k=1

~ 00 4 A1 )\|3|2 -1 2d
- /. > iy (3 pa(2),

con d = ¢x(k — 1)L
Es claro que dado 0 < A < 1 existe un entero Ny tal que dipA\*~! < 1 para
k > N,. Entonces

Alz

' e
L1 @ onldute < | [P<|z|>+e ]du4(Z)<oo, (3.v)

donde P es un polinomio con grado que depende de A. La integraal de arriba
es finita puesto que las integrales quedan en términos de @A—1I=",
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Entonces calculamos

/ ((Bsa®), ()] dpea(z)
= [ o ST a0
f » > a(p(Az) - w) Y (w)dSs(w)dpa(2)

* =1

f / )P0V (w)dSs (v)dSs (1) dysa (2).
C4 JS3x .5'3

Por lo que se hizo anteriormente (ecuacién (3.1v)) y ya que ¥» € L'(S?)
podemos aplicar el Teorema de Fubini y asi obtener

/C |(Bss), (2) dua(2)
= [ B [ 10 0 0)ea()aSs(0)dS5(o)
S3x .83 c4

si usamos nuevamente Fubini y la ortogonalidad de los polinomios de distinto
grado en %ra, entonces

f P(w) f v)/ EXNEDTEN) 7 (p(2)w)* ™ dig(z)dSs(v)dSs(w).

Ahora denotamos por Ay al proyector sobre el k-ésimo espacio propio del
Laplaciano. En el apéndice 3.B probamos que

Ap() = [ B up)ds),

con

Je(v,w) = 2, / @) 0) " (ol2) - w)" dpal2).

Asi tenemos que

[ B OF diata) = [ 534D Ao siblw) plw)dSs(w)  (6)
Cc4 g3 k=1



3.2 La transformada de Bargmann Bgsa 85

La intencién es intercambiar la integral y la sumatoria, para esto, fijando por
un momento a A, sea

N

fi(w) = XNED A 3h(w) Y(w)

k=1

y encontremos una cota para |Ji(v, w)|
LT 0la) - dpa2)
<o [ Io@) - |o(e) - ui du2)

_Ck+1 f [Ro(2) % p&}%;)(z)

| (v, w)| = C§+1

p(z)

Ro(2)
p) v _ ([Rez) 17, [Se) 1\ o
Ro(?) ([mp(zn J +[|%p(z)|"’]) =l =1

y ademds |Rp(2)| = 1 |2|?, entonces

dﬁ.g(Z),

pero

Ao, = 2 [ (') dute)

2
c
= %l- (z12‘1 + z20%0 + 2373 + 242_4)% dm(z)
c2 2k 2k—-1 1 2% ok — l s -
-2 [ () () () @ )
2 c =0 m=0 n=0 T
(2323) " (2a7a)" dpua(2)
2k—l—m 20 )™ (2 I—n
si hacemos Ufgimn) = (T/}(%_I_fnﬁmgra) n)'((z“){ entonces
% 2k—1 I
k+1
=y |, Bt a2

2k 2k-l |

= 5;* CODIPIPI

=0 m=0 n=0
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Pero
2k 2k-1 1
By} = —(2k+3 2k+1)(k+1)
=0 m=0 n=0
Asi
i
| (v, w)| = ;."—;;k(zk)!(%+3)(2k+ 1)(k + 1)
k+1)2
- ?fmT;%(zk)!(zk +3)2k+1)
(k4 1)%25(2k — 1)!1(2k + 3)(2k + 1)
N 3 K122k
(k4 1)2(2k + 3)!!
N 3 k! 2k
Con esto,

| fx(w)| < ZN‘“‘ V| AprP(w)| [p(w

<3 e Y [ Vi, )l )| dSs(o) ()

k—-l

_n K*(2k+1
< Zx*f* B Wl o)

k*(2k +1
sclzx(k—ngr,f—f;z—,EIW( ol
k=1

pero por el criterio de la razén, la suma anterior es convergente, esto es

m MRl X+ 3)(k+ (kD! _
AME-DE2(2k+1)10 oL, 3l
k— T 1)I§2 2 M k—o0 2k3k!

entonces

|[fx(w)| < Calip(w)] € L*(S*) € L'(S*) VN
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Por tanto podemos aplicar el Teorema de Convergencia Dominada a la
ecuacién (3.v) obteniendo

LB P dua(z) = [ tim fi(w)asstw)
N

= lim Y N [ A ) (w) ¢(w)dSs(w)

N—co 1 Sa
oo
— Z A4(k=1) (A, ¢)L?(S3)
k=1
pero Ay es proyeccién

oo
Z MED | A1l 72 (s0)

e o]
Z”Ak 1¢||L2(SS) ”W'L?(Sa),
k=1
para toda 0 < A < 1. Esto es, se cumplen las hipétesis requeridas por el
criterio 1 y por tanto Bgst) € Bes para ¥ € L?(S?). Més atin
2 , 2 2
”353'4’”£c4 = }\l_.ni I|(833¢)A||£c4 = ||'¢'”L2(53] '

lo que prueba que Bgs es un isometria.

|

Notemos ahora que en realidad Bgs®, con 1) € L?(S?), estd en un subes-
pacio propio de ¢4, a saber, en F,. Para ver esto, utilizaremos la ecuacién
(3.111)

2 agu) = [ 3 o) ) p(w)dSy(w)

weg3 =1
entonces
Zk—a-‘Bsalb(z) = f icwki(ﬁ(z) - w)' 1o (w)dSs(w)
sz =1 azk
wes3 "

= [ Tat-16e) v 3—‘z~ (p(2) - w) $(w)dSy(w).
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Por la forma de £ realizamos los célculos siguientes
21—3 - (p(2) - w) = iz12310) + 2123Wp — 121 24W3 + 21244
1
22——32: (p(2) - w) = —izpzqWy + 2224Wo — 12923W3 — 222314
2
0 . _ . . _ _
23 Bzn (p(2) - w) = i2123W; + 2123Ws — 12223 W3 — 222314
3
(p(2) - w) = —izez4Wy + 2224Wo — 12124W3 + 2124104.

L4
32’4

Asi se tiene que

L(p(z) w)= [zlﬁih + zgaizz - z35%r3 - aa% (p(2) -w) =0.
Por tanto
LBss(z) = f >_all=1) (p(z) - w)' ™ L (p(2) - w) P(w)dSs(w) = 0,
wess =1

es decir, Bgat) € ker £ = F, para toda 1 € L*(S?).
Por lo anterior se tiene

Teorema 3.7. Bgs es un operador unitario sobre JFy.

Demostracidn. Ya sabemos que Bgs es una isometria y con esto, es inyectiva;
por lo que falta probar que es sobre. Al igual que para la transformada de
Bargmann del capitulo uno, basta mostrar que Ran Bgs es denso en Fy.

Como F; es de Hilbert se puede ver como
F4 = (Ran Bgs) @ (Ran Bgs)™",

entonces tenemos que mostrar que (Ran Bgs)*" = {0}. Supongamos que F' €
(Ran Bsa)L, entonces se tiene que

_—

(9, F)g;c‘, =0 para toda g € (Ran Bgs).
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Ahora, para w fija, sea (2, w) el nicleo reproductor que sabemos esté en
(Ran Bgs), (3.11). Entonces

0=(Q%), F)gﬂ = F(2) VzeCh

Asi, el rango de Bgs es denso y con esto, es sobre. Por tanto, Bgs es
unitario. O

3.2.1. La transformada B(Sﬁa)

Consideremos ahora el espacio de Bargmann @é‘?. La transformada de
Bargmann para este espacio esta dado por

(ﬁ)w(z j A(ﬁ) Z x)¢($)d53($),

donde

oo
ARz = 5 (ol2) - 2)"
n=1
para 3 € L*(S3).
Notemos que para z € C! y z € S?, se tiene que
AW (2,7) = Ago (ﬁf/_z :v) e L*(S®), (3.v1)
por lo que se tiene la siguiente relacién para la transformada

BRY() = B (773 - (3.vm)

Con esto, realizamos el siguiente célculo

(50 A w.2)] () = B 4w (.2) | @
= |84 (im7) | ()

O (o) P s



90 Transformada de Bargmann para L?(S%)

Lo que se asevera entonces es que Q™ (z,w) es el niicleo reproductor de
FPc 33(&) Entonces para ¢ € fim

(Q(z, -),a,o>g(,,) ()™ [ @Dz wip(w)e " dudn

—_ : —
= (hm)~ / hlﬂ’ hl/z) o(w)e I hdydip

w

siv= m
n 2 1/2, \ p—Iv% 1., 155
/(; Q (_hlfﬂ’v) w(h'/*v)e™ "™ dudo

=
- ] Q(5259) onle)dua(v)
PLh (#) = ‘P(Z)-

Teorema 3.8. El mapeo B(S? : LA(S?) — ]{(lh} es unitario.

Demostracion. Al igual que para la transformada B}t,,, en el capitulo uno,
basta mostrar que es isometria y que el nicleo reproductor pertenece al rango
de la transformada. Aunque esto tiltimo ya se tiene por la ecuacién (3.vIII).
Asi, solo queda mostrar que preserva norma que se ve con

e

(&)

= (hm)™ f ‘B“% z)l e~ l/hqzdz

= (hm)™ (= /2)| eI /hdzdz

: z
31w=ﬁ75

g ] IBsst(w)|? €~ dwdw
ot
= ||15'.9“ibl|.:%c4 = ""J’”iﬂ(ssy
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3.3. La transformada inversa B,

La inversa de la transformada Bgs se define de manera similar a la inversa,
de Bgs, ya que el niicleo integral Ags(z, ) no estd en L?(C*, p). Esto se ve
considerando primero z = &; = (1,0,0,0) € S? y calculando

oo o o]
Z em (p(2) - él)m_l = Z Cm (12123 — izgzg)™

m=1 m=1
o] m—1 S T
— Z sz'm_l Z ( i )(zlza)m—l—k(zzz4)k
m=1 k=0

= im" m .
= = V(m- —k)lk!(m~1- %K

Para que esté en ¢4+ necesitamos que la suma de los coeficientes al cuadrado,
sea convergente

00 m—1 2 oo
E gred E vm| = E m? = oo.
m=1 k=0 m=1

Entonces Ags(z,é;) & PBea.

Ahora para cualquier z € S°, tenemos que existe una rotacién R € SO(4)
tal que z = Ré,. Entonces calculamos

Zcm Z).’B - Zcm am—l

m=1
= e (BH0() &)™
m=1

por el apéndice 3.B, existe U € SO(4) tal que R~p(z) = p(Uz) y si 2/ = Uz

D emlp(z) )" = em(p() &)™
m=1 m=1

Como lo que queremos ver es si el nicleo integral estd en %cs, entonces

calculamos
2

dpa(z) =

2

p(2) - &))" 7| dpa(z)
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pero por la invariancia de la medida dpu,(2)

- 2
N / D cem(p(2)- &)™ dua(z) = 00
ct m=1
puesto que Ags(z,8;) ¢ PBes.
Asi pues, para f € F4, consideramos las funciones
b@) = [ AsGaf@dua), (3.1%)

[zm|<eo

parac >0ym=1,23,4.

Verifiquemos que dichas funciones estén bien definidas, esto es, buscar
una cota para |¢,|. Pero como f € L*(C?, p4) en particular f € L2 (C*, p4),
entonces necesitamos que el micleo integral Ass(z,z) esté en L2 (C*, pg).
Pero

[ MsGalfaes [ chltp(zJ-z)r‘“] dua(2)
[zm|<o |zm|<o L=l
< [ chm(zn“'l] dua(?)
|zml|<o L=

pero |p(z)| = 75 |2|*

12

f ri 1 n—1
= en | == Iz dpa(z)
2
bt i I f -
" oo 1 n—1] 2
s / ch E|U|2 dpig(z) < 00.
|zml<o - -

Asi se obtiene entonces que v, estéd bien definida. Ahora, andlogamente
a la inversa de la transformada Bgr tenemos
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Teorema 3.9. Sea f € Fy C Bt y sean ), def inidas como arriba. Entonces
la inversa de la transformada de Bargmann, By, esta dada por

B_;:sl = Glinc}owo-
Esto es
By f = lim Ags(z,z) f(2)dpa(2).
o—00

[zm|<o

En la prueba de este teorema nos hemos inspirado en B. Hall [10] para
poder aplicar Fubini.

Demostracion. Como B_;al : Fy — L*(S?), se necesita probar que las ¥, €

L2(8%).

[ @l s [ [

< co

Ags(2,2) f(z)l dm(z)} dSs(z)

porque de lo anterior, la segunda integral estd acotada y no depende de z.
Por tanto, podemos aplicar la transformada Bgs a las funciones 1,

Bostha(2) = ]S Aga(2 )y ()dS5(z)
- / Aga(z,) ] Ao (2 2) f () da(w)dSs ()
5'3

|wm|<o

pero para z fija

./sa f lAsa(Z,m)Asﬂ(w,$)f(w)|dp4(z)d53(m)

|wm|<o

< const(z,0) / f e~ qudwdS, (x) < oo
S3

[wm|<o

entonces podemos aplicar Fubini obteniendo

Bsath,(z) = f flw) SAsa(w,:z:)Ags(z,a:)ng(:c)dm(w)

[wm|<a

= / f(w)Q(z, w)dus(w).

|wm|<o
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Al igual que en capitulo uno, seccién 1.3.1., calculamos
If = Bsstbe |l 4
= [ 1) = Bovtola)*da(a

= /C 4 / f(w)Q(z, w)dps(w) f F(mQ(z,n)dpa(n)dps(2),

lwm|>0 [m|2c
pero se tiene que

/@1 [ / |f(w)f_(n—)Q(z, w)m‘ dﬂd(ﬂ)dﬁ4(TU)dp4(z)

(wm|Zo|nm|>0

< [ ol [ 16enPdut [ dute) <oo

[1m |20 [nm|20

entonces podemos aplicar Fubini obteniendo
”f - 853¢0|I2Qc4
= [ [ Tt [ QEmae v dus ()

(1|20 |wm|2e

= [ ] T @, Q. 0y, dus(wldu)

[mmlzo |wm|2e

= f /f(ﬂ)f(’w)<333Asa(7?:'),3531433(%‘»@ dpa(w)dpa(n)

[mm|20 |wm|>a

= [ ] T (Al ), A ), o, diswidun)

Inm|>0 lwn|>0

- [ [ Tosw)am widuw)duo).

|20 |wm|>e

Notamos que f(n)f(w)Q(n,w) es integrable sobre todo el espacio C! x C*,
esto es

/;:4 /04 ) f(w)Q(n, w)dpa(w)dpa(n) = "‘fllz-‘?m .
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Por tanto, ||f — Bss’tf)a“;c‘ — 0, cuando ¢ — oo. De manera andloga a
Bz, se tiene entonces que

Biif@) = fin [ AsGa)f()du(o).

|zm|<o
O

Para el espacio .@g:) la inversa de la transformada de Bargmann Bé? esta
dada por

BR " fla) = tim [ AR (z2)f(2)dpua(2), (3.)

]zmlga

para f € B%
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Apéndice 3.A. Transformaciones candnicas y
funciones generadoras

Consideramos dos variedades diferenciales Ay B, y F': A — B una fun-
cion.

Sea p € A. Si tomamos v € T,A, entonces existe una curva o(t) : [ — A,
con I =[0,1] yt €I, tal que o(0) =py o’(0) = v.

Definimos la funcién F, : T,A — Tp(,) B dada por

Fi(g) = %F(a(t)) »

Ahora, dada @ una 2-forma en T'B x T'B, definamos
F‘GJ?(UI! U?) = (I“F(p) (F*'Ul, F*UZ) (3.){])

una 2-forma en T'A x T'A. ~
Dado lo anterior, para variedades diferenciales M y M, consideramos los
espacios fase (T*M,w) y (T*M,®) y una funcién F : T*M — T*M.

Definicién 3.10. Decimos que F' es una transformacién candnica si 'y sélo
si Fes un difeomorfismo y F*® = w.

Consideramos el Hamiltoniano H definido en T*M y su correspondiente
campo vectorial Xy dado por las ecuaciones de Hamilton. Sabemos que éste
campo es el 1inico que cumple

w(-, Xg) =dH(-).
Definimos una funcién en T*M por
_ﬁ — HO F_l.

Asi podemos considerar el campo vectorial F, Xy en T*M, resultado de
mapear Xy por F.

Observemos que en T*M tenemos dos campos vectoriales, a saber F, Xy
y X};. Es interesante entonces saber cuando estos campos pueden coincidir,
ya que si esto pasa, significa que las ecuaciones de movimiento se mapean de
manera unica.
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Teorema 3.11. Si F es una transformacion candnica, entonces

a) Los campos vectoriales F, Xy y X, dados como arriba, coinciden.

b) Dada otra funcion G : T*M — R se preserva el paréntesis de Poisson,

esto es
) {H,G} (n) = {H,G} (F(p)
donde G=Go F™!.

_En otras palabras, el primer inciso dice que se cumple @(w, F.Xy) =
dH(w), donde w € T* M.

Demostracidn. a) Sea w € T*M. Entonces existe v € T*M tal que w =
F,(v). Ahora calculamos
@ (w, FuXg) = F*(v, Xu) por la ecuacién (3.X1)
= w(v, Xg) por la definicién 3.10
= dH(v)
= ZH(()|
—SHoFo F(o(t)

dt
L (F (o) |
= dH(w).

t=0
t=0

- E t=0
b) El paréntesis de Poisson, en términos de la 2-forma w, estd dado por
{H: G} = wP(XGaXH):
asi también tenemos
{H,G} = orp)(Xe Xp),
para p € 7" M. Entonces calculamos
{H: G} (p) = w‘p(XG&XH)
= F"@,(Xg, Xn)
= e (Xe Xg) por el inciso anterior
={H,G}(F(p)).
a
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_Ahora sean (M,w) y (M,) variedades simplécticas y F : (M,w) —
(M, @) una transformacién canénica.

Supongamos que la funcién ¢(z,z") es continua, 2 veces diferenciable al
menos, entonces por el teorema de Darboux [17], existen coordenadas locales
tal que se tienen las formas simplécticas

n

w= Z(dwk A dpy)

k=1
mn
@ = (dz} Adp})
K=1
en las coordenadas adecuadas. Definimos
o)
P = 5 (3, )
do
Py = —o(z,2).
Lo B:Ek

Con esto, se preservan las formas simplécticas. Es decir
n
w=Y (dzk A dpy)
k=1
mn
0
=) (d:ck A dai)
k=1 Tk

pero dzy A dzy, = 0, ademés si k ## [, son antisimétricas

3 dzy A — 6¢'dm'
ZZ 2] Bon
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Por otro lado

W= Z(dﬁ:;‘: A dp})

k=1

_ 2
- (d N daxk)

k=1

nf 9 8 0 9,
(d“:k’\[ Zamgaxk ‘_Za axk D
¢
oz,

El |

=—Z(Zd ’\a a,dx;+2d Aig

k=1 \Il=

“)

si intercambiamos k& por [ y por la antisimetria del producto

—ZZdwkf\ d

k=1 |=1

Notemos que 7 = w a nivel de coordenadas locales.

Si ocurre que ¢ es tal que -6%% # 0 para todo z,2’', entonces z’' y p/
quedan en términos de z,p y tal que nos dan una transformacién canénica
al menos localmente. Asi, decimos que ¢ es una funcién generadora de la
funcién canénica F'.

Hay ocasiones en que una funcién generadora nos da a lugar una transfor-
macién canénica global, como es ilustrado para la regularizacién del problema
de Kepler, ver [33] y [34].
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Apéndice 3.B. Invariancia de la medida Gausseana
respecto a la accién de SU (4)

La invariancia de la medida Gausseana bajo la accién de SU(4) se men-

ciona en [33] sin prueba explicita, por lo que aqui se da una prueba original
de tal hecho.

Conocemos que el mapeo T': SO(4) — GL(L?*(S®)) dado por
Trip(z) = P(R™'x), para R € SO(4) y ¥ € L*(S%),

da una representacién de SO(4). Ademds su restriccién a cada espacio pro-
pio del Laplaciano, 74 x, da una representacién irreducible de SO(4). Por el
lema de Schur, si tenemos un mapeo A : 5 — 4% tal que conmuta con
todas las Tg, R € SO(4), entonces A actia como un multiplo de la identidad.

Ahora definamos
Atp(w) = . Ji(v, w)Y(v)dS;(v) (3.x11)

con
Je(v,w) = ey f; ()0 (p(2) - w)* dpua(2). (3.xum)

Observamos que (p(z) - v)* es un polinomio arménico homogéneo, en v,
de grado k. Entonces Ji(v, w) es un polinomio homogéneo, en v, de grado k.
Como p(z) estd en la cuddrica nula 23, entonces (p(z) - v)* es una funcién
propia del Laplaciano Ags.

Ahora
Aw) = [ [ G0 00)S0) (o) - ) di)
= [ (@) (08, (o))" du).

Nétese que si ¢ € .ﬁi@:’;, entonces Az = 0. Consideremos entonces el opera-
dor Ay restringido al espacio 4% . Lo que mostraremos a continuacion es que
conmuta con cada Tr, R € SO(4); es decir, mostraremos que AyTr = TrA
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en 4% para toda R € SO(4).

Sean R € SO(4) una rotacién arbitraria y 9 € #3 . Calculamos
A (Ta)] () = [ Jlo, 0)Tab(0)dSs(0)
= f Ji(0, w)(B~"v)dSs(v)
~ o [, [T (o) ) (bR )dSi(o)

Realizando el cambio de variable £ = R~'v y como la medida de superficie
dS3 es invariante bajo rotaciones

[Ax (Tet)] () = / [T (o) w)* dus(a(asi6)

como R preserva el producto interno

= CEH/ f (R=1p(2) 'f)k (R™p(2) - R_]w)kdm(zw(f)dsa(f)-
g3 Js

Para la invariancia de la medida Gausseana se tiene la siguiente

Proposicién 3.12. Sea R € SO(4). Entonces existe U € SU(4) tal que
Rp(z) = p(Uz) y se preserva la medida, es decir

/f(Uz )dp(z /f )dp(2)

para toda funcion f dpg-integrable.

Entonces se tiene
A Tl ) = ks [ [ T8 (o) R 0)" dua@Db(©)dsa(©)
Por otro lado

[Tr (Ax¥)] (w) = Agyp (R'w) |
sy f f @ o) (o(2) - B~ 0)* dusa(2)(v)dSs (v).
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Por tanto AyTr = TrAj para toda R € SO(4). Entonces podemos aplicar

el Lema de Schur teniendo asi que Ay debe actuar como un miiltiplo de la
unidad, en %43,

App = dit), P € Ha.

Para calcular tales dj tomamos en particular ¥(v) = ((ey + ies) - v),
entonces

Ab(w) = f Je(v, w)b(v)dSs(v)
=t [, [ GG () w) du(a) [l +iea) - ol (o)
= [, (- f 0" (e + ) ol dSa(o)da(2)

= b [ (00a) 0)* () 0 (e + i) o) (o),
donde por Villegas [33] tenemos que
((pl2) o) l(er  den) o), = g2 (en +ie) - ()]
entonces

Avt(w) = B8 [ (o)) (e + ) (o) da)
= et [ (0w iz duate)
ik 2

= a0 w) ) dua(2)

por la definicién de p y factorizando

k
+ zp23(—iwz — w.;)] (lea)kdm(z)
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por la ortogonalidad de los monomios

ikc?
- _—(k :’*‘11) / (2123)%(iw; + 1U2)k(2123)kdﬂ4(2)
Ccé

_ Py,
T (k+1)
_ ‘31?c+1(‘k!)4
T (k+1)

Ahora damos la prueba de la proposicién anterior

(—iwy + wa)* ((2123)", (zlz3)k)£c4

(w1 + iwg)* = diip(w)

Demostracion. Sea R € SO(4) y supongamos que U € SU(4) tiene la forma

v=(% 5)
(%) 2-(53)

que estdn en SU(2) cada una, es decir, |a|® + |82 =1y [y[* +|6]* = 1.

con

Si denotamos 2z’ = Uz, entonces

az; + Pz,
r_ —Bz1 + @z
| vzt
—023 + 24

y asi
p(2') = (12125 — izy2y, 2125 + Zy2y, —i212) — 12p23, 212, — 237%;)
i(az + Bzz)(v23 + 624) — i(—B21 + @22)(—023 + F24)
(az1 + Bzy)(v23 + 0z4) + (—Bz1 + Gzz)(—023 + F24)
—i(az + Bz2)(—0z3 +z1) — i(=Fz1 + az) (23 + 624)
((’J.’Zl - ,822)(—623 - ’?24) e ('—‘821 - &22)('}(2’.3 -|'- 524)
(iary — iB6) 2123 + (b + i37) 2124 + (iBy + 1@6) zo2z3 + (iB0 — i66) 2224
_ (ay + Bo)z123 + (b — BY)2124 + (By — Gd) 2023 + (86 + &Y) 2224
(iad + ify) 2123+ (—ia +136) 2124+ (i — idy) za23+ (=10 — ia6) 2224 °
(—ad + By)z123 + (o + B8)z124 + (=0 — &y) 2223 + (87 — @d) 2224
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Por otro lado
Rp(z)

frin(iz123 — i2924) +112(2123 + 2224) +713(—12124 — i2223) +714(2124 — 2223)
T21 (?:2123 = 'i2224)+7'22(2123 + 2224)—5'7'23(-—3'2124 . ‘i2223
T31 (3-2123 — ‘i2224)+T32(2123 + 22254)“"?"33(@

\ra1(iz123 — 12024) + 742 (2123 + 2224) +743(—i2124 — 12023)+Taa(2124 — 2223)
((i?"u + 112) 2123+ (—i713 + T14) 2124+ (—ir13 — T14) 2223+ (—ir11 + T12) 2224
| (iro1 + 722) 2123+ (—17ra3 + Taa) 2124+ (—ire3 — T24) 223+ (—iT01 + T22) 2224
) )

)

(
+794(2124 — 2223)
izlz,; e ?:2223 +T'34(le4 = 2223)

| (ir31 + ra2)z123+ (—ir3s + Tag) 2124+ (—iras — T34) 2223+ (—irs1 + T32) 2224
(2ra1 + Taz) 2123+ (—1Ta3 + Taa) 2124+ (—iraz — T4a) 2223+ (—iT41 + Ta2) 2224

de donde se obtienen las ecuaciones linealmente independientes

de donde se obtiene

iry1 + 2 = oy — 36
—’i'.f'13 + 7114 = a0 + %B’?

iro1 + 112 = ay+ B8
—'i'."'23 + Toq = ad — ﬁ-’?

irg; +r3p = iad + i,@’y
—ir33 + T3g = —ioy + 136

iT41 + T4p = —015 + E’)’
—iry3 + 744 = &y + B8

1 ;

ay = 0 [r11 4+ 722 +i(ra1 — 712)]
1 )

ad = 3 [roa — 713 — i(r1a + T23)]
1 .

ad = 5 [ra31 — ra2 + i(rs2 + T41)]
! ’

oy = 3 [raz + raq +i(r3a — 7a3)]

B

1 .
3 [rasa — 733 + i(ras + 734)]

1 )
By = 3 [ra1 + T4z + i(rs2 — T41)] -

(3.x1v)

(3.xVv)

(3.xvI1)

(3.xv11)

(3.xv11I)
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Ahora, consideremos las matrices en SU(2)

_ _( ay—[B5 ad+[7
e ( —By—ab —Ba+cﬁ)

_pg_ [ av+B6 py—ad
N=58 A_(aﬁ—ﬁ'y ﬁc‘i-l-&'y)’

y denotemos m; = ay — 38, mo = ad + 87, n1 = oy + B4, ny = By — ad.

Entonces
M:(@ @)
—Ma Ty

N=(@ ?).
—Ng M

Con esto, podemos hacer por un lado

1M1 — Migflg NN + Mot _ a
—N1Mg — MMy —MigNg + M7y —b

=T~

)

mw = (

mientras que por otro, sabiendo que MN = A?,
A2 = Q,Z__ 6@ Olﬁ g ﬁe—r
—af - pa a*—pp
Notemos que por como se definié a my, msy, ny, ng, tenemos que a y
b quedan expresados, por (3.XVIII), en términos de las entradas 7;; de la
matriz de rotacién. Ademds, si solo se conoce que R € SO(4) entonces las
matrices M y N, dadas arriba, estdn en SU(2). Es decir |m;|* + |mg|* = 1
y |n1|® + |n2|* = 1. Por ejemplo, en el caso de N, los valores de ny y ny en
términos de la rotacién R son

Ny = T4q — 1743

Ny = Tgg — 141,
y es claro que |n;|* 4 |na|® = 1. Asf mismo para M. Entonces MN esté en
SU(2) ya que |a|* + |b]* = (Jma|* + |ma|*) (Jna]* + |n2]?) = 1. Por tanto, la
demostracion de la proposicién se reduce a probar que: dada R € SO(4),
sean a,b como arriba tales que |a|* + |b|* = 1. Entonces ezisten o, 8 € C
tales que |af* + |B]* = 1 y que satisfacen

aa—fBB=a

af + pfa=>b. (3.x1X)
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Observamos que si existen a y [ que satisfacen el sistema anterior, se
tiene que

(fof* +18*)"
= laf*|a” + 2|a* |8 + |8 18
= laf* |af® — o®|B]* - |8* & + 2|af* |B]* + o |8 + |B” &* + |8/ |8]”
= (aa — BB)(aa — BB) + (af + Ba)(ef + Ba)
=la)® + |p]* = 1.

Ahora encontremos tales a, § que satisfagan el sistema (3.X1X). Sean o =
oy + i y By + if;. Por la segunda ecuacién se tiene

Bla+a)=b,
entonces :
B=—
ai
Sustituyendo en la primera ecuacién de (3.XIX) se obtiene el sistema
200000 = Qg
2
a_ o [0l
o] -0y ——5=a - 3.XX

donde a = a; +1as. De aqui a; = 32 y lo sustituimos el la segunda ecuacion
obteniendo la ecuacién cuadritica en a2

1
a — a1af — 7 (a2 + [b]*) = 0.

Donde la solucién es

Entonces
Qag g
a2 r—% ——

200 /2(a; +1)
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por lo que

1 .
a=m[(a1+1)+za2].

Ahora, por lo anterior

B = b b
T2 \2(a +1)

donde en los dos casos, a,b estan en términos de la rotacién R.

Por tanto, existe A. Andlogamente tenemos que existe B y asi, existe una
matriz U, formada con A y B en la diagonal, en SU(4) tal que satisface la
proposicion, por como fué construida. O



Capitulo 4

Estados coherentes

La idea de los estados coherentes se origina en la fisica cuantica y su
relacién con la fisica clasica. En 1926, E. Schrodinger [24] introduce un sis-
tema de funciones de onda para el oscilador arménico que no se dispersaran
y cuyo centroide sigue la trayectoria determinada por la mecéanica clésica.
Més tarde, en 1963, Glauber ([7], [8]) les llamé a dichas funciones de onda,
estados coherentes.

4.1. Estados coherentes para el oscilador
armonico

En esta seccién se presentan algunas propiedades de los estados coherentes
para el oscilador arménico (donde seguimos a [15]), aunque se ha modificado
la definicién ligeramente por un factor para poder ver a la transformada de
Bargmann Bgs, aplicada a f € L2(R™), como el producto interno de dichos
estados coherentes con la funcién f.

La ecuacién del Hamiltoniano para el oscilador arménico clasico, con masa

unitariam =1 es . .
Ip2 4 22 — 4.1
5P + 5% E , (4.1)

donde z es la posicién y p el momento, p = Z. La solucién para z(t) es
z(t) = (2E)* sent

108
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y asi,
p(t) = (2E)"/* cost.

Para el problema cudntico, el Hamiltoniano se ve de la forma

h? 1,
H = _7AR" + 5.’13 y
por lo que se tiene la ecuacién de Schrodinger asociada
H’(/) = ——2—A]Rn’(/) + ECE ’(/) = E’(/), (4.11)
donde sus soluciones estan dadas por
1 1
Vi (z) = €73 Hypy (h™/?z) =: |[m)]) (4.111)

V b (h2)I™[ml]
con valor propio
Eim) = B (Im|+n/2),

con m € N*, |m| =m; +mg+ -+ +m, y Hyy, polinomios de Hermite.

De aqui en adelante consideraremos la traslacién del operador H en (4.11)
(también denotado por H), por la cantidad fin/2, tales que el espectro de H
es

Eim) = h|m]|.

Una de las propiedades mas importantes de este sistema, es que cualquier
paquete de onda, no importando su forma, retornaré a su forma original des-
pués de un periodo clasico de oscilacién, 2.

Podemos ver esto considerando las funciones de onda, correspondientes a
la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo,

U(z,t) = Y apmthpm(z)e ™
[m]eNn

y observamos que ¥(z,t) = W(z,t + 27).

Los estados coherentes para el oscilador arménico, que definiremos mas
adelante, no solo regresan a su forma original después de un periodo de
oscilacion, estos retienen su forma, original para todo tiempo y tienen un cen-
troide que siguen el movimiento cldsico.
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Definicién 4.1. Los estados coherentes para el oscilador arménico son de
la forma

lm]
)=§N;n\/—|[ m])

con z € C y |[m]) como en la ecuacién (4.111).

Estas funciones tienen varias propiedades que se mencionan a continua-
cién

1) Notemos que si dejamos actuar el operador de evolucién temporal del
sistema sobre estos estados coherentes, se tiene

zlml@—ilmlt )
-y 2 - e Im]) = |€%). (4.1v)

meN?

Lo que nos muestra que la evolucién, a través del tiempo, de un estado
coherente sigue siendo un estado coherente. A ésta propiedad se le denota
por estabilidad bajo evolucion temporal.

2) Consideramos los operadores a, af, de aniquilacién y creacién

a = (2R)"Y%(z + ip) al=a= (25)_1/2(:10 —ip),
donde z es operador de multiplicacién por  y p = (py,+++,P,) con p; =
—ih%,j: 1,--,n.

Usando estos operadores el Hamiltoniano (4.1) se puede reescribir como
H=h (aTa) .
Ademds se tienen las relaciones

alfm]) = ([m))"* |[m - 1))
al [[m)) = (fm + 1)/ |[m + 1])
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con [m*1]=(m;+x1,---,my =% 1), ver por ejemplo [6].

Con lo cual se puede probar que los estados coherentes son fun-
ciones propias de operador de aniquilacion

o) = 3 Z” e allm)

mEN"

ZZ[m 1]

—m§nﬁ|[ ]) ‘>,

con valor propio Z.

3) Los estados coherentes se pueden obtener del estado base |[0]) a través
de la accién del operador de desplazamiento

D(z) = e gral—sn

es decir |z) = D(z) |[0]). Para ver esto, utilizamos el hecho de que [a,a] =1
y por consecuencia la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff se reduce a

eA+B e—i[A B eAeB

Entonces tenemos que

D(z)|[0)) = e*' e [[0])

= e*' [[o])
sm] g tm]
B Z N
5lm)

= > Tl =ia.

4) Los estados coherentes logran la cota minima para la desigualdad del
Principio de Incertidumbre de Heisenberg. Es decir

(A2)* (Ap)* = 7,

donde
(M) = (2%), — (@) = (2] 2°|2) — (2| z]2))°.
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Usando la relacién para z en (4.1) y el hecho de que el promedio se obtiene
a través de funciones normalizadas, obtenemos que

por tanto

(Az)* =

Un célculo similar nos muestra que

(Ap)’ =

Do S

Ahora, si realizamos el producto de dos estados coherentes ¥, y ., ob-
tenemos

(Whz) ) = (2|w) = €77 (4.v1)

Esto nos muestra que el conjunto de estados coherentes, etiquetados por
z, no es ortogonal. Nétese que del producto anterior resulta el micleo repro-
ductor del espacio de Bargmann %cn.

Ahora busquemos una manera mas adecuada, para nuestros propdsitos, de
escribir estos estados coherentes para el oscilador arménico. De la definicién
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4.1y de la ecuacién (4.111) obtenemos la expresién

slm] e .
meNn / (A n/4[m']l/2(2h)|m|/2 [m]

a1 . —1/27 . 2 .2
utilizamos que la funcién es la funcién generadora de los
Pero utiliza. la f @21~ r2=7" eg ]a f dora de 1
polinomios de Hermite, asi

(hY2g).

zlm] % o
v \/ Dlml e ey 4.Vi1
) mGZNn [ml] (ﬁ,’/T)”M [m!]1/2(2h)|m|/2 R y=0 ( )

que al realizar el cambio y = (2k)~'/2b obtenemos

z[ m] e~ 2h [m] 2
_ me [b —2\/§b-x] 4.
2 (v
zlm]
= DM A4, (b 4.
> Aol (4.1%)

donde A,(b, z) es el nicleo integral de la transformada de Bargmann para
L? (R™).

Notamos que lo anterior es la definicién de expansién de Taylor para el
ntcleo integral A,(z, z) alrededor del cero. En consecuencia tenemos

() = An(z,3) = (h) "4~ H[F+a*=2V2za]

Notamos que lo obtenido es consistente con la ecuacién (4.v1) por el Lema
1.7 (seccién 1.3), ademas de que para cada z fijo, 1, € L? (R*). Ahora para

z= %ﬂ, p,q € R™, tenemos

2 2
o2+4-— %+i(q+2x)-p—2x-q]

1
@) = () &7 LS
que completando cuadrados

= (hr) ™™ e % (2=9)* = (¢*+p?)+i(g+22)p|
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As{
. ) ,
[¥.(x)| = const(p, q)e—ﬁ(m—q)

es una Gausseana centrada en la posicién g. Ademds, si calculamos su trans-
formada de Fourier,

~ (hﬂ')_n/‘l

V,(k) = _(_2_.)71_/2_6—2ﬁ(k+1>)26—% %(qz—p2)+iq-p]f(k)
s

donde ,
f(k) = / e~ [FtVaen] goaingn,

es una funcién acotada. Entonces

() = const(p, q)e~ "
serd una (ausseana centrada en el momento p.

Podemos observar que los estados coherentes estdn etiquetados por el
plano fase (g, p), donde se mueve fisicamente la particula.

5) Resolucién de la identidad. Del capitulo uno se sabe que Brnty,(2) =
€*%. Sean 9 € L? (R™) y f su transformada de Bargmann, entonces

f(2) =(€", /) gen
= (B, Ben ) g

como Bgn es unitario

= (Tpm ¢>L2(Rn) .

Entonces

Bratp(2) = (%2, V) r2(rmy

y al tomar la transformada inversa Bga,

P(z) = lim . An(2,) (P2 9) 2 gy bt (2)
oT—00 2m|<0
= lim (2, W) 2wy V2 (@) Atn (2). (4.X)

|zrn|SU
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A (4.x) se le llama resolucion de la identidad. No debe confundirse
este concepto con el de resolucién de la identidad dada por el teorema espec-
tral para operadores autoadjuntos.

Notando que al niicleo reproductor € se le pueden llamar estados cohe-
rentes para el espacio de Bargmann %cn, puesto que para toda f en dicho
espacio

f(2) =€, ) gen »
entonces a la transformada de Bargmann se le llama también transformada
de estados coherentes.

. . . K
Si consideramos el espacio &?é:n) , los estados coherentes son

d)z = A‘ﬁlh)(z> )

4.2. Estados coherentes para L?(S?)

Ahora, siguiendo a [33] para el caso de la transformada Bgs : L*(S%) —
F4, con una analogia con Bgn, las funciones

bula) =Y LT (4.1

n=1

con o € 23, son los estados coherentes puesto que podemos escribir la trans-
formada de una funcién ¥ € L?(S®) como

Bss’d)(Z) = <¢p(z)7¢>53 .

Entonces tenemos que checar que se cumplen algunas de las propiedades
dadas al principio del capitulo.

Para ¢ € L?(S?) sea f = Bgstp. Como Q(z,w), dado en (3.11), es el niicleo
reproductor de F4 entonces

f(Z) = <Q(za ')a f).%c‘l
pero BS3¢p(z) (’lU) = Q(za ’lU)
= (Bs2¢p(z), Bsath) B
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como Bgs es unitario

f(z) = <¢p(z),¢>53 .

Entonces
BS“l)(z) = <¢p(z)a'¢)>ss )

pero aplicando transformada inversa se tiene

o—00

$(z) = lim /l (0¥ a(a)d(a),

donde la medida du(«) esta dada por

fla)du(a) = [ f(p(2)) dpa(2).
23 c4
Asi, los ¢, con a € 23, nos dan una resolucién de la identidad.

Asi también se obtiene que para la transformada de Bargmann Bg?, los
estados coherentes asociados tienen la forma

o (z) = i( Vn (d : x)n_l. (4.x11)

“(n—-1!'\ R

Nuevamente observamos que los estados coherentes estan etiquetados por
el espacio fase que es 2% — {0} = T*5% — {0} el espacio cotangente a S°.

En las dltimas décadas se han realizado diversas generalizaciones de es-
tados coherentes para otros sistemas y grupos ([31],[10],[28],[12] entre otros).
En el caso general, los estados coherentes se definen a partir de algunas
propiedades que se mencionaron en la seccién anterior para el oscilador
armoénico, aunque no todas ellas siempre se satisfacen. En nuestro caso lla-
mamos a los estados ¢4, estados coherentes por que nos dan una resolucién
de la identidad, ademds por sus propiedades de evolucién y de concentracion
cuando se considera a la constante de Planck pequefa, que se explican en el
siguiente capitulo.



Capitulo 5

Evolucion temporal de los
estados coherentes

En este capitulo se realiza un estudio original sobre la evolucién temporal
y concentracién de los estados coherentes ¢, introducidos en el capitulo an-
terior. También se realiza un estudio de los estados coherentes en el espacio
de momentos a través de los estados ¢, y la transformaciéon unitaria U del
capitulo dos.

Consideremos la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo
.0 1
zg‘ll(x, s) = EASalIf(m,s),
con condicién inicial ¥(z,0) = ¢(z), z € §* y ¢ € L*(S?).
La evolucién temporal de ¢ estd determinada por

es*lssy, (5.1)

por lo que nos preguntamos cémo seré la evolucién temporal de los estados
coherentes {¢s},c 93- Asi, para o € 2°

(o]
e%s‘a‘ﬁ ¢& = e%sa.ﬁ'3 Z Cn(a . ﬂ:)ﬂ_l
n=1
w 5
=) €2 (a-z)"

n=1

117
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Recordamos que el polinomio arménico (o - )" es una funcién propia del
Laplaciano Ags, con valor propio A,_; = —(n? — 1). Entonces se tiene que

e%sAss ¢ﬁ = Z Cne%aa\n_z (Gl . x)n—l'

n=1

Si en particular tomamos & = e; — iep, y tomamos coordenadas esféricas

z1 = sen Asen @ cos IR PN RS
Ty = sen Asenfsenp 0<p<L2r
T3 = sen Acos@
T4 = COS A,
entonces
o - T = sen Asen HEY.
Por tanto

o0
e1*As8 g, = Z Cn €721 e 1 ) gen™1 gEIn—1)¢

n=1
o0 i

=3 G\./_%eﬂ%—’lw—wﬂhl sen™!Asen™ 0. (5.11)
n=1 :

Podemos notar que cuando A = § = /2 se tiene que z = (cos p, sen ¢, 0,0)
es una geodésica en S* en el plano (z, 7).

Ahora, si discretizamos el tiempo s y fijamos por un momento a A = 7/2,
entonces tenemos las siguientes gréaficas que nos exhiben el comportamiento
de estos estados coherentes a lo largo de la geodésica mencionada.

A continuacién graficamos la densidad de probabilidad

2
|F(p,0,5) = |€34s® qba‘

para distintos valores de s.
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Figura 5.3: |[F(y,0,s = 2)|?
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Figura 5.8: |F (¢, 0, s = 5)|*

Notamos ademés que el periodo de F' es 4. Esto es,

\/E eﬂﬂz—”1[2w—(ﬂ+1)(s+4w)] sen™ ! Asen™ ! @

F(p,0,5+4m) =)
n=1 (ﬂ. B 1)'
= Z Vn leﬂna"—ulw-("“)” sen” ! \sen™ 16
. (n - 1).
= F(¢s 65 S)'

Ahora utilizamos el célculo realizado en el Apéndice A, sobre la expansion
asintética para el nicleo integral Ags(z,z), y lo podemos aplicar a nuestros
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estados coherentes ¢, obteniendo para o € 23 y w € S®

da(w) = (a - w)/? e (1 - aa.lw - (aflju)z + - ) : (5.111)

para R(a-w) — 00 y |S(a - w)| < const R(a - w).

Pero la parte real de (o - w) se puede ver como
Ra
R(a-w) = |Re| (M : w) ;

lo cual crece a oo cuando Ra — oo y w esté muy cerca de fa;_zr Para w con
esta condicién, se obtiene de inmediato que

Sa Ra
Xa-w)| = [Sa| |=— - w| < |Re| | == - w| = |R(a - w)|.
19(a- ) = (Sl |52 -l < ol | 2 w] = 1R(a- w)
Por tanto, la ecuacién (5.111) se satisface cuando w estd suficientemente
cerca de % y Ra — oo.

Para mostrar congruencia graficamos la densidad de probabilidad para
esta expresion asintética de los estados coherentes obteniendo

-tk

o
>
T
SRR

Figura 5.9: |¢(w)|?

que se aproxima bien a la Figura 5.1 con un niimero pequefio de sumandos
de la expansion (5.111).
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: . 5 : I3 s
Si consideramos el nicleo integral Aga)(z, z), como en la seccién 3.2.1,
encontramos de manera andloga a lo anterior que

2
BN — (. 1/2 po-w/h ah azh .
ds (w) = (a-w/h)'* € (1 P + (e~ ) C ; (5.1v)

para R(a - w/h) — co y |¥(a - w/h)| < const (- w/h).

Nétese que la expresion anterior nos permite realizar facilmente célculos
para cuando hacemos tender h a cero, lo cual no se lograria con la expresiéon
para los estados coherentes o como en la ecuacién (4.x11). Esto es, tomando
coordenadas esféricas para w € S? y tomando @ = e; — ie; podemos consi-
derar que los estados coherentes tienen la siguiente expresién (para valores

de h pequefios)
O(w) = |/~ senpeiorehmoe”, (5.v)

donde su densidad de probabilidad se ve en las siguientes graficas

m(w)l con Ai=0.1y h=0.001

donde la primera gréafica la hemos reescalado en un factor de 107° y la se-
gunda por un factor de 107869,

Observamos entonces que para valores mas pequenos de fi, los estados
coherentes estardn mas concentrados.
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5.1. Evolucién temporal de los estados U ~1¢,

Recordamos, del capitulo 2, que tenemos una transformacién unitaria
U del espacio de Hilbert generado por las transformadas de Fourier de las
soluciones de la ecuaciéon de Schrodinger para el dtomo de hidrégeno sobre
el espacio L?(S%). Esto es

2 U _ 1 (p*(w)+p} 2.
o) aw) = —= () f ptw).

Por tanto es natural preguntarnos como serdn nuestros estados coheren-
tes ¢ y su comportamiento cuando han sido llevados al espacio de Hilbert
anterior a través de U™}, es decir; en el espacio de momentos. Asi,

=}
“ga(p) =D UM (a )"
n=1
Pero la inversa de U esta determinada por

50) =35 (22 2wl

entonces 5
4a(p) = ch\/p—a( =) o). (W)
n=1

Utilizando las ecuaciones de la proyeccién estereografica

2pop; .
T; = ; 1=1,2,3
(@) P2 +1}
. 2
P =D
T4(P) = :
(p) P+ 1}

y tomando en particular & = (e; — ie3), obtenemos

“'¢a(p) = gcﬂ/p_o( 22% 2)2 ( = 5(Py+ pz))%1

DP°+Dp P+ p§
<} 2?0 n+1
=) /P P, +ipy)" (5.vi)
Z \/_0<p2+pg) ( 1 2
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Recordemos, de la seccién 2.2, que pi = —2FE. Pero sabemos que los
valores propios para dtomo de hidrégeno estan determinados por E, = —53,

asi se obtiene que pp = ;1; y con esto

oo 1 ) n+l
U_1¢a(P) = Z ('ﬂ. _ 1)| (ngp2n+ ]_) (pl i 'i‘pz)n-—l_ (5-V111)
n=1 !

Es importante conocer la “forma” de esta funcién, por lo que graficamos
su densidad de probabilidad, |U‘1¢&(p)|2, obteniendo lo que en un principio
parece un paquete de ondas localizado, véase la siguiente figura.

p, * 0.4 0.6

Figura 5.11: |[U~1¢s(p)[’

La evolucién temporal de estos estados estd determinada por

. oo ui 2 n+1 - E
e 4o(p) = Y coe s () (o ipa) (52%)
n=1 0

donde H se define como el Hamiltoniano en el espacio de momentos
H=$%HZ,

con & la transformada de Fourier.
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Tenemos que para cada n, la funcién (o - w)", con o € 2", se puede ver
como una combinacién lineal de armonicos esféricos Ynim, ya que estos son
las funciones propias del La.plac1ano en la esfera S® (y por tanto U~!(a - w)"
es combinacién de lI‘ngm := U~Y,y»). En nuestro caso,

200 \"
(- w)" = (;{;‘%g) (p; +1ip2)" Z CJ"I’SIL

Asi que al aplicar el operador de evolucién se obtiene

e—ith Z CJ{[,SIL‘ - Z cje—itff@g)
=Y cFe g1l

pero las funciones .Z 1\ son funciones propias del Hamiltoniano del 4tomo
de hidrogeno con valor propio E, = —1/2n?, entonces

e N il =3 ¢ Fem F YY),
— eﬁ:_:'*’ ch,i,(j)

nlm*

Por tanto, la ecuaci6én (5.1X) toma la forma

. [} n41
U n(p) = ST () (eiip (5
n=1

Ahora, si discretizamos el tiempo ¢ y fijamos a p; = 0, es decir, p =
(py, Ps, 0), entonces obtenemos las siguientes grificas que nos exhiben el
comportamiento de la densidad de probabilidad

G(p, 1) = e U-4(p)|

de estos estados.
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500z
400z
300;
200z
100

Figura 5.14: G(p,t), con t = 35
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Figura 5.15: G(p,t), con t = 55

Figura 5.17: G(p,t), con t = 74
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Figura 5.19: G(p,t) con ¢t = 98

Ahora analicemos el caso cuando la constante de Planck £ se hace pequena.
Para esto, primero debemos considerar los estados coherentes con la forma

como en la ecuacién (4.X11), asi tenemos que los estados coherentes en el
espacio de momentos tienen la expresion

n—1

o - 200 \*(a-z(p)
U 1R - § f e .

Tomando en cuenta que los valores propios de la ecuacién de Schrodinger
del dtomo de hidrégeno son E, = 355 entonces, por la definicién de py, se
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tiene que la ecuacién anterior toma la forma

U_l(,b(h)( ) = R3/2 i 1 2n o (p,+1i )u—l (5.X1)
aTRL= 7 (n—1)! \A?n?p? +1 P17 P/ '
n=

Asi, para valores pequenos de h, obtenemos las siguientes graficas

0 =N O sOO N

Figura 5.21: Densidad de probabilidad con k = 0.01

Donde hemos reescalado la primera gréfica por un factor de 10~° y la segun-
da por 1078,

Notamos que no solo se exhibe el comportamiento de concentracién sino
que ademsds el centro de paquete de ondas se mueve hacia el punto (1,0).



5.1 Evolucién temporal de los estados U ~1¢, 131

Para conocer la evolucién temporal en este caso (A = 0.01), utilizamos
las ecuaciones (5.X) y (5.X1) obteniendo

it
s 2. emiz m O\ R
ewu 1¢'(§h)(13) =h¥? Z (n—1)! (ﬁznzpz + 1) (p1 +ipy)",
n=1 ’

que nos proporciona las siguientes graficas que nos muestran la densidad
de probabilidad de dicha evolucién, donde se observa que los estados se
mantienen méds tiempo concentrados cuando & — 0 y la evolucién se da
en el circulo de radio 1 centrado en el origen.

Figura 5.23: Evolucién temporal de U~ ¢; en el caso i = 0.01, t = 2
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Figura 5.26: Evolucién temporal de U~'¢5 en el caso h =0.01,t=5
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Figura 5.28: Evolucién temporal de U~ '¢s en el caso A= 0.01,t =7

En realidad, los hechos de que el centro del paquete de onda quede en
el punto (p; = 1,p, = 0) al tiempo cero y la evolucién temporal de éste se
de en una trayectoria circular como ya se ha mostrado graficamente cuando
h — 0; se esperan por el tipo de proyeccién que se ha tomado en el capitulo
2. Es decir, la regularizacién de Moser nos garantiza estos hechos. Esto se ve
(utilizando el apéndice 5.A) al darnos cuenta de lo siguiente.

Al tomar & = e; — ie; en la cuddrica nula 22, se puede identificar con el

punto
(— —3‘51)-—— (1,0,0,0),(0,1,0,0)
|%-—‘} 1Yy Yy ] 1 ’E ]
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en T*S5. Podemos observar que |£| = 1 por lo que estamos en el caso descrito
en el apéndice 5.A acerca de la regularizacién de Moser para el problema de
Kepler con energia H = —1/2. Con esto, el punto (w,£) nos determina una
geodésica en S3. La geodésica determinada por & = e; — ieg es

w(s) = (coss,sen s, 0,0)

&(s) = % = (—sen s, cos s, 0,0). (5.x11)

Por tanto, al usar las ecuaciones (5.XVvI) del apéndice 5.A, podemos obte-
ner las ecuaciones del punto correspondiente a & y su respectiva trayectoria
en el espacio de momentos y de posiciones en el problema de Kepler.

En este caso, en el espacio de momentos cldsicamente se espera que el
estado coherente U !¢, esté concentrado en el punto

p1=11 p2=01 p3=0,
y con evolucion temporal alrededor del circulo
p(t) = (cost,sent,0),

donde se recorrerd la trayectoria en el sentido contrario a la manecillas del
reloj.
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Apéndice 5.A. Sobre la regularizacion de Moser

Siguiendo a [32], consideremos la proyeccién estereografica S : R? — S8
del capitulo 2, seccién 2.3. Esto es, tenemos las ecuaciones

2pop;

wW; = §=1.2,3
P+ p3
2 _ .2

W4=p2 pg
p*+ Py

En 1970, Moser [18] considera una extensién a la anterior proyeccién
estereografica. A saber,

M :T'R® — T*8}
(P, z) = (W,§)

considerando la energia de las particulas igual a —1/2, es decir pp = 1, y con
el siguiente requerimiento

x-dp=38"(£-dw). (5.x111)

Se puede probar, ver [18], que con el requerimiento anterior se puede
obtener que las ecuaciones de la extension son

2

o

Wi = ;5-[-‘_1 g= 1,2,3
2
-1
Wy = pz (5.X1V)
g o
2
p°+1 :
£i= 2 Ii_(:v'p)pi 2=11213
E1=2-p (5.xV)
con inversa M~1: T*S3 — T*R?® dada por
z; = (1 — wy)&; + Eaw;
p; = Wi §=1,2.3. (5.xVv1)

ml—W4
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Asi, M es una transformacién canénica que preserva las formas simplécti-
cas, T*R? con la forma simpléctica canénica (dz A dp) y T*S® con la forma
simpléctica (d€ A dw) heredada de T*R*.

Geométricamente tenemos lo siguiente. Moser considera la hipersuperficie
de T*R? que consiste de las trayectorias cerradas correspondientes a particu-
las con energia E = —1/2.

M g3

i 7N 2

MO/

Figura 5.29 Regularizacion de Moser.

Asi, M transforma cada trayectoria cerrada (z(t),p(t)) que pasa por
algin punto (digamos (z(0),p(0)) como en la figura anterior) con energia

total .
pOP 1 _ 1
2 |z(0)] 2’

en una geodésica en la esfera S3, con una reparametrizacién del tiempo ade-
cuada, a saber,

FE =

d 12| d
ds dt’
Aqui entenderemos por geodésica a los circulos méximos en la esfera con la

propiedad que se recorren con rapidez constante.

Ademés, en el espacio T*S3 se tiene el Hamiltoniano
1 1 1
G(w,€) = 5 Wl le[* = 5 lel* = 3, (5.xvn)

es decir, cuando |[§] = 1.



Apéndice A

Asintéticas para el nucleo
integral de 53

En el presente apéndice se mostrard el comportamiento asintético del
ntcleo integral

Ass(z,2) =Y (k\—/-El)! (p(2) - )"
k=1

de la transformada de Bargmann para L?(S?). Las ideas presentadas en este
apéndice son practicamente las dadas por L. E. Thomas y S. R. Wassell [31],
en su apéndice B, donde obtienen asintéticas para el nicleo integral de la
transformada de Bargmann para L?(S?). Aqui se presenta la correspondien-
te asintética para L2(S®) la cual hasta ahora no habia sido obtenida.

Definamos la funcién g(&) sobre el plano complejo dada por

9(&) =Y e

e, (A1)

=0

que, como se nota en el capitulo 3, es una funcién analitica sobre todo el
plano complejo.

Lema A. 1. La funciéon g(&) tiene la expansion asintdtica

g(£) = %€ (1+—+@+---), (A.11)
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para RE — oo y |FE| < const RE.

Demostracién. Tenemos que

[+ o]
Vi+1
9(6) = Z —
— i —1 / e~ g (A.mm)
\/_ 1=0 I —00
= 2 2 2 2
— Z e e tdt+ — f e*It e "dt
\/_ :0 I_ ]‘)1 o0 =0

cetete et 4 7 e‘fe“ e—tat
IR

= T / Ee_tz + 1) 6‘58_‘ e_tzdt. (A.IV)
m™Jo

Si realizamos el cambio de variable €~ = (1 — w?), para w > 0, obtenemos
que

2 A ) —Ew? wdw
o(6) = 2=ef [ et -ut) +1] e L (AV)

Notemos ahora que la integracién de 1/2 a 1 es del orden O(£7>°), es
decir,

1
k 9 —gu? wdw
1-w®)+1f€
¢ [ lea-uh ettt
estd acotado para todo k, por lo que no contribuird a la expansién asintética.
Para ver esto, sea £ = a+if3 con a, § € R, entonces |£(1 — w?) + 1| < 3 [¢]+1.
Ademis

1
S g <k

1
c|£|k+1f \6_5"’2 dw
1/2

1
c |£|k+1 f e—awzdw
1/2

w
’\/—ln(l —w?)

por lo que se tiene

1
k _ 2 _f.wﬂ Tﬂdw
'3 /1/2[5(1 w?)+1] e g <
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si aplicamos que oo — 00 y que |3| < const a, entonces tenemos que

€l <ca, g & grels, (A.vI)
y con esto
1 2 wdw
E"f [€1—-w?)+1] e < coftle~o/t < oo,
1/2 v/ —In(1 — w?)

ya que se tiene un méximo para o = 4(k + 1), y por tanto se tiene que

_ i ¢ h4 _u? i wdw oo
g(&) = we/[, [£(1 )+1]e -1n(1—w2)+0(£ ). (A.vi)

Ahora para la integral que queda, consideraremos primero la integral
1/2 )
L(€) = / e~ H (w)dw, (A.vin)
- Jo
Notamos que ésta funcién podria tener proble-

donde H(‘!.U) = ﬁ.

mas cuando w = 0, pero al aplicar L'Hopital se tiene que

,w2

. e Mo oo P 2 _
o B = i e el =

por lo que H(w) esta bien definida para 0 < w < 1. Si extendemos a H (w)
de manera par al intervalo [—1, 1], obtenemos una funcién par bien definida
e infinitamente diferenciable, por lo que se le puede obtener una expansién
de Taylor

He:ct (T.U) = Z anw2n1
n=>0

que converge absolutamente para |w| < 1/2. Asi pues, para 0 < w < 1/2 se
tiene que

> ko™ = - = H(w),

— v — In(1 — w?)
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con ky = 1. Podemos notar, en particular, que la suma finita EN konw?®
difiere de H(w) por O(w?V*?). Esto es

oo
2, k™

n=N+41
%)
§ : kznw2n~2N—2

n=N+1

oo
< w2N+2 Z |k2n| (1/2)2::—2}\'—2
n=N+1

< WA [kl (1/2)

n=0
w2N+2’

‘H (w) — i konw?"

n=0

— 2N+2

donde ¢; = 22N*+2 %" ' |ky,| (1/2)*" es una constante. Por tanto

Z kzﬂwEn — O(w2N+2)

entonces

00
e 3 kppu™ = O(€ w2,
n=N+1

y se obtiene que

1/2 g 1/2 )
/ e"ﬁw Z kzﬂwznd'w — O / e—f‘w w2N+2dw (A.]X)
0 0

n=N+1
= 0(&~ 47, (A.X)
donde la tltima igualdad se obtiene realizando el célculo, con 7 = /aw y
(A.vr)

1/2
f e—{w“ w2N+2d,w
0

<o [T ey
0

<c g,
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La integral I;(§) dada en (A.v1iI), se puede ver como

1/2 i 2N+43
L(€) = / ey kpquw?dw + O(~77). (A.x1)
0

n=o

Ahora calculamos

1/2 cu? N ;
e" konw™™dw
[ e n

n=o
2

- f =" " konw™dw — f e~ " koqw™dw,

0 n=o 1/2 n=o
donde para la primera integral se tiene
oo N N o0
2
/ "> " kanw™dw = > kan / e~ w dw
0 n=o0 n=o 0

tomando ¢t = v/Ew,

N oo
— Z k2n£—n—1/2/ e—t2t2'ndt
0

n=o

N
= Z dngwn_1/2s

n=o
donde dyp = §+/7. Mientras que para la segunda integral
oo , N
/ e~tv Z konw®dw = O(£~).
1/2 n=o

Para ver esto, recordamos que [£| < ¢ a y realizamos el cambio de variable
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v =w — 1/4, asf se tiene

00 il
g f =" " kynwduw
L

/2 n=o

00 N
g f e~ e-t/2e-¢/8 Z kon(v 4+ 1/4)*"dv
1/4 n=0

- N
<c ol e fl LY (04 1/4) o

n=o

N o0
<c loff €7y " |kl f] .\ e~ (v + 1/4)**dy

n=o

<c laf* €& Y kal Z( I )f e~ v*N-l(1/4) dv
0

n=o =0

o0
<cs |of* €07 f e v’ Ndv
0

<cq |off €70/ < o0,

Por tanto, de (A.x1) y lo anterior

N
L(E) = dat V2 4+ O(6™°) + O(6~ %)

n=o

=df ™+ i+ g 4

NG

2
De la misma manera realizamos un anélisis para

B/ (e H e ke 4. (Axu)

L(§):=¢ -/0 v e’ G(w)dw, (A.x111)

donde G(w) := 7%:%1%, y se puede verificar, como en el caso de H(w),

que estd bien definida para cuando w — 0%. Asi también consideramos su
extensién de manera par y obtenemos su expansién en series de Taylor

oo
> k™ = Gem(w),
n=0
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que es absolutamente convergente para |w| < 1 /2. Entonces, para 0 < w <

1/2, se tiene
o0
> kgaw™ = G(w),

n=0

donde kf = 1.

Andlogamente a lo hecho con anterioridad es inmediato que

N
G(w) = ky,w™ + O(w™*?),

n=>0

con lo que

172 '3 2 12 fw?  2N+2
1 — e’ Ky, w*dw = g d
(- | ¢ En_:.;. w = (5 f w w)
-0 (g-mzi) . (A.x1V)

Ahora, tenemos que
N

1/2
3 ./ et Z K, w*dw
0
_5/ e’ Zk w?dw — £

n=0

N
e > kpauwdw.

o0
1/2 o
Para la primera integral

5/ —.fw Zk;n 2ndw Zd‘ g—n+1/2

n=0 n=0

donde d], = kj, [;° €7't?"dt. Se observa que dy = /7/2. La segunda integral
tenemos que es O(i;‘ ) por lo que con (A.X1v) y lo anterior

N
B6) = Y d g™ 40 () +0 (675°)

n=0
=do€'? + iR+ g™ -
VTR et et ). (AxV)

2
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Combinando (A.vi1),(A.x11) y (A.XV) obtenemos

9(€) = %ef (L) + L(6) + O(6~))

=678 (1+aié ™ +axf2+--1).
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Conclusiones

En el presente trabajo, se ha realizado un estudio matemaético en detalle
sobre la transformada de Bargmann para L?(S?%), introducida por Villegas-
Blas en [32] en el cual se prueban todas sus propiedades. Ademds también
se ha realizado un estudio numérico y asintético de los estados coherentes
correspondientes a dicha transformada. Con la ayuda de una transformacién
unitaria introducida en el capitulo 2, que nos relaciona las funciones propias
del 4tomo de hidrégeno con las del Laplaciano en la esfera 52, se pudieron
escribir los estados coherentes para el dtomo de hidrégeno en el espacio de
momentos y estudiar numéricamente sus propiedades de evolucién temporal.
Asi también esbozar el caso del limite semicldsico, cuando hacemos tender A
a cero, en dicha evolucién.

Como proyectos futuros podemos mencionar el andlisis de los estados
coherentes en el espacio de configuraciones asi como también su evolucién
temporal (proyecto en el cual estoy actualmente trabajando), encontrar algu-
na expansién asintética para dichos estados tanto en el espacio de momentos
como en el de configuraciones, y asi poder tomar el limite semiclésico.

Como se menciond en la introduccién, existen varios tipos de conjuntos de
estados coherentes para el 4tomo de hidrégeno en la literatura. Es de mucha
importancia el analizar y comparar dichos estados con los presentados en este
trabajo.

En afios recientes se a tomado gran interés por el tema de los resurgimien-
tos (revivals) de los estados coherentes bajo su evolucién temporal, ver por
ejemplo a Combescure [5] y referencias contenidas ahi. Esto nos da informa-
cién de cuando los estados podrian recuperar su densidad de probabilidad
o si estos se pierden al pasar el tiempo. Este es otro proyecto a futuro que
pienso abordar, particularmente para el sistema de estados coherentes para
el atomo de hidrégeno presentados en esta tesis.
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