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Introduccién

El presente trabajo aborda el problema de la caracterizacidn de funciones de distribucion
el cual consiste en identificar de manera tnica a cada distribucién basdndose en alguna
propiedad que ésta cumpla. Un claro ejemplo de una caracterizacién lo podemos ver con los
seres humanos los cuales estainos identificados de manera tinica por el ADN o por la huella
digital de nuestro dedo pulgar.

Una caracterizacion de las funciones de distribucién ya muy conocida es aquella que se define
a partir de la funcién caracteristica ¢x (¢).Esta caracterizacién, basada en el concepto de la
transformada de Fourier de la funcién de distribucién, es sin duda muy importante para la
probabilidad y estadistica ya que es usada tanto para calcular momentos como para encontrar
la funcién de distribucién de transformaciones de variables aleatorias.

Este trabajo pretende presentar una caracterizacién de funciones de distribucién basada en
la esperanza condicional de funciones de estadisticos de orden con lo cual se intenta resolver
el problema de encontrar la distribucién de donde provino una muestra aleatoria una vez que
es conocida la forma que toma la esperanza condicional de los estadisticos de orden definidos
a partir de ella.

Para llevar a cabo la caracterizacién que se pretende, el trabajo es dividido en 3 capitulos
de los cuales los 2 primeros se dedicardn a demostrar algunos teoremas y motivar las defini-
ciones de conceptos necesarios para desarrollar todo cl capitulo 3 el cual se dedicard a la
caracterizacién.

En el primer capitulo se expondré todo lo relacionado con los estadisticos de orden iniciando
con su definicién y terminando con las férmulas para encontrar la densidad de estos estadisti-
cos tanto en forma conjunta como marginal. Es de destacar que esto sélo es hecho para el
caso en que la distribucién de donde proviene la muestra es absolutamente continua, ya que
la caracterizacion que sec pretende estudiar sélo involucra a este tipo de distribuciones.

En el segundo capitulo se aborda el tema de esperanza condicional en donde se trata de
explicar y sobre todo motivar todos los conceptos que hay detras de este tema tales como
probabilidad condicional, densidad condicional, esperanza, etc. Asl pues, también se explican
algunas propiedades del operador esperanza condicional que seran posteriormente utilizadas
en el capitulo tercero.

Seré en el capitulo 3, en donde utilizando todas las herramientas desarrolladas en los capitulos
precedentes, que se presentardn un total de 6 teoremas con sus respectivas demostraciones
que nos ayudaran a llevar acabo la caracterizacién que se desea.

Por 1ltimo se presentan algunos ejemplos en donde se caracteriza a las funciones de distribu-
cién Weibull, Uniforme y Pareto, asi como algunos ejercicios que muestran otras aplicaciones
que se pueden obtener de los teoremas del capitulo 3.



Capitulo 1

Estadisticos de Orden

1.1. ;Qué es un estadistico?

El problema principal de la inferencia estadistica es tratar de dar una aseveracién lo més pre-
cisa posible acerca del comportamiento general de una poblacion mediante las observaciones
en una muestra obtenida a partir del proceso del muestreo.

Para la estimacién de pardmetros siempre llevamos a cabo una seleccién de elementos al
azar de la poblacion obteniendo con ello una muestra aleatoria que es, bajo el enfoque de la
Estadistica Cldsica, la tinica fuente de informacién para poder tomar la decisién final ! .

Cuando obtenemos X, X, ..., X,, una muestra aleatoria de una poblacién, se asume que
cada X; cs una variable alcatoria independicnte de las restantes ¢ idénticamente distribuida
segun la distribucién de probabilidades que sigue la poblacion.

Parte del proceso que llevamos a cabo para interpretar los datos obtenidos y tomar decisiones
es el de definir funciones de la muestra aleatoria con el objetivo de obtener estimadores de
cierto pardmetro desconocido.

= g1(X1, X2, ... Xn)

Es claro que siempre tendremos un sin fin de maneras de definir estimadores, tantos como
funciones de la muestra podamos definir, sin cmbargo el trabajo de la inferencia estadistica
es encontrar aquel estimador, es decir aquella funcién de la muestra aleatoria, que tenga un
mayor nimero de propiedades para la estimacién del parametro desconocido.

! En el enfoque de la Estadistica Bayesiana otra fuente de informacién es el conocimiento subjetivo que
se tiene de la poblacion, el cual se ve reflejado en la distribucién inicial o a priori del pardmetro

3



4 CAPITULO 1. ESTADISTICOS DE ORDEN

Las funciones de variables aleatorias provenientes de una muestra aleatoria son muy impor-
tantes para la inferencia y, es por ello, que surge el concepto de ” Estadistico” para el cual
se tiene la siguiente definicién:

Definicién 1.1 (Estadistico). Un estadistico es una funcidn de variables aleatorias , lo
cual no debe depender de algin pardmetro desconocido® .

Ejemplo 1.1. Supongamos que obtenemos X, Xo, ..., X, una muestra aleatoria de tamano
n proveniente de una poblacién que sigue una distribucién Bernoulli(6).

El problema de inferencia comienza en tratar de encontrar cual es el valor verdadero del
pardametro desconocido 6.

Con ayuda de la mucstra podemos definir funciones tales comno:

tl = fl(Xl,Xz,...X") = ZX,‘/'II

i=1
t/l = fl(Xl,Xz, ~--Xn) == GZXI
i=1

Sin embargo, se observa que t; no cumple con las condiciones para ser llamado estadistico
por el iecho de que la funcién que lo define estd dependiendo del parametro desconocido 6.
De ahi que digamos que 3 no sea un estadistico mientras que ¢, si lo es.

En resumen, podemos decir que la muestra aleatoria obtenida a partir de una poblacién es
la materia prima con la que cuenta el investigador que quiere inferir algiin comportamiento
general de ésta, mientras que el estadistico es la materia prima ya transformada en una
herramienta que servird para llevar a cabo el proceso de inferencia.

1.2. Definicién de estadistico de orden

En la seccién anterior se defini6 lo que se entiende por un estadistico. Por lo que ahora
introduciremos el concepto de estadisticos de orden asi como algunas definiciones importantes
para la Estadistica que surgen a consecuencia de éstos.

2 En cursos miés avanzados de estadistica la definicién formal de estadistico es diferente ya que se pide una
funcién medible con cl objeto de que ¢l Estadistico definido a partir de esta funcién sea una nueva variable
aleatoria. Sin embargo, en el presente trabajo no introduciremos elementos de Teoria de la medida por lo
que la definicién aqui dada estd dando por hecho que la funcién que define al Estadistico es medible (Para
mayor informacién acerca de la teoria de la probabilidad vista desde el enfoque de la teoria de la medida
puede consultar el libro de ASH [7] )
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Los estadisticos de orden juegan sin duda un papel muy importante tanto para la estadistica
paramétrica como la no paramétrica. De hecho, algunas de sus propiedades no dependen de
la funcién de distribucién de la poblacién de donde fue obtenida la muestra aleatoria (Puede
ver ejemplos de estas propiedades aplicadas en la Estadistica no Paramétrica en la obra de
Naray C. [5] en el capitulo 2).

Supongamos que tenemos un experimento aleatorio que sigue una distribucién de probabili-
dad especificada por la funcién F'(-). Enseguida repetimos el experimento n veces obteniendo
con ello una muestra aleatoria X1, Xs,..., X,,.

A partir de esto definimos lo siguiente:

Yin =min {X1, X, ..., X, }

Yo = min {{X1, X2, ..., X0} — {Yin}}

Vi = min {{X1, X2, ..., X} — {Yaun, Yin}}

}/A:n = min{{Xl)X% e )Xn.} - {YS:n) }/2:717 yl:n}}

Yn—l:n =min {{le X2, sy Xn} - {Yn—Z:ru Yn—S:ny DI Yl:n}}

}/n.:n. = min {{le X2a S )Xn} - {yn.—l:m yn—Z:ru EE Yl:n}} = max {Xl: X2) s an.}

Dado lo anterior nos damos cuenta de tres propiedades importantes para estas funciones
definidas a partir de la muestra aleatoria:

1. Cada Yi., es un estadistico segiin la definicién anteriormente dada.

2. Estos estadisticos definidos son tales que ordenan la muestra de menor a mayor mag-
nitud, logrando con ello que Y;., sea la k-ésima observacién de la muestra aleatoria
ordenandola segin sus magnitudes.

3. Debe ser claro ademds que no hay independencia entre estos estadisticos ya que si
Y > k entonces, Yjion > k.

La definicién formal quedaria como sigue:

Definicién 1.2 (Estadistico de Orden). Sea X, X»,..., X, una muestra aleatoria. de
tamafio n de un fenémeno alcatorio especificado por la funcién de distribucién F(:). Or-
denemos cada coleccién de valores z,,zs,...,2, de X, X2,...,X, en orden creciente de
magnitudes tales que obtenemos los valores yi.., Yam, - - ., Ynn (cOnocida como la muestra
ordenada), donde 1., = min {z1,%2,...,%n}, Y2.n es €l siguiente z; en orden de magnitud
vy Y Ynn = maz {Z1,%2,...,T,}. La variable aleatoria Yi., (k=1,2,...,n) funcién de
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Xy, X2, ..., X,, la cual toma un valor yx.,, en cada posible secuencia de z;, zs, ..., Z,, es la-
mado ¢l k-ésimo estadistico de orden (Al niimero k se le conoce como la magnitud de dicho
estadistico de orden).

A partir de la definicién anterior surgen los conceptos de Rango Muestral, Mediana Muestral y
Rango-Medio Muestral los cuales son usados a menudo por parte de la Estadistica Descriptiva
como medidas de tendencia central y dispersién de la poblacién de donde fue obtenida la
muestra aleatoria.

Definicién 1.3 (Mediana Muestral, Rango Muestral, Rango-Medio Muestral). Sea
Yin € Yo, < ... <Y, los cstadisticos de orden de una muestra alcatoria Xy, Xs,..., X,
de una funcién de distribucion F(-).

i) La Mediana Muestral se define como:

Yn+l

2

si n es impar,

n
Mediana =

(Y%:n - }/’—2'+1:n.)/2 sines par.

ii) El Rango Muestral se define como:
R= }/n:'n. - Y1 = maz {X11X27- --1X1l} - min{Xl!X:’-"' . ’X"l}

iii) El Rango-Medio Muestral se define como:

Yn:n - }/l:n
Ry = — 5
Las definiciones anteriores implican directamente que la Mediana Muestral, el Rango Mues-
tral y Rango-Medio Muestral son nuevamente estadisticos y que por lo tanto pueden ser
utilizados para llevar a cabo algin tipo de inferencia.

1.3. Distribucién de los estadisticos de orden

Para saber qué estadistico es mejor que otro, es necesario conocer las propiedades de cada
uno y elegir aquél que maés se adecue a nuestras necesidades. Con el objeto de conocer mejor
estas propiedades es necesario saber cuando menos cudles son sus momentos centrales y si
es posible saber qué tipo de distribucién est4 siguiendo.

Podemos motivar el estudio de la distribucién de un estadistico de la siguiente manera. Sea
X una variable aleatoria que nos modela alguna, caracteristica numérica de algin fenémeno
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aleatorio. En muchas ocasiones nos enfrentamos al problema de no saber completamente
cudl es la funcién de distribucién de esta variable aleatoria. Supongamos que sabemos que
la variable aleatoria sigue una distribucién Fx(z;8) pero con el pardmetro @ desconocido.
Para obtener mas informacién acerca de la distribucién de X, nosotros podemos repetir el
experimento n veces de manera independiente y definir X; la v. a. de la i-ésima repeticién
del experimento. Entonces X, X,,..., X,, ser4 una muestra aleatoria de la distribucién en
estudio con la cual sc pretenderd estimar el valor de 8 a través de una funcién de ella. Ahora
suponga que definimos un estadistico Y = w(X), Xs, ..., X,,) para el cual podemos encontrar
su funcién de densidad de probabilidad Gy (y) y supongamos que esta funcién nos muestra
que existe una probabilidad considerable de que Y, al realizar los experimentos, tenga un
valor cercano al pardmetro desconocido. Asi, una vez que el experimento ha sido repetido
en n ocasiones se obtiene una muestra observada z,,...,Z, la cual al ser evaluada en la
funcién de la muestra u(z, o, . . ., ,.) nos daré un nimero conocido el cual esperamos, bajo
las condiciones arriba expuestas, sea cercano al valor desconocido del pardmetro 6.

Observe que de lo anterior para saber qué tan cercano serd el valor estimado al pardmetro
desconocido 8, es necesario conocer la forma de la distribucién del estadistico que lo define,
para asi tener una medida de probabilidad de qué tan cercana sera nuestra estimacién.

La distribucién de probabilidad de un estadistico es un problema que hay que afrontar en
la inferencia y, por lo tanto, el objetivo se convierte en buscar métodos capaces de resolver
este problema.

Para nuestro caso, el problema consiste en encontrar la distribucién que siguen cada uno
de nuestros estadisticos de orden, tanto de forma individual (densidad marginal) como de
forma conjunta.

Hasta este momento no hemos hecho distincién entre la variable aleatoria absolutamente
continua y la discreta ya que todos las definiciones pueden ser hechas para ambas clases
de variables aleatorias. A continuacién enunciaremos nuestro primer teorema el cual nos da
la distribucién del estadistico Y., conociendo la funcién de distribucién de la poblacién de
donde fue obtenida la muestra aleatoria y el cual sera vélido para ambos tipos de variables
aleatorias. (Absolutamente continuas y discretas).

Teorema 1.1 (Distribucién del estadistico Yan). Sea Y1, < Yo, < ... < Yy, los

estadisticos de orden de una muestra aleatoria X, Xs, . .., X,, de una funcion de distribucion
F() conocida. Entonces la funcidn de distribucidn acumulativa de Yo,, a = 1,2,...,n
estd dada por:
n n ] e
Front) = 3 (2) 1F P 1 - P (11)
=«

Demostracion. Sea y fija y arbitraria y definamos Z; = [(_coy (Xi)-

Dado lo anterior notemos lo siguiente:
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= Z; es una variable aleatoria por estar en funciéon de X;
s >0, Z; = numero de X/s tales que son menores o iguales a y
« Z; sigue una distribucién Bernoulli(F(y))

« YU | Z; sigue una distribucién Binomial (n, F(y))
Ahora calculemos Fy_ ()

FY,,:n(y) = P[}/nr:u S y] = P

iZi > u} = Z (:L) [F(y)l [L - Fy)]"™

i=a

O

Note que la clave de la prueba anterior es la equivalencia entre los eventos {Y, <y} y
{3°%., Z: > a}. Esto pasa porque si €] a estadistico de orden es menor o igual a y, entonces
forzosamente el nimero de X/s menores o iguales a y es mas grande o incluso igual a «, y
viceversa.

Enseguida deducimos el siguiente corolario

Corolario 1.1.
Fy,..(y) = [F(y)]" (1.2)

Py (y)=1-[1-F(y)]" (1.3)

Demostracion. La demostracion de esto ultimo consiste en hacer de la ecuacién (1.1) & =n
y & = 1 respectivamente. g

1.3.1. Distribucién de los estadisticos de orden (caso absoluta-
mente continuo)

En esta parte unicainente nos enfocaremos al caso en que la muestra aleatoria es obtenida
de una poblacién que sigue una distribucién acumulativa absolutamente continua por lo
que supondremos que los elementos de la muestra X; tienen una funcién de densidad f(-)
continua la cual es obtenida tras derivar a su respectiva funcion de distribucién.

Ahora nos enfrentaremos al problema no sélo de encontrar las distribuciones de los es-
tadisticos de orden, sino que también sus respectivas densidades conjuntas vy marginales. El
proposito de este estudio més detallado es porque el problema principal de este trabajo versa
unicamente acerca de las distribuciones absolutamente continuas.
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Lo primero que vamos a deducir son las densidades marginales de Y7., y Y., de las ecuaciones
(1.2) ¥ (1.3) pues lo 1inico a lo que procederemos es a derivar respecto a y cada una de las
ecuaciones anteriores:

th=%ﬂJw=M%FMTWM (1.4)
Lm@:%ﬂm@=ﬂﬂwwﬂw (1.5)

De igual forma podemos proceder con la ecuacién (1.1) para asi encontrar la densidad del «
estadistico de orden:
d d - {n ; —;
. =—Fy, = — F))P L - F)™’ 1.6
o) = o) = 50 3 () PV 1= PG (16)

j=a
Sin embargo, exhibiremos otra demostracién, basada en la prueba hecha en el libro de Mood
[3], la cual creemos es mas facil de comprender.

Teorema 1.2 (Densidad del estadistico Y,.,). Sea Yi.n < Yo, < ... < Yo, los estadisti-

cos de orden de una muestra aleatoria X\, Xs,..., X, de una funcidn de distribucidn F(-)
continua y conocida. Entonces la funcion de densidad Yo, a = 1,2,..., 1 estd dada por:
TLl -1 n-a
. = [FW)|*"  1-F 1.7
Franlt) = =gy ey FO ™ 11 = F)I ™ 1(0) (17)

Demostracion. Sabemos que fy,. (y) = %Fyam(y).

Entonces por definicién de derivada

d — i P+ AY) — Fr @) _ o Ply <Yon Syt Ayl
@Fy“:"(y) a AILTO Ay B AI;I—T}O Ay (18)

Ahora notemos que el evento {y < Yo, <y + Ay} es equivalente al evento {(a — 1) de las
Xis <y, una X; en (y,y + Ayl; (n — ) de las X/s > y + Ay } (Ver figura 1.1).

Figura 1.1:
Yﬂ)l
e ——+—3 f : —>
L, b, P ¥ Veay o Y Yo, K,
-
a-1 X} s X, n-w X}

Por lo que ahora nuestro problema consiste en encontrar la probabilidad de este segundo
evento, el cual se encuentra ficilmente con ayuda de una densidad multinomial.

Al momento de hacer el muestreo, nosotros podemos tomar como un ensayo el hecho de
obtener un valor z; de la variable aleatoria X el cual nos conduce a 3 posibles resultados:
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1. z; < y lo cual ocurre con probabilidad F (y)

2. y < z; <y + Ay lo cual ocurre con probabilidad F (y + Ay) — F (y)

3. z; > y + Ay lo cual ocurre con probabilidad 1 — F (y + Ay)
Con lo anterior agrupamos a la muestra aleatoria en tres grupos cada uno de los cuales
tendrd un nimero aleatorio de elementos. Si definimos Z; = mimero de ocurrencias del

resultado j = 1,2,3 (Es decir Z; serd el ndinero de elementos del grupo j) tendriamos que
la distribucién conjunta de Z,, Z,, Z, es una multinomial con pardmetros

(n,F(y),Fy+ADy) - F(y),1 - F(y+ Ay))

Como P{(a—1) delas X!s <y; una X; en (y,y+ Ayl; (n —a) delas X{s >y + Ay } =
P[Zl :a—]_,Z-Zzl,ZB:n_a]
Entonces la probabilidad del evento buscado es:

nl

eI W) T F (y+ Ay) — F(y)]' [1 - F(y + Ay)"™

Por lo que sustituyendo esta probabilidad en la ecuacién (1.8):

fya:" (y) = Al;’,lllo #('YI—Q)'F (y)a—l |:F(y + AAy; - F(y):| [1 _ F(y + Ay)]n—a
! - e v [Fly+Ay) - F@)]'
) = e ) = PP i [F S0 2P0
Por lo tanto: \
fraaly) = mfﬂ @ L= Fl" f(y)
Lo cual termina la demostracién. 0

Nuestro siguiente paso serd dar la densidad conjunta de todos los estadisticos de orden la
cual vamos a obtener de manera similar al teorema anterior.

Teorema 1.3 (Densidad conjunta de los estadisticos de orden Yi..,Yom, ..., Yam)-
La funcidn de densidad conjunta de los estadisticos de orden Y., Yon, ..., Yo, definidos a
partir de una muestra aleatoria proveniente de una poblacién con funcién de distribucion
F(-) y densidad f(-) estd dada por:

nfly)f(y) - flyn) —0 <y <ya<... <yp <0
SYimrYun (Y15 Y2, - Yn) = (1.9)



1.3. DISTRIBUCION DE LOS ESTADISTICOS DE ORDEN 11

Demostracion. Sabemos que:
Frinen (Y1, Yo Yn) = lim oI A P[y1 <Yi<yi+ Ay iy < Yo S Yo+ Al
i=]
Pero dada la igualdad entre los siguientes eventos:

* {y <Y <y + Ay yn < Yo Sy + Ayn)

s {un Xi€(yyr + Ay ]5. . un Xi € (Y, yn + Bua | }
Llegamos a que la densidad conjunta es igual al siguiente limite:

= lim P[un Xi€(ynm+An]; . ;un Xi € (Y Yo + Byn |]

Dy, —0 H

Con el mismo argumento de una distribucién multinomial podemos calcular la probabilidad
de la ccuacién anterior obteniendo con cso la siguiente igualdad:

= Jim H g [F ot Bun) = Flw)]- [F (o + Aye) = F (3)]

Luego entonces:

=n! lim — [F(y1 + Ay)) — F(w)]... lim [F (yn + Ayn) — F (yn)]

Ay —0 A Ayn—0 Ay,

Cou lo cual usando la definicion de derivada llegamos a:

=nlf(y)f(ye) .- f(¥a)

Lo cual es lo que se queria demostrar. O

El resultado anterior es de gran importancia pues gracias a la densidad conjunta de to-
dos los estadisticos de orden seremos capaces de obtener cualquier densidad conjunta o
marginal simplemente integrando respecto a los variables restantes (Para ver ejemplos de
este método puede consultar el libro de Naray C. [5] en las paginas 31-43). De esta manera
si queremos encontrar la densidad marginal conjunta de los dltimos estadisticos de orden
Yisim Yeaom, - -+, Yan €On k < n lo \inico que tenemos que hacer es proceder a integrar la
densidad dada por (1.9) respecto a yy,¥2,. .., Yk

Ye+1  fUk Y2 "
fYkH:,,_ 44444 Y,,:,,(yk+1,yk+2y-~,yn) = / / / ‘fl!l_[f(’!/i)dy1d2--vdy;~
—00 —-00 —oC i=1

Primero resolvemos la integral con respecto a y,

/ A1 )y :n!Hﬂyi)/_mf<y1)=n!_Hf<yi>F<yz>
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Integrando lo anterior ahora con respecto a yo

by
/ n'Hf yi) I (v dyz~n']_[f yi) [ F(y2) F ) dye

Para resolver esta ultima integral hacemos el cambio de variable u = F () lo que implica
que du = f (y2) dyo logrando la siguiente simplificacion:

Y3 F(ya) w2
/ﬂ@ﬂwm=/ udu = %
/. /.

Por lo que la integral con respecto a y» queda de la siguiente mnanera:

n'Hf y/ F(2) F () dya = 5 F (s) Hf v:)

Continuando con la integracién ahora con respecto a y3 y haciendo un cambio de variable
parecido al anterior obtenemos:

F(ys) F(y3)2
= T

0

n

[ 5P T wdvs =57 ) T[S )

XK

Continuamos con esta estrategia hasta llegar a la dltima integral con respecto a y, obteniendo
lo siguiente:

n

/y‘“/ / n’Hf (v) dyidy, . .. dye = /””' ﬁp(yk)k_lnf(yi)dyk

=k

Esta dltima integral se resuelve de la misma manera llegando al siguiente resultado:

n! o
EF(ka)k H fly) —oco<ypp <... <y <00
’ i=k+1
fYk+l:n ----- Yn‘n(yk+l) yn) =
0 e.o.c

(1.10)
Si ahora estuviésemos interesados en la densidad conjunta de los primeros k estadisticos de
orden (k < n) procederiamos de la misma manera, sélo que ahora la integracién seria con
respecto a Yri1, Yk+2, - - -, Yo quedando su desarrollo de la siguiente manera:

frlm....,vkm(yl,yz,..-,yk)=// / n [T f (@) ¥y - - dyess
Yr Yk41 Yn-1 i=1
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k o) 20
=[] Sw) / e )dggen - / f(ga)dyn

k o0 00
= n ] 7w / ()i - . / (1= F (ga)] f (s ditnc

-2
Continuando nuevamente con la misma estrategia del ejemplo anterior llegamos a:
| k
n! n-k u) —
m[l-F(yk,)] [[f@) -c0o<y<... <y<oo

=1

fY,;,,,...,Yk;..(yla yk) =

(1.11)

Similarmente se puede verificar, ya sea mediante ¢l procedimiento de integracion o por el de
igualdad entre eventos, que la densidad conjunta de:

leim er*]'zfnv Yj1+j2+j3:m B ij+jz+j3+-~+jk:n
estd dada por:
n! ji-1
(jl — 1)! o (]k — 1), (TL — ]-1 — . ]k)'f(yjl) s f(yjl+...+jk) [F(le)]
[F (Y]'1+;7'2) - F (yjl)]h#l s [1 - F(:UJ'L-F..--FJV:)]"_jl_m_j‘t (1'12)
Donde el dominio es: y;, < ¥j,4j, < -+, < Yjipjat..tie (Bstd formula puede ser consultada

en Naray C. [5] pdgina 35)

La ecuacién anterior es importante y la mas general ya que podemos obtener a partir de
esta férmula la densidad conjunta de cualquier cantidad de estadisticos. Asi por ejemplo, si
queremos la densidad del a-ésimo cstadistico de orden lo dnico yue tenemos que hacer ¢s
tomar de la ecuacién (1.12) j; = a y k = 1 para as{ ver que llegamos a la misma ecuacién
que habiamos encontrado en la expresion (1.7).

Como ejemplo de lo general de la férmula anterior veremos que se puede obtener facilmente
la densidad conjunta de Y., y Y, mediante unas pequenas sustituciones en la ecuacién
(1.12). Para ello, primero supondremos que o < # y haremos jy = a, o =3 —ay k=2
para asi obtener que:

nlF (ya)* ! [Fys) = Flya)"""" [1 = F(yp)]" " f (va) f(y5)

Ftan e U} = (=15 —a—1){n-B)! (L13)
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Donde el dominio es —00 < Yg:n < Ygin < 00

Por lo que si hacemos o = 1 y # = n obtendriamos la densidad conjunta del minimo y el
maximo la cual es necesaria al momento de querer obtener la densidad del rango muestral.

S Yo (U1, Yn) = (= D[F(y — Fy)I" 7> f(w) fyn) (1.14)

1.4. Ejemplos
Ejemplo 1.2. Sea X, X5, ..., X, una muestra aleatoria de un fenémeno aleatorio especifi-
cado por la funcién de densidad dada por:
fX(I) = 6_I1{0<1<oo)(1‘)
Encontrar la funcién de densidad para Y).,, Y., y para el rango muestral (Y,., — Yi.n)

Solucion. Primero obtenemos la funcién de distribucién integrando la respectiva funcién de
densidad

F(l')=/0 fx(y)aiy=/0 eVdy=1-¢€"

Luego por el teorema (1.2)

N [P - Pl f(5)

S Wa) = (a-1(n—a)

Por lo que haciendo o =1 y a = n obtenemos que:
M. (11) = ne™™ Loy, <oo} (1)

— n—-1 _
fYn:n(y"-) =n (1 —€ y") € y"1{0<yn<oo}(yn)

Las graficas dc estas dos densidades se pueden ver a coutinuacion para el caso en que n=10:

Figura 1.2:

[
8% 03 Y

o o1 o2 01 04 05 oF 3 i [ o
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Para obtener la densidad del rango primero encontramos su distribucién:

FR(T) = P[)/u:n - Yl:n .<_ T] = P[)/n:n < Yl:n +T] = P[(Yu:ua Yl;n) [S D‘)]

Donde D* es una regién en R? delimitada por las rectas y,, = ¥ y %, = y; + 7 en el primer
cuadrante del plano cartesiano (Ver figura 1.3).

Figura 1.3:
W
D*
Yo =ho+r
Y% =R

h

Por lo tanto tenemos:

FR(T) = // lez,,Yn;n(ylsyn)dyndyl
D+

Sustituyendo la densidad conjunta del minimo y del maximo dado en ( 1.14):
[ee] Y1+ 2
Fgp(r) = / / n(n — 1) {e’y‘ - e‘”"} e Ve " dy,dyn
JO Iy

Integrando por el método de sustitucién:
Fp(ry=(1-c)*!
Derivando obtenemos que la densidad del rango es:

(n-1)(1-e") e r>0
fa(r) =

0 e.0.c

Ejemplo 1.3. Sea Y5, Yas, ..., Yss los estadisticos de orden de una muestra aleatoria de
tamano 5 de un fendmeno aleatorio especificado por la funcién de densidad dada por:
322 0<z <1
fx(z) =

0 e.0.c

Probaremos que Ya5/Y4s v Yas son variables aleatorias independientes.
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Solucion. Obtenemos la funcién de distribucién integrando la densidad

p_\,(z):/ f,\'<y>dy=/'3y2dy=z” O<z<1
0 0
Encontramos la densidad conjunta de Yi.5 v Y5 haciendon = 5, @« =2y 3 =4 enla
ecuacion (1.13)
108033 [y — 3l[1 — il 0<pe <wmi <1

Frasvas (U2, 94) =
0 €.0.¢

Definimos U y V como variables aleatorias dadas por:

Y2'5
U=_22 V =Y.,
Vs 4:5

Tenemos que demostrar que U y V son independientes.
Encontramos la densidad conjunta de U y V mediante el teorema de cambio de variables 3

Las funciones inversas y el respectivo jacobiano son:

YZ:S = WL(U, V) = UV Y4:5 = VVQ(U’ V) = ‘/
ad ad
wwl(U,V) a—vwl(U,V) v U

1] = -5 |-y
9 WLo(U,V 9 1% .
U 2(U, V) 8—VW2(U’ )

La transformacién del dominio puede verse en la figura ( 1.4).

Figura 1.4

3 El teorema de cambio de variable puede ser consultado en el libro * Introduction to Mathematical
Statistics” |2] en las paginas 132-147 en donde ademés podréa encontrar una serie de ejemplos.
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Entonces bajo la transformacion anterior la densidad conjunta de Uy V es:
Ju(,0) = fr vy (Wi, ), Walu,0)) |J] = 1080(ur)*v*[o® — (wo)*|[1 -o7]  (u,v) € D"

fuv (u,v) = 1080(uv)®0®[l — w?][1 — v*] = 1080u®[1 — w®] - v°[1 — v7] (u,v) € D"
—_—— ——
g(u) h(w)

Por lo tanto:

g(u) - h(v) (u,v) € D*

fuv(u,v) =

0 e.0.c
Finalmente, como fiv(u,v) se expresa como el producto de una funcién que sélo depende
de u por otra que sélo depende de v aunado con ¢l hiecho de que la regién D* es tal que el
dominio de la funcién no depende de variables sino que Unicamente de constantes, entonces
se prueba que en efecto U y V son variables aleatorias independientes.*

Ejemplo 1.4. Encuentre la probabilidad de que el rango muestral de una muestra aleatoria
de tamafio 5 proveniente de una distribucién uniforime (0, 1) sea mayor a 1/2

Solucidn. .
fx(@)y=1 O<:c<1:>FX(z):/1dz:I 0<z<l
Jo

Procedemos a encontrar la funcién de distribucién del rango, para ello nuevamente utilizare-
mos la densidad conjunta del minimo y el maximo la cual encontramos sustituyendo en la
ecuacion (1.14)

Frisves (W1, 95) = 20[ys — ] O<y <ys <1

Entonces
Fr(r) = PlYss — Yis <7] = PlYss < Y5 +7] = // Srieves (1, ys)dyidys
) D

Donde D* ¢s la region dibujada cn la figura (1.5):
Entonces

t-r T+ 1 1 .
Fa(r) = / / 20(ys — 1) dysdys + / / 20(ys — v dysdyn, = 1°
o Y1 Jl-rJy

Por lo tanto
Fa(r)=vr" 0O<r<l= frr)=5" 0<r<l

4 En esta parte hacemos uso de un teorema que nos garantiza que X y Y son independientes si y solo
si la densidad puede ser expresada como el producto de una funcién que sélo dependa de X por otra que
s6lo dependa de Y, ainbas definidas en un dominio con extremos constantes. Fste teorema asi como algunos
ejemnplos pueden ser consultados en el libro de Hogg |2] en su pagina 81.
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Figura 1.5:

Y

¥
55y =y tr

Entonces la probabilidad buscada es:

1 1 1\* 31
Lo Yoo (2) =22 096875
PIR>Z]=1 FR(Q) 1 (2) 5 =0

Este ltimo resultado nos dice que al obtencr una muestra aleatoria de tamafio 5 proveniente
de una distribucién uniforme (0,1), entonces la diferencia del maximo menos el minimo
serd mayor a 3 con probabilidad 0.96875.



Capitulo 2

Esperanza Condicional

En este segundo capitulo se aborda ¢l tema de Esperanza Condicional, ef eual o5 el segundo
paso para poder llevar a cabo la caracterizacion de funciones de distribucion que pretendemos
en este trabajo . Para comenzar a motivar la definicidn de esperanza condicional daremos
antes una breve introduccidn a herramientas necesarias para poder definir este conceplo.
Asf pues primeramente se verd el concepto de probabilidad condicional para posteriormente
motivar la definicidn de funcién de densidad condicional discreta o continua de una variable
aleatoria X dado otra variable aleatoria Y. Posteriormente, se define el concepto de esperanza
(no condicional) para que una vez comprendide éste, se motive de una manera ligica el
concepto principal de este capitulo.

2.1. Probabilidad Condicional

Dentro de la introduceidn al cdlenlo de probahilidades surge el concepto de probabilidad
condicional ¢l cual aparece para dar una solucion al problema de medie ln probabilideed
de una evento A dado la ocurrencia de un evento B. Un ejemplo tipico de esta situacion se
ohserva enando nosatros llevamos a cabo un muestreo sin reemplazo de una cierta pohlaciin.
Por gjemplo, supongamaos que tenemos una urna que tiene 8 bolas rojas y una bola negra, de
la cual procedemos a obtener una muestra por medio de un muestreo sin reemplazo, esto cs
iremos sacando una bola tras otra sin regresarla a lo wna, una buena pregunta por lo cual
estarfamos interesados es saber cudl es la probabilidad de que se obtenga la bola negra dado
que se han obtenido 2 bolas rojas.

En estos casos tenemos el problema de calcular la probabilidad de eventos relativos a cada
parte del experimento condicionadas a lo que haya ocurrido en las primeras partes de éste.
A lns probabilidades de este tipo se les conoce como probabilidades condicionales v se
les denota como P (A| B) ("La probabilidad de que ocurrn A dado que ocurrid B"),

19
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Una probabilidad condicional tiene un sentido muy claro en los casos en que se trata de la
probabilidad de un evento que depende de una segunda parte de un experimento condicionada
a lo que ocurra en la primera parte de éste. Es natural preguntar por la probabilidad de que
obtengamos una bola negra dado que han salido 2 rojas, sin embargo, al dar una definicién
general de probabilidad condicional seria entonces necesario dar una medida de probabilidad
para la ocurrencia de que se obtengan dos bolas rojas al principio dado que la tercer bola
fue negra, lo cnal quizas no suena muy légico para asignarle una medida de probabilidad.
En el caso general de un experimento aleatorio es posible definir el concepto de probabilidad
condicional de un evento A dada la ocurrencia de un evento B o bien la de B dado A.

Decir que un evento B ocurre equivale a decir que ocurre alguno de los posibles resultados que
lo componen, en otras palabras, los posibles resultados del experimento aleatorio al momento
de condicionar no son ya todos los elementos del espacio muestral sino que \inicamente
aquellos que conforman el evento B, esto quiere decir que al momento de condicionar un
evento lo que hacemos es reducir el mimero de resultados posibles a todos aquellos que estén
contenidos dentro del evento al cual se estd condicionando los resultados.

Tenemos el siguiente problema: supongamos que restringimos a Q a la ocurrencia de un
evento B y que queremos medir la probabilidad de un evento A. ;Qué relacién existe entre
la probabilidad de A calculada con relacién a todo el espacio muestral con la probabilidad del
evento A con relacién al espacio muestral reducido?. Para tratar de resolver esta pregunta
notemos que obviamente estas dos probabilidades no pueden ser iguales ya que por ejemplo,
dado que ocurre B, la ocurrencia de B se vuelve segura por lo que la probabilidad de B
dado B debe ser definida como 1, aquello que no necesariamente ocurriria cuando se tome
la medida de probabilidad respecto a todo €2 del evento B. Otro aspecto importante es que
si el evento A no intercecta al evento B (BN A = ¢), entonces la definicién de probabilidad
condicional deber de ser tal que asigne 0 a este evento. Asi pues, dado que condicionamos al
evento B, es claro que para que el evento A ocurra es necesario que ocurra el evento BN A,
lo que implica que se debe tener que P(A| B) = P(B N A| B), de manera que el problema
se reduce \inicamente a calcular la probabilidad de eventos que son subconjuntos del espacio
restringido.

De acuerdo al significado que queremos darle a la probabilidad de un evento como una medida
de que tan facilmente ocurre éste al realizar el experimento aleatorio, podemos asumir que
las probabilidades en el espacio muestral restringido deben asignarse de tal manera que entre
ellas guarden la misma proporcién que la que guardaban en el espacio muestral original. Lo
anterior se escribiria as:

Sea B un evento y By, B; C B cualquiera, entonces la definicién de probabilidad condicional
debe ser tal que cumpla con lo siguiente:

P(B:) _ P(B| B)
P(B,) ~ P(Bi| B)
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) PB)
P(Bi|B) P(Bi|B)
Como lo anterior es vilido para todo 8, y 3; contenidos en 3, entonees si tomamos B2 = B,
de donde por la idltima igualdad conelnimos que ¢ = P(B), haciendo A = B, y despejando
P A| B) obtendrinmos:

PA) - vacs

P(AIB)= 55, c

Pero como ademss pedimos que:
P{A|B) = FP(An B|B)

Y como AN B C B entonces:

P(A|B) = _F{jf{g}“:'

Lo cual motiva la siguiente definicién de probabilidad condicional.

Definicién 2.1 (Probabilidad Condicional). Sean A y B eventos y supongamos que la
probabilidad de B es positiva, Se define la probabilidad condicional de A dada la ccurrencia
de B, denotada por P{ A| B}, mediante la férmula:

P{AN B)

P(AIB) = =5

(2.1)

Es ficil ver que la probabilidad condicional tiene las mismas propiedades que cualquier
funcidn de probabilidad pues nmevamente vuelve a ser una medida donde el espacio muestral
esti siendo restringido por la ceurrencia de un eventlo.

De la definicidn dada, se desprenden nuevos conceptos ¥ reglas como la regla del producto,
el conceplo de independencia estocastica v la regla de Bayes las cuales sc mencionan a
continiacion.

2.1.1. Regla del Producto

Die la definicion de probabilidad condicional se tiene que:
P(AnN B) = P(A| B)P(B) (2.2)

Helacién que es conocida como la regla del producto aplicado a dos eventos. Note que dicha
regla o5 capaz shora de caleular la probabilidad de interseceidn de dos eventos en aguellos
casos en donde es mis fdeil encontrar la probabilidad condicional de manera directa que
busear la prababilidad de la interseccidn de los eventos invalucrados.
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La regla del producto puede ficilmente generalizarse al caso de n eventos, obteniendo con
ello lo que se conoce como la regla general del producto la cual en algunos casos se vuelve
una herramienta muy 1til para el cdlculo de probabilidades.

Proposicién 2.1 (Regla del producto gerneralizada). Sean A,, A3, A, ..., A, eventos
tales que P(A;N AN ... NA,) > 0, entonces:

PN A) = P(AL|AiN AN ... NA,)... P(As] A))P(A)

Demostracion. Por la regla del producto para dos eventos dada en ( 2.2):
P(OiL, A:) = P(Ad NS A)P(NISA)
Donde los eventos A y B son definidos como A = A, y B = N A; respectivamente.
De lo anterior volvemos aplicar la regla del producto para dos eventos obteniendo
P(Ni, Ai) = P(Aq| N2 A)P(Ano| NS A P(NIZ2A))
Donde ahora los eventos A y B son definidos como A = A,,_; y B = N{_ A; respectivamente.
Continuando n — 3 veces mas obtenemos:

P(Mio1Ai) = P(As| A1N AN ... NA) ... P(A2] A))P(A)
Lo cual es lo que se queria probar (]

2.1.2. Independencia estocastica

La independencia estocdstica es un concepto que se define a partir de la idea de probabilidad
condicional de la siguiente manera:

Sabemos que la P(A| B) es una probabilidad que se altera en comparacién a P(A) pues
la medida esta siendo hecha sobre un espacio muestral restringido. Cuando hay diferencia
entre estas probabilidades se puede interpretar que el evento A si estd dependiendo del
evento B pues se sabe que una vez que ocurrié B la probabilidad de ocurrencia de A se
ve modificada. Siguiendo esta légica, en los casos en que la ocurrencia de un evento B no
altere la probabilidad de ocurrencia de un evento A se puede hablar de independencia de la
probabilidad de ocurrencia de A dada la ocurrencia de B. Es decir si A y B son independientes
se tiene que cumplir que:
P(A| B) = P(A)

Lo cual al ser sustituido en la regla del producto para dos eventos:
P(ANB) = P(A|B)P(B) = P(A)P(B)

Lo cual motiva a definir la independencia estocastica de dos eventos.
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Definicidn 2.2. Se dice que dos eventos A v B son estocdsticamente independientes si:
P{ANB) = P{AP(B)

Note que para construir la definicién de independencia estocdstica se utilizd la interpretacidn
de la probabilidad condicional, no obstante dentro de la definicidn formal de independencia
no apareee ninguna probabilidad condicional involucrada. Lo anterior &5 hecho asi con el
propdsita de tener una definicidn que no imponga algin tipo de restriccidn a los eventos,
problema que sucede con la probabilidad condicional en donde se pide gque ¢ evento al cual
se esté condicionado tenga probabilidad positiva.

2.1.3. Regla de Bayes

Al motivar la definicién de probabilidad condicional se utilizd el problema de tratar de calen-
lar la probabilidad de un evento A que ocurre en un segundo experimento dado la ocurrencia
de un evento B en un primer experimento. Sin embargo, la definicidn de probabilidad condi-
cional e= general y, en la misma situacion descrita, tiene sentido caleular la probabilidad de
ocurrencia del evento B dado la ocurrencia del evento A.

Asi pues, la definicidn de probabilidad condicional nos permite caleular tanto P( A| B) como
P{ B| A) ohteniendo con ello la siguiente relacion

(AnB) P(A|B)P(B)

P
PUBIA ==y =~ P(4)

Esta ecuacién conocida como la Regla de Bayes es muy 1til en la resolucitn de problemas
en donde se facilita el cilculo de una probabilidad condicienal ya sea la de A dado B o la
de f dado A para encontrar la opuesta,

2.2. Distribuciones Condicionales

Ahora abordaremos ] tema de distribuciones condicionales. Para ello primero lo definiremos
para variables aleatorias del tipo discreto a partir de la probabilidad condicional de dos
eventos.

Sea X y X dos variables aleatorias del tipo discreto en el espacio de probabilidad (€, A, P).
Queremos motivar la definicion de la densidad de probabilidad de X3| X, = =z}, para ello sea
P a2y, 22) su respectiva funcidn de densidad de probabilidad conjunta la cual suponemos
serd positiva en un subconjunto P € R? y cero en cualquier otro caso. Denotaremos por
Px, (21} ¥ px, (1) sus respectivas funciones marginales de densidad de probabilidad de X, ¥

Xa.
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Definimos a los siguientes eventos:

y g {u e0: Xy (w) =z',} = X'z}

A= {w e Xo(w) = 24} = X7'()
Donde zi debe ser un punto tal que P(4,) = P|X; = x| = px, (2)) > 0.
Entouces tenemos que por la definicidn de probabilidad condicional:

F{ALnAz} N F‘[J(', =I;.x2 - I;] _ Fx...x,l:IruI;}
P(A) P[X; =1 px, ()

P(As| Ay) =

Lo anterior nos estd diciendo que la probabilidad de que X» = r, dado que X, = =z,
estd dado por el cociente de la densidad de probabilidad conjunta dividida entre la densi-
dad de probabilidad marginal de la variable aleatoria gue estid condicionando. Como este
cociente sta propercionando la probabilidad condicional, entonces se le asigna el simbolo
Pxyx x| 1) 1o cual motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.3 (Densidad de probabilidad condicional). Sea X v Y dos variables
aleatorias del tipo disereto con py (2, 4), px(z) ¥ py(y) sus respectivas funciones de densi-
dad de probabilidad conjunta y marginal respectivamente. Sea 3, € R fijo tal que py () > 0.
Se define 1a densidad de probabilidad condicional de X dado Y = g, denotada por pxp (x| w)
COTCy:
Pxy(z. 1) o .

pxiv(zln) = P[X =z|Y = y] ) (2.3)
Note que una vez fijo g, la densidad condicional discreta cumple con ser siempre positiva
o igual & cvro al ser cociente de dos funciones de densidad de probabilidaed, ademds es ficil
probar que cumple con el hecho de ser funcién de densidad de probabilidad ya que como la
densidad marginal de Y se obtiene sumando la conjunta respecto a todos los posibles valores
de la variable aleatoria X se tiene que:

1 1
T B — e, BN e Ty = 1
;m{ ) = —rs gm (@) = —espv(n)
Lo cual prueba que en efecto la densidad de probabilidad condicional asi definida cumple
con los requisitos para ser llamada " densidad de probabilidad”.

Extenderemos la definicion anterior ahora para el easo continuo.

Definicidn 2.4 (Densidad condicional). Sea X vy Y variables aleatorias del tipo absolu-
tamente continuo v sean fyy(z,y) su respectiva funcidn de densidad conjunta. Llamemos
Jx(z) ¥ fy(y) las densidades marginales. Usaremos el resultado del caso discreto para motivar
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la definicidn de la funcién de densidad condicional de una variable aleatoria absolutamente
continua. Sea y; € R fijo v tal que fi(y) = 0. Se define la densidad eondicional de X dado
¥ =y como:

Fxiv(@ly) = Hﬁ-{iﬁ_ (2.4)

Nuevamente es facil probar que la definicidn anterior cumple con los requisitos para ser
llamada densidad pues para cada g fijo ¥ tal que fy () = 0 se tiene gue:

f Frow (2l )z = f faylzm) , j o i =
e —

Frlwm) .fr{lrl

Tylm)
Ademis es claro que fxy (x| ) = 0 por ser un coeiente de funciones de densidad.

Observe que cuando X v ¥ son discretas, entonces la variable aleatoria. X|Y = g vuelve
i ser una variable aleatoria discreta con funcidn de densidad de probabilidad dada por
Py (2l y:) mientras que cuando X y Y son variables aleatorias absolutamente continuas,
entonees X| Y = g, es una variable aleatoria absolutamente continua con funcién de densidad
dada por fxp-(#| ). De donde se caleulan las probabilidades facilmente ya sea sumando o
integrando las respectivas funciones para el caso discreto o absolutamente.

Teniendo bien definido lo anterior ¥ recordando heeho que Flz) = ¥ o, fx (i), entonces
resulta natural definir la funcién de distribucién condicional para el caso discreto como:

Fxiy(z) =3 pxw (el )

L

Mientras que para el caso absolutamente continuo:
Fap () =f S (2] 1 )edu

Note que en ambos casos Fypy(z) = P|X < z|Y = ).

2.3. El concepto de Esperanza

Sin duda el concepto de esperanza de una v. a. es hisico en la teoria de probabilidades,
pues su importancia es comparable incluso con el de la probabilidad de un evento. Quizds
al principio se desechd esta idea de relacidn pero fue la historia misma la que probaria que
realmente habia una estrecha relacidn entre mmbos conceptos ya que una vez que se da la
probabilidad como disciplina matematica para su posterior fusidn con la teoria de la medida
a principios del siglo XX, es cnando se ve el concepto de probabilidad como una medida y la
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esperanza como una integral de Lebesgue respecto a esta misma medida”(Puede encontrar
mucha infomacién relacionada con la historia del cdlculo de probabilidades en las notas de
Miguel A. Garcia Alvarez [4]).

La definicion de esperanza hoy en dia puede hacerse con ¢l enfoque de teoria de la medida
o bien con el enfoque clésico que involucra el promedio ponderado de valores que toma una
variable aleatoria. El presente trabajo no pretende adentrarse al modelo probabilistico visto
como un espacio de medida por lo que la definicién serd dada como sigue:

Definicién 2.5 (Esperanza de variables aleatorias discretas). Sea X una variable
aleatoria discreta con funcién de densidad de probabilidad dada por px(z). Supongamos que
Ty,T9,Z3... son los posibles valores que puede tomar. Se dice que la variable aleatoria X
tiene esperanza finita si la serie En |z px (i) es convergente y, en ese caso, se define la
esperanza de X, denotada por E[X], mediante la ccuacién

E(X] = zpx(zk) (2:5)

Observe que cuando tomamos a X como la funcién indicadora de un evento A € Q:

1l siw€eA
X(w) = Ia(w) =

0 e.oc

Entonces:
E[X]=1%P(A) + 0% P(A°) = P(A)

Lo que muestra de una manera mds directa el por qué el concepto de esperanza y probabilidad
de un evento estdn siempre muy ligados.

Definicién 2.6 (Esperanza de variables aleatorias absolutamente continuas). Sea
X una variable aleatoria absolutamente continua con funcién de densidad dada por fx(z) .
Se dice que X tiene esperanza finita si la integral ff:o |z] fx(z)dz es finita y, en ese caso, se
define la esperanza de X, denotada por E[X], mediante la ecuacién

BiX] = [ zfx(a)is (2.6)

Observe que se tuvo que hacer una definicién para variables aleatorias discretas y otra para
variables aleatorias absolutamente continuas, ésto no implica que la esperanza sélo pueda
definirse para estos dos tipos de variables aleatorias, sino que puede darse otra definicién que
involucra mds herramienta matematica y la cual es capaz de extender el concepto a cualquier
variable aleatoria ya sea continua, absolutamente continua, discreta o mixta. Lo anterior se
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logra introduciendo el concepto de la integral de Riemann-Stieltjes la cual hace la integral
ya no sobre una variable r sino sobre una funecion. !

La definicidn general de Esperanza que daremos en este trabajo s la siguiente:

Definicién 2.7 (Definicidn general de Esperanza). Sea X una variable aleatoria con
funcidn de distribucidn dada por Fy(z). Se dice que X tiene esperanza finita si la integral de
Riemann-Stieltjes [_|z|dFy es finita y, en ese caso, se define la esperanza de X, denotada
por E[X] como:

E[X] = f_ SR 27)

B

Es claro gue lo anterior es una extensitn de las dos definiciones hechas en (2.5) v (2.6) puesto
que:

]

gt
-/m zdF, = / zfx(z)dr cuando X s v.a. absolutamente continua
o) =

E[X] = {

f‘ zdF, = E.m:x{x;.} cuando X es v.a. discreta.
-0

% Tk

Ademis, esta nueva definicidn nos dice que cuando X es una v.a. mixta entonces la esperanza
de X se caleula sumando en las partes en que Fy (r) tiene discontinuidades e integrando donde
Fx(x) es continua.

2.3.1. Algunas ideas erréneas

Eventualmente han surgido algunas ideas erroneas con relacion al concepto de esperanza.
Dos de ellas provienen de que a la esperanza de una variable aleatoria X se le llama también
su valor esperado, termino que al decirlo sugiere las dos primeras ideas:

1. La esperanza de una variable aleatoria X coincide con alguno de sus posibles valores.

2, El valor que se espera al realizar el experimento aleatorio o E[X)

' El tema de la integral de Riemann-Stisltjes es visto en los cursoe de Cileulo Integral por lo que se
diari por hecho tadas D propiedades gue tiene dicha integral. Pare mayvor informacion peede consultar estas
propiedades en las obras de G, Bartle [8] pigina 212 o Ia de Rudin [9] pagins 120
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Para demostrar que la primer idea es errénea basta considerar el caso de una variable aleato-
ria X con distribucién Binomial de parametros (n,p). Entonces segiin nuestra definicién de
esperanza dado en (2.5) tenemos que:

E[X] = gsz(m) - iz(:)p&'(l = np

z=0
Por lo que si consideramos el caso particular en que X se distribuye como una Binomial
con pardmetros n = 5y p = 3 obtendriamos que E[X]=2.5 lo cual mostraria que en efecto
la esperanza no coincide con algiin valor posible de X ya que como sabemos una variable
aleatoria Binomial sélo toma valores enteros.

La segunda de estas ideas erréneas se desecha de igual manera con el ejemplo anterior, pues
claro es que si X(w) # 2.5 Vw € ) entonces al realizar el experimento nunca se esperaria
que X'=2.5, es decir no se puede esperar que la variable aleatoria coincida con un valor que
simplemente no puede tomar.

Sin embargo, detrds de esta idea puede haber algo de verdad si precisamos bien qué en-
tendemos con la frase "el valor que se espera obtener”. Para aclarar esto consideremos una
variable aleatoria del tipo discreta X Bernoulli de pardmetro p = E‘,, la cual sabemos sélo
toma un conjunto finito de valores, a saber, 1 con probabilidad p y 0 con probabilidad 1 — p.
Supongamos que el experimento aleatorio que modela X es el lanzamiento de una moneda
justa haciendo que X = 1 cuando obtenemos dguila y X = 0 cuando obtenemos sol. De
este medo repetimos n veces el experimento aleatorio es decir, aventamos n veces la moneda,
obteniéndose z; como valor de X en la realizacién nimero k. Entonces el promedio de los
valores que ha obtenido X (Lo cual denotamos por: Z) en los n experimentos estard dado

por:
R T

n

T =

Por otra parte, es obvio que cada que se realiza el experimento, X sélo tomard uno de sus
posibles valores 0 6 1 respectivamente. Definimos ny como el mimero de ocasiones en que
la variable aleatoria tom¢ el valor 0 y n; como el mimero de ocasiones en que la variable
aleatoria tomé el valor 1 (Es claro que n; + ny = n). Se tiene entonces que el promedio de
valores que tomé X en las n experimentos se puede expresar como:

Ty Ty . ngl + n11

n T on

Ahora note que los cocientes dados por % y ™ es la frecuencia relativa con la que X toma
el valor 0 6 1 respectivamente, de manera que si tomamos la interpretacion frecuentista de
la probabilidad, se esperaria que, cuando n es grande el cociente 2 ha de estar préximo a
la probabilidad de obtener sol (P [X = 0]), mientras que ** préximo a la probabilidad de
obtener dgnila (P [X = 1]). Obteniéndose asi que:

n
= =[]f_z?.+}_....}.
n 1

1
E~O0P(X =0]+1P[X =1 ;= E[X] =3
def.
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Es decir la esperanza nos estaria diciendo que si lanzamos muchas veces la moneda. entonces
el "promedie” de los valores tomados por la vanable aleatonia X serid % o5 decir se esperaria
que & la larga se obtuviera el mismo mimero de dguilas que de soles.

D esta manera podemos eomnciar la siguiente conclusion:

La esperanza de X representa el promedio de los valores que toma la variable
aleatoria cuando el experimento aleatorio es repetide en varias ocasiones

Queda ahora claro que la esperanza de X no es el valor que se espera obtener para X, pero
si ¢l valor gue se cspera obtener en promedio. Obsérvese ademds que, independientemente de
que se tome el punto de vista frecuentista, la esperanza de una variable aleatoria discreta X,
de acuerdo a su definicidn, es un promedio ponderado de sus diferentes posibles valores,
de tal manera que al valor 7, se le asigna el peso py(ze).

Esta nocidn de promedio ponderado también puede ser levada al easo en que X es absoluta-
mente continua pues recordando que la integral puede ser vista como una suma de Riemann
se tendria que®

] v
BIX) = [ 2fx(addz = 3 mufx(an)(on ~ 21-1)

L] k=1

Lo eual si consideramos que fy(z,) es constante en el intervalo (ze_;, 2:)
Fx(z)(ze — zh-1) = Fx(zi) — Fx(Ta-1) = P[X € (241, 2]
Par lo que sustituyendo se tendria que:
E[X] = thPIX € (Lk, Ti—]
k=l

De donde nuevamente la esperanza resulta ser un promedio ponderado.

Una tercera idea errdnea que suele tambieén tenerse es que la esperanza os igual, o por
lo menos cercana, & un valor ¢ de R para ¢l cual fy(z) o px(x) es un maximo * . Esto
ciertamente ocurre en algunas variables de mds renombre como por el ejemplo la Binomial,
Possion o Normal. Sin embargo no siempre es asi, simplemente consideremos a una variable
aleatoria con distribucidn exponencial de parametra A = 100, entonoes:

b | T
E[X] - fu IIEIF{—E}&J:_.}.... 100
Sin embargo al graficar ln densidad (ver grafico 2.1) se observa que ¢l médximo se obtiene

cuando £ = (), el eual es un valor relativamente lejano a la E[X] danda un claro ejemplo de
la posible diferencia de estas dos medias.

i Se da por hecho que se higo uon particidn del intervalo (8,b) oo nosubintervalos
* El punto x para el cual fy(x) é px(z) es miximo 82 le conoce como Moda de 1a distribucidn
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El concepto de esperanza puede generalizarse de una manera clara para el caso de funciones
de variables aleatorias de la sipuiente manera:

Sea C': R — R una funcion tal que G(X) & una nueva variable aleatoria, entonees por la
definicion de esperanza de la variable aleatoria G(X) se puede probar que:

( ju G(z)dF, = fm Glx) fx(x)dr enando X es v.a. absolutamente continua

E|G(X)] = {

f Gle)dF, = EG{I*}F-‘[“]' cuando X es v.a. discreta.
| -0

(2.8)

En donde se pide para que la esperanza este bien definida que la integral [ |G(x)| dF sea
finita.

Figura 2.1:
%1 Exprron
10,008
I:IIIE:
£, 00
0,003
Moda qq\‘\
) ol - — .
a 00 Ao A0 400 50 0 60
I

Para el caso de vectores aleatorios el concepto anterior puede ser escrito de la siguiente
manera. Sea X=(X}, Xq,..., X;) un vector aleatorio y &: R* — R entonces se define:

( [m...fmﬂ{.th...,xpjfx{xa, ..... Zp)dr ... dx, casocontinuo
- Eeees

E[G(X)] = ¢ (2.9)

3. Y Glaw,,. ..z )ex(zas - 20, caso discreto

Ty,
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En donde fx es la funcidn de densidad eonjunta del vector aleatorio X para el caso continuo
¥ px I funeidn de densidad de probabilidad del vector aleatorio en el easo discreto.

2.4. Propiedades de la esperanza

El operador esperanza definido en la seecidn anterior goza de ciertas propiedades que son
impaortantes en las aplicaciones de la estadistica. A continuacién se listard una serie resultados
que nos serdn ttiles para el presente trahajo:

Teorema 2.1 (Propiedades del Operador Esperanza). Sen X |, Y variables alentorias
con esperanza finida y ¢ un nimero real, entonces se tiene que:

1. E[cX] = cE|X]

2. E[X +Y] = E[X] + E[Y] (Linealidad)

9. §i X y Y son independientes entonces E[XY] = E[X]E[Y]
4. si X <Y entonces E[X] < E[Y] (Monotonia)

Demostracidn. Se demostrard en orden cada una de las propiedades anteriores

1. Usando la definicidn de esperanza para la funcidn de variables aleatorios (G(X) = X))
tenemos: - -
E[eX] = f dP(e) =6 f zdF(x) = cE[X]
= = i

Note que se usa la propiedad de linealidad de la integral de Riemann-Stieltjes

2, Supongamos que X v Y son absolutamente continnas entonces haciendo G(X,Y) =
X +Y tenemos:

EIX+Y)= [ N / " (e 1) oy 5 )y

= fm F xfxy(x,y)drdy + fm f ufx vz y)dedy
/ f”f\-y{r,y]dyd.r+f [:fx-.-{ziy'.id-sdu

.f: (=) .frm
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e [., xfx(x)de + j:ﬂ ufy(v)dy = E[X] + E[Y]

La demostracion para el caso discreto es andloga cambiando el simbolo de integracion
por el de suma.

3. Supongamos que X y Y son absolutamente continuas e independientes, entonces ha-

ciendo G(X,¥) = XV tenemos:

E[XY]:= f: j: :-rl!.ﬂt.rir1y]il‘-i-‘dy

Usando la hipdtesis de independencia de las vanables aleatonas se tiene que fy (2, 9)
es igual al producto de las marginales fy(x) fy-(y) por lo que sustituyendo:

=[:Ezy!x-"{z‘”}d"‘y“_[:_/:Zzyfx{zm-{y]dzdy

=f_m.1:_fx{:!:}ir | ufv(y)dy = E[X]E]Y]

La demostracidn para el caso discreto es andloga cambiando el simbolo de integracion
por el de suma

. Definamos a la variable aleatoria Z = Y — X. Entonces por hipotesis obtenemos que:

0<Y-X=2

Entonces £ es una v.a. que toma valores positives por lo que usando las propiedades
de la integral de Riemann-Stieltjes:

=5
mm=[ zdF, > 0= E[Y - X] >0
(i}

Finalmente usando la linealidad del operador esperanza obenemos:

E[Y] - E[X] 2 0= E[X] < E[Y]
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2.5. El concepto de Esperanza Condicional

Hasta este punto hemos expuesto todas las ideas relacionadas con el tema principal de este
capitulo, lo anterior fue hecho con el objetive de tener todas las herramientas necesarias
para motivar de una manera ficil una huena definicién de la esperanza condicional dade un
evento B al cual denotaremos como E[X | B| 4.

Recordemos que si X es una variable aleatoria discreta que toma valores &y, 13, . . ., entonces
su esperanza es igual a 3, 2 PlX = ). De manera que ahora resulta ldgico definir a la
esperanza condicional como:

BIX|B] = Y 0PLX =2y | B = 3y X =2} OB

P(B)

1 1 1
- mgnﬂlx =5, }NB| = rmzk:npix;ﬂq#; = P_w'jElx-’Fl 5

Ahora observe que E[X 1| no depende de la forma que tiene X (absolutamente continua o
discreta) por lo que se desprende la sipuiente definicidon de manera general:

Definicién 2.8 (Esperanza condicional dado un evento). Sea B cualquier evento de
probabilidad positiva v X una variable aleatoria de esperanza finita ® . Se define la esperanza
condicional de X dada la ocurrencia del evento B, E[X| B], como:

E[X1g]

E[X |B] = -Fﬁﬁ (2.10)

La interpretacién que daremos al nimero E[X| ] serd el promedio de los valores
que toma la variable aleatoria X cuando el experimento aleatorio es repetido en
varias ocasiones suponiendo en cada repeticién que el evento 5 ocurrid.

La anterior definicidn es nna generalizacion de la definicién de probabilidad condicional la
cual mostramos a continnacion,

supongamos que tenemos dos eventos A v B, B con probabilidad positiva, entonces por
definicitn sabemos que:

F(AN B)
0 B R e
(418) P(B)
* En esla parte sicmpre supondremes qoe el evento al eonl se et condicionando Gene probabilidad

positiva

5 Enoesta imlﬁ]d:‘u’t o et dando por (e e P[x In= ﬂl = P[{Jr.' = Dl'ﬂ Hl va que la igualdad no
necesarinmente es cieria, sin embargo, 1as igualdades arriba mencionadas son vilidas ya que conndo a2 =0
entonces g tiene qua 2 P{X = 5} N A =0 = 5, P X Tp = 5]

% Mote que ol pedie que X tenga esperanza finits se ssegura que E[X | B] exista yn que E[| X In|] < E[|X]|
lo cual £z consecuencia inmediata de que [ XIg| < | X|
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Si ahora tomamos a X(w) = [4(w) entonces:
E[IAIB] o E[f,."-.a] _ P{ANB) =
BT B ) el

Lo que muestra el comao con la definicién de esperanza condicional se obtiene la probabilidad
de un evento A dada la ocurrencia de otro evento 5.

E|X | B :=

2.6. Esperanza condicional en el caso discreto

Ahora daremos la definicidn de la esperanza condicional de X dado que ocurrid el evento
{Y =y} para el caso en que tanto X como Y son variables aleatorias de tipo discreto.

Como va tenemas la definicién de esperanza condicional de una variable aleatoria dado un
evento B con probabilidad positiva, entonces para seguir siendo consistentes con esta defini-
cidn resulta natural definir a B como el evento {Y = y} quedando la esperanza condicional
de la siguiente forma;

EX|Y =y

_ElXly.,) _ Z 2 PIX = 22, Y = 1]

S Ply=y 4 PlY =y

Ahora note que el cociente que aparece en la (ltima expresién no es mds que la densidad
eondicional de X dado ¥V = y evaluada en 2z, por lo que al snstitnirlo, mestra definicidn
quedaria de la siguiente forma 7 ;

Definicién 2.9. Sea X y Y variables aleatorias del tipo discreto y sea y tal que P[Y = y] > 0,
entonces se define la esperanza condicional de X dade ¥ = y, denotado por E[X |Y = y]
comeo:

EX|Y =y) =) apxir(ai |v) (2.11)
&

La definicidn anterior arroja las sipuiente ohservaciones:

1. La esperanza condicional de X dado ¥ = y nuevamente puede ser pensado como un
promedio ponderado en donde a cada z, ahora se le asigna el peso de la probabilidad
condicional de X =gy dado ¥V =y

2. Al calenlar la esperanza condicional nos queda una expresidn que depende de y por lo
que a veces se acostumbra a escribir gly) = E[X | Y = g], lo cual nos indica que Ja
esperanza condicional cambia dependiendo de que valor se le asigne a .

3. Un punto importante gue se desprende de lo anterior es la definicidn de E[X | ¥] como
una v.a. aleatoria que es funcion de Y (g(Y) = E[X | Y]).

7 Be da por hecho que el evento ¥ = y thene probabilidad positia
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2.7. [Esperanza condicional en el caso absolutamente
continuo

Ahora pensaremos a X y ¥ como variables aleatorias del tipo absolutamente continuo y
nuevamente el probloma serd definir una expresion para la esperanza condicional de X dado
Y=y

Muotivados por la definicidn en ¢l caso discreto resulta ahora natural definir este concepto de
esperanza condicional poniendo en lugar de la funcidn de densidad de probabilidad condi-
cional del caso discreto a la funcidn de densidad continua del caso absolutamente continuo,
ademds para seguir siendo consistentes se cambiari el simbolo de suma por el de integracidn,

Definicién 2.10. Sea X e Y variables absolutamente continuas e  un mimero real tal que
Fyly) = 0. Se define la Esperanza condicional de X dado Y = g como:

BIX|Y =4 = [ zfuwe|u)dz (2.12)

Las observaciones que surgen tras esta definicidn son similares al caso discreto, pues nue-
vamente la esperanza condicional puede ser vista como un promedio ponderado viendo a la
integral como una suma de Riemann. Note ademis que muevamente la esperanza condicional
queda en funcidn del valor que toma .

Estas definiciones también pueden ser levadas para el caso de funciones de variables aleato-
rias y de vectores aleatorios de la siguiente forma:

Sea Xiy,..., Xy, ¥ variables aleatorias y G: R* — R una funciéu tal gue G{X,, ..., X;) es
nuevamente una variable aleatoria con esperanza finite, entonces se puede probar gue:

i {5
f f Gl .oy 2p) fepyr (10 ooy | W)y .. dirp,  caso continuo
o )
P=teres
ElGX)|Y =y] = ¢
zn-chi'hr-~-1t,]1?x|v{1'h.---13;;,|l|']' caso discreto
Ty W

L

(2.13)
En donde, para que todo esté bien definido pediremos que ¢ sea un mimero real tal que
fy{w) = 0 en el caso absolutamente continuo o gy (y) = P[Y = y] > 0 en el caso discreto,
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2.8. Propiedades de la esperanza condicional

La esperanza condicional para variables aleatorias discretas o absolutamente continuas defini-
da anteriormente gora de las propiedades descritas en el teorema siguiente:

Teorema 2.2 (Propiedades de la esperanza condicional). Sea X, Y, 2 vartables aleato-
rins discretas o absolutamente continuas con esperanzas finitas y e,y € R fal que fy(y) > 0
st Y es absoltomente continug o py (y) = 0 5t Y es disereta. Entonces se cumple lo siquiente:

1 EleX|Y =y|l=cE[X|Y =4

2 EX+Z|Y=y|=E[X|Y=y+E[Z|Y=y

5. 5i X y Y son independientes, entonces E[X | Y = y| = E[X]
4- E[H(X)G(Y)|Y = y] = G(y) E[H(X)|Y =y

Demastracién. La prueba se levard a cabo en orden y tinicamente para el caso en que XY,
y & son variables aleatorias absolutamente continuas. (El inciso 4 na es demostrado en este
frubajo por su complefidad y falta de hermamientas para su demostracion sin embargo la
demostracion puede ser consultada en "Probability and Measure Theory™ [7] en la pdgina
220)

1. Sen CG(X) = X, entonces por definicidn tenemaos:
EleX|Y=y:= exfxy (x| y)de = I:F zfyp(x]y)ds = cE[X |Y =y
- -
2. Sea G(X) = X + Z, entonces por definicidn tenemos:

EX+Z|Y =y := /m fm{: + 2)fx v (£, 2 | y)dzdz

= j:: }-—jy} da fx.z,v{m W, z}didz + f_: ﬁj_‘: Txzy {z. Y. z']iqzdz

I Jryiew)
_ [T Ixx(=w) = fepley) . 7 st :
= [ e [ TR e [ apte o [ stawc 1o
e — "

Ty l=lu) Tzivlaim

=EX|Y =y +E[Z|Y =y
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3. Supongamos que tanto X como Y son independientes, lo que implicarfa que la densidad
conjunta de X e Y es igual al producto de sus respectivas marginales (fxy(z,y) =
fx(z)fr(y)). Entonces tendriamos lo siguiente:

EX|Y =y = /m s (@ |y)ds

-0

_ j“"’ Jxr(@y) @[szxmh(y)dz = E[X]
hip

—sc fr(y) Ir(v)
O

Observe que una consecuencia importante que obtenemos de las propiedades anteriores es
que:

E[G(X) | X =1 = G(t)

2.9. Algunos Resultados Importantes

En esta seccién daremos algunos resultados importantes relacionados con la densidad condi-
cional de los estadisticos de orden y esperanza condicional dado un evento, mismos que seran
utilizados en el capitulo 3 de este trabajo y nos seran de gran ayuda para poder llevar a cabo
la caracterizacion de las funciones de distribucién que pretendemos.

Los dos primeros teoremas que se tratan a continuacién estdn basados en la prueba expuesta
en la obra de H.A. David [1] en las paginas 265-278.

Teorema 2.3 (Distribucién condicional de Y;.,| Vi, =t con k <7). Sea Y}, < Ya,, <
.o € Yo los estadisticos de orden de una muestra aleatoria X, Xs, ..., X, de una funcion
de distribucion F(-) continua y sea 1 < k < r < n. Entonces Yrn|Yin =t tiene la misma
distribucion que el (r — k) estadistico de orden de una muestra aleatoria de tamarnio n — k
proveniente de un distribuciéon dada por:

T w2
G lz) = (2.14)

0 r<t

Demostracion. Por definicién tenemos que:

FrnlVin (Ul ye = 1t) = &L?:}_"%”_t)
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Por lo que usando la férmula (1.13) para la densidad conjunta de dos estadistico de orden y
la formula (1.7) para la densidad del estadistico de orden k tenemos que lo anterior es igual

a
_nlF O [Fly) - FOI ™" 1= F@)"" £t f ) (k=1)!(n—k)!
(k=1 (r—k—1)(n—r)lF @) 1-F@)]"™"f@)

Lo cual tras eliminar términos que multiplican y dividen queda de la siguiente forma:

(=K [F(y)-F@) ™ '1-F W'~ f (v.) (2.15)
(r—k-1)(n-r)l - F@)"

S¥enlVien (Ul = 1) =

Asi pues, hemos probado hasta esta parte que la densidad condicional Y;.,,| Vi, = t estd dada
por la ecuacién (2.15) por lo que para terminar con la prueba del teorema lo que resta es
verificar que en efecto esta ecuacién es igual la densidad del (r — k) estadistico de orden de
una muestra aleatoria de tamaio (n — k) proveniente de la distribucién G (z)

Sea X7,...,X,_, una muestra aleatoria de G (). Aplicando la férmula (1.7) para encontrar
el (r — k) estadistico de orden de una muestra de tamafio (n — k) tenemos:

(= RB)IG k) 1= G ()" C (3s)
g)’r—i:n—k(y"“k} i (‘l" —k— 1)1 (n —k—7+ k)l

Como:

_(Fe-) =F@®)\ _ f @)
d‘”"“_( 1-F () )"I—F(t)

-Gl = [t

Entonces tenemos que la densidad es de la forma:

(=K [F (i) = FOI ™' [1 = F (@e-)]"™" £ (¥rs)
r—k=-Dn-n1-FOI " 1-F@O" [1-F @)

G ken-n (yr-k) =

(n—R)F () - FOI ™" 1 - F )" f (%)
(r—k—1)ln—-7r)[1-F@)]"
Lo cual es lo mismo a lo que habiamos llegado en la ecuacién (2.15). Por lo tanto hemos

probado que la densidad de Y;.,,| Yi., = t es igual a la densidad del r — k estadistico de orden
de una muestra de tamafno n — k proveniente de una distribucién dada por G () ]

g‘l"pvk;..-.k(yr-k) =

Teorema 2.4 (Distribucién condicional de Y,.,| Yin =t conr < k). Sea Y., < Y5, <
... <Y, los estadisticos de orden de una muestra aleatoria X, X», ..., X,, de una funcién
de distribucidn F(-) continua y sea 1 < r < k < n. Entonces Yyq| Yin = t tiene la misma
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distribucidn que el r-ésimo esladistico de orden de una muesire alealoria de lamano k& — 1
provenicnle de una distribuctdn dada por:

e s
Gz) = (2.16)
1 e -

Demastracidn. Por definicidn de densidad condicional tenemos que:

i i .
Fromi (Bl in =) = "—J,i%

Ahora recordando que » < k v usando la fdrmula para la densidad conjunta para dos es-
tadisticos de orden tenemos que:

Frraa e = ) = EZNFOI PO =Ll T - (a1

Por lo que ahora basta probar que la expresion (2.17) es igual a la expresion obtenida al
encontrar la distribucidn del r-&simo estadistico de orden de una muestra aleatoria de tamano
k — 1 proveniente de la distribucién dada por G(x).

Sea X;,...,X;_, una muestra aleatoria de O (x). Entonces aplicando la formula (1.7) ten-

=iy
(= YG) 1 =Gl G ()
O (r = 1)k~ — 1))

Pero por hipitesis, sabemos que
() = F)
L )

[1 = Glw]*""" = {M}""-I

F(t)

_ Jw)
(w-) W

Por lo que sustituyendo obtenemos que:

_ U= WP ) [F(t) = Plu))™ S (we)
Frea-slo) = (r— ik —r — DF(ep (28

Finalmente como la ecuacion ( 2.17) es ipual a la couacion (2.18) se prucba que en efecto lu
densidad de ¥,,| Yin =1 (r < k) es igual a la densidad del r-ésimo estadistico de orden de
una muestra aleatoria de tamaiio k — 1 proveniente de una distribucidn dada por G'(z) O
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Teorema 2.5. Sea X variable aleatoria absolulamente continua con esperanza finita. En-
tonces:
lim E[X |X >n] = E[X]
A—s—

Demostracidn. Por la definicidn dada en (2.8) tenemos:

fx(r)dr
) E[XIixsm) ./ f
L EX|X>m = Hm PX>n] n+w= PX>n]

oo [
n PX>n  lm PX5>nl

Pl =

Lo anterior se justifica haciendo 4, = {X > n} (observe que A, converge a 02 cuando
n — —oo) lo que implicaria que:

= E[X]

lim P[X >n]= lim P[A,]= P2 =1

==

Para ver con mds detalle este paso, puede consultar " Probability and Measure Theory™ [7]
en la pdgina 9. a

Observe que de manera andloga, se tiene gue;
lim E[X | X < n] = E[X]

Teorema 2.6. Sean o y § los extremos izquierde y dereche de una distribucidn absoluta-
mente continua F. Sea g : [, ) — R una funcidn con primera derivada continua tal que
lim,_5 g{z) = oo y supongamos que Elg(X)] < 0o, Entonces

a
j ¢ (@)1 - F())dz = Elg(X)] - gla)
Demostracidn.

/ " ¢ (@)1 Pz = / " $IPIX > sjds = / " { 3 ey} de = [ ' i " 4 (=) e (akdds

Intercambiando ¢l orden de integracion

T S il it
A [ awi{f
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Utilizando el Teorema Fundamental del Calculo para la integral respecto a x

3 3 8
= [ 1@ {ow) - o)} dy = / o) fx (W)dy —g(a) f fx(w)dy

Elg()] i

Por lo tanto 5
j ¢ (z)[1 - F(x)}dz = Elg(X)] - g(a)
{=]

Teorema 2.7. Sean o y 3 los extremos izquierdo y derecho de una distribucion absoluta-
mente continua F. Sea g : [a, 3) — R una funcidn con primera derivada continua tal que
lim;_.5 g(x) = co y supongamos que E[g(X)| < co. Entonces

lim g(z)[1 — F(z)] =0

Demostracidn. Integrando por partes:

3 A
+ f o) fx(2)dz
o @

Elg(X)]

i
‘ [ ¢ (@)[1 - F(2)|dz = g(z)[1 - F(z)]

8
= [ 4@~ F@)dz = lim, o) - F(@)] - o(e) + Elg(X)

Entonces usando el teorema anterior:

Blg(X)] - g(a) = lim g(z)[1 ~ F(z)] - g(a) + Elg(X)]

= 0= lim g(z)[1 — F(2)]

Note que como [1 — F(z)]" < [1 — F(z)] para todo n € N entonces:

= h’r:}?g(x)[l —F(z)*=0 VYneN

De la misma forma que en los teoremas anteriores se puden probar los siguientes resultados:
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Teorema 2.8. Sean a y 3 los extremos izquierdo y derecho de una distribucidn absoluta-
mente continua F. Sea g : (o, ] — R una funcidn con primera derivada continua tal que
lim,_, g(x) = 00 y supongamos que Elg(X)] < co. Entonces

ﬂ *
f g (x)F(z)dr = g(8) — Elg( X))
Teorema 2.9. Sean a y [ los extremos izquierde y devecho de una distribucidn absoluta-
mente continua F. Sea g : (o, 3] — B una funcidén con primern derivada continua tal que
lime—q () = oo ¥ supongamos que Elg(X]] < cc. Entonces

lim (a)F (@) = 0

Y nuevamente de esto idltimo se concluye que:

lim g(x)F(z)" =0  VneN



Capitulo 3

Una caracterizacion de distribuciones

Hasta estos momentos se han expuesto todas la herramientas necesarias para poder comenzar
la caracterizacidn de funciones de distnbucidn por medio de la csperanza condicional de sus
estadisticos de orden. De esta manera, este capitulo contard con varios tearemas y corolarios
que nng dirdn bajo qué condiciones podremos construir una funcidn de distribucidn, sabiendo
la forma general que toma la esperanza condicional de los estadisticos de orden.

Comenzaremos con el teorema (3.1) el cual nos dice que si tenemos la esperanza condicional
de la forma:
r=1

Ely{‘k’m}ln:.,=t]=g{t]-+cza—l—j r<k Wi

fmk

Entonces bajo adecuadas condiciones dadas al dominio y forma de la funcidn g podemos afir-
mar que la distribucidn, que siguen las vanables aleatonias que dicron origen a los estadisticos
de orden, os:

1
Fiz)=1- HIIJ'{—ELNJT} —yfn]']}
Posteniormente s¢ mencionarian obras formas de esperanza condicional que también corac-

terizarian a estas mismas funciones de distribucion,

Mds adelante, también se mencionan los teoremas para el caso en que F es de la forma:

P = {1l - o]

Y finalmente terminamos con algunos ejemplos y aplicaciones de todos estos teoremas.

43
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3.1. Teoremas de caracterizacion

Las demostraciones de los teoremas (3.1),(3.2) v (3.3) que a continuacidn se presentan estan
basadas en un articulo que publied LY. Ouyang [11] en 1996 por la que estas demostraciones
seguirdn el mismo razonamiento que él signid complementindolo con algunos pasos que
omitit como obvios,

Teorema 3.1. Sea ¢ € R — {0}, consideremos a > —co y 3 < oo los ertremos izquierdo
y devecha de una funeién de distribucidn F(-) de uno variable ahsolufamende confinua X
con )< F(z) <1 Vr € (a,4), y sea g: [0, 7) — B una funcidn continua sobre el intervalo
|a, 3) con primera derivada continua sobre (o, 3) y tal que g(z) = oo cuando z — 3~ =
e >0 o ¢ < 0 respectivamente. Si E |g (X)] < oo, entonces:

r=1

Elo Vo)l Yin =] = 9(0) 4 ¢ Y = & F(a) = 1 - ezp{ -1 o (0) - g (a)]}

1=k
enl<k<r<n,Vic (o)
Demostracidn. Usando el resultado del teorema (2.3) que nos da la densidad condicional de

Yem | Yim = t eon k < r y por definicion de esperanza condicional para el caso absolutamente
continuo dado en (2.13) tenemos:

[Fly) = FO ™" 1 - Fw)]"™"
=rF)*

i ]
Elﬂ[ﬁmilhm=tl=ﬁ:[ g{yr]{ }dF{y,.] (3.1)

donde

(n— k)
r—k—1l{n-—r)
Dade lo anterior, comenzaremos la prucba con la parte de suficiencia

A =

. =

Suponiendo que F(z) = | —exp{—1[g(z) — g(a)]} tenemos las siguientes cuatro igual-
dades:

P - PO =en{-1O-g@l}-emn{-L@ -0} (2
1- P () = esp{ -3 o 0) - 9 o]} (33)

dF (y) = F (vr) dy = iew{—é l9 (wr) - ytu}]}g‘ (ve) dyr (34)
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Sustituyendo las ecuaciones (3.2), (3.3), (3.4) en la ecuacidn (3.1) tenemos que la esperanza
condicional es igual a:

o (Fw) = PO ep{-B7Elo(w) - 9 (e}
= A:l a () P *

%ﬂp { : lo (we) - s.r(a}i} g (u-) dyr

e
Lo cual si es simplificado v reacomodado

AI fng{yr]y' (Fr} !F{Fr} _F“”r-t-l.

TH-FrT ¢
ern{ -2 g (4) - g a)] | o (85)
Integrando por partes en (3.5)
w=g(u) [Fw)— F@&) " v =exp {—" — : o) -y{ﬁil}

= du=g(y)(r—k-1)[F(w) - F(t) ™ ezp {—% lg (we) = ﬂ[nll} %9" (we) +
[F(ue) = F(OI " g () dyr
= do=enp {2 g ) - g} [-
Entonces

; vl 8 _A, ;
- - - el
= ]1 — FU”“-* n=r+1) .l vy []_ T P{t}]“"" n—r+1) [ ‘[i vl + uy

Sustituyendo u, v v evaluando ! :

“"+19‘{%}}m

c

{

a
=10
t

9 IF )~ O erp { "= g ) - g )]

! Note que por las condiciones que cumple la funcidn g, lo que en realidad estames haciendo al evaluar
en e boaner el limite cuando g tiende a0 3 esto es:
rak—1 n=r+1 &
alu) IF (we) = Fit)] expy ———lolw) - glall¢| =
r

n=r+l

Jim_ g (y) [F () - F (O] 1uw{ — lo(w) -g{un} =0
Lo enal es vilido por el hecho de que limy, oo gl ezp { _%gind} =10
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8 8
[ o= [Cow)e—k-11F @) - FOr*em{-Z o - g1}
%y' (y) eap {—#ﬁ l9(w) —9 (O)I} dy.  +

p —-r+1 7 '
[ e {2 0 - @1} (P @) - FOF o )
t
De donde después de sustituir el valor de A, obtenemos que (3.5) tiene la siguiente forma:

-r+1

B8
2 g'(y,)[p(y,}_p(t)]r—*~1ezp{_ bli) —g (a)]}dyr

TO=FQOI*
g _ r—k-2 n-r+l
TR {[F(yr) FOI ™[~ F ) }amyr) (36)

R v 2(n—r+ 1) [L-FO"

donde
(n—k)!
(r—k—-1)!(n—r+1)!
Ahora note que el segundo sumando de la expresién anterior es igual a E[g (Yr_1.n)| Yien = ]
(Ver ecnacién (3.1)) de donde obtenemos que:

8
E%(zt]]‘;:g_/: g’ (y) [F (yr) = F (t)]f—k—l o

A‘2=

E[g(Yrn)| Yien =t] =

eIp{ ;“ [9(y) — g (a)]} dyr + E[g (Yr-1:0)| Yin = 1] (3.7)

Resolvemos la integral involucrada en (3.7) por el método de integracién por partes:

Sea

u=[F@)-FOI™" vy v=ep{-2[g(y)-g(a)]}

=  du=i(r—k-1)[F(y)-F@OI " eap{-Llg() - 9()]} g (v)dy.
=  dv=-"THegp {2t [g(y) — g(a)]} ¢ () dyr

Por lo que la integral en (3.7) es igual a:

c ﬂud c ﬁd
__n—'r+1_/: ‘U__n——r—kl —j;vu-f—uv

]
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De donde tras sustituir y evaluar?

n—r+1 A

(F () - F O™ exp{— lo (&) —g(a)l}

[ o= [ ir ) - PO {22 o)~ g}

Entonces al resolver la integral por partes hemos llegado a que:

8 - =
_/: g (ur) [F (y) = F(t)] %! ezp{————-— lg (wr) - g(cr)]} dy, = ++i

3
/: 9 () [F (y) — F ()]0 exp{_w

c

) g(a)]}dy, (38)

Ahora note que de esta iiltima igualdad la integral que aparece en el lado izquierdo es igual
a la integral del lado derecho haciendo la sustitucién de r por r — 1, con la diferencia que

aparece el factor n‘f +i multiplicando a la integral del lado derecho.

Asi pues de la igualdad (3.8) se puede observar que si llevamos a cabo (r — k — 1) veces el
mismo proceso de integracién antes descrito llegamos a que la integral que aparece en la

expresion (3.7) es:
B (r—k-1)(r—k-2)...1 2,
- (n—r+1)(n,-r+2)...(n-r+(r-k-1})[, 9 (ur)*

exp {—Ey l9(w) —g (a)]} dy,

it I)I_{T;)!_ ol [ g (v exp{“‘——- l9 (y) - 9(")1} dyr (39)

(n—k

Por lo que sustituyendo este 1iltimo resultado en la ecuacién (3.7) llegamos a que la esperanza
condicional E [g(¥;.,)| Yin = t] bajo la hipdtesis de suficiencia se puede expresar como:

_ n—k
T —r+)1-F@""

] g (v) ezp{—n—{g (yr) - ]}dyr+

E [g (Kl'—l:n)l Yk:n =, t] (3'10)

2 Recuerde que

lim exp {_n;cr_+_l lo(vr) -9 (“)]} 25

wrl—8-
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Ahora resolveremos la integral involucrada en (3.10). Para ello procederemos por el método
de cambio de variable:
Sea

"l ) - g (@) = du=-""%4 g,)

°U = —
C

Entonces la integral de la expresién (3.10) toma la siguiente forma:

s - c n—k
sy /—"—c*ig(zl—g(a)] exp{u}du = m=—= {0 - e:cp{—T [g(t) - g(a)]}}

e -t -g@)} = Eu-For (3.11)

De donde finalmente tras sustituir este iltimo resultado en la ecuacién (3.10) obtenemos que
bajo la hipétesis de suficiencia:

E [Q‘ (an)] b t] — ﬁ +E [g (Y—l:n)l Yin = t] (3-12]

r+
Ahora usando recurrentemente lo anterior:

( 4 c c
n—r+1 n—-r+2 'n-k

E [.q (Yrﬂ)l Yin = t] = +E [g (Yk:nJ] Yim = t]

Y como E g (Yin)| Yin = t] = g (t) entonces se tiene:
r-1 1
E[g(Yen)|Yim=t]=g(t) +cY_ ——

Pl ot

Con lo cual termina la prueba de suficiencia.
- =>:]

Para comenzar con la otra parte de la prueba partiremos de la ecuacién (3.1) la cual es
vélida por definicién de esperanza condicional para el caso absolutamente continuo.

[Flw) = PO 1 - F )"
e

8
E [9 (Yr:u)l Yin = t] = A -/: g {yr') {

Pero por hipétesis:

r—1

1
i=k
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Por lo tanto:

I.g{t}ﬂ:t—] [1-Fr* =fhj g (ve) [F (w) = F(O ™ [1 = F ()] " dF (ye)

T
(3.13)
Ahora nos centraremos en resolver la integral del lado derecho de la ecuacidn anterior por
media del métado de integracidn por partes.

Para ello hacemos:

u=g()[Fw)-FOI ™" v v=D-F)"

= du=g(y) (r —k—1)[Fy) - FOF ™7 dF () + [Fw) - FOI ™" 9 () dy.
Sdv=—(n-r+1)[1-F ()" "dF ()

Con las sustituciones anteriores la integral 1 es igual a:

- ﬂ—r+1f - I'I—I"+l[ fudu+ut.r

y

Pero como® )
y{vr] IF{yf} I F{t”r-k-l ll _F{lﬁ-”“-rHL =10
Entonces:
e t+1fa (L= F )" g () [F (we) — F O dF (y) +
L fr [~ F ™" [F () - F O " o' () dye

Por lo tanto, sustituyendo el resultado de la igualdad anterior en la ecuacidn (3.13) tenemos

que;
r=1
[ {t1+cZ—-] P=-FE*=

i=k

G # k-2 n-rtl
s [ P ) = PO 1= F @ dF )+

% En esta parte utilizamos el hecho de que
Hnilryb:}ll - Fiz)|" =0

Lo eual fue probado en el teorema (2.7) del capitulo 2.
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{" A f g (ye) [F (e) = F O " [1 = F ()] die
r—k=1(n=r+ 1N

Ahora note gue el primer sumando de la expresion anterior os igual al lado derecho de la
ecuacidn (3.13) pero haciendo la sustitucidn® de # por » — 1. Entonees sustituyendo el valor
de la integral del primer sumando v usando la ecuacién (3.13) hemos prabada que:

r—1
[a{t}+czﬂ+j] —F@)"*= [g{t}+cZ--]il-Ftt}]“

J=k

=K G ¥ g = s
T 9 WP = PO - P dy,
=
r=2
g(t) +e —_ 1-F)" "= [ {:]+ —] [L=F{)" ™+
{n —k)! ;2 r—k=1 f=rl
g (we) [F () — F(t)] (1= Fw)] dy,

(r=k=1)l{n-r+1)! J,
Por lo tanto tras distribuir y eliminar los sumandos que se repiten en ambos lados de la
igualdad anterior obtenemos que la ecuacidn (3.13) es equivalente a:

7
——[-FEI"*=D [ g (W) [F ) = FO ™ 1= F )" dy.  (314)

En donde
(n — k)t
(r—k-1){n—r+1)!
Nuestro siguicnte paso serd derivar respecto a ¢ ambos lados de la igualdad de la ecuacion
(4.14) obteniendo con ello lo siguiente:

D=

4 Recuerde que 1a variable pe v mndn parn bes exprosiones con inbegrales por bo gque

fffmdy, =fﬂm-;}du,-=
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d Je[l —F il dd .,
e {l.'. 1 r{t-]] } i D/ ig [IJ'-} [F{yr} = F{E}Ir—l‘—l “ = F{yr]]!l—rl-l dyrﬂ
t

dt n—r+1

<

(n=k)-F O 5

: d
e (1= F(#) = D(r—k=1) 2 (1= F (1)

A ! will= =F
[0 ) 1P ) = POF ™10 P )
Sustituyendo el valor de I y eliminando términes que se annlan:

(n — k)! X
r—k-2m—r+i)

[
 ——
n—r+l

(n=K)p-F@*' =

[ " @) P ) = FOT ™21 = P )™

Entonces derivando (r — k — 1) veces mas respeto de ¢ llegamos a que la ceuacidn (3.13) es
equivalente a lo siguiente:

cln— kN[ - R n— k) R —r ¥l
e EO O [ - P (19

& Obeserve que en ésta dltima igualdad, In derivada estd siendo introducida dentro del signo de inte-
gracidn lo cual ex algo que no siempre podemos hacer. Para justificar este paso se citard un tesrema del
libro "Advenced Caleubus” de Hans Sagan[10] pigine £26 ¥ cuyo enunciado se meribe o continaecion sin
demostracidn:

Teorema Sea /@ |ob] % [ed] = R, mym 2 [od] = R € Cleyd), 0 < ft) < nalt) < b parn todo
t € [c,d], p s para coda t fijo en [c.d] H, visia como funcién de z, es "conbinua” en [a,b], entonces la
Juncidn G : [c,d] — R, definida coma:

i)
Gt = -["m H{x, t)dr

ex diferenciable I!'Il{[".lﬂ ]

it} : ,
26(t) = f, e ;mr.:;d: + Hipal0), 019300 — Hm(0.0m (1)

Lo que pide el teorema para poder inteoducir ¢l simbolo de derivada dentro del de integral es que la funcidn
H{z,t) sea continia eome funcitn de x para eada ¢ Gjo, Io ool en puesto easo se tiene por b eontinoidad
de F asi como |a de g (z) que forman parte de nuestras hipdtesis,
Ademis debe darse cuenta que en niestro caso

H{malth thn(t) = Hin(t)thy(8) =0

Por el hecho de que H{t, ) = 0, v qua 49(t) e constante.
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i e
n=r+1
Derivando la ecuacidn anterior v usando el Teorema Fundamental del Céilculo

ﬂ F}
1-F+ = j ¢ () [1 = F (o)™ i (3.16)
£

el - F[!}]”"%{l -Ft) = —g 1 -FO"™
T.FC

d(l-F{t)) 1,
>T-Fm - o B

= dIn(l - F(f)) = —%g’ () dt

La igualdad anterior no es mas que una ecnacion diferencial para F{z) con condicidn inicial
F(a) = 0 la cual se resuelve integrando respecto a ¢ en el intervalo (o, x)

= fd:mu —F (1) =f‘—%g'md¢
Recordando la hipdtesis de que Fa) =0

= In(1- FO) =~ [o () - 9 (o)

= In(1~F () =~ [o =) ~ o (e)]

= 1
= P(a)=1-emp{~1lo(@) - g )]}
Con lo cual terminaria la prueba del teorema. O

Corolario 3.1. Supaniendo las mismas condiciones que el tearema (4.1) se tiene que:

1 1
Blo (kv Vin = = 9(0) 4 e & Fla) = 1-emp {3 o (@) -9 (@)} ©17)
Demaostracidn. La demostracion se resuleve aplicando el teorema (3.1) con r = k41 O

El resultado anterior fue probado por LY, Ouyang [6]) en 1994 y posteriormente publicado
en 1995, La demostracidn que ahi se expone o5 mis sencilla ya que la esperanza condicional
e tomada de estadisticos de orden adyacentes facilita mucho los cdlenlos al momento de
evaluar las integrales involucradas.
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Teorema 3.2. Con las mismas condiciones que el teorema (3.1) se tiene que:

1 = c B 1
E n~m+1§ng()¢:n) Yk:rI:t] =y(t)+ﬂ_——m+1£j=k;l_—_jﬁ
1
Fla)=1- exp{—; lo(2) -g(an} (3.18)

dondel<k<m<n
Demostracién. Nuevamente comenzaremos con la parte de la suficiencia.
" =

Esta parte de la prueba es sencilla ya que tnicamente hacemos uso de las propiedades
de linealidad del operador esperanza condicional asi como del teorema (3.1) demostrado
anteriormente.

E {n e ZQ(YM)

r=m

Yicn = ] = mﬂzslg(}:n)mn—tl

n r-1

Y= B > RT3

r=m )_

Con lo cual termina la primera parte de la prueba.
L =-‘r:]

Supongamos que:

E [n m+1Zg(K.,,}

n r-1
Yk"‘_t] g(t)+n m+lzzn J

r=m j=k

:,ZE[g(nnnn q:z{g(mciﬂ_{}} (3.19)

(3 1) r=m

Note ahora que usando la ecuacién (3.1) del teorema anterior se tiene que:

[Fy) = FOI ™ 1= F@)™" % eSS
ZA,[ 9 (%) { - FEr™ }df(yr)ur;n{g(t)a- ;n_j}

r=m
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rErm

BT SR (RS ST
j=k

]
[ a(we) [F () = F (O [1 = F(w )" dF (ur) (3.20)

Ohserve que la ecnacidn anterior os ipual a la eevacidn (3.13) salvo ol simbolo de suma que
aparece en ambos lados. Y como la ecuacidn (3.13) es equivalente® a (3.15), entonces la
anterior igualdad es equivalente a la eeuacidon (3.15) pouniendo los respectivos siimbolos de
sumas en amhos lados quedando de la siguiente forma:

Sen-RL-FEOP™ N -k 7 .
L nmr  Dia—r+17 —Emlmﬂl-“m*! du

Devivando respecto a i

Eﬂiﬂ —k}![I - F{ﬂ]u r% [1 o F[E}I z{ {ﬂ k}! rg {”[I 2 r{-”]ﬂ—r+1

(n—r+1)! '.I'F.C' it r+ 1)!

P

N = FIOT d n—kt . n—r+1
:E{CIR {ﬂ}—[r+llliﬂi _[I_F{t}l {—H'!&Tig Qi =FE) }=u

r=m

:.__zm = g:[ilr_;;?i" { e L=F(t)]+g (O - F{t]]}

Como (1 - F(t)] >0 V€ (a,f), entonces 377, @RS 50 ve e (a,0), de

dende para que la igualdad anterior sea cierta es necesario que:

d[i.{':{f_ﬂ = _.ﬂ‘u

d‘ ¥
el =FO]+g (1 -F(O)] =0 S—50 E

Lo cual implica, como ya se habia probado, que:

P(a)=1-ezp{~31o(a) - s (a)]}
Con lo que termina la prueba. O
Observe que el teorema anterior pide que 1 < & < m < n por lo que no se aplica cuando

k = m, asi que para contemplar este caso particular presentaremos el siguicnle corolario
para la solucidn este problema.

8 Para ver detalles, reviear Ia demostracidn del tearema (3.1)
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Corolario 3.2. Bajo lu misrnas condiciones que el teoverna (3.1) se tiene que:
E Zg{Yp] Yii=t 5:|{t]+—'lr
.1 +1 ot k+1
1 g
F{r]=1—EIP{-;ly{rl-y{u}l} (3.21)

Demostracidn. La prueba se realizard en ambos sentidos al mismo tiempo partiendo del
teorema anterior haciendo m =k + 1:

F(z)=1 —ezp{-ilg[?!}—ﬂ'{“ﬂ}

{'-'}E-I:“-'—‘ Z H{an:' ykh-t] -gl:t}"'_ Z Zﬂ._ 1

r=kil r=k+1 j=k

Pero coma’

Por lo tanto lo anterior pasa si solo si:

n

Bl Y ot

Yin = t] =gt} +e

|.:I'l r=k+]
ﬁ-—l~E'i (Vo) Yen =1 —Lk{ﬂ+ir
n-k+1 ;-t+:|g s et il Fu—k+lg n-k+1

7 Eata ignaldad puede verse de maners mis feil ordenando los sumandos de la signionte forma:
1

= (k+1
n{l+]

k
k

=

n-k T na-tk+l] | n-(k+2)
i | I

n-%k T n-k+1] T n-(k+D
l 1 !
1 1 1 1

. RPN |

El cunl es un arreglo de {n — &) = (n - k). De donde se deduee o resultsdo de la scoaeian al samar el ditime
renglén formado por unos.
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n

1
o [TE 9(¥ra)

=k+1

n—k n—=~k
ol — i C
Yion t] ey s L e g

n—k+1' n-k+1 n-k+1

o0

g(t) 1 -
n—k+1+n—k+1 - [FEIQ(Y,-:")

% =t] _ o) (n=Rg) , (n=k)e

g(t) 1 - o n—k
@n—k+1+n—k+1E[r§lgm’") Y"“‘_t}"““'(t)jﬂm—lwl'c
Recordando el hecho de que E [g(Yin)| Yin = t] = g(t)
s E -~L—i Yeu)| Yim = t| = (t}+"’—_k~c
ﬂ—'k+1r=kg rin kn = =0 n—k+1

Por lo que siguiendo todas las implicaciones hemos probado el corolario

O

En seguida se presenta otro teorema que de igual forma caracterizard a las funciones de la
forma F (z) = 1 —exp {—1[g(z) — g ()]} pero que sélo involucra al primer estadistico de
orden en el cilculo de la esperanza condicional

Teorema 3.3. Con las misma condiciones que el teorema (3.1) se tiene que:
1
Bly il ¥in > =0+ £ 0 P = 1-enp{ L@ -g(al}  @2)

Demostracion. Para empezar primero recordemos la densidad del primer estadistico de orden
la cual ya fue presentada en el primer capitulo de este trabajo y puede ser consultada en la
ecuacion (1.4):
d i
fria(y) = @an(?}) =n(l - F(y)] lf(y)

Ahora recordemos que la esperanza condicional dado un evento B, la cual puede ser encon-
trada en el segundo capitulo en la ecuacién (2.10), esta dada por:

E[X1s] - /B:cf(z)d:r

FXIB="pm) =" @)
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Entonces:

i}
f glw)n(l = F(y)]" " dF ()
E[g(Vin)| Yin > t] = =

]
[ ni-Faorar @)
I
Resolviendo la integral del denominador:

g

il _ "
[ ni = Fartar @) = -t =L@y pr
r

Por lo que sustituyendo lo anterior hemaos legado a que por definicidn se tiene:

" gu)nt - F )" dF (ur)
[1-F()"

Tenienda lo anterior, comenzaremos la prueba con la parte de la suficiencia del teorema

E[g (Yim)| Yien > #] = = (3.23)

L] ¢='.]

Supondremos que F(z) = 1 - erp{—% lg(x) - _qr[a]]} que &l ser sustituido en (3.23) nos
permite obtener:
n

o e
Blg Wil Yin > 1) = e [ alm)esn{ "L lo () - (el }

exp {—% lg(m) = 9{“}]} é!.'r'* (1) s

Entonces
n "] n 1.,
Elg (Vi) i > 1] = e [ 9w)ean {2 o) — o @)l } 26 ()

v
Resolvemos (IV) por el método de integracidn por partes
Sea
u=g(w) y v=ecp{-2lgln)-gla)}
= du=g ()dy

= dv=—Zeap{-2[g () — g(a)l} 9 () dn
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= l ’ = —1 i T un
~~5=F@F | “=~g=Far ['f s

Entonces al resolver la integral la esperanza condicional buscada es igual a® :
=1

]
SE=FOr

[_ I/!Jg' EHl]eJTP{—E lo(m)—g I:n}l}dy. +g{y,}emp{-g T g{a]]}

i

1 n a n ‘
= T=Fr leuﬂ'{ﬂil - F)" + m]—..-:/; e:rp{—; lg(m) —y[a]]]g {y;}dyi

v
La integral (IV) se resuelve por ¢l método de cambio de vanable haciendo u = —2 |g (y1.,) — g (a)).

a
i

=g(t) - mﬂ? {“E g () = ﬂ'{ﬁﬂ}

e ¢
=gl + ————=[1=F (=g (t)+—
00+ =l - FOF =90+ 5
Por lo que siguiendo todas la ignaldades anteriores hemos probado que:
Blg (Yia)l Yin > ] = 9 (8) + =
Con lo que termina la primera parte de la prueba.
. =
Para probar esta parte , ahora supondremos que;
Elg (%)l Yin > 8] = 9(0) + =

Lo cual al ser sustituido en (3.23):

a
w [ 9 - F )™ dF ) = 1 - FOP [o 0+ £]

B alserve que:

yllﬁ_i.:!ﬂgl:m}rzp { :[ﬁ{ll'l} 9{“}]} =0



3.1. TEOREMAS DE CARACTERIZACION 59

a . "
=-j: g)alt = F )™ dP ) = 1= PO 90+ 3]
—~d[L—F (g)]"

e [
=~ [Csdn-F@=n-FOF [s0+5] (3:21)

o

v

Resolvemos (V) por partes:
Sea

u=g(m) y v=[0-F(u)"
= du=g (n)dn

= dv=d[l - F(y)]"

['r’]=—[dw.!u=uu

A
(Vy=g()[1 - F{O" +j: [1=F(u)l"g (n)dy

Entonces si sustituimos (V) en (3.24) obtencmos:

Entonces: , .
+ f 1= F )" () dws
a

A ¥ i
V) =9@-FOF+ [ 1= FEIIs wdn =11~ FOF [a0) + £]

.l
= [(-F@ls @)dn =<0 -FOr
t
Derivando respecto a t v usandn ¢l Teorema Fundamental del Cileulo:

~U-FOPd O =S nl-FOr - Fo)

dL-FO _ 10y
c

-F@
De donde se concluye que:

Flz)=1 —m.-{-é lg () *yiu}]}

Con lo que termina la prueba del teorema. o
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Corolario 3.3. 5t F es de la forma:
o o G TR {—é lo(z) - g{au} s&(ad)

Entonces: "
EIQ{YI:"” = gla) + &
Demopstruciin. Usando el teorema anterior tenemos:
Elg(Yia) |Yin > = g(t) + = V€ (a,d)

Recordando el resultado del teorema (2.5) probado en el eapitulo anterior tenemos:
lim E[g (Vi) | Yim > 1] = Elg (Yiun)]
Entonces:
Elg (Yiu)] = lim g(t) + ,—i = gla) + E
]
Resultado

Sea g una funcidn que cumple con las condiciones del teorema (3.1) ¥ supongamos que F es
dada por la expresidn (3.33), entonces

r-1
Elg(Yow)] = Blo(Vin)| + €} ——  oon 7>k

Demastracidn. Aplicando el teorema (3.1} a la funcidn de distribucion F obtenemos que:

F=]

1
E[gcynn”}'-l':n — t; = g{ﬂ -f-cz HT}'
=k
e donde serd elaro que:

1
L]

E[g(Yen)| Yien] = 9(Yien) + ¢ Z

=k

Finalmente tomando esperanzas y recordando que ? : E[E[g(X) | Y]] = Elg(X)] se tiene ¢l
resultado

E [Elg{}"rn]l YH]] =5 [Q(Vkm}] + cE ﬁ

¥ La prueba de este resultado &:T:umlili:lu en este trabajo pero puede ser consultadi en la pigina 86
propesicidn 4,13 de lns notas de Miguel Angel Garein Alvarez [4]
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r—1
= E[g(Yrn)] = Elg(Yin)| +-¢Z ﬁ con  r>k

=k

Asi pues debe darse cuenta que iinicamente debemos obtener la esperanza de algmin estadistico
de orden para poder caleular todos los demas. a

En los teoremas y corolarios anteriores se supone que r > k, sin embargo, todos estos
pueden ser nuevamente enunciados para el caso en que r < k. Estos teoremas se presentan
a continuacién con sus respectivas pruehas v variantes las cuales signen la misma logica de
los teoremas anteriormente demostrados por lo que las demostraciones serin muy parecidas
al seguir los mismoes procedimicotos de integracion v rezonumicnto,

A contimiacidn se presente ol teorema andlogo al (3.1) suponiendo ahora que r < k

Teorema 3.4. Seac € R — {0} y consideremaos o > —co y (§ < o los extremos izquierdo
y derecho de una funcidn de distribuciin F () de una varieble alefarorin absolutamente
continua X, con( < F(z) < 1 ¥z € (a, 3), y sea g: (o, 5] — R una funcidn continua sobre
el intervalo (o, 8] eon primeru derivada continua sobre (a, 8) y tal que g (z) —* oo cuande
r—at sie>00c¢ <0 respectivamente.

i E|g(X)] < oo, entonces:

k-1

B9 (V) Vin =t = 9435 & F @) = exp{ 2o (9) - 9 @)}

Jj=r

eonl<r<k<nyvte(a,fd)

Debe de notarse que ahora la funcidn de distribucidn ha cambiado respecto a los teoremas
anteriores en donde se pedia que k fuera menor que r.

Demostracidn. La prucba serd similar a la demostracion del teorema (3.1), por lo que primero
daremos una expresidn para la esperanza condicional involucrada en el teorema.

Usando ¢l resultado del teorema (2.4) que nos da la densidad condicional de Yoy | Vi, = ¢
con r < k y por definicidn de esperanza condicional para el caso absolutamente continuo
dado en (2.13) tenemos:

e
E[g(Yrn) Yin =t] = Ay f gly) H(w) ™ (1 - H(y)]" " dH (w)

Daonde:
(k- 1)!

Tlr-Dk-1-7)

Ay
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Fiz

i r<t

Hiz)=

1 r>1

Par lo que al sustituir v simplificar;

i r—|. k=r=]
E[9(¥rn)| Yion = ] = As f oo fA L i “;‘:L,-F W™ gp)  (@25)

Comenzaremos la prueba con la parte de suficiencia
L] ¢=:]
Como suponemos que

F{:}=m{§mm —gczn}

Lo cual al ser sustituido en (3.25) se obtiene que la esperanza condicional E [g (Vi )| Yiw = 1]
£5 igual a:

L _A?___ _i e k=r=1 E i "
= e [ 2ot (70 - PG eon {71009~ 01} 0
Vi
Resolvemos (V1) por partes:
Sea
u=g(y)[F(t)-Fu)""" ¥ v=-czp{:|g(d) —g(w)]}
Entonces

du=—g(y) (k—r—1)[F(t) = Fw)]* " dF (w) + [F(t) = F()]* """ ¢ (w) de
dv=~Zexp {Z[g(8) — g (w)]} o' ()

Asi que resolviendo la integral:

=ﬁf:wﬁ’“f-{t] l fudu+mr

J



3.1. TEOREMAS DE CARACTERIZACION 63

Y como: r 8
woll, = g(w) [F (1) - F ()] m{;_ lo(4) - ”{y']]}la ="

Entonces:

Fly) "™ F () = F ()] i
PO dF (u.)

- E[g(¥on)|Ye =1]

]
E [9(Yen)| Yim = ] = Ae j 9 (yr)

"l

(k=1 9 @) [F () - Flu)] " exn{Zle(4) - 9 )]}
(MM (k—r- :}1_[ O dy,
Donde:
(k=1

A= i< =2

Por la que s¢ obtiene que:
E[g(Yen)| Yin = 1] = E[g (Yei1m)| Yen = 1] -

(k- 1)!
(r) (k- r— 1)IF(t

i
= f 9 )P @)~ F @)l eap{Z o) -9 (e (326
vir
Resolvemos (VIT) por el método de integracién por partes: Sea

u=[F)-F)" vy v=ep{Z[a(B) - glv)]}du
Entonces

du=~(k—r~1)[F(t) - F ()] dF (y,)

dv = —tezp{t[g(8) — g (u)l} ¢ (ve) dyr

Con lo que se llega & que:

fy' (we) [F(t) = F ()] exp {‘%1 lg (@) - yl{yrl}} dy,

-
Vi

k=r—-1
(VD)= —

Note que como ¥, es variable muda dentro de la integral, entonces (VIIT) es ignal que (VII)
sustituyendo r por ¢ + 1. Por lo que podemos usar la ecuacidn anterior de manera iterativa

logrando con ello integrar (k — r — 2) veces por partes, obteniendo que:

win = s E T [ e { O D=0 (9) - g 0
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{L ”L;T = f g '[Frh-'*‘?’{l—lﬂ{ﬁl yt;rr}]}dyr

Sustituyendo (VID) en (3.26) obtencmos:
E[g(Yen)| Yin = 1] = E[g (Yrs1)| i = ] -

(k—1)! (k—r—1)l(r—1)! .
(r) (k= = )F (1) (k- 2)! f g () ""{

win="%=

L (8 —g fm]} o

Lo cual tras simplificar v resolver la integral involucrada.

t

! , k-1
E[g(Yen)| Yin =t] = E[g(Yesrm)| Yin = 1] + I‘F{T}k-;w{ P lg(3) - F{Fr]]}

= E[g (Vo) Yin = t] = E[g (Yosra)| Yoo = t] + ez F(1)*

F{!}"
Par lo tanto: "
E{g(Yen) Yin = t] = E[g (Yesrn)| Yem = 1] + - (3.27)

Entonces usando la ecuacion (3.27) recursivamente obtenemos:

Eg(Yea)| Yin=1] =%+ HLI ek r'f] + E g (Yion)| Yin = 1]
9#7!]-
= E[g(Yrm)| Y = 1] —yf=1+=2—

e
Con lo que termina la primera parte del teorema.

L 4=.']
Utilizando la hipdtesis de que

k=1
E (g (Yo)| Yien = t] = glt) + cz;

Je=r
Lo cual al ser sustituido en (3.25) obtenemos:

A;fg{y.]F{y,}"‘{F{!}-F{y.}]"""dfr“{y,} [ 1]+fi ]F{!‘!*" (3.28)

-
rx
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Resolviendo (IX) por partes:
Sen

u=gw) [F)-F)*"™" vy v=F(w)

Entonces'”

du=—g(u) (k—r = D) [F(t) = F ()]* " dF () + [F(t) = F (w)]"" " 4" (o) dye

dv = rF (y)"" dF (ye)

k=

_; i
= X) ==L [y 1) - P PGy aP ) -

.
! f F () [F@) — F @)l ¢’ () ds
Sustituyenda (IX) en (3.28)

(k- 1)!
k=1 —2)

(k—1)!

[ 9 P P @) = P P )~

¥

U k=1
/Fhrrlr [F(t) = F ()] ¢ (we) dye = L"[”-‘r "-‘E; F(t)*!

j=r

Observe que la expresidon (X) es igual al lado fzquierdo de la ecuacidn (3.28) sustituyendo r
por r+ 1. Por lo tanto usando la igualdad de (3.28) podemos coneluir que:

[gm G“Y ;] Pyt - kD f F () [F(t) = F @) ¢ (o) dye =

ok Ak —r - 1)!

(t) +¢ § H Fr
g ]

j=r

Por lo gque tras elininer trninos semcjantes oblenemos:

A:fF{url' [F(t) = F(u)]*"" g (ur) dye = EF{!}"" (3.29)

0 Mete que en esta parte hacemos uso del reuoltado s nos garantiza que g gz)F(z)™ = 0 el cual
e consecuencin del teorema (2.9) del capitulo 2.
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Donde
(k=1

ik —r—1)!
Derivamas la expresidn (3.29) respecto a t (Recuerde en esta parte que bajo las hipdtesis del
teorema la derivada respecto a t puede introducirse dentro del simhbalo de integracidn).

As = —

£
= 4 [ GF @Y 1FO-F "9 () dye = G PO
De donde se obliene que:

i
Ak =r 1) [ F ) (@) - F @]9 ()i = Sk~ DF@

Derivando (& — r — 2) veces mis;

t
As(k =1 - Hff F(w) g (v)dy = Eik - 1)(k=2)... (k= (k—r—1)) F(t)*-*"

r+l
Por lo que hemos probado que la ecuacidn (3.28) es equivalente a lo siguiente:

t'{.i.

Ak —r ~1)! f Fw) g )y = S5V pay (3:30)

= 4D g = SRy
Pero al sustituir €] valor de A; se obtiene que:
g lbmr=Dirl (k-1 (k—r-lid
(k- 1) ik =r—1)! (-1}
Por lo tanto: 4
= L F(w)" 4 (v-) dy. = EFM’ (3.31)

Derivando nuevamente a (3.31) respecto a t y usando el T.F.C.
| it - E r 1.£
= —F(t)g(t) = rrF{t} IrﬂF‘l[i]

dF(t)
F(t)
Lo anterior es una ecnacidn diferencial para F con valor inicial F(3) = 1, la enal es re-

suelta integrando ambos lados de la ecuacién respecto a ¢ en el intervalo (z, 4] dando como
resultado:

= _%y'{z}au - = dLn(F(t))

Flo) = exp { 1 1606) - o]}
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Lo cual es lo que se gueria probar.

Teorema 3.5. Bajo las mismas condiciones del teorema (3.4) se tiene que:

1 ™
E H Hzlg{}rnn}

Dondel <m<k<n

m k=1

n;..==]=g{=}+ ZZ & F(z) = {i[y:m—yu}i}

=] j:u-

Demostracidn. Comenzaremos In prucha con la parte de suficiencia.

=i

Utilizando el teorema (3.4) asi como las propiedades de linealidad del operador esperanza
condicional:

.l m
E ;ggmn}

De donde tras distribuir la suma se tiene el resultado:

i =-r] EE[g{Ym}m. == Z{gttHrZ }

;u. r=1

1N Nty |
E ;ggtvﬂ..} n.-,,=:] =y{t)+;§§;
. =
PPor hipotesis:
m m k=1
r=1 r|='|. jnr

m k=1
o ZE[F{}':-““YL“={1 . E{QH} + CZ%}

r—-1 '!.'f el jur

Note que (XI) estd dado por la ecuacién (3.25)

™ i F - r=1 Fl{t)—F k=r=1 H k=1 1
EA;L g (1) L E;{:],,_t () dFIml=Z{yH]+cE;}

r=] Jur
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Entonces:

k=1

Emfﬂmmﬁﬂﬂmfmrmﬁm—z WHZHFW”

=1 j=r
Observe que la ecnacidn anterior es igual a la ecuacion dada por (3.28) del teorcma (3.4) si

a esta ltima le agregiramos o simbolo de 3770, en wnbos lados. Y como la ecuacion (3.28)
es equivalente a la ecuacion (3.30) entonces:

(k- 1}1

ZmrwwaMQWm 5 2l

r=] r=1

Ft)y
Lo que implica tras sustituir el valor de Ag que:
k=1)1 k-
Z{ }IHMym@-Z{ Fiey

Derivando respecto a t v usando el T.1°.C.

- prergm=3¢

r=1

c[k

o 3 F (t)

:Z{ D! pgyr-s F{l}+ ”F{:} {:}}-u

>3 Dy foran + P0s ) =

o | M ———
=0

Como i"—_;_'EF{!}"l =0 ¥ te (ad). Entonces para que la igualdad anterior sea
cierta es necesario que:

¢ (iFtt]) +F(t)g (t) =

Lo anterior ne ¢s mas que nuevamente una ecuacion diferencial para F con problema inicial
F(d) = 1, el cual se resuelve ficilmente legando o gue:

1
Hﬂ=mm{jﬂm—ﬂﬂq
Lo cual termina la prueba. O
Observe que el teorema anterior pide que 1 < m < & < n por lo que no se aplica cuando

ki = m, asi que haremos un resultado especial para este caso en el siguiente corolario, el cual
enunciamos a continuacién
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Corolario 3.4. Bajo las misma condiciones del teorema (8.4) se tiene que:

E[%E:ﬂﬂm}

r=]

L be) = emn{ Lo - o1}

Yiw = t] = g(t)+X

Demostracidn. La prueba se hard en ambos sentidos simultaneamente:
Partiremos del teorema (3.5) tomando m =k - 1

k=1 k-1 k-1
[u——zgu’mu r.m—:]—gm+ DI ﬂ»th}-m{ lsriﬁ%ﬂ{ﬂl}
r:rij r ®
X
1HiiH e
1 k-1 i k=1 h—ll
[X”]-ﬁ—EI:LZg{an} Yien —t] =g(t) + ¢ IZZ}
r=] j=r
. i 1 ’ k-1 k- 11
(XID) ¢ - E Eggm,} Yh.=t] -5 =) +¢ 1§§f
Como
l——lk—ll
Y3 c=k-1
r=1 _'i=r:lI

Lo cual se puede ver acomodando la suma como en el siguiente arreglo:

g sdpdonu
13" 3 kgl
S She it djervn =L
b+ 3 3 ¥ 5
1 e - A o i
3 kol
1| +
1 :
A
E—1
!
1

k-1

Sustituyendo el valor de la doble suma:

(XIT) ¢ [,_Zymn:|m =r} = o(t) + 0t + (k= 1)

'”‘"‘_4 TESIS NO SALE
i ¥ A BIRLIOTECA



70 CAPITULO 3. UNA CARACTERIZACION DE DISTRIBUCIONES

k

k
(XII) & E [% 2 9 (Yen)| Yien = t} =g(t) + ¢

Por lo que siguiendo las implicaciones se tiene el resultado:

% EQ (Yr:n)

k
r=1

Yien = t] =0+ £ e & o) = ean {1 0(9) - o)

E

Teorema 3.6. Bajo las mismas condiciones del teorema 3.4 se tiene que:
1
E[g(Yun)| Yam < t] = g(t) + % & F(z) = exp {E l9(8) - g(r)]}

Demostracion. Antes de comenzar cualquier implicacion, daremos una expresiéon que nos
ayude para la Esperanza condicional involucrada.

Recordando la densidad del maximo estadistico de orden asi como por definicién de esperanza
condicional dado un evento se tiene que:

f 9 (yn) nIF (yo)" " dF (yn)

E [g (Yn:n}l Yn:n < t] = P [Y < t]

Y como: :
PlYon <t] = [ nlF (o)™ dF () = (.~ DIF(E)

(]

Entonces tenemos que la esperanza se expresa como:

13
i / 0 (Wn) F (va)"" dF ()
0B

E [g {Yn“ﬂ)l Yn:n < t] = (332)

L] 4=:]

Por hipétesis se tiene que F(z) = ezp {1 [¢(8) — g(x)]} lo que si es sustituido en la ecuacién
(3.32) se tiene:

Bl (un)| Yo < 1] = sz [ ~2o @) ea {2 1608) ~ 0 @]} o' (o)

Integrando por partes:
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Sea

u=g() vy v=exp{®[a(B)-g(wl}
= du =g (ya) dya

= dv=—Zexp{2[9(F) — g ()]} ¢ ()

Entonees la esperanza condicional se expresa como:

'ﬁlij_' - j: 9 {yn]exp{'—: lg(8) - srty.ll}dy- +F{yn}em{5 la(8) - yi&f-ﬂ}ll
a(t)F ()"
Entonces:

B9 (o)l Yo < 1= 900) = 5z | 8 )ezn {2 1009) - 9 ]}

e
XIir

Resolviendo (XII) por el método de cambio de variable:
¢ n t ©
=90+ e = {5 00) 9 ]} |ﬁ] =g(t)+=
De donde es obliene el resultado:
E l.'? {Yn:n}i Yn.'n = 'tl p gl:t.] + 5
w: =5

Por hipdtesis ¥ por la ecuacidn (3.32) tonemaos:

£
n f 9 () F ()"~ dF ()

i
i
= [ aw)dF @) = a0 + ] Foy
XIv

Resolvemos a (XIV) por el método de integracidn por partes:
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Sea

w=glm) ¥y v=F(y)"

= du = g (y.) dyn

= dv = dF (y,)"

Llevando a cabo las sustituciones:

£
- - j: F(w)"s (o) du + 9 ) F )| = [0+ 7] Floy

Y come: (Ver teorcmas (2.8),(2.9) del capitulo 2)

Jim g(yn) F(ya)" =0

= [ Fn)"s @) dv. = ~ZF(ey

Derivando respecto a £ y usando el T.F.C.

F(t)'g (6) = ~eF)"~ ZF ()

= —=g(t)dt = = = dLn(F(t))

Lo anterior es una ecuacion diferencial para F' con valor inicial F(3) = 1, la cual se resuelve
integrando ambos lados obteniendo con ello que:

F(z) = ﬁzp{% la(3) - y{r}]}
Con lo cual termina la prucba. o

Corolario 3.5. 5i I es de la forma:

F(z) = exp {% lg(8) - g{x}l} z € (a,f)

Entonces:
c
Elg (Vo)) = 908) + &
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Demostracidn. Usando el teorema anterior tenemos:
Elg(Yua) [Yaw <t =g() + = VL€ (a,P)
Recardanda el resultade del tearema (2.5) probado en el capitulo anterior tenemos:
lim Eg (Yon) | Yo < 1] = Elg (Yon)]

Entonces: & &
Elg (Yam)] = imo(t) + = = 9(5) + ~
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3.2. Algunos ejemplos y aplicaciones

Es finalmente en esta seccion en donde se resuelve de manera sencilla el problema principal
que planted el presente trabajo v el cual consistia en encontrar un método que construyera
una funcién de distribucidn una vez que la esperanza condicional de los estadisticos de orden
es conocida. Mas adn, se puede ver abora gque powiendo restricciones adicionales al domninio
de la variable aleatorin, podremos afirmar gue la distribucidn que estamos construyendo es
la tinica que cumple con esa esperanza condicional.

En la parte anterior se plantearon teoremas gue caracterizaban a dos tipos de distribucidn:

F(z)=1 -um{-%m:} —y{n‘.ﬁ]} (3.33)

F(z) = exp {; lg(8) - yiﬂl} (3.34)

Asi cnando tenemos una funcidn de distribocién de la forma (3.33) ¥ le aplicamos los teo-
remas (3.1),(3.2), (3.3) ¥ el corolario (3.2) sabriamos caleular inmediatamente las siguientes
esperanzas condicionales:

Elg(Fen)lYen =] =g+ e} —— con  r>k

Jj=k
n r=]
E[n—_m—“Zstrrnm"—:] g() + - m+12§ on Pk
E ——"1"-'"5: (Vo) Yaom = 2 (s}+—--—-" Sh Sk
‘;+1 Gi¥em kn = =g J|.+l.

Elg(Yia)lYin =t =g(t) + ;
Las igualdades anteriores son vilidas para todo t en el intervalo (a, J)

Par otra lado, s la funcidn de distribucién estd definida como en (3.34) ¥ si aplicamos los
teoremas (3.4),(3.5),(3.6) v el corolario {3.4) sabriamos entonces que:

k-1
E|gm,,1|rm=:1=gm+cz§: o hick VS
j=r

m k=1

Y;_,.,.—a‘,]-g{t]+:lzz; con r<k Vi€ (af)

r=1 j=r

m ZF{YH}




3.2 ALGUNOS EJEMPLOS Y APLICACIONES T3

k-1

e cort r<k vt € [, J)

k
2 %:;:‘ymu} Vi = :] =9() 4

ElgVullYan <t =g0) + = VL€ (a,d)

k

Sin embargo debe ser claro que aungue el teorema nos ayuda a encontrar la esperanza
condicional de estadisticos de orden una vez que la funcidn de distribucidn es conocida,
la parte importante de todos estos teorcinas v corolarios s la otra implicacidn en donde
podremos decir de qué funcidn de distribucidn provienen los estadisticos de orden una vez
que es conocida la esperanza condicional.

Para aplicar estos teoremas es necesario definir antes que nada cudl serd la forma que
tomard g ¥y bajo qué dominio estard definida de tal manera que cumpla las condiciones
de los teoremas,

A continuacién se dardn unos ejemplos en donde se da la expresion para la funcién g en el
caso en que F es de la forma (3.33), para que posteriormente se trate el caso en donde F es
de la forma (3.34).

3.2.1. Caracterizacion para las funciones de la forma
F(z) =1 - exp{-tlg(z) — g(a)]}

Antes que nada es de destacar que para cualguier funcidn de distribucidn absolutamente
continua es pogible encontrar una funcidn g que cumpla con todas las hipotesis del teorema
y tal que al ser sustituida en (3.33) se obtenga la distribucion deseada.

Para lograr lo anterior, s6lo hay que notar que si H(z) es la funcién de distribucidn con
extremos (a, F) que deseamos obtener, entonces basta definir g como ' :

glx) = =In(l1 - H(z)) z¢€la.f) (3.35)

11 Obwserve gque g definida de esta maners cumple con las condiciones del Leorema:

1. g:[m, ) — R es continua en [a, 7)
2 g:lo ) — R tiene primera derivads continua en (o, 1)
3 lime_pglr) = 4o

4. E{g(X)) es finita.
La justificacidn de o anterior es In signiente:

n ]
Elg(X)] = f ol=)Hx (2)d=
Pero por (3.35)
- | 1
Elg(X)] = f In(1 = Hz) I (2))dz = j —In(u)du = 1
[ (]
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Para que al ser sustituida en (3.33) obtengamos:
F(z)=1-(1—-H(z)): z€(a,B),c>0
De donde si tomamos ¢ = 1 obtenemos la distribucién H(x).

Enseguida se aplicaran los teoremas a las funciones de distribucién conocidas como la Uni-
forme, Pareto y Weibull haciendo las sustituciones pertinentes.

Ejemplo 3.1 (Caracterizacién de la distribucién Uniforme(0,1)). Sea g definida

como:
glz)=—-In(1—-2") =z€[0,1) a>0

Entonces al sustituir en (3.33) obtenemos:
Fiz)=1-(1-z)"¢ z€(0,1) a>0 ¢>0 (3.36)
De donde ahora ya podremos aplicar los teoremas (3.1).(3.2),(3.3) asi como el corolario (3.2).

En particular sie = 1 y ¢ = 1 en (3.36) entonces el teorema (3.1) caracteriza a la funcién
de distribucién Uniforme(0,1) de la siguiente manera:

r—1

E[~In(1 = Y)| Yin =] = ~In(1 = ) + ¥ ﬁ & X ~Uniforme(0,1) r>k
=k

Lo anterior nos estd diciendo que la distribucién Uniforme(0,1) es la tnica distribucion
continua con extremos (0,1) que cumple con:

r-1
Bl =~ Vo= =Tl “”ij Ve (0,1) r>k

i=k
Ejemplo 3.2 (Caracterizacién de la distribucién Pareto(a.b)). Sea g definida como:
g(x) = In(zx) T € [a, 00) a>0
Entonces al sustituir en (3.33) obtenemos:
x

F{z]=1—(;)uc z€(@m) a>0 ¢>0 (3.37)

De donde ahora ya podremos aplicar nuevamente los teoremas (3.1),(3.2),(3.3) asi como el
corolario (3.2) a esta funcién de distribucién.

Observe que si hacemos b = 1/¢, entonces los teoremas estardn caracterizando a la funcién
de distribucién Pareto de pardmetros (a, b). En particular el teorema (3.1) nos diria que:

r—1
E[In(Y;n)| Yien = t] = In(t) + CZ n%j & X ~ Pareto (a, %) r>k

=k
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Esto quiere decir que si tenemos una esperanza condicional que pueda ser llevada a la forma:

r—1
1
E{m{v,._,.}m..,=t]=m{t,1+r:zm VtE (o00) r>k

J=k
Entonces la tintca distribucion continua tal que F(t) > 0 para todo § € (o, 00) que cumple
con esta esperanza condicional s la distribucién Pareto(a, !)
Ejemplo 3.3 (Caracterizacidn de la distribucidn Weibull(a, ¢, a}). Sea g definida coma:
gir)=(r=-a) z€fa,0) az0 ax>0

Entonces al sustituir en (3.33) obtenemos:
F[:}:l-exp{-étx-a}'} az= a0 o= {3.38)

Esta distribueion es conocida como la distnbucion Weibull de pardmetros (o, ¢, a), de donde
tras aplicar el teorema (3.1) nos diria gue la distribucidn Weibull cumple con lo siguiente:

r=1
E[(¥.m — a)"| Yen = 8] = (t — )" +‘E,,+_,- & X ~Weibull (a,c,a) r>k

ik
Esto quiere decir que si tenemos una esperanza condicional que pueda ser levada a la forma:

r=]
1
E[(¥ -u]"l'}"g,.,=t|={t—n)“+c;‘);’:rj Vi€ (woo) r>k
Euntonces la tniea distribucidn contimia con extremos (o, 0o) que cumple con esta esperanza
condicional para todo U es la distribucion Wetbull(o, ¢, a)

Un caso particular de este ejemplo es cuando tomamos a = (0 ¥ & = ) va que con esto se
obtiene la distribucién exponencial de pardmetro e

La sustitucidn anterior nos lleva a la siguiente caracterizacion de la distribucién exponencial.

r=1
1 -
Ef‘f’m!}’h = f,} =t+cZnTj & X ~ Ezp(c)
=k

En esta parte hay que hacer énfasis que en todos los ejemplos se estd pidiendo que la
esperanza condicional sca de csa forma para todo ¢ en el dominio de Ja distribucidn. Esto se
hace de esta manera va que es muy ficil construir ejemplos en donde la esperanza es de la
forma requerida en un sélo punto f; pere que no sigue necesariamente la distribueién que
dice el teorema.

Para ver la necesidad de lo anterior consideremos los siguientes dos ejemplos:
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Ejemplo 3.4. Consideremos a Yi.5, Yas,..., Y55 los estadisticos de orden de una m.a. de
una distribucién Uniforme(0,1).

Después de cdlculos obtenemos:
4! . 4
Eiy:gjl Y],;ﬁ = 0.1] = Wﬁlw[l = yg] dyQ =0.28

Sin embargo, notemos que si partimos de la esperanza condicional que hemos encontrado y
la llevamos a la forma que aparece en el teorema (3.1) obtendriamos lo siguiente:

E[Yys5| Y15 = 0.1] = 2.8 & E[Ya5| Y15 =0.1] = 0.1+ 0.18
Tomando a =0y 3 = oo asi como g(t)=t
< E[y (Y‘Z:5)I YI:S = 0-11 = 9(0‘1) +0.18

haciendo c21.=1 3:1'—5 =0.18 lo que implicaria que ¢=0.72, obtenemos
~ 1
Elg(Yas)| Yis = 0.1] = g(0.1) + ¢ ) 5=3

j=1

De donde si suponemos que la esperanza toma esta forma para todo t en (o, () y
aplicando el teorema (3.1) concluiriamos que X ~ Ezp(0.72)

A simple vista pareceria una contradiccién ya que partimos del hecho de que la muestra
es obtenida de una distribucién uniforme y hemos concluido que X sigue una distribucién
exponencial, sin embargo esto no es una contradiccién, ya que el teorema nos dice que X
sigue una distribucién exponencial si suponemos que el dominio de la v.a. X de donde es
obtenida la muestra aleatoria es («, 3) y, ademads, la esperanza condicional toma la forma en
que aparece en el teorema (3.1) para todo t.

Es obvio pues que la distribucién uniforme no tiene los mismos extremos de dominio que
la distribucién exponencial y que ademds la esperanza condicional no toma la forma que
queremos para todo t en (0, 1) pues haciendo unos cdlculos mds obtenemos que para una
distribucién uniforme(0,1) la esperanza condicional toma la siguiente forma:

4 2
EYys|Yis =t] = 5t + 5 Vvt € (0,1)

Expresién que no puede ser llevada a la forma:
Elg(Yas)| Yis = t] = g(t) + K

Lo cual justifica el por qué el teorema no puede ser aplicado en este caso.
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Ejemplo 3.5. Consideremos ahora Y15, Ya:s, ..., Y55 los estadisticos de orden de una muestra
aleatoria proveniente de una poblacién con distribucién Weibull(0,1,2).

Entonces tomando en cuenta que F(z) = 1 — exp{—x?} con x positiva y con ayuda de un
programa de computadora para aproximar la integral involucrada llegamos a que:

4 o0
ElYas|Yis =1] = ) [; 2y’ exp(—4y?)dy = 1.113169250

Nuevamente notemos que si partimos de la esperanza condicional que hemos encontrado y
la llevamos a la forma que aparece en el teorema (3.1) obtendriamos lo siguiente:

E[Yy5|Yis = 1] = 1.113169250 < E[Yss|Yis = 1] = 1 +0.113169250
Tomando & = 0 y /3 = 00 asi como g(t)=t
& Elg (Yas)| Yis = 1] = g(1) + 0.113169250

haciendo ¢ ;=1 g-’_-; =0.113169250 lo que implicaria que ¢=0.452677, obtenemos

1
1
Elg(Yas)|Yis = 1] =g(1) +c) 5=3
i=1
De donde si suponemos que la esperanza toma esta forma para todo t en (o, 3) y
aplicando el teorema (3.1) concluirfamos que X ~ Exp(0.452677)

Nuevamente se observa la necesidad de que la esperanza tenga la forma requerida para
todo t en el dominio, ya que como puede verse en el ejemplo anterior, a pesar de que ambas
distribuciones (Ezponencial y Weibull) estdn definidas en el mismo dominio, no se cumpli6 el
teorema debido a que la forma de la esperanza sélo la estamos restringiendo a un sélo valor
de t.

Debe de ser claro ahora que para garantizar la unicidad de la funcién de distribucién que
construimos es necesario que la forma de la esperanza condicional se mantenga para “todo”
valor de t en el dominio de la funcién de distribucién.

Asi pues, si s6lo disponemos de la esperanza condicional para una sélo valor de t lo vinico
que podremos hacer es construir una funcién de distribucién que cumpla con esa esperanza
condicional, pero no podremos garantizar que ésta serd la 1inica que lo cumple.

3.2.2. Caracterizacién para las funciones de las forma

F(z) = exp {3[9(B) — 9(2)]}

Todo lo hecho en la seccién anterior puede ser llevado al caso en que r < k. Es decir para el
caso en que se caracteriza (con ayuda de los teoremas (3.4),(3.5) y (3.6)) a las funciones de
distribucién de que son de la forma (3.34).
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Primero destacaremos que de igual forma que en la seecidn anterior, cualquier distribucidn
absolutamente continua puede ser ohtenida en (3.34). Para ello nuevamente consideremos
gue tenemos una funcidén de distribucidn absolutamente continua H () con soporte en (a, J)
y definiremos ' g(x) = In(H(z)). De donde tras sustituir en (3.34) legamos a que:

Flz)=H(z)* ¢<0, z€/(af)
De donde es claro que si ¢ = —1 se obtiene la distribucion H(x).

Ejemplo 1.6 (Caracterizacidén de la distribucidn Uniforme{0,1}). Sea g definida
COI:
glr)=tn(z) re(0]1]

Entonces al sustituir en (3.34) obtenemaos:
Flz)=z"¢ z€(0,1) e<0

Observe gue cuando ¢ = —1 abtenemos la distribucidn Uniforme(0,1)

Asi pues aplicando el teorema [3.4). concluimos que la distribucidn Uniforme(0,1) tiene la
sipuiente caracterizacion:

k-1
E [in (Yp)| Yin = ] = In () - }:} & X ~Uniforme(0,]) r<k

J=r

Lo anterior nos estd diciendo eque la distribucidn Uniforme(0,1) es la finica distribucidn
absolutamente continua en el intervalo (0,1) que cumple con:

k-1
Elfm:YmJlnﬁr]=rnm—£} Ve(©1) r<k
J=r

Ejemplo 3.7 (Caracterizacidn de la distribucidn Pareto(o, b)), Sea g definida como:
ay b
g{:]‘—ln(l—(;)) z € (o, ool a >0, b0
Entonces al sustituir en (3.34) ohtenemos:
ay by e
F{rJ=(1-(;)) z€(mo0) e<0 030, a>0

Observe que cuando £ = —1 ohtenemos la distribucidén Pareto(o, b)

2 Observe que g asi definida cumple con lns eondictones impuestas por el teorema (3.4)
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Asi pues aplicando el tearema (3.4), concluimes que la distribucién Pareto{a, b) tiene la
siguiente caracterizacion:

E[!n(l - (}:—‘)L) m.::.] :m(l = [%)b) ;T;‘J & X ~ Pareto(a, b)

Lo anterior nos estd diciendo que la distribucién Pareto{a, b) es la dnica distribucidn absc-
lutamente continua en ¢l intervalo (o, co) que cumple con:

E[In(l—(%)b) n,.::]_in( ()) :‘zl Vi€ (a,00) r<k

Ejemplo 3.8. Sea g definida comao:

glx)=z z€ (-0

Entonces tras hacer las respectivas sustituciones v utilizando nuevamente el teorema (3.4)
obtendriamos la siguicnle caracterizacion:
k=1 1
E[YHEYkn—t]—r+cZJwF{z}- {—E;r}. c< re(—o00,0)

J=r

Cahe destacar que las caracterizaciones agqui expuestas s6lo son vilidas cuando la esperanza
condicional tienen la forma E [g(Y.)| Yin = ] = g{t) + ¢ E"_, 1 para todo t en el dominio
de la distribucién.
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3.3. Ejercicios

Con ayuda de estos teoremeas sereinos capaees de resolver ejercicios muy variados como los
que se mencionan a continuacion.

1. Sea ¥4, Yo, Y54 los estadizticos de orden de una muestra aleatona proveniente de una
distribucion exponencial de pardmetro 1. Bucuentre lus siguicnles csperanzas coudi-
cionales:

E [Yaa| Yia = 1], E[Yaa| Yia = 1], E[Via| Yia = 1]

2. Sea Y3, Yoq, Yag los estadisticos de arden de una muestra aleatoria proveniente de una
distribucién Uniforme(0,1). Encuentre las siguientes esperanzas condicionales:

E (In(Yya)| Yaa = 0.9], E [in(Yas)| Yaa = 0], E [In(Yas)| Yaa < 0.9]

3. Sea Yy, Yos, ..., Y5 los estadisticos de orden de una muestra aleatoria proveniente
de una distribucion absolutamente continua F eon dominio en (1, 00) . Construya *la”
funcidn de distribucidn F dado que se sabe que

Elln(Yis)|Vis=tl=n(t)+2 Vie (l,00)

4. Sea Yy, Yas, ..., Yes los estadisticos de orden de una mucstra aleatoria proveniente de
una distribucion absolutamente contiona F con dominio en (—oe, (1) . Construya "la”
funcidn de distribucion F dado que se sabe que

ElY4|Yas=t]=t-2 ¥t € (—oc,0)

5. Sea Yy, Yos, ..., Yos los estadisticos de orden de cierta distribueion con dominio en
los reales positivos. Encuentra "una” posible forma de la distribucidn F si sabemos que
ElYss |Yiu=1]=5

fi. Sea Yy.a0, Yaa0,. .., Yinao los estadisticos de orden de una muestra aleatoria proveniente
de una distribucitn exponencial de pardmetro 1. Encuentre el primer momento de tadaos
los estadisticos de orden.

7. Sea g una funcidn que cumple con las condiciones del teorema (3.4) v supongamos que
F es dada por la expresion (3.34). Demuestre gque

k=1
E{gm,.]l]=.e1g{rmji+cz} oo wsck
j=r



Conclusion

Los teorcmas cxpucestos cu el capitulo 3 de este trabajo nos dan una caracterizacién de las
distribuciones por medio de la esperanza condicional de los estadisticos de orden. Asi pues
es por lo anterior que gracias a estos teoremas somos capaces de saber de cudl distribucién
vino una muestra aleatoria una vez que la esperanza condicional de sus estadisticos de orden
es conocida y llevada a la forma en que aparece en alguno de los teoremas.

Inversamente, los teoremas nos ayudan a encontrar la esperanza condicional de alguna fun-
cién del estadistico de orden una vez que conocemos la funcién de distribucién de donde
provino la muestra aleatoria.

Los teoremas (3.1),(3.2),(3.3) identifican de manera nica a las funciones de distribucién de
la forma F(z) = 1 - exp(—1[g(z) — g(a)]) lo cual ocurre (bajo la notacién de estos teoremas)
cuando 7 es mayor que k, mientras que los teoremas (3.4),(3.5),(3.6) cumplen con el mismo
propésito para las funciones de distribucién de la forma F(z) = exp(:[g(8) — g(z)]) es decir
cuando 7 es menor que k. Ademas se probé que cualquier distribucién puede ser llevada a
cualquiera de estas dos formas haciendo la asignacién pertinente a la funeién g, sin embargo
esto ocasiona que a veces la funcién g tome una expresién "complicada” como para poder
ser aplicada en algin posible caso préctico.

Un resultado importante que pudimos obtener es que gracias a estos dltimos teoremas, fuimos
capaces de calcular la esperanza de funciones de cualquier estadistico de orden una vez que
la funcién de distribucién es llevada a alguna de las dos formas que se mencionan en los
teoremas.

Por otro lado, para aplicar correctamente los resultados fue necesario pedir que la esperanza
condicional que aparece en todos los teoremas y corolarios tenga esa forma para todo t en el
dominio, ya que si sélo se da esa forma para un punto, cntonces los tcoremas no garantizan
la unicidad de la funcién construida.

Debe ser claro que no por tener la esperanza condicional para un sélo punto seremos capaces
de construir una funcién de distribucién tinica que cumpla con eso, ya que como se pudo ver
en los ejemplos del capitulo 3 esto no puede ocurrir. No obstante debe de notarse que estos
teoremas nos ayudan a construir una posible funcién distribuciéon de donde provine la
muestra aleatoria una vez que se tiene la esperanza condicional para un punto ¢, de la forma:

E[g()/r:u) | )/k:n = tO]

Donde es necesario que la funciéon g cumpla con las condiciones de los teoremas mencionados.



Bibliografia

[1] H.A. David. Order Statics. John Wiley New York, segunda edition, 1981.

[2] Hogg V.Robert et al. Introduction to Mathematical Satatistics. Macmillan, cuarta
edition, 1978.

[3] Mood M. Alexander et al. Introduction to the Theory of Satatistics. McGraw-Hill,
tercera edition, 1974.

[4] M. Angel Garcia Alvares. Introduccion a la Teoria de la Probabilidad Vol. Iy II. UNAM.

[6] Naray C. Giri. Introduction to Probability and Statistics Part II. Marcel Dekker, New
York, primera edition.

[6] L.Y. Ouyang. Characterizations through the conditional distribution of function of one
order statistic relative to an adjacent one. Sankhyd Ser A, pages 500-503, 1995.

[7] Ash B. Robert. Probability and Measure Theory. Harcourt, segunda edition, 2000.
[8] Bartle G. Robert. The Elements of Real Analysis. Jhon Wiler and Sons, segunda edition.
[9] Walter Rudin. Principies of Mathematical Analysis. McGraw-Hill, tercer edition.

[10] Hans Sagan. Advanced Calculus of Real-Valued Function of Real variable and Vector-
Valued Function of Vector Variable. Houghton Mifflin Company, Boston, primera edi-
tion, 1981.

[11] Jong-Wuu Wu and L.Y. Ouyang. On characterizing distributions by conditional expec-
tations of functions of order statistics. Metrika, pages 135-147, 1996.

85



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Estadísticos de Orden
	Capítulo 2. Esperanza Condicional
	Capítulo 3. Una Caracterización de Distribuciones
	Conclusión
	Bibliografía

