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Introducción

El present e trabajo ab orda el problema de la caracterización de funciones de distribución
el cual consiste en identificar de manera única a cada distribución bas ándose en alguna
propiedad que ésta cumpla . Un claro ejemplo de una caracte rización lo podemos ver con los
seres hum anos los cuales estamos identificad os de manera única por el ADN o por la huella
digit al de nuestro dedo pulgar.

Una car acterización de las funciones de dist ribución ya muy conocida es aquella que se define
a partir de la función característ ica l/Jx(t) .Esta caracterización, basada en el concepto de la
t rans formada de Fourier de la función de distribución, es sin duda muy imp ortante par a la
probabilidad y cstad fsrica ya que <'S miada tanto para calcular momentos como par a encont rar
la función de distribución de transformaciones de variab les aleatorias.

Este trabajo pretende presentar una caracterización de funciones de distribución basada en
la esperanza condicional de funciones de estadísticos de orden con lo cua l se int enta resolver
el problema de encontra r la distribución de dond e provino una muestra aleato ria una vez qu e
es conocida la forma que toma la esperanza condicional de los estadíst icos de orden defin idos
a partir de ella.

Para llevar a cabo la caracterización que se pretende, el t rabajo es dividido en 3 capítulos
de los cuales los 2 primeros se dedicarán a demostrar algunos teoremas y motivar las defini
ciones de conceptos necesarios para desar rollar to do el capít ulo 3 el cual se dedicará a la
caracterización .

En el pr imer capítulo se expondrá todo lo relacionado con los estadísticos de ord en iniciando
con su definición y terminando con las fórmulas para encontrar la densidad de estos estadísti
cos tanto en forma conjunta como marginal. Es de destacar que esto sólo es hecho par a el
caso en que la distribución de donde proviene la muestra es absolutamente continua, ya qu e
la carac terización que se pretende est udiar sólo involucra a este ti po de distri buciones .

En el segundo capítulo se aborda el tema de esperanza condicional en dond e se trata de
explicar y sobre t.odo motivar todos los conceptos que hay detrás de este te ma tales como
probabilidad condicional , densidad condicional , espera nza , etc. Así pues, también se expli can
algunas propiedades del operad or esperanza condicional que serán posteriorm ente utilizadas
en el capítulo tercero.

Será en el capítulo 3, en donde utiliz ando t.odas las herramientas desarroll adas en los capít ulos
prece dentes, que se presentarán un t.otal de 6 teoremas con sus respectivas demostraciones
que nos ayudarán a llevar acabo la car acterización que se desea.

Por último se presentan algunos ejemplos en donde se caracteriza a las funciones de distribu
ción Weibull , Uniforme y Paret.o, así como algunos ejercicios que muestran ot ras apl icaciones
que se pueden obte ner de los teoremas del capítulo 3.



Capítulo 1

Estadísticos de Orden

1.1. LQué es un estadístico?

El problema principal de la inferencia estadística es tratar de dar un a aseverac ión lo más pre
cisa posible acerca del comportamiento general de una población mediante las obse rvaciones
en una muestra obtenida a partir del pro ceso del muestreo.

Para la estim ación de parám etros siempre llevam os a cabo una selección de elementos al
azar de la pobl ación obteniend o con ello un a muestra aleatoria que es, bajo el enfoque de la
Estadistica Cl ásica. la única fuente de información para poder tornar la decisión final l .

Cuando obtenemos XI, X 2 , • • • , X n , una muestra aleatoria de una pob lación , se asum e que
cada X¡ es una variable aleatoria independ iente de las restantes e idénticam ente dist ribu ida
según la distribución de probabilidades que sigue la población.

Parte del proceso que llevamos a ca bo par a interpr etar los datos obtenidos y tomar decisiones
es el de definir funciones de la muestra aleatoria con el objetivo de obtener estimadores de
cierto parámetro desconocido.

Es claro que siempre tendremos un sin fin de maneras de definir est imadores, tantos como
funciones de la muest ra pod amos definir , sin embargo el t ra bajo de la inferencia est adística
es encontrar aquel esti mado r, es decir aq uella función de la muestra aleatoria, que tenga un
mayor núm ero de propiedades para la est imación del parám et ro desconoc ido .

1 En el enfoque de la Es t adísti ca Bayesi an a otra fuente de informac ión es el conocimiento subjetivo que
se t iene de la población, el cual se ve reflejado en la d ist.ribución in icial o a priori del parám etro
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4 CAPÍTULO 1. ESTADÍSTICOS DE ORDEN

Las funciones de variables aleatorias provenientes de una muestra aleatoria son muy impor
tantes para la inferencia y, es por ello, que surge el concepto de " Estadístico" par a el cual
se tien e la siguiente definición:

Definición 1.1 (Estadístico). Un estad ist ico es una función dc vnriablc» aleatoria..s , la
cual no debe depender de algún parámetro desconocido' .

Ejemplo 1.1. Supongamos que obtenemos XI , X 2 , • •• , X" una muestra aleatoria de tama ño
n proveniente de una pobl ación que sigue una distribución Bernoulli(B).

El problema de inferencia comienza en tratar de encontrar cual es el valor verd adero del
parámetro desconocido B.

Con ayuda de la muestra podemos definir funciones tal es como:

ti = fl(X I , X 2 , ...X ..) = L X;/n
i= 1

..
iz = f l (X¡, X 2, ...X ..) = BL x,

i= l

Sin embargo, se observa que t2 no cumple con las condiciones para ser llamado estadístico
por el hecho de que la función que lo define está dep endiendo del parámetro desconocido B.
De ahí que digamos que t 2 no sea un estadístico mientras que ti sí lo es.

En resumen: podemos decir que la muestra aleatoria obtenida a partir de una población es
la materia prima con la que cuenta el investigador que quiere inferir algún comportamiento
gener al de ésta, mientras que el estadístico es la materia prim a ya transformada en una
herramienta que servirá para llevar a cabo el proceso de inferencia.

1.2. Definición de estadístico de orden

En la sección anterior se definió lo que se entiende por un estadístico. Por lo que ahora
introduciremos el concepto de estadísticos de orden así como algunas definiciones importantes
para la Estadística que surgen a consecuencia de éstos .

2 En cursos más avanzados de estadística la definición formal de estadístico es diferente ya que se pide un a
función medible con el objeto de que el Estadístico definido a partir de esta función sea una nueva variable
aleatoria. Sin embargo, en el presente trabajo no introduciremos elementos de Teoría de la medida por lo
que la definición aquí dada est á dando por hecho que la función que define al Estadístico es medible (Para
mayor información acerca de la teoría de la probabilidad vista desde el enfoqu e de la teoria de la medida
puede consultar el libro de ASH [7] )
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Los estadísticos de orden juegan sin duda un papel muy importante tanto para la estadíst ica
paramétrica como la no paramétrica, De hecho, algunas de sus propiedades no dependen de
la función de distribución de la población de donde fue obtenida la muestra aleatoria (Puede
ver ejemplos de estas propiedades apli cadas en la Estadística no Paramétrica en la obra de
Naray C. [5] en el capítulo 2) .

Supongamos que tenernos un experimento aleatorio que sigue una distribución de probabili
dad especificada por la función F(·) . Enseguida repetimos el experimento n veces obteniendo
con ello una muestra aleatoria XI , X 2, . . . , X n -

A partir de esto definimos lo siguiente:

Yn:n = min {{XI, X 2, . . . , X n} - {Yn- I:n,Yn- 2:n, ... ,YI:n}} = max {XI' X 2, .. . , X n}

Dado lo anterior nos damos cuenta de tres propiedades importantes para estas funciones
definidas a partir de la muestra aleatoria:

1. Cada }j:n es un estadístico según la definición anteriormente dada.

2. Estos estadísticos definidos son tales que ordenan la muestra de menor a mayor mag
nitud, logrando con ello que Yk:" sea la k-ésima observación de la muestra aleatoria
ordenándola según sus magnitudes.

3. Debe ser claro además que no hay independencia entre estos estad ísticos ya que si
}j:n > k entonces, }j+a:" > k .

La definición formal quedaría como sigue:

Definición 1.2 (Estadístico de Orden). Sea XI, X 2, ... , X" una muestra aleatoria. de
tamaño n de un fenómeno aleatorio especificado por la función de distribución F( ·). Or
denemos cada colección de valores XI, X2, "" Xn de XI, X 2, .. . , X" en orden creciente de
magnitudes tales que obtenernos los valores YI:", Y2:n , ... , Yn:n (conocida corno la muestra
ordenada) , donde YI:n = min{xI,x2,""Xn}, Y2:n es el siguiente z, en orden de magnitud
,. . . , y Yn:n = max {XI, X2, . . . , x,,} . La variable aleatoria Yk:n (k = 1,2, .. . , n) función de
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Xl, X 2 , • • • , X n , la cual toma un valor Y k:n en cad a posibl e secuencia de Xl, X2, ... , X n, es lla
mado el k-ésimo estadístico de ord en (Al núm ero k se le cono ce como la magnitud de dicho
estad íst ico de orden).

A par tir de la definición anterior surgen los conceptos de Rango Muestral, Mediana Muestml y
Rango-Medio Muestmllos cuales son usad os a menudo por parte de la Est adística Descript iva
como medidas de tendencia central y dispersión de la población de dond e fue obtenida la
muestra aleatoria.

D efinición 1.3 (Med iana M uestral, Rango M uestral, Rango-Medio Muestral). Sea
Yl:" ~ Y2:" ~ • • . ~ 1";"" los estadísticos de orden de una muestra alea toria Xl, X 2 , · · · .x,
de una función de distribución F( .).

i) La Mediana Muesiral se defino como:

Y!!±l.,.2 •

M ediana = {

(Y~ :n - Y~+l:n)/2

ii) El Rango Muestml se define como:

si n es impar,

si n es par.

R = Yn:n - Y1:n = max {X¡, X 2 , • • • , X ,,} - m in {X¡, X 2 , • •• , Xn}

iii) El Rango-Medio Muestml se define como:

Yn :n - Yl :n
RM= - -2- -

Las definiciones anteriores implican dir ectamente que la Mediana Muestral , el Rango Mues
tral y Rango-Medio Muestral son nuevamente estadísticos y que por lo tanto pueden ser
utilizados para llevar a cabo algún tipo de inferencia .

1.3. Distribución de los estadísticos de orden

Para saber qué estadístico es mejor que otro, es necesar io cono cer las propiedades de cada
uno y elegir aquél que más se adecue a nuestras neces idades. Con el objeto de conoce r mejor
estas propiedades es necesario saber cuando menos cuáles son sus momentos centrales y si
es posibl e saber qué tipo de distribución está sigui endo.

Podemos motivar el estudio de la distribución de un estadístico de la sigui ente manera. Sea
X una variable aleatori a que nos modela alguna caract erística numérica de algún fenómeno
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aleatorio. En muchas ocasiones nos enfrentamos al problema de no saber completamente
cuál es la función de distribución de esta variable aleatoria. Supongamos que sabernos que
la variable aleatoria sigue una distribución Fx(x; e) pero con el parámetro e desconocido.
Para obtener más información acer ca de la distribución de X , nosotros podemos repetir el
experimento n veces de manera independiente y definir X¡ la v. a. de la i-ésima repetición
del experimento. Entonces Xl , X 2 , ••. , X" será una muestra aleatoria de la distribución en
estudio con la cual se pretenderá estimar el valor de ea través de una función de ella . Ahora
suponga que definimos un estadístico Y = u(X¡ ,X 2 , .. . , X,,) para el cual podernos encontrar
su función de densidad de probabilidad Gy(y) y supongamos que esta función nos muestra
que existe una probabilidad considerable de que Y, al realizar los experimentos, tenga un
valor cercano al parámetro desconocido. Así, una vez que el experimento ha sido repetido
en n ocasiones se obtiene una muestra observada x¡, . .. , z., la cual al ser evaluada en la
función de la muestra u(x¡, X2, . .. , x,,) nos dará un número conocido el cual esperamos, bajo
las condiciones arriba expuestas, sea cercano al valor desconocido del parámetro e.

Observe que de lo anterior para saber qué tan cercano será el valor estimado al parámetro
desconocido e, es necesario conocer la forma de la distribución del estadístico que lo define,
para así tener una medida de probabilidad de qué tan cercana será nuestra estimación.

La distribución de probabilidad de un estadístico es un problema que hay que afrontar en
la inferencia y, por lo tanto, el objetivo se convierte en buscar métodos capaces de resolver
este problema.

Para nuestro caso, el problema consiste en encontrar la distribución que siguen cada uno
de nuestros estadísticos de orden, tanto de forma individual (densidad marginal) como de
forma conjunta.

Hasta este momento no hemos hecho distinción entre la variable aleatoria absolutamente
continua y la discreta ya que todos las definiciones pueden ser hechas para ambas clases
de variables aleatorias. A continuación enunciaremos nuestro primer teorema el cual nos da
la distribución del estadístico Ya:" conociendo la función de distribución de la población de
donde fue obtenida la muestra aleatoria y el cual será válido para ambos tipos de variables
aleatorias. (Absolutamente continuas y discretas) .

Teorema 1.1 (Distribución del estadístico Ya:,,)' Sea Y¡:" :::; Y2:" :::; . .. < Y,,,,, los
estadísticos de orden de una muestra aleatoria X ¡, X 2 , . •. , X" de una función de distribución
F( ·) conocida. Entonces la función de distribución acumulativa de Ya:", Ü' = 1,2, ... , n
está dada por:

(1.1)

Dcmostmción. Sea y fija y arbitraria y definamos Z, = I(-oo,y] (Xi)'

Dado lo anterior notemos lo siguiente:
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• Z¡ es una variable aleatoria por estar en función de X,

• L:7=1Z¡ = número de X;s tales que son menores o iguales a y

• Z¡ sigue una distribución Bern oulli(F(y))

• L::~ 1 Z¡ sigue una dist rib ución Binomial (n , F(y ))

Ahora calculemos F}'o ,,, (y)

F};,:n(Y) = P [Y.t:n < y] = p [t. Z¡ 2 H] = t. C)[F(y)Ji [1 - F(y)]"-i
.= 1 J=O J

o

Note que la clave de la prue ba anterior es la equivalencia ent re los eventos {yo ::; y} Y
{L:7=1Z¡ 2 a} . Esto pasa porque si el a estadístico de orden es menor o igual a y, entonces
forzosam ente el núm ero de X;s menores o iguales a y es más gran de o incl uso igual a a , y
viceversa.

Enseguid a deducimos el siguiente corolario

Corolario 1.1.
FYn,n (y) = [F(y)]"

FY¡ ,n(Y) = 1 - [1 - F(y) ]"

(1.2)

(1.3)

Demostrucion. La demostración de esto últ imo consiste en hacer de la ecuación (1.1) a = n
y a = 1 respectivamente. O

1.3.1. Distribución de los estadísticos de orden (caso absoluta
mente continuo)

En esta par te únicamente nos enfocaremos al caso en que la muestra aleatoria es obtenida
de una pobl ación que sigue una distribución acumulativa absolutamente continua por lo
que supondremos que los elemen tos de la muestra X¡ tienen una función de dens idad f(-)
cont inua la cual es obte nida t ras derivar a su respectiva función de distribución .

Ahora nos enfrentaremos al problema no sólo de encont rar las distribuciones de los es
tadísticos de orden , sino que también sus respectivas dens idades conjuntas y marginales. El
propósito de est e est ud io más detallad o es porque el problema principal de este trabajo versa
únicamente acerca de las distribuciones absolutamente cont inuas.
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(1.6)

Lo primero que vamos a deducir son las densidades marginales de Y I :n y Yn :n de las ecuac iones
(1.2) y (1.3) pues lo único a lo que procederem os es a derivar respecto a y cada una de las
ecuaciones anteriores:

h ', J y) = :y Fy¡.Jy ) = TI [1 - F(y )]"- I f (y) (1.4)

Jy" Jy) = d~ Fy",Jy) = TI [F(y)]"- I f(y ) (1.5)

De igua l forma podemos proceder con la ecuac ión (1.1) para así encont ra r la densidad del o
estad íst ico de orden:

Jy",,,(y) = :yF¡o" ,,(y) = : L." (~) [F (y)]j [1- F(y)]" - j
Y J=a J

Sin embargo, exhibiremos ot ra demost ración , basada en la prueba hecha en el libro de Mood
[3], la cual creemos es más fácil de comprender.

Teorema 1.2 (Densidad del estadístico Ya:,,). Sea YI:n < Y2: n <... < Yn :n los estadísti
cos de orden de una muestro aleatoria XI , X 2 , . .. , X" de una función de distribución F(-)
continua y conocida. Enton ces la función de densidad Ya:n , 0 = 1, 2, .. . , n está dada por:

Jy",Jy) = (o _ l)~~n _ o)! [F (y)]"- I [1 - F(y)]" - a f(y)

Demostroción. Sabernos que Jy",J y) = -!fyFy",,.{y).

Entonces por definición de derivada

~F . () = 10m Fy",,.{y + ~y) - Fy",,(y ) = lí P [y < Ya:n ::; Y + ~y]
d }"'" Y I A IIIIY C> y-O uy C>y-O ~y

(1.7)

(1.8)

Ahora notemos que el evento {y < Ya:" ::; y + ~y} es equivalente al evento {(O - 1) de las
XI s ::; y; una X, en (y, y + ~yl ; (n - o) de las XI s > y + ~y } (Ver figura 1.1).

Figur a 1.1:
Y

a Jl

I I I ( 1 I I l'
Y¡~ Y,. Y",... . . y y • Liy

~.~.-. ''----~~----

n- a X/

Por lo que ahora nuestro problema consiste en encontra r la probabilid ad de este segundo
evento, el cua l se encuentra fácilmente con ayuda de una densidad multinomial.

Al momento de hacer el muestreo, nosotros pod emos tomar como un ensayo el hecho de
obtener un valor x, de la variable aleatoria X el cua l nos conduce a 3 posibl es resultados:
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1. x, :S y lo cua l ocurre con probab ilidad F (y)

2. y < x ¡ :S y + t:>.y lo cual ocurre con probab ilidad F (y + t:>.y) - F (y)

3. x, > y + t:>.y lo cua l ocurre con probabilidad 1 - F (y + t:>.y)

Con lo anterior agrupamos a la muestra aleato ria en tr es gru pos cada uno de los cua les
tendrá un número aleatorio de elementos. Si definirnos Z¡ = núm ero de ocurrencias del
resultado j = 1,2 , 3 (Es decir Zj será el núm ero de elementos del grup o j) tendríamos que
la distribución conjunta de ZI , Z2' Z2 es una multinomial con parámetros

(n , F (y) , F (y + t:>.y) - F (y) , 1 - F (y + t:>.y))

Como P {( a - 1) de las X ;s :S y; una X i en (y, y + t:>. yJ ; (n - a ) de las X; s > y + t:>.y } =
P [ZI = a - 1, Z2 = 1, Z3 = n- a]

Entonces la probabilidad del evento buscado es:

(a _ 1)' ~~ _ a )!l !F (yt-
I

[F (y + t:>.y) - F (y)]1 [1 - F (y + t:>.y)]"-o

Por lo que sust ituyendo esta probabilidad en la ecuac ión (1.8):

f y".(y) = lím n! F (yt - I [F (y + t:>.y) - F (y)] 1 [1 - F (y + t:>.y)J"- o
"'y~O (a - 1)! (n - a)! t:>.y

f () n! F( )0- 1[1 F( )Jn- o l' [F (y + t:>.Y) - F (y)] 1};'." Y = Y - Y irn
. (a-1)!(n -0')! "'y~O t:>. y

Por lo tanto:
1

iY;',n (y) = (O' _ l)~t(n _ a )! F (yr-
I

[1 - F (y)]"-a f(y)

Lo cual termina la demostración . o

Nuestro siguiente paso será dar la densidad conjunta de todos los estadísticos de orden la
cual vamos a obtener de manera similar al teorema ante rior.

Teorema 1.3 (Densidad conjunta de los estadísticos de orden YI:rl> Y2:n , . . . ,Ya :n ) .

La fun ción de densidad conjunta de los estadísticos de orden Yi. :n ,Y2:n, .. . ,Y,,,,, definidos a
partir de una mu estra aleatoria prooeni ent.e de una poblccion. con función de disiribuci áti
F( ·) y densidad f(-) está dada por:

- 00 < YI < Y2 < . .. < Yn < 00

(1.9)

e.o.c
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Demostración. Sabemos que:

Ir. ,.....,y..,.. (YI , Y2, ..··Yn) = lím nn1!:y' P [y¡ < YI ::; YI + !:Y.YI; , . . ;Yn < Y" ::; Y.. + !:Y.Yn]
L'.Y. ~O i= 1 Yi

Pero dada la igualdad ent re los siguient es eventos :

• {YI < YI ::; Y¡ + !:Y.YI; ... ;Y.. < Yn ::; Y.. + !:Y.Y..}

• { un x, E ( YI, y¡ + !:Y. y¡ ] ; . . . ; un x, E ( Yn,Y.. + !:Y.Y.. ] }

Llegamos a que la densid ad conjun ta es igual al siguiente límite:

= lím n" 1 !:y' P [un x, E ( YI,Y¡ + !:Y.YI ] ; . . . ; un x, E ( u«,Y.. + !:Y.Yn II
L'.Y.~O i= 1 Yi

Con el mismo argumento de un a distribución multinomial podemos calcular la pr obabilidad
de la ecuac ión anterior obteniendo con eso la siguiente igualdad :

n i
= L'.1~i¡~o n :::¡·!:Y.Yi [F (YI + !:Y. y¡) - F (y¡)] , . . [F (Yn + !:Y.Yn) - F (Yn)]

Luego entonces:

Con lo cual usando la definición de der ivada llegamos a:

Lo cua l es lo que se quería demostrar. o

El resultado anterior es de gran imp ortancia pues gracias a la densidad conjunta de to
dos los estadísticos de orden seremos capaces de obtener cua lquier densidad conjunta o
marginal simplemente integran do respecto a los vari ables restantes (Para ver ejemplos de
este método puede consultar el libro de Xaray C. [5] en las páginas 31-43) . De esta man era
si queremos encont rar la densidad marginal conjunta de los últim os estadíst icos de orden
Yk+l :r" Yk+2:fll •• • , yn :.. con k < n lo único que tenemos que hacer es proceder a integrar la
densidad dada por (1.9) respect o a Y¡,Y2, ' " ,Yk.

Primero resolvemos la int egral con resp ecto a YI

{Y2 TI n {Y2 n

J- n!II j (Yi) dy¡ = n!II j (Yi) J- j (y¡) = n!II j (Yi) F (Y2)
- 00 i=l i = 2 - 00 , :::::2
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Integrando lo anterior ahora con respecto a Y2

Para resolver es ta última integral hacemos el cambio de vari abl e u = F (Y2) lo que impli ca
que du = I (,Id dY2 logrando la siguiente simplificación:

Por lo que la integral con resp ecto a Y2 queda de la siguiente manera :

Continua ndo con la int egración ahora con respec to a Y3 y haciendo un ca mbio de variable
parecido al anterior obtenernos:

Continuamos con est a est rategia hasta llegar a la última integral con resp ecto a Yk obteniendo
lo siguiente:

Esta última int egral se resuelve de la misma manera llegando al siguiente resultado :

¡~: F (Yk+¡)k ú I (y,) - 00 < Yk+l < .. . < y" < 00

,=k+l
Iyk +! n ,. . . , ) 'n .. (Yk+ l , ····Y,,) =

O e.o.c
(1.10)

Si ahora estuviésemos interesados en la densidad conjunta de los primeros k est adíst icos de
orden (1.: < n) procederíamos de la misma manera, sólo que ahora la integración sería con
respecto a Yk+l,Yk+2 ,' . . , y" quedando su desarrollo de la siguiente man era:
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k t" r OO
= n!rr f (Yi) l: f(Yk +tldYk+I ' " l: f (Yn)dYn

i = l Y k Yn -l

k ( XJ i "
= n!rr f(Yi) l; f( Yk+tldYk+I ' " l: [1 - F (Yu- tl] f (Yn-I) dYn- 1

i= l Yk Yn -2

Cont inuando nuevam ente con la misma estrategia del ejemplo anterior llegam os a:

. =¡(n ~!k)! [1 - F(Ydr-k ;gf(Yi) - 00 < YI < . .. < Yk < 00

Ir.; .....yk n (YI' ····Yk)

O e.o.c

13

(1.11)

Similarmente se puede verificar, ya sea mediante el procedimi ento de integración o por el de
igualdad entre eventos, que la densidad conj unta de:

está dada por:

[F (Y ) F ( )]i>- I [ F ( )],,-i1 - ••• - iki,+i> - Yi' . . . 1 - Yil+...+ik (1.12)

Dond e el dominio es: Yi , < Yi ,+h < ... , < Yil +i>+...+ik (Está fórmula puede ser consultada
en Naray C. [5] página 35)

La ecuación anterior es imp or tan te y la más general ya que podemos obtener a par tir de
esta fórmula la densidad conjunta de cualquier cantida d de estadísticos. Así por ejemp lo, si
queremos la densidad del o-ési mo estadíst ico de orden lo único que tenemos que hacer es
to rnar de la ecuación (1.12) i , = a y k = 1 para así ver que llegarnos a la mism a ecuac ión
que habíam os encont rado en la expresión (1.7).

Como ejemplo de lo genera l de la fórmula anterior veremos que se puede obtener fácilmente
la densidad conjunta de Y a :n y Y¡'J: n mediante unas pequeñas sus tituciones en la ecuación
(1.12) . Para ello, primero supondremos que Q < {3 y haremos j i = a, j 2 = {3 - a y k = 2
para asi obtener que:

(1.13)
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Donde el domini o es - 00 < Yo:" < y/3:" < 00

Por lo que si hacemos Q = 1 Y f3 = n obte ndríamos la densidad conjunta del mínimo y el
máxim o la cua l es necesaria al momento de querer obtener la densidad del rango muestra!.

1.4. Ejemplos

(1.14)

Ej emplo 1.2. Sea Xl , X 2 , . . . , X " una muestra aleatoria de un fenómeno aleatorio especifi
cado por la función de densidad dada por:

Encontrar la función de densidad para Y1:n , Yn :n Y para el rango muest ral (Yn :n - Y1:n )

Solución. Primero obtenemos la función de distribución integ rando la respectiva función de
densidad

F(x) = ¡X fx(y)dy = ¡Xe-Ydy = 1 _ e-x

Luego por el teorema (1.2)

Por lo que haciendo Q = 1 Y Q = n obtenemos que:

fy"Jy¡) = ne- n y
¡ I{o<Yl <oo}(Y¡)

f Yn,n(Yu) = n (1 - e-Y' )u- I e-Y' I{o<Yn<OO} (y,,)

Las gráficas de estas dos densidades se pueden ver a continuación para el caso en que n=lO:

te

\
\

6 \

\
\

\

Figura 1.2:
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Par a obtener la densid ad del rango pr imero encontramos su distribución:

15

FR(r) = P[}~"" - Yl :" :::; r] = P[Y,,,,, :::; YI :" + r] = P [(Y,"'tl YI :,, ) E D*)]

Dond e D* es una regi ón en R2 delimitad a por las rectas y" = Yl Y y" = YI + T en el primer
cuadrante del plano cartesiano (Ver figur a 1.3).

Figura 1.3:
Y.

Por lo tanto tenemos :

FR(r) = Jl .!v¡n YnJYI :y" )dy,,dYI

Sustituyendo la densidad conjunta del mínimo y del máximo dado en ( 1.14):

Int egrando por el método de sustitución:

Derivando obte nemos que la densidad del rango es:

r ~O

e.o.c

Ejemplo 1.3. Sea YI :5 , Y2:5 , • . . , Y5:5 los estadísticos de orden de un a muestra aleatoria de
tamaño 5 de un fenómeno aleatorio esp ecificado por la función de densidad dada por :

{

3 X2 O< x < 1
fx( x) =

O e.o.c

Probaremos que Y2:5/Y4:5 y Y4 :5 son vari ables aleatorias independientes.
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Solución. Obtenemos la función de distribución integrando la densid ad

O< x <l

Encontram os la densidad conjunta de Y 2:5 Y Y4 :5 haciend o n = 5, O' = 2 Y /3
ecuación (1.13 )

Definirnos U Y V como var iables alea torias dadas por:

4 en la

Tenernos que demostrar que U y V son independientes.

Encontramos la densidad conjunta de U y V mediante el teorema de cambio de variables 3

Las funciones inversas y el resp ectivo jacobiano son :

PI =
8~W¡(U, V) 8~ ¡"V¡ (U, V)

8~W2 (U, V) 8~W2(U, V)
=1

V U
O 1 I=V

La tra nsformación del dominio puede verse en la figura ( 1.4) .

Figura 1.4:

r:

D

' e

3 El teor em a de cambio de vari abl e pu ed e ser cons ultado en el libro " Iutrodu ction to Mathernatical
Stat istics" [21 en las p áginas 132-147 en donde ad em ás podrá encontrar un a seri e de eje mplos .
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Entonces baj o la transform ación anterior la densidad conjunta de U y V es:

17

f u.v(u, v) = 1080(uv )5v6[1 - u3][1 - v3J = 1080u5[1- u3] . v6[1 - v3
] (u,v ) E D*

'-------v------ '---v--'
g (u ) h (l ' )

Por lo tanto:

{

g(u) · h(v) (u, v) E D*
fu,v(u, v) =

O e.o.c

Finalmente, como f u.v (11, v ) se expresa como el producto de una función que sólo depende
de u por otra que sólo depende de v aunado con el hecho de que la región D* es tal que el
dominio de la función no depende de var iab les sino que únicamente de constantes, entonces
se prueba que en efecto U y V son variab les aleatorias independientes."

Ejemplo 1.4. Encuent re la probab ilidad de que el rango muest ral de una muestra aleatoria
de ta maño 5 proveniente de una distribución uniforme (0,1) sea mayor a 1/2

Solución .

fx( x) = 1 O < x < 1 ~ Fx(x) = r 1dx = x O < x < 1
./0

Procedemos a encontrar la función de distribución del ran go, para ello nuevamente utilizare
mos la densidad conjunta del mínimo y el máximo la cua l encontramos sustituyendo en la
ecuación (1.14)

0 < Y¡ < Ys < 1

Entonces

Donde D* es la región dib ujada en la figura (1.5) :
Entonces

Por lo ta nto
0 <7' < 1

4 En esta parte hacemos uso de un teorema que nos garant iza que X y Y son ind ep endientes sí y sólo
si la densidad puede ser expresad a como el prodncto de una función qne sólo dependa de X por otra que
sólo dep enda de Y, ambas definidas en UII dominio COIl ext remos coustautes , Este teorem a así como algunos
ejemplos pueden ser consultados en el libro de Hogg [21 en su página RI.
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Figura 1.5:

YSS=Yl:S +r

Entonces la probabilidad buscada es:

1 (1) (1)5 31P[R > 2] = 1 - FR 2 = 1 - 2 = 32 = 0,96875

Est e último resultado nos dice que al obtener una muestra aleatoria de tamaño 5 provenient.e
de una distribución uniforme (0,1), entonces la diferencia del máximo menos el mínimo
será mayor a ~ con probabilidad 0.96875.



Capítulo 2

Esperanza Condicional

En este segundo capítulo se aborda el tema de Esperanza Condicional, el cual es el segundo
paso para poder llevar a cabo la caracterización de funciones de distribución que pretendemos
en est e trabajo . Para comenzar a motivar la definición de esp eranza condicional daremos
antes una breve introducción a herramientas necesarias para poder definir este concepto.
Así pues primeramente se verá el concepto de probabilidad condicional para posteriormente
motivar la definición de función de densidad condicional discreta o continua de un a variable
aleatoria X dado otra variable aleatoria Y . Posteriormente, se define el concepto de esperanza
(no condicional) para que una vez comprendido éste, se motive de una manera lógica el
concepto principal de este capítulo.

2.1. Probabilidad Condicional

Dentro de la introducción al cálculo de probabilidades surge el concepto de probabilidad
condicional el cual aparece para dar una solución al problema de medir la probabilidad
de una evento A dado la ocurrencia de un evento B. Un ejemplo típico de esta situación se
observa cuando nosotros llevamos a cabo un muestreo sin reemplazo de una cierta población.
Por ejemplo, supongamos que tenemos una urn a que tiene 8 bolas rojas y una bola negra, de
la cual procedemos a obtener una muestra por medio de un muestreo sin reemplazo, esto es
iremos sacando una bola tras otra sin regresarla a la urna, una buena pregunta por lo cual
estaríamos interesados es saber cuál es la probabilidad de que se obtenga la bola negra dado
que se han obtenido 2 bolas rojas.

En estos casos tenemos el problema de calcular la probabilidad de eventos relativos a cada
parte del experimento condicionadas a lo que haya ocurrido en las primeras partes de ést e.
A las probabilidades de este tipo se les conoce como probabilidades condicionales y se
les denota como P (Al B) ('La probabilidad de que ocurra A dado que ocurrió B") .

19
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Una probabilidad condiciona! tiene un sent ido muy claro en los casos en que se t ra ta de la
prob abilidad de un event o que depende de una segund a par te de un experimento condicionada
a lo que ocurra en la primera par te de éste . Es natural preguntar por la probabilidad de que
obtengamos una bola negra dado que han salido 2 rojas, sin embargo, a! dar una definición
general de probabilidad condicional sería entonces necesario dar una medida de probabilidad
para la ocurrencia de que se obtengan dos bolas rojas al principio dado que la ter cer bola
fue negra, lo cual quizás no suena muy lógico para asignarlo una medida de probabilidad.
En el caso general de un exper imento aleatorio es posible definir el concepto de probabilidad
condicional de un evento A dada la ocurre ncia de un evento B o bien la de B dado A.

Decir que un evento B ocurre equivale a decir que ocurre algun o de los posibles resultados que
lo compon en, en otras palabras, los posibles resultados del experimento aleatorio al momento
de condicionar no son ya todos los elementos del espacio muestra! sino que únicamente
aquellos que conforman el evento B , esto quiere decir que al momento de condicionar un
cvcnto lo que hacernos es reducir elnúmcro dc resultados posibles a todos aquellos quc est én
contenidos dentro del evento al cual se está condicionando los resultados.

Tenernos el siguiente probl ema : supongamos que restringimos a n a la ocurrencia dc un
evento B y que queremos medir la prob abilidad de un evento A. ¿Qué relación existe entre
la probabilidad de A calculada con relación a todo el espacio muestra! con la probabilidad del
evento A con relación a! espacio muestra! reducido? Para tratar de resolver esta pregunta
notemos que obviamente estas dos prob abilidades no pueden ser iguales ya que por ejemplo,
dado que ocurre B, la ocurrencia de B se vuelve segura por lo que la probabilidad de B
dado B debe ser definida como 1, aquello que no necesariamente ocurriría cuando se tom e
la medida de probabilidad respecto a todo n del evento B. Otro asp ecto importante es que
si el evento A no intercecta al evento B (B n A = rjJ ), entonces la definición de probabilidad
condicional deber de ser tal que asigne Oa este evento. Así pues, dado que condicionamos al
evento B, es claro que para que el evento A ocurra es necesario que ocurra el evento B n A,
lo que implica que se debe tener que P(AI B) = P(B n Al B) , de manera que el problema
se reduce únicam ente a calcular la prob abilidad de eventos que son subco njuntos del espacio
restringido.

De acuerdo a! significado que queremos darle a la probabilidad de un evento como una medida
de que tan fácilmente ocurre éste al realizar el experimento aleatorio, podemos asumir que
las probabilidades en el espacio muestra! restringido deben asignarse de tal man era que entre
ellas guarden la misma proporción que la que guardaban en el espacio muestra! original. Lo
anterior se escribiría así:

Sea B un evento y B¡, B2 ~ B cualquiera, entonces la definición de probabilidad condicional
debe ser tal que cumpla con lo siguiente:

P(B¡) P(B¡I B)
P(B2 ) = P( B2 1 B)
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Corno lo anterior es válido para todo B1 y B2 conte nidos en B , entonces si tomamos B2 = B ,
de dond e por la última igualdad concluimos que e = P(B) , haciendo A = B1 Y despejando
P( Al B ) obtendríamos :

P( AI B) = P(A)
P(B)

Pero corno además pedimos qu e:

YA <;;;B

P(AI B) = P( A n BI B)

y como A n B <;;; B entonces:

P(AI B) = P(A n B)
P(B)

Lo cua l motiva la siguiente definición de prob abilidad condicional.

Definición 2.1 (Probabilidad Condicional) . Sean A y B eventos y supongamos que la
probabilidad de B es positiva . Se define la probabilidad condicional de A dada la ocurrencia
de B, denotada por P(AIB) , mediante la fórmula :

P(AI B ) = P( A n B)
P(B)

(2.1)

Es fácil ver qu e la probabilidad condiciona l tiene las mismas propiedades que cua lquier
función de probabilidad pues nuevamente vuelve a ser una medida donde el espacio muestral
est á siendo restringido por la ocurre ncia de un evento.

De la definición dad a, se desprenden nuevos conceptos y reglas como la regla del producto,
el concepto de independencia estocást ica y la regla de Bayes las cuales se men cionan a
cont inuación.

2.1.1. Regla del Producto

De la definición de probabilidad condiciona l se tiene que:

P(A n B) = P(AI B)P(B) (2.2)

Relación que es conocida como la regla del producto aplicado a dos eventos. Not e que dicha
regla es capaz ahora de calcular la probabilidad de intersección de dos eventos en aquellos
casos en donde es más fácil encontrar la probabilidad condicional de manera directa que
buscar la probabilidad de la intersección de los eventos involucrados.
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La regla del producto puede fácilmente generalizarse al caso de n eventos, obte niendo con
ello lo que se conoce como la regla general del producto la cual en algunos casos se vuelve
una herr amienta muy útil para el cálculo de probabilidades.

Proposición 2.1 (Regla del producto gerneralizada). Sean Al , A 2 , A 3 , •• • , A n eventos
tales que P(A 1 n A2 n ... n An) > 0, entonces:

Demostraci úu. Por la regla del producto para dos eventos dada en ( 2.2):

p(n:~lA;) = P( A"I n:~} A;)p(n:~ll Ai)

Donde los eventos A y B son definidos como A = A" Y B = n:~/Ai respectivamente.

De lo anterior volvemos apli car la regla del producto para dos eventos obteniendo

p(n~lAi) = P(Anl n?~ll Ai)P(A,,-d n?~t Ai)p(n~tAi)

Donde ahora los eventos A y B son definidos como A = A" -l YB = n?~lAi respectivamente.

Cont inuando n - 3 veces más obte nemos:

Lo cual es lo que se quería probar

2.1.2. Independencia estocástica

o

La independencia esto cástica es un concepto que se define a partir de la idea de probabilidad
condicional de la siguiente manera:

Sabemos que la P( AI B ) es una probabilidad que se altera en comparación a P(A) pues
la medida está siendo hecha sobre un espacio muestral rest ringido. Cuando hay diferencia
entre estas probabilidades se puede interpretar que el evento A sí está dependiendo del
evento B pues se sabe que una vez que ocurrió B la probabilidad de ocur rencia de A se
ve modificada. Siguiendo esta lógica , en los casos en que la ocur rencia de un evento B no
altere la probabilidad de ocurrencia de un evento A se puede hab lar de independencia de la
probabilidad de ocurrencia de A dada la ocurrencia de B . Es decir si A y B son independientes
se tiene que cumplir que:

P(AI B) = P(A)

Lo cua l al ser susti t uido en la regla del producto para dos eventos:

P(A n B ) = P(AI B )P(B ) = P(A)P(B )

Lo cual motiva a definir la ind ependencia estocástica de dos eventos.
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D efin ición 2.2. Se dice que dos eventos A y B son estocásticamente independientes si:

P(A n B ) = P(A) P( B)
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Note que para const ruir la definición de independencia estocástica se utili zó la interpretación
de la probabilidad condiciona l, no obstante dentro de la definición formal de ind epend encia
no aparece ninguna probabilidad condiciona l involucrada. Lo anterior es hecho as í con el
propósit.o de tener una definición que no imponga algún tipo de restri cción a los eventos ,
problema que sucede con la probab ilidad condicional en donde se pide que el evento al cua l
se esté condicionado te nga probabilidad positiva .

2.1.3. Regla de Bayes

Al motivar la definición de probabilidad condi cional se utilizó el problema de tratar de calcu
lar la probabilidad de un evento A que ocurre en un segundo experimento dado la ocurrencia
de un evento B en un primer exp erimento. Sin embargo, la definición de probabilidad condi
cional es general y, en la mism a situación descrita, tiene sentido calcular la probabilidad de
ocurrencia del evento B dado la ocurrencia del evento A.

Así pues, la definición de probabilidad condiciona l nos permi te calcular tanto P ( Al B ) como
P( BI A) obteniendo con ello la siguiente relación

P(BI A) = P(A n B) = P (AI B)P(B)
P(A ) P(A)

Esta ecuación conocida como la Regla de Bayes es muy útil en la resolución de problemas
en donde se facilita el cálculo de una probab ilidad condicional ya sea la de A dado B o la
de B dado A para encontrar la opuesta.

2.2. Distribuciones Condicionales

Ahora aborda remos el tema de distribuciones condicionales. Para ello primero lo definiremos
para vari ables aleatorias del tipo discreto a pa rtir de la probabilid ad condicional de dos
eventos.

Sea Xl YX 2 dos variables aleatorias del tipo discr eto en el espacio de probabilidad (fl ,A, P) .
Queremos motivar la definición de la densidad de probabilidad de X 2 ! Xl = X~, para ello sea
PX"X 2(Xl , X2) su respectiva función de densidad de probabilidad conjunta la cua l suponemos
será positiva en un subconjunto V E lR.2 Y cero en cualquier otro caso. Denotaremos por
Px, (x¡) y PX2(X2) sus respectivas funciones mar ginales de densidad de probabilidad de Xl y

X 2 •
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Definimos a los siguientes eventos:
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{ , } -¡')A2 = W E n : X 2 (w) = x2 = X (x 2

Donde x~ debe ser un punto tal que P (A¡) = P [Xl = x¡J = px, (x~) > O.

Entonces tenernos que por la definición de probabil idad condicio nal:

PX,.X,(x;, x;)

PX,(x~)

Lo ante rior nos est á diciend o que la proba bilidad de que X 2 = x; dado que X¡ = x;
está dado por el cociente de la densid ad de probabilidad conjunta dividida entre la densi
dad de probabil idad marginal de la variabl e aleatoria que está condicionando. Como este
cociente está pro porcionando la probabilidad condicional, ento nces se le asigna el símbolo
PX,lXl(x;1 x;) lo cual mot iva la siguiente definición.

Definición 2.3 (Densidad de probabilidad condicional). Sea X y Y dos var iables
aleatorias del t ipo discreto con PX,y(x, y), Px(x) Y py(y) sus resp ectivas funciones de densi
dad de probabilidad conjunta y ma rginal respectivamente. Sea y¡ E IR fijo tal que py(y¡) > O.
Se define la densidad de probabilidad condicional de X dado Y = y¡ denotada por PXIY (xl y¡)
como:

( 1) [ J
PX,y(x, y¡)

PXIY x y¡ = P X = xl y = y¡ = ()
PY y¡

(2.3)

Note que una vez fijo y¡, la densidad condicional discreta cumple con ser siempre posit iva
o igual a cero al ser cociente de dos funciones de densidad de probabilidad, además es fácil
probar que cumple con el hecho de ser función de densidad de probabilidad ya que como la
densidad marginal de Y se obtiene sumando la conjunta respecto a todos los posibles valores
de la variab le aleatoria X se tiene que :

1 1
I > x ly (xl y¡) = - ( - ) L Px ,y (x , y¡) = - ( - )py( y¡) = 1

x py y¡ x py y¡

Lo cual prueba que en efecto la densidad de pr obabili dad condicional así definida cumple
con los requisitos para ser llam ad a " densidad de probabilidad" .

Extenderemos la definición anterior ahora para el caso conti nuo.

Definición 2.4 (Densidad condicional). Sea X y Y variables aleatorias del tipo abso lu
tamente continuo y sean f x,Y(x , y) su respectiva función de densidad conjunta. Llamemos
f x(x ) y Jy (y) las densidades marginales. Usaremos el resultado del caso discreto para motivar
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la definición de la función de densid ad condicional de un a var iable aleato ria absolutam ente
continua . Sea y¡ E IR fijo y t al que f y( y¡) > O. Se define la densidad condicional de X dado
y = y¡ como:

f (1 ) - f x, y( x , y¡)
x¡y x y¡ - Jy(y¡) (2.4)

Nuevamente es fácil pr obar que la definición anterior cumple con los requisitos para ser
llamada densidad pues para cada y¡ fijo y tal que Jy (y¡) > Ose tiene que:

100 fXIY( z ] y¡)dx = 100 f:./~x , ~¡) dx = -f(1 ) 100 fx ,Y(x , y¡)dx = 1-00 - 00 y y¡ y y¡ -00, ... '

!>' (YI )

Adem ás es claro que f x ¡y(xly¡) ~ O por ser un cociente de funciones de densidad .

Observe que cuando X y Y son discretas, entonces la variable aleatoria. XI Y = y¡ vuelve
a ser un a variable aleato ria discreta con función de densidad de probabilidad dad a por
PXly( xl y¡) mientras que cuando X y Y son vari abl es alea torias absolutam ente cont inuas,
entonces XI Y = y¡ es una variabl e aleatoria absolutamente continua con función de densidad
dada por f x¡y (xl y¡) . De donde se calculan las probabilid ades fácilm ente ya sea sumando o
integrando las respecti vas fun ciones para el caso discreto o absolutamente .

Teniendo bien definid o lo anterior y recordando hecho que F (x) = L Xk:SX fX(Xk), ento nces
resulta natural definir la función de distribución condicional para el caso discreto como:

FXIY(x) = L PXly( xk l y¡)
Xk$X

Mientras que para el caso absolutamente cont inuo:

F XIY(x) = 1~ f XIY( u ly¡)du

Note que en ambos casos FXIY(x) = P (X :<:; z]y = yIl .

2.3. El concepto de Esperanza

Sin duda el concepto de esp eranza de un a v. a. es básico en la teoría de probabilid ades ,
pues su importancia es compara ble incluso con el de la probabilidad de un evento. Quizás
al principio se desechó esta idea de relación pero fue la historia misma la que pr obaría que
realmente había una est recha relación entre ambos conceptos ya que un a vez que se da la
probabilidad como disciplina matemática para su posterior fusión con la teoría de la medida
a principios del siglo XX , es cuando se ve el concepto de probabilidad corno una medida y la
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esperanza como una integral de Lebesgue respecto a est a misma medida'{Puede encontrar
mucha infam ación relacionada con la historia del cálculo de probabilidades en las notas dc
Miguel A. García Álvarez [4]).

La defini ción de esperanza hoy en día puede hacerse con el enfoque de teoría de la medida
o bien con el enfoque clásico que involucra el promedio ponderado de valores que toma una
variable aleatoria. El present e trabajo no pret ende ad entrars e al modelo pr obabilístico visto
como un espacio de medida por lo que la definición será dad a como sigue:

Definición 2.5 (Esperanza de variables aleatorias discretas). Sea X un a variable
aleatoria discreta con función de densidad de probabilidad dad a por Px (x). Supongamos que
Xl, X 2, X 3 . . . son los posibles valores que puede tomar. Se dice que la variable aleatoria X
tiene esperanza finita si la serie L:x.IXkl Px( xd es convergente y, en ese caso, se define la
esperanza de X, denotada por E[X], mediante la ecuación

(2.5)

Observe que cuando tomamos a X como la [unción ind icadora de un evento A E n:

{

1 siwEA

X(w) = IA(w) =

O e.o.c

Entonces:

E [Xl = 1 * peA) + O* P(AC
) = peA)

Lo que muestra de una manera más directa el por qué el concepto de esperanza y probabilidad
de un evento están siempre muy ligados.

Definición 2.6 (Esperanza de variables aleatorias absolutamente continuas). Sea
X una variable aleatoria absolutamente continua con [un ción de densidad dada por f x( x) .
Se dice que X tiene esp eranza finit a si la integral I~oo [z]f x( x)dx es finita y, en ese caso, se
define la esperan za de X , denotada por E [X ], mediante la ecuac ión

E[XJ = / : xf x (x)dx (2.6)

Observe que se tuvo qu e hacer una definición para variables aleator ias discretas y otra para
variables aleatorias absolutam ente continuas, ésto no implica que la esperanza sólo pu eda
definirse para estos dos tipos de variables aleatorias, sino que puede darse otra definición que
involucra más herramienta matemática y la cual es capaz de extender el concepto a cualquier
variable aleatoria ya sea continua, absolutam ente continua , discreta o mixta. Lo anterior se
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logra introduciendo el concepto de la integral de Riemann-Stieltj es la cua l hace la int egral
ya no sobre una variable x sino sobre una función. 1

La definición general de Esp eranza que daremos en este trabajo es la siguiente:

Definición 2.7 (Definición general de Esperanza). Sea X una variable aleatoria con
función de distribución dada por Fx(x). Se dice que X tiene esperanza finita si la int egral de
Riemann-Stieltjes J~x IxldFx es finit a y, en ese caso , se define la esperanza de X , deno tada
por E [X] corno:

E [X] =1:xdFx (2.7)

Es claro que lo anterior es una extensión de las dos definiciones hechas en (2.5) y (2.6) puesto
que:

1:xdFx =1:xf x (x )dx cuando X es v.a . absolutamente continua

E[X] =

cuando X es v.a . discreta.

Además, esta nueva definición nos dice que cuando X es un a v.a . mixta entonces la esperanza
de X se calcula sumando en las partes en que Fx (x) tiene discontinuidades e integrando donde
Fx(x) es continua.

2.3.1. Algunas ideas erróneas

Eventualm ente han surgido algunas ideas erróneas con relación al concepto de espera nza .
Dos de ellas provienen de que a la esperanza de una variable aleatoria X se le llama tambi én
su valor esperado, termino que al decirlo sugiere las dos primeras ideas :

1. La esperanza de una variable aleatoria X coincide con alguno de sus posibl es valores .

2. El valor que se espera al realizar el exp erimento aleatorio es E[X]

1 El te ma de la integral de Riem ann-Sti eltj es es vis to en los cursos de Cálcu lo Integral por lo que se
dar á por hecho to das las propiedades que t iene dicha int egra\. Para mayor información pued e consultar estas
propiedades en las obras de G. Bartle [8J página 212 o la de Rudin [!lJ pagina 120
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Para demostrar que la primer idea es errónea basta considerar el caso de una variable aleato
ria X con distribución Binomial de parámetros (n,p). Entonces según nuestra definición de
esperanza dado en (2.5) tenemos que:

E[XJ= ~XPX(X) = ~X(:)PX(1 - pt-
x

= np

Por lo que si consideramos el caso particular en que X se distribuye corno una Binomial
con parámetros n = 5 y p = ~ obtendríamos que E [X]=2.5 lo cual mostraría que en efecto
la esperanza no coincide con algún valor posible de X ya que como sabemos una variable
aleatoria Binomial sólo toma valores enteros.

La segunda de estas ideas erróneas se desecha de igual manera con el ejemplo anterior, pues
claro es que si X(w) '" 2.5 Vw E n entonces al realizar el experimento nunca se esperaría
que X =2.5, es decir no se puede esperar que la variable aleatoria coincida con un valor que
simplemente no puede tomar.

Siu embargo, detrás de esta idea puede haber algo de verdad si precisarnos bien qué en
tendernos con la frase" el valor que se espera obtener". Para aclarar esto consideremos una
variable aleatoria del tipo discreta X Bernoulli de parámetro p = ~, la cual sabemos sólo
toma un conjunto finito de valores, a saber, 1 con probabilidad p y Ocon probabilidad 1 - p.
Supongamos que el experimento aleatorio que modela X es el lanzamiento de una moneda
justa haciendo que X = 1 cuando obtenemos águila y X = O cuando obtenemos sol. De
este medo repetimos n veces el experimento aleatorio es decir, aventamos n veces la moneda,
obteniéndose Xk como valor de X en la realización número k. Entonces el promedio de los
valores que ha obtenido X (Lo cual denotamos por: x) en los n experimentos estará dado
por :

_ XI + ... +xn
X=--"---- - -

n

Por otra parte, es obvio que cada que se realiza el experimento, X sólo tomará uno de sus
posibles valores O ó 1 respectivamente. Definimos no como el número de ocasiones en que
la variable aleatoria tomó el valor O Y ni como el número de ocasiones en que la variable
aleatoria tomó el valor 1 (Es claro que n¡ + n2 = n) . Se tiene entonces que el promedio de
valores que tomó X en las n experimentos se puede expresar corno:

x = X¡ + ... + Xn = noO+ n¡1 = OTI{) + 1n¡
n n n n

Ahora note que los cocientes dados por !!!l y !!l. es la frecuencia relativa con la que X toma
el valor Oó 1 respectivamente, de maner; qu; si tomamos la interpretación frecuentista de
la probabilidad, se esperaría que, cuando n es grande el cociente ~ ha de estar próximo a
la probabilidad de obtener sol (P [X = O]), mientras que r; próximo a la probabilidad de
obtener águila (P [X = 1]). Obteniéndose así que:

1x ~ OP[X = OJ+ 1P [X = 1J := E [X J= -........,.., 2
de!.
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Es decir la esperanza nos estaría diciend o que si lanzamos muchas veces la moneda, entonces
el " promedio" de los valores tomados por la variab le aleatoria X será ~ , es decir se espera r ía
que a la larga se obtuviera el mismo núm ero de águi las que de soles.

De esta manera podemos enunciar la siguiente conclusión:

La esperanza de X representa el promedio de los valores que toma la variable
aleatoria cuando el experimento aleatorio es repetido en varias ocasiones

Queda ah ora claro que la espe ranz a de X no es el valor que se espera obtener para X , pero
sí el valor que se espera obtener en promedio. Obsérvese además que, independientemente de
que se tome el punto de vista frecuentista , la espe ranza de una variable aleatoria discreta X ,
de acuerd o a su definición , es un promedio ponderado de sus diferentes posibles valores,
de tal manera que al valor Xk se le asigna el peso PX(Xk ).

Esta noción de promedio ponderado también puede ser llevada al caso en que X es absoluta
ment e continua pues recordando que la int egral puede ser vista como una suma de Riemann
se tendría que 2 :

l
b n

E[X] = a x f x(x)dx ~ f; Xk!x( Xk)(Xk - Xk- ¡)

Lo cual si consideramos que fX( Xk) es constante en el intervalo (Xk- l ,Xk) :

Por lo que sustit uyendo se tendría que:

n

E[X] ~ 2.:= XkP [X E (Xk,xk-dl
k=l

De donde nuevamente la esperanza resulta ser un promedio ponderado.

Una tercera idea errónea que suele también tenerse es que la esperanza es igual, o por
lo menos cercana, a un valor x de lR para el cual f x (x ) o Px( x) es un máximo 3 . Est o
ciertamente ocurre en algunas vari abl es de más renombre como por el ejemplo la Binomial,
Possion o Norm al. Sin embargo no siempre es así, simplemente consideremos a una variable
aleat oria con distribución exponencial de parámetro >. = 100, entonces:

E[X] = 1'''' x ±exp { -~} dx = x= 100

Sin embargo al graficar la densidad (ver gráfico 2.1) se observa que el máximo se obtiene
cuando x = O, el cual es un valor relativam ente lejano a la E[X] dando un claro ejemplo de
la posible diferencia de estas dos medi as.

2 Se da por hecho que se hizo una partición del intervalo (a ,b) en JI subintervalos
3 El punto x para el cua l fx(x) ó px(x) es máx imo se le conoce como Moda de la distribución
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El concepto de esperanza puede generalizarse de una manera clara para el caso de funcion es
de variables aleatorias de la siguiente manera:

Sea G: IR -+ IR una función tal que G(X) es una nueva variable aleatoria, entonces por la
definición de es peranza de la variable aleatoria G(X) se puede probar que:1:G(x)dFx =1:G(x)fx(x)dx cuando X es v.a . absolutamente continua

E[G(X)] =

1:G(x)dFx = ¿ G(Xk )PX(Xk) cua ndo X es v.a . discreta.x.
(2.8)

En donde se pide para que la espe ranza est e bien definida que la integral .r~oo IG(x)1 dF sea
finita.

Figura 2.1:
0.01

Exp(l00)

O.COl

nns

0004

~0.002

Moda E[X)

O 100 20J an 400 sn 600
x

Para el caso de vectores aleatorios el concepto anterior puede ser escrito de la sigui ente
manera . Sea X=(X¡,X2 , • • • , X p ) un vector aleatorio y G : IRP -+ IR entonces se defin e:1:...1:G(Xl' . . . ' Xp)f X(Xl' . . . ,Xp)dXl . . . dxp caso continuo

'-v--'
p- veces

E[G(X) ] =

caso discreto

(2.9)
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En donde fx es la función de densidad conjunta del vector aleatorio X para el caso cont inuo
y Px la función de densidad de probabilidad del vector aleatorio en el caso discreto.

2.4. Propiedades de la esperanza

El operador esperanza definido en la sección ante rior goza de ciertas propiedades que son
importantes en las aplicaciones de la estadística. A continuac ión se listar á una serie resultados
que nos serán útiles para el presente trabajo:

Teorema 2.1 (Prop iedades del Operador Esperanza) . Sea X , Y variables aleatorias
con espemnza finita y c un número real, entonces se tiene que:

1. E [cX] = cE [X ]

2. E [X + Y ]= E [X]+ E[Y] (Linealidad)

3. Si X Y Y son independientes entonces E [XY] = E [X]E[Y]

4. si X::; Y entonces E [X] ::; E [Y] (Monotonia)

Demostración. Se demostrar á en orden cad a una de las propiedades ante riores

1. Usando la definición de esperanza para la función de variables aleatorios (G(X) = eX )
tenemos :

E [cX] =1:cxdF(x ) = c1:xdF (x ) = cE[X]

Note que se usa la propiedad de linealid ad de la integral de Riemann-Stieltj es

2. Supongamos que X y Y son absolutament e continuas entonces haciendo G(X,Y ) =
X + Y tenernos:

E[X + Y] := 1:l : (x + y)fx,y( x , y)dxdy

=1:1:xfx,y(x, y)dxdy +1:1:yfx ,y(x, y)dxdy

= 1:x l :fx .y(x ,y)dydX+1:y1:f x ,y (x , y)dXdy
, v J 'v '

h W hM
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=1:x fx(x )dx +1:yfy(y)dy = E [X] + E[Y]

La demostración para el caso discreto es análoga cambiando el símbolo de integración
por el de sum a.

3. Supongamos que X y Y son absolutamente cont inuas e independientes, entonces ha
ciendo G(X, Y ) = XY tenemos:

E[XY]:=1:1:x y f X,y(x, y )dxdy

Usando la hipótesis de independencia de las variables aleatorias se tiene que fx ,Y(x , y)
es igual al producto de las marginales fx(x)fy(y) por lo que sustituyendo:

= 1:1:x y f x ,y (x , y)dxdy = 1:1:x Yf x (x)fy (y)dxdy

=1:x f x (x )dx1:yfy(y)dy = E[X]E[Y]

La demostración para el caso discreto es análoga cambiando el símbolo de integración
por el de suma

4. Definamos a la variable aleatoria Z = Y -X. Enton ces por hipótesis obtenemos que:

O:::;Y-X=Z

Entonces Z es una v.a. que toma valores positivos por lo que usando las propiedades
de la int egral de Riemann-Stieltjes:

E [Z ] = LX> zdF z 2: O::::}- E [Y - Xl 2: O

Finalmente usando la linealidad del operador esperanza obenemos:

E[Y] - E [X] 2: O::::}- E[X] :::; E [Y]

o
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2.5. El concepto de Esperanza Condicional

5

Hasta este punto hemos expuesto todas las ideas relacionadas con el tema principal de este
capítulo, lo anterior fue hecho con el obje tivo de tener todas las herramientas necesarias
para motivar de una manera fácil una buena definición de la esperanza condicional dado un
evento B al cual denotaremos como E[X IB] 4 .

Recordemos que si X es una variable aleatoria discreta que tom a valores X l , X2 , . . . , entonces
su esperanza es igual a Lk XkP [X = Xk]. De manera que ahora resulta lógico definir a la
esperanza condicional como :

" " P[{X = Xk} n B]
E[XI Bl = L.J xkP[X = Xk IBl = L.J Xk P(B)

k k

1 1 1
= P(B) ¿ XkP[{X = Xk} n Bl = P(B) ¿ xkP [XlB = Xk] = P(B)E[XlBl

k k

Ahora observe que E[XlB] no depende de la forma que tiene X (absolutamente continua o
discreta) por lo que se desprende la siguient e definición de manera general:

Definición 2.8 (Esperanza condicional dado un evento). Sea B cualquier evento de
probabilidad posit iva y X una variable aleatoria de esperanza finita 6 . Se define la esperanza
condicional de X dada la ocurrencia del evento B , E[X¡ Bl, como:

E[X IBl = E[XlBl
P(B)

(2.10)

La interpretación que daremos al número E[X IBl será el promedio de los valores
que toma la variable aleatoria X cuando el experimento aleatorio es repetido en
varias ocasiones suponiendo en cada repetición que el evento B ocurrió.

La ante rior definición es una generalización de la definición de probabilidad condicional la
cual most ramos a continuación.

Supongamos que tenemos dos eventos A y B , B con probabilidad positiva, entonces por
definición sabemos que:

P(A lB) = P( A n B)
P(B)

4 En esta parte siempre supondremos que el evento al cual se está condicionand o tiene prob abilidad
positi va

5 En esta igualdad no est arnos dando por hecho que P [X l n = O] = P[{X = O} n Bl ya que la igualdad no
necesar iament e es cier ta, sin embargo , las iguald ades arriba mencionadas son válidas ya que cuando Xk = O
entonce s se tiene que XkP[{X = Xk} n Bl = O= XkP (X l n = Xk]

6 Note que al pedir que X tenga esperanz a fiuita se asegura que E[X IBl exista ya que E(lX /nll ::; E (lX Il
lo cual es consecuencia inmediata de que IX/ni ::; IXI
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Si ahora tomamos a X(w) = I A(w) entonces:

E [X IBl '= E [IAIsl = E[ I Ans ] = P( A n B) := P(A lB)
. P(A) P(A) P(A)

Lo que muestra el como con la definición de esperanza condicional se obtiene la probabilidad
de un evento A dada la ocurrencia de otro evento B .

2.6. Esperanza condicional en el caso discreto

Ahora daremos la definición de la esperanza condi cional de X dado que ocurrió el evento
{Y = y} para el caso en que tanto X como Y son variables aleatorias de tipo discreto .

Como ya tenemos la definición de espe ranza condicional de una variable aleatoria dado un
evento B con probabilidad positiva, entonces para seguir siendo consist entes con esta defini
ción resulta natural definir a B como el evento {Y = y} quedando la esperanza condicional
de la siguiente forma :

E [X IY = y] = E[XI Y= II] = L Xk P [X = Xk ,Y = y]
P [Y = y] k P [Y = y]

Ahora note que el cociente que aparece en la última expresión no es más que la densidad
condicional de X dado Y = y evaluada en Xk por lo que al snstituirlo, nuestra definición
quedaría de la siguiente forma 7 :

Definición 2.9. Sea X y Y variables aleatorias del tipo discreto y sea y tal que P[Y = y] > O,
entonces se define la esperanza condicional de X dado Y = y, denotado por E[X IY = y]
como: .

E[X IY = y] = L XkPX¡y(Xk Iy)
k

La definición anterior arro ja las siguiente observaciones:

(2.11)

1. La esperanza condicional de X dado Y = Y nuevament e puede ser pensado corno un
promedio ponderado en donde a cada Xk ahora se le asigna el peso de la probabilidad
condicional de X = Xk dado Y = y

2. Al calcular la esperanza condiciona l nos queda una expresión que depend e de y por lo
que a veces se acostumbra a escribir g(y) = E[X IY = y], lo cual nos indica que la
espera nza condicional cambia dependiendo de que valor se le asigne a y .

3. Un punto importante que se desprend e de lo anterior es la definición de E [X IY] corno
nna v.a. aleatoria que es función de Y (g(Y) = E [X IY]) .

7 Se da por hecho que el evento Y = Y tiene probabilidad positi va
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2.7. Esperanza condicional en el caso absolutamente
continuo

Ahora pensaremos a X y Y como variables aleatorias del tipo absolutamente continuo y
nuevamente el problema será definir una expresión para la esperanza condicional de X dado
Y=y.

Motivados por la definición en el caso discreto resulta ahora natural definir este concepto de
esperanza condicional poniendo en lugar de la función de densidad de probabilidad condi
cional del caso discreto a la función de densidad continua del caso absolutamente continuo,
además para seguir siendo consistentes se cambiará el símbolo de suma por el de integración.

Definición 2.10. Sea X e Y variables absolutamente continuas e y un número real tal que
fy(y) > O. Sc define la Esperanza condicional de X dado Y = Y como:

E[X Iy = y] =1:xfXIY(x Iy)dx (2.12)

Las observaciones que surgen tras esta definición son similares al caso discreto, pues nue
vamente la esperanza condicional puede ser vista como un promedio ponderado viendo a la
integral como una suma de Riemann. Note además que nuevamente la esperanza condicional
queda en función del valor que toma y.

Estas definiciones también pueden ser llevadas para el caso de funciones de variables aleato
rias y de vectores aleatorios de la siguiente forma:

Sea X¡ , . . . , X p, y variables aleatorias y G: IRP -> IR una función tal que G(X¡, . . . , X p) es
nuevamente una variable aleatoria con esperanza finita, entonces se puede probar que :

1:...1:G(x¡, . . . ,x,,)fXly(x¡ , ... ,xply)dx¡ . . . dxp casocontinuo

~
p r-uecee

E[G(X) Iy = y]=

caso discreto

(2.13)
En donde, para que todo esté bien definido pediremos que y sea un número real tal que
fy(y) > Oen el caso absolutamente continuo o py(y) = P[Y = y] > Oen el caso discreto.
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2.8. Propiedades de la esperanza condicional

La esperanza condiciona l para variables aleatorias discretas o absolutamente cont inuas defini
da anteriormente goza de las propiedades descritas en el teorema siguiente:

Teorema 2. 2 (Propiedades de la esperan za condicional). Sea X , Y,Z variables aleato
rias discretas o absolutamente l'-Ontinuas con esperanzas finitas 1/ e, Y E IR tal que jy(y) > O
si Y es absolutamente continua o p}.(y) > Osi Y es discreta. Entonces se cumple lo siguiente:

1. E[cX Iy = y] = cE[X Iy = y]

2. E [X + Z Iy = yJ= E[X Iy = y]+ E [Z Iy = yJ

3. Si X y Y son independientes, entonces E [X Iy = y] = E [X J

4· E [H(X)G(Y) Iy = yJ= G(y) E [H(X) Iy = y]

Dem ostración. La prueba se llevará a cabo en orden y únicamente para el caso en que X,Y,
y Z son variables aleatorias absolutamente continuas. (El inciso 4 no es demostrado en este
trabajo por su complejidad y falta de herramientas para su demostración sin embargo la
demostración puede ser consultada en "Probability and Measure Theory" [7J en la página
220)

1. Sea G(X) = cX, entonces por definición tenemos:

E [cX Iy = y] := 1:exfXly(xl y)dx = e1:xfXly(xl y)dx := cE[X Iy = yJ

2. Sea G(X) = X + Z , entonces por definición tenemos:

E[X + Z Iy = y] :=1:1:(x + z )f X,ZIY(X' Z Iy)dxdz

= ( = f x( ) l" fx ,z,y(x,y, z )dz dx + ( = f z( ) ( = f x ,z ,y (x , y , z )dx dz
J - = y y J-= J - x> y y L=

" # " 'V v
I x ,Y (x ,v ) I z, y (z ,v )

¡= f x ,y (x , y) ¡=fz ,Y( z , y) ¡= (1) l oo ( 1)
= x f () dx+ z f () dz = x f x ¡y x y dx+ zfZIY z y dz

-r-oo y y - 00 y y - 00 -00

"-v---' '---v--'
Ix IY(X Iv) I z IY(Z Iv)

:= E [X Iy = y]+ E [Z Iy = yJ
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3. Supongamos que tanto X como Y son independientes, lo que impli car ía que la densidad
conjunta de X e Y es igual al producto de sus respectivas marginales UX,y(x , y) =
fx( x)fy(y)) . En tonces tendr íamos lo siguiente:

E[X Iy = y] =1:x fX IY(x Iy)dx

= t" x fx ,y (x, y) = roo x f x (x ) fy (y)dx = E[X]
i .: fy(y) ~h' i.: h -(y)

'P

o

Observe que una consecuencia importan te que obtenemos de las propiedades ante riores es
que :

E[G(X) IX = t] = G(t)

2.9. Algunos Resultados Importantes

En esta sección daremos algunos resul tados imp ortantes relacionados con la densidad condi
cional de los estadíst icos de orden y esperanza condiciona! dado un event o, mismos que serán
utilizados en el capít ulo 3 de este trabajo y nos serán de gran ayuda para poder llevar a cabo
la caracterización de las funciones de distribución que pr etendemos.

Los dos primeros teoremas que se tratan a continuación están basados en la prueba expuesta
en la obra de R.A. David [1] en las páginas 265-278.

Teorema 2.3 (Distribución condicional de Y,.:nlYk:n = t con k < r}, Sea YI:n ~ 1'2 :n ~

_. - ~ Y,,,,, los estadísticos de orden de una mu estra aleatoria XI , X 2 , . . • , X n de una función
de distribu ción F(-) continua y sea 1 ~ k < r ~ n. Entonces Yr:n lYk :n = t tiene la misma
distribu ci án que el (1' - k) estadístico de orden de una muestra aleatoria de tamaño n-k
proueni eni e de un distribución dada pOTO:

{

F(x) - F(t)
G(x)= l -F(t)

O

Demo stración. Por definición tenemos que:

x ? t

x < t

(2.14)
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Por lo que usand o la fórmul a (1.13) para la densidad conjunta de dos estadístico de orden y
la formula (1.7) para la densidad del est adístico de orden k tenemos que lo anterior es igual
a:

_ n!F (t)k-l [F (Yr) - F (t)j'-k -l [1 - F (Yr)]"- r f (t) f (Yr) (k - 1)!(n - k)!

- (k - 1)! (r - k - 1)! (n - r)!n!F (t)k 1 [1 - F (t)]" k f (t)

Lo cual tr as eliminar términos que multiplican y divid en queda de la siguiente forma:

f . (1 = t ) = (n - k)! [F(Yr) - F (t)j'-k- l [1- F (Yr)]"- r f (Yr) (2.15)
}r:nIYkn Yr Yk (r _ k _ 1)! (n _ r)! [1 _ F (t)]" k

Así pues, hemos probado hasta esta par te que la densidad condicional Yr;nlYk ;" = t está dada
por la ecuación (2.15) por lo que para terminar con la pru eba del teo rema lo que resta es
verificar que en efecto esta ecuación es igual la densidad del (r - k) estadístico de orden de
una muestra aleatoria de tamaño (n - k) provenient e de la distribución G (x)

Sea X; ,...,X:._k una muestra aleatoria de G (x) . Aplicando la fórmula (1.7) para encontrar
el (r - k) estadístico de orden de una muestra de tamaño (n - k) tenernos:

( )
= (n - k)!G (Yr_kr-k- 1 [1 - G (Yr_k) ]"-k-r+kc' (Yr-k)

gYr-b .-k Yr-k (r _ k _ 1)! (n - k - r + k)!

Como:

c' ( ) = (F (Yr- k) - F (t)) ' f (Yr-k)
Yr-k 1- F(t) 1- F(t)

[1_G( .)],,- r = [1 - F (Yr-k)] n-r
Yr-k 1- F (t)

Entonces tenemos que la densidad es de la forma:

(n - k )! [F(Yr-k) - F(t)j'-k-l [1- F (Yr_k)]"-r f (Yr-k )
gYr_kn_k(Yr-k) = (r _ k - 1)! (n - r )![1 - F (t )j'-k- l [1- F (t )]"- r [1 - F(t )]

(
_ ) = (n-k)![F(Yr) -F(t)]'-k- l [l-F(Yr)]"- r f (Yr)

gYr-k:n-k Yr k (r _ k _ 1)! (n _ r )![1 _ F (t)]" k

Lo cual es lo mismo a lo que habíamos llegado en la ecuación (2.15) . Por lo tanto hemos
probado que la densidad de Yr:,,1 Yk ;" = t es igual a la densidad del r - k estadístico de orden
de una muestra de tamaño n-k provenient e de una distribución dada por G (x) O

Teorema 2.4 (Distribución condicional de Y,.:" IYk:" = t con r < k). Sea Yi:" ::; Y2:" ::;

. . . ::; Y";,, los estadísticos de orden de una mues tra aleatoria X ¡, X 2 , •• • , X" de una fun ción
de distribución F (·) continua y sea 1 ::; r < k ::; n. Entonces Y,.;"I Yk :" = t tiene la misma



2.9. ALGUNOS RESULTADOS IMPORTANTES 39

distribución que el r-ésimo estadístico de orden de una muestra aleatoria de tamaño k - 1
provcnicnte de una distribución dada por:

{

F (x) x < t
G(x) = FTtf -

1 x> t

Demostración. Por definición de densidad condicional tenemos que:

(2.16)

Ahora recordando que r < k y usando la fórmula para la densidad conjunta para dos es
tadísticos de orden tenemos que:

(k - 1)!F (Yry - l [F(t ) - F(Yr)]k-r-l f(Yr)
jy"nJY.,,.(Yr IYk = t) = (1' _ 1)!(k _ l' _ 1)!F(t)k 1 (2.17)

Por lo que ahora basta probar que la expresión (2.17) es igual a la expresión obtenida al
encont rar la distribución del r-ésimo estadístico de orden de una muestra aleatoria de tamaño
k - 1 proveniente de la distribución dada por G(x).

Sea X ; , ... ,X~_l una muestra aleatoria de G (x) . Entonces aplicando la formula (1.7) ten
emos :

( )
_ (k - 1)!G(YrY - l [1 - G(Yr)]k-r -l G'(Yr)

gYd -l Yr - (1' _ 1)!(k - r - 1)!

Pero por hipótesis, sabemos que

G( ) = F (Yr )
Yr F (t )

[1 _ G(y t -r-1= {F(t ) - F (Yr)r
r F (t )

G'( ) = f (Yr )
v- F(t )

Por lo que sustituyend o obtenemos que :

( )
_ (k -1 )!F (YrY - l [F(t ) - F(Yr)Jk-r-l f(Y r)

sv;«, Yr - (1' _ 1)!(k _ r _ 1)!F(t)k 1
(2.18)

Fin alm ent e como la ecuación ( 2.17) es igual a la ecuac ión (2.18) se prueba que en efecto la
densidad de Yr:nlYk :n = t (1' < k ) es igual a la densidad del r-ésimo esta díst ico de orden de
una muestra aleatoria de tamaño k - 1 proveniente de una distribución dada por G (x) O
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Teorema 2.5. Sea X variabl e aleatoria absolutamente continua con esperanza fin ita . En
tonces:

lím E[X IX > n ] = E[X]
n-.-OQ

Demostración. Por la definición dada en (2.8) tenemos :

E [XI]
{'''' x fx (x) dx

1, E[X IX l l ' IX>" } l ' inun > n = im [ ] = un "-'-'-:P::-;['7X=----;-] -
n~- O<J n~- O<J P X > n n~- O<J > n

= ,,!!.I~"""¡OO x f x (x )dx = l:x fx (x )dx = E X

lím P [X > n] lím P[X > n] [1
n--x n--~

Lo anterior se justifica haciendo A" = {X > n} (observe que A" converge a n cuando
n -+ - 00) lo que impli caría qu e:

lím P[X > n] = lím P lAn] = p[n] = 1
n--oo " n- - oo

Para ver con más detalle este paso, puede consult ar" Probability and Measure Theory" [7]
en la página 9. O

Observe que de manera an áloga , se tiene qu e:

lím E [X IX < n ] = E[X]
n~oo

Teorema 2.6. Sean a y f3 los extremos izqui erdo y derecho de una distribución absoluta
m ente continua F. S ea 9 : [a, (3) -+ lR una f un ción con primera derivada continua tal que
límx~¡3 g(x) = 00 y supongamos que E [g(X )] < oo. Entonces

1
/¡

a g' (x)[l - F(x )]dx = E [g(X)] - g(a)

Demostración .

1# 1# 1# {f } 1#fa 9' (x)[l-F(x)]dx = a g' (x)P[X > x ]dx = a g' (x) ix fx(y)dy dx = a ix g' (x)fx(y)dydx

Intercambiando el ord en de integración
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Utiliz ando el Teorema Fundamental del Cálculo para la integral respecto a x

= 1'3 fx(Y) {g(y) - g(n)} dy =¡/3 g(y)fx(y)dy - g(n )¡/3 fx(y)dy

'-,...--' ~
Elg(X)] 1

Por lo tanto

¡/3 g' (x)[l _ F(x) ]dx = E[g(X)] - g(a)

41
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Teorema 2.7 . Sean a y (3 los extremos izquierdo y derecho de una distribución absoluta
mente continua F. Sea g : [a ,(3) -> lR una función con primera derivada continua tal que
límx_¡3g(x) = 00 y supongamos que E [g(X) ] < oo. Entonces

lím g(x) [l - F(x) ] = O
x -{J

Demostración. Integrando por partes:

1{J 1¡3 {J
, a g' (x)[l - F( x) ]dx = g(x)[l - F(x)] a +¡ g(x) fx(x)dx

"----v------'"
Elg(X) ]

=:> 1{3 g'(x)[l - F(x) ]dx = lím g(x )[l - F(x) ]- g(a) + E[g(X) ]
a x-~

Entonces usando el teorema anterior:

E [g(X) ] - g(o-) = lím g(x)[l - F(x) ] - g(a) + E[g(X) ]
x-¡J

=:> O= lím g(x)[l - F(x)]
x -¡J

o

Note que como [1 - F(x)]" ~ [1 - F( x) ] para todo n E N entonces:

=:> lím g(x)[l - F(x) ]" = O
x - {3

VnEN

De la misma forma que en los teoremas anteriores se puden probar los siguientes resultados:
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Teorema 2.8. Sean a y {3 los extremos izquierdo y derecho de una distribución absoluta
mente continua F. Sea 9 : (a , ,LI] ---t IR una función con primera derivada continua tal que
límx _ a g(x) = 00 y supongamos que E[g(X)] < oo. Entonces

113
g' (x)F(x)dx = g({3) - E[g(X)]

Teorema 2.9. Sean a y {3 los extremos izquierdo y derecho de una distribución absoluta
ment e continua F. Sea 9 : (a , {3] ---t IR una función con primero derivada continua tal que
Iímx _ a g(x) = 00 y supongamos que E[g(X)] < oo. Entonces

lím g(x)F(x) = O
x-a

y nuevamente de esto último se concluye que:

lím g(x)F(x)" = O
x-13

\;fnEN



Capítulo 3

Una caracterización de distribuciones

Hasta estos momentos se han expuesto todas la herramientas necesarias para poder comenzar
la caracterización de funciones de distribución por medio de la esperanza condicional de sus
estadísticos de orden. De esta manera, este capítulo contar á con varios teoremas y corolarios
que nos dirán bajo qué condiciones podremos const ruir una función de distribución , sabiendo
la forma general que toma la esperanza condicional de los estad íst icos de orden.

Comenzaremos con el teorema (3.1) el cual nos dice que si tenemos la esperanza condicional
de la form a:

r-l 1
E [g(Yr:n) IYk:n = t] = 9 (t) + eI: - .

j=k n - J
r <k Vt

Entonces bajo adecuadas condiciones dadas al dominio y form a de la función 9 podemos afir
mar que la distribución, que siguen las vari abl es aleatorias qu e dieron origen a los estadísticos
de orden, es:

F (x) = 1 - exp { - ~ [g (x) - 9 (a)]}

Posteriorment e se mencionarán otras formas de esperanz a condicional que también carac
terizarán a estas mismas funciones de distribución .

Más adelante, también se mencio nan los t eoremas para el caso en que F es de la forma:

F (x) = exp { ~ [g (fJ) - 9 (x)]}

y finalm ent e terminamos con algunos ejempl os y aplicaciones de todos estos teoremas.

43
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3.1. Teoremas de caracterización

Las demost raciones de los teoremas (3.1),(3.2) y (3.3) que a continuación se presentan están
basadas en un artículo que publicó L.Y. Ouyang [11] en 1996 por lo que estas demost racion es
seguirán el mismo razonamiento que él siguió complementándolo con algunos pasos que
omit ió como obvios.

Teorema 3.1. Sea c E IR - {O} , consideremos () 2: - 00 y l' S 00 los extrem os izquierdo
y derecho de un a función de dist ribución F (.) de una varia ble absolut am ent e continua X
con O< F (x) < 1 "Ix E (a , ¡J), y sea g : [a,m-> IR una f unción continua sobre el in tervalo
[a,m con primero derivada continua sobre (a , m y tal que g(x) ->~ 00 cuando x -> ¡J- si
c> O oc < O respectiv am ente. Si E [g(X) ] < 00, entonces:

r - l 1 { 1 }
E [g(Yr:n)l Yk:n = tJ = 9 (t ) + cL - .<=} F (x) = 1 - exp -- [g (x) - 9 (a)J

j ;k n - J c

con 1 S k < r S n , Vt E (a ,m

Dem ostración. Usando el resultado del teorema (2.3) que nos da la densidad condicional de
Yr:n IYk:n = t con k < r y por definición de esperanza condicional para el caso absolutamente
continuo dado en (2.13) tenemos:

E [g(Y. . )1 Y. . = tJ = A Jf3 g (y ) { [F (Yr) - F (t )¡r- k- l [1 - F(Yr)J"-r } dF(y) (3.1)
r .n k.n 1 t r [1- F(t)¡n -k r

donde
(n - k)!

Al = -,------,--'---.,.-.,.-'-----.,..,.
(r - k - 1)! (n - r )!

Dado lo anterior , comenzaremos la prueba con la parte de suficiencia.

• <= :J

Suponiendo que F (x) = 1 - exp { -~ [g(x) - 9 (a)J) tenemos las siguientes cuatro igual
dades:

F (Yr) - F (t) = exp { - ~ [g(t) - 9 (a) ]} - exp { - ~ [g (Yr) - 9 (a) J}

1 - F (Yr) = exp { - ~ [g (Yr) - 9 (a )]}

(3.2)

(3.3)

(3.4)
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Sustituyendo las ecuaciones (3.2), (3.3), (3.4) en la ecuación (3.1) tenemos que la esperanza
condicional es igual a:

l

fi [F (Yr) - F (t)]'-k-l exp {-y [9 (Yr) - 9 (a)]}
=Al t g(Yr) [1- F(t)¡n-k *

1 {1 },-;;exp --;;[g(Yr)-g(o:)] g(Yr)dYr

Lo cual si es simplificado y reacomodado

= Al l {3g(Yr)g'(Yr)[F( )_F(t)j'-k-l*
[1- F(t)t-k t e Yr

{
n-r+l }

exp - e [g (Yr) - 9 (a)] dYr

Integrando por partes en (3.5)

(3.5)

u = g(Yr) [F(Yr) - F(t)j'-k -l {
n-r+l }v = exp - e [g (Yr) - 9 (a) ]

[ r-k-2 {1 [ ]} 1,
~ du = 9 (Yr)(r - k - 1) F (Yr) - F (t)] exp --;; 9 (Yr) - 9 (a) -;;g (Yr) +

[F(Yr) - F(t)]' -k-l g' (Yr)dYr

{
n-r+l } [ n-r+l, ]

~ dv = exp e [g (Yr) - 9 (0:) ] - e 9 (Yr) dYr

Entonces

-x. l fi
-Al [ 1{3 lfi](3.5) = k udu = k - udu + uv

[1 - F (t)¡n- (n - r + 1) t [1 - F (t)¡n (n - r + 1) t t

Sustituyendo u, v y evaluando 1 :

9 (Yr) [F (Yr) - F (t)]'-k-l exp { - n - : + 1 [g (Yr) - 9 (o:)J} I~ = O

1 Note que por las condiciones que cumple la función g, lo que en realidad estamos haciendo al evaluar
en /i es tomar el límite cuando y,. tiende a (j esto es:

9 (Yr)[F (Yr) - F (t)j'-k-l ex p { n-: + 1 [g(Yr) - 9 (a)J}r=

lím g(Yr) [F(Yr) - F(t))' -k-l ex p {_ rt - r + 1 [g(Yr) - g(a)l} = 0
~_oo e

Lo cual es válido por el hecho de qu e lím yr _ oo g(Yr )exp {- ~g(Yr)} = O
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l 13 vdu = l 13 g (Yr) (r - k - 1) [F (Yr) - F (t)j'-k-2 exp { -~ [g (Yr) - g (a) ]}

1, { n-r+1 }
~g (Yr) exp e [g (Yr) - g (a)] dYr +

l13 exp { n - : + 1 [g (Yr) - g (a)]} [F (Yr) - F (t)j'-k-l g' (Yr) dYr

De donde después de sustituir el valor de Al obtenemos que (3.5) t.iene la siguiente forma:

A2 j13 , r k 1 {n - r+ 1 ]}= [1 -F(t)¡n-k t g(Yr)[F(Yr)-F(t)]--exp e [g(Yr)-g(n) dYr

+ (n - k)! 113 ( ) {[F(Yr) - F(t)j'-k-2 [1 - F(Yrw-r+l} dF( ) (3.6)
(r - k - 2)!(n - r + 1)! . t g Yr [1 _ F (t)]n-k Yr

donde
___ ("-.n.,...,-...,..k-,-)_!_---:-::A2 =--:-

(r - k - 1)! (n - r + 1)!

Ahora note que el segundo sumando de la expresión anterior es igual a E [g (y"-l:n)!Yk :n = t]
(Ver ecuación (3.1)) de donde obtenemos que:

(3.7)

Resolvemos la integral involucrada en (3.7) por el método de integración por partes:

Sea

u = [F(Yr) - F(t)]'-k-l Y v = exp{ _n-~+l [g(Yr) - g(a)]}

=:> du = ~ (r - k - 1) [F(Yr) - F (t)]' -k -2 exp { -~ [g (Yr) - g (a)]} g' (Yr) dYr

=:> dv = - n-~+lexp {- n-~+l [g (Yr) - g (a)]} g' (Yr) dYr

Por lo que la integral en (3.7) es igual a:

e jf3= udv=
n -r+1 t

e [_j13 vdu + uvl13]
n-r+l t t
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De donde tras sustituir y evaluar''

[F (Yr) - F (t )]r- k- l exp { n - r +1[ () ()]}I(3 Oe 9 Yr - 9 a t =

47

1(3 r - k - 11(3 , r k 2 {n-r' +2 }
t vdu= e t 9 (Yr)[F(Yr)-F(t)] - - exp e [g(Yr) -g(rt)] dYr

Entonces al resolver la integral por partes hemos llegado a que :

1(3 g' (Yr) [F(Yr) - F (t)](r-l)-k-l exp { - n - (r ~ 1) + 1 [g (Yr) - 9 (a)]} dYr (3.8)

Ahora note que de esta últ ima igualdad la integral que aparece en el lado izquierdo es igual
a la integral del lado derecho haciendo la sustitución de r por r - 1, con la diferencia que
aparece el factor ~::.~~~ multiplicando a la integral del lado derecho.

Así pues de la igualdad (3.8) se puede observar que si llevamos a cab o (r - k - 1) veces el
mismo proceso de integración antes descrito llegamos a que la integral que aparece en la
expresión (3.7) es:

(r - k - 1) (r - k - 2) . .. 1 1#'()
= 9 Yr *(n - r + l)(n - r + 2) . . . (n - r + (r - k - 1)) t

{
n-r+ r -k }

exp e [g (Yr) - 9 (a)] dYr

(r - k - 1)' (n - r)! 1(3 r { n - k }
= (n-k-1)! t 9 (Yr)exp - - c- [g (Yr)- g (rt)] dYr (3.9)

Por lo que sustitu yendo este último result ado en la ecuación (3.7) llegamos a que la espe ranza
condicional E [g (Yr:n)1 Yk :n = t] bajo la hipótesis de suficiencia se puede expresar como:

n-k 1(3, {n-k }
= (n _ r + 1) [1 _ F (t)]n -k t 9 (Yr) exp --c- [g (Yr) - 9 (a)] dYr+

E [g(y"-I :n)1 Yk :n = t]

2 Recuerde que

. { 7I- r+1 }hm exp - - - - [g(Yr) - 9 (a )] = O
y(r)~I3- c

(3.10)
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Ahora resolveremos la integral involucrada en (3.10) . Para ello procederemos por el método
de cambio de variable:

Sea
n-k n -k ,

u = --- [g (Yr) - 9 (a)] => du = --- g (Yr)
C C

Ent onces la integral de la expresión (3.10) torna la siguiente form a:

c ¡-oo C { { n k } }= - -- exp {u } du = --- 0 - exp ---=- [g (t) - 9 (a)]
n-k _ " ~ k 19(t) -9(0)J n-k e

{ }

n - k

= _ c_exp - ~ [9 (t) - 9 (a)J = _ c_ [1 - F (t)]" -k
n -k e n-k

(3.11)

De donde finalmente tras sustituir est e último resultado en la ecuación (3.10) obtenemos que
bajo la hipótesis de suficiencia :

e
E [g (Y,.:n) I}k:n = t ] = + 1 + E [g (y"-1:n)! Yk:n = t ]

n -r

Ahora usando recurrentemente lo anterior:

e e c
E [g (Yr:n)!Yk :n = t] = + ...--k + E [g (Yk :n ) IYk :n = tJ

n- r +l n-r+2 n -

y como E [g (Yk :n ) IYk :n = tJ = 9 (t) entonces se ti ene:

r- 1 1
E [g (Y,.:n)1Yk :n = tJ= g(t) + c L -'

j=k n - J

Con lo cual termina la prueba de suficiencia.

• =>:]

(3.12)

Para comenzar con la otra parte de la prueba partiremos de la ecuación (3.1) la cua l es
válida por definición de esperanza condicional para el caso absolutamente continuo .

Pero por hipótesis:
r- 1 1

E [g (Y,.:n)IYk :n = t ] = 9 (t) + cL -.
j=k n - J
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Por lo tanto:
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[ r-I ] P
9 (t) + e~ n ~ j [1 - F (t)]"- k = Al j 9 (Yr)[F (Yr) -F (tW~k-1 [1 - F (Yr)]"- r dF (Yr),

1
(3.13)

Ahora nos cent raremos en resolver la integral del lado derecho de la ecuación ante rior por
medio del método de integración por partes.

Para ello hacemos:

u = 9 (Yr ) [F (Yr) - F (tW - k- 1
y v = [1- F (Yr)]"- r+1

=> du = 9 (Yr) (r - k - 1) [F(Yr) - F (tW - k- 2 dF (Yr) + [F(Yr) - F (tW - k- 1g' (Yr) dYr

=> dv = - (n - r + 1) [1 - F (Yr)]"-r dF (Yr)

Con las sustituciones anteriores la integral 1 es igual a:

Pero como''

Entonces:

1= 1 l P

1 [l P

I
rl

]udu = - vdu + uv
n- r +1 t n -r+ l t t

1 = r - k ~ ~ l P
[1 - F (Yr)]" -r+J 9 (Yr) [F (Yr) - F (tW- k-2 dF (Yr) +

n - T t

1 + 11{J [1 - F(Yr)]"- r+J [F (Yr ) - F (t )r - k- I g' (Yr )dYr
n - r t

Por lo tanto , sus ti tuyendo el resultado de la igualdad anterior en la ecuación (3.13) tenemos
que:

[g (t ) + e~ n ~ j] [1- F (t )]"-k =

(r _ k _(~)~(~)~ r + 1)!l P
9 (Yr) [F(Yr) - F (tW -

k
-

2
[1 - F (Yr)]" -r+1 dF (Yr) +

3 En esta parte utilizamos el hecho de que

lím g(x )[l - F(x))n = O
x~fJ

Lo cua l fue probado en el teo rema (2.7) del capítulo 2.



50 CAPÍTULO 3. UNA CARACTERIZACIÓN DE DISTRIBUCIONES

(n - k)! 1 (3 ' ( ) [ () ( )]r-k-l [ F ( )]n-r+ld
(r _ k _ 1)! (n _ r + 1)! t 9 Yr F Yr - F t 1 - Yr Yr

Ahora note que el primer sumando de la expresión anterior es igual al lado der echo de la
ecuación (3.13) pero haciendo la sustitución" de r por r - 1. Entonces sustituyendo el valor
de la int egral del primer sumando y usando la ecuación (3.13) hemos probado que:

[9 (t) + e~ n ~ j][1 - F (t)]"- k = [9(t) + e~ n ~ j][1 - F (t)r' -k +

(n -k)! 1 (3 , ,()[ ( ) () ]r-k- l[ () ]n- r+1
(r _ k _ 1)! (n _ r + 1)! t 9 Yr F Yr - F t 1 - F Yr dYr

[9 (t) + eI:_1_ . + e ] [1 - F (t)]"-k = [9 (t) + e~ _ 1_.] [1 - F (t)]"-k +
n - y n-r+l ~ n -)

j=k j =k

(n - k)! 1i
! , r-k -1 n-r+1

(r - k - 1)! (n _ r + 1)! t 9 (Yr)[F(Yr) - F(t)] [1 - F(Yr)] dYr

Por lo tanto tras distribuir y eliminar los sumandos que se repiten en ambos lados de la
igualdad anterior obtenemos que la ecuación (3.13) es equivalente a:

(3.14)

En donde
D = (n - k)!

(r - k - 1)! (n - r + 1)!

Nuestro siguient e paso será derivar respecto a t ambos lados de la igualdad de la ecuación
(3.14) obteniendo con ello lo siguiente:

4 Recuerde que la variable y,. es muda para las expresiones con integrales por lo que
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'* e (n - k ) [1- F (t)¡n-k-I ~ (1 - F(t) ) = D (r - k - 1)~ (1- F(t))*
n -r+ l & &

j rJ g' (Yr:n) [F(Yr) - F(tW- k
-

2 [1- F(Yr)]',-r+1 dYr

Sust ituyendo el valor de D y eliminando términos que se anulan:

e ( k) [1 F (t) ]n-k-I (n - k)!'* n -r+ l n- - = (r-k- 2)!(n-r +l)!*
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(3.15)

Entonces derivando (r - k - 1) veces mas respeto de t llegamos a que la ecuac ión (3.13) es
equivalente a lo siguiente:

'* c (n - k)! [I - F (t )¡n-r+I = (n-k)! I rJ '( r) [I-F( r)]n-r+l dYr(n - r + l )( n - r + 1)! (n - r + 1)! . t 9 Y Y

5 Observe que en ésta últ ima igualdad, la derivada est.á siendo introdu cida dent ro del signo de inte
grac ión lo cual es algo que no siempre podemos hacer . Para jus tificar este paso se citará un teorema del
libro "Advanced Calculus" de Hans Sagau[lO] página 426 y cuyo enunciado se escr ibe a continuación sin
demost.ración:
Teorema Sea H : [a,b] x [e,dJ -+ R., si 7172 : [e,d] -+ IR E Glle,d], a :5 "'YI(t) :5 "'Y2(t) :5 b pam todo
t E [e,dJ, y si pam cada t fijo en [c,d] H , vista como función de x, es "continua" en [a,bJ, entonces la
fun ción G : le, d] -+ IR, definida como:

t:G(t ) = H (x ,t)dx
, d t)

es diferencia ble en [e,dI y

d ( " tt) {) , ,
di G(t ) = J,"(t ) ¡ji H (x, t)dx + H ('"'(2(t ), th2(t) - H ('"'(¡ (t ), th¡ (t)

Lo que pide el teorema par a pod er int roducir el símbolo de derivad a dent.ro del de integral es que la función
H (x , t) sea contin ua eomo función de x para cada t. fijo , lo cua l en nuest ro caso se tiene por la conti nuidad
de F así como la de g' (x) que forman parte de nuestras hipótesis.
Además debe darse cuenta que en nuestro caso

H ('"'(2(t) , th;(t) - H('"'(¡ (t ), th; (t) = O

Por el hecho de que H (t , t) = O, Y que 72(t) es constante.
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=> c [1- F(tW- r+1 =113
g' (Yr) [1- F (Yr:n)¡n- r+JdYr (3.16)

n- r +1 t

Derivando la ecuación ante rior y usando el Teorema Fundamental del Cálculo

c [1 - F (t)]" - r !!.- (1 - F (t)) = _ g' (t) [1 - F (t)]" - r+l
dt ""-v-"

T .F.C

=> d (1 - F (t)) = _ ~g' (t) dt
1 -F(t ) c

1 1

=> dL n (1 - F (t)) = --g (t) dt
c

La igualdad anterior no es más que una ecuació n diferencia! para F (x) con condición inicial
F(a) = O la cual se resuelve integrando respecto a t en el intervalo (a ,z )

J
x JX 1=> dLn (1 - F (t)) = __ g' (t) dt

Q Q c

Recordando la hipótes is de que F (a) = O

=> Ln (1 - F (t)) I: = -~ [g (x) - 9 (a)]
c

1
=> Ln(l- F(x)) = -- [g(x) - g(a)]

c

=> F (x) = 1 - ex p { -~ [g(x) - 9 (a)]}

Con lo cual terminaría la prueba del t eorema.

Corolario 3.1. Suponiendo las mismas condiciones que el teorema (3.1) se tiene que:

o

E [g (Yk+1:n )!Yk :n = t] = 9 (t) + cn ~ k ~ F(x) = 1 - exp { -~ [g (x) - 9 (a)]} (3 .17)

Demostmción. La demostración se resuleve aplicando el teorema (3.1) con r = k + 1 O

El resultado anterior fue probado por L'Y, Ouyang [6] en 1994 y posteriormente publicado
en 1995. La demostración que ahí se exp one es más sencilla ya que la esperanza condicional
es tomada de estadísticos de orden adyacent es facilita mucho los cálculos a! momento de
evaluar las integrales involucradas.
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Teorema 3.2. Con las mismas condiciones que el teorema (3.1) se tiene que:

E [ 1 t g(Y,.;n)1Yk:n = t] = g(t ) + c ~~ _ 1_ . ~
n-m+1 n-m +1 L Ln -J

r=m r=m ) =k

F (x) = 1 - exp { -~ [g (x) - 9 (a)]}

donde 1 :s: k < m :s: n

Demostracion. Nuevamente comenzaremos con la parte de la suficiencia.

• <:=:]
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(3.18)

Esta parte de la prueba es sencilla ya que únicamente hacemos uso de las propiedades
de linea lidad del operador espe ranza condic ional así como del teorema (3.1) demostrado
anteriormente.

[
1 ni] 1 nE L 9 (Yr :n ) Yk :n = t = 2:: E [g (Yr:n)1 Yk :n = t]

n -m+1 n -m+1
r=m r =m

1 n { r - I 1 } c n r -I 1
= '" 9 (t ) +e'"-- = 9 (t ) + '" '"--
~In-m+1~ ~n -j n-m+1~~n-j

Con lo cual termina la primera parte de la prueba.

• =}:]

Supongamos que :

[
1 ni ] e n r -I 1

E 1 L 9 (Yr:n) Yk :n = t = 9 (t) + 1 L L - .
n -m + r=m n-m + r=m j=k n - J

n n { r - I 1 }
=} L,E[g (Yr:n~1 Yk:n = ti= L g(t) + e~ n _ j

r=m (3 .1) r = m ] =k

Note ahora que usando la ecuación (3.1) del teorema anterior se tien e que :

(3.19)

t A1 l {3 9 (Yr) { [F (Yr) - F (t~r-k-I ~:_~ F (Yr)]"-r } dF (Yr) = t { g (t) + e I: n ~ .}
r =m t [1 F (t)] . r=m j=k J
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(3.20)

Observe que la ecuación ante rior es igual a la ecuación (3.13) salvo el s ímbolo de suma que
aparece en ambos lados. Y como la ecuación (3.13) es equivalente" a (3.15), entonces la
anterior igualdad es equivalente a la ecuación (3.15) poniendo los respectivos símbolos de
sumas en ambos lados qued ando de la siguiente forma:

" ( k)l [1 F ( )],,-r+l " ( k)l j fJL c n - . - t = L n - . g' (Yr) [1- F (Yr )]"-r+I dYr
r=m (n - r + l)(n - r + 1)! r-eern (n - r + 1)! t

Derivando respecto a t

~ c (n - k)! [1 - F (t)]"-r d [1 _ F (t )] = _~ (n - k)! g' (t) [1 _ F (t)]"-r+I
o (n - r + 1)! dt ""-v-" 0 (n - r + 1)!
r = m T .F.C r=m

~ ~{ c(n -k) ! [I-F(t)]"-r d [1 - F(t) ]+ (n - k)! g'(t) [I _F(t )]"-r+I} = 0
~ (n - r + 1)! dt (n - r + 1)!

~ ~ (n -? [1- F~~)]"-r { c!!:" [1 _ F(t)] + g' (t) [1 - F(t)] } = O
o n-r+l. dt
r = m .

Como [1 - F (t) ] > O Yt E (0'., {3) , entonces L~=m ("-kl;.'~~:mJ"- r > O Yt E (0'., {3), de
dond e para que la igualdad anterior sea ciert a es necesario que:

d , d [l - F(t )] g' (t )
c-

d
[1 - F (t )] + 9 (t) [1 - F (t )] = O<=> F( ) = --dt

t 1 - t c

Lo cual implica, como ya se había probado, que:

F (x) = 1 - exp { -~ [g (x) - 9 (a)] }

Con lo que term ina la prueba. o

Observe que el teorema anterior pide que 1 ~ k < m ~ n por lo que no se ap lica cuando
k = m, así que para contemplar este caso particular presentaremos el siguiente corolario
para la solución este problema.

6 Para ver detalles, revisar la demost ración del teo rema (3.1)
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Corolario 3 .2 . Bajo la mismas condiciones que el teorema (3.1) se tiene que:

[
1 ,. 1] n -kE k "' g (Yr:n) Yk :n =t =g(t)+ k 1c <=}

n - -+l ~ n -- +
r=k

F (x) = 1 - exp { - ~ [g(x) - 9 ((1)]}
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(3.21)

Demostmción. La prueba se realizar á en ambos sen tidos al mismo tiempo partiendo del
teorema anterior haciendo m = k + 1:

F (x) = 1 - exp { - ~ [g (x) - 9 (n)]}

[
1 " 1] e n r e-I 1

<=} E n-k L g(Yr:n ) Yk:n = t = g(t) + n-k L L n _ j
r=k+ 1 r=k+lj=k

Pero corno"
n r -I 1

L L - · = n - k
r=k+1 j = k n - J

Po r lo tanto lo anterior pas a si solo si:

E [n ~ k t g(Yr:r.)IYk :n = t] = g(t) + e
r=k+ 1

1 [ n i ] n-k n -k
<=} k E '" g(Yr:n) Yk:,. = t = k g(t) + k 1cn - -+ 1 Z:: n- -+ 1 n - : +

r =k+ l

7 Esta igualdad puede verse' de manera más fácil ordenando los sumand os de la siguient e forma:

1

n-k
1 1

n - k + ' n - (k+ 1)
l 1 1

n - k + n-(k +l) + n -(k+ 2)

1 1

n - k + n -(k +l) + n - (k + 2) +
! ! !
1 1 1

El cual es un arreg lo de (n - k ) x (11 - k). De dond e se dedu ce el resultado de la ecuac ión al sumar el últ imo
renglón formado por unos .



56 CAPÍTULO 3. UNA CARACTERIZACIÓN DE DISTRIBUCIONES

<=} n _ ~ + 1 E [ t g(Yr:,.)! Yk :,. = t]
r=k+l

g(t) 1 [ ,. I ]
<=} n-k + 1 + n -k + 1 E L g(Yr :n ) Yk :,. = t

r =k +l

n-k n -k
-n-_-ko-·+-1g(t) + n-k + 1e

g(t) (n - k)g(t) (n - k)c
---'0:....:-'- + +--'--------;---'--:-
,n -k+1 n-k+l , n-k+1

"g(t )

g(t) 1 [ ~ 1] n-k
<=} n-k + 1 + n -k + 1 E Z:: g(Yr:n ) Yk :n = t = g(t) + n -k + 1c

r=k+l

Recordando el hecho de que E [g(Yk :n ) IYk :,. = t] = g(t)

[
I n 1] n-k

<=} E k ~ g(Yr:,.) Yk :n = t = g(t) + k cn - +1 ¿ n -'+l
r=k

Por lo que siguiendo todas las implicaciones hemos probado el corolario

D

En seguida se presenta otro teorema que de igual forma caracterizará a las funciones de la
forma F (x) = 1 - exp {- ~ [g (x) - 9 (a)]} pero que sólo involucra al primer estadístico de
orden en el cálculo de la esperanza condicional

Teorem a 3.3. Con las misma condiciones que el teorema (3.1) se tiene que:

E [g(tí:n)1Y1:n > t ] = 9 (t) + ~ <=} F (x) = 1 - exp { -~ [g (x ) - 9 (a)]} (3.22)

Dcmostracián. Para empezar primero recordemos la densidad del primer estadístico do orden
la cua l ya fue presentada en el primer capítulo de este trab ajo y puede ser consultada en la
ecuación (1.4): -

fhJy) = :yFy¡,Jy) = n [1 - F(y) ]n-l f (y )

Ahora recordemos que la esperanza condicional dado un evento B, la cual puede ser encon
trada en el segundo capítulo en la ecuación (2.10), esta dada por:

E[XI
B

] l x f (x )dx
E [X IB] = P(B) = P(B)
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Enton ces: 1/!9 (y¡) n [1 - F (y¡)¡n-l dF (Yl)
E [g(YI:n)1}!i:n > t]= .::..;t'----;¡I,-----------1n [1 - F (y¡)¡n-l dF (y¡)

Resolviendo la integral del denominado r:

1
1
! n [1 - F (y¡)¡n-l dF (y¡) = -n [1 - F (y¡)]"1{3 = [1- F (t)t

t n t

Por lo que sustituyendo lo anterior hemos llegado a que por definición se t iene:
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(3.23)

Teniendo lo anterior , comenzare mos la prueba con la par te de la suficiencia del teorema

. ~:]

Supondremos que F (x) = 1 - exp { -~ [g (x) - 9 (a)]} que al ser sustituido en (3.23) nos
permi te obtener:

n 1rl
{ n - 1 }E [g (YI:n)IY1:n > t] = [1_ F (t)¡n t 9 (Yl) exp - - c- [g (y¡) - 9 (a)] *

{
1 } 1 1exp - - [g (y¡) - 9 (a)] -g (YI) dYI
e c

Entonces

n 1,1 { n }1
E [g (}!i,n)IYI :n > t] = [1 _ F (t)¡n t 9 (y¡) ex p -~ [g (y¡) - 9 (a)] ~g' (y¡) dYI

, J..,
IV

Resolvemos (IV) por el método de int egración por par tes

Sea

u = 9 (y¡) y v = exp {-~ [g (y¡) - 9 (n)]}

::;. du = g' (y¡) dYl

::;. dv = - ~exp {-~ [g (Yl) - 9 (a)]} g' (y¡) dYI
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Entonces al resolver la integral la esperanza condicional buscada es igual a8 :

[1 - ~ (t)]" 1{j udv = - [1 _ ~ (t)]" [-1{j vdu + uv[]

- 1
= *[1- F(t)]"

[-113 g' (y¡) exp { -~ [g (y¡) - 9 (O')J}dy¡ + 9 (y¡) exp {-~ [g (y¡) - 9 (O')J} []

= [1 _ ~ (t)]"g (t) [1 - F (tW + [1 _ ~ (t)J" 113 exp {-~ [g (Yl) - 9 (O')J} g' (yd dy1,

"I V

La integral (IV) se resuelve por el método de cambio de variable haciendo u = - ~ [g (Yl: ,,) - 9 (a)J.

e { n }I {j= g(t) - n[l- F(t) ]" exp -~ [g(y¡) - g(a)] t

= 9 (t) + n [1 _~ (t)]" [1- F (t)]" = 9 (t) + ~

Por lo que siguiendo todas la igualdades anteriores hemos probado que:

e
E [g (Y¡:,,)IY¡ :" > t ] = 9 (t) + -

n

Con lo que termina la primera parte de la prueba.

• =>:J

Para probar esta parte , ahora supondremos que:

e
E [g (Y¡ :n)1 Y¡:" > tJ= 9 (t ) + -

n

Lo cual al ser sustituido en (3.23):

n 113 9 (y¡) [1 - F (y¡)J"- ¡ dF (y¡) = [1 - F (tW [g (t) + ~]

8 observe que:

lím g(y¡) exp {-~ [g(y¡) - g(Q)I} = O
Yl-{3 e
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:::} j f3 g(y¡)~[I - F(y¡~]" -l dF (y¡~ = [1- F(t)]" [g(t) + ~]
- d [1- F (y¡)]"

:::} ,_jf3 g(y¡) d [1 _ F (y¡)]~ = [1 - F (t )]" [g( t) + ~] (3.24)

....
v

Resolvemos (V) por partes:

Sea

u = 9 (y¡) y v = [1- F (y¡)]"

:::} du = g' (y¡) dy¡

:::} dv = d [1 - F (y¡)]"

Entonces:

{J 1
I

{J(V) = - j udv = uv + j [1- F (y¡)]"g' (y¡)dy¡
. t {3 1

j
/¡

(V) = 9 (t) [1 - F (t)]" + t [1 - F (y¡)]" g' (y¡) dy¡

Entonces si sust ituimos (V) en (3.24) obtenemos:

(V ) = 9 (t) [1 - F (t)]" + j f3 [1 - F (y¡)]" g' (y¡) dy¡ = !1 - F (t )]" [g(t) + ~]

:::} j j¡[1 - F (y¡)]" g' (y¡) dy¡ = ~ [1- F (t)]"
t n

Derivando respecto a t y usando el Teorema Fundamental del Cálculo:

- [1 - F (t)]"g' (t) = ~n [1 - F (t)]"-¡ dd [1 - F (t) ]
n t

d [1 - F (t)] __ ~ ' ( ) d
:::} [1- F(t) ] - c g

t t

De donde se concluye que:

F (x) = 1 - exp { - ~ [g(x) - 9 (a)] }

Con lo que termina la prueba del teorema. o
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Corolario 3.3. Si F es de la [orma:

F( x) = 1 - exp { - ; [g(x ) - g(o:)]}

Entonces:
e

E[g (Y1:n ) ] = g(o:) + -
n

Demostmcíón. Usando el teorema anterior tenemos:
e

E [g (Y1:n ) IY1:n > t]= g(t) + -
n

x E (a ,¡3)

Vi E (0 , 13)

Recordando el resultado del teorema (2.5) probado en el capítulo anterior tenemos:

lím E[g (Y1:n) IY1:n > t] = E[g (Y1:n)]
t-eo .

Entonces:
E [g (Y1:n ) ] = lím g(t) + ::.. = g(a) + ::..

t~o n n
o

Resultado
Sea g una función que cumple con las condiciones del teorema (3.1) y supongamos que F es
dada por la expresión (3.33), entonces

r -l 1
E[g(Yr:n)] = E[g(Yk :n)] +cL - ·

j =k n - J
con r>k

Demostmcíón. Aplicando el teorema (3.1) a la función de distribución F obtenemos que:

r - l 1
E [g(Yr:n) 1Yk :n = t ] = g(t) +cL - '

j =k n - J

De dond e será claro que:

r -l 1
E [g(Y,. :n)1Yk:n] = g(Yk :n) +cL - .

j=k n - J

Finalmente tomando esperanzas y recordando que 9 : E [E[g(X) IYJ] = E[g(X) ] se tiene el
resultado

r-l 1
E [E[g(Y,. :n)1Yk:nJ] = E [g(Yk:r.) ] +cL - '

j =k n - J

9 La prueba de est e resu ltado es omitida en este trabajo pero puede ser consult ada en la página 86
proposición 4.13 ele las notas ele Miguel Ángel García Álvarez [41



3.1. TEOREMAS DE CARACTERiZACIÓN

r -l 1
=} E [g(Y,. :n )] = E [g(Yk :n)] + cL - .

j=k n - J
con r >k
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Así pues debe darse cuenta que únicam ent e deb emos obtener la esperanza de algún estadíst ico
de orden para poder calcular todos los demás. O

En los teoremas y corolarios anteriores se supone que r > k, sin embargo, todos estos
pued en ser nuevamente enunciados para el caso en que r < k. Estos teoremas se presentan
a cont inuac ión con sus respectivas pruebas y vari antes las cuales siguen la misma lógica de
los teoremas ante riormente demostrados por lo que las demostraciones serán muy parecidas
al seguir los mismos pro cedimientos de integración y razonamiento.

A cont inuación se presente el teorema aná logo al (3.1) suponiendo ahora que r < k

Teorema 3.4. Sea c E IR - {O} Y consideremos a ~ - 00 y /3 ~ oc los extremos izquierdo
y derecho de una fun ción de distribución F (.) de una variable aletaroria absolutam ente
continua X , con O< F (x) < 1 "Ix E (a, /3), y sea g: (a, /3] -> IR una func ión continua sobre
el intervalo (a . ,8] con prim era derivada continua sobre (a,,B) y tal que 9 (x ) ->~ 00 cuando
x -> a+ si c > O o c < O respectivamente.

Si E [g (X)] < 00, entonces:

k-l 1 { 1 }
E [g (Yr:n)!Yk:n = t] = 9 (t ) + cL -: <=} F (x) = exp ~ [g (,8) - 9 (x)]

] =r J

con 1 ~ r < k ~ n y Vt E (a,,8)

Debe de notarse que ahora la función de distribución ha cambiado resp ecto a los teoremas
anteriores en donde se pedía que k fuera menor que r,

Demost ración. La prueba será similar a la demostración del teorema (3.1), por lo que primero
daremos una exp resión para la esperanza condicional involucrada en el teo rema.

Usando el resultado del teorema (2.4) que nos da la densidad condicional de Yr :n IYk :n = t
con r < k y por definición de esperanza condicional para el caso absolutamente continuo
dado en (2.13) tenemos :

Donde:
A

3
= -,--------.('-:-k.,..,,-_1....:..)-,--! _ .,--,

(r - 1)! (k - 1 - r )!
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¡~ x ~ t

H(x) =

x> t

Por lo que al sustituir y simplificar:

j t F (Yrr- l [F (t) - F (Yr)]k -r -l
E [g(Y,.".) 1Yk:n = t] = A3 n 9 (Yr) F (t)k- l dF (Yr)

Comenzaremos la prueba con la parte de suficiencia.

• <= :]

Como suponemos que

(3.25)

F (x) = exp {~ [g (13) - 9 (X) ]}

1, {1 }* dF (Yr) = -~g (Yr) exp ~ [g (13) - 9 (Yr) ] dYr

Lo cual al ser sustituido en (3.25) se obtiene que la esperanza condicional E [g (Y,.:n)1Yk :n = t]
es igual a:

= F(~)3k_lJI-~g(Yr ) [F(t) - F(Yr)t-
r- l exp { ~ [g(¡3) - g(Yr)]} g' (Yr)dY~

v
VI

Resolvemos (VI) por partes:

Sea

u = 9 (Yr) [F (t) - F (Yr)]k-r - l

Entonces

y v = exp { ~[g (13) - 9 (Yr)]}

du = -g(Yr) (k - r -1) [F (t ) - F(Yr)]k-r-2 dF(Yr) + [F(t) - F(Yr) ]k-r-l g' (Yr)dYr

dv = - ~exp { ~ [g (13) - 9 (Yr)]} g' (Yr) dYr

Así que resolviendo la int egral:

= AL l JIudv = AL l [ - JIvdu +UVII]
F (t) r n F (t) r o n
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y como:

Donde:

Entonces:

J
/ F ( )(r+I)-1 [F () F ( )]k-(r+I) - 1

E [g (Yr:n)IYk :n = t]=·A4 9 (Yr) Yr t( )~_I Yr dF (Yr) -
o F t

, "
'V

= E [g (Y,.+¡)IYk = t]

(k - 1)! j/g' (Yr) [F(t) - F(Yr)t-r- 1
exp { ~ [g(,8) - g(Yr)]} d

(r)! (k - r - 1)! o F(t)k 1 Yr

~-:-(k,.-· -_ 1),--'--::-:-:A4 = rr:
(r )!(k - r - 2)!

Por lo que se obtiene que:

E [g (Y,. :n)IYk:n = t] = E [g (Yr+l :n)1 Yk:n = t] -

(k -l )! j/ '( )[F() F( )]k-r-I {r[ (f3) . ( )]}d ( )
(r)! (k _ r _ 1)!F(t)k 1 , " 9 Yr t - Yr .. exp ~ 9 - 9 Yr Y~ 3.26

VII

Resolvemos (VII) por el método de integración por partes: Sea

Entonces

y v = exp {~ [g (f3) - 9 (Yr )]} dYr

du = - (k - r - 1) [F(t) - F (Yr)) ]k-r-2dF (v-)

dv = - ~exp { ~ [g (f3) - 9 (Yr)]} g' (Yr) dYr

Con lo que se llega a que:

(V II) = k - ~ - 1l g' (Yr)[F (t) - F (Yr)]k-(r+ll -I exp { r : 1 [g (f3) - 9 (Yr) ]} dYr
, v '

V III

Note que corno Yr es variable muda dentro de la integ ral, entonces (VIII ) es igual que (VII)
sustituyendo r por r + 1. Por lo que pod emos usar la ecuación anterior de manera iterativa
logrando con ello integrar (k - r - 2) veces por partes, obteniendo que:

(k-r-l)! JI, {r +(k-r) -1 }
(V II ) = r(r+l) . . . (r + (k - r )- 2) " g (Yr) exp e [g(f3)-g(Yr)] dYr
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(k - r - 1)' (r - 1)' t ' {k - 1 }
(VII) = (k -;)! ' Jo g (Yr)exp - c- [g (,6) - g (Yr)] dYr

Susti tu yendo (VII) en (3.26) obtenemos:

E [g(Yr :n ) IYk:.. = t]= E [g(Yr+I :.. ) IYk :n = t]-

(k - 1)! (k - T' - 1)! (r - 1)! rt
, {k - 1 }

(r)! (k _ r _ l)!F (t)" - I (k - 2)! Jo9 (Yr) exp - c - [g (,8) - 9 (Yr)] dYr

Lo cual tras simplificar y resolver la integral involucrad a.

E [g(Y,.:n)IYk:n = t] = E [g(Yr+1:.. )! Yk:n = t ]+ rF (: )k-I exp {k: 1 [g (,8) - 9 (Yr)]} [

=> E [g(Yr:n)IYk:n = t ]= E [g(Yr+l:n)IYk:n = t]+ rF(~)k-l F(t)k -l

Por lo tanto: e
E [g (Y,.:n)IYk:n = t] = E [g(Y,.+I:n)IYk:n = t] + -

r

Enton ces usando la ecuación (3.27) recursivamente obtenemos:

e e e
E [g (Yr:n) IYk:n = t] = - + - + .. . + -k - + E [g(Yk:n)IYk:n = t]

r r+1 - 1 , v '

g(t)

k-l 1
=> E [g (Y,.:n)IYk:n = t] = g(t) +eL -:

j=r J

Con lo que termina la primera parte del teo rema.

• <=:]

Utilizando la hipótesis de que

k- I 1
E [g(Y,.:..)IYk :n = t] = g(t) +eL -:

j=r J

Lo cual al ser sus tituido en (3.25) obtenemos:

t [ k-I ]
A3 j 9 (Yr) F (Yrr- I [F (t: - F (Yr)]k-r-I dF (Yr), = g(t) + ef;7 F(t) k-I

I X

(3.27)

(3.28)
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Resolviendo (IX) por partes:

Sea
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11 = g(Yr) [F(t ) - F(YrW - r- 1

Entonces10

y v = F(Yr)"

du = -g (Yr) (k - r - 1) [F (t) - F (Yr )]k-r - 2dF (Yr ) + [F(t ) - F (Yr)Jk- r- l g' (Yr) dYr

dv = rF (Yr)"-l dF (Yr)

=> (IX) = k - r - 1 t' g(Yr) [F(t) _ F(Yr)]k-r - 2F(Yr)" dF(Yr)-
r Jo

~ ¡tF(Yr)" [F(t) - F(Yr)]k- r-l g' (Yr)dYr
r Jo

Sustituyendo (IX) en (3.28)

:! (~k_-r12' 2)'1t

g (Yr) F (Yr)(r+l l-l [F (t) - F (Yr)]k-(r+ll-l dF (Yr), r! (~k_-r 12!1)!*
v
X

1t

F(Yr)" [F(t) - F(Yr)]k-r -l g' (Yr)dYr = [g(t) + e~ y] F(t)k-l

Observe que la expresión (X) es igual al lado izquierdo de la ecuación (3.28) sustituyendo r
por r + 1. Por lo tanto usando la igualdad de (3.28) podemos concluir que:

[g(t) + e~ y] F(t) k-l

Por lo que tras eliminar términos semejantes obtenemos:

A5 r F (Yr)" [F(t ) - F (Yr)]k-r- l g' (Yr) dYr = ~F(t)k- lJo r
(3.29)

10 Note que en esta parte hacemos uso del resultad o que nos garantiza que Iímx~a g (x)F(x) " = Oel cua l
es consecuencia del teo rema (2.9) de l capítulo 2.
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Donde

CAPÍTULO 3. UNA CARA CTERIZACIÓN DE DISTRIBUCIONES

(k - 1)!
As = - -,--'----'--.,-.,.

r!(k - T - 1)!

Derivamos la expresión (3.29) resp ecto a t (Recuerde en esta parte que bajo las hipótesis del
teorema la derivada resp ecto a t puede introducirse dentro del símbolo de integración) .

==>-: ~ F (Yrr [F(t) - F (Yr)]k-r- Ig' (y,.) dYr = :t ~F(t)k-¡

De donde se obtiene que :

Derivando (k - r - 2) veces más :

As(k - r - 1)!1t

F (Yrr g' (Yr) dYr = ~(k - 1)(k - 2) . . . Jk - (k :- r - In, F(t)k - (k-r)

r+1

Por lo que hemos probado que la ecuación (3.28) es equivalente a lo siguiente:

1
t

r e (k - 1)'
As(k - r - 1)! F (Yrr 9 (Yr) dYr = ---,.s:F(t)'

o r r.

(k - r - 1)!r!1t
r r e r

==> As (k - 1)! <> F(Yr) 9 (Yr)dYr = ;¡:F(t)

Pero al sust it uir el valor de As se obtiene que:

A/k - r - 1)!r! = _ (k - 1)! (k - r - 1)!r! = - 1
(k - 1)! r!(k - r - 1)! (k - 1)!

Por lo tanto:

(3.30)

(3.31)

Derivando nuevamente a (3.31) respecto a t y usando el T .F .C.

, c I d
==> -F(t)'g (t) = ;¡:rF(t)'- dtF(t)

1 , dF(t)
==> - -;; g (t)dt = F(t) = dLn(F(t))

Lo anterior es una ecuación diferen cial para F con valor inicial F((3) = 1, la cual es re
suelta int egrando ambos lados de la ecuación respecto a t en el int ervalo (x, (3] dando como
resultado:

F( x) = exp { ~ [g((3) - g(X)]}
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Lo cual es lo que se quería probar.

Teorema 3.5. Bajo las mismas condiciones del teorema (3.4) se tiene que:

[
1

m 1 ] m k -l 1 { 1 }
E m~g (Yr:n) Yk:n = t = g(t) +~~ f; J <=} F(x) = exp ~ [g(,8) - g(x) ]

Donde 1 ::::; m < k ::::; n

Demostraci án. Comenzaremos la prueba con la parte dc suficiencia.

. ~:]
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o

Utilizando el teorema (3.4) así corno las propiedades de lineal idad del ope rador espe ranza
condicional:

De donde tras distribuir la suma se tiene el resultado:

[
1

m I ] c m k -l 1
E m L g (y":n) Yk:n=t = g(t) + m L L -:

r =l r =l r-r J

• ~: l

Por hipótesis:

1m 1m { k-l 1}
~ - " E [g (Y,. :n) IYk :n = t] = - " g(t) +c" -:m L, .. 'm L L J

r= l XI r=l ]=r

Not e que (XI) está dado por la ecuación (3.25)
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Entonces:

CAPÍTULO 3. UNA CARACTERIZACIÓN DE DISTRIBUCIONES

Observo que la ecuación anterior es igual a la ecuaci ón dad a por (3.28) del teorema (3.4) si
a esta última le agregáramos el símbolo de I:~:l en ambos lados. Y como la ecuación (3.2~)

es equivalente a la ecuación (3.30) entonces:

Lo que impliea tras sustituir el valor de A s que:

Derivando respecto a t y usando el T.F.C.

=> ~ {C (k - 1)!F(t)'- I.!!..F(t) + (k - 1)!F (t)' g' (t)} = O
L r! dt r!
r=l

~ (k - 1)' {d r }=>~~ c(dt F (t )) + F (t) g (t) =0

> 0

Como (k ~!l)! F(tY-1 > O
cierta es necesario que:

t E (a , (3). Entonces para que la igualdad anterior sea

C (:tF(t )) + F (t) g' (t) = O

Lo anterior no es más que nuevam ent e una ecuación diferencial para F con probl ema inicial
F( fJ) = 1, el cual se resuelve fácilmente llegand o a que:

F( x) = exp {~ [g((3) - g(X) ]}

Lo cual termina la prueba. o

Observe que el teorema anterior pide que 1 ~ m < k ~ n por lo que no se aplica cuando
k = m, así que haremos un resultado especial para este caso en el siguiente corolario, el cual
enunciamos a continuación
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Corolario 3.4. Bajo las misma condiciones del teorema (3.4) se tiene que:

[
1 k I ] k-1 {1 }E k ~g (Y,.:n) Yk:,,=t =g(t)+---¡cc{::>F(x )= exp c[g(,8) - g(x )]

Deinostraci án. La prueba se hará en ambos sentidos simultáneamente:

Partir emos del teorema (3.5) tomando m = k - 1

69

[
1 k-l 1] k -l k-l 1 { 1 }

~ k=1~ 9 (Yr:n) Yk:n = t = g(t) +~~ f; J, {::> F(x) = exp e[g(,8) - g(x)]

..
XII

Como:

k -l k -l 1 .
¿¿-: = k - 1
r=1 j=r J

Lo cual se puede ver acomodando la suma como en el siguiente arreglo:

1 1 1 1
- + - + - + +1 2

Y
k -1

1 1
1 + 2 + 3 + + k-1

1
1 1

1 + - + +3 k - 1

1 1
1

+ k-1
1

1
k-1

1
1

v

k-1

Sust ituyendo el valor de la doble suma:

k [1k 1 ] 1(XIJ){::> k _ lE k ~g(Yr:n) Yk:n=t = g(t) + k _1 g(t) + k ~l(k- 1)

SIS o SALE
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[
1 k I ] k -1(XIl) {::}E k~g(Yr:") Yk :71 =t = g( t)+ ~c

Por lo que siguiendo las implicaciones se tiene el resultado:

[1k I ] k -1 {1 }E k ~g (Yr:71) Yk:71 = t = g(t ) +~c {::} F(x) = exp ~ [g(.8 ) - g(x )]

o
Teorema 3.6. Bajo las mismas condiciones del teorema 3.4 se tiene que:

E [g(Y,,,,, )IY,,,,, < t] = g(t) + ~ {::} F(x ) = exp {~ [g(.8) - g(X)]}

Demostración. Ant es de comenzar cualquier implicación, daremos una expresión que nos
ayude para la Esperanza condicional involucrada.

Recordando la densidad del máxim o estadístico de orden así como por definición de esperanza
condicional dado un evento se t iene que:

y como:

P [Y":,, < t] = j in!F (Y71)"-1dF (Y71) = (n - 1)!F(t)"
o

Entonces tenernos que la esperanza se expresa corno:

• <= :]

(3.32)

Por hipótesis se tiene que F(x ) = exp{¿[g(.8) - g(x )]} lo que si es sustituido en la ecuación
(3.32) se tiene:

n JI 1 {n } ,E [g(Yn:n) IYn:n < t] = F(t) 71 a -~g (y,,)exp -;; [g(.8) - 9 (Yrl) ] 9 (Yrl) dY1l

Integrando por par tes:
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Sea
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y v = exp { ~ [g(,8) - 9 (Yr)]}

Entonces la esperanza condicional se expresa como:

F(~)n [-11

g' (Yn)exp {~ [g(,8 ) - 9 (Yn)]} dYn+ ,g(Yn)exp { ~ [g.,(,8) - 9 (Yn)]}[ ,]

g(t)F(t)n

Entonces:

E [g(Yn:n)IYn:n < t] = g(t) - F(~)n l g' (Yn)exp {~ [g(,8) - 9 (Yn )]} dYn
, v '

XIII

Resolviendo (XIII) por el método de cambio de variable:

= g(t) + nF~t)n [exp {~ [g(,8) - 9 (Yn)]} 1:) = g(t) + ~

De donde es obtiene el resultado:

c
E [g (Y,,,n)1 Yn:n < t] = g(t ) + -

n

• =* :]

Por hipótesis y por la ecuación (3.32) tenemos:

nJI9 (Yn) F (Yn)"- l dF (Yn) e
<> = g(t) + -

F(t)" n

=* JI 9 (y,') dF (ynY~ = [g(t) + ~] F(t)"
v

XI V

Resolvemos a (XIV) por el método de integración por partes:
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Sea

u = 9 (y,,) y

CAPÍTULO 3. UNA CARACTERIZACIÓN DE DISTRIB UCIONES

=} du = g' (y,,) dy"

=} dv = dF (y,,)"

Llevando a cabo las sustituciones:

1 1

I

=} - r F (Yn)" g' (y,,) dy" + 9 (y,,) F (y"r' = [g(t) + ~] F(t)"L a n

y como: (Ver teoremas (2.~),(2.!J) del cap ítulo 2)

=} rF (Ynr'g' (Yn)dy" = -~F(t)"Jo n

Derivando respecto a t y usando el T.F.C.

F (t )"g' (t) = - CF (t )"- 1~F(t)

1 , dF(t)
=} -~g (t)dt = F(t) = dLn(F(t))

Lo anterior es una ecuación diferencial para F con valor inicial F((3) = 1, la cual se resuelve
integrando ambos lados obteniendo con ello que:

F (x) = exp {~ [g((3 ) - g(X) ] }

Con lo cual termina la prueba.

Corolario 3.5 . Si F es de la forma:

D

F(x ) = exp { ~ [g((3 ) - g(X)]}

Entonces:

x E (a, (3)
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Demostración. Usando el teorema anterior tenemos:

e
E[g (Y;"n) IYn:n < t] = g(t) + -

n
Vt E (n ,13)
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Recordando el resultado del teorema (2.5) probado en el capítulo anterior tenemos:

lím E[g (Yn:n) IYn:n < t] = E[g(Yn:n)]
1- 13

Entonces:
E [g (Y;"n)] = límg(t ) +!: = g(¡3) +!:

1-13 n n

o
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3.2.

CAPÍTULO 3. UNA CARACTERlZACIÓN DE DISTRlBUCIONES

Algunos ejemplos y aplicaciones

Es finalmente en esta sección en donde se resuelve de manera sencilla el problema principal
que planteó el presente trabajo y el cual consistía en encontrar un método que construyera
una función de distribución un a vez que la esperanza condicional de los estadísticos de orden
es conocida . Mas aún, se puede ver ahora que poni endo restricciones adicionales al domin io
de la variable aleatoria, podremos afirmar que la distribución que estamos construyendo es
la única que cumple con esa esperanza condicional.

En la parte anterior se plantearon teoremas que caracterizaban a dos tipos de distribución:

F(x) = 1- exp { - ~ [g (x) - g (a)]}

F( x) = exp {~ [g(/1) - g(X) ]}

(3.33)

(3.34)

A<¡Í cuando te nemos una función de distribución de la forma (3.33) y le aplicamos los teo
remas (3.1), (3.2), (3.3) y el corolario (3.2) sabríamos calcular inmediatamente las siguient es
esperanzas condiciona les:

r -l 1
E [g (Yr :n ) IYk :n = t ] = 9 (t) + c¿-.

j =k n - J
con r >k

r> k

con r> k
[

I n 1] e n r - l 1
E 1 ¿g(Yr:n) Yk:n = t = g(t) + 1¿¿- .

n-m + r=m n -m + r=m j = k n - J

E [n _~ + 1~ 9 (~:n)IYk :n = t] = 9 (t) + n: ~ ~ 1c con
c

E [g (}/j:n)1}/j:n > t] = 9 (t) + -
n

Las igualdades anteriores son vá lidas para todo t en el intervalo (a ,13)

Por otro lado, si la función de distri bución está definida como en (3.34) y si aplicamos los
teoremas (3.4),(3 .5) ,(3.6) y el corolario (3.4) sabríamos entonces que:

k-l 1
E [g(Yr :n ) IYk :n = t] = 9 (t) + c¿ --;

j=r J
con r <k Vt E (a , 13)

[
1

m I ] c m k- l 1
E m~g(~:n) Yk:n=t =g(t) +m~~ j con r < k Vt E (a ,13)
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Vt E (Ct, fJ )r <k

Vt E (0: ,13)

con
[

1 k I ] k-1E k?;g(yr ,,, ) Yk,,,=t = g(t )+ -----r-c

c
E [g(Y,,,,,)IY",,, < t] = g(t) + -

n
Sin embargo debe ser claro que aunque el teorema nos ayuda a encontrar la esperanza
condiciona! de estadísti cos de orden una vez que la función de dist ribución es conocida,
la parte import an te de todos estos teoremas y corolarios es la otra implicación en donde
podremos decir de qué función de distribución provien en los estadísticos de orden una vez
que es conocida la esperanza condicional.

Para aplicar estos teoremas es necesario definir antes que nada cuál será la forma que
tomará 9 y bajo qué dominio estará definida de ta! manera que cumpla las condiciones
de los teoremas.

A continuación se darán unos ejemplos en donde se da la expresión para la función 9 en el
caso en que F es de la forma (3.33), para que posteriorment e se trate el caso en donde F es
de la forma (3.34) .

3.2.1. Caracterización para las funciones de la forma
F(x) = 1 - exp {-~[g(x) - g(a)]}

Antes que nada es de destacar que para cualquier fun ción de distribución absolutamente
continua es posible encontrar una función 9 que cumpla con todas las hipótesis del teorema
y tal que a! ser sustituida en (3.33) se obtenga la distribución deseada.

Para lograr lo an terior, sólo hay que notar que si H(x ) es la función de distribución con
extremos (o:, {3) que deseamos obtener , entonces basta definir 9 como 11 :

g(x) = -Ln(l - H(x)) x E [0: . .B) (3.35)

11 Observe que g definida de esta manera cumple con las condiciones del teorema:

1. g : [a,13) -> IR. es continua en [o ,m
2. g: [a,m -> IR. tiene primera derivada continua en (a,m

3. límx_1Ig(x) = + 00

4. E(g(X» es finit a.

La just ificación de lo anterior es la siguiente :

1
11 ,

E[g(X) ] = o g(x)Hx(x)dx

Pero por (3.35)
11 . 1

E[g(X)] = fa ln(l - H(x»H' (x»dx =.10 -ln(u)du = 1
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Para que al ser sustituida en (3.33) obtengamos:

F(x) = 1 - (1 - H(x) ~ x E (Q, ¡3), e > O

De donde si tomamos e = 1 obtene mos la distri bución H(x) .

Enseguida se aplicarán los teoremas a las funciones de distribución conocidas como la Uni
forme, Pareto y Weibull haciend o las sust ituciones pertinentes .

Ejemplo 3.1 (Caracterización de la distribución Uníformetü.Ij) . Sea g definida
como:

g(x) = -ln(l - x")

Entonces al sus ti tuir en (3.33) obtenernos:

x E [0,1) a > O

x E (0,1) a> O c> O (3.36)

De donde ahora ya podremos aplicar los teoremas (3.1),(3.2),(3.3) así como el corolario (3.2) .

En particular si a = 1 Y e = 1 en (3.36) entonces el teorema (3.1) caracteriza a la función
de distribución Uniforme(O,l) de la siguiente manera:

r >k
r -I

E [-ln(l - y":Il)/ Yk :n = t] = -ln(l - t) +:L_1_. {::} X 'V Unif orme(O, 1)
j = k n - J

Lo anterior nos está diciendo que la dist ribu ción Uniforme(O,l) es la única distribución
continua con ext remos (0,1) que cumple con:

r >kVt E (0,1)
r - I 1

E [-ln(l - y":Il)1Yk:n = t] = - ln (l - t) +:L-.
j=k n - J

Ejemplo 3.2 (Caracterización de la distribución Pa retot a ,b). Sea g definida como:

g(x ) = In (x) x E [0', 00) 0' > 0

Entonces al sust ituir en (3.33) obtenemos:

(o' )l / e
F(x) = 1 - ;; xE(a,oo) 0' > 0 e> O (3.37)

De donde ahora ya podremos aplicar nuevamente los teoremas (3.1),(3.2),(3.3) así como el
corolario (3.2) a esta función de distribución .

Observe que si hacemos b = l / e, entonces los teoremas estarán carac te rizando a la función
de distribución Pareto de parámetr os (0', b). En particular el teorema (3.1) nos diría que:

r - I 1 ( 1)
E [ln(Y,. :n )IYk :n = t] = ln(t) +e:L--o{::} X 'V Pareto 0','-

j=k n - J C

r >k
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Esto quiere decir que si tenemos una esperanza condicional que pueda ser llevada a la forma:

r>kVtE (a,oo)
r -l 1

E [ln(Y,.:n )IYk :n = t]= ln(t) + e¿ - .
j =k n - J

Entonces la úniea distribución continua tal que F(t) > O para todo t E (a , (0) que cumpl e
con esta esperanza condicional es la distribución Par etoia, ~)

Ejemplo 3.3 (Caracterización d e la di stribución W eibull(a, e, a) ). Sea g definida como:

g(x ) = (x - at xE[a,oo) a>O

Entonces al sustituir en (3.33) obtenemos:

F (x) = 1 - exp { -~ (x - a t } a>O c >O (3.38)

Esta dist ribución es conocida como la dist ribución Weibu ll de parámetros (a ,e, a), de donde
tras aplicar el teo rema (3.1) nos diria que la distribución Weibul l cumple con lo siguiente:

r > k
r -l

E [(Yr :n - atl Yk:n = t] = (t - a)a + e¿ _1_. <=} X ~ W eibull (a ,e, a)
j=k n - J

Esto quiere decir que si tenemos una esperanza condicional que pueda ser llevada a la forma:

r >kVt E (a ,(0)
r - l

E [(Yr :n - a)al Yk:n = t] = (t - a)a + eL _1_~
j =k n - J

Entonces la única distribución cont inua con ext remos (a , (0) que cumple con esta esperanza
cond icional para todo t es la dist ribución W eibull(a ,e,a)

Un caso particular de este ejemplo es cuando tomamos a = O Y a = O ya que con esto se
obtiene la distribución exponencial de pa rámetro e.

La sustitución anterior nos lleva a la siguiente caracterización de la distribución exponencial.

r -l 1
E [Y,.:nl Yk :n = t] = t +eL --o<=} X ~ E xp(e)

j =k n - J

En esta par te hay que hacer énfasis que en todos los ejemplos se está pidiendo que la
espera nza eond icional sea de esa form a para todo t en el dominio de la distribución. Esto se
hace de esta manera ya que es muy fácil construir ejemplos en donde la esperanza es de la
forma requerida en un sólo punto to pero que no sigue necesariamente la distribución que
dice el teorema.

Para ver la necesidad de lo anterior consideremos los siguientes dos ejemplos :
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Ejemplo 3.4. Consideremos a Yl:5, Y2:5, . . . ,Y5:5 los estadísticos de orden de una m.a. de
una distribución Uniformc(O,l).

Después de cálculos obtenem os:

4! 11
3E [Y2:5 ! Y1:5 = O.lJ = (1)( 4) Y2[1 - Y2J dY2 = 0.28

3. 0.9 0.1

Sin embargo, notemos que si partirnos de la esperanza condicional que hemos encontrado y
la llevamos a la forma que aparece en el teorema (3.1) obtendríamos lo siguiente:

E [Y2:5 IYI :5 = O.lJ = 2.8 {::} E[Y2:5 1YI :5 = 0.1] = 0.1 + 0.18

Tomando a = OY {3 = 00 así como g(t )=t

{::} E[g (Y2:5 )1lí:5 = 0.1] = g(O.l) + 0.18

haciendo cL~=l 5~j =0.18 lo que implicaría que c=O.72, obtenemos

1 1
E[g (Y2:5 ) IY1:5 = O.lJ = g(O.l) + e L~

j = l J

De donde si suponemos que la esperanza t oma esta forma para todo t en (a, (3) y
aplicando el teorema (3.1) concluiríamos que X ~ E xp(0.72)

A simple vista parecería una contradicción ya que partimos del hecho de que la muestra
es obtenida de una distribución uniforme y hemos concluido que X sigue una distribución
exponencial, sin embargo esto no es una contradicción , ya que el teorema nos dice que X
sigue una distribución exponencial si suponemos que el dominio de la v.a. X de donde es
obtenida la muestra aleatoria es (a , (3) y, además, la esperanza condicional toma la forma en
que aparece en el teorema (3.1) para todo t.

Es obvio pues que la distribución uniforme no tiene los mismos extremos de dominio que
la distribución exponencial y que además la espera nza condicional no toma la forma que
querernos para todo t en (0,1) pues haciendo unos cálculos más obtenemos que para una
distribución uniforme(O,l) la esperanza condicional tom a la siguiente forma:

Vt E (0,1)

Expresión que no puede ser llevada a la forma:

E [g (Y2:5 ) IYI :5 = t] = g(t) + K

Lo cual justifica el por qué el teor ema no puede ser aplicado en este caso .
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Ejemplo 3.5. Consideremos ahora Y1:5 , Y2:5 , . .. , Y5:5 los estadísticos de orden de una muestra
aleatoria proveniente de una pob lación con dist ribución Wcibull(O,1,2).

Entonces tomando en cuenta que F(x) = 1 - exp {-x2
} con x posit iva y con ayuda de U11

programa de computadora para aproximar la integral involucrada llegamos a que:

[ ] 4 l oo 2 2E }'2:51 Yl:5 = 1 = ( ) 2y exp(-4y )dy = 1.113169250
exp - 4 1

Nuevamente notemos que si partimos de la esperanza condicional que hemos encontrado y
la llevamos a la forma que aparece en el teorema (3.1) obtendríamos lo siguiente:

E[Y2:5 1 Y1:5 = 1] = 1.113169250 <=} E[Y2:5 1 Y1:5 = 1J = 1 + 0.113169250

Tomando n = OY {-J = 00 as í como g(t)=t

<=} E[g (Y2:5 )1Y1:5 = 1] = g(1) + 0.113169250

haciendo e L:~=1 5~j = 0.113169250 lo que implicaría que c= 0.452677, obtenemos

1 1
E [g (Y2:5)1Yi:5 = 1J = g(1) +eL 5 _ .

j = l J

De donde si suponemos que la esp eranza t oma esta form a para t o do t en (0', {3) Y
aplicando el teorema (3.1) concluiríamos que X '" Exp(0.452677)

Nuevamente se observa la necesidad de que la esperanza tenga la forma requerida para
todo t en el dominio, ya que como puede verse en el ejemplo anterior, a pesar de que ambas
distribuciones (Exponen cial y Weibull) están definidas en el mismo domin io, no se cumplió el
teore ma deb ido a que la forma de la esperanza sólo la estamos restringiendo a un sólo valor
de t.

Debe de ser claro ahora que para garantizar la unicidad de la función de distribución que
construimos es necesario que la forma de la esperanza condicional se man tenga para "todo"
valor de t en el dominio de la función de distribución.

Así pues , si sólo disponemos de la esperanza condicional para una sólo valor de t lo único
que podremos hacer es const ruir una función de distribución que cumpla con esa esperanza
condicional, pero no podremos garantizar que ésta será la única que lo cumple.

3 .2.2. Caracterización para las funciones d e las forma
F(x) = exp {Hg(¡3) - g(x) ]}

Todo lo hecho en la sección anterior pued e ser llevado al caso en que r < k. Es decir para el
caso en que se caracte riza (con ayuda de los teoremas (3.4),(3.5) y (3.6)) a las funcion es de
distribución de que son de la forma (3.34).
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Primero destacaremos que de igual forma que en la sección anterior, cualquier distribución
absolutamente continua puede ser obt enida en (3.34). Para ello nuevamente consideremos
que tenemos una función de distribución absoluta mente continua H( x) con soporte en (a , {3)
y definirem os 12 g(x) = in(H(x)) . De donde tras sustituir en (3.34) llegamos a que:

F(x ) = H(xt ~ e < O, x E (a,{3)

De donde es claro que si e = -1 se obti ene la distribución H(x) .

Ejemplo 3.6 (Caracterización de la distribución Uniforme(O,l)). Sea g definida
como:

g(x) = in(x)

Entonces al sust it uir en (3.34) obtenernos:

x E (0,1]

x E (0,1) c < O

Observe que cuando c = -1 obtenemos la dist ribución Uniforme(O,l)

Así pues apli cando el teorema (3.4) , concluimos que la distribución Uniforme(O,l) tiene la
siguiente car acterización:

k - l 1 .
E [in (Yr:n)IYk :n = t] = in (t) - L -; <=? X ~ Umforme(O, 1)

j = r J
r <k

Lo anterior nos está diciendo que la distribución Uniforme(O,l) es la única distribución
absolutamente continua en el intervalo (0,1) que cumple con:

k - l 1
E [in (Y,.:n)IYí.,:n = t] = in (t) - L -;

j=r J
Vt E (0,1) r< k

Ejemplo 3 .7 (Caracterización de la distribución Pareto(a ,b)). Sea g definida como:

x E (a ,00], a > O, b >O

Entonces al sust it uir en (3.34) obtenernos:

(
b) - l / e

F( :¡; ) = 1 - (~) x E (a, oo) c <O b » O, a >O

Observe que cuando e = - 1 obtenemos la distri bución Pa retoia, b)

12 Observe que g IIS Í definid a cumple con las condiciones impuestas por el teorema (3.4)
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Así pues aplicando el teorema (3.4), concluim os que la distribución Paretoi a , b) tiene la
siguiente caracterizaci ón:

Lo anterior nos está diciendo que la distribución Poretoio ;b) es la única dis tribución abso
lutamente continua en el inte rvalo (0,00) que cumple con:

Ejemplo 3.8. Sea g definida como:

Vt E (0,00) r <k

g(x) = x x E (- 00,0]

Entonces tras hacer las respectivas sustituciones y utilizando nuevamente el teorema (3.4)
obtendríamos la sigui ente carac terización:

k- l 1 { 1 }
E [Y,.:nl Yk:n = t]= t + CL -= {::} F( x ) = exp -~x ,

)=r J
C< o x E (-00,0 )

Cabe destacar que las car acte rizaciones aquí expuestas sólo son válidas cuando la esp eranz a
condicional tienen la forma E [g(Yr:,,)1 Yk:n = t] = g(t) + c ¿~:; }para todo t en el dominio
de la distribución.
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Ejercicios

Con ayuda de estos teoremas seremos capaces de resolver eje rcicios muy variados como los
que se mencionan a continuación.

1. Sea Y1:3 , Y2:3 , Y3:3 los est adísticos de orden de una mue•stra aleatoria proveniente de una
distribución exponencial dc par ám etro 1. En cuentrc las siguientes esperanzas condi
cionales:

2. Sea Yi :3 ' 1'2 :3, }J:3 los estadíst icos de orden de una muestra aleatoria proveniente de un a
distribución Uniforme(O ,l). En cuentre las siguientes esperan zas condicionales:

E [in(Ydl Y3:3 = 0.9] , E [in(Y2:3 )!}J:3 = 0.9], E [in(Y3:3 ) I}J:3 < 0.9J

3. Sea Y1:5 , Y2:5 , . • • ,Y5:5 los estad íst icos de orden de una muestra aleatoria proveniente
de una distribución absolutamente cont inua F con dominio en (1,00) . Construya " la"
función de distribución F dado que se sabe que

E [in (Y1:5 )1Y1:5 > tJ = in(t) + 2 Vt E (1,00)

4. Sea Y1:5 , 1'2:5 , . . . , Y5:5 los estadísticos de orden de un a muestra aleat oria proveniente de
una distribuci ón absolutam ente continua F con dominio en (-00, O) . Construya " la"
función de distribución F dado que se sab e que

E [Y1:51}J:5 = t]= t - 2 Vt E (-00, O)

5. Sea Y1:5 , Y2:5 , ... , Y5:5 los estadíst icos de orden de cierta distribución con dominio en
los reales positivos. Encuentra "una" posible form a de la distribución F si sabemos que
E[Y5:5! Y1:5= 1] = 5

6. Sea Y1:1O, Y2:1O, • • . , YiO:lO los est adísticos de orden de una mues tra alea toria proveniente
de una distribución exponencial de parám etro 1. En cuentre el primer momento de todos
los estadísticos de ord en .

7. Sea g una función que cumple con las condiciones del teorema (3.4) y supongamos que
F L'S dada por la expresión (3.34) . Demu estre que

k -l 1
E [g(Y.-:,,)J = E [g (Yk:r.)] +eL ""7

j=r J
con r< k



Conclusión

Los teoremas expuestos en el capítulo :3 de este trabajo nos dan una caracterización de las
distribuciones por medio de la espe ranza condicional de los estadíst icos de orden. Así pues
es por lo anterior que gracias a estos teoremas somos capaces de saber de cuá l distribución
vino una muestra aleatoria un a vez que la espera nza condicional de sus estadíst icos de ord en
es conocida y llevada a la forma en que apa rece en alguno de los teoremas.

Inversamente, los teoremas nos ayudan a encontra r la esperanza condi cional de alguna fun
ción del estadístico de orden una ve? que conocernos la función de distribuci ón de dond e
provino la muestra aleato ria.

Los teoremas (3.1),(3.2),(3.3) identifican de manera única a las funciones de distribución de
la forma F( x) = 1- exp(- ~[g(x) - g(a)]) lo cual ocurre (ba jo la not ación de estos teoremas )
cuando T es mayor que k, mientras que los teoremas (3.4) ,(3.5) ,(3.6) cumplen con el mismo
propósito para las funcion es de distribución de la forma F( x) = exp(~ [g (,6) - g(x)]) es decir
cuando r es menor que k. Además se probó que cua lquier distribución puede ser llevada a
cualquiera de estas dos formas haciend o la asignación pe rt inente a la función g, sin embargo
esto ocasiona que a veces la funci ón g tome una expresión "co mplicada" como para poder
ser aplicada en algún posible caso práctico.

Un resultado importante que pudimos obtener es que gracias a estos últimos teoremas , fuimos
capaces de calcular la esperanza de funcion es de cualquier estadístico de orden una vez que
la función de distribución es llevad a a alguna de las dos formas que se menci onan en los
teor emas.

Por otro lado , para aplicar correctament e los resul tados fue necesari o pedir que la esperanza
condicional que aparece en todos los teoremas y corolarios tenga esa forma para todo t en el
dominio, ya que si sólo se da esa form a pa ra un pun to, entonces los teo remas no garant izan
la unicidad de la función const.ru ida .

Debe ser claro que no por tener la esperanza condiciona l para un sólo punto seremos capaces
de construir una función de distribución úni ca que cumpla con eso, ya que como se pudo ver
en los ejemplos del capít ulo 3 esto no puede ocur rir . No obstante debe de not arse que estos
teor emas nos ayudan a construir una posible función distribución de donde provine la
muestra aleatoria una vez que se tiene la espera nza condiciona l para un punto to de la forma:

Donde es necesario que la función g cumpla con las condiciones de los teoremas mencionados.
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