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Introduccion

La cuestién de la naturaleza de las proposiciones aritméticas atraviesa la discusion
filosofica que busca de diversas formas explicar los atributos de certidumbre y necesidad de
tales enunciados. Durante el siglo XIX, con el nacimiento del 4lgebra contemporénea a
partir del trabajo de Boole y con el surgimiento de las llamadas geometrias no euclidianas',
volvieron a presentarse en la discusion filos6fica preguntas clasicas como, jen qué se funda
la verdad o falsedad de una proposicion aritmética? ;Son estas proposiciones tales que su
valor de verdad se deriva de la experiencia o, mas bien, son verdades de Razén, como
expresara Leibniz? ;Son las proposiciones aritméticas verdades necesarias? Si es asi, jen
qué se funda tal necesidad?, ;Cual es la naturaleza de los objetos acerca de los que hablan?

Las respuestas que se han ofrecido a estas preguntas, entre otras, han ido dividiendo
el campo de las posiciones filosoficas configurando un mosaico de tradiciones de
pensamiento confrontadas. Cada una de tales tradiciones se propone esclarecer de diversas
maneras nociones tan fundamentales como la verdad, la necesidad o la fuente del
conocimiento aritmético y matemadtico. Ademds, cabe sefialar que hay una serie de
problemas internos al desarrollo de las propias matemaéticas durante el siglo XIX que
conducen a la discusién sobre la naturaleza de las proposiciones de la aritmética y la nocion
de numero. Considero que entre tales problemas, la cuestién de la continuidad de los
ntimeros reales y la del fundamento de ciertas proposiciones basicas sobre nimeros reales,
son las mas estrechamente relacionadas con la discusion filosofica sobre la naturaleza de
las proposiciones de la aritmética y el esclarecimiento del concepto de numero.

El aporte de esta investigacion radica justamente en presentar de manera ordenada
la discusion en torno a la naturaleza de las proposiciones de la aritmética durante la
segunda mitad del siglo XIX, que deriva en la polémica sobre la nocion de namero hacia
principios del siglo XX. El objetivo principal del trabajo consiste en discutir las virtudes,
dificultades y limites de cada una de las posturas filoséfica y matematicamente relevantes

en torno a la cuestion de si las proposiciones de la aritmética son o no necesarias, y a como

! Morris Kline, Matemdticas: la pérdida de la certidumbre, Siglo XXI, México, D.F., 2000. La admisibilidad
de los numeros negativos como solucién de ecuaciones lineales especificas, el significado de los nameros
complejos y los problemas de los cuaterniones de Hamilton, por ejemplo, son elementos de este ambiente que
ponia en duda tanto qué debia entenderse por niimero, como cual es el caracter de las proposiciones de las
matematicas.



se explica su necesidad; asi como en discutir y contrastar las distintas propuestas sobre lo
que es el numero.

Para llevar a cabo el objetivo sefialado presentaré y discutiré las posiciones de
cuatro importantes autores del siglo XIX, un filésofo, un matematico-filosofo y dos
matematicos: John S. Mill (1806-1873), Gotllob Frege (1848-1925), Georg Cantor (1845-
1918) y Richard Dedekind (1831-1916), en torno a la naturaleza de las proposiciones
aritméticas y en especial, a la nocién de niimero. Presentar con cierto detalle las distintas
ideas en torno a la nociéon de mimero desarrolladas por estos cuatro autores y contrastar
argumentos, arrojara luz sobre aspectos importantes de la discusion acerca de los
fundamentos de las matematicas ocurrida a principios del siglo XX y brindara antecedentes
para entender algunas dificultades del proyecto general de reduccion de las matematicas a
la aritmética y de ésta a la logica.

En la medida en que sea necesario, el trabajo incluira la discusion de algunas
cuestiones del propio quehacer matematico en una época en la que esta disciplina inici6 su
trayectoria hacia niveles de abstraccion cada vez més altos, al separarse de las intuiciones
geométricas que guiaron su desarrollo hasta el siglo XVIII. Es en el contexto de dar
fundamento a las proposiciones del analisis matematico y de brindar definiciones precisas
para conceptos basicos del calculo —limite, continuidad, derivabilidad, etc.-, cuando se
generaliza entre los matematicos la insatisfaccion con la posicion kantiana que considera a
las proposiciones de la aritmética como juicios sintéticos a priori2 . Ahora bien, las
objeciones a tal postura kantiana pueden llevarse a cabo al menos por dos caminos: o bien
se cuestiona el carédcter a priori de dichos juicios, que es el camino de John S. Mill; o bien
se objeta su cardcter sintético, que es el camino de Frege y hasta cierto punto, de Cantor y
Dedekind. Revisar en detalle los argumentos presentados por cada uno de estos autores
~ permitird entender los distintos puntos de vista acerca de la fuente del conocimiento
matemdtico y de lo que se entiende por “prueba” de una proposicion aritmética; aspectos,
ambos, que estdn en la base de la cuestion del cardcter necesario o no de tales
proposiciones.

Considero conveniente destacar, de entrada, la peculiar posicién que encuentro en la

obra de Frege: €l constituye una especie de bisagra entre la discusién interna a la



matematica y la reflexion filosofica sobre el quehacer matematico’. Asi, por un lado, mi
estudio de la postura de Mill en relacion a la naturaleza de las proposiciones de la
aritmética y a la nocién de nimero, incluir la demoledora critica fregeana a los principales
supuestos empiristas de Mill. Y por otro lado, sobre todo en el tratamiento de la nocion de
namero de Georg Cantor y Richard Dedekind, contrastaré la manera en que tanto ellos
como Frege abordan ciertas dificultades estrictamente matematicas, como por ejemplo los
criterios validos para la admision de objetos abstractos y la cuestion de la relacion de
igualdad entre nimeros.

Por tal razén, para la exposicion general de la discusion en torno a la naturaleza de
las proposiciones de la aritmética, me guiaré por la estructura argumental disefiada por
Gottlob Frege en Die Grundlagen der Arithmetik’, donde ¢l realiza uno de los esfuerzos
més sisteméticos por demostrar el caracter analitico de las proposiciones aritméticas
objetando tanto la posibilidad de que éstas tengan contenido empirico, como el hecho de
que para demostrar su verdad se requiera de una “sintesis de la imaginacién productiva”
basada en intuiciones. Considero que la cuestion de fondo en ese esfuerzo es la pregunta
acerca de la verdad y la necesidad de tales proposiciones. La estrategia de Frege para
demostrar la analiticidad de las proposiciones de la aritmética, esto es, el hecho de que
tengan una prueba estrictamente logica expulsando todo recurso a la intuicién, pasa por la
cuestion de brindar una definicién de cada nimero que. no se sostenga en representacion
sensible alguna. Es decir, s6lo si la nocion de nimero puede obtenerse a partir de
definiciones apoyadas Gnicamente en la l6gica, se podré sostener que las proposiciones de
la aritmética cuyos elementos son nameros, pueden ser analiticas o, lo que es lo mismo
segun lo entiende Frege, tienen una prueba a partir de proposiciones légicas. Si, por el
contrario, la nocién de niimero se sostiene en la intuicién pura del tiempo, tal como
afirmaba Kant, entonces las proposiciones que traten de sus relaciones no seran

susceptibles de prueba logica y tendran simultaneamente un caracter sintético y a priori.

? En esta direccién, en los capitulos Il y IV de la presente investigacion se discute la participacién de Frege,
Cantor y Dedekind en el proyecto de “rigorizacién del analisis y del calculo” iniciado por Weierstrass.

? Baker y Hacker sostienen que, en particular el trabajo de Frege en logica, en filosofia del lenguaje y en
filosofia de las mateméticas debe entenderse como guiado por el objetivo general intermo a las propias
matematicas de reduccién del clculo y del analisis matematico a la aritmética. Baker G.P. & Hacker P.M.S.,
Frege: Logical Excavations, Oxford University Press, New York, 1984, en especial el capitulo 1.



De esta manera, la lectura que haremos del trabajo de John S. Mill, 4 System of
Logic Ratiocinative and Inductive’, pretendiendo entender la manera en la que el
empirismo britanico del siglo XIX dio respuesta a las preocupaciones en torno a la
naturaleza de las proposiciones de la aritmética, estara fuertemente influenciada por las
criticas de Frege a dicha posicion. Mi interés al realizar un estudio mas o menos cuidadoso
de las ideas de Mill sobre el tema consiste en presentar las diferencias entre las posturas de
ambos, tanto en el uso de ciertas categorias filoséficas basicas: la distincion analitico-
sintético, por ejemplo; como en el conjunto de supuestos que cada una de ellas incluye en
sus argumentos. Considero que este ejercicio puede contribuir a aclarar los términos de la
discusion entre ambos y permite comprender mejor de qué estamos hablando o qué es lo
que afirmamos cuando sefialamos que Mill objeta el caracter a priori de las proposiciones
de la aritmética o que para Frege, tales enunciados son analiticos; dado que la manera en la
que emplean dichos términos no es, de ninguna manera, idéntica.

Ahora bien, la pertinencia de presentar también ciertos elementos matematicos de
los trabajos de Cantor y Dedekind sobre lo que son los ntimeros, consiste en que para la
discusion sobre la naturaleza de las proposiciones aritméticas no s6lo es importante contar
con una nocion adecuada de nimero, sino también entender la manera como se aborda lo
relativo a la relacion de igualdad entre nimeros, que es una de las principales dificultades a
la hora, por ejemplo, de formalizar un sistema axiomético que dé cuenta de ellos. Las
propuestas de estos dos matematicos tratan la relacion de igualdad entre mimeros de
manera muy diferente a como lo hacen Frege y Mill; por lo que revisar en detalle tales
diferencias arrojara luz sobre algunos aspectos particularmente dificiles del razonamiento
matematico.

En resumen, la presente tesis se esforzara por presentar una version de la discusion
en torno a la nocién de nimero y a la naturaleza de las proposiciones aritméticas hacia .
finales del siglo XIX y principios del XX. Asimismo, espero que su lectura muestre la
importancia de las ideas de los autores elegidos para la discusion acerca de los fundamentos

de la aritmética en el siglo XX; especialmente la relevancia de tales ideas para la posterior

* Frege Gottlob, Los fundamentos de la aritmética. Una investigacion légico-matemdtica sobre el concepto de
niimero. UNAM, México, 1972. Traduccién de Hugo Padilla. (Die Grundlagen der Arithmetik, eine logisch-
mathematische Untersuchung uber den Begriff der Zahl, Breslau, 1884.)

5 Mill J.Stuart, A System of Logic Ratiocinative and Inductive, University of Toronto Press, Toronto, 1974



axiomatizacion de la teorfa de conjuntos. Lo que se quiere, en todo caso, es construir una
especie de mapa que, en primer lugar, haga explicitos los supuestos de las distintas
posiciones en torno a la naturaleza de las proposiciones de la aritmética y, en segundo,
visualice algunas de las debilidades y limitaciones de cada postura a partir del andlisis
detallado de los argumentos que ofrece.

Para el desarrollo del tema procederé de la siguiente forma. En el capitulo I
introduciré algunos antecedentes filosoficos de la discusién que me interesa presentando
una exposicion breve de las ideas de Hume y de Kant sobre la naturaleza de las
proposiciones de la aritmética y la nocion de niumero, contrastando algunos problemas de
cada una de estas posturas. Con ello, espero dibujar el terreno general de la discusion

heredado en el siglo XIX.

' En el capitulo II, consideraré las ideas de J.S. Mill sobre el caracter de las
proposiciones aritméticas y sobre la nocion de nimero, expuestas en 4 System of Logic. Si
bien la filosofia de las matematicas de Mill qued6 practicamente enterrada por la posterior
critica fregeana, considero interesante estudiar las ideas de este autor pues ellas constituyen
una posible salida, distinta a la kantiana, a las dificultades de la posicion de Hume que
considera a las proposiciones de la aritmética como meras “relaciones entre ideas” vacias
de cualquier contenido empirico.

En el capitulo III, abordaré con cierto detalle la manera como Frege propone
“reducir la aritmética a la 16gica”. Me centraré en lo relativo a su definicion del concepto de
numero, analizando especialmente su forma de tratar la relacion de igualdad entre nimeros.
En este capitulo quedaran esbozadas algunas de las principales diferencias entre las
escuelas logicista y formalista, en lo relativo a lo que se entiende por definir y a la
aceptacion o no del “principio de no contradicciéon” como garantia para la admisién de
objetos.

Finalmente, en el capitulo IV revisaré algunos aspectos del proyecto de reduccion
del célculo y del analisis matematico a la aritmética; proyecto del que Georg Cantor y
Richard Dedekind forman parte. Posteriormente, presentaré lo que considero la parte mas
relevante de sus argumentos para la definicion de nimero, incluyendo ciertos aspectos de
su exposicion formal. En especial, pondré atencion en la manera como ambos autores tratan

la relacion de igualdad entre nimeros.



A partir de lo anterior espero mostrar que para comprender la discusién en torno a la
naturaleza de las proposiciones de la aritmética y la nocién de nimero, es necesario
considerar tanto aspectos filosoficos relevantes conexos con tal tematica, en particular su
caricter de universalidad y necesidad; como las dificultades matematicas propiamente
dichas relacionadas con las nociones de magnitud y cantidad.

Para la realizacién de este trabajo he contado con el apoyo exigente, y a veces
doloroso, de la Dra. Margarita Valdés Villarreal a quien agradezco profundamente sus
esfuerzos por introducirme a temas que, al comienzo, me resultaban completamente ajenos.
Agradezco también las criticas y sugerencias que durante la elaboracion de esta tesis
hicieron el Dr. Axel Barcel6 A. y el Dr. Carlos Torres Alcaraz, quienes me ayudaron a.
precisar las ideas aqui desarrolladas; asi como la lectura y comentarios que realizaron la
Dra. Atocha Aliseda y el Dr. Rauil Quesada.

Para la realizacion de estudios de maestria conté con la beca de CONACYT, No.
174119, por lo cual agradezco al pueblo de México la posibilidad que me ha brindado de
hacer estudios de posgrado.

México D.F., mayo de 2005



Capitulo 1

Antecedentes: Hume y Kant A

.Las proposiciones de la aritmética, expresan “relaciones entre ideas” o son juicios
sintéticos a priori? Algunas consideraciones.

Las proposiciones de las matemaéticas y, en particular las de la aritmética, han sido
tradicionalmente consideradas distintas de las demds proposiciones del lenguaje que tratan
sobre cuestiones empiricas. La verdad o falsedad de las primeras es algo que parece quedar
fuera de toda duda y se les suele atribuir la condicién de proposiciones necesarias; es decir,
se piensa con frecuencia que las proposiciones verdaderas de las matematicas son tales que
no pueden ser falsas. Una proposicion de la geometria, por ejemplo aquella que establece
que el perimetro de un circulo guarda una proporcion constante con su didmetro y que
denomina a dicha constante la cantidad =, esto es, “Perimetro de C = n x Diametro de C”;
se considera una proposicion necesaria en tanto no solamente es verdadera sino que no
puede ser de otra manera’.

Pero, ;qué significa que “no puede ser de otra manera”? ;Significa, en el caso del
ejemplo anterior, que no podemos concebir otra relacion entre el didmetro de un circulo y
su circunferencia? ;Significa, mas bien, que el significado de = es precisamente el cociente
entre €l perimetro y el didmetro del circulo? ;O significa que tal proposicién admite una
prueba meramente logica siendo derivable a partir de unos axioma también necesarios? En
este caso, como podemos afirmar la verdad y la necesidad de tales axiomas? Estas
preguntas han sido abordadas de distinta manera. Segiin Blanshard, en la historia de la
filosofia ha habido varios intentos para explicar “nuestra posesién de conocimiento
necesario"’, de tal manera que la explicacion del cardcter necesario de una proposicién p ha
quedado generalmente ligada al esclarecimiento de la posesién de conocimiento necesario.
Dependiendo de las fuentes del conocimiento que se admitan se sostendran distintas
posturas sobre la naturaleza de las proposiciones de la aritmética y la geometria. Ya sea que

sélo se reconozca a la experiencia como fuente de conocimiento tal como hace Hume y la

tradicién empirista, o que se admita algin tipo de conocimiento a priori, independiente de

! Ver Sanl Kripke, Naming and Necessity, Basil Blackwell Publisher, Oxford, England, 1981. [Kripke Sail,
El nombrar y la necesidad, IF-UNAM, 2° Edicién, México, D.F., 1995. Traduccién de Margarita M. Valdés.]
? Blanshard Brand, “Foreword”, en Pap Arthur, Semantics and Necessary Truth [1958], Yale University
Press, New Haven and London, 1996, pdg. vi. En este ensayo, Blanshard registra cinco posiciones distintas



toda experiencia, tal como hace Kant; la cuestién de Ia necesidad o no de determinadas
proposiciones se explicara de distinta manera.

En cada una de estas posiciones encontraremos problemas. Para Hume, la mayor
dificultad sera explicar la aparente universalidad y necesidad de las proposiciones de las
matematicas, dado que la experiencia como tunica fuente admitida de conocimiento, segin
él sélo brinda conocimiento contingente de generalizaciones inductivas. Por su parte, para
Kant, que sostiene que hay una parte del conocimiento que es a priori, €l problema serd
explicar como las proposiciones de la aritmética y la geometria a las cuales considera a
priori, son simultineamente sintéticas, es decir, ampliativas del conocimiento.

En este capitulo, no es mi intencién exponer de manera sistematica la postura de David
Hume y de Immanuel Kant en torno a los problemas epistemologicos y logicos
relacionados con el caracter aparentemente necesario y universal de las proposiciones de las
matematicas. Mi objetivo es mucho mas modesto: se ceilird a indagar en las explicaciones
de ambos acerca de la naturaleza de las proposiciones de la aritmética para situar algunos.
antecedentes de la discusion posterior entre Mill, Frege, Cantor y Dedekind en relacion a
ese tema y a la nocién de niimero. Considero que las posiciones tanto de Hume como de
Kant, ponen los cimientos del escenario basico sobre el que se lleva a cabo lai discusién
sobre el tema en el siglo XIX: la posicién empirista de Hume que considera que las
proposiciones de la aritmética, la geometria y .el algebra son verdades necesarias en la
medida en que expresan meras “relaciones entre ideas™, es cuestionada por otro empirista,
John S.Mill, quien, a diferencia de Hume, les atribuye contenido empirico. Por su parte, las
distinciones kantianas clasicas entre proposiciones analiticas y sintéticas, a priori y a
posteriori, asi como su aﬁrmaéién de que las proposiciones de la aritmética son juicios

sintéticos a priori, son objetadas por Gottlob Frege y por Richard Dedekind.

1. El origen de las ideas y la distincion humeana entre “cuestiones de hecho” y
“relaciones entre ideas”
La drastica afirmacién de Hume y de la tradicion empirista de que todo conocimiento
proviene de la experiencia, requiere explicar la peculiaridad del conocimiento y de las

proposiciones matematicas en tanto ellas “parecen ser inmunes a la refutacion a través de la

para exphcar la cuestién del conocimiento necesario: la racionalista, 1a empirista, Ia kantmna, la pragmética y
la del empirismo logico.



experiencia"’

. La manera en la que Hume explica el caracter de “certidumbre y evidencia”
por ejemplo, de las proposiciones de Euclides, consiste en afirmar que tales proposiciones
son “descubiertas solo mediante operaciones del pensamiento, con independencia de cosa
existente alguna en cualquier lugar del universo®™, y que por lo tanto no hablan acerca de
hechos en la realidad empirica. Queda entonces abierta la pregunta acerca de qué hablan las
proposiciones de la aritmética.

Para Hume, y sin ninguna excepcion, todos los materiales que pueblan la mente humana
son percepciones obtenidas por el sujeto en primera instancia, a través de los sentidos’.
Tales percepciones se dividen en dos clases: impresiones e ideas segimn el “grado de
vivacidad” con el que surjan en la mente; siendo las primeras “mdas fuertes y vivaces”,
como cuando tenemos la imagen visual de un color o cuando sentimos pasiones y
emociones fuertes como la ira o los celos. Las impresiones segin Hume, pueden ser a su
vez de sensacién o de reflexion, simp]eé o complejas. De entre todas ellas, las impresiones
de sensacién son condicién necesaria para el pensamiento: “No hay pensamiento o
actividad mental a menos que haya impresiones de sensacién™,

Por su parte, las ideas son algo asi como “copias deslavadas” de las impresiones, es
decir, imagenes mas “débiles” de los objetos, como cuando reflexionamos sobre una pasion
que hemos sentido o sobre un objeto que hemos percibido en el pasado aunque no esté
presente ante nuestros sentidos’. Las ideas pueden ser, a su vez, simples o complejas.
Stroud aclara que aun las ideas de la reflexién (esto es, las emociones y pasiones), se
originan a su vez “de la aparicién en la mente de impresiones de los sentidos”. Por lo cual

concluye que, segiin Hume “todo lo que llega a la mente llega como resultado del hecho de

que tenemos impresiones de sensacién™.

* Pepelhum T., David Hume, Purdue University Press, West Lafayette, Indiana, 1992, pag. 99
‘ Hume, “An Enquiry concerning Human Understanding (1748)" en, Engquiries concerning Human
Understanding and concerning the principles of morals (1777), Clarendon Press, Oxford, 1975. Seccién 20,
24,

Stroud Barry, Hume, Instituto de Investigaciones Filos6ficas-UNAM, México, D.F., 1995. Traduccion de
Antonio Zirién, pags. 38 y ss.
® Ihid., p4g.40. :
7 Hume, op.cit,, seccibén 12, pag.18. Stroud analiza en detalle la teoria de las ideas de Hume y concluye que,
“Hume recurre a la experiencia para mostrar que las impresiones simples siempre preceden en la mente a sus
ideas simples correspondientes, y de ese modo concluye que las impresiones simples son causa de sus
correspondientes ideas simples”. Stroud, op.cit,, pag.39
% Stroud, op.cit,, pags. 39-40
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Contando con estos elementos, Hume procede a analizar los “objetos de la razén y del
entendimiento”, esto es, los conocimientos. Distingue dos tipos: las “relaciones entre ideas”

y a las “cuestiones de hecho™

. Las primeras son, en la epistemologia de Hume, conexiones
entre aquellas “imdgenes mas débiles de los objetos” que constituyen el contenido de
nuestros pensamientos y que establecemos examinando s6lo a las ideas, sin necesidad de
apelar a la experiencia. Las segundas son conocimientos acerca del mundo cuya verdad
requiere de la experiencia. Por ejemplo, si sé “que el tridngulo es una figura plana que tiene
tres lados™, lo que conozco es una relacion entre zdeas que descubro al examinar las ideas
de "tridngulo” y "figura de tres lados ; en cambio, si sé “que el triangulo frente a mi es
10j0”, CONOZCO Una cuestion de hecho para descubrir la cual, requiero de la experiencia.
Para Hume, las proposiciones de la geometria, la aritmética y el 4lgebra, pertenecen a la
primera clase:

Todos los objetos de la razén y del entendimiento humano pueden ser
naturalmente, divididos en dos clases: Relaciones entre ideas y Cuestiones de hecho.

La Geometria, el Algebra y la Aritmética pertenecen a la primera clase; (...) Las
proposiciones de esta clase pueden descubrirse sélo mediante operaciones del
pensamlento con independencia de cosa existente alguna en cualquier lugar del
universo’

El criterio de Hume para dividir el conocimiento, expresado mediante enunciados del
lenguaje, en “relaciones entre ideas” o “cuestiones de hecho”, esté en la naturaleza del tipo
de prueba que admitan, es decir, pertenecerin a uno u otro tipo, dependiendo de si pueden
o no “descubrirse sélo mediante operaciones del pensamiento”, Si esto wiltimo es el caso,
serén “relaciones entre ideas™!. Por su parte, si en el “descubrimiento” o conocimiento de
una proposicion, se requiere indagar en la experiencia sensible ciertos hechos particulares
del mundo, tal proposicién serd considerada como una “cuestion de hecho™. Las
proposiciones que sélo establecen “relaciones entre ideas” se descubren —o demuestran-
con independencia total de eventos o hechos empiricos aunque sus componéntes, las
“ideas”, no son a fin de cuentas mas que “copias débiles” de nuestras sensaciones.

Ahora bien, en relacion a las matematicas, Hume sefiala:

? “Todos los objetos de la razén y del entendimiento humano pueden ser naturalmente, divididos en dos
c]ases Relaciones entre ideas y Cuestlones de hecho”. Hume, seccién 20, op.cit., pag 25.
Hume Ibid
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La gran ventaja de las ciencias matematicas... consiste en que sus ideas, siendo
sensibles, siempre son claras y determinadas; la mas pequefia distincion entre ellas
es inmediatamente perceptible, y los mismos términos expresan siempre las mismas
ideas, sin ambigiiedad o variacién'?.

Las ideas de las mateméticas, pues, si bien como cualquier otra idea tienen su origen en
la percepcic’m de objetos externos, son al mismo tiempo “claras y determinadas”. Por
ejemplo, dos ideas geométricas parecidas como las de un tridngulo escaleno y uno isésceles
son, de todas maneras, susceptibles de diferenciacién precisa. Hume aclara que aun cuando
no tengamos una definicion explicita de un objeto geométrico, “dicho objeto puede ser
presentado a los sentidos, y por ese medio ser aprehendido estable y claramente”. La
manera en que la mente humana procede para obtener “las verdades de esta ciencia” es
manteniendo las ideas basicas claras y determinadas, y llevando a cabo intrincadas cadenas
de razonamientos'”. En este sentido, la demostracién o prueba de este tipo de proposiciones
es independiente de la éxpeﬁencia sensible de cualquier objeto espacio iemporal y se basa
solamente en “operaciones del pensamiento”.

Para Hume, entonces, las verdades expresadas por las proposiciones matematicas y en
particular por las de la aritmética, son necesarias, tienen una peculiar certidumbre o
evidencia dada la especificidad de la naturaleza de su prueba:

Las cuestiones de hecho, que son la segunda clase de objetos de la razén humana,
no son afirmadas de la misma manera [que las “relaciones entre ideas™]; y no
importa que tan grande sea nuestra evidencia de su verdad, nunca es de la misma
naturaleza que la de las primeras [i.e, de las “relaciones entre ideas™].

Tras tal afirmacién, Hume precisa su criterio logico para distinguir entre la diferente
“naturaleza” de la evidencia que puede ofrecerse para establecer la verdad de una u otra
clase de proposiciones: | |

La proposicién contraria de cualquier cuestion de hecho es de todas maneras
posible; porque nunca puede implicar una contradiccidn, y es concebible por la
mente con la misma facilidad y distinci6n, que si fuera conforme a la realidad”. ‘

! Ayer afirma que es poco lo que Hume dice sobre las relaciones entre ideas, pues su interés se dirige a
discutir “nuestras creencias en cuestiones de hecho”. Ayer A.J., Hume, Oxfrord University Press, Oxford,
1980, pag. 33.

2 Hume, ibid, seccién 48, pag.60

3 Ibid., pag.61

" Hume, Ibid, seccion 21, pag.25
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Resulta asi que la negacion de una proposicién que afirma una “cuestion de hecho”, por
un lado, no es una contradiccién; y en segundo lugar, no establece algo que sea
“impensable o inconcebible”. Por ejemplo, la proposicién “Después de un relampago no se
produce un trueno” es claramente falsa, pese a que tal enunciado es inteligible y es posible
imaginar una situacion en la que los truenos no se perciban después de los rayos. En ese
sentido, dicha proposicién no constituye una contradiccion, simplemente es falsa.

Hume sugiere en cambio, que la proposicion contraria a un enunciado matematico
verdadero, es decir a una “relacion entre ideas” demostrada mediante operaciones de la
razon, implica una contradiccion y es “confusa e ininteligible”: “Que la raiz cubica de 64 es
igual a la mitad de 10, es una proposicion falsa y no puede ser concebida de manera
distinta”’®. Esto es, la negacidbn de una proposicién aritmética es inconcebible y
" necesariamente falsa.

En relacion al aspecto de la “inconcebibilidad” o “contradiccion” de la proposicion
contraria de una “relacion entre ideas”, Arthur Pap hace la precision de que Hume utiliza la
expresién “contradiccién” no como “contradiccién formal”, sino justamente como
“inconcebibilidad”'é. Ademas, Pap sostiene que Hume identifica lo concebible con lo
imaginable y, en este sentido, no es claro ¢omo habra de entenderse para Hume aquello que

s “posible” —y por tanto, tampoco aquello que es “necesario”. Segtin Pap, en base a lo que
Hume dice, “o bien se entiende “posible” en el amplio sentido de “no autocontradictorio”, o
bien en el sentido, més restringido, de “imaginable"'’. De tal manera que se confunden las
distinciones “necesario-contingente” y “analitico-sintético”.

Por otro lado, cénsiderando que para Hume las proposiciones matemaéticas se distinguen
basicamente por la naturaleza de la prueba que admiten, también los razonamientos se
pueden clasificar en dos clases: el razonamiento demostrativo que concierne a relaciones

entre ideas y el razonamiento inductivo, que concierne a cuestiones de hecho y de

1* Hume, Jbid, seccién 132, péag.164. En relacién a esto Ayer considera que la “concebibilidad” de um juicio
est4 directamente relacionada, segin Hume, con “lo que puede ser I6gicamente posible”. Ayer, op.cit., pag.62
16 Pap dice que para Hume “todo lo que es inconcebible es contradictorio”™, op.cit., pag.86.

17 Segtin Pap, “si se entiende posible como “no autocontradictorio”, entonces, “no p es posible” no 1mphca
que p sea contingente”. Por su parte, si se entiende posible como 1magmable entonces “la imaginabilidad de
1o p, al ser sinénimo de la posibilidad de tal estado de cosas, no puede ser una razén por la cual este vitimo
pueda probarse”. Pap, op.cit., pég 91.

12
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existencia'®. Asi, el razonamiento demostrativo sera aquel que se apoya en meras
operaciones logicas de la razdén y contiene como elemento central el principio de no
contradiccion. En tal sentido, la verdad de las proposiciones de la aritmética, en tanto
“relaciones entre ideas” se funda en el razonamiento demostrativo que consiste en meras
deducciones légicas. En cambio, el razonamiento inductivo se basa en la generalizacion de

la experiencia, por lo que sélo brinda conocimiento contingente.

1.1 La explicacién de Hume sobre Ia verdad y la necesidad de las proposiciones de
las matemadticas '

Si hay proposiciones cuya verdad se funda solamente en el significado de los términos
que figuran en ellas, por ejemplo’®, “(a + b)? = a’ + 2ab + b2 podemos considerar que
Hume piensa que las proposiciones de las matematicas tienen tal caracteristica. Esto por
dos razones:

i) En primer lugar, porque sostiene que la verdad de las “relaciones entre
ideas” es susceptible de demostracion meramente légica, esto es, mediante pruebas
que no apelan a objetos ni hecho_s sensibles. En el ejemplo anterior, tal enunciado
se podria demostrar conociendo el significado de la operacion “elevar al cuadrado”
y multiplicando por si mismo el término que se encuentra dentro del paréntesis,
(at+b). Es decir, mediante ciertos pasos de la raz6n que no recurren ni se apoyan en
experiencias sensibles.

it) En segundo lugar, porque la negacién de una proposicién aritmética
verdadera constituye una contradiccién y expresa algo que, segin Hume, no es
siquiera inteligible. Considerando el mismo ejemplo: si el cuadrado de una suma no
fuera igual al polinomio de tres términos de la derecha, no contariamos siquiera con
una definicion de la operacién “elevar al cuadrado”. Esto se ve con mayor claridad

‘utilizando un ejemplo particular: si (10 + 2) * no es igual a (100 + 40 + 4) = 144,

no se sabe qué es elevar al cuadrado una suma.

B «“Todos los razonamientos pueden dividirse en dos clases a saber, razonamiento demostrativo, o
concerniente a relaciones entre ideas o a razones morales; y aquel concerniente a cuestiones de hecho y
existencia”. El razonamiento inductivo que concierne a cuestiones de hecho, se explica mediante el principio
de causalidad. Hume, /bid,, seccién 30, pag.35
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En este Sentido, Hume relaciona la naturaleza de las “relaciones entre ideas sobre
cantidad y mimero” con el significado de los términos de los cufles se afirma identidad o
diferencia:

... a diferencia de todas las otras ideas, [las de la cantidad y el nimero] son
claramente distintas y diferentes unas de otras y mediante nuestro escrutinio
riguroso, nunca podremos avanzar mas alld de la observacion de esta diversidad, y a
través de una reflexion obvia, establecer que una cosa no es igual a otra. Si es que
llega a haber alguna dificultad en tal decision, procede enteramente de la
subdeterminacién del significado de las palabras, lo cual se corrige mediante
definiciones mas justas®’,

Es decir, para Hume, las proposiciones que hablan de la cantidad y del nimero no
establecen mas que igualdades o desigualdades entre ideas y, cualquier dificultad a la hora
de establecer la verdad de algin enunciados de este tipo proviene segun ¢l, de la
subdeterminacién del significado de los términos. Por ejemplo, si no podemos establecer la
verdad del enunciado, “a */ b = a’/b’ ”, tal cosa segiin Hume, se debe a que no sabemos con
precision el significado de alguno de los términos, en este caso, del término “a */ b ”. Para
este autor, entonces, las proposiciones de la aritmética no son mis que enunciados
explicativos que establecen la igualdad o no de dos ideas; por lo cual, en caso de
presentarse una “dificultad” para establecer la verdad de una ecuacién, el camino a seguir
es el de la precision de la definicion de las ideas sujetas a comparacién?’.

Pero, jqué explicacion ofrece Hume de la nocion de niimero? De todo lo anterior puede
afirmarse que Hume considera que los nimeros son ideas del entendimiento que obtenemos
cuando comparamos nuestras percepciones con respecto a la cantidad. Como todas las

dem4s ideas de la mente, 1a de cualquier nimero debe provenir de una impresion simple

° El significado de la expresion algebraica "(a + b)* = a® + 2ab + b*" es el siguiente: ¢l cuadrado de Ja suma de
dos nlmeros cualesquiera es igual al cuadrado del primer niunero m4s el doble producto de ambos nimeros
mis ¢l cuadrado del segundo

® Hume, ibid, Seccion 131, pag. 163.

! Morris Kline seflala que en el siglo XVIII estaba abierta entre los matemétlcos una Algida discusidn acerca
del significado de algunos stmbolos y en la definicién de ciertas operaciones con ellos que, posteriormente,
pasaron a ser basicos en el quehacer matematico. El menciona, entre varias, la discusidn que en 1770 provocd
la publicaciém del libro de Leonhard Euler, Itroduccion completa al digebra, donde utilizaba stmbolos
especificos para referirse a nlimeros negativos, esio es, -a, -b, de manera semejante a c6mo los empleamos
ahora y proponia una manera de definir las operaciones con mimeros negativos, estableciendo principios tales
como: “(-a}-a) = a”. Una importante critica al uso de niimeros negativos habfa sido publicada por el profesor
inglés Maséres en 1759 en su “Tesis sobre el uso del signo negativo en 4lgebra”. Muy probablemente, Hume
estaba al tanto de estas discusiones entre matemdticos acerca de la importancia de la precision en el
significado de los simbolos y de la definicién exhaustiva de las operaciones. Kline M., La pérdida de la
certidumbre, op.cit,, pag. 141 y ss.
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correspondiente. Sin embargo, “a diferencia de las otras ideas” la correspondiente a
cualquier nimero especifico es claramente “distinta y diferente” a la de los demas. Razon
por la cual, para Hume, es posible siempre, mediante operaciones del pensamiento,
determinar si un nimero es o no igual a otro. Asi, por ejemplo, el famoso enunciado de la
aritmética, “ 5 + 7 = 12 ” establece seglin Hume, la igualdad entre dos ideas de cantidad
rigurosa y precisamente distinguibles, se puede derivar de operaciones logicas y no es
“concebible” que sea de otra manera.

Ahora bien, la cuestién de la necesidad o no de las “relaciones entre ideas™, entre las que
se encuentran las proposiciones de la aritmética, no es objeto de discusion explicita por
parte de Hume. Sin embargo, la naturaleza aparentemente necesaria de la verdad de las
proposiciones de la aritmética, puede inferirse de su afirmacién de que la negacion de una
de estas verdades es una contradiccién; pese a que tal criterio, en realidad, se apoya
unicamente en que los términos de la proposicion en cuestién se definan con toda precision
y que por ello mismo es inconcebible su falsedad®.

Tenemos pues que para Hume la cuestién de la necesidad de las proposiciones de las
matematicas es una necesidad de dicto; esto es, que se circunscribe a la necesidad logica de
dichas proposiciones que enlazan razonamientos a partir del significado de las palabras o
términos que figuran en ellas.

Hemos visto hasta aqui, en relacion a la naturaleza de las proposiciones de la aritmética,
que las principales tesis de Hume son las siguientes:

1) Los enunciados de la aritmética expresan meras “relaciones entre ideas” y no
establecen ninguna “cuestién de hecho”; por ello, pueden probarse a través de
operaciones de] pensamiento. |

ii) Las ideas que se relacionan en las proposiciones de la aritmética, es decir, las
de cantidad y nimero son ideas legitimas en el sentido de que provienen de alguna

impresion de los sentidos. Si alguna especificidad tiene el nimero, es que es una

2 | a reflexién m4s amplia de Hume en torno a Ja necesidad, se ocupa de las proposiciones que establecen
“cuestiones de hecho™. Esto es asi, pues su objetivo es mostrar que Ia noci6n de necesidad es, sencillamente,
algo que el sujeto airibuye o adscribe a ciertos enunciados: “Nuestras ideas ... de necesidad y de cansalidad
surgen enteramente de la uniformidad observable en las operaciones de la naturaleza, donde objetos similares
se conjugan constantemnente, y la mente queda determinada por la costumbre, a inferir uno de ellos de la
aparicidn del otro. Estas dos circunstancias constituyen todo lo relativo a la necesidad que adscribimos a la
cuestidn. Mis alld de la conjuncion constante de objetos similares, y de la consecuente inferencia de uno al

15



16

idea “claramente distinta y diferente”, esto es, puede ser establecido con toda
pi‘ecisién. Ademas, los enunciados numéricos expresan siempre relaciones de
igualdad o desigualdad entre ideas de cantidad.

-~ iii) Sin embargo, las ideas de cantidad y nlimero, cuya igualdad o desigualdad se
establece siempre en las proposiciones aritméticas, pueden tener “distintas
-apariencias”, como cuando enunciamos que,

“25 = 5% =(4+12+9) = 2+3)*
El razonamiento aritmético por tamto, pretende establecer la igualdad o la

desigualdad expresada en un enunciado de la ar'rtxﬁética, a través de operaciones de
la razén o derivaciones l6gicas. Hume expresa lo anterior de la siguiente manera:

Me parece. que, los tinicos objetos de las ciencias abstractas o de
demostracién son la cantidad y el nimero, y que todos los intentos de
extender esta especie mas perfecta de conocimiento mas alla de estos limites
son mera pretension e ilusién. En tanto las partes que componen la cantidad

_y el mimero son enteramente similares, sus relaciones se convierten en algo
intrincado y complejo; y nada puede ser mas curioso, asi como itil, que
trazar, a través de diversos medios, su igualdad o desigualdad, a través de
sus distintas apariencias. (...)

Pienso que las ciencias de la cantidad y del ndmero pueden, con
seguridad, ser establecidas como los unmicos objetos propios del
conocimiento y la demostracion?.

iv) Finalmente, en caso de que se presenten dificultades en el proceso de
demostrar la verdad de una proposicion de la aritmética, ello se deberd a la
obscuridad o subdeterminacion del significado de las palabras y se puede corregir,
“mediante definiciones més justas”,

Como conclusién, podemos decir que Hume explica la necesidad de los enunciados
" matemiticos a costa de vaciarlos de todo contenido fictico; y por lo tanto, este tipo de
proposiciones no amplia el conocimiento. Pese a que Hume atribuye a “las ciencias de la
cantidad y del mimero” el caricter de “Unico objeto propio del conocimiento y la
demostracién”, tal conocimiento serdi meramente explicativo, solamente contribuird al
andlisis y delimitacién de las ideas de cantidad y niimero en tanto las demostraciones de

este tipo de enunciados se apoyan Gnicamente en “operaciones del pensamiento”, esto es,

otro, no tenemos ofra nocién de necesidad o conexién”. Hume, gp.cit., seccién 64, pég.82. Discutir con més
detalle este aspecto esta fuera de los alcances del presente trabajo.
 Hume, Ibid,, Seccién 131, pag.163
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en la l6gica. Tal como veremos en las siguientes paginas, Kant no estd de acuerdo con esta
posicion y objetard tanto la teoria humeana de las ideas que exige una impresién de
sensacion a la base de cualquier idea de la mente, como la concepcién de las proposiciones

de la aritmética como meras “relaciones entre ideas”.

2. Kant: la distincién entre jnicios analiticos y sintéticos, a priori y a posteriori

Uno de los principales objetivos de Immanuel Kant en la Critica de la Razén Purd” es
objetar la idea fundamental de Hume de que la experiencia es la unica fuente del
conocimiento. En particular, Kant busca explicar la posibilidad de un tipo especial de
Jjuicios que ni expresen meras relaciones entre ideas ni meras cuestiones de becho
contingentes y particulares: los juicios sintéticos a priori. Seglin Kant, tales juicios
simultaneamente necesarios y ampliativos del conocimiento, es decir, cuya verdad no se
basa unicamente en derivaciones logicas y que al mismo tiempo, no pueden ser falsos, son
los candidatos idéneos para explicar el conocimiento cientifico. El conocimiento
matemitico es considerado como a priori por Kant, en tanto conocimiento universal y
necesario;A aunque sin reducirlo a meras relaciones entre ideas tal como hace Hume. El
problema de Kant, entonces, consiste en explicar “cémo son posibles tales juicios sintéticos
a priori”. ‘ o

La epistemologia kantiana, objetando la teoria de las ideas de Hume sostiene que, si bien
en el orden temporal todo conocimiento efectivamente “empieza con la experiencia, no por
eso procede todo €l de la experiencia™. La hipdtesis kantiana eh relacion a la cuestion del
origen del conocimiento es que: |

En efecto, podria ser 'que nuestro mismo conocimiento empirico fuera una
composicion de lo que recibimos mediante las impresiones y de lo que nuestra
propia facultad de conocer produce (simplemente motivada por las impresiones) a
partir de s{ misma®.

La parte del conocimiento que “nuestra propia facultad de conocer produce a partir de si
misma”, y que es independiente de toda experiencia, Kant la llama conocimiento a priori.

. Este tipo de conocimiento a priori es para Kant universal y necesario, pues al ser

% Kant L, Critica de la Razén Pura(CRP) (1781-1787), Alfaguara, Madrid, 1984, 3* edicién. Traduccion de
Pedro Ribas. - '
- ® Kant, Introduccién a la CRP, op.cit., B2.
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independiente de toda experiencia no queda sometido ni a la contingencia ni a la
particularidad, que son rasgos del conocimiento basado en la experiencia siempre finita o
limitada del sujeto. De hecho, Kant sugiere que para distinguir el conocimiento a priori del
conocimiento empirico, una “sefial segura” es que la proposicion que expresa tal
conocimiento a priori sea universal y/o necesaria’®. De esta manera la aprioridad de un
juicio queda relacionada con su necesidad y con su universalidad. En relacién al
conocimiento necesario Kant afirma que, si bien “la experiencia nos ensefia que algo tiene
éstas u otras caracteristicas”, no nos indica “que no puéda ser de otro modo”; esto es, para
Kant un juicio necesario o a priori es tal que no s6lo es verdadero sino que no puede ser de
otra manera. ' |

Ahora bien, en la Introduccién a su Légica, Kant establece explicitamente que nuestros
conocimientos, es decir, “las representaciones de la consciencia referidas a un objeto””” que
se encuentran en la mente humana, consisten en intuiciones o en conceptos. Serdn
intuiciones si provienen de la “facultad de receptividad”, esto es, si-se originan en la
sensibilidad y son representaciones de objetos que nos son dados. En cambio, seran
conceptos si provienen de la “facultad del enténdimiento”, que los construye cuando
conoce un objeto “mediante las representaciones” que le brinda la intuicién®®. Tales
aspectos de la epistemologia kantiaﬁa las analizaremos con més detalle posteriormente.
Antes de ello conviene abordar lo relativo a su clasificacién de los juicios.

Para Kant, un juicio es la unién o sintesis de dos conceptos que un sujeto lleva a cabo
mediante el entendimiento®. Por ejemplo, cuando decimos que “Los caballos son
animales” lo que hacemos es afirmar la relacion que existe entre dos conceptos, el de
“caballo” y el de “animal” por medio de una operacién del entendimiento. En este caso, la
unién de ambos conceptos se lleva a cabo mediante una sintesis 16gica, porque es posible
llegar a ella inicamente en base al analisis de los propios conceptos. Tales juicios, por

tanto, serdn a priori o independientes de toda experiencia. Ahora bien, en otras ocasiones la

% «gj se encuentra, en primer lugar, una proposicién que, al ser pensada, es simultAneamente necesaria,
tenemos un juicio a priori. (...) En segundo lugar, la experiencia nunca otorga a los juicios una universalidad
verdadera o estricta (...) Por consiguiente, si se piensa un juicio con estricta universalidad, es decir, de modo
que no admita ninguna posible excepcién, no deriva de la experiencia, sino que es vélido absolutamente a
{Iriorf’. Ibid, B4.

7 Kant, Logic, Dover Publications, New York, 1988, secci6n 1, pag. 96.
% Kant, CRP, La l6gica trascendental, AS0-B74.
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accién de sintesis que ocurre en un juicio puede, segiin Kant, también apoyarse en la
experiencia; en cuyo caso tendremos un juicio de experiencia o a posteriori, como en la
afirmacién de que» “El Océano Pacifico es el mas grande del mundo™.

Por otro lado, los juicios en tanto unién sintética de dos conceptos siempre tienen, para
Kant, la forma sujeto-predicado: uno de los conceptos ocupard el lugar del sujeto en el
enunciado, mientras que el otro estard en el lugar del predicado. La relacion légica que
puede establecerse entre sujeto y predicado serd, o bien de contencion, cuando el predicado
ya esta contenido en el sujeto; o bien de no contencién si tal no es el caso®. El ejemplo de
Kant para ilustxarjuicios de 1a primera clase, segiin este criterio légico, es “Todo cuerpo es
extenso”. El explica que en el concepto de “cuerpo” esta ya contenido el concepto de “ser
extenso”, es decir, de ocupar un lugar en el espacio; por lo cual en tal juicio, el
* entendimiento realiza inicamente una sintesis légica a través del analisis de los conceptos.
Los juicios de este estilo serdn, de acuerdo a tal criterio 16gico, analiticos o explicativos del
conocimiento. En contraste con ellos, a los juicios en los que el predicado no esta contenido
en el sujeto, Kant los llamar juicios sintéticos o ampliativos del conocimiento. Los juicios
de experiencia son siempre sintéticos, como cuando expreso, por ejemplo, que “E! agua del
mar es salada”. Del mero andlisis del concepto “agua del mar” no puedo establecer si ésta
es salada o no; pero si puedo hacerlo a posteriori, una vez que lo he constatado.

Sin embargo, para Kant, no todos los juicios sintéticos son juicios a posteriori. Existe
una especifica clase de juicios simulténeaniente ampliativos del conocimiento que ademas,
son también juicios a priori, esto es, independientes de toda expeﬁencia. La sintesis de los
conceptos realizada en tales juicios; ni se apoya en hechos empiricos como sucede en los
Juicios a posteriori, ni se reduce a una mera sintesis logica producto del anélisis de los
conceptos, como en los juicios analiticos. Para Kant, las proposiciones de las matematicas
son justamente de esta clase, es decir, juicios sintéticos a priori.

Resumiendo lo hasta aqui dicho, cabe sefialar que en la clasificacion kantiana de los
juicios intervienen dos tipos de consideraciones distintas: i) las epistemolégicas,

relacionadas con el origen o fuente del conocimiento de los conceptos que se enlazan en un

% “Un juicio es la presentacién de la unidad de la conciencia de varias representaciones, o la presentacién de
sus relaciones en tanto constituyan un solo concepto”™. Kant, Logica, seccién 17, pag.106.

* Pap critica la nocién de “contenci6n” kantiana sefialando que tal “metafora” no es clara; sefiala, ademas, la
limitacién de la explicacién de Kant al restringir los juicios a la forma “sujeto-predicado”, que es una de las
principales objeciones de Frege. Pap A., op.cit., pag.27.
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juicio; y ii) las estrictamente l6gicas que privilegian la relacidn entre el sujeto y el

predicado. En la siguiente tabla se visualizan ambas cuestiones:

Distincién de los juicios segiin la
fuente de su conocimiento

Distincién de los juicios segin el tipo de
enlace entre el sujeto y el predicado

A priori
- - Lanecesidad y universalidad de-
los juicios es “sefial segura” de su
aprioridad
- Son absolutamente

independientes de toda experiencia

- Su justificacién no puede
provenir de la experiencia

Anmnaliticos o explicatives
- El predicado esta contenido en el sujeto
- El enlace entre el predicado y el sujeto
es pensado mediante la identidad _
- La verdad de un juicio analitico puede
establecerse a partir del “principio de
contradiccién®'”

A posteriori

- Su conocimiento se apoya en la
experiencia.

- Su justificacién requiere de la
experiencia.

Sintéticos o ampliatives

- El predicado no est contenido en el
sujeto

- Fl enlace entre el predicado y €l sujeto no
es pensado mediante la identidad

- La verdad de un juicio sintético no puede
establecerse apoyandose inicamente en el
principio de contradiceion.

Ahora bien, a partir de estas consideraciones Kant sugiere distinguir entre tres tipos de
juicios atendiendo a consideraciones tanto 16gicas como epistemolégicas:

1. Los juicios analiticos, que “no afiaden nada al concepto del sujeto. mediante el
predicado, sino que simplemente lo descomponen en sus conceptos parciales, los cuales
eran ya pensados en dicho concepto del sujeto (aunque de forma confusa)...’?”. Tales
juicios son, ademds, a priori en la medida en que son independientes de toda
expefiencia33.
pfoceder matemético y el filoséfico. Segin él, los juicios analiticos que son

En relacién a esto, Kant llama la atencién sobre la diferencia entre el

emblematicos de la filosofia, se abocan a exhibir a los conceptos de manera distinta y

*! La formulacién kantiana del “principio de contradicci6n” en la CRP es: “A ninguna cosa le es adecuado un
predicado que la contradiga” (CRP, A151). Pap afirma que esta formulacién es particularmente obscura y se
pregunta acerca del uso kantianao del término “cosa” u “objeto” y c6mo esto se relaciona con la forma sujeto-
?redicado de los juicios. Pap, op.cit., pag.28

2 Kant, CRP, op.cit., A7-B11 -
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precisa mediante el analisis*. Las matematicas, por su parte, hacen otra cosa en tanto
requieren de intuiciones.

2. Los juicios sintéticos a posteriori que, apoyandose en la experiencia, “afiaden al
concepto de sujeto un predicado que no era pensado en €l ni podia extraerse de ninguna
descomposicién suya®>. En la medida en que en tales juicios la sintesis del sujeto y el

_predicado se apoya en hechos empiri.cos, solamente establecen verdades contingentes.

3. Los juicios sintéticos a priori esto es, juicios que extienden el conocimiento pues
“afiaden al concepto de sujeto algo que no era pensado en €1”, pero que no lo hacen a
partu' de una sintesis de experiencia, y tampoco mediante una sintesis l6gica, sino que
se apoyan en intuiciones g priori, establecxendo por tanto, verdades necesarias.

La pregunta que Kant formula en relacién a los juicios sintéticos a priori es:

(En qué me apoyo y qué es lo que hace posible la sintesis si quiero ir mas
alla del concepto A para reconocer que otro concepto B se halla ligado al
primero puesto que en este caso no tengo la ventaja de acudir a la
experiencia para verlo?*®

v

El “apoyo” kantiano para-que el entendimiento lleve a cabo la sintesis del sujeto y del
predicado en un juicio sintético a priori serén las formas puras de la intuicién; es decir, las
formas mas abstractas que el propio sujeto que conoce aporta al conoéimiento de objetos. A
partir de las formas puras de la intuicién sensible, el entendimiento apelard a una especial
capacidad: la “sintesis de la imaginacién productiva™ que estara a la base del conocimiento
matemético. Estudiemos ahora esta parte de la argumentacién kantiana con més detalle.

22 ‘Las proposiciones de las matemditicas como juicios sintéticos a priori

Hemos dicho ya que a los enunciados de las matematicas y, en particular, a los de la
aritmética Kant los considera juicios sintéticos a priori. Dado que las proposiciones de las
matemiticas establecen verdades universales y necesaria soﬁ, para Kant, juicios a priori 'y |
su prueba, por tanto, no puede apoyarse en la experiencia. Sin embargo, a tales juicios Kant
les atribuye también un cardcter sintético o ampliativo del conocimiento; lo cual significa

que la verdad de una proposicién de las mateméticas no puede establecerse apoyandose

% Para establecer |a verdad de una proposicion analitica “no he de salir de mi concepto para formular el
]UJC]O Ibid, A9-B13.

3 Kant, Légica, op.cit., Introduccion, seccién VIII, pég. 63 vy ss.
5 CRP, op.cit., A7-B11
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tinicamente en el andlisis de los conceptos enlazados en el juicio a partir de derivaciones
16gicas. Es decir, las proposiciones de las matematicas, segin Kant, no son verdaderas
unicamente en virtud del significado de los términos, tal como sucede con las “relaciones
entre ideas” de Hume, derivables por tanto, a través de meras operaciones del pensamiento.

Por otro lado, para Kant “la ausencia de contradiccion interna constituye la condicion
universal de todos nuestros juicios, sea cual sea el contenido del conocimiento y el modo

segin el cual se refiera al objeto’”

. Es decir, no se puede admitir como juicio un enunciado
donde el sujeto afirma lo que el predicado niega; un enunciado de tal clase, segin Kant,
careceria de significado. Los juicios entonces, pueden ser verdaderos, falsos, o incluso
“carecer de fundamento”, lo decisivo es que no sean auto-contradictorios.

Resulta entonces que, en relacion a la distincién logica entre juicios analiticos y
sintéﬁcoé, Kant sefiala lo siguiente: un juicio es analitico si es posible conocer su verdad
atendiendo al principio de contradiccidn, que establece que “A ninguna cosa le es adecuado
un predicado que la contradiga®™”. Esto es, Kant establece que un juicio es analitico si se
puede conocer su verdad mediante meras operaciones logicas que se apoyen en el citado
“principio de contradiccién”. De esta forma puede entenderse la afirmacion kantiana de que
para hacer un juicio analitico, el entendimiento no sale del analisis de los conceptos™®. Por
su parte, en relacion a los juicios sintéticos, Kant afirma que “me veo obligado a salir fuera
del cbncepto dado para considerar en relacién con éste, algo completamente distinto de lo

pensado en &‘>

, y afiade que la relacion entre predicado y sujeto en un juicio sintético
nunca es de identidad. El autor propone entonces que para “salir” de los conceptos en un
juicio sintético a priori, se necesita de una sintesis de ia imaginaéién productiva, la cual

constituye una “accién del entendimiento sobre la sensibilidad*!”. Esto es lo que hacemos,

% Ibid, A9-B13
37 Kant, CRP, op.cit., B190
® CRP, Al51
% Las debilidades de esta formulacién del principio de no contradiccién son analizadas por Pap. No entro a la
discusién minuciosa de esto pues el objeto de este capftulo no consiste en analizar los problemas del criterio
kantizno para la distincién analitico/sintético, sino en exponer sus argumentos para considerar las
g,roposicionm de la aritmética como juicios sintéticos a priori. Sobre el tema, Pap, op.cit., Capitulo 11

CRP, A154-B194 ‘ '
*! CRP, B 151-152 Sobre esto, Ralph Walker sefiala que para hacer un juicio sintético a priori se “requiere
que vayamos més alld de la interrelacién emtre los conceptos: debe haber uma tercera cosa ademds del
concepto de sujeto y de predicado, que brinde la conexion entre ellos. En el caso de juicios tedricos o
especulativos esta tercera cosa solamente puede ser la intuicién —la inmediata apercepcion de cosas”, Walker
Ralph, Kant. Arguments of the Philosophers, Routledge, London, 1978, pag.19
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segun la aclaracion de Kant, cuando por ejemplo, al pensar una linea la frazamos en el
pensamiento o al representamos las tres dimensiones del espacio consfruimos tres lineas
perpendiculares a partir del mismo punto™’.

La postura de Kant, por tanto, consiste en que para conocer la verdad de un juicio
sintético a priori se requiere no s6lo de deducciones l6gicas sino también de una sintesis
apoyada.en la intuicién, que nos permita “trazar” o “construir” en el pensamiento ciertos
elementos de la prueba. Discutamos qué significa “construir en la intuicién” analizando la
‘proposicién 17 del Libro I de los Elementos de Euclides®.

1.17. “En todo tridngulo, dos angulos tomados juntos de cualquier manera son
- menores que dos rectos*”, _

Esta proposicién, que establece que la suma de cualesquiera dos angulos de cualquier
triangulo es menor que 180°, si bien segiin Kant es necesaria y universal, es al mismo
tiempo una proposicion sintética, ampliativa del conocimiento. El sujeto de este juicio: “La
suma de cualesquiera dos dngulos de cualquier triangulo” no contiene de por si al predicado
“ser menor de 180°”. El conocimiento que dicha proposicion establece puede derivarse
l()gicémente utilizando los postulados de Euclides, siempre y cuando ademds, podamos
construir una linea auxiliar y escoger arbitrariamente un punto en ella. En este sentido, la
proposicién 1.17 —o cualquier otra proposiciéon de la geometrfa euclidiana- extiende o
ampla nuestro conocimiento acerca de los tridngulos, sin apoyarse imicamente en el
principio de no contradiccion y en la derivacion logica. Por tal razon, Kant considera que
I1.17 o cualquier otra similar, son proposiciones sintéticas y no analiticas.

Brevemente revisaremos la demostracion de 1.17 ofrecida por Euclides. La intencién es
mostrar que el cardcter sintético a priori de tal proposicién tiene, segiin la argumentacion
de Kant, dos razones: en primer lugar, porque tal proposicién, segin Kant, es derivable
l6gicamente de los axiomas de Euclides a los que considera también juicios sintéticos a
priori. En segundo lugar, porque siguiendo la demostraciéon se muestra lo que Kant
entiende por realizar una sintesis de dos conceptos no a través de una sintesis légicé ni de

“2CRP, B 154

* La idea de que para entender el carécter de las proposiciones de las matemiticas como juicios sintéticos a
priori es necesario revisar la pruebas de tales proposiciones, esto es, la argumentacién admitida como prueba
en el siglo XVIII, se la debo a Carlos Torres Alcaraz.

* Euclides, Elementos, Libro I, Proposicién 17, Gredos, Madrid, 1994. (Traduccién de Maria Luisa Puertas
Castafios). ‘
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una sintesis de experiencia, sino a través de la “sintesis de la imaginacién productiva”.
Revisemos pues, la demostracién ofrecida por Euclides para 1.17.

- Demostracion
Sea ABC el triangulo
Digo que dos angulos del tridngulo ABC tomados juntos de cualquier manera son
menores que dos rectos. A

8 « )

Prolénguese BC hasta D [Este trazo esta garantizado por el Postulado 2]

Puesto que el angulo ACD es un dngulo externo del tridngulo ABC es mayor que el
interno y opuesto ABC [Por la proposicién 1.16*.]

Afiadase a ambos ACB; entonces los dngulos ACD, ACB son mayores que los angulos
ABC, BCA. [Por una derivacion de la nocién comun 2: “Si se afiaden cosas iguales a cosas
iguales, los totales son iguales™. Euclides no justifica explicitamente este paso]

Pero los dangulos ACD, ACB son iguales a dos rectos [Por la proposicion 1.13]

Por tanto los dngulos ABC, BCA son menores que dos rectos.

De manera semejante demostrariamos que también los dngulos BAC, ACB son menores
que dos rectos asi como los 4ngulos CAB, ABC. '

Por consiguiente, en todo tridngulo dos angulos tomados juntos de cualquier manera son
menores %le dos rectos.

QED

Resulta claro que la demostracién de la proposicién 1. 17 no consiste simplemente en
una derivacién logica a partir de los postulados y las nociones comunes. Un paso decisivo
en la prueba es la construccion de trazos auxiliares; en este caso, la prolongacion del
segmento BC, garantizado por el Postulado 2 y la seleccién de un punto D cualquiera, en
cierta medida justificado en la Definicién 4 de linea recta, que también son, segin Kant,
juicios sintéticos a priori. Es en el trazo de la recta auxiliar y en la seleccién del punto D
donde opera la “sintesis de la imaginacién productiva”, como una capacidad del
enténdimienfo que se apoya en la intuicién sensible.

Visto asi, el argumento kantiano de que la verdad de una proposicion de la geometria
euclidiana no se apoya ni en el mero anilisis de conceptos ni es (inicamente una derivacion

l6gica a partir de otras verdades analiticas, adquiere un significado concreto; y en mi

*5 La proposicién 1.16 establece que: “En todo trisngulo, si se prolonga uno de sus lados, el dngulo externo es
mayor que cada uno de los dngulos internos y opuestos”™. Euclides, Elementos, Libro 1, Proposicién 16.
46 Euclides, Elementos, Libro 1, Proposicién 17
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opinién, correcto. En la demostracién hay un paso que depende de la construccion de un
punto en la prolongacion de un segmento de recta. Tal cosa es, sin duda alguna, la
construccién de una representacion en la intuicién®’.

Por otro lado, si bien a lo largo de la demostracion de 1.17 nos referimos al tridngulo
ABC trazado en la hoja de papel, este tridngulo es en realidad un representante de
“cualquier tridngulo”, y el punto D es, igualmente, cualquier punto en la prolongacion de
alguno de los segmentos que lo conforman. Tales representaciones no son, por tanto,
empiricas, a pesar de ser sensibles: surgen, de acuerdo a Kant, de la intuicién pura del
espacio. En ella es donde se apoya el entendimiento para hacer un juicio de la geometria y
de ahi su caracter de juicios sintéticos a priori. |

Para Kant, por tanto, 1a geometria en tanto “ciencia que determina las propiedades del
espacio sintéticamente” es conocimiento a priori, basado en intuiciones puras: en la
geometria, no procedemos' meramente anaiizando conceptos sino que “nos damos pues, un
objeto en la intuicion®®”. Por ese motivo, las proposiciones de la geometria son juicios
sintéticos a priori. ‘

Por otro lado, en relacién a las proposiciones basicas de la aritmética Kant analiza en
varias ocasiones el enunciado “7 + 5 = 12”, argumentando que los juicios de esta forma no
pueden ser analiticos pues “por mucho que analice mi concepto de una suma semejante, 1o
encontraré en €l el nimero doce”. Es decir, Kant sostiene ‘qué a la hora de sumar dos
numeros ¢l entendimiento realiza efectivamente una sintesis que amplia el conocimiento, la
cual sin embargo, no se apoya en experiencia sensible alguna, sino que también lo hace en
cierta intuicion pura. El uso de los dedos de la mano, o la consideracion de cinco puntos .....
que se afiaden al siete, sugeridos en la explicacién kantiana de c6mo se realiza la operacion
de sumar cinco a siete, juega en cierta medida un papel semejante al de los trazos auxiliares

de la geometria que hemos expuesto.

*7 Carlos Torres, en su articulo "Kant visto desde las matematicas”, Revista Digital Universitaria, Volumen 6,
nimero 1, 2005, ISSN en trémite, direccion electrénica: http://www revista.unam.mx/, analiza la posibilidad
de que en alguna de las demostraciones geométricas euclidianas que requieren seleccionar al azar puntos en
una recta, sucediera que en el lugar escogido “no hubiera wn punto sobre la recta”; esto es, sefiala que desde
los axiomas de Euclides no hay cémo garantizar que justamente ahf no existe un *hueco” en la recta. En cierta
medida, esta cuestién estd en el fondo de 1a necesidad de una definicién formal para la nocién de contimiidad,
como cuestién bdsica para la rigorizacion del analisis matemdtico, que se discutird en el Capitulo I11.

* Kant, CRP, B65
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Sin embargo, las proposiciones de la aritmética no son, para Kant, completamente
analogas a las proposiciones de la geometria. En esta wltima, los axiomas o “principios”
euclidianos son juicios sintéticos a@ priori cuya verdad se apoya en la intuicién pura del
espacio y las proposiciones derivadas de tales axiomas son formulaciones universales. Por
su parte, los principios en los que se basa la aritmética no son, segin Kant, axiomas en el
sentido propio y sus proposiciones no son universales sino que constifuyen “férmulas
numéricas”™

Por lo que toca a la magnitud (quantitas), es decir, a la respuesta que se
da a esta pregunta: ;como es de grande tal cosa? No hay para ella axiomas
en el sentido propio, aunque varias de esas proposiciones son sintéticas e
inmediatamente ciertas (indemostrabilia). ... Las proposiciones evidentes de
la relacién numérica son, en cambio sintéticas, pero no universales como las

de la geometria, y por ello precjgamente no ‘podemos llamarlas tampoco

axiomas, sino formulas numéricas” .

Kant no menciona explicitamente qué es lo que considera axiomas o “principios de la

aritmética”. Sin embargo, hace referencia al siguiente principio basico del algebra —y de la
aritmética- considerdndolo como proposicion analitica:

Las proposiciones: “Si sumamos cantidades iguales a cantidades iguales,
obtenemos cantidades iguales”, “Si restamos cantidades iguales a cantidades
iguales” son analiticas, ya que soy inmediatamente consciente de la
identidad que existe entre la produccion de una y otra magnitudesso.

De lo anterior se sigue que para Kant, al menos algunas proposiciones relativas a la
cantidad —quantitas- y a las operaciones con cantidades sbn proposiciones analiticas. Pese a
lo cual, él considera que las infinitas proposiciones particulares de la aritmética son
sintéticas a priori. En relacion a este punto, cabe mencionar que el argumento para
considerar tales igualdades generales sobre la cantidad como proposiciones analiticas, es
que “tengo inmediatamente conciencia de la identidad de una y otra produccién de
magnitud”. Tal “conciencia inmediata” de la verdad de una proposicién, al menos en la

* Kant, Ibid, Secci6n “Axiomas de Ia intuicion”, B205

*® Kant, Ibid., A164-B205. Estas proposiciones son itroducidas por Euclides come “nociones comunes” en
los Elementos. Entonces, en cierta medida, son propesiciones que estin también a la base de la geometria. Sin
embargo, tales proposiciones bésicas son “principios” del 4lgebra, al menos como ésta se trataba en el siglo
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Introduccién de la CRP, Kant la propuso como una sefial de su aprioridad y no de su
analiticidad®’.

Ahora bien, Kant sefiala también que enunciados del estilo, “7 + 5 = 12” o cualquier otra
ecuacion aritmética semejante, son juicios sintéticos a priori que, sin embargo, son
particulares. Mientras que una proposicién geométrica como “Los 4dngulos interiores de un
triangulo suman 180°” establece una verdad universal acerca de todos los tridngulos en la
geometria euclidiana, pese a que en su prueba la sintesis de la imaginacion productiva se
represente o construya un triangulo para que el entendimiento pueda valerse de €l; la
férmula “7 + 5 = 12” afirma una verdad particular: afiadimos en esa proposicion e/ niumero
siete al nimero cinco. En la medida en que las proposiciones de la aritmética no tienen una
representacion andloga a las de la geometria —una imagen-, la explicacién de los nimeros
requerira, en el sistema kantiano, de los “esquemas puros del entendimiento”. Esto lo

~ discutiremos més adelante. Lo importante de momento es tomar en cuenta esta diferencia
entre las proposiciones universales de la geometria y los juicios particulares de la
aritmética.

Fina]menté, en lo relativo a las distinciones entre los juicios de las matematicas, Kant
también considera una diferencia entre lo que él llama, “las conclusiones de los
matematicos™ y “los principios” a partir de los cuales se deducen tales conclusiones:

Al advertirse que todas las conclusiones de los matemdticos se desarrollaban de
-acuerdo con el principio de contradiccion (cosa exigida por el cardcter de toda
certeza apodictica), se supuso que las proposiciones basicas se conocian igualmente
a partir de dicho principio. Pero se equivocaron, ya que una proposicién sintética
puede ser entendida, efectivamente, de acuerdo con el principio de contradiccion,
pero no por si misma, sino sélo en la medida en que se presupone ofra proposicion
sintética de la cual pueda derivarse®.

Es decir, si bien para la prueba de una proposicion de las mateméticas el entendimiento
procede apoyandose en la 16gica, a la base de tal de_ducci()n ha de encontrarse, segun Kant,

%! En relaci6n a esto, Frege presenta varias criticas a los criterios kantianos de clasificacién de los juicios en
analiticos y sintéticos, tal como discutiremos en el capitulo II1. Por su parte, Pap destaca el cardcter ambiguo
~ de la nocién de analiticidad en Kant: por una parte el limitado criterio de contencién del predicado en el sujeto
ya mencionado y, por otro, el criterio l6gico de que para la demostracién de la verdad de una proposicién
analitica, el entendimiento puede apoyarse tinicamente en el principio de contradiccién. Pap hace notar, sin
embargo, que en Kant el tratamiento de la necesidad de una proposicién es confuso: por un lado en su
determinaci6n se incluye un criterio 16gico, pero por otro también se considera el criterio “psicolégico” de la
“inmediata conciencia” de que lo establecido en dicha proposicién no puede ser de otra manera. Ver, Pap,
op.cit, capftalo I, “Kant™,
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una proposicion sintética. En el caso de la geometria esto resulta claro: los axiomas de
Euclides que estdn en la base de la prueba de cualquier proposicion de la geometria son,
bajo el criterio kantiano, juicios sintéticos a priori. En el caso de la aritmética, si los
principios basicos del algebra son, para Kant, proposiciones analiticas tal como hemos
mostrado; entonces, €l caracter sintético a priori de las proposiciones de la aritmética como
“7 + 5 = 12” parece provenir, mas bien, de la manera en que los niimeros son representados
en la intuicién. En relacién a ello, Kant sefiala que, por ejemplo, el principio que establece
que “(a + b) > a”, que es segtin €l un principio analitico, “s6lo se admite en mateméticas, a
pesar de ser inmediatamente valido por sus meros conceptos, en cuanto que es susceptible
de representacién intuitiva®™”. Asi, Kant considera que para que puedan ocurrir juicios
sintéticos a priori, ciertos conceptos como los de las matematicas deben ser construidos en |
la intuicién pura™.

En relacion a la aritmética, considero que el caso de la suma analizada por Kant no
permite comprender como el entendimiento se apoya en intuiciones puras para realizar la
sintesis. Sin embargo, cuando se intenta definir el concepto de continuidad de los nimeros
reales, que esta a la base del anélisis matematico y, bajo otra formulacion, en el corazén de
la diferencia entre aritmética y geometria desde la época de Euclides hasta el siglo XVIII,
se hace evidente la necesidad de apelar a ciertas representaciones intuitivas. Antes de
. discutir con mas detalle estas cuestiones, conviene entender la distincién kantiana entre el

espacio y el tiempo.

23 Las formas puras de la intuicién sensible: espacio y tiempo

Tenemos, hasta aqui, las siguientes premisas defendidas por Kant:

1. Las proposiciones de la aritmética son necesarias y universales, por lo tanto,
son q priori :

ii. Las proposiciones de la aritmética son sintéticas en la medida en que
amplian nuestro conocimiento.

ili. La experiencia no estd en la base de la sintesis que enlaza al sujeto y al
predicado en una proposicion de la aritmética. La légica tampoco constituye el
tinico medio para tal sintesis. Para llevarla a cabo, el entendimiento recurre a la

52 Ibid., B-14
% Ibid, B-17
* Walker sefiala que s6lo hay dos maneras en las que pueden ocurrir juicios sintéticos a priori: “o bien los
conceptos deben ser construidos por la intuicién pura, como [Kant] dice que son los conceptos mateméticos, o
bien, debe ser posible mostrar que se requiere la verdad de tales juicios, si la experiencia (y por tanto la
intuicién) ha de ser posible”. Walker, Kant. Arguments of the Philosophers, Routledge, London, 1978, pag.19
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“sintesis de la imaginacién productiva”, y se apoya en las intuiciones puras del
tiempo y el espacio.
Para entender la posicién kantiana en relacién al tiempo y al espacio, requerimos
- también de las siguientes dos consideraciones establecidas en la Logica Trascendental:

iv. Los elementos del conocimiento son intuiciones o conceptos. Las primeras
se conocen a través de la sensibilidad que es la facultad de “recibir
representaciones”. Los segundos se conocen mediante el entendimiento que es la
facultad de “conocer un objeto mediante las representaciones” que le brinda la
intuicién™.

v. Las intuiciones pueden ser empiricas o puras. Son empiricas si contienen una
sensacién que presupone la presencia de un objeto. Al objeto de uma intuicidn
empirica Kant lo llama fenémeno, mientras que al objeto de una intuicién pura lo
considera “objeto de la experiencia posible”. Tanto las intuiciones como los
conceptos son 5uros, en caso de que su representacion no contenga “mezcla alguna
de sensacién”

Kant considera que el espacio | y el tiempo son condiciones de posibilidad del
conocimiento en la medida en que permiten la recepcién de intuiciones. Ambos son
“formas puras de la intuicion sensible” ya que habilitan la representacion de objetos. Por
expresarlo en otras ‘palabras, el espacio y el tiempo son una especie de dispositivos
humanos que ordenan la experiencia: las intuiciones puras son lo que el sujeto que conoce
aporta al conocimiento de objetos en la experiencia. En tal sentido, ellas hacen posible el
conocimiento a priori.

Estos principios [del tiempo v el espacio en general] tienen validez como
reglas bajo las cuales es posible la expenencxa y nos informan con
anterioridad a ésta ultlma, no a través de e]la

Ahora bien, espacio y tiempo en tanto formas puras de la sensibilidad nos permiten o
bien “represéntamos objetos como exteriores a nosotros”, a través del senfido externo; o
bien “intuirnos a nosotros mismbs” mediante el sentido interno. El sentido externo qlie
consiste en cierta capacidad del espiritu humano, nos habilita-para représentamos objetos
externos “como estando todos en el espacio, dentro del cual son determinadas o
determihables su figura, su mag;mtud y sus relaciones mutuas®®”. Por tanto, el sentido
externo segin Kant permite la intuicién pura del espacio y est4 a la base del conocimiento

3 ., Kant, CRP, La logica trascendental, A50-B74.
: Kant, CRP, La estética trascendental, A20-B34.
*7 Ibid, B47
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geométrico. Por su parte, el sentido intérno que permite al sujeto intuir sus propios estados
internos y que no contiene nada como objeto, hace posible que “todo lo que pertenece a las
determinaciones internas [del sujeto] sea representado en relaciones de tiemposg”.

- Kant argumenta, a partir de lo anterior, que tanto el espacio como el tiempo no son
entonces, i) ni conceptos empiricos extraidos de experiencias externas, pues las formas
puras de la sensibilidad preceden a toda experiencia y la conforman y no pueden, por tanto,
derivarse de ninguna experiencia; ii) ni conceptos universales que establecen relaciones
entre cosas, pues corresponden a la sensibilidad y no al entendimiento. Espacio y tiempo
son, por tanto, intuiciones a priori que estin a la base de todas las representaciones y, por
eso mismo, son “la condicién de posibilidad de los fen6menos®™.

Hasta aqui entonces, espacio y tiempo son para Kant, nociones anilogas. Sin embargo,
el tiempo tiene una peculiaridad: “[El tierhpo] no posee més que una dimensién: tiempos
diferentes no son simulténeos, sino sucesivos®’”. Esto es, el tiempo como forma pura de la
sensibilidad, expresindolo en términos contempordneos, habilita una nocién intuitiva de
-orden, es decir, determina una relacién binaria completa, que podemos expresar con el
simbolo “ < : |

... €l tiempo en el que situamos dichas representaciones —tiempo que, a su
vez, precede a la conciencia de las mismas en la experiencia y les sirve de
base en cuanto condicién formal de nuestro modo de situarlas en el
psiguismo- contiene ya relaciones de suce516n, de simultaneidad y de aquello
que coexiste con lo sucesivo (lo permanente)

Tal intuicic’)h del tiempo como orden lineal estd, segin Kant, a la base de las

proposiciones de la aritmética®

*% Ibid, A23-B38

* Ibid., A23-B38

% Kant, Ibid. Paul Guyer sefiala una distincion entre las infuiciones puras y las formas puras de la intuicién.
Segim Guyer, mediante las intuiciones puras, Ia Razén se representa individuos aislados y no clases; mientras
que las formas puras de la intuicién destacan el rasgo de que la comprensién del tiernpo y el espacio precede a
cualquier experiencia. Dentro de las formas puras de la intuicién, el tiempo es la mas general y esto es
importante para la distincién entre las proposiciones de la aritmética y las de la geometria. Ver, Paul Guyer,
“Kant”, en E.Craig (General Edltor) Rowtledge Encyclopedia of thlosophy Routledge, London and New
York, 1998,

5! Kant, CRP, B47

$2 Kant, CRP, B67

5 “pienso que la especial conexion de la aritmética con el tiempo puede ser explicada como sigue: si uno
construye de determinada manera, como en un papel o en la mente, una secuencia de simbolos tal como los
primeros » numerales, la estractura ya esta representada en la secuencia de operaciones y, mds en general, en
la sucesién de actos mentales que recorren un grupo de n objetos, como cuando contamos... El tiempo
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2.4 La intuicién del tiempo a la base de la aritmética

Segiin Parsons, Kant no discute ampliamente lo relativo a la filosofia de la aritmética por
lo que “es virtualmente imposible entenderlo sin hacer uso de otro material®*”. En virtud de
ello y dado que en los siguientes capitulos, en particular en la discusion entre Frege y
Dedekind un problema subyacente serd la nocion de continuidad, en esta Gltima seccién
abordaremos la manera en la que Kant estudia la nocién de magnitud —quantum-,
relacionédndola con las intuiciones del tiempo y del espacio. Con ello, espero poder mostrar
que un problema interno de las propias matematicas esta vinculado con el tratamiento
filosofico acerca de la naturaleza de las proposiciones de la aritmética.

En 'la seccion de la CRP titulada “Axiomas de la intuicion”, Kant relaciona las
intuiciones del espacio y del tiempo con la nocién de magnitud —quantum-

En esta sintesis sucesiva de la imaginacién productiva se basan, para
producir las figuras, las matematicas de la extensiéon (geometria) con sus
axiomas. Son €stos los que expresan las condiciones de la intuicién sensible
a priori bajo las cuales, y s6lo bajo las cuales, puede surgir el esquema de un
concepto puro de los fenémenos externos... Estos son los axmmas que solo
se refieren propiamente a magnitudes (quanta) en cuanto tales®

Kant afirma entbnces, que “todas las intuiciones son magnitudes exfensivas”., es decir,
todas las representaciones externas que la sensibilidad puede recibir, el entendimiento las
ordena y las conoce de acuerdo a determinadas propiedades geométricas de forma, tamafio
y relaciones mutuas. Ahora bien, si todas las intuiciones pueden tratarse como magnitudes
extensivas, de acuerdo a sus propiedades geométricas, se abre la pregunta acerca de qué
especificamente trata la aritmética. Parsons afirma que cada vez que Kant habla del carécter
intuitivo de la aritmética, &l establece que el mimero requiere obligadamente de la nocién
de sucesion®. Sin embargo, el nimero también esta relacionado, para Kant, con la nocién
de magnitud o cantidad, en tanto que responde a la pregunta “;de qué‘tama.ﬁo es esto?”.

Analicemos primero lo relativo a la nocién de sucesion.

constituye una fuente universal de modelos para los nimeros.” Parsons, “Kant’s philosophy of Arithmetic™,

en Posy Carl J. (Ed.), Kant's Philosophy of Mathematics, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, 1992,
2.67.

E,‘éParsons ibid, pag 43.

% Kant, CRP, B205

% parsons, op.cit, pdg.62. Para sostener su afirmacion remite, entre otras, a B16 y a A142-B182.
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El tratamiento kantiano de la nocion de mimero —a diferencia de la nocién de punto o de
linea en geometria- establece que el niimero no tiene una representacion universal —como la
del triangulo ABC en la demostracién de la proposicion 1.17 de Euclides discutida
anteriormente. Los nimeros a lo mas, se representan a través de una imagen singular,
aunque cuando se “piensan en general”, se “representan” mediante lo que Kant llama “el
esquema puro de la ‘magnitud (quantitas)”’. Los esquemas del entendimiento son
representaciones de la imaginacion que provienen del entendimiento y también de la
sensibilidad. Por tal motivo, en relacion a los nimeros, Kant sefiala la importancia de
distinguir entre esquema e imagen:

Asi, si escribo cinco puntos seguidos ....., tengo una imagen del namero
cinco. Si, por el contrario, pienso simplemente un niimero en general, sea €l
cinco, sea el cien, tal pensar es un método para representar, de acuerdo con
cierto concepto, una cantidad en una imagen, mis que esa imagen
misma...5™

Los esquemas de los conceptos puros son, entonces, para Kant, “la representacion de un
procedimiento universal de la imaginacién para suministrar a un concepto su propia

im ag en68”

. Y el nimero es el “concepto puro de la magnitud” que constituye una
representacion que comprende “la sucesiva adicion de unidades homogéneas”.

“El ntiimero no es, pues, otra cosa que la unidad de sintesis de lo diverso
de una intuicion homogénea en general, unidad obtenida al producir yo el
tiempo mismo en la aprehensi6n de la intuicion®”.

Por tanto, segiin Kant, si a la base de la geometria siempre hay una “imagen” trazada por
la imaginacion productiva; la explicacidn Gltima del nimero, POr su parte, se encuentra en
un procedimiento para “suministrar a un concepto su propia _imagen7°”. De ahi que la
nocion de sucesion, establecida a través de la intuicién pura del tiempo, esté a la base de las

7 Kant, CRP, A140-B179

68 Kant, ibid, B180

% Kant, ibid, A143 -B182

7 Segiin Javier de Lorenzo, el problema de explicar c6mo a pesar de la particularidad de algunos enunciados
de la aritmética, “el razonamiento matematico da paso a una conclusién universal ... [Kant] lo resuelve
apoyéndose en la nocién de esquema que, como producto de la imaginaciéon pura, alcanza la universalidad
asociada al concetpo gracias a un proceso constructivo”. De Lorenzo, Kant y la Matemdtica. El uso
constructivo de la razén pura, Tecnos, Madrid, 1992, pag. 23. .
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proposiciones de la aritmética’". Vayamos ahora a la distincién kantiana entre “magnitudes
extensivas” y “magnitudes intensivas”.

Para Kant, “magnitud extensiva” o extension geométrica, es aquellas “en la que la
representacion de las partes hace posible —y, consiguientemente precede necesariamente a-
la representacién del todo’”. Para aclarar esta definicién Kant sugiere pensar cémo, para
representarme una linea, requiero producirla gradualmente a partir de un punto. Por su
parte, el otro tipo de magnitud, la intensiva, es aquella “que Unicamente aprehendemos
como unidad y en la que s6lo podemos representar la multiplicidad por aproximacién a la
negacion = 07>,

Es posible que Kant establezca la idea de que todas las intuiciones de magnitud son
extensivas, esto es, geométricas, dada la dificultad de expresar numéricamente ciertas
* magnitudes “inconmensurables” conocidas desde el trabajo de Euclides’*. De hecho, la
cuestion de la caracterizacién precisa de los nimeros irracionales continué siendo un
problema para el anélisis matematico hasta finales del siglo XIX.

Por su parte, las magnitudes intensivas, esto es, aquellas “que Gnicamente aprehendemos
como unidad y en las que s6lo podemos representar la multiplicidad por aproximacion a la
negacion = 0” estd relacionada directamente con el problema de la continuidad: “La
propiedad de las magnitudes en virtud de la cual ninguna parte suya es la mas pequefia

pdsible (o parte simple) se llama continuidad de esas magnitudes’”

. En términos
geométricos, la continuidad no tiene problema pues, de entrada, el punto tal como lo
definié Euclides es el elemento simple, basico, distinto de cualquier segmento de recta de
cualquier magnitud. No sucede lo mismo con la expresién numérica o aritmética de las

cantidades. En particular, la representacién de cantidades infinitesimales que estén a la base

™ Tal dificultad en la explicacién kantiana del concepto de niimero, resulta insatisfactoria en el siglo XIX. De
hecho, una parte de la critica de Frege a Kant buscar4 definir el concepto de mimero apoyandose iinicamenite
en la l6gica. Ver capitlo III.

72 Kant, CRP, A163
7 Kant, ibid, A168-B210
™ En el libro V del trabajo clasico de Euclides, Elementos, se estudian ciertas magnitudes llamadas
“inconmensurables” que no pueden expresarse como razén de dos mimeros enteros —es decir, los modernos
niumeros irracionales. Tales magnitudes, sin embargo, si tienen representacion geométrica: La més conocida
magnitud de esta clase es la raiz cuadrada de dos que, geométricamente, se determina de inmediato trazando
la diagonal de un cuadrado de lado 1 pero que, aritméticamente no puede expresarse como razén de dos
nimeros naturales. Los problemas de la estructura de los nimeros racionales y la continuidad de los reales,
%ue estd refacionada con este problema, se analizardn con mds detalle en el Capftulo IV.

Kant, CRP, B211
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del Célculo y que se determinan “por aproximacion a la negacién = 07, constituye un
problema que sdlo se resuelve apelando a la representacion del tiempo como linea continua
e infinitamente prolongable donde estd determinada una relacion de sucesion, esto es, de
orden. Kant no entra a la discusion detallada de estas cuestiones, sin embargo, es muy
probable que €] haya estado al tanto de tales problemas internos de las mateméticas’.

En resumen, la intuicién del tiempo como orden lineal estd, seglin Kant, a la base de las
proposiciones de la aritmética. Ademas, para Kant los esquemas del entendimiento brindan
la explicacién del concepto de mimero apelando a la sensibilidad y a la imaginacién. Como
resultado de ello tenemos que, segin la postura kantiana, para la definicidn de los objetos
de la aritmética es necesaria la intuicion sensible y por tal razon los juicios de la aritmética
son sintéticos g priori. Tales argumentos serdn objetados, a finales del siglo XIX, por
Frege, Cantor y Dedekind.

Por su parte, del lado de la tradicién britAnica humeana -empirista- encontramos en el
siglo XIX otra propuesta que rechaza la posicion kantiana de considerar las proposiciones
de las mateméticas como juicios sintéticos a priori. Tal posicién es la de John Stuart Mill,
de cuyos argumentos para sostener la naturaleza no necesaria de las proposiciones de la

aritmética nos ocuparemos en el siguiente capitulo.

7 Kant escribié su Hisioria natural general y teoria de los cielos en 1755 y los Principios metafisicos de la
ciencia de la naturaleza, donde presenta su propia versién de las leyes de Newton y de la mecénica en 1776,
esto es, antes de escribir la CRP. Sobre todo en el segundo trabajo, Kant revisa cuidadosamente los problemas
del movimiento cuya expresién matemética, el cdlculo, requeria en el siglo XVII de operaciones con
mimeros infinitesimales.
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Capitulo I

John Stuart Mill: 1a verdad de las proposiciones matemiticas fandada en la induccién

1. A System of Logic: ¢l empirismo de Mill

John Stuart Mill (1806-1873), el mas importante filésofo empirista britdnico del siglo
XTX, sostiene una posicién muy peculiar en torno a Ja naturaleza de las proposiciones
matematicas. Para €, si bien tales proposiciones junto a las de la légica son las mas
generales y més ciertas entre todas las afirmaciones de la ciencia, su verdad se funda en la
induccion per enumerationem simplicem y su conocimiento no es a priori sino que, como
cualquier otro, se apoya en la experiencia’. En este sentido, Alan Ryan sugiere que John S.
Mill construye un sistema filoséfico que bien puede llamarse “inductivismo®. Esto es,
partiendo de la premisa de que todo conocimiento comienza y proviene de la exberiencia,
Mill desarrolla una serie de argumentos y métodos cuyo nicleo es el “proceso de
induccién”, garantia imica de la verdad de las proposiciones generales, en especial de las
cientificas y dentro de ellas, de las proposiciones de las matemdticas, consideradas
tradicionalmente como verdades necesarias.
| Ahora bien, para la escuela empirista dar cuenta de ]as verdades necesarias siempre ha
sido problematico, pues se supone que el conocimiento de tales proposiciones, dada su
universalidad y generalidad es un conocimiento a priori, esto es, basado solamente en
aquello que podemos imaginar o concebir y no en Ja experiencia directa de cuestiones
facticas®, que brinda solamente un conocimiento particular y contingente. En este sentido,
el empirismo ha ensayado dos soluciones posibles en relacién al cardcter necesario de las
proposiciones de las mateméticas y, en particular, de la aritmética. Una de ellas es la
posicién de Hume, bosquejada en el capitulo 1, quien considera que la necesidad de las
proposiciones de las matem4ticas puede explicarse porque ellas carecen de cualquier
contenido empirico y son meras relaciones enire ideas, establecidas mediante operaciones
légicas. La otra respuesta es la de Mill quien niega el carActer necesario de las
proposiciones de la artimética. Mill, a diferencia de Hume, argumenta que las

' Mill John S, 4 System of Logic (1843), Wl- XXIV, Seccién 4., University of Toronto Press, Toronto, 1974
? Ryan Alan, John Stuart Mill, Pantheon Books, New York, 1970.

3 Alan Sidelle, “Neccesary Truth and Convention™ en, E.Craig (General Editor), Routledge Encyclopedia of
Philosophy, Routledge, London and New York, 1998.
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proposiciones de las matematicas si tienen contenido empirico y por tanto, como cualquier
otra proposicion real, no tienen un cardcter necesario.

Ahora bien, ]a argumentacion de Mill acerca del cardcter empirnico de las proposiciones
de la geometria y la aritmética, lo lleva a confrontar la idea kantiana de que los juicios de
las matematicas se apoyan en las intuiciones puras del tempo y el espacio. En este sentido,
el trabajo de Mill objeta los argumentos basicos de la llamada postura intuicionista’ en
matematicas y en filosofia de las matemaéticas. Tal escuela, heredera de la fradicién
kantiana y dominante en el siglo XIX, aceptaba la tesis de que para la formulacion de los
juicios de las mateméticas, el entendimiento se apoya en las intuiciones puras del tiempo y
del espacio, que se encuentran a priori en la psique humana’. Sir William R. Hamilton, por
ejemplo, un influyente matematico inglés contemporaneo de John S. Mill, sostenia la idea
de que los nimeros reales se derivan de la intuicién del tiempo, e incluso de que el 4lgebra
puede ser concebida como la “ciencia de la intuicién pura del tiempo®”.

Similar postura también sostenida por William Whewell’, asumia la doble distincién
kantiana de los juicios en a priori y a posteriori segun la fuente de conocimiento de la que
provienen: serdn a priori aquellos cuyo conocimiento no est4 fundado en la experiencia y a
posteriori en el caso contrario. Y en juicios analiticos y sintéticos segun su caréacter
explicativo o ampliativo del conocimiento. Bajo este esquema, se caracterizaba a las
proposiciones matematicas como juicios sintéticos a priori, es decir, como proposiciones
que efectivamente amplian el conocimiento —y de ahi su cardcter sintético-, pero cuya
fuente de conocimiento no es la experiencia sino las propias capacidades dei sujeto que
conoce, la estructura de la sensibilidad del sujeto, dirfa Kant: de ahi su carécter de juicios a
priori. La pecesidad de las proposiciones de las mateméticas dentro de la explicacién

* Por intuicionismo no me refiero aquf a la escuela matemética encabezada por Brower. Més bien, empleo la
palabra inhiicionismo para referirme a la generalizada posicién de influyentes matemdéticos del siglo X1X
(liamilton y Kronecker entre otros) que aceptaban la tesis kantiana de que a la base del conocimiento
natemético se encuenira la intmicién pura. Ver, Frazier R., “Infuitionism” en Craig (Ed.), Routledge
Encyclopedia of Philosophy, Routledge, London and New York, 1998,

S Kant 1, Critica de la Razén Pura (1781-1787), AHfagoara, Madrid, 1984. Traduccion de Pedro Ribas

¢ Hamilton, “Theory of Conjugate Functions, or Algebraic Couples; with a Preliminary and Eiementary Essay
on Algebra as the Science of Pure Time (1837)”, htip.//www.math/tcd. ie/pub/HistMath//Hamilton/Pure time

? William Whewell (1794-1886), fue un precursor inglés de la Filosoffa de la Ciencia, crftico de la posicién
empirista de Hume que funda todo el conocimiento en la experiencia y cercano aungque con objeciones, de Ja
postura idealista alemana que basa la ciencia en ideas a priori. B.Craig (Geperal Editor), Routledge
Encyclopedia of Philosophy, Routledge, Londop and New York, 1998.
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kantiana es entonces una seffal de su aprioridad, esto es, la necesidad de tales proposiciones
se explica, sobre todo, mediante argumentos epistemolégicos.

Hay entonces dos maneras posibles de negar el cardcter sintético a priori de las
proposiciones de la aritmiética. O bien se objeta el caracter sintético de tales proposiciones,
sosteniendo su naturaleza analitica y por tanto se argumenta que son proposiciones que
pueden reducirse a la 1égica, que es la postura de Frege; o bien se niega su caracter de
juicios a priori que es el camino de Mill. En esta segunda ruta para objetar el cardcter
sintético a priori de las proposiciones de la aritmética y, en general, de las mateméticas, un
problema es dar cuenta de su cardcter necesario y de su universalidad o generalidad en la
medida en que, al ser proposiciones cuya verdad depende de 1a experiencia, se presenta una
especie de hiato entre la verdad particular o contingente apoyada por la experiencia y la
verdad universal que es un aparente rasgo de las proposiciones de las mateméticas.

En este sentido, Ryan muestra que John S. Mill hizo notables esfuerzos a lo largo de su
vida intelectual con el fin de mostrar que “la aparente necesidad de la verdad geométrica y
matemitica puede explicarse en términos inductivos®”, poniendo asimismo similar empefio
en demostrar que la universalidad de la ley de la causalidad, no requiere de ningin
COmpromiso con el conocimiento a priori y puede sostenerse también en la induccion. El
problema de Mil}, tal como lo esboza Ryan, consiste en lo siguiente:

“Si todo lo que hay son hechos particulares, eventos individuales y parficulares
[susceptibles de ser conocidos a través de la experiencial, si esto es todo lo que
podemos observar, entonces, jacerca de qué son las leyes generales?. La respuesta
de Mill es que las leyes generales deben ser entendidas como reglas de inferencia,

reglas que nos permiten inferir de “particulares a particular&s’%’.

A tales reglas, Mill las llamard reglas de “inferencia real” y ellas norman el proceso de
inducci6én. Vale la pena examinar paso a paso ahora, la argumentacién de Mill en torno a l2

paturaleza de las proposiciones matem4ticas.

® Ryan A., op.cit, pig xiii. Ryan insiste en que para volver inteligibles “los objetivos, método y estilo
caracteristico de Mill” hay que estudiarlo teniendo presente su “desagrado con el intuicionismo de Whewell y
sus colegas”, tal como el propio Mill establece en su Awobiografia.

® Ryan A., op.cit., pagxvi
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2. Induccién, inferencis real y proposiciones ficticas

John S. Mill aborda lo relativo a la naturaleza de las proposiciones de la antmética, de
la geometria y del 4lgebra en el capftulo titulado “Of the Remaining Laws of Nature” de su
A System of Logic Ratiocinative and Inductive. De entrada entonces, las proposiciones en
cuestton quedan comprendidas entre las “leyes de la naturaleza™ y, si merecen un
tratamiento especial, es solamente porque tales leyes tienen dos rasgos especificos: uno es
su nivel de generalidad y universalidad, es decir, el que a diferencia de otros enunciados de
la ciencia “las proposiciones de las matemaéticas son verdaderas de todos los fenémenos, sin
importar o al menos sin distincién de su origen'®” y, en segundo lugar, el que “las leyes de
la igualdad y la desigualdad entre espacios y entre niimeros [que constituye el tema de esta
rama del conocimiento] no tiene conexién con leyes causales''”.

En relacién al nivel de generalidad que tieren las proposiciones de las matemaéticas,
Mill contrasta entre las proposiciones de la fisica y de las matematicas. Afurma que, por
ejemplo, la siguiente proposicién de la fisica:

(*)“Los cuerpos celestes describen Areas iguales en tiempos iguales”

que es wna formulacidn simplificada de la segunda Ley de Kepler, es una proposicién
que trata de igualdades y proporcionalidades, es decir, es una pmposici6n que comprende
una afirmacién sobre “relaciones de semejanza”, que es el tema especifico de las
proposiciones matematicas. Sin embargo, la proposicion (*) trata de vn tipo de fenémeno
determinado, a saber, el movimiento planetario y, como fenémeno particular, se deriva de
leyes cansales que describen, especificamente, el “origen” de tal movimiento planetario.

Por su parte, enunciados de las matematicas, tales como:

(**) “Si dos lineas rectas se intersectan entre si, {os Angulos opuestos
por el vértice que definen son ignales”

Es una proposicién de la geometria con un absoluto nivel de generalidad: es una
proposicion verdadera sin importar el origen o la causa de la interseccién de dos lineas; en
este sentido, es una proposicién verdadera para todas las lineas y todos los angulos, no
importa cdmo o por qué se hayan intersectado.

:? Mill, op.cit, Libro 11, cap XXIV, Seccién 3, pag. 608.
Ibid

38



39

Este nivel de generalidad y universalidad de las proposiciones de las matematicas es lo
que, segim Mill, ha llevado a considerarlas “verdades necesarias™ cuyo conocimiento es,
ademas, a priori. Sin embargo, el autor brinda otra explicacién para este especifico rasgo
de universalidad que distingue a las proposiciones de las matematicas de otros enunciados
de la ciencia.

Para Mill, el objeto de estudio de las mateméticas son un tipo de “relaciones™, las
relaciones de semejanza que comprenden el estudio de la igualdad, la desigualdad y la
proporcionalidad'?; todas ellas establecen relaciones entre objetos, que debemos considerar
independienternente de la relacién de causalidad. La relacién de semejanza resulta,
entonces, una mas entre el conjunto de “relaciones entre objetos™ estudiadas por Mill, que
comprenden “la existencia, la causalidad, el orden en el tiempo, el orden en el espacio y la
semejanza”.

Para Mill, la relacién de semejanza, en especial, la igualdad y la desigualdad entre
objetos, asi como las relaciones de “ser antecedente, ser consecuente y la simultaneidad”,
que son relaciones de orden en el tiempo, son un tipo de relaciones sui generis, que no
tienen mas fundamento que, en primer lugar, “las dos sensaciones de los objetos
[relacionados] y, después, lo que podemos llamar un sentimiento de semejanza o un deseo
de semejanza'>”. En relacién a ello Mill sefiala:

Que el sentimiento de semejanza de dos colores sea un tercer estado de
conciencia, que experimento después de tener dos sensaciones de color; o que,
como en el sentimiento de sucesién, la semejanza esté involucrada en las propias
sensaciones, es cuestién de otra discusién. Pero en ambos casos, estos sentimientos
de semejanza son partes de nuestra naturaleza; y partes tan poco susceptibles de
analisis, que se presuponen en cualquier intento de analizar cualquier otro de
nuestros sentimientos'*

Resulta entonces que las ~rmxwméticas, cuyo objeto de estudio principal segin Mill, son
las relaciones de semejanza, asf como el sentimiento de sucesién entre objetos, estan en el
fondo sostenidas en la experiencia; especificamente, en ese “sentimiento de seme)janza” o
de “suce;ién” que siendo parte de nuestra naturaleza, es poco susceptible de cualquier
analisis posterior. |

2 mbid
13 Mill, op.cit,Libro L, XM, Seccién 11 pég70
1 Mill, 7bid, phg.70
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Una-vez especificado este objeto general de estudio de las matematicas de acuerdo a la
teoria de Mill, se vuelve muy clara su concepcidn acerca de la aritmética, en tanto cuerpo
de proposiciones deductivas de la mayor generalidad posible que se apoyan en un
reducidisimo nimero de axiomas, los cuales son auténticas verdades empiricas, pues
provienen de la experiencia que cada individuo singular haya tenido al comparar objetos —a
saber, del sentimiento de semejanza o sucesién recién aludido-, y no de ninguna clase de
“conocimiento a priori”.

Mill sefiala entonces, que si algo en el campo de la aritmética requiere explicacion es el
hecho de “la inmensa multitud de verdades comprendidas en las ciencias matematicas, que
pueden ser obtenidas de un niimero tan pequefio de leyes elementales'*”. No encuentra sin
embargo, misterio alguno en lo relativo al fundamento de los enunciados mas bésicos de
- esta disciphna: son sencillamente generalizaciones llevadas a cabo a partir de la
expenencia Los axiomas que Mill sugiere como base para la aritmética, a partir de los
cuales se puede deducir 1é6gicamente el amplio conjunto de enunciados numéricos que, por
lo general, toman la forma de igualdades, son las siguientes dos afirmaciones:

(***) “Dos cosas que son iguales a una tercera son iguales entre si”
“Si sumamos iguales a iguales, la suma obtenida es igual”

Abora bien, el cardcter empirico de las matemaéticas, mas all4 del hecho de que la
mayoria de sus proposiciones verdaderas se obtiene mediante la deduccién légica
cuidadosa a partir de premisas verdaderas; se basa en que sus axiomas primeros (***) son
proposiciones reales, es decir, proposiciones ficticas, cuya verdad es inferida a través de un
proceso de induccién. En el caso especifico de (***), la verdad de tales proposiciones
descansa en la induccion por enumeracién simple; es decir, ambas afirmaciones son
generalizaciones de la expertencia que cada individuo ha tenido al manipular y comparar
“objetos iguales; y de ninguna manera son ese tipo de verdades que Leibniz llamaba
“verdades de raz6n”.

'* Mill, /bid, Libro I, XXIV, Secciodn 5, pg. 610
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2.1 Las proposiciones de la aritmética como proposiciones reales, ficticas

Conviene ahora revisar, antes de entrar al anélisis de la definicién de nimero propuesta
por Mill, la distincidén que el autor establece entre proposiciones reales y proposiciones
meramente verbales, a fin de entender de manera més completa el conjunto de su
argumentacion.

John S. Mill desecha la distincién kantiana entre juicios analiticos y sintéticos, y utiliza
otra clasificacién en cierta medida andloga a la de Hume, diferenciando entre
“proposiciones meramente verbales” y “proposiciones reales”. Las proposiciones
meramente verbales son, segin Mill, aquellas que “no se relacionan con ninguna cuestién
de hecho en el sentido propio del término sino solamente con el significado de los
nombres'®”. La proposicién “Los solteros son hombres no casados™ por ejemplo, es
meramente verbal pues lo que afirma “no se relaciona con ninguna cuestién de hecho”,
limitdndose a esclarecer 0 mostrar la equivalencia del significado de dos palabras'’. Por su
parte, las proposiciones reales son aquellas que predican de algin objeto, algo no
involucrado en el significado del nombre con el cual tal objeto es denotado'®.

Cabe notar que una diferencia de fondo entre la distincién de Mill y la clasificacién
kantiana de los juicios en analiticos y sintéticos, estd en el hecho de que para el primero las
proposiciones meramente verbales no s6lo no son necesarias sino que inctuso no tienen
valor de verdad ya que sblo pueden concordar o disentir con el uso convencional del
lenguaje: ‘

Las proposiciones meramente verbales no se relacionan con ninguna cuestién de
hecho en el sentido propio del término, sino solamente con el significado de los
nombres (...) Dichas proposiciones no son susceptibles de verdad o falsedad, sino de
conformidad o disconformidad con el uso o convencién'.

'S Mill, op.cit., pag. 109.

"7 Pese a que Mill incluye un capftulo especifico sobre los nombres: “Of names”, en su A System of Logic, no
brinda nunca una defimicién explicita de lo que entiende como tal. Su preocupacién cowsiste més bien en
analizar el uso de los nombres, en discutir 12 cuestidn de si los nombres se refieren a cosas o a “puestras ideas
de cosas” y en clasificarlos en singuiares y generales, abstractos y concretos, conotativos y no conotativos.
Segiin mi entender, Mill utiliza la categorfa “nombre” tal como en el sentido contemporineo utilizamos la
expresién “término del lenguaje”; es decir, como cualquier expresidn del lenguaje que no es una conectiva ni
un cuantificador. Es por ello que considero adecuada la formulacién de que para Mill, las proposiciones
meramente verbales simplemente establecen la relacién entre dos palabras de acuerdo al uso convencional
T.‘edeellasschaceenellenguaje.

'® Ibid,, pag.115-116

'* Ibid, pag. 109
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Esta idea de las proposiciones meramente verbales como carentes de valor de verdad es
absolutamente distinta de la nocién kantiana de proposiciones analiticas, cuyo rasgo
principal es ser verdaderas y necesarias, y cuyo valor de verdad se determina a través del
principio l6gico de no contradiccién. En la clasificacion de Mill, ia cuestién de 1a verdad de
las proposiciones meramente verbales mi siquiera es objeto de consideracidn pues, de
entrada, tales proposiciones carecen de valor de verdad pudiéndose juzgar solamente su
concordancia o disenso con el uso correcto del lenguaje. A partir de ello, la cuestién de Ia
“necesidad” de las proposiciones meramente verbales es un fema cuyo apalisis no se
presenta siquiera como un problema: sencillamente, ninguna de estas proposiciones es
necesaria dado que no es ni verdadera ni falsa.

Ahora bien, en relacién a ciertas proposiciones de la geometria y la aritmética, en
especial aguellas que establecen definiciones, como por ejemplo: “El tridngulo es una
figura de tres angulos” -las cuales, de acuerdo a la clasificacidn kanfiana son proposiciones
analfticas-, para Mill, son enunciados empiricos verdaderos, cuya verdad se infiere
realmente por enumeracion simple a partir de la experiencia. Es decir, es mediante la
experiencia que cada sujeto individual tiene al observar distintas figuras triangulares
“cualquiera sea su origen” constatando que cada vez que se le presenta una figura de esa
clase tiene tres angulos, que puede “inferir”, esto es, generalizar, la afirmacién de que
“Todo triéngulo es una figura de tres dngulos”. No es pues la razén, nd la infiricién pura
sino la experiencia perceptual la que, segin Mill, asegura la verdad de una proposicion de
esta clase, e incluso es la misma experencia la que sostiene, en Gltima instancia, tal

" proposicion como un axioma. La cuestidn de la “necesidad” de tales proposiciones queda

as{ fuera de la discusién, pues tales enunciados son en el fondo, sélo generalizaciones
inductivas a partir de la experiencia, es decir, que se¢ fundan en eventos empiricos
particulares. Volveremos sobre esto més adelante.

En relacién a las proposiciones reales, Mill sostiene que éstas predican bechos acerca
de cosas y sostiene que hay cinco tipos diferentes de cuestiones de hecho que pueden ser
afirmadas de las cosas: existencia, orden de lugar, orden de tiempo, causalidad y
semejanza. Asi, segim Mill, en cada proposicién real se niega o afirma una de estas
cuestiones de hecho de alguna cosa u objeto individual, e incluso pueden afirmarse
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cuestiones de hecho acerca de clases de individnos®. Lo decisivo es que, sea lo que sea
sobre aquello que predique una proposicién real, en todos los casos, su verdad se conoce 2
través de la experiencia.

Ahora bien, a partir de la clasificaciéon de las proposicione en reales y meramente
verbales, Mill introduce otra distincidn importantisima dentro de su sistema: aquella entre
inferencias meramente aparentes e inferencias reales. Recordemos que las proposiciones
meramente verbales, por ejemplo, “los solteros son hombres no casados”, no se relacionan
con ninguna cuestién de hecho y no son, por tanto, segin Mill, “susceptibles de verdad o
falsedad”, sino sélo de conformidad o disconformidad con el uso o convencién del
lenguaje. De abf se sigue que cualquier inferencia que se haga tomando a una de tales
proposiciones como premisa no serd una “inferencia real” sino que serd una inferencia
“meramente aparente”, dado que no es susceptible de valor de verdad. Por su parte, las
proposiciones reales, que predican sobre cuestiones de hecho y que tienen valor de verdad,
se establecen a partir de “procesos reales de inferencia” que no son deductivos.

En tal septido, en lo que conciemne a los enunciados de las matematicas, Mill los
califica como proposiciones reales que predican sobre cuestiones de hecho y que tienen,
por tanto, valor de verdad. El empirismo radical de Mill se hace evidente en su
consideracién de que, ademis de que tienen contenido empirico, la verdad de las
proposiciones matematicas findamentales se demuestra por induccién. De lo cual se sigue
que, si bien las mateméticas tienen la particularidad de conpstituir un sistena de
razonamiento deductivo, todo este andamiaje estd sostenido en un reducido nfimero de
“verdades directamente inductivaszl"’, counsistente en algunos axiomas junto a ciertas
proposiciones relativas a existencia de objetos, expresadas en definiciones.

Mill sefiala que para coptestar a la pregunta acerca de c6mo “van a probarse las
proposiciones, encontramos que es necesario indagar en lo que [éstas] contienen que
requiere o es susceptible de prueba™”, Es importante aqui, distinguir claramente entre lo
que Mill entiende por “inferir” y lo que entiende por “deducir”. En tal sentido, una

% Mill considera como existentes las “clases de individuos”. Ver Mill, op.cit, seccién 4. “Kinds have a real
existence in nature” del capitulo VIL; “Of the Nature of Classification, and the Five Predicables™.

2! Mill, op.cit., p4.609. La seccién donde el autor plantea estas ideas lleva por titulo, “Los axiomas y
teoremas de las matematicas también comprenden las principales leyes de orden en el espacio y descansan en
la induccién por epumeracién simple”.

7 Mill, op.cit,, pég.109.
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afirmacién contundente sobre esta distincién es que: “.. el fundamento de todas las
ciencias, aun de las deductivas o demostrativas, es la Induccién”™”.

Para ]a geometria en particular, Mill aclara lo anterior sefialando que “aquellos
principios primeros de la geometria que son axiomas, son verdades experimentales” y
preguntdndose sobre la evidencia sobre la que descansan tales principios, insiste: “son
verdades experimentales; generalizaciones de la observacion™”. Asi, la proposicién “Dos
lineas rectas que se intersectan no pueden encerrar un espacio”, por ejemplo, es una verdad
inferida a partir de la evidencia de nuestros sentidos, esto es, es una generalizacion de
nuestra experiencia pasada al haber percibido un sionimero de Hneas rectas que tras
intersectarse, divergen indefinidamente vy, en ta! sentido, “no encierran un espacio”.

Para Mill, por tanto, la induccién es la tmica operacién de la razdn sobre la que se
puede fundar la verdad de proposiciones reales. La deduccién por su parte, esto es, la
operacidn de derivar y concluir verdades a partir de prémisas verdaderas, es una accion a
través de la cual la razén infiere de proposiciones generales a particulares. Por ejemplo, si
consideramos el silogismo:

Todos los hombres son mortales

Juan es hombre
Juan es mortal
Lo decisivo en el anAlisis propuesto por Mill no consiste en esclarecer ia manera en que
la mortalidad de Juan se deduce o infiere a partir de la premisa mayor; sino en explicar
cémo se ha establecido la verdad de tal proposicién universal. Mill defiende la tesis de que
la afirmacién universal “Todos los hombres son mortales”_ es verdadera y su verdad

| ~ descansa en la induccién, es decir, en la generalizacién legitima que hacemos a partir de

haber visto morir a una gran cantidad de hombres; y de no conocer a nadie que pueda
presumir de ser inmortal. La verdad de la conclusién del silogismo en cuestién entonces, se
desprende no de la deduccidn correcta a partir de premisas, sino de la verdad de las
premisas, Y la'verdad de [a premisa mayor no se demuestra mediante ninguna deduccién o
mediante algin “analisis” de los conceptos, sino directarnente por induccion, esto es,
generalizando a partir de la experiencia perceptual.

= Mill, op,cit.,, pig.224
. X Mill, op, cit., pag. 229-231
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Justamente aqui se inscribe una de las preguntas que Mill presenta desde el comienzo
de su trabajo: ‘

“LEs la l6gica el arte y la ciencia del razonamiento o es la l6gica el arte y la
ciencia de la bisqueda de la verdad?>>”

Parte de la discusién que el autor tiene con William R. Hamilton descansa en esta
disyuntiva. Para Mill, como claramente expresa en relacion a los axiomas de la geometria:
“Algunos de los primeros principios de la geometria [establecidos por inducci6n] son
axiomas y no son hipotéticos%”. Es decir, lo que la induccién logra es establecer verdades,
y de lo que se ocupa la Légica es de la basqueda de la verdad aunque para ello indaga en
las operaciones validas del razonamiento.

De esta manera, la cuestién de la necesidad de algunas proposiciones de las
mateméticas y, en general, de la ciencia, queda excluida de la discusién. En tanto
cualquiera de tales verdades se sostiene en la experiencia y se obtiene por induccidn, esto
es, generalizando a partir de casos particulares, ninguna de estas verdades es necesaria. El
unico sentido que Mill admite para la nocién de “necesidad”, o mas bien, de “verdades
necesarias”, es un sentido débil por expresario de alguna manera: “Los teoremas de la
geometria son “verdades necesarias” solamente en el sentido de que necesariamente se
siguen de las hipétesis’’”. Es decir, dadas unas hipdtesis béasicas cuya verdad no es
necesaria, pues se han .establecido inductivamente mediante la generalizacién de
régularidades observadas en casos particulares, puede decirse. que los teoremas que se
deduzcan légicamente de ellas se derivan necesariamente de tales hipétesis. Pero nada mas.
Por tanto, la necesidad en este sentido “débil” queda acotada a la cuestién de la derivacién
16gica. Los aspectos epistemolégicos que relacionan la necesidad de las proposiciones al
conocimiento a priori po tienen cabida en la argumentacién de Mill.

En este sentido, para Mill las matematicas constituyen un cuerpo de proposiciones
verdaderas conectadas entre si a través de cadenas deductivas, pero su sostén bésico son
unas cuantas proposiciones reales —los axiomas-, cuya verdad se demuestra inductivamente.
Si utilizamos la terminologia kantiana para comprender la posicién de Mill, resulta que las
proposiciones de las mateméticas son claramente proposiciones sintéticas a posteriori, en el

2 Mill, op.cit., pag.4
% Mill, op.cit., p4g.229
¥ Mill, op,cit, pag, 224
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sentido de que amplian el conocimiento; y de que todo el conocimiento que brindan inchiso
aquellas proposiciones bisicas consideradas axiomas, proviene de la experiencia. En esta
direccién, tal como sugiere Skorupski’®, una vez establecido lo anterior lo que Mill se
propone es hacer un anélisis empirista de 1a deduccién.

Resumiendo lo discutido hasta aqui tenemos que para Mill, las matematicas se
sostienen en un pequefio cuerpo de axiomas y definiciones cuya verdad es “directamente
inductiva” y la verdad de las demés proposiciones de la aritmética, la geometria y el dlgebra
radica en que ellas pueden inferirse deductivamente de los axiomas y de ciertas
definiciones bésicas. Algunas preguntas que quedan pendientes son, por un lado: ;qué es Ia
deduccion?, jqué tipo de reglas son las reglas deductivas, es decir, cuél es la naturaleza de
las reglas o proposiciones de la 16gica™? Por otro, queda también pendiente la cnestién de
qué garantiza o en qué se fimda el proceso de induccién como método de obtencion de
verdades, que constituye wna de las criticas mis agudas de Frege a la posicién de Mill
Finalmente, serd pecesario esclarecer sobre qué tipo de hechos predican las proposiciones
mis generales y abarcativas como las de las mateméticas y el Algebra. O, plantesndolo de
otra manera, ja partir de qué hechos es posible inferir, por ejemplo, la propiedad
conmutativa de la suma? Para responder a esta cuestion, requerimos revisar lo que Mill

entiende por nimero.

3. La definicién de los niimeros ofrecida por Mill

El primer aspecto que analizaremos en esta. seccifn se refiere a la propia nocién de
“definicién”. Bsclarecer qué es para Mill “definir”, arrojaré luz sobre su presentacién de la
definicién de niimero y, ademads, nos introducir4 en una de las mds importantes dificultades
de la discusién en tomo a la naturaleza de las proposiciones de la aritmética, a saber, la
cuestién acerca de cémo podemos definir un objeto matemdtico basico, como el nimero, el
punto o la linea.

% John Skorupski, “John Stuart Mill”, en Creig Edwards (General Editor), Routledge Encyclopedia of
Philosophy, Vol.6., Routledge, London & New York, 1998.

» Responder 1a pregunta acerca de lo que Mill considera la naturaleza de las proposiciones de la légica no
constituye un objetivo del presente trabajo, en la medida en que requerimos acotar el tema, de por sf extenso,

. de la patnraleza de las proposiciones de la aritmética y de 1a nocién de nimero. Sin embargo, mencionamos la

pregunta pues tal coestion es una de las preocupaciones centrales de la obra de Mill.
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Para Mill, las definiciones estdn entre las més importantes proposiciones meramente
verbales y, la nocién “més simple” de definicién es “uma proposicién declaratoria del
significado de una palabra®®, de tal manera que las palabras que carecen de significado
tampoco son susceptibles de definicién. Ahora bien, lo anterior nos exige explicar
brevemente lo que Mill entiende por significado de una palabra o, segin la expresién que él
emplea, por el significado de un nombre.

Desde el comienzo mismo de su trabajo, Mill presenta un anélisis de lo que entiende
por la expresién “nombre”: una expresién del lenguaje que denota una cosa o un atributo de
una cosa’'. En este nivel de generalidad, los nombres se dividen en singulares y generales,
concretos y abstractos y connotativos y no connotativos. La diferencia entre los nombres
generales y singulares, est4 en si denotan a un objeto umico e identificable —los nombres
" singulares- o st tal nombre general “puede ser afirmado con verdad, en e] mismo sentido, de
un nimero indefinido de cosas’®. En segundo lugar, Mill distingue entre nombres
concretos y abstractos dependiendo si el nombre estd por —se refiere a- una cosa, en cuyo
caso serd concreto o si estd por un atributo de una cosa. Para clarificar lo anterior pensemos
que si Margarita es un nombre singular y concreto; mujer es un nombre general y concreto;
mientras que humanidad es un nombre abstracto en la medida que est4 por el atributo de
una gran cantidad de cosas.

Ahora bien, una tercera distincién entre los nombres que nos “conduce profundamente
en la naturaleza de! lenguaje®*” es aquella entre los nombres connotativos y. los nombres no

connotativos.

“ Un término no connotativo es aquél que significa solamente un sujeto o un
tmico atributo. Entendiendo por sujeto cualquier cosa que posea atributos. Entonces,
Juan, Londres o Inglaterra son nombres que significan solamente un sujeto.
Blancura, longitud, virtud, significan solamente un atributo. Ninguno de estos
nombres, por tanto, es connotativo. Sin embargo, blanco, largo, virtuoso, son
connotativos. La palabra blanco, depota todas las cosas blancas, como la nieve, el
papel, la espuma del mar, etc., e implica o, en el lenguaje de los escoldsticos,
connota, e) atributo de la blancura®.”

Y Mill, 3.8. op, cit., 1, Capftulo VIII, Seccién 1, pdg. 133

' El primer capftulo del trabajo de Mill, A System of Logic, se dedica exchusivamente a los nombres,
entendidos como “términos del lenguaje”, utilizando una expresién contemporénes. Si bien Mill no da
expresamente una definicién de aquello que entiende por “nombre”, el rasgo que comparten es que denotan 0
refieren a “cosas” o a atributos de cosas. .

® Ibid, Libro 1, Capftlo 3, pag.28.

¥ Ibid, pag. 31

™ Ibid, pag. 31
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Tenemos entonces que la distincién entre nombres connotativos y no connotativos es
fundamental para entender el significado de una palabra: si los nombres connotativos son
aquellos que estin por algiin atributo que puede ser comiin a diversas cosas, establecer el
significado de un nombre connotativo consiste justamente en establecer el atributo que tal
expresién connota. Ahora bien, mientras que los nombres singulares concretos o abstractos,
simplemente denotan a una cosa o a un atributo, los nombres generales, denotan conjuntos
de cosas y connotan el atributo que tal conjunto de cosas tiene en comtin. De esta forma,
definir una expresién o0 nombre connotativo, consiste en establecer “mediante una oracién
declarativa su significado”, es decir, establecer el atributo que tal expresion connota.

“En el caso de los nombres connotativos, el significado, como ha sido
obscrvado con frecuencia, es la comnotacién; y la definicién de un nombre
connotativo, es la proposicién que declara su connotacién’”.

Tenemos pues, expuesto de manera precisa lo que es establecer la “definicién de un
nombre connotativo”, a saber, dar una “proposicién que declare la connotacién” del nombre
en cuestién. Esto es relevante para la definicién de nimero pues para Mill, los mimeros son
nombres generales que son connotativos, por lo cual para definirlos, lo que se requiere es
precisar el “atributo” por el cul estdn tales nombres, esto es, el atributo que comparten los
objetos a los cuales refiere el nombre. En cierto sentido, entonces, los nombres
connotativos equivalen a nuestros términos predicativos. De su propia defimicién se sigue
que “Todos los nombres generales concretos son conuotativos”, es decir, palabras como
hombre o0 mujer son para Mill nombres conpotativos puesto que son nombres concretos y
generales, por lo cual refieren o estdn por una infinidad de persopas singulares
“considerandolas como una clase”. De igual manera sucede con los ntimeros. Si en el caso
de la palabra “mujer”, entendemos que ésta es un nombre concreto y general, porque en
primer lugar estd por “cosas” —~por una infinidad de mujeres concretas: Margarita, Maria,
Anpa, etc.- y en segundo lugar, estd por un atributo que todos esos “objetos™ tienen en
comin —a feminidad de todas ellas-; de igual manera sucede con los ntmeros. Por ejemplo,

'segﬁn Mill, el nombre “dos” es un nombre concreto general, tal como podemos encontrarlo

en las expresiones “dos casas” o “dos cuadernos”.

* Ibid, phg.133.
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El cardcter concreto del nimero dos —o de cualquier otro nlimero- esté en que, para
Mill, siempre que utilizamos tales expresiones nos referimos a conglomerados de objetos
concretos; mientras que su cardcter general estd en que el nombre “dos” esta por “algin
atributo” que hace que el objeto denotado tenga la peculiaridad de “ser dos™. Tal atributo,
que es la connotacién del mimero —entendido como nombre-, es lo que necesitamos
establecer en su definicién.

Ademés de lo anterior, hay otro aspecto importante de lo que Mill entiende por
“definir”:

“La unica definicién adecuada de un nombre es ... aquella que establece los
hechos, todos los hechos, que el nombre involucra en su significacién®®”.

Esta idea surge directamente tanto de lo expuesto por Mill acerca de la teoria de los
nombres, como &c su postura empirista pues segin su visién, cualquier nombre connotativo
o bien habla de cosas, o de atributos de cosas, por lo cual para definirlo serd necesario
establecer una demarcacion precisa acerca de cudles cosas distingue o, dicho de otra
manera, acerca de qué hechos habla o a cul atributo de cosas se refiere.

Resulta entonces que para John S. Mill, mostrar que una definicién de nimero es
adecuada, consiste en: i) una vez presentada la explicacién de tal nombre, ii) mostrar que
tal nombre consiste en “la afirmacién de un hecho™. Esto es, son dos pasos los que se
requieren para el analisis de ia definicién de un mimero cualquiera; el més importante de
los cuales es exhibir el hecho afirmado por el nimero: “Las definiciones, pese a que sean
solamente de nombres, deben estar fundadas en el conocimiento de las cosas
correspondientes®™”. De acuerdo a este sefialamiento sobre lo que debe contener una
definicién, Mill necesita exhibir “cl hecho afirmado en la definicién de un mimero” y

seffala que tal cosa consiste en un “hecho fisico”. A partir ello, y en concordancia con su

" teorfa general de los nombres, ¢l dos, el tres, el cuatro, etc., denotan fendmenos fisicos y

connotan una propiedad fisica de tal fenémeno.
“Dos, por ejemplo, denota todos los pares de cosas y connota aquello que los
hace pares”” -

% Ibid, pag. 136
37 Ibid, pag. 150
38 Ibid, pag.610
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Resulta asf{ que para Mill los mimeros son, ante todo, propiedades o atributos de
fenémenos fisicos observables. Es decir, son los sentidos 10s que nos permiten conocer la
diferencia que hay entre, por ejemplo, “dos caballos y tres caballos®™. De ahi que la
manera cémo Mill presenta su definicién de niimero consista basicamente en presentar una
serie de operaciones légicas para su construccion, proporcionando abundantes ejemplos
donde se “usan” expresiones numeéricas: “dos caballos”, “tres caballos”, “cien guijarros”,
etc, Y sefialando que utilizamos estos términos, a los que él considera nombres generales,
concretos y connotativos, porque somos capaces de percibir taies “agregados” como algo
distinto, Es decir, “la diferencia entre 102 caballos y 103 caballos es perceptible, pues si no,
no les hubiéramos dado nombres distintos”.

Hasta aqui Mill ha ejemplificado lo relativo al nso de expresiones numerales,
argumentando que se puede percibir sensiblemente entre agregados de cardinalidad
diferente, utilizando una terminologia contemporinea. Sin embargo, la pregunta mas
importante que Mill debe responder es: ;Qué es aquello connotado por el nombre de un
nimero? Es decir, jqué es lo expresado en comin por el nombre “dos”, en las expresiones
“dos caballos” y “dos piedras™?

Su respuesta es que lo connotado por el nombre de un nGmero es “alguna propiedad
que pertenece a la aglomeracién-de cosas [a la cual} Hamamos con tal nombre*®, Tal
propiedad, sefiala Mill, es la manera caracteristica en la que se ha conformado el agregado,
"y en la que ;-mede ser separado en partes. De esta forma, lo que connota una expresion
numérica es upa propiedad que se descubre indagando en la manera de conformacion del
agregado. A través de este recurso, Mill vincula la definicién de nimero con las nociones
de operaciones aritméticas mediante las cuales se pueden “obtener ntimeros”.

Al revisar el procedimiento de Mill, puede notarse la pertinencia de la objecién
fregeana a su argumentaci6n, en lo relativo a que el primero no define explicitamente ni el
cero ni el uno. De una forma indirecta, Mill sug;nere que hay alguna “propiedad™ especifica
en los nimeros “cero” y “uno” pues siempre comienza sus argumentos partiendo del
- oimero “dos”. El peculiar comportamiento del cero y del uno en la definicién de las
operaciones basicas de la aritmética, donde tales mimeros cumplen la funcién de neutro

* Ibid, pag. 611
* Mill, op.ct, pag. 611

50



51

bajo cierta operacién, serd ampliamente estudiado por los algebristas en el siglo XIX*'. Sin
embargo, Mill no establece propiedades para las operaciones aritméticas a partir de las
cuales construye su sistema pumérico. Mas bien, concordante con su teoria de Jos nombres,
se empefia en brindar una definicién para cada elemento del sistema, esto es, para cada
numero. Ni las propiedades conmutativa y asociativa de la suma, ni el cardcter neutro de
nimeros especificos para ciertas operaciones es motivo de la atencién de Mill. Lo que él
hace es sencillamente presentar una “manera caracteristica” en la que se pueden conformar
los distintos agregados denotados por los nombres de mimero.

Mill considera que establecer dicha “manera caracteristica” de conformacién de
agregados de objetos a los cuales se refieren los nﬁméros, cubre el requisitp que estipul6 a
la acciébn de definir: exponer la connotacién del término mumérico, lo cual permitira
entender por cual tipo de agregados estd cada nombre de nimero. La construccién de tal
“manera caracteristica” de conformacién de los nimeros es presentada por Mill después de
indagar en la multiplicidad de maneras en las que cada namero entero puede formarse 2
partir de otros. El razonamiento de Mill consiste en sefialar que, por ejempio, 8 puede
construirse mediante la operacion (7+1), o mediante (6+2) o de varias otras manera. Su
argumento, ademas, vuelve a insistir en el caracter concreto de los mimeros:

“Cuando {lamamos a una coleccion de objetos, dds, tres, cuatro, etc., no son dos
o fres en abstracto... son dos o tres cosas de alguna clase particular: caballos,
piedras, pulgadas, libras de peso, etc.”

“Lo que el nombre del nimerd connota es la manera en la que los objetos
individuales de una clase dada deben ser reunidos... para producir un agregado
particular*?”.

Asi, el tres se puede formar de la unién de la unidad con el nmero dos. El cuatro a su
vez, puede formarse de la unién de la unidad con el niimero tres o de la unién de dos veces
el pumero dos. Esta multiplicidad de “modos de formacién™ ademas, crece en la medida en
la que nos referimos a nimeros mayores, es decir, hay mas maneras de “formar” el seis, por

ejemplo, que de las que existen para formar el cinco o el cuatro a partir de la suma de sus

! Ver en particular el trabajo de Boole, “The laws of Thought” (1854), en Collected Logical Works, The
Open Court Publishing Co., Iinois, 1952 '
2 1bid, pag. 612
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predecesores. Por tal razén Mill decide fijar “la connotacién de los mimeros en un principio
uniforme, que es de gran sencillez”:
~ “Cada niimero se considera como formado por la adicién de la wmidad al
niimero inmediatamente inferior en magnitud®’”,

De esta manera, la connotacién de cada uno de los niimeros naturales ser4 la adicién de
12 unidad a su predecesor, esto es, en cierta medida Mill entiende el sistema de los nimeros
paturales como un agregado ofdenado —61 lo llama “serie ascendemte”- por la funcién
sucesor. Sin embargo, Mill simultineamente considera que a través de la fimcion sucesor
puede establecer la definicién de cada mitmero. De‘acuerdo a este procedimiento, Mili
seflala que cada proposicién aritmética es el resultado de una operacion aritmética. Y
afiade, toda proposicién anitmética “es el enunciado de wno de los modos de formacién de
un numero dado”. Las operaciones aritméticas que Mill reconoce explicitamente como tales
son fa suma, la resta, la multiplicacién, la divisién, la elevacién de un nimero a una
determinada potencia y su inverso, la obtencién de la raiz n-ésima de un niimero dado.

De esta manera si tenemos proposiciones aritméticas que enuncian “modos de
formacién” de mimeros, “14 = 7 + 7, “36 = 72 / 2", etc., podemos ahora si demostrar o
probar la verdad o falsedad de esa afirmacidn, reduciendo deductivamente los términos —
ntimeros- que componen tal enunciado a su modo de presentacién simple: aquél expresado
mediante la adicion de la unidad. Asi, las proposiciones mateméticas podran deducirse
rigurosa y logicamente de principios basicos aceptables cuya fundamentacién serd, sin
embargo, la experiencia empirica y la induccién. Las proposiciopes de la aritmética para
Mill por tanto, pese a ser susceptibles de prueba l6gica, quedan sostenidas por
proposiciones empiricas.

4. Las objeciones de Frege a la postura de Mill

En su Die Grundlagen der Arithmetik, Frege bace una serie de drésticas criticas a lo
que llama “la aritmética de galletas de jengibre” de Jokn S. Mill. Para terminar este
capftulo, conviene revisar parte de las objeciones de Frege a Mill en tomo tanto 2 la
naturaleza empirica de las proposiciones matemdticas, como a su definiciéon de los
numeros, pues en ellas se exhiben con gran claridad las debilidades y carencias de los

© Ibid, pég 613
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argumentos de Mill. Tales debilidades y, sobre todo, las ausencias en las pruebas ofrecidas
por Mill, nos permitirdin mostrar dos cuestiones de suma importancia para entender el
contexto tanto matematico como filoséfico en el que Frege desarrolia su trabajo.

En primer lugar, cabe mencionar que los sefialamientos criticos de Frege se dirigen
hacia las expresiones que Mill deja sin definicién, en particular el “cero” y el “uno”, o
contra los argumentos basados en propiedades de las operaciones que no son
satisfactoriamente discutidas: las propiedades conmutativa y asociativa de la suma. Tales
objeciones exhiben elocuentemente uno de los principales problemas de las matematicas de
finales del siglo XIX: el de la rigurosidad ldgica requerida en una argumentacién para
considerarla una demostracién®. En segundo lugar, presentar aquf las criticas de Frege a
Mill, permitira constatar €l desplazamiento de la atencién filos6fica respecto a la naturaleza
de las proposiciones matematicas, de la priorizacién de aspectos epistemoldgicas hacia
cuestiones légicas. Hemos ya discutido que el punto central para explicar la naturaleza
necesaria de las proposiciones de la aritmética quedé situado por Kant en la fuente a priori
del conocimiento pumérico y aritmético, lo cual es objetado por Mill quien considera
empfricas a las proposiciones aritméticas. Frege, por su parte, en su critica a Mill, si bien
rechaza fal cardcter empirico, centra su atencion en cuestiones l6gicas acerca del caracter de
la prueba que admiten las proposiciones de la aritmética.

Revisemos pues dos de las objeciones de Frege al trabajo de Mill que considero més |
pertinentes para la presente investigacion. Tales criticas se refieren, en primer lugar, a lo
que ha de entenderse por definir y, en segundo, a la ansencia de fundamento para la
“inferencia inductiva” tal como Mill la entiende. En relacién al primer aspecto Frege
sefiala:

Secc.7 Se podria pensar que las férmulas numéricas resultan sintéticas o
analiticas, a posteriori o a priori, segin sean las leyes generales sobre las cuales se
apoye su prueba. A esto se opone la opinién de John Stuart Mill. Sin duda, parece
pretender fundar a la ciencia, como Leibniz, en definiciones, puesto que define Jos
nimeros individuales a 1a manera de éste; pero su prejuicio de que todo e} saber es
empfrico, pronto pervierte su pensar correcto. Nos ensefia, en verdad, que las

“ Sobre el tema ver, Kline Motris, Matemdticas: la pérdida de la certidumbre, Siglo XX1, México, D.F.,
2000. Para una discusién especifica sobre lo que al interior de las matematicas se admite histéricamente como
prueba ver, Torres Alcaraz Carlos, Elementos para una critica matemética de la razén filosdfica, Tesis de
Doctorado, Facultad de Filosofla y Letras, UNAM, México, D.F., 2001.

53



54

definiciones no lo son en sentido logico, que no sélo aseguran el significado de uma
expresion, sino que a la vez afirman una situacién empirica observada®’,

Tal como mostré en paginas anteriores, Mill efectivamente considera que umna
definicién correcta es “aquella que establece los hechos, todos los hechos, que el nombre
involucra en su significacion”. Frege no solamente discrepa con esta postura sobre lo que es
una definicién* criticando la contaminacién empirica de una cuestién que él considera
meramente 16gica; sino que ademas, muestra que Mill po establece definicién alguna ni
para el cero, ni para ¢l uno en la medida en que, de acuerdo a su estipulacién, no presenta
los “hechos”, la “situacién empirica observada™, a los cuéles tales nimeros podrian
corresponder. Los hechos sobre los cuales Mill sostiene la definicién de los mimeros
naturales, se apoyan en la constatacion empfrica de que “cualquier coleccién de objetos,
 ademis de que produce una impresién en los sentidos, puede ser separada en partes*’”. Este
enunciado, cuya verdad se infiere por induccién a partir de los multiples casos particulares
en los que un sujeto ha manipulado colecciones de objetos y constatado la posibilidad de
separarlos, es la base de que cada nimero natural, considerado como agregado o coleccién
de objetos concretos, pueda separarse especificamente en dos partes: por un lado, uno de
los objetos y por otro, el resto de ellos. A partir de ello, segiin Mill, cualguier natural n
puede expresarse —definirse- de la forma: (n-1) + 1.

Frege seflala correciamente que esto podria ser adecuado siempre y cuando tuviéramos
definiciones para el cero y para el uno: “Es una ldstima que Mill no haya sefialado la
situacién fisica que serviria como base para los niimeros 0 y 1”. De hecho, la definicién del
cero y del uno constituird un problema importante para el propio Frege, a la hora de
presentar la definicién del concepto de ntimero tal como veremos en breve. En todo caso,
Mill efectivamente elude ia cuestién de definir dichos nimeros, a los cuales no atribuye
tampoco ningiin cardcter de términos l6gicos “primitivos” como hacfan algunos algebristas
de la época. Mill simplemente utiliza el cero y &l uno y, en particular la adicién de uno al
antecesor, constituye el corazén de su procedimiento para definir los dem4s nimneros; pdr lo
que clararmente hay una ausencia importante en su argumentacion.

% Frege, Die Grundlagen der Arithmetik, op.cit, Seccién 7, pag.121
“ Lo que Frege entiende por “definir” se discutird con mayor detalle en el siguiente capitulo.
*? Asi parafasea Frege el postulado establecido por Mill Frege, op.cit, pég. 121
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Por otro lado, Frege también critica aquello que Mill entiende por “induccién”:
“Cuando se dice que una proposicidn es a posferiori no se juzga, segin mi interpretacion,
sobre las relaciones psicoldgicas, fisiologicas y fisicas que pudieran baber hecho posible la
formulacién de la proposicién en nuestra conciencia (...) sino sobre la razén m4s profunda
en que descansa la justificacién que la toma por cierta*®”. En esta critica de Frege a Mill se
muestra un aspecto que para las matemAticas de fines del siglo XIX se ha convertido en un
problema central: para admitir una proposicién como verdadera lo fundamental no es
establecer “coémo es que es posible que formulemos (tal enunciado) en nuestra conciencia”
sino “encontrar su prueba y seguirla hasta las verdades primitivas”. Frege afiade que “si en
este camino —de la prueba- s6lo se encuentran definiciones y leyes logicas generales,
entonces se trata de una verdad analitica®”.

Resulta entonces que para Frege la mayor debilidad de la argumentacién de Mill en
relacién a las matematicas estd en que, en relacién a la “induccion por enumeracién simple™
como garantia de la verdad de sus proposiciones bésicas,

“ella misma descansa sobre la proposicién general de que este procedimiento
podria establecer la verdad o, al menos , la probabilidad de una ley. Para quien
niegue esto, la induccién no es otra cosa que un fenémeno psicolégico, una manera

como Jos hombres llegan a creer en la verdad de una proposicion, sin que esta
creencia por ello, esté justificada de algim modo*®”.

La distincién que posteriormente ser4 fundamental en la epistemologia contemporénea:
aquella entre la creencia y el conocimiento, se presenta en esta critica en toda su
intensidad®'. Para Frege, los argumentos ofrecidos por Mill no garantizan de ninguna
manera Ja verdad de las proposiciones de la artimética, a menos que él pudiera ofrecernos
uoa prueba de que el proceso de induccién establece la verdad de cualquier proposicién asi
obtenida. Proceder como hace Mill, simplemente describiendo la manera como adquirimos
conocimiento, no constituye de acuerdo a Frege, ninguna prueba de que aquellas
generalizaciones que podemos inferir sean verdaderas. “Desde el punto de vista de las
rosas, ningiin jardinero ha muerto” comenta Frege con somna, y con razén, en relacién a la

“* Frege, op.cit,, pag.117

“ Ibid

% Prege, ibid, pg, 117, nota 6

5! En relacién a esto ver, en particular, Witigenstein L., Sobre la certeza, Gedisa, Barcelona, 2000.
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cuestién de que si la experiencia no nos ha ofrecido hasta ahora ningiin caso que contradiga
una afirmacién determinada, nada nos justifica para asegurar que siempre seré asf.

Resulta pues que a partir de Frege la preocupacién sobre de la verdad de las .
proposiciones de la aritmética se ird desplazando desde aquello que constituye la fuente de
su conocimiento, hacia la cuestidn acerca de la justificacién de su verdad. Tal problema
sera considerado por Frege como el aspecto central del cardcter analitico que €l atribuye a
las proposiciones de la aritmética. El caracter apalitico y a priori de las proposiciones de la
aritmética, se probard entonces, segiin Frege, mostrando que efectivamente es posible
producir una prueba para tales proposiciones que apele tinicamente a verdades l6gicas y a
definiciones que no se refieran ni a objetos empiricos ni a intuiciones sensibles. El tema que
a partir de aqui queda en el centro del debate es el de la prueba, el de la justificacién de
cualquier proposicién de la aritmética. Frege no tiene pues, duda alguna acerca del cardcter
a priorl de tales enunciados, su empefio se dirigirA a mostrar, sobre todo, que las
proposiciones de [a aritmética son analiticas y no sintéticas.

56



CapriTuLo ITI

Gottlob Frege: la analiticidad de las proposiciones de la aritmética y la nocién de
nimero en Die Grundlagen der Arithmetik

1. Loégica y matematicas: el proyecto de reducecién de la aritmética a la légica

Gottlob Frege tiene un lugar destacado dentro de la discusién sobre la naturaleza de las
proposiciones matematicas dada la sistematicidad con la que se esfuerza por demostrar la
analiticidad de los enunciados de la aritmética, desde su trabajo inicial, Begriffsschrift' v
sobre todo, en Die Grundlageh der Arithmetik’ y en Grundgesetze der Arithmetik A
diferencia de Mill que, como hemos visto, considera que tales proposiciones son
contingentes aunque de gran generalidad, Frege no tiene ninguna duda acerca del caracter
necesario de las proposiciones de la aritmética. Sin embargo, no le satisface tampoco la
explicacion kantiana que considera a tales proposiciones como juicios sintéticos a priori.
La insatisfaccion con el argumento kantiano de los enunciados de las matemaéticas como
juicios sintéticos a priori no es privativa de Frege: es una posicion generalizada en el
ambiente académico matemético europeo de mediados del siglo XIX. De hecho, existia un
vasto programa de investigacion conocido como el “proyecto de rigorizacién del anélisis y
del calculo” cuyo objetivo era desligar la definicion de las principales nociones del analisis
matemdtico —funcién, limite, continuidad, derivabilidad, etc.-, de cualquier intuicién
geométrica, intentando apoyar tales definiciones en una primera etapa unicamente en
proposiciones numéricas o aritméticas. Dicho programa, inéugurado por Cauchy y
Weierstrass® consiste entonces, grosso modo, en brindar bases aritméticas apoyadas en la

légica y sin contenido intuitivo, para las nociones bésicas del andlisis y, también, en

! Frege Gottlob, Conceptografia. Un lenguaje de formulas, semejante al de la aritmética para el pensamiento
puro, México, UNAM, 1972. Traduccién de Hugo Padilla. (Begriffsschrift, eine der arithmetischen
nachgebildete Formelsprache des reine Denkens, Halle, 1879) '

? Frege Gottlob, Los fundamentos de la aritmética. Una investigacién logico-matemdtica sobre el concepto de
nimero. UNAM, México, 1972. Traduccién de Hugo Padilla. (Die Grundlagen der Arithmetik, eine logisch-
mathematische Untersuchung uber den Begriff der Zahl, Breslan, 1884.)

? The Basic Laws of Arithmetic, University of California Press, Berkeley-Los Angeles-London, 1964.
Traduccién de Montgomery Furth. (Grundgesetze der Arithmetik, 1893) '
* Segim Kline, Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) esti entre los primeros en “abordar el problema del rigor
en el cdlculo™ pues concentrd su atencitn en revisar, entre otras, la nocidn de limite heredada desde Newton.
Tal nocién requerla apoyarse en la geometria mientras que Cauchy querfa “construir la légica del célculo
sobre los ntimeros”. Por su parte, Weierstrass (1815-1897) “fue el primero en darse cuenta de que la
rigorizacién del anélisis no podia completarse sin una mejor comprensién del sistema de los nimeros reales”.
Sobre este tema ver, Morris Kline, op.cit, sobre todo el capitulo 8.
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determinar la estructura de los numeros reales’. En este sentido, el proyecto puede
entenderse como la ambicién de reduccién de las matematicas a la aritmética y la
fundamentacion de ésta en la l6gica. En una segunda etapa, estos matematicos intentaron
fundamentar la aritmética s6lo en proposiciones de la légica.

Ahora bien, antes que‘ un filésofo, Frege es un matematico preocupado por los
problemas pendientes dentro de esta disciplina® que incluyen, ademds de cuestiones
técnicas, especificamente mateméticas, también aspectos filoséficos acerca de la naturaleza
del analisis y, en particular, de las proposiciones de la aﬁtmética. En su Tesis doctoral
titulada “Sobre la representacion geométrica de las figuras tmaginarias en un plano”, Frege
defendi6 la posicién de que la geometria, incluso la de las figuras imaginarias, se apoya en
la intuicién del espacio, lo cual la distingue radicalmente de la aritmética. Es decir,
comparte la afirmacién kantiana sobre el cardcter sintético a priori de las proposiciones de
la geometria aunque, desde muy temprano, considera discutible que la verdad de los
enunciados de la aritmética requiera del apoyo en la intuicion. Méas bien, Frege estd
convencido de que la aritmética, que ofrece una base solida para el andlisis y el calculo,
puede derivarse tnicamente de principios l6gicos basicos. Con tal perspectiva Frege
participé en la controversia sobre el rigor necesario dentro del analisis matematico,

“investigando ¢l tema de los “célculos basados en la amplificacién del concepto de
magnitud””, donde explicitamente sostﬁvo la postura de que “sus principios [del analisis]
no pueden derivarse de la intuicion®, y que basta la 16gica para explicitar su contenido.

El ambiente académico que hemos delineado y las preocupaciones generales tanto |

matemdticas como filosoficas dentro de él, son compartidos por otros dos matematicos,

* Los némeros reales son, en lenguaje contemporineo, el conjunto de nmimeros conformados por la unién de
los racionales y los irracionales. Los ntimeros racionales son aquellos que pueden expresarse como cocisnte
de dos mimeros enteros, es decir, mimeros de ia forma ab donde a v b son enteros. Los irracionales, por su
parte, son aguellos que no pueden ser expresados como cociente de dos enteros, para ninguma pargja de
enteros. Nimeros tan conocidos como la raiz cuadrada de dos o de tres son irracionales en tanto no pueden ser
expresados como cociente de dos mimeros enteros. Un problema en el siglo XIX consistia en demostrar que
las operaciones aritméticas con irracionales tenfan las mismas propiedades que, por ejemplo, las propiedades
de los enteros o los naturales, :

¢ Segun Baker and Hacker, “Frege fue un matemético por entrenamiento y por vocacién. Los pocos cursos de
filosofia que tomé siendo estudiante en Jena y Goitingen no fueron mas que los de la experiencia universitaria
normal de cualquier alemdn educado de clase media en el siglo XTX.”, Backer and Hacker, Frege: Logical
Excavations, Oxford University Press, New York, Basil Blackwell, Oxford, 1984, pag.6

” El titulo del trabajo de habilitacién de Frege es justamente “Métodos de Céleulo basados en ia amplificacion
del concepto de magnitnd” en el cual se discuten ciertos problemas de las funciones complejas.
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Georg Cantor y Richard Dedekind, de cuyas posiciones nos ocuparemos en el capitulo
siguiente. Sin erﬁbargo, ademas de su formacion matematica Frege también es un l6gico y
un filésofo de primera linea, lo cual imprime un sello particular a su tratamiento de la
cuestion de la fundamentacion de la aritmética. Baker y Hacker afirman que su objetivo
principal: la reduccién de la aritmética a la logica, debe ser visto como el eje alrededor del
cuil giran todos sus aportes tanto en la formalizacién de la l6gica como en filosofia del
lenguaje’. El programa de Frege, entonées, puede considerarse dentro del llamado
“logicismo”. Hempel sostiene que la tesis logicista en mateméticas puede expresarse de la
siguiente manera:

Las mateméticas pueden ser derivadas de la logica en el siguiente sentido: A. -
Todos los conceptos de las matematicas, i.e, de la aritmética, el dlgebra y el analisis,
pueden ser definidos en términos de los conceptos de la légica pura. B. Todos los
teoremas de las matemadticas pueden ser deducidos de esas definiciones mediante los
principios de la logica'®.

Esa es justamente la estrategia del trabajo filosofico de Frege expuesta inicialmente en
Los Fundamentos de la Aritmética. Ahora bien, Michael Dummett comparando el trabajo
de Frege con el de Dedekind, sefiala que la obra del primero tiene un contenido filos6fico
mucho mas amplio que la del segundo; y propone distinguir entre el valor de la obra de
Frege para las propias matemadticas y su importancia para la filosofia de las matematicas.
Mientras el trabajo matematico de Frege resulta, segin Dummett, “anticuado” —old-
fashioned-, sus aportes en filosofia contienen ideas “pioneras''”. La principal contribucién
de Frege en Logica, la teoria de la cuantificacion, constituyé un significativo aporte entre
otros, para el proyecto de rigorizacion del andlisis, pues la herramienta formal de Frege
brinda una manera precisa de expresar con claridad la dependencia entre variables
universales y existenciales, facilitando asi la definicién de nociones complicadas y elusivas

como la de continuidad'?.

® Citado en Belna, La notion de nombre chez Dedekind, Cantor, Frege, Librairie Philosophique J.Vrin, Paris,

1996, pag.200. o

® Backer and Hacker, op.cit., pag.8.

*® Hempel C., “On the nature of Mathematical Truth” en Feigl H.- Sellars W., Readings in Philosophical

Analysis, Appleton-Century-Crofis, Inc., New York, 1949, pdg. 233.

" Dummett, Frege. Philosophy of Mathematics, Harvard University Press, Cambridge, Massachusetts, 1991,
4g.48-49 ,

£ Para formalizar la nocién de continuidad, por ejemplo, es indispensable utilizar al menos un cuantificador

universal y uno existencial. Ademas, expresar formalmente la relacién de orden entre los nimeros racionales,
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Entonces, el significado mds general del proyecto logicista, consiste en que por ese
camino se quiere dar un fundamento a toda la matematica, en particular al analisis y al
calculo diferencial e integral sobre bases unicamente aritméticas que, a su vez, pretenden
derivarse unicamente de la logica. Otros matematicos se ocuparon de la primera parte del
proyecto: Karl Weierstrass'® y Richard Dedekind'’, por ejemplo, avanzaron en la
demostracion de que es posible reducir el andlisis matemético y el célculo a la aritmética.
Frege, por su parte, se esfuerza por mostrar que también es posible reducir la aritmética a la
l6gica o, lo que es equivalente para él, demostrar que las proposiciones de la aritmética son
analiticas. Por ese camino, serfa posible ofrecer solucién a una cadena de problemas
matematicos abiertos; por ejemplo, dar una definicion formal de la continuidad de una
Jfuncién sin apelar a intuiciones geométricas particulares exige, -a su vez, tanto demostrar
formalmente la continuidad de los niimeros reales como asegurar la certidumbre 16gica de
la aritmética. Asi pues, la investigacion sobre la estructura de los sistemas numéricos y el
esclarecimiento no intuitivo de la nocion de nimero son cuestiones en curso para las
matemiticas en la época de Frege. El toma parte en esta discusién haciendo explicita su
intenciéon de reducir la aritmética a la logica, para lo cual se propone demostrar dos
cuestiones:

- Que la relacion de sucesion para los nimeros naturales, se puede establecer
sobre bases puramente légicas.
ii.  Que los objetos de la aritmética, en particular el concepto de numero, no
~ tienen un contenido intuitivo y pueden derivarse de la logica.

La demostracion de i. Frége la lleva a cabo desde su obra inicial, Begriffsschrift. En

dicho trabajo, ademas de brindar “un lenguaje de férmulas para el pensamiento puro”,

de la cual depende la formalizacién de la nocién de continuidad, requiere asimismo establecer una
dependencia cuantificacional.

1 Alrededor de 1860 Weierstrass completd la llamada “rigorizacién del andlisis” al expulsar de sus
definiciones basicas “toda dependencia con respecto al movimiento, la comprensién intuitiva y las nociones
geométricas”. En particular, a partir de su trabajo se separan dos nociones muy importantes del analisis: la de
continuidad de una funcion y la de derivabilidad. Para ms detalles sobre esto ver, Kline M., Matematicas: la
ﬁerdtda de la certidumbre, Siglo XXI, México D.F., 2000, pag. 212y ss.

Dedekind sefiala en varias oportmidades la necesidad de establecer claramente las propiedades de los
numeros reales y, en particular, de los irracionales, para terminar la rigorizacién del anélisis. En 1872
Dedekind afirmaba que sentia “més profundamente que nunca la carencia de unos rigurosos fundamentos en
la aritmética”. Dedekind Richard, “Continuity and Irrational Numbers” (1872), en Essays on the Theory of
Numbers, Dover Publications, New York, 1963. Las ideas de Dedekind las discutiremos con cierto detalle en
el siguiente capitulo.
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Frege se esfuerza por expulsar el contenido intuitivo de un concepto aritmético basico: la
relacion “sucesor”, proporcionando una definicién puramente logica del concepto “ser
sucesor en una serie”, que constituye la estructura basica del sistema de los nimeros
naturales’®. Una vez hecho esto, €l siguiente paso de la reduccién de la aritmética a la
légica consiste en presentar una definicion del concepto de nimero sostenida tnicamente
en premisas logicas, esto es, sin apelar a la capacidad humana de “abstraccion”, tal como
hace Cantor; o a cualquier otro contenido intuitivo o empirico. Definir la nocién de mimero
a partir de premisas légicas es un requisito del proyecto logicista porque, como sefiala
acertadamente Sluga analizando la estrategia de Frege, solo si es posible definir los objetos
de las proposiciones de la aritmética sin apelar a la intuicién, serd probable que tales
proposiciones sean derivables a partir dela logica's.

Frege lleva a cabo esta segunda parte de su proyecto en Die Grundlagen der Arithmetik
y es también ahi donde discute con mayor detalle lo relativo a la naturaleza de las
proposiciones de la aritmética. La posicion fregeana sobre el caracter analitico de tales
proposiciones constituye una critica a la postura kantiana que las considera como juicios
sintéticos a priori basados en la intuicién pura del tiempo. Para los intereses de la presente
investigacion, conviene entonces analizar el sistema de clasificacion de las proposiciones
propuesto por Frege para entender qué significa el caricter analitico que é! atribuye a las
proposiciones de la aritme’tiba y en qué medida su clasificacién se aleja de la de Kant.
Posteriormente revisaré con cierto cuidado lo relativo a la definicion meramente logica del

concepto de nimero y el tratamiento fregeano de la relacion de igualdad numérica.

1. Las Fundamentos de la Aritmética

11 La distincién entre proposiéiones analiticas y sintéticas

'* En el Prélogo de la Conceptografia, Frege afirma lo siguiente: “Mi procedimiento fue éste: primero busqué
retroraer e} concepto de ordenscidn en wna serie al de consecuencia logica y de aqui progresar hasta el
concepto de ndmero”. Frege mismo aclara gue, al hacer lo anterior encontrd “un ebstdculo en la inadecuacion
del lenguaje: cuanto més complicadas eran las relaciones [a ser expresadas, RGA), tanto menos podia
alcanzar la exactitud requerida para mi propésito”. Frege, Conceptografia, op.cit., pag. 8.

' Sluga dice que Frege “necesita responder a la pregunta de si los nimeros naturales y el concepto de
ndmero son definibles a partir de las leyes de la logica”, porque si los nimeros no son definibles de esa
manera es “muy poco probable que las leyes de la aritmética sean verdades analfticas”.Sluga H, Gortlob
Frege, Routledge & Kegan Paul Ltd., London, 1980.
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En el capftulo I presentamos la manera en la que Kant establece la division de los juicios
en analiticos o sintéticos, relacionandola principalmente con su caracter ampliativo o no del
conocimiento. Sefialamos, ademas, el cardcter sintético que de acuerdo a tal criterio, Kant
atribuye a las proposiciones de la aritmética'’. La naturaleza sintética de las proposiciones
de la aritmética, que es objetada por Frege, Kant la explica argumentando basicamente dos
cosas: en primer lugar, afirmando que para realizar tales juicios el entendimiento se apoya
en la intuicién pura del tiempo, que es un requisito indispensable para conocer la central
noci6n aritmética de sucesion. En segundo lugar, las proposiciones de la aritmética son para
Kant juicios sintéticos a priori porque sus objetos, los mimeros, requieren de la intuicién
pura aunque carezcan de una “representacién universal” analoga a la intuicién geoméﬁ*ica,
Recordemos que los mimeros quedan explicados en el sistema kantiano a través de los
“esquemas puros del entendimiento” que son “la representaciéon de un procedimiento
universal de la imaginacién para suministrar a un concepto su propia imagen'®”. En este
sentido, para Kant tanto la intuicion pura del tiempo como el mecanismo de la “sintesis de
la imaginacién productiva” estan a la base de la sintesis entre sujeto y predicado que se
produce en un juicio de la aritmética y, por tal razon, les atribuye un caracter sintético.

Frege no sélo estd en desacuerdo con los dos anteriores argumentos de Kant, sino que
también objeta el criterio kantiano de la clasificacion de los juicios en sintéticos y analiticos
de acuerdo a su cardcter ampliativo o no del conocimiento. En relacién a lo primero, esto
es, a la manera en que Kant explica €l caracter sintético de las proposiciones de la
aritmética, Frege ha presentado ya criticas contundentes. Mencioné anteriormente que
desde la Conceptografia Frege demuestra que la relacion sucesor para los niimeros
naturales puede derivarse uinicamente de principios logicos. Esto significa que la afirmacién
kantiana de que es necesaria la intuicién pura del tiempo para el conocimiento de la nocién
~ de sucesion es falsa. Por lo cual, tal explicacién no puede admitirse como argumento que
justifique el cardcter sintético de las proposiciones de la aritmética. Por otro lado, en

relacion a los nimeros como productos del “esquema puro de magnitud”, que requiere a su

17 Recordemos sin embargo, que tal cardcter sintético no corresponde a todas las proposiciones de la
aritmética sino a los juicios particulares llamados por Kant “formulas numéricas”, que tienen la forma de
ecuaciones resultantes de operaciones (7 + 8 = 15, por ejemplo). El cardcter sintético de tales proposiciones,
tal como analizamos en el capitulo I de este trabajo, estd relacionado con que el nitmero consiste en “la
representacién de un procedimiento universal de la imaginacién para suministrar a un concepto su propia
imagen”, y ello requiere de la intaicién.
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vez de la intuicién sensible; en Los Fundamentos de la Aritmética Frege presenta una
definicion del concepto de ntimero sobre bases unicamente logicas que contradice
tajantemente la argumentacién kantiana. Este aspecto lo expondré en detalle én la seccién
3.1 de este capitulo.

Ahora bien, en lo relativo a la propia distincién kantiana entre juicios amaliticos y
sintéticos, Frege objeta los criterios de clasificacion utilizados por Kant criticindolos por
“no ser exhaustivos'”. En esta cuestién, los argumentos de Frege se desarrollan en dos
direcciones: i) la primera es logica, pues Frege sostendrd que el criterio kantiano de
“contencion o no” del predicado en el sujeto para distinguir entre el cardcter analitico y
sintético de los juicios, respectivaménte, no nos permite clasiﬁcar todos los juicios
posibles; ii) la segunda tiene que ver con el caracter ampliativo del conocimiento que Kant
atribuye a los juicios sintéticos y no a los analiticos.

Segun Frege, el criterio kantiano para distinguir entre los juicios analiticos y sintéticos
dependiendo del tipo de relacién que se establezca entre el sujeto y el predicado, abarca
solamente los casos de juicios universales afirmativos que tienen la forma sujeto-predicado.
En esta critica Frege tiene toda la razén. El se pregunta qué sucede con otro tipo de
proposiciones en las cuales el sujeto es un objeto individual, o qué hacer si tratamos con un
juicio existencial: |

Es evidente que Kant ha subestimado (...) el valor de los juicios analiticos,
aunque parece haber imaginado algo del concepto mas amplio utilizado aqui. St se
toma su definicion como base, la divisién en juicios analiticos y sintéticos no.resulta
exhaustiva. Fl piensa en el caso del juicio universal afirmativo. Pues se puede hablar
de un concepto de sujeto si —siguiendo la definicion- el concepto del predicado esta
contenido en €. Pero, zr;gcué pasa si el sujeto es un objeto individual?, ;y si se trata
de un juicio existencial 7.

Tal objecion de Frege tiene relacion con su mucho mas amplia critica a la “forma logica
~ tradicional” de los juicios -aceptada por Kant en la Critica de la Razon Pura. Desde la
Conceptografia, Frege propuso “sustituir los conceptos de sujeto y predicado” por los de
“argumento y funcion” para liberar a la légica de los margenes del lenguaje y la

*® Kant, CRP, op.cit., B180
' Frege, Los fundamtentos de la aritmética, Seccién 88
® Frege, Ibid. -
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gramética’’. Dada la propuesta fregeana de entender la proposicién, ya no como la sintesis
de un sujeto y un predicado que es lo que Kant entiende por “juicio”, sino como lo
expresado por una oracion de la forma, £ (a); el criterio de la contencion o no del predicado
en el sujeto no establece una pauta para distinguir entre proposiciones analiticas y
sintéticas.

En la segunda linea de critica a los criterios clasificatorios de Kant, Frege sostiene
explicitamente que las proposiciones de la aritmética amplian el conocimiento, pero
argumenta que no por ello son sintéticas en la medida en que “pueden probarse por medios
puramente 16gicos”. Recordemos- que para Kant los juicios analiticos no amplian el
conocimiento dado que la sintesis entre sujeto y predicado llevada a cabo en tales juicios, se
produce Tinicamente a través del analisis de conceptos, por lo cual Kant los califica de

“meramente explicativos”. En contraste con ello, Frege éntiende por “ampliacion del
conocimiento” algo diferente de lo que entiende Kant pues afirma que el anélisis y
esclarecimiento de éonceptos si puede, efectivamente, ampliar el conocimiento:

Las conceptuaciones fructiferas trazan lineas de delimitacion que no estan dadas
con anterioridad. Lo que de esto se puede inferir no se vislumbra de antemano; en
este caso, no se saca simplemente de la caja lo que ya estaba en ella. Las
conclusiones ‘obtenidas amplian nuestro conocimiento y, de acuerdo a Kant,
deberian tenerse por sintéticas a priori; sin embargo, se pueden probar por medios
puramente légicos y, por tanto, son analiticas®.

‘A partir de tal afirmacion, es claro que Frege, ademads de disentir con Kant en lo relativo
al significado de la expresion “ampliar el conocimiento”, también establece un criterio
distinto al de Kant para distinguir entre el cardcter analitico o sintético de los juicios: el
caracter de la prueba que tales juicios admitan. En cierto sentido, Frege estd buscando
separar los aspectos légicos del criterio de distincion de los juicios en analiticos y

- sintéticos, de las cuestiones epistemologicas que constituian la preocupacion principal de

Kant. Cabe recordar que la justificacion kantiana del caracter ampliativo del conocimiento

2! “I.a mera invencién de esta Conceptografia, me parece, ha hecho prosperar la légica. Espero que los
- légicos, si no se dejan intimidar por una primera impresién frente a lo extrafio, no negaran su asentimiento a
las innovaciones a que me vi impelido por una necesidad inherente al asunto mismo. Estas discrepancias con
lo tradicional encuentran su justificacién en que la l6gica, hasta ahora, siempre se ha ajustado muy
estrechamente al lenguaje y a la gramatica. En especial, creo que la sustifucién de los conceptos de sujeto y
predicado por los de argumento y funcién, se acreditara con el tiempo. Es fiicil ver como la aprehensién de un
contenido como fumcién de un argumento surte el efecto de una aprehensién formadora de conceptos™. Frege,
Conceptografia, Prélogo, pag.10. .
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de los juicios sintéticos consiste en sefialar que, para producir juicios de este tipo el
entendimiento no lleva a cabo Gnicamente una “sintesis 16gica”, sino que o bien se apoya en
una “sintesis de experiencia” en caso de juicios sintéticos a posteriori, o bien se apoya en la
intuicién pura en el caso de los juicios sintéticos a priori. Es decir, para Kant un aspecto
importante de la distincién de los juicios en analiticos y sintéticos estd en el tipo de proceso
mental que permite al entendimiento llevarlos a cabo. La afirmacién kantiana de que el
caracter sintético de un juicio se determina si el predicado no estd contenido en el sujeto,
puede entenderse, también, de la siguiente manera: no seran analiticos —ie, ser4n sintéticos-
aquellos juicios para cuya formulacion, el entendimiento requiera “algo mas” que la logica
para realizar la sintesis entre sujeto y predicado. |

Para Kant, entonces, los aspectos epistemologicos permanecen anidados en el fondo de
las cuestiones logicas. Asi, la intencién de Frege al modificar el criterio kantiano de
clasificacién de las proposiciones en analiticas y sintéticas consiste, hasta cierto punto, en
destacar y hacer explicitas las cuestiones I6gicas de tal distincién. En esa direccion, Frege,
con herramientas logicas mucho mas poderosas que aquellas con las cuales contaba Kant,
establece el caracter de la prueba que admitan los juicios como el criterio preciso y
principal para distinguir aquellos que sean analiticos de todos los demas:

Cuando se dice que una proposicion es analitica o a posferiori no se juzga, segin
mi interpretacion, sobre las relaciones psicoldgicas, fisiologicas y fisicas que
pudieran haber hecho posible la formacién de la proposicion en nuestra conciencia;
[...] sino sobre la razon mas profunda en que descansa la justificacién que la toma
por cierta,

[...] El problema es el de encontrar su prueba [de la proposicién] y seguirla hasta
las verdades primitivas. Si en este camino s6lo se encuentran definiciones y leyes
légicas generales, entonces se trata de una verdad analitica... Pero si es imposible
llevar a cabo la prueba sin utilizar verdades que no sean de naturaleza logica
general, sino que pertenezcan a un campo especial del conocimiento, entonces se
trata de una proposici6n sintética®.

Discutamos ahora brevemente estas cuestiones en relacion a las matematicas. Sobre si
las proposiciones del andlisis matemético amplian o no el conocimiento, Frege tiene una
opinidn clara. Al analizar la definicion de continuidad de una funcién basada Gnicamente en

derivaciones logicas y principios aritméticos, él sefiala justamente que si bien dicha

2 Frege, Los fundamentos de la aritmética, seccién 88, pég.193. Lo subrayado es mio, RGA.
® Frege, Los fundamentos de la aritmética, seccion 3, pag.116.
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definicién no hace “aparecer” algo esencialmente nuevo, si traza “lineas de delimitaci6n”
que nos permiten “inferir [conclusiones] que no se vislumbran de antemano.” De esta
manera, Frege es explicito al establecer su posicioén en torno a los enunciados del andlisis
matematico que estan relacionados con la estructura de los sistemas numéricos: tales
proposiciones amplian nuestro conocimiento. Ademas, ellas se basan dnicamente en
derivaciones 16gicas y en ciertos principios de la aritmética, por lo cual seran analiticas si es
posible demostrar que las proposiciones de la aritmética son igualmente analiticas. Resulta
asi que Frege establece con la mayor claridad lo que considera la clave para la distincion
entre dos clases de verdades, las analiticas y las sintéticas. Tal clave es, unicamente, el
cardcter de la prueba que las proposiciones de cada uno de estos tipos admita: serdan
analiticas las proposiciones que puedan probarse por medios puramente logicos y serfin
sintéticas aquellas donde una prueba de tal clase no sea posible.

De hecho, la idea de Frege de establecer una distincion entre “dos clases de verdades”,
en base a si en su demostracién admiten o no una prueba Unicamente 16gica, habifa sido ya
expresada desde la Conceptografia, en cuyo Prélogo Frege sostiene:

“[La mas firme de las pruebas acerca de la certidumbre de una
proposicién] es la prueba légica pura, la cual, prescindiendo de las
caracteristicas particulares de la cosa, s6lo se funda en las leyes sobre las que
descansa todo conocimiento. Por tanto, dividimos en dos clases todas las
verdades que requieren una fundamentacién; mientras que la prueba
puramente légica Mpuede preceder a las unas, las otras deben apoyarse en
hechos empiricos

Es decir, el criierio para distinguir entre estas dos “clases” de verdades, situandolo en el
cardcter de la prueba que admiten es un elemento temprano en el pensamiento de Frege.
Desde la Conceptografia, él consideraba que para demostrar el caracter analitico de las
proposiciones de la aritmética, lo que se necesita es probar que sus principios y sus objetos
pueden derivarse tUnicamente de la légica. Sin embargo, en contraste con la postura
kantiana, Frege considera que aun siendo analiticas, las proposiciones de la aritmética
amplian efectivamente el conocimiento no porque hagan “aparecer algo nuevo”, sino
porque trazan en nuestros conceptos “lineas de delimitacién que no estin dadas con
anterioridad”. '

 Frege, Conceptografia, Prologo, pég.7
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Asi, para Frege la distincidn analitico-sintético serd realmente exhaustiva sélo si se
sostiene Unicamente en cuestiones 16gicas, a saber, en el cardcter distinto de la prueba que
admiten las proposiciones de una y otra clase. Las cuestiones epistemologicas sugeridas por
Kant para distinguir entre los juicios analiticos y. los sintéticos, es decir, el caracter
ampliativo o no del conocimiento, no seran tomadas en cuenta por Frege. Con base en su
criterio 16gico para distinguir entre proposiciones analiticas y sintéticas, Frege afirma que
las proposiciones de la geometria, en contraste con las de la aritmética, son efectivamente
juicios sintéticos a priori, pues considera que no es posible derivarlas unicamente de
principios légicos. La razén de ello es que, segin Frege, para definir los objetos de la
geomeltria —punto, recta, etc.- y también en sus demostraciones, es necesario el apoyo de la
intuicién sensible®.

Lo hasta aqui expuesto se puede resumir en tres puntos:

i. Frege considera y estudia proposiciones cuya estructura es distinta a la de
los juicios analizados ﬁor Kant. La forma funcién-argumento de las proposiciones
fregeanas es mas amplia que la forma tradicional sujeto-predicado. El criterio de
contencién o no del prédjcado en el sujeto para establecer la distincién analitico-
sintético es criticado por Frege por no ser exhaustivo.

ii. Frege considera que existen al menos algunas proposiciones de las
matematicas: las de la aritmética, cuya prueba se apoya tinicamente en la logica y
que, sin embargo, amplian el conocimiento permitiéndonos llegar a conclusiones
que “no se vislumbran de antemano”.

iii. El criterio seguro segin Frege, para determinar si una proposicion es

analitica o sintética serd si ella admite o no una prueba meramente logica.

1.2, La concepcién fregeana de las proposiciones de la aritmética como verdades a

priori

% Hilbert discrepa con Frege en relacién a la naturaleza sintética a priori de las proposiciones de la geometria.
Para el primero, tales proposiciones igval que las de la aritmética, son proposiciones que no requieren de la
intuicién sensible, y cuyos principios y definiciones de sus objetos basicos pueden establecerse apoyandose
tnicamente en la l6gica. Qué significa “definir” un objeto para Hilbert es, sin embargo, algo totalmente
distinto de lo que entiende Frege. Ver Hilbert, Fundamentos de la Geometria, Open Court Publishing Co., La
Salle, Illinois, 1962, -
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En relaci6n a la distinci6n de las proposiciones en a priori y a posteriori segin la fuente
de su conocimiento, Frege parece compartir la opinién de Kant admitiendo que no todo el
conocimiento proviene de la experiencia, sino que alguna parte de €l es aportado por la
mente de manera a priori. Las proposiciones de la geometria, por ejemplo, Frege las
considera sintéticas a priori en tanto que para la definicién de sus nociones basicas apelan a
la intuicién sensible; y no son, por tanto, derivables a partir inicamente de la l6gica. Esto
es, Frege considera que no todas las proposiciones de las matematicas son analiticas, puesto
que las de la geometria requieren de la intuicién. En tal sentido, Frege afirma:

Un punto geométrico considerado en sf no se distingue de ningin otro; lo mismo
vale para lineas y planos. Sélo cuando muchos puntos, lineas, planos, son
aprehendidos al mismo tiempo en una intuicién se les puede distinguir. Si en la
geometria se llega a proposiciones generales a partir de la intuicion, es explicable
por esto que los puntos, las lineas y los planos imtuidos, no sean propiamente y en
realidad particulares y, por tanto, pueden valer como representantes de sus

- géneros®.

Este argumento es muy similar al expuesto por Kant, que fue revisado en el capitulo I de
este trabajo. Sin embargo, en relacién a las proposiciones de‘ la aritmética Frege sostiene
una posicién distinta a la kantiana. Frege niega el caricter sintético a pribri de las
proposiciones de la aritmética, y por tanto, rechaza el papel de la intuicién pura en la
formulacién de tales juicios, que es el nﬁcleo de la explicacién de Kant. De ahi que un
problema para Frege sea, entonces, explicar de donde y como obtiene la aritmética los
objetos de sus proposiciones. Una posible respuesta para esta cuestion es admitir como
valido para la definicién de los objetos de la aritmética el principio de no contradiccion, tal
como hacen los matemaéticos formalistas. Es decir, una solucién para la definicién de
objetos aritméticos —0 matematicos, en general-, una vez que se ha expulsado cualquier
recurso a la intuicién sensible es admitir como legiﬁmos aquellos objetos en cuya
definicién no se encuenﬁ'e contradiccién alguna. Sin embargo, Frege no considera que tal
principio sea suficiente para la definicion legitima de los objetos de la aritmética:

& 94. Tamblen se debe objetar que para ¢l matemaético sélo valga como
imposible lo que se contradiga a si mismo. Un concepto es admisible aun si sus
notas contienen una contradiccion; sélo que no se debe presuponer que algo cae
bajo €l. Pero de que el concepto no contenga contradiccién alguna, tampoco se
puede concluir que algo cae bajo él. Por lo demés, jc6mo se puede probar que un

* Frege, Los fundamentos de la aritmética, seccién 13, pag. 129.
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concepto no contiene contradiccion alguna? Esto de ninguna manera es obvio; de
que no se vea contradiccién alguna, no se sigue que no la haya, y la determinacién
de la definicién no constituye garantia para ello®’.

De aqui surge una de las mayores dificultades de Frege para justificar el cardcter
analitico de las proposiciones de la aritmética. El rechaza que, en particular en la definicion
de mimero, sea valido apelar a la “intuicion pura del tiempo™ tal como hace Kamt, y
simultineamente objeta que para brindar tal definicion, el matematico pueda apoyarse
linicamente en el principio de no contradiccién. Por esta razon, la estrategia de Frege para
la definicién de nimero buscard establecer no solamente una definicién no contradictoria
para cada niimero, sino demostrar que “algo cae” bajo el concepto asi definido.

Cabe mencionar aqui que la cuestion de si ciertos objetos matematicos han de admitirse
como “legitimamente existentes” en tanto puéden ser definidos apoyéandose en el principio
de no contradiccion, es una discusion importante dentro de las matematicas de la segunda
mitad del siglo XIX. Este tema derivard posteriormente en la polémica sobre si, para la
admision de objetos matematicos es necesario presentar el procedimiento efectivo para
construirlos. En particular, la demostracién de Cantor de la existencia de “nimeros
trascendentes®®” apoyéndose tinicamente en ¢l principio de no contradiccién, abrié una dura
discusioén sobre la legitimidad de este tipo de pruebas. La afirmacién de Frege arriba citada
es, hasta cierto puntozg, una toma de partido en esta discusién. El sefiala explicitamente que
" “la no contradiccién en la determinacion de la definicién” de un objeto -matemético 1o
constituye garantia para admitirlo legitimamente como existente. Y sugiere que el camino
correcto para establecer 1a existencia de un objeto es, ademas de brindar una definicion no
contradictoria, exhibir que un objeto cae bajo tal conceptd.

% Frege, Los Fundamentos de la Aritmética, op.cit,, seccién 94.

% Un nimero trascendente ¢ es, por definicién, aquél que no es raiz de una ecnacién con coeficientes enteros.
Por su parte, un nimero serd algebraico, si es rafz de una ecuacién con coeficientes enteros. Notemos de
entrada que los nitmeros trascendentes se definen a partir de una negacién: son trascendentes los que no son
algebraicos, los que no tienen la propiedad de ser raiz de ecuaciones con coeficientes enteros. En 1874,
después de utilizar por primera vez su “prueba de diagonalizacion”, Cantor demuestra que los niimeros
trascendentes existen y, todavia mds, que existe un conjunto no numerable de niimeros trascendentes. La
debilidad de su prueba consiste en que no brinda un procedimiento efectivo para construir un nimero de tal
tipo. Sobre esto ver, Dauben, Georg Cantor, His mathematics and Philosophy of the Infinite, Princeton
University Press, Princeton, New Jersey, 1979

* Digo hasta cierto punto porque en la discusién de Cantor contra Kronecker en relacién a la admisibilidad
de los nameros trascendentes sin un procedimiento efectivo para construirlos, Frege se aline6 a la posicién de
Cantor, en tanto existian objetos que, se sospechaba, cafan bajo tal concepto: el nfimero = era considerado
trascendente aunque la prueba formal de tal cardcter no se llevé a cabo sino hasta después.
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Tenemos emohces que, en la medida en que el propésito de Frege es demostrar la
analiticidad de las proposiciones de la aritmética, ¢l tiene que probar en primer lugar, que
sus objetos basicos, los nimeros, pueden definirse sin apelar a ningiin contenido intuitivo;
pero al mismo tiempo no procede como el formalista apoyindose tunicamente en el
principio de no contradiccién, sino que para darse por satisfecho con la definicién de
nimero se compromete con exhibir el objeto que cae bajo un concepto definido de manera
tnicamente légica. Asi, en relacién a la aritmética Frege presenta una objecién a la
afirmacion de Kant que establece que “sin sensibilidad no se nos daria objeto alguno” y sus
esfuerzos se dirigen més bien, a demostrar que “la razén tiene sus propios objetos®®”. Sin
embargo, en la medida en que se compromete a exhibir tales objetos —en este caso, los
mimeros-, como garantia de la consistencia de su definicién, su argumentacion se vuelve
enormemente compleja.

Resulta asi que el camino de Frege para la definicién de objetos logicos para la
aritmética tiene entonces tres aspectos centrales:

i) Requiere que en la definicién de los mimeros no se apele a ninglin contenido

intuitivo. '

ii) Se apoya en el principio 6gico de no contradiccién para la definicién de los
concepio's, pero no lo considera como garantia de existencia de objetos, por lo
cual,

ili)  Requiere mostrar que “algo cae bajo el concepto™ definido tnicamente de forma
légica.

Este camino es el que Frege recorre en la definicién del concepto de nimero tal como
veremos en las seccién 3.1 de este capitulo. La diferencia entre su procedimiento y el
propuesto por Dedek:ind, estd en que para este tGltimo -igual que para la escuela
formalista de Hilbert en su conjunto-, el principio' de no contradiccién como sostén de
las definiciones serd garantia aceptable para la admision legitima de objetos.

* Shiga, op.cit., pag. 63 y ss.
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2. La critica de Frege al formalisme y al psicologismo

La estrategia de Frege para demostrar que es posible reducir las proposiciones de la
aritmética a la logica abarca, tal como esbocé anteriormente, una serie de pasos. Al objetar
el caracter sintético a priori de las proposiciones de la aritmética, él tiene que exhibir que
en la demostracién de tales proposiciones la Razén no apela de ninglin modo a la intuicién.
Ademis, al no aceptar el criterio de no contradiccién como suficiente garantia para la
admision de objetos logicos, requiere exhibir explicitamente los objetos aritméticos que
~ caen bajo cada concepto numérico determinado. En medio de esta doble intencion se
inscribe la definicion fregeana de nimero. Se puede afirmar entonces que el acercamiento
de Frege a la nocién de mimero, responde a preocupaciones un tanto diferentes de aquellas
que animan los trabajos estrictamente mateméticos de Georg Cantor y Richard Dedekind
que examinaremos posteriormente. Para Frege, esclarecer la nocién de niimero es stlo un
paso dentro de su objetivo, mucho mas general filoséficamente hablando, de reducir la
aritmética a la l6gica y asi probar la analiticidad de las proposiciones aritméticas. Por su
parte, tanto para Cantor como para Dedekind los aspectos filos6ficos de la discusién sobre
la paturaleza de las proposiciones de la aritmética es secundaria, aunque su atencién
también se dirige a la fundamentacién logica de la aritmética a fin de brindar bases firmes
para el an#’ﬂisis y el calculo.

La preocupacion filos6fica de Frege puede rastrearse en la serie de cn’tigas que presenta
en Die Grundlagen der Arithmetik contra otras posiciones rivales como el psicologismo y
el formalismo. Hasta cierto punto, Cantor puede leerse como un peculiar representante del
psicologismo y Dedekind como un precursor del formalismo. Revisemos breveinente tales
criticas que nos permitirdn comprender mejor las diferencias entre las distintas posiciones
de estos autores.

Al inicio de Die Grundlagen, Frege establece tres principios metodologicos que
sostienen su argUmentacién y que estan en el centro de sus criticas a las otras posiciones:

i) El principio del contexto segin el cual, “no se debe preguntar por el
significado de una palabra aislada, sino en el contexto de una prop_osicién3 I,

3 Frege, Fundamentos de la Aritmética, Introduccion, pag.113
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ii) Laidea de que “Hay que separar tajantemente lo psicolégico de lo logico, lo
subjetivo de lo objetivo”, que es el centro de su argumento contra el empirismo y el
psicologismo.

iii) La afirmacién de que “Hay que mantener siempre a la vista la diferencia
entre concepto y objeto”, que estda en la base de la consideracién de las
proposiciones bajo la forma funcién—arguniento; y a partir de la cual desarrolla sus
criticas al formalismo.

La critica mas importante que Frege hace a Cantor y a la posicion “empirista-
psicologista” que define al niimero por “abstraccion de objetos”, esto es, considerando al
nimero como una “propiedad de las cosas externas” que es aprehendida por la mente
mediante un proceso de abstraccién, consiste en que tal posici()n no puede explicar el
carécter objetivo de los nlimeros™. Frege critica la analogfa de los conceptos de color y de
numero para evidenciar la debilidad de la posicién empiﬁsta. “La distincidn esencial entre
color y nimero”, afirma Frege, consiste en que el color de un objeto ~una superficie, por
ejemplo- “es independiente de nuestro arbitrio”, es una propiedad del objeto: consiste en la
capacidad del objeto de “reflejar ciertos rayos de luz y de absorber mas o menos otros”.
Esta propiedad del objeto, segin sefiala Frege, “nuestro pensamiento no puede cambiarla en
lo més minimo”; en contraste con ello, afiade que “no puedo decir que a un monton de
barajas corresponda en si el mimero 1 o el 100 o algim otro, sino, a lo mas, en relacién a
~ nuestro libre modo de pensarlo®”.

 Justamente para que la nocién de niimero no quede relacionada con “nuestro libre modo
de pensarla”, Frege se esforzard por ofrecer una definicién de cada uno de los nimeros
naturales que sea, i) absolutamente objetiva, es decir, en la que lé capacidad de abstraccion
del sujeto, “el libre modo de pensar” la cantidad, no intervenga para nada y ii) que tales
definiciones se deriven estrictamente de consideraciones légicas. Frege considera que si

logra estos objetivos habrd mostrado que la nocién de nimero no depende de ninguna

2 wgo. Procuremos, al menos, asignar al ntimero su lugar entre nuestros conceptos. La mayor parte de las
veces los mimeros aparecen en el lenguaje en forma adjetiva y en construccién atributiva, de manera
semejante a las palabras duro, pesado, rojo, que significan propiedades de las cosas externas. Pero pronto nos
toparemos con la pregunta de si los nfumeros individuales deben ser aprehendidos de este modo, y de si, de
acuerdo con ello, el concepto de niimero puede ser colocado, digamos, junto al de color.

Esta parece ser la opinién de Cantor, ya que é1 llama a la matemaética una ciencia empirica puesto que tiene su
inicio en consideraciones de objetos del mundo externo. El nimero se produce sblo por abstraccién de los
objetos”. Frege, Ibid '
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habilidad subjetiva o psicoldgica y serd posible avanzar en el proyecto general de reduccién
de la aritmética a la logica en virtud de que sus elementos basicos, los mimeros, no
dependen ni de la “intuicién pura del tiempo”, ni de proceso psicologico alguno.

Por otro lado, la discusion de Frege con Cantor tiene otra veta importante: aquella sobre
la relacién de identidad aplicada a simbolos**. Un capitulo especial de Die Grundlagen est
dedicado a “Las opiniones sobre la unidad y el uno”. En dicho capitulo, Frege comienza
mostrando los diferentes - significados que parece tener la palabra “poval” (monas),
definida al principio del libro VII de los Elementos de Euclides® que, “tan pronto parece
referirse a un objeto numerable, tan pronto a una propiedad del mismo, tan pronto al
~ nimero uno”. Segun Frege, la palabra ‘“unidad”, con la que por lo general se traduce la
expresion griega “poval”, es conveniente pues “oscila” entre los diferentes signiﬁcados“.
La importancia que Frege concede a discutir lo que debe entenderse por unidad y por uno,
estd en que ningln otro concepto de un nimero singular descansa con mas fuerza en la
habilidad subjetiva de aprehensién o en la intuicion interna, que el concepto de uno.
Ademas, una vez concedida la pdsibilidad de “aprehension” del concepto de uno a través de
“un acto del entendimiento™, el resto de los niimeros naturales se pueden pensar y definir de
manera casi inmediata, mediante 1a agregacion de unos, tal como estableci6 Leibniz y como
procede Mill. '

Abora bien, la nocién de unidad y de uno que se adopte, influird de manera importante
en la definicién de la relacién de igualdad entre nimeros. Georg Cantor, por ejemplo, trata
la relacién de igualdad “ =" entre niimeros cardinales derivindola de una mas fundamental |
relacion de equivalencia entre conjuntos, simbolizada por “=". El paso cantoriano
~ decisivo para definir la igualdad entre nimeros cardinales, “ = ”, consiste en dceptar que es

** Frege, Los fundamentos de la aritmética, seccion 22, pag.136.

** En el argumento de Cantor para definir el concepto de nimero cardinal, una importante demostracién se
. basa en considerar a los elementos de un conjunto dado como “coleccion de unidades™, haciendo abstraccién

de la naturaleza de los objetos que conforman el conjunto y del orden en el que se presentan. Frege estd

discutiendo justamente este aspecto. En el Capitulo IV, seccién 1, el argumento de Cantor se explicaré en

detalle.

33 La primera proposicién del Libro VII de los Elementos de Euclides dice: “1. Una unidad es aquello en

virtud de lo cual cada una de las cosas que hay es llamada una”. La siguiente afirma: “2. Un niimero es una

pluralidad compuesta de unidades™. Por su parte, los pitagéricos decian que “La unidad es una frontera

(methérion) entre niimero y partes”. Euclides, Elementos, Gredos, Madrid, 1994.

% Constatada la dificultad de precisar el significado del uno y de la unidad, Frege discute las opiniones de

Leibniz, quien afirma que “uno es lo que aprehendemos en un acto del entendimiento™ y la de Baumann: “uno
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posible pensar a cada nimero como una “coleccion de unidades”, es decir, como un
conjunto de objetos numerables. En este sentido, el significado que Cantor da a la nocién
de “unidad” es similar a la de Euclides. Frege objeta la validez del argumento que sostiene
que se puede pensar cualquier nimero natural como una “coleccién de unos”, como una
“multiplicidad de unidades”. Segin é€l, si se procede de esta manera el concepto de uno
seria “aprehendido en un acto de entendimiento” que implicaria recurrir a la intuicion lo
cual no es admisible dentro de su proyecto. Pero ademas, el problema resultante seria,
segin Frege, que o bien no tendriamos un criterio claro para la distincién de objetos
“pensados” como unidades; o bien, si los distinguimos seria una pluralidad que no sirve
para los propésitos de la aritmética. El resume asi su punto de vista:

& 39. Nos enfrentamos, con esto, a la Sngente dificultad:

Si queremos dejar que el nimero surja por resumen de objetos dlferentes,
entonces obtenemos una acumulacién en la que estin contenidos los objetos
precisamente con las propiedades con las que se distinguen, y esto no es ¢l niimero.
Si, por otra parte, queremos construir €l niimero por resumen de lo idéntico,
entonces todo confluye perpetuamente en uno, y jamas alcanzamos una pluralidad.

Si con 1 designamos a cada objeto a numerar, entonces aparece una falla, ya que
lo diferente recibe el mismo simbolo. Si pertrechamos al 1 con indices diferenciales,
entonces resulta intitil para la aritmética.

- Tenemos pues que, segiin Frege, no sélo es necesaria una definicién precisa del uno, .
sino que lo que estd en el fondo de tal necesidad, es el problema de como abordar la
relacion de identidad. “Si con 1 designamos a cada objeto a numerar, (...) entonces lo
diferente recibe el mismo simbolo” y la pregunta inmediata es entonces, jcomo podrehms
distinguir entre objetos distintos designados por simbolos idénticos’’?

Seglin Belna, en relacién a este problema Frege propone una solucién novedosa:.
- distinguir la unidad del uno. “La diferencia es l6gica y gramatical. El uno, tal como Frege
mostrara después es un objeto de la aritmética, 1inico, que no admite el uso del plural y se
designa mediante_un nombre propio. A la inversa, 1a unidad es un concepto, designado por

es lo que se aprehende como uno... Lo que ponemos como punto o lo que ya no queremos poner como
?artible lo consideramos como uno. Frege, Los fundamentos de la aritmética, Seccioén 30, pig.145.

7 Nétese que esta pregunta es exactamente la inversa de la que Frege se plantea al inicio de “Sobre sentido y
referencia”, donde el problema es precisar la diferencia entre simbolos distintos que designan al mismo

objeto. Ver, “Sobre sentido y referencia”, en Valdés V. (compilador), La busqueda del significado, Tecnos,
Madrid, 2000. ‘
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un término conceptual que admite el uso del plural3 §» En relacién a esta observacion, cabe
preguntar si es adecuada la definicién fregeana del uno como objeto de la aritmética que,
ademas, es tnico. La argumentacién de Benacerraf>>, quien exhibe dos objetos distintos que
pueden ser designados por el término “uno” en tanto cumplen con los requisitos aritméticos
establecidos por Frege en la definicién del concepto de uno, muestra que la solucion a esta
cuestién es mas compleja. Por otro lado, una vez hecha la distincién entre la unidad y el
uno, la negativa de Frege a pensar las colecciones de objetos como conjuntos de unidades a
la hora de .deﬁnir la nocién de igualdad entre mimeros, lo llevara a enfrentar una gran

_dificultad para relacionar el concepto de un niimero determinado y el objeto que cae bajo
tal concepto. Este aspecto sera discﬁtido en la siguiente seccion.

Recapitulando la posicion de Frege expuesta a través de la critica al empirismo y al
psicologismo podemos sefialar que, para él:

- El niimero no se absu'ae de las cosas a la manera del color, el peso, la dureza; no
es, en el sentido de éstos, una propiedad de las cosas.

El nfimero no es algo fisico, pero tampoco es algo subjetivo, no es representacion
alguna. - _

El nimero no surge por la adicion de una cosa a otra.. Las expresiones
“multiplicidad”, “conjunto”, “pluralidad”, a causa de su indeterminacién, son
inapropiadas para la definicién del mimero®.

Por otro lado, aunque en Die Grundlagen Frege no discute directamente con la posicion
de Richard Dedekind en ningin momento, hay varias criticas a las posiciones'fonna]istas
de Hankel que podrian dirigirse también al autor de Was sind und was sollen die Zhalen?

En general, cualquier formalista sostendria que el nimero no es ni un obje_to, ni una
“sustancia que exista con independencia fuera del sujeto pensante'”. Ademds, segin
Hankel, “para el matemdtico, como imposible en sentido estricto, solo vale lo que es
logicamente imposible, esto es, lo autocontradictorio”.

Este criterio formal para la aceptacién legitima de la existencia de objetos matemiticos,

‘extendido en la practica matemética durante el siglo XIX, tal como ya hemos mencionado

%8 Belna, op.cit., pag.227.

% Benacerraf Paul, “What numbers could not be”, Philosophical Review, 74 (1), 1964

“ Frege, Los fundamentos de la aritmética, seccion 45, pag.158.

* Frege cita ampliamente a Hankel quien, argumentando sobre la posibilidad de existencia de “otros
nimeros™ dice: “El mimero no es ya una cosa, una sustancia que exista con independencia fuera del sujeto
pensante y de los objetos que lo originan, un principio independiente como en los pitagéricos”. Frege, Los
Jundamentos de la aritmética, Seccién 92, pag. 195.
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no es admitido por Frege, quien contra-argumenta: “un concepto es admisible aun si sus
notas contienen una contradiccion; s6lo que no se debe presuponer que algo cae bajo €1”.
Dicha objecién estd relacionada con las ideas basicas de Frege, asentadas desde la
Conceptografia, donde una distincién fundamental es aquella entre el concepto y los
objetos que caen bajo un concepto determinado. Sin embargo, en relacion a la definicién
del concepto de namero, el verdadero problema segin Frege, esta en que nada nos garantiza
que un concepto definido de manera no contradictoria, no pueda resultar vacio: “de que un
concepto no contenga contradiccion alguna, tampoco se puede probar que algo cae bajo €17,
Para Frege, pues, el formalismo no atiende con cuidado a la precisa distincion entre los
conceptos y los objetos.

Discutiendo contra €l formalismo, Frege enfatiza su posicion afirmando que “la falta de
contradiccion de un concepto solo se puede establecer comprobando que algo cae bajo
é'>”. La cuestion de la existencia de un objeto mateméticos se traduce entonces en probar
que “algo cae bajo el concepto™ que lo determina; lo cual es el nudo més problemético de la
explicacién de Frege y, segiin Benacerraf su aspecto mas débil®.

En la medida en que Frege considera insuficiente la respuesta formalista para admitir
objetos 16gicos en las proposiciones de la aritmética, esto es, que su definicién no contenga
contradiccion, él afirma contundentemente que “el matemdtico no puede producir algo
arbitrariamente”. En este punto se sintetiza una de las principales discrepancias entre el
realismo fregeano y la tradicion formalista de las matematicas. Mientras que los segundos
se apoyan en el criterio légico de no contradiccion para la definicién de los conceptos
matematicos basicos y consideran que ello es suficiente para admitirlos en la
argumentacion, Frege considera necesario mostrar que aun cuando la definicion de un
concepto no sea contradictoria, es necesario “mostrar que algo cae bajo el concepto”
aludido. Su concepcién, por tanto, lo lleva a decir que, de manera analoga al geografo, “el
matemético también sélo puede descubrir y denominar lo que esté ahi**”.

2 Ibid, Seccion 94, pag. 196. El subrayado es mio, RGA.

“ Benacerraf, desde una posicién estructuralista-formalista que concibe a Ia aritmética como “la ciencia que
clabora la estructura abstracta que todas las progresiones tienen en comin solamente en virtud de ser
progresiones”, critica los esfuerzos de Frege por “mostrar el objeto que cae bajo ¢l concepto™ de algim
pumero determinado, demostrando que los objetos as{ construidos por Frege no son tinicos. Benacerraf Paul,
“What numbers could not be”, Philosophical Review, 74 (1), 1964

“ Frege, Los Fundamentos..., op.cit., seccidn 96, pag. 198.
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Sobre esta peéuliar idea fregeana se sostiene, a la larga, una concepcién “descriptivista™
de las mateméticas, concordante con sus esfuerzos para brindar no sélo una definici6n
formal del concepto de nimero sino por demostrar que “algo cae bajo tal concepto”.
Considero qué los problemas semanticos en cuyo estudio Frege se concentrard
posteriormente, tienen su origen en este supuesto. Un ejemplo de las objeciones de Frege al
formalismo, que apuntan a problemas seméanticos, ocurre cuando discute lo relativo a los
nimeros complejos. Tales nimeros tienen la forma (@ + bi), esto es, son nimeros que se
definen como la adicion de una parte real, a, y otra parte imaginaria, bi; donde i es la raiz
cuadrada de —1. Frege se pregunta, ;qué objeto simbolizamos con 2 + 3i, por gjemplo? Y
descarta como insuficiente la respuesta formalista que pone la atencién no en un hipotético
objeto simbolizado por 2 + 3i, sino en una no contradictoria definicién de la adicion de
estas dos partes del niimero en cuestion®, _

Cuando Frege comenta irnicamente: “Témese un objeto, digamos, la Luna, y definase:
la Euna multiplicada por si misma da —1”; el formalista responderia que no hay en ello

‘ningun problema, pues es sélo cuestién de sustituir “Luna”, cada vez que anteriormente se
utiliz6 “i”, de tal forma que si las reglas que rigen la definicion de la adicién cuyo resultado
es un numero complejo no contenian contradiccion, tampoco la contendrén si sustituimos
“i” por “Luna”. A lo més, quizi, habria que llamarles mimeros lunares, en vez de

complejos.

3.1 La nocién de nimere en Die Grundiogen der Arithmetik y sus dificnltades

Nos resta finalmente indagar con cuidado en la manera cémo Frege tras la critica a las
posturas rivales, presenta su nocién de nimero en Die Grundlagen. En la recapitulacion
final de ese trabajo, €1 mismo sefiala:

&106. ... “Después de haber establecido que el mimero ni es una coleccion de
cosas ni una propiedad de las mismas, asi como que tampoco es un producto
subjetivo del proceso animico, sino que una declaracién numérica afirma algo
objetivo de un concepto, intentamos definir en seguida los nimeros individuales 0,
1, etc. y la progresi6n en la serie de los niimeros.”

Veamos con mas detalle cémo procede. En el capitulo IV de los Fundamentos de la
Aritmética y tras argumentar que cada namero individual es un objeto independiente, Frege

** Frege, Jbid., seccion 100, pag. 199-200
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afirma que “Para obtener el concepto de ntimero, se debe fijar el sentido de una igualdad
numérica’®, presentando a continuacién la siguiente pregunta: “;Cémo se nos ha de dar un
nimero, si no podemos tener de él ninguna representacion o intuicién?” Y sugiere que si de
lo que estamos hablando es de reconocimiento de objetos, requerimos de un criterio de
distincion para ellos.
S1 se ha de designar un objeto con el simbolo g, entonces debemos poseer
un criterio que nos permita distinguir en general, si b es lo mlsmo que a
aunque no siempre esté en nuestro poder el aplicar este criterio”’

En el caso de los nGmeros, Frege sefiala que es necésario definir el sentido de la
pfoposicién:

" (*)  “el ntmero que corresponde al concepto F es el mismo que el que
corresponde al concepto G™*

Es decir, que es necesario establecer un cnteridpara poder distinguir entre ntmeros,
aungue en la medida en que ha fijado una correspondencia entre cada numero y un
determinado concepto F, el problema de comparar nimeros puede trasladarse al de
comparar conceptos,

Frege sefiala que la importancia de marcar un criterio general para la igualdad numénca,
consiste en que éste es un medio “para aprehender un mimero determinado y para
reconocerlo como el mismo”. Una vez conseguido ello, se puede asignar a dicho nimero
“un término numérico como nombre propio®””.

Entonces, lo que Frege busca es establecer un criterio de distincion entre nimeros,
considerados como objetos, a fin de poder designar a cada uno de tales objétos a través de
un nombre propio que sera la expresién numérica correspondiente.

Ahora bien, para Frege “definir el sentido” de la proposicidn (*) significa “reproducir su
conteﬁido con otros términos”, esto es, explicar el significado de “el nimero que
corresponde al concepto F”, Vsin utilizar la expresién “el nimero que corresponde al
concepto G*™. La expresion propuesta por Frege para explicar el significado de tal
igualdad, es la siguiente: A

* Frege, Ibid,, seccién 62 y ss., pag. 169. El subrayado es mio, RGA.
Y Ibid,, pag. 170.
*® Ibid,, pag, 170
9 hid., pag. 170
”Ib:d. pag. 170
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“el mimero que corresponde al concepto F, es 1a extension del concepto
‘equinumérico respecto al concepto F’.>'”

Y, posteriormente, asienta esta otra proposicion:
la extension del concepto “equinumérico respecto al concepto F” es igual a la
extension del concepto “equinumérico respecto al concepto G” es verdadera si y
s6lo si la proposicion “al concepto F corresponde el mismo numero que al concepto
G” también es verdadera™.

Es interesante notar la sutileza del procedimiento de Frege: definir la igualdad entre
numeros apelando a otra relacién binaria que permite comparar entre “extensiones de
conceptos”. El problema es que Frege no aclara ni como se pasa de un concepto a su
extension, ni cdmo se establece la ley que relaciona o compara extensiones de conceptos.

- La manera en que Frege define la igualdad entre mimeros es en cierta medida similar a
la conocida estrategia de Cantor quieh utiliza, al realizar este paso en su propia
construccién de la definicién de ntimero cardinal, la nocion de equivalencia entre
conjuntos. A través de la equivalencia entre conjuntos, Cantor puede comparar las llamadas
“potencias” o nimeros cardinales asociados con ellos™. Por su parte, Frege utiliza una
expresion similar a la de equivalencia de conjuntos: “extension del concepto ‘equinumérico
con reépecto al concepto F”” o G™. Belna sefiala con razon que la nocién de “extension de
un concepto” tiene una posicién central en la teoria de Frege acerca del niimero; y afiade
que es justamente en la ambigiiedad con la que utiliza tal nocién de donde surge
posteriormente la llamada Ley V y la paradoja de Russell*.

Revisemos la explicacién fregeana de la expresién, “extensién del concepto
"equinumérico con réspecto al concepto F” o G, para entender la dificultad que encierra.
Para su aclaracién Frege desarrolla una analogfa con el juicio:

(**) “La recta a es paralela a larecta b”, en simbblos, a//b

5! Ibid., seccién 68, pag. 175.

%2 Ibid., seccién 69; pag. 175-176 _

% Los detalles del argumento cantoriano se encuentran en el siguiente capftulo.

5 Belna, op.cit, pag; 246. No entro a los detalles del argumento pues ello rebasa las pretensiones del presente
trabajo. Sin embargo, es pertinente sefialar que la distincién entre objeto y concepto que Frege sostiene no es
nicamente 16gica, tal como la que se establece en la Teoria formal de conjuntos entre elemento y conjunto.
Un problema, entonces, es que no est4 claramente desdoblada la diferencia entre 1a relacién de pertenencia de
un elemento a un conjunto y la relacién de inclusién de wn conjunto en otro.
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En este caso, segin Frege, requerimos del concepto de “direccion™ para explicar el
signiﬁcado del simbolo, a // b. De esa manera, la expresion “la direccion de la recta a es
igual a la direccién de la recta b” explica el simbolo a // b.

Segun Frege, lo que hacemos es, entonces,

sustituir el simbolo / por el mas general, = con lo cual dividimos el
contenido [del juicio] de un modo diferente del juicio original (**) y con ello
obtenemos un nuevo concepto5 3.
Frege utiliza esta analogia con el propésito de esclarecer la expresion “extension del
concepfo "equinumérico’ con respecto al concepto F”; considerando que esto es, a fin de
| cuentas, “construir el contenido de‘ un juicio que pueda tomarse como una igualdad y que
en cada lado de esta igualdad haya un nimero>®”. |

En el caso de la analogia geométrica de las lineas paralelas a y b, Frege seiiala que es
necesario, de todas maneras, establecer la definicién del concepto “direccién de linea a”. Su
propuesta de definicién es la siguiente:

La direccion de la recta a es la extension del concepto “paralela a la recta a”

Es decir, el concepto de “ser paralelo a” una determinada recta, se explicaré a través de
otro concepto que es “tener la misma direccion”.

Con estos elementos, Frege finalmente explica el contenido de la expresion, “extension
del concepto 'equinhmérico con respecto al concepto F o G™. Afirma que hay que proceder |
analogamente a como lo hizo para definir la direccién de la linea a, “poniendo conceptos en

" lugar de rectas... y en Jugar de paralelismo, la posibilidad de coordinar biunivocamente los
objetos que caen bajo un concepto con los que caen bajo el otro”. A esta ultima posibilidad
la llama “equinumerosidad”. Es conveniente mantener en mente esta argumentacién para
contrastarla en el siguiente capitulo con la explicacion cantoriana de la igualdad numérica.

Asi, resulta finalmente que la definicién de igualdad numérica que Frege propone es la
siguiente:

la extensién del concepto “equinumérico respecto al concepto F’ es igual a la
extension del concepto “equinumeérico respecto al concepto G” es verdadera si y sélo
si “al concepto F corresponde el mismo nimero que al concepto G” también es
verdadera.

% Frege, Los Fundamentos..., op.cit., seccién 64, pag.171.
% Ibid.
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Esta definicién es andloga al procedimiento cantoriano para establecer la igualdad entre
nimeros cardinales. En ambos casos, la igualdad numérica se sostiene en la posibilidad de
comparar o bien conjuntos, o bien “extensiones de conceptos” que, a su vez, corresponden
a los mimeros. Sin embargo, encuentro que en Frege no hay una explicacién para lo que
Cantor llama “el proceso de abstraccion de la naturaleza y el orden de los elementos de una
coleccion”, que es lo que finalmente permite a Cantor comparar mimeros cardinales a
través de la equivalencia de conjuntos. En la expresion “extension del concepto
“equinumeérico con respecto al concepto F™”, Frege insiste en que la palabra “equinumérico”
es sélo un “modo de simbolizacién arbitrariamente elegido” y, a partir de €l define:

El nimero que corresponde al concepto F, es la extensién del concepto
“equinumérico respecto al concepto F> ',

Tenemos entonces que no solamente no sabemos c6mo se pasa de un concepto a su
extension. Ademads, serd comparando extensiones del concepto “equinumérico respecto al
concepto F” y “equinumérico respecto al concepto G”, como finalmente quedaré~
establecida la posibilidad de comparar nimeros, considerados objetos individuales. De
alguna forma entonces, Frege estd hablando de comparacién entre colecciones de objetos
sin aceptar que tales colecciones sean “conjuntos” en el sentido de Cantor, en tanto no
admite el “proceso de abstraccién™ en el que éste ultimo apoya su definicién bdsica de
conjunto.

De todas maneras, segin Frege “los asertos basicos que pueden hacerse de las
extensiones de los conceptos” son: i) la igualdad, ii) que una comprende més que la otra.
Debido a ello resulta entonces que tenemos ya establecida la posibilidad tanto de comparar
nimeros como de ordenarlos en una sucesion. Una vez establecido esto Frege puede
introducir definiciones de nimeros individuales, en particular del cero, del uno y de la
relacion de sucesion: |

0 es el nimero que corresponde al concepto “no igual a si mismo.™*

1 es el mimero que corresponde al concepto “i a cero.™’
po. Y

“hay un concepto F y un objeto x que cae bajo €l, de manera que el niimero que
corresponde al concepto F, es n, y de manera que el nimero que corresponde al

%7 Ibid., seccién 68, pag.175
% Ibid., seccion 74, pag. 181
% Ibid., seccion 77, pag. 184
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concepto ‘lo que cae bajo F, pero no es igual a x’ es m, significa lo mismo que “n
sigue en la serie de los nimeros naturales inmediatamente a m™,

A partir de estas definiciones de los mimeros entendidos como objetos individuales, en
tanto son extensiones de conceptos, Frege “arma” por expresarlo de alguna manera, la
sucesion de los naturales mostrando que cualesquier mimero m es sucedido por otro niimero
(m + 1); con lo cual declara satisfecho su objetivo.

& 91. ...Sin pedir prestado un solo axioma a la intuicién, he probado una

proposicion que a primera vista se habria tomado por sintética, y la cual ahora deseo
- expresar asi:

Si la relacién de cada miembro de una serie para con su sucesor es biunivoca, y si
m e y siguen a x en esta serie, entonces y precede a m en esta serie, 0 coincide con
ella, o sigue a m.

Por medio de esta prueba se puede ver que las proposiciones que amplian nuestro
conocimiento pueden contener juicios analiticos.

Seguin Frege entonces, es la posibilidad de comparar “extensiones de conceptos” la que
hace aparecer al numero “como un objeto reconocible, aunque no fisica o al menos
espacialmente, ni como un objeto del cual pudiéramos formamnos una imagen por medio de
nuestra capacidad de imaginacién®'”. Segin Baker y Hacker tal afirmacion compromete a
Frege con una peculiar forma de platonismo pues, al buscar que el nimero en tanto
“contenido de un juicio de reconocimiento” sea independiente de cualquier acto mental o
capacidad subjetiva, se obliga a admitir cierta “substancia no espacio-temporal®?”. S6lo en
este sentido es posible comprender la ya mencionada metifora del matematico como
gebdgrafo®, esto es, como alguien que descubre lo que “ya estaba ahi”.

Una vez revisados estos argumentos, recapitulemos las dificultades que encontramos en
la definicion de mimero de Frege: |

% Ibid., seccién 76, pag.183

S' Ibid. En la seccién 106 Frege sostiene que: “Fue de importancia establecer el sentido de una igualdad
pumérica... La posibilidad de que los objetos que caen bajo un concepto F se coordinen biunivocamente con
los que caen bajo un concepto G, la tomamos como contenido de un juicio de reconocimiento respecto a
nimeros”.

62 Baker y Hacker, op.cit., pag. 59. La idea que sobre este punto sostienen estos autores es que Frege no
avanzo lo suficiente en sus esfuerzos por separar lo l6gico de lo psicolégico: “Lo que [Frege] intenté hacer
fue eliminar cualquier vestigio de mentalismo de los objetos propios de la investigacion cientifica en légica.
[Sin embargo], en relacién a los objetos de juicio y también respecto a los conceptos, remplazé los mitos y
confusiones cartesianos por confusiones y mitos platénicos™.

@ “Tampoco el matemdtico puede producir algo arbitrariamente, como tampoco lo puede el gedgrafo;
también ¢l sélo puede descubrir y denominar lo que estd abf”. Frege, Los fundamentos de la aritmética,
Secci6n 96.
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En primer lugar, Frege se compromete a separar lo psicolégico de lo 16gico, lo subjetivo de
lo objetivo y, bajo tal premisa, no admite que el nimero puede definirse a partir de la
nocion de conjunto como coleccion de objetos separados y distinguibles. Frege critica a la
nocién de conjunto por su caracter subjetivo, no admite la explicacién de los conjuntos
como “abstracciones de objetos” ni como construcciones. El parte Gnicamente de la
clarificacién de los conceptos tratando que los conceptos de la aritmética sean finicamente
logicos. Sin embargo, su estrategia de partir finicamente de conceptos para posteriormente
llegar a las “extensiones de conceptos” a la hora de definir un nimero determinado, lo
obliga a explicar el paso de un concepto a su extension; cuestion que Frege elude. El afirma

en sus conclusiones:

& 107. {...] Aun queda una duda: “Una proposicion de reconocimiento siempre debe
tener un sentido. Si ahora entendemos la posibilidad de coordinar biunivocamente
los objetos que caen bajo €l concepto F con los que caen bajo el concepto G como
una igualdad, al decir: “el nimero que corresponde al concepto F es igual al ntimero
que corresponde al concepto G”, y con ello introducimos la expresiéon “el nimero
que corresponde al concepto F”, entonces, obtenemos un sentido para la igualdad
sélo si ambos lados tienen la forma justamente mencionada. De acuerdo con tal
definicién, no podriamos juzgar si una igualdad es verdadera o falsa en caso de
tener inicamente un lado en esta forma...

Aqui se presupone que se conoce el sentido de la expresion “extensién del
concepto”. Este modo de superar la dificultad ciertamente no encontrara consenso
general, y muchos preferiran allanar tal dificultad de otra manera. Yo tampoco
pongo un peso decisivo en lo atrayente de la extension de un concepto“.’

Resulta asi que en la argumentacion de Frege €l paso de un concepto a su extension €5
un supuesto, que se sostiene en el argumento de que se puede conocer el contenido de un
juicio de reconocimiento. Entiendo, pues, a partir de lo anterior que Frege llama
“exfensi(m de un concepto” a una coleccién o conjuhto a la cual, sin embargo, no estd
dispuesto a considerar de esa manera. El pfoblema pendiente, para Frege, es que no ha
quedado demostrado que el paso de un concepto a su extension se pueda hacer por
medios inicamente 16gicos.

En segundo lugar, Frege separa la nocion de concepto de la de objeto y tiene que
mantener siempre a la vista tal distincién a la hora de definir el concepto de cada niimero

ks Frege, Los Fundamentos...., seccibn 107, pag. 204.



especifico para pasar, posteriormente, a la extensién de dicho concepto. Sin embargo, su
posicién realista no le permite apelar inicamente a criterios 16gicos para establecer la

existencia de objetos, por lo que queda comprometido con un cierto platonismo

aritmético o numérico.

En la siguiente y ultima parte de este trabajo revisaremos las posiciones de dos
matematicos contemporaneos a Frege, Georg Cantor y Richard Dedekind en relacién a la
naturaleza de las proposiciones de la aritmética y la definicion de ntmero. Estos dos
autores, para demostrar la necesidad logica de las proposiciones de la aritmética, y para
definir el nimero y fijar la definicién de igualdad numerica, proceden de una manera
totalmente distinta a la fregeana y encuentran, a su vez, otro tipo de problemas.



Capitulo IV A

La reduccion de la aritmmética a Ia l6gica y la nocién de niimero

segiin Cantor y Dedekind

En este ultimo capitulo presentaré, de manera panordmica y en contraste con la posicion
de Frege, algunas ideas de Georg Cantor y Richard Dedekind en relacién a la naturaleza de
las proposiciqnes de las matematicas y la nocién de mimero. Cantor y Dedekind, tal como
ya hemos mencionado, desde el comienzo de sus respectivas carreras se dedicaron a
resolver las dificultades técnicas pendientes dentro del enorme propdsito de reduccion del
analisis a la aritmética inaugurado por Cauchy y Weierstrass. En tal sentido, aunque ni
Cantor ni Dedekind se ocupan directa y explicitamente de investigar sistematicamente la
naturaleza de las proposiciones de la aritmética de manera ﬁlos()ﬁcé; ambos comparten con
Frege la intencion de demostrar que para definir las nociones principales del célculo, del
analisis e incluso de la aritmética, no es necesario apelar a la intuicién. El trabajo
matemético de Cantor y Dedekind, entonces, se inscribe dentro del proyecto de reduccion
de las matematicas a la 16gica que hemos discutido en el capitulo anterior, en tanto ambos
se proponen, inicialmente, “expulsar a la intuici6n” de las proposiciones del anélisis.
Justamente en esta direccic')n, Dedekind por ejemplo, en relacion a 1a nocién de continuidad
de una funcién, afirma que: '

Aun ahora encuentro de gran utilidad el recurso a la intuicion geométrica en una
primera presentacion del calculo diferencial. Al discutir la nocién de acercamiento
de una magnitud variable a un valor limite fijo, y especialmente al probar el teorema
de que cada magnitud que crece continuamente, pero no mas alla de ciertos limites,
debe obligatoriamente aproximarse a un valor limite, tenemos el recurso a la
evidencia geométrica Pero nadie puede negar que esta forma de presentacién del
cilculo diferencial no puede reclamarse cientifica. Para mi este sentimiento de
insatisfaccion es tan grande que he resuelto continuar meditando en la cuestién
hasta que pueda dar un fundamento puramente aritmético y perfectamente riguroso
de los principios del analisis infinitesimal’.

Dedekind es muy claro al expresar la molestia que le produce el hecho de que la
explicacion de la nocién de limite y de continuidad de una funcion requicra acudir a la
evidencia geométrica. El busca, tal como lo sefiala explicitamente, un fundamento
puramente aritmético para el andlisis infinitesimal que garantice o justifique las

! Dedekind, R., “Continuity and Irrational Numbers™, en Essays on the Theory of Numbers, Dover
" Publications, New York, 1963, pags. 1-2. El subrayado es mio, RGA..
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afirmaciones de esta disciplina sobre cantidades continuas. La intencién de Dedekind, por
tanto, consiste en expulsar a la intuicién geométrica del conocimiento del analisis para
fundarlo en la aritmética que, a su vez, adquiere su certidumbre de la légica —aunque esta
cuestion no es abordada explicitamente por Dedekind en la cita anterior. En tal sentido,
aunque no en otros como veremos mas adelante, el trabajo de Dedekind comparte la
inquietud antikantiana de Frege de que, en particular las proposiciones del célculo y del
anélisis. no pueden ser consideradas como juicios sintéticos a priori.
Por su parte, Cantor, en relacion al conocimiento matematico afirma que:

... Debo declarar que en mi opinién hacer depender del concepto de tiempo o de
la infmicién del tiempo, el mucho mds general y bdsico concepto de continuidad es
una gran equivocacion. En mi opinién, el tiempo es una idea cuya explicacién clara
presupone el concepto independiente de continnidad®... '

La anterior afirmacion de Cantor puede igualmente entendérse como una critica a la
postura kantiana que apoya el conocimiento de la aritmética y del analisis en la intuicién
pura del tiempo. Entonces, la “expulsién” de la intuicion de la definicion de los conceptos
bésicos del andlisis matematico, intencién compartida por Dedekind y Cantor debe
entenderse como una parte del amplio programa de reduccion del analisis y del cdlculo a la
légica; programa del qué Frege también forma parte. Ahora bien, tal como discutimos en el
capitulo anterior son dos los pasos requeridos para la reduccion de las matematicas a la
l6gica. En primer lugar, es necesario llevar a cabo la reduccién del analisis y el calculo a la
aritmética y, en segundo lugar, se requiere de la reduccion de la aritmética a la logica, esr
decir, demostrar la analiticidad de las proposiciones de la aritmética.

Cantor y Dedekind se ocuparon al comienzo de sus respectivas carreras de asuntos
técnicos relacionados con la pﬁmera parte de dicho proyecto, es decir, de la reduccién de
las nociones del analisis a la aritmética. En esta investigacion no entraré a discutir en
detalle tales cuestiones sino que, més bien, me abocaré a revisar la manera en la que tanto
Cantor como Dedekind ofrecieron fundamentos 16gicos para la aritmética a partir dc cicrta

definicion de la nocion de ntiimero.
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1. Cantor: el concepto de niimero basado en Ia nocién de conjunto :

El trabajo de Georg Cantor (1845- 1918) sobre teoria intuitiva de conjuntos y sobre la
aritmética de los mimeros transfinitos’, es quiza la parte mas conocida de su obra; aunque
también hizo contribuciones importantes sobre cuestiones sumamente técnicas como la
convergencia de series trigonométricas infinitas®. Para los fines de esta investigacion, cabe
mencionar que desde sus primeros trabajos Cantor utilizé la relacién establecida por
Weierstrass entre magnitud numérica y “agregado” o “colecéién” de “puntos numéricos”.
Joufdain sefiala que en el siglo XIX, siguiendo a Weierstmss, los matematicos aceptaban
que un niimero era “deferminado si sabemos de qué elementos se compone y cudntas veces
cada elemento ocurre en éI”. Es decir, se decia que ““un nimero racional r estaba contenido
en una cantidad numérica a si podemos separar de a un agregado parcial que sea igual a F”.
Esto muestra que; de manera informal, el tratamiento matematico de la cantidad numérica
se asociaba en la época de Cantor, a la consideracién de espéciﬁcos agregados ¢
colecciones de puntos que podian separarse y ordenarse’. Un problema pendiente utilizando
esta herramienta es que los nimeros irracionales, en tanto no pueden eXpresarse como
cociente de dos nimeros enteros, no podian definirse. Estas cuestiones, relacionadas con la
continuidad de los niimeros reales, configuran e¢] ambiente académico en el que Cantor se
mueve. ‘ _

Uno de los primeros resultados del trabajo matematico de Cantor es la demostracion de
que no es posible definir a los irracionales como secuencias de mimeros raciopales. La
relevancia de tal resultado para esta investigacion estd en que en ella se exhiben ciertos
supuestos que Cantor utiliza a lo largo de su trabajo: por un lado, la consideracién de la
cantidad pensindola como coleccidn de puntos; y por otro, el uso de procesos infinitos
completos o de colecciones infinitas pensadas como totalidad. El mérito de Cantor frente a

% Cantor, Uber unendliche, lineare Punkimannigfaltigkeiten (1883), Teubner, Leipzig, citado por Hallet,
Cantorian Set Theory and Limitation of Size, Clarendon Press, Oxford, 1984, pag. 15. El subrayado es mio.
RGA.

¥ Cantor Georg, Contributions to the F ounding aof the Theory of Transfinite Numbers, Dover Publications,
New York, 1955. Traduccién de Philip Jourdain. (Beitrdge zur Begrindung der transfiniten Mengenlehere 1,
1895) '

4 Hallet Michael, Cantorian Set Theory and Limitation of Size, Clarendon Press, Oxford, 1984

* En el capitulo anterior hemos discutido la incomodidad de Frege con este supuesto. Segin él, la
consideracién de “colecciones de unidades™ —de puntos o de “unos”- exige recurrir a la intuicién, en tanto,
tales objetos no son particulares sino representantes de determinados “géneros” o “clases”.
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otros matemadticos de la época, estd en haber reflexionado rigurosa y explicitamente sobre
estos dos aspectos tal como mostraremos posteriormente.

De hecho, el estudio de los conjuntos y en particular, de los conjuntos infinitos, son los
dos grandes temas que ocupan la atencién de Cantor. A diferencia de otros matematicos,
Cantor asume como admisibles procesos infinitos completos y como existentes las
“colecciones infinitas” a las que dabaﬁ lugar. En este sentido, para el pénsamiento
matematico, Cantor “abre nuevos terrenos al considerar colecciones de nimeros reales

definidos mediante una operacion®”

, es decir, desde el inicio de su obra piensa a cada
numero singular como un elemento de una coleccién donde se definen operaciones con
ciertas propiedades. Las nociones bésicas de conjunto infinito y de comparabilidad entre
conjuntos infinitos, sobre las que posteriormente Cantor construird su Teoria de los
Nuumeros Transfinitos, se introducen desde 1874 cuando las emplea para la demostracién de
la existencia de los mimeros trascendentes. Antes de entrar a discutir los supuestos de la
definicion cantoriana de mimero y su posicioén en torno a la naturaleza de las proposiciones
de la aritmética, vale la pena revisar algunos aspectos de su tratamiento de la nocién de
“conjunto infinito actual”, a fin de brindar una panoramica de ciertos aspectos de las ideas
bésicas de este autor que nos ayudaran a esclarecer su postura. En particular, a precisar la
idea de comparacion de conjuntos como cimiento de la posibilidad de comparar cantidades;

o dicho de otro modo, de explicar la relacion de igualdad entre ntimeros.

1.1 Brevemente sobre los conjuntos infinitos actuale.§

Quiza la mayor notoriedad de Geofg Cantor consiste en que cred para nosotros, a decir
de Hilbert, “el paraiso de los niimeros transfinitos’” al asumir como aceptable y valida la
nocion de conjunto infinito actual. En este sentido, Cantor rompe con una tradicién de mas
de 2000 afios en Matemdticas, que consideraba al infinito simplemente como potencial,

esto es, como cantidad representada por una coleccion susceptible de crecimiento incesante,

¢ Kanamori Akihiro, “The mathematical development of Set Theory from Cantor to Cohen”, The Bulletin of
Symbolic Logic, Volume 2, Number 1, Marzo 1996. Akihiro sefiala que, si bien no es Cantor quien extiende el
concepto de funcién a “correspondencias arbitrarias”, en cierta medida la fertilidad de sus razonamientos esté
en que utiliza ampliamente esta idea.

” David Hilbert, discutiendo con los intuicionistas, dice literalmente: “Nadie podré expulsarnos del parafso
que Cantor cred para nosotros”. Hilbert, “Acerca del Infinito” en Fundamentos de las Matemdticas
(recopilaci6n), Coleccién MATHEMA, Facultad de Ciencias-UNAM, México, D.F., 1993. Traduccién de
Felipe Segura.
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pero nunca como entidad completa. El propio AristGteles en su Fisica sefiala que “la opcion
que nos queda es que el infinito tiene una existencia potencial... El infinito actual no
existird” y los griegos, en general, “miraban al infinito (actual) como un concepto
inadmisible™.

En contraste con ello, Cantor asume cantidades infinitas actuales:

| Por un infinito-actual debe entenderse una cantidad —guantum- que, por un fado
no es variable sino que es mas bien fija y determinada en todas sus partes —una
constante genuina-, pero que al mismo tiempo sobrepasa en magnifud a cualquier
cantidad finita de la misma clase’.

En la cita se muestra claramente la idea que Cantor tiene del infinito como cantidad fija,
determinada y, por tanto, comparable con otras cantidades. Ahora bien, en la medida en que
el estudio de la cantidad iba conectindose cada vez mas con la nocién de “coleccién” de
objetos, 1a comparacion entre cantidades devino comparacién entre colecciones de objetos
—puntos geométricos, “puntos numéricos”, etc.-. De momento, cabe mencionar en relacion
al infinito actual, que la innovacion cantoriana consiste en que sugiri¢ pensar las cantidades
infinitas utilizando colecciones infinitas de nimeros entendidas como totalidades
completas. Para esclarecer la nocién de coleccion infinita —nuestros actuales conjuntos
infinitos-, Cantor utilizé una propiedad basica'® de tales colecciones:

Si A es un conjunto, A sera infinito si existen, un subconjunto propio Bde Ay
una funcién f que establece una correspondencia uno a uno entre los elementos de A
y los de B"! |

Esta definicion establece que la propiedad fundamental de cualquier coleccion o
conjunto infinito es la posibilidad de ponerse en correspondencia uno a uno con al menos
un subconjunto propio de si mismo. Definicién claramente contraintuitiva pues una de las

nociones basicas del estudio clasico de la cantidad es aquella que establece que “El todo es

% Kline Morris, Matemdticas. La pérdida de la certidumbre, Slglo XX1, México, 2000, p.240.

? Citado por Hallet, op.cit., pag.12-13

' Bernhard Bolzano (1781-1848), reflexionando sobre temas de algebra y considerando colecciones de
objetos absiractos, consideraba que “una coleccidén es infinita si contiene una parte propia que es del mismo
tamafio del total”. Sin embargo, tal propiedad segiin Bolzano constituia una fuente de paradojas por lo cual
recomendaba desecharla.

' Camtor, “Fin Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre” en Journal fiir die reine und angewandie Mathematik 84.
Citade por Hallet, op.cit, pag.1
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mayor que cualquiera de las partes'>”. Sin embargo, a partir de tal definicién Cantor
establece que, por ejemplo, el conjunto de los niimeros naturales, N, es infinito pues un
subconjunto propio de N, el de los nimeros pares, P, puede ponerse en correspondencia
uno a uno con N. Si consideramos la funcion f, definida de N a P, de la siguiente forma,
f(r) = 2n, tal funcion establece una correspohdencia uno a uno entre cada mimero natural »n
y un elemento del conjunto de los niimeros pares, a saber, su doble.

La comparacion entre distintos conjuntos infinitos permite a Cantor introducir un

numero transfinito, @", al cual designara la potencia o tamaiio™ del conjunto de los

15» Cantor

numeros naturales N. En su trabajo “Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre
utiliza explicitamente la nocién de “potencia de un conjunto A”, denotindola /A/, y
establece un criterio para definir “equipotencia” y, en general, para comparar potencias de
conjuntos:
Si A y B son dos conjuntos dados, entonces, / A/ =/ B/ si hay una funcién f que
establece una correspondencia uno a uno entre los elementos de A y los de B'S.

Es decir, el requisito para la igualdad de dos potencias de conjuntos, / A/ y /B / es que
exista una funcién f de A en B que establezca una correspondencia biunivoca entre ambos.
A la potencia de un conjunto A, Cantor la llamara posteriormente, el niimero cardinal de
A. Cabe notar entonces, que para definir la potencia de un conjunto lo que Cantor hace es
establecer una relacién entre colecciones de objetos y sefialar un procedimiento para
compararlos. Las dificultades de esta definicién las discutiremos posteriormente. |

De momento, conviene insistir en que una vez establecida dicha regla de comparacién
entre conjuntos, las investigaciones de Cantor se dirigen a la “comparacién” de diversos

conjuntos infinitos a través de brindar “una regla de correspondencia exhaustiva” entre los

12 Recordemos a Kant, quien sefiala que la proposicién (a + b) > a, es un priocipio a priori puro expuesto
directamente en la intuicién. Esto lo hemos discutido en el Capitulo 1, seccién 2.2. de este trabajo.

B Para fines de claridad utilizo una notacién introducida por Cantor sélo posteriormente: @, en vez del
simbolo 0o, , empleado inicialmente.

* Cantor puede utilizar la palabra “tamafio” de una coleccién infinita, por ejemplo, la coleccion de los
nimeros naturales o la de los nfimeros pares, en primer lugar porque, como ya sefialamos, las considera como
“totalidades completas”. Ademds, en su tratamiento de nimeros transfinitos Cantor poco a poco va
distinguiendo entre dos nociones matematicas bésicas: contar y medir; segtin Cantor, para contar conviene
utilizar nimeros ordinales y para medir el tamafio de un conjunto o coleccion, se usaran nimeros cardinales.
La discusi6n en detalle de estos aspectos rebasa el interés del presente trabajo. -

'* Cantor Georg, “Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre” en Journal fir die reine und angewandte
Mathematik 84, 1878. Citado por Hallet, op.cit.
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elementos de los conjuntos a comparar, esto es, dando explicitamente funciones biyectivas
de uno de los conjuntos infinitos a comparar, en el otro. Al hacer esto, Cantor encuentra
que es posible aparear biyectivamente a cada uno de los elementos de varios de los sistemas
numéricos utilizados frecuentemente en matematicas como por ejemplo, el de los niimeros
naturales, V; el de los enteros, Z; el de los niimeros racionales @, que tienen la forma p/q
donde p y q son enteros; el de los numeros algebraicos, A, que son raices de ecuaciones
enteras, etc. Asi, lo que Cantor hace es comparar la potencia o tamaiio de diferentes
conjuntos infinitos “completos”. Por este c_ax_niﬁo, en 1874 Cantor encuentra un
desconcertante resultado: no es posible establecer una biyeccion entre el conjunto de los
niimeros reales y el conjunto de los racionales; es decir, existen conjuntos infinitos de

“distinto tamafio”.

1.2. La comparacién de cohjuntos infinitos y nuevoes nimeros transfinitos

En 1874 Cantor publica un resultado basico de la teoria de conjuntos'” que allana el
camino hacia su teorfa de los niimeros transfinitos. Comparando el conjunto de los mimeros
naturales, N, y el de los niimeros reales, R, demuestra que no existe una funcion que
establezca una correspondencia biunivoca entre N y R. A partir de haber establecido la
comparacion entre conjuntos como medio para la comparacion entre cantidades numéricas,
Cantor interpreta este resultado afirmando no sblo que N y R, como conjuntos o
colecciones, tienen distinto tamafio; sino asignando signos numéricos para representar cada
una de estas dos cantidades. El argumento es el siguiente: dado que no es posible establecer
una correspondencia biunivoca entre N y R; el conjunto de los reales necesariamente tiene
que ser."‘més grande” que. el conjunto de los niimeros naturales. Es decir, pese a que ambos

son conjuntos infinitos cada uno de ellos tiene una potencia distinta. A la potencia del '

conjunto de los niimeros reales, / R /, Cantor la llamard continuo™® simbolizado por C.

' Dauben Joseph, Georg Cantor. His mathematics and Philosophy of the Infinite, Princeton University Press,
Princeton, New Jersey, 1979 :

17 Cantor Georg, “Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen”, en Jowrnal fitr
die reine und angewandte Mathematik 71, 1874. Citado por Hallet, op.cit.

181 lamar continuo a la potencia o cardinal de los nimeros reales, / R /, tiene relacidén con el problema de la
estructura de los mimeros reales y su representacién geométrica. Ya hemos mencionado que el conjunto de los
reales s¢ pensaba como la unién de los racionales y los irracionales y que éstos filtimos, pese a admitir en
ocasiones, una representacién geométrica, no podian ser expresados formalmente con precisién.
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Tenemos entonces que, hasta aqui, Cantor cuenta con dos “cantidades infinitas” de

distinta magnitud, a saber, @ y C, que son respectivamente / N / es decir, la potencia del

conjunto de los nimeros naturales y / R /, la potencia de los nimeros reales. Al mismo
tiempo, tenemos que @es igual a/Z/,/ @ /,/ A /, es decir, a las potencias de los conjunto

de los niimeros enteros, racionales y algebraicos, respectivamente; en la medida en que

cada uno de tales conjuntos puede biyectarse con el conjunto de los niumeros naturales.

Teniendo entonces, ademéds, que @ < C, Cantor afirma que es posible definir una relacion

de orden lineal entre tales “nimeros transfinitos”.

Por otro lado, durante su andlisis del comportamiento de los conjuntos infinitos, Cantor
encuentra la necesidad de introducir una distincion entre lo que posteriormente llamard
“nimeros ordinales” y “ntimeros cardinales”, dependiendo si se toma en cuenta o no el
orden de los elementos de un conjunto infinito dado. A partir de tal distincién resulta que,
por ejemplo, el nimero (@ + 1) es el niimero ordinal sucesor de @, correspondiente a una
re-ordenaci6n del conjunto de los néimeros naturales tal que, por ejemplo, €l niimero uno se
“aflade” al final de la serie de los naturales. Estos dos “ntimeros”, sin embargo, en términos
de su cardinalidad, serin equipotentes pues triviaimente pueden biyectarse a través de la
funcién f(n) = n, para cualquier elemento de N.

Todas estas innovaciones cantorianas, deducidas logicamente a partir de la definicion de

conjunto infinito colocan en el centro de la discusién cuestiones tales como el significado

de expresiones como “®” que denota al llamado primer ordinal transfinito, pero cuya

cardinalidad es idéntica a la de los demés ordinales sucesores menores que C . Esta cuestion

exige precisar qué significa “comparar” dos nimeros infinitos de distinto tamafio o qué se
afirma al hacer enunciados de identidad entre mimeros.
Sobre esto Cantor, en 1883, sefiala:

~ Estoy convencido que el dominio de las cantidades definibles no se limita a las
cantidades finitas, y que los limites de nuestro conocimiento pueden ser extendidos
de acuerdo a ello, sin que esto necesariamente violente nuestra naturaleza. Por tanto,
reemplazo la proposiciéon Aristotélica-escoléstica [infinitum actu rion datur] por la
siguiente:
Omnia seu finita seu infinita definita sunt et excepto Deo ab intellectu
determinari possunt [Todas las formas ya sean finitas o infinitas son definidas, y
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con la exccpcmn de Dios, son capaces de ser determinadas matemdticamente —
intelectualmente-'?]

Ahora bien, Cantor expondra rigurosamente su teoria de los numeros transfinitos en sus
mas conocidos articulos, “Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre®™ de
1895 y 1897, que revisaremos a continuacién.

En Los Fundamentos de la Aritmética®’ Frege admite los “nlimeros infinitos” de Cantor
sefialando que en ellos “no hay nada de misterioso o asombroso™” e inclusive sefiala, “Un
nombre o un simbolo que se introduzca l6gicamente de modo inobjetable, puede ser usado
sin temor en nuestras investigaciones, y asi, nuestro nimero, eoy, estd tan justificado como
el dos o el tres™”. Tal afirmacién es claramente una toma de posicion fregeana contra
Kronecker y la escuela intuicionista y a favor de Cantor en torno a la admisibilidad del
infinito actual. Sin embargo, en relacién a los nimeros infinitos Frege hace una afirmacion
donde se muestra su criterio para determinar la existencia de objetos: ademas de que el
simbolo que lo denote haya sido introducido légicamente de manera inobjetable, se
requiere mostrar que “algo cae” bajo el concepto que explica tal nombre. En este caso,
Frege dice: “El nimero que corresponde al concepto ‘nimero finito’ es un numero
infinito®*”. Esto es, podemos afirmar que Frege sancion6 las afirmaciones cantorianas sobre
el infinito, pese a que no comparte la posicion de Cantor que considera admisible la
existencia de objetos matematicos, siempre que su definicion se base en el principio de no

contradiccion.
1.3 Los conjuntos como abstracciones de conglomerados de objetos, a la base de la
nocién de nimero: el platonismo de Cantor

Desde 1874 Cantor utiliz6 la nocién de conjuhto como una cuestion fundamental de su

razonamiento, ensayando distintas definiciones a lo largo de su obra y recibiendo criticas

¥ Citado por Hallet, op.cit., pag. 14.

% Ambos articulos fueron publicados originalmente en los Mathematische Annalen de 1895y 1897.
Utilizamos la traduccién al inglés de Philip Jourdain publicada como Comtributions to the Founding of the
- Theory of Transfinite Numbers, Dover, New York, 1955.

?! Frege Gottlob, Los fundamentos de la aritmética. Una investigacion légico-matemdtica sobre el concepto
de nimero, UNAM, México, 1972. Traduccién de Hugo Padilla. (Die Grundlagen der Arithmetik, eine
logisch-mathematische Untersuchung uber den Begriff der Zahl, Breslau, 1884.)

2 Frege Gottlob, Los fundamentos de la aritmética. op.cit., seccibn 84, pag. 190,

Frege, op.cit, seccién 85,
* Frege, op.cit., seccion 84.
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desde diversas posturaszs. Sin embargo, en su articulo de 1895%, Cantor explica lo que
entiende por “conjunto” (Menge), para definir a partir de ello su nocién de mimero cardinal.
Tal definicién, que resume sus distintos ensayos previos es la que mantendra por el resto de
su vida: _
Por un conjunto entenderemos cualquier coleccion, considerada como un todo
M, de objetos m de nuestra intuicién o nuestro pensamiento, definidos y
separados.”’

Y afiade: “Cualquier conjunto M tiene una 'potencia definida’, a la cual también
. llamaremos su ‘niimero cardinal".”

En esta definicion no queda clara cudl es la naturaleza de los objetos que, considerados
como coleccién, forman conjuntos. Segiin Cantor los objetos m proceden o de nuestra
intuicién o de nuestro pensamiento; lo cual puede interpretarse como que Cantor no quiere
comprometerse unicamente con objetos sensibles, y tampoco tunicamente con objetos
abstractos: o bien tales objetos “son dados a la intuicién” utilizando la terminologia
kantiana, o bien no lo son y proceden uinicamente del pensamiento. En todo caso, es claro
que a diferencia de Mill quien como ya hemos visto, también apela a la nocién de
conglomerado o coleccién de objetos sensibles para pensar el nimero; Cantor admite
colecciones de “objetos del pensamiento” —como totalidades infinitas completas- que le
permitan pensar en nimeros infinitos. En todo caso, lo que mas preocupa a Cantor es dejar
clara la posibilidad de definir y separar los objetos que conforman conjuntos.

Sigamos ahora con el argumento de Cantor que, despué’s de definir conjunto y de relacionar
la nocién de “nimero cardinal” con la de “potencia de conjunto”, aclara:
| Llamaremos con el nombre de "potencia’ o ‘ntimero cardinal” de M al concepto
general que, mediante nuestra activa facultad de pensamiento, surge del cbnjunto M
cuando hacemos abstraccién de la naturaleza de sus variados elementos m y del
orden en el que estan dados®®,
Usaremos / M / para denotar la potencia o el mimero cardinal de M.

% Para una revision sistematica de las distintas definiciones de “conjunto” utilizadas por Cantor ver Dauben,
op.cit.

% Cantor, “Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre”, publicado en Cantor, Contributions to
the founding of the Theory of Transfinite Numbers, op.cit.

%7 Cantor Georg, Contributions to the founding of the Theory of Transfinite Numbers (Primer Articulo- 1895),
vp.cit. Todas las citas siguientes, a menos que otra cosa se indique provienen de este articulo.



Cantor no cae en circularidad pues ne dice que la potencia o “niimero cardinal” de un
conjunto M es el nimero de objetos que contiene. Lo que dice, literalmente, es que “llama
potencia” al “concepto general” que surge de hacer un proceso de abstraccion de la
naturaleza de los elementos que lo componen y del orden en que tales elementos se
encuentran. Conviene destacar aqui dos cosas: i) el aparente psicologismo implicito en
Cantor al hacer descansar la definicién de potencia en “un proceso de abstraccion”
psicologico y, por ende, subjetivo; pese a su manifiesta intencion de separar, igual que
Frege, lo logico de lo psicolégico, y ii) la idea de Cantor del nimero cardinal como
“concepto”; pues estos seran dos aspectos de su teoria drasticamente criticados, entre otros,
por Frege.

Si tal como hemos mostrado, en su Beitrdge de 1895 Cantor presenta explicitamente
una definicion de potencia de conjunto basindola en la capacidad intelectual de
abstraccion, Hallet argumenta que desde mucho antes Cantor habia presentado las nociones
basicas de la Teoria de Conjuntos como construcciones conceptuales “libres™:

Sélo a partir del nuevo empirismo, sensibilismo y escepticismo, y del criticismo
kantiano que emergié de ello, se ha creido que la fuente del conocimiento y de la
certidumbre se localiza o bien en los sentidos o bien en la llamada forma pura de la
intuicién del mundo de las ideas... Sin embargo, de acuerdo a mi conviccioén estos
elementos de ninguna manera proporcionan conocimiento verdadero. Este sélo
puede ser obtenido a través de conceptos e ideas que son, en el mejor de los casos,
estimuladas por nuestras experiencias exteriores, pero que son formadas
principalmente a través de la inducci6n interna y de la deduccion, como algo que,
por expresarlo de algiin modo, ya estaba dentro de nosotros y solamente se despierta
y se hace consciente®. '

Cabe notar que Cantor busca separarse tanto del empirismo milliano como del
“criticismo” kantiano objetando lo que cada una de estas corrientes considera origen y
fuente legitima de conocimiento verdadero. Es decir, Cantor no acepta que el conocimiento
matematico surja de la abstraccion de objetos sensibles, ni se compromete con las
intuiciones puras del tiempo o del espacio como garantia de Ia necesidad y generalidad en
mateméticas. Més bien, para explicar la fundamental nocién de conjunto, Cantor parece
sostener simultidneamente posiciones constructivistas, basando la nocién de conjunto en

cierta “activa facultad mental” que determina los elementos que pertenecen a una coleccién

B gl subrayado es mio, RGA.
* Citado por Hallet, op.cit., pag.15.
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determinada; al mismo tiempo que admite una peculiar especie de “ideas puras” que, a
 través de algin tipo de proceso mental —la “induccién interna y la deduccién™-, se “hacen
conscientes”, tal como se sugiere en la Gltima cita.

Hay otras afirmaciones cantorianas que permiten también sostener el cardcter platénico
que Cantor adjudica, en particular, a los nimeros. Refiriéndose a ellos, Cantor
sencillamente introduce una especie de ropus uranus platonico donde los mimeros habitan e
incluso incluye a Dios en sus argumentos. Dauben examinav la correspondencia privada de
Cantor, donde €l manifiesta con mayor claridad sus puntos de vista:

Todos los niimeros me parecen constituidos como un mundo de realidades que
existe fuera de nosotros, con el mismo caracter de necesidad que las realidades de la
Naturaleza cuyo conocimiento nos viene dado a través de los sentidos.

'Y afiade: Tanto de modo separado como conjuntamente como una totalidad infinita, los
pimeros naturales “existen en el més alto mivel de realidad como ideas eternas en el
Intellectus Divinus™®.

Por otro lado, vale la pena insistir en que el trabajo de Cantor se sostiene
fundamentalmente en la posibilidad de pensar “colecciones” de objetos separados y
deﬁnidos como totalidades completas, esto es, conjuntos donde cada uno de sus elementos
son distinguibles entre si. En este sentido, Cantor comienza sus argumentos a partir de una
cuestion que para Frege es un problema: determinar légicamente la posibilidad de
considerar cada elemento de un conjunto como “uno”. La matemética contemporinea, en
este sentido, avanza sobre la estrategia de Cantor y no sobre la de Frege®'.

Para entender con mas detalle la diﬁcultéd y la importancia de la afirmacion cantoriana
de que los elementos de los conjuntos que fundan la nocién de “nimero” son objetos
“separables y deﬁnidos”, abordemos ahora el tratamiento de Cantor de la identidad entre
nimeros; pues es ahi justamente donde apareceran las principales diferencias mateméticas

~y filosoficas- entre las posturas de Frege y de Cantor.

** Dauben, op.cit., pig.228. La cita de Cantor proviene de una carta a su amigo Charles Hermite.

*! La cuestién de determinar con precisién lo relativo a la nocién de conjunto result6 no ser tan sencilla como
Cantor suponfa. La polémica matemética en torno a la axiomatizacién de la teoria de conjuntos, es pruecba de
ello. Sobre esta cuestién puede revisarse, entre otros, Devlin 1.K., Fundamentals of Contemporary Set Theory,
Springer-Verlag, 1979. También, para la discusién contemporfnea sobre estos temas, Penelope Maddy,
Naturalism in Mathematics, Oxford University Press, 2000
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2.0 La identidad entre niimeros y la correspondencia biyectiva entre conjuntos
Una vez establecidas las ya mencionadas definiciones de “conjunto” y de “potencia” en
" su articulo de 1895, Cantor apela a la nocién de “equivalencia de dos conjuntos™ para
comparar las “potencias” o “nlimeros cardinales” de dos conjuntos cualesquiera:

La relacién de equivalencia entre conjuntos ( = ) la define de la siguiente forma:

(ID“M==N o N == M si es posible establecer entre ellos, a través de una
ley, una relacion tal que cada elemento de uno de ellos corresponda a uno
y s6lo un elemento del otro.”

La cuestién de que, si existe tal relacién biunivoca entre M y N, entonces podemos decir
que M y N tienen la misma cardinalidad o que sus potencias son iguales, Cantor la deriva
como teoreina:

| (IM)“Dos conjuntos M y N tienen el mismo mimero cardinal si y sélo si son
equivalentes”.

Podemos expresar el teorema de ]a siguiente manera:

1) M==N implica/M/=/N/
it) M/=/N/implica M=N

En la demostracién que Cantor ofrece de la seguhda implicacién, se presenta un
problema: se necesita un paso intermedio que le permita conectar la nocién de igualdad de
pétenci_as con la de equivalencia de conjuntos. Para dar este paso Cantor presenta el
éiguiente razonamiento: _

Dados un conjunto M y su nimero cardinal / M /, si para‘ cada elemento singular m de
M hacemos abstraccién de su naturaleza, tal elemento m se convierte en una “unidad”,

de tal manera que el mimero cardinal / M /es un conjunto definido compuesto
por unidades, y este niimero tiene existencia en nuestras mentes como una imagen
intelectual o proyeccién del agregado M. '

Considerando al ntmero cardinal / M / como un conjunto definido de unidades, la
demostracion de ii) resulta inmediata pues ahora se podra decir que,

IM/=M y IN/ =N

Es decir, segin Cantor, se podrd usar la relaciéon de equivalencia entre M y N para
‘compararlos con sus respectivos niimeros cardinales o potencias / M /'y / N /, pero ahora
pensandolos como “conjuntos definidos de unidades”.
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Este tipo de argumento nos muestra a Cantor como representante de una peculiar
posicion constructivista, dado que su nocién bdsica, la de “potencia de un conjunto” o
“nimero cardinal” la hace descansar en la facultad humana de abstraccion de objetos. Sin
embargo, en cierto sentido y obviando grandes diferencias, como es el hecho de que Cantor
estd empefiado en dar una definicién general de “namero cardinal” y no en definir el “dos”, |
el “tres”, etc., su definicion guarda ciertos rasgos de similitud con la de John S. Mill: ambos
consideran conglomerados o conjuntos de cosas, de objetos, y presentan el niimero como lo
que surge al hacer abstraccion de la naturaleza —y el orden- de tales elementos. Si bien Mill
toma en cuenta en su exposicion solamente colecciones de objetos concretos, perceptibles a
través de los sentidos: “coleccion de dos piedras” o de “tres galletas de jengibre”, Cantor
piensa por su parte, en conglomerados finitos o infinitos de puntos u objetos cualesquiera,
es _decir, de algin tipo de entidad abstracta bésica a la cual atribuye existencia. Tal como ya
mencionamos, de esta forma puede entenderse el implicito platonismo cantoriano. |

Ahora bien, del anilisis cuidadoso de la definicion cantoriana de potencia o nimero
cardinal podemos concluir que ésta contiene cierta ambigiiedad. Por un lado, Cantor dice
que el mimero cardinal es un concepfo general que surge de hacer abstraccién de la
naturaleza y el orden de los elementos de un conjunto M dado; y por otro, que es un
“conjunto de unidades” equivalente a o biyectable con, el conjunto original M.

Tal ambigiiedad es lo que permite a Cantor establecer que:

(*) “Entre los elementos de M y las diferentes unidades de su nimero
cardinal / M / subsiste una relacién de correspondencia reciprocamente
univoca (o bi-univoca)”.

De tal manera que la relacién de equivalencia permite comparar entidades de,
aparentemente, diferente tipo: M == / M / . Una vez establecida esta relacién, la
implicacién ii) del teorema en cuestion, se demuestra directamente.

El problema que se presenta aqui, es que establecer la relacién de equivalencia entre un
conjunto M y su potencia nos exige responder a las siguientes preguntas. De acuerdo a la
definicion II, si dos conjuntos son equivalentes entonces contamos con una funcién f que
estﬁblece -mia correspondencia uno a uno entre ambos; sin embargo, la cuestién pendiente

es establecer a quién corresponde f{m) para un elemento m de M, si la funcién la definimos -
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deMa/M/. ;Corresponde a un elemento de su mimero cardinal?, ;qué significa entonces
ser un elemento de un “concepto general™? |
La solucién de Cantor, como ya mencionamos, consiste en sostener que la potencia o
cardinal de un cbnjunto /M/ es, a su vez, otro conjunto formado por unidades que es
| equivalente al conjunto original. Esta solucién, que le permite establecer un criterio para
conocer la igualdad entre nimeros cardinales, de todas maneras deja pendiente la cuestion
de qué son esas “partes” de un “concepto general®>”, - |
Aqui se inscribe una de las criticas mas duras de Frege a Cantor: la relativa a pensar los
conjuntos como “colecciones de unidades” y al problema que en ese caso se presenta con la
posibilidad o no de distinguir entre objetos, es decir, entre los elementos de un conjunto
dado. Recordemos lo que dice Frege en relacion a este punto:

& 39. (...) Si queremos dejar que el niimero surja por resumen de objetos
diferentes, entonces obtenemos una acumulaciéon en la que estdn contenidos los
objetos precisamente con las propiedades con las que se distinguen, y esto no es el
numero. Si, por otra parte, queremos construir el nimero por resumen de lo
idéntico, entonces todo confluye perpetuamente en uno, y jamas alcanzamos una
pluralidad. :

Si con 1 designamos a cada objeto a numerar, entonces aparece una falla, ya que
lo diferente recibe el mismo simbolo. Si ;)em‘echamos al 1 con indices diferenciales,
entonces resulta indtil para la aritmética®. ' '

Considero que la primera parte de la critica de Frege es justa y es, exactamente, la que
intento mostrar analizando la argumentacion cantoriana. Sin embargo, me parece que la
segunda parte de esta critica, es decir, aquella de que “si queremos construir el niimero por
resumen de lo idéntico entonces todo confluye perpetuamente en uno” no es pertinente
pues, claramente podemos “alcanzar la pluralidad” de la manera en que' Cantor propone:
concibiendo a cualquier conjunto como coleccién de miltiples elementos que bien
podemos denominar “unidades”. Tengo la impresién de que la auténtica preocupacion de
Frege estd en que, pensandolos como unidades, no tendriamos un criterio para distinguir
entre los elementos de un conjuntos dado, lo cual no es motivo para considerar que no
constituya una pluralidad. En cierto senﬁdo, la consideracién de los conjuntos como

colecciones definidas y diferenciables de objetos separables y distinguibles,.aun careciendo

) *? Hallet discute este punto ampliamente en el capitulo Il de su Cantorian set theory... , op.cit.
¥ Frege, Los fundamentos de la aritmética, op.cit.
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de un criterio explicito para distinguir entre los elementos de los conjuntos, estd a la bése de
la formalizacion de la teoria de conjuntos en la axiomaética de Zermelo-Fraenkel.

Tampoco parece tener fuerza la objecion de Frege acerca de que “si designamos con 1 a
cada objeto a numerar ... lo diferente recibe el mismo simbolo”, pues de entrada podriamos
considerar un conjunto de varios objetos iguales que bien pueden admitir ser designados
con el mismo simbolo y que no por ello dejan de ser una pluralidad®. El uso de Cantor de
la expresion “diferentes unidades” en la afirmacion (*), considero ciue puede interpretarse
como “multiples unidades idénticas y separadas”, esto es, contables. |

Una vez establecido el significado de la igualdad entre las potencias de cualesquiera dos
conjuntos, Cantor generaliza la posibilidad de comparacion a todos los nimeros cardinales
estableciendo un orden lineal para los nimeros transfinitos. Los detalles de la
argumentacién cantoriana son sumamente interesantes aunque tienen un caracter
basicamente matemdtico y técnico, por lo cual seran expuestos en el Apéndice 1. Lo més
importante de ello es contrastar la manera en que Cantor aborda la relacién de
comparabilidad de los ntimeros transfinitos, contrastando los supuestos que €l admite con la
postura de Frege.

Resumiendo las dificultades relacionadas con la definicién del nimero hasta aqui
abordadas, hemos encontrado que un problema de gran complejidad consiste en establecer
cémo puede establecerse la verdad de una proposicién aritmética de la mayor simplicidad,
por ejemplo, de la proposicién “n = m”, que establece la igualdad entre dos niimeros.
Solamente si es posible demostrar de manera tnicamente l6gica la verdad de una
proposicién de ése estilo, podra afirmarse que otras proposiciones de la aritmética, como
por ejemplo las que establecen igualdades a partir de operaciones, son analiticas. Sin
embargo, para la demostracién de una proposicién como “n = m”, o bien, segiin Cantor se
necesita admitir conjuntos N y M, taless N=M y que / N/=ny /M /= m; o bien, segin
Frege, se requiere pasar de los conceptos “equinumeroso con respecto al nimero m” y
“equinumeroso con respecto al niimero n”, a las extensiones de tales conceptos, a fin de
compararlas. En la postura de Cantor, un problema inmediato es la pregunta acerca de la
posibilidad de derivar los conjuntos tnicamente de la l6gica. En el caso de Frege, el

problema, como ha sido sefialado en el capitulo III es volver explicito el paso del concepto
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a su extensién a fin de poder compararlo. Esto serd discutido mds ampliamente en las

conclusiones.

1.5 ;Qué expresan las proposiciones de la aritmética?

A partir de lo que ha sido expuesto hasta aqui en este capitulo, se puede afirmar que
Cantor, sin establecerlo explicitamente, considera como necesarias a las proposiciones de la
aritmética en tanto que su demostracion se apoya en la logica y en la primordial nocién
céntoriana de conjunto, que puede ser definida formalmente admitiendo que los elementos
que forman los conjuntos son objetos separados y distinguibles.

Hemos ya mencionado que Cantor, al igual que otros matematicos, no esta satisfecho
con la explicacion kantiana que considera a las proposiciones de la geometria y de la
aritmética como juicios sintéticos @ priori. De hecho, el trabajo inicial de Cantor dentro del
“proyecto de la rigorizacion del calculo” emprendido por Weierstrass, tiene como finalidad
expulsar a las intuiciones geométricas de la definicion de las nociones basicas —
continuidad, limite, derivabilidad, etc.- del calculo y del andlisis para apoyarlas Gnicamente
en la aritmética a la que él confiere un mayor grado de certidumbre®. En ese sentido,
Cantor, igual que Frege, parece admitir que hay una diferencia tajante entre las
proposiciones de la geometria y las de la aritinética, ya que las primeras tienen un menor
grado de certidumbre que las segundas, aunque, insisto, este no es un tema sobre el que
‘Cantor se pronuncie explicitamente.

Entonces, para Cantor, las proposiciones de la aritmética ni son juicios sintéticos a
priori ni son proposiciones empiricas36. La unica alternativa que le queda entonces, es
demostrar que las proposiciones de la aritmética son analiticas. Sin embargo, Cantor no

entiende el concepto de analiticidad ni en el sentido de Frege ni en el de Kant. Tal como

* Si imaginamos, por ejemplo, un conjunto de personas que comparten ¢l mimo nombre, por decir, que se
llaman Teresa, entonces lo diferente recibe el mismo nombre y ellas, de todos modos, son una pluralidad.

3 Interpreto de esta manera la cita de Cantor ya mencionada anteriormente donde ¢l sefiala que: “Debo
declarar que en mi opinién hacer depender del concepto de tiempo o de la intuicién del tiempo, el mucho mds
general y bdsico concepto de continuidad es una gran equivocacién. En mi opinidn, el tiempo ¢s una idea
cuya explicacion clara presupone el concepto independiente de continuidad...”. Ver, Cantor, Uber unendliche,
lineare Punktmannigfaltigkeiten (1883), Teubner, Leipzig, citado por Hallet, Cantorian Set Theory and
Limitation of Size, Clarendon Press, Oxford, 1984, pag. 15. Entonces, si bien Cantor no dice explicitamente
que considera necesarias a las proposiciones de la aritmética, lo que &/ hace tal como hemos visto en este
capitulo, es establecer 1a verdad de las proposiciones de la aritmética derivandola Ymicamente a partir de la
Iégica v de su nocién de conjunto.

% Ver Hallet, op.cit., pag.15
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hemos discutido en capitulos anteriores, segun Frege, demostrar que una proposicién es
analitica consiste en mostrar que admite una prueba finicamente 16gica; mientras que para
Kant un juicio es analitico si, para realizar la sintesis que une al sujeto y al predicado en
dicho juicio, el entendimiento no requiere salir del analisis de conceptos. A diferencia de
ambos, Cantor considera que la necesidad y la verdad de las proposictones de la aritmética
se deriva de que éstas pueden demostrarse por medios légicos, admitiendo ademas, la
nocién de conjunto, Para respaldar tal afirmacién basta referimos al contenido del trabajo
de Cantor de 1895, “Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre” que hemos
analizado en las paginas anteriores. | |

En dicho trabajo, Cantor muestra que los principios béasicos de la aritmética -incluida la
aritmética de los mimeros transfinitos-, es décir, la nocién de nimnero, la nocion de sucesor
y las propiedades de las operaciones fundamentales-, pueden derivarse rigurosamente de la
légica y de la nocién de conjunto expuesta por Cantor de manera mas o menos formal. De
acuerdo a la postura de Frege, derivar de la 16gica la nocion de mimero y la funcién sucesor
es justamente el camino para demostrar que las proposicidnes de la aritmética son
analiticas. Entonces, resulta que Cantor cree haber fundado la aritmética en la l6gica,
demostrando la necesidad 16gica de sus proposiciones una vez admitida la nocién de
conjunto como coleccion de objetos separables y distinguibles.

Entonces, si bien Cantor nunca se propone explicitamente llevar a cabo la reducc10n de
la aritmética a la l6gica, lo que €l hace es explicar las nociones basicas de la aritmética —en
particular la de mimero y la de sucesor-, apoydndose en tres supuestos explicitamente
establecidos que le parecen irrefutables:

i. Existen conjuntos infinitos.

ii. Es posible distinguir entre elementos y conjuntos, o entre colecciones de objetos
y los objetos que forman tales colecciones.

iii. Los elementos de los conjuntos, o los objetos que | forman las colecciones finitas
o infinitas, son entidades separadas y distinguibles®’.

La estrategia de Cantor consiste en la presentacion explicita y la discusion exhaustiva

de tales supuestos, sin afirmar nunca que estd derivandolos Gnicamente de la logica.

Considero que en relacién a la cuestién sobre si la nocién de conjunto es o no admisible

*7 Estas tres afirmaciones son pardfrasis de la secclén‘ 1 de Cantor, “Beltrage zur Begriindung der transfiniten

Mengenletre”, publicado en Cantor, Contributions to the founding of the Theory of Tramsfinite Numbers,
op.cit.



102

para fundar la aritmética, resulta pertinente la siguiente afirmacion de Hempel: el
“desarrollo riguroso de la teoria matemadtica procede no simplemente de un conjunto de
definiciones sino mds hien de un conjunto de proposiciones no definicionales que no se
prueban dentro de la teoria...*®”. La nocién de conjunto, y mds especificamente, las
proposiciones de que existen los conjuntos infinitos y de que los elementos de un conjunto
son entidades separadas y distinguibles son, en el argumento cantoriano, “proposiciones no
definicionales que no se prueban dentro de la teoria”. A partir de tales supuesto, Cantor
puede hacer una presentacién elegante y sistematica de su teoria intuitiva de conjuntos,
cuyas proposiciones bésicas “estan formuladas en términos de ciertos conceptos basicos o
primitivos para los cuales no se brinda definicién al interior de la teoria”. Los conseptos
basicos o primitivos son, en el trabajo de Cantor, la existencia de colecciones infinitas
pensadas como totalidad y el que tales colecciones estén conformadas por elementos
separados y distinguibles, es decir, numerables. Si bien es enteramente legitimo proceder
como lo hace Cantor, su estrategia no logra reducir la aritmética a la légica, pues para ello
seria necesario partir de proposiciones puramente légicas. »

Los argumentos no matemadticos con los que Cantor defiende su posicién sori, tal como
he mostrado, de lo més diversos y asistemdticos: van desde la afirmacién de que los
numeros naturales existen en el Jntellectus Divinus, de modo separado y como totalidad
infinita, hasta su sefialamiento de que una cierta “induccién interna” es la fuente principal
de nuestro conocimiento de ellos. Tales afirmaciones comprometen a Cantor con un cierto
“platonismo aritmético’”” bastante discutible, en tanto atribuye existencia objetiva genuina
8 los conjuntos infinitos, a los nimeros trascendentes™®, etc. Sin embargo, conviene
reconocer que si se aceptan los supuestos cantorianos discutidos en este capitulo, sus
argumentos sobre la necesidad l6gica de las proposiciones de la aritinética derivada a partir

de tales premisas, son impecables. Tal como veremos en la siguiente seccion, la debilidad

** Hempel Carl, “On the Nature of Mathematical Truth”, en Feigl H.- Sellars W., Readings in Philosophical
Analysis, Appleton-Century-Crofis, Inc., New York, 1949, pdg. 229 y ss.

¥ Wright Crispin, Frege’s conception of numbers as objects, Aberdeen University Press, Aberdeen, Great
Britain, 1983, pag.xx. Wright sefiala que el platonismo aritmético sostiene que “los mimeros naturales un
tnico dominio de objetos genuinos™, tal como afirma Cantor.

“ Es probable que Cantor recurriera a argumentos en cierta forma débiles para apoyar su confianza en la
existencia objetiva de determinados objetos matematicos, como el conmjunto infinito de los nimeros
trascendentes, por ejemplo, sin poder demostrar de ningin elemento singular de tal conjunto la propiedad de
ser trascendente; en razin a la presidn de las criticas de Kronecker, influyente matemético de su época, quien
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en la explicacién cantoriana de ciertos objetos que constituyen “partes™ de conceptos, serd
esclarecida por Dedekind de otra manera, ensayando una definicién meramente formal de

aquello que es un conjunto y definiendo a partir de ella la nocién de niimero.

consideraba inadmisible, ademas de inutil, el trabajo de Cantor. Ver, Kline Morris, Matemdticas: la pérdida
de la certidumbre, Siglo XX1, México, D.F., 2000.



103

2. Dedekind: el nimero como elemento de un sistema numérico ordenado e infinito

Richard Dedekind (1831-1916) hizo importantes contribuciones al Calculo Diferencial e
Integral asi como al Andlisis Matematico. Muchas de sus reflexiones y de sus enfoques
constituyen la base de las matematicas del siglo XX, en amplias y fundamentales ramas de
esta disciplina. 4

Al igual que Frege y Cantor, Dedekind participa en el j:»rograma de reduccién del
analisis a la aritmética y, tal como mencionamos al inicio del capitulo, él considera que las
proposiciones y definiciones basicas del célculo y del analisis no tienen que basarse en
intuiciones geométricas. En este sentido, una de las mayores preocupaciones matematicas
de Dedekind fue la elucidacién precisa de la estructura de los numeros reales, a fin de
brindar demostraciones formales para las principales proposiciones del andlisis que no
apelen a representaciones geométricas. Las conocidas “cortaduras de Dedekind*®, tienen
como antecedente su idea, bosquejada desde 1858, de que cada nimero real r divide al
conjunto de los niimeros racionales -esto es, a los que pueden ser expresados como cociente
de dos nimeros-enteros, p/q-, en dos conjuntos; a saber, los mayores que r y los menores
que r*. La reflexién de Dedekind sugiere que cualquier ndmero real se puede representar
mediante tal division del conjunto de los niimeros racionales.

Otra importante herencia teérica de Dedekind es la caracterizaciéon precisa de los
diferentes tipos de nimeros, entendidos como sistemas numéricos constituidos a partir de
operaciones claramente definidas y de las propiedades de tales operaciones, como por
ejeraplo los niimeros enteros, los raqionales o los reales. Por tal razon, cabe afirmar que
Dedekind hace aportes muy significativos a los dos grandes 4mbitos del proyecto de
rigorizacién del célculo y el andlisis: tanto a la reduccién de las nociones bésicas del
célculo a la aritmética con su concepto de "cortadura” que permite establecer formalmente
~ lanocién de continuidad de una funcién, como a la propia fundamentacion de la aritmética
en la logica. En las siguientes piginas revisaré. la propuesta de Dedekind para fundar la

aritmética en la l6gica contrastandola con las posiciones de Frege y de Cantor.

“ En su articulo “Continuity and Irrational Numbers”, Dedekind sefiala: “Si para alguna separacion dada del
- sistema [de los niimeros racionales] R en dos clases A, A,, ocurre que cada niimero a, de A; es menor que
-cada niimero a, de A,, entonces llamaremos a tal separacién una corfadura y la designaremos como (A;,Az)”.
Esta nocién es bésica para demostrar la continuidad del sistema de los mimeros reales. Dedekind, “Continnity
and Irrational Numbers”, en Essays on the Theory of Numbers, Dover Publications, New York, 1963, pag.13.



104

2.1 Las proposiciones de la aritmética como derivables de la légica y apoyadas en
“actos de creacion” de la mente humana. '

Mencioné en paginas anteriores que derivar la aritmética de la légica consiste, seglin
Frege, basicamente en demostrar que es posible establecer la definicion de nimero, la
relacién sucesor y las propiedades de las operaciones de la aritmética apoyandose

“Gnicamente en los principios basicos de la légica. Tal cosa constituye, para Frege, la
demostracion del carécter analitico de las proposiciones de la aritmética. Dedekind trabaja
también en esta direccién aunque él, al igual que Cantor, considera légicamente admisible
la nocién de "conjunto” o "coleccién” a la cual llama "sistema”. En este sentido, la posicion
de Dedekind en relacién a la naturaleza de las proposiciones de la aritmética consiste en
demostrar que ellas no son juicios sintéticos a priori. Sin embargo, Dedekind no compaﬂe
la posicion realista de Frege, es decir, Dedekind no considera que los mimeros existan
independientemente de la mente humana que los piensa, e incluso es categérico al afirmar
que los nlimeros son “creaciones libres de la mente humana”: _ |
Al hablar de aritmética (dlgebra, anilisis) .como una parte de la lo6gica sostengo
que considero al concepto de niimero como enteramente independiente de las
nociones o intuiciones de espacio y tiempo, que lo considero como un resultado
- inmediato de las leyes del pensamiento.... Los niimeros son creaciones libres de la
mente humana; sirven como medios de aprehender mas facilmente y con mayor
agudeza la diferencia entre cosas....*%.

La alusién a la independencia de los mimeros de las intuiciones de espacio y ﬁémpo es
una clara objecién de Dedekind a cierta parte de las posiciones de Kant y a su influencia
entre algunos matematicos de la época. A saber, a la caracterizacién de las. proposiciones de
la aritmética como juicios sintéticos a priori y a la posicién que sostiene que la nocion de
nimero se basa Aeﬁ la intuicién pura del tiempo. Hasta aqui, es posible afirmar que
Dedekind, al igual que Frege, esta comprometido con demostrar que las proposiciones de la
aritmética son derivables de 1a légica. Es més, é1 afirma, aunque sin mayor discusién, que
la aritmética es “una parte de la 16gica”. Sin embargo, ambos hacen cosas muy distintas

para definir la nocién de niimero como veremos en el siguiente acépite.

*! Dedekind, ibid, capftulo I, “Properties of Rational Numbers”. _
_* Dedekind, Prefacio a la Primera Edicién de “Was sind und was sollen die Zahlen?”, en Essays on the
" Theory of Numbers, op.cit,
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Resulta entonces que si bien el trabajo de Dedekind en relacion a la fundamentacién de
la aritmética en la logica estd guiado por las mismas intenciones que mueven a Frege, no
seria correcto afirmar que Dedekind busca demostrar la analiticidad de las proposiciones de
la aritmética. Mas bien, él se empefia en mostrar que las proposiciones de la artimética
pueden derivarse légicamente de un conjunto de supuestos explicitamente enunciados, que
incluyen la admisiéon de conjuntos y de conjuntos infinitos, como legitimos objetos de
pensamiento. Esto lo discutiremos mas adelante.

En esté sentido, es claro que existe cierta similitud entre los trabajos de Dedekind y
Cantor: ambos aceptan la existencia de conjuntos y los utilizan para la definicién de
nimero. Sin embargo, el punto de partida de Dedekind es distinto al de Cantor. Si este
ultimo, tal como vimos en la primera parte de este capitulo, parte de la nocién de conjunto
entendiéndola como “cualquier coleccién, considerada como un todo M, de objetos m de
nuestra intuicién o nuestro pensamiento definidos y separados®”, Dedekind parte de
objetos simples, separados y distinguibles y s6lo en un segundo momento los piensa como
colecciones:

& 1. En lo que sigue, entenderemos por objeto a cualquier cosa que sea asunto
de nuestro pensamiento. A fin de poder hablar de objetos, los denotaremos a través
de simbolos, por ejemplo, letras; (...) Asumimos que un objeto esti de forma
esencial, completamente determinado por todo lo que puede ser afirmado en
relacién con él..."

~ & 2. Como sucede con frecuencia, diferentes objetos a, b, c,... pueden ser
asociados en la mente como una totalidad, y en tal caso decimos que forman un
conjunto”; 1lamamos a los objetos a, b, c,... elementos del conjunto S y decimos
que ellos estan contenidos en S, y decimos que S consiste en estos elementos. Tal
copjunto S, en tanto objeto de nuestro pensamiento, es igualmente un objeto de
acuerdo a & 1., y estd completamente determinado cuando para cada individuo, esta
determinado si es 0 no un elemento de S. El conjunto S es el mismo que un conjunto
T, denotado por S = T, si cualquier elemento de S es también un elemento de T y
conversamente....46_

Vale la pena notar que Dedekind establece con mayor precisién que Cantor la nocién de

conjunto a partir de la afirmacién de que: "[Un conjunto S] estd completamente

* Cantor Georg, Contributions to the founding of the Theory of Transfinite Numbers (Primer Articulo- 1895),
op.cit.

“ Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?, Research Institute for Mathematics, Orono-Maine, 1995.
Todas las siguientes referencias de Dedekind provienen de este trabajo a menos que se indique lo contrario.
% Dedekind utiliza la palabra sistema para referirse a lo que posteriormente se ha denominado conjunto.

“ Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?, op.cit.
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determinado cuando para cada individuo [es decir, para cada objeto], estd determinado si es
o no un elemento de S". Una vez establecidas estas afirmaciones, Dedekind define con
claridad la relacion de igualdad entre conjuntos a partir de comparar si ambos contienen los
mismos elementos.

Este supuesto, es decir, la definicién de la nocién de conjunto apoyada en la posibilidad
plena de establecer si un elemento pertenece o no a él, Frege, por supuesto, no lo
consideraria como derivable umcamente de la légica en tanto alude a la capacidad subjetiva
de pensar en ciertos objetos elementales y en colecciones de tales objetos. Sin embargo,
para Dedekind este punto de partida es logicamente aceptable y lo coloca a la base de su
tratamiento de la nocién de ntimero y de la relacién sucesor. La estrategia de Dedekind para
mostrar que es posible definir la nocidn de ntmero, la funcién sucesor y demostrar las
propiedades bésicas de las operaciones de la aritmética, sin acudir a la intuicién consiste, a
grandes rasgos, bisicamente en "construir” un conjunto infinito, ordenado por una relacioén
binaria, al cual llamard el “"conjunto de los mimeros naturales”. Exhibiendo que es posible
construir un conjunto infinito y ordenado, Dedekind se dara por satisfecho en su empefio
por demostrar que las nociones basicas de la aritmética sé pueden fundar en la l6gica.

Veamos con cuidado aunque sin demasiados detalles técnicos c6mo procede Dedekind.

2.2 Los niimeros como “creaciones libres de la mente humana”, en tanto elementos
de un conjunto infinito ordenado por una relacién binaria
Hemos mencionado ya que desde el primer péi'rafo de su trabajo Was sind und was
sollen die Zahlen?, Dedekind presenta explicitamente los supuestos que sostienen su
argumentacion. En primer lugar establece lo que entiende por objeto, para después, en el
siguiente parégfafo establecer la posibilidad de pensar colecciones de objetos. Un poco més
adelante Dedekind introduce otras definiciones para su “construccion” légica del conjunto
de los nlimeros naturales: la confencién de un conjunto en otro, la inferseccién entre
conjuntos, asi como la nocién de fincién y de funcién biyectiva’’. Con estos elementos

Dedekind realizard la “construccién” de un conjunto, al que denominara “infinito simple”

%7 Dedekind define en su trabajo lo que es una fumcién inyectiva, aunque en realidad utiliza funcicnes que son
también sobreyectivas, utilizando terminologia contemporinea. Por tal razém, sostengo que entre los
elementos de la construccién de Dedekind ests el de funcién biyectiva pese a que él habla imicamente de
“funcién inyectiva”,
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que, ademds, resultard totalmente ordenado®. Presentemos las definiciones ofrecidas por
Dedekind. |

1. La relacién de contencién o inclusiéon entre dos conjuntos A y B, expresada A ¢ B,

queda definida por Dedekind de la siguiente manera; “Se dice que un conjunto A es
" subconjunto de B, denotado por la expresién A ¢ B, si todo elemento de A es
también un elemento de B”.%

2. La interseccién entre conjuntos Dedekind la define en el parrafo 17 de la siguiente
manera: “Se dice que un objeto g es un elemento comin de los conjuntos A, B, C...
si estd contenido en cada uno de estos conjuntos...”". El conjunto formado por el
objeto g serd, para Dedekind, la interseccién de los conjuntos A, B, c,..>!

3. Lo que Dedekind entiende por funcién o mapeo es lo siguiente:

&ZI.V Definicién. Por un mapeo o funcién ¢ de un conjunto S entendemos una
ley que asigna a cada elemento s de S, un objeto determinado y unico llamado la
imagen de s, denotado por ¢(s)

Presentada de esta manera, la funcién o mapeo consiste en una “ley” que correlaciona
objetos: la funcién @ se aplica sobre cualquier elemento de' un conjunto S, y produce una
“imagen del elemento s bajo @” que es, a su vez, ofro objeto. De esta manera, se puede
pensar también en el conjunto @('S ) que contiene a todas las imdgenes de los clementos s
de S bajo la funcién ¢.

4. TFinalmente, después de definir “funci6én”, Dedekind distingue entre diversas

maneras de correlacionar objetos, destacando un tipo especial de funciones: las
inyectivas, que son aquellas en las que dados cualesquiera dos elementos a y 4 de S,

si a y b son distintos, entonces son distintas las imagenes ¢(a) y @(b).

* En la matematica contemporanea se dice que una relacién de orden en un conjunto P, simbolizada por el
simbolo R, es una relacién que tiene las siguientes propiedades: i) es reflexiva es decir, x R x, para toda x de
P; ii) es antisiméirica, es decir, si xRy y yRx entonces, x = y; iii) es transitiva es decir, si xRy v yRz
entonces, XRz. Si R cumple estas tres propiedades serd considerada una relacién de orden parcial. Si ademds,
para cualesquiera dos elementos de P, R es tal que, o bien xRy o yRx, entonces R serd una relacién de orden
total. Simmons, Introduction to topology and modern analysis, McGraw Hlll-Kogakusha, Tokyo, 1963.

¥ Dedekind, op.cit., parrafo 3.

* Tbid, pérrafo 17.

*! Jean Pierre Belna hace notar, con toda razén, que Dedekind no est4 todavia utilizando la distincién entre
dos relaciones bésicas para la teoria formal de conjumtos: la relacién de pertenencia y la de inclusion.
Dedekind hace referencia explicita solamente a la nocién de inclusién. Belna, La notion de nombre chez
- Dedekind Cantor, Frege, Librairic Philosophique J.Vrin, Paris, 1996, pdg.30



108

A part]r de la definicién de funcién inyectiva, Dedekind puede presentar la nocidn de
conjuntos biyectables como aquellos conjuntos R y S para los cuales existe una funcion
inyectiva @ , tal que @(S) = R y tal que la inversa de la funcién ¢ denotada por ¢ ! es tal
que @ 7 (R) = S. La expresién ¢(S) = R esta bien definida pues se ha establecido el

significado de cada uno de sus términos: @(S) es el conjunto de las imégenes bajo @ de los
| elementos de S y ha quedado establecido, también, el significado de la igualdad entre
conjuntos. Las nociones de funcion inyectiva y de conjuntos biyectables son basicas para la
construccién de los mimeros en el trabajo de Dedekind

Con estos elementos, Richard Dedekind realiza de manera sistemética su
construccién de los nimeros naturales, procediendo ademds de una manera casi
estrictamente formal que se generalizard en el quehacer matematico del siglo XX.
Recordemos que lo que Dedekind tiene en mente para demostrar que las proposiciones
de las matemadticas no son juicios sintéticos a pfiori -pues para su demostracion no se
requieren del apoyo de la intuicion-; es constrhir un conjunto infinito y bien ordenado
basindose solamente en derivaciones légicas a partir de supuestos explicitos. A tal
conjunto infinito y bien ordenado lo llamara “el sistema de los nlmeros naturales” y sus
elementos serin cada uno de los mimeros naturales que constituyen los objetos bésicos

de las proposiciones de la aritmética.

Sin embargo, una cuestibn curiosa de la argumentacién de Dedekind que lo
distancia del formalismo posterior, es su empefio por dar una prueba de la existencia
del conjunto infinito. En el tratamiento fornial de la teoria de conjuntos, posterior a
Dedekind, la existencia del conjunto infinito se establece simplemente como axioma;
mientras que €l ofrece una peculiar demostracién para la proposicién: “Existe un
conjunto infinito®>”, que consiste en exhibir un éjemplar de este tipo de conjuntos.

El argumento de Dedekind, mas tarde considerado inaceptable por Zermelo,
consiste en ofrecer, como instancia del conjunto infinito realmente existente, nada

* Dedekind, op.cit., parrafo 66.



menos que la totalidad de sus pensamientos: “El mundo de mis pensamientos, es decir,

la totalidad S de todos los objetos que son objetos de mi pensamiento, es infinito™”.

Resulta entonces que, si bien el trabajo de Dedekind es 16gicamente muy riguroso,
no se¢ puede considerar plenamente formal en la medida en que por ejemplo, para la
demostracion de la anteriormente citada proposicién 66, Dedekind elige “mostrar” un
ejemplar de conjunto infinito constituido por la totalidad de sus pensamientos, lo cual es
inadmisible para el formalista. Recapitulando lo hasta aqui presentado, tenemos que
Dedekind considera que tanto la nocién de conjunto como la de conjunto infinito son
admisibles para la fundamentacién de la aritmética e incluso las considera partes
legitimas"de la l6gica. Su construccién de un conjunto infinito simple, que resultara
isomorfo con la estructura de los nlimeros naturales, y cuyos elementos seran
justamente niimeros naturales es sumamente técnica y se basa en la nocién de ¢-
cadenas. En el siguiente acdpite revisaré paso a paso los argumentos de Dedekind para
construir tal conjunto, intentando no sumergirme demasiado en los detalles, sino
comprendiendo la estructura general de su exposicion. La idea centrai de Dedekind es
construir un conjunto infinito ordenado que, ademds, tenga “primer elemento”. En este
sentido, a Dedekind no le preocupara, como a Cantor y a Frege, la cuestion de la
equivalencia o equinumerosidad entre conjuntos, sino que 10 decisivo para él es
construir la relacién sucesor demostrando que puede determinar légicamente el primer
elemento de un conjunto infinito. A lo largo de la exposicion de los argumentos de
Dedekind sobre lo que son los niimeros naturales, pondré mayor atencién en dos temas
relevantes para esta investigaci(’)n: la definicion del “primer elemento” y la relacién de
~ igualdad entre nimeros.-
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% Dedekind, What are numbers and what should they be?, op.cit,, pég.28. El conjunto de los pensamientos de
Dedekind es infinito, segiin €1, en el sentido estricto de la definicién de conjunto ya utilizada por Cantor: S
contiene un subconjunto propio que es biyectable consigo mismo. Dedekind se encarga en la prueba del
teorema en cuestién de “brindar” la funcién biyectiva f que va de un subconjunto de sus pensamientos al
conjunto total S, lo cual demuesira, segin él, el cardcter infinito de S. La curiosa funcién de Dedekind para

establecer una correspondencia entre el conjunto S que contiene la totalidad de sus pensamientos y

un

subconjunto de él, consiste en considerar un determinado elemento s de S —un pensamiento-, y después,
pensar en el “pensamiento de ese pensamiento s”, presentindolo como la imagen de s bajo £ De esta manera,
~ los “pensamientos de pensamientos” que son un subconjunto del conjunto S, resultan simultineamente

biyectables con S.
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2.3 La estructura de los niimeros naturales. La nocién de ¢-cadena

En la seccion VI de su trabajo, Dedekind presenta lo que entiende por “mtmeros
naturales”. Utiliza para ello, Ia distincién —bésicé— entre conjuntos finitos ¢ infinitos, e
introduce la definicion de nimero natural después de construir un “elemento inicial” de un
conjunto infinito bien ordenade por la funcion sucesor. Las Gltimas secciones de su
articulo, finalmente, se d_edican a definir e indagar las operaciones -entre nimeros.

Antes de entrar a los detalles, recordemos los supuestos a partir de los cuales Dedekind
~ trabaja: _ _

1. “Entenderemos por objeto a cualquier cosa que sea asunto de nuestro
pensamiento“”. Los conjuntos o colecciones de elementos son objétos, en tanto son
también objetos de nuestro pensamiento; tal como discutimos en 2.1. |

2. Enrelacion a la relacion de identidad entre objetos, Dedekind afirma:

Un objeto a es el mismo que un objeto b (es idéntico a b), y b es el
mismo que a, cuando todo lo que pueda ser pensado en relacién con a puede
ser también pensado en relacién con b, y conversamente cuando todo lo que
sea verdadero de b es también verdadero de a. Si a y b son' solamente
simbolos o nombres de uno y el mismo objeto, entonces denotamos esto
como a =b 6 b =a; y ademds, si b = c, es decir, si ¢ y a son simbolos para
el objeto b, entonces @ = c¢. Si la relacién anterior entre el objeto denotado
por a y el objeto denotado por b no existe, entonces se dice que los objetos a
y b son chferentes

En este parrafo, se pueden vislumbrar varias cuestiones problemaéticas que también
merecieron la atencién de Frege: i) la preocupacién por lo que. €s un objetb, ii) la necesidad
de denotar a los objetos a través de sfmbolos para poder hablar de ellos; iii) la manera cémo
un objeto puede determinarse y coémo se distingue si un objeto es o no igual a otro. Sin
embargo, los problemas relativos al significado y utilizacion del signo de ideutidad, no son
cuestiones a las que Dedekind preste de momento mayor atencién. El establece, con toda

4

claridad y desde un inicio, el criterio de identidad que emplearé: “Un objeto a es el mismo ‘

34 Dedekmd, op.cit., parrafo 1. '
5 Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?, Research lnsmute for Mathematics, Orono-Maine, 1995.
Todas las siguientes referencias de Dedekind provienen de este trabajo a menos que se indique lo contrario.
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que un objéto b (es idéntico a ), y b es el mismo que a, cuando todo lo que pueda ser
pensado en relacién con a puede ser también pensado en relacién con 57"

Acerca de esta cuestion, McCarty hace notar que Dedekind no tiene los problemas de
Frege respecto a la relacion de igualdad pues cualquier complicacion ha quedado excluida
de entrada, en la medida en que Dedekind “admite una nocién puramente logica de la
identidad que se apega a la formulacion de Leibniz de la identidad de los indiscernibles® ™,
es decir, para Dedekind el principio de sustituibilidad salva veritate serd necesariamente
valido en todos los casos.

Por ofro lado, en relacion a la ignaldad entre conjuntos, Dedekind sostiene que dos
conjuntos 4 y B son iguales si y s6lo si cualquier elemento de A es también un elemento de
B. Cabe recordar que Dedekind establece que un conjunto sélo estd “completamente
determinado”, cuando para cada individuo podemos saber si dicho individuo es 0 no es un
elemento del conjunto en cuestién. Es decir, Dedekind establece de entrada condiciones
mediante las cuales, puede saber cuando dos conjuntos son 0 no son iguales.

3. Dedekind cuenta, ademads, con las definiciones de “contencién de un conjunto A en

un conjunto B”, “interseccién del conjunto A y B”, funcién y funcién biyectiva.

Las nociones de funcién inyectiva y de conjuntos biyectables son basicas para la
construccién de los nimeros en el trabajo de Dedekind, y tienen cierto lejano “aire de
familia” con algunas de las nociones que Frege emplea en Los Fundamentos de la
Aritmética. En dicha obra, para presentar la definicién de niimero, Frege también recurre a
una nocién de funcién o mapeo biyectivo para explicar su fundamental nocién de
“equipotencia”. Sin embargo, en contraste con ese camino, la construccién de Dedekind es
distinta. E1, mas bien, lo que hace es considerar una clase particular de funciones: aquellas
que mapean cualquier conjunto sobre si mismo. A partir de una muy peculiar funcion de
este tipo, qué mas tarde se presentard como la funcién sucesor, Dedekind construye un
“primer elemento” para los nimeros naturales. En este sentido, Dedekind no tiene las
dificultades que enfrentan Cantor y Frege para precisar lo que es la “unidad”. Dedekind no

* Este “criterio” es lo que se llama Ley de Leibniz o Principio de identidad de los indiscernibles que establece
que los objetos que son iguales en todes los aspectos son idénticos, expresado de manera formal: Si para toda
funcion £, f{a) = f (b) entonces a = b. No hay que confundirlo con ¢l llamado Principio de indiscernibilidad de
los idénticos, que puede expresarse formalmente asf: (V a, V b), a =b implica que f (a) si y sdlo si, f (b).
Rotuledge Encyclopedia of Philosophy.
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parte de unidades ni de elementos homogéneos que conforman conjuntos; mds bien, lo que
hace es “construir” formalmente, utilizando las definiciones enumeradas en 2.2, el primer
elemento de una serie infinita.

El principal detalle técnico de tal construccién, que sirve a Dedekind para introducir la
funcion sucesor, consiste en la definicién de “@- cadena”. La definicién & 36. de Dedekind
dice:

Llamamos a @ un mapeo de S sobre si mismo si ¢(S) ¢ S.

Y en la Definicién 37 afiade,

Sea @ un mapeo de S sobre si mismo. Sea K un subconjunto de S. El

subconjunto K se denominara una @-cadena si ¢(K) ¢ K. Notemos que €l término ¢-

- cadena involucra tanto a K como a @ Dado otro mapeo ¢ de S sobre si mismo, el
conjunto K de S en tal caso, puede muy bien no ser una ¢-cadena.

Es decir, una gv-éadena es un subconjﬁnto de S; pero no cualquier subconjunto sino uno
tal que las imagenes de sus elementos bajo la funcién @ , pertenecen a dicho subconjunto.
Por ejemplo, consideremos a S como el conjunto de los m’lméros reales, es .decir, S=Ryel
subconjunto K de R como el intervalo cerrado entre 0 y n, es decir, K = [0, n]ss.
Consideremos ademas la aplicacién o funcién trigonométrica, seno (x). Podemos entonces
decir que K es una seno-cadena pues, sen (K) ¢ K, ya que, 0 <sen (x) < 1 <, para toda x
que pertenezca a K.

Notemos que K no serd @-cadena si consideramos otra aplicacién, por ejemplo, la
funcién coseno pues ésta toma valores negativos para x’s mayores que 7/2. Es decir, un
subconjunto de S serd o no cadena dependiendo de la funcién que se esté considerando.

Resulta asi que un subconjunto particular serd una @-cadena solo para ciertos mapeos ;o
de S sobre si mismo . Mediante algunos de estos mapeos, los elementos de un determinado
subconjunto K tendran la propiedad de que ¢(K) ¢ K. Tales mapeos seran decisivos para la
conformacion de @-cadenas.

A partir de lo anterior Dedekind define —o construye- otro objeto de pensamiento:

%" McCarty, op.cit., pag. 77. La admisi6n de tal principio es otro indicador de la influencia kantiana en
Dedekind, pues Kant lo utiliza explicitamente para “gobernar a las entidades inteligibles”.
% Este ejemplo es sugerido por Belna, op.cit., pag.34
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Definicion 44. Si A es un subconjunto arbitrario de S, denotaremos Ap a
la interseccion de todas aquellas @-cadenas de las cuales A es un
subconjunto. A
Es interesante percibir la sencillez de los elementos que Dedekind esta utilizando: parte
de cualquier conjunto S, considera un subconjunto arbitrario A de S y las funciones @ de S
sobre si mlsmo
Después, toma en cuenta todas las posibles @-cadenas de S bajo cualquier mapeo @, que
contengan a A como un subconjunto. Es decir, distingue entre todas las @-cadenas que,
recordemos, no son sino especificos subconjuntos de S, aquellos que tienen la propiedad de
contener a A como subconjunto. |
Y, finalmente, toma en cuenta la interseccion de todas aquellas g-cadenas de las cuales
A es un subconjunto . A tal “objeto”, es decir, a la interseccion de todos los subconjuntos
X de S, que son gp—cadenas y tales que A ¢ X, lo denota con el simbolo Ao. Este objeto
~ denotado por Ao, resulta entonces una especie de “elemento minimo™, a partir dei cual se
puede iniciar la construcciéon de una sucesion.
Ahora bien, pese a estar hablando con un absoluto nivel de generahdad, Dedekind esta
pensando en la funcién sucesor para los naturales. Veamos la Definicion 71.

&71. Un conjunto N se denomina infinito simple si existe un mapeo inyectivo @
de N sobre si mismo, tal que N forma una ¢-cadena, de un elemento no contenido
en ¢ (N). Llamamos a este elemento, que denotaremos en lo siguiente con el
simbolo 1, la raiz de N y decimos que el conjunto infinito simple N es generado por

el mapeo ¢.

Consideremos a N como el conjunto de los niimeros naturales, N={1,2,3,..,1n, ...}
y a ¢ como la funci6n sucesor, es decir, ¢ (n) = n + 1. Es inmediato que N es una ¢-cadena

pues ¢ (N) ¢ N, en la medida en que bajo la funcion £ sucede lo siguiente:
1
N NG N T NG

Ademis, el 1 no es un elemento de $ (N). Y cualquier nimero natural puede alcanzarse

mediante sucesivas aplicaciones de la funcién ¢ al elemento inicial 1.
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Esta es la manera en la que Dedekind define —o construye- al conjunto de los niimeros
naturales cuya “esencia”, segiin explica en la misma definicion 71, consiste en la existencia

de un mapeo ¢ de N y de un elemento 1 que satisfagan las siguientes condiciones:

i gN)gN

it. N=1,

iii. | no pertenece a p(N)
iv. ¢ es inyectiva.

Dedekind insiste en que al considerar el conjunto infinito simple N, generado por la
aplicacion ¢, “ignoramos COmpletamente‘el caricter especial de sus elementos, teniendo en
mente su discriminabilidad y considerando solamente las relaciones entre los elementos en
relacion al orden del conjunto determinado por el mapeo ¢” y aflade:

Entonces, estos elementos pueden ser llamados nimmeros naturales

Resulta pues que, segin el planteamiento de Dedekind, los mimeros naturales no son
mas que una coleccion de elementos distinguibles de un conjunto infinito, que puede ser
generado por una aplicacion ¢ que, ademas, establece una relacion de orden entre tales
elementos a partir de la cual se establece un “primer elemento”. Es claro ahora por qué
Dedekind considera a este sistema, como una “libre creacién de la mente humana” y
ademas, dadas las propiedades i) ~iv), “no importa que nombres podamos darles a los
elementos individuales [del conjunto en cuestién], ellos forman el primer objeto de la

ciencia de los niimeros o aritmética®.

* Dedekind, What are numbers....?, op.cit., Seccién 73.
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2.4 Pafa Dedekind, ;son necesarias las proposiciones de la aritmética?

Una vez expuesta la argumentacién de Dedekind en relaciéon a lo que son los mimeros
naturales, conviene reflexionar nuevamente sobre su postura en torno a la naturaleza de las
proposiciones de la aritmética. Sin duda, la de Dedekind es una posicién ambigua, pues si
bien rechaza el carécter sintético @ priori de las proposiciones de la aritmética, e incluso |
_considera al igual que Frege, que la aritmética constituye una parte de la légica, su -
definicion de niimero como “elemento individual” —distinguible- en un conjunto infinito y
ordenado, apoyada ademés, en la “libre actividad de la mente humana” dificilmente es
compatible con la definicién fregeana de analiticidad de una proposicion, segin la cual p es
analitica si y sélo si p es demostrable a partir de proposiciones logicas. En primer lugar,
Dedekind admite, como Cantor, otros supuestos no puramente logicos como la existencia
de conjuntos e incluso de conjuntos infinitos; y en segundo lugar, admite “actos de
creacion” de la mente humana, cosa que Frege habria rechazado por completo como
adecuado para fundar sobre ellos la aritmética.

En este sentido, segin David McCarty, Dedekind a diferencia de Frege, en algunos
aspectos de su trabajo es antes que un critico, mas bien un continuador del proyecto de
Kant®™, McCarty afirma que la idea de “creacién”, que aparece con frecuencia en el trabajo
de Dedekind, no es solamente una “manera de expresarse”, sino que Dedekind considera
que, efectivamente, tal creacion ocurre en el quehacer matematico. Asi, si bien Dedekind
objeta la explicacién kantiana de que la intuicién pura del tiempo estd a la base de la
aritmética, coloca el fundamento de esta disciplina en una especifica habilidad mental
racional de construccién de conceptos:

Es solamente a través del proceso l6gico puro de construccion de la ciencia de
los nimeros, y conociendo a través de €l al conjunto continuo® de los mimeros, que
estamos preparados ‘para investigar nuestras nociones de espacio Y tiempo,
relacionandolas con este conjunto de nimeros creado en nuestras mentes®”.

® La idea de McCarty es que las matemdticas de Dedekind “son antikantianas en tanto dependen Unicamente
de la razén pura que es, [sin embargo, estudiada de una manera] totaimente kantiana”. McCarty David, “The
mysteries of Richard Dedekind” en Jaakko Hintikka (ed.), Essays on the Develpment of the Foundations of
Mathematics. pag. 71. , _

®' El significado del adjetivo “continuo” tal como Dedekind lo esté usando aquf ests relacionado con la
estructura de los niimeros reales y con el problema de 1a continnidad que ya hemos discutido.

% Dedekind, Ibid.



116

Resulta entonces que, lo que hace Dedekind, segtin McCarty es “lievar el peso de las
matematicas de la intuicién a la razdén”, y lo hace siguiendo aspectos del proyecto kantiano.
Recordemos que para Kant las proposiciones de las matematicas no podian ser analiticas
pues para realizar la sintesis que une sujeto y predicado en tales proposiciones, la razoén no -
se apoya Unicamente en conceptos y requiere, ademds, de la intuicion pura del tiempo y del
espacio y de la sintesis de la imaginacion productiva. Dedekind, por su parte, al igual que
Frege, tiene la intencion de expulsar a la intuicién de la base de la aritmética; aunque lo
hace incluyendo los actos de creacion de 1a mente, especificamente, de la razon.

La cita anterior, en la que Dedekind sefiala que sélo habiendo construido “la ciencia de
los niimeros” y conociendo “el conjunto continuo” podemos investigar nuestras propias
nociones de espacio y tiempo, sugiere contundentemente, como dice McCarty, que en cierta
medida Dedekind recoge aspectos importantes del proyecto kantiano; en particular, lo
relativo a la contribuci6n activa del sujeto que conoce en la determinacién de aquello a ser
conocido, aiim en las matematicas. En palabras de McCarty:

Dedekind toma las partes generales del mosaico trascendental kantiano, debe
reacomodarlas segin sus propias especificaciones, para formar una imagen de las
matematicas como una parte de la l6gica antes que como una parte de la percepcion.
Dedekind es libre para aceptar el inventario completo del mecanismo mental
kantiano de las facultades pero no puede seguir a Kant en la manera en la que tal
inventario es parcelado®.

Esto es, si bien Dedekind busca sistematizar y dar rigor a las nociones basicas del
andlisis, expulsando las intuiciones geométricas y apoydndolas en la aritmética, €] cree que
en el fondo, la certidumbre de la aritmética descansa en la razon, cuya actividad crea sus
propios objetos basicos: los nimeros. En este sentido, se puede afirmar que Dedekind, en
contraposicién a Frege, sostiene una posicién anti-realista en Matematicas, pues para aquél
los nimeros no existen independientemente del pensamiento y las propias nociones basicas
de tiempo y espacio no tienen existencia mas alla de las herramientas y distinciones que
inventamos para conocerlas. Dedekind se dedica, por tanto, a presentar instrumentos
l6gicos y tedricos para dar cuenta de la estructura de los mimeros, que no apelen ala
intuicion. Para él, insistimos, los nimeros ni surgen de “abstracciones” de objetos

' pe_rceptiblés —como sugiere el empirismo-, ni de objetos abstractos que no son espacio-

8 McCarty, op.cit., pag.71.
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temporales tal como propone Cantor. Y sin embargo, Dedekind tampoco comparte la idea
fregeana sobre la posibilidad del “descubrimiento” de nimeros a los cuales se atribuye
existencia real.

En este sentido comparto la opinion de McCarty en relacion a que el trabajo de
Dedekind, ademds de buscar demostrar que la aritmética es parte de la logica, tiene
asimismo ofra intencién: dar una explicacion del propio pensamiento matematico; que es
igualmente un propdsito del trabajo de Kant. La explicacién de Dedekind, segin McCarty
es trascendental en el sentido kantiano pues “no se limita como ¢l formalista propone, a
expresar axiomas y reglas sino que busca dar cuenta de los actos mentales qué llenan esas
formas, a través de las cuales los axiomas.y las reglas son, de por si, comprendidas”“.

Dedekind, en el prefacio de Was sind und was sollen die zhalen?, se propone mostrar
que las proposiciones de la aritmética son l6gicamente necesarias en el sentido que pueden
ser derivadas de un conjunto de prerﬁisas y definiciones explicitas, “construidas” por la
razén apoyandose en la légica65; a saber, las definiciones de objetos, conjuntos formados
por objetos, funciones etc. Los conceptos que Dedekind incluye en sus argumentos son
antes que nada, construcciones de la razén que sirven como material bédsico para
construcciones posteriores. En la definicién de los niimeros como elementos de un conjunto
infinito y ordenado, a partir de utilizar una funcion y algunas operaciones entre conjuntos,
podemos ver lo que para Dedekind significa “construir la ciencia de los niimeros”. Valdria
la pena investigar si las definiciones de Dedekind son verdaderas a priori y si son
necesarias. Pues la naturaleza de las proposiciones de la aritmética dependerd de la
naturaleza de esas definiciones. En la medida en que la construccién de los nimeros
naturales que ofrece Dedekind parte de la aceptaci6n de la existencia de conjuntos, y de la
aceptacion de conjuntos infinitos, pareciera que no parte de una base puramente logica y, si

esto es asi, que no logra su propdsito original.

% McCarty, op.cit., pg.27. Recordemos ademds que para Kant los juicios sintéticos a priori son juicios que
extienden el conocimiento pues, al contrario de los analticos, “afiaden al concepto de sujeto algo que no era
pensado en €1”. En tal sentido, la pregunta que Kant formula en relacion a los juicios sintéticos a priori es:
“;En qué me apoyo y qué es lo que hace posible Ja sintesis si quiero ir mds all4 del concepto A para reconocer
"que otro concepto B se halla ligado al primero, puesto que en este caso no tengo la ventaja de acudir a la
experiencia para verlo?”, Kant, CRP, op.cit., A3-B13.
¢ Dedekind, “The nature and meaning of numbers” (1888), en Essays on the Theory of Numbers, Dover
Publications, New York, 1963, pég.4l-43 {Traduccién de W.W.Beman del trabajo, Was sind und was sollen
- die zahlen?]
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Dedekind puede ser considerado como un precursor del formalismo, en el sentido de
que, por ejemplo, la construccion del conjunto de los niimeros natruales N como “infinito
simple” se levanta sobre lo siguiente: a) un conjunto de objetos N; b) un mapeo o funcién
¢ de N sobre si mismo, que define una ¢—cadena para un subconjunto A de N. Tal como
vimos en la seccién anterior, a partir de estos dos supuestos Dedekind puede demostrar la
existencia formal de un objeto distinguido o “primer elemento” en el conjunto N: el objeto
que “cae” en la interseccion de todos los subconjuntos X de N tales que son ¢—cadenas y-
que A¢X. Es decir, en la construccion de Dedekind intervienen, desde el comienzo, objetos
que forman conjuntos y funciones que son maneras de expresar relaciones entre tales
objetos. En este sentido, el trabajo de Dedekind es estrictamente formal: no apela en
absoluto a la intuicién y solamente requiere de la distincién entre elemento y conjunto, de
las definiciones de subconjunto y de funcién y de cierta operacién entre conjuntos: la
interseccién.

Contrastemos ahora tal definicién formal de los niimeros naturales que ofrece Dedekind
con la definicion de Frege y con la de Cantor. En primer lugar, Dedekind no da en ningin
lugar una definiciéon de cada uno de los mimeros naturales, cdrrelacionando signos —los
aumerales en este caso- con conjuntos. Dedekind s6lo expresa formalmente las relaciones
que entre si establecen los elementos de un conjunto al que llama N y que contiene un
elemento distinguido denotado por el signo “1”. Tales relaciones entre ntmeros serdn
establecidas a partir de la Seccion 88 de Was sind...?, como relaciones de orden lineal.
Parsons opina que la‘manera en que Dedekind aborda la cuestién del ntimero consiste
entonces en la “caracterizacion™ de la estructura de los nimeros naturales, y en tal sentido,
que no habla especificamente de los niimeros naturales sino de cualquier “sistema infinito
simple®”, tal como hemos discutido al analizar la definicién que ofrece en la seccién 71 de
su trabajo. Segin Parsons, en dicha seccion, lo que Dedekind hace es brindar una
“definicién explicita del tipo de estructura” de los conj.untos numerables, una de cuyas

instancias son los niimeros naturales®’.

% Parsons Charles, “A structuralist view” en, Hart W.D. (Editor), The philosophy of mathematics, Oxford
University Press, Oxford, 1996.

%7 Dedekind mismo dice en la seccién 73 de su trabajo: “Si, al considerar un infinito simple N, ordenado por
un mapeo ¢, uno hace abstraccién de la especifica naturaleza de sus elementos, mantiene tinicamente el hecho
de que sean distinguibles, y toma nota solamente de las relaciones en las que estan colocados por el mapeo de
“orden ¢, entonces, tales elementos se Haman ntimeros naturales o niimeros ordinales o simplemente nimeros,
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Ahora bien, los signos basicos utilizados por Dedekind en su argumentacion, tanto
letras minusculas (a, b, c...) como maytsculas (A, B, C...), denotan objetos entendidos
como “construcciones del pensamiento” y lo tnico que en el fondo necesitamos distinguir
es si los hemos de pensar como elementos o como conjuntos, es decir, como objetos
simples o como totalidades formadas por objetos simples. Asi, lo que Dedekind brinda es
una descripcion de los rasgos esenciales de una coleccién de objetos asi construida y
ordenada y que, por tanto, sus elementos estardn relacionados entre si de determinada
manera a partir de la relacién con la cual fueron ordenados.

Por otro lado, Dedekind afirma que es la mente humana la que construye tales
relaciones entre objetos; de tal manera que lo decisivo de su trabajo, es que en €l se logra
expresar cudles son los rasgos fundamentales de la estructura de los elementos ordenados
en sucesion, con primer elemento, a la cual llamamos “nimeros naturales”. Por todo lo
anterior, considero que la nocién central en todo el pensamiento de Dedekind es la de
funcién o aplicacién, que es justamente la que permite “operar” con o “establecer
relaciones” entre los objetos del pensamiento de los cuales se ha expulsado cualquier
contenido intuitivo. S6lo a través de 1a nocion de “funcidén”™ es posible para Dedekind, tal
como se ha mostrado en la seccidn anterior, realiiar la construccién de nuevos objetés ~las
¢-cadenas, por ejemplo- que den cuenta del orden de los elementos del conjunto infinito
considerado inicialmente. Segiin Belna, la nocién de funcién o aplicacion, como central
para la definicién de la nocion de nimero, esta presente en el pensamiento de Dedekind
desde, al menos 1854. En su Tesis de Habilitacién, Dedekind dicé que el paso de un
elemento del conjunto de los nimeros enteros al siguiente “es la primera y la mas simple
operacion de la aritmética; sobre ella descansan todas las demas"®, Posteriormente, insiste
en la centralidad de la funcién sucesor para fundamentar la aritmética:

Considero que toda la aritmética es una consecuencia necesaria, o al menos
natural, del acto aritmético mds simple, el de contar; y contar no es mas que la
creacion sucesiva de la infinita serie de enteros positivos en la que cada individuo se
define a partir del que lo precede....

y ¢l elemento inicial 1 se denomina néimero inicial de la serie de niimeros N.” Dedekind, op.cit. Este parafo
también es discutido por Parsons, op.cit, pag.276.

 Betna, op.cit,, pag. 27 '

% Dedekind, “Continuity and Irrational Numbers”, op.cit, pag.4. El subrayado es mio, RGA.
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Esta afirmacion reafirma la sugerencia de McCarty acerca de que lo que Dedekind se
propene al demostrar que la antmeética es parte de la logica es “explicar” logicamente el
propio pensamiento matematico, es decir, mostrar que la accién de creacién del matematico
es légicamente admisible. En este sentido, si bien las proposiciones de la aritmética son
para Dedekind, lég‘icamente necesarias, su demostracion no se basa tnicamente en la
lagica, segun el sentido que Frege da a esta expresion; sino que para determinar su verdad
se requiere incluir ciertos “actos de creacién” del matemético que, segun Frege, no tienen
garantia logica; aunque tal como hemos visto, si la tienen para Dedekind.

Asi, Richard Dedekind no “descubre” lo que los nimeros naturales son, tal como es la
pretensién fregeana. El tampoco cree estar “abstrayendo” rasgos de una realidad “ideal” tal
como propone Cantor. Dedekind habla de! nfimero como de una construccién mental a
partir del “acto aritmético mas simple” y procede, como hemos visto, sin apelar en mngun
momento a intuiciones o captaciones de objetos espacio-temporales. Dedekind, entonces,
no logra la reduccién de la aritmética a la légica pues, tal como hemos visto se apoya en
supuestos,‘ como la existencia del conjunto infinito o el que los elementos de un conjunto

sean distinguibles, que no son l6gicamente demostrables.



Conclusiones

I

En el debate filosofico la cuestion de la naturaleza de las proposiciones de la
aritmética ha sido abordada de diversas maneras. El punto central de esta temética gira en
torno a si tales proposiciones son 0 no necesarias; y, si son necesarias, como se explica este
rasgo y qué definicién de niimero se ofrece pues, a fin de cuentas, las proposiciones de la
aritmética establecen basicamente igualdades entre niumeros y entre operaciones realizadas
con base en nameros.

Tal como hemos visto en esta tesis, la cuestién de la necesidad puede explicarse de
diversas maneras: ya sea privilegiando los argumentos epistemologicos (tal como hacen
David Hume y John S. Mill), sosteniendo combinaciones de razones epistemologicas y
légicas (tal como hace Kant y en cierta medida Cantor), o acudiendo a explicaciones ante
todo logicas (como es el caso de Gottlob Frege y Richard Dedekind). Corresponde
entonces, para concluir este trabajo, examinar los contrastes y las similitudes entre las
distintas explicaciones ofrecidas.

II

John S. Mill es el tnico autor investigado que sostiene explicitamente que las
proposiciones de la aritmética no son necesarias. El afirma que tales proposiciones son
enunciados empiricos de méxima generalidad cuya verdad se demuestra mediante la
generalizacion inductiva por enumeracion simple. Es decir, al igual que cualquier otra
proposicién empirica, las de la aritmética no son necesarias aunque se distingan por su gran
generalidad o universalidad'. La explicacién de Mill del cardcter empirico de las
proposiciones de la aritmética, tal como vimos en el capitulo II, se apoya
fundamentalmente en consideraciones epistemoldgicas: este autor, al igual que Hume,
sostiene que todo el conocimiento proviene de la experiencia y de ahi que la clasificaciéon
de las proposiciones que ambos de alguna manera comparten, se centra en la cuestion de si
éstas tienen o no contenido empirico. La distincion de Hume de las proposiciones entre
aquellas que expresan meras "relaciones entre ideas" y aquellas que establecen "cuestiones

de hecho", es reformulada por Mill entre "proposiciones meramente verbales” y
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"proposiciones reales”. En ambos casos, la distincién entre estos dos tipos de enunciados
radica en si tienen o no contenido empirico.

En contraste con Hume que, como vimos en el capitulo I, considera necesarias a las
proposiciones de la aritmética puesto que ellas son meras “relaciones entre ideas”, es decir,
enunciados vacios de cualquier contenido factico; Mill sostiene que las proposiciones de la
aritmética son efectivamente proposiciones con contenido empirico, que hablan acerca de
hechos del mundo aunque lo hacen con el mayor grado de generalidad posible.

La posicién de Mill sobre del caracter empirico de las proposiciones de la aritmética
lo lleva a negar cualquier pretension de necesidad: la verdad de dichos enunciados, como la
de cualquier otra proposicion real, se establece a partir de generalizaciones inductivas y,
por tanto, no es necesaria. El punto mas débil de la explicacion del caracter empirico de las
proposiciones de la aritmética ofrecida por Mill estd en su definicion de la nocién de
numero. Este autor establece definiciones para los diferentes nimeros naturales,
apoyandose en la facultad subjetiva de abstraer lo que es comin en diferentes colecciones
equinumerosas de objetos empiricos®. A partir de ello tiene algunos problemas: en primer
lugar no logra dar una definicién ni para el cero ni para el uno en tanto a estos dos, a
diferencia de los demas numeros naturales, no los puede presentar como colecciones de
objetos. En segundo lugar, tal como queda establecido en las criticas de Frege, a partir de la
definicion de mimero ofrecida por Mill el significado de un nimero especifico no esta
claramente fijado, puesto que la abstraccion de la cantidad de elementos de una coleccion
dada se basa en las capacidades subjetivas o psicologicas del sujeto o incluso en sus
preferencias. Por lo tanto, el significado preciso de la cantidad representada por un conjunto
de objetos sensibles no queda objetivamente determinado. Por ejemplo, si un sujeto A
define el mimero 12 como la cantidad de pares de zapatos que conforman una coleccion;
otro sujeto B puede decir que el mismo agregado define al niimero 24 considerando a cada

zapato una unidad.

! John S.Mill afirma que "Los axiomas y teoremas de las matematicas también comprenden las principales
leyes de orden en el espacio y descansan en la induccién por enumeracion simple”. Mill J.Stuart, A System of
Logic Ratiocinative and Inductive, University of Toronto Press, Toronto, 1974, pag. 609.

? Si bien Mill no hace referencia explicita a la capacidad subjetiva de abstraccion, la manera en la que define
los nimeros, presentindolos como "nombres generales connotativos" remite a cémo sabemos la connotacion
de un término numérico. Esto es, c6mo sabemos por ejemplo, que una coleccién de objetos corresponde al
nimero dos, si no es conociendo e/ atributo expresado por tal nombre, su connotacion.



123

I

Otra vertiente de la postura empirista que fue brevemente revisada en el capitulo I es
la de- David Hume. Hemos mencionado ya que Hume considera necesarias a las
proposiciones de la aritmética en tanto éstas expresan meras “relaciones entre ideas”, es
decir, que tales proposiciones carecen de contenido empirico y no hablan acerca de objetos
0 hechos del mundo. David Hume, admitiendo que a la base de todo conocimiento existe
una impresion simple ~o0 una combinacion de ellas- que procede de la experiencia, sitia a
las proposiciones de la aritmética entre los enunciados vacios de cualquier contenido
empirico. Una vez dibujada esta distincién epistemolégica, Hume argumenta que la
necesidad de la verdad de los enunciados de la aritmética se apoya unicamente en
definiciones precisas y en derivaciones légicas’. Por tal razon, puede decirse que Hume
atribuye a las proposiciones de la aritmética una necesidad tnicamente de dicto®, pues ellas
carecen de cualquier contenido factico. El caracter necesario de las proposiciones de la
aritmética se constata, segiin Hume, en virtud de que la negacion de una proposicion
aritmética verdadera no solamente es una proposicion necesariamente falsa sino incluso
“inconcebible”. Por ejemplo, la proposicion de que “la raiz cuadrada de 25 es 4” es, ademas
de falsa, inconcebible en tanto la propia definicion de la expresién, “a es raiz cuadrada de
b” establece que “el cuadrado de b es igual a a” y no es posible concebir que 4 por 4 sea
igual a 25. En este sentido, para Hume, la necesidad de la verdad de los enunciados de la
aritmética se apoya unicamente en la deduccion logica a partir de definiciones precisas de

las “ideas” que se relacionan en tales enunciados.

IV

3 «“La Geometria, el Algebra y la Aritmética pertenecen a {las relaciones entre ideas]; (...) Las proposiciones
de esta clase pueden descubrirse s6lo mediante operaciones del pensamiento, con independencia de cosa
existente alguna en cualquier lugar del universo”. Hume, “An Enquiry concerning Human Understanding
(1748)” en, Enquiries concerning Human Understanding and concerning the principles of morals (1777),
Clarendon Press, Oxford, 1975, seccién 20, pag 25. Hume también indica que: “... a diferencia de todas las
otras ideas, [las de la cantidad y el niimero] son claramente distintas y diferentes unas de otras y mediante
nuestro escrutinio riguroso, nunca podremos avanzar mas alla de la observacion de esta diversidad, y a través
de una reflexion obvia, establecer que una cosa no es igual a otra. Si es que llega a haber alguna dificultad en
tal decision, procede enteramente de la subdeterminacion del significado de las palabras, lo cual se corrige
mediante definiciones mas justas”. Hume, op.cit., seccion 131.

* En términos generales, se dice que un enunciado es necesario de dicto, cuando el predicado “ser necesario”
s6lo se aplica al enunciado, o es de re cuando ese predicado se aplica al hecho en el mundo expresado por la
oracion.
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En contraste con las posturas anteriores, hemos visto en este trabajo que hay autores
como Immanuel Kant y Georg Cantor que, con base en diversas combinaciones de
argumentos légicos y epistemolégicos, sostienen que las proposiciones de la aritmética son
necesarias aunque brindan explicaciones muy distintas acerca de sus objetos, los niimeros.

Como vimos en el capitulo I, Kant afirma que los juicios de la aritmética son juicios
sintéticos a priori, es decir, que su verdad no surge unicamente del analisis légico de
conceptos sino que ésta solamente puede establecerse si aceptamos que hay una “sintesis de
la imaginacioén productiva” cuya posibilidad, a su vez, descansa en la intuicion pura del
tiempo5 . Para Kant, entonces, insatisfecho con la explicacién de Hume y convencido de que
la aritmética nos aporta conocimientos substanciales acerca del mundo, el caricter
necesario de las proposiciones de la aritmética se basa, ante todo, en que el sujeto que
conoce una proposicién aritmética necesariamente construye de una manera determinada
los contenidos de tal proposicién. Es la intuicién pura del tiempo, en tanto forma de la
sensibilidad del sujeto, la que estd a la base del conocimiento matematico y de la verdad
necesaria de sus enunciados.

Podria suponerse que Kant, al igual que el empirismo, privilegia la argumentacion
epistemoldgica a la hora de establecer la naturaleza de las proposiciones de la aritmética;
sin embargo, en esta investigacion hemos visto que este autor incluye asimismo argumentos
légicos, aunque acepta, con base en consideraciones epistemoldgicas, una estructura a
priori del conocimiento que lo aleja del empirismo. El principal criterio légico establecido
por Kant para la distincion de los juicios en analiticos y sintéticos -la contencién o no del
predicado en el sujeto-, es acertadamente criticado por Frege como un criterio no
exhaustivo y por tanto insuficiente; pues solamente se aplica a juicios con la forma sujeto-
predicado. Por otro lado, Kant sostiene explicitamente, ademés, que el principio de no
contradiccién no es suficiente para determinar la verdad de las proposiciones de la

aritmética®, Segin Kant, la verdad de una proposicion de la aritmética no se deriva

Su el tiempo en el que situamos dichas representaciones [de objetos sensibles] —tiempo que, a su vez,

precede a la conciencia de las mismas en la experiencia y les sirve de base en cuanto condicion formal de
nuestro modo de situarlas en el psiquismo- contiene ya relaciones de sucesién, de simultaneidad y de aquello
que coexiste con lo sucesivo (1o permanente)”. Esta intuicion pura del tiempo estd, para Kant, a la base de la
aritmética. Kant, CRP, B67

% En relacion a los juicios sintéticos, Kant afirma: "me veo obligado a salir fuera del concepto dado para
considerar en relacion con éste, algo completamente distinto de lo pensado en é1", y aflade que la relacién
entre predicado y sujeto en un juicio sintético nunca es de identidad. Kant, CRP, A154-B194.
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inicamente de la légica en tanto que los objetos acerca de los cuales habla dicha
proposicién, los nmimeros, no pueden definirse unicamente mediante el principio de no
contradiccion y para su conocimiento la razon se apoya en la intuicién. Por tanto,
insistimos, el cardcter necesario de las proposiciones de la aritmética, Kant lo defiende

dado su caracter a priori,

\Y%

Para Georg Cantor, por su parte, las proposiciones de la aritmética son necesarias en
tanto que no son empiricas pues no hablan acerca de objetos del mundo y, sin embargo,
tampoco son juicios sintéticos a priori pues, segin él, para la determinacién de sus objetos,
los nimeros y de la relacién sucesor, no se requiere de la intuicion. Segin Cantor, la
necesidad de las proposiciones de la aritmética se explica en primer lugar, porque la
demostracioén de su verdad se apoya tnicamente en la l6gica; y, en segundo lugar, porque
para la determinacion de los niimeros no se requiere de la intuicion sino que €stos pueden
derivarse 16gicamente de la nocion de conjunto.

Segin Cantor, tal como vimos en el capitulo IV, los nimeros pueden definirse
formalmente a partir de principios logicos, a condicion de que se admita, ademas, la
existencia de conjuntos entendidos como colecciones de objetos separados y distinguibles.
Dicha existencia de ninguna manera es una cuestion puramente logica. De esta manera,
cada niimero natural queda asociado a la cardinalidad de un determinado conjunto que
puede compararse con cualquier otro a partir de una relacion de equivalencia que “cuenta”,
por expresarlo de alguna manera, los elementos de cada uno de tales conjuntos’. Estos
supuestos, en mi opinion, si bien evitan el recurso a la intuicion a la hora de definir los
nimeros, trasladan el problema a la posibilidad de pensar colecciones de objetos
distinguibles y separados y comprometen a Cantor con un “platonismo aritmético”.

Es justamente en la definicion de los nimeros a partir de la teorfa intuitiva de
conjuntos, donde Cantor combina argumentos 16gicos y epistemologicos, que son criticados
ampliamente por Frege. Para poder explicar la existencia de conjuntos pensados como
colecciones de objetos separados y distinguibles, Cantor apela a la capacidad subjetiva de

abstraccion, esto es, no llega a ofrecer, segin Frege, una definicion objetiva de la nocién de
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numero que se apoye Unicamente en la Iogica. En todo caso, si bien la posicion de Cantor
tiene ciertas debilidades, sus esfuerzos por fundar la aritmética, incluida la de los nameros
transfinitos, en la nocién de conjunto, constituyen los cimientos de la matematica

contemporanea.

VI

Finalmente, otros dos autores estudiados en esta tesis, Gottlob Frege y Richard
Dedekind, privilegian los argumentos logicos para explicar el caracter neceSario, de las
proposiciones de la aritmética. Frege y Dedekind consideran que las proposiciones de la
aritmética admiten una prueba nicamente l6gica, aunque ninguno de los dos brinda una
demostraci6n satisfactoria de ello.

Tal como vimos en el capitulo III, el argumento de Frege para demostrar la
analiticidad de las proposiciones de la aritmética consiste en demostrar que para su prueba
se requieren tinicamente definiciones y principios 16gicos®. De ahi el esfuerzo de Frege por
demostrar que el concepto de cada nimero natural puede ser definido de manera
estrictamente logica. La postura de Frege, en lo relativo a la analiticidad de las
proposiciones de la aritmética, es hasta cierto punto compartida por Dedekind, pues €I, al
igual que Frege, busca expulsar de las demostraciones aritméticas cualquier recurso a la
intuicion’. Sin embargo, Dedekind no comparte el realismo fregeano, por lo cual considera
innecesario presentar una definicion légica del concepto de cada numero natural y, mas
bien, dirige sus esfuerzos a construir I6gicamente el sistema de los nimeros naturales, esto
es, a establecer el primer elemento de una serie infinita y definir en ella una relacién de
orden. En este sentido y dada la manera en la que Dedekind construye el sistema de los
numeros naturales buscando dar cuenta logicamente del "acto aritmético mas simple”, el de
contar'’, tal como vimos al final del capitulo IV; se puede afirmar que Dedekind tiene una
- idea muy distinta a la de Frege, de lo que significa dar fundamento l6gico a la aritmética.

7 Cantor Georg, Contributions to the Founding of the Theory of Transfinite Numbers (1895), Dover
Publications, New York, 1955, proposiciones 5-8.

¥ Frege Gottlob, Los fundamentos de la aritmética. Una investigacion logico-matemadtica sobre el concepto de
nimero. UNAM, México, 1972. Traduccién de Hugo Padilla. Prélogo, pag.7

® Dedekind, R., “Continuity and Irrational Numbers”, en Essays on the Theory of Numbers, Dover
Publications, New York, 1963, pags. 1-2

'% "Considero que toda la aritmética es una consecuencia necesaria, o al menos natural, el acto aritmético
mas simple, el de contar; y contar no es mas que la creaci6n sucesiva de la infinita serie de enteros positivos
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Mientras que Frege busca demostrar que las proposiciones de la aritmética son
analiticas, esto es, que admiten una prueba tinicamente logica y para ello requiere definir
los numeros naturales basandose tinicamente en principios légicos clasicos; Dedekind, en
cambio, considera que para fundar la aritmética se debe construir el sistema de los nimeros
naturales de manera logica rigurosa. Dada esta diferencia de fondo en lo que significa dar
fundamento a la aritmética, se puede sostener que Dedekind al intentar mostrar que las
proposiciones de la aritmética admiten una prueba tnicamente logica, no se compromete
con demostrar que éstas son analiticas en el sentido kantiano de que su verdad se puede
establecer iinicamente mediante el andlisis de conceptos. En realidad, Dedekind no objeta
de la misma manera que Frege el caracter sintético a priori atribuido por Kant a los juicios
de la aritmética. Tal como ha sido expuesto en el Capitulo IV, Dedekind busca demostrar
que en las proposiciones de la aritméticé, no es la intuicion la que interviene en la
determinacion de sus objetos sino la razon apoyandose en el principio de no contradiccion.
En este sentido, Dedekind aparentemente aceptaria la explicacion kantiana de que a la base
de la definicién del nimero hay una “sintesis de la imaginacion productiva”, a través de la
cual se explica “el acto aritmético mas simple”, que es segin Dedekind, el de contar.
Aunque esta "sintesis" o construccidn se apoya, segiin Dedekind, inicamente en la raz6n
sin recurrir en ningtn momento a la intuicién''.

Encontramos pues en esta investigacion, que en el centro de las diferencias entre
Frege y Dedekind esté la posicion que cada uno de ellos asume en relacion al principio de
no contradiccion y, sobre todo, a si tal principio es o no suficiente para la admisién de
objetos aritméticos. Frege no acepta que sea suficiente el principio de no contradiccién
como garantia de existencia o admisibilidad de nimeros'?, tal como vimos en el capitulo IIT

en relacion a los nimeros complejos. Frege exige que, ademas, se muestre el objeto que cae

en la que cada individuo se define a partir del que lo precede...". Dedekind, “Continuity and Irrational
Numbers”, op.cit., pag.4

' Coincido con la explicacién de McCarty a lo que él llama la "misteriosa” posicion de Dedekind. Ver,
McCarty David, “The mysteries of Richard Dedekind” en Jaakko Hintikka (ed.), Essays on the Develpment of
the Foundations of Mathematics.

"2 »También se debe objetar que para el matematico solo valga como imposible lo que se¢ contradiga a si
mismo. Un concepto es admisibie aun si sus notas contienen una contradiccién; s6lo que no se debe
presuponer que algo cae bajo él. Pero de que el concepto no contenga contradiccién alguna, tampoco se puede
concluir que algo cae bajo él. Por lo demas, ;como se puede probar que un concepto no contiene
contradiccién alguna? Esto de ninguna manera es obvio; de que no se vea contradiccion alguna, no se sigue
que no la haya, y la determinacién de la definicién no constituye garantia para ello”. Frege, Los fundamentos
de la aritmética, op.cit., seccién 94,
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bajo tal definicién. Por ejemplo, en relacion a la admisibilidad del concepto de “nimero
infinito” Frege considera que es legitimo admitir tal concepto s6lo en tanto se puede exhibir
que “algo” cae bajo tal concepto: “El niimero que corresponde al concepto ‘ntimero finito’
es un nimero infinito"*”.

Por su parte, Dedekind considera que si logra construir sin contradiccion un elemento
distinguido en un conjunto ordenado, es decir, el “primer elemento” de una sucesion,
entonces puede admitir la existencia —logica- del objeto asi especificado. De este modo
rechaza la idea de Frege seglin la cual se tiene que mostrar que hay algo independiente de
la mente de quien lo construye, que cae bajo el concepto definido légicamente.

La cuestion de si es suficiente o no el principio de no contradiccién para admitir como
existentes objetos definidos l6gicamente de manera formal, determina dos acercamientos
diferenciados a los problemas matematicos. Uno es el realismo de Frege que exige la
presentacion explicita del objeto que cae bajo un concepto definido a partir del principio de
no contradiccion. Es mas, la exhibicién del objeto es la garantia que Frege exige para
efectivamente saber que la definicion de tal concepto es no contradictoria. Por ejemplo, en
relacion a la definicion del niimero 0, Frege sugiere que se la puede mostrar de la siguiente
manera: “0 es el numero que corresponde al concepto 'no igual a si mismo ", El otro
enfoque es el antecedente formalista, representado por Dedekind en esta investigacion, que
admite s6lo el principio de no contradiccidn como criterio de la admisibilidad de objetos

matematicos.

VIl

La pregunta que queda abierta a partir sobre todo de los trabajos de Frege, Cantor y
Dedekind es si realmente es posible pensar que las proposiciones de la aritmética son
analiticas, y por tanto necesarias. Esto es, siguiendo la nocion fregeana de “analiticidad”,
que su verdad o falsedad admite una prueba inicamente l6gica. El desarrollo de la légica en
el siglo XX, en particular la axiomatizacion de la teoria formal de los conjuntos como via
hacia la fundamentacion de la aritmética, nos hace pensar que no es posible reducir la
aritmética a la logica y que por tanto, las proposiciones de la aritmética no son analiticas.

En particular el axioma del infinito y el axioma de eleccién dentro de la axiomatizacion de

" Frege, op.cit., seccion 84.
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Zermelo-Fraenkel con eleccién (ZFE), si bien pueden ser expresados de manera formal en
un lenguaje de primer orden, establecen afirmaciones cuya verdad no puede deducirse
finicamente de consideraciones logicas sino que suponen compromisos existenciales. Cabe
observar que el desarrollo de la teoria de conjuntos como un instrumento tan poderoso para
el desarrollo de las matematicas, ha diluido el interés por demostrar que sus axiomas son
puramente logicos y ha tendido a centrarse en el problema de la consistencia e
independencia de tales axiomas.
Vil

El otro gran tema que ha sido abordado a lo largo de esta tesis es la cuestién de la
definicién de mimero. Especialmente en los trabajos de Cantor, Dedekind y Frege, hemos
encontrado dos posturas claramente distintas: o bien se aceptan tanto la nocién de conjunto
para sostener la definicién de numero, asi como el principio de no contradiccion como
unico criterio para aceptar la existencia de objetos; o bien tales supuestos se rechazan.

Cantor y Dedekind, aceptan la nocion de conjunto y el principio de no contradiccién
como garantia suficiente para la admisiéon de objetos, como supuestos basicos para
establecer el concepto de niimero tal como mostramos detalladamente en el capitulo IV.
Frege, por su parte, no admite la nocién de conjunto a la base de la nocién de nimero, sino
que funda tal nocién en las “extensiones de conceptos™ sin explicar la manera como se pasa
de un concepto a su extensién'’. En cuanto al principio de no contradiccion, no lo juzga
suficiente como criterio de admisibilidad de la existencia de objetos.

La postura de Dedekind, de entre todas las revisadas en esta tesis en relacion a la
nocién de nimero, es la més original y la mas fértil desde el punto de vista del matematico.
Para €] no es necesario dar una definicién de cada uno de los mimeros naturales tal como se
empefia en hacerlo Frege. Lo que Dedekind hace es mostrar que es ldgicamente posible
“construir” un primer elemento en un conjunto infinito “simple” y definir una relacién de
orden para tal conjunto. De esta manera, la forma en la que Dedekind expulsa cualquier
recurso a la intuicion sensible del fundamental concepto de niimero, no es mostrando que

existen definiciones para cada nimero que son derivables tinicamente de la logica, tal como

" Ibid., seccion 74, pag. 181
'3« . Aqui se presupone que se conoce el sentido de la expresion “extensién del concepto”. Este modo de
superar la dificultad ciertamente no encontrar4 consenso general, y muchos preferiran allanar tal dificultad de
otra manera. Yo tampoco pongo un peso decisivo en lo atrayente de la extensién de un concepto”. Frege, Los
Fundamentos..., seccién 107.
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propone Frege; sino demostrando que se puede construir una serie ascendente e infinita a
partir de un primer elemento, igualmente construido l6gicamente, apoyandose inicamente
en la razén'®. La posterior formalizacion de la teoria de conjuntos como fundamento de las

matematicas sigui6 el camino sugerido por Dedekind antes que el de Frege.

IX

Finalmente, para concluir, cada una de las posiciones revisadas en torno a la
naturaleza de las proposiciones de la aritmética y sobre la nocién de numero tiene
debilidades que se hacen visibles conociendo otro tipo de explicaciones. Sin embargo,
viendo las cosas desde el interior de la practica matematica, considero que la solucién mas
convincente es la postura formalista que en cierta medida es bosquejada por Dedekind. Tal
postura aborda lo relativo a la naturaleza de las proposiciones de la aritmética desde la
perspectiva de si hay una demostracion de tales proposiciones a partir ciertas definiciones y
proposiciones légicamente aceptables, que se asumen como axiomas de un sistema formal.
Esta posicién obliga a vaciar de cualquier contenido intuitivo o empirico a los objetos de la
matemética; y Unicamente exige al matematico que sus premisas fundamentales, necesarias
para reconstruir la aritmética sean no contradictorias. La acusacién de vacuidad que Frege
hace al formalismo, deja de lado la ponderacién de una virtud de tal posicién que fue
discutida en esta tesis en relacion al trabajo de Dedekind: el matemético formalista no sélo
manipula simbolos vacios sino que, hasta cierto punto, intenta dar cuenta de los actos
matematicos, del quehacer de la préctica matematica. En este sentido, como Dedekind,
considero que el matemético que procede de manera puramente formal se dota de sus

propios objetos y opera con ellos apoyandose en principios 16gicos.

' Dedekind R., “The nature and meaning of numbers” (1888), en Essays on the Theory of Numbers, Dover
Publications, New York, 1963. [Traduccién de W.W.Beman del trabajo, Was sind und was sollen die
zahlen?]



Apéndice 1
La generalizacién cantoriana de la relacion de comparacién entre nimeros
cardinales
Una vez establecido el significado de la igualdad entre las potencias de cualesquiera dos
conjuntos, Cantor generaliza su comparacion estableciendo las siguientes condiciones:

“Si para dos conjuntos M y N con los niimeros cardinalesa=/M/y b=/N/se
cumplen las dos siguientes condiciones:
i) No hay una parte de M que sea equivalente a N
i1) Hay una parte N, de N, tal que N; =M
Es obvio que tales condiciones son también validas si en ellas M y N son
reemplazados por dos conjuntos equivalentes M” y N”. Entonces tales condiciones
expresan una relacion definida entre los ntimeros cardinales 3 y b.”

La notacién para tal relacién sera la conocida desigualdad >, <y en el caso de cumplirse
las condiciones i) y ii) se puede decir:3a<b 6 b >3

Es muy importante notar la forma de proceder de Cantor: para hablar de comparacion
de potencias, una vez establecido el significado de la relaciéon de igualdad, discute las
condiciones que tiene que cumplir tal relacion. Asi, a partir del anélisis de las dos
condiciones que ha establecido para la relacién de comparacién, Cantor llega a la
afirmacion de que o bien:

a<b b a>’b o6 a=b

y de que cada uno de los casos excluye los otros dos.

Resulta evidente que tanto la definicion de nimero cardinal como la manera de
introducir la relacién de comparacion entre cardinales estan en el centro de la diferencia
entre Cantor y Frege. Mientras que Cantor parte de la nocion basica de conjunto (Menge)
para definir después lo que es el numero cardinal de un conjunto apoyandose en la activa
Jacultad humana de abstraccion, con lo cual resulta que un nimero cardinal es un
“concepto general” subjetivo; Frege se empefia en construir una definicién objetiva de
nimero como la “extension de un concepto F”. Considero que en ambas definiciones hay

una dificultad: si Cantor peca de ambigiiedad, Frege guarda absoluto silencio acerca de la

manera c6mo se pasa de un concepto a su extensién'.

' Baker y Hacker, op.cit.
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La cuestion de la comparabilidad de los mimeros cardinales también exhibe una gran
diferencia entre ambos autores. Cantor emplea como nociéon primitiva la relacion de
equivalencia entre conjuntos y después, estableciendo condiciones para tal relacion de
equivalencia entre los conjuntos, la utiliza como un pivote o punto firme, para asegurar la
comparabilidad entre los nimeros cardinales que les corresponden: dados cualesquiera dos
conjuntos M y N, si ninguna parte de M es biyectable con N y alguna parte de N es
biyectable con M, entonces los niimeros cardinales que les corresponden a ambos conjuntos
estin en determinada relacién de comparabilidad. Esta relacion es la que le permite
entender a los niimeros cardinales como una serie ordenada: ordenada a partir de la relacion
de equivalencia y contencion entre conjuntos, por lo que cada miembro —cardinal- de la
serie resulta comparable con .los demas.

Por su parte, Frege sigue un camino diferente para introducir la relacién de
comparabilidad entre nimeros cardinales finitos, que consistira en construir l6gicamente la
funcion sucesor y obtener cualquier nimero a partir de su antecesor. El problema de Frege,
entonces, es lograr introducir la relacion de comparabilidad entre niimeros, sin apelar
explicitamente a la equivalencia de conjuntos tal como, de entrada, hace Cantor. Resulta
entonces que la formulacién de la relaciéon de comparabilidad de Frege requiere, como
puente, de la nocion de verdad:

“la extension del concepto “equinumérico respecto al concepto F es igual a la
extension del concepto ‘equinumérico respecto al concepto G’ es verdadera si y solo
si al concepto F corresponde el mismo numero que al concepto G también es
verdadera”.

Discutimos en el capitulo III la manera como Frege explica el concepto “equinumérico”
utilizando una analogia con la relacién de paralelismo entre dos rectas dadas. Lo que
sucede en este punto, segin entiendo, es que para definir una relacion binaria como la
igualdad entre niimeros, la explicacion de tal relacion requiere obligadamente de algo que
funcione como “punto de apoyo” para la comparaciéon®. Qué se escoja para fungir como
“puente” 0 “punto de apoyo” nos alumbra en todo caso acerca de los deméas supuestos que 0

bien Cantor o Frege, admiten en su argumentacion.

2 Al estudiar la axiomatizacién formal de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel esto se percibe de
manera muy nitida: el axioma de extensionalidad, donde se define la igualdad de conjuntos, sefiala que dos

132
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Finalmente, un aspecto secundario pero necesario para entender la manera de proceder
de Cantor al construir la nocién de nimero, es la manera en que introduce la adicién y la
multiplicacién de potencias de conjuntos, sin que la propiedad conmutativa de la adicién

presente problema alguno. Si se define la suma de dos cardinales, a + b como el numero

cardinal de la unién de los conjuntos ajenos M y N, es decir,
/MUN/ = 3+b
la propiedad conmutativa de la adicion no presenta problema, pues en la consideracion del
cardinal de la unién de M y N se hace justamente abstraccion tanto de la naturaleza de los
elementos que contengan tales conjuntos, como del orden en el que se encuentren.
A partir de aqui Cantor tiene todos los elementos para definir los nimeros cardinales
finitos y, ademas, sus propiedades mas importantes:

a. “Los términos de la serie ilimitada de los nimeros cardinales finitos
1,2,3,..,0, ...
son todos diferentes entre si.

b. Cada uno de estos nimeros n es mayor que los que le preceden y menor de los que lo
suceden.

c. No hay ningiin nimero cardinal que, en magnitud, esté entre dos nimeros consecutivos
nyn+1

d. Si M es un conjunto tal que es de igual potencia que un subconjunto propio, entonces el
conjunto M U { e }, que surge de M a través de la adicién de un vnico elemento ¢, tiene
la misma propiedad de ser de igual potencia que un subconjunto propio.

e. Si N es un conjunto con un niimero cardinal finito n y N; es cualquier subconjunto de
N, el niimero cardinal de N, es igual a uno de los nameros precedentes 1, 2, 3... n-1”.

El tratamiento cantoriano de los nimeros cardinales finitos consiste, entonces, en

considerarlos como una serie discreta y ordenada por la relacién “ <”.

conjuntos son iguales si y s6lo si, tienen los mismos elementos. En este caso, es la relacién de pertenencia la
que define la igualdad.

133
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