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INTRODUCCION

El objetivo de este trabajo es analizar diferentes flujos, en particular la capa limite turbulenta en
una placa plana y la transicién a la turbulencia debido a la presencia de un cilindro en un flujo
de aire para caracterizarlos en términos de la entropia-¢.

Desde el punto de vista de la mecanica estadistica, la entropia cuantifica el grado de desorden de
un sistema. La teoria de la informacion utiliza éste concepto para conocer el grado de
predictibilidad (mientras mayor sea el desorden, menos predecible sera la evolucion del sistema)
que tiene un sistema mediante el calculo de la entropia de Kolmogorov-Sinai (/% ). El uso de

este concepto puede dar los resultados siguientes: A, =0, el sistema es determinista, si
hys — o el sistema es aleatorio y por lo tanto, su grado de desorden es maximo, por otro lado,
si 0 <hy, <o el sistema es cadtico determinista. Para el estudio de sistemas que presentan un

comportamiento con multiples escalas espaciales y temporales, en lugar de usar la entropia de
Kolmogorov-Sinai: es mejor utilizar una herramienta conocida como entropia-¢ que, permite
develar el comportamiento a diferentes escalas.

La presente tesis consta de cuatro capitulos. En el primer capitulo hacemos un repaso de la
mecanica de fluidos y del régimen turbulento, ya que es importante conocer las bases tedricas,
tales como: el teorema de transporte Reynolds, el manejo estadistico de cantidades observables,
la definicién de la escala integral y escala de Kolmogorov, asi como de resultados exactos
provenientes de su teoria. En el segundo capitulo se hacemos una revisiéon para eventos
dependientes de las condiciones iniciales y como éstos se pueden caracterizar por medio de
herramientas como el exponente de Lyapunov, probabilidad, entropia de Kolmogorov, la
entropia-¢ (h(g)) y la descripcion del método de tiempos de salida en donde se propone una
nueva dinamica simbolica que simplifica los calculos y los efectiia més rapido. Al tratarse de
dos campos extensos del conocimiento, los flujos turbulentos y la teoria de la informacion, es
indispensable revisarlos en capitulos diferentes y establecer las herramientas de calculo que se
utilizaran posteriormente.

Para el tercer capitulo iniciamos con el andlisis de capa limite laminar y aplicamos los
conceptos revisados para capa limite turbulenta.

En el cuarto capitulo se comparan los resultados del cilculo de 4(¢) para mediciones de capa

limite turbulenta, transicién a la turbulencia y turbulencia desarrollada. Encontramos diferentes
comportamientos que en el caso de capa limite concuerdan con el modelo multifractal y que en
el fendmeno de transicion a la turbulencia se asocian a una mezcla de una sefial laminar con una
turbulenta.



PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El problema consiste en caracterizar la regién de capa limite turbulenta en una capa plana
experimentalmente y posteriormente, aplicar el concepto de entropia-& para las mediciones de
la velocidad a diferentes distancias de la placa y con ello, conocer los valores del exponente de
escalamiento para las diferentes distancias. Segiin la teoria multifractal [1], se tiene la hipdtesis
de que dichos exponentes son mayores que 3. Con este mismo orden de ideas aplicaremos de
igual manera el concepto de entropia- £ en el fenémeno de transicion a la turbulencia haciendo
la hipétesis de que a una cierta distancia de un obsticulo inmerso en el flujo, se puede observar
el fendmeno de la calle de von Karmén [2], pero con ciertas irregularidades. Ademas a la
distancia del obstaculo donde se iniciaron las mediciones se presenta un flujo que no esta
exclusivamente en un régimen laminar, esto influye en el valor del exponente de escalamiento
para la funcién entropia-¢ .



CAPITULO 1
TURBULENCIA Y DINAMICA DE FLUIDOS
1 Turbulencia

Para el estudio de flujos turbulentos se utilizan herramijentas de estadistica y teoria de la
informacién ya que, para {a medicion de una cantidad observable que puede presentar una
cantidad grande de fluctuaciones; como podria ser la velocidad de un flujo turbulento, se
obtiene una cantidad grande de datos. El uso de la teoria de la informacion y la estadistica
permiten encontrar relaciones entre los fendmenos observados y las leyes que los rigen.

¢Qué entendemos por turbulencia? Podemos encontrar varias descripciones de ella en la
literatura, por ejemplo, en “La turbulence” de Marcer Lesieur [3] se enfatiza que la turbulencia
es un fenémeno para el cual las condiciones iniciales tales como la posicién y la velocidad son
importantes. Ademas, el sisterna estd regido por las ecuaciones de la dindmica de Newton —
sistema determinista- y a partir de estas ecuaciones pueden hacerse predicciones. Se entiende
por sensibilidad a las condiciones iniciales, si para dos estados iniciales del sistema que
presentan una diferencia muy pequefia, la evolucién en el tiempo del sistema divergerd
notablemente entre una y otra, ademds se perdera la memoria de los estados iniciales. Un
ejemplo inmediato de esto es, lo imprevisible que son los fenémenos meteorolégicos, cuando
por medio de las ecuaciones de la mecéanica de fluidos se trata de crear un modelo para hacer
predicciones, pero pronto se cae en cuenta de la falta de precision en los célculos. La
sensibilidad a las condiciones iniciales en un flujo, no son suficientes para definir a la
turbulencia, esta tiene también la propiedad de “mezclar”: la turbulencia se manifiesta por
difundir las diversas sustancias transportadas en el flujo, por ejemplo, el humo, los colorantes,
etc. La propiedad de difusion en la turbulencia es importante, aun mas que, las propiedades de
difusion molecular. En “Hydrodinamique physique” de Luc Petit, E. Guyon y J. P. Hulin [2]
resaltan que para numeros de Reyrnolds grandes (en la seccion 1.2.5 daremos una definicién de
este nimero y sus implicaciones) se producen inestabilidades en la evolucién de las cantidades
observables, ejemplo de esto son; las fluctuaciones de la velocidad sin alguna periodicidad
aparente (ver figura 1.2). Mencionan que un factor importante de la transicién a la turbulencia
es la formacién de remolinos de diversos tamafios para posteriormente obtener un flujo
turbulento. Uriel Frisch en “Turbulence” [4] hace la observacién que para un pumero de
Reynolds grande se produce un rompimiento de simetrias que son consistentes con las
ecuaciones de Navier — Stokes [N-S]. Por ejemplo, las simetrias que se tienen en un cilindro
inmerso en un flujo, ver figura (1.1), al ir aumentando el nimero de Reynolds, ya sea mediante
el incremento en e] didmetro del cilindro o en la velocidad del flujo, las simetrias que se tienen

en este sistema son: arriba-abajo (x, Vs Z) - (x,—y,z), la invariancia en el tiempo 7, y la

traslacién espacial en el eje z en el cilindro. Segin lo anterior, podemos decir, qué un flyjo
turbulento sera caracterizado por:

- Sensibilidad a las condiciones iniciales.

- La aparicidn de la turbulencia se dard con un ntimero de Reynolds grande.



La difusién de sustancias que componen al flujo y la mezcla de estas se da de forma muy
efectiva.

- La formacion de remolinos de diversos tamarios a diferentes escalas.

(b)

Figwa 1.). En (a) se observa un cilindro que se interpone a un flujo laminar, notamos que; tanto en el lado derecho
como en el izquierdo se ha perdido la simetrfa con un nimero de Re pequefio. Para el caso de la imagen (b) con Re
mds grande, esta simetrfa se ha perdido por completo [4].
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Figura 1.2 Grafica de la velocidad medida a 220 cm de un cilindro de 10 cm de didmetro y R, = 297, para

observar e} fenémeno de transicién a la turbulencia. No se puede apreciar regularidad alguna que pudiera ayudarnos
a establecer cualquier relacién para predecir como seré la velocidad en algin tiempo dado (ver seccion 4.1.3).

1.1 Mecanica de fluidos
1.1.1 Descripcién lagrangiana y euleriana de un fluido

El conjunto de velocidades, v, de las particulas de un fluido en la posicién r al instante £,
definen un campo de velocidades u(r, /).

En la descripcion euleriana del movimiento de un fluido pone intetés a la velocidad u(r,r) de
una particula que coincide al instante / con el punto fijo M con vector de posicién r; a cada
instante, se observa la velocidad de particulas diferentes. A un instante posterior ', la velocidad
en un mismo punto » ser4 u(r,r'). Un ejemplo experimental de este método es la medicién de la
velocidad mediante el uso de una sonda de hilo caliente fija e inmersa en algun lugar del flujo
(describiremos esta técnica en el capitulo 4). Entonces la velocidad sera una funcién que
depende del instante de observacion y del vector de posicion r fijo. La descripcién euleriana
presenta el inconveniente de introducir términos no lineales en la expresion de la aceleracion,
como lo veremos méds adelante.

En la descripcion lagrangiana, se sigue el curso del movimiento de una particula del fluido,
especificando una posicién inicial 7, a un instante de referencia ¢, . La velocidad del flujo estard

entonces caracterizada por el vector u(r,,/), que es funcién de dos variables r, y . Ver figura

(1.3).
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Figura 1.3 Descripcion lagrangiana del movimiento de un fluido: cada particula del fluido est4 representada por un
vector de posicién inicial #, a un instante inicia) /; siguiendo su movimiento. La velocidad del flujo esta
caracterizada por la velocidad de cada particula a un tiempo dado.

En la descripcion lagrangiana se puede entender si se piensa en un barco que navega por la
corriente de un rio: la velocidad del barco representa la velocidad que queremos medir. Para
hacer mediciones experimentales con este punto de vista se utilizan instrumentos que siguen el
movimiento del fluido, tales como, balones con sondas en el caso de fendmenos atmosféricos 6
particulas marcadas.

1.1.2 Aceleracion de una particula del fluido

Consideremos una particula en un punto M, (rl) en el instante ¢; su velocidad a este instante es
E(r,,/) (2]. A un instante posterior /'=7+ & , esta particula de fluido llegé a un punto M, (rz) tal
que,

ry =1, +u(r, 1)+ 081 (1.1)

y su velocidad se vuelve u(r,,r'). La variacién de la velocidad éu de esta particula de fluido, en
el intervalo de tiempo & se asocia a:

1) La variacién explicita del campo de velocidades u(r,/) con el tiempo, que est4 dada por
[u(r,0') = u(r,, )] ver figura (1.4).

2) Por otra parte, la variacién del campo de velocidad debido al desplazamiento de las
particulas, dada por la siguiente relacién [ﬂ(rz,r’)—ﬂ(r, t)]



Figura 1.4 Descomposicién de la aceeracién de una particula de fluido en un flujo estacionario.

La variacién resultante de la velocidad Su se escribe con la ayuda de un desarrollo de primer
orden [5]:

_ Ou ou ?E@H_a_u&’
0z

55:7’_‘(r231')_a("|>,)’ 5&4’5&"' By

donde &,dy,& son componentes del vector r, — ;. La aceleracién de la particula del fluido es:

du . Su . (du odudx dudy oué

—=lm—=lim| —+ — —+—=+——

ar &0 &0 o x s Oy X Oz o
ou_ ou_ ou_ o

0 en otra forma mas compacta:

du ou -
L= v 1.2
a0t +(u )u 12

La forma simbélica del segundo término de la derecha hace intervenir el producto escalar entre
el vector de velocidad V y el operador del gradiente.

1.1.3 Conservacién de la masa en un flujo y la ecuacién de continuidad
Teorema de transporte de Reynolds
Para analizar un flujo podemos utilizar lo que se conoce como sistemas y volimenes de control,

estos se apoyan de forma intrinseca en los puntos de vista lagrangiano y euleriano [6]. El
teorema de transporte de Reynolds se aplica a la variacién de cualquier cantidad extensiva.



1) Las cantidades que dependen de todas y cada una de las masas deben ser tales que se
satisfagan las leyes basicas y secundarias aplicables. 2) Las cantidades que dependen de todos y
cada uno de los volimenes en ¢l espacio deben ser tales que se satisfagan las leyes basicas y
secundarias pertinentes. Para el caso 1) las leyes se aplican a una cantidad de matena
detenminada conocida como sistema. Un sistema puede cambiar de forma, posicién y condicién
térmica, sélo por mencionar algunos ejemplos, pero debe contener la misma cantidad de
materia. Para el caso 2), un volumen definido, conocido como volumen de control, se define en
el espacio y su frontera se le denomina superficie de control. La cantidad de materia en el
volumen de control puede cambiar con el tiempo pero no el volumen.

Se pueden relacionar el volumen de control y los sistemas mediante ciertas consideraciones.
Para un campo arbitrario de velocidad de un flujo u(x, y,z) observado desde una referencia
XYZ, en el cual se tiene un sistema de masa finita para los tiempos ¢ y 1+ Af, tal como en la
figura (1.5). Ademas, el volumen del espacio ocupado por el sistema en el tiempo /. El volumen
del espacio ocupado por e) sistema es un volumen de control fijo en XYZ. Si B es una cantidad
extensiva arbitraria (es decir, que B depende de la masa) y sea b la propiedad especifica por

unidad de masa. B queda definida cémo B = ”[bdl/ , donde dV es e] elemento de volumen.

Sistema en el tiempo

Z

X

Figura 1.5 El sistema representa un elemento de fluido al tiempo  y f + Al . Este diagrama ayudara a comprender
mejor el teorema de transporte de Reynolds; se puede observar como se sigue la evolucién de un elemento de
fluido en el tiempo.

El sistema al instante f y en e] instante £+ A¢ se divide en tres regiones como en la figura (1.5).
La regién I es comun para el sistema en estos dos instantes. Ahora la tasa de cambio de B se
calcula a continuacién:
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Aplicando la propiedad distributiva de los limites, podemos reordenar la relacién (1.3),
(I”W )um (mde) (” de)' ~ lim (mbdy) (1.4)

D; Az—m A!—)O A1~>0

El primero de los limites de la relacién (1.4) queda como funcién del tiempo y cuando Af—> 0
el volumen II se convierte en el volumen de control, entonces:

[T, (1),

=§” bdy (1.5)

Donde VC es el volumen de control.

Para e] segundo limite de la relacion (1.4) podemos decir que la integral que contiene, aproxima
la cantidad B que atraviesa parte de la superficie de control ARB en la figura (1.5) durante el
tiempo Af, es decir, si se tiene un elemento de volumen de la seccién II y se examina la
expansion de éste, se realiza con cierta rapidez y un eje del volumen dependera de la velocidad,
para obtener valores de longitud y obtener el elemento de volumen multiplicamos la diferencia
ot temporal entre los volimenes [ y 111 por la velocidad de expansién u, cuando se evalia el
limite esta cantidad se convierte en el valor exacto del flujo de salida de B a través de la
superficie de control. Para la integral evaluada con el tercer limite se tiene el flujo de entrada de
B en el volumen de control. Entonces la siguiente diferencia es la tasa neta de flujo de salida de
B através del volumen de control:

i de]
Tasa netade salidade B = lim *A )~ lim

A0 A0

(1.6)

( m‘del

De la relacién (1.5) que es la representacién del cambio de masa en el tiempo y aplicando el
teorema de Gauss, podemos escribir el flujo de B por unidad de tiempo como:

%’? ° H bdV = —J'[bu - AdS (1.7)

El valor de la velocidad que aparece en la integral de superficie nos indica que si tomamos un
elemento de volumen comprendido entre el volumen [ y ITI.
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De la relacion (1.7) tenemos 5 ”'[de + Hbu -AdS =0, por tanto,
DB 0 —
= —b+VbuldV =0 1.8
o~ e oM (8
Al integrando se le conoce como ecuacién de continuidad:

§b+V(bz§)=0 (1.9)

Haciendo la relacién anterior igual a cero, se asegura que (1.8) siempre se cumpla.
Para el caso de un fluido con densidad constante en el tiempo y el espacio, b se vuelve

constante respecto al tiempo y el término de la derivada temporal desaparece, entonces la
relacion (1.9) queda como:

1.1.4 Ecuacién de Navier-Stokes
Para describir el movimiento de un fluido hacemos uso de la segunda ley de Newton a un

elemento de volumen del fluido de masa dm, en general sabemos que ¢l momento se puede
escribir como:

F =

dP
a 111
i (1.15)

El momento P para la masa del sistema lo expresamos como,

P = [[[udm (1.12)

noso def sixi

Entonces, dF = dm %, donde U = (u.x’uy)uz )

Usando la relacién de aceleracion (1.2) escribimos,

dF=dm-DU =dm|u, aU—-l-u gg-ﬁ-u ¢9_(_/+6U
Dt Ox

Yoy T oz E] (L13)

10



Necesitamos ahora obtener las componentes de la fuerza. Las fuerzas actuantes sobre un
elemento de volumen del fluido se clasifican en fuerzas mésicas y fuerzas de superficie.
Tomemos la componente x de la fuerza actuando sobre un elemento de volumen de masa dm y
volumen dV =dxdydz . Todas las fuerzas que actian en la direccién x originardn esfuerzos
superficiales, entonces:

0
dF, =[a‘_7<ts.dx]dydz+ T by dxdz+[aédz)dxdy (1.14)
Ox oy 0z

Si la tnica fuerza de cuerpo por unidad de masa que actia es g, entonces la fuerza neta es:

G
dF, = dF,, +dF, =| pg, + %= 4+ S0m | 9T ]dxdydz
\ Ox oy oz
[ or, 0o, Ot,
dF, = dFy, +dFy, =| pg,+ =2+ ay” + = |dxdydz (1.15)
ot
dF. =dF, +dF, =| pg, + 25 + S0 9% \gaygs
’ Ox oy oz

Sustituyendo lo anterior en la relacion (1.13) obtenemos,

X

+—F4+ T4 = —+u, = +u =
PEx ox oy oz ot © ox ¥ oy ! azJ

or,, oc, Ot (aU Ou ou 6u]
+ =p

o, 01, ot [aU
=p

+ +—2 ——tu, —+u, u,
& oy & a e ey T
or, 07, 00 _ [a_L_/ du Bu, au,]

—= tu \
ox oy oz a T T ooy oz

(1.16)

Para un flujo newtoniano el esfuerzo viscoso es proporcional a la deformacion cortante y se
puede expresar en términos de la viscosidad dinamica del fluido y los gradientes de velocidad.
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(1.17)

Si reemplazamos las ecuaciones de los esfuerzos en Ja relacion de movimiento, obtendremos:
0
p%ngx_%'Fé #2au1_gVU +g 7 au"_.}_li)_) +_a_ #[QH_Z.F%J
Dt ox Ox ox 3 oy oy Ox 0z Ox Oz
D 0 0 0 o
pi:pgy_&.kﬁ H %.I..._lf)i +,é Iu2ﬁ_% Ny +,§ 7 ﬂ+a_uz._
Dt oy Ox oy Ox oy o 3 0z 0z Oy

\
pDuz ='ng_a_pi+_a_ ﬂ(a“z +a_u’_f_ +E U _U_y+6uz +2 lu[z_a_u%_gvzj]il
Dt 0z ©Ox Ox 74 oy oz oy | oy 0z 3

(1.18)

Las relaciones anteriores se denominan ecuaciones de Navier-Stokes [N-S], para una
componente de la velocidad, tenemos:

%?+(UV)U=—VP+VV2U+7 (1.19)
Siendo 7 las fuerzas masicas. La viscosidad cinematica es v=* Cabe observar que a
Yo,

diferencia de la ecuacién de continuidad, la ecuacion de N-S es una relacién vectorial por Jo

que en realidad segun las dimensiones en las que estemos trabajando, tendremos un conjunto de
ecuaciones.

Si aplicamos el operador rotacional al campo de velocidades u, entonces obtenemos la
vorticidad:
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w=Vxu

Podemos escribir la ecuacion de N-S de la siguiente manera:

al+_ax5+v[l;’]=-ivp+wza+7
ot 2 P

Pues (- V= —{JX(7)+V(%§2J, entonces:

ul=—,
ar ar ot

Ux(-uxw)=—u-Vo-(o-V(-u)-0V-(-2)+(-2)V-0
Y Vx(~uxw)=-u-Vo-(o-V(-u))=-u-Vo+(o-Vu).
Para el otro lado de la igualdad obtenemos:

l \
Vx[—V{—p ]=0,
P,

vx (W)= wWa,

Vx f=0,si f esconservativa, podemos decir que f =-V¢.

Ahora podemos escribir la ecuacién de vorticidad,

——+(u Vo=(o Vu+wWio

(1.20)

(1.21)

(1.22)

Aqui queda eliminado el término del gradiente de presion, ya que el rotacional de un gradiente
es nulo. El primer miembro describe el estiramiento de los tubos de vorticidad en la direccion de
la velocidad. El segundo término del lado derecho de la igualdad describe el amortizamiento de

@ por la viscosidad [2].
1.1.5 El nimero de Reynolds
El nimero de Reymolds se define como la siguiente cantidad:

pUl
U

Re

, donde U es la velocidad promedio del fluido

(1.23)
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Haciendo un andlisis dimensional de la relacién (1.19), conoceremos el significado de este
importante mimero. Necesitamos una cantidad que sintetice informacién sobre la velocidad,
escalas caracteristicas, densidad y la viscosidad de un fluido de forma adimensional. Se pueden
determinar otras cantidades adimensionales que puedan relacionarnos diferentes pardmetros
contenidos en la ecuacién de N-S. Hacemos el uso del teorema 7 de Buckingham que dice: e/
numero de grupos adimensionales independientes que puede emplearse para describir un
Jenémeno en el que intervienen n variables es igual al nimero n-r, donde r es el numero de
dimensiones bdsicas necesarias para expresar las variables dimensionalmente {6). Asi se puede
hacer una formulacién para el problema para obtener una relacién funcional entre dos grupos
adimensionales.

Si escribimos los miembros de la ecuacién de N-S como el producto de una cantidad con
significado fisico —~dimensional por una cantidad adimensional de la siguiente forma:

. u
U =-
U
~__ P
P
. X
X ==
L
.
I'==
T
r=t
U

Ahora podemos escribir la derivada parcial respecto del tiempo de la velocidad y obtenemos:

ou _oUu ) _Uou
ot a1t T ot

Los otros términos quedan asf:

Uou" Uy, _n. U, . U
———+—wu -V +—=—Vp=v=Vu
T at L(” z 1 PTE

No tomamos en cuenta de Ja ecuacién de N-S el término de la fuerza, esto es por simplicidad.
Ahora agrupamos los términos constantes,

U

-+ (u"V')u'+%)-2 V.P‘]=V%v'“.

Elod U?
ot L
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El término constante que multiplica el lado izquierdo de la expresién anterior, no es otra cosa
que el nimero de Reynolds (relacion 1.23).

En un flujo, un niimero pequefio de Reynolds significa que las fuerzas viscosas y el transporte
difusivo asociado son dominantes. El perfil del flujo resulta de un equilibrio entre las fuerzas de
friccion viscosas y los gradientes de presién o fuerzas externas sobre el volumen que contiene al
flyjo.

A nimeros de Reynolds grandes, el transporte de la cantidad de movimiento debido a la
viscosidad es dominante, y comienzan a aparecer términos no lineales en las componentes de la
velocidad y de sus gradientes, estos flujos son muy inestables, por ejemplo: la turbulencia.

1.2 Teoria estadistica

No es posible hacer una determinacién precisa de las variaciones del campo de velocidades del
flujo a mimeros de Reynolds grandes, esto es debido a que las velocidades medidas instantdneas
no son una cantidad predecible. De éste se hacen descomposiciones entre valores medios y
valores de las fluctuaciones presentadas. Cabe, antes de continuar, introducir algunos conceptos
que nos ayudaran a comprender mejor las implicaciones de la descomposicién de Reynolds.

1.2.1 Definiciones estadisticas

Tomese cierta magnitud A, que puede adoptar una serie de N valores a, con i=123..,N.
Entonces comenzamos definiendo el promedio de 4 como,

ia, (1.24)

Para un sistema QO que admite una propiedad observable 4, cuya medicién puede arrojar N
valores diferentes a, con I =1,2,3..., N, suponemos que a cada valor 4, le corresponde a un
diferente estado o configuracién del sisterna, a, es una variable aleatoria o estocéstica.

Solamente serd posible predecir con certeza el resultado de un solo experimento pero, podemos
hacer afirmaciones estadisticas sobre un gran nimero de experimentos similares. En lugar de
examinar un solo sistema @, consideramos un conjunto muy grande de M sistemas semejantes a

Q independientes entre si. Este conjunto ideal se denomina ensemble.

Para el cédlculo del promedio, suponemos que se puede medir de un ensemble. Si el promedio

fuera temporal, es decir, continuo o de una serie temporal de medidas, la magnitud de A se
obtendra como una funcién continua en el tiempo, el promedio para cierto intervalo de medicién
se define como,
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1
A= oja(t)dz (1.25)

Podemos observar el siguiente caso: si el fendmeno que genera 4 es estacionario y se hace
N — o, entonces el promedio de ensemble y el temporal serdn iguales, a esto se le llama
hipétesis ergédica [2].

Si la variable A se puede expresar como una funcién continua del tiempo, en un cierto intervalo
le [O,T]. Se define una fluctuacién de 4 como,

a'(ty=alt)-(A),y(a)=0 (1.26)

Una magnitud importante en el estudio de la turbulencia es la desviacién cuadratica media de la
2
)

fluctuacién (a" ]

, esta cantidad indica la escala de la variacidon de a(t) alrededor del valor

. .y . a2l . i . .,
medio. La fluctuacién relativa {a?) ~-{4)" es también una medida importante de la variacién.

Para analizar una magnitud a(t) son de trascendencia sus valores estadisticos; una funcién de
densidad de probabilidad (fdp), que es aquella P(a) que tiene la propiedad de que P(a)da nos
da Ja probabilidad de obtener un valor en el intervalo [a,a + da].

a) 1= TP(a)da

b) (A) = IaP(a)da
‘“iw (127 a,b, ¢, d)

c) <a'2> = J(a - <A>-)2 P(a)da

-0

Yo

d) {d"\; = J(a— {A,\.)' P(a)da

-

Para la estadistica son de gran interés ¢l tercer y ¢l cuarto momento, pues S (sesgo) indica la
simetria de la fdp alrededor de la media. K (kurtésis) indica la importancia de los valores
simétricos de la fdp, pero alejados de la media, es decir las colas de fa fdp. Estos dos tltimos
momentos pueden escribirse de la manera siguiente:

ay  S=(a") \ja'2>_m
by K=(a") 242 (1-282,5)
=(a _-._a ,
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Con relativa frecuencia se encuentran en la naturaleza series de valores con una fdp que tiene la
forma tedrica de ta curva de Gauss.

1 [:(,,2.;,10_)1]

e

Pla)=
(a) 2no?

.conol = <a'2> (1.29)

La distribucién (1.29) es simétrica y por lo tanto S =0 y el valorde K =3 [7].

Una manera de medir la rapidez con la que fluctiia una cierta sefial, tanto en el tiempo como en
el espacio, es mediante el uso de la autocorrelacion. Por decir, se tiene cierta variable a(t), con

un promedio (A) y una fluctuacion a'(f), y construimos otra a partir de esta mediante un
desplazamiento 7 del tiempo, a(f +7)={4)+a'(r+7). Al multiplicar las fluctuaciones de estas

dos variables y hacer un promedio temporal, obtenemos un nimero diferente para cada valor de
7. S1 7 es muy pequefio, el valor serd cercano a (0'2\/‘, de tal forma que el coeficiente de

autocorrelacién temporal queda como

R(e)= 7 () +7); (1.30).

Se cumple que R(r)—1 cuando 7 —0. Si la variable observable es estadisticamente

estacionaria, la funcién de autocorrelacién sera simétrica respecto a, 7 = 0 por tanto, su primera
derivada seré nula en el origen. En el fenémeno de la turbulencia se encuentra que la funcién de
correlacion tiende asintéticamente a 0 para valores grandes de 7.

Podemos 1nmediatamente obtener una escala de tiempo asociada directamente a la

autocorrelacién temporal. Si se supone que la siguiente integral converge, podemos obtener la
escala integral de tiempo o, tiempo integral

T, = lim [R(z')d7" (1.31)
0

Otra escala de tiempo caracteristica asociada a la antocorrelacién temporal la podemos obtener
desarrollando 1a funcidn de autocorrelaién hasta el segundo orden en el origen,

N dr(0) 1 d’R(0) ,
R(t)~R(0)+v—dT-r+—2—7dTZ 7 (1.32)

dR(0)

dr

con R(O) =1y =0, de forma que
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“T (1.33)

Ut (1.34)

y multiplicando por «'(r), promediando y dividiendo por o’ ’ como en Ja funcién de

autocorrelaciéon R relaciéon (1.30), comparamos términos y se obtiene,

RO} _[dd (1.35)

2 b
[ da"\
| ]
’ I

_12\

R(r)~1+—-"- a 'irz cuandor = 0 (1.36)
a

2

Esta dltima expresion da paso a la definicién de un segundo tiempo caracteristico,

172
/ 2 At
T, =[ <Ta">-<a'%{§if:- ] (1.37)

\

utilizando

2 1 1\ 2 2 I\ ,/ ] 2‘-._
a.dif:ﬁ{_(a-d_"J_[d_"J :\/a-d_i’ - [d_a} (1.38)
| AN dt \ ar \ar/ |
que es la segunda derivada de la sefial en cuestion.

El tiempo integral 7, indica las grandes escalas temporales de las fluctuaciones. El tiempo 7,
da informacién sobre la importancia de las fluctuaciones rdpidas temporales.
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T, T, T

Figura 1.6 Autocorrelacién temporal de una sefial. Interpretacién grafica de las escalas
caracteristicas de tiempo. T es la escala integral de tiempo, T, estd asociada a las variaciones
rapidas del sistema.

Estos calculos también pueden efectuarse para una cantidad espacial.

Luego de haber visto los conceptos anteriores podemos proseguir con la ecuaciéon de Reynolds.
La idea principal es la de descomponer la velocidad de un flujo turbulento de la siguiente
manera:

u=U+u' (1.45)

donde U = (u), luego la ecuacién de continuidad se cumple también para el flujo medio y para
las fluctuaciones, ‘

a)V-U=0

s 1462, b
BYV-T'=0 (1462,5)

al hacer el promedio de las ecuaciones de N-S se obtienen las llamadas ecuaciones de Reynolds
para el flujo medio y que estd dado por la siguiente ecuacién:

% pU +(T-9)pl = -Vp+V*T +1, + p{F) (147)

donde la diferencia més notable entre las ecuaciones de N-S es el término del tensor de
Reynolds.

{

7 =—p{u,'u;') (1.48)

La ecuacion (1.48) contiene informacién sobre la transferencia de cantidad de movimiento y de
la pérdida de energfa en el flujo medio debida a las correlaciones de las fluctuaciones de
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velocidad. Existe un problema con las ecuaciones de Reynolds, y es que estas no son cerradas,
es decir, que el nimero de variables es superior al numero de ecuaciones a resolver. Hay una
expresién que surge de generalizar e] tensor de esfuerzos (1.17) para fluidos newtonianos
utilizando la viscosidad dindmica turbulenta como v, = g, / p = lu’, donde 4, es la viscosidad

turbulenta, / es una estimacién de la distancia que ha de recorrer una particula del fluido con
una cierta direcciéon para que las componentes de su posicién y velocidad pierdan su
correlacion. La velocidad #' representa las fluctuaciones de velocidad en el flujo turbulento (no
es la intencion enfocarse en este trabajo a buscar una expresion para el tensor de Reynolds).

Ahora, Jas dimensiones caracteristicas de espacio y tiempo de un flujo turbulento estan definidas
a partir de las autocorrelaciones de las fluctuaciones de la velocidad. Es posible correlacionar
las temporales y las espaciales con base en la hipdtesis de Taylor del flujo congelado. La
interpretacion fisica de la hipétesis de Taylor nos dice que las fluctuaciones de la velocidad en
el tiempo en un punto fijo del espacio formadas por un flujo turbulento “congelado”,
moviéndose como un todo, son idénticas, desde un punto de vista estadistico las fluctuaciones
de la velocidad en un instante dado a lo largo del eje x. Si el fluyjo es homogéneo con una
velocidad media U en la direccién x, podemos escribir Ja derivada parcial temporal como:

-yl (1.49)
) ax

esto se puede hacer si las fluctuaciones »‘ son menores que la velocidad media U .

Retomemos la escala integral de tiempo. La integral de la correlacién de fluctuaciones de la
velocidad medidas en un solo punto con un desplazamiento temporal est4 dada por:

(2]

T = JR(r)dr (1.50)

V]

con

R()= _qu(x,l)-u'(x)1+r) (151)

SR

como hipétesis para realizar esto, se piensa que el flujo turbulento es estadisticamente
estacionario, de tal forma que, la autocorrelacién R(r) es independiente de /. Se requiere, por
convergencia que, R(r)—>0 cuando 7 —> o, es decir, que las velocidades estén
decorrelacionadas para el tiempo lo suficientemente largo [8].

Veremos dos tipos de escala integral: (1) la correlacién espacial de velocidades longitudinales
de las componentes de las velocidades en la direccién del vector de separacién entre los puntos
y (2) la correlacién transversal de velocidades, si las componentes de las velocidades estan en el
plano perpendicutar al vector de separacion, entonces:
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a) R (r)= {1 (_)12%
(1.52 a, b)
bR, ( ) ul(x)ul(x+r)>

e

donde las correlaciones no dependen de las propiedades vectoriales de rsi la turbulencia es
isotrépica. Entonces podemos definir también la escala integral longitudinal de espacio como:

= ijﬂ (r)dr (1.53)

y la escala integral transversal de espacio como:

=j () (1.54)

Existe también una micro escala, llamada micro escala de Taylor. Para damos una idea de la
magnitud de estas escalas; si se produce turbulencia en el laboratorio con una rejilla, la escala
integral tendrd el tamafio aproximado de los orificios de la rendjja. La escala de Taylor esta
definida de la siguiente forma:

2
1 =_>1__d_f( r) (1.55)
L 2 ar?

r=0
1.3 Teoria de Kolmogorov

Debido al afio en que Kolmogorov publicé dos articulos en los que explicaba una teoria
estadistica para el estudio de la turbulencia homogénea e isotrépica, a la teoria que
expondremos brevemente se le conoce como teorfa K41. Estas son sus hipdtesis [9]:

1) Para un nimero de Reynolds lo suficientemente grande existe un intervalo de escalas de
longitud donde un flujo turbulento est4 estadisticamente en equilibrio y sus propiedades
estan determinadas por la tasa de disipacidn de energia ¢ y la viscosidad v . Este estado
de equilibrio es universal.

2) Si el nimero de Reynolds tiende a infinito, el espectro de energia y otras cantidades

estadisticas en el intervalo de escalas de longitud estadisticamente en equilibrio son
independientes de v y solamente dependen de ¢.
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La turbulencia consiste de una amplia gama de estructuras de diferentes escalas que contienen
su energia, estas se encuentran limitadas naturalmente en una escala mas grande y por una
escala mds pequefia 7 de la cual abundaremos en detalles en la seccién 1.3.1. Por escalas

pequefias entenderemos la escala de disipacidn y el intervalo inercial postulado en la primera
hipdtesis de Kolmogorov. La segunda hipétesis de Kolmogorov dice que a una cierta escala
pequeiia, la turbulencia isotrépica y homogénea, estadisticamente queda determinada por el
promedio de la disipacion.

' 2

k)

5 =23 oo | (1.56)
C 2 1} \ an aX /’I

1.3.1 Escala de Kolmogorov o escala disipativa

La escala de Kolmogorov 7 se determina al hacer comparables el término no lineal con el
término viscoso de la ecuacién de N-S (1.19):

(Vi v (1.57)
7

U es una velocidad representativa. E) término viscoso es por orden de magnitud:

Wiy ~vlUn™ (1.58)
Para obtener la escala de Kolmogorov igualamos estos términos:

Un™ =vUn™ (1.59)

Ahora podemos escribir la velocidad representativa como:

U=-— (1.60)
n

Por otro lado la energiaes & ~ U?/t 6 ¢ ~ U’ /5 yaque + =7 /U . Entonces podemos escribir
Ul~eny U~ (577)}"3' , ahora la viscosidad la encontramos despejando de (1.60) e igualando

. I/ 4
con la velocidad caracteristica (577)}3 =v/n. Despejando 7 obtenemos v=e7n? y al
despejar n encontramos Ja escala disipativa 6 de KoJmogorov:

3\ %
,7=[V_] (1.61)
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Podemos escribir la velocidad representativa a esta escala:

u=Y =v[£3]” =(ve) (1.62)
7

1.3.2 Funciones de estructura

Una cantidad estadistica utilizada con mucha frecuencia para conocer e] comportamiento de la
turbulencia, es la funcién de estructura [10] que es el momento de orden p de la diferencia de

velocidad entre dos puntos separados por una distancia r' y que se define como:

Sp(r)=<Au(r')p>=<(u(r +r')—u(r))”> (1.63)

En la funcién de estructura (1.63) se hace una sustraccion de los efectos del flujo medio y se
estd enfatizando los efectos de las diferencias de velocidad.

Ahora, si tenemos una funcién de estructura de orden p, segun la teoria K41 podemos escribirla
en términos de £ y r, elevados a una cierta potencia.

(ulrY) ~ & (1.64)
Para encontrar el valor de estas potencias recurrimos a un anélisis dimensional'.
rr : .
Estas son las dimensiones de la funcién de estructura: [<5v(r)”>]=ﬁ, las dimensiones de la

tasa de disipacion de energia:

y para la longitud es:
-

Para encontrar las potencias a y b escribimos

E__ £2_ oLb _ LZa+b
Tr - T3 - T3a

' Ver seccién 1.1.5.
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y dimensionalmente debe cumplirse que:

p=2a+b

p=3a

a:E b:p—2a=p_2p=£
3 3 3

Por lo tanto la relacion (1.64) puede rescribirse como:
sy ~ &7 (1.65)

St hay autosemejanza2 en el intervalo de escalas estadisticamente en equilibrio o region inercial,
la funcion (1.63) puede determinarse mediante el producto de la diferencia de velocidad

representativa elevada a una potencia p y una funcién £, desconocida.

(Gulry = AU”FP( Z J (1.66)

Si se tiene independencia de la viscosidad y el Unico parametro relevante es £. Se propone
tomar ahora un conjunto de cubos de arista r, tal que todos comparten un mismo valor de
Su(r). Entonces la estadistica condicional de las diferencias de velocidad a una distancia s

dentro de los elementos del conjunto es:

(8u(sY | 6u(r)) = du(r)’ Fp[f} (1.67)

' ! ¥

En las relaciones (1.66) y (1.67) se hace una hipétesis de autosemejanza puesto que con la

misma funcién Fp se describe un comportamiento a dos escalas diferentes. Al tomar el

promedio de (1.67) de todos los valores posibles se obtiene como resultado la media no
condicional, entonces se obtiene lo siguiente:

-f'\ﬁu(f)."'_‘:-) = :_";&z(r)]f'p F{f] (1.68)

Y se puede entonces, determinar la funcién F:

? El comportamiento a diferentes escalas de un fendmeno que se puede describir mediante leyes de potencias, se
dice que es autosemejante o si las caracterfsticas morfoldgicas son las mismas a diferentes escalas. Ver ejemplo de
curva de Koch.
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Al derivar la relacién (1.69) con respecto a §, posteriormente hacer s =r permitird obtener una
ecuacion diferencial ordinaria para F,:

&F (&)= F,(&)F, (1),

r .,
con ¢ = 7 la solucién es:

, , ¢(p)
F|=|=- 1.70
() e
con £ (p)=F ' (1) Entonces la forma de la funcién de estructura se puede escribir de la
siguiente forma:

(sulry )= AUP[LJM (1.71)

L

Si un fenémeno presenta un determinado comportamiento a una escala de observacién y al
variar esta escala se continia observando el mismo comportamiento entonces el fendreno es
autosemejante. Si el fenémeno en cuestién presenta en alguna de sus variables una relacién de
ley de potencias entonces, existe la autosemejanza [11]. Un ejemplo de lo anterior es la curva de
Koch; inicialmente es una linea de longitud unitaria conocida como iniciador, de esta linea se
forma una quebrada en cuatro segmentos de longitud 1/3 conocida como generador figura (1.7),
lo siguiente es volver a quebrar cada segmento como se realizo inicialmente con el generador. A

diferentes escalas se observaran las lineas sucesivas y todas tienen e] mismo aspecto que el
iniciador.
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longitud =

Figura 1.7. Curva de Koch.

1.3.3 El espectro de energia

[/
=1/
b= .\‘\. = =
/=
/ \ / .\__\
\ ’ b
—
" Y
;/ (_ ra
b S 7
‘:L: /\".__ ," _//'

La transformada de Fourjer de la energia cinética por unidad de masa es:

u' i
E(k)= JEe dr

Las dimensiones del espectro de energia son:

[E)=z]= 5

La energia (1.72) se puede escribir como productode £ y k:

E(k)= k!

(1.72)

(1.73)

La dimensién de & corresponde a la dimensidn de energfa. Los valores de ¢ y d se determinan

de la siguiente manera:
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L3 L2 < " L2t‘-d
F{FJ b

Como las dimensiones de uno y otro lado de la ecuacién anterior son iguales se tiene que:

2=3c:3=2yc-dc=%
e 2/ a5/
d=2c 3:>d—2(/3) 3= ‘§3

Finalmente la expresién (1.73) queda de la siguiente forma:
E(k)= () k7 (1.78)

1.3.4 Comportamiento universal y la ecuacién de Howart-Von Kirm4n

Una relacién exacta que se deduce a partir de la ecuacién de N-S con la hipétesis de
homogeneidad e isotropia es la siguiente:

<5u(r)3 )=- %(s‘m VLN 5u(r)2> (1.75)

[y b

r \
y lleva el nombre de ecuacién de Howart von Karman. Como se puede apreciar, esta ecuacion

concuerda con la teoria de Kolmogorov cuando el segundo témmino de la derecha es
despreciable.

<(‘5”n(’ ))3> =-—{e)r (1.76)

A la relacion anterior se le conoce como ley 4/5 de Kolmogorov. Veremos a continuacién la
importancia de la funcién de estructura de orden 3.

Rescribimos la relacién (1.75) de forma adimensional para lo cual definimos dos variables: «” y
I‘. .

u=uU"'yr =rL"

U y L son respectivamente una velocidad representativa y una longitud caracteristica. Las
variables con asterisco son adimensionales, entonces obtenemos:
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d_dda' 1d

dr‘dr'E_Ldr‘

De acuerdo con lo anterior, rescribimos la ecuacion (1.76) de Howart von Kérmén:

U )=~ %(Sﬂ"' +6U" d‘j, (&)

dividimos la relacién anterior entre U® quedando:

P +6 "~ 2 iarlr) (1.77)

[N YA, 4 '€>Lr' v d
§ Su (r )/ F 13 .
. ; S U LU ar

Para la adimensionalizacién de la ecuacién (1.73) se eligen entonces las cantidades L (1.61) y U
(1.62) que cumplan con la siguiente condicion:

LU = v(ULY" =1
e=UL" U=
cAG =_15‘ r 46 d‘j,- &) (1.78)

Como se puede apreciar, la relacién anterior muestra un comportamiento universal, pues no
tiene ningun parametro [6].

1
s L
Si despejamos L y U se obtiene respectivamente la escala de Kolmogorov L = ("/5}‘ y la

velocidad caracteristica U = (gv)‘z{ A

La teoria K41 ha tenido correcciones, debido a que la funcidn de estructura (1.65) no se apega a
resultados experimentales para exponentes diferentes de 3 (ver tabla 1). También se redefine la
expresién para £ por una expresién gue tome en cuenta las fluctuaciones de la tasa de
distpacién de energia.

En 1962 Kolmogorov y Oboukhov hacen una modificacion, que se conoce cdmo K62, que se
basa en la utilizacién del promedio de la disipacién de energia sobre un volumen de radio r

3
. L|<rg(x + h,t)dh (1.79)

gr(x) t) = 47ZT

La nueva ley de escala que se propone es:
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'Su(rY )~ (g P1*\ pot3
\ \Er

/
F. Estructura K4] Experimento
Se 2 1.78
Ss 1.66 1.55
S4 1.33 1.28
) 1 1
Sz 0.67 0.7
S 0.33 0.36

(1.80)

Tabla 1. Resultados tedricos y experimentales para funciones de estructura de diferente orden segiin la teorfa K41.
Se puede observar que Ja relacién (1.65) solamente es consistente para la funcién de estructura de orden 3, ya que
para otros 6rdenes, hay errores porcentuales de mas del 10% entre los resultados tedricos y los experimentales [4].
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CAPITULO 2

SISTEMAS SENSIBLES A CONDICIONES INICIALES Y EL CALCULO DE LA
ENTROPIA-¢

2.1 Sensibilidad a las condiciones iniciales

La irregularidad y la impredictibilidad de la evolucién en el tiempo de sistemas no lineales ha
sido llamada caos [12]. Ejemplo de estos sistemas; los osciladores mecénicos como el péndulo
compuesto u objetos en vibracion, rotacion o calentados, otros ejemplos se encuentran en
cavidades laseres, algunas reacciones quimicas y los flujos turbulentos. Como veremos a
continuacion, las caracteristicas principales de estos sistemas son que evolucionan a partir de
dos condiciones muy cercanas en dos realizaciones diferentes, es decir, que presentan
evoluciones divergentes; se les puede calcular a estos sistemas un exponente de Lyapunov
positivo (ver las secciones precedentes de este capitulo) y también una dimension fractal (ver
seccion 4.2.2). El comportamiento determinista y cadtico se puede ver en la figura (2.1a, b). A
pesar de su poca regularidad, los sistemas dindmicos cadticos, pueden provenir de ecuaciones
deterministas tales como la segunda ley de Newton.

-0.34

~0.74

~1.14

-5t
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(b)

Figura 2.1. Se grafica (a) x, (t) = xosen(27m)t) y X, (t) = xo'sen(2a)m‘) (lineas (X ) y (®) respectivamente)
para xo =1, x,'=1.5 y &, =0.5, con @ =2.2, se puede observar que el tnico cambio en el

comportamiento es la amplitud. (b) Se grafico la funcién f(x,): X, con X, =X + 0.85en(271x,), para

1+l
cuatro condiciones iniciales distintas: linea continua X, = 0.1, linea punteada clara x, = 0.09, linea punteada
oscura X, =0.099, linea de puntos largos y cortos oscura X, = 0.0999 y la linea de puntos largos y cortos

clara x;, = 0.09999 . La diferencia respecto al valor inicial x, = 0.1 es de 1X107?, 1X107, 1X10*y 1X107.

. . . ;. . N k . b 2
Si se considera una oscilador armonico (por ejemplo un resorte), x=——x o bien x=-w"x

m

, Kk .
con @~ =—, la solucién general es:
m

x(t) =4 cos(a)t) + Bsen(a)t)

Y como ejemplo, se toman dos condiciones iniciales muy parecidas,
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Las soluciones:

%,(1) = x, cos(o)
X, (t) = (xo +ox, )cos(a)t)

Podemos ver que las soluciones permanecen proximas (ver figura 2.1a)

8 = x,(t) - x,(t) = &, cos(wt).
La caracteristica fundamental de los sistemas fisicos cadticos radica en su sensibilidad al estado
inicial. Se entiende por sensibilidad que, si dos sistemas idénticos tienen condiciones iniciales x

y x+0 respectivamente, donde § es una cantidad muy pequefla, entonces, sus estados

dindmicos divergeran después de un tiempo de evolucion de forma exponencial, ver figura
(2.1b).

2.2 Exponente de Lyapunov
Si a un sistema se le permite evolucionar con dos condiciones iniciales distintas x y x+9,

después de un tiempo de evolucion, su divergencia puede ser cuantizada de forma aproximada
mediante el exponente de Lyapunov® A :

5(n)~ 5,e™ . 2.1)

Si A4 es negativo, las trayectorias convergen y la evolucion no es cadtica. Si A es positivo, las
trayectorias divergen; la evolucion es sensible a condiciones iniciales, entonces el sistema es
cadtico.

Considérese un mapeo dado por una relacion del tipo x,,, = f(x,). La diferencia en la evolucién

de los dos sistemas con dos condiciones iniciales cercanas luego de #-iteraciones la podemos
escribir como:

[(x+6)-f"(x)~ 5" (2.2)

o, bien si aplicamos el logaritmo a ambos lados de la ecuacion,

MM LS 55)__“__f ") 1z 23)

* Llamado asi por el matematico ruso A. M. Lyapunov (1857-1918) [12].
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Si Jes pequefia, el cociente de las diferencias se puede aproximar por una derivada con
respecto a la condicion inicial y entonces:

L
~ 1nT & 2.4)

Para la evaluacion de la derivada tdmese en cuenta que f” es la composicion de n-veces la
misma funcion. Por lo tanto se debe aplicar de forma iterada la regla de la cadena.

dv,, dx,  dx
ey

dxn+l dx dxl dx 1 dx dxl
In . =In —" |+]n 4.+
dxn dxrl—l de dx dx -1 dxo

n n

Finalmente se toma el limite cuando » tiende a infinito para tener todos los términos posibles,
entonces:

= lim — Zln’f'" xo) (2.5)

n—w 1] 1=l
2.3 Dinamica simbdlica

Una forma alternativa de caracterizar el comportamiento del sistema es mediante la introduccion
de una dindmica simbolica. Para ello, se va a definir un conjunto de celdas de tamafio £ que son
visitadas por la cantidad observable. Ademas en un experimento o en un mapeo discreto, sélo se
dispone de datos a intervalos de tiempo 7 fijos.

Los datos quedaran representados por medio de simbolos o etiquetas correspondientes a las

celdas que éstos van ocupando luego de un tiempo 7 =nz y se dispone de un conjunto de »
simbolos que representan la evolucion del sistema:

w'= {Lk’Lk+l7""Lk+n—l} (2.6)
W serd un arreglo llamado palabra (word), [13] y tendra n simbolos (o caracteres). Una

cantidad que es posible calcular con esta dindmica simbolica es la probabilidad de aparicion de
las distintas palabras de longitud n y por ejemplo, la entropia del sistema.
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P(Wk" (e, r))
2.4 Entropia

Una apariencia intrincada de las trayectorias del sistema, nos lleva a preguntarnos sobre el grado
de desorden existente. Se puede entonces, aplicar el concepto de entropia sobre palabras de
longitud #2 [14]. La definicion de esta cantidad es:

N
S=->» PInP, 2.7)
i=1
En donde P es la probabilidad®. Para un conjunto de eventos 4, P estd definida como el

nimero de eventos ocurridos N, entre todos los eventos posibles N .

N,
N

pP= (2.8)

A § también se le llama “cantidad de informacién” que produce un sistema. Es muy importante
saber por qué la “informacion” es idéntica a la entropia de la termodindmica. Para poder
cuantificar la cantidad de informacién producida por un sistema se deben hacer ciertas
consideraciones; si se tiene un evento certero, la cantidad de sorpresa generada es cero, es decir,
la cantidad de informacién es cero. La cantidad de informacién de un evento es una funcién
decreciente de la probabilidad de que ocurra. Se plantea una funcién /(P) que cumpla con las

condiciones mostradas en la figura (2.2):

1(p)

v

0 p 1

Figura 2.2. La relacion esquematica entre la informacién [ (P) si de un evento se conoce su probabilidad de
ocurrencia [7].

La funcion que presenta el comportamiento de la figura (2.2) es:

* Ver apéndice A para mas detalles.
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I(P)=-aln(P) (2.9)
I1(P) satisface: P>0=1 >0yP —>1=1—>w.

Debemos discutir ahora porqué la funcion / (P) se puede escribir como la relacion (2.9).

2.4.1 Eventos independientes

La discusion presente nos introducira a la nocién y a la definicion de eventos independientes.
Cuando decimos, en lenguaje comin, que dos eventos no tienen ninguna relacién entre si,
estamos describiendo lo que en lenguaje técnico, es llamado “eventos independientes”.
Podemos ver un ejemplo antes de dar una definicion.

Si arrojamos dos dados y nos planteamos la siguiente pregunta; ;cual es la probabilidad de que
el dado 1 dé un numero menor 6 igual a tres y que el dado 2 dé un nimero mayor 6 igual a

cinco? Respectivamente las probabilidades son: P(4)= % y P(B)= 2 .

6

Los eventos requieren que las dos condiciones sean satisfechas simultaneamente. Si 4 es el
conjunto de los posibles resultados del dado 1 y B es el conjunto de resultados para el dado 2,
queremos saber el nimero de posibles resultados que tienen estos eventos en comun, debemos
conocer su interseccion 4N B.

-6

P(4~ B)=P(4)P(B) "

A=

Como podemos ver en el ejemplo la forma de obtener la probabilidad de dos eventos
independientes es multiplicando la probabilidad del evento 4 por la probabilidad del evento B.
La definicion formal para eventos independientes es la siguiente:

Los eventos A y B son independientes si y solo si,
P(4 B)= P(4)- P(B)

Si los eventos A y B no satisfacen la relacion anterior, entonces A y B no son independientes

[7].
2.4.2 La funcion de informacion

Una vez revisada la definicion de eventos independientes, pediremos que la funcion / sea
evaluada para situaciones de este tipo [7]. Entonces:

1(PQ)=1(P)+1(Q) (2.10)
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donde P y Q son probabilidades de esos eventos independientes con 0 < P <1y0<(Q<1.Si
derivamos respecto de P, obtenemos: QI'(PQ)=1I '(P) y respecto de Q: PI "(PQ)=1 Q).

POI'(PQ)=PI'(P)=0I'(Q) (2.11)
PI'(P)=0r'(Q)=c, al ser QI '(Q) independiente de P

Integrando respecto de P la relacion anterior,

dP
[ai(P)=—| 5 2.12)

de tal forma que, 1(P)=—c InP+d, donde ¢ es una constante. Luego para los eventos
independientes rescribimos el resultado de (2.12).

I(PQ)=-cInPQ+d=—cInP+d-clnQ+d (2.13)

Se concluye que d se elimina debido a: d =2d entonces d =0, de (2.13) se recupera la
relacion (2.10). Y la funcién / (P) queda como:

I(P)=—clog, P (2.14)
1
En teoria de la informacion es usual proponer a ¢ como [7]: ¢ = oo 2’ tal que,
08,
i(P)="18 L __10q p (2.15)
log, 2

Si para un sistema existen solamente dos posibilidades, entonces, la probabilidad de tener un
resultado u otro es P =1/2. La funcién de informacién la relacion (2.15) adopta la propiedad
que del sistema solamente se pueden obtener dos tipos de resultados, y si / (P)= 1, se dice que
se tiene un bit de informacion.

2.4.3 Conexién entre la entropia y la entropia de la informacién

Si un evento tiene N posibles resultados con probabilidades P,P,,P,.,...,P,, la informacion

obtenida para el i-ésimo resultado es /(P ). Por otra parte, el valor esperado de la funcion de
informacion queda como:
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(1(P)) = ﬁP,I(P,) = —cﬁ P1n(P) (2.16)

i=l i=l

Donde <1 (P)> puede ser interpretada como la informacion necesaria para especificar el estado
del sistema. Si todos los estados son igualmente probables, tal que, P, =1/N para toda i,

entonces la entropia (relaciéon 2.7) se reduce a S =1n(N). Si prevalece un solo estado en
particular, la probabilidad que tiene sera P =1, entonces S =0 es el valor minimo.

2.5 Entropia de Kolmogorov

La entropia de Kolmogorov [15] se define como:

K=—limlim Y P )in(P(im")) 2.17)

1,650 nHw» nrt

El limite cuando 7 — 0 se refiere al intervalo de tiempo en el que se miden dos datos sucesivos,
el limite cuando € —> 0 se refiere a la construccién de una celda muy pequefia y el limite
cuando n—> o se refiere a la construccion de palabras con una cantidad infinita de letras.
Podemos agregar que, para un sistema analizado experimentalmente no podemos cumplir
estrictamente con estos limites, pues; 1) tenemos una resolucion cuyo maximo estd definido por
la frecuencia de adquisicioén y resolucidn en bits del sistema de conversion, 2) no es posible
tener una cantidad infinita de datos.

2.6 Entropia de bloque y entropia-¢

Se define la “entropia de bloque” como:

H,(e,7)=1im > P )in(P(w ")) (2.18)

n—ow

a diferencia de la entropia de Kolmogorov solamente se evalua el limite temporal y, la cantidad
de simbolos por palabra y de £. Esto se hace pues se desea tener informacion de la entropia a
diferentes escalas.

Para el calculo de la entropia-£, k(e,7), debemos tomar la diferencia entre la “entropia de
bloque” de n y n+1 simbolos y a diferentes valores de &, de la siguiente manera:

W)= LH,. (e,7)- H,(e.7)] (2.19)

En esta relacion se puede observar que se realizan comparaciones para la entropia de bloque de
n+1y n letras. La entropia- £ se define entonces como:
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h(g)=limAle,7) (2.20)

-0

2.7 Entropia- £ y exponente de Lyapunov

Existe una relacion entre el exponente de Lyapunov A y la entropia 4(¢). La sensibilidad a las

condiciones iniciales que caracteriza a los sistemas cadticos en la cual, para dos realizaciones
del sistema que parten de dos condiciones iniciales muy cercanas se comparan sus evoluciones,
se puede observar que divergen. Mientras en un inicio el sistema puede ser conocido con cierta
precision, la capacidad de predecir el estado del sistema posteriormente se reduce, por lo tanto
es necesaria una cantidad mayor informacion para conocer cémo evoluciona del sistema.

Existe una relacion entre el concepto del exponente de Lyapunov (seccién 2.2) y el concepto de
la entropia de Kolmogorov (seccion 2.5). La evolucién de un sistema puede clasificarse de las
siguientes tres maneras: (a) tiene un comportamiento determinista no caético, para el cual se
calculaque K =0,y A <0, (b) un sistema determinista y caético, para 0 < K y 4 >0, luego, si
(c) es un sistema aleatorio para el cual sus estados futuros son completamente desconocido se
tiene que K - y A —> o [12]. Segin Ruelle y Eckmann [16] una relacién del exponente de
Lyapunov y la entropia de Kolmogorov es:

K <Infe*) 2.21)

Otra relacion del exponente de Lyapunov con los conceptos de entropia que revisamos en este
capitulo es la siguiente desigualdad: lirrol h(g)s A . Es importante realizar el calculo de 4, pues
£

asi encontraremos una cota superior para el valor de entropia de un sistema.
2.8 Entropia- ¢ con el método de tiempos de salida (exit-times)

Para el calculo de la entropia- £ con el método de tiempos de salida [13], se debera implementar
la construccidn de otra dinamica simbdlica, la cual consiste en situar a una celda de tamafio &
centrada en el estado inicial del sistema, de tal manera que el primer par de simbolo ¢, y k; se

obtiene cuando se satisface:

x(t0 +tl)—x(to)| 2

NSRS

En seguida se define otra celda centrada en x(,) y el siguiente par de simbolos ¢,, k,, se
obtiene cuando se satisface la condicién:

x(tI +1, )— x(t,x 2>

N | M
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Donde t; es el tiempo que tarda en salir el sistema de una celda de tamafio ¢ y k se introduce
para mostrar si la variable x(t) salio hacia arriba (k£ =1) o hacia abajo (k=-1) de la celda.
Cuando haya un estado que excede la condicion anterior, entonces se construye otra celda

i £
centrada en el valor x(t,+¢,,), x(ty +1, +14,) = x(t, +t,)I 25. Se definen las palabras con el

método de tiempos de salida como:

ORCIAER (393 X (A0 700 VO (A | (2.22)

Luego, el célculo de la entropia- £ queda a continuacion (haciendo analogia a la seccidn 2.6)
como:

H%e,7,)=Y Pl )n P(Q")

h(e,z,) = lim[HQ (e,7,)-H (e,7, )]

n+l n

h(e)= lim h(e,z,) (2.23)
Existe una relacion entre la entropia h(g) de la serie de tiempo original y la obtenida con la

codificacién de tiempos de salida (4“(g)). Esta relacién nos la proporciona el teorema de
McMillan se obtiene [13]:

h(e)= “le) (2.24)

donde {t(¢)) es el promedio de tiempos de salida de la variable de celdas de tamafio &. Se

puede establecer una relaciéon entre la frecuencia de aparicion de las N palabras- (g,r) tal que:
N(e,N) y InN(e, N)~ h(e)Nz = h(¢)T . Con el niimero de tiempos de salida M ; M(g, M) se
puede también establecer el valor de A%(g) como: InM (g, # )~ h®(g)M . Por lo tanto, de la

. T 1 & . ; .
relacién #1 =, donde (t(g))=_ >'t, se obtiene finalmente la entropia-& por unidad de
> A

‘t(g)/ M i=l

tiempo como la ecuacion (2.24).

En situaciones précticas, existe un intervalo minimo 7, en el muestreo, pues la frecuencia de
adquisicién de datos no es infinita. Con esto podemos estimar mejor el valor de hﬂ(g) por
medio de 4%(g)~ h%(e,7,), en lugar de realizar el calculo del limite de la relacién (2.23).
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En los casos que se abordan en este trabajo la contribucién del escalamiento £ en h(a) estd

dado por el valor promedio de los tiempos de salida t(s)} y por el valor de hQ(g,f,). El

término dominante de A(g) es 7 (1) -, mientras que 4#%(¢) da una correccion.
(He

2.9 Ejemplos

La intencion de introducir ejemplos es probar que los programas escritos y utilizados para los
calculos de A(g) son correctos. Debemos reproducir los resultados expuestos en [13]

Los modelos que trabajaremos son: (a) uno sensible a las condiciones iniciales (funcion de
escalamiento del seno) y (b) otro que no lo es.

(a) x,,, = x, + psen(27x, ) (2.25)
(b) F =—kx (2.26)

La relacion (2.25) es un ejemplo de un sistema disipativo fuera del equilibrio, el cual puede
mostrar una rica dindmica de estados periddicos y cadticos. La relevancia en este trabajo de

(2.25)° radica en que podemos conocer si el algoritmo para estimar A(g) es correcto.

g =-2 + asen(2mg)+ pcos(ar) (2.27)
T

Para el ejemplo se rescribe la relacion (2.27) donde su evolucion se realizara de forma iterada.

A la relacion (2.25) se le conoce como mapeo de escalamiento del seno, donde p es un
parametro el cual tomamos como constante p =0.8. Si se hace p =0 entonces, se elimina el
término no lineal, por otra parte, al hacer x, =z con z e Z, la funcién seno es periddica para

estos valores y no hay escalamiento, si x, =1 y x, = x, + psen(27x,) queda x, = x, .

2.9.1 Cilculo del exponente de Lyapunov para el escalamiento del seno

Para calcular el exponente de Lyapunov de (2.25) consideramos dos condiciones iniciales
=01y x,'=0.1+65,; §,=1x10" y p=0.8. Se puede ver en la figura (2.4) el calculo del
exponente de Lyapunov.

De acuerdo a la relacién (2.5) se requiere evaluar la derivada de x,,, con respecto a x,. Esto
ultimo es sencillamente:

5 . £y e
Este modelo se usa para estudiar la conduccion superionica [17].
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‘Z;‘ =1+27pcos(27m, ) (2.28)

!
De acuerdo con la relacién 2.5:

n-\

a=1 > In(l+27p cos(27x, ) (2.29)

nig

El exponente se encuentra acotado por un valor maximo, ya que cos(27z,)<1 y entonces
1+27rpcos(275)<1+27rp El valor que se obtiene al calcular el exponente de Lyapunov con
ayuda de la computadoraes A=1.13 . Por lo tanto A < ln(l + 27rp) =1.80.
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Figura 2.4. Graficade A = L(t) contra t para: (a) 10,000 realizaciones de 2.25 con condiciones iniciales: xo= 0.1
y X’¢= 0.0999, S =1x 107", (b) Es un acercamiento de la grafica (a) en donde es notorio como al inicio de la
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evolucion del sistema hay fluctuaciones del valor del exponente de Lyapunov, y conforme el tiempo de evolucion
es mayor, éste tiende a un valor constante 4 =1.13402.

2.9.2 Calculo del exponente de Lyapunov para el ejemplo del oscilador armoénico

En 2.26 tenemos la relacion de la fuerza calculada para un resorte ideal. Podemos ver esta
relacion como una ecuacion diferencial de segundo orden,

d’x(t) _ k 530
art mx(t) (230)

por ello deben de satisfacerse dos condiciones iniciales; la posicion inicial y su velocidad
inicial, x(0)=x, yv(0)=0, para conocer si este sistema presenta sensibilidad a condiciones

iniciales proponemos otra condicién inicial x(0)=x, +8 yv(0)=0.
La solucién general x(¢) es:
x(¢) = Asen(wt)+ Bcos(wt) (2.31)

Para los sistemas con condiciones iniciales x, y x, +§ las soluciones son:

(a) x(t)=x, cos(wr)
(2.32)
(b) x'(¢)=(x, + &)cos(ar)

hacemos,
x'(t)-x(t)= S cos(wr)< &

si calculamos el exponente de Lyapunov con la relacion 2.3 del calculo anterior,

In x' (t) - x_(t)|

e = In|cos(wr)

1 ‘
A =~ Infcos(wr )

!
Dado que 0 S‘cos(a)t] <1 entonces el logaritmo de la expresion anterior es siempre menor o

: 1 : . ,
igual a cero. Luego A = —ln{cos(wtx <0. Esto refleja que la separacion entre las trayectorias es
!

siempre inferior o igual a & .
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Interpretando el resultado obtenido de aplicar la definicion 2.2, la evolucién no es cadtica, es
decir, no hay sensibilidad a las condiciones iniciales.

2.9.3 Cilculo de la entropia-¢

Daremos a conocer el valor de la entropia-£ de la relacidén (2.25), utilizando los métodos
revisados desde 2.5 (figura 2.6) y el método de tiempos de salida de la seccién 2.8 (figura 2.7).

A continuacién, se hard una comparacién entre estos métodos y veremos que se cumple la
desigualdad 2.21 de la seccién 2.7.

log(h)

N
A waisravaraway
-0

-0.3

-0.7

-5

-19-

~234

-2.74

3.1

v . — , , . . r v Log(eps)
-14 -0 -06 -02 02 08 10 14 18 22 28

Figura 2.6 Método de Grassberger-Procaccia [15]: h(&‘), cuando se tiene & — 0 se puede notar que la curva

tiende hacia un valor constante, este corresponde con el calculado para el exponente de Lyapunov A =1.13. La

ley de potencia del escalamiento es -1.5. Los célculos se realizaron para 7 = 1(c),7 = 10 (0),7=100 (D) y
tamafios de palabras con n simbolos (n=1, 4, 8, 12, 16, 20).
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log(h)

w

log(eps)
3

Figura 2.7 Se calcul6 el limite superior de h(g) (0) e inferior (o) utilizando el método de tiempos de salida (ver

seccion 4.2.3 para mayores detalles). Este calculo se realizé con 4x10° iteraciones. Las lineas de tendencia

trazadas tienen pendiente m, = 2.00 (linea continua)y m, = 2.05 (-).

log(h)

..!—
%og
0
k0
_2— o

’ Q

-] quz)o

00
-5 0

(0}

(0]
-6 " T " T T T T " 7 v log(eps)
-3 =2 -1 0 1 2 3

Figura 2.8. Al respecto del exponente de Lyapunov, ay un intervalo de escalas (-3,0) (aproximadamente) en el cual
el escalamiento es casi nulo. Al observar los limites inferior y superior cuando & — O, se tienen valores de

A =097 y A =1.06.

sup

El método de Grassberger-Procaccia se aplica para diferentes cantidades de simbolos por
palabra, comenzando por un simbolo hasta veinte simbolos. Posteriormente se hace una

aproximacién de A(g) trazando una recta con pendiente -2 para observar que los puntos

calculados de h(g) se les puede aproximar con éste valor de pendiente. El exponente de
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Lyapunov se obtiene cuando limh(g)=1, ver la figura 2.6. El valor de A se obtiene

£—0

directamente del ajuste de recta para los valores pequefios de ¢ .

A pesar de la eficacia para obtener el valor de h(g)con el método de tiempos de salida del

escalamiento del seno, se puede notar que los exponentes de Lyapunov no coinciden con el
célculo hecho por el método directo (figura 2.7) y que ademas, es mejor el resultado obtenido
para A con el método de Grassberger — Procaccia. Para valores iniciales del escalamiento del
seno, pudieran haber fluctuaciones que sobrepasen en magnitud a las celdas definidas y
entonces, ya no se cumple que éstos valores se encuentren en celdas contiguas, en cambio,
cuando la magnitud de las celdas se incrementa, se eliminan estos problemas.
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CAPITULO 3
TEORIA DE CAPA LIMITE Y CAPA LIMITE TURBULENTA
3 Capa limite laminar

En 1905 el ingeniero Ludwig Prandtl, motivado por encontrar el campo de velocidades de flujos
reales cercanos a cuerpos de diferentes formas, hizo dos hipotesis; 1) que las fuerzas viscosas se
pueden despreciar en cualquier region del flujo excepto muy cerca de fronteras sélidas, 2) el
espesor de esa capa tiende a cero cuando la viscosidad tiende a cero. A esta se le conoce como
capa limite.

3.1 Separacion de la capa limite: ecuacion de Prandtl

Debemos tomar en cuenta que el flujo fuera de la capa limite tendra un gradiente de velocidades
pequefio y dentro de la capa limite no. Podemos despreciar los efectos debidos a la viscosidad
fuera de la capa limite. Dentro de la capa limite los efectos de la viscosidad son notorios,
entonces los gradientes de velocidad normales a la placa son grandes. En la figura (3.1) se
muestra una capa limite sobre una placa plana; a continuacién describiremos caracteristicas
cualitativas importantes de una capa limite:

1) Una capa limite siempre es delgada, es decir, si O esel espesor y X es una longitud medida
desde donde inicia la capa limite aguas abajo tenemos que: & << X.

2) Este espesor O puede aumentar aguas abajo pero, siempre permanece pequefio.

3) Enlapared y = 0, por la condicién de adherencia, no hay deslizamiento. La velocidad
aumenta suavemente conforme aumenta la altura desde la placa [18].

A Y

Borde de capa
limite

X

[
»

Figura 3.1. Perfil de la velocidad <U> en al direccion del eje x lejos del plano. Es 5(x) el espesor de la capa

limite en donde hay influencia de la viscosidad.
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Los parametros importantes de la capa limite son el espesor, & (x), que es funcion de la distancia
a lo largo del objeto y el esfuerzo cortante en la superficie de éste. Estas cantidades se pueden
determinar a partir del campo de velocidad de la capa limite u(x, y) y v(x,y).

El espesor de la capa limite J se define para una altura la cual correspondera a la velocidad
u=0.99U).

Si consideramos un flujo bidimensional, estacionario, viscoso e incompresible, U(u,v)
podemos escribir las ecuaciones de N-S de la siguiente forma:

ou ou 1 6P o*u  Ou
Uu—+v v —
0x oy p Ox

B ox® ’ oy’

(3.1)
ov . oV 1oP [d'v o'
U +v—_— =— L e
x oy poy \Xx O
y la ecuacion de continuidad como,
ou v _, (3.2)
ox Oy

Una vez escritas las ecuaciones para el flujo en cuestion, haremos algunas simplificaciones que

nos conduciran a encontrar un valor aproximado del espesor de capa limite J y la ecuacion de
Prandtl.

Con ayuda de la ecuacién de continuidad (3.2) realizaremos un analisis de las magnitudes que se
estan utilizando en la ecuacion de N-S. Entonces,

6u~'U\

ox x

Donde (U) es la velocidad lejos de la pared. Si ahora despejamos el término de y de la
ecuacion de continuidad:

N

v U
o X

. . ov (U) :
podemos hacer la siguiente comparacion: ——~ . Ahora interesa conocer el orden de
x

magnitud de los términos de la ecuacion (3.1) en la componente horizontal,
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2 2

ou U ou Us U U

ox X d x 0O x

Los términos de la velocidad de la componente horizontal y vertical tienen el mismo orden de
magnitud.

ou  ou U’
u o +v o~ :
ox oy x
A continuacion procedemos de igual forma con el lado derecho de (3.1), entonces para saber el

orden de magnitud de los términos donde la presencia de la viscosidad es importante, hacemos
el siguiente analisis:

o'u  du

WU =v Se—

ox~ 0oy
o'u (U
xd X’
otu (U)
ayZ 52

pero x>>¢, entonces comparando términos 5 >> . En consecuencia el término
X

2

. . 0‘u
dominante esta dado por —— .

Falta escribir el término de presion para la componente horizontal, para ello recurrimos a la
ecuacion de Bernoulli en donde los efectos por gravedad se consideran constantes debido al
espesor pequefio de la capa limite. Entonces escribimos el gradiente de la presién como,

\ 2

_1op_ . dU) U
p Ox " dx x

Abhora si, comparamos ambos lados de la ecuacion N-S, obtenemos,
~p (3.3)

De (3.3) podemos obtener la aproximacion del espesor de capa limite:
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S~ .‘/‘,“/' \ (3.4)

Una vez hecha la comparacion de magnitudes, podemos rescribir la ecuaciéon N-S para la
componente horizontal, la cual es conocida como ecuacion de Prandtl de capa limite.

AUy
PLCNNLCNd b 4 2 3.5)
Ox oy oy

La ecuacion (3.5) junto con la ecuacion de continuidad tienen las siguientes condiciones de
frontera:

u(x,0)=0
v(x,0)=0

u(x,y)— (U) cuandoy —> o

Las primeras dos condiciones iniciales son condiciones de deslizamiento en la interfase fluido-
solido. A una distancia considerable de la placa la tercera condicion inicial corresponde a un

\

valor constate (U) .

3.1.1 Solucion exacta: Blasius
Hay dos métodos con frecuencia mencionados en la literatura de mecéanica de fluidos para

determinar una solucion exacta de la ecuacion de Prandtl; uno es el de Falkner y otro es el de
Blasius. Vamos a referirnos a la segunda.

Consideramos que la velocidad U del flujo fuera de la capa limite es constante y que el

espesor es funcion de x, entonces el término de la presion es cero.

Para resolver este sistema de ecuaciones, se introduce una funcion de corriente:

.

oy Ox

Con lo que se satisface automaticamente la ecuacion de continuidad.

V-(u,v)=;u+£v

_ 8 ay/}__a(aw]_o
Toxlay ) aylax )
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Entonces al rescribir (3.1) con el campo de velocidades que satisface la funcién de continuidad,
obtenemos:

9 ad (3.6)
dy dy ox\%y

oy (8 oy ody| 0 6WA= Oy
0x 0x 'y

Si realiza el siguiente cambio de variable: w(x,y)= ‘/wc f(n) con p=yl. w/U ). Los

términos que aparecen en (3.6) se escriben asi:

dw Wy .1 51

ik ol ] A 47 WA
Ox 2 xf 2 A 'x”zf
oy

Vo

Oy v

62W /U U ¥ U

Al sustituir lo anterior obtenemos:

{U>2 el 'Ut’2 . ] n_<U>2V "
S A VR AT
U’ U\
) ﬁfu:\ fm
2x X
Entonces,
f"'+%ﬁ“'=0 (3.7)

Las condiciones de frontera se traducen en;:
£(0)=r(0)=0
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/Tn}»lsin—aw

donde f es una funcién que determinaremos a continuacion con el método de Euler.

La ecuacién de tercer orden se descompone en tres ecuaciones de primer orden, para las cuales
definimos las siguientes funciones:

De la ecuacion diferencial (3.7) podemos despejara f''':

Rescribimos ahora las funciones que componen la ecuacion diferencial segun la definicion de
derivada. Por tratarse de un método numeérico, no evaluamos el limite de la definicion.

G(n)= S+ ll??ﬂ)‘_f(ﬂ)

fﬁw=6®+iQ_G@)

H(p)= H(UHX;)_H(U)

Despejamos los términos donde las funciones estén evaluada en 7 + An:
Sl +an)=Gl)an + f(n)

Gln+An)=H(n)An+G(n)
H@+Aw=—;ﬂwH®Mn+H®)

La integracion iniciaen 7=0.

Con base en la ecuacion (3.6) que Blasius encontrd para una capa limite [6], se realiz6 el calculo
numérico para (3.7)y f '(77) =0.99 cuando:
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% 496 Re, ™’
X

Perfil de Velocidad

1.2

0.8
G06
0.4

024 v

Figura 3.2 Perfil de velocidades obtenido al resolver numéricamente la ecuacion diferencial (3.7) para
u

=0,0.01,...,10.G ta .
n representa _U>
3.2 Capa limite turbulenta

La ecuacion para los valores medios del campo de velocidades son:

~ou -0v Ot
U Y — =

= 3.8
o vay o (3.8)

donde u y v son las componentes de velocidad promedio en la direccién horizontal y vertical

respectivamente y ?(y) = ,u{zzj — puv es el esfuerzo cortante. Lejos de la placa el esfuerzo de
'y

Reynolds domina, pero cerca de la placa las contribuciones por efecto de la viscosidad son
grandes y el esfuerzo de Reynolds puede despreciarse.

Se define una velocidad caracteristica en la proximidad de la placa como:

u, = 1,/ p (3.9)
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También se define una longitud adimensional & = “Y Entonces se puede escribir el perfil de la
v

velocidad media en términos de la componente para la altura, el esfuerzo cortante en la region
de capa limite y la viscosidad y,7, y v de la siguiente manera:

u(y)=u f[“‘y ] (3.10)
v
o de forma,
u. = £(&), donde u, =~ G.11)
U,

f (5) es una funcién universal de una sola variable. A la relacién (3.11) se le conoce como la
ley universal de la placa, que fue formulada por Prandtl [8]. La expresion de la capa limite se
puede obtener de la ecuacion de Reynolds (1.47) afiadiendo los términos correspondientes a 7, .
Considerando el hecho de que las fluctuaciones de la velocidad en la capa limite son mucho
menores que la media de la direccion preferencial de u y que la derivada en x es mucho menor
que la derivada en }, nuevamente utilizamos <U como la velocidad promedio, entonces:

e
TR L (3.12)
x ¥y ¥y ¥

_ou (UY z (U uy Uy
uau-~‘ >-yvaur~< con & << L, por lo tanto ) << >
ox L oy O L o

Rescribimos (3.12) y obtenemos:

_ : .

L ML (3.13)
@b &

De la ecuacion (3.13) podemos estimar la variacion del esfuerzo cortante 7, a lo largo de la

vertical.

3.2.1 Subcapa viscosa y subcapa logaritmica

Si medimos la altura desde la placa tal que y =0. Se puede obtener una aproximacién a f(¢)

. du .
para cuando puv es despreciable y por lo tanto, 7, = pv 7= Para valores suficientemente
y

pequefios de y . En la capa limite se da la siguiente condicion:
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du
<<V (3.14)

A esta regidn se le conoce como subcapa viscosa.

. du .
En la subcapa viscosa el valor pv y es aproximadamente constante, le daremos el valor 7.
'y

T, _du

pv  dy

Usamos la relacion (3.9) y rescribimos la ecuacién anterior:

w _du
dy
Que al integrarse resulta:
— u2
u(y): v y (3.14)

o en forma adimensional f (f ) = £, la constante de integracion vale cero pues se debe cumplir la
condicién de frontera de adherencia. El espesor de la subcapa viscosa quedard limitado por el

valor donde uv =0.1v du [19].
dy

Para distancias de la placa donde ya no domine el término de viscosidad y pueda ignorarse el
término (pv)du/ fy, de tal forma que, 7, = ~puv. La ley de variacion de la velocidad media no

dependera de la viscosidad v pero debe estar determinada solamente por los valores de la
densidad p y el esfuerzo del flujo 7,. Considerando el flujo en la region donde se puede

despreciar el esfuerzo viscoso se pueden estudiar las diferencias de la velocidad ﬁ(yl)—ﬁ(yz) a
dos diferentes alturas de la ésta region, en particular el incremento de #(y)~u(5) donde y > &
y 8=y, —,. El valor del gradiente de la velocidad media du/dy a una altura y para y>9
debe ser independiente de la viscosidad v y ademds es funcion de los pardmetros z,, o y ¥
tnicamente. Con estos pardmetros se puede formular una combinacién z, >/ (p” 2 y)z u,/y con
dimensiones de un gradiente de velocidad. Para y > & la relacion es:

du_ 4 (3.15)
dy
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y resolviéndola obtenemos:

u(¢)= A(w.)In(&)+ B (3.16)

La relacion (3.16) es conocida como la ecuacion de la capa logaritmica. Las constantes A = 2.5
y B =5.26 son conocidas como constantes de Von Karman [20].
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CAPITULO 4
METODOLOG{A Y EXPERIMENTOS: METODOS DE ANALISIS Y RESULTADOS
4.1 Metodologia
4.1.1 Anemometria de bilo caliente y tiinel de viento

La anemometria de hilo caliente es un método para medir la velocidad de un flujo que consiste
en el uso de un filamento muy delgado introducido en el flujo, el didmetro de este filtamento
metdlico es del orden de micrémetros y con una longitud entre 200 um y 2 mm, el cual es
calentado eléctricamente. Cuando éste es expuesto a un flujo, en nuestro caso de aire, el
filamento se enfria y un dispositivo electrénico la mantiene a una temperatura constante
mediante una diferencia de potencial en el filamento. La rapidez de respuesta de la sonda
depende de sus dimensiones, pero por lo general se pueden detectar las fluctuaciones de la
velocidad en un flujo turbulento.

Sonda

A U, filamento

U-+u

Figura 4.1 Esquema del sonda utilizado para la medicién por el método de anemometria de hilo caliente. La sonda
es més sensible a la componente de Ja velocidad U | .

Las sondas pueden ser utilizadas para realizar mediciones de flujos en una, dos o tres
dimensiones, no todos las sondas consisten de hilos metalicos delgados suspendidos entre dos
sujetadores. Las puede haber de peliculas delgadas de material conductor depositadas en
materiales aislantes, estas pueden ser de diferentes formas, esféricos, cilindricos, etc. El platino
y el oro son dos de los materiales que se seleccionan para su fabricacién por que provee €l
méximo de sensibilidad a las fluctuaciones de Ja velocidad con un minimo de inercia térmica. El
tamarfio de las sondas y su montaje en los sujetadores metdlicos estd diseflado para generar el
minimo de perturbaciones en el flujo [21].

Las sondas pueden ser utilizadas para mediciones de flujos de aire (u otros compuestos) a
velocidades de pocos cmy/s hasta velocidades supersénicas, ademas pueden ser usadas en fluidos
no conductores de la electricidad a nimeros de Reynolds pequefios. Las sondas de hilo tienen
una gran sensibilidad y una alta frecuencia en respuesta. Los soportes de la sonda son de acero
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inoxidable, con una forma estrecha proveyendo una superficie de alrededor de 0.lmm de
didmetro para sujetar los hilos metilicos (ver figura 4.1).

El tnel que a continuacién describimos se encuentra ubicado en el Laboratorio de Acustica de
la Facultad de Ciencias de la UNAM, no es el inico que se usé. Tipicamente un tunel de viento
se encuentra conformado de las siguientes partes: (1) arreglo de ventiladores que inyectan el aire
al interior (figura 4.2a), (2) el aire introducido circula por un arreglo de panal de abeja, (3)
después por una serie de mallas finas (figura 4.2b), (4) por ultimo el aire llega a la zona de
mediciones, (figura 4.2¢), todo lo anterior se puede ver el esquema presentado en la figura (4.5).

Figura 4.2 Tiunel de viento
del laboratorio de acustica
del departamento de Fisica
de la Facultad de Ciencias de
la UNAM. a) Arreglo de
ventiladores, b) seccién de
trabajo, ¢) vista del tanel de
viento.
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El arreglo de ventiladores es necesario para inyectar el aire al interior del tinel y estdn
conectados en paralelo y su potencia de funcionamiento esta controlada por un potenciémetro y
un estabilizador de corriente.

El arreglo de panal de abeja es un conjunto de tubos de 25 cm de largo por 0.60 cm de diametro
y tiene como proposito laminarizar el flujo y hacer que éste circule en una direccion fija. Al
circular el aire por cada uno de los conductos del panal de abeja, se forma una capa limite
dentro, esta capa limite invade al tubo y a la salida se puede obtener un flujo que tiene un perfil
de velocidad de Poiseuille (figura 4.3). E) nimero de Reynolds méximo asociado a los tubos del
panal de abejas que se puede obtener es de 684, este niimero es menor que el nimero de
Reymnolds de 2300 donde experimentalmente se da la transicién a la turbulencia. No es suficiente
hacer circular el aire por el panal de abeja para tener el flujo Jaminar necesario, pues aun se
conservan fluctuaciones del 2% de la velocidad. Para ello se coloca, luego del panal de abeja, un

arreglo de mallas tipo mosquitero como mostramos en la figura (4.4). Con estas mallas las
fluctuaciones decaen a una tasa menor al 1%.

Flujo de Poiseuille

El nimero de Reynolds

Seccién de un tubo del panal de maximo es de 684

abejas
A

Diametro 0.60cm

Figura 4.3 Se obtiene este perfil de velocidades debido a efectos de la viscosidad en los conductos del panal de
abeja.
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Panal de abeja

Mallas tipo
mosquitero.

Tubos de 25cm de largo
y 0.60cm de didmetro.

Figura 4.4 Arreglo de panal de abeja y mallas tipo mosquitero que se interponen entre la zona de inyeccidn del aire
y la seccién de trabajo para dar estabilidad en el flujo.

Esquema de un tiinel de viento

Ventiladores Mallas tipo
que inyectan el  mosquitero
aire al tinel Cubierta de acrilico
é‘ et
& EV—¢48 Flujo laminar Salida del
c o I—— ————H )0
3 EE=— flujo
o EH
Panal de Seccidn de
abeja trabajo

Figura 4.5 En este esquema se presentan las partes que son relevantes para et funcionamiento del tine) de viento.
4.1.2 Experimento de capa limite turbulenta en una placa plana
Los datos para este experimento se obtuvieron con el método de medicién de anemometria de

hilo caliente. El dispositivo experimenta) se conforma de una placa lisa de 2 m de largo puesta
horizontalmente en la seccién de trabajo del tunel de viento. Las mediciones de la velocidad se

hicieron a 1.5 m aguas abajo, adquiriéndose 10’ datos con una frecuencia de 32768 Hz.
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Para este estudio nos enfocamos solamente en el eje vertical ), la distancia horizontal X

permanecid constante (ver figura 4.6).

Tunel de viento

Direccién Zona de mediciones
del fluio

Figura 4.6. Esquema del dispositivo experimental para la capa limite turbulenta.

Se han utilizado variables estdndar adimensionales [22] definidas de Ja siguiente manera:
longitud adimensional &=u*y/v y la velocidad adimensional z_:+(§)=u(§)/u', donde u*

(ecuacién 3.9) es una velocidad caracteristica de la subcapa viscosa con valor 0.34m/s. En una
grafica semilogaritmica los datos se ajustan en una linea observandose la subcapa logaritmica,

(ver figura 4.7).
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El mejor ajuste de datos para la regién de logaritmica turbulenta es:

Figura 4.7 La capa limite
turbulenta se divide en
subcapa viscosa y subcapa
logaritmica. En la gréfica
hecha en escala semilog se
visualiza la subcapa
logar(tmica con la }inea recta.
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17(§)=-/}21n§+3 (4.1)

Donde y =0.4 esla constante de von Karmany B =5.26.

Comparando con resultados previos de otros autores, los datos que definen la subcapa
logarftmica se ajustan aceptablemente para las constantes y y B, por lo tanto, decimos que hay

concordancia con lo mostrado en la referencia [20]. La regién en cuestién comienza a partir de
& ~ 50 donde se tiene el ajuste lineal de la ecuacidn (4.1), ver figura 4.7 y seccién 3.2.1, [19].

4.1.3 Experimento de transicién a la turbulencia

Para observar el fenémeno de ]a transicién a la turbulencia se realizé el siguiente experimento:
En un tinel de viento se interpuso un obstaculo: objeto cilindrico de 10 ¢cm de didmetro.
Postertormente se hicieron mediciones de la velocidad del flujo desde 20 cm de distancia al
cilindro y cada 40 cm aguas abajo hasta 220 cm (ver figura 4.8).

Cerca del cilindro se observa una mezcla de sefial turbulenta con los vértices que se desprenden
del cilindro —la calle de von Kérman- Esto se puede observar en la figura (4.9a).

Usando nuevamente anemometria de hilo caliente, se hicieron adquisiciones de datos con una
frecuencia de 20,000Hz obteniéndose 10’ datos para cada distancia. Estas muestras se
almacenan en la computadora como archivos binarios para posteriormente ser analizados.

Cilindro Tunel de viento

Flujo Zona de mediciones
laminar
Figura 4.8. Esquema del dispositivo experimental para observar el fenémeno de transicion a la turbulencia.
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Figura 4.9 Graficas de las mediciones de la velocidad correspondientes al experimento de transicién a la
turbulencia que fueron tomadas a diferentes distancias de un cilindro de )0 cm de didmetro: (a) a 20 cm donde se
puede apreciar partes suaves que corresponden a un comportamiento laminar del flujo, (b) 2 100 cm no es tan
evidente ya este comportamiento laminar y (c) 2 220 cm ya no se aprecia la existencia del comportamiento laminar
debido a la presencia del cilindro, para t = 1000 se tiene apenas 0.05 seg.

A continuacion llevaremos acabo la exposicion del modelo multifractal tiene como finalidad dar
bases tedricas para justificar e interpretar el analisis numérico de los datos experimentales. Esta
teoria nos dard informacién relativa al comportamiento autosemejante de la velocidad y de la

transmisién de energfa en la regién inercial tomando en cuenta los detalles de las fronteras
fisicas del fenémeno.

4.2 Métodos de andlisis

4.2.1 Modelos para el analisis de la turbulencia: el modelo 3, el modelo bifractal y el
modelo multifractal

Existen modelos que se aplican al fendmeno de la turbulencia, et estudio de estructuras fractales
sirve para conocer en detalle como el sistema transmite su energia mediante la formacién de
estructuras en diferentes escalas. Surge la necesidad de plantear modelos alternativos ya que, la
teoria K41 (ver tabla 1, pagina 37) no estd dando resultados que no concuerdan con los
experimentos. El primer modelo fractal en turbulencia es el modelo B que parte de la idea de que
el volumen ocupado por las estructuras turbulentas disminuye con el decremento de la escala de
longitud. Antes de entrar de lleno al tema, propondremos dos ejemplos sencillos que nos
ayudardn a comprender el concepto de dimension fractal, luego mencionaremos de manera
breve, en qué consiste el modelo de cascada de Richardson.
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Comenzaremos por la curva de Koch citada en la seccion 1.3.2 (ver figura 1.7). Para conocer la
longitud de ésta curva nos enfrentaremos con el problema de que ésta dependera del tamafio de
nuestra regla de medida, es decir, cada vez que queramos mirar con mas detalle la curva, nos
percataremos de que esta se compone de mas y mas segmentos y por supuesto, su longitud serd
mayor. Segun la teoria que estudia las estructuras fractales [23], la curva de Koch tendra una
dimensidn no entera. ;Cémo es esto? Observemos primeramente como se define ésta curva:

comenzamos con una linea de una longitud /, medida con resolucion (1/ 3)010, si observamos
con una resolucion (1/3)'/, la linea anterior se conforma por 4 segmentos y su longitud sera
4/3],, una segunda observacién con una resolucién de (1/3)'/, apareceran 4> segmentos y la

longitud sera de (4/3)*/,. La longitud para cualquier resolucién es: 7, =(4/3)"l,. La definicién
de dimensién relaciona al nimero de segmentos necesarios para medir la estructura y el
cociente entre Ja longitud /; y la longitud a una determinada resolucién », como a continuacién

mostramos:

_ log(#_segmemo_s) (4.2)

log(l, /1,)

Para la curva de Koch, se calcula ja dimensién fractal: D=log( ")/log( ”)=1.26, gue es un
niimero no entero mayor que !a unidad. La definicién que se ha dado concuerda con Jas ideas
que se tienen de dimensiones para lineas, superficies y volimenes. El siguiente ejemplo es
necesario para clarificar las ideas que se presentan del modelo B. Se trata de un cubo cuya
medida por lado es / (ver figura 4.10). Si insertamos cubos que tengan por arista, una longitud
112, podremos recuperar el volumen inicial con 8. Si volviéramos a construir cubos de //4,
necesitariamos 8°. Una vez establecida la forma en la que vamos a construir los cubos y cuéntos
de ellos necesitamos para completar el volumen inicial, podremos calcular nuevamente la
dimension.,

Figura 4.10 Se presenta un cubo

3
de volumen - en el cual se
inserta  otro de  volumen

(1 / 2)3 . podemos ver

facilmente que con 8 de estos se
puede ocupar el volumen del
cubo mas erande. 64
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Entonces, requerimos 8" cubos de arista (1 / 2") para llenar el volumen, y por lo tanto,
tendremos que su dimension es:

p="0g) _, , ya que log(8)=3log(2).
nlog(2)

Recuperamos el valor de la dimensién en donde se encuentra el cubo, o sea D =3.

¢Qué pasaria si quitdiramos algunos cubos en cada paso? Lo que ocurre es que para la nueva
estructura tendriamos una dimensidn diferente y menor que 3. Siguiendo con esta idea y para
ejemplificar, quitamos un cubo en cada paso y volvemos a calcular la dimensién de la

estructura, tendremos que: D = [og(? ")/ log( ")= 2.8
Lo anterior la podemos asociar entonces con la cascada de Richardson [3].

“Los remolinos grandes tienen remolinos pequerios,
Que se alimentan de su velocidad,
Y los pequerios remolinos tienen mds pequerios,
Asi hasta la viscosidad. "

Brevemente podemos decir que si se tienen remolinos de cierto tamario (o remolinos madre) que
ocupan un cierto volumen ¥, y posteriormente estos se dividirdn en otro mas pequefio siendo

Y, Su volumen total, tal que ¥, >V, la suma de sus volimenes serd menor al del volumen

i+l
madre. Las longitudes de los remolinos madre es / y el de remolinos hijo es Ir, con » <1 (ver
figura4.11)

O OO
OO0 OO

DO OO0 OO
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Figura 4.11 [lustramos el modelo de cascada de Richardson que explica como los remelinos de gran tamafo, es
decir que se encuentran en una escala / se van dividiendo en remolinos mds pequefios que en con junto contienen
la misma cantidad de energla que el principal, esto sucede en la regién inercial.

Es necesario cuantificar la reduccion del volumen activo que utilizan los remolinos hijo, para
ello se define un factor 8 que cuantifique el volumen ocupado por las estructuras de tamafio

n
L.

La cascada de energia estard formada por una cantidad a de remolinos activos. Esto es un
remolino madre dara lugar a un niimero de « remolinos hijo, a partir de esto podemos calcular
la dimensi6n como:

o bien si se despeja a”:
a" =, /1,

B se define como V,,,/V, o B" =(1,,3a")/103, sustituyendo el nimero de voliumenes activos

. {,,_ 3 1_0 D= [_" 3-D
7<(i)(¢) (2] ®

Por ser /, una cantidad constante, podemos escribir " como la fraccién de volumen activo:

dados en la ecuacion previa,

f, < I’ cuando I -0 (4.4)
Lo anterior lo podemos generalizar para cualquier espacio de dimensién 4 .
py o 1”” (4.5)
Alacantidad a d — D se le conoce como codimension y puede no ser un niimero entero.

Calculemos los exponentes de las funciones de estructura usando el modelo B. Sea u, la
diferencia de velocidad tipica sobre una longitud 7, el tiempo caracteristico (, es //u,. Los

remolinos activos de tamafio / llenaran una fraccion de espacio 8", entonces la energia por
unidad de masa asociada con el movimiento en la escala / (ver seccion 1.3.2) es:
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1 3-D
E~ulp, = u,’[l—J (4.6)

0

Entonces el flujo de energia [, en la escala / es:

H;~5~“—’[L] 47

Suponemos que el numero de Reynolds es grande, entonces hay un intervalo inercial en el cual
el flujo de energia es independiente de /, tal que,

[[~e~2 (4.8)

De la relacién anterior podemos deducir el valor para u;:

1 3-D

u~uy (111,57 (4.9)
Y el exponente de escalamiento para la velocidad lo nombramos 4 :

1
h=--2"" 4.10
3 (4.10)

Para conocer el escalamiento de las funciones de estructura hay que considerar que la ecuacién
(4.9) se aplica en regiones activas. Entonces al promediar se debe multiplicar por la fraccién de

volumen.
1 ph 1 3-D / Ph3-D
S,O)=(aup)~&uf| - | | =] =oug|— (4.11)
' ' lo [o 10

El exponente de escalamiento para las funciones de estructura en el modelo f:

§P=133+(3-D)( —?J (4.12)

Este resultado concuerda con la ecuacidon de Howart-von Kérman (1.73) para p=3,
obteniéndose el valor de &;=1. Si ahora proponemos un valor p=6 el exponente es
¢ =D —1, esto discrepa de K41 si pues de acuerdo a esa teorfa, el exponente de la funcién de
estructura de orden 6 es igual a 2.
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El modelo $ es importante porque de éste podemos hacer generalizaciones, a continuacién
haremos una revisién breve del modelo bifractal para dar paso al modelo multifractal.

Anteriormente calculamos la dimensién fractal de un conjunto S formado por remolinos madre
de una longitud / que dan paso a una nueva generacion de remolinos hijo, mas pequefios y asi
sucesivamente hasta una escala de disipacién; el modelo bifractal plantea la existencia de dos
conjuntos S, y S,. Dentro del conjunto S, la velocidad tiene un exponente de escalamiento /,

y dentro de §, tiene un exponente h,, de tal forma que,

(4.13)

U

su(r) |(71,)",r S,,dimS, =D,
(1/10)”,r €S,,dimS, =D,

Podemos determinar el comportamiento de la funcién de estructura de orden p la cual la
escribiremos como una combinacién lineal de componentes de la expresién de la relacién

anterior,
_&J,p B / phy+3=D, X _[ phy+3-Dy (4 14)
u? =H I, Hy I, :

0
Las constantes x4, y 4, son factores de peso del orden de la unidad.

Para conocer el escalamiento debemos averiguar cuél es el término dominante. Para saberlo,

debemos tener en cuenta que ! ] << 1, por lo tanto, dominara aquél con exponente menor:
0

(Sufyoc I 'y £, =min{ph +3-D,, ph,+3-D,} (4.15)

Esta idea es punto de partida para hacer una generalizacién al modelo multifractal.
Consideremos que tenemos n conjuntos S, podemos escribir la funcién de estructura como:

" ] ph+3-D,
(\&t'l’ ~S (h'{l_J (4.16)
{ a

Si ademds en el lado derecho de (4.16) se trata de una expresioén continua, la suma se convierte
en una integral sobre A :

© ph+3-D
(6u" )~ | ,a(h{;-J dh (4.17)
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Anéalogamente al modelo bifractal, tendremos que el término dominante en (4.17) serd aquél que
tenga expounente minimo.

4.2.2 Modelo multifractal y sus resultados para capa limite turbulenta en placa plana

En el modelo multifractal [1] se utiliza la siguiente expresidn de escalamiento de una funcién de
estructura en el rango inercial:

phd-D(h)
] dy (4.18)

-

L

El término dominante en la integral es aquel que tiene exponente minimo, ya que r << L.
Entonces escribimos

/&l(r)p:}wr{’

\

donde ¢, = rrbi.n[ph+d - D(h)], d es la dimension del espacio y D(h) es la dimensién fractal

que depende del exponente de escalamiento /. El comportamiento estadistico de la turbulencia
es producido por las estructuras de diferentes tamafios y dimensiones. El factor D(h) también es
funcién de p, para un valor dado de p, se encuentra el minimo de la siguiente expresién:

p=D'((p))=0

El exponente £, para el exponente minimo 4 es:

¢, = ph(p)+d-D(h(p)) (4.19)

Usualmente el célculo de las funciones de estructura [10] se hace con la ayuda de la hipétesis de
Taylor. Brevemente, la hipdtesis del flujo congelado se refiere a que las estructuras solamente se
transportan pero no cambian de forma. Entonces si la medida de la velocidad a dos puntos
distintos separados por una distancia r, Su(r)=u(x+r)-u(x) es equivalente a la medicién de
la diferencia de velocidades en un punto a dos tiempos distintos, es decir, a 7 y a 7+f
encontramos que la diferencia de velocidades estard dada por 5u(t)=u(r)—u(r+t) y que

Sulr)=—6ulr).

De acuerdo a esta afirmacién el escalamiento (Su(r) )~r®" debe también satisfacerse si se

miden las velocidades en un mismo punto a dos tiempos diferentes, o sea:
(((‘J'u(t)p 1t
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En la relacién anterior para el calculo de A(g)= h“(g,z,)/(l(g)') con el método de tiempos de

salida aparece el promedio de tiempo para que la sefial abandone una celda de tamafio &, €s
decir, {(£)). Dado que Ja sefial es la velocidad del flujo en un punto, el promedio (f(g)) es una

funcién de estructura inversa y hn(s, r,) aporta una correccién logaritmica., pues representa €l

promedio de tiempo para que haya una fluctuacién de cierto tamaio en la velocidad. Para
encontrar el valor del exponente que debe encontrarse en el régimen de capa limite turbulenta,
debemos tomar en cuenta la siguiente suposicién [13]:

l -1 \‘
(e N/‘((g)

La distribucién de probabilidad para éu(r) puede recuperarse invirtiendo la distribucién de
probabilidad multifractal. Por lo que esperamos el siguiente comportamiento segin la teoria de
Kolmogorov,

(((5“)/’ .-Iﬂ_&lz(v)

donde y(g)= mljn[gj' d; D@] . Finalmente la entropia-¢ es:

h(£)~6’('l]

Para el régimen de un flujo turbulento homogéneo ¢ isotrdpico se cumple la siguiente
relacién:

2(=1)=-3
<5u(t)3>~t:>h(£) g™

En la capa limite la ecuacién de Howart-von K4rman no se aplica ya que &, # 1. Para calcular el
exponente de h(s) necesitamos encontrar el valor de p para el cual &, =1 y que nombraremos
p'. Enel caso general p' no es un valor entero. De hecho p'>3 | si escribimos:

zbwzmmfd—ph+@%+d—D@»}

h

Obteniéndose,
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x-1)=-p (4.23)
4.2.3 Cilculo de 4(g) con el método de tiempos de salida

El método de tiempos de salida para el calculo de entropfa- £ tiene analogias con los métodos de
compresién de imagenes.

Figura 4.12 En esta imagen se pueden observar tres contrastes distintos, los cuales podrian codificarse
sencillamente asignando un valor para el contraste a una determinada superficie de la imagen.

En un formmato de imagen no comprimido (BMP) a cada pixel se le asigna un espacio en un
archivo con informacién sobre la intensidad del color o el tono de grises, se tiene una gran
cantidad de datos, sin importar que para grandes secciones de ésta imagen la intensidad sea la
misma. Una manera alternativa de codificar la informacién es tomar bloques de pixeles
contiguos para los cuales corresponde el mismo valor de informacidn sobre color ¢ intensidad.
En el archivo se guarda la intepsidad del color y el numero de pixeles contiguos que comparten
la misma tonalidad con lo que se elimina informacién redundante. En la medicion de cantidades
flsicas, en donde se obtienen una gran cantidad de datos, estas pueden tener fluctuactones muy
grandes en pequefios intervalos de tiempo, pero también puede haber dentro del mismo conjunto
de datos, regiones con fluctuaciones inferiores a un cierto valor. Se definen celdas de tamafio £
constante centradas en un valor inicial de la mediciéon que conforma una sefial y posteriormente,
asignarle un simbolo a esa celda. En la siguiente grafica podemos ver a que nos referimos.
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x(1)

-0.4
i

Figura 4.13 Para las fluctuaciones que sobrepasan el valor de £/2 (ver seccion 2.8), se define una nueva celda
sucesora centrada en ese valor [13].

En la parte central de la grafica hay una regién donde la sefial permanece confinada dentro de
una celda durante varios tiempos tomamos una celda de tamafio & centrada en un valor u(r).
Luego se mide e} tiempo / que tarda la sefal en salir de esta celda, es decir, se¢ busca el primer
valor de ¢ para el cual u(f+7~u(z))=£/2. Esta codificacién es un muestreo con intervalos de
tiempo variable.

Como vimos en la figura 4.13, si en las mediciones existe un conjunto grande de datos en donde
no se presentan fluctuaciones mayores a un cierto umbral, éstos quedaran definidos en una sola

celda. La codificacién que se propone toma al primer tiempo £; como aquel en donde se cumple
la siguiente condicién:

Ix(ty +1,) = x(t, ) 2 5

En la nueva codificacién se requiere —para no perder informacién- saber si la sefial pasa a la
celda inferior o a la celda superior. Es por ello que requiere una etiqueta k& que indica hacia
donde migro la sefial (k = £1). Las nuevas letras son:

(1. k,)

Donde ¢, corresponde al tiempo de salida de una celda i y a k, se le podran asignar valores 1 6

-1; si la fluctuacién salié por debajo de £/2, entonces se asigna un -1, si fue por amiba se
asigna 1. Para fines practicos de programacion, podemos en lugar de asignar -1, para el evento
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de salida por debajo de £/2, asignamos un 0, este valor nos permitird construir cadenas de
nimeros binarios y luego nimeros enteros.

Luego es necesario conocer la frecuencia de repeticién de estos arreglos. Para este punto del
cdlculo de k(g), podremos darnos cuenta que hemos ahorrado en cantidad de calculos y de
conteo, debido a que las celdas pueden ser variables en su anchura. Comparando con el método
directo del calculo de h(e) que se tienen celdas de tamafio fijo, sin tormar en cuenta que pudiera
haber una seccién en la sefial sin grandes fluctuaciones (ver figura 4.11).

En esta codificacidn se requiere contar la frecuencia de aparicién de palabras
Q= {(t,,k,),(tm,km)..,(tm_,,k,ﬂ_, )}. Como ahora se estan midiendo el tiempo de residencia en
una celda, esto puede significar una reduccién en el tiempo de calculo de la entropia h(s) con

respecto al método directo, pues ahora se usa una sola letra para representar a un segmento de la
sefial en donde las fluctuaciones son menores a /2.

i S 1

1 ; 1 I l l 1 I T W TS S
10111213 14151617 18192021 22232425262
n{1)

o
(%2 N
=
vy .
[ TE—
1
oo
o

04 JI

Figura 4.14 Esta dinAmica simbdlica se utiliza con regularidad y consiste en dejar el ancho 7 de las celdas es fijo,
de esta forma se tiene que contar mucha informacién que puede ser redundante para el célculo de la entropia-¢,
tiene inconvenientes como el tiempo que le lleva a una computadora realizar la estadfstica necesaria [13].

El método directo exige que se tenga una gran cantidad de datos, para construir también una
cantidad grande de simbolos y arreglos, todo con el fin de realizar una buena estadfstica. Por
estos motivos, el tiempo de célculo puede aumentar en varios ordenes de magnitud con respecto
al método de tiempos de salida. Para un muesrteo de 2x10° datos, el andlisis con el método de
tiempos de salida demorara a lo mas 3 minutos en una computadora con procesador de 2 GHz,
mientras que con el método usual, el mismo analisis puede demorar hasta un par de horas.
Utilizando el método de tiempos de salida se obtiene una mejor convergencia para los valores
de h(s), ademas simplifica el hecho de que la inversa del promedio de tiempos de salida
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l/(!(g)‘/\ nos devele el escalamiento del fenémeno, siendo A® (s) (ver ecuacién 2.23) un factor

de correccién que no es dominante.

El modelo multifractal estima /(g) cuya dependencia con respecto a £ es una ley de potencia.
Para la estimacion del exponente se puede acotar el valor de (g) separando las codificaciones

para £ y para k . Para tal efecto se usan las si guientes resultados de la teoria de la informacién:

1) La entropia de una serie de tiempo compuesta {/,.,k,} es mayor o igual que la entropia de
cada una de las series {f,} 6 {k,} por separado. En particular: x*({r,, k,})> #°({k,}).

2) Los estados posibles (o las palabras) alcanzan un maximo cuando {k,} y {¢} son
independientes. Estos significa que #°({r,,k,}) < #*({r,})+ n*({k}).

Por otra parte se ha observado que para la serie {!/} satisface la desigualdad, en donde:

()< H2({)) (ver secciéon 2.8). Finalmente la entropia h(s) satisface las siguientes
desigualdades:

PR 0 1o R0k
S )

Nétese que ambas cotas son mas sencillas de evaluar y como se ver4d mas adelante mantienen la
misma ley de potencia para valores grandes de ¢ .

Se debe resaltar que la codificacién de tiempos de salida tal como se ha presentado, deja de ser
adecuada para el calculo de entropia cuando &£ — 0. Eso se debe a la idea de que la sefial
abandona la celda y migra a la celda inmediatamente superior o inmediatamente inferior ya no
se cumple. Para & suficientemente pequefia es posible encontrar eventos tales que u(l,.) estd en

una celda y u{t,,,) se encuentra en una celda no contigua. En estos casos el simbolo 4, ya no

i+l
adoptaria valores %1, sino £2 o mayores.

Por esta razén para la evaluacién del limite h(g) cuando £ = 0 es recomendable utilizar el
método de Grassberger y Procaccia [15].

4.3 Resultados
4.3.1 Experimento de capa limite turbulenta en placa plana

En la seccion (4.2.2) se ha deducido que el escalamiento de k() en capa limite est4 relacionado
con la funcién de estructura de orden p' tal que,

Sur) ~r
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h(¢) tiene también un comportamiento de ley de potencias:
h(e)~e~"

En el caso de turbulencia homogénea isotrépica estd bien establecido que p'=3 (la ley de

potencia — g dada por la ecuacion de Howart-von Karman).

Cerca de una placa, este resultado ya no funciona, de hecho el valor de p' es mayora 3.

Antes de presentar el calculo de h(s) para varias distancias de & de las placas, vamos a mostrar

algunos resultados del campo de velocidades en esta configuracién. Por principio de cuentas la
funcién de distribucién de probabilidades no es una gaussiana pues las colas de probabilidad son
diferentes (ver figura 4.15).

PDF

a]

-2

=10+

—14—

vel(m/s)

1
&
d

-8 -4 -2 0 2 q 6 8

Figura 4.15 Se puede observar que las PDFs de la velocidad medida a diferentes alturas de una placa en el ¢je y se
alejan de tas colas de la distribucién normal de Gauss (linea continua), aunque pareciera que en la parte central hay

una tendencia hacia ésta distribucidn, se presentan diferentes PDFs para: (¥) 2 125 mm, (0) a 1.46 mm, (+) a4.7

mm y (0) a 10.7 mm.
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Aplanamiento | Asimetria | Distancia de ]a placa (mm)
3.12 0.43 1.46
3.21 0.67 4.7
2.74 0.08 10.7

Tabla 4.1 En esta tabla se presentan los valores estadisticos del sesgo y Ja asimetrfa para podernos dar una idea
clara de cuanto se alejan las PDFs de la velocidad a diferentes distancias de la placa.

La transformada de Fourier de la energia cinética (figura 4.16), se resalta que a una distancia lo
suficiente grande como para que el flujo se encuentre lejos de ta influencia de la capa limite
turbulenta se recupera la ley -5/3, lo cual indica que en el flujo hay un régimen turbulento
homogéneo ¢ isotrépico (figura 4.17a). Por otro lado, estas representaciones realizadas en la
region logaritmica develan una tendencia a disminuir el valor de la pendiente conforme estamos
mas cerca de Ja placa, en un mismo intervalo de namero de onda en donde se realiza el ajuste
lineal (ver figura 4.16b, c, d y tabla 4.2).

Distancia (mm) | Valor de exponente
].46 -1.43
4.7 -1.54
10.7 -1.63
125 -1.68

Tabla 4.2 Pendientes de) ajuste lineal contra la distancia, a 125 mm se tiene una tendencia a recoperar la ley -5/3.
Las gréficas de espectro de energfa de donde se obtienen estos valores se presentan a continuacién.
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log(E(k)) 4.7mm ESPECTRODEENERGIA
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log(E(K)) 1.46mm ESPECTRODEENERGIA

0

-2+

-8

'Q'l'l'l'l'l'l'l'r'l'mg(k)
06 1.0 1.4 18 22 2B 3.0 34 38 42 48

(d)
Figura 4,16 Espectros de energfa cinética para distintas distancias de la placa E(k) en la regién de la subcapa

logarftmica y lejos de la placa. El pico que se observa en las gréficas en el intervalo (3.8, 4.0) pude deberse a ruido,
no tiene relevancia experimental.
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Una vez analizado el espectro del campo de velocidades, queda por observar como es el
escalamiento obtenido del calculo de la entropia- ¢ .

Por lo que hemos revisado, se hace notorio un comportamiento distinto en regiones cercanas a la
pared con respecto a un flujo turbulento isotrépico. En la figura (4.17a) se exponen las graficas
obtenidas para las mediciones hechas lejos de la capa limite y otras dos mediciones para
distancias cercanas a la capa. Es notoria la obtencién de escalamientos distintos, mientras que
para el flujo turbulento homogéneo e isotropico se tiene una tendencia hacia éste: h(e)~ ™,
para las mediciones cercanas a la placa, los exponentes para & disminuyen respecto al
exponente -3. Mientras mas cerca se hagan mediciones de la placa, menor seré el exponente que
se obtenga, esto va en concordancia con lo expuesto en la seccién (4.2.1). Debemos notar que

para ¢ pequefio se tiene el escalamiento h(£)~e". Observamos que el exponente de
escalamiento disminuye conforme nos acercamos a la placa (ver figura 4.17a).

fap(h)

A3

ol . i . : . 1 . T . T . log{ess)
A -1 04 -n2 02 b5 13

Figura 4.)7 Se presenta el anélisis de h(f:) ~ £ " para Jas siguientes medidas del flujo a: p = 4.2 , para & =175
(+),p= 4.5(0)yp=-4.7 para & = 45 (0).

4.3.2 Experimento de transicion a la turbulencia

Para el experimento descrito en la seccién 4.1.3 presentamos las siguientes funciones de
distribucién de probabilidad (figura 4.18). Al observar las colas de las distribuciones se notan
eventos que son trascendentes en el comportamiento del fendmeno de transicién a la
turbulencia. Para el campo de velocidad medido a 20 cm del obstaculo se pueden ver dos
jorobas, luego la cola de la distribucion se aleja de la distribucidn gaussiana.

m

ESTA TESIS

-
= i 4
B T A RYP]

Ad A A EMYR

NO SALEk 79
T
A



Para fendmeno de transicién a la turbulencia no se tiene un modelo que explique el
escalamiento h(g), sin embargo hay algunos factores que afectan y que se mencionaron en

paginas anteriores.

PDF

Figura 4.18 PDFs de ia
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-2=

velocidad medidas a diferentes
distancias  del  obstaculo
cilindro. Podemos abservar
como las tres distribuciones
que se presentan en esta
gréfica difieren en sus cotas de
manera notable de una
distribucién  normal  (lfnea
continua), inclusive en el caso
de la medicién de la velocidad
a 20 cm se notan dos jorobas
que aparecen casi ¢n la parte

central de la distribucidn. (0)
A 20cm, (-1-) al00cmy (0)

o -

- ~4 -2

— vel(m/s) a 220 cm.
8

2 4 3
Aplanamiento | Asimetria | Distancia del obst4dculo (cm)
3.13 0.16 20
3.09 -0.03 100
2.87 0.07 220

Tabla 4.3 Valores de asimetrfa que nos indican que tan alejados estan nuestras mediciones a diferentes distancias
del cilindro de tener una distribucién normal.

Las dos jorobas que aparecen en la distribucién se deben a la presencia de vortices a esa
distancia del cilindro. Es conocido para el valor de niimero de Reynolds de 50 comienza la
formacidn de vértices. En el flujo que estudiamos esta presente el fenomeno de la calle de von
Kérmman (figura 4.19), pero hay ademas muchas irregularidades, tal fendmeno en cuestion, es
observado justo atrds del cilindro por lo cual, se detecta con la sonda el paso de los vértices. En
el espectro del campo de velocidades, observamos dos picos (figura 4.20), estos picos
corresponden a la frecuencia de emision de vortices para las dos hileras.
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Esquema de la calle de von K4rman

Didmetro D =10cm Q\ 6\ Q\
: Direccién de propagacién

QO QO O

Vortices

v

Distancia entre vértices b

Figura 4.19. Hey dos hileras de vértices que se forman, los vértices giran en diferente sentido para cada hilera. La
frecuencia con la que se generan, depende del didmetro del obstaculo y de la velocidad media del flujo.

E(K) ESPECTRODEENERGIACINETICA
A Figura 4.20 Para obtener el
02 valor de frecuencia a partir de
la definicién del mimero de
- 2 27U
02 onda k=— y A=——,
A »
entonces para obtener ¢l valor
0.4

de la frecuencia de los dos
picos utilizamos la siguiente

-05- expresién: w=kU, si
U=423m/s, el valor de
la frecuencia en el primer pico

el es 32.99 Hz y para e) segundo
pico 62.60 Hz  con
-0.7- k=78m"" para el primer
picoy k=14.8m"" para el
-08 ’ T v T T T T T T T kK do.
0.7 08 08 1.0 1.4 (2 13 segwico
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E(Y) 20cmESPECTRODEENERGIACINETICA

=3

=5

-7

Figura 4.21 Espectro de
energfa cinética para el
campo de de velocidades
medido a 20 cm del
obstaculo.

Podemos suponer que los
picos que aparecen en el
intervalo (0.5, [.5) pueden
deberse a la formacién de
voértices a manera de una
calle de von Karman luego
de que el flujo pasa por el
cilindro.

En el supuesto de tener la formacién de la calle de von Karman, la frecuencia del primer pico
corresponde a la emisién de vértices entonces, si se tiene que la frecuencia se puede escribir

como!

w=2af=k-U

, 2n : : ..
ademas, £~ 7 donde b es la distancia entre vortices, para el cual obtenemos un valor de

b, =80cm para el primer pico y b, =42cmb el segundo pico.
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E(k) 100cmESPECTRCDEENERGIACINETICA

-2-1

-5

(a)

E(k) 220emESPECTRODEENERGIACINETICA

-6

(b)
Figura 4.22 Espectro de energfa cinética E(k) para (a) 100cm (b) 220cm del cilindro. Para ambas
representaciones (a) y (b) se hizo un ajuste de recta en el intervalo de nimero de onda 2.5 y 398, y se obtuvieron las
siguientes pendientes de) ajuste: (8) m =—1.792 y (b) m = —1.690 . Interpretando el valor de la pendiente de

la gréifica (b) podemos decir que se cumple la ley -5/3 que nos indica que se trata de turbulencia homogénea e
isotrépica.
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Podemos decir, luego de las graficas mostradas (figura 4.22), que comparando la ley -5/3
predicha por la teorfa para un flujo turbulento homogéneo e isotrépico y los datos
experimentales obtenidos de la medicién de la velocidad de) flujo a 220 cm del cilindro, se
calculé un valor aproximado de -1.69 con un error porcentual del 1.3%, que podemos considerar
experimentalmente aceptable respecto a la ley -5/3. Podemos decir que a 220 cm del cilindro se
ha obterudo experimentalmente un régimen turbulento del flujo. Esto también tiene
concordancia, luego de revisar el nimero de Reynolds que se tiene del flujo medio para esta
distancia del cilindro (ver tabla 4.4).

Distancia del cilindro m | Velocidad media m/s R,
0.20 2.78 232
1.0 3.94 363
2.20 4.14 297
Tabla4.4 R, =4 donde 1 = | o?

|/ (e}

/
Para el experimento de transicién a la turbulencia encontramos los siguientes valores del
exponente de A(g) contra la posicién (figura 4.23):

I
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Exponentes

-23

24

-25-] L

_2_6_

=2.71

~2.84 -

-2.84

-30- +

-3 T T T T T T *+ T

20 40 100 20 140 150 160 200 220
Distancia (cm) P(e")

20 -2.3
60 -2.4
100 2.5
140 2.8
180 -3.0
220 -3.1

cm

Figura 4.23. GCrédfica
correspondiente  a la
tabla 4.2. Se puede
observar que para las
mediciones cercanas al
cilindro, el valor del

exponente de h(f:) en

valor absoluto es menor
que 3, para las
mediciones  realizadas
lejos del cilindro, el
valor de la entropfa-£&
tiende al valor de 3.

Tabla 4.5. Se presentan los exponentes de escalamiento obtenidos para las diferentes distancias del cilindro.
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Figura 4.24. En esta grafica observamos los exponentes de escalamiento de h(&‘) que aparecen en la tabla (4.5)
para las mediciones a 20cm (), 100cm (0) y 220cm (+) del obstaculo.

Podemos decir de ]a tabla (4.5), que para las mediciones hechas en las proximidades del cilindro
hay una mezcla entre la sefial de un flujo laminar y un flujo turbulento (ver figura 4.9a), de la
misma manera obtenemos valores del exponente de & mayores que -3 para 60 cm, 100 cm y
140 ecm. Y para las mediciones correspondientes a 180 ¢cm y 220 cm se observa turbulencia
completamente desarrollada, pues el valor del exponente de £ es -3 aproximadamente.

Un aspecto muy importante es el valor del exponente de Lyapunov que se obtiene. En la gréfica
(4.25) se puede observar que, para una distancia de 20 cm del obstaculo, debido a que la sefial
tiene una mezcla de partes laminares y partes turbulentas (figura 4.9a) entonces se verifica que,
la caoticidad es menor (seccion 2.7), mientras que a 220 cm el exponente de Lyapunov aumenta.
Fisicamente quiere decir que a 20 cm del cilindro tenemos un flujo que conserva caracteristicas
laminares, pero la perturbacion debida al cilindro, comienza a incrementarse en el flujo, el grado
de desorden puede apreciarse con un exponente A, pequefiio que tiende a un valor constante.

Lejos del cilindro, a 220 em, el sistema se encuentra completamente desordenado,
Arem > Aane, Y SU €Xponente no parece tender a un valor constante.
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log(h(eps))
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Figura 425 En esta grafica se obtienen los exponentes de Lyapunov a 20 cm (e) A = 12782 y a 220 cm (¥)
A =14223 (linea continua).

4.4 Discusioén

La conexidén entre el experimento y la teoria no la podemos hacer mediante la simple
observacién de los fendémenos, tampoco sus representaciones graficas de velocidad contra
tiempo pueden ser muy itiles para conocer como es el sistema que estamos analizando. Hace
falta revelar muchos detalles que no estin a simple vista, hace falta, en principio, utilizar
herramientas de analisis de datos, tales como la transformada de Fourier o las funciones de
densidad de probabilidad.

Al tener una gran cantidad de datos que determinan nuestro sistema podemos hacer
estimaciones, promedios, encontrar cantidades globales que nos permiten conocer cdmo es
nuestro sistema fisico, pero al analizar con detalle las diferentes posibilidades que se nos
presentan, como por ejemplo; las fluctuaciones de la velocidad, el comportamiento intermitente
(el trabajo de tesis no estd enfocado a analizar este tipo de eventos, aunque admitimos, pudieran
ser influyente para el cdlculo de /(g)). La repeticién de patrones de diferentes escalas en las

mediciones de la velocidad, conforman un conjunto de observaciones que no se esperan obtener
con la simple intuicién. Se debe de hacer un trabajo de analisis estadistico para develar los
diversos coraportamientos del fenémeno y asi saber lo que estd ocurriendo con el sisterna fisico.
Ejemplo claro de esto es el hecho de que no podemos decir cudl es la diferencia entre la grafica
4.9b 6 4.9¢, con s6lo ponerlas una junto a la otra, y aunque pudiésemos comparar alguna de
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estas dos graficas con la 4.9a, dificilmente podriamos explicar de forma contundente sus
diferencias, no sin antes hacer una comparacién cuantitativa y exhaustiva de cada sistema; aqui
cabe preguntarse ;cudl grafica representa un flujo turbulento en el régimen de isotropia y
homogeneidad?

Un aspecto importante que se debe tomar en cuenta al realizar experimentos es el tipo de
informacién que se quiere obtener de etlos. No es intencion perder el orden de los experimentos
de este trabajo, empero el experimento de transicién a la turbulencia (ver seccién 4.1.3) ofrece
la ventaja de poder observar facilmente lo que estarnos argumentando: al medir la velocidad de
un flujo de aire delante de un obstaculo, se esperaria tener formaciones de vértices (la calle de
von Karmén), pero al tener un flujo que sobrepasa el nimero de 2,500 Reynolds se puede pensar
que el fenomeno de formacion de vortices quizas tendria algunas distinciones importantes con
respecto a un flujo con un ntmero de 600 Reynolds (se puede ver el fenémeno de la calle von
Karman perfectamente) y también pudiera pensarse que éste fendmeno no se haria presente. Al
realizar un analisis espectral de la energia cinética, nos podemos percatar que en nuestro punto
de medida a 20 cm del cilindro si aparecen vértices. Esto esta informacién se obtiene de
observar dos picos que aparecen en la grafica de espectro de energia (ver figura 4.20), pero
conforme nos alejamos del obsticulo dejan de aparecer. Adicionalmente los exponentes son
menores que —S5/3 al acercarse al cilindro (ver figuras 4.22a, b). A pesar de que este
experimento de transicion a la turbulencia solamente fue disefiado para medir la velocidad con
una sonda de hilo caliente en la componente horizontal, podemos darmos cuenta de la existencia
de procesos de transmisién de la escala de inyeccidon a la escala disipativa. Ahora no es
suficiente este analisis espectral. Para observar con mas detalle lo que estd sucediendo en el
flujo en las diferentes distancias medidas desde el cilindro, para ello requenimos la aplicacién
de h(e) que nos permitird ver el comportamiento a diversas escalas y asociarlas con un
exponente de escalamiento. El grado de desorden del fendmeno se conoce al estimar un
exponente de Lyapunov (A > 0), para ello utilizamos la relaciéon que existe entre h(s) y A (ver
seccion 2.7 y figura 2.24).

En e] caso de la capa limite turbulenta en placa plana (ver seccion 4.1.2), nos estamos basando
en un modelo que hace una prediccion sobre los valores de los exponentes de escalamiento, por
lo tanto, también sobre el grado de desorden del flujo en la subcapa logaritmica (ver seccién
42.2) con respecto a una regién del fluido lo suficientemente alejada de la capa limite
turbulenta como para ignorar sus efectos. Lo que esperamos ver como resultado del andlisis
espectral, es que las velocidades medidas en la region de la subcapa logaritmica (ver figura 4.7)
tengan un exponente diferente (ver seccion 1.3.3). De hecho se puede observar que los
exponentes son mayores que —5/3 (ver tabla 4.2). La intencion es comprender lo que sucede
con la velocidad dentro de la subcapa logaritmica con respecto a aquella de la region mas
alejada de la placa. Det comportamiento autosemejante dentro de la subcapa podemos decir que
el exponenete — p disminuye conforme nos acercamos a la placa (ver figura 4.17).
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Conclusiones

Hemos observado en los dos fendmenos estudiados que el grado de desorden en su evolucion,
depende de la forma en la que el flujo interacta con sus fronteras sélidas, es decir: para el caso
de la capa limite turbulenta en placa plana, observamos que en la region de la subcapa viscosa,
la influencia de la placa produce un régimen no es isotrdpico ni homogéneo, pues las
condiciones geométricas de las fronteras afectan su desarrollo a lo largo de la placa, inclusive a
una distancia grande de la placa donde se supone no hay influencia, no obstante, se tiene una
tendencia hacia los resultados de la ley -5/3. El modelo multifractal predice una ley de escala

h(e)~e™" endonde p' es aquel exponente en donde :ié‘u(r)" ~r

El célculo de la entropia se ve afectado sensiblemente por la presencia en la sefial de partes
laminares. Cuando se calcula el espectro de energia en el experimento de transicién a la
turbulencia, la ley -5/3 no sufria grandes modificaciones, sin embargo, no se puede decir lo
mismo para h(g). Una de las aplicaciones que se puede dar a esta herramienta de analisis es la
de poder conocer si un flujo turbulento es homogéneo e isotrépico, pues en este ultimo caso
h(e)~ &7 . En los experimentos que se realizaron cerca de fronteras solidas, el exponente fue
diferente de 3.

Para concluir de manera general, retomamos los puntos de vista expuestos en el capitulo 1,
sobre la pregunta ;qué es la turbulencia?, justo en este punto del trabajo tenemos argumentos
cuantificables para poder decir qué caracteristicas tienen los flujos turbulentos:

- Un flujo turbulento tiene un grado de desorden representado por un exponente de
Lyapunov que puede tender a infinito.

- Las leyes de potencia que describen el comportamiento autosemejante de un flujo
turbulento homogéneo e isotrépico, tienen exponentes iguales a -3.

El computo de la entropia-& con el método de tiempo de salida reduce el tiempo de célculo
considerablemente. Permite observar facilmente la presencia de escalamientos, que por ejemplo,
no eran tan claros con el método de Grassberger-Procaccia (figura 2.6), es decir, para analizar
10,000 datos, el método directo demora mas de 35 min, mientras que el método de tiempos de
salida no demora mas de 1 minuto.

A lo largo de este trabajo revisamos conceptos de hidrodinamica, la teorfa K41 sobre el
comportamiento estadistico de los flujos turbulentos, también las bases para comprender cuando
un fenémeno es caético y cuando no con ayuda de exponentes de Lyapunov y la funcién de
informacién o entropia, revisamos de donde proviene dicha funcién, asi mismo, como aplicar
esta herramienta al analisis de datos mediante la construccion de una dinamica simbdlica, en
particular: el método de tiempos de salida. También realizamos un ejercicio de prueba que nos
permiti6 saber que los algoritmos de célculo de h(g) estuviesen correctos antes de aplicarlos a
los datos obtenidos de los experimentos. Analizamos el fenomeno de capa limite laminar y
turbulenta, dimos una breve semblanza del funcionamiento del equipo experimental, abordamos
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detalles de la teoria multifractal para el estudio de la capa limite turbulenta y justificamos el
calculo de A(g) con el método de tiempos de salida.

El calculo de 4(g) no solamente puede ser utilizado en el escrutinio de cantidades observables

de los flujos turbulentos, puede ser también utilizado en otras ramas de la ciencia como la
genética, la economia, sociologia entre otras, de este tipo de aplicaciones proviene su
importancia para la comprension de fendémenos autosemejantes.
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Apéndice A
Probabilidad y cdlculo de variaciones

Definicion objetiva de la probabilidad frecuentista o de Venn

Sea n el niimero de experimentos (o de veces que se repite un experimento) aleatorios. Sea m el

nimero de veces que aparece el evento A. la frecuencia relativa de A esf,(4)=—. La
n

probabilidad de A se define como P(A) = hmﬂ :

n—» 0

Esto es valido cuando el experimento tiene regularidad estadistica.
Definicion matematica, axiomdtica de la probabilidad o de Kolmogorov

Sea E un experimento. Sea S un espacio muestral asociado con E. con cada evento A de S
asociamos un numero real P(A) llamado probabilidad de A que satisface los siguientes axiomas.

) 0<P@A)<I

ii) P(S)=1
iii) SiAnB=3, P(AUB)=P(A)+ P(B)
iv) Si Ay, Ay, ..., Ap, Apsl, ... SOn eventos que se excluyen mutuamente por pares

entonces I{GA,] = P(4)+P(A )+ ...
i=1

Sea € un espacio de eventos posibles, distinguibles entre si. Sea @y € Q {@,} forman un
campo de Borel, es decir, B={{ @} }, lo cual significa que: bj, b e B =

b;nb, € B
b,ub, € B
bf € B

Mb, € B

i=1

Un campo de Borel es una estructura matemdtica en la que podemos establecer una medida
4(B). Si p(B)< o, la medida es acotada y puede normalizarse w(B)=1.

En este caso el triple (Q, B, ) es un espacio de probabilidad.

Definicion de variable aleatoria. Se llama variable aleatoria a cualquier funciéon que asigna
niimeros reales a los eventos de un experimento aleatorio. Es decir x mapea S en un conjunto de
reales conocido como el recorrido de x, Ry. Si Ry es finito ¢ infinito numerable, es decir, los
valores x se pueden indicar x, Xp,..., se dice que x es una variable aleatoria discreta.
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Con cada x; hay asociada una probabilidad P(x;) inducida por x desde S. A {(x;, P(x;)} se le
conoce como distribucion discreta de probabilidades.

Para el caso discreto debe cumplirse que 0 < P(x;)) < 1y Y. P(x,)=1, entonces se dice qué, la
i=1

probabilidad estd normalizada. Para que la probabilidad en el caso continuo esté normalizada

debera cumplirse la siguiente condicién: £> 0y I f(x)dx = 1. Se conoce f como densidad de

probabilidad y no tiene ningin significado probabilistico sino hasta que se realiza la integral
b

Plx e[a.b]) = [ £(x)ds.

Leyes de probabilidad
Leyes discretas

Ley geométrica P(k) = g*"'p. Significa la probabilidad de tener 1 éxito en k intentos.

Ley de Pascal P(k)= (', p"¢"™". Significa la probabilidad de tener que hacer k intentos para
obtener n éxitos.

Ley binomial P(k) = (C : p“q"™*. Significa la probabilidad de obtener n éxitos en k intentos.

k
Ley de Poisson P(k;1)= %e‘l. Significa la probabilidad de observar k veces un evento de

. . A :
frecuencia de repeticién v =— a lo largo de un intervalo t.
!

Leyes continuas

Ley uniforme f(x)= 5 1 .

—-a

Ley exponencial f(x;/l)= Ae™t x, A>0.

1 e
Ley normal o Gaussiana f(x,,u, 0')= — e @ ,0>0
no

Cidlculo combinatorio

Si hay n lugares y n diferentes objetos. Se pregunta: jcon cuantos procedimientos pueden
colocarse n diversos objetos en n sitios? Tomese cualquier objeto entre los n objetos diferentes.
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A éste se le puede colocar en n sitios existentes mediante n maneras. Para cada una de las n
posiciones del primer objeto, el segundo objeto puede ubicarse en n-1 sitios y, por lo tanto, dos
objetos pueden colocarse en n sitios por medio de n(n-1) procedimientos y asi sucesivamente.

n(n-1)(n-2)...1 =n!

n! indica la cantidad diferente al colocar n objetos de n maneras distintas. Esto se llama
permutacion.

=pn!

P =n!
Ordenaciones: Si se tienen objetos en una caja entonces, se realizan r extracciones de objetos de
la caja, se toma un objeto al azar, se registra y se queda afuera, lo mismo con un segundo objeto
y asi sucesivamente hasta el r-ésimo. Tenemos un arreglo ordenado de r objetos.

¢Cuando dos ordenaciones son distintas?

Cuando se tenga al menos un objeto distinto o cuando se tengan los mismo objetos pero al
menos, dos de ellos estén en distinto orden.

0.= (n —. )

Ordenaciones con repeticion. Extracciones secuenciales de r objetos con reemplazo. Se extrae el
primero objeto de la caja, se registra, se regresa, lo mismo con los siguientes hasta el r-ésimo.
Siempre hay objetos dentro de la caja.

OR =n'

. . n!
Son los arreglos de tamafio r formados, usando n objetos distintos C(rn, m)=+————

[m!(n - m)!]'

. «, . B . r
Se supone la realizacion de todas las combinaciones posibles (. Luego se ordena cada

n
combinacidn . Se desea ordenar conjuntos de r objetos: Py
Entonces se tienen las ordenaciones de n objetos tomados de r.

C. E=0,
C,_O;_ nt

" P r(n- r)!
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