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Prdlogo

La elaboracién de la Tesis “Apuntes de la Asignatura Elementos de Mecdnica
del Medio Continuo”, se preparé arduamente al poner en forma el material
preparado.

Por otra parte la presentacién del material se hace en notacién tensorial,
como es comun en muchas universidades del pafs, sin embargo, esto dificulta
el aprendizaje de dicha asignatura, sobre todo cuando se trata de un primer
curso a nivel licenciatura.

El objetivo de esta Tesis es de contar con un material que cubra el temario
actual de la asignatura Elementos de Mecdnica del Medio Continuo que forma
parte del programa de estudios de la carrera de Ingeniero Civil que se imparte
en la Facultad de Ingenierfa de la UNAM.

Los Elementos de Mecénica del Medio Continuo es una asignatura bésica
en la carrera de Ingeniero Civil, pues la hipétesis de medio continuo que se
adopta en esta mecdnica permite abordar, sin ninguna distincién, problemas
de sélidos, liquidos y gases.

Adoptando la hipétesis de medio continuo se establecen los conceptos de
estado de esfuerzo y estado de deformacién y mediante las ecuaciones
constitutivas correspondientes se hace la liga entre esfuerzos y deformaciones,
dando lugar a las diferentes teorfas que utiliza el Ingeniero Civil en el disefio
de sus obras, tal es el caso de las teorfas de la elasticidad, plasticidad,
viscosidad y combinaciones de éstas.

Esta Tesis, tiene como finalidad poner al alcance de los alumnos de la carrera
de Ingenieria Civil, de la Facultad de Ingenieria de la UNAM, los primeros
conceptos de esta herramienta que les servirdin como base para cursos
posteriores que tienen que ver con la ciencia de la ingenieria y la ingenieria
aplicada.
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Introduccion

La mecénica del medio continuo es una rama de la fisica que estudia el estado
de esfuerzo y deformacién (o flujo) de sélidos, liquidos y gases.

Esta mecédnica no toma en cuenta la estructura molecular de la materia,
sélo la considera como carente de vacios, huecos o discontinuidades. Se da
- por hecho que la materia se halla distribuida en forma continua en todo su
volumen, llenando por completo el espacio que ocupa.

Desde un punto de vista fisico un medio continuo es cualquier cuerpo
deformable que se estudia macroscépicamente, en el cual cada particula del
cuerpo siempre permanece en contacto con sus vecinas.

Este concepto de medio continuo constituye el postulado fundamental de la
mecénica del medio continuo, lo que permite estudiar de manera semejante
el comportamiento de sélidos, liquidos y gases.

La presentacién del material se hace sobre la base del an4lisis vectorial, sin
embargo, muchas de las ecuaciones que surgen en esta mecdnica se expresan
tambien en notacién indicial, con el objeto de que el alumno se familiarice
con este enfoque, que es el que se emplea en la literatura técnica relacionada
con esta rama de la fisica.

X111



Xiv 0. INTRODUCCION

El concepto de estado de esfuerzo (estética del medio continuo) se establece en
el capitulo 1, mientras que el concepto de estado de deformacién {cinemética
del medio continuo) se trata en el capitulo 2, para lo cual sélo fue necesario
adoptar la hipétesis de medio continuo.En estos dos capitulos se demuestra
que la estructura matemética para estudiar el estado de esfuerzo y el estado
de deformacién es enteramente similar. En el capitulo 3 se estudian las
leyes generales de la mecénica, como son los principios de conservacién de
la masa, de la rapidez de la cantidad de movimiento, de la conservacién de
energia o primera ley de la termodindmica y el de aumento de entropia o
desigualdad de Clausius-Duhem, los cuales son aplicables a cualquier medio
continuo. Para ligar los esfuerzos con las deformaciones es necesario hablar
de las propiedades del material, lo cual se hace a través de lo que se conoce
como ecuaciones constitutivas de los materiales. En este primer curso sélo
se aborda, en el capitulo 4, la teorfa de los materiales eldsticos lineales
homogéneos e is6tropos. La solucién de ciertos problemas eldsticos se hace
mediante funciones de esfuerzo, por considerar que estos métodos de solucién
siguen siendo muy didécticos, sin embargo, no debemos olvidar que en la
actualidad la solucién de problemas complejos se lleva a cabo mediante
herramientas numéricas muy poderosas, como es el caso de los métodos
de diferencias finitas, elemento finito y otros. Finalmente en el capitulo
5, se tratan las teorias de falla y ruptura de los materiales, las cuales estdn
fntimamente ligadas con el disefio de las obras civiles que proyecta el ingeniero.



Capitulo 1
Estado de Esfuerzo

Los tipos de fuerzas que se aceptan en el estudio de los continuos son:

a) Fuerzas de superficie, aplicadas en las fronteras del continuo por la accién
de otros cuerpos que se encuentran en contacto con el medio.

La fuerza resultante de todas las fuerzas de superficie que actuan sobre un
4rea A, de un medio continuo estd dada por:

/Z,. dA = ikf tdA (1.1)
A A

El subindice k que aparece en la ecuacién 1.1 se usa para expresar el mismo
concepto en notacién indicial.

donde: _
i, : vector fuerza de superficie
dA: elemento diferencial de 4rea

Adoptando un sistema de referencia cartesiano la ecuacién 1.1 queda como:

/E.,dA =§/ t.dA +3] t,,dA+E/ t.dA (1.2)
A A A A
Las unidades de #;,t, y t, son [F , L7

b) Fuerzas de cuerpo, provocadas por la accién de cuerpos distantes que
generan campos gravitacionales, de temperatura y electromagnéticos.

La fuerza resultante de todas las fuerzas de cuerpo actuantes en un volumen
finito dV, estd dada por:

[ otav =i [ orav (13)



2 1. ESTADO DE ESFUERZO

donde:

T : vector fuerza de cuerpo
dV: elemento diferencial de volumen
p : densidad del medio

En notacién cartesiana la ecuacién 1.3 se puede escribir como:

/p}r“dV=ifpf:dv+ Ef pfydV + E/pfzdv (1.4)
v L4 v v

Las unidades de [, f, y f. son [F, M™1].

1.1 Teoria del estado de esfuerzo

Cuando un cuerpo deformable se somete a solicitaciones de cualquier tipo,
éste se deforma hasta cierto limite. Esto se debe a que las fuerzas cohesivas
han entrado en juego, tomando un valor tal que permiten equilibrar a las
fuerzas externas aplicadas.

Para describir las acciones entre todas las particulas de un continuo,
imaginemos un sistema de fuerzas aplicadas a un medio continuo, tal como
se ilustra en la Fig. 1.1.

171X N\ &
i Plano de corte imaginario
M.]\./-fcuya normal es n.

Figura 1.1: Cunerpo deformable sometido a un sistema de cargas
cualesquiera.

Al hacer un corte imaginario a través de un plano cualesquiera, cuya normal
estd definida por el vector unitario 72, se obtienen los cuerpos I y II, mostrados
en la Fig. 1.2,



1.2, COMPONENTES NORMAL Y TANGENCIAL DEL VECTOR ESFUERZO 3

—

L o 0 P LA
K } Fi =&
M,
Figura 1.2: Definicién de vector esfuerzo en el entorno a un punto de un

cuerpo deformable.

Consideremos un punto “P” de dicha seccién de corte y tomemos un entorno

de drea del mismo, AA, y sea AF la parte de la accién que el cuerpo II
comunica al cuerpo I, \inicamente a través de AA.

DEFINICION: El vector esfuerzo, I,, en un punto “P”, asociado a un plano
de corte cualesquiera, est4 dado por:

_ lim AF

W= A4 —0BA (1.5)

1.2 Componentes normal y tangencial del
vector esfuerzo

El vector esfuerzo %, puede descomponerse en un vector esfuerzo normal @,
y en un vector esfuerzo cortante 7,, tal como se muestra en la Fig. 1.3. De
esta manera se obtiene:
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- T ’ Tn
- B _— -[’_ o
T A —'_"M
I
||P|| ‘-_—_-_—--.._.___3_{ — ﬁ
Gn

Figura 1.3: Componentes normal y tangencial del vector esfuerzo 1,,.

El médulo del vector esfuerzo normal ., se puede calcular como la proyeccién
del vector esfuerzo i,, sobre la direccién 7.

[Tn| =t -7 (1.6)
El vector esfuerzo cortante 7,, se puede calcular como la diferencia vectorial:
Tn=1n—0n (L.7)

La normal 7 que define el plano donde actua 2, se puede expresar en funcién
de sus cosenos directores como:

n=cose+cos B +cosy

Siendo a, 8y 7 los 4ngulos que forman los ejes de referencia cartesianos con
la direccién de dicha normal.

Llamando a:
cosax =mn; cosff=mn, y COsSY = M.
La normal 7 se puede expresar como:
n= n.,i + n.yj =+ n.j;

El vector esfuerzo @, es positivo si tiene la misma direccién que 7; siempre
serd normal al plano de corte.

El vector esfuerzo cortante 7, siempre estard alojado en el plano de corte,
adoptando cualquier direccién.

En un marco de referencia cartesiano, es usual descomponer a 7, en dos
componentes paralelas a los ejes del marco de referencia.
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\

._\
a2

OIS
£ !L
Il

+

\ _ﬁ.—k

L~

Figura 1.4: Componentes del vector esfuerzo cortante 7, en un sistema de
referencia cartesiano.

Por lo tanto el vector esfuerzo t,, se puede expresar como:

E‘n :ayy +?y: +?yx (18)

En esta ecuacién, el primer subindice indica la direccién de la normal al plano
donde actua dicho esfuerzo, mientras que el segundo indica la direccién del
eje cartesiano al cual es paralelo.

En caras positivas las componentes de esfuerzos serdn positivas, cuando
tengan la direccién de los ejes del marco de referencia.

En caras negativas los componentes de esfuerzo serdn positivas, cuando sean
de direccién contraria a la de los ejes del marco de referencia. En lo que
respecta G, éste serd de tensién si tiene signo positivo y de compresién si
tiene signo negativo.

1.3 Determinacién de las ecuaciones de
auchy

Por lo expuesto anteriormente podemos decir que para describir las acciones
que se generan en un plano de corte de un continuo, serd necesario describir

al conjunto de vectores i, asociados a todos los puntos del plano de corte.
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Ya que en un punto “P” del continuo se pueden establecer una infinidad de
planos de corte, se puede afirmar que en cada punto del continuo se debe
establecer a la infinidad de vectores 1,,, asociados a todos los planos de corte
que pasan por “P”. La envolvente de todos los vectores i, debe ser una
funcién continua.

Para describir a esa [uncién Cauchy propuso el siguiente procedimiento,
basado en consideraciones de equilibrio.

Consideremos un punto “P” de un medio continuo y supongamos conocido
el esfuerzo en dicho punto, asociado a tres planos mutuamente ortogonales,
mismos que tomaremos como coordenados. Supongamos ahora que se desea
calcular el esfuerzo en “P”, asociado al plano § que pasa por él y que estd
definido mediante la normal 7.

Para encontrar el esfuerzo citado se procede de la siguiente manera (Fig. 1.5).

/

;; a)

Figura 1.5: Determinacién de las ecuaciones de Cauchy.

Se elige un plano ¢ paralelo a § y separado una distancia “h” del origen. En
estas condiciones analicemos el equilibrio estdtico del tetraedro asi obtenido,
utilizando como esfuerzo actuante en la cara C, B del tetraedro, al medio de
lolf ;calmente actuantes en dicha cara. Al tomar limite cuando h — 0, se
obtiene:

a) El esfuerzo medio Z,, se reduce al realmente actuante en “P”.
b) El plano ¢ coincidiré con 4.

Analicemos el equilibrio del tetraedro que se muestra en la Fig. 1.6. En este
andlisis no se estdn incluyendo fuerzas de cnerpo, causadas por efectos de
campos inerciales, gravitacionales, magnéticos o eléctricos.
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*
Figura 1.6: Equilibrio est4tico del tetraedro de Cauchy.

Definiendo:
Aspe = A = 4rea comprendida entre ABC.

p = masa especifica del medio; [M, L73).

El d4rea ABC, al proyectarse en cada uno de los ejes coordenados queda:

APBC = Acosa= An:
Ap_,qc = ACDS,H = Any
APAB = AGOS")‘ = Aﬂ,z

Estableciendo el equilibrio del tetraedro, se tiene.
Por 3" F; =0 se obtiene:

1
—OesAppc — TyzApac — TexApap + Lz AsBc + foEAABch =0 (L9)
Por lo tanto,

— T2z AN — TyzAny — ToAn, + 1, A+ f;P%Ah =0

Tomando limite, cuando h — 0, se obtiene:
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~Ope Aty — Ty Aty — 7.2 An. + 1, A =0
ly = Ozally + Tyatty + Tealle (1.10)

Andlogamente se puede obtener por )~ F, =0y ) F. =0:
ty = Toylz + 0Ny + Toyn: (L.11)

by = Tglg +Tysty + 0.2n; (1.12)

Iistas 1iltimas tres ecuaciones pueden ser escritas en forma matricial como
sigue:
donde:

T;; = Tensor esfuerzo de orden 2 (Apéndice A).

ST

gz: Tyz ;za: [ % ]
= ay vy zy
Taz Tys Oz Tz
n

= [Ty] 7] (L.13)

Fisicamente los elementos del tensor esfuerzo representan los esfuerzos
actuantes en tres planos mutuamente ortogonales. Matemdticamente el

tensor esfuerzo es un operador que al actuar sobre 72, produce el vector Z,.

Ejemplo 1.1. En un punto P de un medio continuo el tensor esfuerzo es:
14 7 -7
Ty=| 7. 21 0O en MPa
-7 0 35

Determine el vector esfuerzo en un plano que contiene al punto P y es paralelo
a los planos a) BGE, b) BGFC, del paralelepipedo de la Fig. 1.7.

z

A Ol -

HY- "/
4cm| 15/ -’/f LJE

GUALL T g em )
Ca F

Figura 1.7: Vector esfuerzo asociado a un plano.
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Dado que
Ly = (T3] 7]

a) Es necesario calcular la normal al plano BGE, para lo cual procedemos
como sigue:

Coordenadas del punto B (0,0,4)
Coordenadas del punto G (2,0,0)
E(0,6,0)

i BG
. BE

Il

=gl

[T
&,
[
=
T

Il

El producto cruz @ x b resulta:

axb o e s B B o B

Operando para calcular el vector esfuerzo normal, tenemos:

a-—[%‘fa][%]
R 2 A 3/7
b = 1Mi+12j+9

Punto B (0,0,4) ;
Punto G(2,0,0) ; B
Punto C (0, 6,4
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17 k -
axe = | 50 5| =i(roe)—2(-6F
[0 6 0] (=6%)
axe = i+12%
laxe = V720 =125

La normal al plano BGFC resulta:

=]
X
ol

T (2i+E)

7
. [ 4 27 —7}[2,«/‘]
-7 0 1/5

- 1 - s
thn = — (2114145 +21k) MPa
\/5( J -)

=l
x
ol

=t
—

Ejemplo 1.2. Determinar las componentes normal y cortante del vector
esfuerzo i, en el plano BGFC del ejercicio 1.1.

On = tn W
L (21,14,21) - (2,0,1) —

On = —f= 1 3 : 1V =
V5 V5
1 63

on = z(42+2) =%

Oy = 55—3 M Pa

1
7o = [l - 2]’
[Tul” = %(ﬁ%ﬁﬂﬁ”):ms.ﬁo
7o = [215.60 — 158.76]% = 7.54
7, = 754 MPa

1.4 Esfuerzos principales

Para determinar los valores méximo y minimo del conjunto de vectores i,
que definen el estado de esfuerzos en el punto, es necesario encontrar el plano

que pasa por el punto cuya normal coincida con la direccién del vector £,, Fig.
1.8.
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Figura 1.8: Esfuerzos principales.

Si la normal al plano coincide con la direccién del vector esfuerzo t,,, entonces
Tn=0, por lo que:

th=0s= (7] Im]
Por otra parte, el vector esfuerzo normal se puede expresar como:

Tp = [Fa|T =070

Por lo tanto
Tp = ongi+ onyj + on.k = [T] |7
desarrollando:
ONg = Ogglg + TyzNy + Toalls (1.14)
Ony = TNy + Oyyly + ToyNe (1.15)
ON: = TgaMg + TyaMly + Tzl (1.16)

En este sistema de ecuaciones las incégnitas son: o, n., ny, n..

Dado que se tienen tres ecuaciones y cuatro incégnitas, es necesario introducir
una ecuacién adicional, ella es:

ﬂi+n:+n§ =] (1.17)

Las ecuaciones 1.14, 1.15 y 1.16 se pueden representar como:

(0zz = O + Tyatty + Tegna = 0 (1.18)
TayTle + (UW - J)"’y + Ty (119)
TeMg + TyzTy + (Uz: = 0’)?!.: = 0 (120)

[
=
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Las ecuaciones 1.18, 1.19 y 1.20, tienen como modelo matemético:

[T] 7] = o [7] (1.21)

Siendo:

= valor caracteristico
n =

vector caracteristico

Es decir, la solucién de las ecuaciones 1.18, 1.19 y 1.20 es un problema de
valores y vectores caracteristicos, por lo tanto, la expresién 1.21 puede ser
escrita como:

[T —ol]m=0 (1.22)

siendo [ = matriz identidad

Para que exista solucién diferente a la trivial para n,, ny, n.(% # 0), es

necesario que el determinante de la matriz [T;; — /| sea igual a cero. Esto
es:

Oz — 0 Tyx Tzx
Tey Ow—0 Tay |=0
Tz: Ty: a:z -0

Desarrollando el determinante se obtiene la siguiente ecuacién caracterfstica:

03""110'24-120—;3:0 (123)
Donde los coeficientes de la ec. 1.23 estdan dados por:

Iy = 043+ 0y +0.;; invariante lineal

= Ozx T’-‘ a T .': a. Tz . . .
Iy = | = O +| Ty O |+ 2z Z%= |; invariante cuadrético
I3 = ||Ty]]; invariante cibico

Resolviendo la ecuacién caracteristica 1.23 se obtienen los esfuerzos
principales oy, o3 y 3.

Sustituyendo los valores de o, 5 y 03 en las ecuaciones 1.18, 1.19 y 1.20, en
forma sucesiva, y haciendo uso de la identidad fundamental n? + nf, +n? =

1, méds dos de estas ecuaciones asi obtenidas, se determinan los vectores
caracterfsticos respectivos, 7y, Ty, y Ti3.

Se puede demostrar que las raices de la ecuacién ciibica son siempre reales,
si el tensor T;; es simétrico.
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Las raices de la ecuacién cibica reciben el nombre de esfuerzos principales,
siendo oy, el mayor, o, el intermedio y o3 el menor, por lo que:

gy 2 03 2 03

Donde los subindices 1, 2, 3 nos indican tres ejes ortogonales que pasan por
el punto, a los cuales se les pueden asociar tres planos ortogonales en los que
linicamente existe esfuerzo normal.

Cuando el tensor [T;;| es un tensor simétrico es posible demostrar que los
productos escalares 7y - Ty = 0; 7y - g = 0; M3 - 7y = 0, lo cual indica la
ortogonalidad de las tres direcciones principales de esfuerzo.

Ya que los planos principales son ortogonales entre si, sus normales pueden
ser utilizadas como ejes principales de referencia, el tensor referido a ese
marco, queda representado por:

-9 % 0
"—[006‘!0'3

Ejemplo 1.3. En un punto de un medio continuo se establece el siguiente
tensor de esfuerzo.

.

4 3 0
Ti,-=[3 —4 0] en |MPa)
0 0 2

Obtener:

a) El vector esfuerzo en el plano que pasa por el punto cuya normal queda
definida por:

b) Los esfuerzos principales 0y, a3, 03

¢) Las direcciones de los ejes principales definidas por 7y, 7y, 7ig
d) Los productos escalares 7y - iy, Wy + Tig y 713 * 1y

a) El vector esfuerzo se calcula como:
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- [0@) -0 ()0 )

Op = 1,7
4 28 2
M I
oy = . M Pa
9

El esfuerzo cortante se definird como:

Ton = by—

7 = 23 EJ Eg_(_ﬁ;_ﬁ“— 22;\)

" 3 3 3 27 27 27

- (o) (425 G2
3 3 o7 3 27

Tn = 2—3¥+g§3+;—2k M Pa

b) Los esfuerzos principales oy, 03, 03, se caleulan resolviendo la ecuacién
caracteristica.

Desarrollando:
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4—¢ 3 0
2 —d-v _0 =0
0 0 2—0
4d—cl|(-4-0)(2-0)]-3[(3)(2—0)]=0
4-0(0*+20-8)-3(6-30)=0
-32+160+20*—0* - 18490 =0
—504+ 250+ 202 —0* =0
0 —20% — 250 + 50 = 0 ; Ecuacién caracteristica

Resolviendo la ecuacién caracteristica, se obtiene:

o,=5 MPa
o0,=2 MPa
o3 =—5 MPa

Por lo tanto, la matriz de esfuerzos principales queda:

00 -5

Dado que los invariantes del tensor esfuerzo en los sistemas de referencia
cartesiano y principal son iguales, entonces dichos tensores representan el
mismo estado de esfuerzos en el punto “P” del continuo.

c) Las direcciones de los ejes principales definidas por 7y, 7y, 7ig, se calculan
como:

Para 0y = 5 [M Pa), tenemos:

50 0
Ti;'z[[}.? 0] [M Pal

nny + 3ny + Ona, = 0 = ny = 3ny
3nyp — gy +  Ongy =
Un" + Oﬂm + (—3] gy = 0 = Mg = 0

Pero, sabemos que

(n1)” + (n)" + (n)” = 1
Por lo tanto, sustituyendo

(Bna1)® + (na1)® + (0)* =1
9"'31 ‘*‘”?n =1
10”«31 = 1
TNy = I/x/ﬁ , Iinn =3/\/ﬁ , N3 =1{)
Para o, = 2, |[M Pa
21’1,1-2 + 3112-2 + 0

3nig — 6ngy + 0
07 + 0% ¥ 0

i
o
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Haciendo (n45)? + (122)* + ['ﬂ.;u)2 =1
sustituyendo, nos queda:

2
(?532) =:]
Songg =1
11|2=0 = ﬂnzo y 7132=1

Para o3 = —5 [M Pal, tenemos:
9y + 3 + 0 = 0
3z +  mgy  + = 0 = ny = -—3n;3
0 + 4+ Tngs = 0 = ngz = 0

Haciendo (n13)? + (nas)? + (nas)? = 1
sustituyendo:

(ﬂ13J2 + (—3&13)2 =1
niy +9ng; = 1
10n3; =1
mg =1/V10 | ng3=—-3/V10 , ng =0

Por lo tanto, la matriz de cosenos directores de los ejes principales, queda:

[3/v’1_o 1/y/10 0]
[G(j = 0 0 1

1/+/10 -3/+/10 0

d) Productos escalares

(1) ﬁ:-ﬁe=(\/iﬁﬂﬁfm“ﬁ)-(nnnhE):o

3 - 1 =, 5 (= R
2) iy Ty = | —=1 + —=J + 0K | - ——'———-'+OA:)=U
(2) my -7 ( 10%+ ,—10J+ ) ( ,—102 ,—IOJ

g 1. 3., =
(3) ﬁg-ﬁ3=(0i+0j+k)-(ﬁi—ﬁj+0k)=0

Con lo cual se concluye que las direcciones iy, i y 7ig son ortogonales.
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1.5 Elipsoide de Lamé

Se dice que dos tensores representan el mismo estado de esfuerzos en un
punto cuando sus invariantes son iguales.

Cuando se seleccionan a los ejes principales como marco de referencia, en un
plano cualesqmera que pase por el punto, definido por @ = myi + nyj + nak;
las expresiones que definen a las componentes de I, en ese plano, paralelas a
los ejes 1,2 y 3, estan dados por (Fig. 1.9).

Figura 1.9: Vector esfuerzo en un marco de referencia principal.

Lol = om (1.24)
f,. T_Lg = d9MNa (1.25)
Iz = o3ny (1.26)

Elevando al cuadrado las ecs. 1.24, 1.25 y 1.26, despejando n}, n y n3, y
sumando miembro a miembro se obtiene:

(:tn m)? = (o)

(tn M) = (02ma)’

(tn-)* = (o3ms)®
= 12

N T (1.27)
0 1

(tﬂ : ‘ﬁz)? 2 tiz
U9 Og

(tom) _ a_ the (1.29)
gg = 7].3 — a'g -
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Sumando 1.27, 1.28 y 1.29 se llega a:

i .8 o9 th,  tny
=1=10 4y 1.30
ny +np + 1y gt (1.30)

El conjunto de vectores I,, que describe el estado de esfuerzo en un punto,
queda envuelto por un elipsoide (Lamé), tal como se muestra en la Fig. 1.10.

Por lo tanto, el méximo valor de 1, debe ser o; y el minimo 3.

1.6 Solucién grafica de Mohr

Puesto que conocido el tensor esfuerzo y elegido un vector i,
podemos determinar a la pareja de valores (o,,7,), mediante:

On = B (1.31)

™m = :I:V I'{Taiz - 151:[2 (132)

Al investigador Otto Mohr se le ocurri6 inventar el plano coordenado (o4, 75),
con lo cnal queda establecida la correspondencia entre las normales a los
planos que pasan por el punto “P” del material en estudio y el punto (o, 7,)
de dicho plano (Fig. 1.11).
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[F :
= TN
\2ﬁp Tn Q (Gﬂ,‘rn)
Pe __
Tn
TR

On o
Figura 1.11: Plano de Mohr.

Sin embargo, la situacién inversa no es verdadera, es decir, existen puntos
del plano de Mohr, cuyas coordenadas no representan a esfuerzos actuantes
en ninguno de los planos que pasan por el punto “P”. Por lo tanto, se plantea
la siguiente pregunta.

i Cudl es la regién del plano de Mohr, cuyos puntos representan a esfuerzos
realmente actuantes en el punto “P”?

Para responder a la pregunta planteada se procede como sigue:

Sea 7 la normal a un plano que pasa por un punto “P” de un continuo, cuyos
cosenos directores sean 7n;,n,,n,.

Asociado a dicho plano existird un vector esfuerzo i, tal que:

b = T3] ] (1.33)

Aceptemos ademds que en el punto existan las direcciones principales 1, 2 y
3, en las cuales se definan a los planos principales, con esfuerzos oy, 02 y 03.
Tomando como base el marco de referencia anterior, la ecuacién 1.33 puede
ser escrita como:

- a 0 0 ] Ty
=0 a 0[|n ] 1.34
[ 0 @ 03 HE ( )
El vector esfuerzo resulta:
t, = oyngi+o9n,j+ oan.k
TP = o2 +72 = olnd + o3l + e (1.3)
El esfuerzo normal es igual a:
On =1ln @ = 40l + 090 + o3n? (1.36)

Haciendo uso de estas dos iiltimas ecuaciones, conjuntamente con:

2 o2 2
ngt+n,+n;=1
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resolvemos el problema planteado, es decir, determinamos al vector 1 que
define al plano en el cual actiian o, y 7.

2] sistema de ecuaciones planteado es:
!

|f.,|z = oinl +oyn’ + oin? (1.37)

on = onl+om) +osn? (1.38)

1 = nl+ni+n? (1.39)

E{a;;l ct)a_cuacioms 1.36, 1.37 y 1.38 pueden representarse de manera matricial
2

4445152 e

Resolviendo el sistema de ecuaciones planteado para n2, nl y n?,mediante el
método de Kramer, se tiene:
Céleulo del determinante de la matriz de coeficientes.

‘f? a% o3 2 2
Det ail aig T =of(og—o'3)—dz(al—ag)+03{01—ag)

Para n2, se tiene:

2 2 9 2
Det ano'i;q-n gig g].gi = (ﬁ‘l‘fﬁ)(ﬂ'z—ﬂ';;)—ﬂ'g(dﬂ—a'g,J
+0’§{an—02)
= (o +72) (02 — 03) — T0n + 0303
+0'§'ﬂ'n"0'§02
= (‘fi""’”:)(az—Us)—ﬁu(02+03)(0‘2—03J
+0303 (02 — 03)
v . (0% + 72) (02 — 03) — 0u (02 + 03) (02 — 03) + 0203 (02 — 03)

o (02 — 03) — 03 (o1 — 03) + 03 (01 — 72)
(02 +72) — 0n (02 + 03) + 0203
—0} (01— 03) + 03 (01 — 02)
(02 — 03)

o+
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El denominador se puede simplificar como sigue:

¥ —0301 + 0303 + 020y — 0302
: (o2 — 03)
-
2 (0'2“0'3) ('—'Uqﬂ']‘i‘ﬂ'gﬂ'g—ﬂldg)
oy + = (g9 —0y) (03 — 0O
1 iy —a3) (02 — 1) (03 — 01)
n? = (03 +72) — on (02 + 03) + 0203 (1.41)

(o2 — 1) (03— 01)
De la misma manera se obtiene para n? y n?:

(02 +72) —0n (01 + 03) + 030,
(03“0’2)(01—02)
2 2y _
n? = (02 +72) — o (01 + 02) + 0107 (1.43)
(01*—03)(0'2—03)

L

(142)

Procediendo por simple anélisis de estas ecuaciones, podemos definir a la
regién buscada. Asf en la ec. 1.41, observamos lo siguiente:

Dado que

gy 20y 2> 03

concluimos que:
(c2—01) (03 —01) 20

¥y como

H:M
v
o

concluimos que

(ai - Tﬁ) —0n (024 03) + 0903 20

ecuacién que puede ser escrita como

o’ﬁ —on (o9 +03) + Tf, > —09073

Completando el cuadrado del primer miembro
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03 + 03
2

+ 09+ 03 *
2

03 + 20903 + 02 — 40903

02 — o, (09 +03) + ( ) +72 > —04903

>
=S 4
Sy 03 — 20303 + 03 5 (92—03 :
T 4 = 2
ca+as\? 5 [(02—03)’
On — T i s 9 (144)

(?bs:rdlvwe que con el signo de igualdad la ecuacién anterior define a un circulo
e radio:

R,‘:=¢Tr";cr:l y centro en C,, (02;%10)

De esta manera concluimos que en lo referente a “n;”, la regién buscada
viene dada por los puntos del circulo definido y los exteriores a él

2 o >
Respecto a n; obtenemos:

2 _ 2
(7n-T52) +r22 (25%) (1.45)

Es decir, la regién buscada queda definida por los puntos del circulo de radio:
Rn, =

a él

0y — 03

2

o)+ 03
2

y centroen C,, ( ,0) , asf como los puntos interiores

Respecto a n? obtenemos:

2 2
(o,, AR AL ;“’) +72> (—”' . "’) (1.46)

Es decir, se trata de los puntos del circulo de radio:
. ay — 09

R, = 5 y centro en: C,,, (

a él,

113(;-1:2 lo tanto, la regién buscada es la parte achurada que se muestra en la ig.

o)+ 0y
2

; 0) , asi como los puntos exteriores
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p——————
2= Gy — O3

Rp= 2 Rny = T
Figura 1.12: Regién de Mohr.

Ejemplo 1.4. Determine los esfuerzos o,, y 7,, asociados al plano cuyos cosenos

1 1
directores estdn dados por ( —) . El tensor esfuerzo estd dado por:

11
2'2° /2
10 0 0
T [o 6 0 } (M Pal
0 0 -3
Célculo del vector esfuerzo ,,.

10 0 0
={0 6 0]
0 0 -3

Célculo del esfuerzo normal o,,.

") 6

] =5i+3j — %E [M Pa)

[M Pal)

B2 o
+
NJFC-»J
wrm
II

)=

A
V2

b -
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Cédleulo del esfuerzo cortante 7,,.

Ty = + l?-u A lau I2
3 \* 5\
= 2 4 22 e ol
Ta o [5 +3 +( \/5) ] (2)
7, = +5.68|MPa]

1.7 Procedimiento grafico de Mohr

Unicamente se enunciarén los pasos a seguir para obtener los esfuerzos oy, y
Ty asociados a un plano cuya normal es 72, estando fuera del alcance de estas
notas la demostracién rigurosa del procedimiento.

Para obtener los esfuerzos g, y 7, mediante el procedimiento gréafico de Mohr,
se siguen los siguientes pasos:

1) Una vez definida la regién de Mohr, por o, se traza una recta perpendicular
al eje o y a partir de ella, pasando por ¢, trazamos una recta que con la
primera forme un dngulo 6, (¢, = £ cosn,).

2) Por o3 se traza una recta perpendicular al eje o y a partir de ella,
pasando por o3 se traza una recta que con la primera forme un dngulo 0
(03 = Lcosn.).

3) Haciendo centro en Cl,,, se traza el arco de circulo que pasa por los puntos
donde la recta A — A’ intersecta a los circulos cuyo centro es C,, y Ci.:.

4) Con centro en C,., se traza el arco de circulo que pasa por los puntos
donde la recta B — B’ intersecta a los circulos cuyo centro es Cyp ¥ Cy-

5) El punto buscado viene dado por la interseccién de los dos arcos de
circulo anteriormente trazados; las coordenadas del punto @ representan a
los esfuerzos (o, 7n) actuantes en el plano cuya normal es 7.

Solucién del ejercicio 1.4, mediante el procedimiento grafico de Mohr.
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Figura 1.13: Solucién gréfica de Mohr.

Los dngulos #, y #; se calculan como:

0, = ALcosn,
03 = Acosn,

Siguiendo la construccién geométrica indicada en la Fig. 1.13 se obtiene:
O'n:'25 MPa n M
{ Tw =51 lMPa, } Punto *Q

1.8 Casos particulares de estados de esfuerzo

a) Estado de esfuerzo nulo; es aquel en el cual oy = 03 = 03 = 0.

000
T}J-:[ooo}
000

En el espacio de Lamé y de Mohr est4 representado por un punto, ubicado
en el origen del sistema de referencia.
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3 T
Lameé Mahr
i =2 =G
1

Figura 1.14: Representacién grafica de un estado de esfuerzo nulo.

b) Estado de esfuerzo uniaxial; es aquel en el cual oy # 0; 05 = 03 = 0.

0'100
Ty,=|0 0 0
0 00

Lamé

g,
///

1.-65

Figura 1.15: Estado de esfuerzo uniaxial, espacio de Lamé.

Todos los vectores 1, tienen la direccién del eje 1.

=0
— G, e—o
Figura 1.16: Estado de esfuerzo uniaxial, plano de Mohr.
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c) Estado de esfuerzo plano; es aquel en el cual uno de los esfuerzos principales
es nulo, por ejemplo, o, # 0; 09 # 0; 03 = 0.

T [%‘08]
=10 @ o

3
Lamé

";?_-.hElipse
-’ # 2

1
Figura 1.17: Estado de esfuerzo plano, espacio de Lamé.
T
Mohr
7 =
= 7 - ‘{QQ
7 3 \
=0
03 = 0 62 01

Figura 1.18: Estado de esfuerzo plano, regién de Mohr, a3 = 0.

Cuando dos circulos pasan por el origen se trata de un esfuerzo plano (Fig.
1.18).

d) Estado general de esfuerzos; es aquel en el cual o, # 0; 03 # 0; o3 # 0.
a 0 0
Ty=|0 a 0 ]
ij [ B
El estado general de esfuerzo en el espacio de Lamé queda definido por un
elipsoide.

La representacién en el plano de Mohr quedar4 como en el caso anterior, con
la variante de que o3 # 0.
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¢) listado de esluerzos hidrostético es aquel en el cual oy = 02 = 03 = 0.
g 0 0
Tj=10 o 0
0 0o
Il estado de esfuerzos hidrostatico en el espacio de Lamé queda representado

por una esfera, mientras que en el plano de Mohr es un segmento de recta
sobre el gje a.

Mohr

o)

S —
Figura 1.19: Estado de esfuerzo hidrostdtico.

1.9 Descomposicién de un estado general
de esfuerzos en sus componentes
volumétrica y desviadora

Supongamos que en un punto “P” de un medio continuo se establece el
siguiente tensor esfuerzo.

Jx: T T T:z
T = [ Tay gill' Ty ] (1.47)
us

TI;‘-" ==

Sea 71 la normal a un plano que pasa por un punto “P” de un medio continuo,
entonces:

T = [Ti]n]
(Caaz + Tyatly + Toe) T+ (Tayfe + Oyyny + Toynz)j (1.48)
+ (T2sx + Tyeny + 022m;) k

== TRE

T'l'l

La ecuacién 1.48 puede ser escrita en forma matricial como:



1.9. DESCOMPOSICION DE UN ESTADO GRAL... 29

— Ozx — iﬂL Tyz Tz N, ‘%‘ ? 0 n,

thn = T Oyy — 2 Tiv [;—lty]-'- c 3 0 [gy]
T:I:: Ty: Tz — ‘%1 = U 0 13" =

b = (T)[@+ (T 7| (1.49)

donde: .
T, = componente desviadora del tensor T;.
T, = componente volumétrica del tensor 'f'._.,
Obsérvese en la ec. 1.49 que la componente volumétrica representa un estado
: : et . [
de esfuerzos hidrostatico, cuyos esfuerzos principales son iguales a ﬂl, es

decir, el valor promedio de los esfuerzos normales que aparecen en T;;.

La componente distorsional de un estado general de esfuerzos siempre
presenta la siguiente propiedad:

a:l:z__::!l Tyx Tex
[To) = Toy  Ow— %  Tay
Taz Ty= "-"'-zz_{]_L
0 74, O 0 0 7 0 0 0
Tl = |7 60+[006]+[00n]
% [5" 0 0] Tae 0 0 07, O
Oze — 2 0 0
H 0T et 0
0 0 0
0 0 i 0
+]0 —(o=-%) 0 (1.50)
0 0 (0,,—%1)
Obsérvese que:
I Iy 20
(D.II 3 ) (o'zz 3 ) - U:I: a'zz + 3
21, I
- —or,,z-o'z,—a'w+aw+T=o‘w—‘§

Lo anterior indica que la componente distorsional o desviadora de un estado
general de esfuerzos resulta siempre ser igual a la suma de 5 estados de
esfuerzos plano.
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Algunos autores llaman a estos estados de esfuerzo plano “estados de cortante
puro” en los cuales el méximo esfuerzo cortante es igual al valor de
cualesquiera de los esluezos principales diferentes de cero.

s comin considerar que en la componente desviadora se manifiesta la accién
del estado de cortante puro, mientras que en la componente volumétrica
se manifiesta la accién de los esfuerzos normales promedio en el punto en
estudio.

En general, en todos los estados de esfuerzo se acostumbra asociar los cambios
de volumen a la componente volumétrica, mientras que los cambios de forma
se asocian a la componente distorsional o desviadora.

1.10 Estado de esfuerzo plano

En la Fig. 1.20 se muestra un cuerpo deformable sometido a ciertas
solicitaciones en su plano. Si el elemento es de espesor pequerno, los esfuerzos
asociados a la direccién z se pueden despreciar, esto es:

=0 ; Tap=0 ; 7p=0

|| s

i

Figura 1.20: Estado de esfuerzo plano, en un sistema de referencia
cartesiano.

Por lo que el tensor esfuerzo T;; se reduce a:

(151)

" [aﬁ Tyx 8]
iji = T a,
’ 0 0" o

Este tensor representa un estado de esfuerzo plano.

Las componentes normal y cortante del vector esfuerzo ,,, para un estado de
esfuerzo plano se pueden deducir como sigue:
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\
g

Figura 1.21: Derivacién de los esfuerzos o, y 7, para un estado de
esfuerzos plano.

Tomando en cuenta la Fig. 1.21 los vectores unitarios 7 y M, se pueden
expresar como:

(cos )i+ (senb) 7 (1.52)
= (senf)i— (cosf)j (1.53)

3 =

En estas dos direcciones se pueden establecer las componentes normal y
tangencial del vector esfuerzo i, como:

o= [ =[75 2| o
e = (orn cosf + 'ry:senﬁ}? + (Tay cos@ + o‘wsenﬂ')-j (1.54)

On = ty-
= (a,z cos’ 0 + 7, 5enf cos 0) + (Toysend cos b + o, sen’8)(1.55)

Si @, es positivo, quiere decir que tiene la direccién de 7.
Para el esfuerzo cortante, se tiene de manera similar:

Tn = Iy M = (0zz5en8 cos 0 + Tyzsen’ — 74y cos®  — o, senf cos§) (1.56)

Si 7, es positivo, esto quiere decir que tiene la direccién de .
Haciendo simplificaciones, se tiene que :
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On = 0Oa0c05° 0+ a,,sen’0 + 27,,5en cos 0 (L.57)

Tn = (02— 0yy)senfcos 0 + T4y (SCﬂz@ — cos’ 9) (1.58)

Tomando en cuenta las signientes identidades trigonométricas:

sen20 = 2senf cosl (1.59)
sen? = ﬂ (1.60)
cos?f = w (1.61)

y sustituyendo estas tiltimas expresiones en las ecs 1.57 y 1.58, se llega a:

1 _
On = O (~++'529) + oy (1;;0529) + Toysen2d

e = (azzgaw)senzﬂrw [(1—20529) B (1+;os29)]

Simplificando se tiene:

o, = %’i + % (022 — Oyy) €05 20 + T4y 56120 (1.62)

Tw = (%_;E!.g) sen2f — Toy cos 20 (163)

Derivando o, respecto a 8, se tiene:

6 Tl
3;‘;9 = — (o, — 0,)sen20 + 27,, cos 20
%% — —2‘]'" (1‘64)

Este resultado muestra que 7, es una medida del cambio de ¢, con respecto, a
@, y que cuando 7, = 0, se tendra el maximo o minimo valor de @, (esfuerzos
principales).
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Si se acepta que los ejes de referencia coincidan con las direcciones en que
7n = 0, el tensor que representa al estado de esfuerzos en un punto del medio
continuo, para g, = 0, quedard definido por:

T;’:[%l 33}

Para este tensor, las ecs 1.62 y 1.63 quedan como:

Oy = E_;_U_s_ + % (o7 — 03) cos 20 (1.65)
Ta = (Jl ;oa) sen2d (1.66)
Estas 1ltimas ecuaciones se pueden representar como sigue:
(a,, i ;-aa) = %(01 — 03) cos 20 (1.67)
Ty = —;—(0’1 — 03) sen20 (1.68)

Elevando al cuadrado las ecs 1.67 y 1.68 y sumdndolas, obtenemos:

2 2
(on-25%) 4= (252) (1.69)

La ecuacién 1.69 nos muestra que el conjunto de vectores i, asociados a
planos cuyos vectores esfuerzo esten en el plano de esfuerzos deben tener

N1t 03,0) y radio:

sus extremos sobre la circunferencia con centro en: (

oy — 03
2
Para definir a un vector esfuerzo dado, asociado al plano cuya normal forma
un dngulo @ con el eje 1, es necesario girar un &ngulo 26, en direccién contraria
a @ para definir al extremo del vector 1,,, cuyas proyecciones son o, y T,.

Esta representacién permite asi definir a todos los vectores f,, en planos
normales al plano de esfuerzos.

1.11 Planos y ejes principales de esfuerzo

Por definicién los planos principales de esfuerzo son aquellos donde el esfuerzo
cortante 7, = (.
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Por lo que tomando en cuenta la ec. 1.63, obtenemos:

(i’%"“) $en20 — 74, cos 20 = 0

Desarrollando se llega a :

T [ S— (1.70)
Tz — Tyy
e

Las raices de esta 1iltima ecuacién representan las direcciones de los ejes
principales 7 y 7.
Para encontar las raices de la ec. 1.70, hacemos uso de la Fig. 1.22.

2
:\/(__rxﬁu;“) + 12, Toj

26

U:x_ 9
2
Figura 1.22: Relacién geométrica entre 0z, 0yy, T4y v 0.

Tzz — Oy
cos20 = 2 - (L.71)
=
Txy
sen20 = (1.72)

2
5/(=7%=) +m

Sustituyendo las ecs. 1.71 y 1.72 en la 1.62, obtenemos a los esfuerzos
principales oy y o3:

2
Oz + T -
13 = ,_.Taﬂ + \[(6”_2%1) +72, (1.73)
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Para el estado de esfuerzo plano, la ecnacién caracteristica se reduce a:

A4+ hA=1,=0 (1.74)
Donde:

L = og+0y
I = det| 7z o |
Ejemplo 1.5. El estado de esfuerzo plano en un punto de un medio continuo
estd dado por:
4 -1 0
T; =[—1 2 0][MP0,]
0 0 0
Usando los métodos analitico y grafico del Mohr, determine:

a) Los esfuerzos normal y cortante asociados al plano de corte indicado en la
Fig. 1.23.

b) Los esfuerzos principales.

c) Las direcciones principales de esfuerzo, referidas a los ejes z, y en que se
define el tensor esfuerzo.

Los elementos del tensor esfuerzo son:

0z =4 [MPa] ; 0, =2 [MPa] ; 7oy =—1 [MPa)
|
B Cara l
21 X
-I~ -|—4 Cara@
45°

_l_,

Figura 1.23: Representacién del estado de esfuerzo para el ejemplo 2.5.

El 4ngulo 8 que permite calcular los esfuerzos o, y 7,,, mediante las ecs. 1.62
y 1.63, vale: 6 = 135°.

Esfuerzo normal:
442 =
On = —1;—- + -2 cos 270° + (—1) sen270°

on = 3+1=4 [MPa
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Esfierzo cortante:

4-2
™ = 5en270” — (—1) cos 270°

Tn = —1 [MPa

Los esfnerzos principales valen:

2 2
or = 3+V2.0=4.41 [MPa
03 = 3-v20=160 [MPa

4-2\* ;
rw = (5 e

Célculo de las direcciones principales:

-1
tan 20 = T—T = -1
2
Las raices de la ecunacién son:
0, = —22.5°
03 = —112.5°

Para comprobar la direccién asociada a los esfuerzos o; y 03, se sustituyen
las raices obtenidas en la ec. 1.62.

T 3 cos (—45°%) + (—1) sen (—45°)
on = 3+0.7071+0.7071 = 4.41 [M Pa

442 4-2
2

Por lo tanto el dngulo §; = —22.5° esta asociado a la direccién del esfuerzo
principal mayor o), obviamente el d4ngulo #; = —112.5° debe estar asociado
al esfuerzo principal menor.

Para la solucién gréfica de Mohr haremos uso del procedimiento conocido
como método del “polo”.

El polo es un punto en el circulo de Mohr el cual se puede ubicar como sigue
(Fig. 1.24).

a) Se traza primeramente el circulo de Mohr a partir de los puntos conocidos
A y B. Para que el signo del esfuerzo cortante 7,, sea el correcto, es necesario
cambiar el signo del esfuerzo cortante 7,, asociado a la cara A antes de trazar
el efrculo de Mobhr.
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b) Por el punto A se traza un plano que sea paralelo a los esfuerzos asociados
a la cara A. Donde este plano corte el circulo, estard ubicado el polo.

¢) Se hace lo mismo con el punto B para verificar la posicién del polo.

T
2]
Al
1-------f?-“ 1)
| 0-11
iy .
21 ._’3457

Figura 1.24: Solucién gréfica de Mohr, ejemplo 2.5.

d) Una vez conocida la ubicacién del polo, y a partir de éste, bastard con
trazar una recta que tenga la misma orientacién del plano donde se desea
calcular los esfuerzos o, y Tn-

e) El punto donde esta recta corte al circulo, determina los esfuerzos o, y 7,
correspondientes. En la Fig. 1.24 se muestra la aplicacién del procedimiento
seguido para el problema planteado. Para este caso particular el punto
correspondiente al polo coincide con los esfuerzos o,, y 7, buscados.

1.12 Esfuerzos octaédricos

Considérese un punto en el cual exista un estado general de esfuerzos. En ese
punto existen ocho planos octaédricos definidos por normales que dividen en
angulos iguales a cada uno de los octantes del espacio.
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3
og=p=y
Gy /ﬁ:"[‘:‘ct
Ala
AL
‘\ﬁ" -\\’}\ - \ G 2
'.-’/ : \\ /-‘,2_,_\ 2
Ae, Y pamo
octaédrico

-

1
Figura 1.25: Definicién de esfuerzos octaédricos.

Consideremos el plano octaédrico del primer octante, cuya normal es:
Mot = - i+ ‘1_5 + LE
V3 V3 V3

}J}grqciado a este plano existird un vector esfuerzo total octaédrico, definido

(1.75)

boct = [ﬂj] Iﬁodl {1-76)

I

SLESIE:
ot 006203 ‘_{5
7

1 = 1 s 1 -
totg = ﬁﬂ']i - _-\/_5623 + ﬁ@k (177)

El esfuerzo normal octaédrico es igual a:

Tot = tx.-ﬁm=v—175[aﬁ'+az.?+aaﬂ -%F+ itk

1
= gldl +|‘J'2+0'3]
L

El esfuerzo cortante octaédrico puede calcularse como:
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oct — Ooct (1.79)

=
g
Il
I

1 = — 1 - -
Toct = ﬁ[alz+azj+agﬂ—%[§1+§j+§k

= D)5 ()5 (-4
(2 4 (o B) o (- 2)

De los resultados obtenidos se puede observar lo siguiente:

[Toct] =

ol

a) El esfuerzo normal octaédrico depende de la magnitud de la componente
volumétrica del tensor de esfuerzos.

b) El esfuerzo cortante octaédrico tiene como magnitud el valor medio
cuadritico de los elementos de la diagonal principal de la componente
distorsional.

1.13 Equilibrio de particulas en un medio
continuo

Consideremos que en cada punto del continuo es conocido el tensor T;, dado
por:

T g_—m T T il:
i = Ty v Yy
J Tow Ty Ois

Aceptemos que las componentes de T}; son funciones continuas de (z,y, 2,1).

Cuando el tensor es simétrico serd necesario definir a seis funciones continuas
y derivables de variacién suave, para conocer el estado de esfuerzo en todos

los puntos del continuo.

Para ello basta estudiar el equilibrio de particulas en el continuo, de ahi
surgen las condiciones de frontera y las fuerzas de cuerpo que producen a Tj;.

Consideremos en primer lugar a una particula interior del continuo.
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A
— jdz (»
il P
Ty
\ dV = dx dy dz /

J

My
\z

F,
Figura 1.26: Equilibrio estatico de una particula interior del continuo.

En la particula elemental aparecen:

a) Fuerzas en las caras laterales, provocadas por la accién de particulas
vecinas.

b) Fuerzas de cuerpo generadas por la accién de cuerpos distantes.

dx - : :
/ tdr,
// :;J‘.Tﬁt# / a, - "/
T | Ty T+ dt X
] l{aﬁ,+:a
.:1 T+ d'rL t“ x9
dz #8504+ !}4' dt,, - —/7
63 - -
g " dV=dxdy dz

Figura 1.27: Fuerzas de cuerpo y de superficie en una particula elemental

i

q+da

de un medio continuo.
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En el elemento diferencial, que se muestra en la Fig. 1.27 no estdn incluidas
las fuerzas de cuerpo que pudieran existir.

Por equilibrio de fuerzas, se tiene:

Pot Y Fo=0:

(02 + do,) dydz — (0.dydz) + (Tye + d7y;) dzdz — (7)dzdz)
+ T2z + d7.;) dzdy — (T.odzdy) + zdzdydz =0
doydydz + dry,dzdz 4 d7.,dzdy + zdzdydz =0

do, or (3

dzdydz + —Ldzdydz + —=dzdydz + zdzdydz = 0
dzx dy 0z

doy T OTzz
24V + fodV =0 1.81
5dV+ aydv+ 32 + £z (1.81)

Si dV —0
do, Or IT2s

o =
63 ‘I“ ay + 62 ‘]"fz 0 (1'82)

De manera similar; por | F, = 0, se obtiene:
071y 0Oo, 01,
oz T oy | B2

Por ) F. = 0, se obtiene:

OTz: aryz do .

+f,=0 (1.83)

s =0 1.84
5 "oy T og T (154)
Las ecs. 1.82, 1.83 y 1.84 pueden ser escritos en notacién indicial como:
Ty
3z, +fi=0

Esta 1ltima ecuacién se conoce como ecuacién de Cauchy.
Ejercicio 1.6. En un medio continuo se establece un tensor de esfuerzos

definido por:

2ty -y 0
Tij=A-| &—y? 0 0 | donde: A, c=ctes.
0 0 0

Obtenga:
a) Las fuerzas de cuerpo.
b) Las fuerzas en las fronteras del continuo.
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Figura 1.28: Viga de seccién prismética sometida a flexién simple.

Analizando cada una de las caras del continuo, se tiene:
=3
vale:

En el plano y = ¢;

n
El vector esfuerzo i,
. _ 2cz 0 0
L=l =4 0 80

I

{]
1
0
1,=0 = Toda la cara estd descargada.
En el plano y = —¢; i = —j

—2cx 0

=i =4[ 78

oo
ocoo
PP

t,=0 = Cara descargada.

Enelplanoz=+3n=%

_ 2 -2 0|0
5u=[ﬂj”ﬁ|=f4'[czgry2 0! o“g]

i, =0 = Cara descargada.

En el plano z = —3; 1 = —k

in=0 = Cara descargada.

En el plano z = 0; 7t = —i
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Tii(n)=A-

-
2
Il

0 ¢ 0
2 —y? 0 0
0 0 0
h = A(yz—cz)f

Fo = Gem=0=[A(2-)7]-[-]] =0

o = £/ [Ta]” = [l
= Ay - &) = Ay’ — AP
Si y=0; 7,=—-Ac?

En la Fig. 1.29 se muestra la distribucién de esfuerzos cortantes
correspondiente.

S o

AR b q -

Figura 1.29: Distribucién de esfuerzos cortantes en el plano x = 0.

Integrando el volumen de esfuerzos cortantes para un ancho unitario, se
obtiene la fuerza cortante que actua en la cara x=0:

v = % (=c4) (20) (1)
4
= ——c*A
v 3
De donde la constante A vale:
3V
A=4e

Enel plano z=L;i=1
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I

El esfuerzo normal y el esfuerzo cortante tienen por valor:

_ 2[41} {.'2 - y2
tn = [TilIn] = A~ c"'ay" g

oo

] i A(ZLy)§+A{r:2 —y")_?

0
0
0

On =E1;.ﬁ= 24{"9‘
Tn = A(nz__yll

La distribucién de esfuerzos normales en z = L se muestra en la Fig. 1.30.

H 2LcA
!
257 | ]

é*” v
-2LcA + 1 +

Figura 1.30: Distribucién de esfuerzos normales en el plano x = L.

[—O——0—

Dicha distribucién genera un par interno que vale:

M;=H-.d
Siendo
H= 2L;Ac =c?LA
El brazo de palanca del par vale:
d= %c

Por lo tanto el momento interno resulta igual a:

M, = (PLA) 5e = 3PAL

La distribucién de esfuerzos cortantes produce una fuerza cortante igual a:
4
V=_A
3

Esta fuerza estd en equilibrio con la que se produce en x = 0.



1.14. ECUACIONES DE EQUILIBRIO DE MOMENTOS EN PARTICULAS DE UN
CONTINUO 45

El momento de inercia centroidal de la seccién se puede expresar como:

I

2.
.I‘r:_'c-; 3 =
3¢ por lo que A 7L

Por equilibrio el momento interno que produce la distribucién de esfuerzos
normales en x = L, debe ser ignal al momento que produce la distribucién
de esfuerzos cortantes en ambos extremos de la barra.

Dado que el esfuerzo normal que actua en la cara z = L, se puede expresar
como:

o, = 2ALy , y sustituyendo el valor de A en estailtima expresién, se llega a:

M;
Op = —

I

nacién o:‘;onocida en los textos de mecdnica de materiales como férmula de
escuadria.

1.14 Ecuaciones de equilibrio de momentos
en particulas de un continuo

(1::,+d1:zr) dydx

T, dxd
(i) | (t,+dt ) dxdz

Figura 1.31: Ecuaciones de equilibrio de una particula de un medio
continuo.

En la Fig. 1.31 se muestra el estado de esfuerzo a que se encuentra sometido
una particula elemental de un medio continuo. Por facilidad iinicamente se
indican las fuerzas en las caras que van a producir giros alrededor del eje z.

Por > > M, =0
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d d dz
(Ty= +d7y2) dzdz?y + 'ry:d:ndzEy — (Tsy + dTsy) dxdy?
—Tz,,d.rdy% + migdv =0
ATy, —d7oy + 2my =0
Orz.

or
YEdy— —2dz+2m,. =0 1.85
2 Y B + 2m, (1.85)

De manera andloga; por ) M, = 0, se obtiene:

aT:z dz _ a’rI:
oz dz

dz +2m, =0 (1.86)

Finalmente, por ) F. = 0, se llega a:

074y OTyz
oz o dy

dy+2m. =0 (1.87)

De las ecs. 1.85, 1.86 y 1.87 se pueden definir los valores de m;, my y m.,
debidos a la excentricidad de las acciones que se generan en la particula
respecto al centroide.

Para el ejemplo 1.6, la aplicacién de las ecuaciones de equilibrio de momentos
conduce a:

Por > M,=0; 0-0+2m,=0 = m;=0

Y My=0; 0-0+2m, =0 = m, =0

ZM,, =0; 0—(—2y) Ady+2m. =0
m, = —Aydy

Donde:

y2
m, = —-A/ydy = “A? i

Este resultado muestra que existirdn tendencias al giro de las particulas
alrededor del eje 2, dependiendo de su posicién en el continuo.

La existencia de estos momentos imcl)lica que las particulas no se mueven
como particulas rigidas, sino que deben presentarse distorsiones para
garantizar la existencia de continuidad.
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Los pares de esfuerzo se autoequilibran con los correspondientes a las
particulas simétricas respecto al eje z, sin que exista la necesidad de aplicar
momentos externos para equilibrarlas. Estos momentos se producen en el
problema en estudio por la distribucién no uniforme de esfuerzos en las caras
de las particulas.

Normalmente en campos de esfuerzos no uniformes existen estos pares de
esfuerzos que tratan de provocar rotaciones y distorsiones en las particulas.

Asi, mediante las ecuaciones de equilibrio se pueden identificar las
caracteristicas del vector fuerza de cuerpo f y del vector momento m, dados

= zi+yj+zk
= mgi+myj+mk

3|~
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Capitulo 2

Estado de Deformacion

Consideremos una particula elemental de un medio continuo descargado,
y llamemos a este estado del cuerpo la configuracién inicial (t=0) o no
deformada. Cada una de las particulas que forman el medio continuo en
esta configuracién reciben el nombre de particulas materiales, cuya posicién
se establecerd en el sistema de referencia cartesiano x,zy,z3.

Al someter al cuerpo deformable a un sistema de cargas se generan estados de
esfuerzo los que a su vez provocardn estados de deformacién. La forma que
adopta el medio para un tiempo ¢ cualquiera se conoce como configuracién
deformada y corresponde a la imagen que proporciona una fotografia del
cuerpo para el tiempo especificado. Cada una de las particulas que forman
el cuerpo en esta configuracién reciben el nombre de particulas espaciales,
cuya posicion se establecers en el sistema cartesiano 2}, 2}, z5.

t=0 t=t
Configuracién inicial x5

-
X1
Figura 2.1: Definicién de vector desplazamiento.

Para describir la cinemdtica del continuo se supondrs por comodidad que los
sistemas de referencia z,,29,23 y ),25,25, estdn superpuestos (Fig. 2.1).

49
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La posicién de cada particula del medio en la configuracién inicial se puede
definir mediante un vector de posicién O P cuyas componentes son:

(W) = .’Elg + .’1}‘23 + .’133% (21)

Al transcurrir el tiempodet =0 at =1t , el vector de posicién del punto que
define a la particula quedara definido por el vector de posicién:

OP) = z'i + zhj + 4k (2.2)
De la [Fig. 2.1 se puede establecer gue :

Siendo 3,, el vector desplazamiento del punto P, el cual puede ser escrito
como:

3,, = (a:’]'z+ zhi + xé%) — (a:ﬁ + 297 + 233%)
bp=(z)—z)i+(zy— )+ (z5—2)k

Llamando a las componentes del vector desplazamiento:

-z = u (2.4)
To—y = v (2.5)
Th—2z = W (2.6)

Tomando en cuenta estas tltimas ecuaciones, €l vector desplazamiento se
puede escribir como:

8p = ui +vj + wk (2.7)

Evidentemente las componentes del vector desplazamiento u, v y w, dependen
de la posicién del punto en el continuo y del tiempo transcurrido de t =0 a
t=1.

Si el vector desplazamiento estd asociado con cualesquier particula en
la configuracién no deformada, entonces sus componentes se pueden escribir
(notacion indicial) como:
/
(51;(1'1,:1:2,1'3) - zi($17$2)$3) — Ty (28)

En el caso de que el vector desplazamiento esté asociado con cualquier
particula en la configuracién deformada, se tiene:

6}, 75, 34) = 7 — 3,(z), 5, 75) (2.9)
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Asi, las ecs. 2.8 y 2.9, continuas y derivables, permitirdn describir el campo
vectorial de desplazamientos de todos los puntos de un continuo en cualquier
instante.

El lugar geométrico de los extremos de vectores desplazamiento & respecto
a la posicién original describird la trayectoria de cada punto material del
continuo.

El conocimiento de las trayectorias contribuye a describir la cinematica de las
particulas de un medio continuo, pero ademds se debe describir el movimiento
relativo de la particula respecto a la trayectoria para conocer la cinemaética
completa de las particulas.

Para ello se analizard una particula elemental del continuo, tal como se
muestra en la Fig. 2.2, donde por facilidad de exposicién se adoptard un
sistema de referencia cartesiano z, y, z.

~

X
Figura 2.2: Definicién de vector desplazamiento relativo.

Supongamos una particula material del medio (¢ = 0) y fijemos dos puntos
de dicha particula, por ejemplo P y Q, separados una distancia diferencial.
La posicién de dichos puntos estd dada por las coordenadas:

Pz, y, z); Q(x+dz, y+dy, z+dz)

Al transcurrir el tiempo, la posicién de la particula en la configuracién
deformada estard dada por las coordenadas de los puntos P’ y @, esto es:

P(z+u, y+v, z+w)
Q(z+dr+u+du, y+dy+v+dv, 2z +dz+w+dw)

Asi, la nueva posicién de la particula quedard definida una vez que se

establezca el campo de desplazamientos &, mediante funciones continuas y
derivables.
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2.1 Caracteristicas de rotacién y cambio de
forma de la particula

Con referencia a la Fig. 2.2, llamaremos al vector Ad la diferencia vectorial
siguiente:

NS =8,p—6p (2.10)

El vector Ad mide la rotacién y el cambio de forma de la particula y representa
el movimiento relativo del punto Q respecto al punto P.

Evaluando la ec.2.10, el movimiento relativo de la particula quedard descrito
por:

A = (u+du)i+ (_ V)7 + (w4 dw)k — (ui + vj + wk)

A$ = dui + dvj + dwk (2.11)

Desarrollando la ec. 2.11, se tiene:

- ou v v ov
Ad = (8 dz +—d + ) +< 8—dy+8—dz>
+(2vy +——d —“’ (2.12)
8z " * 5 '

La ec. 2.12 se puede escribir de manera matricial como:

[ Ou Ou Ou ]
oz 8y 0z
_ dx
A5 = ? g” ? ‘ dy (2.13)
T z
ow b ow |
| 9z 9y 9z |
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De la Fig. 2.2 se puede observar que el vector que une los puntos Py Q
resulta igual a:

PQ = dzi + dyj + dzk (2.14)

Dividiendo la ec. 2.13 entre el médulo de PQ, se obtiene:

} oz oy oz || IPQ|
85 _ G ov oo || b (215
|PQ| | 6= oy 0= || |PQ| (2
Ow Ow ow | dz
L Oz Oy 6zJ IP—Ql

Obsérvese en esta tltima ecuacién que los elementos del vector columna
representan los cosenos directores del vector que va de P a @, el cual se
puede escribir como:

g = cos o + cos 37 + cos vk (2.16)

Sl

A
|PQ

escribir como:

Llamando a el vector deformacién total, €, la ecuacién 2.15 se puede

£ = [By) o (217)

Siendo
ou ou ou
N
— v v v
w dw Ow
6z Oy 9Oz .

E;; recibe el nombre de tensor deformacién total.

Este tensor se puede expresar como la suma de dos matrices, esto es:
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[ 10w, v\ 1(0u, Ow
0z 2\oy  0z) 2\0z Oz
5, _ | L(yoy T ow T 1w w
Yo 2\0z " Oy Oy 2\0z Oy
Liow o) 1 (o0 ouw) o
| 2\ 0z z) 2\0z Oy 0z i
o, 1(au ) Lfouw_ou)]
2\ 0y Ox 2\0z Oz
1/ov Ou 1 /0v Ow
b A (22 el
* 2(89: 8y> 0 2\a: ay) |BY
iow o 1jow oy
| 2\0z 0z/) 2\0y Oz A

La primera matriz se conoce como tensor deformacién , F;j;, mientras que la
segunda recibe el nombre de tensor rotacional, €;;.

Asf el tensor deformacién total se puede expresar como la suma de dos
tensores, esto es:

Ei]' = Eij -+ Qij (220)

2.2 Interpretacion fisica del tensor rotacional

Definiendo a los términos del tensor rotacional, §2;;, como:

1/6u Ov 1 /0u Ow
Q,, = S(_ov). o _L1fou_ow
v 2 (8y 83:) L 2 (82 83:)
1 /0v Ou 1 /0v Ow
oy = 5(&‘@)’ “21/:5(5;"5@;)
1 /0w Ou 1 /0w Ov
Qp. = = =——%1; === - =
2(83: 82)’ & 2<8y 82)

Obsérvese que los elementos del tensor rotacional guardan la siguiente
relacion:

Qyz = —Qay; Doz = —Qazy Doy = — Qe
Y Y Yy

Por lo que dicho tensor se puede representar como:
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0 Qé,l. Q.
Qi' = —Q x Q:n 2.21
¥ —QZI —Q:y OJ ( )

Para identificar los términos del tensor rotacional €25, recordemos la definicién
de rotacional de un campo vectorial.

rotd =

]
Vv

_ (Ow _OvNg (O _Ow)\- [Ov_ Ou\p
“\oy " 9:) T \8: T8z )7 " \az By

rotd = 2[5 + ey 7 + QK] (2.22)

§%| Qo et
g war

Calculando el producto vectorial %rotﬁx €, se tiene:

k
_6214 gz;zz sz

1 =
—Totd X & =
2 cosa cosfl cosy

= {Qupcosy — Quycos B} i — {—ycosy — Qg cosa}j
+{—Q,ycos B — Qypy cosa}k

%rotg X& = {Qupcosy+ QyzcosB}i+ {ycosy+ Qyycosaly
+ {9z cos B+ Qg cosa} k (2.23)

Por otra parte, el tensor rotacional aplicado a la direccién definida por el
vector €, resulta igual a:

Q5018 = {(Qe)cosB+ (Qua) cos v} i+ {( Qay) cosa + (Quy) cos v} j
+ {(Q42) cosa + (Q,) cos B} k (2.24)

Obsérvese que la ecs. 2.23 y 2.24 resultan ser iguales, por lo que:

1 _
[Qi]‘J |E| = 57‘01,5 X € (225)
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=rot§ X €

m& | } /fQ w=|rot5 |

Figura 2.3: Interpretamén fisica del término rotd x €.

. . . 1 - .
La interpretacién fisica de —rotd x € se muestra en la Fig. 2.3, donde se puede

observar que dicho término representa al conjunto de vectores U generados
por una rotacién alrededor del eje 70t8, con un giro w de magnitud |—'rot6|
El conjunto de vectores U tienen magmtudes proporcionales a su distancia d
al vector rotd.

P

Figura 2.4: Rotacién pura de una barra rigida.

Para aclarar el significado fisico del tensor rotacional, consideremos una barra
rigida sometida a un giro w,, tal como se muestra en la Fig.2.4. Consideremos
que en los extremos de la barra se localizan los puntos Py @, separados una
distancia diferencial.

El vector desplazamiento relativo del punto @ respecto al punto P, es :

NS = dui + dvj (2.26)
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El desplazamiento du se puede calcular como:

du = dRcos(w,+6)—dRcos@
= dR(cosw, cosf — senw,send) — dR cosf
du
dR
dv = dRsen(w, +0) — dRsend
= dR(senw, cosb + cosw,send) — dRsend
dv
dR

= (cosw, — 1)cosf — senw, send (2.27)

= senw; cosf + (cosw, — 1)senf (2.28)

Las ecs. 2.27 y 2.28 se pueden expresar en forma matricial como:

_[cosw, -1 —senw, |
Senw, cosw; — 1

out/ (2:29)

du
&
dR

Si w, es pequetio, entonces senw, = w, y cosw, = 1, por lo que la ec. 2.29
se reduce a:

du

_ |10 —-w, cos 8
:d_g _[wz 0 ] send (2.30)

Obsérvese que esta iltima ecuacién puede ser representada como:

€ = [Q] €| ,con E;; = 0, por lo tanto Qy; = —w, y §yy = w,. Asi los
términos del tensor rotacional §2;; representan los giros del elemento alrededor
del eje z.

2.3 Interpretacion fisica del tensor
deformacién

El tensor deformacién quedé definido por:

o 1(0u, ) 1(ou b
or 2\0y Ox) 2\0z Oz
1 /0v  Ou ov 1 /0v Ow
I e (A e (L 9.31
Bal =1 5\5z T 3y By AT (231)
1 /0w Ou 1 /0v Ow ow
| 2\ 0z 0z) 2\0z Oy 0z i

A continuacién se da la interpretacién fisica de cada uno de los elementos del
tensor deformacién.
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N AN .
El término — = ——; Awu representa el desplazamiento del elemento dzx en la
dr Az
- -, . . -, - , U
direccion x, mientras que Az es la dimensién original del elemento. Asi —

x
representa la deformacién normal o longitudinal unitaria en la direccién z,
y en lo que sigue la designaremos como €,,. El primer subindice representa
la direccién del desplazamiento del punto @ a @/, en tanto que el segundo
representa la direccion de los puntos P a @, dada por €l vector unitario e.

Ov ow

De manera similar designaremos a los términos Evie €y ¥ 9% €.z, los

cuales representan las deformaciones normales o longitudinales unitarias
en las direcciones y y z, respectivamente. Los valores de € serdn positivos
cuando los lados de la particula aumentan de longitud, en caso contrario
serdn negativos.

. 0 v . . .
En lo que respecta al término B0 + — |, la interpretacién fisica se hard con

Oz
referencia a la Fig. 2.5. Cosidérese un elemento diferencial cuya configuracién
no deformada est4 definida por los vértices O, P, Q, y R, fijoen O. Una vez
que el elemento ha sido deformado, los vértices en la configuracién deformada

son P1, Q1, R1.

O dx P | X
__i I,_
o dx
, : : . Ou  Ov
Figura 2.5: Interpretacién fisica del término — + —.
dy Oz

Con base en esta figura, se tiene:
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8ud
Ay
83/ du
tanfy = <L — = — :
an dy By (2.32)
v
—dx
_ 9z~ _Ov
tanf, = = o (2.33)

Por otra parte si el 4ngulo 8 es pequeno, entonces:

du  Ov
— et — =0, +0 .34)
{8y+8x} 1+ 6, (2.34)
. . L. ou Ov
En lo que sigue designaremos al término < — + — » = 7,,,vemos que
dy Oz 4

éste representa el cambio angular entre los lados dx y dy y se conoce como
deformacién angular o deformacién cortante.

Analizando las caracteristicas de deformacién en los planos zz y yz, se puede

establecer por analogfa:
_ fow + ou
T2 = 0z T 92

ow + A
oy Oz
siendo 7., ¥ 7., los cambios angulares entre los lados dz y dz y los lados dy

y dz, respectivamente. Los valores de las deformaciones angulares «, serdn
positivos cuando decrece el 4ngulo que forman los lados correspondientes, en
caso contrario serdn negativos.

2

™

<
Il

De esta manera el tensor deformacién puede ser representado como:

1 1
151:1: 5’71/1: ?’747:0
[EU] = ?7:1:1/ Eyy E’Yzy (235)
1
5’)/:1:2 5’7;,2 €z

Asi, en el tensor E;; aparecen:

a) En su diagonal principal, las deformaciones longitudinales unitarias en
tres direcciones ortogonales.
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b) Simétricamente a la diagonal principal aparccen la mitad de  las
delormaciones angulares entre tres lados originalmente ortogonales.

Ejemplo 2.1

in el continuo representado en la Fig. 2.6, se¢ cstablece el siguiente vector
desplazamiento:

0 = (—0yz)i+ (0z2)7

Figura 2.6: Barra cilindrica sometida a un campo de desplazamientos.

Las componentes del vector desplazamiento son:
uw=—0yz, v=_~0zxz;, w=0; 0 =cte

Los elementos del tensor deformacién se calculan como:

a—Z-—ez , a—Z—o
8—22—03/ ; %z@x
—gl—;=0 ; Z—lyv:O ; %=O

Por lo tanto:
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roté = ‘%ég—i @—@ -3 Qzu__a_u
32 3w 3| \ey 8z) \az o

rotd = 1(0—0z)—7(0+0y) +k(0z + 02)
i

rotd = i(—0z) — 7 (0y) + k(202)
Ademas:
0 0 —%
k= 0 0 9;

a) Cinem4tica de la particula C (origen).

z=0, y=0, z=0

Se tiene: 6 =0, E;; =0, rotd = 0.

De lo anterior se concluye que:

No hay traslacién, ni rotacién ni cambio de forma.
Analizando la cinemética de la particula A, en z = 0.

Enestecasou=0;v=0;w=0 = §=0.

rotd = —ROi = la particula gira alrededor del eje x en direccién negativa.
El tensor deformacién vale:
0 0 0
E;; = [ 0 0 6R J = hay cambio de forma
0 R O

b) Manejando el mismo tensor, describa el movimiento de las particulas A,
B,(Cenlascaras z=0 y z = L.

b.1) Establezca claramente la rotacién de cada una de esas particulas.
b.2) Defina los cambios de forma y dimensiones en las particulas propuestas.
En z = 0, se tiene:

6= (—0yz)i+ (0z2)]

Por lo tanto, & = 0. Este resultado implica que las particulas no experimentan
desplazamientos paralelos a ningin eje.



62 2. ESTADO DE DEFORMACION

Para el rotacional se tiene:

rotd = (—0z)i4 (—0y)j + (202)k
rotd = (—0z)i— (Oy)j

El tensor deformacién vale:

0 0
E,»j:[o 0
x

Si se compara el vector rotacional con el vector de posicién de cada punto,
descrito por:

T=2zi+YyJ
Se puede ver que ambos vectores tienen las mismas lineas de accién pero

difieren en direccién en 180°. Ademés, las magnitudes de los vectores rotd
son proporcionales en 6, a la magnitud de los vectores de posicion.

Lo anterior indica que todos los vectores Totd coinciden en el origen. Por lo
tanto,

[7‘01,3] ovigen = 0 = no hay giro

Analizando la seccién z = 1, se tiene:

§ = (=0y)i+(02)]

Ya que w =0, la secciébn permanece plana, y sélo se presentan
desplazamientos en el plano de la seccién.

y
Figura 2.7: Componentes del vector desplazamiento en la seccién z = 1.

Dado que

T=zi4+yj y 6 =(—0y)i+ (0z)]
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Los desplazamientos son proporcionales a la magnitud del vector de posicién
T y ortogonales a él, por lo que podemos escribir.

|| = @17
En consecuencia, la seccién z = 1 permanece plana y gira rigidamente

alrededor del eje z, un angulo 6.

El d4ngulo § mide el giro respecto a z, de una seccién distante z = 1, de la
seccién que no se mueve.

Ademads,

[rotd] _ = (—0z)i— (0y)j + (20) k

Este vector es igual al de la seccién z = 0, més un vector 20k, que implica
una rotacién rigida alrededor de z = 0.

Adem4s de estos movimientos rigidos de las particulas, se cumple que

(Eijl,—y = [Eij].—

Finalmente, en z = L

(6], =[] L

La seccién permanece plana, girando un angulo 8L respecto al eje z.
[rotﬂ o = [rotj +(20L)k

Asi, las rotaciones de las particulas son similares a las de z = 0, pero son
una rotacién rigida alrededor de z, con magnitud igual a 6L.

Por lo tanto, § = (—0yz) i+ (6z2) 7, describe la torsién de una barra cilindrica
cuando las secciones permanecen planas y la seccién z = L gira un dngulo
0L respecto a la primera seccién.

2.4 Componentes normal y cortante del
vector deformacién

Previamente se establecié que el vector desplazamiento relativo de un punto
Q respecto a un punto P, se puede expresar como la diferencia vectorial
Ad =6g—0p. Enla Fig. 2.8 se muestra gréficamente dicho vector. Se puede
observar en dicha figura que si P y Q son dos puntos en la configuracién
no deformada del cuerpo, cuya direccién estd dada por el vector unitario €,
entonces AJ es el vector que va del punto Q al punto Q’, ubicado este dltimo
en la configuracién deformada del cuerpo. De esta manera, y con referencia
a la Fig. 2.8 se puede establecer la siguiente suma vectorial:
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/1’//\
Ao A3,
_ Y

e o >

P Q AJ,

[igura 2.8: Componentes normal y cortante del vector desplazamiento
relativo.
AS = AS, + Ady (2.36)

Dividiendo esta tltima ecuacién entre el médulo del vector PQ, se obtiene:
A A,  As

— = —— — 2.37
7q] ~ [Pq] T PQ) (230

La ec. 2.37 se puede escribir como:

siendo &, el vector deformacién normal o longitudinal y € el vector
deformacién cortante o desviador. Obsérvese que la ec. 2.38 tiene la misma
forma que la establecida para el vector esfuerzo i,,.

Dado que el vector deformacién € tiene la misma estructura matemdética que

el vector esfuerzo t,, todo lo establecido con anterioridad en el estudio del
estado de esfuerzo serd valido para el estado de deformacién.

2.5 Deformaciones principales
direcciones principales de deformacion

Para determinar las direcciones principales de deformacién se hace un
¢ . C p p
planteamiento andlogo al realizado para el caso del estado de esfuerzos.

Las magnitudes de las deformaciones principales quedan definidas por la
ecuacion caracterfstica siguiente:

e — et +Joe—J3=0 (2.39)
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donde: ) .
J) = €zz + €yy + €;2; Invariante lineal

1 1 1
— 2 2 2.
Jo = €xalyy + Eyy€az + €22€20 — T2, — 1 g

. : 4
Invariante cuadratico
Js = |[Eyl|; Invariante ciibico

Por lo tanto el tensor deformacién principal se puede expresar como:

&1 0 0
Ti;=( 0 0 2.40
g [ 0 E(f &3 :| ( )

Siendo €,,e2, vy €3 las deformaciones principales mayor, intermedia y menor,
respectivamente.

Por analogia se puede llegar a establecer un elipsoide de Lamé que describe
el conjunto de vectores E,.

Esto 1ltimo implica la existencia de direcciones principales de deformacién,
1, 2, 3; en dichas direcciones sélo se generan cambios de dimensiones lineales
pero no angulares.

Las direcciones principales de deformacién se calculan con el modelo
matemdtico de valores y vectores caracteristicos, de manera similar a lo que
se hizé para el estado de esfuerzo.

Diremos que dos estados de deformacién son iguales si sus invariantes
correspondientes son iguales.

2.6 Significado fisico del invariante lineal J;

Considérese un elemento de volumen de un medio confinuo sometido a un
estado de esfuerzos tal que sus dimensiones se reducen pero el cuerpo

mantiene su forma (Fig.2.9). Por facilidad de presentacién, supondremos
que las dimensiones originales del elemento son unitarias.
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3,
g, 7
z |
- , |
- ~ |
T T |
| | |
| 1) |l |
| | €2
AT i
[ -
L EEE i
7
P

Figura 2.9: Cambio volumétrico de una particula de un medio continuo.

El cambio de volumen AV que experimenta el cuerpo resulta igual a:

AV = (1+¢&) (1 +e)(1+es)— (1) (1) (1)

Desarrollando:

AV = (€1 + &9+ €3) + (6162 + €963 + £361) + (€1€2€3)

Teniendo presente la definicién de invariantes de deformacién, resulta que:

V=J+J+Js (2.41)

La suma de los tres invariantes mide el cambio de volumen de una particula
unitaria. Dado que en muchos problemas de ingenierfa las deformaciones
longitudinales son menores de 1%, se acepta que:

AV =~ J, (2.42)

2.7 Componentes volumétrica y desviadora
del tensor deformacién

Supongamos que en un punto de un medio continuo se concoce el tensor
deformacién, F;j, en un marco de referencia principal. Este tensor, al igual
que en el caso del tensor esfuerzo, puede ser descompuesto en su partes
volumétrica y distorsional o desviadora. Asf,

B, =E,+E, (2.43)
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donde:
J[10 0}
E,=21010 2.44
3 [0 0 1 (2.44)
(:'1—ﬁ 0 0
3 J
E, = 0 52—31 0 (2.45)
J
0 0 53—31

E, mide el cambio de volumen de las particulas unitarias del cuerpo
deformable, mientras que E, mide la distorsién de las particulas unitarias.

2.8 Ecuaciones de compatibilidad de
deformaciones
Supongamos que de alguna manera se establecen las dos ecuaciones

diferenciales siguientes, siendo la variable desconocida la componente
del vector desplazamiento u(z,y):

Ou +3

= -

Oz y

Ou 9

— = Z (2.46)

Ay
El andlisis de estas dos ecuaciones nos lleva a que no pueden ser resueltas
debido a que son inconsistentes. El cdlculo de la derivada 929 en ambas

oy

ecuaciones pone en evidencia dicha inconsistencia. La derivada de la primera
ecuacién da 3 mientras que la segunda da 2z.

Si las ecs. 2.46 se expresan como:

13

-B—Z = f(z,y)

Ju

B = g(z,y) (2.47)

Entonces, para que estas ecuaciones puedan ser integradas se debe de cumplir
la siguiente condicién:
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af _dy

dy Oz
La ec. 2.4% representa la condicion de integrabilidad de Riemann o ecuacién
de compatibilidad.

(2.48)

Por lo expuesto, es claro que los elementos del tensor deformacién deben de
gnardar cierta relacion entre si para asegurar la existencia de continuidad del

campo de desplazamientos § correspondiente.

Para establecer las ecuaciones de compatibilidad recordemos la definicién de
cada nno de los elementos del tensor deformacion E;.

£r = % (2.49)
gy = Z_Z (2.50)
€, = %zu_ (2.51)
Yoy = Z—Z+g—z (2.52)
Vor = Z_ZJ’% (2.53)
Yy = %-Fg—z) (2.54)

Para relacionar a los componentes de deformacién hagamos las siguientes
operaciones.

Derivando la ec. (2.49) respecto a y? , se obtiene:

2

d ‘,; _ 33u2 (2.55)

dy dxdy
Haciendo lo mismo con la ec. (2.50) pero ahora respecto a z? | se llega a:

D%, Pv

— = 2.56

0z 0220y (256)
Derivando la ec. ( 2.51) respecto a z € y.

82 3 3
Yoy Fu d°v (2.57)

0zdy  oyoxdy | 20ydz
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Si v y v son funciones continuas

0%y, 0%, O,
0zdy Oy  Ox?

(2.58)

Andlogamente, si © y w son funciones continuas,

0%y,. 0%, 0%k,
8zdz  Oz2 + Ox? (2.59)

Finalmente si v y w son funciones continuas,

0%v,, 0%, 0%,
dybz 022 Oy?

(2.60)

Estas tres ltimas ecuaciones forman el primer grupo de ecuaciones de
compatibilidad.

Ahora, estableceremos las relaciones entre los valores de las deformaciones
angulares v que permitan definir explicitamente a las deformaciones
longitudinales €.

Derivando la ec. (2.52) respecto a z, |

0y _ A%y )

= 2.61
0z Oyoz + Ox0z (261)
La ec. ( 2.53) respecto a y,
oy 5*u Ow
TE = 2.62
Oy Oydz + Oxdy ( )
Finalmente, la ec. (2.54) respecto a z,
Oy, 2 2
Yz O 0w (2.63)

oz  Ozdz + Ox0y

Multiplicando la ec. (2.63) por (—1) y sumando miembro a miembro con las
ecs. (2.61) y (2.62), se llega a:

O O O D
u Yoy _ Mz | O

= 2.
2 Oydz Oz Oz Oy (2.64)

Derivando esta iltima ecuacién respecto a x se obtiene:
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Fu_ 9 0 | M N émy)
0z0ydz  Ox Oz dy Oz
&% o 0v,. O 2 ) .
2 = [ - E Z Y 2.65
0yoz Oz ( Ox + Jy + 0z (2.65)

De manera similar se puede obtener:

(2.66)

Pe, 0 (ayy; O, a%,y)

oxdz a—y oz dy 0z

2
g 0% _ 0 (87“’2 4 Do _ 87”’) (2.67)

90y 0z \ 8z | By 0z

Las ecs. (2.65), (2.66) y (2.67) forman el segundo grupo de ecuaciones de
compatibilidad. Si estas 6 ecuaciones son satisfechas se dird que los elementos
de E;; son compatibles.

Cesaro (1905) demostré que las 6 ecuaciones previas garantizan que se
satisfagan las condiciones de Riemann para establecer las condiciones de

integrabilidad que permiten la aceptacién de la existencia del campo § =
ut + vj + wk, a partir de un tensor E;; compatible.

Ejemplo 2.2

Compruebe que el campo de desplazamientos 0 = (—6yz) i + (6zz) j, siendo
6 nna constante, define un tensor esfuerzo compatible.

Los elementos del tensor esfuerzo son:

0 0 —
b = 19 [ 0 O :I:y ]
2 -y z 0

Aplicando los dos grupos de ecuaciones de compatibilidad, se tiene:

ey %, O,
v _ Tts 2.58
0zdy oy? + ozz
0 = 040
0*, D%, 0%,
920: ~ o2 " o2 Y
0 = 0+0

Por lo tanto se satisface el primer grupo de ecuaciones.
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827y~ 8251/ 825~
o= z .2.60
Oydz 0z? + oy? “
0 = 0+0
Para el segundo grupo de ecuaciones se tiene:
e, o 0y oy 28l
2 - | = yz 2z Ty .9
oyo: 0z ( oz oy | oz ) ec.2.65
a
0 = —(-2-2+0)=0
52 +0)
Para las otras dos ecuaciones se obtiene:
2 a 0
2 Fey = 9 (D _ 0z Tay ec.2.66
0x0z dy \ Oz Ay Oz
0
0 8y( +2+40)
d% a (0 v 07
22— = = vz 22 .2.67
5zoy o2 ( 5z T oy 8z> e
0
0 = —(2-2-0)=0
55 )

Se satisface el segundo grupo de ecuaciones, por lo que en consecuencia £;;

es compatible y existe.
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Capitulo 3

Principios Generales de la
Mecanica

Estos principios constituyen las leyes fundamentales que rigen el
comportamiento mecdnico de los medios continuos, siendo expresados muchas
de las veces como leyes de conservacién de ciertas cantidades fisicas. Tal es
el caso del principio de la conservacién de la masa o ecuacién de continuidad,
el de la conservacién de la cantidad de movimiento, el de la conservacién de
la energfa (primera ley de la termodindmica) y el de aumento de entropia

(segunda ley de la termodindmica).

En algunos fenémenos mecénicos es frecuente ignorar algunos de estos
principios por considerar que sus efectos son despreciables, lo que permite
una formulacién matematica del fenémeno mas simple.

Las leyes de conservacién mencionadas pueden ser aplicadas a un cierto
volumen de materia teniendo como frontera una superficie cerrada de forma
cualquiera. En el desarrollo del modelo de comportamiento es usual encontrar
que ciertas cantidades fisicas aparecen como integrales de superficie y otras
como integrales de volumen. La transformacién de una integral de volumen a
una de superficie y viceversa es una operacién matematica requerida en esta

formulac1én Esta transformacién matemédtica es conocida como el teorema
reen o de la divergencia, el cual establece que para una funcién espacial

f (:1: y,z), continua y derivable, con primeras derivadas parciales también
continuas, se cumple que:

/A fs

siendo n; los cosenos directores de la normal a una superficie cerrada A,
frontera de un volumen V', en el entorno a un punto definido por dA.

= / div fdV (3.1)
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3.1 Principio de la conservacién de la masa o
ecuacién de continuidad

Este principio establece que en el interior de un “volumen de control”,

entendldo éste como un elemento diferencial asociado a un sistema
de referencia fijo en el espacio, la masa no se crea ni se destruye. De esta

manera la existencia de cambios de masa en tal volumen de control tendrdn
que estar asoclados a un flujo de masa a través de la superficie de control.
Con referencia a la Fig.3.1, y suponiendo que la densidad, p, del medio llena
todo el volumen,V, la masa total, M, ocupada por dicho volumen en un
tiempo ¢ , resulta:

M=/VpdV (3.2)

Figura 3.1: Volumen de referencia.

Dado que la densidad del medio es una funcién de posicién y del tiempo, ésta
se puede expresar como:

p = p(z,9,21) (3.3)

Por lo tanto, la rapidez de variacién de la masa total respecto al tiempo, en
el volumen V', estd dada por:

dp
— = Lq 3.4

Considerando que dentro del volumen V| la masa no se crea ni se destruye,
entonces la ec. 3.4, es equivalente a la rapidez de variacién del flujo de masa
hacia el interior del 4rea A.

Por otra parte, el flujo de masa hacia el exterior del 4rea dA en el entorno del
punto “P”, es pv,dA, siendo v, la componente normal del vector velocidad
v. Asi, la rapidez de variacién del flujo de masa total es:
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JA

/A(—pvn)dA =— / p(T-n)dA (3.5)

En esta ecuacién el signo menos obedece a que al entrar flujo el vector
velocidad va en sentido contrario de la direccién de la normal 72 a la superficie,
y puede ser expresada, de acuerdo con el teorema de Green, como

/A (—pun)dA = — /V div(pv)dV (3.6)

Dado que la ecs. 3.4 y 3.6 representan el mismo fenémeno, se tiene:

—88];4 = —//div(p’ﬁ)dv
dp
= | Za .
S (3.7)

Reordenando esta tltima ecuacién se tiene:

/v [—gg + div(pﬁ)] dvV =0 (3.8)

La ec. 3.8 se debe de satisfacer para cualquier volumen V, por lo que el
integrando necesariamente tendrd que ser nulo, esto es:

Op | .
v + div(pv) =0 (3.9)

La ec. 3.9 se puede representar en notacién indicial como:

9p , 9(pvi)
ZF =0 3.10
Bt + Bxi ( )
Desarrollando cada uno de los términos de la ec. 3.10, se tiene:
O(pui) _ Op v
= i 1
Ba:i aIiU + paZIIi (3 )
Por otra parte:
dp Jp op
di at +v 8:::1' ( )

Sustituyendo las ecs. 3.11y 3.12 en la ec. 3.10, se obtiene:

d_p 0 V;

a o = 0 (3.13)
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La ec. 3.13 se puede escribir en un sistema de referencia cartesiano como:

dp Ovy  Ov, Ouv,
- -z —_J4 4 = = 0
dt tr dz + Oy + 0z

Despejando la divv de esta 1iltima ecuacién se tiene:

De la ec. 3.15 se puede observar que si el medio es incompresible la divv = 0.
Asi en un sistema de referencia cartesiano se tiene que:

%_i_%_i_avz
oz " oy | o2

=0 (3.16)

Esta ecuacién diferencial representa el principio de conservacién de la masa
y se conoce también como ecuacién de continuidad.

3.2 Principio de conservacién de la cantidad
de movimiento

La rapidez de variacién con respecto al tiempo de la cantidad de movimiento
de un sistema de particulas es igual al vector fuerza resultante de todas las
fuerzas externas, actuando sobre el conjunto de particulas, siempre y cuando
sea la tercera ley de Newton (accién y reaccién) quien gobierne las fuerzas
internas en el sistema.

En relacién con la Fig.3.2, dicho principio queda expresado como:

/indA+/ pfdV = i/pﬁd\/ (3.17)
A Vv dt v

La ec. 3.17 se puede expresar en notacion indicial como:

/ t,dA + / pfiadv = L / pudV (3.18)
A v dt Jy
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Figura 3.2: Conservacién de la cantidad de movimiento.

Obsérvese que el término del lado derecho de la ec. 3.18 se puede expresar
como:

d dv;
—d .
= pvldV /v P % (3.19)

Por otra parte, en el estudio del estado de esfuerzo se establecié que:

1; = T,-jnj (320)

Sustituyendo laec. 3.20 en la 3.18 y aplicando el teorema de Green se obtiene:

oT; dv;
JdV+/pf,-dV=/p—UdV
v 0z; v
Reordenando términos, se llega a:
oT;; dv;
3| dV = —tdv 3.21
/ [8:1:] " f] /v Pat (3.21)
Finalmente, el principio de conservacién de la cantidad de movimiento
conduce a:
8Tij d’U,‘
; —p— | dV =0 3.22
/‘,[aa:j+pf pdt] (3.22)

Dado que la ec. 3.22 se debe cumplir para todo volumen V, entonces el
integrando debe ser igual a cero, esto es:

8’1—;] d’U,;
oz, tofimp =

(3.23)

Esta ecuacién se conoce como la ecuacién del balance de la cantidad de
movimiento o ecuacién de Cauchy.
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EEn el caso de equilibrio estdtico la aceleracién 7 = 0, por lo que la ec. 3.23

se rednce a:

95 4 o =0 (3.24)
31:1-

La ec. 3.24 representa un sistema de tres ecuaciones diferenciales parciales
donde las incégnitas son los nueve elementos del tensor esfuerzo, que por
simetria del mismo, bastard con conocer seis elementos de dicho tensor.
Es obvio que el problema es estdticamente indeterminado, por lo que serd
necesario incluir ecuaciones adicionales, por ejemplo, aquellas que relacionen
los esfuerzos con las deformaciones de un material en particular. Dichas
relaciones reciben el nombre de ecuaciones constitutivas, las cuales se
estudiardn en el capitulo 4, para el caso de los materiales eldsticos lineales,
homogéneos e isétropos.

3.3 Principio de conservacion de energia;
primera ley de la termodinamica

El principio de conservacién de energia es una consecuencia de la primera
ley de la termodindmica, él establece que la energfa no se crea ni se destruye
sélo se transforma.

Esta ecuacién de energia involucra una incégnita adicional, la energia interna,
por lo que su utilidad radica en poder relacionar dicha energfa interna con
alguna variable de estado.

En la mecanica de los medios continuos un sistema termodindmico se define
como una porcién de materia continua, donde no existe intercambio de
materia con cuerpos vecinos, lo que se ha dado en llamar un sistema cerrado.
Las superficies frontera del sistema se mueven en general con el flujo de
materia.

La rapidez de variacién del trabajo realizado por las fuerzas de superficie y
de cuerpo sobre un sistema termodindmico, se puede expresar como:

W = /Z,,-EdA-k/pf-EdV:/t,-vidA
A v A

v

Sustituyendo en la integral de superficie el valor de ¢; = Tj;n;, y aplicando el
teorema de Green, se tiene:
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/Ti]-njvidA = / Mdv
A v 0z,
ey o)
= Vs + f1 3.26
/v [ (0% ( )
Sustituyendo la ec. 3.26 en la 3.25, se llega a:

W = ‘/'P1<QE’+ L) ”g Jdv (3.27)

Obsérvese que el término entre paréntesis, por la ecuacién de movimiento,

resulta igual a:
oT;; Oy

De esta manera la rapidez de variacién del trabajo, W, es igual a:

. d 1
W=— [ —pvudV + /Tijvi)j av (3.29)
dt fy, 2
Por otra parte:
viy = Diy + Wy (3.30)
siendo D;; el tensor rapidez de deformacién y W;; el tensor vorticidad. Este
ultimo es un tensor antisimétrico, esto es, W;; = —W;;
El producto tensorial que aparece en la segunda integral de la ec. 3.29 es:
T3(Di; + Wiy) = T;: Dij + Ty Wy (3.31)
En la ec. 3.31 el término T;;W; es igual a cero, por lo que:
Ty = T3 Dy (3.32)
De esta manera la ec. 3.29 queda como:
1
= 2pv1vth +/T,»jD,-jdV (3.33)

La primera integral de esta dltima ecuacién representa la energfa cinética
del sistema en tanto que la segunda representa la rapidez de variacién de la
energia Interna total, por lo tanto:

W=K+U (3.34)
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El principio de la conservacién de la energia establece que la variacién de la
cunergia cinética més la energfa interna por unidad de tiempo es igual a la
suma de la variacién del trabajo més cualquier otra energia suministrada o
extraida por unidad de tiempo en el sistema termomecénico.

Definiendo al vector g como flujo de calor por unidad de 4rea y tiempo en
el fendmeno de conduccién calorifica y a r la constante de radiacién de calor
por unidad de masa y tiempo, entonces la rapidez de aumento de la cantidad
de calor en el medio se puede expresar como:

Q=— / G- ndA +/ prdV (3.35)
A v

Para un medio continuo termomecanico es costumbre expresar la variacién
de la energia interna total por unidad de tilempo como una funcién de la

energia especifica interna u por unidad de tiempo, por lo que U, queda como:

. d
U= —/ pudV = / pudV (3.36)
dt Jy v
Aplicando el principio de la conservacién de la energia, se tiene:
K+U=W+Q (3.37)

Sustituyendo las ecs. 3.33, 3.35 y 3.36 en 3.37, se obtiene:

4
dt J,

1 3 d 1
<§pvividv+pui) av = @/, §puiv1~dV+ /ﬂjD{jdv

- / G- 7idA + / ordV (3.38)
A v

Tomando en cuenta el teorema de Green, el integrando § - ndA, se puede
expresar como;

94
ndA = | =224V 3.39
/AqJnJ v 0z ( )
De esta manera la ec. 3.38 queda como:
3qj du
4 — —TuD;; dV = 3.40
/‘,(aa:j—l_pdt T,D,+pr) V=0 (3.40)

Para un volumen arbitrario V' dentro del medio continuo, el integrando de la
ec. 3.40 debe ser nulo, por lo que:

du
dt

) Ha.
= ’I‘ijD,'j + pr — —q—J (341)

p 8.’13]'
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[ista tiltima ecuacién se conoce como la ecuacién de la conservacién de la
energia o primera ley de la termodindmica.

3.4 Segunda ley de la termodinamica,
desigualdad de Clausius-Duhem

Esta ley establece que la variacién con respecto al tiempo de la entropia total,
s, en un medio continuo de volumen V, siempre es mayor que la suma del
flujo de entropia que entra a través de la superficiec del medio, A, més la
entropia creada interiormente a causa del propio cuerpo. Esta ley se puede
expresar desde un punto de vista matemdtico en forma integral como:

d T q
d Zav — [ 244 42
= ps V> /vpad\/ /A 7 (3.42)

siendo # una funcién de estado denominada la temperatura absoluta.

o n

En la ec. 3.42 el signo “ =7 corresponde a procesos reversibles, el signo
“ > " a procesos irreversibles y el signo “ < ” indica que el proceso es no
factible.
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Capitulo 4
Elasticidad Lineal

Es la parte de la mecdnica de los medios continuos que estudia el
comportamiento de sélidos cuyas propiedades del material son independientes

del tiempo.
Para establecer la relacién entre las fuerzas que actuan en un continuo y los
desplazamientos que provocan, es necesario relacionar:

Fuerzas — T;; +— Ei; — Desplazamientos

Relaciones constitulivas

4.1 Planteamiento matematico para

definir las relaciones constitutivas en
un continuo cualquiera

i 5
a2
e L
ST A T T <
- t=0 y t=t \F
Estado inicial Estado final
2 -~ llAll llBll

X

Figura 4.1: Relaciones entre esfuerzos y deformaciones en un medio
continuo eldstico lineal.
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Considérese que el estado de esfuerzos y deformaciones de un medio continuo,
corresponde al estado A o inicial, dado por:

[Byly =0 5 [Ti], =0

[Ina vez que el medio continuo se somete a un sistema de cargas se generan
en el mismo un estado de esfuerzos y deformaciones, que corresponden al
estado B o final, dado por:

[Bilg #0 5 [Tiylg #0

Al aplicar las fuerzas {F;} se establece un campo de desplazamientos d =

ui 4+ vj + wk . Este campo genera en cada punto del continuo a un tensor
|Eijl5- Ademés, las fuerzas {F}} generan en el continuo el tensor esfuerzo

lTﬁ]B-
Para estudiar la dindmica del continuo, el volumen estard ocupado por un

material con relaciones constitutivas bien definidas, de manera que se pueden
relacionar los tensores E;; y Tj;.

Sabemos que:

o T T Ezz l'r '1"7

Iz T £ 2 lyzx T zz

— . — 1

(T3] = [ ] 2%:‘ 7y ] o Byl=| 37 Ew o 2a
272z 3Ty €z

Ya que fisicamente existe relacién entre E;; y T;;, se puede escribir

Oz = ¢l1 ( Exzy Eyy: Ez=y 'T;:ys Vaz» “fy: )
Oy = (ﬁz( €zzy Eyyy  €zzy Yoy Yass Yy )
Oz = d’s( Ezzy  Eyyr Exzy Vayr Vazr Vs )
Ty = ;{J' ( Ezzy  Eyyy  Ezzy ’1‘;-,,: VYzss Tg: )
T, = ‘U'Jg( Ezzy  Eyyy  Ezzy Vomyy  Vzzr Vs )
Ty = 1}')3( Eazy  Eyys  Ezzy Toyr Yz Vy= ) (41)

Todas las funciones ¢ y v’ deben ser funciones continuas.

Las funciones anteriores definen a las relaciones constitutivas de los medios
continuos.

Las relaciones constitutivas que se seleccionan en la mecdnica del medio
continuo son relaciones probadas experimentalmente, que permiten describir
de manera razonable el comportamiento real de los materiales.

Se considera que el tiempo transcurrido entre el estado A y el estado B es

una cantidad pequena, por lo que serfa posible establecer, siguiendo las ideas
de continuidad que:
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Desarrollando las diferenciales totales de las ecs. 4.2 se tiene:

[am] B

lowls

[Uzz.l B

[ B

[T2:)5

[7y:]5

0225
[oyy] B
oy B
™ B
|72:]5

[Ty:)

i

Il

[O':r.z] Vs do zr
['ij,z\ + doy,
loyyl 4 + doyy
[Tey]q + dTay
[T2z] 4 + 722
lTyqu + d7y.

o¢ ¢ g
LO-I-‘FIA a¢l deﬂ a y:dew 36 ! dezz 5’)’ ! d
Ty
¢, d¢,
% 8‘7::: d7m= B'Tyx d'}{yz
¢, ¢, O¢y O,
lﬂ'z::],q + BE—deII + 3-9st + aﬁ'ﬂ de.. + a’)’,y d’j’w
d¢, O¢,
Yo, Ve ¥ By, e
O ad 0 o
lozz) 4 + a"”“ deze + aizdew + a% de.- ajs dv,,
zs zy
Oy Oy
d
+ B.. Y. + &, Vy=
51#1 o, 3'.1’1 o,
lraglq + Be.. degy + — Dy, ——de,, 3-‘:;; de.. + ~—-—~8'sz dYy
o, o,
& a']’:l:z dTu * 6’73;: dTyz
3] d
(o + oo+ b e + 5t + 5o,
f'ﬂ/ by O,
d
8‘_&” Ay, + o, Tz
it 2+ 2y + B+ Sy,
zz Ty
Oy APy
+ d p -4 + d z
B'Trz 'T anl"yz ‘Ty

(4.2)
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Iistas ecuaciones pueden ser escritas como:

lozzly = |ozz]a + Cri€az + Crigyy + Cniz: + Cavzy
+Cs5172: + Co172y

Iﬂ-yy]ﬂ = lo'wl,q + Cr2€2z + Cnﬁ'yy + Csze: + Cﬂ"-’xp
+C5272: + Ceavy-

lo:2]g = |0:2)4 + Cr3€ee + Caseyy + Caaezz + CaaVay
+Cs537Yz: + Cos7y: (4.3)

[Tyzlp = [74el a + Cigz + Cogeyy + Cagez: + Cyyyyy
+Cs547z2 + Coa7y:

[ryslg = [Tyz) 4 + Cis€zz + Caseyy + Css€z: + CiasVay
+Ciasps + Cﬁ:‘;’rw

[Trzlg = lTsz,q + Ci6Ezz + Cgaf:w + Cagezs + Cds"fmy

+Cﬁﬁ 71.-, + Cﬁﬁ?y:

Donde los coeficientes Cj; representan operadores diferenciales respecto al
tiempo.

Obsérvese que en las expresiones planteadas aparecen 36 operadores
diferenciales Cj; .

El desarrollo anterior indica que para definir a [T;]; es necesario conocer los
tensores [T};) , , |Eij]z y los 36 operadores diferenciales Cj; .

Estas relaciones indican que es posible seguir la signiente secuencia:

0 — |Ey]z — Relaciones constitutivas — [Ty]z — {F}

Por lo tanto para relacionar a los desplazamientos que se generan en el
continuo, es necesario conocer a 36 operadores diferenciales respecto
al tiempo, lo que conduce a definir a las fuerzas {F;} que provocaron la
aparicion de 4 .

Para definir a esos 36 operadores es necesario analizar pruebas experimentales
en diversos materiales y observar las caracteristicas de su respuesta, ésta
deberd compararse con formulaciones tedricas que permitan predecir dicha
respuesta con suficiente aproximacién.

En Ingenieria es comin establecer ciertas hipétesis que permitan simplificar
las formulaciones matemadticas.

Las hipétesis comunes son:

1° El material que ocupa el continuo es homogéneo (sélo existirdn 6
relaciones).
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2° El material es isétropo.

3 Las direcciones principales de esfuerzos coinciden con las direcciones
principales de deformacién.

Tomando en cuenta las hipétesis anteriores, supongamos que en un punto del
medio continuo se conocen los tensores esfuerzo y deformacién en un sistema
de referencia principal:

[Ti:'|=[o§ ‘ng 0{33] IE".fJE{EgI % 583]

Para este caso particular las relaciones constitutivas se reducen a:

g, = Cné+Cyég + Cyes
gy = CmE; -+ GzzEg + 03253
o3 = (1361 + Cozee + Cazes (4.4)

Obsérvese que la tercera hipétesis reduce a nueve el mimero de operadores
diferenciales necesarios.

Cambiando los ejes 2 y 3 por 3' y 2/, al aplicar las ecnaciones constitutivas
anteriores, se tendra:

oy = CnEl + Cg]EE,, + C3|£i2 (45)
Debido a la indiferencia respecto al marco de referencia, se debe tener que:
Cg; = 031 (46)

Por lo anterior, la ecuacién 4.5 queda como:

o7 = Cnep+Cy (g2 +£3)
o1 = (Cny—Cn)ey+Cy (e +e2+63) (4.7)
llamando a
Cy—Cy=2G Cyr=2A (4.8)
y tomando en cuenta que Jy = ) + €2 + €3, entonces la ec. 4.8 queda como:
oy = 2Ge; + Ay (4.9)

siendo A y (G dos constantes eldsticas conocidas como constantes de Lamé,
y representan a operadores diferenciales respecto al tiempo. Para o, y o3 se
tiene:

Oy = 2(;52+AJ1 (410)
o3 = 2Ce;z+ AJ; (4.11)
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Por las hipétesis planteadas las ees. 4.9 a 4.11, se pueden generalizar como:
Oy = 2(1'5" -+ AJ[ (412)

De esta manera el problema de la dindmica de continuos homogéneos,
isétropos y con coincidencia de direcciones principales de esfuerzos y
deformaciones, se reduce a la bisqueda de dos operadores diferenciales A y
G en Ingar de 36.

4.2 Ecuaciones constitutivas de los materiales
elasticos lineales en un marco de
referencia principal

Considérese que en un punto de un medio continuo se establece el tensor
deformacién:

- [“ig % 3] (4.13)

€3

El tensor esfuerzo correspondiente, tomando en cuenta la ec. 4.13, resulta
igual a:

W

A + 26
[ P! (4.14)

0
AJl + 2G£2 0 ]
0 My + 2Ge;

Estas expresiones pueden ser ligeramente transformadas, descomponiendo los
tensores esfuerzo y deformacién en sus componentes volumétrica y desviadora,
esto es:

e 0 07 JL[100
Bl = |0 0|==]l010
[E:] [{}E[fs,q] 3[001]
4
3

Ahora las componentes del tensor T;; son:
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REEEY 0 0
(7] = 0 G5
0 0 Ry,
2G (51 - %‘-) 0 0
+ 0 2G (5 — "-:’;-)
0 0 2G (es — 4)

Analizando las componentes de ambos tensores, y haciendo (3A + 2G) = 3K,
se concluye que:

[T.] = 3K|[E,] (4.15)
[T.) = 2G|E,] (4.16)

Las ecs. 4.15 y 4.16 muestran una relacién simple entre las componentes
volumétrica y desviadora de los tensores T;; y E;; , a través de las constantes
K y G que reciben el nombre de médulo volumétrico y médulo de rigidez al
cortante, respectivamente.

4.3 cu cmnes gaflstltutlvas de los materiales
éstlcos es homogéneos e is6tropos

€n un ma.rco de referencia cartesiano

Supongamos que en un punto del continuo se establecen los tensores Ej; y
Ti; en un marco de referencia cartesiano, esto es:

i 1 1
ez 5Tz 57z
B 1 2 ? T gm: e gz:
ik — g'?w ].Eyy 2 ‘TZF ik = Tﬁ Ty; iz
5 V= § Yyz Ezz

Tratemos de encontrar la forma que adquieren las relaciones constitutivas
para relacionar a esos tensores.

Para ello calculemos o, y &5, con el objeto de aplicar la relacién constitutiva
previamente derivada para materiales is6tropos, ec. 4.12.

Por definicién:

Eﬂ. = [T;Jt |ﬁ|
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Desarrollando:

In = (0zzCOs8Q+TyecosfB+ Tezco87)i
+ (Tay cosa + oy cos B + T4y cos ) j
+ (T2s cOS@ + 7yyz cos § + 052 cos )k (4.17)

El esfuerzo normal se calenla como:

On = by-7i=0pcosa’+ay,cosf + 0, cosy® + 274, cos axcos 3
+27y. cos fcosy + 27,, cosycos (4.18)

De manera anédloga se puede establecer para la deformacién normal &,:

En = Ezgc0sa’ + €y cosf? + .. cosy? + 7, cosacos ff
+7y= cos fcos ¥ + 7., cos 7y cos & (4.19)

Aplicando la ec. 4.12, se tiene:

o, = A1+ 2Ge,
On = 0Ozzcosa®+ 0y, cos B2 + 0. cosy® + 274, cos acos 3
+271. cos fcosy + 27, cos Yy cos &
= AJ; (cos o + cos % + cos*yz)
+2G (E,,cos o? + €, cos % + €, cosy® + Yy €OS x COS 3
+7,= cos f cos y + 7, cosy cos @)

Para que exista igualdad se debe cumplir que:

O'W = )IJ] + 2 Eyy
Tee = AJ] + 2083;

Toy = Gy (4.20)
Tvz = Gy,
= G’]"vx

Estas ecuaciones rimben el nombre de ecuaciones constitutivas de los
materiales eldsticos linelaes, homogéneos e isétropos.

Las ecs. 4.20 se pueden expresar en forma matricial como:
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+ A0 00

o A A+2¢ A 0 0 0f[Em
iz — A A A+ 2G 0 0 O 2z (4 21
4 8 A1 M

F yz

Mo 0 0 0 00 GJL7=

Estas ecuaciones toman la forma:

o] = (C] ] (4.22)

siendo:
0| : matriz de esfuerzos
2 : matriz de deformaciones
/| : matriz de constantes eldsticas del medio

Las ecs. 4.21 pueden ser escritas en notacién indicial como:

dij = /\éﬁﬁ'gk + 2GE{J' (423)

Para expresar las deformaciones en funcién de los esfuerzos, es necesario
invertir la matriz de constantes elésticas y operar matricialmente, esto es:

el = (€] [o] (4.24)

En lugar de buscar invertir la matriz de constantes eldsticas se seguird el
siguiente procedimiento.

Las tres primeras expresiones de las relaciones constitutivas, ec. 4.20 se
pueden escribir como:

O‘H = (/\ "l" 2G)£=5 + AEW + Aszg
Oyy = Aezz + (A4 2G) g4y + Aese (4.25)
Tz = AEQ;:; + AEW + (A + 2G) Esz

Resolviendo el sistema para £4., £,y ¥ €., empleando el método de Cramer,
se tiene:

(A +2G) A A
A (A +26G) A
¥ A (A +26)
+HEN] A e [ #2131
A = (A+26)[(A+26)* = N = A[A (A +2G) — )]
+A[A2 = A (A +20))
A = (A+2G)(4GA+4G?) = N - 222G+ N + X’ = X* - 22%G
= 4G +4GPA +8GA+ B8 =N -2+ ¥+ M =2 -2)3G
= 12G%) +8G® = 4G* |3\ + 2G| (4.26)

- (A+26) A
—“26‘ A (A +20)

,\Jr/\zc}|

A =

[ >
|
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IZn consecnencia;

1 T rr A A
sz = — O-Hy ()\ + 2(1‘] A
Al g.. A (A+2G)
e %[an {(A+2G) (A +2G) — A2} — Aoy, (A +2G) — Ao}
+ A {{oyyA) = (A +2G) (0-2)}]
— éﬁ[% (4AG +4G?) — 3, \? — 20, AG + N0,z + 0N
— 022\ — 207G
g % [0z (4C) (A + G) — 2AG (0yy + 02)]

(4G) (A + G) G
€ = 4G2 BA+ 2C] ["“ e e R "“J]

Haciendo:
1_66Q+6) DG
E  4G?[Bx+2G] '~ (4G)(A+G)
Simplificando:
1 (A+G) A
B2 o L0 U L E— 4.27
E GBrA+26] T 20040 el
1
Ezxzx = 5 |02z — v (0yy + 02:)] (4.28)
De manera similar, para g, y €:
1
Eyy = _E [aw o (sz + a::)] (429)
€z = % IU:: —V (d:: + o’yy)l (430)

Las ecs 4.28, 4.29 y 4.30 son las leyes gencralizadas de Hooke para relacionar
deformaciones unitarias con esfuerzos normales.
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Para establecer la relacién entre los esfuerzos cortantes 7 y las deformaciones
angulares v, basta recurrir a lo anteriormente establecido.

-

= == 4.31

2 y R (4.31)
Ty Tyz ¢

: =3 = 4.32

Yoi 5 (4.32)
Tas Taxs y

. = — = — 4.33

Vas Tt (4.33)

En notacién indicial, las ecuaciones 4.28 a 4.33, quedan representadas como:

A 1

= mﬁu‘ﬁk e 2G4 (4.34)

E,'J' —

Ejemplo 4.1. Defina explicitamente a los valores de A y G en términos de F
yv.

De las expresiones:

Exx = % {"-Tz:: — V(apy + dz:)]

ew = 51w = V(0 + )
1

£ = B [Uzz — V(02 + o'yy)]

Resolviendo el sistema para 0,,, 0y, ¥y 0.
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A 1 —Ilf —V 1
- | % v 1 |E
1
A = [1 (1—u2)+u(—v—u2) — i (H?F'"U)]ﬁ
= [1—12—1'12—113—}1—11]53
1 1
A= E:3[1—31;2 2V3]—[(1+v)(1+v)(1—2u)]E3
Exz —V —V
Ar = [Ey 1 =V |=les(1— %) +v(eyy + ves)
€. —v 1
—v (—Veyy — eu)}?ﬁ
Ay = [ez (1—12) +vey + 126 + Vieyy + vEus] 7
1
= [ez (1—0%) + & (v+ 1) + € (u+u2)]§
1
A, = [5,,__ (1 - vz) + (v + Vz) (e + 5,,)] 5
S Eezz (1—v) VE (eyy + €:2)
o 1+v)1—-2v) (1+v)(1-20)
_ Ferr — Begev + vEey, + VEe,; + Eezzv — Eeggv
(1+v)(1-2v)
o Eezz + VE (€22 + gy + €5:) — 2EE,v
e 1+v»)(1-2v)
_ Eeaa(1—20) + VE (62x + £y + E22)
1+v)(1-2v)
Ee,. Ev
aw: = {1+u)_‘-{1—}-:a')(1—2:r;]'jl
Trx = )‘Jl + QGE:I::I:
donde:
Ev E

T+ a-2v) ' U T 201+
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Para o, y 0.. se obtiene:
O'yy = )AJ'I ks QG‘EW
O:: = A1+ 2Ge..

Apliquemos las ecnaciones 4.28 a 4.33 para buscar el significado fisico de £
y v, Fig. 4.2

Figura 4.2: Interpretacién fisica de las constantes E y v.
En el continuo se establece el tensor:
o,z 00
Ty= [ 6 00 ]
0 00
El tensor de deformaciones unitarias quedard definido por:

w= [T b

Aplicando las relaciones constitutivas:

= Tz | = yI= 0=
E;z . E y Eyy_ L’E 1 zz = E
Ozz 0 0
E o
EI'J" = 0 et 4 =% 0
E Oxx
0 0 —v 15
Dado que:
1
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y haciendo &,, =z = y= Ez ; siendolapendientem =E ; 0. =y

La constante E representa la pendiente del diagrama esfuerzo-deformacién
de una barra prismética sometida a tensién uniaxial, y recibe el nombre de
mddulo de Young,.

El médulo £ sélo puede ser aplicable cuando se defina la linea recta en el
diagrama esfuerzo-deformacién y éste sea independiente del tiempo.

En caso contrario diremos que el material es ineldstico y esto implica que
las relaciones constitutivas del continuo deben implicar operadores
diferenciales respecto al tiempo.

Analicemos ahora la interpretacién fisica de v.

Del tensor E;; se tiene que:

—yZa=
Ew _ E _ . _ _ &y _ _Ez
== = red = — : V= = ——
Exr % Erz Ezz
E

v resulta ser la relacién entre las deformaciones unitarias transversales y la
longitudinal, en valor absoluto y recibe el nombre de relacién de Poisson.

Si Eza=F ; Ey=y ; y=-vz
v resulta ser constante s6lo cuando la relacién entre €,; y €, s una constante.

4.4 Solucién de problemas eldsticos haciendo
uso de funciones de esfuerzo

Las relaciones constitutivas de los materiales eldsticos, lineales homogéneos
e is6tropos se pueden expresar como:

T, = 3KE, T, =2GE, (4.35)

donde K y G son cantidades constantes independientes del tiempo.

Estas relaciones también pueden ser escritas como:

Opz = A1 +2Gezr § Toy = VG
oy = A +2Gey, ; Ty =7,.G (4.36)
0:: = A +2CGe;; 3 Taz =7..G

De manera reciproca también se puede dar la signiente forma a las relaciones
constitutivas:
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Lzz = ‘%‘_ lﬂ'z:r -V (o'yy e 0::)]
Eyy = = [0y — V (Tuz + 022)) (4.37)
Exz = E ['7::: -V (0';_-,; + O'yy)}

T.‘I:y' . TJ:.“, . - 'ryz

’sz=(; 1 Trz=El Ty::_(;

Las relaciones anteriores, en cualquiera de sus formas, se pueden utilizar para
solucionar problemas eldsticos empleando funciones de Airy.

4.5 Funcién de esfuerzos de Airy

Airy propusé el empleo de una funcién ¢ = ¢ (z,y), continua y derivable, que
permite definir a los elementos de un tensor 7;; en el que no existan fuerzas

de cuerpo.

Mediante el uso de la Mecdnica del Medio Continuo logra definir las
condiciones qLa e debe satisfacer ¢, para cumplir los requisitos de continuidad
y equilibrio. secuencia a seguir es:

Estdtica —— Dindmica —— Cinemética
b — T,y R C E;;

Para un estado de esfuerzo plano los elementos del tensor esfuerzo se pueden
calcular como:

2 _

e Tys 0 oy? 6.1:8
| o gl b # W

dzdy a2

0 0

Veamos que sucede desde el punto de vista de equilibrio al aceptar esta
definicién:

& Boxs  Orzy  OTs B
Dm0 GRG0

9 (0%\ 0 (% -
o= (%) ~ 25 (gaay) +0+ 1=
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ar do I
Fo=0; Z=2,%m  Ow o0 _g
Z” 8$+6y+0z+fy

0 ( ﬂ)_i(@.).p[}_ny:O

oz Haxay oy \ az?
fy=0
2 B
[ L
f-=0

En consecuencia, al aceptar la definicién de Airy, el equilibrio de medios
continuos sin fuerzas de campo, es automdticamente satisfecho. Asi, si
¢ (z,y) es continua y derivable, el equilibrio en el medio se cumple.

Ejemplo 4.2.
a) Sea ¢ = Az?
Por definicién de funcién de Airy:

Fuerza resultante
IF‘VI = 2Abt

_u_l']'»t

b

Figura 4.3: Barra prismatica sometida a un estado de esfuerzo uniaxial.

Por lo tanto la funcién ¢ = Az? resuelve el problema de una barra sometida
a fuerzas colineales de magnitud 2Abt.
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b) Sea la funcién ¢ = By?; esta funcién representa la solucién de un continuo
sometido a dos fuerzas horizontales colineales, de magnitud:

[Fu| = 2Bht

¢) Sea la funcién ¢ = Az? 4+ By?; esta funcién resuelve el problema de una
barra prismética sometida a un estado de esfuerzos biaxial.

i Vg
-y
P P P
h. A o
A A 4
gt

Figura 4.4: Barra prismética sometida a un estado de esfuerzos biaxial.

d) Sea la funcién ¢ = Czy; esta funcién resuelve el estado de cortante puro.

0. —-C 0
Ih=[—c 0 o]
00 0 0

__C

Figura 4.5: Estado de cortante puro.
Para buscar los desplazamientos generados en el continuo por un conjunto

de fuerzas definidas por ¢ = ¢(z,y) , apliquemos el procedimiento descrito
por la mecdnica de medios continuos.

p=9dlz,y) — Ty Ei

Relaciones constilutivas
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La+v) 58-v (28+22)] ——Lzﬁ;a, 0
Eij= 2(?;;’@ = [(1 + v) uV2¢] ] [ »
0 0 B er ¢'
(4.39)

Para afirmar la existencia del campo de desplazamientos d, debe comprobarse
la compatibilidad de FE;;. La primera ecuacién del primer grupo de
compatibilidad es:

Powy  Phyy Ty
ay? c"):r2 N 63:61;
o? [1

% E{(1+u ——sz } {(1+ )——11V2¢}]
d

- [%]
" 9zdy | 0zdy

Desarrollando:

1 ) ViVl 8% 2(1+v)
E[(H )ay4+a4]"” E = ey E

& a* 9% &
won |50+ 58] o o) 5+ 551
a'e
-2 (1 + V) W

De aqui puede escribirse:

4
O ORI NPT

oyt " ozt 9z 253;2 y«l
64
=-2(1+v) _xié’%
o6 _, oo de_ . o _, 3
92 " Yooy T o ~ Y ostog  loztoy

¢ ' 6“4?5

@_263263; By =0
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Esta iltima expresién puede escribirse como:

Vi (V?¢) =0 (4.40)

La 1% ecuacién del primer grupo de ecuaciones de compatibilidad se satisface
si ¢ es una funcién biarménica.

Verifiquemos ahora la segunda ecuacién del primer grupo.

ey O, g 8

==

52 T ot Bybz
9% v
0+ @ [-—EV%] =0

En consecuencia

—E@V% =0
Ly (g_zg) -0 (4.41)

Esta 1ltima ecuacién se satisface si v = 0 o bien

B_yQ es una funcién arménica cuando v # 0, también se satisface la ecuacién.
La tercera ecuacién del primer grupo es:

825,3: + 62512 o 6212;.
oz? 0z2 00z

92 Veal
5 "EV9 =0
Vo (0% _
Ly (8.1:2) -0 (4.42)

82
La ec. 4.42 es vdlida si » = 0, o bien verificando que B2 es una funcién

armdnica cuando v # 0.
1? ecuacién del 2° grupo:
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Pees _ O [ Oy | s am]
dyoz Oz oz dy 0z
0 =20

2% ecunacién del 2° grupo:

26251;1: o a9 A = Mza + My
0xdz oy | oz Ay 0z
0 =0

3" ecnacién del 2° grupo:

2825:3 a [67;,: + 673; _ 8'}!“]

dzdy 0z | Oz Oy oz
.. 22 [ Yo, _
23x6y =0 3 dzdy [_EV ¢] =0

veof 8%\
-2V (azay) -0 (4.43)
2

0zdy
En consecuencia, en medios eldsticos en equilibrio, existe solucién cuando es
posible definir a una funcién de Airy ¢ = ¢ (z, y) con los siguientes requisitos:
a) Si v=0 ; ¢ debe ser una funcién biarménica.

b) Siv#0 ; ¢ debe tener derivadas segundas arménicas, es decir Tj; debe
tener a sus elementos arménicos.

La ec. 4.43 es vilida si v = 0 o bien si

es una funcién armdnica.

Ejemplo 4.3. Sea ¢ = —C%* una funcién continua, cuyo grado permite
afirmar que V' =0 y VT;; =0.

Figura 4.6: Barra prismética sometida a flexién pura.
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Por lo tanto, la funcién propuesta es solucién de algin problema eldstico
lineal, el cual se identifica en lo que sigue:
Aplicando la definicién de Airy se obtiene.

ez =—6CY; Oup=0; To=0

|

Ahora se analizardn cada una de las caras de la barra, para conocer si existe
un estado de esfuerzos.

Los elementos del tensor T;; resultan:

-6Cy 0
1 [ {]y[l
0

ij =

ooo

Enz=0; n=—1
—6Cy 0 0
[Ty] = [ 0’ 0 0]
0 00
tn = [Ty|[n|=6Cyi
on = In-n=-6Cy ; 0, =6Cyi

T = Lh—0,=6Cyi—6Cyi=0

T

<A
,-a.-&%/SCh
M 3
A ~
N

“\_.3ch

Figura 4.7: Volumen de esfuerzos normales en x = 0.

El volumen de esfuerzos que se muestra en la Fig. 4.7, resulta ser un par M
alrededor del gje z.

Enlacaraz=L;i=1
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—-6Cy 0 0
[Tl = 0" 00 ]
0 00
b = |Tylal = —6Cyi
o, = Eti <M (—6('1;)5 i= —Gr;yi.
‘511 la;nF_'- - —6('3;;
Tn = EH -0y = _Gf’l?ﬁ = (—6(:?;‘1:)
Tn 0

El volumen de esfuerzos mostrado en la Fig. 4.7, es equivalente a un par — M
en la cara z = L.

Enlaca.ray:~2-;n=3
-3Ch 0 0
T = 0 00
= 74" § ¢
tn = |Ti;]|m| =0 == la cara se encuentra descargada.
h =

Enlaca.ray=w—-§;ﬁ=—j;

+3Ch 0 0
T3] = [ 0 ' 00 ]
00

e [T:| |7l =0 == la cara se encuentra descargada

La funcién de esfuerzos propuesta resuelve el problema de una barra
prismatica sometida a flexién para cualquier material eldstico.

Esta 1iltima ecnacién se conoce como férmula de la escuadria, la cual es de
suma importancia en mecdnica de materiales.

., M
Dado que C' = TR entonces

F S 3F P
Ejemplo 4.4. Sea la funcién ¢ = i—F:ry - Ezy" = P {J: = %} , Ina
C >

funcién continua y derivable.

La funcién ¢ representa la solucién de una ménsula sin fuerzas de cuerpo,
sometida a una carga en su extremo libre.

Ya que el tensor no tiene términos arménicos, la solucién no es aplicable a
medios continuos con v # 0.
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Obviamente V*'¢ = 0 ; es decir, resuelve el problema en medios elasticos en
los cnales ¥ =0 .

empotramiento

Figura 4.8: Ménsula sometida a una carga puntual en su extremo libre.

Queda como ejercicio al lector demostrar lo antes dicho.

4.6 Funciones de esfuerzos en coordenadas
cilindricas

El tensor esfuerzo en coordenadas cilindricas resulta igual a:
Tz =z zz

Orr Tor Tar
T‘-j=[;ra ] g;s]

En coordenadas cilindricas las ecuaciones de equilibrio se pueden expresar
como:

do,,  107e  O7y 1 B
o Yi o0 Tgs Frlommomltd =0 (4.44)

iajprﬂ 1 Ea(’ﬂ 631'30 2 —
_a!" -+ ;—65 + E + ;Tra + fa = 0 (4‘45)
aTrz 1 37—8; 60’: 1 _

st e T = (4.46)

Siendo f,, fs ¥ f-, las componentes del vector fuerza de cuerpo en coordenadas
cilindricas.

En coordenadas polares el tensor esfuerzo se reduce a
o= [ Grr Tor
Ty= (%% % ]

Por lo tanto las ecuaciones de equilibrio que debe satisfacer la funcién de
Airy para un estado de esfuerzo plano y fuerzas de cuerpo nulas son:
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8{;’?? + ?ld;; - 11 (0 — o) = 0 (4.47)
a;:’ + }%" + %m =0 (4.48)
La funcién de Airy en términos de coordenadas polares resulta:
b=¢(r0)
Haciendo el cambio de variables se puede establecer que:
— % (4.49)
T = —;—; (;g%) (4.51)

Para comprobar la compatibilidad de deformaciones bastard establecer la
definicién de V* en coordenadas cilindricas.

8% 0%
B s g P
Vi 922 + o

2 10 1 &2
2 - 2= Sl A
ve (6r2+r6r+r2692)¢

=J#V+JI1=II = 0¢pg + Oy

Siendo

2 180 1 0
V= (b;-z' + ;E + ﬁ'a—gg) (4.52)

Con esta definicién se puede checar la armonfa y la biarmonia en problemas
especificos.

Ejemplo 4.5. Sea la funcién

o= —-‘:r—) (rfsend)
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continua y derivable donde P es una constante.

Calculo de los elementos del tensor esfuerzo.

T [ Orr Tor g ]
if = T, a,
7 & ¢ o

@ = —fgsen(] = —EBSE?LHU

ar Ll ™

¢ B

EE = —-;f‘sem? . 76 cos 8

2
Ba_ﬂf = —gr cosf — % (0senf (—1) + cos )

= % |Psend — 2 cos )

LI A

ar  \rado)

Oy = -Eﬂsen.0+£[ﬂsen9—2cosﬂ]=~g£cus9
ar T mr

o = 0 ; 7=0

Por lo tanto los elementos del tensor esfuerzo son:

En cualquier medio este tensor genera un campo de esfuerzos en el cual

fe=fy=/ =0

Ya que tinicamente existe un sélo término o, calculemos:



108 4. ELASTICIDAD LINEAL

2 _ (O 19 1
Vi = (a:-% tror TEal )
2P
e = — cos (!
Iy 2P p
e
ey = g{jsruﬂ
a0 ar
%, 45
972 = - =3 cos )
b i -
w = E cos 9
4P 2P 2P
2
= —e s e f
Véo ( wracos3+m_3cosﬁ+_w3cos)
Vi, =0 ; V=0

Por lo tanto el tensor propuesto es arménico; resuelve problemas eldsticos
para cualquier medio con v # 0.

La funcién propuesta representa al estado radial simple.

|

o, 0
0 0

(==l o=l m]

2P ’ké’l-Jnfd 0

Figura 4.9: Estado radial simple.
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2P
Opp = ——cos
r

La fuerza que actia sobre un elemento dA = rd@ es o,,rdfl y su componente
vertical es (o,,.7df) cosf. La resultante de tales componentes queda:

ZFU = 2/? Oy cosOrdl = —E‘/?cuszﬂdﬂ'
0 m™ Jo

3
ZFu _ 4P g+sen2{) —_p
T |2 4 |,

La funcién propuesta ¢ = —Z£ (rfsenf) genera el estado radial simple que
aplicado a un semiespacio eldstico conduce a la solucién de Flamant.

Variacién de o,, con 0 constante y r variable.

2P

lowlsco=¥ ;5 lovrlo—o = r

Haciendo —¥=c s r=g

c -
=+ y= — ; la variacién de esta iiltima funcién se muestra en la Fig.4.10.
x

P
y

/’B=cle-=0

- variacién hiperbdlica

X
Figura 4.10: Variacién de o,, para § = cte y r variable.

La Fig.4.10 muestra que todos los puntos del semiespacio excepto los de la
frontera superior, contribuyen a soportar la carga P.

Ahora definiremos el lugar geométrico de los puntos del semiespacio con el
mismo valor del esfuerzo principal.
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P

T poos?

Dég\{ } \N
»’

3 ~
eer byt

|

_ 2P
Ox =720

Figura 4.11: Lugar geométrico del semiespacio con el mismo valor de o,.,.

2P
ar

Oprp =

En relacién con la Fig.4.11 el punto A que se encuentra sobre la circunferencia
tiene como radio vector:

r= Dcos@

Por lo tanto el esfuerzo radial vale:

o= 2P o _2Pcosb 2P
= -;r-;r‘c':’S ~ wDcos@ @D

En consecuencia, ya que A se encuentra sobre la circunferencia, se debe
tener el mismo esfuerzo radial o,, = ——:—P en todos los puntos de la
circunferencia, exceptuando al punto de tangencia de la circunferencia con

la frontera superior.
Se llama isobara a la circunferencia de didmetro D, correspondiente al
esfuerzo o,, = —%.

En la Fig. 4.12 se muestra la construccién de isobaras para diferentes valores
de 0.
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[P
craNy 3 r_.::-—“‘ - 7 3 T _}r _'K_
7l
As :-|¢_.I- —t A ”4[)1}'2[)
. '. l 3/4D
\ 48.“ II ' D
""G_ - /
2Gx_ S E
4/3a«
—a— i
On

Figura 4.12: Isobaras para el estado radial simple.

Ejemplo 4.6. Una roseta de deformacién formada por tres “strain gages”
(SG), con el arreglo que se muestra en la Fig.4.13 se coloca en un punto de un
medio continuo, obteniéndose las mediciones que se reportan a continuacién.

g5, =3x107; g5, =15%x107%; g5, =5x107*
a) Determinense los elementos del tensor deformacion €z, €y ¥ Vay-

Si 103 ardmetros eldsticos del medio continuo son: E = 2.1 x 10° MPa y
r=0.2.

b) Calciilense los elementos del tensor esfuerzo o4, Oyy ¥ Toy.

\&,

78
SG3 / ’
,,?/sez
450 _
2 &
IIPII

— — 7

Figura 4.13: Roseta de deforma.ciénsenG Jn punto de un cuerpo deformable.

La deformacién longitudinal asociada a una direccién cualesquiera, estd dada
por:
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Exr+Eyy . Epx — Eyy
2 2

Aplicando esta ecuacién a las diferentes direcciones en que fueron colocadas
los strain gages, se tiene:

1
Er= cus 20 + E'y,,yscnim

Para ez, =3 x 1074

; " Exz + E Exz — E & 1 =
Ix10= 5 Wy 2 "'"cus({))+§‘yzysrm(0)

= g.. =3 x 107"

Para ez, = 1.5 x 1074

15% 1074 = = ; = ; W cos (90°) + %’Twsen (90°)
15x 107 = f# + %m
Eyt+ Ty = 0 = g =—7y,

Para gz, =5 x 1074

- 1
Ex107¢ = == ; S ) Fue 5 W cos 20 + 5'7,_,,36!129
5x 104 = == ;E"" oo ; W cos (180°) + %‘)rwscn (180°)
Ex+E Eqe — E
5% 10~ _ T v _ Caz yy
? 2 2
= Epy=5x10"* ; =,=-5x%107"

Por lo tanto el tensor deformacién vale:

B.=[3x107* —2.5%x 104 ]
i -25x10"* 5x10*

Para calcular los elementos del tensor esfuerzo, haremos uso de las ecnaciones

constitutivas de los materiales eldsticos lineales, homogéneos e isétropos, esto

€5,

Ozz = 2GEze+ AJ)
ny = 26’51’-“ + AJ]
Toy = Gy
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Célculo de las constantes eldsticas,

E  21x10°
2(1+v) 2(140.2)
vE 0.2 x 2.1 x 10°

— — - 5
T+)0—2) @02 (I-2x0g _o88x10"MPa

= 0.875 x 10° M Pa

El primer invariante del tensor deformacién resulta,

J} =E;;;+Ew=8><10_4

Por lo tanto los esfuerzos normales valen

Oz = 2%0.875x10°x 3 x107* +0.583 x 10° x 8 x 104
0z: = 52.50+46.64 =99.14 M Pa
oy = 2x0.875x 10° x 5 x 107 +0.583 x 10° x 8 x 107*
oy = B87.5+46.64 =134.14 MPa

Ty = 0.875x10° x (—5x 107™!) = —43.75 M Pa
Finalmente, el tensor esfuerzo vale:

_[99.14 —43.75
T = [ —43.75 134.14 } MPa

4.7 Energia de deformacién eldstica para un
estado uniaxial de esfuerzos

Fi

+
5F;
F
- 5,
+8 ++
dé

Figura 4.14: Definicién de energia de deformacién elastica.
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Supongamos que la curva esfuerzo-deformacién para un material eldstico
lineal, sometido a un estado de esfuerzos uniaxial es como se muestra en
la Fig. 4.14.

La energia ¢que un cuerpo absorbe como resultado de su deformacién bajo
cierta carga se llama energia de deformacion.

Esta se puede expresar como:

W= f Fdé (4.53)
J0

La energia de deformacién por unidad de volumen o densidad de energia U,
se puede expresar como:

1 )
v== /[. Fds (4.54)

Para una particula elemental de un medio continuo de volumen dV' = dzdydz
y asumiendo que la fuerza se aplica en la direccién z, se tiene:

'
= deé': Czx
;= _ e
U= | Zzdyis /a Ozale

Integrando se obtiene:

2
TraErr ag
j — Jzzfez _ Ogg 5
V=% =13 (4:55)

El drea bajo la parte lineal de la curva uniaxial & — € es una medida de
la capacidad del material para almacenar energfa eldstica. Esta medida se
llama médulo de Resiliencia (R) y se puede calcular como:

e 1 Tie .
R= . ode = EULEELE = ﬁ (456)
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Figura 4.15: Definicién de médulo de Resiliencia.

siendo €g y 0Lk la deformacién longitudinal y el esfuerzo normal en el limite
eldstico, respectivamente.

4.8 Energia de deformacién eldstica para un
estado triaxial de esfuerzos

O3

—_——

) /f’/' d}'
X Fe
Figura 4.16: Energia de deformacién eldstica para un estado general de

esfuerzos.
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Para un estado triaxial de esfuerzos el trabajo total realizado por los esfuerzos
01, 0y y 03 serd la suma de los trabajos efectnados por cada uno de ellos de
manera independiente. Fig. 4.16.

Por lo tanto el trabajo realizado por g, se calcula como:
1
dW = 3 (odydz) -

S —
[fnerza media  distancia

1
(E|d.’1?) = §U|E|dv f457)

De esta forma la densidad de energia resulta:

dW 1
2 === 4.58

av —V=3%8 (4.58)
Repitiendo el razonamiento para las demds caras de la particula elemental,
se concluye que la densidad de energia de deformacién eldstica [/ almacenada
en el material, debido a un estado de esfuerzos oy, 03 y 03, es

1
U= E (0’151 + o2€9 +O‘3€3) (459)
tomando en cuenta que

6 = l(a —v(og+ 03))

1 = Rt 2 3

Eq = %(O’g—u(ﬂ|+0‘3})

1
g3 = —(o3—v(oyi+03))

=

Sustituyendo estas 1iltimas ecuaciones en la ec. 4.59, se obtiene:

U = - lov(er—v(oa+03)) + 02 (05— v (01 + 03))
2F +03 (03 — v (01 + 03))]
1
U = o5 [0} + 03 + 03 — 20 (0102 + 0903 + 0304
1 ’
U = 3F [(a‘l + oy + arg}‘a —=2(14») (0102 + 0905 + 030'1)]
1 E
U = 2 —2(1 . Ds e
2!:7[' ( +U)f2] ;  Dado que G ST+

2
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Por lo tanto, la densidad de energia se puede descomponer, como:

Siendo Uy la densidad de energfa volumétrica y Ug la densidad de energia
desviadora o distorsional.

Asumiendo que existe la siguiente relacién:

Uy +— T\ parte isotrépica ﬁd.i]aza.cidn o compresién)
llo «— Ty parte distorsiona

La energia de deformacién volumétrica se puede calcular como:

Uy = Z—V(E]-E-Ez-l-é';;);a‘v:%w
E E
ov = Kev i K=3"% i C=3a+)
oy O'%; 1'12
U e = e =
a 2 VT 3K T 18K
It IF3(1-2v)
I = L siloC o
18K 18 E
1— 2w
i (Wlf? (4.62)

La energia de deformacién desviadora se puede calcular como:

Up = U-Uy
1/ I (1-2v) ,
e =13 (E_E) 6 i
Desarrollando esta 1iltima ecuacién se obtiene:
1
Uo = — {(o1 — 02)* + (02 — 03)* + (03 —Ul)z} (4.63)

12G
Las densidades de energia volumétrica y desviadora est4n relacionadas con los
esfuerzos normal y cortante octaédricos mediante las signientes expresiones,
respectivamente:

o2, = 2KUy (4.64)
72, = %GUO (4.65)
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Capitulo 5
Teorias de Falla y Ruptura

Aceptemos que en una prueba de tensién el material deja de ser eldstico
cuando se alcanza el esfuerzo limite Sy en la probeta.

Si se aplican esfuerzos superiores a Sy , el material puede fluir o se rompe,
por lo que Sy representaria el limite de aplicabilidad de la teorfa eldstica para
el estado de esfuerzos unidimensionales que se presenta en la probeta. Este
limite puede ser establecido mediante pruebas de laboratorio.

Para un medio continuo sometido a un estado de esfuerzos principales, la
funcién que define la regién donde el material tiene un comportamiento
eléstico, se puede expresar como

_f(01,02,03)=0 (6.1)

En los pérrafos siguientes se describirdn algunas teorias de falla y ruptura
cominmente utilizadas para establecer bajo qué condiciones se alcanza la
falla o ruptura de un material sometido a ciertas solicitaciones. Cabe senalar
que la mayoria de estas teorfas tiene su aplicacién principal en el
comportamiento de metales.

5.1 Teoria de Rankine

Esta teoria establece que en un material sometido a un estado de esfuerzos
principales se genera fluencia cuando cualesquiera de los esfuerzos principales
alcanza el valor lfmite Sy , en una probeta representativa del mismo material
sometida a una prueba de tensién. Mateméticamente estas condiciones
quedan representadas por:

119
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o] = 15| (5.2)
|0'2‘ Sf (53)
loa] = {Sy] (5.4)

De manera grafica, las condiciones anteriores se pueden representar en un
sistema de referencia donde los ejes representen a los esfuerzos 04, 03 y 03.

De esta manera el limite de aplicabilidad de la teoria eldstica queda definido
por seis superficies planas que conforman a un cubo de lado 25, (Fig. 5.1).

28 fJ

Figura 5.1: Volumen de fluencia. Teoria de Rankine.

Si un punto P (01,09,03), que representa a un estado tridimensional de
esfuerzos, se ubica en el sistema de referencia establecido, se tendrd una
condicién de fluencia si P se encuentra fuera del cubo o en las caras.

Si P se localiza dentro del cubo, el material tiene un comportamiento eldstico.

Para un estado de esfuerzo plano, con o3 = 0, se obtendrd la curva limite
que se muestra en la Fig. 5.2, delimitada por las siguientes ecuaciones.
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Oz
i
Ef
i‘ l O
f
F—St—A—S1—
Figura 5.2: Superficie de fluencia para el estado de esfuerzo plano. Teoria
de Rankine.
(28] =ZtSf; 02=:f:S_f (55)

Un punto en este plano representaria a un estado de esfuerzo plano. Si el
punto estd dentro del cuadrado, el material tiene un comportamiento eldstico,
mientras que si estd fuera o en los bordes del cuadrado, el material habrd
dejado de ser eléstico.

La teoria de Rankine es aplicable sobre todo a materiales frégiles.

5.2 Teoria de Coulomb-Tresca

El material deja de ser eldstico cuando el esfuerzo cortante maximo generado
por un estado de esfuerzos principales, en un punto cualesquiera del cuerpo,
iguala al esfuerzo cortante méximo que se engendra en una probeta sometida
a tensidn.

Para un estado tridimensional de esfuerzos el esfuerzo cortante méximo queda
definido por:

a0l _ |5 (5.6)
2 2 |

bl I (5.7)
2 2

2ol _ |5 (5.8)
2 2
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Si cualquicra de las condiciones anteriores es satisfecha, se tendria la condicién
limite para que ¢l medio deje de ser eldstico.

Para un estado de esfuerzos plano; o3 = 0, las condiciones matematicas que
indican iniciacién de fluencia serian:

De la ec. (5.6)

loy — g = |5 = o1 —0y =455 01— 0y =-S5 (5.9)
De la ec. (5.7)

loal =157 = o =+S; o=~ (5.10)
De la ec. (5.8)

|oaf = |55 = oy =455 oy =-5; (5.11)

Representando estas condiciones gréficamente en el plano oy, o9,
se obtendrian seis lineas rectas limites, que definen la superficie de fluencia

(Fig. 5.3).

SF)
St
b
St

/. //,////

S0
s g

St

Figura 5.3: Superficie de fluencia para el estado de esfuerzos plano. Teoria
de Coulomb-Tresca.

De acuerdo con la teorfa del esfuerzo cortante méximo, si se agregan esfuerzos
hidrostéticos de tensién o de compresién, no es posible predecir ningin
cambio en la respuesta del material. La suma de estos esfuerzos simplemente
desplaza ¢l circulo de Mohr a lo largo del eje o y 7,4, permanece constante.

Cuando los esfuerzos principales o1 y 04 son del mismo signo, se tienen dos
condiciones para alcanzar la fluencia del material:
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GC: Tension

_—

c:=0

Figura 5.4: Estado de esfuerzo plano; tensién.

T
T Compresion
— ——O,
s 32 [}
O: tof o= 0

Figura 5.5: Estado de esfuerzo plano; compresién.

Para el estado de esfuerzos de compresiéon que se muestra en la Fig. 5.4, se
debe cumplir que:

oy > Joa] = o] <55 (5.12)

Para el estado de esfuerzos de tensién, Fig. 5.5, se tiene:
loa| > |on] = oo <5 (5.13)

Por lo tanto podemos concluir que cuando los esfuerzos principales o, y o2
son del mismo signo, las teorfas de Rankine y Coulomb-Tresca coinciden.

Si o, y 09 son de signo contrario, se tiene que:

01— 02
2

< \% = (0, —09) < £5f (5.14)

Por lo tanto, cuando o1 y o2 son de signo contrario las teorfas de Rankine y
Coulomb-Tresca difieren.
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5.3 Teoria de Saint Venant

L5l material deja de ser eldstico cnando una de las deformaciones principales,
E1, €2, G €3 alcanza el valor de la deformacién principal, €7, que se genera en
nna probeta sometida a tensién.

Para un estado uniaxial de esfuerzos, dicha deformacién se puede expresar
como:

(5.15)

Para un estado de esfuerzos tridimensional, las deformaciones principales
quedan definidas por:

les| = %(01 —v(og+03))| = |eg] (5.16)
leo| = %(02—1/(01"‘03)) = |eg| (5.17)
les|] = %m—wm+m)ﬂm (5.18)

Para un estado de esfuerzo plano, con g3 = 0, las condiciones de fluencia
resultarian ser:

De la ec. (5.16)

01— voa| = |5y = 01— voy =5y

o1 —vog=—5; (5.19)
De la ec. (5.17)

oy — voy| = |5y = 09 —voy =8y

o9 —voy = ~S5f (5.20)

De la ec. (5.18)
|—I/(0’1+0’2)|=|Sf| - l/(0’1+0’2)=Sf
124 (0'1 + 0'2) = _Sj (521)

Reordenando términos, las ecuaciones de las seis rectas limites resultan ser:
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o S o S
09 __1 — _f ; Oy = -—lv + —f (522)
1% 1% 124 1%
oy voy,+S; ; oy=voy— Sy (5.23)
S S
(o)} —0'1+—£ y 09 = —01 — ! (524)
14 14

La regién que definen estas ecuaciones se muestra en la Fig. 5.6, en la que
se puede observar que la teoria de Saint Venant permite alcanzar niveles de
esfuerzos mayores que los que definen la teorfas de Rankine y Tresca, antes

de alcanzar la falla.

(o)}

Si

F—S/v—+—S /v —

Figura 5.6: Superficie de fluencia, criterio de Saint Venant.

5.4 Teoria de Nadai

Esta teoria es aplicable principalmente a materiales ductiles, y establece que
se inicia la fluencia en una particula de un medio continuo cuando se aplica
a ésta una energia de deformacién igual a la energia de deformacién que se

genera en una particula de una probeta sometida a tensién.
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La cuergia de deformacién eldstica por unidad de volumen, o densidad de
energia, para un estado unixial de esfuerzos, tal como se definié en el capitulo
4, resulta ignal a:

Esta ecuacién representa el drea bajo la curva esfuerzo-deformacion.

De acuerdo con esta teoria la probeta dejard de ser eldstica cuando:

(5.25)

Para un estado tridimensional de esfuerzos, la densidad de energia puede
expresarse como:

1
U= B [Jf +oi4 o — 2w (o109 + 0105 + 0203)] (5.26)

Por lo tanto, la fluencia se presentard cuando:

S? 1
f
5E = 3E [af + o2+ ok — 2w (o109 + 0103 + 0203)] (5.27)

Por lo tanto la condicién de fluencia queda representada como:

S’} =02+ o2+ 02 — 20 (0,09 + 0103 + 0903) (5.28)

Para un estado de esfuerzo plano, con o3 = 0, la condicién de fluencia queda
definida por:

S?:0'¥+0'%—2V0']0'2 (529)

La representacién geométrica de la regién que define la ec. 5.29 se muestra
en la Fig. 5.7.
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0.5

Parav

Figura 5.7: Superficie de fluencia; teoria de Nadai.

5.5 Teoria de Von Mises Hencky(VMH)

Se alcanza la fluencia en una particula de un medio continuo cuando la energia
de deformacién distorsional en un estado de esfuerzos cualesquiera, igual a
la energia de deformacién distorsional en una probeta sometida a tension.

Uo = |Uo

prob

Para valuar Uy empleamos la siguiente relacién:

Ul,ota.l = Uvol + UO

De donde:
UO - Ul,oLal - Uvol

La energia de deformacién total se puede expresar como, ec. (4.60).

1 A
Uiotas = 9E [0? + 0% + og — 2 (o109 + 0103 + 0203)]
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21 estierzo volumétrico y la deformacién volumeétrica son iguales a:

01+ 02+ 03

Uv—h:; ; Ey=€E€1+€xt+es

De esta manera la energia de deformacién volumétrica resulta igual a:

O vEw
U““’:( 2 )

Dado que:

E

= Keg, = ———
Tv fo 3(1- 21/)Ev

Despejando ¢,,.

€y = %ov (1—2v)

Sustituyendo esta iltima expresién en Uy, se tiene:

Uyyt = 3(1—2v) 2

2F v

Desarrollando:

3(1 - 21/) (0'] +0'2+0'3)2
2F 9

1-2v
6F (U]+02+03)2

Uuol

(]uol

Dado que:
(01 + 09+ 03)2 =0+ 0k + 02 +2(0,09+ 0103 + 04903)
La energfa de deformacién volumétrica queda como:

1—2v
6F

Uyor = {Uf + 02+ 02 +2(010y + 0105 + 0203)} (5.30)
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La energia de deformacién distorsional resulta:

1
(/0 = ﬁ{0-%+0-§+0§—2,/(0-10-2+0-10-3+0-20-3)}
1—2v
6F

{a? + o0+ 02+ 2(0109 + 0103+ 0403) }

Desarrollando se tiene:

14+ v

Jo =
Vo =—E

{af 4+ 05402 — (01094 0103 + 0203)} (5.31)

En una probeta sometida a tensién: g = a3 =0

(1+v)
Uprob = TO’% (532)
Se alcanza la falla del material cuando: Upyo = Uy, por lo tanto:
I+v 14+v
3E of = 3E {(o1+ 03 + 03) — (9109 + 0103 + 0303) }
De donde resulta
0l 4 02+ 0% — (0102 + 0103 + 0203) = sfe (5.33)
Condicién de fluencia de Hencky, que coincide con Nadai si v = %
Para el estado de esfuerzos plano.
oy + 05— 0109 = s} (5.34)

Esta teoria resulta ser un caso particular de la de Nadal.

Experimentalmente se ha demostrado que la teoria de VMH, es la teorfa que
més se apega a los valores experimentales si ) y 04 son positivos o si alguno
de los dos es positivo.

Si  ambos esfuerzos principales son negativos, VMH, d4 resultados
conservadores.

Esta teoria es aplicable sobre todo a metales.
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La teoria de VMIH presenta la siguiente ventaja de tipo matematico.

Para un estado de esfuerzos principales se tiene que:

Il = (0'1+O'2+U'3) (535)
[2 = (0'10’2+0’10'3+O'20'3) (536)

Elevando la ec. 5.35 al cuadrado

I} = (0% + 03 + 03 4+ 20,05 + 20103 + 20303) (5.37)

Multiplicando la ec. 5.36 por 3.
—312 = —3010'2—30103 ‘—30’20'3 (538)

Sumando las ecs. 5.37 y 5.38 se tiene:

2 2
I{ =3l =0+ ag +a§ — 0,09 — 0103 — 0903

lo cual indica que existe fluencia en un material si
12—~ 3l, = o? (5.39)
Esta dltima expresion puede ser aplicada para cualquier sistema de referencia.

Ejemplo 5.1. El tensor esfuerzo en el medlo continuo que se muestra en la
Ing. 5.8, estd dado por:

e B - X
20
A
| s
Cc T L
1l A

—1—

Figura 5.3: l?_g.rra prismética sometida a una carga puntual en su extremo
ibre.
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2 2

3P y

223:y , €7
~—= | ¢t = 0
4c® Y 0

0

T, =

OO O
| I

La teoria del medio continuo serd aplicable si I? — 3/, < 542, en todos los
puntos del medio.

Si en algiin punto /2 — 3/, = 4%, se establecerfa el limite del tensor T}; hasta
donde serfa aplicable la mecénica del medio continuo.

Si en algunas regiones /2 — 3/, > 0%, la teorfa de la mecdnica del medio
continuo no serd aplicable.

"SiPse aplica al medio, se busca de definir la regién del medio continuo en
el cual sea aplicable la teorfa eldstica.

Llamando:
3P
k=—
4c3
Entonces las invariantes valen:
I, = 2zyk
I, = — (cz —y2)2k2

Sustituyendo los valores de Iy € /5 en la ec. (5.39) existird fluencia cuando:

4z?yk? 4 3k? (c4 — 2%y + yd) = 5?

Desarrollando:

Az k? + 3k — 6k*cty? + 3Kyt = S}

4$2y2+3(c4—202y2+y4) _ 2t

Esta 1ltima ecuacién representa la condicién de fluencia de VMH.
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La clasticidad serfa aplicable mientras no se plastifique algin punto. Los
puntos mas esforzados son a (L, —c) y b(L, +c¢).

Se iniciara la fluencia en el medic en ¢l instante en que las coordenadas de
los puntos a y b satisfagan la condicién de VMH.

Sustitnyendo las coordenadas de los puntos en la condicién de fluencia, se
tiene:

2
o
40 + 3 (" — 2 + ) = k—g

2 2
22 %5 . '
We=p © F=ipa
9p? _ o% 2 _ 16cto% _ 4cto}
165 4L2¢2 36L2 9L2
2%
P=x
3L

Si la fuerza P del extremo, estd comprendida entre los limites.

2c%0 ¢ 2% ¢
- <P<
3L 3L

El medio es eldstico.

2c2af

Si|P| > ; el material deja de ser eldstico.

Casos limites de aplicacién de la mecdnica del medio continuo.

a) Pieza prismética sometida a flexién simple.

X

M
(—¢ My

Figura 5.9: Viga sometida a flexién pura.
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[l tensor esfuerzo estd dado por:
M
T,=|0 “Zg
I
[
existird plastificacion si 1]2 -3y > 5?
M, 2 2 M,z
x = st ; =3
I oo \L d
L
r = s
M.t
P . . 12 Sf
Las rectas limites pasan por el borde del medio si ¢ = 7
f
1 I 1
Mf=8f—z - Sf z </\/Iz<8_f—i

c c
Si
[Ms] < s;== ; todo el medio es elstico.

c
I L . : :

|M¢| > s; = ; el medio deja de ser eléstico y s6lo una porcién préxima al

eje y permanecerd eldstica.

Esta distribucién de esfuerzos aparecerd cuando la seccién se ha plastificado
completamente, y serd engendrada por un momento pléstico total M,, tal

que:

Mp>Mf

Por est4tica se puede afirmar que el M, es la resultante de la distribucién de

esfuerzos en la seccién transversal completamente plastificada.

M, = Fc
M, = spbc?
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Por otra parte

2 3
My = 16(2¢)
12

- Sf
2 2

Si el material que forma la pileza tiene el diagrama supuesto, se puede
incrementar el momento que provoca la 1% fluencia en un 50 % para alcanzar
el momento que provoca fluencia en toda la seccién transversal.

3 .
MngMf

La relacidn que existe entre el momento de la fluencia y el momento de
plastificacién total, M,/M;, depende de la forma de la seccién transversal y
puede oscilar entre 1y 2.5.

L g
4 7
[ 7 o
1.o7<::'|—j<1.17 R:—:’=1.5 M—:’M.s

Figura 5.10: Relacién M,/M; para diferentes secciones.
Ejemplo 5.2. Para el estado de esfuerzo:

0
0 ] siendo ¢ y T constantes
o

oNq
o9

Determine el esfuerzo de fluencia empleando los criterios de Coulomb-Tresca

y Von Mises Hencky.
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Los esfuerzos principales se obtienen resolviendo la ecuacién caracteristica,
resultando:

o, = o+7T
0y = O
o3 = O0—T
Asf el tensor esfuerzo queda como:
(c+7) O 0
’T,‘j = 0 a 0
0 0 (c0—71)
Condicién de fluencia de VMH.
112 — 312 = S%
Los invariantes del tensor esfuerzo son:
11 = 30
_ | (e+7) 0| |a 0 | (0 —7) 0
I 0 o|T|0 (=T 0o (c+7)
Iy = (6+7)o+o(c—T)+(0c—7)(0c +7)
Iy = *+710+0%>—70+0*>+70—7T0 — 72

12 = 30‘2—’7'2

Por lo que aplicando la condicién de fluencia de VMH, se tiene:

(30)2 -3 (302 —7%) = sf«
902 — 90?4 37° = sf«
sf« =372 == S5 = +V31
Sf = +1.737
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Aplicando ol criterio de Conlomb-"Tresca:

Obsérvese que este tltimo criterio permite un mayor esfuerzo de fluencia
comparado con la teoria de VMH.

Ejemplo 5.3. Una muestra cilindrica de un material deformable est4 confinado
por un molde rigido que no le permite deformarse lateralmente, bajo una
presién constante “p”. Aplicando el criterio de VMH diga si el material
alcanza la condicién de fluencia.

Para establecer el estado de esfuerzos y deformaciones suponga que el cuerpo
deformable es eldstico lineal, homogéneo e isétropo. Suponga ademds que no
se produce esfuerzos cortantes en el contacto molde-muestra.

molde
rigido

Lt ey

muestra |

Figura 5.11: Muestra cilindrica en un ‘molde rigido, a) alzado, b) planta.

Datos:
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2.1 x 10® kPa
0.2

Sy = 4000 x 10? kPa
= 1000 x 10% kPa

[

=
!

Solucién:

Las ecuaciones constitutivas de los materiales eldsticos lineales, homogéneos
e 1s6tropos son:

Ope = 2Ges + M\,
vy 2G€w + /\J]
0. = 2Ge,, + AJ;

Q
I

Célculo de las constantes el4sticas.

E 2.1 x 108
G = - = 0.875 x 10° kP
20+ 2402 ~ 08 x10"kFa

vE 0.2 x21x 108
A = = = 0.583 x 10® kP
T —20) (1502 (1—2x0D 08X “
( ) (

De los datos del problema se pueden establecer las siguientes condiciones.

Oz = —P § Exz 7é 0
oy #0 5 gy =0
Ozz 7é 0 ; €z =0
Para o, se tiene:
O'yy = /\Jl

Para o, se tiene:

0. = ANy = 0y, =0,
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Para 0., sc tiene:

Ope = —1000 = 2Ge; + A (€gy + €yy +E22)
—1000 x 10> = 2Gez + Aezy = €4z (2G + A)
—1000 x 102 ~1000 x 107
“ T TG+ A (2x0.875 x 108 + 0.583 x 108)
Cox = —0.428 x 1073 = J,
o,y = 0.583 x 108 x —0.428 x 107% = —249.5 x 10? kPa

Oy = 0. =—249.5 x 10” kPa

Por lo tanto el tensor esfuerzo resulta igual a:

—-1000 0 0 \
T;=| 0 —2495 0 | x10%kPa
0 0 —2495

Aplicando el criterio de VMH, se tiene:
S‘% = 112 - 312

Célculo del primer invariante [;.

Iy = 0m+0y,+0..=—1000 x 102-249.5 x 10*-249.5 x 10

= —1499.0 x 10* kPa
I, = {(—1000 x —249.5) + (—249.5 x —249.5) 4 (—249.5 x —1000)} x 10*

I, = 561250 x 10*
57 = 1499.0°—3 x 561250 x 10*=563251 x 10°

Sy = 750.5x 10" kPa (esfuerzo de fluencia calculado)

Dado que 750.5 x 10* kPa < 4000 x 10* kPa no se presenta fluencia en el
material.



Apéndice A

Analisis Tensorial

El andlisis tensorial se centra en el estudio de entes abstractos llamados
- tensores, cuyas propledades son independientes de los sistemas de referencia

emplea,dos para determinarlos.

Un tensor estd representado en un sistema de referencia particular mediante
un conjunto de funciones llamadas componentes.

El que un conjunto de funciones represente a un tensor depende de la ley de
transformacién de estas funciones de un sistema coordenado a otro.

Los tensores se clasifican por su orden y el nimero de componentes en un

sistema de referencia cartesiano es 3V, siendo N el orden del tensor. En la
tabla A.1l se reportan algunos tensores, su representacién en notacién indicial
y el nimero de componentes.

Tabla A.1: Transformacién de coordenadas.

Orden N | Nombre del tensor [ Simbolo [ No. de componentes

0 escalar a 1
1 vector b; 3
2 diddica T3 9
3 triddica Eijk 27

139
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X
Figura A.1: Coordenadas de un punto “P” en un sistema de referencia
cartesiano.

La ubicacién del punto “P” en el sistema de referencia z,, z, z3, estd dada

por el vector OP = z,€, + z9€5 + z3€3, siendo €;, €y y €; los vectores base
asociados al sistema de referencia x,, 9, 3. La ubicacién de dicho punto en

el sistema de referencia ), 5, =4, es OP = )€} + z4€, + 7;3€; (Fig. A.1).
Un conjunto de ecuaciones

xi =f (931,932,933)

. ., . . ,
describe una transformacién de las variables z,, 9, z3 a las variables 2, x5,
'
z
3-

De la misma forma se puede plantear la transformacién inversa como:
/ / /
zi = gi (), T3, T3)

Con el objeto de asegurar que la transformacién inversa existe y es uno a
uno, en una regién R, se debe cumplir que:

a) Las funciones f; tienen valor tunico en el punto “P”, son continuas asi
como sus primeras derivadas.

b) El determinante del Jacobiano no se anula en ningtin punto de la regién
R, esto es,

oxry 0Oxzy Ox
_|om| | dmy om Omy | g
8.’1}1 (9.’1,‘2 8.’1)3
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Si se cumple lo establecido en a) y b), se dice que la transformacién es
admisible. Si el Jacobiano es positivo en cualquier punto de la regién R,
se dice que la transformacién es propia, en caso contrario se dice que la
transformacién es impropia.

En el estudio de los medios continuos que se abordard en estas notas se acepta
que las transformaciones son admisibles y propias.

Consideremos un sistema de referencia cartesiano z,, Zs, z3 y los vectores
base asociados a cada eje €, €; y €3, tal como se muestra en la figura A.2.

X3

o
-l
<

UNe)
¢

D
x

X
Figura A.2: Sistema de referencia cartesiano.

Debido a que los vectores base son mutuamente ortogonales y tienen un
médulo unitario, se dice que forman una base ortonormal.

Cualquier vector v, puede ser expresado en esta base como:

3
U= v1€| + U8y + V3€3 = Zviéi (Al)

i=1
siendo vy, vy y v3 los componentes del vector v.

Notacién suma

Siempre que en una ecuacién una letra aparezca como subindice o superindice
repetido, se entenderd que se debe sumar sobre esta letra. Asi si se estd en
un espacio de n dimensiones, se sumard de 1 a n. Los indices repetidos son
mudos (o falsos), ya que el resultado final es independiente de la letra usada.
De esta manera la ec. A.1l se puede expresar como:

U= ’Uié,' = 'Ujéj (A2)
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Ejemplo (a.1): sin importar por el momento el significado de las siguientes
ecuaciones, representarlas en forma expandida, con variacién de los subindices
de 1 a3

d) u.iv,;ijj b) ,Tij’U-,‘aj C) T;{Uj—(_ij
Solucién:
a) Desarrollando primero el subindice 7 y luego el j

U;V; W;iC5 = (1/.11)1 + uqUy + U3’U3) (wlél + woey + 'U);;Eg)

,Ti]"UiEj = T]j’l.)]éj + ngb‘zéj + T3]"U3€j
Thvier + Tievies + Tisvi€s + To1v26
+ 159098y + Tosva€s + T31v3€1 + T52038,
+153v383
= (Tll’Ul + To1v9 + T31’U3)El + (T12’U1 + Toove + T32’U3) €9
+ (Thsv1 + Togvp + Ts303) €3

Tivie; = (Ti1+ Tag + Ts3) v,€;
(Th1 + Tag + Tss) (v1€) + v9€3 + v3€3)

Definiciones:
1) Suma de vectores en notacién indicial.

W=u4+7 we = (u; + ;)€ (A.3)
2} Multiplicacién de un vector por un escalar.
AU = Ay;E; (A.4)
Delta de Kronecker
Este simbolo se define como:
s={0 5 i7] (A5)

De acuerdo con la convencién sumas

05 =05 =011 + 0gp + 033 = 3
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Este simbolo nos permitird expresar el producto punto de dos vectores como:
Sean u y v, dos vectores cualesquiera cuyas componentes son:

u = ulé] + ’ll,g—ég + u;;és = “iéi
VU = v1€1 + Ve€y + U383 = V;€;

Por definicién de producto punto, tenemos:
.U = |u[v|cosd (A.6)
Siendo € el angulo que forman los dos vectores con origen comin.

Asisi 8 =90° u-v =0, lo cual significa que los vectores son ortogonales.
En notacién indicial la ec. A.6 se puede representar como:

U= (wigs) - (v5€5) = wivs€i - €
= UV + UgV9 + U3VU3

Por la definicién del simbolo delta de Kronecker.

€ - €; = d;;, por lo tanto

u-v= ’U/"’U'(S“]‘ (A7)

Simbolo de permutacién

Este simbolo se define como:

—1 permutacién 1mpar 1,3 2 3 2 l 132

{ 1 permutacién par: 1, 2, 3; 2, 3, 15 3, 1,
61]!. -
0 aparece al menos un m({lce repetldo

El simbolo de permutacién tiene las siguientes propiedades

€ijkh = —E€kji = €kij = —Cikj
Definicién:
El producto cruz de dos vectores T x 7, es igual a:

u X U = |u| [v] senb (A.8)

€ € €3
B8
€1 (ugus — uzvy) — € (u1v3 — ugvy) + €3 (U1vg — Usvy)

= (ugu3 — usvy) €1 + (usvy — ugvs) €y + (Vg — UsVy) €3

el
X
]
Il

En notacién indicial se tiene:

U XV = (u€;) X (v;€;) = WV;€; X €
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Obsérvese que:

€ X €j = €i5Cx

(A.9)

Por lo tanto:

UXV= ’lL.ﬂ)jE,;jkEk = Eijk’lL,;’UjEk

(A.10)
Producto tensorial de dos vectores (diada)

Sean w = w;€; ; v =v;7;

~

LY = ’lL,'Ei'UjEj = 1LinEiéj
Desarrollando esta ecnacién se tiene:
wv U1VE€1€5 + UV;€9€5 + U3V;E3E;
= wU1V1€1€) + U1V2€1€9 + U V3€E €3
+ugV1€2€1 + UgV2E2€E7 + UgU3EES
+U3zV1€3€] + U3VU9€389 + U3V3E3E3

&ﬁuma_de estos nueve términos se conoce como la forma “nonion” de la
lada w v.

Frecuentemente se utiliza para el producto tensorial de dos vectores la
notacién siguiente:

URU = U,;Ei ® ’UjEj = U{Uféi ® Ej
La suma de diadas, expresada por:
UV + UV + ... + UNDN

se conoce como diddica.

Productos vector-diada

Du-(T®W) = w& - (v6wey) = Usv;wiey,

2) (Wv)-w = (u€v;€;) Wik = UV;W;E;
3) u x (vw) (1i€; X V8;) WiEj = E;j UiV WiEqEx
4) (WO) xW = & (V€ X Wk€k) = €jpqUiV; Wiilq

Producto diada-diada

() (W k)

= ’lLiEi (’Ujéj . wkék) Sq.éq

Il

U V;W;854€:€4
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Producto vector-tensor

a) V- T = vig; - Tie;er = vTjndije, = viTike
b) T -v= ’T,;jéiéj . Ukék = ,I;;jEi(Sijk = ’I;'j’UjEi
¢) Producto tensor — tensor
-~y - = = = L——
T.-5= ’I;'jeiej . Spqepeq = Tij.queieq

Suma de tensores

Los tensores cartesianos del mismo orden se pueden sumar o restar
componente a componente.

Aijk--‘ + B,’jk = ’Tijk
Multiplicacién de cada componente de un tensor por un escalar

b,' = /\a,-
Bij /\A,’j

fl

Producto externo de tensores

El producto externo de dos tensores de un orden arbitrario es un tensor
cuyas componentes se forman multiplicando cada componente de uno de
los tensores por todos los componentes del otro. Esta operacién da como
resultado un tensor cuyo orden es la suma de los ordenes factores.

aibj =Ty ) Dikam =9

ikm
Uiij = Qe 5 EijkUm =

i7km

Contraccién de tensores

La contraccién de un tensor respecto a dos indices libres es la operacién
que consiste en asignar a ambos indices una misma letra como subindices,
cambiando de esta manera estos indices por seudoindices.

La contraccién produce un tensor que tiene un orden dos veces menor que el
original.

Contraccién de Tp; — Tj;

aiv;  —— Uy
E,-jak — E,-jaj = bi
E,-ja,- = Cj
Eua, = di
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Contraccién de I Fr,

Gk:m

b+

™
g
|

iJij = Rfim

Producto interno
5] producto interno de dos tensores es el resultado de una contraccién, que
da lugar a un indice por cada tensor, realizando después el producto externo
de los dos tensores.

Producto externo Contraccién Producto interno

aib' — 1=7 a,-b,»

a,—é-k — j=1 a; By = fi
iji?km B k= j EijF'm = Gim
i Bk — k=j EijEim = Bim

La derivada parcial de un campo tensorial respecto a una variable ¢ se.

0
simboliza como 5 sigue las mismas reglas del cdlculo convencional.

. C 0
Asi, la derivada parcial respecto a la coordenada z,, se indica como Iz que
x
q
de manera compacta se puede expresar como J,. La derivada parcial segunda
8‘2

W, S€ expresa de manera compacta como 8qm.
q m

Frecuentemente la derivada parcial respecto a la variable z; se representa en
notacién indicial haciendo uso de la coma, esto es:

8¢ 81),;
a) oz $i 5 b) oz Vi
) 81): _ ) ézvi o
oy, T ) 0z,0m "
Ty 0?Ti;

=Tk ; ——— =Tijim
) Oz ik 5 J) OLLOTm 9k

Algunos operadores usados en el cdlculo vectorial se representan en notacién
indicial como sigue:

= 0 d
Nabla; V = 28, + %+ —¢
aoa; 8131 1+ 8$262 + 813363
= iéi = 0;€;

8:1,‘1;
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Gradiente de un campo escalar:

o % 3 3
vd) B 8$]el+8$262+8$363
o,
- axiei_d)ﬁe‘l

Divergencia de un campo vectorial

Sea v = v1€] + v9€y + U3€s

81)] 81)2 81)3 81),-

o a a. = Ui
8.'131 8.’132 8.733 8.’13,‘

divy =
Rotacional de un campo vectorial 7.

rotv = V
_ ovj_  _
= .€i> X (vjej) = 8—;61' X €

= V54 €; X Ej = Vj;i Ekij ey
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Apéndice B

Rotacion de Ejes Coordenados

Las componentes del vector ¥ en el sistema de referencia z,, z3, se pueden
expresar como

v = ’U]El =+ 1)262 = ’Uj-éj

Si el sistema de referencia original se g]ra. un dngulo 6 respecto al eje x;, el
nuevo sistema de referencia sera z}, ;. Ahora el vector v se puede expresar
en este nuevo sistema de referencia como

= __ = =t I
V = V€] 1+ Vp€y = ;€

5 (1)

Figura B.1: Rotacusn de ejes coordenados.

Primeramente se buscard la transformacién de coordenadas

332 = fi ($1,$2)

Los vectores base correspondientes al sistema de referencia 2}, 25, se pueden
expresar como:

149
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€ = cos0g, + senbe, (B.1)
€, = —sendz, + cosfc, (B.2)
=/ — — _
€ = 1181 + Q1282 = A15€5

1€ + U2€2 = A2;€;

)
I

El vector ¥ puede ser expresado en las coordenadas sin primas como:

V= 'UjEj (84)
y en el sisterna con primas como:
T = .6, (B.5)

Sustituyendo la ec. B.3 en la ec. B.5 se obtiene:

V= via,ijéj (B6)
Comparando la ec. B.4 con la ec. B.6 se obtiene
’Uj = 'U,:(Iij - (87)

Ahora se busca la transformacién inversa z; = g; (x4, 25)
Los vectores base € y €, se pueden expresar como:

€ cos €| — sende,
€, = senbe| + cos e,
€ a“é'l + agl_élz = ailéﬁ
€y = Q19€) + 92€)y = G;9E;

(Generalizando se tiene:

= T

€; = a;e, (B.8)
El vector U puede ser expresado en el sistema coordenado con primas como:

— 1—1

v = Ve, (B.9)
y en el sistema coordenado sin primas como:

U= ’U]'Ej (BlO)

Sustituyendo la ec. B.8 en la ec. B.10 se tiene:

=v,ale B.11
7

1561

S
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Comparando la ec. B.9 con la ec. B.11 se obtiene:

v = vjar; (B.12)

i ij

Las ecs. B.7 y B.12 representan la ley de transformacién para un tensor de
orden (1).

FEsta ley se puede generalizar para un tensor de orden 2, siendo su ley
de transformacién

T]l = aikaﬂTk, (813)

1,

El término a; representa la matriz de cosenos directores entre los ejes
coordenados z; y zj, dada por [a;;] = cos (z}, z;), tal como se muestra en la

Fig. B.2.

Figura B.2: a) Transformacién de un sistema de coordenadas z;, 2, 3 en
Ty, Ty y Ty

Tabla B.1: Tabla de deformacién de coordenadas.

€1 €9 €3
5] L9 L3

=7

€ in] an | a2 | Q13
€sy x? Qa1 | Qg | Q23
€3 | %3 | @31 | A3z | A33
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