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Capitulo 1

Introduccion

Desde el momento en que Cantor propuso la célebre Hipotesis del Conti-
nuo (CH), el problema més importante en teorfa de conjuntos, esta fué (y ha
sido) utilizada para construir varios subconjuntos patolégicos de los nimeros
reales. Tales como los conjuntos de Luzin y Sierpifiski, i.e. subconjuntos no
numerables de los reales tales que su interseccién con cualquier conjunto
meager, respectivamente Borel de medida cero, es numerable. Como fue ob-
servado después por Rothberger estos conjuntos deben tener cardinalidad w,
sin embargo, su construccién recursiva debe ser realizada en ¢ pasos. Con la
demostraciéon de Cohen de la independencia de la hipétesis del continuo, y
sobre todo con la invencién del método de forcing, se establecié que casi todos
los objetos construidos hasta ahora utilizando CH no podian ser construidos
sin utilizar axiomas adicionales de la teoria de conjuntos. Sélo unos pocos
objetos sobrevivieron a este vaivén en el que parecia que se podia probar
que la existencia de todo este tipo de objetos era independiente de ZFC'
De hecho, s6lo sobrevivieron tres: las grietas de Hausdorff, las grietas de
Luzin y los drboles de Aronszajn. Y es a estos objetos especiales a los que
llamamos Objetos Canénicos de Cardinalidad w;.

Con el afan de presentar una visién més completa de este tipo de objetos,
en esta tesis introduciremos estos objetos candnicos clasicos. No obstante,
nuestro objetivo principal es el de presentar la construcciéon de dos nuevos
objetos canénicos de cardinalidad wy, descubiertos a finales del ano pasado,
y los métodos que existen hasta ahora para construir este tipo de objetos. A
continuacién describiré brevemente estos tres métodos de construccion.

En el primer método, la construccién es realizada recursivamente, para
esto uno debe valerse de una ingeniosa hipétesis inductiva més fuerte como
la zapping condition de Hausdorff. Este método se utiliza en la construccién
de las grietas de Hausdorff, de Luzin y en la construccién de una torre de
cardinalidad w; en el dlgebra P(w x w)/fin x fin.

S



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

El segundo método, més sofisticado, se basa en el teorema de completi-
tud de Keisler del lenguaje L., (@) (en el tercer capitulo demostramos una
versién mas general de este teorema). Tipicamente, aplicar este método re-
quiere dos pasos. El primero consiste en reducir el problema a la existencia
de un objeto cuya formulacién sea lo suficientemente sencilla como para ex-
presarse en el lenguaje L, (Q), y €l segundo paso consiste en aplicar toda
la maquinaria existente, tal como: axiomas internos de forcing, principios de
adivinanza, para construir tal objeto. Finalmente todo se reduce a invocar
el teorema de completitud de Keisler. Este método es el que utilizamos para
construir un subconjunto numerablemente denso homogéneo (CDH) de los
reales con cardinalidad w; y el utilizado por Shelah para construir un tipo
Countryman.

El tercer método, estd basado en el concepto de una C-sucesién y de
-caminos minimales. Este fué introducido por Todoréevié¢ (ver [28]) quien de-
mostré que mediante este método se podian construir las grietas de Hausdorff
y los arboles de Aronszajn. Ademés de ser el método por el cual Moore lo-
gré construir un L-espacio en ZFC.

A pesar de que no se conoce como construir todos los objetos tratados
en esta tesis utilizando un método en particular, es claro, al menos intuiti-
vamente, que los tres métodos deben ser equivalentes. También es digno de
mencionarse que los trabajos de Woodin sobre la extensién P-max indican
que cualquier objeto de cardinalidad w; que pueda ser construido en ZFC,
de hecho, puede construirse utilizando caminos minimales.

A continuacién presentaré el contenido de cada capitulo de esta tesis.

Grietas y Torres. En [12], Hausdorff giro su atencién a un problema que
fué estudiado por los analistas cldsicos: el estudio del orden al cual una fun-
cién monotona positiva de una variable real diverge a infinito, o converge
a cero. Intuitivamente, la funcién f(z) = z? diverge a infinito en un orden
mayor que la funcién g(z) = z, mientras que la funcién h(z) = z/2 diverge
en un orden menor. La idea de rango de una funcién acorde al orden de diver-
gencia era para encontrar un orden lineal, <, y una relacién de equivalencia
de estas funciones tales que f < g si el orden de divergencia de g es mayor
que el de f, y f ~ g si sus rangos de divergencia coinciden, y de tal forma
que ~ sea compatible con el orden <. En el 1870 Du Bois-Reymond propuso
definir f < g si

liMg 0o —— =0,

y f~gsi

0< lz'mx_.oog— < 00,



Esto, por supuesto, no proveé del rango lineal adecuado que es preser-
vado por ~, ya que el cociente relevante puede no tener un limite. En este
mismo articulo Hausdorff también discute y considera otras pocas posibili-
dades para definir el rango y observa que possen el mismo defecto. Hausdorft
también observé que si uno se restringe a subcolecciones de funciones mono-
tonas positivas, entonces hay cierta clase especial de tales funciones para
las cuales es posible definir el rango, y en esta caso el rango definido por Du
Bois-Reymond funciona. Hausdorff entonces gird su atencién en un problema
conjuntista proponiendo considerar colecciones maximales de tales funciones
las cuales son, médulo la relacién de equivalencia ~, ordenadas linealmente
por el rango de Du Bois-Reymond y el estudio de sus propiedades como
tipos de ordenes. Hausdorff demuestra que es lo mismo estudiar subconjuntos
maximales linealmente ordenados de w*, ordenados por eventual dominancia.
Hausdorff muestra que estos subconjuntos maximales linealmente ordenados
tienen cardinalidad 2¥ y que, si no existen (w;,w;)-grietas no separables,
estos subconjuntos maximales tiene cardinalidad 2. En este articulo Haus-
dorff no.da ninguna indicacién acerca de la existencia de (w1, w;)-grietas no
separables. El sorprendente hecho, de que en ZFC existen (w1, w;)-grietas no
separables tuvo que esperar hasta su articulo de 1909, en el cual fué demostra-
do por primera vez este fascinante resultado (ver [11]). Poco después Haus-
dorff construyé una (wi,w))-grieta no separable sobre el dlgebra P(w)/ fin.
Identificando a P(w) con los elementos del conjunto de Cantor 2* e im-
portando su topologia métrica y compacta, asi como su estructura Borel.
Tenemos que via esta identificacién la existencia de grietas de Hausdorff, es
decir, (w1, w;)-grietas no separables tiene algunas consecuencias inmediatas
en teoria descriptiva de conjuntos, por ejemplo, nos da un ejemplo de un
conjunto universal de medida cero, y una particién del conjunto de Cantor
en w; conjuntos Gj.

Maés recientemente, las grietas de Hausdorff sobre el &lgebra P(w)/ fin,
han jugado un papel prominente en una variedad de cuestiones, desde la
continuidad automética en algebras de Banach hasta el estudio de homo-
morfismos del &lgebra P(w)/ fin.

En el capitulo uno nos enfocaremos en las construcciones de las grietas de
Hausdorff, Luzin, y Rothberger. Para posteriormente, utilizando PFA, probar
que las grietas de Hausdorff son las unicas (k, A)-grietas que pueden ser cons-
truidas en ZF'C. Finalmente, trataremos otro tépico también introducido
por Hausdorff como lo es el concepto de torre. Aqui observaremos que la
existencia de una torre de cardinalidad w; es independiente de ZF'C, para
finalmente mostrar un sorprendente resultado originalmente obtenido por
Symanski y Zhou y redescubierto por el autor; este resultado nos dice que
existen torres de cardinalidad w, sobre el dlgebraP(w x w)/fin x fin.
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Arboles de Aronszajn. Uno de los objetivos en casi todos las ramas de las
matematicas es el de clasificar objetos. Y uno de los problemas fundamentales
en teoria de conjuntos es el de clasificar los ordenes lineales no numerables.
Una forma de lograr este objetivo es por medio de bases, es decir, encon-
trar ciertos ordenes especiales con la propiedad de que todo orden lineal no
numerable contenga alguno de estos objetos especiales.

Sierpiniski demostré que bajo CH existen 2* subconjuntos no numer-
ables de los reales, todos incomparables como ordenes lineales. Posterior-
mente Baumgartner demostrd que asumiendo PFA todos los subconjuntos
de cardinalidad w; de los reales y wj-densos son isomorfos. Asi que la exis-
tencia de una base finita para los ordenes lineales no numerables, sélo tiene
sentido bajo PFA. A parte de los subconjuntos de cardinalidad w; de R, los
ordenes lineales no numerables més simples son w; y wi. Es bien conocido
que estos son incomparables en el sentido que ninguno contiene una copia
isomorfa de los otros. As{ que uno puede preguntarse naturalmente si estos
ordenes forman una base, es decir, si todo orden lineal no numerable contiene
alguno de los ordenes mencionados anteriormente. Un contraejemplo a la pre-

.gunta anterior es lo que se conoce como linea de Aronszajn y la respuesta
a esta pregunta esta relacionada con la célebre Hipdtesis de Souslin. Souslin
en 1920, en un intento de caracterizar el tipo de orden de los reales hizo la
siguiente pregunta

,Es todo orden lineal completo, denso en si mismo, sin extremos
y con la ccc isomorfo a la linea real?

La respuesta afirmativa a la pregunta anterior se conoce como Hipdtesis de
Souslin (SH), y este es uno de los problemas més importantes en teoria de
conjuntos, quizd sélo menos importante que la Hipdtesis del Continuo. Es
facil ver que una linea de Souslin, i.e., un contraejemplo a SH, es una linea
de Aronszajn. Sin embargo, como es bien conocido, la existencia de lineas de
Souslin es independiente de los axiomas usuales de la teoria de conjuntos. A
pesar de todo, se pueden construir lineas de Aronszajn inicamente utilizando
ZFC'. Una clase especial de lineas de Aronszajn es el de tipos Countryman,
es decir, un orden lineal no numerable cuyo cuadrado es unién numerable de
cadenas, es facil verificar que todo tipo Countryman es una linea de Aron-
szajn. De manera sorprendente, los tipos Countryman son la ultima pieza
restante para construir una base para los ordenes lineales no numerables (al
menos bajo PFA). Como lo muestra el siguiente teorema, probado por Moore
a finales del afho pasado (ver [22]).

Teorema 1 (Moore). PFA implica que los ordenes lineales no numerables
tienen una base formada por los siguientes cinco elementos: wy, wi, un tipo



real no numerable, C y C*, donde C es un tipo especial de arboles de Aron-
szagn conocido como Countryman. -

Existe una fuerte dualidad entre el concepto de érdenes lineales y el de
drboles. Y como era de esperarse los arboles de Aronszajn, es decir, el ob-
jeto dual a linea de Aronszajn. Es uno de los tépicos més fascinantes, de
hecho es en esta forma en que se construyen las lineas de Aronszajn. Una
de las preguntas claves en la teoria de drboles de Aronszajn-es la de cuan-
do estos son especiales. Se sabe que la existencia de arboles de Aronszajn
no especiales es independiente de ZF(C'. Nosotros nos enfocaremos en una
variante de la pregunta de Juhaz acerca de la existencia de drboles de Aron-
szajn no especiales bajo el principio de adivinanza &. En nuestro articulo
Some-Remarks on Non-Special Coherent Aronszajn Trees (producido en co-
laboracién con mi asesor M. Hrusak, ver [7]) nosotros nos enfocamos en esta
pregunta restringida a una clase especial de arboles de Aronszajn los drboles
coherentes (introducidos por Todorcevié ver [28]). En este articulo introduci-
mos algunos principios de adivinanza similares a & los cuales nos proveen
de condiciones suficientes para construir drboles de Aronszajn coherentes no
especiales. Ademads, damos relaciones entre nuestros principios y algunos de
los principios més conocidos en teoria de conjuntos.

Espacios Topoldgicos Candnicos de Cardinalidad w,

Hasta ahora todos los resultados mencionados son de un carécter con-
juntista, los resultados que mencionaremos a continuacién son de cardcter
topoldgico, de hecho todos son resultados en topologia, aunque que siguen
utilizando bastante teoria de conjuntos.

El primer resultado topoldgico que presentaremos es la construccion de un
espacio numerablemente denso homogéneo de cardinalidad w;. Este resultado
fué probado por el autor en colaboracién con Hrugdk y Farah en el articulo
A countable dense homogeneous subset of the reals of size w, ver [14]. La
obtencién de este resultado se basa en la completitud del lenguaje L2 (Q)
que es una extensién del lenguaje L, ., (@) en la cual agregamos subconjuntos
Borel de R como nuevos predicados. Esta es una generalizacién del teorema
de completitud de Keisler sobre el lenguaje L.,.,(Q) (ver [17]).

Finalmente, presentaremos la construccién de un L-espacio. Este es uno
de los teoremas més importantes en topologia en los ultimos veinte anos;
fué obtenido por Moore en el afio 2004 (ver [23]). Su demostracién se basa
en el uso de funciones p que introdujo Todorcevi¢ en [28]. La idea general es
traducir el problema topolégico a un resultado tipo Ramsey. Con el afdn de
hacer més clara nuestra construccién asumiremos el lema que nos produce
la, particién tipo Ramsey necesaria para la construccién y veremos cémo
construir el espacio.
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Capitulo 2

Grietas y Torres

2.1. Grietas

El estudio de grietas sobre el dlgebra P(w)/ fin tiene sus inicios en 1936,
ano en que Hausdorff demostré su célebre teorema sobre la existencia de
(wy,wy)-grietas no separables sobre el dlgebra P(w)/ fin. Desde entonces el
estudio de las grietas sobre el dlgebra P(w)/fin ha sido uno de los tépicos
principales en teoria de conjuntos. Estas han sido parte fundamental en la
solucién de problemas muy importantes (y aparentemente no relacionados)
como son la continuidad automadtica de los homomorfismos del algebra de
Banach C([0, 1]) en cualquier dlgebra de Banach conmutativa. En la prueba
de que PFA implica que el continuo es wsy, y en la construccién de modelos
sin P-puntos y de modelos en el que todos los automorfismos del dlgebra
Booleana P(w)/ fin son triviales.

Todo esto hace de las grietas uno de los objetos més fascinantes de la
teorfa de conjuntos. El propésito principal de esta seccién es presentar al-
gunos de los resultados més importantes de esta hermosa teoria. Empezare-
mos por definir los conceptos bésicos que necesitaremos en este capitulo.

Definicién 1. Una grieta en un dlgebra Booleana A es una pareja de sub-
conjuntos K = (S,T) tal que S < T, i.e. a < bparatodoa €T ybe S. Los
conjuntos T y S son la parte inferior y superior de la grieta K respectiva-
mente.

Algunas veces necesitaremos poner requerimientos adicionales ha esta no-
tacién. Decimos que un elemento ¢ separa la grieta K = (S, T)si S <c¢<T
(i.e. las desigualdades a < ¢ y ¢ < b se cumplen paracadaa € Ty b€ T).

Aunque la definicién anterior es la definicién usual de grieta, modificare-
mos un poco la definicién como sigue reemplazaremos la condicién S < T por

11



12 CAPITULO 2. GRIETAS Y TORRES

la condicién S L T'. Esto es: K = (S,T) es una grieta, en el nuevo sentido, si
S1T,ie a-b=0 paracadaa € SybeT.Por supuesto, la diferencia no
es esencial ya que reemplazando la clase superior T por =T = {—a:a € T}
pasamos de una definicién a la otra. Y un elemento ¢ separa la grieta (S, T),
si S <cycl T Una grieta se dice que es no separable si ningin ¢ separa
la grieta.

Frecuentemente trataremos con grietas bien ordenadas; esto es, grietas
K = (S5,T) donde ambas clases pueden ser representadas como cadenas cre-
cientes S = (aq : @ < k) y T = (bg : f < A). Tal grieta K es llamada una
(K, A\)-grieta. Siempre podemos suponer que €l tipo (k, A,) de K es un par de
cardinales regulares, ya que K contiene un subgrieta cofinal L (en el sentido
obvio) de tipo {(cof(x),cof(A)) (notemos que K es separable si y s6lo si L es
separable).

Finalmente, nosotros nos enfocaremos en grietas sobre el dlgebra Booleana

P(w)/ fin.

‘Teorema 2 (Luzin[21].). Eziste una familia casi ajena R = {Aq 1 @ < w1}
tal que para cada par de familias S, T C R ajenas y no numerables, la grieta
(S,T) es no separable.

Demostracion. Construiremos R = {A, : o € w;} recursivamente con las
siguientes propiedades:

(1) V€ <o (AN Al <w),y
(2) Vk € w ({€ € a: méx(Ac N Ay) < k) es finito).

Primero verifiquemos que R es como requerimos. Consideremos cualesquiera
dos subconjuntos ajenos no numerables A, B C w; y consideremos cualquier
subconjunto C C w. Nuestra intencién es mostrar que C no puede separar a
{Aa: a € A} y {A, : @ € B}. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que V¢ € B (|C N A¢| < w), nuestro objetivo es encontrar una o € A tal que
Ao €. C,le. |Ay\ C| =w. Como B es no numerable existe m € w tal que

H = {¢ € B: méx(4:NC) =m}

es no numerable. Como A es no numerable existe o € A tal que H N « es
infinito. Por (2) existe para cada k € w un £ € HNa tal que max(A,NAe) >
k. De esto se sigue que |4y \ C| =w ya que méx(A,NA;) ¢ C paraa € H
con max(Aq, N Ag) > m.

Ahora pasemos a la construccién de los A,. Sea (A : k € w) cualquier
familia casi ajena. Ahora, sea a € (w; \w), y supongamos que hemos constru-
ido A¢ para ¢ € a. Enumeremos al conjunto (4 : £ € o) como (A, : n € w).
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Claramente Vn € w (|An \ U<, Ak| = w), por lo cual existe a : w — w tal
que
Vn € w (a(n) € (4. \ | 4x) \ n).
k<n
Sea A, = ran(a). Entonces A, € [w]“, y (1) y (2) se cumplen para a ya que
Vn € w (Jran(a)NA,| < n+1) y¥n € w (méx(ran(a)NA4,) > a(n) > n]. O

El teorema anterior fué probado por Luzin[21] en 1943, quien aparente-
mente desconocia el resultado de Hausdorff Teorema 4. A continuacién, pro-
baremos una serie de resultados acerca de algunos tipos de grietas, estos
nos ayudaran a probar el Teorema de Hausdorff y nos daran una idea de lo
sorprendente que es este resultado.

Teorema 3 (Rothberger[24]). El cardinal b es el cardinal mds pequenio K
para el cual existe una (k,w)-grieta no separable.

Demostracion. Para una funcién arbitraria f:w — w denot.ernos
A(f) = {{ng) imyj €wy j < f(m)}.
Claramente, tenemos que
() f<.gsiysdlosi A(f) C, A(g) (e A(f)\ A(g) € fin(w x w)).

Primero, mostraremos que existe una grieta no separable de tipo (b,w).
Para ver esto, sea F' = {f, : @ < b} un conjunto no acotado de cardinalidad
bysea E, = {n} xw (un eje vertical). Si un conjunto C C w X w es casi
ajeno de todos los ejes E,, i.e.

CNE,c¢€ fin(lwX w) para cada n € w,
entonces podemos definir una funcién
g(n) =méx{j €Ew: (n,j) e CNE,} paran€cw,

(definamos g(n) = 0, si CN E, = @). Como F es no acotada, tenemos que
fa £« g, para algin a < b. De (x) se sigue que A(fs) €. A(g) y més ain que
A(fa) €. C, ya que C C A(g). Esto significa que ningiin conjunto C separa
la grieta

K= {A(fs) :a<b},{E,:n €w})

de tipo (b,w) en el dlgebra P(w X w)/ fin. Por lo tanto, existe una grieta no
separable de tipo (b,w) en el dlgebra P(w)/ fin también.
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Ahora supongamos .que
L=({Ax:a<k};{Bn:new})

es una (k,w)-grieta no separable en el dlgebra P(w)/ fin. Debemos mostrar
que x > b. Podemos suponer que los conjuntos B, son ajenos (los conjuntos
B, puede ser reemplazados por los conjuntos B, \ (Bo U ... U B,_1)) y que
w = |Jpe., Br (agregando un tnico punto de w\|J,,, Br @ cada conjunto By)
debido a que la grieta modificada sigue siendo no separable. Para cadan € w
escogemos una funcién uno a uno h, mapeando B, sobre la linea vertical
E, = {n} x w. Entonces h = |J,_,, hn mapea w de forma uno a uno sobre
w X w de tal forma que h[B,| = E,, para cada n € w y h[A,] es finito en
cada linea vertical, para cada o < k. Esto es, tenemos una (k,w)-grieta no

“separable :
({hlAa] : @ < 6}; {h[Bg] : n < w})

en el algebra P(w x w)/ fin. Se sigue de (*) que las funciones
fa(n) =méx{j €w: (n,j) € h|Ax]NE,} paraa <kyn <w,
forman una familia no acotada y por lo tanto x > b. O

Observacién 1. Notemos que la familia F' en la prueba anterior puede ser
reemplazada por una sucesidn creciente no acotada (f, : a < b). Entonces
tenemos que A(fo) C« A(f), para toda o < (. Es decir, la clase inferior
de la grieta K es una sucesion creciente. Lo mismo se puede decir acerca de
la clase superior {E, : n < w} ya que es numerable y por lo tanto podemos
sustituir E, por Ey U ...U E,. En otras palabras, podemos suponer que la
grieta K esta bien ordenada.

De la observacién anterior obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 1. El cardinal b es el cardinal k mds pequerio para el cual existe
una (K, w)-grietg bien ordenada y no separable sobre el dlgebra P(w)/ fin.

De b > w obtenemos inmediatamente

Corolario 2. En el dlgebra P(w)/fin cada grieta numerable (i.e. de tipo
(w,w)) es separable.

De los resultados anteriores podemos observar que la existencia de (w;, w)-
grietas no separables es independiente de los axiomas usuales de la teoria de
conjuntos (ZFC), ya que estas existen bajo CH y no existen bajo M A(w,).
Sin embargo, siempre existen (w;,ws)-grietas no separables sobre el dlgebra
P(w)/fin. Este es el famoso teorema de Hausdorff el cual serd demostrado
a continuacién.



2.1. GRIETAS | | 15

Para conjuntos casi ajenos A, B C w denotemos
p(A,B) =min{kew: (A\ k)N B =0g}.

Esto es, para A y B ajenos tenemos p(A,B) = @ y si méx(AN B) =k
entonces p(A, B) = k + 1. Para un conjunto A C w y una familia R C P(w)
decimos que A es cercano a R (abreviado por A nt R) si se satisface la
siguiente condicién:

(1) el conjunto {B € R.: p(A, B) < k} es finito para cada k € w.

- Obviamente, si R es una familia finita, entonces tenemos que A nt R, para
cada A C w. Notemos que A nt R se cumple si (1) se satisface para k € w
suficientemente grande. Por lo tanto,

(2) SiAnt Ry AC, C, entonces C nt R también se sigue.

Ahora probaremos el siguiente

Teorema 4 (Hausdorff[12]). El dlgebra P(w)/fin contiene una (wy,wn)-
grieta bien ordenada y no separable.

Demostracion. Definimos por recursién dos sucesiones crecientes, en el orden
Cs

(Aa i <wi)y (Bg:fB<uw)
tales que A, N B, = &, para cada a < wy y
L={As:a<w};{Bsg: B <w})
es una grieta en el algebra P(w)/fin con la siguiente propiedad
(x) Aqnt {B,:n < a} para cada a < ws.

De (x) se sigue que la grieta L no es separable. De hecho, supongamos que
el conjunto C' separa la grieta L, i.e. A, C, Cy CN B, =, &, para cada
a < w;. Entonces de () y (2) tenemos que

(4) Cnt {B,:n< [} para cada § < w;.

Por otro lado, la funcién f(n) = p(C, B,) debe ser constante en algiin con-
junto no numerable Z C w;. Tomemos un 3 € w; suficientemente grande tal
que el conjunto Z N (G es infinito. Obviamente, tenemos que

Crnoes nt {B,:n€ Znp},



16 CAPITULO 2. GRIETAS Y TORRES

y por lo tanto C' no es nt {B, :n < S}, lo cual contradice (4).

Pasemos ahora a la construccién de la grieta L. Sean A, By conjuntos
infinitos ajenos tales que w\ (AgUBy) es también infinito. La Gltima condicién
serd parte de nuestra hipotesis inductiva. Supongamos que hemos definido
A¢, B, para €,1 < o, como requerimos. Si « es un ordinal sucesor a = f+1,
entonces, como w\ (AgUBg) ¢ fin, existen conjuntos ajenos A,, B, tales que
'_Aﬁ Cu As, Bo € By y AoUB,, tienen un complemento infinito. Obviamente,
la condicién () también se cumple.

Ahora, supongamos que a es un ordinal limite. Entonces la sucesién (w \
(A U Be) : £ < a) es casi decreciente y, en vista de que t > w (ver Teorema
7), existe un subconjunto infinito H C w tal que

H Cyw\ (A U Be) para cada & < a.
Si denotamos F = w \ H, entonces tenemos que
A¢, B, C, F para todo £, < a,

y w \ E es infinito. Como no existen (w,w)-grietas no separables, existe un
conjunto C que separa la familia { A : € < a} de la familia {B, : n < a}, i.e.
(6) A C.CyC L B,paratodo{,n<a.

Por supuesto, podemos suponer que C C F reemplazando (si es necesario)
el conjunto C por C N E. Acorde a (2) tenemos que

C nt {B,:n < B} para cada § < a.

Sin embargo, esto no significa que C nt {B, : n < a}. Debemos agrandar C.
Para lograr esto consideremos los siguientes conjuntos
Wi ={n<a:p(C,B,) <k} para k € w,

y definimos inductivamente una sucesién creciente
Co=CCC,CCyC ...

tal que

Crnt1 nt {B, :n € W,} para cada n < w.

Supongamos que Cy, ..., Cy, han sido definidos. Si W, es finito, podemos hacer
Chn+1 = Cy. Si W, es infinito, entonces debe ser cofinal en a y debe tener tipo
de orden w. De hecho, cada segmento inicial W, N3, para § < « es finito, ya
que C nt {B, : n < B}. Por lo tanto, podemos hacer
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W, ={n:i<w} dondeny <m < ..y supicm = .

Claramente, cada uno de los conjuntos

Z; =By, \ (B, U...UBy,_,)

intersecta al conjunto E en una parte infinita. Esto es, podemos formar un
conjunto diagonal

D ={j, :n<w} donde j, € Z,NE y j, > n para cada n < w.

Ahora, definamos C,11 = C,, U D. Se sigue de la construccién que D L
B,,., para cada n < w. Por lo tanto D 1 B,, para cada n < « y conse-
cuentemente tenemos que Cri1 L B, para cada 7 < a. Como obviamente
D nt {B,, : n € w} se cumple, también tenemos que Cry1 nt {B, : n € Wy},
lo cual finaliza el paso inductivo. :

De manera similar a (4) podemos separar los conjuntos {C, : n € w}
de los conjuntos {B¢ : £ < a} dentro de E: es decir, existe un conjunto A
tal que C,, C, A para cadan < wy A L Bg, para cada § < a. Més atn,
A C E. Adicionalmente, podemos suponer que Cy C A (agrandando F, A
por un conjunto finito de puntos de ser necesario). Ahora, es claro que

Ant {B,:n<a}.

De hecho, supongamos que para algin & el conjunto

W={n<a:p(AB,) <k}

es infinito. Entonces también el conjunto {n € W : p(A, B,)) < k} es infinito,
ya que W C Wy (por que Cy C A). Esto significa que A noesnt {B, :n €
Wi} se sigue, lo cual es imposible, ya que tenemos

Crs1 1t {Bn i € Wi}ty Cry Gk A

Esto es, si definimos A, = Ay B, = E'\ A, entonces (x) se cumple, A,NB, =
@ y el complemento w\ (A, U B,) es infinito. Lo cual concluye la prueba. 0O

El teorema anterior fué probado por Hausdorff[12] en 1936, y la grieta
del teorema anterior es lo que se conoce como grieta de Hausdorff. Como
hemos mencionado anteriormente las grietas de Hausdorff son uno de los
pocos objetos canénicos de cardinalidad w; que existen (hasta ahora sélo
existen siete) y es junto con los arboles de Aronszajn el objeto canénico de
cardinalidad w; més importante.
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2.2. Grietas y PFA.

Como hemos visto la existencia de (k, A\)-grietas es en algunos casos in-
dependiente de ZFC en este seccién veremos que en realidad las grietas de
Hausdorff son las unicas grietas que se pueden construir sin utilizar axiomas
adicionales de la teoria de conjuntos. Para lograr esto utilizaremos los re-
sultados obtenidos anteriormente, y utilizaremos un axioma adicional de la
teoria de conjuntos conocido como PFA. Como veremos posteriormente, en
esta misma seccidn, la clasificacién de grietas sobre el dlgebra P(w)/fin no
puede ser hecha utilizando tinicamente M A por lo que es necesario utilizar
una generalizacién del axioma de Martin lo suficientemente fuerte tal como
PFA.

Consideremos una grieta sobre el lgebra P(w)/ fin

L =({Aa:a<k};{Bs: [ <A}),

donde &, A son cardinales regulares. A cualquier grieta L le podemos asociar el
orden parcial Q = Q(L), introducido por K. Kunen, consistente de elementos
de la forma

p = (up, Tp, Wp),

donde u, € k y w, C A son subconjuntos finitos y z, es una sucesién de ceros
y unos de longitud I(p) < w. Y supongamos ademds que

U 4an | Bs C Up).
a€up Bewy
El orden sobre Q(L) es definido en la siguiente manera:
p<gsiysélosiu, D uyywy, D wgy xp 2,y paracadai, i(q) < i < I(p)
la siguiente condicién se sigue:

sii€ U Aq, entonces z,(i) = 1,

a€up

sii€ U Bg, entonces z,(i) = 0.
Bewy,

Es facil verificar que si G es un filtro Q(L)-genérico entonces el conjunto
X ={i €w:3pe G(zy(i) = 1)}, separa la grieta L. Sin embargo, el orden
parcial Q(L) no tiene la ccc necesariamente. Consideremos el siguiente caso
particular. '
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Lema 1. Sila grieta L es separable, entonces Q(L) tiene la ccc.

Demostracion. Supongamos que el conjunto C separa la grieta L. Es decir,
para cualquier ¢ € Q existe un nimero k(q) € w tal que

U 4a\ k(@) S Cy (C\K(@)n | Bs=2.

a€ug BEw,

Observemos que el subconjunto

Q" ={q€Q:1(q) > k(q)}

es denso en Q, ya que la sucesién z, siempre puede ser extendida arbitraria-
mente. Ahora, Q* puede ser dividido en una cantidad numerable de conjuntos

Q= e 1z =2y kig) =k}
z k

de tal forma que cualesquiera p, q en el mismo conjunto son compatibles. De
hecho, tenemos que

(up U ug, z, wp Uwg) < p,q (aqui z, = = = z,).

Por lo tanto, hemos mostrado que Q* es o-linked, lo cual finaliza la prue-
ba. O

Lema 2. Sea L una grieta bien ordenada (definida como en el lema anterior)
Y Kk #wi, 0 X F#wy, entonces Q(L) tiene la ccc.

Demostracion. Supongamos que este no es el caso, entonces QQ tiene una
anticadena E de cardinalidad w;. Si k > wj, entonces escogemos un ordinal
v < kK tal que qu 5 Ug € v (recordemos que &, A son cardinales regulares). Si
denotamos

Ly ={{Aa:a <7};{Bsg: B <A},

entonces F sigue siendo una anticadena en Q(L,), lo cual es imposible ya que
la grieta L, es separable (se puede separar por cualquier conjunto Ag, con
v € € < k). Similarmente, si k < w (i.e. K = w), entonces podemos encontrar
un v < k para el cual la inclusién u, C < se cumple para una cantidad no
numerable de ¢ € E (ya que la funcién max(u,) debe ser acotada sobre
un conjunto no numerable). De nuevo, la grieta L, tiene una anticadena no
numerable, lo cual contradice el Lema anterior. 0J
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Falta considerar el caso en que k = w; = A, primero haremos una pequena
revision de lo que hemos hecho hasta ahora.

Si L es una, (w;, w) )-grieta bien ordenada en el dlgebra P(w)/ fin. Sabemos
que L puede ser representada en la forma

(1) L={As:a<w};{Bsg: B <wi}),

donde A,, Bg C w son infinitos y tienen las siguientes propiedades:

1. Las sucesiones (A, : @ < w1) y (Bs : 8 < wy) son estrictamente
crecientes en la relacién C, de casi contencion.

2. AyNAg € fin para toda o, 8 < w.

Maés ain, reemplazando A, por A4 \ (As N Ba), podemos suponer que
3. AyN B, =@ para toda a < ws.

Cada grieta L determina el orden parcial Q(L) que separa la grieta L. La
grieta L también determina otro orden parcial E(L) = E (introducido por
Kunen), cuyos elementos son subconjuntos finitos e C w; tales que

A, N Bg # @ 0 AgN B, # & para cualquier o, 5 € e (a # ).

El conjunto E es ordenado por la inclusion inversa. Su propdsito es mostra-
do por el siguiente resultado.

Teorema 5. Si la grieta L es no separable, entonces E = E(L) tiene la ccc

y
E I “Q(L) tiene una anticadena no numerable”.

Demostracidn. Supongamos, procediendo por contradiccién, que {eq : & <
w1 } es una anticadena no numerable en E. Aplicando el A-lema, es claro que
podemos suponer que

méx e, < mineg para todo o < 8 < wy.

Como e, L eg, tenemos que A, N B, = @, pafa_ algin £ € e, y € eg. Por
lo tanto, So N T = &, donde So = [Neee, Ae ¥ Tp = e, By- También;
tenemos que, S, N T, = & esto se sigue de la propiedad (3) de la grieta
L. Dado o < w; existe v < wj tal que o < mine,. Entonces tenemos que
Ay C. S, y por lo tanto A, C, S, donde S = an1 S,. Andlogamente, para
cada f < w tenemos que Bg C, T, donde T =  J4,, T Pero SNT =2 lo
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cual significa que el conjunto S separa la grieta L. Esta contradiccién prueba
que E tiene la cce. '

Ahora, probaremos la otra asercién. Definamos el subconjunto Eq C E
consistente de todos los elementos e € E con una descomposicién no numer-
able, i.e.

ecEy © ecEy |{acw :eU{a} €eE} =uw.

Afirmamos que el conjunto E \ Eq es a lo mds numerable. Supongamos
que |E\ Eo| = w; y escojamos un elemento ey € (E \ Eo). Entonces, existe
un ordinal vy < w; tal que eg U {a} ¢ E para cada a > 7. Pero, existe
algin e; € E \ Eq conteniendo algunos elementos > 7, y entonces tenemos
que ep -L e;. Por lo tanto, existe un ordinal v; < wj tal que egU{a} ¢ E para
cada a > 7, etc. Procediendo de esta manera encontraremos una anticadena
no numerable, esta contradiccién prueba nuestra afirmacién.

Se sigue facilmente de nuestra afirmacién que Eq también tiene la ccc (ya
que el conjunto {z € E : e > z} es finito, para toda e € E). Por lo tanto,
eliminando una cantidad numerable de elementos de F podemos suponer que
E = Ey. Esto es, los conjuntos

D,={e€E:30> a(f €e)} para a < wy,

son densos en E. Consecuentemente, cualquier filtro E-genérico G es no nu-
merable y por lo tanto también el conjunto

Z={a€w :{a} €G}.

Ahora, si denotamos ¢, = ({a}, &, {a}), entonces tenemos que g L gg

para o, € Z (a # (), en Q(L) (ya que {a} y {08} son compatibles en E).
Es decir, {gn : @ € Z} es una anticadena no numerable en Q(L). O

Ahora estamos listos para utilizar PFA.

Teorema 6 (Kunen). Supongamos PFA. Sean k,\ cardinales regulares,
k<A yL={(TS) una (k, \)-grieta no separable, entonces k =w y A = ws
0K =w; = A '

Demostracién. Primero supongamos que k = w, por el Lema 2, Q(L) tiene la
ccc 'y podemos separar la grieta utilizando A subconjuntos densos del orden
Q(L). St A < w esto pude ser hecho utilizando M A,, y, por lo tanto, con
PFA. Por lo tanto A = w, (recordemos que PFA implica que el continuo es
(.Ug). )

Ahora supongamos que w; < £ < Ay A > w;. Sea R el orden parcial
que colapsa A a wy; R = (J{A\* : @ < w}, ordenado por extensién. Ahora
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en VE, cof(k) = cof(\) = w; (no podemos tener cof(k) = cof(A) = w
ya que el orden es o-closed) asi que en VE (S, T) tiene una {w;,w:)-grieta
cofinal L; = (T}, 51). También, como R no agrega nuevos subconjuntos de
w, (11, 51) es no separable. Por lo tanto, por el Teorema 5 E(L;) agrega una
anticadena no numerable en Q(L;), por lo cual también en Q(L).

Pero, R es propio ya que es o-closed, y E(L;) es propio en V£ ya que
es ccc en VE. Por lo tanto Q(L) x E(L;) es propio y agrega una anticadena
no numerable a Q(L). Més aun, para decidir los elementos de la anticadena
requerimos unicamente w; subconjuntos densos. Por lo tanto, por PFA existe
una anticadena no numerable en V, asi que Q(L) no tiene la ccc y esto
contradice el teorema 2 ya que A > w;. U

En un trabajo no publicado, Kunen mostré que la existencia de (w, ¢)-
grietas y (c, ¢)-grietas no separables es consistente e independiente de M A(w,).
Esto es, en el teorema 6 PFA no puede ser reemplazando por M A(w,).

2.3. Torres..

En esta tltima seccién presentaremos un resultado que fue originalmente
obtenido por Szymanski y Zhou sobre la existencia de una torre de cardinal-
idad w; en el élgebra P(w x w)/fin x fin, este resultado contrasta con el
resultado anélogo para torres sobre el dlgebra P(w)/ fin. El resultado en la
forma en que es presentado en este capitulo fué redescubierto por el autor
en el contexto de invariantes cardinales sobre el dlgebra P(w X w)/ fin x fin
(ver 3).

Primero veamos algunas definiciones.

Definicién 2. Cualquier cadena descendente (A, : a < ) en un dlgebra
Booleana A es llamada una torre de longitud vy, si esta no puede ser exten-
dida, i.e. no existe A > O tal que A < A, para cada o < 7.

Teorema 7 (Hausdorff[11],[12]). En el dlgebra P(w)/ fin no existen torres
de longitud w.

Demostracion. Sea (A, :n € w) una cadena decreciente. Tenemos que

Any1 S Ay A\ Anjr € fin para cada n € w.

Reemplazando, si es necesario, A,;1 por un segmento cofinal podemos
suponer que A,.; C A,, para cada n < w. Definimos una sucesién (k, :
n < w) por induccién como sigue. Sea ko un elemento arbitrario de Ao y sea
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kn41 el elemento més pequetio de A, \ A,,,1 mayor que todos los ko, k1, ..., kn.
Entonces tenemos '

{ki:i>n} C A, para cadan € w.

Por lo tanto, si A = {k; : i € w}, entonces A ¢ finy A C. A, para cada
n € w. 0

Denotemos por t a la minima cardinalidad de una torre en el Algebra
P(w)/fin. Es bien conocido que M A,, implica t > w;, y en consecuencia
que no existen torres de cardinalidad w; sobre el dlgebra P(w)/fin. Lo cual
contrasta con el resultado andlogo para torres sobre el lgebra P(w xw)/ fin x
fin, el ideal fin x fin es definido a continuacién.

Definicién 3. Denotemos por fin x fin al ideal sobre w X w generado por
los conjuntos {Ans:n €w, f€w’}, donde

Aps={(mk) ewxw:¥Yn<m (k< f(m))}

El ideal fin x fin es el producto de Fubini del ideal fin consigo mismo.
Dados A, B € P(w x w) diremos que A Cy, Bsi (A\ B) € fin x fin. Ahora
procederemos a probar el teorema principal de este capitulo.

Teorema 8 (Szymariski-Zhou [27]). Eziste una torre en en el dlgebra
P(w x w)/fin x fin de cardinalidad w.

Demostracidn. Consideremos la siguiente notacién: para cada A C w X w
sea A(n) = {m : (n,m) € A}. Construiremos recursivamente una familia
(Aa @ < w1) € P(w x w) tal que @ < @ implica Ag Co. A, y para cada
n€w,{a<f:As(n) N Ag(n) #. &} es finito. :

Veamos primero que si la sucesién (A, : @ < w) tiene las propiedades
requeridas, entonces (A, : @ < w;) es una torre. Supongamos que ese no es
el caso, i.e., existe A € P(w x w) tal que A Cy, A, para todo a < w;. Existe
N € w y un subconjunto no numerable I C wy, A(m) C, A,(m) para cada
m > Ny «a € I. Esto significa, que para @ < f ambosen I y m > N con
A(m) #. &, que Ag(m) N Ax(m) #. @ lo cual es una contradiccién.

Ahora, procederemos a la construccién de la torre.

Supongamos que hemos construido A, para cada a < [ con las siguientes
propiedades:

(1) Va < B {& < a: Ag(n) N Ax(n) #. &} es finito para cada n € w,
(2) VE<a{new: Ax(n)\ Ac(n) #. &} es finito,
(3) Ya < B Ag(n) Ci Aa(n) V Ag(n) N An(n) =, 2.
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Supongamos que ( es un ordinal limite y sea 8 = {8, : n € w}. Para
F € [f]*¥ y n € w, decimos que el conjunto {A, : & € F} estd alineado
hasta n si Aa(n) C, A¢(n) para cada & < a € F. Elegimos inductivamente
una sucesién estrictamente creciente {n : k € w} tal que {A,, : n < k} esta
alineado en ny, para cada k € w. Para cada k € w, sea v, = max{a, : n < k},
definimos Ag(ni) € [A,, ()] tal que |A,, (ng) \ Ag(nk)| = w. Claramente
Ap Co. Ay para cada a < By (1) y (3) son claros de la construccién. Para
verificar (2), notemos que

{a < B Aa(ng) N Ag(ng) #4 2} C {a < i 0 Ao(ni) N A, (nk) #4 D}

El cual es finito por hipétesis de induccién. O

Utilizando el teorema anterior y el siguiente lema podemos concluir que
trinx fin = w1.
Lema 3. En el digebra P{w x w)/ fin x fin no existen torres de cardinalidad
w.

Demostracion. Sea (A, : n € w) una familia Cg,-decreciente. Sea ng =
min{n : [Ag(n)| = w} definimos A(ng) = Ao(ng), supongamos que hemos
construido n; y A(n;) para cada j < k sea ngy; = min{n : |[Ag1(n)| =
w AVji<k+1 (A4(n) C Aj(n))} definimos A(ngs1) = Arr1(Tes1)
entonces A € fin x finty A Co, A, para todo n € w. Lo cual concluye la
demostracién. O

Por 1ultimo, cabe mencionar que recientemente Farah a probado varios
resultados acerca de la existencia de grietas de Hausdorff sobre dlgebras de
la forma P(w)/Z, donde 7 es un P-ideal analitico y a probado una gen-
eralizacién del teorema de Hausdorff. A continuacién enuncidremos los dos
teoremas mas importantes obtenidos por Farah.

Teorema 9 (Farah). Ezisten ¢ grietas de Hausdorff cohomologicamente dis-
tintas.

Teorema 10 (Farah). Eziste una grieta de Hausdorff analitica sobre el
dlgebra P(w)/I,.



Capitulo 3

Arboles de Aronsza jn

3.1. Ordenes Lineales.

El punto de partida en el estudio de los 6rdenes lineales es el siguiente
resultado de Cantor el cual caracteriza a los niimeros reales.

Teorema 11 (Cantor). (R, <) es el dnico orden lineal completo, den-
so en st mismo, separable y sin extremos.

En un intento de caracterizar el orden de los ntimeros reales Souslin en
1920 (ver [26]) hizo la siguiente pregunta:

LEs todo orden lineal completo, denso en si mismo, sin extremos
y con la ccc isomorfo a la linea real?

La respuesta afirmativa a esta pregunta es conocida como SH (Souslin’s
Hypothesis), y un contraejemplo a SH es conocido como una linea de Souslin.

Estd es una de las preguntas mas importantes en teoria de conjuntos,
quizé sélo menos importante que la Hip6tesis del Continuo (CH). Asi como
C'H la Hipétesis de Souslin fué muy importante en el desarrollo de la teoria
de conjuntos y topologia durante el siglo veinte. La prueba de que -~SH
se cumple en el modelo de Godel L llevo a Jensen (ver [16]) a considerar
su célebre axioma <. La respuesta afirmativa a SH hecha por Solovay y
Tennenbaum (ver [25]) llevé a Martin a considerar el ampliamente aplicable
Axioma de Martin (ver [9]). Este axioma actuarfa como un prototipo de los
Axiomas de Forcing Propio y de Martin Maximo.

En topologia, esta pregunta tuvo una gran influencia en la relacién entre
separabilidad hereditaria y la propiedad de Lindeldf hereditaria. El tema
serd tratado con mas profundidad en el dltimo capitulo.

25
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A continuacién procederemos con un analisis sistematico de los 6rdenes
lineales y el de encontrar una base para ellos. El caso més simple es el de en-
contrar una base para los érdenes lineales infinitos. En este caso la respuesta
es trivial, ya que w y w* forman la base deseada. El siguiente paso consiste
en encontrar una base para los ordenes no numerables. Antes de proseguir
introduciremos algunas definiciones y caracterizaremos a los tipos reales no
numerables

Por tp(L, <) denotaremos al tipo de orden de (L, <); esto es, la clase
de todos los conjuntos linealmente ordenados isomorfos a (L,<). Si ¢ =
tp(L, <), entonces definimos |¢| = |L| y d(¢) = d(L,<), y denotaremos
por ¢* = tp(L,>). Si ¢ = tp(L,<) y ¥ = tp(K, <) entonces por ¥ < ¢
denotaremos el hecho de que existe un mapeo estrictamente creciente de K
en L. '

Definicién 4. Un tipo de orden ¢ se dice que es un tipo real no numerable
st ¢ < tp(R, <), es decir, si es isomorfo a un subconjunto no numerable de
los nimeros reales.

La siguiente proposicién y su corolario caracterizan a los tipos reales no
numerables.

Proposicién 1. Sea (L,<) un conjunto linealmente ordenado. Entonces
d(L,<) =min{xk : (L, <} es encajable en (P(k),C)}.

Demostracion. Sea k = d(L, <) y sea D un subconjunto de L de cardinalidad
k. Entonces | — (+,{] N D es un mapeo estrictamente creciente de (L, <) en
(P(D),C). Inversamente, supongamos que L es una cadena en (P(k), C).
Para cada a € &, sea d, = [){l : @ € | € L} entonces es facil verificar que
D = {d, : @ < K} es un subconjunto denso de (D U L, C). Por lo tanto
d(L,C) < d(DUL,C) < k. Lo cual finaliza la demostracion. O

Corolario 3. d(L,<) < w s1 y sdlo si (L, <) es isomorfo a un subconjunto
de los niumeros reales. '

Demostracion. Sea < el orden lexicografico sobre P(w). Entonces A C B
implica A < B, y (P(w), =) es isomorfo al conjunto de Cantor. O

Es claro que cada tipo real no numerable ¢ satisface wy,w} £ ¢. Asi que
uno puede preguntarse si todo tipo de orden no numerable i satisface la
siguiente tricotomfa wy < 9, o wf < ¥ 0 ¢ < ¥ (donde ¢ es un tipo real no
numerable). Esto nos lleva a considerar la siguiente definicién.

Definicién 5. Una linea de Aronszajn L es orden lineal tal que

(1) |L| > w,
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(it) wi,wi £ L,
(111) L no contiene tipos reales no numerables.

Es fécil verificar que una linea de Souslin es un contraejemplo a esta tri-
cotomfa, pero como hemos mencionado, la existencia de una linea de Souslin
es independiente de ZF'C'. Sin embargo, las lineas de Aronszajn pueden ser
construidas sin utilizar axiomas adicionales. Existe una clase muy especial de
lineas de Aronszajn, estos son los tipos Countryman definidos a continuacién.

Definicién 6. Decimos que C' es un tipo Countryman si es no numerable
y C? es unién numerable de cadenas. Donde C? tiene el siguiente orden:
(a,b) < (d,e) siysdlosia<dyb<e.

3.2. Arboles.

En esta seccién expondremos la dualidad existente entre drboles y 6rdenes
lineales lo cual nos permitird construir una linea de Aronszajn. Un drbol esun
conjunto parcialmente ordenado (7', <) tal que para cada t € T, el conjunto
(,t) = {s € T : s < t} estéd bien ordenado. Asi que podemos considerar a
los 4rboles como’una generalizacién natural de los ordinales. La altura de ¢
en T, ht(t), es el tipo de orden de (-, t). El a-ésimo nivel de T es el conjunto
To = {t € T : ht(t) = a}. La altura de T es min{a : T, = @}. Como cada.
arbol es un orden parcial bien fundado, podemos introducir los niveles de w;
en la siguiente forma. Si X es cualquier subconjunto de 7' denotemos por
Ro(X) al conjunto de todos los elemementos minimales de T'. Por induccién
sobre a tenemos que

To = Ro(T\ | J{Tp: B < a}).

Para cada € T denotamos 7% = {s € T : ¢t < s}. Un camino en T es una
cadena de T' que es una parte inicial.

Definicién 7. Un drbol de Aronszajn (o un A-drbol) es un drbol con niveles
y cadenas numerables. '

Nuestra construccién de un A-drbol se basa en el concepto de caminos
minimales, este concepto fué introducido por Todordeviév (ver [28]). A con-
tinuacién presentaremos el material bésico concerniente a esta teoria que
seré de vital importancia para el trabajo desarrollado en la tltima seccién
de este capitulo.

Primero definiremos el concepto de C-sucesién. Por una C-sucesion en-
tenderemos una sucesién (C, : @ < wip) con las siguientes propiedades:
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Cat1 = {a} y C, es un subconjunto cofinal en « con tipo de orden w para
cada ordinal limite o > 0.

A cada C-sucesién (C, : & < wy) le asociamos las funciones po, p; definidas
a continuacién.

Definicién 8. La funcién py = po(Co: a0 < wy) : [w1]? — w<¥ es definida
recursivamente como Sigue:

(ICs N a)l) ~ pole, min(Cp \ @)), sic < f
g, sia=p0.

po(a,ﬂ) = {

Aunque la funcién pg es una funcién importante, nosotros sélo la utilizare-
mos como una técnica auxiliar en la pruebas de algunos de los resultados de
este capitulo. '

Definicién 9. La funcidn py = p1(Ca:a <wi) @ [w1]? — w es definida
recursivamente por

méx{|Cs Nal, pi{a,min(Cs \ ))} sia <
0 sia=/3

)

pl(a,ﬂ) = {

Esto es, pi(a, f) es simplemente el entero maximal que aparece en la
sucesién po(a, B).

Definicién 10. (Traza Superior) Si a < (3, entonces definimos Tr(c, [)
recursivamente por
' Tr{a,a) =49,
Tr(o,f) =Tr(a,min(Cs \ @)) U {8}

Utilizando la definicién anterior podemos ver que de manera alternativa,
pi{a, B) es el méximo valor de la forma |C¢ Na| donde ¢ corre sobre T (o, B).
Sea eg(a) = pi{a,B). Nos enfocaremos en la funcién p;. Las propiedades
bésicas de la funcién p; son mencionadas en el siguiente lema.

Lema 4 (Todorcevié¢ [28]). Para cada a < f < w; yn < w,
(a) {€ < a:eq(§) < n} es finito,

(b) {§ < a:ea(§) # es(é)} es finito.
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Demostracion. Sea f < ' < w) yn € wy sea D el conjunto de todos los
a < (3 tales que eg(a) < 7 o tales que eg(a) # ep(a). Es suficiente mostrar
que D no tiene puntos limites. Para esto, supongamos que § < 4. Es fécil
verificar que existe §p < 4 tal que

Tr(a,B) =Tr(a,6) UTr(S,5)

Tr(a,B) =Tr(a,)UTr(,5)

lC’gﬂa|>n

para cada dy < o < 4. Entonces

eg(a) > |CsNal >n,

es(a) = es(a) = eg(a).

- Por lo tanto a ¢ D de esto se sigue que § no es un punto limite de D. [

Del lema anterior se sigue que la sucesién de funciones finito-a-uno
(e : < w)

es coherente en el sentido de que e, =* eg | « para cada o < . El érbol
correspondiente,

T(p1) ={ppla:a<f<w}

es un arbol de Aronszajn coherente.

Ahora describiremos una forma natural de asociarle a cada arbol un con-
junto linealmente ordenado.

Sean T un &rbol y s,t € T, definimos entonces p(s,t) = (-,s) N (-, t).
Claramente p(-, -) tiene la siguiente propiedad:

Lema 5. Si s,t,u € T, entonces Rs;, = {p(s,t), p(t,u), p(u,s)} tiene a lo
mds dos elementos ademds p,q € Ry, implicap C q 0 q C p.

Un nodo de T es una clase de equivalencia de la relaciéon ~ sobre T
definida por s ~ ¢ si (-, ) = (-, ¢). Asi cada nodo N de T es un subconjunto
de algin nivel T,, de T' y en este caso decimos que « es la altura de N en T.
Notemos que para cada t € T, el conjunto de todos los sucesores inmediatos
de ¢t es un nodo, pero en general no todos los nodos son de esta forma. Si p
es un camino acotado de 7', entonces el conjunto

N, = Ro{t € T : s <r t para todo s € p}
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de todos los sucesores inmediatos de p forman un nodo. Inversamente, si N
es un nodo de 7', entonces

p(N)={seT:VteNs<rt}

es el camino de todos los predecesores de N. Es claro que Nyn) = N para
cada nodo N. Si N es un nodo de T y si t € |J{T*® : s € N}, entonces
denotemos por ty al tnico elemento de {s € T: s <t} NN.

Ahora estamos listos para definir la operacién fundamental que nos conec-
ta drboles con ordenes lineales. Sea 7" un arbol y N (T') el conjunto de todos
los nodos de T'. Fijemos para cada N € N(T) un orden lineal <y de N.
Entonces el orden lezicogrdfico < de T inducido por {<y: N € N(T)} es
definido por s < ¢ si y sélo si

(1) S <T, o
(11) S ﬁT t y t ﬁT SY SN <N tN, donde N = Np(s,t)-
Lema 6. < es un orden lineal de T' que extiende a <.

Demostracion. Lo Unico que necesita verificarse es que < es transitivo. Sea
s X tyt = u Sesigue del lema 5 que p(s,t) = p(s,u) o p(s,t) = p(t,u)
o p(s,u) = p(t,u). Consideraremos el caso p(s,t) = p(s,u) ya que los otros
casos son anélogos. Notemos que s >7 u contradice s <ty t < u, por lo tanto
podemos suponer que s y u son incompatibles ya que s <7 v implica s < u.
Sea N = Ny = Nyw). Sity = uy, entonces s y t son incomparables,
por lo que sy < ty = un, v asl s < u. Si ty # up, entonces t y u son
incomparables, p(s,t) = p(s,u) = p(t,u) y ty < uy. Como sy <ty y como’
<n es transitivo, tenemos que sy <y up, por lo tanto s < u. Esto finaliza
la, demostracion. _ O

Estamos listos para probar el teorema principal de esta seccién.

Teorema 12. Cada orden lezicogrdfico de un drbol de Aronszajn es una linea
de Aronszajn.

Demostracion. Sea T un érbol de Aronszajn y sea < un orden lexicografico
de T. Sea ¢ = tp(T, <). Tenemos que probar que w;,w} £ ¢ y que ¢ no
contiene tipos reales no numerables. Primero probaremos que w; £ ¢ (el
caso w} £ ¢ es andlogo). Supongamos lo contrario i.e. existe B C T tal que
tp(B, <) = w;. Como los niveles de T son numerables, para cada o < w;
podemos encontrar t, € T, tales que {s € B : t, <7 s} es no numerable. [
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Para finalizar quiero mencionar los dos resultados més importantes sobre
6rdenes lineales. Estos resultados fueron obtenidos por Moore a principios de
este aflo (ver [22]).

Teorema 13 (Moore). PFA implica que los ordenes lineales no numer-
ables tienen una base formada por los siguientes cinco elementos: wiy, wj, un
tipo real no numerable, C y C*, donde C es un tipo especial de arboles de
Aronszajn conocido como Countryman.

Teorema 14 (Moore). Es consistente que wy sea el unico tipo de orden
minimal.

3.3. Principios de Adivinanza.

Una variante de una pregunta de Juhasz cuestiona si el principio de adiv-
inanza & implica la existencia de un arbol de Aronszajn no especial. Moti-
vados por esta pregunta, en el articulo Some Remarks on Non-Special Aron-
szajn Trees investigamos cuando un arbol de Aronszajn coherente asociado
a la funcién p; de Todorcevi¢ (see [28]) es no especial.

Para lograr esto, definimos los principios % y %1, ¥ sus versiones débiles
correspondientes w¥o ¥y w¥;. Los principios % y % son suficientemente
fuertes para construir arboles de Aronszajn coherentes no especiales. To-
dos estos principios son débiles en el sentido que todos son consistentes con
M A, centerea Y algunos de ellos son fuertes en el sentido de que no se siguen

de ¢. .

Definicién 11. Los principios *fl,w*l, Yo, wko son definidos como sigue:

%o Eziste una C-sucesidn (Sy :

a € w) tal que para cada ¢ : A — w
existen a, 8 € A tales que p(a) = ¢(B), '

SgNal Sy yaeSs.

w¥ko Eriste una C-sucesion (S, @ o € wi) tal que para cada ¢ : A — w
existen a, § € A tales que ¢(a) = ¢(B) y a € S;.

%1 Eziste una C-sucesion (Sa : a € wy) tal que para cada conjunto esta-
cionario S existen o, B € S tales que SgNa T S, y o € Sp.

wyy Eriste una C-sucesion (S, : o € wy) tal que para cada conjunto esta-
cionario S ezisten o, B € S tales que a € Sp.

Lo siguientes dos teoremas muestran la relevancia de los principios de
adivinanza %o y %i.
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Teorema 15. % implica que existe un drbol de Aronszajn coherente no
especial.

Demostracion. Sea T = T(p;) el arbol de Aronszajn coherente construido
de una Jeo-sucesion (S, : a < wy) i.e. pr = p1(Sy + @ < wy). Para probar el
teorema es suficiente verificar que el conjunto A = {p1o : @ € A} C T no
es una unién numerable de anticadenas. Dada una particién ¢ : A — w de
A, definimos una nueva funcién ¢ : A — w por @(a) = ¢(p1s) para cada
a € A. Se sigue, utilizando ¥, que existen o, 8 € A tales que @(a) = ¢(F),
SgNa C S,y a € Ss. Entonces veamos que p1o C p1g. Sea {€x 1 k < n} la
enumeracién creciente de Sz N a. La prueba procede por casos:

Caso 1. Si ¢ € [0, &) entonces po(€,8) = (0) ~ po(£, o). Como SgNa &
Se 1o mismo se cumple para po(€, @). Entonces se sigue de la definicién de p;
que pl(g) a) = pl(gaﬁ)

Caso 2. 51§ € (&, &k+1] entonces po(€, B) = (|SpNé]) ~ po(§, min (Sp \ £)).
Sin embargo, SgNa C S, implica que zx,; = min (Sg\ &) = min(Sx \§) y
1Ss N | = [SaN €] s0 pi(€,08) = p1(§, ).

Caso 8. Si ¢ € (£, ) entonces po(§, 8) = (n) ~ po(§, @), ¥y po(§, @) =
(|SaNEly ~ po(&, min (S, \ €)). Sin embargo, como SsNa E S,, n < [SaNE|
tenemos que p1(§, @) = p1(¢, B)-

De aqui se sigue que V€ < a (p1a(§) = pp(§)). Lo cual concluye la
demostracién. O

Recordemos que A C T es una anticadena estacionaria si {ht(t) : t € A}
es estacionario en w;.

Teorema 16. sk implica que existe un drbol de Aronszajn coherente T' sin
anticadenas estacionarias.

Demostracion. Sea T = T(p;) el arbol de Aronszajn coherente construido
de una Jrj-sucesién (S, @ @ < wy) i.e. p1 = p1(Ss : @ < wy). El resultado
se sigue utilizando el mismo argumento del teorema anterior y la siguiente
afirmacién.

Afirmacién. T tiene una anticadena estacionaria si y sélo si el conjunto
{p1a : @ € w1} tiene una.

Procedamos a probar la afirmacién. Sea A = {t, : @ € S} una anticadena,
estacionaria en T'; podemos suponer que |7, N A| = 1 y ht(t,) = o para
cada o € S. Notemos que S es un conjunto estacionario. Para cada t, € A
existe F, € [a|< tal que to(§) = p1a(€) para todo & € (a\ F,). Por el
pressing down lemma, podemos encontrar un conjunto estacionario S’ € S
tal que F, = F para todo a € §’. Usando nuevamente el pressing down
lemma podemos encontrar un estacionario S C §’ tal que to | F = tg [ F
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para cada o < § € S. Entonces Voo < B € S existe £ € (o \ F) tal que
ta(€) # tp(£). Esto implica que ta(§) = p1a(§) # p15(§) = tp(£). Asf que
{p1a : @ € S} es una anticadena estacionaria en {p1o : @ < wi}, y esto
finaliza la demostracién. O

Como hemos visto, los principios % y % implican la existencia de
arboles de Aronszajn no especiales. Para obtener un mejor entendimiento
de estos principios los compararemos con algunos principios bien conocidos
en teoria de conjuntos. Las relaciones encontradas se encuentran contenidas
en el siguiente diagrama.

<>+
% wk —\—> =
|
%o wko —> "MA(w)
|
Existe un NSTA -

N ST A es una abreviacién para non-special Aronszajn tree. Como lo mues-
tran los siguientes teoremas todos los principios son relatlvamente consis-
tentes con ZF'C e incluso con M A, —centered-

Teorema 17. Si V[G] es la extension genérica obtenida por agregar un inico
real de Cohen entonces V|G| = %.

Demostracion. De ahora en adelante supongamos que ¢ : w — [w]<¥ es un
real de Cohen genérico y e, : @ — w (@ < wj) es una sucesién coherente
de funciones finito-a-uno. Sea (C, : @ < w;) una C-sucesién arbitraria. Mo-
dificaremos esta C-sucesién a una C-sucesién (S, : @ < wy) en la siguiente
manera:

Sa ={¢ <a:Ca(n) € < Caln+1), €al§) € c(n)},

donde C,(0) = 0y C,(n) es el n-ésimo elemento de C,, para 0 < n < w. Como
las funciones €, s son finito-a-uno o0t(S,) = w. Veamos que (S, : & < wq) es
una Y;-sucesién. Supongamos que A es un subconjunto estacionario de w.
Notemos que si A es estacionario en V[G], entonces existe un estacionario
Ap € V tal que Ay C A. Asi que sin perdida de generalidad podemos suponer
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que A € V. Fijemos p € Fn(w, [w]<¥) con dom(p) € w, usando el Presing
Down Lemma podemos encontrar un conjunto estacionario S C A tal que
Sa coincide con Sg en todos los lugares decididos por p para cada o, 5 € S.
Elijamos un £ tal que ot(f N S) > w, ahora escojamos a € S en tal forma
que Cg(ng) < a < Cg(ng + 1); donde dom(p) < no. Sea g definido por

p(n) si n € dom(p)
qg(n) =<2 s dom(p) <n <mny
{a} si n=nyg;

entonces ¢ I “SgNa C S, a -

Corolario 4. % (y por lo tanto también vko, w¥ko y wik ) son relativamente
consistentes con M Ay_centered-

Demostracion. Sea V un modelo de M A y P un forcing que agrega un real de
Cohen. Por el teorema anterior si G es un filtro [P-genérico entonces M[G] =

% y por el teorema de Roitman (ver [2]) la extensién M[G] = M Ay—centered-
_ O

El hecho que después de agregar un real de Cohen existe un arbol de
Aronszajn coherente no especial fué observado por B. Ko6nig en [18]. Las si-
guientes proposiciones nos dan algunas relaciones entre ¢ y ¢+ con nuestros
principios de adivinanza.

Proposicién 2. { implica w¥o.

Demostracion. Sea (s : & € wy) una {$-sucesién la cual adivina elementos
de wy (i.e. Yo € w*). Definimos X, = {n : ¢;!(n) es cofinal en o} para
cada ordinal limite «. Para cada a € A elegimos un subconjunto S, C «
de tipo de orden w tal que S, N ¢.'(n) es cofinal en « para todo n € X,,.
Veamos que la C-sucesién (S, : @ < w;) tiene las propiedades requeridas.
Dada ¢ : A - w. Sea X = {n € w: ¢~ }(n) es cofinal en w,} y C = {a :
Vn € X (p~!(n) es cofinal en «)}. Es f4cil ver que C es un club en w;. Sea
So=méx{o'(n):ng¢ X}+1yS={a:p,=¢[a} Escojamos cualquier
B e CnSnié,w) entonces p(f) = ng € Xp. Se sigue de las propiedades
de S que existe a € Sg tal que p(a) = no. a

Proposicién 3. {* implica w;.

Demostracion. Sea (A : @ € wi) una {t-sucesién. Para cada «, sea S, C «
una sucesién de tipo de orden w tal que S, N A # & para cada A € A,
(esto se puede hacer facilmente por induccién). Veamos que (S, : @ € wy)
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es una w-sucesiéon. Dado un conjunto estacionario .S, existe un club C
tal que Va € C (SNa € A,). Escojamos cualquier 5 € (C' N .S) entonces
SN (SN P) # @, ahora elijamos a € SgN (SN G). Entonces o, € Sy
(O AS Sg. O

El siguiente teorema es uno de los resultados centrales de esta seccidn,
y nos muestra que existen algunas limitaciones para generalizar las proposi-
ciones anteriores.

Teorema 18. { no implica wy.
Para probar el teorema necesitamos los siguientes lemas.

Lema 7. Para cada C-sucesion (S, : a € w)) existe a tal que VB > «, {v:
(Sy\ @) NG = B} es estacionario.

Demostracion. Procederemos por contradiccién. Tenemos que para cada o
existe f(a) y un club C, tal que (S, \ &) N f(e) # O, para cada v € Ci.
Escogemos o € w) y definimos a1 = B(an). Sea € € )¢, Ca,, més grande
que a = sup{a, : n € w} . Como S¢ intersecta cada intervalo [, @ny1), @
es un punto de acumulacién de Sg, asi que el tipo de orden de S; es mayor
que w, lo cual es una contradiccién. , O

El siguiente lema es un hecho bien conocido.

Lema 8. 1. [Iteracion con suporte numerable de o-closed forcings es o-
closed.

2. Cada o-closed forcing preserva .

Prueba del teorema 18. Para cada C-sucesién C = (C, : & € wy), definimos
el orden parcial P¢ donde

Pe={pe2:acp™(l), Canp(1)=ayp|a=0}

Aqui a¢ es el a encontrado en el lema 7 correspondiente a la C-sucesién C,
y el orden es por extensién.
Afirmacién 1. P¢ es un o-closed forcing.

Sea p,, una sucesién decreciente de condiciones en P¢ y sea p,, = Unew D
Claramente, p, € 2<“! y p,, | a¢ = 0. Supongamos que existen «, 3 € p;(1)
tales que o € Cp ie. CgNp,'(1) # @. Entonces existen n,m € w tales
que o € dom(p,) y B € dom(pn); pero esto implica que o, 8 € phn(1) y
CsNp;L.(1) # @, lo cual es una contradiccién.

Afirmacién 2. P¢ fuerza que C no es una wk1-sucesion.
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Sea fo la funcién Pc-genérica y S = p~!(1). Para ver que C no es un
testigo para w¥; en M[G] es suficiente demostrar que S es estacionario
en M[G]. Sea C un nombre para un club y p € P¢ una condicién tal que
p I+ “Ces un club”. Por el lema 7, podemos encontrar una sucesién My C
M, C ... C M, C ... de submodelos elementales numerables de H(6); para
algtin 9 suficientemente grande, tales que p, (Cq : & € w;),C € My y més
aun, (Cs, \ ac) Ndom(p) = @, donde 6, = M, Nw;. Podemos suponer que
On € Mpyy. Sea M, = U, ¢, Mn y § = M, Nw;. Construiremos una sucesién
pn de condiciones tales que sy < Pn, o IF “6, € C7, p{(L)NCs =D y
pn € M, por recursién como sigue:

Sea £y = méx(Cs N &), y extendamos p a una condicién ¢ = p U {(¢,0) :
a € [dom(p), o]} Notemos que ¢ € My. Como My[G] = “C es a club” existe
Mo € wi N My ypo € PeN My,po < g tal que po IF “ng € C”.

Para el paso inductivo supongamos que hemos construido py para £ <
n con las propiedades requeridas. Escogemos &,4+1 < 0,41 tal que &40 >
méx(Cs N 6n41). Entonces ¢ = p, U {(,0) : & € [dom(pn),&nt1] € Mut1 €s
una condicién. Como ¢ IF “C es un club” existe Mny1 < dp41 y una condicion
q > DPny1 € Mn+1 tal que€ Pn+1 I+ “77n+1 e C”.

Finalmente, sea
= U paU{(6,1)}.

new

Notemos que p,, es una condicién ya que p;*(1) N Cs = @. Como p, < pn
para todon € w, p, IF “{n, :n € w} C C”. Como § = SUpnewy ¥ debido a
que C es un nornbre para un club p, IF “6 € SNC. Asi que S es estacionario
y la afirmacién 2 se sigue.

Sea V' = L y construyamos una iteracién con soporte numerable P =
(Pa, Qo : & < wy) tal que IFp, “Qa = P, para alguna C-sucesién C”. Por
un argumento estdndar de book-keeping podemos asegurarnos que todas las
C-sucesiones en los modelos intermedios aparecen en alguna iteracién. Sea
G P-genérico. Como cada C-sucesién C en M[G] tiene un P,-nombre para
algin a < wsy, y en algln paso 8 < wy tenemos que Qg = [P; entonces C no
es una wyi-sucesiéon. Asi que M[G] = ~w¥ y por el lema 8. M[G] = .

Por ultimo mostraremos que ninguno de nuestros principios es consistente
con MA,,.

Teorema 19. M A(w;) implica ~w¥.

Demostracion. Sea (Cy : & < wy) una C-sucesién. Definimos

P={p: A—w:A€[A]% (Va<p)(pla)=pB) — a¢Cy)



3.3. PRINCIPIOS DE ADIVINANZA. 37

ordenado por la inclusién inversa. Es facil verificar que, si fg es la funcién
genérica, entonces fg esta definida sobre A y fuerza que (C, : @ < wi) no es
una wykrp-sucesion, para asegurar ambas propiedades nosotros necesitamos
intersectar sélo w; conjuntos densos. Para concluir la prueba es suficiente
verificar que:

Afirmacién P es un orden parcial con la c.c.c..

Supongamos que {p, : @ € w;} es una anticadena: Por un argumento
tipico usando A-sistema, podemos suponer que sus dominios forman un A-
sistema con raiz r, tales que existe N € w con |dom(p,)| = N para todo
o € wy y todo las funciones coinciden sobre r. Més aun, podemos supon-
er que dom(p,) N dom(py) = @ para todo a, € wy, y méx(dom(p,)) <
min(dom(pg)) si & < B. Ahora, sea dom(pu.n41) = {&1, .., En}. Como pun+1
es incompatible con p, para cada @ < w-N+1, (Ufil Le,)Ndom(pa) # @ para
cada o < w- N + 1. Entonces por el principio de casillas existe ¢ € w tal que
ot(Lg,) > w+ 1. Sin embargo, esto contradice el hecho de que (C, : @ < wy)
es una C-sucesién. O

Para finalizar, quiero mencionar algunos problemas abiertos que surgieron
de nuestro articulo.

Preguntas 1. 1. jwy implica %1 ?
2. swyko implica %o ?

3. s implica %o ?
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Capitulo 4

Espacios Topologicos Candnicos
de Cardinalidad wq

4.1. El espacio w; con la topologia del orden

Como hemos visto anteriormente w; tiene un papel preponderante en
las construcciones que hemos realizado, ya que en la mayoria de los casos
estas no se pueden generalizar a cardinales arbitrarios sin utilizar axiomas
adicionales de la teorfa de conjuntos. Por lo cual, no es de extranarse que el
espacio w; mismo con la topologia del orden sea una rica fuente de ejemplos
y contraejemplos en topologia general. A continuacién veremos algunas de
las propiedades més importantes de este espacio.

Teorema 20. (a) Elespaciow;+1 es compacto y no secuencialmente com-
pacto,

El espacio w tiene las siguientes propiedades:
(b) es hereditariamente normal,

(c) es pseudocompacto, tiene una Unica compactacion, no es perfectamente
normal.

- Demostracion. (a) Claramente, este espacio es Hausdorff. Sea {U}ses una
cubierta abierta de w; + 1 y sea A el conjunto de todos los & € (w; + 1)
tales que el intervalo [0, a] esta contenido en un ndimero finito de Uls. Es
suficiente mostrar que (w; + 1) \ A es vacié. Supongamos que este no es el
caso, sea ap = min((w; + 1) \ A). Digamos que g € Us,; como ag > 0 existe
a < ag tal que (a,ap) C U, se sigue de la definicién de «p que, o € A,
0,a] C Ui, Us, para s; € S. De esto se sigue que [0, a0] C >, Us,, lo cual
es una contradiccién. Como w; € cly,41(w1) ¥ cof(w1) = w; tenemos que

39
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ninguna sucesion en w; converge a wy, es decir, w; + 1 no es secuencialmente
compacto.

(b) El espacio w; es normal ya que si A, B son dos subconjuntos cerrados
ajenos entonces cly,1(A), cl,,+1(B) siguen siendo ajenos. Esto se sigue del
hecho de que solo uno de ellos puede ser un club (ya que cualesquiera dos club
se intersectan). Notemos que si A C w; entonces si A es numerable este es
homemorfo a un subconjunto de los nimeros reales, y por lo tanto normal, y
si A es no numerable entonces A es homeomorfo a w; y por lo tanto también
es normal. Por lo tanto, hemos probado que w; es hereditariamente normal.
(c) De hecho este espacio posee una caracteristica mds fuerte y es el hecho que
toda funcién continua f : w; — R es eventualmente constante. Mostremos
este hecho. Sea f : w; — R continua, paracadan € wy paracadaa € (A\{0}
existe B(a) < a tal que |f(§) — f(a)| < 1/n para cada £ € (B(a), . Por el
pressing down lemma, existe S estacionario y G, tal que 8(a) = 5, para todo
a € S. Como S es cofinal esto implica que |f(¢) — f(Bn + 1)| < 1/n para
todo £ > Bn. Sea 8 = suppe.fBn + 1 se sigue que |f (&) — f(B)| < 1/n para
todo n € w y para todo £ > B. Por lo tanto f(£) = f(f) para todo £ > .
De esto se sigue que toda funcién continua f : wy; — R se puede extender
continuamente a todo w; + 1 i.e. w; + 1 es la unica compactacién de ws.
También, se sigue de esto que no existe una funcién continua f:w; — R tal
que A = f71(0) de esto obtenemos que w; no es perfectamente normal. O

En resumen w; es un ejemplo de un espacio hereditariamente normal,
primero numerable, numerablemente compacto no compacto y no perfecta-
mente normal, y con una Unica compactacién. _

Otro espacio importante de cardinalidad w; que existe es un A-conjunto.
Este es un subespacio de R con cardinalidad w; con la propiedad de que
todos sus subconjuntos numerables son Gj.

Teorema 21. Existe un A-conjunto de cardinalidad b.

Demostracion. Sea X = (f, : o < b) tal que fo <, fgsia <  una familia no
acotada en w”. Mostraremos que X es un A-conjunto. Para g € X definimos
X,={f€ X:f<,g} Tenemos que

VA € [X]* 3ge X [AC X,]

ya que <, ordena a X en tipo de orden b el cual es un cardinal regular. Por
lo tanto para mostrar que X es un A-conjunto es suficiente verificar que X
es G5 para todo g € X. Sea g € X entonces

X,={feX: f<.g}=X\{few :g< f}
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=X\ {few :Fkewvn>k[f(n)>gk)]}
=X\ |J{few: f(n) > g(n)}

newk>n

Esto muestra que X \ X, es un Fj. O

Observemos que cualquier subconjunto no numerable de un A-conjunto
es un A-conjunto, de esta observacién obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 5. FEziste un A-conjunto de cardinalidad w.

4.2. Un conjunto meager numerablemente den-
so homogéneo.

Un espacio topoldgico separable X se dice que es numerablemente denso
homogéneo (CDH) si para cualesquiera dos densos numerables D, D' C X
existe un homeomorfismo h: X — X tal que h[D] = D'

Recordemos que un conjunto de los reales es un A-conjunto si todos sus
subconjuntos numerables son relativamente Gy, de esto se sigue que este
espacio no puede ser completamente metrizable. El teorema 22 y esta obser-
vacién resuelven los problemas 390 y 389 de [8]. La. construccién de un espacio
CDH que no es completamente metrizable necesariamente utiliza el axioma
de eleccién. En [13] se demostrdé que asumiendo condiciones suficientes sobre
grandes cardinales todo espacio CDH en L(R) es completamente metriz-
able. Nuestra prueba del teorema 22 utiliza el teorema de completitud de
Keisler para la légica Li,.(Q) (ver [17]), y el propésito secundario de este
capitulo es dar a conocer un método mds general para probar la absolutez
de subconjuntos no numerables de los reales con propiedades descritas usan-
do conjuntos Borel como parametros. Nuestro objetivo central en estd y la
siguiente seccién, es demostrar el 31gu1ente teorema.

Teorema 22. Eziste un subespacio X de los reales numerablemente denso
homogéneo de cardinalidad wy. Mds aun, podemos elegir X de tal forma que
sea un A-conjunto.

Todos los resultados de estd y la siguiente seccién son extraidos de nuestro
articulo A Countable Dense Homogeneous Set of the Reals of Size wy.

Recordemos que cada subespacio compacto cero-dimensional de R sin
puntos aislados es homemorfo (incluso isomorfo como ordene lineal) al con-
junto de Cantor.
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Lema 9. FEziste un subconjunto F, no numerable F' de R que contiene a
los nimeros racionales Q y una relacion de equivalencia F, E C F x F
con clases de equivalencia densas numerables en R, tal que para cada denso
A C Q existe un homeomorfismo h : F — F' tal que:

1. HQl =
2. h(z)Ezx para cadax € F.

Demostracion. Sea F' = QUDULJ, ¢, Fr, donde Q y D son dos subconjuntos
densos numerables de R ajenos y {F, : n € w} es una familia ajena por pares
de copias de conjuntos de Cantor ajenas de Q y D y tales que cada abierto
no vacié contiene alguno de los F!s. Denotemos por C al conjunto de todos
los subconjuntos relativamente cerrado abiertos de los conjuntos de Cantor
F!s. Para cada pareja U,W € C fijemos un homeomorfismo estrictamente
creciente hyw : U — W entre U y W. Sea F la familia de todas las composi-
ciones finitas de funciones del tipo hyw y sus inversos. Entonces definimos
zFEy siy sblosi z,y € QU D oy = h(x) para algin h € F. La relacién F es
claramente una relaciéon de equivalencia con clases densas y numerables y es
F; por ser unién numerable de compactos.

Sea A C Q denso. Enumeremos C como {A, : n € w}, Q como {qg, :
n € w}, D como {d, : n € w}, DUQ como {¢, : n € w}y A como
{an : n € w}. Usaremos el argumento de zig-zag de Cantor para construir
el homeomorfismo A como una unién creciente de homeomorfismos parciales
hn,n € w tales que, para cada n € w:

1. h, extiende a hn_l,

2. dom(h,) consiste de un subconjunto finito de QU D y una unién finita
de elementos de C,

3. ran(h,) consiste de un subconjunto finito de Q U D y una unién finita
 de elementos de C,

4. h, restringida a dom(h,) \ (QU D) es Cublerta por una cantidad finita
de elementos de F,

5. ha(q) € A para cada ¢ € Q Ndom(h,),

6. hn(d) € DU(Q\ A) para cada d € D N dom(hy,),

7. {gn - m<n}U{dn:m n}uU{A :m < n} C dom(hy),
8. {am:m<n}U{em:m <n}UU{An:m < n} C ran(ha).
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Entonces h = .. hn es el homeomorfismo deseado. O

new

Recordemos que si E es una relacién de equivalencia entonces un conjunto
X se dice que es E — saturado si para cada tEy tenemos que z € X siy
solo siy € X.

Lema 10. Supongamos que Q,D,F,E y F son como en el Lema 9 y su
prueba. Si X C F es un subconjunto E-saturado tal que para cada subcon-
junto numerable B C X existe un conjunto E-saturado A C X que contenga
a B y un homeomorfismo h : X — X satisfaciendo h[A] = Q, entonces X es
numerablemente denso homogéneo.

Demostracion. Fijo un subconjunto denso numerable B de X. Sea g un auto-
homeomorfismo de X tal que g~![Q] es un conjunto E-saturado conteniendo
a B. Entonces A = g[B] es un subconjunto denso de Q. Por el Lema 9 existe
un autohomeomorfismo h de F' tal que h[Q] = A y h(z)FEz para cada z € F.
Por lo tanto A [ X es un autohomeomorfismo de X. Entonces H = h='oyg
es un autohomeomorfismo de X tal que H[B] = Q como es requerido. O

4.3. Absolutez

La légica L, . (Q) es una extensién de la 16gica de primer orden obtenida
por agregar las siguientes reglas sintacticas. Si ¢, (n € N) son férmulas y el
conjunto de todas las variables libres en algunas de estas férmulas es finito,
entonces ., ¥ es una férmula. Si ¢ es una férmula, entonces también
lo es Q(z)p. La semdntica para A ., ¢n es definida en el sentido obvio,
X E N,eco @nla) sty sélo si X k= ¢,(a) para cada n € N. La interpretacién
para Qz es existe una cantidad no numerable, y definimos X = Qzp(z,a)
si y sélo si el conjunto de b € X tales que X = ¢(b,a) es no numerable.
(Aquf X denota el universo de X, y a es un elemento de X.) Cuando Qz es
definido en esta forma decimos que X es un modelo estdndar.

El lenguaje L, (@) es mucho més expresivo que la légica de primer
orden, sin embargo retiene muchas de las propiedades de esta. Las férmulas
en L,,,(Q) pueden ser codificadas por drboles numerables bien fundados y
las demostraciones son arboles numerables bien fundados. La completitud de
esta légica con respecto a un nimero finito de axiomas y reglas de inferencia
fué demostrada por Keisler (ver [17]). Es bien conocido que el teorema de
Keisler es una forma usual para demostrar que la existencia de ciertos objetos
de cardinalidad w; es absoluta entre modelos de ZFC (ver [17],[6]).

Sea LB (Q) la extensién del lenguaje L,,.(Q) permitiendo predicados

wiw

Borel en el siguiente sentido. Para conjuntos Borel A4, C R* (n € N) y
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funciones Borel f, : (R)"» — R,(n € N), tenemos simbolos de relaciones
y funciones A, y f, de la aridad correspondiente, y para b, € R(n € N)
tenemos simbolos de constantes b,(n € N). También agregamos un simbolo
n-ario de predicado R.

Si ¢ es un oracién de L
universo X) es correcto si

B

wiw

(Q), decimos que un modelo X de ¢ (con

1. R es interpretado como RN X,

2. Cada A, es interpretado como A, N X%, cada f, es interpretado como
fn I X' cada b, es interpretado como b, y

3. Si A, es numerable entonces A, C X.

Teorema 23. Una LE (Q)-oracidn o tiene un modelo correcto cada vez que
tiene un modelo correcto en alguna extension de forcing VF del universo V.

Més aun: Una LE (Q)-oracién ¢ tiene un modelo correcto si y sélo si
tiene un modelo correcto en alguna extensién de forcing V¥ del universo V.
Ver observacién 2.2.

Pospongamos la prueba del teorema 23 un momento. Fija una LE ,(Q)-
oracién . Le asociamos una L, (Q)-oracién ¢™ a . Trataremos el caso
cuando ¢ involucra iinicamente un predicado para un conjunto Borel, A C R.
Utilizando un argumento estandar via cédigo extendemos el resultado al caso
general. Primero, el lenguaje de ¢ es expandido agregando los nuevos simbo-
los Q,{cq: q € Q} y <. Sea 1y la conjuncién de las oraciones proponiendo

la siguiente:
L (V2)Q(z) & V, = cy

cp<cg & p<g,

/\qu R.(Cp),
< es el orden lineal de la interpretacién de) R,
Rz)AR(y) = (F2)(Q(z) A ~(z < z &y < 2)).

(La ultima clausula dice que los racionales son densos en <.) Ahora pode-
mos definir una férmula () por recursién sobre la complejidad Borel de
A. Si A es un conjunto abierto, entonces puede ser escrito como una unién
de intervalos racionales | J, o, (p(n), q(n)), y sea () V,co(Cpn) < ZACqm)-
Si * ha sido definido, sea ¥®\4(z) —*(z). Si 94" ha sido definido, sea
phiecapnin () Ao, ¥*". Obtenemos ¢! de ¢ por reemplazar cada ocurren-
cia de A por %, y finalmente definimos ™ como ! A 1.

Lo siguiente es ahora obvio.

A o
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Lema 11. Una LB ,(Q)-oracidn ¢ tiene un modelo correcto si y slo si o™
tiene un modelo estdndar.

Prueba del teorema 23: Por el lema anterior ¢ tiene un modelo correcto si
y sélo si oM tiene un modelo estdndar. Por el teorema de completitud de
Keisler para L, (Q) (ver [17]), ™ tiene un modelo estidndar si y sélo si no
existe una prueba de —¢. Sin embargo, una prueba para —¢, siendo un arbol
bien fundado sigue siendo una prueba en la extensién.

Observacién 2. Para ver que el inverso del teorema 28 se cumple, notemos
que si M tiene un modelo X en V entonces X es un modelo débil (ver [17])
de M en VP, y nuevamente por el por el teorema de completitud de Keisler
dM tiene un modelo estdndar en VP también.

En el siguiente lema A, B, C, D son simbolo-un-arios de relacién, h es un
simbolo n-ario de funcién y f es un simbolo binario de funcién. Decimos que
una propiedad es ezpresable en LE (Q) si existe una oracién de L2 ,(Q) tal

wyw

que en cada uno de sus modelos correctos las interpretaciones A, B, C, D, f, h
de estos predicados satisface la propiedades enunciadas. Un orden lineal es
tipo wy si es no numerable y cada uno de sus segmentos iniciales es numerable.

Lema 12. Las siguientes propiedades son expresables en LE ,(Q).

1. A es numerable,

una relacion binaria < es orden lineal tipo wy,

h: A — B es una funcién suprayectiva,

h:A— B es una funcidn continua,

h: A — B es un homeomorfismo,

h: A — B y satisface h|C] = D,

f(z,:): A — B es un homeomorfismo para cada z,

z esta en la cerradura de A,

© 2 N S & A L

A es un subconjunto denso de B,

I~
S

A es un subconjunto relativamente abierto en B,

~
~

A es un subconjunto relativamente G5 de B,

~
]

B tiene un subconjunto denso numerable K que es relativamente Gs en
B

’
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18. X es E-saturado, para una relacion de equivalencia Borel E cuyas
clases de equivalencia son numerables.

Demostracion. (3) y (6) son definibles en en l4gica de primer orden, y (1) v (2)
se definen directamente utilizando Qz. Para (4), (5) y (8) s6lo necesitamos
observar como tenemos un modelo estdndar de LZ (Q), cuantificadores tales
como (Ve > 0)(36 > 0) son evaluados correctamente. (7) es inmediato de los
anterioreses, y (10) v (9) son inmediatos de (8). Para (11), introducimos
nuevos predicados A,(n € N) y requerimos que cada A, sea un conjunto
relativamente abierto en By A =), An. Para probar (12), agregamos un
predicado para A y entonces usamos (1), (11), (2) y (9). Sea E como en
(13). Es bien conocido que existen funciones Borel f,(n € N) tales que zEy
si y sélo si (In)z = fa(y), por lo tanto para (13) tdnicamente necesitamos

agregar nombres para f,(n € N) a nuestro lenguaje. i

Cabe mencionar que no podemos utilizar el teorema de completitud de
Keisler para extender L, (Q) de tal forma que incluya conjuntoanaliticosos
como predicados. Més dun, esto no es posible bajo ninguna interpretaciéon
de estos predicados a menos que utilicemos algunas hipotesis sobre grandes
cardinales. Por otro lado, si existe una clase de cardinales de Woodin entonces
el andlogo del teorema 23 se sigue permitiendo predicados universalmente
Borel.

Prueba del teorema 1 Supongamos que Q, D, E,F y F = {g, : n € w} son
como en el 9 y su prueba. Por el lema 1.2 existe un conjunto F-saturado no
numerable X C F con un orden lineal tipo <, w; tal que:

1. Cada F-clase de equivalencia es un intervalo en <,
2. Existe una funcién H : X x X — X tal que para cada z € X:

(a) H(z,-) es un autohomeomorfismo de X,

(b) H(z,y) € Qsiysdlosiy<z.

tal X sers numerablemente denso homogéneo. Por el lema 2.3, la existen-
cia de X y H puede ser expresada en el lenguaje LZ (Q), y por el teorema
2 es suficiente mostrar que tal X existe en alguna extensién de forcing. Para
asegurarnos que X es no numerable forzaremos con ordenes c.c.c.. En [1]
fué probado que si {Cp : @ < wi1} y {Ds : @ < wy} son dos familias ajenas
por pares de subconjuntos densos numerables de R entonces excite un or-
den c.c.c. que agrega un homeomorfismo A : |, <w; Ca — U, <w, Pa tal que
h|Cs] = D, para cada o < wy. Por lo tanto, si elegimos cualquier w-sucesién

de clases de equivalencia tales que QUD es la primera clase y bien ordenamos
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su unién X en tipo de orden w; entonces un orden c.c.cestdndarar tal que
MA,, sesiga en la extension agrega H con las propiedades requeridas. Como
Q@ es relativamente G5 en F', es denso numerable y relativamente G5 en X se
sigue de que X es CDH que, X es un A-conjunto.

4.4. L-espacio.

Como mencionamos en el capitulo 2 la hipotesis de Souslin tuvo un gran
impacto en el desarrollo de la topologia. En este capitulo estaremos interesa-
dos en la conexién de la separabilidad hereditaria y la propiedad de Lindelof
hereditaria. Un corolario de'Kurepa en 1935 (ver [20]) es que un contraejem-
plo al problema de Souslin (i.e. una linea de Souslin) es un espacio heredi-
tariamente Lindelof pero no separable. Después Hajnal y Juhasz hicieron la
siguiente pregunta (ver [10]):

Ser hereditariamente separable implica ser hereditariamente Lindelof en la
clase de espacios regulares.
Ser hereditariamente Lindelof implica ser hereditariamente separable en la
clase de espacios regulares.

Como es costumbre, la respuesta positiva a estas preguntas es denotada
por (S) y (L) respectivamente y contraejemplos a (S) y (L) son conocidos
como Sy L espacios. :

En los principios de los setentas y principios de los ochenta hubo un
esfuerzo considerable por resolver estos problemas y tratar de entender la
relacién entre ellos. A finales de los setenta hubo varias construcciones de S
y L espacios con propiedades adicionales utilizando varios principios de teoria
de conjuntos. Por otro lado, hipotesis relacionadas con (S) y (L) empezaron a
aparecer inesperadamente en problemas aparentemente no relacionados como
el problema de Katétov. Sin embargo, aun no estaba claro si (S) y (L) eran
consistentes con ZF'C o si eran equivalentes.

No fué hasta los ochenta cuando Todoréevi¢ demostro el siguiente celebre
teorema.

Teorema 24 ( Todoréevié [30]). PFA implica (S). Mds aun (S) es rela-
tivamente consistente con ZFC.

Teorema 25 ( Todorcevié [30]). Es relativamente consistente con ZFC
que (S) se cumple, (L) falla y M A(w,).

A pesar del optimismo que se tenia en ese entonces (L) y la pregunta sigu-
iente permanecieron abiertas y sin progresos considerables por dos décadas.
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Es consistente que para cada ¢ : [w1]2 — 2, existen A, B C w; no nu-
merables y 7 < 2 tal que ¢(a,) = i para cada o < [ talesque a € Ay
B € B.

El interés de la pregunta anterior yace en el hecho de que bajo M A(w,) la
pregunta anterior implica ambos (S) y (L). En [30] Todoréevi¢ demostré el
siguiente teorema. '

Teorema 26. Existe una coloracion c : [wi]*> — w; tal que ¢'[X]? = w; para
cada X C w; no numerable.

Pero no fué hasta finales del ano pasado, en que Moore logré finalmente
poner punto final a la pregunta sobre la existencia de L-espacios construyen-
do un L-espacio en ZFC, este célebre teorema de Moore es el teorema maés
importante en topologia en las tltimas dos décadas. En lo que resta del -
capitulo nos enfocaremos en demostrar el teorema de Moore. Todos los re-
sultados expuestos a continuacidn, a excepcién de algunos resultados sobre
caminos minimales, son debidos a Moore (ver [23]).

4.5. Caminos minimales.

En esta seccién, introduciremos el material bésico sobre caminos min-
imales necesario para construir un L-espacio. Las siguientes dos funciones
seran de interés fundamental para nosotros. La traza superior no seré nece-
saria, pero nos hard las otras definiciones mas claras.

Definicién 12. (Traza Superior.) Si o < [, entonces definimos Tr(c, ()
recursivamente por
Tr(a,a) =@,

Tr(a,B) = Tr(a, min(Cs \ a)) U {5}

Definicién 13. (Traza inferior) Si a < B, entonces definimos L(a,3) re-
cursivamente por
Lo, o) = 2,
Lo, B) = L(a,min(Cp \ a)) U {max(Cs N a)} \ méx(Cs N a).

Por lo tanto la traza superior Tr(a, () es enumerada por la sucesién
Bo > B1 > ... > fi—; donde f;+1 = min(Cg, \a) y a = (G, estaen Cp,_,. Es facil
verificar que la traza inferior L(a, 8) es enumerada como & < & < ... < &
donde &; es el maximo de

Ong N c.

3=0
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Mientras la traza superior ha sido bien estudiada, parece ser este el primer
articulo en que se analiza la traza inferior.

La traza inferior puede ser axiomatizada por los siguientes hechos.
Hecho 1. Si a < f < vy L(B,7) < L(«a, ), entonces

L{a,v) = L{a, B) U L(B,7)

Demostracion. Sean a, 3y -y como en la hipotesis del Hecho 1. Observemos
que L(B,7) < a y por lo tanto C, Na = C; N B para cada { € Tr(B,7).
Por lo tanto 8 € Tr(a,vy) y Tr(a,v) = Tr(e, 8) UTr(B,7y). Sea v = v >
Y1 > ... > -1 la enumeracién de Tr(a,y) y sea [y tal que 8 = ;,. Entonces
L(c, ) es enumerada como

donde ’ . ‘
& =max | J(C,, Na).
§=0

Sij < lo, entonces C —y;Na=C,, NFyast L(B,7) = {¢ é-;%. Por otro
lado,
mé‘X(C’no) N a) > é.lo—l

asi que
méx |_J(Cy, Ne) =méx | J(Cy, Na)
J=0 i={o
y por lo tanto L(e, ) = {£;}/2}, | -

Hecho 2. Si § es un ordinal limite, entonces .

l’img_,g min L(f, (5) =4

Demostracion. Esto se sigue inmediatamente de la observacién de que

min L(£, §) = max(Cs N £)
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Para la coloracién fuerte o utilizada posteriormente, necesitaremos una
enumeracién fija (we : £ < w;) de C(2¥,w) que liste cada elemento una
cantidad estacionaria de veces. Aqui C'(2*,w) es el conjunto de todas las-
funciones continuas de 2* en w. Como 2* es compacto y w es discreto, esta
coleccién es numerable. También necesitaremos fijar una sucesion z,(a < wy)
de elementos distintos de 2¢.

Esto nos permite hacer la siguiente definicién.

Definicién 14. Si a < f, entonces u(a,B) es la funcidn definida sobre
L(a, B) definida recursivamente por

pla, B)(méx(Cp N a)) = weg,

e, B)(7) = p(a, min(Cp \ a))(7)
para todo v > max(Csg N a) en L(a, B). Sea u(a, B;€) la evaluacion puntual
de p(a, B) en z.

Puede verificarse que u(a, §) es el mapeo definido por & — wg, si -1 < &
ot = 0 donde & y B; son definidos como antes. Asf como L, la funcién p
puede ser axiomatizada por las siguientes propiedades.
Hecho 3. Sia < 8 <7,y L(3,7) < L(a,7), entonces

ple,y) = pla, B) U p(B,7)

(i.e. u(a, B), u(B, ) son restricciones de u(a,7)).
Hecho 4. Si € < 4, entonces u(&,d)(min L(€,§)) = ws.

Definicién 15. Supongamos que s,t son dos funciones definidas sobre un
conjunto finito de ordinales F'. Sea Osc(s,t; F) el conjunto de todas las € F
tales que s(§7) < t(€7) y s(§) > t(&) donde £~ es el mayor elemento de F°
menor que £.

La siguiente notacién es conveniente.

Definicién 16. Si a < 8 < w;, Osc(a, ) denota
Osc(eq, ea; L(c, B)

y osc(a, B) la cardinalidad de Oscla, B3).

Definicién 17. La funcién * : w — w es definida por *(0) = 0 y si m > 0,
entonces *(m) = n si n el n-ésimo primo que no divide a m. Si f es una
funcién con valores en w denotamos por f* a f compuesta con *.
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Con el afdn de hacer més comprensible la construccién de un L-espacio
y dada la complejidad de su construccién. Presentaremos la construccién del

espacio suponiendo el lema técnico (ver el siguiente lema) necesario para tal
fin.

Lema 13. Sea A C [w]* y B C [wi]' familias casi ajenas no numerables.
Para cada x : k - 2ym:k — 1l eristena € Aybe B tales quea <by

para todo 1 < k,
0" (a(2), b(m (i) = x(2).
Teorema 27. Eziste un espacio no separable y hereditariamente Lindelof.

Demostracién. Digamos que c(a,3) = 1 si o{a, 3) es par y 0 en otro caso.
Definimos una topologia 7 sobre w; declarando a los conjuntos de la forma

Uy={a}U{B<wi:a<fB A cla,)=1}

como cerrado abiertos. Como, para todo «, {7y : v < a} es cerrado en esta
topologia, es claro que 7 es no separable. Es suficiente mostrar que (w;, 7) no
contiene subespacios discretos no numerables. Para esto, supongamos que B
es no numerable y que Wg es una vecindad abierta de § para cada 8 € B.
Queremos encontrar v < ( en B tal que 8 € W,,. Sin perdida de generalidad,
existen funciones parciales finitas xg(5 € B) de w; en 2 tales que si v € B
entonces

W, = m Ux(2)

o€l

donde F, es el dominio de x y Uz = Ug y Ug = w; \ Ug. Més aun, si § > F,
entonces # € W, si y sélo si para toda

a € Fy cla,B) = x,(a)

. Refinando B si es necesario podemos suponer, que para algin F C wj si
B # [ estén en B, entonces FyNFg =F y xp | F = xp | F. Por el lema
13, existen <y, 3 € B tales que F., < f y para toda a € F,, \ F,

X’Y(a) = c(a,ﬁ)
Notemos también que si o € F' entonces,
Xg(a) = xp(a) =c(a, B) =1

por lo tanto 8 € W, y esto finaliza la demostracidn. O
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