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Resumen

El principal propésito de este trabajo es el desarrollo de un sistema orientado a
objetos eficaz, de facil uso y extensién, para la solucién de problemas de dindmica de
fluidos. El problema de conveccién natural en cavidades rectangulares cerradas es utiliza-
do para introducir diferentes aspectos relacionados con la integracién de las ecuaciones
de Navier-Stokes para fluidos incompresibles. Estas ecuaciones se escriben de manera
general con el objetivo principal de describir su version discreta de forma paramétrica.
Esta forma genérica de las ecuaciones incluye parametros tanto para flujos en régimen
laminar como turbulento. La construccién de sistemas para resolver problemas com-
plejos como los que en este trabajo se tratan, necesita de un proceso de desarrollo de
software que permita capturar caracteristicas importantes, como eficiencia, precisién y
exactitud, y sobre todo alto nivel de abstraccién. El proceso unificado, el cual es usado
ampliamente para desarrollar sistemas complejos en diferentes dreas, no toma en cuenta
algunos de los requerimientos antes mencionados y ademds, se basa en la construccién
y andlisis de casos de uso. En este trabajo se propone un nuevo proceso de desarrollo
de software especifico para aplicaciones cientificas. En este nuevo proceso se incluye el
modelo matematico, el modelo discreto, la generalizacién y la optimizaciéon como eta-
pas de desarrollo, y sustituyen a los casos de uso. El resultado final es un conjunto de
clases genéricas adaptables con bajo acoplamiento y alta cohesién, las cuales permiten,
resolver problemas de conveccion natural en cavidades rectangulares, en flujo laminar y
turbulento, de una manera simple. El sistema contiene ademés un conjuto de clases para
resolver problemas en arquitecturas multiprocesador. En este trabajo se describen los as-
pectos basicos de programacién en paralelo y se disefia un algoritmo simple para resolver
problemas que aprovechan arquitecturas mutiprocesadores mediante una metodologia
de descomposicién de dominio. El algoritmo paralelo reutiliza las clases con las que se
resuelven los problemas en modo serial. El sistema se probd con varios ejemplos.

Palabras clave: conveccion natural, turbulencia, orientacién a objetos, paralelismo.
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Abstract

The main purpose of this work is the development of an efficient, easy to use and
maintainable object-oriented system for solving computational fluid dynamics problems.
Natural convection in rectangular cavities is used as a problem model to introduce dif-
ferent aspects related with the integration of Navier-Stokes equations for incompressible
fluids. These equations are written in general form in order to build a parametric descrip-
tion of corresponding discrete equations. The generic form of these equations includes
parameters for laminar and turbulent flows. The construction of systems for solving
complex problems as those solved in this work, needs a well posed development pro-
cess to capture important requirements, such as efficiency, precision and exactitude, and
mainly with high level of abstraction. The unified process, mostly used in the develop-
ment of complex systems in many different areas, does not take into account the above
mentioned requirements and is also use case driven. In this work a new software de-
velopment process applied to scientific computing applications is proposed. In this new
process the mathematical model, the discrete model, generalization and optimization
are included as steps of the whole process to replace the use cases. The final result is
a set of adaptable and generic classes with low coupling and high cohesion to solve, in
a very simple manner, natural convection problems defined in closed rectangular cav-
ities under laminar and turbulent regime. The system also contains a set of classes to
explode parallel architectures. In this work some basic aspects of parallel programming
are described and a simple parallel algorithm is devised using a domain decomposition
methodology. Classes for solving problems in a single processor are reused in this parallel
algorithm. The library was tested with several examples.

Keywords: natural convection, turbulence, object-oriented, parallelism.
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Capitulo 1

Introduccion

Gordon Moore [52] predijo en 1965 que la densidad de transistores en un chip semi-
conductor podria duplicarse cada 18 meses, de tal manera que la velocidad del proce-
sador, la memoria, el ancho de banda, la capacidad de almacenamiento, etc., deberian
tener un incremento del doble cada 1.5 anos. Esta regla, que se conoce como la ley de
Moore, se ha cumplido durante cuatro décadas y se vislumbra que sera vélida almenos
durante una década mas [35]. Sin embargo, a pesar del continuo incremento en el poder
de los microprocesadores existe una limitante fisica: la separacién entre los transistores
no puede ser menor que el tamano finito de las particulas atomicas. Actualmente se ha
logrado la integracién de transistores a una separacién de 90 nanémetros (1 nm = 107°
m) y se prospecta llegar a 10 nm para 2015.

Esta limitante fisica ha ocasionado que se busquen alternativas para resolver prob-
lemas de gran escala que requieren procesadores a muy altas velocidades (= 10 GHz),
memoria muy amplia (=~ TB) y discos de almacenamiento de gran capacidad (= PB).
Actualmente el uso del computo paralelo para resolver este tipo de problemas, que apare-
cen en distintas dreas de la ciencia, es en la mayoria de los casos la unica opcion viable
para obtener soluciones en tiempos razonables. Particularmente, en las ciencias fisicas,
el deseo de aproximar soluciones numeéricas a problemas cuya solucién analitica no ha
sido posible encontrar, ha generado el desarrollo de nuevas arquitecturas de cémputo
que incluyen procesadores vectoriales y plataformas multiprocesador.

La construccién de nuevas y mas poderosas arquitecturas de computo es, en compara-
cién con el desarrollo de software, la parte “facil” del proceso de simulacién numérica.
Esta afirmacién se basa en el problema conocido como la crisis del software que es la di-
ficultad de construir sistemas simples de entender, mantener y extender, y que ademés,
provean soluciones realistas y con buena precisién a problemas complejos (7, 10]. Este
problema no es particular de las simulaciones numéricas y se da en distintas areas de la
ciencia de la computacién, en las que un sistema de software robusto es necesario. Difer-
entes paradigmas de programacién han sido desarrollados con el objetivo especifico de
eliminar el problema de la crisis del software. No obstante, estos “nuevos” paradigmas
no se han aplicado directamente a problemas de simulacién numérica, debido principal-
mente a que se tiene la percepcién de que el rendimiento se ve afectado sustancialmente.



2 Introduccién

En la dindmica de fluidos, por ejemplo, el problema de la turbulencia no ha sido re-
suelto completamente porque existen distintos enfoques tedricos y numéricos [73]. Adi-
cionalmente, para simular problemas de turbulencia se requieren recursos de cémputo
que superan a la mayoria de las arquitecturas de supercomputo existentes en nuestros
dias, vease por ejemplo |41, 51]. El problema anterior se ha intentado resolver a través
del uso de arreglos de computadoras personales (clusters) y recientemente del uso de
Grids . A pesar del impresionante avance en la capacidad de procesamiento y alma-
cenamiento [77], muchas veces no es posible aprovechar este recurso debido a la falta
de un desarrollo complementario de software. Actualmente se siguen utilizando cédigos
bastante complejos, cuyo mantenimiento es complicado y sélo se utilizan para resolver
problemas particulares, el reuso es practicamente nulo.

1.1. Objetivos y metas

El principal objetivo de este trabajo es construir una herramienta para resolver
problemas de conveccién natural en flujo laminar y turbulento, que sea fécil de usar y
modificar, y que permita utilizar arquitecturas de computo multiprocesador.

Las metas que nos hemos propuesto son las siguientes:

» Realizar la construccién del sistema mediante una metodologia de desarrollo de
software ordenada he incremental, que permita tomar en cuenta los principales
requerimientos de una modelaciéon computacional.

= Escribir de manera general los modelos matematico y discreto de las ecuaciones de
balance en flujo laminar y turbulento, para implantar un conjunto de componentes
genéricas que puedan reutilizarse en distintos tipos de problemas.

» Generar una arquitectura del sistema simple, que se asemeje a la estructura de
una modelacién computacional.

» Resolver algunos problemas de conveccién natural en cavidades rectangulares para
calibrar numéricamente el sistema. Comparar con resultados de benchmarks cono-
cidos y si es posible con resultados experimentales.

» Resolver los problemas siguiendo una misma metodologia, con cambios minimos.

= Resolver algunos ejemplos usando arquitecturas multiprocesador.

1.2. Dinamica de fluidos computacional

La Dindmica de Fluidos Computacional o CFD por sus siglas en inglés (Compu-
tatronal Fluid Dynamics), es una.de las areas de la computacién cientifica que mayor

1Organizaciénes virtuales que conjuntan equipos de supercémputo muy sofisticado por medio de
redes de alta velocidad, como Internet 2 (12) [33]
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crecimiento ha tenido en los dltimos anos. Esta nueva rama de la dinamica de Auidos,
complementa a la teoria y la experimentacién, y provee de una alternativa a bajo costo
para simular flujos reales. Al igual que en otras areas de aplicacidn, la simulacién de
flujos involucra un proceso que en algunos textos se conoce como modelacién computa-
cional, véase por ejemplo [28]. Este proceso se describe en la figura 5.4. En un principio,
se tiene el problema en el mundo real. El fenémeno de interés se puede explicar medi-
‘ante la aplicacién de leyes o principios fisicos. En este punto se decide a que nivel de
aproximacién se desea estudiar el fenomeno. Mediante un modelo matematico se tra-
duce el fenémeno del mundo real en un conjunto de ecuaciones, cuya solucién permitird,
en principio, entender el fenémeno. En la mayoria de las ocasiones, no existen técni-
cas matematicas para resolver analiticamente las ecuaciones que describen el fenémeno
bajo estudio. Sélo en casos particulares muy simples se tiene esa ventaja. Cuando no
es posible obtener una solucién analitica, generalmente se recurre a métodos numéricos
para obtener soluciones aproximadas.

En el caso particular que nos ocupa, Ja dinamica de un flujo se puede describir medi-
ante un conjunto de ecuaciones que incluyen a la ecuacion de balance de masa o ecuacion
de continuidad, las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento o ecuaciones de
Navier-Stokes y la ecuacién de energia, tal como se describe en el capitulo 3. Estas
ecuaciones diferenciales parciales, no lineales y acopladas, se conocen desde hace més
de un siglo y es bien conocido que su solucién puede presentar estructuras a diferentes
escalas. La interaccién entre todas las escalas influye fuertemente en el comportamiento
de la solucién. En el lenguaje de Fourier, este comportamiento se describe como la inter-
accién de diferentes frecuencias. La emergencia de la interaccién a diferentes escalas se
conoce como la transicién a la turbulencia, mientras que el estado de interaccion total
a diferentes escalas recibe el nombre de turbulencia. La distincién entre los regimenes
laminar y turbulento depende de diferentes pardmetros fisicos. En muchos ejemplos im-
portantes, el numero de Reynolds conjunta estos parametros fisicos en un parametro
adimensional cuyo valor indica el estado del flujo [72]. Actualmente se conocen algunas
propiedades generales de las soluciones a las ecuaciones de balance [15, 43|, pero no
se conoce un método analitico general de solucién En consecuencia, se han sugerido
soluciones numéricas aproximadas, tanto en el espacio real, donde las variables indepen-
dientes (tiempo y espacio) se discretizan para transformar las ecuaciones diferenciales
en ecuaciones por diferencias, como en el espacio de Fourier, donde se considera sélo un
numero finito de frecuencias para expresar las variables dependientes [78].

Cuando se pretende obtener la solucién numeérica en estado turbulento, se encuentra
la dificultad de que existen estructuras a diferentes escalas que se deben resolver si-
multéneamente. Por lo tanto, la malla del dominio debe ser muy fina, del orden de 10*®
volumenes individuales o un nimero muy alto de componentes de Fourier. Para definir
una variable en una malla de tales dimensiones, se necesitarian cientos de Terabytes
en memoria, para simular flujos turbulentos de manera util. Actualmente no existen
.computadoras capaces de manejar el numero resultante de variables y por lo tanto, la
simulacién directa o DNS (Direct Numerical Simulation) no es muy viable en muchos
casos. Se debe entonces recurrir a alguna estrategia para incorporar, de alguna man-




4 Introduccion

era, el efecto de las escalas pequenas. Se han propuesto varias alternativas para este
proposito y una de ellas es conocida como la Simulacién de Vértices Grandes o LES
por sus siglas en inglés (Large-Eddy Simulation). El método de la LES se originé en
estudios de meteorologia [66], donde las escalas de resolucién numérica requeridas son
de aproximadamente 15 érdenes de magnitud. Debido a su éxito relativo, recientemente
se ha aplicado a problemas de ingenieria [23|. En esencia, la LES es un filtro pasa ba-
jas, donde las estructuras hasta una cierta escala (umbral) son resueltas por el método
numérico con todo detalle y el resto (escalas submalla) son modeladas, [27, 48, 62].
Existen diferentes estrategias para modelar las escalas submalla. En problemas de con-
veccion se requiere que estos modelos submalla parametrizen adecuadamente el flujo de
calor, de tal manera que las escalas grandes del flujo puedan ser calculadas de manera
precisa, y por lo tanto, producir resultados fisicamente realistas a un costo relativamente
bajo.

1.3. Proceso de desarrollo de software

Los avances en el desarrollo de software han revolucionado muchas actividades de
la vida diaria. Desafortunadamente, la mayoria del software existente en nuestros dias
presenta fallas en alguna etapa de su uso y no entrega soluciones adecuadas a los prob-
lemas para los cuales fue creado. Esto sucede principalmente por que los requerimientos
del usuario son mal entendidos o cambian durante el desarrollo del software. Ademas,
el mantenimiento, reuso y modificacién de algunas partes del software, son tareas com-
plicadas y tediosas.

En la actualidad existen diferentes estrategias para desarrollar software de una man-
era ordenada e incremental, que capturan desde el principio y durante el desarrollo
de un sistema, los requerimientos deseados por los posibles usuarios. El Proceso Unifi-
cado [38], que incorpora las ideas de Booch [7], Jacobson -[37] y Rumbaugh [63], es
actualmente un estandar de desarrollo de software y se utiliza en el diseno de sistemas .
grandes. Este proceso provee una guia para la construccién eficiente de sistemas de alta
calidad y consiste de cuatro fases principales: Incepcién, Elaboracién, Construccién y
Transicién, las cuales se descomponen en proyectos pequefios que se van desarrollando
en iteraciones. Estas iteraciones consisten de: 1) Requerimientos, 2) Andlisis, 3) Diseno,
4) Implementacién y 5) Pruebas, de tal manera que en cada iteracién se entrega una
version del software que resuelve parte del problema. Durante estas fases e iteraciones
se obtiene una arquitectura, la cual contiene los aspectos dindmicos y estdticos més sig-
nificativos del sistema. La arquitectura conduce la construccién de diferentes médulos
y componentes del sistema, y depende de muchos factores (plataforma de cémputo, sis-
tema operativo, componentes existentes, etc.). La arquitectura finalmente es, una vista
global del diseno del sistema que muestra las caracteristicas mas importantes, dejando
de lado los detalles de la implementacién. El proceso unficado es una buena opcién para
desarrollar software de manera ordenada. Sin embargo, es importante dedicar una buena
cantidad de tiempo en el inicio del desarrollo (incepcidn), que comienza con los casos de
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uso. Los casos de uso se encuentran facilmente en una aplicacién interactiva de tiempo
real, que no es el caso de los problemas de computo cientifico.

En la construccién de software para cémputo cientifico, el problema mayor es la
realizacion de un diseno adecuado para que se haga un uso eficiente de las complejas
arquitecturas en donde se vaya a ejecutar. Tradicionalmente, el software numeérico se
realiza usando lenguajes estructurados como Fortran o C. Sin embargo, la complejidad
del software crece rdpidamente, de tal manera que si al principio el software no esté bien
ordenado (alta entropia), su tiempo de vida serd corto [37]. La Programacion Orientada a
Objetos (POO) y las técnicas de andlisis y diseno de software, son unas herramientas que
pueden ayudar a construir programas numéricos reutilizables, con los cuales se pueden
resolver distintos problemas sin muchas modificaciones y con un tiempo de vida largo.
Por otro lado, el uso de la POO puede provocar un bajo rendimiento del cédigo con
respecto a los programas tradicionales, por lo que se tiene que poner especial cuidado
en este problema. El lenguaje C++, que permite programar con diferentes paradigmas
(estructurado, orientado a objetos y genérico), ha sido usado en los ultimos afios y se
ha visto que su herramienta de plantillas (templates), permite construir cédigo eficiente,
orientado a objetos y genérico [36, 57, 70]. Lo anterior lo hace un lenguaje ideal para
aplicaciones de cémputo cientifico, siempre y cuando se ponga especial atencién en las
construcciones que introducen fuentes de bajo rendimiento.

1.4. Principales contribuciones

En esta tesis se desarrollé un sistema basado en clases de C++, para resolver proble-
mas de conveccién natural en cavidades rectangulares. Durante la construcciéon se com-
binanron tres paradigmas de programacién: Programacién Orientada a Objetos (POO),

Programacién Genérica (PG) y Programacién en Paralelo (PP). Las principales aporta-
ciones de este trabajo son:

» Metodologia de desarrollo de software para computo cientifico.

e A partir del modelo de desarrollo propuesto por Schimmel[65] (el cual esta
basado en el propuesto por Larman[45] que a su vez utiliza el modelo unifica-
do), se construye una nueva metodologia combindndola con la programacién
extrema (eXtreme Programming).

e En la nueva metodologia se incluyen las etapas de generalizacion y opti-
mizacién del sistema, ademds de las de construccion del modelo matemaético
y del modelo discreto, incluidas por Schimmel.

= Sistema para solucién de problemas de conveccién natural en cavidades.

e Arquitectura simple, basada en un proceso general de modelacién computa-
cional.

o Clases generales polimoérficas adaptables.
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e Creacién de un “metalenguaje” para facil acceso a las herramientas.

e Uso de técnicas basadas en “templates” para la optimizacién.

e Paralelismo a través de descomposicién de dominio, mediante el diseno de un
algoritmo paralelo alternante de Schwarz.

Solucién de problemas interesantes.

e Conveccién Natural Turbulenta usando LES.
e ['lujo de mezclado.

e Conveccién forzada en paralelo.

Organizacion de la tesis

La tesis esta organizada de la siguiente manara:

En el capitulo 2 se describe brevemente cada uno de los paradigmas de progra-
macién y las técnicas avanzadas de optimizacién, que se utilizaron en este trabajo.

En el capitulo 3 se explica el modelo matematico general de las ecuaciones gober-
nantes de los problemas que resolveremos. Se pone especial atencién en el problema
de turbulencia. En este Gltimo caso se utiliza el modelo matématico de las ecua-
ciones a filtradas descrito por Bastiaans et al. [2] y el modelo submalla de funcién
de estructura selectiva, propuesto por Métais y Lesieur [48]. En este modelo se
trabaja en el espacio fisico y se mide la viscosidad turbulenta local en cada punto
de la malla. Si la magnitud de esta viscosidad turbulenta es menor que un cierto
umbral, entonces se elimina y sélo se utiliza la viscosidad molecular, de tal manera
que en esos puntos se resuelven basicamente las ecuaciones de flujo laminar. Se es-
criben las ecuaciones en forma general para usarse posteriormente en el desarrollo
del sistema.

Las ecuaciones se discretizan utilizando el método de volumen finito y se usan
diferentes esquemas numéricos para aproximar los términos convectivos. La de-
scripcion de estos métodos se encuentra en el capitulo 4. Se escriben los coeficientes
de manera general para ser usados en el desarrollo del sistema.

El sistema se construye siguiendo un proceso de desarrollo de software que es una
extension del proceso descrito en [65]. Este proceso incluye el modelo matematico
y la discretizacién como actividades de desarrollo, y se sustituyen por los casos
de uso que se utilizan mayormente en simulaciones en tiempo real y aplicaciones
interactivas. La extension que agregamos es la inclusién de dos etapas més que
son la de generalizacién y optimizacién, que son dos de los requerimientos que se
desea tenga el sistema a desarrollar. Este proceso se combina con el modelo de
la programacién extrema [4, 86, 85], con el objetivo de que el desarrollo sea mas
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agil. Se-construye una arquitectura basada en el proceso general de simulaciones
numeéricas y se reutiliza después en la descripcién del algoritmo paralelo utilizado
en este trabajo. Todo lo anterior esta descrito en detalle en el capitulo 5.

» Finalmente, en el capitulo 6, se dan ejemplos de uso del sistema y se reportan
algunos resultados numeéricos interesantes.

» En el capitulo 7 se dan las conclusiones, recomendaciones y trabajo futuro.
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Capitulo 2

Paradigmas de programacion

El alto rendimiento es un requisito indispensable en aplicaciones de computo numeéri-
co intensivo. La mayoria de los cddigos para este tipo de aplicaciones se construyen
usando lenguajes estructurados como F77 o C, pues con estos lenguajes se obtiene alto
rendimiento de manera simple. Sin embargo, el nivel de abstraccién que se puede alcan-
zar con este tipo de lenguajes es muy bajo, es decir, no existe relacién directa de las
construcciones del codigo con entidades del dominio del problema. Esto ultimo ocasiona
que el codigo sea de dificil lectura (ain para el desarrollador) y frecuentemente es muy
complicado, y en algunas ocasiones imposible, darle una buena organizacién, y por lo
tanto el mantenimiento y la extensién de dicho cdédigo resultan en procesos largos, te-
diosos y sobre todo costosos. Lo anterior inhibe la reutilizacién de partes del codigo para

resolver problemas diferentes, a pesar de que en muchas ocasiones se usan algoritmos
similares.

La combinacién de los paradigmas de programacién orientada a objetos (POO),
genérica (PG) y paralela (PP), permite construir software con las caracteristicas nece-
sarias para reutilizarlo en diferentes situaciones y ademds con un rendimiento compa-
rable al que se obtiene con los lenguajes estructurados. En las secciones que siguen se
describen brevemente los conceptos bésicos de cada uno de estos paradigmas y algunas
técnicas avanzadas, desarrolladas en el lenguaje C++, que eliminan distintas fuentes de
bajo rendimiento.

2.1. Programacion orientada a objetos

El paradigma de programacion orientada a objetos (POO) tiene como principal ob-
jetivo el manejo de la complejidad del software. Los conceptos basicos de abstraccién,
encapsulacién, mensajes, polimorfismo y herencia, permiten desarrollar programas de
facil manejo y control, tanto para el desarrollador como para el usuario final. La de-
seripeién y funcionalidad de estos conceptos se da a continuacién usando el lenguaje
C++ para ejemplificar.
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2.1.1. Tipos de Datos Abstractos

Algunos autores describen a la POO como programacién con Tipos de Datos Ab-
stractos (TDA) y sus relaciones. Un TDA es una abstraccion que modela alguna entidad
de la vida real y encapsula los datos y las operaciones que se necesitarian para construir
dicho modelo. En la POO un problema de la vida real se resuelve mediante la con-
struccién de TDA's que representan entidades bien definidas dentro del dominio del
problema. Un TDA consiste de dos partes:

Tipos de Datos Abstractos (TDAs):

Datos o Atributos: En esta parte se describe la estructura de los datos que seran
usados para almacenar informacién.

Operaciones o Métodos: En esta parte se describen las operaciones que serdan vili-
das para el TDA. Un conjtuno de estas operaciones serén la interfaz del TDA con
las que el usuario podra interacturar.

2.1.2. Clases y objetos

Conceptualmente un objeto es una entidad con identidad y con la que se puede
interactuar: a un objeto le podemos enviar mensajes v éste reaccionara de alguna manera
determinada a mensajes particulares. La reaccion a cada mensaje depende del estado
interno del objeto, que puede cambiar como consecuencia de la recepcién de un mensaje.
El objeto con el cual se interactiia tiene un nombre, esto es, tiene una identidad que lo
distingue de los demas. Por lo tanto, un objeto tiene comportamiento, estado interno e
identidad. Esta definicién se debe a Grady Booch [7].

Un objeto es una entidad relacionada con el dominio del problema que se desea
resolver: es la abstraccion de una entidad del mundo real. Una abstraccion significa, en
este contexto, enfocar la atencién en lo que es fundamental, eliminando o posponiendo
las particularidades de la entidad en cuestiéon. Un objeto puede representar objetos
fisicos como dtomos, células, gréficas, ete.; combinar las caracteristicas de un conjunto
de ellos; o ser simplemente un objeto conceptual que es 1til en el desarrollo del sistema.
En la implementacién, un objeto contendra algunas caracteristicas de objetos del mundo
real, y caracteristicas de construcciones conceptuales o computacionales.

La tarea primordial en el desarrollo de un sistema orientado a objetos es la identifi-
cacion acertada de los objetos que deberdan ser implementadas para resolver un problema
particular. La interacién de los objetos a través del intercambio de mensajes dard como
resultado la solucién a nuestro problema. Debido a su importancia, se recomienda que
la identificacién de los objetos se haga mediante alguna de las técnicas especializadas
desarrolladas para este propdsito, véase por ejemplo [69].

Cada objeto pertenece a una clase de objetos. La clase define las caracteristicas de
los objetos, en este sentido se dice que un objeto es un ejemplo concreto de una clase. En
términos de programacion, la clase se relaciona con la definicion de un TDA, mientras
que el objeto con la declaracion de una variable:
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class TipoNuevo { }; \\ definicion de la clase (TDA)
TipoNuevo objetol; \\ declaracion de un objeto de la clase A

El estado interno de un objeto es el valor de los datos que encapsula. Estos datos se
conocen como atributos y pueden cambiar durante el tiempo de vida del objeto.

Un objeto reacciona cuando recibe un mensaje. El mensaje debe estar definido dentro
de su clase, de otra manera dicho mensaje no sera vélido. Los mensajes son peticiones
para que el objeto realice una o varias acciones, las cuales se definen en los métodos. Los
métodos, desde el punto de vista de la implementacién, no son otra cosa que funciones
o subrutinas definidas dentro de la clase. Finalmente se dice que un objeto encapsula
sus atributos (datos) y sus métodos (operaciones).

Por ejemplo, en el sistema desarrollado en este trabajo, existe la clase EnergyEqua-
tion, que es un TDA para describir de manera abstracta, una entidad del dominio del
problema (la ecuacién de energfa en este caso). De esta manera es posible declarar: !

EnergyEquation energia(T);

donde energia es un objeto que interactuara con otros objetos.

2.1.3. Herencia y polimorfismo

La herencia es una de las principales herramientas de reuso de la POO. Una clase
puede derivarse de otra a través de la herencia. La nueva clase se conoce como: clase
derivada, clase hija o subclase. La clase de la cual se deriva se conoce como clase base,
clase padre o superclase. Las clases derivadas se comportan como un subtipo de la
clase base y un objeto de la clase derivada puede ser asignado a una variable del tipo
de la clase base a través de apuntadores y referencias [70]. Por ejemplo, en nuestro
conjunto de clases, hemos definido la clase Mesh para describir a una malla muy general.
Luego, para obtener mallas de un tipo particular, se derivan a partir de Mesh, clases
con caracteristicas especiales como StructuredMesh:

class Mesh { }; // Clase base para mallas
class StructuredMesh : public Mesh { }; // Subclase para mallas estructuradas

Las clases derivadas pueden ser usadas a su vez como clases base para derivar otras
clases mas especializadas, de tal manera que es posible construir una jerarquia de clases
tan larga y compleja como se quiera. En C++ es posible también derivar una clase de
dos 0 mas clases a la vez, esto se conoce como herencia multiple. La complejidad de
las jerarquias, asi como la herencia multiple provocan algunos problemas que afectan
principalmente el desempeno del cddigo [8, 70].

El polimorfismo dinamico se realiza mediante la herencia y las funciones virtuales.
Consiste en que un objeto de una clase derivada se puede comportar como objeto de la

'Esto es similar a declarar una variable en un lenguaje estructurado, por ejemplo en fortran se
declara un entero como: integer i.

o
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clase base. Por ejemplo, un algoritmo para hacer la suma de los elementos de una matriz
requiere como argumento las entradas de la matriz. Pero la matriz puede ser densa,
dispersa, triangular inferior o superior, etc. Las matrices se almacenan en memoria
dependiendo de su tipo, de tal manera que no se desperdicie memoria. La consecuencia
es que un algoritmo tan simple como el de la suma de las entradas de una matriz, se
complica y no es sencillo idear un algoritmo general v eficiente para todas las matrices.
Por esta razén, en las bibliotecas numéricas tipicas se construyen diferentes subrutinas
para cada tipo de matriz. Por otro lado, en la POO, mediante el polimorfismo dinamico,
es posible construir una funcién general que sirva para todos los tipos de matrices *. En
este caso, cada tipo de matriz tiene que derivarse de una matriz general y el algoritmo
que hace la suma recibe como argumento una referencia a una matriz general. Cuando
el programa se ejecuta, se determina el tipo de matriz que se necesita y se utilizan los
meétodos declarados en la definicién de dicha clase, por ejemplo:

class Matrix { // Clase base abstracta
public: virtual double operator()(int i, int j) = 0; // Funcion virtual

¥s

class DenseMatrix : public Matrix { 1/
public: double operator()(int i, int j) { }; //
b - //
class SparseMatrix : public Matrix { /!
public: double operator()(int i, int j) { }; // Clases derivadas
}; //
class TriangularSupMatrix : public Matrix { 1
public: double operator()(int i, int j) { }; //
¥; //
double suma(Matrix &A) { // Funcion suma que recibe
double sum = 0; // una referencia a una
for(int i=0; i < A.getRows(); ++1i) // matriz general
for(int j=0; j < A.getCols(); ++j) /!
sum += A(i,3); // <- operator()(int i, int j)
return sum; ‘ //
}s //
SparseMatrix S(N,N); // Ejemplo de uso con
double suma_sparse = suma(S); // SparseMatrix
TriangularSupMatrix T(N,N); // Ejemplo de uso con
double suma_triangular = suma(T); // TriangularSupMatrix

En el cdigo anterior, en la funcién suma() se accede a los elementos de la matriz
mediante el operador paréntesis: operator()(int i, int j). Este operador debe conocer el
formato de almacenamiento de la matriz, por lo tanto, en cada subclase se define un

?Esto es un caso tipico de programacién genérica.
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método operator(). En la clase base este operador se declara como virtual para que el
programa determine, en tiempo de ejecucion, el operador que se usara dependiendo
del tipo de matriz. En los ejemplos de uso, el programa determina usar los operadores
cefinidos en SparseMatrix v en TriangularSupMatrix. De igual manera, se podria elaborar
una funcién general para multiplicar matrices que utilice los operadores (operator()) de
cada tipo de matriz. Entonces el tamano del codigo se reduce de tal manera que su
mantenimiento v extension son simples.

No obstante la utilidad del polimorfismo dinamico, en aplicaciones numeéricas puede
causar un desempeno muy inferior comparado con cédigos de F77/F90. Esto se debe a
que el compilador no es capaz de determinar la clase que se estd usando en la llamada a
la funcién, pues esta tltima recibe como argumento una referencia a una matriz general
(Matrix). Dentro de la funcién suma() se utiliza el operador paréntesis (operator()) para
acceder a los elementos de la matriz. La determinacién de la clase, y por lo tanto
del operador que se debe ejecutar se hace en tiempo de ejecucién. Este proceso de
determinacién conocido como ligado tardio (late binding) se hace para cada entrada de
la matriz. En el caso anterior, si M es el niimero de columnas y N es el niumero de
renglones, entonces se deben realizar M x N ligados tardios, ocasionando que el cédigo
sea ineficiente.

El polimorfismo estatico soluciona el problema de rendimiento ocasionado por el
polimorfismo dinamico. Este tipo de polimorfismo se puede realizar mediante las plan-
tillas de (templates) de C++. Las plantillas conducen directamente a la programacion
genérica y se describen en la seccidn siguiente.

2.2. Programacion genérica

El objetivo principal de la Programacion Genérica (PG) es desarrollar programas o
componentes genéricas, es decir que se puedan reutilizar en un amplio rango de apli-
caciones, manteniendo la eficiencia de los c6digos. Mediante la construccion de compo-
nentes genéricas se reduce el nimero de lineas de codigo que se tienen que implementar.
La programacién genérica permite construir programas, que en principio, se pueden
adaptar a cualquier tipo de dato abstracto. Los programas genéricos involucran un tipo
de polimorfismo no tradicional, en el que codigos especializados para diferentes TDA’s
se obtienen apartir de la parametrizacién de un programa genérico, el cual utiliza op-
eraciones comunes (requerimientos) a todos los TDA’s para realizar las operaciones-del
algoritmo que implementa. En contraste con programas normales, los parametros de
un programa genérico son estructuras mas ricas en contenido, que pueden ser desde
tipos basicos (int, char, foat, etc.) hasta TDA’s muy complejos. La ventaja de este tipo
de programacion es que se reduce drasticamente el tamano del cédigo. Por otro lado,
debido a la generalidad de los cédigos, es probable que algunas operaciones no estén
optimizadas para tipos de datos importantes. En este tiltimo caso se puede realizar lo
que se conoce como una especializacién del programa genérico e implementar un ca-
so excepcional para mejorar la eficiencia [81]. En el lenguaje C++, la herramienta de

S
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plantillas o templates permite construir cédigo genérico.

2.2.1. Plantillas (templates)

Las plantillas o templates de C++ son un mecanismo mediante el cual es posible
programar usando TDA’s como parametros. De esta manera, es posible que un TDA
sea un parametro en la definicién de clases o funciones. Por ejemplo, las entradas de
una matriz pueden ser de tipo int o float, dependiendo del tipo de aplicacion en donde
se usen. Para no repetir la implementacion de la clase matriz se usan templates:

template<typename data> // <--- Parametro
class Matrix { private: data *entradas; }; // <--- uso del parametro

Matrix<double> A(N,N); // Entradas de tipo double
Matrix<int> B(N,N) // Entradas de tipo int

En el ejemplo anterior, la declaracion Matrix<double> genera un ejemplo concreto
de la clase Matrix en donde todas las apariciones del parametro data son substituidas
por double. Este proceso de generacion de clases se conoce como template instantation,
y es el compilador el que genera codigo antométicamente usando el pardmetro double.
Para cada parametro distinto se genera una clase con cddigo especializado por dicho
parametro. Algunos compiladores generan cddigo cada vez que se encuentran con la
declaracién Matrix<parametro>, aun cuando el parametro se repita, por esta razon, en
muchas ocasiones los programas ejecutables que usan templates son bastante grandes.

Para las funciones el uso de los templates es similar al de las clases, se recomienda
consultar Stroustrup [70] para ver mas detalles al respecto.

2.2.2. Algoritmos genéricos, conceptos y modelos

La mayoria de los algoritmos se pueden implementar sin poner atencién en las estruc-
turas de datos sobre las que éstos operan. Las operaciones que realizan estos algoritmos
son comunes para distintos tipos de datos (por ejemplo recorrer y acceder a los elemen-
tos de una estructura de datos). Si las estructuras proveen de una interfaz estandar para
estas operaciones, se pueden construir algoritmos generales parametrizados con el tipo
de estructura de dato mediante los templates.

En la biblioteca esténdar de plantillas de C++ (STL), que es el ejemplo mas conocido
de PG, las estructuras de datos se conocen como contenedores y cumplen con ciertos
requisitos para funcionar con algoritmos genéricos a través de iteradores contenidos en
la misma STL [1, 40, 54]. Por ejemplo, el algoritmo accumulate(), que suma el valor de
las entradas de un contenedor, se puede usar como sigue:

double x[10];
vector<double> y[10];
list<complex<double>> z(10);
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accumulate(x, x+10, 0.0);
accumulate(y.begin(), y.end(), 0.0);
accumulate(z.begin(), z.end(), 0.0);

o P
Il

(2]
il

En este ejemplo se observa como el algoritmo accumulate() puede ser usado indepen-
diente de la estructura de datos que se le pasa como argumento.

El buen funcionamiento de un algoritmo genérico depende de la interfaz de las es-
tructuras de datos, es decir, deben cumplir con un conjunto de requerimientos. Cuando
una estructura de datos cumple con todos los requerimientos se dice que es un modelo,
Las siguientes definiciones son importantes en programacion genérica:

Concepto : es un conjunto de caracteristicas y requerimientos que se deben cumplir
para que el algoritmo genérico funcionen correctamente.

Modelo : es un TDA que cumple con las caracteristicas y los requerimientos planteados
en los conceptos.

De aqui que algunos autores definen a la programacion genérica como programar con
conceptos, donde un concepto es definido por una famila de abstracciones que estan rela-
cionadas por un conjunto de requerimientos comiin. La parte mas complicada de la PG
es el desarrollo de conceptos, es decir, la identificacién de un conjunto de requerimientos
lo suficientemente generales para que un grupo grande de abstracciones los cumplan,
pero lo suficientemente restrictivos para que los programas se ejecuten eficientemente
con todos los miembros del grupo.

Usando algoritmos genéricos v modelos, se reduce el codigo: si se tienen M algo-
ritmos y NV modelos, la cantidad de codigo que se debe construir en el paradigma de
programacién estructurada (F77 y/o C) es M x N; por otro lado, en el caso de la POO
y la PG con C++, la cantidad de codigo es M + N.

En principio, en la PG se separan los algoritmos de las estructuras de datos, lo que
se contrapone con el encapsulamiento de la POO, en donde operaciones y datos estan
agrupados. Sin embargo, las estructuras de datos se construyen a partir de definiciones
de clases de objetos, las cuales encapsulan sus datos y operaciones particulares. Estas
Gltimas operaciones son la interfaz que necesitan los algoritmos genéricos para funcionar
"y en casos especiales, suplen a los algoritmos genéricos con operaciones mas eficientes.

2.2.3. Clases polimorficas

La caracteristica principal de una clase polimérfica es que su funcionamiento puede
ser adaptado mediante uno o mas TDA's, que son los parametros de la clase. Los méto-
dos y funciones definidos dentro de la clase polimdrfica son ejecutados utilizando méto-
dos definidos en los pardametros, que se conocen como adaptadores: TDA's en donde
se definen las operaciones que utilizara la clase polimoérfica. Estas operaciones son los
requerimientos y los TDA’s que los cumplen son los modelos. En este sentido una clase
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polimdrfica tiene una funcion similar a la de un algoritmo genérico: es proporcionar una
interfaz general para su uso con varios TDA's y reducir el eédigo. Por ejemplo, en el sis-
tema que se desarrollé en este trabajo, existe la clase polimérfica EnergyEquation<class
prec, int Dim, class approx> que recibe tres parametros: prec: tipo de nimeros que se
usardn en el célculo; Dim : dimension del problema; approx: adaptador que determina la
forma de calcular los coeficientes de la ecuacién. Este 1iltimo parametro permite utilizar
la clase con diferentes esquemas numeéricos y nos evita la implementacién de todo el
codigo, s6lo es necesario construir un adaptador para cada esquema numérico.

2.3. Técnicas avanzadas

La POO y la PG proporcionan herramientas que permiten al programador enfocarse
en lo que hace el programa y dejar para después los detalles de como lo hace. Sin
embargo, estas herramientas, con las que es posible realizar programas con un alto nivel
de abstraccion, pueden perjudicar sustancialmente el desempeno del cédigo.

El motivo de lo anterior, es que algunas de las construcciones de la POO dificultan
tareas importantes del compilador como: reordenacién de operaciones, optimizacién de
ciclos (unrolling), reuso de memoria (aliasing), entre otras. El resultado es un programa
ejecutable no optimizado, cuyo rendimiento es muy bajo comparado con codigos de
lenguajes estructurados. Diferentes téenicas se han ideado para que los codigos generados
sean eficientes, muchas de ellas se pueden consultar en [8, 81].

Uno de los problemas tipicos que ocasionan bajo rendimiento es la generacién de
estructuras de datos y ciclos temporales por el compilador. Por ejemplo, es posible
definir una clase array para manejar arreglos de nimeros de cualquier tipo, y ademas,
definir operaciones sobre los arreglos de tal manera que se pueda escribir lo siguiente
(en C++):

Caédigo fuente Seudo cédigo generado por el compilador
template<class T_number> double * __t1 = new double[N];
class array { ... }; for(int i=0; i < N; ++i)

__ti1[i] = bl[i] + c[il;
array<double> a(l), b(N), double * __t2 = new doublel[N];
c(), d(N); for(int i=0; i < N; ++i)
a=b+c+d; __t2[i] = __t1[i] + d[i];
for(int i=0; i < N; ++i)
afi] = __t2[il;
delete [] __t2;
delete [] __t1;

El eédigo mostrado en la columna de la izquierda, es bastante obvio: se declaran
cuatro arreglos y la suma de tres de ellos se asigna al cuarto. En este caso el usuario de
la clase array no se distrae en los detalles de los algoritmos para realizar las operaciones
sobre los arreglos. Sin embargo, el cédigo generado por el compilador hace uso de por
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lo menos dos arreglos temporales y dos ciclos adicionales, para realizar primero la suma
- t1 =b + c; luego la suma _t2 = _t1 + d; y finalmente la asignacion a = _t2, véase
columna de la derecha. Por supuesto que estos arreglos y ciclos temporales no aparecen
en el cédigo de la izquierda, pero son generados de manera automdtica por la mayoria
de los compiladores.

Las construcciones como la clase array, son las mas utilizadas para mejorar el nivel
de abstraccién de los codigos de aplicaciones numéricas, pero como se puede observar
el rendimiento puede llegar a ser bastante malo. Este es el principal motivo por el cual
no se utiliza la POO en aplicaciones de cémputo cientifico. Afortunadamente existen
técnicas que permiten, a través de los templates, evitar la aparicion de estructuras de
datos temporales manteniendo la claridad del eédigo.

2.3.1. Metaprogramacion

En 1994, durante una reunién del comité de estandarizacion de C++, E. Unruh
descubrié que los templates podrian ser usados para hacer cédlculos en tiempo de compi-
lacién [80]. A partir de entonces se demostré que el mecanismo conocido como template
instantiation podria usarse como un lenguaje recursivo primitivo para realizar calculos
no triviales en tiempo de compilacién. Este tipo de calculo es lo que se conoce como
metaprogramacion [82].

La metaprogramacién consiste en construir cadigo parametrizado de tal manera
que cuando el compilador lo recorre, sustituye todos los pardmetros definidos generando
codigo que implementa la funcionalidad deseada para cada parameto. Un metaprograma
es una parte del cédigo que genera pedazos del cédigo final y que en la mayoria de los
casos mejora el rendimiento global del programa.

Traits

Un construccién importante en la metaprogramacion es lo que se conoce como Traits.
Los Traits son clases que mapean una cosa en otra. Por ejemplo, la siguiente funcién
parametrizada no funciona si el pardmetro T es int, long, char o complex, pues el resultado
de la operacién es un numero flotante.

template<class T>
T average(const Vector<T> &datos) {
T sum = 0;
int num_elements = datos.getDim()
for(int i = 0; i < num_elements; ++i)
sum += datos(i);
return sum / num_elements;

}

Para corregir la funcién anterior, es necesario realizar un mapeo que produzca un double
cuando T es de alguno de los tipos mencionados arriba. El mapeo se realiza mediante
el uso de Traits como sigue:
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template<class T> // Trait general
struct float_trait { typedef T T_float;}; /7
template<> // Trait especializado

struct float_trait<int> { typedef double T_float;}; // para int

template<> // Trait especializado
struct float_trait<char> { typedef double T_float;}; // para char.
/... etc

template<class T>
typename float_trait<T>::T_float average(const Vector<T> &datos)
{

typename float_trait<T>::T_float sum = 0;

int num_elements = datos.getDim()

for(int 1 = 0; i < num_elements; ++i)

sum += datos(i);
return sum / num_elements;

De esta manera el compilador elije el tipo dependiendo de la definicion del Traif, véase
por ejemplo [81].

En aplicaciones numéricas, a menudo se tienen que procesar arreglos multidimen-
sionales, o realizar operaciones aritméticas entre vectores. Por ejemplo el producto punto
de dos vectores:

template <typename T>
inline T dot_product (int dim, T* a, T* b) {
T result = T();
for (int i=0; i<dim; ++i) {
result += a[i]*b[i];
}
return result;
].
int main() {
int al3] = {1, 2, 3};
int b[3] = { 5, 6, 7};
int dot = dot_product(3,a,b)

El codigo anterior da resultados correctos, pero puede tomar mucho tiempo cuando
los arreglos son muy grandes. El problema es que el compilador no puede desarrollar
(unrolling) el ciclo de la funcién dot_product() de manera controlada, de tal manera
que se genera un codigo ineficiente. Es posible resolver este problema construyendo un
metaprograma que controle el desarrollo del ciclo de manera éptima. Por ejemplo:
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// Clase template para el producto punto en general
template <int DIM, typename T>
c¢lass DotProduct {
public:
static T result (T* a, T* b) {
return *a * *b + DotProduct<DIM-1,T>::result(a+l,b+1);

};

// Especializacion parcial: criterio de terminacion
template <typename T>
class DotProduct<1,T> {
public:
static T result (T* a, T* b) {
return *a * *b;

}

};

// Funcion para producto punto
template <int DIM, typename T>
inline T dot_product (T* a, Tx b)

{

return DotProduct<DIM,T>::result(a,b);
}
int main() {

int a(3] = { 1, 2, 3};

int b[3] = { 5, 6, 7};

int dot = dot_product(3,a,b)

El resultado del codigo anterior es que la linea dot = dot_product(3,a,b) se transforma,
mediante un proceso recursivo de template instantation, en lo siguiente:

— dot = DotProduct<3,int>::result(a,b);

— dot = *a x *b + DotProduct<2,int>::result(a,b);
— dot = *a * xb + *(a+1) * *(b+1) + DotProduct<i,int>::result(a,b);
— dot = *a * *b + #(a+1) * *(b+1) + *(a+2) * *(b+2);

Se observa que al final se tiene un cédigo més eficiente en donde el ciclo se ha desen-
rollado totalmente. Nétese que en este ejemplo se conoce la dimension de los vectores
antes de la ejecucién. Bibliotecas como Blitz++ [6] y uBLAS [79] utilizan este tipo de
metaprogramas para generar rutinas eficientes de algebra lineal.
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2.3.2. Expresiones parametrizadas

Una técnica especial de metaprogramacion se conoce como expression templates (ET)
[83]. Mediante esta técnica es posible eliminar las estructuras de datos y ciclos tempo-
rales que aparecen en expresiones aritméticas entre arreglos, transforméndolas en ciclos
eficientes. El proceso que se sigue en la transformacion de expresiones se ilustra en la
figura 2.1. El detalle de esta técnica se puede consultar en [81, 83]. En la actualidad,
para obtener buenos rendimientos es indispensable incluir ET en los kernels numeéricos
de sistemas orientados a objetos, como es el caso de Blitz++ [6] y uBLAS [79].

Array<10> a, b, b, d
a=1(b+ec) * d;

Expression< BinaryNede < OpMult,
BinaryNode < OpAdd,

Array,
Array,
>
Array
-
>
for{int i=0; i<size;++1i)
ali] = (b[i] + cli])* d[i];

Figura 2.1: Expresiones parametrizadas: un codigo que expresa fielmente la operacién
aritmética que implementa, es transformado por un ET y el compilador en un ciclo
eficiente.

2.3.3. Herencia parametrizada recursiva

Usando herencia podemos construir algoritmos genéricos que reciban como argu-
mento una referencia a un objeto de la clase base y utilizar las operaciones definidas en
las clases derivadas. Esto se puede realizar con las funciones virtuales, sin embargo, las
funciones virtuales ocasionan una sobrecarga en la ejecucién del programa. Una man-
era de evitar esto se puede usar la técnica conocida como CRTP: Curiously Recurring
Template Pattern, [81].

La idea es como sigue: primero se determinan las operaciones generales de un con-
Junto de objetos y se agrupan en una clase base; luego, se derivan clases particulares
de tal manera que las subclases parametrizen las operaciones generales de la clase base.
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De esta manera, las operaciones generales seran modificadas de acuerdo con las clases
derivadas v dado que se usan templates, las operaciones modificadas se generardn en
tiempo de compilacion evitando cualquier tipo sobrecarga. Con esta técnica. el ejemplo
de matrices descrito en la seccién 2.1.3. se transforma como sigue:

template<class T_clase_derivada>
class Matrix {
public:
T_clase_derivadak como_clase_derivada() { // funcion que determina el
return static_cast<T_clase_derivada&>(*this); // tipo de la clase derivada

¥

double operator() (int i, int j) {
return como_clase_derivada() (i,j);

}
¥;
//
// Clases derivadas
'
class DenseMatrix : public Matrix<DenseMatrix> { };
class SparseMatrix : public Matrix<SparseMatrix> { };
class TriangularSupMatrix : public Matrix<TriangularSupMatrix> { };
//

// Uso de las clases

!/

template<class T_clase_derivada> // Esta funcion recibe una

double suma(Matrix<clase_derivada>& A) { // Matriz de la clase base
double sum = 0; // parametrizada con una clase
for(int i=0; i < A.getRows(); ++i) // derivada

for(int j=0; j < A.getCols(); ++j)
sum += A(i,j);
return sum;

};

SparseMatrix S(N,N); // Ejemplo de uso con
double suma_sparse = suma(S); // SparseMatrix
TriangularSupMatrix T(N,N); // Ejemplo de uso con
double suma_triangular = suma(T); // TriangularSupMatrix

En el eédigo anterior, la clase Matrix se parametriza con el tipo de la clase derivada.
Las subclases heredan de la clase Matrix y usan como parametro su mismo tipo. Cada
clase derivada debe proveer una funcién operator() para acceder a sus datos, la cual
depende del tipo almacenamiento de cada matriz. La ventaja de esta construccién con
respecto a la descrita en la seccion 2.1.3, es que aqui se genera el codigo necesario
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en tiempo de compilacién debido a la parametrizacion. Nétese que la forma de uso es
exactamente la misma.

2.4. Programacién paralela

Las computadoras tradicionales, con un solo procesador, estan basadas en el modelo
introducido por John von Neumann [9]. Este modelo consiste de una unidad central de
procesamiento (CPU) y una memoria. Este tipo de computadoras toma una secuencia
simple de instrucciones y opera sobre secuencias simples de datos. Las computadoras de
este tipo se conocen como SISD (Single Instruction Single Data). La velocidad de una
computadora SISD estd limitada basicamente por dos factores: velocidad del procesador
y capacidad de memoria. La velocidad del procesador se incrementa segin la ley de
Moore [52], pero existe un limite fisico: la separacién entre transistores no puede ser
menor que la separacién entre particulas elementales. La capacidad y velocidad de acceso
a la memoria se mejoran mediante diferentes tecnologias (que incluyen cache. memory
interleaving y pipelining) pero también existen limitaciones [42].

Una manera alterna para mejorar la velocidad de ejecucién es el uso de multiples
CPUs con su memoria, interconectados de alguna manera. En teoria, la razén de proce-
samiento crecera conforme se incremente el nimero de procesadores. Las computadoras
que contienen miultiples procesadores se conocen como computadoras parallelas y exis-
ten diferentes tipos que se clasifican de acuerdo a su arquitectura. La clasificacion de
Flynn [21] es la mas conocida y consiste de las siguientes categorias:

SISD (Single Instruction, Single Data) : Computadoras tradicionales que procesan in-
strucciones de manera serial.

SIMD (Single Instruction, Multiple Data) : Computadoras con varios procesadores que
trabajan concurrentemente y ejecutan las mismas instrucciones sobre conjuntos de
datos diferentes.

MISD (Multiple Instruction, Single Data) : Computadoras con varios procesadores
donde cada uno de ellos puede modificar los datos antes de pasar al siguiente
procesador, el cual realiza otro tipo de operaciones sobre los mismos datos.

MIMD (Multiple Instruction, Multiple Data): Computadoras en las que cada proce-
sador es capaz de ejecutar conjuntos de instrucciones diferentes independiente de
los otros procesadores.

2.4.1. Organizacion de la memoria

Resolver un problema en un ensamble de procesadores requiere de la interaccion
entre procesadores. Esta interaccion estd determinada por los dos tipos bésicos de ar-
quitecturas: memoria compartida y memoria distribuida.
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Memoria compartida : Los diferentes procesadores comparten un espacio de memo-
ria global a la cual acceden mediante un canal o bus de datos de alta velocidad.
Este espacio de memoria global permite a los procesadores intercambiar o com-
partir datos. El nimero de procesadores usado en una arquitectura de este tipo
esta limitado por el ancho de banda del bus de datos que conecta a los proce-
sadores.

Memoria distribuida : Cada procesador tiene su propia memoria local o privada.
Todos los procesadores o nodos tienen acceso rapido a su memoria local v pueden
acceder a la memoria de otros nodos a través de una red, la cual debe permitir
comunicaciones de alta velocidad. Los datos que se intercambian entre los nodos
son enviados como mensajes sobre la red.

2.4.2. Modelos de programacion

La programacién en una arquitectura multiprocesador se puede hacer basicamente
de dos maneras:

= Paralelismo de memoria compartida, por medio de directivas. Este tipo de pro-
gramacion puede ser implementado con HPF (High Performance Fortran) [30] o
con OpenMP [56], donde un cédigo serial se paraleliza adicionando directivas (las
cuales aparecen como comentarios cuando se realiza una ejecucién serial) que le
dicen al compilador como distribuir los datos y el trabajo entre los procesadores.
Los detalles de la distribucién de los datos y comunicaciones son realizados por
el compilador. Estas implementaciones se realizan usualmente en arquitecturas de
memoria compartida debido a que el espacio global de memoria simplifica grande-
mente la escritura de los compiladores.

» Progamacién en envio de mensajes, mediante llamadas a funciones. Este segundo
enfoque puede implementarse en ambos tipos de arquitectura de memoria. En este
caso el programador es responsable de dividir explicitamente los datos y el traba-
jo entre los procesadores, asi como manejar las comunicaciones entre ellos. Este
enfoque es muy flexible y portable a diferentes tipos de maquinas. Se puede im-
plementar con PVM (Parallel Virtual Machine) [61] y con MPI (Message Passing
Interface) [24, 68].

2.4.3. Comunicaciones

El hardware que permite a los procesadores comunicarse es un aspecto critico en
ambos tipos arquitecturas de memoria. Desde un punto de vista abstracto no hace mucha
diferencia si se conectan procesadores al bus de memoria o si se conectan computadoras
entre si. El papel que juega la red en un cluster de PCs es comparable al papel del bus
de datos en una computadora de memoria compartida.
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En general, un programador no necesita conocer la topologia de interconeccién de
los procesadores para construir un programa paralelo. El software que maneja la red y el
hardware de las computadoras paralelas actuales esconden los detalles de bajo nivel de la
red, permitiendo a los codigos enviar trabajos a cualquier procesador de la computadora.
Sin embargo, es 1til tomar en cuenta dos aspectos de las redes que son relevantes para
el diseno de un algoritmo.

1. Razdén de transferencia de datos. El modelo estdndar de una red involucra dos
parametros:

» La latencia (network latency) L(seg), que es el tiempo necesitado para iniciar
la coneccién entre dos procesadores.

= El ancho de banda (bandwidth) B(f’”—gi), que es la razon a la cual los datos

te
. - , se . - . .’
son intercambiados después de que se ha iniciado una coneccién.

El tiempo t; para transferir b bytes de datos es:

b
ta= L+ — 2.1
=L+ 21)
De lo anterior se observa claramente que es mejor enviar un mensaje largo, en vez
de un conjunto de mensajes cortos, atin si la cantidad total de datos transferidos

es la misma.

2. Comunicaciones locales y globales. Los diferentes modelos de programacion par-
alela permiten comunicaciones uno a uno, todos a uno y todos a todos. Cada uno
de estos tipos de comunicacion tiene sus costo. Un ejemplo tipico es el producto
punto entre dos vectores u-v = Z,’i , 4;%;. Si cada uno de los P procesadores tiene
un subconjunto de las componentes de ambos vectores, estos realizan una suma
parcial local sin necesidad de comunicaciones. Pero el resultado final involucra
necesariamente comunicaciones globales, que dependendiendo de P y L pueden
ser mds caras que las sumas parciales realizadas en paralelo.

En el sistema desarrollado en este trabajo son necesarios dos tipos de comunicaciones:
cada procesador a sus vecinos (para intercambiar condiciones de frontera) y todos a
uno (para calcular errores, residuos y generar resultados finales). En el primer caso, el
término “vecinos” se refiere a la posicion relativa de cada procesador en la topologia
virtual usada en la descomposicion del dominio, véase seccién 5.3.

2.4.4. Descomposicién del problema

El primer paso en el diseno de un algoritmo paralelo es descomponer el problema
en subproblemas mas simples. Luego, cada uno de estos subproblemas se asignan a
diferentes procesadores en donde se resuelven simultdneamente. Existen béasicamente
dos tipos de descomposicién: descomposicién de dominio y descomposicion funcional.
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Descomposicién de Dominio (DD) : En el modelo de descomposicién de dominio o
paralelismo de datos, los datos se dividen en porciones de aproximadamente el mis-
mo tamano que se mapean a diferentes procesadores. Cada procesador trabaja con
la porcién de datos que le fue asignada. En algunos problemas los procesadores
necesitaran comunicarse periédicamente para intercambiar informacion. Un al-
goritmo en este modelo consiste de una secuencia de instrucciones elementales
aplicadas a los datos. La arquitectura SIMD se acopla a este tipo de paralelismo,
donde copias del mismo cddigo se ejecutan sobre diferentes porciones de datos en
diferentes procesadores. La estrategia DD se emplea cominmente en algoritmos
para resolver ecuaciones diferenciales parciales con valores a la frontera, donde los
procesadores pueden operar independientemente sobre porciones de datos grandes,
comunicando sélo una pequefa parte de datos (la frontera) en cada iteracion.

Descomposiciéon Funcional (DF) : Frecuentemente, la estrategia de descomposicién
de dominio resulta no ser la mas eficiente para un programa en paralelo. Esto
sucede cuando las porciones de datos asignadas a los diferentes procesadores re-
quieren de espacios de tiempo muy distintos para ser procesadas. Entonces, el
rendimiento del cédigo estd limitado por la velocidad del procesador mas lento.
Los procesadores que terminan primero permanecen inactivos hasta que el proce-
sador mas lento finaliza su trabajo. En este caso, la descomposicién funcional o
paralelismo de tareas es mas efectivo que la descomposicién de dominio. En el
paralelismo de tareas, el problema se descompone en un nimero grande de tar-
eas pequenas, las cuales se van asignando a los procesadores conforme estos estén
disponibles. A los procesadores que terminan su trabajo mas rapido simplemente
se les asigna otra tarea. El paralelismo de tareas se implementa en un modelo de
cliente-servidor. Las tareas se distribuyen entre un grupo de procesadores esclavos
por un procesador maestro, el cual también puede realizar algunas tareas. El mod-
elo de cliente-servidor puede ser implementado virtualmente a cualquier nivel del
programa. Por ejemplo, si se desea ejecutar un programa con diferentes entradas,
una implementacién cliente-servidor puede ejecutar miiltiples copias del cddigo
serial, con el servidor asignando las diferentes entradas a cada proceso cliente.
Conforme cada procesador vaya terminando su tarea se le asignard una nueva
con una entrada diferente. Un ejemplo donde este tipo de descomposicion es 1til
es en aplicaciones que se ejecutan en tiempo real, que es el caso de sistemas de
visualizacién interactiva y realidad virtual.

2.4.5. Meétricas y otros factores

El principal objetivo de un programa paralelo es resolver un problema en menos
tiempo comparado con la versién serial del mismo. En el disefio de un cédigo paralelo se
deben considerar algunos factores importantes para obtener el mejor rendimiento posible
dentro de las restricciones del problema que se esté resolviendo. Para medir el beneficio
del paralelismo existen algunas parametros estandares que son usados ampliamente y
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que se describen a continuacion.

Balance de carga

El trabajo total de célculo que se realizard para resolver el problema, debe ser divi-
dido equitativamente entre el niimero de procesadores disponibles. Esto se hace facile-
mente cuando el mismo conjunto de operaciones es realizado por todos los procesadores,
sobre diferentes porciones de datos. En el caso de DD el balance de carga es obtenido
automaticamente si las porciones de datos son iguales, aunque en algunos casos se deben
considerar las condiciones en las que esto es vilido. Por ejemplo si un procesador debe
resolver la capa limite de un flujo, éste tardara mds que otros procesadores que no lo
hacen, aun cuando trabajen sobre porciones de datos del mismo tamano. En el caso
de la DF, el balance de carga es mas importante, pues es necesario asignar tareas del
mismo peso a cada procesador para evitar que haya procesadores ociosos, mientras que
otros trabajan al 100 %.

Meétricas de rendimiento

Algunas de las métricas que se utilizan frecuentemente para medir el rendimiento de
programas paralelos son las siguiente:

Tiempo de ejecucion : El tiempo de gjecucién de un programa serial se denota por
T, El tiempo de ejecucion en paralelo se mide a partir del momento en que el
calculo en paralelo inicia hasta que el ultimo procesador termina su ejecucion, y
se denota por T},. El tiempo total de ejecucién de un programa en paralelo debe
tomar en cuenta el tiempo de cdlculo, el tiempo de inactividad y el tiempo de
comunicacion.

Aceleracién (Speedup) : Es una medida que captura el beneficio relativo de resolver
un problema en paralelo. Se define como la razén del tiempo que se lleva resolver
el problema en un solo procesador entre el tiempo requerido para resolver el mis-
mo problema con n, procesadores idénticos. Entonces, la aceleracién se calcula
mediante S = T,/T,,. Una aceleracién ideal para n, procesadores seria S = n,,.

Eficiencia : La eficiencia mide la fraccién de tiempo que un procesador pasa realizando
operaciones del algoritmo paralelo, es decir, sin incluir comunicaciones, tiempos
de espera, etc. Se define como E = S/n,. Una eficiencia ideal serfa E' = 1.

Costo : Se define el costo de resolver un problema en paralelo como el producto del
tiempo de ejecucién en paralelo 7, por el nimero de procesadores usados n,,.
Este niimero refleja la suma del tiempo que cada procesador gasta resolviendo el
problema. Se tiene un costo 6ptimo si es es proporcional a T%.
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Sobreposicién de la comunicacién y los calculos

Existen varias formas de minimizar el tiempo inactivo entre los procesadores, y un
ejemplo es sobreponer los cdlculos con las comunicaciones. Esto implica ocupar un proce-
sador con una o més tareas nuevas mientras se espera a que termine la comunicacién con
otros procesadores. El uso cuidadoso de comunicaciones no bloqueables (non-blacking)
hacen posible lo anterior. Sin embargo, es muy dificil, en la préctica, intercalar comuni-
caciones y calculos.

Ley de Amdahl

La ley de Amdahl se escribe como sigue:

P o (fﬁ i Ps) (2.2)

Mp
donde P es el porcentaje del tiempo gastado ejecutando de forma serial; P, es el por-
centaje del tiempo gastado ejecutando en paralelo y n, es nimero de procesadores.
Ademas se cumple que P, + P, = 1. De la ecuacién (2.2) tenemos que una medicién de
la aceleracion es:

=
gL _ (E 4 ps) (23)

Np

La siguiente tabla muestra el comportamiento de la aceleracion de acuerdo con la
ley de Amdahl.

(B, [S@[S@][S@®[S6)]
80% | 16 | 25 | 33 | 40
90 % 1.8 3.0 4.7 6.4
5% | 19 | 35 | 59 | 9.0
08% || 1.96 | 3.7 | 7.0 | 123

Cuadro 2.1: Aceleraciéon en funcién del nimero de procesadores y del porcentaje de
paralelizacién del codigo.

Se observa que la aceleracién es muy sensitiva al porcentaje de paralelizacion y
al nimero de procesadores. Ademas, S no crece linealmente conforme el nimero de
procesadores se incrementa. La recomendacion es paralelizar codigos cuyo porcentaje
paralelizable sea mayor al 70 %.

Escalabilidad

En general un mimero alto de procesadores disminuye la eficiencia. Por otro lado, se
ha observado que en algunos casos el incremento del tamano del problema incrementa la
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eficiencia. Entonces deberia ser posible mantener la eficiencia constante cuando, tanto
el mimero de procesadores asi como el tamano del problema se incrementan simultanea-
mente. Esta habilidad de mantener la eficiencia constante se conoce como escalabilidad.
La escalabilidad de un programa paralelo es la medida de su capacidad de incrementar
la aceleracién en proporcién al nimero de procesadores. Se dice que un programa es
escalable cuando su eficiencia es mayor a (.5.




Capitulo 3

Planteamiento de las ecuaciones de
la mecanica de fluidos

Las ecuaciones de la mecéanica de fluidos representan leves de conservacién o balance
de cantidades fisicas como la masa, cantidad de movimiento (momentum) y energia.
Para obtener las ecuaciones, el fluido se considera continuo y se hace un balance de
las diferentes cantidades sobre un elemento de fluido [3, 12]. En este trabajo se de-
sarrollo un sistema para resolver las ecuaciones gobernantes de fluidos newtonianos e
incompresibles. En forma general estas ecuaciones se escriben como sigue:

d¢ 0 0 (.09 ,
ot o \W?) T 5o\ raj=12,3 3.1
at + (9:17] (UJ (b> 81‘] < aI]> + S’ para j y &y Yy ( )

donde ¢ puede representar a la temperatura (7), la densidad (p) o a alguna componente
de la velocidad ((u1, u2, u3) = (u,v,w)); T es el coeficiente de difusién y S es el término
fuente, que contiene el gradiente presiones y términos provenientes de las fuerzas de
cuerpo. En esta notacién x; representa coordenadas cartesianas para la posicion, y se
utiliza la convencién de Einstein en donde indices repetidos se suman.

La ecuacién (3.1) se conoce como la ecuacién de transporte para la propiedad ¢. En
esta ecuacidon se distingue claramente el término temporal y el término de conveccién
en el lado izquierdo, y el término difusivo y el término fuente en el lado derecho. La
ecuacién general de transporte (3.1) es usada como punto de partida para desarrollar
algunos métodos numéricos, especialmente el método de volumen finito. En la actuali-
dad existe una gran variedad de técnicas numéricas que permiten resolver este tipo de
ecuaciones [19, 28, 58, 84]. En este trabajo se utilizé el método de volumen finito para
discretizar las ecuaciones. En este método, al igual que en muchos otros, se requiere
de la previa construccién de una malla sobre el dominio de estudio. Para delimitar el
alcance de este trabajo, nos enfocaremos en problemas cuyo dominio es rectangular y
utilizaremos mallas estructuradas ortogonales. Con el objeto de fijar ideas y para de-
scribir con claridad la metodologia que usaremos, se tomard como base el problema de
conveccién natural en cavidades. Este problema servird también para realizar pruebas
y comparaciones con resultados de otros autores.
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3.1. Conveccion natural

Las ecuaciones que gobiernan esté fenémeno se obtienen tomando en cuenta la aprox-
imacién de Boussinesq [12], es decir la densidad se considera constante excepto en el
término de fuerzas de cuerpo, y las propiedades fisicas restantes del material se con-
sideran constantes siempre. Entonces, para fluidos newtonianos e incompresibles, las
ecuaciones se escriben como sigue:

Ou;

5 =0 (52

. _@ n 82ui
B 8171' 'ua.fl?ja.fl?j
T

1, i Gui
po[ S + b, - (33)

- tu
ot ]856]-

or o _ &
ot Yoz, ~ “oz,01,

donde p es la densidad, pg es una densidad de referencia, y es la viscosidad dindmica y o
es la difusividad térmica. En la ecuacién (3.4) se ha considerado que la energia interna
se puede escribir como ¢y T, con ¢y el calor especifico a volumen constante. También
se utiliza la ley de conduccién de calor de Fourier, es decir ¢; = —ng;r—j, siendo & el
coeficiente de conductividad térmica.

Las ecuaciones (3.2), (3.3) y (3.4), se deben complementar con una ecuacién de
estado para poder ser resueltas. En este trabajo se considera la siguiente relacién:

(3.4)

p=poll =BT -To), (3.5)

donde 3 es el coeficiente de expansién volumétrica y Ty es el valor de la temperatura
cuando p = pg. B se define como:

1 /dp
__1(%p _ 36
fert (GT) (3.6)

Esta dltima ecuacién describe satisfactoriamente la relacién entre la densidad vy la
temperatura para un fluido incompresible.

3.1.1. Ecuaciones adimensionales

Las ecuaciones (3.2), (3.3) y (3.4) generalmente se utilizan en forma adimensional
tanto para su discretizacién, como para su implementacion. En la forma adimensional,
aparecen pardmetros que permiten hacer estudios de flujos en diferentes estados: lam-
inar o turbulento por ejemplo. Por esta razén, en este trabajo se utilizan ecuaciones
adimensionales, las cuales se obtienen mediante el siguiente escalamiento:

=

X =

i 3.7
o 5.)
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= T (3.8)

w, = Q/H (3.9)
p= ZJ;)];/T (3.10)
T = T/A_TTC _%, (3.11)

donde localmente se han utilizado variables primadas (/) para representar a las variables
con dimensiones. En este escalamiento H es una longitud caracteristica, v la viscosidad
cinematica (v = u/po) y AT = Ty — Tc representa una diferencia de temperaturas.

Usando el escalamiento anterior tenemos que las ecuaciones, en forma adimensional
se escriben como sigue:

a'LLj
“7 - 3.12
oz, ~ (3.12)
ou; ou; op 02,
, = — b;, 3.13
g Yor, T om T M anarn, (3.13)
2
oT oT o°T (3.14)

3 "oz, 9n,00,

donde la ecuacién (3.12) se conoce como la ecuacién de continuidad, las ecuaciones (3.13)
son las ecuaciones de Navier-Stokes y la ecuacion (3.14) es la ecuacién de energia. b; es
el término fuente que representa a las fuerzas de cuerpo externas que intervienen en el
problema, y en este caso sélo se toma en cuenta el efecto de la gravedad apuntando en
la direccién negativa del eje y. Por lo tanto: by = 0, b, = Pr RaT y b3 = 0, donde Pr
y Ra son el nimero de Prandlt y el nimero de Rayleigh respectivamente que se definen
como sigue:

Pr = -V—7 (315)
o]
ATL? '
a = gﬁa*uy’ (3.16)

donde g es la magnitud de la aceleracién de la gravedad.

Las ecuaciones (3.12), (3.13) y (3.14) se pueden escribir en la forma de la ecuacion
(3.1) como sigue:

dp 0
L uo) = 3.17
T + oz, (ujp) 0, ( )
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aui (9 ap a auz’ ;
9 ) = — p 15, 318
ot ag, ) = o T e ( rafcj> (3.18)
oT o o (0T
=9 (1) 3.19
E TG K A, (ax]) (3.19)

Lo anterior es posible dado que el fluido es incompresible y el nimero de Prandtl
se considera constante. En la forma antes escrita, es posible hacer una correspondencia
entre las ecuaciones {3.17),(3.18) v (3.19) con la ecuacién general, como se muestra en
la siguiente tabla.

‘ Ecuacion | ¢ | T | S, |
Masa p=cte. | 0 0
N-S us Pr| —22 4+,
Energia T 1] 0

Cuadro 3.1: Correspondencia de las ecuaciones de balance en flujo laminar con la
ecuacion general. El valor de 7 varia de 1 a 3.

3.2. Conveccion natural turbulenta

Aunque no existe una definicién exacta de turbulencia, se puede decir que un flujo
es turbulento cuando es irregular, consiste de un amplio rango de escalas de movimien-
to, se incrementa la difusividad, es completamente tridimensional, es muy disipativo
y el nimero de Reynolds es relativamente grande. Una discusién amplia del tema se
encuentra en [72]. La simulacién directa de flujos turbulentos o DNS (Direct Numerical
Simulation), es posible sélo en algunos casos simples, pero en la mayoria de las ocasiones
se requieren recursos enormes de computo [41]. Algunas técnicas se han desarrollado para
evitar este problema y una de las més conocidas es la Simulacién de Vértices Grandes o
LES (Large-Eddy Simulation). Los detalles de esta técnica se pueden encontrar en libros
de texto como en [18, 84] y en articulos de revisién como [73]. Aqui sélo describiremos
las propiedades més importantes. .

La técnica de LES ayuda a simular flujos turbulentos en mallas gruesas. La base de
esta técnica consiste en la aplicacién de un filtro de convolucién espacial a las ecuaciones
gobernantes. En este procedimiento se divide la variable turbulenta f (T, u; o p) en
una componente de escalas grandes f, y en una componente de escalas pequenas o de
submalla f’. La descomposicién y la convolucién de f con una funcién de filtro g sobre
el dominio del flujo © se escriben como:

flzat) = flza,t) + f(zi,t), (3.20)
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con

Pl ) = / gl — ) f (), (3.21)

donde la funcién del filtro g debe satisfacer la condicién de normalizacién

/ g(z, — z))dz, = 1. (3.22)
0

La aplicacién del filtro a las ecuaciones gobernantes del problema de conveccién nat-
ural, ecuaciones (3.12),(3.13) y (3.14), produce la siguiente descripcién del movimiento
de las escalas grandes:

a?‘l,j
—2 =, 3.23
o, | (3.23)
aﬂi 8?11'_ 8}5 02?11' - aTi
hur S = - P b; 5 3.24
ot "o, T on | lozor, T o, (3:24)
of _of &7 o
T S 7. 3.25
g Y Oz; Ox;0r; Oz (3.25)
los tensores de submalla 7,; y h; estan dados por
Ty = Ulh; — U Uy, (3.26)
Y

En la LES se requiere un modelo de submalla o SGM (Subgrid Model) que parametrize
ambos tensores adecuadamente, de tal manera que el flujo de escalas grandes pueda ser
calculado con exactitud. Las simulaciones con el modelo deben producir resultados con
un significado fisico y con bajo esfuerzo computacional. E} SGM mdés comun supone una
viscosidad turbulenta (hipdtesis de Boussinesq) para modelar 7;;:

Tij = 2V¢Sij, (328)
donde
~ 1 /ou, Ou
- 3.29
%= 3 (azj * 8951-)’ (3.29)

es el tensor de deformacién del campo filtrado y v, es la viscosidad turbulenta. _De igual
manera tenemos que '

or

hy = ks
J ax]')

(3.30)
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donde la razén entre la viscosidad turbulenta v, y la difusividad turbulenta «, estd defini-
da como

Pr, = —*. (3.31)

Cuando el nimero de Prandtl estd dado, solamente la viscosidad turbulenta tiene
que ser parametrizada en términos de las cantidades resueltas. Aunque el valor de Pr,
no estd bien establecido [2], frecuentemente se considera que 3 < Pr, < 3, una discusién
sobre este punto se encuentra en [17].

En este trabajo consideraremos el SGM propuesto por Métais y Lesieur [48], en
donde la viscosidad turbulenta se define como

v, = 0.105C; > AV Fy, (3.32)
con una funcidn de estructura filtrada definida como
3 2/3
~ . 1 =(%) Ac
AEaI=g A (5] BENCES
con
B = [lla(2) - (@ + Az |? + |a(E) — a(z — Azé)|?], (3.34)

donde €; es el vector unitario en direccién z, y Ac = (Az;AzoAzy)/?,
Sustituyendo (3.28) y (3.30) en las ecuaciones filtradas (3.24) y (3.25), y recordando

que el fluido es incompresible, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

(9111- 0 _ 815 0 Q N :
— (g.) = — — [ (P 25, b;, 3.35
5 o 1) = g+ g ((Prew)2s,) + (3.35)
or 8 , - ) v, \ 0T
oL 9 a9 Ly 9 3.36
ot + Oz; (UJT) Oz; ((1 + Prt) 8:5]-) (3.36)

3.2.1. Funcién de estructura selectiva

En algunos casos el modelo de la funcién de estructura es muy disipativo. Para
reducir esta dificultad, se han desarrollado varias técnicas entre las que se encuentra
el modelo de funcién de estructura selectiva [48]. El objetivo es eliminar la viscosidad
turbulenta cuando el flujo no es lo suficientemente tridimensional. El criterio que se
utiliza es como sigue:

1. Se mide el d4ngulo entre la vorticidad en un punto de la malla y el promedio de las
vorticidades en los seis puntos vecinos.

2. Si este angulo excede 20° entonces se toma en cuenta la viscosidad turbulenta
calculada mediante (3.32).
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3. En otro caso, sélo se toma en cuenta la viscosidad molecular.

El valor de 20° es el mds probable de acuerdo a simulaciones de turbulencia isotrépica
a una resolucién de malla de 32° y 643 [48].

De la misma manera en que las ecuaciones del caso laminar se escribieron en forma
general, las ecuaciones (3.23), (3.35) y (3.36) tambien estdn escritas en la forma (3.1).
En este caso la correspondencia con la ecuacién general es como sigue:

| Bcuacion | ¢ | T | S5 |
Masa p=cte| O
N-S s Pr+vuy, | - gfl + b,
Energia T 1+ g 0

Cuadro 3.2: Correspondencia de las ecuaciones de balance en flujo turbulento con la
ecuacion general. El valor de ¢ varfa de 1 a 3.

3.3. Discusion

Las ecuaciones presentadas en las secciones anteriores son bastante complejas y a
pesar de que se conocen desde hace mucho tiempo, no existe hoy en dia un método
analitico para encontrar sus soluciones. Por esta razén, se han desarrollado muchos
métodos numéricos con los que es posible encontrar soluciones numéricas aproximadas.
Mediante el uso de las arquitecturas sofisticadas de cémputo y en especial de las ar-
quitecturas multiprocesador, ha sido posible resolver las ecuaciones gobernantes para
diferentes tipos de flujos, con excelente exactitud y precision.

Sin embargo, debido a la complejidad de los problemas que se desean resolver numéri-
camente, se desarrollan programas especializados para cada tipo de flujo. Generalmente
lo que se busca es resolver los sistemas de ecuaciones de una manera eficiente. No ob-
stante, cuando se requiere modificar el programa para usar otras técnicas de solucion
(como esquemas numéricos diferentes), es bastante complicado y es preferible iniciar un
programa nuevo desde el principio. Esto ultimo es un caso tipico de lo que se conoce
como la crisis del software, que es la incapacidad de desarrollar software que sea los
suficientemente simple para ser entendido, mantenido y extendido por cualquier progra-
mador, y que ademads sea capaz de proveer soluciones a problemas muy complejos, véase
por ejemplo [7]. El problema de la crisis del software, surge en aplicaciones de cémputo
numérico debido a que, la construccién de este tipo software no se hace siguiendo algu-
na técnica ordenada de desarrollo de software, como la descrita en [38], y sélo se pone
atencion en la eficiencia.

Como es sabido, es posible resolver el mismo problema usando diferentes técnicas
numéricas y en muchos casos es de interés realizar una comparacién entre cada una de
ellas para determinar cual funciona mejor para un problema particular. Entonces, la
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fAexibilidad del cédigo, ademés de la eficiencia, es importante en la solucién de proble-
mas numéricos. Esta es una de Jas razones por la que se utilizan procesos de desarrollo
ordenados y paradigmas de programacién modernos para el desarrollo de nuestro sis-
tema.
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Método numeérico

En general, las ecuaciones de balance (3.12)-(3.14) no pueden ser resueltas en for-
ma analitica. En la actualidad, existen diferentes estratégias numeéricas con las que se
pueden ohtener soluciones numéricas aproximadas. Para esto se han propuesto méto-
dos como diferencias finitas, elemento finito, volumen fnito, métodos espectrales, etc.
Estos métodos se encuentran descritos en {28). El método de Volumen Finito ha sido
utilizado con éxito en muchas simulaciones de dindmica de fluidos y su efectividad se
debe principalmente a que es un método conservativo, es decir, se aplica el principio
de conservacion en cada volumen de control de la malla para obtener las ecuaciones
discretas. En las secciones siguientes se describe brevemente la forma en que se aplica el
método de Volumen Finito a Jas ecuaciones de balance para obtener su forma discreta.
Para més detalles del método se recomienda revisar [58, 84]. La descripcion del método
se hace en términos de la ecuacion general (3.1) descrita en el capitulo anterior.

4.1. Volumen Finito

La idea basica del método de volumen finito 0 volumen de control, es facil de entender
y permite una interpretacion fisica directa. Primero, el dominio de estudio se divide en un
numero de volimenes de control no sobrepuestos, de tal manera que existe un volumen
rodeando a cada punto de la malla, como se muestra en la figura 4.1. En el esquema
que usaremos se agregan puntos sobre la frontera del dominio para tomar en cuenta
las condiciones de frontera. La ecuacidn general (3.1) se integra sobre cada uno de los
volimenes de control y se utilizan diferentes aproximaciones o esquemas numericos,
para cada uno de los términos resultantes. De esta manera se obtiene un conjunto de
ecuaciones discretas, una para cada volumen de la malla, en donde la variable escalar
¢ (que puede representar a T, p, 0 a alguna componente de la velocidad) se escribe en
términos de valores en puntos vecinos de esa misma variable. Las ecuaciones discretas
obtenidas de esta forma, expresan el principio de conservacion para ¢ en cada volumen
de control, de la misma forma que la ecuacion diferencial expresa el mismo principio para
un volumen de fluido infinitesimal. Esta formulacién implica que la solucién resultante
debe cumplir con €] principio de conservacion de masa, de cantidad de movimiento y
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de energia, sobre cualquier grupo de volumenes de control y por lo tanto, sobre todo
el dominio. Esta caracteristica se cumple independientemente del nimero de puntos
de la malla y no sélo cuando la malla es excesivamente fina. Entonces, aun para una
malla gruesa )a solucidén exhibird un comportamiento cualitativamente realista, aunque
en estos casos no se resolveran los detalles dindmicos finos v la solucién tendra menos
precision.

| Voltmenes de

I i v } 1 | conlrol
O O O O—i -
1 [ i ] ]
L & -|-0 -0-1-8-} - - @  Punlos en ef inleror
1 1 ! 1 1
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1 1 1 | ! del dominio
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Figura 4.1: Dominio de estudio discretizado usando voliumenes de control en 2D.

4.1.1. Discretizacion de la ecuacion general

Consjdérese una malla rectangular estructurada ! en tres dimensiones. Los volimenes
de control en 3D sobre los que se integra la ecuacién (3.1) son como el que se muestra
en la Agura 4.2. Los subindices B, W,N,S,F y B indican los puntos vecinos al punto
P de la malla, mientras que las etiquetas e,w,n,s,fy b indican las caras del volumen
de control. La integracidn, espacial y temporal de la ecuacién (3.1) produce la siguiente
expresion:

(¢~¢°)%+C=D+s, (41)

donde ¢ es €] valor de la variable escalar en el tiempo ¢+ At, mientras que ¢° representa
el valor en el mismo punto pero al tiempo {. La integracién en e] tiempo se realiza en el
intervalo At. La forma de los términos C, D y S, convectivo, difusivo y fuente respec-
tivamente, dependen del esquema numérico utilizado en la discretizacién de cada uno
de ellos. En este trabajo se utiliza un esquema implicito (Backward Euler), haciendo
que los términos C, D y S sean funciones de ¢. Otros esquemas como el explicito (For-
ward Euler) o el de Crank-Nicolson pueden implementarse facilmente |58|. Utilizando

'En una malla estructurada todos los puntos tienen el mismo niimero de vecinos, a excepcién de los
puntos en la frontera |20].
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Volumen de Control

Sistema de coordenadas

/, - s
- Av= AxAy Az
S

Figura 1.2: Volumen de control alrededor del punto P.

la nomenclatura de la figura 4.2, la forma general de los términos de la ecuacion (4.1)
es como sigue:

C= (Ce(be - Cw¢w) + (qusn - ngb.S) + (qusf - Cb@b)u (42)
¢ O
oor|(3),- (2) )
¢ 0¢
(e,
0 o¢ '
+r [(z)f -(50),) oo

S=5,aV, (4.4)

donde los términos ¢ de la ecuacidn (4.2) estén definidos de la siguiente manera:

Ce = UAYA2z, ¢y = UplAyAz,
Cn = UnAzAz, ¢ = vAxNz, (4.9)
¢y = wrbzldy, ¢y = wpAzly,

Los términos convectivos y difusivos se pueden aproximar usando diferentes esque-
mas [84]. Independientemente de la aproximacion usada, cuando se insertan estos es-




40 Método numérico

quemas en las ecuaciones {4.2) v (4.3), y éstos a su vez en la ecuacién (4.1), se obtienen
sistemas hneales como el siguiente:

App = Qphy + Ay T ayPy + Q5P + apdp +ay0, + Sp, (4.6)
donde Jos coeficientes contienen una parte difusiva y otra convectiva;

ap, = D.+C,. a, = D, +C,,

ay = Dy,+Cy, a;, = D, +C, (4.7)
a, = D.+C,, o ay = Dy +0Cy,

a, = D, +C.+5%

En este trabajo se utilizaron diferentes aproximaciones para calcular numéricamente
los términos convectivos y difusivos, definidos en las ecuaciones (4.2) y (4.3). En las
secciones que siguen se hace una descripcion detallada de dichas aproximaciones.

4.2. Aproximacién de los términos difusivos

Las derivadas parciales que aparecen en la ecuacién (4.3), se deben evaluar en las
caras del volumen de control. Estas derivadas pueden aproximarse usando un perfil lineal
entre puntos adyacentes de la malla (p. ej. entre Py E). De esta manera tenemos que:

(%) NﬁbE*ng (@) ~¢p_¢w
or ), ODrxe ’ oz ), Ay

8¢ N¢N_¢P éﬂ N¢P_¢S
(%)n - Ayn ’ (ay>s B Ays ] (4.8)

% N‘b;‘_d)p (9_(25 ~¢P—¢B
0z ), Dz 0z ), Az,

donde Azxe, Az, Ayn, Ays, Azg y Az, son definidos como se muestra en la figura 4.3.

Cuando la malla es uniforme (Az, = Az, = Az, idénticamente en las direcciones
Yy z), se puede demostrar, a partir de la expansion en series de Taylor de ¢, ¢, , Opn,
b, ¢r v ¢4, que las expresiones (4.8) producen una aproximacién de orden O(Az?),
[84]. Con estas aproximaciones la parte difusiva de los coeficientes (4.7) es:

AyAz AyAz
E Az, ' e AV
JANAAV4 AzAz
D,=T , D,=T , (4.9)
" Ayy, s Ay,
Azly AzAy
= D =
De =T DNzg '’ s =T Azy '
D,=D.+D,+D, +D.+D_+ D,.
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Corte en el plano  xy Corte en el plano  yz

Figura 4.3: Cortes del dominio discreto en los planos zy v yz.

Esta discretizacién para los términos difusivos es la tnica que se utiliza en todos Jos
ejemplos de este trabajo.

4.3. Aproximacién de los términos convectivos

Los términos convectivos son importantes dado que representan la parte no lineal
de 1a ecuacion general (3.1). En la ecuacién (4.2) se observa que es necesario encontrar
Jos valores de ¢ en las caras del volumen de control. Sin embargo, ¢ representa a una
variable escalar definida en los centros ce los voltimenes, como se muestra en las figuras
4.2 'y 4.3. En este trabajo se implementaron tres diferentes esquemas para aproximar ¢
en Jas caras de los volimenes: Upwind, diferencias centrales (CDS) y QUICK.

4.3.1. Upwind

Este es un esquema que proporciona una aproximacion de primer orden O(Azx), y
consiste en tomar el valor de la variable escalar en la cara del volumen de control, igual
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al valor de ¢ cn el punto de la malla de donde proviene el flujo (upsiream). Por ejemplo,
Sice >0=e=0¢, ysi Cw>0= ¢ =0,,lafigura 4.4 muestra este caso.

Corle en el plano  xy

Ayn

Ay 1

Ays

Figura 4.4: Esquema Upwind parael caso: ce > 0= e = ¢, y Cu > 0== by, =

¢»v ‘

Las funciones gue definen este esquema para @e y ¢y, SON:
i Ce>0 1 ¢y >0,
(,be _ (bp S? Ce > U, y wa _ d)w S? w (410)
o) s1 c. <0, oOp S1 Cw < 0.

Funciones similares se definen para ¢n, ¢s, d5 y ¢5. Ahora, si se define [|A, B|] como
el maximo entre A y B, entonces, Jos términos convectivos en este esquema se expresan
de la siguiente manera:

cete = (Gpllee,Ol = 6oll = a0}, cudu = (@ llew, 0l = &0l - cu. 01]),
nbn = (8llen O = dull = a0}, cogs = (Balles, Ol = 6,11 = €,0]]), (417)
es6s = (BlleesO) = 6,0l = ce0),  code = (dallco, Ol = 6511 = co,01f).
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Sustituyendo estas definiciones en (4.2) obtenemos la siguiente forma para Ja parte
convectiva de los coeficientes (4.7):

CE = “ - Cf:‘!Ol]) Cw‘ - HC‘UJ)OH) CN - H - C‘nxonl
Cs =lles 0l  Cr=1l—=cs0], Cg=lles0l. (4.12)
Co=Cp+C, +Cy +Cg+Cp +Cy + (ca — o) + (cn — ¢5) + (cp — ¢b).

Como se verd mas adelante, la expresidn (co — Cy) + (Cn = cs) + (5 — cb), €8 la versién
discreta de la ecuacién de continuidad.

4.3.2. Diferencias centrales (CDS)

Una manera simple de evaluar ¢ en las caras, es mediante una interpolacion Jineal
usando valores de puntos vecinos. Por ejemplo, en la cara e tenemos que:

¢e:¢z)‘e+¢p(1 _’\e)u (4-13)

donde el factor de interpolacion A. se define como:

A= 2R (4.14)
IE—Zp
Cuando la malla es uniforme A, = 0.5. La precision de la ecuacion (4.13) es de
segundo orden (O(Az?)) como puede mostrase a través de una expansién en series de
Taylor de ¢, alrededor del punto P. Este es el esquema de segundo orden mas simple
v corresponde a la aproximacién de diferencias centrales de la primera derivada en los
métodos de diferencias finitas.

Con este esquema los coeficientes son de la. forma:

Cp = —Celes Ci = Celu,y Cn = —Celn,
Cs = Cels, C, = —cers, Cgz = Celo, (4.15)
o =Cp+C,+C,y +Cy + Crt+Cy + (ce — Cu) + (cn — ¢s) + (¢ — cb)-

Q
Il

4.3.3. QUICK

El esquema QUICK (Quadratic Upsireom Interpolation for Convective Kinematics)
desarrollado por Leonard [47] es un esquema tipo Upwind de tercer orden para interpolar
flujos convectivos en Jas caras de Jos volimenes de control. En este caso, se seleccionan
tres puntos de la malla para construir un polinomio de segundo grado. La seleccién de
Jos puntos se hace de acuerdo con Ja direccion de la velocidad en la cara correspondiente
del volumen de control. Los detalles de la construccion de los polinomios se describen
en el apéndice B.
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La férma cuadratica de interpolacion de los términos convectivos Ce@e ¥ Cry@ry, €D €l
esquerna QUICK, para mallas uniformes tiene la siguiente forma:

Cebe = Ce (Qﬁ” 2' i ) ~ Cep(®w — 265 +¢E) ~ Com (055 — 205 +c5,,>, (4.16)

CwPw Cu (M> - cwp(¢ww - 2¢,, + cp,,) - cwm(dn; - 2¢p, + d)w),(4-17)

2

en donde Cep. Cem. Crwp ¥ Cunm SON funciones que dependen de ¢, y ¢, La forma de c.p
Y Cem Se muestra en la ecuacidn (4.18) y en Ja figura 4.5; definiciones similares se hacen
PaTA Cup ¥ Cryrm- LOS LEIMINOS Crn, Cotds, Crds ¥ Codp S€ aproximan de igual manera,
véase apéndice B.

fp ____________ . g
T R : I
: : glen) = — et
9 o i : > = _,:2 -1 5 ——>ce
e+ lel i !
Figuwra 4.5: Definicion de las funciones [ y g.
€ sice >0, 0 sl ce > 0,
Cep — i ] 8 R ¢ cem === 2 = l CE - (418)
3 0 sice <0, 8 -5 sice<0.

Usando las definiciones anteriores, los coeficientes convectivos toman Ja forma sigu-
iente:

Cp=— % + Cep — 2Cem + Capm, C., ? + 2¢uwp — Cowrm + Ceps

Cy=- %" + Cnp — 2Cnm + Com, Cy —3 + 2¢sp — Csm + Cnp,

C, =~%f+cfp 2 frm + Com C, :5+2cb,,—cbm+c,,,, (4.19)
Co=Cp+Ch +Cy+Cs+Cp+Cpy +Cem — Cup + Curmn — Csp+ Cfm — Copt

(ce — Cw) =+ (Cn - Cs) + (Cf — Cb).
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El orden de aproximacion de este esquema es de O(Az3), véase [47]. En el apéndice .
B se describe }a forma de los coeficientes para mallas no uniformes.

4.3.4. Condiciones de frontera

La discretizacién de las condiciones de frontera es importante dado que definen la
solucion que se obtiene en el interior del dominio de estudio. Para los problemas que
trataremos existen bésicamente dos tipos de condiciones de frontera:

= Dirichlet: en donde el valor del campo se define en la frontera, es decir: ¢ = @.

= Neumann: el gradiente del campo normal a la frontera es especificado, es decir

9o/0n = ¢y,

En la figura 4.6, por ejemplo, el punto E cae fuera del dominio v la cara e del
volumen que rodea a P cae justo en la frontera. Usando Jas técnicas de discretizacion
descritas antes, una ecuacion para el punto P en términos de sus vecinos se escribe de
forma similar a Ja ecuacidén (4.6). Sin embargo, en este caso algunos de los coeficientes
cambian su forma debido a que el punto E no estd dentro del dominio.

[ N
)
/
W P E
- w ® de @
—de—
A(
y
x 3

Figura 4.6: Volumen de control en la frontera.

En el caso de la'figura 4.6, la condicion de frontera de tipo Dirichlet es impuesta
de tal manera que ¢y = ¢.. El valor de la frontera se puede aproximar mediante una
interpolacidn lineal simple:

Op + Pp

ﬁbe:gbbf"\-’/ 5

(4.20)

de donde se obtjene:

P =200 — ¢p. (4.21)
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Sustituyendo esta ultima expresion en la ecuacion (4'.6) y factorizando obtenemos:

aLbp, =L by + 0,0, +ayby +as0s + a0, Fagdy + S5, (4.22)
donde
a, = ap+ag,
S, = Sp+20 v
a, = 0.

Para las condiciones de tipo Neumann, usando diferencias centrales para aproximar
el gradiente normal a la superficie, tenemos que:

3(5 qu - ¢
! = P — =~ —P, 423
P (01;>c Aze ( )
de donde obtenemos:
bp = ¢p + Dz (4.24)

Sustituyendo esta expresién en la ecuacién (4.6) obtenemos una ecuacién similar a
(4.22), con los coeficientes definidos como sigue:

a, = ap—ag,
Sy = S, +ta Aned, y
a. = 0.

De esta manera, las condiciones de frontera, Dirichlet y Neumann, se incorporan en
el sistema de ecuaciones a resolver. Es posible utilizar diferentes aproximaciones para las
condiciones de frontera, y esto depende del orden de aproximacion del esquema numérico
utilizado en los puntos interiores, véase |84|.

4.4. Acoplamiento presion-velocidad

La conveccién de una variable escalar ¢ depende de la magnitud y direccidn de la
velocidad. En general, la velocidad no se conoce y debe calcularse como parte del proceso
de solucién junto con las otras variables del flujo. Las ecuaciones para cada componente
de la velocidad — ecuaciones de cantidad de movimiento — pueden derivarse de la
ecuacion general (3.1). En el caso de flujos incompresibles, la velocidad debe satisfacer
la ecuacién de continuidacd (3.12). Para describir el método de solucidn, reescribimos las
ecuaciones de cantidad de movimjento y de continuidad como sigue:
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du du dv Jw dp o%u 0%u Q%u
et u— 4 v— + = —c + T2 + o= + = + S,
ot u@x vc")y Yoz oz - ra:? * rayQ M dz?
v Ou v dw Ap 0%y 0% 0%
a2l = Pl p Y rl Y s (40n
or " "or U&)y * Yoz Jy - 7% r8y2 D22 (4.25)
dw  du v dw Jp w _O%w O*w
E-FU%‘FUEZ-FIU-—Z- = —5;+T3I2+Falj?+razz+su.-
du Ou Jdu '
e a0 QY |} 2
ozt oz "oz Y (4.26)

La solucién de estas ecuaciones presenta algunos problemas:

= Los términos convectivos de las ecuanciones de cantidad de movimiento son canti-
dades no lineales.

» Las ecuaciones estdn fuertemente acopladas debido a que cada componente de la
velocidad aparece en cada ecuacidon de cantidad de movimiento.

= El problema mds complejo es resolver el papel que juega la presidon: no existe
explicitamente una ecuacién para la presion.

Estos problemas, asociados con la no linealidad de las ecuaciones, pueden resolverse
adoptando una estrategia de solucidn iterativa. En este trabajo se utiliza el método
SIMPLEC (Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations - Consistent) [16] y
algunas de sus modificaciones para resolver los problemas planteados en €] capitulo 3.

4.4.1. Mallas desplazadas

La forma mas sencilla de aproximar el gradiente de presiones, que aparece en Jas
ecuaciones (4.25), es mediante una interpolacién lineal. Por ejemplo, para Ja ecuacién
en direccion z tenemos, de la figura 4.4, que:

27
ox Az Azx Az

IEn la ecuacién anterior se observa que el valor de la presion en el nodo central P,
no aparece. Esto puede ocasionar campos de presiones con oscilaciones no realistas.
Es claro entonces, que si las velocidades estan definidas en los puntos centrales de Ja
malla, Ja influencia de la presién no estard representada correctamente. Un remedio
a este problema es utilizar mallas desplazadas (staggered grids) para las componentes
de Ja velocidad. La idea es evaluar las variables escalares, tales como la presion y Ja
temperatura en los centros de los volimenes de control; mientras que las velocidades
se evaluan en las caras de los mismos volumenes. El arreglo para las tres componentes

(PE‘*‘PE) _ (P,ﬁpw)
(@) %pe_pw: 2 2 :PE“]')W- (42-)
P
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de la velocidad se muestra en la figura 4.7. Se observa que el punto central P, para
la componente u de la velocidad, se desplaza a la cara w. Para las otras componentes
se hace un desplazamiento similar. Con este arreglo, el gradiente de presiones, en la
ecuacion para u se calcula de la siguiente forma:

@ ~ Pp — Pw (4 28)
oz /), Az )

Una ventaja adicional de las mallas desplazadas es que genera velocidades en los
lugares exactos donde se requiere para las ecuaciones escalares y por lo tanto no es
necesario realizar interpolaciones.

Corte en el plano  xy Corte en el plano  yz

.Ay +

%5 VCpara u VC para v

Figura 4.7: Malla y volimenes de control (VC) para las componentes de la velocidad.

4.4.2. Ecuacién de correccién a la presion

Una relacion para calcular la presién se puede obtener a partir de las ecuaciones
(4.25) y (4.26). Aplicando el método de volumen finito a. la ecuacion de cantidad de
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movimiento para u en una malla desplazada como se muestra en Ja figura 4.7, obtenemos:

n‘P“P = z anbunb + bll + AM(PW - ]JP)'v (429)
nb
donde se escribe explicitamente el gradiente de presiones. En esta ecuacion tenemos que
nb = E\W, N, S, FoB Ay = AyAz es el drea de la cara w del volumen de control v 0,
es el término fuente.
Ahora, dado que no conocemos la presion, definimos p* como una presion aproxima-
da. Esta presion produce una velocidad aproximada u*. Por lo tanto tenemos que:

v, =Y a,ul, + b+ AP, = pl)- (4.30)
nb
Para obtener u y p correctas se deben corregir los valores aproximados mediante

p=p +p yu=nu +u. Unarelacion entre p’ y u’' se obtiene restando las ecuaciones
(4.29) y (4.30):

apu'P = Za“bu'nb + Au(pl, — p’P). (4.31)
nb
En los métodos del tipo SIMPLE se encuentra una ecuacion discreta ya sea para
la presién p o para la correccién a la presion p’' y se resuelve dentro del ciclo global
del método. Enseguida describimos el método SIMPLEC que es una modificacion del
SIMPLE que permite obtener convergencia en menos jteraciones.

4.4.3. SIMPLEC

En e) SIMPLE se realiza una aproximacién consistente que nos lleva a una expresion
sencilla para p’. En este algoritmo se resta el término )_a,,u’, en ambos lados de la
ecuacién (4.31), de tal forma que se tiene:

(ap = S a i = 0, (0, 1) + AP, — ). (432)
Y'Lb n,b

J

"

=0

La diferencia (u/, —u/,) es aproximadamente igual a cero, para todo »p y para mallas
relativamente finas. Por lo tanto, es posible eliminar este término de la ecuacion, de tal
manera. que la velocidad corregida estard dada por:

Up =ul, +u, =u, +du(p, —p,), (4.33)
donde

de=Acf(a, =) a,,). (4.34)
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Las correciones para las componentes v v w se escriben como:

v = v+ v, = v+ e, — ), (435)

w, =w), +w, = w, +dy(p, - P,), (4.36)

La ecuacién para p’ se obticne sustituyendo las ecuaciones (4.33), (4.35) y (4.36) en
la ecvuacién (4.26) :

apl, = 0gPy + 0y D, + aypy, + asPy +ap P+ agp, + by, (4.37)

donde los coeficientes estan definidos como sigue:

a, = dyA,, a, = d,A,, a'N =d,A,,
a, = d‘UAUl a,’_‘ = d‘U)A‘lUS a'/B = d]“Aw)
by = —(ul —u)Ayldz— (v —v))AzAz — (W] —w;)Azly (4.38)

De esta manera se tiene una ecuacién para la correccion a la presion, con Ja que se
completa el sistema de ecuaciones. La definicion de b, es exactamente la forma discreta
de la ecuacién de continuidad para u*, v* y w*, que produce el método de volumen
finito. Cuando este coeficiente es igual a cero, significa que dichas velocidades cumplen
con la ecuacién de continuidad. Este es el criterio de convergencia que usaremos durante
todos los calculos.

En problemas de conveccion natural la diferencia de temperaturas es la gue promueve
el movimiento, por lo tanto es importante resolver primero la ecuacién de energia y luego
las ecuaciones de cantidad de movimiento y la de correccion a la presién. Entonces, los
pasos que sigue el método SIMPLEC, adaptado a problemas de conveccién natural son:

1. Se inicia con campos aproximados: 7%, p*,u*,v* y w*
2. Se resuelve la ecuacion de energia para obtener T

3. Se resuelven las ecuaciones de cantidad de movimiento usando los campos de pre-

sién y velocidad iniciales aproximados (p*, u*,v*, w* ) y el campo de temperaturas
T.

4. Se calculan los coeficientes de la ecuacién de presién prp usando los coeficientes
de las ecuaciones de cantidad de movimiento.

5. Se resuelve la ecuacién de correccidn a la presidn.
6. Se corrige la presion mediante p = p* + 7.

7. Se corrige Ja velocidad mediante ecuaciones (4.33), (4.35) y (4.36).
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8. Se verifica el criterio de convergencia:

a) Sib, <egiral paso 9.

b) Sib, > e regresar al paso 2

donde ¢, es la tolerancia especificada.

9. Fin

Para problemas dependientes del tiempo se siguen los pasos mostrados en el diagrama

de la figura 4.8.
INICIO

Inicializar malla (dx. dy, dz) \

Delerminar paso en el tempo (dt)

Y

Iniciahzar © T.u.v,w,p ’

Y
=140t ‘

[e]
ue=u, vl=u, wl=w,p°=p, T =T J

Y

SIMPLEC

NO ( Sl FIN
> o »-

Figura 4.8: Diagrama de flujo de un problema dependiente del tiempo.

4.5. Solucidn de los sistemas lineales

La discretizacion de las ecuaciones gobernantes produce sistemas lineales como el
mostrado en la ecuacién (4.6). La complejidad y tamano del conjunto de ecuaciones
depende de la dimensionalidad del problema, ¢l nimero de puntos de la malla y la es-
trategia de discretizacion. Aunque es posible utilizar cualquier procedimiento valido para
resolver el conjunto de ecuaciones algebraicas, los recursos de cémputo disponibles son
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una restriccion muy fuerte. Existen dos familias de métodos para resolver los sistemas:
directos e iterativos. Los métodos iterativos son generalmente mucho mas econdémicos
que los directos y por ello son preferidos cuando la matriz es dispersa. En este trabajo se
ha vsado un método iterativo que se basa en el algoritmo directo de Thomas o TDMA
para matrices tridiagonales.

4.5.1. TDMA

£l TDMA es un método directo para resolver de manera simple y eficiente sistemas
tridiagonales. En una dimensidn, la matriz del sistema es tipicamente tridiagonal, por
lo tanto el TDMA es aplicado directamente, véase figura 4.9.

TDMA en 1D Sistema lineal en 1D
X b
X
W P E X
t—o—f—o——o oo -— x| —
X
X
O  Puntos en la frontera del dominio ® Puntos donde se resuelve

Figura 4.9: TDMA en 1D.

El TDMA puede resumirse como sigue: Considérese el siguiente sistema tridiagonal
de N x N: -

Q) bl 0 0 0 . z) d]
C2 02 bz 0 o ... ) dz
0 3 Qy b3 0 3 d;}
4] 0 Cq4 Q4 b4 - T4 = d4

0 6 O ¢G5 as ... Zg ds

Para encontrar Ja solucién del sistema anterior se realizan los siguientes pasos:

1. Calcular Py =b/a;y Q) = dl/“l

2. Desde i = 2 hasta i = N, calcular lo siguiente:

bi _di Qo

Pi= :
Yoai— 6P " ai—aPo

(4.39)
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3. Hacerz, =0Q,
4. Desde i = N-1 hasta i = 1, hacer la sustitucién hacia atras:

I = R’Ii+l -+ Q,‘ (440)

4.5.2. Aplicacién del TDMA en 2 y 3 dimensiones

EI TDMA puede ser aplicado iterativamente, linea por linea, para resoiver problemas
en 2y 3 dimensiones y es ampliamente usado en problemas de CFD. Considérese la figura
4.10 y la ecuacidn discretizada que tiene la forma:

apdp = apdp + ay by + aydy +ashs + Sy (4.41)
TOMA en 2D Sistema lineal en 2D
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Figura 4.10: TDMA en 2D.

Para resolver el sistema, el TDMA es aplicado a lo largo de lineas horizontales o
verticales. Por ejemplo, en la direccién z Ja ecuacidn (4.41) se rearregla de la siguiente
forma:

—C0w ¢W + apép - U'Eng = ay ¢N + a5¢5 -+ LS.P. (442)

El lado derecho de esta tiltima ecuacidén se supone conocido, y los valores de ¢, y ¢,
se toman de la iteracién anterior. La ecuacién (4.42) representa un sistema tridiagonal
donde b =a,,c=a,,0=0a,yd=0ay¢y +asd; + S, De esta ;manera el sistema
puede resolverse a lo largo de Ja direccion z. Una vez resuelto el sistema en la linea
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7, se actualizan los valores de ¢ y se resuelve la linea siguiente 7 + 1. La secuencia en
que las lineas se van resolviendo se conoce como la direccion de barrido, en este caso,
dicha direcciéon es +z. El mismo procedimiento se realiza en la direccion y. E) calculo
es repetido varias veces hasta obtener convergencia.

Para problemas tridimensionales el método se aplica linea por linea sobre un plano
determinado y luego pasamos a un plano paralelo y continuamos el ¢élculo. Por ejemplo,
para resolver a 1o Jargo de la direccién z en un plano zz. véase figura 4.11, la ecuacion
discretizada se escribe como sigue:

—Qy Gw Fapdy — Qb = ayPy T asds FpO T agPs + S, (4-43)

TDMA en 3D

Sislema lineal en 3D
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Figura 4.11: TDMA en 3D.

Los valoresen V| S, F'y B, del }Jado derecho, se consideran conocidos y son tomados
de la iteracidn anterior. Asi, Jos valores ¢ se calculan a lo largo de la direccién z mediante
el TDMA. Luego, el célculo se mueve de la linea &k a la k + 1 hasta cubrir todo el plano
J- Después, se mueve el célculo al plano j + 1 hasta cubrir todo el dominio.

En dos y tres dimensiones la convergencia puede ser acelerada alternando la direccion
de barrido de tal manera que toda la informacién de las condiciones de frontera se
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transporte efectivamente dentro del dominio de estudio.

4.6. Discusidon

En este capitulo hemos revisado la discretizacion de las ecuaciones de balance que
se obtiene mediante la aplicacion del método de volumen fnito. La formulacion discreta
se hizo en términos de la ecuacion general (3.1) y se revisaron diferentes esquemas
numeéricos para aproximar los términos difusivos y convectivos. La dependencia del
tiempo se resolvié mediante un esquema completamente implicito (Backward Enler).
La implementacion de este tipo de esquemas es complicada e implica la solucién de
sistemas de ecuaciones, pero por otro lado, es incondicionalmente estable para cualquier
tamano del paso en el tiempo. Sin embargo, en algunos casos se requieren de pasos en
el tiempo pequenos debido a que la precision de este esquema es de primer orden. En
general se recomienda el uso de esquemas implicitos para resolver problemas de flujos
incompresibles dependientes del tiempo. Los esquemas explicitos (Forward Euler) en
cambio, son mucho més simples de implementar, pero son condicionalmente cstables
de tal manera que, cuando la malla espacial es refinada, el paso ep e) tiempo se debe
reducir para mantener la restriccién que se impone sobre el numero de Courant del
esquema particular [28, 29]. Otros esquemas, como el de Crank-Nicholson y el de Adams-
Bashforth utilizan aproximaciones de segundo orden y por lo tanto son mds precisas,
aunque también son condicionalmente estables.

La discretizacion de la parte difusiva de la ecuacion general se hizo mediante difer-
encias centrales que proveen una aproximacién de segundo orden. En los problemas que
analizaremos la difusién es dominada por la conveccién, y por lo tanto no es necesario
incorporar esquemas de mas alto orden. Ademas, dada la forma de la implementacién,
que se explica en el capitulo siguiente, la inclusién de otros esquemas es relativamente
simple. Los términos convectivos de la ecuacion general deben de tratarse con mayor
cuidado, debido a que representan la parte no lineal de las ecuaciones y es el efecto
dominante en los problemas que estudiaremos. Para estos términos, se describieron tres
esquemas: upwind (lineal), diferencias centrales (segundo orden) y QUICK (tercer or-
den). La idea es describir una implementacién simple y facil de modificar, en la que
sea posible intercambiar los esquemas sin mucho trabajo. En el futuro se pueden incluir
otros esquemas mas precisos y estables como los que se describen en |25, 32, 26, 46, 60].

El algoritmo SIMPLEC para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales parciales
descrito aqui, es relativamente facil de implementar y es usado con éxito en numerosos
problemas de CFD. QOtras variaciones, como e} SIMPLER, pueden ahorrar trabajo com-
putacional y su implementacion es también simple. Sin embargo, el rendimiento de cada
algoritmo depende de las condiciones del ujo y no es facil determinar cual de ellos es
mejor. Una comparacién exahustiva de éstos y otros algoritmos para una variedad de flu-
jos se puede encontrar en |39]. En general, se encuentra que el SIMPLER y ¢l SIMPLEC
muestran una convergencia muy robusta en problemas fuertemente acoplados, que es el
caso de los problemas que nos interesan. La implementacion de este trabajo intenta ser
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clara v transparente, de tal manera que sea posible codificar, modificar. generalizar y
sustituir cualquiera de estos algoritmos facilmente.

Finalmente. aunque existen diversos algoritmos para resolver el sistema lineal de
ccuaciones resultante de la discretizacion, aqui sdlo se ha descrito uno muy sencillo. E]
TDMA es una generalizacién directa del algoritmo directo de Thomas para sistemas
tridiagonales. La ventaja de este algoritmo es su simplicidad y ademas permite una
paralelizacién directa en sistemas de memoria compartida. Esta caracteristica es impor-
tante dado que, como se verd més adelante, el tiempo de calculo que toma la solucién
del sistema llega a ser hasta 90 % del tiempo de calculo total.




Capitulo 5

Proceso de desarrollo del sistema

En las vltimas décadas el reuso de software cientifico ha sido una practica muy
comun para realizar simulaciones numéricas en corto tiempo. Bibliotecas comerciales
y de dominio piiblico como BLAS (Basic Linear Algebra Subroutines) {5], LAPACK
(Linear Algebra Package) [44], IMSL (JMSL Mathematical and Statistical Libraries)
[34) y NAG (NAG : Numerical Algorithms Group) |55] son actualmente estandares en
el desamollo de cédigos cientificos. Estas bibliotecas estan construidas en el estilo de
programacion estructurada usando lenguajes como C y Fortran con los que se obtiene
un buen rendimiento. A pesar de la utilidad de este tipo de bibliotecas. se tienen algunos
inconvenientes: 1) poca expresividad del cddigo, es decir, la implementaciéon no refleja
claramente el algoritmo que se estd usando, 2) repeticién de cédigo, esto es, en muchos
casos se tiene que escribir el mismo codigo para tipos de datos distintos y sobre todo
3) alto acoplamiento y baja cohesién, es decir, las construcciones del ¢ddigo no reflejan
claramente las matematicas que implementa y se tienen muchas dependencias con otras
partes del c6digo. Estos tres problemas generan lo que se conoce como la crisis del
software, [7], que es la falta cle capacidad de crear software simple de entender, mantener
y extender, y que ademas provea soluciones a problemas complejos.

En la actualidad existen diferentes estrategias para desarrollar software de una man-
era ordenada e incremental, que capturan desde el principio y durante el desarrollo de un
sistema, los requerimientos deseados por los posibles usuarios. El Proceso Unificado [38],
que incorpora las ideas de Booch (7], Jacobson[37] y Rumbaugh [63], se ha convertido en
un estandar de desarrollo de software y se utiliza en el diseno de sistemas grandes. Este
proceso provee una guia para la construccidn eficiente de sistemas de calidad y consiste
de 4 fases principales: Incepcidn, Elaboracién, Construccion y Transicion, las cuales se
descomponen en proyectos pequenos que se van desarrollando en iteraciones. Estas it-
eraciones consisten de: 1) Requerimientos, 2) Analisis, 3) Diseno, 4) Implementacién y
5) Pruebas, de tal manera que en cada iteracion se entrega una version del soltware que
resuelve parte del problema, véase figura 5.1. Durante estas fases e iteraciones se obtiene
una arquitectura, que contiene los aspectos dindmicos y estaticos més significativos del
sistema. La arquitectura facilita la construccion de diferentes artefactos y componentes
del sistema, y depende de muchos factores (plataforma de cémpulo, sistema operativo,
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componentes existentes. etc.). La arquitectura finalmente es una vista global del diseno
del sistema que muestra las caracteristicas mas importantes, dejando de lado los detalles
de la implementacion.

Fases
T . ' 1 -
Incepcion  »  Elaboracién 1 Construccidn 1+ Transicién
1
8 S = e N
2 . S L T G R Y N A E B T S
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Figura 5.1: Etapas y pasos en el proceso unificado.

El Proceso Unificado provee una solucion a la crisis del software, especialmente
cuando se aplica en combinacién con la Programacion Orientada a Objetos. Mediante
esta unidn, es posible obtener sistemas de alta calidad, es decir, sistemas que son:

—

utiles y de facil uso para encontrar soluciones a los problemas planteados,
2. confiables, es decir, contiene pocos errores (bugs),

3. flexibles, esto es que sea facil y econémico realizar cambios durante e] desarrollo
del sistema o después de la primera version (durante el mantenimiento),

4. accesibles econdémicamente para obtenerlo y mantenerlo, y

5. disponibles en los diferentes sistemas de cada usuarjo.

Por otro lado, en el Proceso Unificado, la arquitectura del sistema se va definien-
do durante el estudio de los casos de uso. En problemas de simulaciéon numérica no es
sencillo, y posiblemente no sea util, determinar con facilidad los casos de uso, dado que
una simulacién requiere de altos recursos de cdmputo y es casi imposible interactuar
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mientras ésta se ejecuta. Se han ideado otras estrategias para atacar problemas de sim-
ulacion numérica, que son modificaciones del Proceso Unificado. Por ejemplo, Schimmel
[65] modifica el proceso de desarrollo definido por Larman |45], que estd basado en el
proceso unificado, para incluir explicitarnente el modelo matematico y la discretizacion
como actividades de desarrollo. La figura 5.2 describe el proceso de desarrollo prop-
uesto por Shimmel. Cuando el desarrollo de software requiere de resultados en poco
tiempo, y s6lo se tiene a un equipo reducido de personas, se recomienda el uso del mod-
elo de la programacién extrema (85, 86, 4] (XP por eXtreme Programming), en donde
pequenas partes del sistema se van implementando y modificando constantemente hasta
que cumplen con los requerimientos del usuario. Desarrollos cortos y ciclos de pruebas
constantes son inherentes a la XP, de tal manera que el sistema crece a partir de la
experiencia. Muchos de los problemas surgen sélo cuando se implementa, se compila y
se eJecuta una parte del cddigo y no durante la etapa de analisis. '

absltracciones discretizacion

. - Esquemas
Problema modelado Ecuaciones Iransformacion s
Numéricos

Mundo Real Modelo Matematico Modelo Discreto

implemenitacion

T = — andlisis y diseno
Cédigo ~ Documentos

T Iransformacion . modelado (UML)
Bibliotecas, etc. y Diagramas

Sistema Modelo de Software

I

Figura 5.2: Modelo de desarrollo donde se incluyen el modelo matematico y la dis-
cretizacion {65).

5.1. Proceso de desarrollo en aplicaciones cientificas

El objetivo principal de este trabajo es elaborar un sistema orientado a objetos,
genérico y paralelo, para resolver las ecuaciones de balance descritas en el capitulo 3.
Este objetivo se logra mediante la combinacién del modelo de Schimmel con el de la
programacién extrema para obtener resultados en tiempos cortos. El modelo de desar-
rollo de software que hemos concebido en este trabajo, se puede aplicar a problemas
de simulacién numérica en general, dado que incluye, al igual que el de Schimmel, los
modelos matématico y discreto, y considera ademas la generalizacién y la optimizacion
como actividades de desarrollo, véase figura 5.3.

En la figura 5.3 se muestran las actividades que hemos seguido para desarroliar
nuestro sistema. Las etapas principales de este proceso son:

Descripcién del problema : es importante siempre describir en forma clara el prob-
lema a resolver. Aqui se plantean los objetivos y metas que se desean alcanzar
durante el desarrolio del sistema.
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Figura 5.3: Proceso de desarrollo ideado para construir el sistema de este trabajo.

Requerimientos : aqui se especifican en detalle cada uno de los problemas que de-
seamos resolver. Esto es un simil de los casos de uso utilizados en el desarrollo
de sistemas de tiempo real. En este trabajo, los “casos de uso” son problemas
particulares, los cuales se complican conforme se avanze en la construccion dej
sistema.

Modelo matematico : cada problema tiene un conjunto de ecuaciones matematicas
particular, las cuales se describen en esta etapa y se definen algunos de sus
pardmetros. Estos pardmetros se utilizardn posteriormente en la etapa de gen-
eralizacién.

Modelo discreto : en esta etapa se discretiza el espacio geométrico donde se va a re-
solver ¢l problema y a partir de esta discretizacién, se obtienen ecuaciones discretas
aplicando algin método (Volumen Finito, Diferencias Finitas, Elemento Finito,
etc.) y diferentes esquemas numéricos. También se plantean los métodos de solu-
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cion de las ecuaciones discretas.

Andlisis y Diseno : una vez que se ha detallado el problema a resolver se hace un
andlisis y un disenio orientado a objetos, generando informacidn para documentar
el problema (tarjetas CRC, diagramas UML, bitacoras, etc.).

Implementacién : haciendo uso de Ja documentacion obtenida en el paso anterior,
se comienza la implementacidon de los elementos (clases, funciones, espacios de
nombres, etc.) requeridos para resolver el problema en cuestion.

Pruebas : con la primera version de los elementos construidos en la etapa anterior, se
realizan pruebas resolviendo problemas simplificados. La solucidn de estos proble-
mas se verifican con los requerimientos descritos en la primera etapa. Cada vez que
sea posible se compara con resultados conocidos o con resultados experimentales.
Las pruebas se realizan en cada iteracién tratando de encontrar posibles fallas
cometidas en las etapas anteriores. '

En nuestro desarrollo, se estudia un problema sencillo a la vez y se realizan varias
iteraciones hasta obtener un producto Jo suficientemente cstable. Estos problemas sim-
phficados se pueden ver como casos de uso del sistema. La solucién de cada uno de estos
problemas produce versiones preliminares y cumple sélo algunos de los requerimientos.
Después se consideran problemas maés complejos y se repite el proceso. En este proceso
las etapas de implementacién y pruebas son muy importantes y es en donde se pasa la
mayor parte del tiempo. En sistemas de mayor magnitud, en donde se tiene un equipo
de almenos cuatro personas, se recomienda hacer estas dos etapas por “pares” (pair
programming) como en Ja programacion extrema, y hacer intercambio de miembros de.
pares en tiempos cortos.

Cuando se han estudiado varios problemas (en 1D, 2D y 3D) y se tiene una version
estable del sistema se pueden incorporar las siguientes etapas:

Generalizacién : a partir de la solucién de problemas independientes, se realizar un
analisis de los pardmetros importantes definidos en cada uno y se intenta hacer
una generalizacion de estos. Esto produce ecuaciones generales y nos lleva a la
reutilizacion de software, que es una de las caracteristicas que deseamos en nuestro
sistema.

Optimizacion : una vez que se han revisado todos los problemas que nos interesan,
se agrega al proceso la actividad de optimizacién. Después de la optimizacién,
se obtiene Ja primera version completa del sistema y posteriormente es posible
modificar o incluir nuevas componentes al sistema de acuerdo con Jas necesidades
de los usuarios. Este paso es muy importante, pues se requiere que el cédigo
ejecutable sea eficiente. Aqui se utilizan algunas de Jas técnicas descritas en Ja
seccion 2.3.

En Ja dltima etapa del desarrollo, que es la de mantenimiento y puede iniciar un
nuevo proceso de desarrollo que comienza con Ja descripcidon de los nuevos problemas a
resolver y la especificacién de nuevos requerimientos.
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5.2. Arquitectura del sistema

El proceso unificado toma en cuenta los riesgos posibles que se tienen en el desarrollo
de software, y permite realizar iteraciones como un medio para controlar ese riesgo.
Ademds, se basa en el diseno y descripcion de arquitecturas sobre Jas cuales se elaboran
las diferentes componentes ! del sistema. Es importante entonces, muy al inicio del
desarrollo, disenar y describir una arquitectura central a partir de la cual se determinen
las componentes 0 médulos que deben ser desarrollados. Los médulos deben tener baja
dependencia entre ellos para permitir un desarrollo y mantenimiento simple. Un sistema
con muchas dependencias tiene un alto acoplamiento que lo hace dificil de elaborar
y mantener. Un buen sistema tiene entonces bajo acoplamiento y los cambios en un
médulo no se propagan facilmente a otros médulos. La encapsulacién permite el bajo
acoplamiento entre Jos médulos debido a que la mayor parte de la implementacion
estd escondida y sdlo se puede interacturar mediante una interfaz bien definida que no
cambia. Un mddulo bien disenado tiene )a propiedad de que sus interfaces proveen una
abstraccion de alguna entidad bien entendida, pero que sin embargo, su implementacién
puede ser rnuy compleja. Los mddulos que cumplen con esta propiedad se dice que tienen
alta cohesién.

La arquitectura de un sistema es la estructura global que determina la manera en
que se desarrollaran las diferentes componentes del software. Un desarrollo basado en
componentes permite que éstas puedan ser reutilizadas, modificadas o sustituidas en
el futuro sin afectar otras partes. Por supuesto que la reusabilidad de una componente
depende también de factores técnicos y del contexto donde fue desarrollada. El contexto
lo determina la arquitectura del sisterna. Por ejemplo, si dos componentes son desar-
rolladas usando una misma arquitectura, éstas podran ser intercambiadas facilmente,
mientras que si se desarrollan con arquitecturas diferentes posiblemente no podran in-
tercambiarse.

La arquitectura central del sistema de este trabajo se disefio a partir de un esquema
general de modelacién computacional numérica para problemas de fisica. El diagrama. de
la figura 5.4 muestra esquematicamente la forma en que se lleva a cabo una modelacion
nurérica en general.

Se observa, en la figura 5.4, que existe una divisién natural de las componentes
principales que deben existir en un sistema de este tipo. En este caso la simulacién
numeérica se separa en tres componentes principales:

Modelo matematico: Describe mediante un conjunto de ecuaciones el comportamien-
to del fenémeno bajo estudio. En CFD, se tiene generalmente un sistema de ecua-
ciones diferenciales parciales no lineales y acopladas. En el caso de fluidos newtoni-
anos e incompresibles, las ecuaciones pueden generalizarse v escribirse como en la
ecuacién (3.1). A partir de la ecuacién general, se pueden obtener las ecuaciones

'Existen diferentes definiciones de componente, aqui se pensara una componente como una entidad
qQue se puede reusar o reemplazar.
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Figura 5.4: Diagrama general de una modelacién computacional [28].

que intervienen en la dindmica de un flujo mediante la sustitucién de algunos
parametros, como se explicé en el capitulo 3.

Técnicas de discretizacion: En unasimulacién numérica se debe decidir como aprox-
imar las soluciones de las ecuaciones que definen al problema. Ista decisiéon de-
pende de la forma en que se haga la discretizacion del dominio de estudio (malla
del dominio). Existen basicamente dos tipos de mallas: estructuradas y no estruc-
turadas. Dada la malla, es posible elegir entre varios esquemas numeéricos, cada uno
de ellos con propiedades convenientes para problemas particulares. Es importante
entonces, poder intercambiar facilmente los esquemas numéricos para encontrar el
mas adecuado a cada problema.

Solucion del sistema de ecuaciones: Después de la discretizacién, casi todos los
problemas se transforman en un sistema de ecuaciones algebraicas. Incluso, prob-
lemas de otras dreas se reducen a resolver sistemas de ecuaciones similares. Actual-
mente, se han desarrollado miiltiples bibliotecas que incluyen implementaciones de
algoritmos sofisticados para resolver este tipo de sistemas. Dada Ja generalidad,
es importante que los algoritmos puedan actuar sobre diferentes tipos de datos
sin mayor problema, por lo que el desarrollo de algoritmos genéricos facilita el
acoplamiento con otros programas.

La arquitectura del sistema de este trabajo se definié tomando como base el esquema.
de Ja figura 5.4 y las descripciones anteriores de las tres componentes principales de
una simulacién numérica. Un diagrama de la arquitectura del sisterna se muestra en
Ja figura 5.5, donde se pueden ver tres componentes principales que corresponden con
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aquellas mostradas en el diagrama de la figura 5.4. En la componente que se refiere
al modelo matematico, se define una ecuacién general que encapsula las caracteristicas
importantes y comunes de las ecuaciones 2. Es natural, entonces reutilizar esta ecuacion
general, para describir las ecuaciones particulares de cada problema. En una simulacién
se trabaja con la versién discreta de estas escuaciones y su forma depende de la técnica
de discretizacién que se utilice.

Arquitectura del sistema

Modelo Mateméatico Solucidn del sistema lineal
| Ecuacion general

[F C A

.« +[Algo_n

@ [Algo_1] [Algo_2

Técnicas de discretizactdn

Discretizacion de las ecuacioneg Discretizacién del espacio

[ Volumen Finito [Malla del dominig

| Ecuacion discretizada | '“No Estructuradal

se] Bend - - - Eond N6 Uniforme 1 Curvilined

Figura 5.5: Diagrama de la arquitectura sobre la que se desarrollé el sistema.

La componente principal de las técnicas de discretizacién, se descompone en dos
partes: discretizacidn de las variables dependientes (espacio) y discretizacion de las vari-
ables independientes (ecuaciones). La primera corresponde a la creacién de la malla del
dominio de estudio. En este trabajo sélo se tratan las mallas estructuradas uniformes,
sin embargo agregar otro tipo de mallas no es complicado, sélo es necesario definirlas
correctamente dentro de la arquitectura del sistema (lineas punteadas en la Aigura 5.5).

En este trabajo sdlamente se toman en cuenta las caracteristicas de las ecuaciones que describen a
fluidos newtonianos e incompresibles.
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La informacién de la malla se utiliza para definir los esquemas numéricos’ con que se
discretizardn los diferentes términos de las ecuaciones. En este caso se utilizé el méto-
do de volumen finito y diferentes esquemas para aproximar los términos convectivos y
difusivos.

Los esquemas numéricos de discretizacién dependen de las caracteristicas particu-
lares de las ecuaciones que se estén trabajando. Estas caracteristicas se definen tanto en
la ecuacién general como en cada una de las ecuaciones particulares al problema. Por
otro lado, los coeficientes de las ecuaciones discretas dependen del esquema numérico,
por lo que existe una dependencia circular entre Jos esquemas numéricos y las ecua-
ciones discretas. La manera en que se resuelve esta dependencia es mediante la definicién
de ecuaciones discretas que se parametrizan con el esquema numérico. Asj es posible
adaptar las ecuaciones con el esquema numérico que se desee. Los esquemas numéricos
funcionan entonces como adaptadores de las ecuaciones discretas; por ejemplo, en las
definiciones Eq_1<Sch_1> y Eq_1<Sch_2> se define la misma ecuacién Eq_1<>, adapta-
da con los esquemas Sch_1 y Sch_2 respectivamente. Cada definicién se comporta de
manera diferente a la hora de calcular los coeficientes. Tenemos entonces un compor-
tamiento polimérfico de las clases que definen las ecuaciones. Este es un polimorfismo de
tipo estético, de tal manera que no hay fuentes de bajo rendimiento asociadas con este
comportamiento. Estad técnica de polimorfismo estdtico es muy usada para optimizar
codigo, véase por ejemplo (31). :

Una vez hecha la discretizacién, se obtiene un sistema algebraico de ecuaciones que
se resuelve usando un algoritmo conveniente. Muchos algoritmos genéricos han sido
implementados, en diferentes lenguajes, y es posible utilizarlos en este desarrollo, siempre
y cuando se tengan los argumentos necesarios para hacerlos funcionar. En general, un
sistema de ecuaciones se escribe como Ax = b. Un algoritmo genérico, ademas de
algunos pardmetros para la convergencia, sélo necesita conocer las entradas de la matriz
Ay del vector b para calcular la solucién x. El algoritmo genérico se debe encargar de
manejar los diferentes tipos de numeros (int, float, double, complex) y la forma
de Jas matrices (densa, banda, dispersa, triangular, etc.).

Un glosario de las clases y algoritmos implementados con la arguitectura antes de-
scrita, asi como los diagramas de clases en notacién UML, se pueden consultar en el
apendice A.

5.3. Acoplamiento y no linealidad de las ecuaciones

En el capiutlo 3 se describié el algoritmo SIMPLEC que es utilizado para desacoplar
las ecuaciones (acoplamiento presién — velocidad) y resolver la no linealidad de las
mismas. Este algoritmo no estd explicitamente incluido en el disenio del sistema. La
razén es que la discretizacion, la construccién de la malla, los esquemas numéricos
y la solucién de los sistemas han sido encapsulados en diferentes clases y algoritmos
genéricos, de tal manera que las abstracciones son de un nivel tal que es posible escribir
el SIMPLEC o sus variantes sin ninguna distraccién y obtener una implementacion clara
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y concisa. Como ejemplo véase el codigo de la seccidn 4.4.3 y compérese con el algoritmo
descrito en la seccién 6.2.

De igual manera se pueden implernentar otros algoritmos, como el CLEAR [71], para
desacoplar las ecuaciones y comparar los resultados de ambos.

5.4. Descomposicion de dominio y paralelismo

El término descomposicién de dominio (DD) es utilizado de forma diferente por
especialistas en andlisis numérico de ecuaciones diferenciales parciales. En general, DD
es un nombre genérico que es usado para describir varios tipos de algoritmos. En este
trabajo usaremos el término DD para referirnos al caso en el que el dominio espacial en
donde se resuelve el problema, es dividido en un cierto nimero de bloques o subdominios
los cuales pueden asignarse a procesadores independientes.

Existen varias motivaciones para utilizar DD:

= La paralelizacion es facil y se puede obtener un buen escalamiento.
» Se pueden simplificar problemas en geometrias complejas.
= Se pueden utilizar diferentes modelos en diferentes subdominios.

» Se pueden refinar las mallas localmente en cada subdominio.

Se reducen los requerimientos de hardware (memoria y ¢pu), pues cada subdominio
es mucho més pequeno que ¢l dominio global.

Se pueden encontrar diferentes clasficaciones para métodos de DD, véase por ejemplo
(64]. Un criterio importante para la clasificacidn es de acuerdo a la etapa en donde se
lleva a cabo la descomposicion:

1. La descomposicidn se realiza antes de la discretizacién. Aqui se utilizan subdo-
minios traslapados’y se resuelve el mismo problema en cada uno de ellos, pero con
condiciones de frontera adicionales en las interfaces. Estas condiciones de frontera
deben ser actualizadas en cada iteracién, de tal manera que en cada subdominio
se obtiene una solucién local, la cual converge a la solucién global. Este enfoque
es una versién numérica paralela del método alternante de Schwarz [11, 67)].

2. La decomposicién se hace después de la discretizacién. En este enfoque se considera
un problema global sobre el dominio completo. Cada procesador es usado para
generar Jas ecuaciones discretas relacionadas con su parte del dominio. Entonces,
se utiliza un algoritmo paralelo para resolver las ecuaciones discretas, que en un
principio se reducen a un sistema lineal de ecuaciones.

El primer enfoque tiene dos ventajas: (i) es un paralelismo de grano grueso e implica
menos cormunicaciones entre los procesadores (s6lo después de cada iteracion temporal) y
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(1) permite el reuso de la mayor parte de las clases desarrolladas para resolver problemas
en un solo procesador. Dadas estas ventajas, la paralelizacién que se utilizd en este

trabajo se basa en el enfoque 1.

El sistema desarrollado aqui contiene un conjunto de clases para descomponer el
dominio en varios subdominios y generar su propia discretizacién (malla y esquemas
numéricos). Una vez que se ha realizado la descomposicidon, sobre cada subdominio
se resuelve el mismo problema pero usando condiciones de frontera ficticias sobre las
interfases de los subdominios. La figura 5.6 muestra esquemdaticamente la manera en
que se realiza la particiéon del dominio.

Dominio de estudio

Simulacién numérica
(Cond. de Frontera
globales)

Subdominio_1

Particion

Determinar el

Simulacién numérica
{Cond. de Frontera
locales)

Subdominio_n-1

numero de

subdominios

Envio de informacion
global a 1odos los
subdominios del arreqto

Simulacion numérica
(Cond. de Frontera
locales)

Intercambio de informacion

& &—— enve los subdominios

N

del arreglo

Subdominio_2

y

J

Simulacidén numérica
(Cond. de Frontera
locales)

Subdominio_.n

|

Simulacién numérica
(Cond. de Frontera
locales)

Figura 5.6: Particiéon del dominio.

Atn cuando la paralelizacidn sea aparentemente simple, el desarrollo de algoritmos
paralelos y su implementacion, requiere del andlisis detallado de la forma de la particién
del dominio y de las comunicaciones que serdn necesarias entre cada uno de los subdo-
minios. Ademds, se requiere realizar un analisis de la formulacion de los subproblemas
para cada subdominio, de tal manera que se haga un planteamiento correcto en cada
uno de ellos. Un planteamiento inadecuado llevard a soluciones no realistas.

5.4.1.

Algoritmo alternante de Schwarz

El método de Schwarz fue introducido por primera vez en 1870, que aunque no
es originalmente un método numérico, puede ser usado para resolver numéricamente

ecuaciones diferenciales parciales.
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Considere el dominio que se muestra en la figura 5.7, en donde se desea resolver el
siguiente problema:

L® = Foen (5.1)
® = G sobre 6.
donde L es un operador diferencial, ¢ es una variable escalar, £ es un término fuente y

G es el valor de @ en )a frontera. En esta descripcién nos restringimos a condiciones de
frontera de tipo Dirichlet, aunque se pueden incluir otro tipo de condiciones facilmente.

aQ

e

20,

Figura 5.7: Dominio de estudio y su descomposicion

El dominio se descompone en dos subdominios: 2 = ; U §2,. La nomenclatura que
se usard en lo que sigue es la siguiente, véase figura 5.8:

» Los dominios €2, £2(, £}; no contienen su frontera.
= 48 es la frontera real de Q.

Q= QU es la cerradura del dominio.

» I', es una frontera artificial y es parte de Ja frontera de 2; que estéd en el interior
de 2.

6SU\T, es la frontera de ©; sin la parte de T;.

®7 denota la solucién aproximada en 2, después de n iteraciones.
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o0 T,

I I
Figura 5.8: Dominios usados en el algoritmo alternante de Schwarz.

= ®7|r es la restriccién de &' en I';, donde 1 5 j.

E) método alternante de Schwarz comienza seleccionando una solucién inicial en 2y,
que llamamos ®9 (en realidad sélo se necesita conocer los valores de ®, en I'y). Entonces,
se resuelve iterativamente, paran = 1,2,3, ..., el problema

L@? = Fen Ql
o} G sobre OQ\T,
o = I3, sobre Iy

para 97, seguido por la solucién del problema

L7 = Feny
o7 G sobre 0Q,\TI's
(Dg ‘b?lrQ sobre FQ

Il

De esta manera, en la mitad de cada iteracién del método alternante de Schwarz, se
resuelve un problema en el subdominio §2; con la condicién g en la frontera real O\I,
y valores de la iteracion anterior en la frontera I;. ‘

Supongamos ahora que las ecuaciones han sido discretizadas usando algun método,
volumen finito por ejemplo. Entonces el vector asociado con ®; tenemos el vector discreto
de coeficientes:

¢Q;
i = | donar; (5.2)
or;
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Los coeficientes ¢an,\r, son conocidos, y estan dados por los valores del dominio 2
con 7 # j. Los vectores discretos correspondientes 2 F'y G son f; y g; respectivamente.
La matriz de coeficientes A; es la discretizacién del operador L en ;. Esta matriz tiene
tres componentes: A = (Aq,, Asoar:, Ar,). La forma discreta de ¢}'|¢; la escribimos
como W Entonces, en forma discreta, un algoritmo alternante de Schwarz se escribe
como sigue:

]Klgoritmo alternante de Schwaer

01 Wo 0.

02 Forn=1,..

03 Resolver para ¢7:

04 Alqﬁ? = f en )

05 Paar, = g1 sobre oSO\

06 po= W sobre T

07 Wi — &7,

08 Resolver para ¢5:

09 Aggb’?‘ = fg en QQ

10 ¢397\r2 =g sobre an\PQ

11 ¢, = Wj' sobre T’y

12 W — @3,

13 Checar la convergencia:

14 Si [|W = Wi Y| < tolr, y [|W3 ~ W[ < tolr, Fin.
15 Siligr - ¢ 7 I < tola, y [le — ¢57'|| < tolg, Fin.
16 End For

Nétese que este algoritmo es serial, en donde cada iteracion se divide en dos partes:
en la primera se resuleve el problema en el €, y en la segunda en el {J. Después de
obtener la solucidn en 2, se actualiza W3 para poder resolver el siguiente problema en
£22. Una vez obtenida una solucién en Q, se checa la convergencia, que en este caso se
revisa que tanto la diferencia de las ¢’s y de las W'’s en iteraciones subsecuentes sea
menor que una tolerancia dada.

En este caso se supone que las mallas de los subdominios coinciden en el traslape.
En el caso de que esto no suceda, se debe definir un operador de interpolacién entre
mallas, véase por ejemplo {67].

9.4.2. Algoritmo paralelo alternante de Schwarz

El algoritmo alternante de Schwarz descrito antes es serial, pero se puede construir
facilmente un algoritmo paralelo, en donde se pueden considerar més de dos subdomin-
ios. Considere por ejemplo la particién del dominio mostrada en la figura 5.9. En este
caso se tienen cuatro subdominios en donde las mallas son coincidentes y por lo tanto
no es necesario ningun operador de interpolacién.
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El algoritmo paralelo que utilizamos en este trabajo para K subdominios, es como
sigue:

Algoritmo paralelo alternante de Schwarz

01 Particionar el dominio

02 Definir el problema en cada subdominio
03 WP 0, .., Wi 0

04 Parallel For k =1,..., K

05 Forn=1,..

06 Resolver para ¢}:

07 Ak¢£ :fk en Qk

08 $aa,r, = 9r sobre OUNT
09 ¢f, = Wit sobre Ty

10 _ Checar la convergencia :

11 Si |(Wp - W} < toly, Fin
12 Silléz — ¢5 'l < tolg, Fin
13 End For

14 Wait

15 Enviar ¢}|r, - a los subdominios vecinos
16 WP il

17 End Paralle} For

En el algoritmo anterior primero se particiona el dominio. Después se define el prob-
lema en cada subdominion. Posteriormente, se inicializan las condiciones de frontera
ficticias en Jas interfases, en este caso todas igual a cero, linea 3. En la linea 4 se inicia
la solucidn en paralelo de los problemas definidos en cada subdominio (que es el mis-
mo problema coun diferentes condiciones de frontera). El For interno termina cuando el
criternio de convergencia local se satisface. Debido a que en general los subdominios no
terminan en el mismo numero de iteraciones internas, es necesario poner una “‘barrera”
para esperar hasta que todos los subdominios hayan resuelto su problema, linea 14.
Cuando todos los subdominios han resuelto su problema, se intercambia la informacion
correspondiente entre los subdominios vecinos. Esta informacién la denotamos ¢¢|r, ;-
En la figura 5.9 se observa la informacién que es necesatio intercambiar. En la linea 16
se actualizan las condiciones de frontera para continuar con el proceso. Los problemas
que resolvemos son dependientes del tiempo, por lo que es necesario adicionar un ciclo
global (entre las lineas 03 y 04) que tome en cuenta las iteraciones temporales.

5.4.3. Paralelizacidon dentro del sistema

La paralelizacion es una componente adicional del sistema desarrollado en este tra-
bajo y contiene clases para definir el dominio global de estudio, los subdominios junto
con las comunicaciones necesarias entre cada uno de ellos y los tipos de particidn que
se pueden realizar.
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Para resolver un problema en paralelo, primero se genera el dominio global de estudio,
después se determina el tipo de particidn conveniente. La particidon se aplica sobre
el dominio global y se definen los parametros para cada ecuacién. Las ecuaciones se
definen de manera similar que en el problema serial en cada uno de los subdominios,
pero las condiciones de frontera deben tratarse de manera distinta en las interfases
entre subdominios. La figura 5.9 muestra la forma en que se definen las fronteras en las
interfases.

Subdominios

Dominio global 2 3
POTOTOTO S OTETET®Y?
2 3 beleloelmr Elo e ed
[l L L 1 1
T OO 10 & 54 . _ :
Go-4lLo-lm' ‘mle{¢los
[cy &= . - @ - [0} o
*+H+* : S U S e B Y
de +Foi+—o—+o O?_‘,'_"_._J' ‘L___._ L
] 1 1 ) ) L B j L .
Gol6 014 0 40 Parlicion o @ | @ | B | & :ljl:liiQ
) 7 T T T T T< fmmmemepamamm e mmmpemme e
re-{-oe-|o-0--00
e o' mia @ m . m.&8 8O
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GO o4 o144 polere-lm 'mléleled
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1 4

(a)

Pountos de la malla
Puntos en la frontera real
Puntos en las fronteras "fantasma” (ghost)

BECe

Figura 5.9: Descomposicién tipo tablero de ajedrez y correspondencia de las fronteras
fantasma.

En algunas fronteras de los subdominios las condiciones de frontera seran iguales a las
del problema real. La particién produce condiciones de frontera artificiales, conocidas
como condiciones de frontera fantasma (ghost). Por ejemplo, en la figura 5.9(a), las
condiciones de frontera reales de los subdominios se definen de forma similar que en
el problema global (en los circulos vacios). Por otro lado, las condiciones de frontera
fantasma, se deben definir en las interfases de los subdominios (en los cuadrados llenos).
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Estas condiciones de frontera se obtienen de los subdominios vecinos y son valores
del cédlculo de la solucién en un instante anterior al actual. La correspondencia de las
fronteras fantasma con los puntos de célculo de subdominios vecinos se muestra en la
figura 5.9(b). En este esquema, se debe verificar que las condiciones de frontera fantasma
sean las adecuadas para cada subproblema, es decir, que se cumplan las leyes de balance
impuestas en la deduccidn de Jas ecuaciones que gobiernan e} fenémeno.

La particiéon del dominio es producida por la clase Domain que determina el nimero
de bloques que se tendran en cada direccién de los ejes coordenados. La topologia
de la red es importante dado que dos subdominios vecinos no deben ser asignados a
procesadores alejados entre si dentro de la red fisica que conecta a los procesadores o
computadoras donde se ejecute el programa. En la biblioteca MPI existe una manera de
reordenar automaticamente los procesos, de tal manera que se aproveche la topologia
fisica de la red (68, 24]. En este trabajo los subdominios se distribuyen en un arreglo
cartesiano de tal manera que cada subdominio conoce sus coordenadas dentro de dicho
arreglo (tres coordenadas (7, J, i), cuando el problema es tridimensional). Lo anterior
permite a cada subdominio de antemano conocer los subdominios vecinos con los que
se debe comunicar, véase figura 5.10. Debido a este hecho, es posible utilizar comunica-
ciones persistentes en donde se calcula, desde un principio, Jos subdominios vecinos y la
informacion que deben intercambiar. Después s6lo es necesaro invocar las funciones de
comunicacién (envio y/o recepcién). El beneficio de lo anterior es evitar la inicializacién
de sockets de comunicacién cada vez que se necesite un intercambio de informacidn.
En un problema dependiente del tiempo, este proceso se puede realizar varias veces en
cada paso de tiempo, por Jo tanto la reduccidn del tiempo de ejecucidn es importante y
proporcional al mimero de iteraciones. En el apéndice A se describen las funciones de
la biblioteca MPI utilizadas en este trabajo.

5.5. Discusion

El problema de la. crisis del software puede ser resuelto en parte, siguiendo un proceso
de desarrollo de software bien especificado y que ademds sea iterativo e incremental.
En este trabajo se propone un modelo de desarrollo de software basado en el proceso
unificado. Este modelo, ademés de considerar los modelos matematico y discreto como
actividades del proceso, se agregan la actividad de generalizacién y de optimizacion,
dado que ambas son importantes en el desarrollo de software cientifico. También, se
consideran iteraciones cortas, del estilo de la programacién extrema, de tal manera que
en cada iteracién sélo se resuelvan problemas simples, agregando clases y/o médulos
con bajo acoplamiento y alta cohesién.

La arquitectura de) sistema esta basada en el proceso general de una simulacién
numérica y de ahi se obtienen tres componentes principales. Estas componentes tienen
un bajo acoplamiento entre ellas y las clases contenidas en éstas tienen alta cohesién. Por
ejemplo, la clase EnergyEquation<>, implementa la ecuacién de energia y solo nos pre-
ocupa definir los pardmetros adecuados de acuerdo a la descripcién dada en el capitulo
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Figura 5.10: Topologia Virtual (TV) en 2D generada por la particién por bloques. Se
muestra la numeracion de los'subdominios en términos de las coordenadas de la TV.

3. Ademas, estas clases son polimdrficas de tal manera que se pueden adaptar al esque-
ma numérico deseado. Ejemplos de uso de ésta y otras clases se muestran en el capitulo
siguiente.

El estilo de paralelizacién usada en este trabajo se conoce como de grano grueso
y sblo es conveniente para un numero reducido de subdominios. La ventaja es que, en
cada subdominio se puede utilizar un algoritmo paralelo, de grano fino, para resolver el
sistema lineal de ecuaciones local y de esta forma reducir ain més el tiempo de calculo.
La combinacién de paralelismo de grano grueso con paralelismo de grano fino se conoce
como multiparalelismo o paralelismo de varios niveles [53]. Aunque esta estratégia no
se empled en este trabajo es posible adicionarla ficilmente. Otro punto importante es
que, mediante la estrategia de paralelizacidn que hemos seguido aqui, es posible en un
futuro hacer uso de la tecnologia de GRID [22].




Capitulo 6

Ejemplos y resultados numéricos

En este capitulo se explica como usar y combinar cada una de las clases y funciones
construidas en este trabajo para resolver diferentes problemas. Se presentan primero
algunos resultados preliminares con el objetivo de explicar en detalle la forma de uso de
las clases. Después se realizan algunas comparaciones del problema de conveccion natural
en régimen laminar con benchmarks conocidos y se analiza un problema interesante
de flujo de mezclado. Posteriormente, se muestran resultados de conveccién natural en
régimen turbulento en tres dimensiones. Finalmente, se hace un estudio de los beneficios
del paralelismo en este tipo de problemas.

En apéndice A se describen las clases construidas en este trabajo y algunos detalles
de Ta implementacién.

6.1. Resultados preliminares

El conjunto de clases desarrollado en este trabajo puede usarse facilmente para re-
solver diferentes tipos de problemas numéricos. En esta primera version solo se consider-
aron problemas descritos en dominios rectangulares con mallas cartesianas. La ventaja
de nuestro desarrollo es que para resolver la mayoria de los problemas que presentamos
se relizan los mismos pasos:

1. Incluir los encabezados de las clases que se deseen usar.
2. Declarar e micializar las variables del problema.

3. Declarar el sistema lineal para almacenar los coeficientes de la discretizacién. Este
sistema puede ser compartido cuando haya mas de una ecuacién por resolver.

4. Declarar v definir la malla del dominio.

5. Declarar y definir las variables dependiente (campos escalares y vectoriales sobre
la malla) necesarias y las condiciones iniciales.

6. Declarar y definir las ecuaciones que se deben resolver.
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7. Resolver la ecuacidn: calcular los coeficientes clel sistema. linea) y resolverlo.

En los ejemplos que siguen se muestra como se realiza cada uno de los pasos.

6.1.1. Difusién en una y dos dimensiones

El primer problema que presentamos es muy simple y tiene como objetivo describir
el uso de las clases y médulos desarrollados en este trabajo. Posteriormente, se hard ref-
erencia a esta descripeién cuando se revisen problemas més complejos. En este caso se
considera el problema de difusién de calor en una dimensién, el cual se describe en Ja
figura 6.1. En este caso la ecuacién a resolver se escribe como:

Figura 6.1:

%? = VT - (6.1)

Condicion Inicialsin(z)\

- Lx N

Condiciones iniciales y de frontera para el problema de difusién en 1D.

El siguiente cddigo resuelve la ecuacion (6.1), en una dimensién y con las condiciones
iniciales y de frontera mostradas en la figura 6.1:

#include
#include
#include

"Utils/Common.h"
"Equations/EnergyEquation.h"
"Meshes/StructuredMesh.h”

#include "NumSchemes/Diffusion.h"
#include "Solver/Solver.h"
int main()
{
double longitud, dt, dx, tolerancia, error, Tleft, Tright;
int num_nodos, pum_vols, iteracion, max_iter;
// ... i1nicializacion de variables ...
DiagonalMatrix<Tri> A(num_vols) ; // Matriz A
ScalarField1D . b(num_vols); ‘ // Vector b

StructuredMesh<double, 1> mesh(longitud, num_nodos); // Malla

ScalarField1D

T(mesh.getExtentVolumes());// Campo escalar T
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17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40

dx = mesh.getDelta(0);

firstIndex index; //

T = sin(PI * index * dx / longitud); // Condiciones
T(T.1lbound (firstDim)) = Tleft; // iniciales
T(T.ubound(firstDim)) = Tright; //

EnergyEquation<double, 1, Diffusion<double, 1> > energia(T);
energia.setLinearSystem(A, b);

energia.setGamma(1.0);

energia.setDeltas(mesh.getDeltas());
energia.setDeltaTime(dt) ;

energia.setDirichlet (LEFT_WALL, Tleft);

energia.setDirichlet (RIGHT_WALL, Tright);

vhile (error > tolerancia && ++iteracion < max_iter) {
energia.calcCoefficients();
Solver: :TDMA (energia) ;
error = energia.calcError{();
energia.update();
Output: :printToFile GP(T, iteracion, "temp.", dx);
}

return 0;

El cddigo de arriba se explica a continuacion:

Lineas 1-5 : En estas lineas se incluyen los archivos que contienen la definicién de

las clases que se necesitan para resolver el problema. En este caso se incluyen
los encabezados: Common.h, contiene definiciones de clases comunes y hace una
liga con la biblioteca Blitz++ para el manejo de arreglos multidimensionales;
EnergyEquation.h, implementa la clase polimérfica para la ecuacion de energia,
StructuredMesh.h, implementacion de la clase para mallas uniformes estruc-
turacdas; Diffusion.h, implementacién del esquema numérico que es usado co-
mo un adaptador para la ecuacidén de energia; Solver.h, implementacion de los
algoritmos de solucidn del sistema lineal. Cada uno de estos encabezados se en-
cuentran en modulos diferentes, los cuales representan las componentes principales
del sistema: el modelo matemadtico, las técnicas de discretizacion y la solucién de
los sisternas lineales, como se describe en la figura 5.5.

Linea 13-14 : Declaracién del sistema lineal. Se declara primero un objeto de la clase

DiagonalMatrix. En este caso, el objeto A es una matriz tridiagonal (nétese el
parametro Tri en la declaracién) que contiene el sistena lineal de ecuaciones.
La matriz es de tamano num_volsx num_vols. La declaracidn para problemas
en dos y tres dimensiones se hace de manera similar usando como pardmetro
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Penta o Hepta respectivamente. Después, en la linea 14 se declara un arreglo
unidimensional que contendré el lado derecho del sistema lineal.

Linea 15 : Declaracion del objeto mesh que representa la malla de] problema. En la
declaracion se usan los parémetros double y 1 que determinan la precision y la
dimensién del problema respectivamente. El objeto mesh toma como argumentos
para su creacién la longitud y el nimero de puntos en cada direccidn.

Linea 16 : Declaracién del objeto T que es un arreglo en donde se almacenara la solu-
cién de) problema. El tamano del arreglo se determina a partir de los datos de la
malla, que se obtienen apartir del objeto mesh.

Lineas 18-22: Definicién de las condiciones iniciales. Se utilizan las bondades de la
biblioteca Blitz++, para inicializar arreglos usando operadores sobrecargados. En
este caso el rendimiento no se ve afectado dado que Blitz++ utiliza ezpression
templates |83|, para eliminar fuentes de bajo rendimiento.

Linea 24: Se define el objeto energia que representa la ecuacién 6.1. Se utilizan
los parametros: double para la precisién, 1 para la dimension del problema y
Diffusion<double, 1> para el esquerna numeérico. Este ultimo pardmetro deter-
mina la forma en que se calcularan los coeficientes de la ecuacion discreta. Esta
es una de las caracteristicas mas importantes de nuestro sistema: para cambiar de
esquema numeérico sdlo se cambia este parametro, pues la clase EnergyEquation<>
es una clase polimérfica. En este caso el adaptador es Diffusion<double, 1> En
el apéndice A se presentan y explican todos los esquemas que se han implemen-
tado y se describe como agregar otros de forma simple. E) objeto energia recibe
como pardmetro de creacion el objeto T que es el campo donde se almacenara la
solucidn.

Lineas 25-30 : En estas lineas se define el sistema lineal (el objeto energia hard ref-
erencia a los objetos A y b para almacenar el sistema lineal, de tal manera que
no se aloja mds memoria); el valor de I de la ecuacidén 6.1, que en este caso vale
1; el tamanio de la malla y el paso en el tiempo. Las condiciones de frontera se
especifican en las lineas 29 y 30, que en este caso son dos condiciones tipo Dirichlet
en los extremos. Cuando sea necesario resolver mas de una ecuacién, estas puede
compartir el sistema lineal (A y b) para ahorrar espacio en memoria.

Lineas 32-38: Se inicia un ciclo que finaliza hasta que el error sea menor que una tol-
erancia especificada o se haya alcanzado el numéro maximo de iteraciones. Dentro
de este ciclo primero se calculan los coeficientes, en donde se utiliza el esquema
definido en la linea 24. Luego se resuelve el sistema usando el algoritmo TDMA que
esta contenido en el mddulo Solver, finalmente se calcula el error y se actual-
iza la solucidon. El objeto energia tiene una copia del campo T que contiene los
datos més recientes de la solucién. Por otro lado, T contiene la solucién en el paso
anterior. Por esta razdn, es necesario hacer una actualizacion a través del objeto
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energia. La linea 37 indica que se almacene la solucién en un archivo y se utiliza
la funcidn printToFile_GP() del médulo Output que recibe el campo a almace-

nar, el nimero de iteracidn, la cadena base para el nombre del archivo y el tamano
de la malla.

Lo que es notable del cédigo anterior es que, siempre se seguird el mismo formato
para resolver otro tipo de problemas. Los cambios seran minimos y bésicamente serén en
la dimensién del problema, el nimero de ecuaciones a resolver y/o el esquema numérico
a utilizar.

Para este ejemplo, se utilizé una malla unidimensional de 50 puntos y un paso en el
tiempo de 1072, El error permitido fue de 107°, el cual se obtiene después de 94 pasos
temporales. El error RMS de la solucidn se muestra en la figura 6.2
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Figura 6.2: Exror RMS del problema de difusién en 1D.

Para demostrar la versatilidad de nuestro sistema, en el siguiente problema se re-
suelve la ecuacién de Laplace en dos dimensiones. El dominio de estudio es un cuadrado
unitario, con Jas siguientes condiciones de frontera

T0,9)=T1,y) =T(x,0)=0 y T(z,1) = 10sin(nz)
En este caso se conoce la solucién exacta que se escribe como sigue:

exp™ —exp™™

Ta(z,y) = 10sin(nz) (6.2)

exp” —exp~”

En este ejercicio se utiliza un codigo similar al anterior, con los siguientes cambios:

= En dos dimensiones el sistema lineal de ecuaciones es pentadiagonal, ademas se
deben definir 1a longitud y el nimero de nodos en las direcciones z y y, y se deben
utilizar campos escalares bidimensionales:

ESTA TESIS NO SALL
DE LA BIBLIOTECA
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DiagonalMatrix<Penta> A(num_vols_x, num_vols_y);

ScalarField2D b(num_vols_x, num_vols_y);
StructuredMesh<double, 2> malla(long_x, num_nodos_x, long_y, num_nodos_y);
ScalarField2D T(malla.getExtentVolumes());

En este caso el tamafio de Ja matriz es de (num_vols_x x num_vols_y)?

La definicion de la condicidn inicial es muy clara dado que se estd usando sobre-
carga de operadores:

Range I(T.1lbound(firstDim)+1,T.ubound(firstDim)-1);
int ej = T.ubound(firstDim);
T(I,ej) = 10 * sin (PI * dx * I);

La ecuacion y el esquema numérico se parametrizan con dimensién 2:
EnergyEquation<double, 2, Diffusion<double, 2> > energia(T);
Las condiciones de frontera se definen en las cuatro paredes del cuadrado unitario:

energia.setDirichlet(TOP_WALL);
energia.setDirichlet (LEFT_WALL, 0.0);
energia.setDirichlet (RIGHT_WALL, 0.0);
energia.setDirichlet(BOTTOM_WALL, 0.0);

En la primera de estas condiciones no se utiliza ningtn valor de frontera, por lo que.
la funcién setDirichlet () utiliza los valores de la condicién inicial para definir
la condicidn de frontera en la pared superior.

La ecuacién se resuelve usando el algoritmo descrito en la seccidén 4.5.2, que es
una extensidn de] TDMA a dos dimensiones:

Solver: :solveByLines(energia, tolerancia, tdma_iter);

La funcién solveByLines() recibe como argumento la ecuacién a resolver, la
tolerancia y el nimero maximo de iteraciones.

La solucién numérica, asi como el error con respecto a la solucién exacta y el residuo,

se muestran en la figura 6.3.
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Figura 6.3: (a) Solucidn de la ecuacién de Laplace en dos dimensiones para una malla de

64%. (b) Se muestra el error = \/—Z—”T—,\‘,’Zﬂ, donde N = numero de puntos y el residuo.
El error porcentual maximo después de 120 iteraciones es de 0.03 %.

6.1.2. Conveccidn forzada en 2D y 3D
En los siguiente ejemplos se resuelve la siguiente ecuacion:

%—T + UVT = VT, (6.3)

en donde la velocidad U = (u, v, w) es conocida y tiene la forma:

U = (— Acos(ny) sin(nz), Asin(ry) cos(nz), 0) (6.4)

que representa una celda convectiva que gira en el sentido horario y ademas cumple con
la ecuacién de continuidad. Las condiciones de frontera son las que se muestran en la
figura 6.4.

Para resolver este problema necesitamos considerar lo siguiente:

= La ecuacion (6.3) contiene un término convectivo, el cual debe tratarse con alguno
de los esquemas numéricos descritos en la seccion 4.3. Las clases donde se imple-
mentan estos esquemas son adaptadores de las ecuaciones discretas y para usarlos
se debe incluir alguno de los siguientes encabezados:

e #include "NumSchemes/QuickE.h", equema QUICK.
e #include "NumSchemes/UpwindE.h" esquema Upwind.

e #include "NumSchemes/CentralDiffE.h", esquema CDS.
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Figura 6.4: Dominio de estudio y condiciones de frontera para el problema de conveccién
forzada en 2D.

= Las declaraciones de la matriz del sistema, la malla y los campos escalares se hacen

como sigue:
DiagonalMatrix<Penta> A(num_vols_x, num_vols_y);
ScalarField2D b(num_vols_x, num_vols_y);

StructuredMesh<double, 2> malla(longitud_x, num_nodos_x,
longitud_y, num_nodos_y);

ScalarField2D T(malla.getExtentVolumes()); // Temperatura

ScalarField2D u(malla.getExtentVolumes()); // u-velocidad
ScalarField2D v(malla.getExtentVolumes()); // v-velocidad

ScalarField2D us(num_nodos_x, num_vols_y); // u-velocidad (staggered)
ScalarField2D vs(num_vols_x, num_nodos_y); // v-velocidad (staggered)

donde los campos escalares us y vs se utilizan para almacenar las velocidades
en mallas desplazadas. Nétese que estos campos escalares se definen de forma
diferente a los casos anteriores: en la direccién del desplazamiento las variables
estan en las caras, que corresponden a los nodos, mientras que la otra direccidn
las variables estdn al centro de los volumenes.

= Para definir las condiciones iniciales hacemos uso de las ventajas de la biblioteca
Blitz++, y las calculamos de la siguiente forma:
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I

const int bi = T.lbound(firstDim) + 1, ei = T.ubound(firstDim) - i,
bj = T.lbound(secondDim) + 1, ej = T.ubound(secondDim) - 1;

Range I(bi,ei), J(bj,ej), all = Range::all1();

double dx = malla.getDelta(0);

double dy = malla.getDelta(l);

T(bi-1, all) left_wall;
T(ei-1, all) = right_wall;
u{I,J) = -A * cos (PL * dy *# J) * sin (PI * dx * I);
v(I,J) = A = sin (PI * dy * J) * cos (PI * dx * I);

donde se utilizan rangos, I y J, para inicializar de manera simple y clara las
componentes de la velocidad. '

» Durante el cdlculo, las velocidades estardn desplazadas, como se describe en la
seccion 4.4.1, por lo tanto, los valores almacenados en los campos escalares u
y v se deben interpolar. Esto lo realizamos usando Jas funciones staggerX() y
staggerY() del médulo NumUtils. En el cédigo se escribe:

us = NumUtils::staggerX(u);
vs = NumUtils::staggerY(v);

« La declaracion y definicion de la ecuacidn a resolver se realiza como sigue:

EnergyEquation<double, 2, QuickE<double,2> > energia(T);
energia.setLinearSystem(A,b);
energia.setGamma(1.0);
energia.setDeltas(malla.getDeltas());
energia.setDeltaTime(dt);

energia,setNeumann (TOP_WALL, 0.0);
energia.setNeumann (BOTTOM_WALL, 0.0);
energia.setDirichlet (LEFT_WALL, left_wall);
energia.setDirichlet (RIGHT_WALL, right_wall);
energia.setUvelocity(us);
energia.setVvelocity(vs);

en donde se han definido el sisteman lineal, el coeficiente de difusién T', et tamano
de la malla, el paso en el tiempo, dos condiciones tipo Neumann en las paredes
superior (TOP) e inferior (BOTTOM) y dos condiciones tipo Dirichlet en las
paredes derecha (RIGHT) e izquierda (LEFT). Ademas se definen las velocidades
que se usaran, y que en este caso seran las desplazadas.

= El ciclo para resolver el problema es €] siguiente:
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while ( (error > tolerancia) &% (iteracion <= nmax) ) {

energia.
Solver::
error =

calcCoefficients();
solveByLines (energia, tolerancia, max_iter);
energia.calcError();

residuo =
energia.update();

/...

actualizaciones, etc.

energia.calcResidual ();

El problema en tres dimensiones se resuelve de forma idéntica, s6lo es necesario
hacer todas las declaraciones en 3D (sistema lineal, malla, campos escalares, acceso a

elementos).

En dos dimensiones, para una malla de 242, se hizo una comparacién entre los tres
esquemas implementados. El resultado se presenta en la figura 6.5 en donde se muestran
contornos de temperatura y una comparécién entre los tres esquemas en y = 0,5.
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Figura 6.5: (a) Contornos de temperatura. (b) Corte en y = 0,5, se observa que para los
esquemas CD y QUICK el resultado es muy similar.
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6.2. Convecciéon natural: régimen laminar

En este ejemplo se muestra la solucién de un problema de conveccién natural en
un prisma cubico. Las paredes verticales se mantienen a una diferencia de temperatura
constante, mientras que las paredes horizontales son adiabaticas. Las ecuaciones que se
deben resolver son (3.12), (3.13) v (3.14). En este caso se utiliza el algoritmo SIMPLEC
para resolver e} problema no lineal y desacoplar la presién y velocidad de las ecuaciones
de Navier-Stokes. En el c6digo que sigue, se muestran las partes mas importantes para
resolver este problema en tres dimensiones (en 2D el codigo es similar) :

#include "Equations/EnergyEquation.h*
#include "Equations/XmomentumEquation.h"
#include "Equations/YmomentumEquation.h"
#include "Equations/ZmomentumEquation.h"
#include "Equations/PressureEquation.h"
#include "NumSchemes/CentralDiffE.h"
#include “"NumSchemes/CentralDiffX.h"
#include "NumSchemes/CentralDiffY.h"
#include "NumSchemes/CentralDiffZ.h"

/7. ..

template<class T_energy, class T_xmom, class T_ymom, class T_zmom, class T_press>
double SIMPLEC(T_energy &, T_xmom &, T_ymom &, T_zmom &, T_press &, int, double);

//. ..

int main()
{

/7. ..

DiagonalMatrix<Hepta> A(num_vols_x, num_vols_y, num_vols_z);
ScalarField3D b(num_vols_x, num_vols_y, num_vols_z);
StructuredMesh<double, 3> malla(longitud_x, num_nodos_x,

longitud_y, num_nodos_y,

, longitud_z, num_nodos_z);
ScalarField3D T(malla.getExtentVolumes()); // Temperature
ScalarField3D p(malla.getExtentVolumes()); // pressure
ScalarField3D pp(malla.getExtentVolumes()); // pressure corr.
ScalarField3D u(malla.getExtentVolumes()); // u-velocity
ScalarField3D v(malla.getExtentVolumes()); // v-velocity
ScalarField3D w(malla.getExtentVolumes(}); // w-velocity

ScalarField3D us(num_nodos_x, num_vols_y , num_vols_z); // u staggered

ScalarField3D vs(num_vols_x , num_nodos_y, num_vols_z); // v staggered
ScalarField3D ws(num_vols_x , num_vols_y , num_nodos_z); // w staggered
Range all = Range::all();

T(T.1lbound(firstDim), all, all) = left_wall; // Left
T(T.ubound (firstDim), all, all) = right_wall; // Rigth
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EnergyEquation<double, 3, CentralDiffE<double,3> > energia(T);

energia.
energia.
energia.
energia.
energia.
energia.
energia.
energia.
energia.
energia.
energia.
energia.

energia

setLinearSystem(A,Db);
setCamma(1.0);
setDeltas(malla.getDeltas());
setDeltaTime(dt);

setNeumann (TOP_WALL, 0.0);
setNeumann(BOTTOM_WALL, 0.0);
setDirichlet (LEFT_WALL, left_wall);

setDirichlet (RIGHT_WALL, right_wall);
setNeumann (FRONT_WALL, 0.0);
setNeumann (BACK_WALL, 0.0);
setUvelocity(us);

setVvelocity(vs);

.setWvelocity (vs);

XmomentumEquation<double, 3, CentralDiffX<double, 3> > momento_x(us) ;
momento_x.setLinearSystem(A,b);
momento_x.setGamma{Prandtl);
momento_x.setDeltas(malla.getDeltas());
momento_x.setDeltaTime(dt);
momento_x.setUnderRelaxation(alpha_u);
momento_x.setDirichlet (LEFT_WALL, 0);
momento_x.setDirichlet (RIGHT_WALL, 0);
momento_x.setDirichlet (TOP_WALL, 0);
momento_x.setDirichlet (BOTTOM_WALL, 0);
momento_x.setDirichlet (FRONT_WALL, 0);
momento_x.setDirichlet (BACK_WALL, 0);
momento_x.setVvelocity(vs);
momento_x.setWvelocity(ws);
momento_x.setPressure(p) ;

YmomentumEquation<double, 3, CentralDiffY<double, 3> > momento_y(vs);
momento_y.setlinearSystem(A,b); '
momento_y.setGamma(Prandtl);

momento_y.setDeltas(malla.getDeltas());

momento_y.setDeltaTime(dt) ;

momento_y.setUnderRelaxation(alpha_v);

momento_y.setDirichlet (LEFT_WALL, 0);

momento_y.setDirichlet (RIGHT_WALL, 0);

momento_y.setDirichlet (TOP_WALL, 0);

momento_y.setDirichlet (BOTTOM_WALL, 0);

momento
momento
momento

_y.setDirichlet (FRONT_WALL, 0);
_y.setDirichlet (BACK_WALL, 0);
_y.setUvelocity(us);

momento_y.setWvelocity (ws);
momento_y.setPressure(p);
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momento_y.setTemperature(T) ;
momento_y.setRayleigh(Rayleigh);

ZmomentumEquation<double, 3, CentralDiffZ<double, 3> > momento_z(ws);
momento_z.setlinearSystemn(A,b);
momento_z.setGamma (Prandtl) ;
momento_z.setDeltas(malla.getDeltas());
momento_z.setDeltaTime(dt) ;
momento_z.setUnderRelaxation(alpha_w);
momento_z.setDirichlet (LEFT_WALL, 0);
momento_z.setDirichlet (RIGHT_WALL, 0);
momento_z.setDirichlet (TOP_WALL, 0);
momento_z.setDirichlet (BOTTOM_WALL, 0);
momento_z.setDirichlet (FRONT_WALL, 0);
momento_z.setDirichlet (BACK_WALL, 0);
momento_z.setUvelocity (us);

momento_z. setVvelocity(vs);

momento_z. setPressure(p);

PressureEquation<double, 3 > presion(pp);

presion.setlLinearSystem(A,b);

presion.setDeltas(malla.getDeltas());

presion.setDeltaTime(dt);

presion.setUnderRelaxation(alpha_p);

presion.applyBounds(1, num_nodos_x-1, 1, num_nodos_y-1, 1, num_nodos_z-1);
presion.setUvelocity(us);

presion.setVvelocity(vs);

presion.setWvelocity(us);
presion.setPressure(p);
/...
for(int iteracion = 1; iteracion <= iteraciones_max; ++iteracion) {
sorsum = SIMPLEC(energia, momento_x, momento_y, momento_z, presion,
max_iter, tolerancia);
if( iteracion % frecuencia == 0 ) {
Output: :printToFile DX(T, iteracion , "temp."),
Output::printToFile_DX(p, iteracion, "pres.");
NumUtils::interX(u, us);
NumUtils::interY(v, vs);
.NumUtils::intexZ(w, ws);
Output::printToFile_DX(u, v, w, iteracion, "velc."):
} -
}
return 0;
}

Lineas 1-9 : Primero se incluyen los encabezados donde se implementan Jas ecuaciones
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discretas para la energia, cantidad de movimiento en las tres direcciones y correc-
cién a la presién. También se incluye el esquema numérico que se usard en cada

ecuacion. En este ejemplo se incluye el encabezado que implementa el esquema
CDS.

Lineas 11-22: Se declara la funcién SIMPLEC()en donde se implementa e] algoritmo

descrito en la seccién 4.4.3.

Lineas 18-31: Se declara el sistema lineal, la malla y los campos escalares necesarios

para almacenar la solucién. Nétese que todo se hace tomando en cuenta tres
dimensiones.

Lineas 33-35: Se definen la condiciones iniciales para la temperatura.

O W0 NN W R W N

Lineas 37-112: Declaracién y definicion de las cinco ecuaciones discretas que se re-

solverdn. En cada una se indica el esquema numérico, las condiciones de {ron-
tera y los pardmetros necesarios de acuerdo con la definicion del problema. En
este ejemplo se estad utilizando el esquema CDS, de tal manera que el pardmetro
con e} que se definen las ecuaciones en las lineas 37, 52, 68 y 86 es de la forma
CentralDiff?<double, 3> con? = E, X, Y, Z. Sise deseard utilizar el esque-
ma QUICK, sdlo es necesario modificar esas lineas y parametrizar las ecuaciones
con los adaptadores Quick?<double, 3> e incluir los encabezados correspondi-
entes en las Jineas 6 — 9. Noétese que la definicidn de las ecuaciones no cambia
mucho, atn cuando mateméticamente se escriben de manera muy distinta.

Lineas 114-125: El ciclo que se muestra entre estas lineas resuelve el problema durante

un cierto nimero de iteraciones en el tiempo. Dentro de este ciclo se ejecuta la
funcién SIMPLEC() que recibe como argumentos los objetos que representan las
cinco ecuaciones discretas. Entre las lineas 118 y 123 se hace la impresion de
los resultados, obsérvese que la velocidad se debe interpolar a los centros de los
volimenes antes de almacenarse.

La funcién SIMPLEC(), que se ejecuta en la lmea 114 del cédigo de arriba, se imple-

menta como sigue:

template<class T_energy, class T_xmom, class T_ymom, class T_zmonm,

class T_press>

double SIMPLEC(T_energy &energy, T_xmom &xmomentum, T_ymom &ymomentum

T_zmom &zmomentum, T_press &pressure,
int max_iter, double tolerancia)

double sorsum = 10.0, tol = 1e-02;
int counter = O0;
ScalarField3D T = energy.getPhi();
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Figura 6.6: Conveccidn natural en tres dimensiones.

6.2.1. Comparacién con un benchmark

Para validar cuantitativamente el cédigo se realizaron comparaciones con el bench-
mark publicado por de Vahl [14]. En este benchmark se resuelve un problema de con-
veccién natural en dos dimensiones, en donde se considera el aire como fluido de estudio
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o1

cuyo numero de Prandt] es igual a 0.71. Las cantidades que se calculan y comparan son:

e .. velocidad horizontal maxima en la Jinea z = 0.5.

y coordenada vertical donde ocurre U oz

z coordenada horizontal donde ocurre V...

Vinez velocidad vertical maxima en la linea y = 0.5.

= Nu Nimero de Nusselt en la pared vertical z = 0-

El problema se resuelve para diferentes nimeros de Rayleigh: 10°, 10%, 10° y 10° en
una malla de 81%. Los resultados numéricos obtenidos usando el esquema QUICK se
tabulan en la tabla 6.2.1.

Ra = 10° Ra = 10? Ra = 10° Ra = 10°
dVD|[14] | BibGlas || dVD[14] | BibClas || dVD[14| | BibClas || dVD|14] | BibClas
[ 3.649 3.649 | 16.178 | 16.184 || 34.722 | 34.824 || 64.630 | 65.451
Y 0.813 0.814 0.823 0.827 0.855 0.864 0.850 0.852
Vinax 3.697 3.698 | 19.617 | 19.633 | 68590 | 68.684 | 219.360 | 218.098
z 0.178 0.179 0.119 0.117 0.066 0.068 || 0.0379 | 0.0375
. Nu 1.117 1.118 2.238 2.248 4.509 4.546 8.817 | 8.970

Cuadro 6.1: Comparacién con el benchmark publicado por de Vahl Davis [14]. Los
resultados numéricos fueron obtenidos usando el esquema QUICK, en una malla de
81 % 81.

Los resultados de la tabla 6.2.1 se comparan muy bien con los resultados de de Vahl
Davis |14]. La diferencia porcentual méaxima de todas las cantidades calculadas es de
1.7%. Contornos de velocidad y temperatura, asi como varias trayectorias de particulas,
se muestran en la figura 6.7.

6.3. Flujo de mezclado

Un ejemplo interesante en donde se puede demostrar la versatilidad de nuestro sis-
tema es el siguiente. En este ejercicio se presenta una técnica de mezclado mediante
conveccion natural dependiente del tiempo. Este ejemplo es importante debido a que
tiene aplicaciones en la industria farmacéutica, cristalograffa, manufactura, entre otras.

Considérese un cuadrado en dos dimensiones como se muestra en la figura 6.8. La
mitad izquierda de la pared superior es enfriada de manera ciclica, mientras que Ja mitad
derecha de la pared inferior es calentada de manera similar. Las dos paredes verticales
son adiabéticas. El valor de la velocidad es igual a cero en todas las paredes. En forma
analitica las condiciones de frontera se escriben como sigue:
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Figura 6.7: Resultado para Ra = 10° con el esquema QUICK en una malla de 812. (a)
Componente u de la velocidad, (b) componente v de la-velocidad, (¢) temperatura y (d)
Trayectoria de particulas: 1=(0.247,0.370), 2=(0.197,0.556), 3=(0.827,0.444).
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Figura 6.8: Geometria y condiciones de frontera térmicas para este ejemplo.

El primer ciclo de las funciones periédicas f) y f estd definido por las siguientes expre-
siones:

0,5sm%(4t) pata 0<t<n/8
1 para 7/8<Lt<7n/8

Alt)= 0,5sin?(4t — 3w) para Tr/8<t< 7 (6.5)
0 para w<t<2n
Y
0 para 0<t<m
—0,5sin*(4t — 3 <t<9m/8
flt) = 311n ( m) para 7 < / (6.6)

para 97/8 <t < 157/8§
—~0,5sin?(4t — 6m) para 157/8 <t < 27

Nétese que la fase relativa del cambio de temperatura de las paredes es 7.
Para resolver este ejemplo, se utiliza un c6digo similar al mostrado en la seccién 6.2
(adaptado para dos dimensiones). El nico cambio es en el ciclo de las lineas 113-124;

for(iteracion = 1; iteracionm <= iteraciones_max; ++iteracion) {
boundaryConditions (T, iteracion); '
energia.update_phi(T);
sorsum = SIMPLEC(energia, momento_x, momento_y, presion,
max_iter, tolerancia, dx, dy);

/...
}

En este dltimo caso, solamente se agrega la funcién boundaryConditions (), la cual
calcula las condiciones de frontera en las paredes superior e inferior de la cavidad me-
diante las funciones (6.5) y (6.6).
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Las temperatura oscilatoria impuesta en las paredes superior e inferior de la cavi-
dad ocasionan la formacién de plumas térmicas ascendentes y descendentes en regiones
cercanas a las paredes verticales. Estas estructuras inducen un movimiento transitorio
inicial seguido por un movimiento periédico. Los resultados que se presentan a contin-
uacion se refieren al movimiento periédico, una vez que el transitorio ha desaparecido.

En este ejemplo se tomé un numero de Rayleigh igual a 10°, mientras que el nimero de
Prandtl es igual a 5.

Figura 6.9: Temperature: a) ¢ = 7/2, b) ¢ = 37/2, Velocity vectors: ¢) ¢ = 7/2 d)
¢ = 3n/2. La linea muestra la trayectoria del centro del vértice y el punto es su posicién
instantdnea.

Las figuras 6.9 a) y b) muestran las plumas ascendente v descendente respectiva-
mente. En este ejemplo ¢ representa la fase dentro del ciclo de las funciones fi y fa
(véase figura 6.8). La pluma ascendente y su interaccién con la pared superior, gen-
eran un vértice cuyo centro (punto con velocidad igual a cero) estd desplazado hacia
la. derecha del centro de la cavidad, véase figura 6.9 c). En la segunda parte del ciclo,
la pluma descendente genera un flujo correspondiente, véase figura 6.9 d). Debido Ja
naturaleza periddica de la formacidn de las plumas, el centro del vértice describe una
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curva ajrededor del centro de la cavidad. Esta trayectoria se muestra en las figuras 6.9
¢) y d), y Ja posicién instantdnea del vértice se denota con un punto.

En resumen, el efecto global del protocolo de calentamiento mostrado en la figura
6.8 es Ja generacion de un vdrtice cuyo centro rota alrededor del centro geométrico de la
cavidad en una orbita cerrada. Esta es una combinacion de un efecto de blinking vortex
con un efecto de traslacién-rotacién. La eficiencia de mezclado se mide cualitativamente
mediante el seguimiento Lagrangiano [13] de un conjunto de puntos. La figura 6.10
muestra la posicién de 5 x 10° puntos, localizados originalmente en la linea y =0.5,
después de 5 y 50 ciclos.

T E—

Figura 6.10: La posicién de 5x 10? puntos originalmente localizados en la linea horizontal
y =0.5 es mostrada después de a) 5 y b) 50 ciclos.

6.4. Convecciéon natural: régimen turbulento

Para este problema se han implementado esquemas numéricos especiales y algunas
funciones auxiliares para el modelo de turbulencia descrito en la seccién 3.2. Estos esque-
mas y funciones se agrupan en el espacio de nombres LES_SSF y son clases construidas
en base a la arquitectura descrita en la seccién 5.1. En este caso se resolverd el problema
en la geometria mostrada en la figura 6.11.

Las condiciones de frontera que se consideran para este problema son:

u=0 vy T =0.5 para z=0 0<y<L, 0<z<L,,
u=0 vy T =-0.5 para =L, 0<y<L, 0<z2<1L,,
u=0 y 9T/0z=0 para 0<z<L, 0<y<L, =z=0L,,
u=0 y 90T/0y=0 para 0<z<L, y=0L, 0ZLz<L,.
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Lz

Figura 6.11:

T, >T.

Lz=2Lx=2L;

|
I

Geomtria de] dominio donde se resueltve el problema de turbulencia

El cédigo que resuelve el problema de conveccién turbulenta es similar al mostrado
en la seccién anterior, y sélamente son necesarios los siguientes cambios:

» Los encabezados que se deben agregar, suponiendo que se desea usar el esquema
CDS, son los siguientes:

#include
#include
#include
#include
#include

"LES/NumSchemes/CentralDiffE. h"
"LES/NumSchemes/CentralDiffX.h"
"LES/NumSchemes/CentralDiffY.h"
"LES/NumSchemes/CentralDiffZ.h"
"LES/les_ssf.h"

Obsérvese que estos esquemas estan en el directorio especial LES, en donde se
implementa todo lo que tiene que ver con el modelo de turbulencia.

» Se deben declarar campos escalares para Ja viscosidad turbulenta y la vorticidad:

ScalarField3D nut(malla.getExtent()); // viscosidad turbulenta
ScalarField3D vortl{(malla.getExtent()); // vorticidad en x
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ScalarField3D vort2(malla.getExtent()); // vorticidad en y
ScalarField3D vort3(malla.getExtent()); // vorticidad en z

s [l ciclo temporal se modifica de la siguiente manera:

for(iteracion = 1; iteracion <= iteraciones_max: ++iteracion) {
sorsum = SIMPLEC(energia, momento_x, momento_y, momento_z, presion,
max_iter, tolerancia, u, v, w, nut, dx, dy, dz);

//
// LES : Selective Structure Function
//
NumUtils::interX{u, us);
NumUtils::interY(v, vs);
NumUtils::interZ{(w, ws);
DiffOperators::vorticity(vortl, vort2, vort3, u, v, w, dx, dy, dz);
LES_SSF::calcTurbulentViscosity(nut, u, v, w, dx, dy, dz);
LES_SSF: :selectTurbulentViscosity(nut, vortl, vort2, vort3,
dx, dy, dz);
if( iteracion 7% frecuencia == 0 ) {
Output::printToFile_DX(T, iteracion , "temp.");
Output::printToFile_DX(p, iteracion, "pres.");
Output: :printToFile_DX(u, v, w, iteracion, ™velc.");
Output: :printToFile_DX(vort1l, vort2, vort3, iteraciom, “vort.");
Output::printToFile_DX(nut, iteracionm, "nu_t.");
}
}

donde se ha agregado el cdlculo de la vorticidad vorticity(); el cdlculo de la vis-
cosidad turbulenta calcTurbulentViscosity () y la seleccidn de los lugares donde
esta viscosidad tendra efecto selectTurbulentViscosity (), ambas declaradas y
definidas dentro del espacio de nombyres LES_SSF.

= La funcién SIMPLEC() se modifica ligeramente como sigue:

double SIMPLEC(T_energy %energy, T_xmom &xmomentum,
T_ymom &ymomentum, T_zmom &zmomentum,
T_press &pressure, int max_iter, double tolerancia,
T_field &nut, double QX, double dy, double dz )

{
//. ..
while ( (sorsum > tolerance) && (counter < 20) ) {
energy.calcCoefficients(nut);
// ... :

xmomentum. calcCoefficients(nut);
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7/. ..
ymomentum. calcCoefficients(nut);
/7.
zmomentum.calcCoefficients(nut);
/...
pressure.calcCoefficients(xmomentum, ymomentum, zmomentum);
/7. ..
pressure.correctVelocity();
pressure.correctPressure();
sorsum = fabs( pressure.getSorsun() );
++counter;
}

donde se observa que ahora el SIMPLEC() recibe un argumento mas que es la
viscosidad turbulenta y cada ecuacién, al momento de calcular los coeficientes,
toma como argumento esta viscosidad.

Este problema ha sido resuelto numéricamente usando diferentes modelos de turbu-
lencia por otros autores, véase por ejemplo |31, 59]. Ademds, existen datos experimen-
tales con los que se pueden comparar los resultados numéricos (75, 76]. En este caso se
realizaron dos ejemplos para mallas de 64 x 64 x 48 y 96 x 96 x 64. Se utilizé el esque-
ma CDS en todas las ecuaciones, pues es menos dispersivo que el Quick. La figura 6.12
muestra el nimero de Nusselt calculado en la pared derecha (el resultado es similar para
la pared izquierda). Se observa que este nimero modifica su valor considerablemente de
la malla gruesa : '

50 T T T
i i E—y LTS

S
L%}
177]
=2
Z.

10 i ; : :

0 5000 10000

Iteraciones

Figura 6.12: Ndimero de nusselt para mallas de 64 x 64 x 48 y 96 x 96 x 64.
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Para hacer una comparacién con los resultados experiementales, se calculé el nimero
de Nusselt en las cuatro paredes y se graficé el resultado en sentido horario. En la figura
6.13 los puntos representan los resultados numéricos publicados en |75 y la linea con-
Linua es el nimero de Nusselt que obtuvimos en una malla de 160 x 160 x 80 volumenes.
Como se puede apreciar, el modelo captura la forma cualitativa de la transferencia de
calor local, pero falla en la parte de los picos que se generan cerca de las esquinas. La
diferencia cuantitativa que existe entre nuestros resultados y los experimentales se debe
a que, estamos utilizando una malla uniforme. Para capturar y resolver la capa limite
que se genera cerca de las paredes, es necesario agregar més puntos en esas zonas, sin
adicionar puntos en la parte media de la cavidad. Entonces, para mejorar cuantitati-
vamente los resultados, se deberia utilizar una malla no uniforme que contenga mas
puntos cerca de las paredes. En este trabajo no se implementaron ese tipo de mallas,
por 1o que esta prueba se realizard en un trabajo futuro.

<Nu>
150

Swy

Figura 6.13: Numero de nusselt promedio alrededor de las cuatro paredes para una malla
de 160 x 160 x 80.

Un ejemplo del Aujo dentro de Ja cavidad se da en la figura 6.14 donde se grafica el
flujo promedio y el flujo secundario en la esquina superior izquierda del plano z =0.5.
La figura 6.15 muestra la distribucién de la viscosidad turbulenta, véase ecuacién (3.32).
Las figuras 6.14 y 6.15 demuestran que la mayoria del proceso turbulento esta presente
en la capa limite cerca de las paredes.

6.5. Paralelismo

El sistema contiene un médulo para descomponer el dominio de estudio en varios
subdominios, de tal manera que en cada una de ellos se resuelve un problema similar
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Figura 6.14: (a) Flujo secondario instantaneo e isolines de la viscosidad turbulenta v,.
(b) flujo promedio.

Figura 6.15: Distribucién de la viscosidad turbulenta. Razén de aspecto de Ja cavidad
1:1:0.5, Ra = 1.59 x10° and Pr = 0.7.

pero agregando condiciones de frontera fantasma como se describe en la seccién 5.3.
En este mddulo se utiliza la biblioteca de envio de mensajes MPI [24, 68| para con-
trolar las comunicaciones entre los subdominios. Las clases de este mddulo se utilizan
en combinacién con las clases que resuelven el problema numéricamente en forma seri-
al. De esta manera se esta aprovechando la caracteristica de reutilizacién de la POO.
Para ejemplificar el uso de las clases para paralelismo, en esta seccién se muestra como
resolver problema de la seccion 6.1.2 en paralelo. El c6digo es similar y se muestra a
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continuacion:

{

//.

/..

/7. ..

#include "DD/Blocks.h"
#include "DD/Domain.h"
#include "DD/SubDomain.h"
#include <mpi.h>

int main(int arge, char **argv)

int rank, size, Irank, Jrank, Krank, bloques(2]};

MPI::Status status;
MPI::Init(argc, argv);

rank = MPI::COMM_WORLD.Get_rank();
size = MPI::COMM_WORLD.Get_size();

if (rank == 0) {
Inicializacion de datos

b

MPI::COMM_WORLD.Barrier();

MPI::COMM_WORLD.Bcast(&longitud_x,1,MPI::DOUBLE,OQ);
MPI::COMM_WORLD.Bcast(&longitud_y,!,MPI::DOUBLE,O0);
MPI::COMM_WORLD.Bcast(&num_nodos_x,1,MPI::INT,0);
MPI: :COMM_WORLD.Bcast(&num_nodos_y,1,MPI::INT,0);

/...

MPTI::COMM_WORLD.Barrier();

Domain<StructuredMesh<double, 2>, 2 > caja(longitud:x, num_nodos_x,

longitud_y, num_nodos_y);

Blocks<2> particion(bloques[o], bloques [1]);

caja.decomposition(particion, rank);

SubDomain<StructuredMesh<double, 2>, 2>& subdominio

Irank = subdominio.get_Irank();
Jrank = subdominio.get_Jraok();
Krank = subdominio.get_Krank();

StructuredMesh<double, 2>& submalla = subdominio.getMesh();

double dx = submalla.getDelta(0);
double dy = submalla.getDelta(1);

Range rango_x = subdominio.getLocalRanges(X);
Range rango_y = subdominio.getlLocalRanges(Y);
ScalarField2D T(rango_x, rango_y);
ScalarField2D u(rango_x, rango_y) ;

caja.getSubDomain() ;
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45
46
47
48
49
50
51
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54
55
56
57
58
59
60
61
62
63

64 .

65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90

ScalarField2D v(rango_x, rango_.y);
ScalarField2D us(rango_x, rango_y);
ScalarField2D vs(rango_x, rango_y);

const int bi

bj
Range I(bi,ei), J(bj,ej), all = Range::all{();
it (Irank == 0) T(bi+1,all)

T.1lbound(firstDim) + 1, ei = T.ubound(firstDim) - 1,
T.lbound(secondDim) + 1, ej = T.ubound(secondDim) - 1;

left_wall;

if (Irank == bloques(0]-1) T(ei-1,2ll) = right_wall;
u(I,J) = -A * cos (PI * dy * J) * sin (PI * dx * I);
v(I,J) = A x sin (PI * dy * J) * cos (PI * dx * I);

NumUtils::staggerX(us, u);
NumUtils: :staggerY(vs, v);

TinyVector<int, 2> rindex(0, 0);

T.reindexSelf (rindex) ;

u.reindexSelf (rindex); v.reindexSelf(rindex);
us.reindexSelf (rindex); vs.reindexSelf (rindex)

)

int svx = particion.getVolumes(X, Irank, Jrank, Krank),
svy = particion.getVolumes(Y, Irank, Jrank, Krank);

DiagonalMatrix<Penta> A(svx, svy);
ScalarField2D b(svx, svy);

EnergyEquation<double, 2, QuickE<double,2> > energia(T);

energia.setLinearSystemn(A,b);
energia.setGamma(1.0);
energia.setDeltas(submalla.getDeltas());
energia.setDeltaTime(dt);
energia.setUvelocity(us);
energia.setVvelocity(vs);

subdominio.setRealNeumann (energia, TOP_WALL, 0.0);
subdominio.setRealNeumann(energia, BOTTOM_WALL, 0.0);
subdominio.setRealDirichlet(energia, LEFT_WALL, left_wall);
subdominio.setRealDirichlet (energia, RIGHT_WALL, right_wall);

subdominio.setGhost (energia);
subdominio.comm_init (T, 0);

for(iteracion = 1; iteracion <= nmax; ++iteracion) {

epergia.calcCoefficients();
energia.applyDirichletG2D();

_ Solver: :solveByLines(energia, tolerancia,
energia.update();

1T (Jrank == 0) T(all, bj-1)
if (Jrank == bloques([1]} - 1) T(all, ej+1)

max_iter);

T(all,bj); "
T(all,ej);
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91
92 subdominio.comm_start (0);
93 energia.update_phi(T);
94 }
95 Output: :printToFile_DX(T, iteracion, temp);
96
97 MPI::Finalize();
98
99 return 0;
100 }

Lineas 2—5 : En este caso debemos incluir los encabezados correspondientes a las clases
donde estd la implementacion de la descomposicion del problema. Ademés se in-
cluye el encabezado principal de MPI.

Lineas 10-14 : Se declaran variables para obtener el rango del procesador (rank) y el
nimero de procesadores activos: En la linea 12 se inicializa MPI.

Lineas 16-17 : Los datos del problema se inicializan en el procesador 0.

Lineas 20-24 : Después de que el procesador 0 ha hecho la inicializacion de los datos, se
envian a todos los procesadores que trabajardn en paralelo (se realiza un broadcast-
ing). Este proceso de envio se encierra entre dos barreras (MPI: : COMM_WORLD.Barrier())
para sincronizar el inicio del proceso sin pérdida ni sobreescritura de datos.

Lineas 28-35 : Posterioremente se declara un objeto de tipo Domain, que recibe como
parametro el tipo de malla que usara. Se declara también una particién, Blocks,
que recibe como argumentos el numero de bloques que habrd en cada eje co-
ordenado. En la linea 31, se aplica la funcién decomposition() del objeto que
representa el dominio global y recibe como argumento el tipo de particién y el
rango del procesador que estd realizando la particién. Todos los procesadores re-
alizan esta accion y automdtricamente se genera una topologia virtual, como se
describid en la seccién 5.3, en donde cada uno de los subdominios conoce sus co-
ordenadas. Estas coordenadas se obtienen en las lineas 33-35. En la linea 32 se
obtiene el subdominio que le toca a cada procesador. El objeto subdominio se
encarga. de realizar diferentes inicializaciones.

Lineas 37-39 : Aquj se obtiene la malla a partir del objeto subdominio. Esta malla
es en realidad una submalla que discretiza e) subdominio en cuestion.

Lineas 41-57 : Se hace la inicializacién de los campos que se usaran durante el calculo.
Obsérvese que todo se hace en términos de los subdominios.

Lineas 59-62 : Debido a que reusaremos las clases para la solucién del problema serial,
se hace en estas lineas una reindexacién de los campos para que no haya problemas
con los célculos.
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Lineas 64-81 : Se declara el sistema lineal y se define la ecuacién a resolver de man-
era similar que en el caso serial. La diferencia es que ahora las condiciones de
frontera son determinadas por cada subdominio. De esta manera, dado que cada
subdominio conoce su posicidn, se determinan automéaticamente los lugares donde
se deben imponer condiciones de frontera reales y condiciones de frontera fan-
tasma. Todo lo hace le objeto subdominio. La linea 81 es importante dado que
inicializa los sockets de comunicacién entre los subdominios, esto se hace una sola
vez mediante operaciones persistentes de MPI para no afectar el rendimiento del
cédigo. )

Lineas 83-94 : Se inicia un ciclo para resolver en el tiempo. En la linea 85 se deben
' aplicar las condiciones de frontera fantasma explicitamente. En las lineas 92 y 93
se Inicia la comunicacién entre los procesadores y se actualiza la solucién en cada
uno de ellos. -

Como se puede observar, Jos cambios con respecto al cédigo serial son minimos.
Ademds, las operaciones de particién del dominio y envio de mensajes entre subdominios,
estan escondidas de tal manera que el usuario no se distrae en estas tareas y se concentra
en la solucién numérica del problema. ‘

El resultado de este ejemplo, en dos dimensiones, se muestra en la figura 6.16, donde
se puede observar el campo de temperaturas calculado en 9 subdominios. La malla
utilizada fue de 48 x 48.

El mismo problema se resolvid en tres dimensiones en una malla de 128 x 128x. Este
ejemplo se utilizd para hacer un célculo de la aceleracion que se obtiene con diferente
nimero de procesadores. El resultado de este experimento numérico se muestra en la
tabla 6.5 y en la figura 6.17 se muestra la aceleracién del cédigo.

| N. Proc. [ Tiempo (segs.) | Aceleracién | Eficiencia | Costo |
1 9121.73 1.0 1.0 9121.73
2 4680.84 1.95 0.97 9361.68
4 25659.71 3.56 0.89 10238.84
6 1555.18 5.87 098 | 9331.14
8 1230.70 7.41 ¢ 0.92 9845.60
9 1065.94 8.56 0.95 9593.46
12 873.16 10.45 0.87 10477.92

Cuadro 6.2: Métricas de rendimiento para la solucién en paralelo del problema de con-
veccién natural forzada en 3D.

Se puede notar, en la tabla de arriba, que el valor de la eficiencia oscila en e} valor de
0.9. Bsto indica que el programa es lo suficientemente escalable aun con 12 procesadores.

En la grafica de la figura 6.17 se observa que la aceleracién es bastante buena, ain
con 12 procesadores. Después de 12 no se tiene informacién pero se puede preveer que
la aceleracion se degrada y el costo empieza a subir considerablemente.
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Figura 6.16: Resultado del célculo en dos dimensiones para 9 procesadores.

Los resultados anteriores se obtuvieron en una computadora SGI ONIX 350 con
12 procesadores R16K. El modelo de memoria de esta computadora es de memoria
compartida (NUMAFlex). Aungue el mismo c¢édigo puede ejecutarse en un cluster de
PC’s en donde esté instalado MPI.
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Figura 6.17: Aceleracién de) cddigo para el problema tridimensional, resuelto en una
ONIX 350 con 12 procesadores R16K.



Capitulo 7

Conclusiones finales

En este trabajo se construyé una biblioteca de clases y funciones para resolver prob-
lemas de conveccidn en cavidades rectangulares. Solamente se consideraron fluidos new-
tonianos e incompresibles. Todos los ejemplos se resolvieron en mallas cartesianas uni-
formes. Se implementaron ademés tres esquemas diferentes para aproximar los términos
convectivos y se incluyé un modelo de turbulencia basado en la LES. Finalmente se
agregd un moédulo para particionar el dominio y resolver algunos problemas en paralelo.

El sistema se desarrollé utilizando paradigmas de programacién modernos, que gen-
eralmente no se toman en cuenta en la construccién de software para aplicaciones cientifi-
cas. La programacién orientada a objetos, la programacién genérica y la programacion
en paralelo contienen herramientas que permiten desarrollar cédigo ordenado, con un
alto nivel de abstraccién y eficiente. Estos beneficios fueron de utilidad durante el de-
sarrollo y en la solucién de los ejemplos mostrados en el capitulo anterior.

La construccién de sistemas donde se utiliza la POO se debe basar en un proceso
bien ordenado de desarrollo de software. En este trabajo se concibié una metodologia de
desarrollo basada en la de Schimmel [65]. En nuestra metodologia, ademés de incluir el
modelo matematico y la discretizacién de las ecuaciones como etapas de desarrollo, como
lo propone Schimmel, agregamos las etapas de generalizacién y la optimizacién, dado
que nuestro objetivo era desarrollar un sistema muy general y eficiente. De esta manera
se construyé el codigo en forma ordenada e incrémental, lo cual permite que se puedan
agregar otras componentes de manera sencilla. La arquitectura de desarrollo sobre la que
basamos todo el sistema se deriva directamente de un esquema general de modelacién
computacional. Asi, es muy claro, para un experto en modelacién computacional, como
y donde agregar médulos al sistema. Por ejemplo, si se desea resolver un problema en
mallas no uniformes, se debe agregar una clase para este tipo de mallas, ademas debe
implementar el esquema numérico que tome en cuenta la forma de estas mallas. Las
otras partes del sistema no se modifican dado que son independientes, es decir se tiene
bajo acoplamiento entre sus componentes.

En los ejemplos de uso mostrados en el capitulo anterior, se observa que uno de
los beneficios de los paradigmas de programacién utilizados, es que la definicién de
abstracciones complejas permite dejar de lado los detalles de su construccién y enfocar
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la atencién en como combinarlas para resolver un problema. Las abstracciones reflejan
claramente la entidad del mundo real que representa, es decir se tiene alta cohesion.

Otro beneficio es que, la generalizacién de las ecuaciones permite que los codigos
para resolver problemas distintos, consisten de aproximadamente el mismo numero de
pasos. El usuario de la biblioteca de clases aqui desarrollada, sélo tiene que conocer
los pasos que se deben seguir para resolver un problema, conocer la forma en que se
usan las clases (su interfaz) y combinarlas para que colaboren en la solucién. Ademds,
el conjunto base de clases es minimo, por lo que el aprendizaje debe ser simple y rdpido.
Entonces, para usar la biblioteca, sélo es necesario aprender algunos comandos bésicos
y los pasos que se siguen para resolver un problema, de la misma manera en que se hace
con software sofisticado como Mathematica[49] o Matlab[50]. Por supuesto que el sistema
desarrollado en este trabajo no se compara con los antes mencionados, en el sentido que
resuelve problemas desde otro punto de vista, y que aquellos son desarrollados por un
equipo grande de personas y contienen muchas mas facilidades y funciones.

Una vez que se conoce la base de la biblioteca, es posible agregar més clases para
adicionar comportamientos nuevos al sistema. Debido a que las diferentes partes del
sistema estan divididas en mddulos que se relacionan directamente con las partes de
una modelacién computacional tipica, la extensién del sistema se puede hacer siguiendo
la metodologia propuesta en el capitulo 5.

Existen entonces dos niveles de uso de la biblioteca: el usuario, que utiliza las ab-
stracciones y que no le interesa ni necesita conocer como estan construidas internamente,
y el programador de las abstracciones, que debe conocer la metodologia de construccién
y la forma de implementar las abstracciones.

Un ejemplo, en el que se realizé una extension al sistema es el médulo de paralelismo.
En la arquitectura inicial no se considerd el uso de multiples procesadores para resolver
un problema. Sin embargo, después fue posible agregar un conjunto de clases que hacen
la descomposicién del dominio y permiten ejecutar el programa en varios procesadores.
Para aprovechar las clases construidas con las que se resuelven problemas en forma
serial, se sigue una estrategia de descomposicién de datos simple, como se explica en
el capitulo 5, de tal manera que se resuelven subproblemas similares que se comunican
para actualizar informacién y obtener una solucién global consistente con la solucién
que se obtiene en un solo procesador: El resultado final es que el cédigo en paralelo no
cambia mucho con respecto del c6digo serial para resolver un mismo problema.

Los resultados numéricos muestran un comportamiento cualitativo aceptable. En
el ejemplo en dos dimensiones de la seccién 6.2, se muestra ademds que, usando un
esquema de alto orden (QUICK), es posible obtener resultados numéricos con muy
buena precision, como se observa en el ejemplo de la seccién 6.2. En el ejemplo de flujo
turbulento, también se obtuvieron resultados numéricos aceptables en comparacién con
resultados experimentales. Esto por un lado prueba que el modelo de turbulencia es
confiable, y por el otro que el sistema resuelve correctamente las ecuaciones de balance.
Finalmente, en el ejemplo de paralelismo se observa que la forma de los resultados no
se modifica en comparacién con el calculo en un solo procesador, y ademds se obtiene
una aceleracién muy buena. Sin embargo, se debe tomar en cuenta que el problema
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que se resuelve es lineal y esto puede ayudar a que los procesadores trabajen de forma
equitativa (buen balance de carga).

En esta etapa del desarrollo se tiene una herramienta confiable, eficiente y de fécil
uso, para resolver problemas de flujo convectivo en cavidades. Sin embargo, la exten-
sién a problemas mds complejos es directa. Por ejemplo, para resolver problemas con
fronteras libres, la biblioteca lo puede hacer si se imponen las. condiciones en dichas
fronteras (flujo que entra y flujo que sale). Un ejemplo de esto se puede observar indi-
rectamente en la solucién de problemas en paralelo, en donde el dominio se rompe en
varios subdominios y en la interfase entre ellos se imponen condiciones de frontera tipo
Dirichlet, y esto no es otra cosa que la definicién de subproblemas con frontera libre.

Si se desea resolver problemas en dominios irregulares, es posible construir mallas
estructuradas curvilineas que se acoplan al dominio irregular. Actualmente existen mu-
chos algoritmos sofisticados para generar este tipo de mallas [74]. Estos algoritmos se
pueden encapsular dentro de abstracciones que representen el tipo de malla que generen
y adicionarlas a la jerarquia de herencia mostrada en la figura 5.5. Ademads, se deben
agregar esquemas numeéricos que'utilicen estas mallas, de tal manera que las ecuaciones
a resolver sean adaptadas por estos esquemas. Siguiendo los pasos de la metodologia
de desarrollo propuesta en esta tesis, serd posible que las nuevas clases se incorporen
de manera natural al sistema, permitiendo que la solucién de problemas en dominios
irregulares se lleve a cabo usando cédigos similares a los mostrados en el capitulo 6.

La flexibilidad del sistema también puede aprovecharse para implementar otros mod-
elos de turbulencia, y asi poder comparar entre varios de ellos. Se ha visto en este trabajo
que el sistema es confiable para resolver este tipo de flujos y que se se deben tomar en
cuenta algunos criterios (como usar mallas no uniformes), para obtener buena precisién
en los resultados numeéricos.

El modelo de paralelismo usado en este trabajo ofrece una manera de reducir el
tiempo de calculo. Este modelo se conoce como paralelismo de grano grueso. En muchas
aplicaciones numéricas se utiliza un paralelismo que se conoce como de grano fino, que se
hace a nivel de las instrucciones del cédigo y se implementa fécilmente en arquitecturas
de memoria compartida. Este Gltimo modelo ha mostrado una ganancia muy buena
en diferentes tipos de aplicaciones. Aunque en este trabajo no se utilizé el paralelismo
de grano fino, la extensién del sistema para agregar esta caracteristica se puede hacer
directamente. Gracias al bajo acoplamiento de las partes del sistema, es posible agregar
algoritmos paralelos para resolver los sistemas lineales de ecuaciones. Estos algoritmos
son de grano fino. Asi, se puede combinar paralelismo de grano grueso, descomposicién
de dominio, con el paralelismo de grano fino, algoritmos paralelos para los sistemas
lineales. Esta combinacion se conoce como paralelismo de varios niveles y puede ser util
en la nueva técnologia que actualemente estd de moda y que se conoce como GRIDs [22].
La idea de los GRIDs es construir organizaciones virtuales con miembros institucionales
que posean equipos de supercomputo. En esta organizacién virtual, cada participante
otorga permisos a usuarios de todas las instituciones para usar sus equipos y de esta
manera resolver problemas de gran escala que no pueden ser resueltos con un sélo equipo.

La conclusién final es que, aunque no se ha resuelto el problema de la crisis del
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software en la construccion de sistemas para aplicaciones cientificas, si se ha reducido
considerablemente la “entropia” del software, es decir, el sistema aqui construido esté bi-
en ordenado, es de facil uso y extensién, y es capaz de resolver problemas complejos de
la misma 4rea, obteniendo soluciones fisicamente realistas y con buena precisién si se
toman encuenta algunos criterios. '

7.1. Recomendaciones

Existen algunas recomendaciones ttiles para decidir entre utilizar o no programacién
orientada a objetos, programacién genérica y programacion en paralelo en la solucién
de problemas de cémputo cientifico. Estas recomendaciones son las siguientes:

1. Utilizar una biblioteca ya construida que incluya los paradigmas antes menciona-
dos, y utilizar sus abstracciones sin poner atencién en como estdn construidas.
En este caso se debe tener la confianza de que dicha biblioteca entrega soluciones
adecuadas.

2. Desarrollar la biblioteca. En este caso, los requerimientos que se deben cumplir
son:

a) Disponibilidad. Es decir se debe contar con plataformas donde probar el
cédigo, compiladores sofisticados, y mucha bibliografia.

b) Necesidad. Es decir, se debe justificar la necesidad de construir una nueva
biblioteca que beneficie a un nimero grande de personas.

¢) Soporte. Es decir, que haya suficiente informacién de las plataformas y los
paradigmas que se van a utilizar y que las personas que los desarrollaran
puedan entrenarse en esos topicos.

d) Continuidad y documentacién. Es decir, las personas que inicien el proyecto
deben mantenerse por un largo tiempo en el desarrollo.” Ademas se debe
documentar cada parte del proyecto para que no se pierda ningun detalle en
caso de que algun integrante deje el desarrollo.

e) Competencia. El equipo encargado del desarrollo debe ser experto en una
clerta &rea y conocer un poco de las otras dreas del conocimiento que estén
involucradas en el desarrollo del proyecto.

f) Tiempo. Es decir, dedicar un tiempo considerable a las actividades del de-
sarrollo.

Si alguna de los requerimientos antes expuestos no se cumple, es mejor elegir la
opcién 1.

Dadas estas recomendaciones, se tienen varias opciones para lograr un desarrollo de
software de calidad. Si se cuenta con un equipo de personas grande con experiencia en
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programacion y en la teoria de los problemas que se van a resolver, entoces es adecuado
iniciar un desarrollo propio. En otro caso, posiblemente lo mejor sea involocrase en un
desarrollo en donde el c6digo sea de dominio publico y permita hacer adiciones a cada
usuario. Este ultimo caso es que prentedemos seguir para que el sistema de este trabajo
se enriquezca con la experiencia de otros investigadores y programadores.

7.2. Trabajo futuro

El sistema desarrollado en este trabajo permite resolver una cantidad considerable de
problemas de conveccién natural en cavidades rectangulares. Debido a la forma en que
se construyo este software, es posible adicionar nuevas caracteristicas de forma simple.
Algunas de las caracteristicas que se pueden agregar en corto plazo son:

Manejo de mallas estructuradas no uniformes.

Estudiar algoritmos alternos al SIMPLEC (como el CLEAR).

Implementacién de otros algoritmos més eficiente de solucién del sistema, lineal de
ecuaciones (Multigrid, SIP, etc.).

Otros esquemas numéricos tanto para los términos difusivos como para los con-
vectivos.

A mediano y largo plazo se espera poder incluir lo siguiente:

» Algoritmos paralelos de solucién de los sistemas lineales.
» Otros modelos para simular la turbulencia.
= Manejo de dominios irregulares a través de mallas estructuradas curvilineas.

» Solucién de otro tipo de problemas.

Todo lo anterior es posible incluirlo de forma ordenada si se sigue el proceso de
desarrollo discutido en el capitulo 5 y se toma en cuenta la arquitectura del sistema
actual.
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Apéndice A

Biblioteca de clases

A.1. Clases principales

[Mesh<T_mesh> ( : Clase base abstracta polimdrfica que encapsula las caracteristicas
generales de todo tipo de mallas. Los objetos que representan mallas de un tipo
particular se crean a partir de clases especializadas que se derivan de esta clase
base. En esta clase se definen algunos algoritmos generales que se adaptan de
acuerdo con el tipo de malla mediante el pardmetro T_mesh.

EtructuredMesh<T_number, int Dim> ‘ - Esta es una clase particular que define a las
mallas de tipo estructuradas uniformes. Se deriva de Ja clase Mesh y se utilizan dos
pardmetros que son, el tipo de nimero para calcular los puntos (float o double) y
la dimensién de la malla Dim. Se utiliza herencia parametrizada recursiva (Barton
& Nackman), véase figura A.1.

DiagonalMatrix<T _matrix> ‘ : Clase para matrices diagonales cuyo objetivo principal
es almacenar los datos de los sistemas lineales descritos en la seccion 4.5. Esta es
una clase polimérfica cuyo parametro es el tipo de matriz. Los adaptadores que
acepta esta clase son Tri, Penta y Hepta para matrices tridiagonales, pentadiago-
nales y heptadiagonales respectivamente. '

GeneralEquation<T _number, int Dim> ‘ : En esta clase se combinan dos conceptos:
ecuacién general (3.1) y su forma discreta, ecuacién (4.6). Aqui y se concentran
las caracteristicas generales de todas las ecuaciones. Dos pardmetros son utilizados
para definir la presicién (float o double) y la dimensién del problema. De esta
clase se derivan las ecuaciones particulares definidas en las secciones 3.1 y 3.2.

EnergyEquation<T _number, int Dim, T_appr0x>w : Clase que representa el concep-
to de la ecuacién de energfa, ecuacién (3.14). Se deriva de la clase general Gen-
eralEquation, de tal manera que tiene acceso a todas las caracteristicas definidas en
la clase base. Para tomar en cuenta los diferentes esquemas numéricos, se utiliza
herencia parametrizada recursiva y de esta manera, se derivan subclases en las que
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templatec<class T_number, int Dim>
class StructuredMesh: public Mesh<StructuredMesh<T_number, Dim>>
ST esh!
Barton & Nackman Mesh I
#icalcPoints(): bool
#calcElements(): bool T_meshs asDerived()( )
-asDerived({): T_mesh p—— return static_cast<T_mesh&>(*this);
?‘ )
————————— )
1
1
t
1
| R ' !
, T__number , )
Q yDim:int \
StructuredMesh h '
—extent: intTinyArray !
-delta: floatTinyArray ! |mm—mm=- '
-lenght: floatTinyArray : 13_;7”‘”T‘berl
+calcElements(): bool 1 Dim:int 1
+calcPoints(): bool UnStructuredMeésh |
tgetExtent{): intTinyArray
+getExtentfV(): intTinyArray
+getDeltas{): floatTinyArray
tgetLenght(): floatTinyArray
Figura A.1: Jerarquia de clases
Tri
+aP,akE,aW: ScalarFieldlD
+resize{ni:int,nj:int,nk:int=0)
!T_matrixa Penta
DlagonalMatrIX +aP,aE,aW,aN,aS: ScalarField2D

+A: T_matrix

+resize(ni:int,nj:int=0,nk:int=0)

Hepta _
+aP,aE,aW,aN,aS,al,aB: ScalarkField3D
+resize(ni:int,nj:int,nk:int)

Figura A.2: Diagrama de clases: matrices.

se implementan dichos esquemas. Estas subclases funcionan como adaptadores y
parametrizan a la clase base mediante el pardmetro T_approx. De esta forma se
adaptan los algoritmos que calculan los coeficientes del sistema lineal. Por tanto,
esta es una clase polimoérfica y cada adaptador requiere lo siguiente:

» Implementacion del método calcCoefficients() en donde se debe definir
como se calculan los coeficientes (difusivos y convectivos). Esto depende del
esquema numeérico que se desee utilizar.
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» El método anterior debe almacenar los coeficientes en los arreglos aP,aE, aW,
aN, aS, aF, aB y sp, definidos en la clase base GeneralEquation. Estos arreglos
corresponden a los definidos en el sistema lineal general de la ecuacién (4.6).

» Los célculos que se realicen sobre los arreglos antes mencionados, se deberan
hacer dentro de los limites: bi = inicio del arreglo en direccién ¢; ei = fin
del arreglo en direccién i; y los correspondientes para j y k. Estos nimeros
se definen en la clase GeneralEquation.

= La aplicacién de las condiciones de frontera se debe hacer mediante el método
applyBoundaryConditions () de GeneralEquation.

[XYZ]MomentumEquation<T_number, int Dim, T_approx> | : Clases que represen-
tan el concepto de las ecuaciones de cantidad de movimiento, ecuacién (3.13). Se
derivan de la clase general GeneralEquation, de tal manera que tiene acceso a todas
las caracteristicas definidas en la clase base. Estas son clases polimérficas que se
adaptan a través del pardmetro T_approx y los requerimientos para los adaptadores
son similares a los de la clase EnergyEquation.

\ﬂessureEquation<T_number, int Dim>‘ . Clase que representa el concepto de la
ecuacién de presién (o correccién a la presién) que aparece en los métodos de
tipo SIMPLE. Se deriva de la clase general GeneralEquation, de tal manera que
tiene acceso a todas las caracteristicas definidas en la clase base. A diferencia de
las clases anteriores, esta no es una clase polimérfica dado que los coeficientes se
calculan a partir de los coeficientes de las ecuaciones de cantidad de movimiento,
de tal manera que se adapta indirectamente a través de la adaptacion de las clases
de cantidad de movimiento.

A.1.1. Clases para descomposicion de dominio

Las siguientes tres clases encapsulan las operaciones para realizar la descomposicion
de dominio para ejecutar el programa en paralelo. Se ha utilizado un modelo de pro-
gramacion para arquitecturas de tipo SIMD, es decir, se ejecuta el mismo programa
en cada procesador con diferentes datos. La comunicacién se realiza mediante envio de
mensajes usando llamadas a funciones de MPI.

Domain<T _mesh, int Dim>‘ - Las caracteristicas del dominio global donde se.re-
suelve el problema, se encapsulan en esta clase. El pardmetro T_mesh permite
que el dominio sea discretizado, en principio, con cualquier tipo de malla. En
este trabajo sélo se utilizan mallas estructuradas uniformes. El dominio se de-

~ scompone en varios subdominios, por lo que esta clase contiene como atributos
objetos de la clase Subdomain. La descomposicién se realiza mediante el método
decomposition() el cual estd parametrizado con el tipo de particién a realizar.
La particién es una clase que encapsula las operaciones que se deben realizar para
que cada subdomino esté bien definido (nimero de puntos, rangos, etc.).
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'T number ,

GeneralEquation

sDim:int

#phi,ak,aw,aN,aS,aF,aB,aP,sp: ScalarField
#bi,ei,bj,ej,bk,ek: int
#dirichlet,neuman,dirichletG: BC_mapping

+setDirichlet(wall:BC_t,w_v:number_t)
+setDirichletGhost(wall :BC_t,w_v:number_t)
+setNeumann{wall:BC_t,w_v:number_t}

+setlLinearSystem{M:DiagonalMatrix<T_matrix>&,b:ScalarFields)

+calcResidual()

#applyBoundaryConditions{)

i T_number !
!Dim:int :}:Edhbéf:
E . LITPEEEP}: LQ}m:iQF '
nergyEquation PressureEquation
NT,;,vfw:dS?al?rFleld #T,u,v,w,p: ScalarField
-asDerived(): T_approxs& lcC icient : bool
+calcCoefficients(): bool :zgleiiggiiiegu;Léf.é. e
+calcCoefficients(nut:const ScalarFields&): bool +setTemperature(TT:cgnst ScalarFields&)
+calcError{): number_t ) +setPressure{pp:const ScalarFields)
+setTemperature(TT:const Scalngleld&) +setUvelocity(uu:const ScalarFields)
+setPressure(pp:const ScalarFields) +setVvelocity(vv:const ScalarFields)
+setheloc;ty(uu:const ScalarFields) +setWvelocity(ww:const ScalarField&)
+setVvelocity(vv:const ScalarFields) +update()
+setWvelocity(ww:const ScalarFields}) +correctPressuret
+update() +correctVelocity()
[ Aumber  Tonumber]

'Dim:int :
L{rapproxu

XmomentumEquation

#T,u,v,w,p: ScalarField

-asDerived(): T_approxé&
+calcCoefficients(): bool

+calcError(): number_t
+setTemperature(TT:const ScalarFields)
+setPressure(pp:const ScalarField&)
+setVvelocity({vv:const ScalarFields)
+setWvelocity(ww:const ScalarFields)
+update()

+calcCoefficients(nut:const ScalarFields):

bool

'Dim:int
LT_approx 1

ZmomentumEquation

#T,u,v,w,p: ScalarfField

~asDerived(): T_approx&
+calcCoefficients(): bool

+calcCoefficients(nut:const ScalarField&):

tcalcError(): number_t
+setTemperature(TT:const ScalarFields)
+setPressure(pp:const ScalarField&)
+setUvelocity(uu:const ScalarFields&)
+setVvelocity(vv:const ScalarField&)

+update()

bool

rPmm—————
1

T_number:
'Dim:int

L T-2pprox 1

YmomentumEquation

#T,u,v,w,p: ScalarField

-asDerived(): T_approxé&
+calcCoefficients(): bool

+calcError(): number_t

+setPressure(pp:const ScalarFieldé&)
+setUvelocity(uu:const ScalarField&)
+setWvelocity(ww:const ScalarFields)
+update()

+calcCoefficients{nut:const ScalarFields):

+setTemperature(TT:const ScalarFields)

bool

Figura A.3: Diagrama de clases: ecuaciones.

SubDomain<T _mesh, int Dim> | : Esta clase se encarga de manejar los subdominios

que resultan de la descomposicién de dominio. Esté parametrizada con los mismos
parametros que la clase Domain, de tal manera que todos los subdominios tienen
las mismas caracteristicas del dominio global. Cuando se realiza la particién del
dominio global, se construye una topologia virtual de tipo cartesiana como la
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mostrada en la figura 5.10. En la inicializacién de cada subdominio se realiza lo
siguiente:

= Se-calcula la posicién de cada subdominio dentro de la topologia virtual.

» Se determinan los subdominios vecinos y se inicializan los sockets de comu-
nicacién entre ellos.

= Se determina la informacién que serd intercambiada

Lo anterior se realiza una sola vez y esa informacién persiste durante todo el
calculo. Esto significa que el estado de los objetos de tipo subdominio permanece
sin cambio. La topologia virtual se realiza mediante el uso de la funcién :

Cartcomm Intracomm::Create_cart(int ndims, const int dims[],
const bool periods[], bool reorder) const

que genera una topologia cartesiana para ordenar los procesadores, donde ndims
indica el nimero de dimensiones de la topologia, dims es un arreglo en donde se
especifica el niumero de bloques que se tendré en cada direccién, periods determi-
na si la malla es periddica y reorder es una variable boolena que permite ordenar
los procesadores de acuerdo a la topologia fisica del equipo donde se ejecute.

Una vez construida la topologia, el intercambio de informacién se realiza de la
sigiente manera:

s Primero se determina la informacién que se va intercambiar entre cada sub-
dominio mediante la funcién Create_vector () la cual construye un vector
de datos para ser enviados entre los procesadores.

= Después, se asigna cada vector a las funciones que hacen el envio y recepcién
de informacién. Dichas funciones son Send_init() y Recv_init() respecti-
vamente. Estas son funciones persistentes que incializan los sockets entre los
procesadores. Dado que se conocen desde un inicio que subdominios deben
intercambiar informacién, estas funciones son ideales para crear los puentes
de comunicacién desde un inicio y no hacerlo cada vez que se requiera enviar
informacién.

= En el momento en que los subdominios han resuelto sus problemas locales, se
puede empezar a realizar el intercambio de informacién. En este caso sélo es
necesario aplicar la funcién Start () a los objetos generados por las funciones
Send_init() y Recv_init(). De esta manera se inicia el intercambio de
informacién.

Adicionalmente, en todos los subdominios se requiere la definicién de condiciones
de frontera reales y fantasma. Cada subdominio puede determinar, a partir de
su posicién dentro de la topologia virtual, el lugar donde necesita condiciones de
frontera reales y fantasma.
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Blocks<int Dim> ‘ - Esta clase permite realizar particiones en dominios discretizados
con mallas estructuradas uniformes. Recibe como argumento el nimero de bloques
que se desean en cada direcciion. Determina principalmente el nimero de puntos
en cada subdominio y los rangos locales para cada campo escalar.

'Dim:int
| S .

Domain

-mesh: T_mesh

-num_of_subdom: int

-subdom: SubDomain<T_mesh>
+decomposition(p:T_partition,rank:int)
+getSubDomain(): SubDomain<T_mesh>&
+getMesh(): T_meshs&

YDim:int

[ e

SubDomain

-mesh: T_mesh

-phi: ScalarField

~CartComm: MPI::Cartcomm

-slice_t: MPI::Datatype

-send_right,send_left: MPI::Prequest
-send_top,send_bot: MPI::Prequest

-send_front, send_back: MPI::Prequest
-recv_right,recv_left: MPI::Prequest
—-recv_top,recv_bot: MPI::Prequest
-recv_front,recv_pack: MPI::Prequest
+setup(p:T_partition,rank:int)
+setRealNeumann(eq:T_eqé&,wall:BC_t,value:number_t)
+setRealDirichlet(eq:T_eq&,wall:BC_t,value:number_t)
+setGhost(eq:T_eq&)

+comm_init(field:T_sfield)

+comm_start(i:int)

Blocks

-blocks: int

+applyPartition(lenght:floatTinyArray,extent:intTinyArray)
+getNumSubDomains(axe_op:Axe_t): int
+getNodes(axe_op:Axe_t): int

+getLenght(axe_op:Axe_t): number_t
+getLocalRanges(axe_op:Axe_t): Range

Figura A.4: Diagrama de clases: Descomposicoén de dominio.
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A.1.2. Adaptadores

Los adaptadores son clases que permiten a los datos y métodos de otras clases mod-
ificar su estado y comportamiento. La adaptacién se realiza en tiempo de compilacion y
por esta razon se conoce a esta caracteristica de adaptacién como polimorfismo estético.
A diferencia del polimorfismo dindmico, que se realiza mediante el uso de funciones vir-
tuales, el polimorfismo estético no introduce factores que afecten el rendimiento del
codigo. _ '

Los adaptadores que se implementaron en este trabajo son los siguientes:

: Clase que adapta la clase DiagonalMatrix y la hace funcionar como una matriz de
tres diagonales como la que se muestra en la figura 4.9.

: Clase que adapta la clase DiagonalMatrix y la hace funcionar como una matriz
de cinco diagonales como la que se muestra en la figura 4.10.

m : Clase que adapta la clase DiagonalMatrix y la hace funcionar como una matriz
de siete diagonales como la que se muestra en la figura 4.11.

‘ Laplace<T _number, int Dimﬂ : Clase que adapta a EnergyEquation para hacerla fun-
cionar como la version discreta de la ecuacion de Laplace. Define un esquema lineal
para aproximar los términos difusivos.

‘Diffusion<T_number, int Dim;l : Clase que adapta a EnergyEquation para hacerla
funcionar como la versién discreta de la ecuacién de difusién. Define un esquema
lineal para aproximar los términos difusivos.

‘UpwindE<T_number, int Dim;‘ : Clase que adapta a EnergyEquation e implementa
los coeficientes de Ia versién ecuacién de energia 3.14, usando el esquema upwind
descrito en la seccién 4.3.1.

‘UpwindX<T_number, int Dim;‘ : Clase que adapta a XmomentumEquation e imple-
menta los coeficientes de la version discreta ecuacién de cantidad de movimiento
en direccién z, usando el esquema upwind.descrito en la seccién 4.3.1. Los clases
UpwindY <T_number, int-Dim> y UpwindZ<T _number, int Dim> realizan
una adaptacién similar con las clases YmomentumEquation y ZmomentumEquation
respectivamente. '

‘CentraIDiffE<T_number, int Dim>‘ . Clase que adapta a EnergyEquation e imple-
menta los coeficientes de la version ecuacién de energia 3.14, usando un esquema
de diferencias centrales como el descrito en la seccién 4.3.2.

\EntralDiffX<T_number, int Dim> ‘ : Clase que adapta a XmomentumEquation e im-
plementa los coeficientes de la versién discreta de la ecuacién de cantidad de
movimiento en direccién z, usando un esquema de diferencias centrales como
el descrito en la seccién 4.3.2. Los clases CentralDiffY <T _number, int Dim>
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y CentralDiffZ<T_number, int Dim> realizan una adaptacién similar con las
clases YmomentumEquation y ZmomentumEquation respectivamente.

@JickE<T_number, int Dim>‘ : Clase que adapta a EnergyEquation e implementa
los coeficientes de la version ecuacién de energia 3.14, usando el esquema QUICK
descrito en la seccién 4.3.3.

@JickX<T_number, int Dim>‘ : Clase que adapta a XmomentumEquation e imple-
menta los coeficientes de la versién discreta de la ecuacién de cantidad de movimien-
to en direccién z, usando el esquema QUICK descrito en la seccién 4.3.3. Los
clases QuickY<T_number, int Dim> y QuickZ<T _number, int Dim> realizan
una adaptacién similar con las clases YmomentumEquation y ZmomentumEquation
respectivamente. '

A.2. Espacios de nombres |

Los espacios de nombres son componentes del sistema que contienen funciones y
datos, pero a diferencia de las clases estos sélo existen una vez durante la ejecuacion
del programa, es decir, no se pueden instanciar objetos. Los espacios de nombres son
similares a los médulos de Fortran 90. En esta implementacién son utiles para agrupar
algoritmos gernéricos que tienen caracteristicas en comiin, pero que seménticamente no
pueden incluir;se‘ en ninguna clase.

A.2.1. Solver

En este espacio de nombres se agrupan los algoritmos para la solucién de los sistemas
lineales. Los algoritmos que contiene son:

‘thomas<Vectorq . Algorithmo TDMA! descrito en la seccién 4.5.1.

: ‘SolveByLines<T_eq> ‘ - Esta funcién implementa un algoritmo para resolver los sis-
temas lineales recorriendo la malla por lineas, como se d\escribio en la seccién 4.5.
Combina diferentes direcciones de barrido para reducir el residuo del sistema. Se
parametriza con el tipo de ecuacién para que trabaje indistintamente con todas
las ecuaciones.

line[XYZ]_[23]D<T_eq> | : Funciones que implementan el algoritmo TDMA en las
tres diferentes direcciones para dos y tres dimensiones. Se parametrizan con el
tipo de ecuacién para que trabajen indistintamente con todas las ecuaciones.

!También conocido como algoritmo de Thomas
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A.2.2. LES_SSF

En este espacio de nombres se implementan los esquemas numéricos para la simu-
lacion de voértices grandes. En este caso se implementan adaptadores similares a Up-
wind[EXYZ], CentralDiff[EXYZ] y Quick[EXYZ], en donde se toma en cuenta los términos
que provienen del modelo submalla descrito en la seccién 3.2. Estos adaptadores se uti-
lizan de la misma forma en que se usan los correspondientes para el flujo laminar, véase
seccion B.2.3.

Ademaés, en este espacio de nombres se incluyen las siguientes dos funciones:

\ElcTurbulentViscosity<T_sfield> ‘ : Funcion para calcular la viscosidad turbulenta a
partir de la velocidad.

‘seIectTurbuIentViscosity<T_sfield> ‘ : Funcién para seleccionar los lugares donde la
viscosidad turbulenta es diferente de cero. Este cdlculo depende de la vorticidad.

A.2.3. NumUtils

Espacio de nombres con algunas funciones que implementan algunos algoritmos
numericos simples.

stagger[XYZ]<T _field> | : Realiza interpolaciones de la malla original a las diferentes
mallas desplazadas en las direcciones [XYZ].

inter[XYZ]<T _field> | : Realiza la operaciones contraria de la funcién stagger[XYZ].

A.2.4. DiffOperators

Este espacio de nombres tiene como propésito incluir varios operadores numéricos.
Actualmente sélo tiene uno-que es util para la turbulencia:

‘vorticity<T_number, int Dim> | : Calcula la vorticidad del flujo.

A.3. Traits

Los Traits que hemos implementado, permiten intercambiar entre diferentes bibliote-
cas para manejar los arreglos. En este trabajo se utilizé la biblioteca Blitz++.

[container_trait<T_number, int Dim>1 : Mapea el tipo de arreglo de una biblioteca
particular al nombre container_trait. De esta manera, en el desarrollo de la bib-
lioteca se utiliza este ultimo nombre para definir arreglos

thy container_trait<T_number, int D|m>‘ Mapea el tipo de arreglo de una bib-
lioteca particular al nombre tiny_container trait. Estos arreglos son de extension
limitada (a lo mas 10), y en este trabajo se utilizan para definir las extensiones de
otros arreglos en la diferentes direcciones. '
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A.3.1. Output

Espacio de nombres donde se agrupan diferentes funciones que permiten leer y es-
cribir Ja solucién en diferentes archivos.

LprintToFile_GP<T_sfie|d>1 : Imprime la solucién en un formato simple para graficarlo
con GNUPIot, ‘

LprintToFile_DX<T_sfieId>W : Imprime la solucién en un formato para graficarlo con
OpenDX.

LreadFromFiIe_DX<T_sfieIdl[ - Lee la solucién guardada con printToFile_DX de un
determinado archivo y la coloca en un arreglo.
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:f;hﬁ%géf“
1Dim:int |
\Lapprox
EnergyEquation |
_______ , JAY o
,'l[;zrrr\]urp:ir ' 1 T_number ,
- - L onsant Dim:int 1
Diffusion |L—apl'ééé _____

+applyBoundaryConditions()
+calcCoefficients()

| s Dim:int

|, Dim:int

QuickE " 7| 7"

// Esquema para la eq. de difusion en 1D

template<typename T_number, int Dim>

void Diffusion<T_number, Dim>::calcCoefficients() {
number_tdy_dx = Gamma * dy / dx, dxyz = dx * dy "dz;
Range I{bi, ei);

akE(l) = dy_dx;
aW(l) = dy_dx;

aP(l) = ak(l) + aW(i) + dxyz / dt;
} sp(l) = T() “dxyz / dt;

JRAN

CentralDiffE™ """~

T_number !
'Dim:int
'T_approx

-
]

| [XYZ]lmomentumEquatfion |~~~

| _sDim:int

Upwind[XYZ]™[" "™~

LES_SSF

'3 Sumber !

;Dim:int

Upwind[XYZ]

+applyBoundaryConditions{()

+calcCoefficients{nu_t:ScalarFields&)

"1 number ,
1 Dim:int

| CentralDiff[XYZ] "~~~

"I umber |
yDim:int

[ CentralDiff[XYZ] """~

T_number ,

s Dim:int

Quick[XYZ] | "~

Figura A.5: Diagrama de clases: esquemas numéricos. Se puede observar que la imple-
mentacién de un esquema numérico se realiza de manera similar a como se haria en

Fortran 90.
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Apéndice B
QUICK: mallas no uniformes

En esquema QUICK se utilizan polinomios de segundo grado para realizar la inter-
polacién de los términos convectivos en las caras del volumen de control. Dependiendo
del sentido de la velocidad en las caras del volumen de control, se determinan los puntos
de la malla que participardn en la construccién de los polinomios, véase figura B.1.

o
. . . 0 .
i | { | |
: 0 I . i | :
| . . | i ; |
I ) 1 l L Ce>0 )
| '. i I — | |
1 : w! 1 e ' |
® L L } & t @ L L 4 x
ww w P E EE
o0
l I d, ! |
I | ' : .
H ! : 1 ¢ 1
1 1 H 1 1
! 1 | 1 1 E
1 ! 1 t
1 ! L 1 1 1
: | , Ce =< 0 | | :
: ) : (—:— : ! :
: w! : e : | !
@ . L | @ } —® : ® x
ww W P E EE
— Ax
JAC S JA Ax, Mtee

Figura B.1: Polinomios de segundo orden para el QUICK.
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En todos los casos se debe encontrar un polinomio de la forma:

¢(z) = az? +br+c (B.1)

donde los coeficientes a, b y ¢ deben ser calculados de acuerdo con los puntos que se
usen para determinar cada polinomio.

Analizaremos primero el caso . En la figura B.1 se observa que los puntos que
se deben usar para construir el polinomio son W Py E| es decir, se utilizan los dos
puntos que contienen a e, Py F, y un punto més de donde proviene el flujo (upstream),
que en este caso es W. Por lo tanto, las siguientes condiciones se deben cumplir:

¢z =0) =¢, =c,
¢z = Ay) = b, = aDz2 + bAT,, + c,
(T = Az + DTe) = ¢p = a(DZay + Dze) + b(DToy + Aze) + C.

Luego de un poco algebra obtenemos el siguiente polinomio:

1 1
be=5(80 + ) = 5 (0w (AL~ BE) = 6, AL + 6, B7) (B.2)
donde
20z 20T,
+ € B+: . e
Ae=7Rp Y eT "Bzt Aza)

En la ecuacién (B.2) se observa que el polinomio contiene, en el primer término,
una contribucién que proviene de la interpolacién lineal entre los dos puntos de la malla
vecinos, Py E.

Para el caso , se tiene que el polinomio se determina con los puntos P, E'y
EE, este dltimo punto es de donde proviene el flujo, véase figura B.1. En este caso el
polinomio que se obtiene es:

¢e:%(¢p+¢s> _%((pEE(A;_Bg) —¢EA;+¢PB;> (B?))
donde
_ 20z, _ Aze
Ae = ixte’ y Be= _(ij_foee),

Entonces; para mallas no uniformes el término convectivo ce¢. en el esquema QUICK
se escribe como sigue:
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Cobe = F(bp+85) — cep(tw (AL - BE) =0, AL +0,BL) (B4
Com (625 (A7 = BZ) = 6547 +6,B7)  (BY)

donde se han usado las funciones definidas en la ecuacién (4.18) y en la figura 4.5.
Siguiendo el mismo proceso se obtienen los polinomios correspondientes para los

LETMINOS CopPry, Crn, CsPs, CrP 5 ¥ Codhp. Por ejemplo, el polinomio para ¢, ¢, se escribe
Como sigue:

Cubu = 2 by +bw) — Cup (Bww (A5~ BL) — 6w AL+ 6,BL)  (BS)
Cum (92 (475 = BL) = 6,45+ 64 BL) - (B)

donde los coeficientes se definen como sigue:

At = 20T, Bt - _ 2N T, 4 - 20Ty B - _ 20T,
Y ALy, Y (AT + Dzy) % JAY P (Aze + Azy,)’

El término cede— Copr, que aparece en la ecuacion (4.2) con las definiciones anteriores
.se escribe:

Cebe — Cob = b (% + CepAT — CemBZ — CQ + CupBL - cwmA;) (B.8)

- &g ( C; + CepBY = CemAL — Cum (Ay, — B;))

- Pu ( ) + CopAL — CwmBy + Cep (AT — B:))
¢EEC€m (A; - B;) - ¢chwp (Aju - Bm+u)

Por lo tanto, los coeficientes convectivos en esta formulacion son de la forma:

C, = C2 + CepBE — CemAz — Cim (A; ~ By) (B.9)
C, = C; + CupAY, — CwmBay + cep (AL — BY) (B.10)

Haciendo un tratamiento similar tenemos que

Cy = =+ capBk = CumAr = Com (A7 = B) (B.11)
0 et~ B g (41— B 12
C. = —%f+cprf—cfmA}—cwn(A;—B§) (B.13)
c, = —%3_+cpr — comBy + csp (A} — BF) (B.14)
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y
Co=C, + C, +C, +C, +C.+Cy (B.195)
+ (e = Cw) + (e —cs) + (c5 —cp) +
+ Cem (Ag — B2 ) — cup (AL, — By)
+ Cnm (An = Br) = csp (A7 = BY)
+ csm (Af = By) —oop (Ay = By)

Cuando las mallas son uniformes los coeficientes A:g son 1guales a 2, mientras que
los términos B}, son iguales a 1. En este caso se recuperan los coeficientes descritos en
la seccién 4.3.3.
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