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Prefacio 

Desde hace mucho tiempo, el hombre ha buscado representaciones más sim
ples a problemas con los que se ha encontrado y de esta manera obtener una ma
yor cantidad de información de los mismos. Pensemos rápidamente en el famoso 
problema de los puentes de Konigsberg. 

Konigsberg fue una popular y rica ciudad de la Prusia Oriental. Hoy en día 
su nombre es Kaliningrado y pertenece a Rusia . Está situada en las orillas y en 
las islas del río Pregel, que en el siglo XVIII estaba atravesado por siete puentes. 
Los habitantes se disponían a planear un paseo que visitara las cuatro partes de 
la ciudad, atravesando todos sus puentes exactamente una vez. Cuatro puentes 
unían las orillas opuestas con la pequeña isla de Kneiphof. Un puente comunicaba 
Kneiphof con otra isla y los dos restantes unian esta con tierra firme. Además, 
ese paseo debería concluir en el mismo punto en el que se hubiera iniciado. 

Figura 1 - La ciudad de Konigsberg 
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Leonard Euler, dió al problema una respuesta segura: No es posible planificar 
un paseo que recorra todos los puentes una única vez! 

B 
Kiintgsberg 

Figura 2 - Los siete puentes de Kónigsberg 

Euler, par:! mayor claridad , sustituyó cada uno de los trozos de tierra firme 
por un punto y cada puente por un trazo, dando lugar a un esquema simplificado 
que se representa en la figura (3) . Así, la isla está representada por el punto al 
cual llegan cinco trazos, pues son cinco los puentes que van a ella. 
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Figura 3 - Representación como gráfica de la ciudad de Kónigsberg 

El problema se reduce a dibujar la figura, partiendo de un punto, de un trazo, 
es decir, sin levantar el lápiz del papel y sin recorrer una misma línea dos veces. 
Desde entonces se sabe que si tal paseo fuera posible, sería necesario que el 
número de aristas incidentes en cada vértice fuera par. 

Al ver que con simples objetos geométricos como lo son los puntos y líneas 
o curvas se podía modelar problemas como el anterior, se comenzo a desarrollar 
la teoría de gráficas. La investigación que realizó Euler para resolver el problema 
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anterior fue presentada en 1736 en la Academia de Ciencias de San Pesterbusgo 
y puede considerarse como el comienzo de la teoría de gráficas. 

Desde entonces han surgido una infinidad de tipos de gráficas a las que se 
les ha encontrado aplicación en un gran número de áreas y de esta manera , ha 
surgido la necesidad de diseñar algoritmos eficientes para la generación, análisis 
y proceso de las mismas 

Los estudios algoritmicos de la mayoría de los problemas aparecieron en la 
literatura científica del siglo antepasado pero se ha incrementado su intensidad 
en las últimas tres décadas donde la computadora ya cuenta con uno de los 
papeles más importantes para la investigación. Desde entonces, un gran número 
de investigadores han sido atraídos a esta disciplina, bautizada como Geometría 
Computacional en un artículo de M.1. Shamos (1975). 

En este trabajo nos concentraremos en un tipo particular de gráficas, en 
aquellas que se encuentran en el plano euclideano y en las cuales las aristas sean 
representadas unicamente por segmentos de recta , a dichas gráficas se les llama 
gráficas geométricas y últimamente se les ha encontrado diversas aplicaciones 
en comunicaciones, simulaciones de terreno, asignación de recursos e inclusive 
solución de ecuaciones diferenciales. 

En este trabajo reunimos algunos de los resultados más importantes del área, 
a lo largo utilizaremos conceptos y notaciones que son consideradas estándar en la 
literatura. Se pueden consultar [4] , [16] y [9] para saber más de teoría de gráficas, 
[7] para algoritmos en general y [29] y [22] para geometría computacional. 
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Capítulo 1 

Emparejamientos 

1.1. Introducción 

Sea V = {VI, V2, . .. , V2n} un conjunto de puntos en el plano con 2n elemen
tos. Diremos que V se encuentra en posición general si no existen tres elementos 
del conjunto que sean colineales. 

Un emparejamiento perfecto M de V es una partición de V en n pares de 
vértices (llamados las aristas de M) tal que cada Vi E V pertenece exactamente 
a un par de M. El peso de una arista {Vi, Vj} de M es la longitud del segmento 
de línea por el cual son unidos. De lo anterior se puede definir un emparejamiento 
de peso mínimo para V como un emparejamiento perfecto tal que la suma de las 
longitudes de las aristas se minimize. En este capítulo los siguientes problemas 
serán considerados: 

• Supongamos que en V se tiene que n puntos son de color rojo y n puntos 
de color azul y queremos encontrar un emparejamiento tal que en cada 
arista, un extremo sea un punto de color rojo y el otro un punto de color 
azul y ningún par de las mismas se intersecte (a dicho emparejamiento se 
le llamará perfecto plano bicrómatico). Este problema tiene al menos 25 
años de antigüedad y por lo tanto es el problema precursor de todos los de 
este tipo. 

• Si consideramos 2k conjuntos de puntos, deseamos determinar el número 
de intersecciones de k emparejamientos perfectos de peso mínimo. Comen
zaremos el estudio con el caso k = 2. 
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1.2. EMPAREJAMIENTO PERFECTO PLANO BICROMÁTICO 

1.2. Emparejamiento perfecto plano bicromático 

Este problema tiene una aplicación cómica. Supongamos que un grupo de n 
cazafantasmas se encuentran peleando contra n fantasmas. Cada cazafantasma 
se encuentra armado con un rifle de protones con el cual al dispararle a un 
fantasma, este es erradicado. Supongamos al rayo de los rifles como una recta 
que finaliza cuando se encuentra con un fantasma. Los cazafantasmas deciden la 
siguiente estrategia: Deciden seleccionar cada uno un fantasma a fin de formar n 
pares cazafantasma-fantasma y entonces, simultaneamente cada cazafantasma 
dispara contra su fantasma seleccionado. Como todos sabemos, es muy peligroso 
dejar que los rayos de protonos se crucen, así que los cazafantasmas deben escoger 
a su fantasma de tal manera que los rayos jamas se crucen. 

El problema anterior puede ser resuelto encontrando un emparejamiento per
fecto plano bicromático (un cazafantasma y un fantasma). El siguiente resultado 
muestra que siempre es posible encontrar dicho emparejamiento así como da la 
idea de como es posible encontrarlo, pero antes de eso, definimos el cierre con
vexo de un conjunto de puntos V como el polígono convexo más pequeño que 
contiene a V el cual tiel"e como vértices a elementos de V. Denotaremos el cierre 
convexo de V por Conv(V). 

Teorema 1.1 ([23]). Sea V = R U A una colección de puntos en posición 
general de cardinalidad 2n, n de color rojo y n de color azul. Entonces existen 
n segmentos de recta tal que cualesquiera dos no se intersectan y tienen como 
extremos a un punto de R (rojo) y un punto de A (azul). 

Demostración. Por simetría procederemos por inducción sobre IRI. Claramente 
el teorema es válido para IRI = 1 así que supondremos que el teorema es válido 
para IRI = 1,2, ... k, y consideremos un conjunto V de cardinalidad 2(k + 1) 
tal que se encuentre en posición general y de tal manera que k + 1 sean rojos y 
k + 1 sean azules. 

Supongamos que en Conv(V) existen dos puntos de color diferente r E R y 
a E A. Por hipótesis de inducción, el conjunto de puntos V\ {r, a} se encuentran 
conectados de la manera deseada así que añadiendo al último el segmento de 
recta ra no se introduce ningún cruce y por lo tanto el teorema es válido en este 
caso. 

Sólo queda demostrar el caso en que Conv(V) es monocromático. Sin per
dida de generalidad, supongamos que Conv(V) es de color rojo y consideremos 
un punto w fuera de Conv(V) de tal manera que V U {w} se encuentre en posi
ción general. Por un rotación adecuada del plano, podemos suponer que w se 
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1.3. INTERSECCIONES DE DOS EMPAREJAMIENTOS PERFECTOS PLANOS MONOCROMÁTICOS 

oopaOM~~O 3 

encuentra en la parte inferior de V U {w}. Ahora consideremos rayos que emanen 
desde w en dirección hacia arriba . Defin imos una función f para un rayo l por: 

f(l) = {el número de puntos de 'R que se encuentren sobre o a la izquierda de 
l} - {el número de puntos A que se encuentren sobre o a la izquierda de l } . 

Sean II y l2 dos rayos que pasan a través de los vértices adyacentes a w en 
Conv(VU{w}) a la izquierda y a la derecha respectivamente y sea l~ un rayo que 
es obtenido de l2 por una pequeña rotación en sentido contrario a las manecillas 
del reloj alrededor de w. Entonces f (l¡) = 1 y f(l~) = I'RI-I - IAI = -1. Dado 
que el valor de f cambia ±l y dado que f(ll) > O > f(l~), entonces existe un 
rayo l., para el cual f(l ., ) = O por lo tanto el número de puntos rojos y azules 
sobre o a la izquierda de l., es el mismo y también a la derecha de l ." en ese 
momento podemos aplicar la hipótesis de inducción a ambos lados de 1.,. Dado 
que ninguno de los segmentos de recta resultantes se intersectan el resultado es 
válido para el conjunto V y por inducción, la demostración esta completa. • 

Figura 1.1 - Partición de V en conjuntos con el mismo número de puntos rojos y 
azules. w f/: V. 

1.3. Intersecciones de dos emparejamientos per
fectos planos monocromáticos de peso míni
mo 

En esta sección a diferencia de la sección anterior, trabajaremos con empare
jamientos planos monocromáticos, es decir, ahora nos interesa unir a elementos 
del mismo color (conjunto), para esto, supondremos que dicho conjunto tiene 
cardinalidad par. 
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Es importante notar que emparejamientos de peso mínimo no siempre son 
los que menos se intersectan (ver figura (1.2)), pero en esta y en la siguiente 
sección veremos que son emparejamientos que se intersectan en general pocas 
veces. 

El objetivo principal de esta sección es el de demostrar el siguiente resultado: 

Teorema 1.2 (c. Merino, G. Salazar, J. Urrutia [24]). Sean M y M' dos 
emparejamientos perfectos de peso mínimo de dos conjuntos de puntos V y V' 
respectivamente, con 2r y 28 elementos respectivamente. Entonces las aristas de 
M y M' se intersectan a lo mas r + 8 - 1 veces. Esta cota es justa. 

Que la cota sea justa se sigue del siguiente ejemplo: 

Figura 1.2 - La cota es justa dada la siguiente configuración 

Antes de demostrar el teorema, será necesario probar algunos resultados pre
liminares. 

La siguiente observación será útil. Dados dos puntos p y q, Ip - ql denota la 
longitud del segmento de línea que los conecta. 

Observación 1.1. Sean Vl, V2 Y V3 tres puntos en ]R2. Supongamos que para 
algunos valores W y W ' tenemos lo siguiente: 

Entonces si escogemos cualquier punto v~ en el interior del segmento que conecta 
a V1 con V2 tenemos que: 

W + IVl + v~1 < W' + Iv~ - v31· 

La observación es claramente válida cuando IVl - v21 = IV2 - v31, en este 
caso IVl - v~1 < Iv~ - v31. Cuando IVl - v21 = IV2 - v31 + e, e > O sea v~ el 
punto en el interior de Vl - V2 tal que Iv~ - v21 = IV2 - v31 . Si v~ se encuentra en 
el segmento v~ - V2 el resultado se sigue con W" + Iv~ - V21 Y w" = IV2 - v31· 
Los casos restantes pueden ser manipulados de una manera similar. (Ver figura 
(1.3)) 

Sea V un conjunto de puntos con 2n puntos. Dos resultados se siguen in
mediatamente de la observación (1.1): 
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VI 

Figura 1.3-

lema 1.3. Sea M un emparejamiento perfecto de peso mínimo de V . Supon
gamos que las aristas de M son {VI, V2 }, {V3, V4 }, . . . , {V2n - l, V2n} . Entonces si 
para i = 1,3, . . . 2n - 1 escogemos dos puntos v~ y v:+I en Vi - Vi+I. V; mas 
cerca a Vi que a Vi+I , entonces: 

Demostraci6n. Dado que M es un emparejamiento perfecto de peso mínimo de 
V. tenemos: 

Primero movemos V2 hacia v~ . tomemos W = IV3 - v4 1 + .. . + IV2n- 1 - v2nl . 
W' = Iv~ - v;¡ + ... + IV~n - v~ ¡ y apliquemos la observación (1.1) . Repitamos 
este proceso hasta que cada Vi se haya movido a v;. De esta manera, el resultado 
es válido. • 

También tenemos el siguiente resultado: 

lema 1.4. Sea {Vi, Vi} una arista de un emparejamiento perfecto de peso míni
mo M de V. Sí escogemos un punto vj en el interior del segmento que conecta 
a Vi con Vi' entonces M' = (M \ {Vi, Vi} ) U {Vi, vj } es un emparejamiento 
perfecto de V' = (V \ {vi}) U {vj}. (Ver figura (1.4)) 

Demostraci6n. Sea {Vi, Vi } una arista del emparejamiento perfecto de peso míni
mo M de V. Supongamos sin perdida de generalidad que Vi = VI, Vi = V2. Sea 
v~ un punto interior del segmento VI - V2 Y V' = V - V2 + v~, supongamos que 
M' = (M \ {VI, V2}) U {VI, v~ } no es un emparejamiento de peso mínimo de V'. 

Sea Mil un emparejamiento perfecto de peso mínimo de V' . Claramente 
{VI, v~} no se encuentra en Mil . Entonces en M' U Mil existe un ciclo e' que 
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contiene a {VI ,V~ } Y tal que sus aristas alternan entre M' y Mil. Por inducción, 
podemos suponer que e' cubre a todos los elementos de V' . 

Supongamos que cuando recorremos las aristas de e' los puntos de V' apare
cen en orden VI, v~, V3, . . . , V2n' Observemos que con esta etiquetación, las aristas 
{v~, V3}, ... , {V2n, VI} pertenecen a Mil. Sea e el ciclo que contiene todas las 
aristas de e' excepto {VI, v~} y {v~, V3} mas las aristas {v¡, vú y {V2, V3} . (Ver 
figura (1.5)) 

Dado que M es un emparejamiento perfecto de peso mínimo de V, tenemos 
que: 

tenemos que: 
W + IVI - v21 < W ' + IV2 - v31 

pero por la observación (1.1): 

W + IVI - v~1 < W' + Iv~ - v31· 

que es: 

lo cual contradice que Mil es un emparejamiento perfecto de peso mínimo de 
V. • 

Una consecuencia obvia de este resultado es el siguiente lema. 

Lema 1.5. Sea M un emparejamiento perfecto de peso mínimo de V. Para cada 
arista {Vi , Vi} de M, sea v: y vj dos puntos sobre el segmento de recta cerrado 
que conecta Vi con Vi' Entonces, el conjunto de aristas {vL vj} tal que {Vi, Vi} E 
M forme un emparejamiento perfecto de peso mínimo de V' = {V~, ... , V~n} ' 

Ahora se demostrará el siguiente resultado 

Lema 1.6. Sean M y M' un emparejamiento de peso mínimo para V y V' . 
Entonces la gráfica de intersección de M y M' no contiene ciclos. 



1.3. I NTERSECCIONES DE DOS EMPAREJ AM IENTOS P ERFECTOS PLANOS MONOCROMÁTICOS 

DE PESO MÍNIMO 7 

Vi Vj .-.--_. I 
V . Vj '--

Figura 1.4 - A la izquierda un conjunto de puntos con un emparejamiento perfecto 
de peso mínimo. A la derecha; cuando cambiamos Vj por un punto vj en el interior 
del segmento que conecta Vi con Vj. (M \ {V¡ ,Vj }) U {Vi ,vj} es un emparejamiento 
de peso mínimo para (V \ {Vj}) U {vj }. 

V I 

Figura 1.5 - Las aristas gruesas pertenecen a M. 

Demostración. Sea 9 la gráfica de intersección de M U M' , que es la gráfica 
cuyos vértices son las aristas de M y de M', en la cual dos aristas {u, v} E 
M y {x, y} E M' son adyacentes en 9 si los segmentos de recta x - y y 
u - v se interesectan. Claramente 9 es una gráfica bipartita . Supongamos ahora 
que 9 contiene un ciclo C. Entonces existen aristas e l, e3, .. . , e2k-1 E M Y 
e~, e~, . .. , e~k E M' tal que e~ intersecta a ei-l Y ei+l, i = 2, ... , 2(k - 1), Y 
e~k intersecta a e2k-1 Y el · Supongamos que los extremos de ei son Vi, Vi+lo Y 
los de e: son vL v~+l . 

Para i = 2, 4, ... , 2k sea ri-l el punto de intersección de ei-l con e:. Para 
3,5, . . . , 2k - 1 sea r i- l el punto de intersección de e:_l con ei Y r 2k el punto de 
intersección de e~k con el . Sea e' el ciclo con vértices { r2k, rl ,· . . , r2k-I } . (Ver 
figura (1.6» 

Supongamos sin perdida de generalidad que: 
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Ir2k- rl l+lr2- r31+ · · ·+hk-2 - r2k- d > h - r2 1 + h-r 41+ · · ·+lr2k- l - r2kl 

Por el lema (1.5) , {r2k, rI }, {r2, r3 }, .. . , {r2k- 2, r2k-l} es también un em-
parejamiento de peso mínimo para {rI, r2, .. . , r2k}. Sin embargo {rI, r2}, {r3, r4 } 
, . .. , {r2k- b r2k } es también un emparejamiento para el mismo conjunto, pero 
de peso menor, lo cual es una contradicción. Por lo tanto Q no contiene ciclos. 
Por el lema (1.3), el caso: 

es imposible. • 
v' I V2 

rl 

v' 6 
el e' 2 

r6 

VI 

e' 6 

va 
v' 5 

Figura 1.6 - Un ejemplo de las aristas de M U M' creando un ciclo e en y. 

El teorema (1.2) se sigue del hecho de que las intersecciones de las aristas 
de M y de M' son las aristas de Q. Pero dado que Q no contiene ciclos y t iene 
r + s vértices, entonces contiene a lo mas r + s - 1 aristas. 

1.4. Intersecciones de k emparejamientos per
fectos planos monocromáticos de peso míni
mo 

Antes de proceder con el estudio de los emparejamientos de conjuntos de pun
tos multicoloreadas, estudiaremos el problema de encontrar un emparejamiento 
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para un conjunto bicoloreado con pocas intersecciones sin considerar que el em
parejamiento sea de peso mínimo. Para empezar enunciaremos algunos resultados 
recientes de Dumitrescu y Steiger [11] . Ellos estudiaron el siguiente problema: 
Dados dos conjuntos disjuntos de puntos V y V' en el plano, encontrar empare
jamientos M y M' para V y V' respectivamente, no necesariamente perfectos 
tal que: 

1. Las aristas de M y M' no se intersecten . 

2. La suma de las cardinalidades de los emparejamientos se maximize. 

Ellos lograron demostrar que uno siempre puede emparejar un sorprendente 
porcentaje de puntos, es decir, 83,33 % de ellos. Su resultado mas adelante fue 
mejorado a 85,71 % en [lO] . De lo anterior uno podría suponer que siempre 
existe un emparejamiento perfecto para V y V' tal que sus aristas se intersecten 
en veces con e un constante muy pequeña . Esto desafortunadamente no es el 
caso. Dibujemos sobre un círculo 2n puntos rojos y 2n puntos azules tal que los 
colores alternen. Entonces siempre podemos emparejar 2n - 2 puntos azules y 
2n - 2 puntos rojos (ver figura (1.7)) sin crear intersecciones. Sin embargo, si 
insistimos en escoger emparejamientos perfectos M y M' para los puntos azules 
y rojos, es directo demostrar que sus aristas siempre se intersecterán al menos n 
veces!. Para ver eso, simplemente observemos que cualquier segmento de recta 
que conecta a dos puntos rojos deja un número impar de azules o un número 
impar de rojos en cada uno de los semi planos determinados por el segmento de 
recta que los conecta. 

Figura 1.7 - Un ejemplo de puntos rojos y azules donde existe un emparejamiento 
sin intersecciones pero un emparejamiento perfecto tiene un número lineal de cruces. 

Ahora se demostrará el siguiente resultado: 
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Teorema 1.7 (C. Merino, G. Salazar, J. Urrutia [24]). Dados dos conjuntos 
de puntos V y V' con 2r y 28 elementos respectivamente, siempre podemos 
encontrar un emparejamiento perfecto para ellos tal que sus aristas se intersecten 
a lo mas min{ r, 8} veces. Esta cota es justa. 

Demostración. Consideremos Conv(V U V'). Si cualesquiera dos vértices con
secutivos de Conv(V U V') pertenecen a V entonces podemos emparejarlos, 
removerlos de V y proceder por inducción. Ahora , supongamos que los vértices 
de Conv(V U V') alternan entre puntos de V y V' Y que el vértice mas a la 
izquierda de Conv(V U V') pertenece a V. Llamemos a ese vértice VI y reeti
quetemos los puntos restantes de V \ {VI} como {V2, .. . , V2r} tal que si i < j, 
entonces Vi se encuentra arriba del segmento de recta que conecta a VI con Vi. 
De una forma similar, etiquetemos los puntos de V' como {V~, V~, . .. , V~s}, ver 
figura (1.8). Observemos que debajo (respectivamente arriba) del segmento de 
recta que conecta a VI con V2 (respectivamente VI con V2r) existen exactamente 
un punto de V'; si hubiera al menos dos, podríamos escoger y emparejar dos de 
ellos tal que el segmento de recta que los conecte no interesecte al cierre convexo 
de los elementos restantes en V U V' Y proceder por inducción. 

Para cada 1 < i < 2r, sea la cuña Wi la región obtenida de la intersección del 
semiplano arriba del segmento de recta que conecta a VI con Vi con el semiplano 
debajo del segmento de recta que conecta a VI con Vi+I, ver figura (1.8). Sea 
k el índice tal que v~ E Wk . Si k > 1 es par, dividamos V en dos subconjuntos 
R = {VI,' .. , Vk-I} Y S = {Vk, . . . , V2r} Y V' en dos subconjuntos R ' = {v~, vH 
y S = {v~, .. . , v~s}. El resultado se sigue por inducción sobre los conjuntos de 
puntos R y R' Y S Y S. Si k > 2 es impar, entonces dividamos V en R = 
{V2, " .' Vk-¡} , S = {VI, Vk, .. ·, V2r}Y V' en R' = {if¡, v~ }y S = {v~, ... , v~s}, 
y por inducción de nuevo, el resultado se sigue. 

• 
Ahora, ya podemos proceder con el estudio de los conjuntos de puntos mul

ticoloreados. 
Consideremos un conjunto de puntos V con 2n = 2nI +2n2+ . . . +2nk puntos 

tal que para cada i, 1 :::; i :::; k, 2ni elementos de V se encuentran coloreados con 
color i. Para cada i, sea Vi el conjunto de elementos de V con color i. Sea M i 
el emparejamiento perfecto de peso mínimo de Vi' Se demostrará el siguiente 
resultado: 

Teorema 1.8 (C. Merino, G. Salazar, J. Urrutia [24]). Las aristas de 
MI, .. . ,Mk se intersectan a lo mas (k - l)n - k(\-l) veces. Esta cota es 
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o o 

V2r 

o 

Vl~~==~----------~ 
o 

Vs 

Figura 1.8 - Los dos casos para la construcción del teorema (1.7). A lado izquierdo 
el caso en el que k es par con n = {VI , .. . , V4} ya lado derecho el caso en el que k 
es impar con n = {P2,P3} . 

óptima. 

Demostración. Por el teorema (1.2), para cada i,j las aristas de M i y M j se 
intersectan a lo mas ni + nj - 1 veces. Añadiendo todos los pares 1 ::; i < j ::; k 
obtenemos la cota superior. Para mostrar que la cota es justa, construyamos un 
conjunto de puntos V como antes para el cual cada par de emparejamientos Mi 
y M j se intersecten exactamente ni + nj - 1 veces. 

Consideremos un conjunto n con 2n puntos en un segmento de recta etique
tados por VI, . . . , ~n de izquierda a derecha, tal que la distancia entre cualquier 
par de ellos sea al menos 1. Es directo ver que en el emparejamiento perfecto de 
peso mínimo de n, V2i-l Y V2i estan emparejados, i = 1, .. . , n. Si en lugar de 
un segmento de recta colocamos a los puntos de n sobre un arco e convexo casi 
plano, es decir un arco convexo contenido en un rectángulo de tamaño € x m, m > 
2kn (ver figura (1.9)), el emparejamiento perfecto de peso mínimo para n sigue 
siendo el mismo. Supongamos ahora que sobre la misma curva convexa colocamos 
4n puntos etiquetados por VI> v~, V2, V3, v~, v;, V4, .. . , V2n-1> v~n-2' V~n_l' V2n, v~n' 
de nuevo, cualquier par de ellos a distancia 1, entonces el emparejamiento per
fecto de peso mínimo para V = {VI> ... , V2n} Y V' = {v~, . . . , v~n} se intersecta 
exactamente 2n - 1 veces, ver figura (1.9) . 

Finalmente coloquemos n = 2kr puntos sobre e tal que cualesquiera dos 
puntos consecutivos del conjunto se encuentren a distancia 1. Coloreemos de tal 
manera que sus colores sigan la siguiente secuencia de números: 
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1,2,3, ... , k, 1, 1, 2, 2, 3, 3, ... , k, k, . .. 1, 1,2,2,3,3, ... , k, k, 1,2,3, ... , k 

de tal manera que para cada i existan exactamente 2r puntos con color i. 
Es fácil verificar que para cada par de números 1 ~ i < j ~ k las aristas de 
los emparejamientos perfectos de peso mínimo de los conjuntos de puntos con 
colores i y j respectivamente se intersecten 2r - 1 veces. • 

. . . . . . . . 
Vi V2 V3 V4 V5 V6 V7 Vg 

v¡ V~ VJ V~ v' vil V~ Va 
5 . . , . . . . . . . . . . 

V2 113 V4 Vs V6 V7 Vi V8 

Figura 1.9 - Un ejemplo de la construcción del teorema (1.8) con 2 x 8 puntos. 



Capítulo 2 
, 
Arboles geométricos 

2.1. Introducción 

Sea V un conjunto de puntos en el plano en posición general. Un árbol ge
nerador geométrico sobre V es una gráfica acíclica cuyo conjunto de vértices son 
los elementos de V y cuyo conjunto de aristas son segmentos de recta . Dicho 
árbol es llamado simple si ningún par de sus aristas se intersectan salvo por sus 
extremos. 

En este capítulo consideraremos algunos problemas con árboles generadores 
geométricos simples sobre conjuntos de puntos colororeados (de aquí en adelante, 
nos referiremos a tales árboles por Tx donde X es el conjunto sobre el cual están 
definidos). Los lectores interesados en gráficas geométricas en general en el plano 
pueden consultar el libro [28] de Pach y Agarwal y el estudio [27] de Pach. 

Figura 2.1 - A la izquierda tenemos una gráfica geométrica y a la derecha un árbol 
geométrico. 

Primero consideraremos el siguiente problema. Cuando tenemos dos árboles 

13 
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(T1<. Y TA ) sobre una colección de puntos dada, ¿podremos determinar el número 
de intersecciones entre sus aristas?, ¿que sucede cuando nos limitamos a trayec
torias? 

Como una extensión natural del problema anterior, vale la pena preguntarse 
que sucede cuando Vesta compuesto por mas conjuntos. ¿Que sucederá si con
sideramos los árboles generadores de peso mínimo 7 

Al finalizar se enunciará un resultado similar para ciclos generadores geométri
cos sobre familias de puntos para la cuales Conv(V1 ) n . . . n Conv(Vk ) es no 
vacío y se obtendrán cotas óptimas para este problema. 

2.2. Número de intersecciones de dos árboles 
geométricos 

En el siguiente teorema , f T(R , A) denota el mínimo número de puntos de 
intersección de T1<. y de TA y g(R, A) denota el número de pares de puntos 
bicromáticos (posiblemente no disjuntos) consecutivos de V sobre Conv(V) . 

Teorema 2.1 (Tokunaga [32]). Sea V = R U A un conjunto de puntos en 
posición general, entonces: 

fr(R , A) = max {~9(R, A) - 1, O} . 

Notemos que como caso particu lar del teorema (2.1), se tiene que 

fr(R, A) = O {::} g(R, A) ~ 2, 

y aún este caso especial no parece trivial. 

Demostración. Supongamos que Conv(V) no es monocromático y un TA ar
bitrario es dado. Entonces los puntos de R en Conv(V) estan divididos en 
!g(R, A) partes, las cuales pertenecen a regiones distintas de Conv(V) par
ticionado por TA . Así, necesitamos al menos (!g(R, A)) aristas para cruzar y 
juntar todas las partes, lo cual implica h(R, A) ~ !g(R, A) - l. 

Ahora , es suficiente mostrar que existe un par de árboles monocromáticos 
los cuales se intersectan en maxgg(R, A) - 1, O} puntos. Usaremos inducción 
sobre IVI. Sí IVI = 2, no tenemos nada que probar. Así que supondremos que 
IVI ~ 3, lo cual implica inmediatamente que IConv(V)1 ~ 3. Para dos puntos 

14 
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distintos x, yen el plano, denotamos por xy al segmento de línea que conecta a 
x con y y sean 1í+(x, y), 1í-(x, y) los dos medios-planos cerrados acotados por 
la línea que pasa a través de x y de y. Existen dos casos a ser considerados. 

1. Existe r E R n Conv(V) y a E A n Conv(A) tal que ra ct. Conv(V). 
Sea VI = vn1í+(r, a), V2 = Vn1í-(r ,a), y Ri = RnVi, Ai = AnVi, 
para i = 1,2. Por la suposición de este caso, podemos aplicar la hipotesis 
de inducción a VI> V2. Es decir, para i = 1,2, obtenemos un T7<,i y un 
TA; con (~g(R;,Ai) - 1) puntos de intersección . Dado que g(R,A) = 
g(RI , Al) + g(R2, A 2) - 2, obtenemos un T7<, y un TA con la propiedad 
deseada, uniendo esos árboles en r y a. (Ver figura (2.2)( a)) 

2. Conv(V) es monocromático. 
Supondremos sin perdida de generalidad que Conv(V) e R y que 
R n Conv(V) = {rI> r2," . , rd, k ~ 3. Supondremos también que el 
interior de Conv(V) es no vacío así que debe existir a E An(V\Conv(V)). 
Ordenemos cada Ti, 1 :::; i :::; k en sentido contrario a las manecillas del 
reloj de acuerdo a su pendiente alrededor de a. Formemos k triángulos 
donde los vértices de 6.i = {a , ri, ri+ ¡} (aquí, los índices son tomados 
modulo k) Y sean VI, ... , Vk k conjuntos de puntos tal que Vi = V n 6. i y 
R; = Rn Vi> Ai = A n Vi' Notemos que en cada triángulo g(R;, A) = 2 
así que aplicando hipótesis de inducción en cada Vi obtenemos para cada 
i = 1, .. . , k un T7<,i y TA; con la propiedad de ser disjuntos y podemos 
obtener T7<, uniendo cada T7<,i con T7<,r+1 en ri+1 (excepto cuando i = 
k). Notemos que debe existir una única trayectoria de rk a rI en T7<,k' 
quitando cualquier arista de esta trayectoria rk Y rl quedan en distintas 
componentes de T7<,S esto asegura que T7<, no contenga ciclos. De manera 
similar, podemos obtener TA uniendo cada TA; en a. Por construcción, T7<, 
y TA son disjuntos y esto completa la demostración. (Ver figura (2.2)(b)) 

• 
2.2.1. Cuando 7n Y 7A son trayectorias 

Cuando nos limitamos a trayectorias en el teorema (2.1), no podemos de
terminar el valor exacto del mínimo número de puntos de intersección. Pero el 
siguiente teorema da la mejor cota posible en terminos de IRI y IAI. TA es 
denotado por P A si es una trayectoria . 
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2.2. NÚMERO DE INTERSECCIONES DE DOS ÁRBOLES GEOMÉTRICOS 

r 

a 
(a) (b) 

Figura 2.2 - Árboles geométricos rojo (Tn) Y azul (TA) construídos de acuerdo a la 
demostración del teorema (2.1) . 

Teorema 2.2 (Tokunaga [32]). Sea V como antes. Entonces existe Pn y P A 

tal que cada arista de una de el/as intersecta a la otra en a lo mas un punto. 

En el siguiente corolario, fp(R, A) denota el mínimo número de puntos de 
intersección de Pn y P A. 

Corolario 2.3. Sea V como antes. Entonces: 

fp(R, A) ~ min{IRI, IAI} - 1. 

Usando el teorema (2.1), se sigue que la igualdad se mantiene en el corolario 
(2.3) cuando los puntos de R U A son los vértices de un polígono convexo y no 
hay dos vértices consecutivos que tengan el mismo color. 

Para demostrar el teorema (2.2), modificaremos ligeramente el enunciado 
como sigue, para que un argumento inductivo funcione. 

Teorema 2.4 (Tokunaga [32]). Supongamos que Conv(V) no es monocro
mático, es decir, existen r E R Y a E A tal que ra e Conv(V). Entonces existe 
un par de trayectorias (Pn, P A) tal que tienen a r, a como sus vértices finales y 
cada arista de una de el/as intersecta a la otra a lo mas una vez. 

Notemos que incluso si Conv(V) es monocromático, la conclusión del teo
rema (2.2) puede ser fácilmente deducida cambiando el color de un punto de 
Conv(V) y aplicando el teorema (2.4). Así este último es esencialmente más 
fuerte que el primero. 
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Demostración. Usaremos de nuevo inducción sobre IVI. Como en la demostración 
del teorema (2.1), supondremos IConv(V)1 ~ 3. Sin perdida de generalidad, 
supondremos que en Conv(V), r aparece después de a en sentido contrario a las 
manecillas del reloj. Sea x el punto de Conv(V \ {r}) el cual aparece después 
de a en sentido contrario a las manecillas del reloj en Conv(V \ {r}) . Si x E R, 
entonces es suficiente aplicar la hipotesis de inducción a V \ {r} y conectar r con 
x . Así que supondremos que x E A. Analogamente, supondremos que el punto 
de Conv(V \ {a}) el cual aparece después de r en el sentido de las manecillas 
del reloj en Conv(V \ {a}), digamos, y, esta coloreado rojo. Dado que x y y 
no son monocromáticos, existe rl E R Y al E A tal que rlal, exceptuando 
posiblemente a rl y al, se encuentre en Conv(V \ {r} \ {a}) \ Conv(V) entre 
x y y (rl = x y al = y ambos son posible) . Ahora aplicamos la hipotesis de 
inducción a V \ {r} \ {a} . Entonces podemos añadir rrl y aal como aristas con 
a lo mas un intersección mas. Esto completa la demostración. • 

Figura 2.3 - Trayectoria geométrica roja (PnJ y azul (P A)' 

Para concluir esta sección, notemos que existen configuraciones de R y de 
A para las cuales h(R,A) < fp(R,A), así que fp(R,A) no es determinado 
por Conv(V) solamente. En particular, podemos hacer el valor de fp(R, A) 
arbitrariamente alto mientras que h(R, A) se mantiene en cero. Para ver estas 
configuraciones, consideremos R = {rI, . .. , rm , r~, ... , r;"} y A = {al, ... , am } 

y construyamos la siguiente configuración (todos los índices son tomados modulo 
m): 

1. Consideremos rl, ... , r m como los vértices de un m-ágono convexo tal 
que ri+l aparezca después de ri en sentido de las manecillas del reloj. 
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2.3. NÚMERO DE INTERSECCIONES DE k ÁRBOLES GEOMÉTRICOS 

2. Pongamos cada ai en el interior del m-ágono (cerca del punto medio del 
segmento de recta que conecta a Ti con Ti+¡) de tal manera que el seg
mento de recta que conecta a ai con ai+I separe a Ti+l del resto de los 
puntos de V. 

3. Pongamos cada T~ en el interior del 6Tiaiai_I (cerca del punto medio del 
segmento de recta que conecta a ai con (t.¡+¡) de tal manera que las rectas 
que pasen a través de T~ , ai Y F¡, ai-I separen Ti del recto de los puntos de 
V y de tal manera que el segmento de recta que conecta a T i con T~ no 
contenga ningún otro punto de V. (Ver figura (2.4» 

Figura 2.4 - Configuración en la que fp(R, A) puede ser arbitrariamente grande 
mientras ¡T(R, A) se mantiene en cero. 

Entonces, es claro que, cuando damos un par de trayectorias Pn y P A, cada 
T; debe ser incidente a una arista de cruce de Pn mientras que no sea un vértice 
final de la trayectoria. Por lo tanto, Pn tiene al menos ~ - 1 cruces. 

2.3. Número de intersecciones de k árboles geo
métricos 

Dados dos conjuntos de puntos VI y V2 por el teorema (2.1) no siempre es 
posible encontrar árboles generadores geométricos para los cuales sus aristas no 
se intersecten. De hecho, si tenemos 28 puntos los cuales son los vértices de un 
polígono convexo tal que alternen entre puntos de VI y V2 , entonces es fácil de 
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2.3. NÚMERO DE INTERSECCIONES DE k ÁRBOLES GEOMÉTRICOS 

Figura 2.5 - Dos conjuntos de puntos, cada uno con seis puntos tal que cualquier 
árbol generador geométrico del conjunto de puntos negro intersecta a cualquier árbol 
generador geométrico de los restantes en al menos cinco puntos. 

verificar que cualquier árbol generador geométrico para VI intersecte cualquier 
árbol generador geométrico para V2 al menos 8 - 1 veces. (Ver figura (2.5)) 

De aquí, se tiene la siguiente observación: 

Observación 2.1. Existen conjuntos de puntos VI, " " Vk con 
IVI U· ·· U Vkl = 8k tal que sus aristas se intersectan al menos k(\-I)(8 - 1) 
veces. 

Si consideramos un problema similar para tres o mas conjuntos de puntos el 
problema se vuelve mucho mas difícil, aun para puntos en posición convexa. Sea 
V un conjunto de n = k8 puntos en posición convexa etiquetados por V¡, .. . , Vsk' 

Dividamos V en k subconjuntos VI, ... , Vk tal que el elemento Vi+rk pertenezca 
a Vi, r = 0, ... , (8 - 1). Para cada Vio encontrar un árbol Tv" 1 ~ i ~ k, tal 
que sus aristas tengan el menor número posible de intersecciones es muy difícil. 
Ahora, se mostrará un conjunto de árboles Tv¡, ••• ,TVk tal que sus aristas se 
intersecten a lo mas (~k2 - k)(8 -1) - k(\-2) veces si k es par; de otra forma, se 

intersectan (Hk -1)2 + k;1 )(8 -1) - (k~I)2 veces, es decir, el número de veces 
que sus aristas se intersectan es a lo mas ~ veces mas que la solución óptima. 

Para i par, Sea Tv, el árbol que contiene las aristas que conecta a Vi+ak con 
Vi+bk, a+b = 8+ lo a+b = 8+2, 1 ~ a,b ~ 8. Para i impar, Tv" es el árbol 
que contiene a las aristas que conecta Vi+ak con Vi+bk, a + b = 8 o a + b = 8 + 1, 
1 ~ a, b ~ 8. Notemos que dos árboles Tv, y Tv; se intersectan 8 - 1 veces si i 
y j tienen diferente paridad; de otra forma, se intersectan 2(8 - 1) -1 = 28 - 3 
veces (ver figura (2 .6)). Por lo tanto, esos árboles se intersectan exactamente 
(~k2 - k)(8 - 1) - k(k¡-2) si k es par y (~k2 + k;I)(8 - 1) - (k~I)2 veces si 

k es impar. Mas aún . se cree, que esta configuración es de hecho, cercana a la 
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2.3. NÚMERO DE INTERSECCIONES DE k ÁRBOLES GEOMÉTRICOS 

solución óptima para conjuntos de puntos en posición convexa. 

30.,' . ... 

10 

4 
o" 

____ o :. Q5 

.. o 
2 -=-----""~,__-_=_ 9 

Figura 2.6 - A la izquierda tenemos TVi con I(nea punteada, i impar y Tvj , j par; 
s = 8, así que se intersectan 7 veces. A la derecha tenemos TVi Y TVj' i,j par; como 
s = 9, se intersectan 15 veces. 

Ahora. se comenzará con el estudio para conjuntos de puntos en poslclon 
general. Supongamos sin perdida de generalidad que los puntos en VI U· .. U Vk 
tienen diferente coordenada x y IVil ~ 2, i = 1, ... , k. Supongamos que para 
cada i los elementos de Vi estan etiquetados por Vi,l, Vi,2, .•. ,Vi,Ti tal que si 
T < s entonces la coordenada x de Vi,T es mas pequeña que la coordenada x de 
Vi, •. Sea Tv¡ la trayectoria sobre el conjunto de vértices Vi en la cual Vi,j esta 
conectado a Vi,j+1 por una arista denotada por eij. j = 1, ... ,Ti -1. (Ver figura 
(2.7)) 

Figura 2.7 - Una colección de cuatro conjuntos de puntos y sus árboles generadores 
geométricos. Los conjuntos de puntos son los vértices de los árboles, los cuales resultan 
ser trayectorias. 
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Lema 2.5. Las aristas de TVi Y Tv; se intersectan a lo mas Ti + Tj - 3 veces. 

Demostración. El resultado es claramente cierto si Ti + Tj $ 4, o alguno de TVi 

o Tv; tenga exactamente una arista . Supongamos ahora que la coordenada x de 
Vi,2 es mas pequeña que la de Vj,2' Entonces la arista ei,l de Tvi que conecta 
a Vi,1 con Vi,2 intersecta a lo mas una arista de Tv;, a saber, la arista ej,l que 
conecta a Vj,l con Vj,2' Borremos Vi,l de Tv., y por inducción, es resultado es 
válido. • 

De una forma similar, se puede demostrar: 

Lema 2.6. Las aristas de Tvll .. . , Tv• se intersectan a lo mas (k - l)(n - k) + 
k(k;l) veces, donde IVI U ... U Vkl = n. 

Demostración. El resultado es válido si Tv¡ , ••• , Tv• tienen en conjunto a lo mas 
k aristas, de hecho, en este caso si todos ellos se interectan entre sí, el número 
total de intersecciones es k(k;I). Supongamos que los árboles contienen mas de 
k aristas y sea ei,1 una arista para la cual la coordenada x de Vi,2 es mas pequeña 
que la coordenada x de Vj,2, i i= j , i $ j $ k. Entonces la arista ei,l que 
conecta a vi,1 con vi,2 intersecta a lo mas k - 1 aristas, es decir, en cada Tvj , ei,1 
intersecta a lo mas la arista ej,l que conecta a Vj,l con Vj,2, j i= i. Borrando esta 
arista y Vi,1 de Vi y procediendo por inducción sobre V¡, .. . , Vi \ {Vi.¡}, ... , Vk 

el resultado es válido. • 

Observemos que la cota determinada en el lema (2.6) esta dentro de un factor 
de dos de la observacion (2.1). El siguiente teorema se sigue directamente de la 
observación (2 .1) Y el lema (2.6). 

Teorema 2.7 (M. Kano. C. Merino. J. Urrutia [21]). Sean V¡, ... , Vk una 
colección disjunta de puntos en el plano. Entonces podemos encontrar para cada 
Vi un árbol generador geométrico Tv• tal que el número total de intersecciones 
entre sus aristas sea a lo mas (k -l)(n - k) + k(k2-1) , donde IV1 U· . . UVkl = n. 
Esta cota es justa dentro de un factor de dos de la solución óptima. 

2.3.1. Árboles geométricos de peso mínimo 

El árbol generador euclideano de peso mínimo de un conjunto de puntos Vn 

es una árbol cuyo conjunto de vértices es Vn y tal que la suma de las longitudes 
de sus aristas se minimiza. En lo siguiente, se demostrará que si V¡, . . . , Vk 

son conjuntos disjuntos de puntos y 7í. , ... , 7k son sus correspondientes árboles 
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generadores de peso mínimo entonces el número total de intersecciones entre sus 
aristas es a lo mas 9(k - l)(n - k) donde IVI U . . . Vkl = n. La demostración 
se basa en la siguiente observación que es fácil de demostrar. Sean T;. y 'Fj dos 
árboles generadores de peso mínimo de Vi y Vj respectivamente. Sea e cualquier 
arista de 'Ji. Entonces existe alguna constante e tal que e intersecta a lo mas e 
aristas de 'Fj cuyas longitudes son mayores que la longitud de e. De lo anterior 
se sigue que las aristas de 'Ji y 'Fj se intersectan un número lineal de veces. De 
hecho. se puede demostrar que e es a lo mas 9. sin embargo la demostración es 
larga. tediosa y nada intuitiva. Por lo tanto no se demostrará el siguiente lema. 
la demostración puede ser obtenida comunicandose con los autores de [21]. 

Lema 2.8. Sean 1i. y T2 árboles generadores de peso mínimo de dos conjuntos 
de puntos V1 y V2 y sea e cualquier arista de 1i. . Entonces e intersecta a lo mas 
9 aristas de T2 cuyas longitudes son mayor o igual a la longitud de e. 

Ahora ya se puede demostrar lo siguiente: 

Teorema 2.9 (M. Kano. C. Merino. J. Urrutia [21]). Sean 1i. , ... , 1k los 
árboles generadores de peso mínimo respectivos de k conjuntos disjuntos de 
puntos VI, . .. , Vk tal que IVI U ... U Vk I = n. Entonces las aristas de 1i. , ... , 1k 
se intesectan a lo mas 9(k - l)(n - k) 

Demostración. Primero observemos que IVI U ··· U Vkl = n, 1i., .. . , 1k tienen 
exactamente (n - k) aristas. Construyamos la gráfica de intersección Q del con
junto de aristas de 1i., . .. , 1k. que es la gráfica cuyo conjunto de vértices es el 
conjunto de todas las aristas de 1i., . .. , 1k. en la cual. dos vértices son adyacentes 
si se intersectan. Orientemos las aristas de la gráfica de la siguiente manera : Si 
dos aristas ei E 'Ji y ej E Tj se intersectan y ei es mas grande que ej orientemos 
la arista en Q que los conecta de ei a ej. ver la figura (2 .8). 

Por el lema (2.8) cada arista en 'Ji intersecta a lo mas 9 aristas en cada 'Fj. 
i f: j de la misma longitud o mas grande que ella misma . De esa manera el grado 
exterior de cada vértice de Q es a lo mas 9(k - 1). Por lo tanto es resultado es 
válido. • 

Observemos que para el caso cuando tenemos dos conjuntos de puntos V 
y V' tal que IV U V'I = n. el resultado anterior implica que las aristas de sus 
árboles generadores de peso mínimo se intersectan a lo mas 9(n - 2) veces. Esta 
cota esta lejos de lo óptimo. De hecho no se ha podido construir ejemplos es los 
cuales los árboles generadores de peso mínimo de V y V' se intersectan mas de 
2n - 4 veces. Un ejemplo es construído de la siguiente manera: V consiste de 3 

22 



2.3. NÚMERO DE INTERSECCIONES DE k ÁRBOLES GEOMÉTRICOS 

el 
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es 

Figura 2.8 - La gráfica de intersección de tres árboles generadores de peso mínimo. 

puntos r, s, t tal que r y s son equidistantes de t y el ángulo L.rts es un poco 
mayor a i. Los puntos de V' se encuentran en un zig-zag poligonal tal que cada 
segundo segmento es paralelo y el ángulo entre dos segmentos consecutivos es 
~ tal como muestra la figura (2.9). 

Figura 2.9 - V tiene 3 puntos y V' tiene 5. El número total de elementos en V' 
puede ser incrementado a (n - 3). n 2': 4. El número de intersecciones en aristas de 
los árboles generadores de peso mrnimo de V y V' es 2n - 4. 

2.3.2. Ciclos geométricos 

Ahora estudiaremos el problema de encontrar un ciclo geométrico para cada 
Vi. 1 ::; i ::; k los cuales se intersecten poco. Para demostrar esto. es clara la 
suposición deque Canv(Vl ) n ... n Canv(Vk ) f= 0. 

Teorema 2.10 (M. Kano, C. Merino, J. Urrutia [21]). Sean VI, . .. , Vk k 
conjuntos disjuntos de puntos tal que Canv(Vl ) n· . . nCanv(Vk ) f= 0. Entonces 
para cada Vi. 1 ::; i ::; k podemos encontrar un ciclo geométrico Ci el cual cubre 

23 



2.3. NÚMERO DE INTERSECCIONES DE k ÁRBOLES GEOMÉTRICOS 

(a) (b) 

Figura 2.10 -

todos los vértices de Vi y tal que las aristas de todos los ciclos Ci , ... , Ck se 
intersecten a lo mas (k - l)n veces. Esta cota es óptima. 

Demostración. Sea u un punto en el interior de Conv(Vl)n· . ·nConv(Vk ). Para 
cada Vi definase un ciclo Cf de la siguiente manera: Ordenemos los elementos 
de Vi alrededor de u en sentido contrario de las manecillas del reloj de acuerdo 
a su pendiente y etiquetemoslos como Vi ,l,' .. , Vi,r;' (Ver figura (2.10)(a)) 

Una modificación directa al argumento de conteo del lema (2.6) muestra que 
las aristas de Cl , ... , Ck se intersecta a lo mas (k - l)n veces. Para mostrar que 
la cota es justa, consideremos n = kr, y seleccionemos kr puntos en un círculo 
unitario etiquetados por V¡, ... ,Vkr, Y sea Vi = {Vi+k.lk = O, .. . , (r -l)} . Es 
fácil verificar que los ciclos Ci (únicos) que cubren los vértices de cada Vi, 
l ::; i ::; k se intersectan (k -l)(kr) = (k -l)n veces, ver figura (2.10)(b). • 
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Capítulo 3 

Trayectorias alternantes 

3.1. Introducción 

Sea V = VI U ... U Vk , k conjuntos de puntos en el plano. Una trayectoria 
alternante P sobre V es una trayectoria cuyos vértices son elementos de V tal que 
elementos consecutivos de P están unidos por un segmento de recta y pertenecen 
a diferentes elementos de VI, .. . , Vk . Se dice que P es simple, si ningún par de 
sus aristas se intersectan salvo por sus extremos. 

En este capitulo consideraremos algunos problemas como los siguientes: 

• Supongamos que V = R U A es de cardinalidad 2n con n puntos de color 
rojo (R) y n puntos de color azul (A), ¿bajo que condiciones podremos 
encontrar una trayectoria alternante simple P que tenga a todos los ele
mentos de V como sus vértices? ¿como dibujamos tal trayectoria? 

• ¿Podremos decir algo sobre la longitud de la trayectoria alternante simple 
mas larga sobre V? 

En las siguientes secciones estos problemas son estudiados. 

3.2. Trayectoria alternante simple 

Antes de dar condiciones bajo las cuales tal trayectoria alternante existe, 
daremos algunas definiciones. 

Definición 3.1. Una palabra S = SO, SI, . .. , S2n-l es una secuencia de 2n 
elementos tal que n de ellos son a's y n son r's. 
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Definición 3.2. Una palabra circular W = So, S}, . .. , S2n-l es una palabra en 
la cual S2n-1 es seguido de So, . . . , etc. 

Definición 3.3. Una subpalabra W(i, k) de una palabra circular W es la subse
cuencia Si, Si+l,' .. , Si+2k-l de W con 2k elementos empezando en el elemento 

Definición 3.4. Una palabra válida W es una palabra que puede ser construída 
usando las siguientes reglas: 

1. 0 es una palabra válida. 

2. SíWes una palabra válida, entonces raW, aWr, rWa y War son palabras 
válidas. 

Informalmente hablando, un palabra es construída añadiendo alternada mente 
una a y luego una r al conjunto vacío o al final de ella. 

Por ejemplo, las palabras válidas con dos letras son ar y ra; con cuatro letras 
tenemos aarr, rraa, arar, rara y raar. Sin embargo, arra no es una palabra 
válida. 

Una palabra circular es una palabra circular válida si existe i tal que 
Si> Si+I, . .. ,Si+2n-1 es una palabra válida. 

No todas las palabras circulares son válidas. El lector puede verificar facil
mente que W = aaaarraaaarrrrrr no es una palabra circular válida. 

3.2.1. El resultado principal 

Sea V = Vo, V¡, . . . , V2n-1 el conjunto de vértices de un polígono convexo tal 
que la mitad de ellos son azules (a) y la otra mitad son rojos (r). Sea 
W = So, sI, . . . , S2n-1 la palabra circular obtenida de V como sigue: 

Si = a si Vi es azul, de otra forma Si = r . 

Teorema 3.1 (J. Akiyama. J.Urrutia [3]). Existe una trayectoria alternante 
simple sobre V {=} W es una palabra circular válida. 

Antes de demostrar el teorema (3.1) necesitamos los siguientes lemas. 

Lema 3.2. Sea 7r = V,,(O) , . . . , V,,(2n-l) para V. Entonces los vértices cubiertos 
por cualquier subtrayectoria inicial V,,(O) , . .. , V"(k) de 7r cubre un subconjunto de 
V de la forma Vi+¡" . . ,Vi+k- l' 
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Demostración. La demostración viene inmediatamente de la definición. (Ver figu
ra (3.2)). • 

Lema 3.3. La subpalabra W(2k) inducída en W por el segmento inicial 
v u(o), Vu(I),' .. , Vu(2k) de 7r es una palabra válida. 

Demostración. Se sigue del lema (3.2) y de la observación de que cada vez, dos 
elementos son añadidos a cualquier subtrayectoria inicial de 7r, la primera es una 
a y la segunda es una r, así, se extiende una palabra válida de W de acuerdo a 
las reglas (1) y (2) . • 

El teorema (3.1) se sigue inmediatamente. 

! W(O,l)=aa : L..:...9-===' L..:..>.::!~~ 

Figura 3.1 - Formas de construir las trayectorias alternantes simples para W. 

3.2.2. El algoritmo 

Ahora presentaremos un algoritmo de O(n2
) para determinar si una palabra 

circular W = So, SI, ... , S2n-1 es una palabra circular válida. 
Transformaremos el problema de decidir si una palabra circular W es una 

palabra válida en un problema de trayectorias en una gráfica dirigida. El método 
usado nos permitirá no solo determinar si una palabra es válida o no, también nos 
dirá todas lás maneras diferentes en las cuales una palabra W puede ser cons
truída . Esto, en su momento, nos dirá cuantas trayectorias alternantes existen 
sobre V. 
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3.3. TRAYECTORIAS ALTERNANTES CON PUNTOS EN POSICIÓN GENERAL 

1. Método: 

Dada W. construir la digráfica 9 con las palabras W(i, k) de W como 
vértices mas la palabra vacía y la palabra completa W como fuente y 
sumidero respectivamente. 

Una arista en 9 es dirigida de W(i, k) a W(j, k + 1) si W(i , k) puede ser 
extendida a W(j, k+ 1) de acuerdo a las reglas (1) Y (2). (Ver figura (3.1)) 

2. Observaciones: 

El grado exterior de los vértices de 9 (exceptuando a W) es a lo mas 4. 
Así. 1&(9)1 es O(n2

). 

Una palabra es válida si existe una trayectoria desde 0 a W en 9. Esto 
puede ser realizado en O(n2

). 

3. Ejemplo: 

W = aarrar 

3.3. Trayectorias alternantes con puntos en posi
ción general 

Es natural restringir la geometría de un problema en orden de obtener resulta
dos positivos. Consideremos dos configuraciones particulares: (ya que la tercera 
es la posición convexa y fué discutida en la sección anterior) . 

• Cuando R y A son linealmente separables. 

• Cuando los elementos de R define un polígono convexo que contiene a 
todos los elementos de A. 

3.3.1. Conjuntos linealmente separables 

Definición 3.5. Diremos que en V los conjuntos R y A son linealmente sepa
rables si existe un segmento de recta que separe Canv(R) de Canv(A). 

Con la definición anterior se procederá a demostrar el siguiente resultado. 
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3.3. TRAYECTORIAS ALTERNANTES CON PUNTOS EN POSICIÓN GENERAL 
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Figura 3.2 - Las trayectorias alternantes simples para W según la figura (3.1). 

Teorema 3.4 (M. Abellanas. J. García. G. Hernández. M. Noy. 
P. Ramos [2]). Si en V = R U A con IIRI-IAII ::; 1. R Y A son linealmente 
separables. entonces V admite una trayectoria alternante. 

Demostración. Supongamos sin perdida de generalidad que R y A están sepa
rados por una línea horizontal y sea Tl E R Y al E A tales que Tlal es la 
arista más a la izquierda de Canv(V). El punto inicial de la trayectoria será Tl si 
IAI = IRI- 1. al si IAI = IRI + 1 Y cualquiera de los dos si IRI = IAI. Supon
gamos que empezamos por Tl y hagamos C = {T¡} (C es una lista ordenada que 
corresponde a la trayectoria alternante tal como es construída). Es importante. 
no incluir a Tl ya al, porque entonces no se puede garantizar que la trayectoria 
pueda continuar. En cada paso, verificamos la arista izquierda Ta de V \ C, y 
añadimos T a C si el último punto de C es elemento de A o añadimos a si 
el último punto de C esta en R . De esta manera, obtenemos una trayectoria 
alternante simple. Dado que C es disjunto de V \ C y por lo tanto todas las 
aristas añadidas durante el algoritmo también. • 
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3.3. TRAYECTORIAS ALTERNANTES CON PUNTOS EN POSICIÓN GENERAL 

Ahora, mostraremos una configuración particular más. 

3.3.2. Configuraciones en las que R = Conv(R U A) 

La configuración puede ser descrita de la siguiente manera: los elementos de 
n son los vértices de un polígono que contiene a los elementos de A. 

Corolario 3.5. Sea V = nuA un conjunto de puntos, tal que n = Conv(nuA) 
y Ilnl-IAII ~ 1. Entonces existe una trayectoria alternante simple sobre V. 

Demostración. Supongamos sin perdida de generalidad que Inl ~ IAI. entonces 
IAI = Inl o IAI = Inl + 1, entonces utilizando el teorema (4.6) de la página 
41 se obtiene un árbol de grado máximo dos, es decir, una trayectoria alternante 
simple. • 

Como hemos visto hasta ahora, solo en las dos configuraciones particulares 
anteriores es posible encontrar una trayectoria alternante simple P que tenga 
a todos los elementos de V como sus vértices, como veremos enseguida, en 
configuraciones no particulares hablar de la misma es mas complicado debido a 
que la geometría no se encuentra restringída. 

3.3.3. Configuraciones no particulares 

Apartir del algoritmo dado en el teorema (3.4), se pueden deducir fácilmente 
los dos siguientes resultados: 

lema 3.6. Si Inl = IAI = n comenzando en cualquier punto de Conv(n U A) 
existe una trayectoria alternante simple de longitud mayor o igual a n. 

Demostración. Basta observar que desde un punto v perteneciente a Conv(nu 
A), podemos trazar una recta dividiendo la colección de puntos en dos partes 
iguales, y por lo tanto tenemos al menos dos conjuntos de cardinalidad ~ sepa
rables por una recta . • 

lema 3.7. Si Inl = n y IAI ~ n2 - 2n + 1, existe una trayectoria alternante 
incluyendo todos los puntos de n. 
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3.4. CONJUNTO DE PUNTOS CON k COLORES 

o 

o 

o 

o 

o 

Figura 3.3 - División del plano en n regiones. 

Demostración. Sea v un vértice cualquiera de Canv(n). Al unir v con segmentos 
de rectas a los demás puntos de n obtenemos (n - 1) regiones con sólo una de 
ellas no convexa. Dividamos esa región en otras dos (que serán semiplanos no 
disjuntos) prolongando los segmentos de rectas que la limitan (ver figura (3.3)) . 

Tenemos n regiones y alguna de ellas debe contener al menos r (n2_~n+l) 1 ~ 
(n - 1) puntos. Si esa región es uno de los semiplanos, el algoritmo del teorema 
(3.4) da la solución. Si esa región está comprendida entre dos segmentos de recta, 
i puntos de n a la izquierda y (n - i - 1) a la derecha, podemos trazar otro 
segmento de recta l partiendo de v que divide a los puntos azules de esa región 
en al menos i a la izquierda , y al menos (n - i - 1) a la derecha. La aplicación de 
nuevo del algoritmo del teorema (3.4) en esos dos nuevos semiplanos definidos 
por l, comenzando en v, dará la trayectoria buscada. • 

3.4. Conjunto de puntos con k colores 

Sean VI, . .. , Vk , k > 1, una colección de conjuntos de puntos disjuntos no 
vacíos tal que los puntos en V = V¡ U . . . U Vk están en posición convexa y 
IVI = n. Consideraremos que los puntos Vi tienen color c; y que c(u) es el color 
del punto u E V. Suponemos que IVil ~ 2. 

Una trayectoria alternante Z de V será llamada trayectaria zig - zag si 
existe una línea l que intersecte todas las aristas de Z . Si IVd = ... = IVkl , V 
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3.4. CONJUNTO DE PUNTOS CON k COLORES 

será llamado un conjunto de puntos k - balanceado. 
Supongamos que los elementos de V están etiquetados con enteros 

O, . .. , n - 1 tal que elementos consecutivos en Conv(V) reciban enteros conse
cutivos (asumiendo que (n-1) y O son consecutivos). Contruímos la trayectoria 
zig-zag Z como sigue: 

• El primer vértice de Z es O. 

• Sea i1 el entero mas chico tal que c(i1) =1= c(O). El segundo vértice de Z 
es i1 . 

• Sea JI el entero mas grande tal que C(jl) =1= c( i¡). El punto JI es el tercer 
vértice de Z. 

• Supongamos que los primeros 2k + 1 (respectivamente 2k + 2) vértices de 
Z, O, i¡, j1> ... , i k, jk fueron escogidos. Entonces el siguiente vértice de Z 
corresponde al entero mas chico ik+l si es que existe, tal que C(ik+l) =1= 

C(jk) Y ik < ik+l < jk (respectivamente, la mayor jk+l, si es que existe, 
tal que c(ik+l) =1= C(jk+l) Y ik+l < jk+l < jk) . 

Ahora, para un elemento dado u E V, definimos dos trayectorias zig-zag. 
la primera (Z;;) es obtenida por el procedimiento mencionado arriba cuando 
renombramos a los elementos de V en sentido de las manecillas del reloj con los 
enteros 0,1, . .. , (n - 1) empezando desde u. La segunda (Z;) es obtenida de 
la misma manera solo que renombrando en el sentido contrario a las manecillas 
de reloj empezando en u. (Ver figura (3.4)) 

Consideramos que dos trayectorias alternantes son las mismas si tiene el 
mismo conjunto de segmentos. 

Observación 3.1. Z;; y Z; son trayectorias diferentes. 

La trayectoria zig-zag Z;; tiene dos extremos, u mismo y un único punto 
v = u+ diferente a u, al cual le llamaremos antípoda de u con respecto a Z;;. 
Durante el procedimiento de definir Z;;, u+ recibe una etiqueta i y su (único) 
vecino v en Z;; una etiqueta j. Si i < j, Z;; = Z:+ . Si i > j, entonces 
Z;; = Z;;+. Denotamos esta única trayectoria zig-zag por Z;+. Definimos analoga
mente Z;_. (Ver figura (3 .5)) 

Observación 3.2. Z;+ (Z;_ respectivamente) es el mismo que Z;:; o Z;;; pero 
no ambos, para algún único w E V diferente a u . 
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3.4. CONJUNTO DE PUNTOS CON k COLORES 

:0 

Figura 3.4 - En el lado izquierdo tenemos Z;;. la trayectoria zig-zag en el sentido 
de las manecillas del reloj; u+ es el antípoda con respecto a Z;;. En el lado derecho 
tenemos Z;; y u-. 

Consideremos el conjunto 2 
Tenemos los siguientes lemas. 

{Z;;, Z;; lu E V} de trayectorias zig-zag. 

Lema 3.8. La cardinalidad de Z es igual a IVI. 

Demostración. Construímos la gráfica g sobre Z U V añadiendo todas las aristas 
{u, Z;;} y {u, Z;;} Vu E V. De esta forma. g es una gráfica bipartita. Por la 
observación (3.1). el grado de cualquier u E Ves dos y por la observación (3.2). 
el grado de cualquier Z E Z es también dos. Así que g es bipartita 2-regular y. 
por el teorema del matrimonio [4]. IVI = 121. • 

Lema 3.9. Para cualquier segmento uv dado con extremos u y v de diferente 
color. existen exactamente dos elementos de Z que usen uv. 

Demostración. Sean u y v puntos de V con diferentes colores. El segmento 
uv separa V en dos conjuntos de puntos V¡ y V2 en posición convexa tal que 
V¡ n V2 = {u, v} 

En VI . u y v se encuentran de forma consecutiva . Supongamos sin perdida 
de generalidad que en VI, vesta seguido de u es sentido de las manecillas del 
reloj . Sea Z¡ = Z;; en V¡ y ~ = Z: en V2 . El segmento uv es el único que es 
compartido por Z¡ y ~. Consideremos Z;+ en V¡ tal como fue construído ante
riormente. Por la observación (3.2). podemos suponer sin perdida de generalidad 
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3.4. CONJUNTO DE PUNTOS CON k COLORES 

Figura 3.5 - En el lado izquierdo tenemos el caso en el que Z.;¡ es también Z;}; para 
alguna w =f u. Denotamos esta única trayectoria Z;}; por Z;+. En el lado derecho 
tenemos el caso en el que Z';¡ es Z;;; para alguna w =f u . Similarmente, la denotamos 
por Z;_. 

que Z;+ = Z;}; para algún único w E VI ' Claramente, Z;}; en Ves precisamente 
la trayectoria zig-zag que consiste de los segmentos de ZI U Z2. 

De una forma similar, Z~ = Z; en VI y Z~ = Z;; en V definen una única 
trayectoria zig-zag de la forma de Z:;, o Z;;" en V que consiste de los segmentos 
de Z~ U Z~. Como al menos uno de VI y V2 no es vacío, tenemos que ZI f Z~ 
o Z2 =1- Z~. Así las dos trayectorias definidas arriba son diferentes. 

Finalmente, supongamos que existe Z = Z:;" tal que uv pertenece a Z . 
Supongamos sin perdida de generalidad que w" E VI Y que u esta antes que v 
cuando atravesamos V en sentido de las manecillas del reloj empezando desde 
w". 

Tenemos dos casos. Si v está antes en Z cuando comenzamos desde w", 
entonces Z = ZI U Zz, donde ZI = Z.;¡ en V y Zz = Z;; en V2 . Si no, 
Z = Z~ U Z~, donde Z~ = Z; en VI y Z~ = Z;; en V2 . En ambos casos, Z ya 
estaba construída. El caso cuando Z = Z;;,,, es similar. 

Concluímos que para cada segmento uv con extremos u y v coloreados dife-
rente, existen exactamente dos elementos de Z que los usan. • 

Ahora, calcularemos LZEz1(Z), donde I(Z) es la longitud (número de seg
mentos) de Z. 

Proposición 3.10. Sea VI, ... , Vk. k conjuntos de puntos tal que los puntos 
en V1 U ... U Vk están en posición convexa. Entoces existe un conjunto Z de 
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3.4. CONJUNTO DE PUNTOS CON k COLORES 

trayectoria zig-zag tal que: 

donde ni = I V;j. 

1$i, j$;k 
ih 

Demostración. Construímos Z como antes. El resultado se sigue del lema (3.9) 
ya que cualquier segmento que une dos puntos de diferentes conjunto Vi y Vj 

esta en exactamente dos elementos de Z. • 

Teorema 3.11 (Merino. Salazar. Urrutia [25]). Sea V¡, . .. , Vk • k conjuntos 
de puntos tal que V = V1 U ... U Vk están en posición convexa y IV11 ;::: IV2 1 ;::: 

... ;::: IVkl. Estonces existe una trayectoria alternante de longitud al menos IVI
IV1 1· 

Demostración. Sea ni = IVil, 1 ~ i ~ k, y sea Z el conjunto de trayectoria 
zig-zag en V construído como antes. De la proposición (3.10) y el lema (3.8) la 
longitud promedio de los elementos de Z es: 

1 1 1 k 

1
-1 ¿ l(Z) = - ¿ 2ninj = _(n2 

- ¿nD;::: n - n1 · 
Z - n ··k n ·1 ZEZ 1$'..1$ ,= 

i#j 

Por el principio básico del método probabilistico, ver [26]. existe un elemento 
de Z de longitud al menos n - n1. • 

Corolario 3.12. Sea V un conjunto de puntos k - balanceado con ks puntos. 
Entonces existe una trayectoria alternante de longitud (k - 1)s. 

Demostración. Se sigue directamente del teorema (3.11). • 
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Capítulo 4 
, 
Aboles de grado acotado 

4.1. Introducción 

Dado un árbol T de n vértices y un conjunto V de n puntos en el plano en 
posición general, se sabe que T puede ser dibujado en V con segmentos de recta 
como aristas y tal que no tenga cruzes. El problema se complica si T tiene un 
vértice particular (denominado raíz) y queremos que algún punto de V tenga la 
misma propiedad. Una solución al problema anterior fue encontrada en [18) y un 
resultado similar de [31) es que, dado un conjunto de puntos V = {PI , ... ,Pn} Y 
una secuencia d = (dI.' .. , dn) de enteros positivos con L: di = 2(n - 1), existe 
algún árbol que puede ser dibujado en V tal que el grado de Pi sea d;. Algorítmos 
óptimos para resolver los anteriores problemas fueron encontrados en [5] . 

Definimos un árbol geométrico bicromático T sobre V = n U A como un 
árbol geométrico (ver capítulo (3)) tal que cada arista de T conecte un punto 
de n con uno de A. En general, si V = VI U ... U Vk , k ~ 3, T es denominado 
un árbol geométrico multicromático. 

Un árbol tiene una única bipartición y es claro que una condición necesaria 
para la existencia de un árbol con las propiedades anteriores en V es que las 
cardinalidades de las biparticiones de T y V sean las mismas. Sin embargo, 
existen ejemplos de que la anterior no es una condición suficiente. (ver figura 
(4.1)) 

Por otro lado, dada la bipartición natural de V, siempre es posible dibu
jar algún árbol con respecto a esa bipartición: tomemos cualquier punto rojo y 
conectemos con todos los puntos azules, entonces los puntos rojos sobrantes los 
conectamos con los puntos azules que sean convenientes para no crear cruzes. 
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4.2. GRADO ACOTADO DE T 

• • • 
o O 

O O 

T V=7WA 

Figura 4.1 - T no puede ser dibujado en V 

Sin embargo, esta simple solución produce árboles con un grado muy alto. 
En este capítulo consideraremos los siguientes problemas que relacionan un 

árbol geométrico bicromático Y, V y su bipartición natural : 

1. Si IRI ::::; IAI, cuál es el grado máximo más pequeño con el que podemos 
dibujar T. 

2. Dada una secuencia d = (dI, . . . , d!R!) de enteros positivos, que condición 
tenemos sobre d para poder dibujar a Y tal que el grado de Pi E R sea di . 

4.2. Grado acotado de T 

En esta sección presentamos dos resultados que se mantienen para cualquier 
bipartición en posición general. 

Lema 4.1. Dados cualesquiera par de árboles geométricos 7í y 72 separados por 
un segmento de línea, existe una arista e entre 7í y 72 tal que 7í U 72 U {e} es 
también un árbol geométrico. 

Demostración. Sea P el vértice de 7í más cercano al segmento de línea que separa 
7í de 72. Si consideramos a 72 como una colección de segmentos, entonces P 
tiene que ver completamente uno de los segmentos en 72, por lo tanto puede ser 
conectado a uno de los extremos, a saber, el que tenga color diferente. • 

Teorema 4.2 (M. Abellanas, J. García, G. Hernández, M. Noy, 
P. Ramos [2]). Sea V = RuA un conjunto de puntos en posición general con 
IRI ::::; IAI, entonces podemos encontrar en V un árbol geométrico Y tal que su 
grado máximo sea O(I~:+log IRI). 
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4.3. PUNTOS EN POSICIÓN RESTRINGIDA 

Demostración. Usaremos el teorema Ham-Sandwich, que sostiene que dos con
juntos R y A pueden ser simultaneamente divididos por la mitad por un segmento 
de Irnea. Supongamos por simplicidad que IRI = 2k Y que IAI = a2k

, a ~ 1. 
Aplicando repetidamente el teorema, llegamos despues de k pasos a una partición 
del plano en polígonos convexos donde cada uno de ellos contiene exactamente 
un punto rojo y a puntos azules. Conectando cada punto rojo a sus correspon
dientes puntos azules obtenemos IRI árboles geométricos bicromáticos de grado 
ex: 

Usando el lema (4.1), podemos mezclar estos IRI árboles en un único árbol. 
en orden opuesto al que fueron construídos, preservando la característica de que 
sea bicromático. Finalmente, después de k pasos de los anteriores, cada vez 
reduciendo el número de árboles en la mitad. Es claro que en cada paso, el 
grado máximo crece en a lo más uno. Dado que inialmente 6. = a, al final 
6. :::; a + k = ~+ log IRI. Los casos donde IRI no es una potencia de dos o 

1~1 no es un entero son tratados similarmente. . • 

4.3. Puntos en posición restringida 

Al igual que en el capítulo (3), en esta sección nos restringiremos a configu
raciones muy particulares como las siguientes: 

4.3.1. Conjuntos linealmente separables 

Teorema 4.3 (M. Abellanas, J. García, G. Hernández, M. Noy, 
P. Ramos [2]). Si en V = R U A con IRI :::; IAI, R Y A son linealmente 
separables, entonces se puede dibujar T tal que su grado máximo sea a lo más 

1 + rU1ti1ll 
Demostración. Sea d = 1 + r <l1t l

) l La idea es encontrar T en el cuál los 

grados en R sean igual a d o a d - 1 Y al mismo tiempo, ser capaces de acotar 
los grados en A. 

Primero, supongamos que d > 2, esto es que (IAI-l) > IRI. De otra forma, 
dado que asumimos que IAI ~ IRI, el teorema (3.4) de la página 29 implica la 
existencia de T con grado máximo igual a dos y por lo tanto el teorema es 
válido. Ahora, encontremos una secuencia (di, ' " d,'R') de enteros positivos tal 
que L: c4 = IRI + IAI - 1 Y c4 = d o di = d - 1. Ahora continuemos de la 
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4.3. PUNTOS EN POSICIÓN RESTRINGIDA 

siguiente manera. Encontremos un punto Pl E n tal que exista un segmento de 
recta que separe Pl y dl puntos ql, ... qd¡ de A de los restantes puntos, donde 
los qj están ordenados en forma circular con respecto a Pl . Esto es siempre 
posible tomando líneas horizontales como en la demostración del teorema (3.4) 
de la página 29. Conectemos Pl a los q¡, ... qd¡, borremos todos estos puntos 
excepto qd¡ de la colección y encontremos un nuevo punto P2 E n que pueda 
ser separado junto con otros d2 puntos de A. Si repetimos este proceso, al final 
obtenemos un único punto PIRI E n y dlRI puntos de A (ver figura (4.2)) . El 
hecho de que di > 1 para cada i, implica que el grado de los puntos en A sea 
igual a uno o dos. • 

Figura 4.2 - Realizando la secuencia de grados (3,3,2,2) . 

4.3.2. Conjuntos en posición convexa 

Teorema 4.4 (M. Abellanas, J. Garda, G. Hernández, M. N ay, 
P. Ramos [2]). Sea V = n U A un conjunto de puntos en posición convexa 
con Inl ::; IAI. Entonces T puede ser dibujado con grado máximo a lo más 

r~l +2. 

Demostración. Supongamos por simplicidad que Inl = 2k Y que IAI = a2k
. 

Usando el "Ha m-Sandwich" como en el teorema (4.2) obtenemos Inl conjuntos 
convexos disjuntos con un punto rojo y Q azules. El paso clave en este caso es 
que podemos controlar los grados en la unión. 
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Hagamos inicialmente T igual a cualquiera de estas Inl estrellas. Para cada 
arista e de Conv(T) que no sea una arista de Conv(n U A), consideremos los 
árboles T¡, .. . ~ que sean visibles desde e y que se encuentren en el espacio que 
contiene a T y ordenemoslos en sentido de las manecillas del reloj (lo anterior 
tiene sentido dado que el conjunto se encuentra en posición convexa) . 

Después, seleccionemos uno de los vértices de e y construyamos una trayec
toria alternante que conecta a T y los árboles T¡, .. . , ~ (ver figura (4 .3)) . Dado 
que el conjunto se encuentra en posicion convexa podemos construir esta trayec
toria de tal forma que el grado de los vértices aumente en a lo más dos. Hagamos 
T igual al árbol obtenido con la construcción anterior e iteremos con el mismo 
proceso hasta que T sea un árbol generador. 

Para verificar que la condición del grado es satisfecha, observemos que las 
nuevas aristas de Conv(T) que no estan en Conv(n U A) estan determinadas 
por dos vértices que pertencen a uno de los árboles en T¡, . .. , ~ . Dado que solo 
un vértice de cada árbol es usado cuando construímos la trayectoria, podemos 
garantizar que siempre tenemos un vértice libre con el cuál iterar el proceso. Por 
lo tanto, los puntos de n tienen grado a lo más cr + 2 = ~ + 2, y los puntos de 

A tienen grado a lo más tres. Observemos finalmente que 3 ~ r ~ 1 + 2. • 

Figura 4.3 - Actualizando T en la demostración del teorema (4.4). 
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4.3.3. Configuraciones en las que R = Conv(R U A) 

Necesitaremos el siguiente resultado de [15]. 

lema 4.5. Sea V un conjunto de puntos en posición general y supongamos 
que Conv(V) tiene r elementos (a saber p¡,P2, ... ,Pr) y que existen n puntos 
interiores. Sea n = n¡ + n2 + ... + nT, donde ni, 1 :S i :S r es un entero positivo, 
Entonces Conv(V) puede ser particionado en r polígonos convexos QI, . .. , Qr 
tal que Qi contenga 11.; puntos y PiPH¡ sea una arista de Qi' 

Demostración. Resúmen de la demostración de A. García y J. Tejel. Por 
inducción sobre r. Si r = 3, por un argumento de continuidad y debido a la 
posición general de los puntos, es fácil demostrar que existe un punto q (j. V 
dentro del 6.P¡P2P3 tal que los triángulos p¡P2q. P2P3q Y P3PIq contienen nI, n2 
y n3 puntos respectivamente. 

El paso inductivo empieza considerando una diagonal arbitraria, digamos 
PIPj, con 1 < j < r. Supongamos sin perdidad de generalidad que el polígono 
PIP2 .. ·Pj contiene nI + ... nj-l. o más puntos. Aplicando la hipótesis de induc
ción a este polígono y sea p¡q¡ .. . qiPj el polígono obtenido en la descomposición 
anterior correspodiente a la diagonal PIPj' Si este polígono contiene nj o más 
puntos, conectando Pj+! con un punto q' en la cadena poligonal p¡q¡ . .. qiPj, 
el polígono es dividido en dos partes satisfaciendo la hipótesis de inducción. De 
otra forma es el mismo polígono PIPj+I ... Pr el que satisface tal condición. • 

Teorema 4.6 (M. Abellanas, J. García, G. Hernández, M. Noy, 
P. Ramos [2]). Sea V = RuA en el cuálR = Conv(RuA) y con IRI :S IAI. 
Entonces V admite un árbol T con grado máximo a lo más 1 + f (l1tI

) l· 
Demostración. Si IAI = IRla + 1 podemos utilizar el lema (4.5) para descom
poner el cierre convexo de R = {PI,' .. ,Pr } en r polígonos convexos QI, . .. QT' 
tal que Qj contenga a puntos de A para j =1= 1, QI contiene a + 1 puntos de A 
y PiPHl es una arista de Qi (todos los índices son tomados módulo r). 

Sea Sj el punto en Qj n A más cercano a Pj y unamos cada punto rojo Pj 
a sus correspondientes a puntos azules en Qj_¡, con la excepción de SI. Ahora, 
mezclemos estos r árboles conectando Sj a Pj para cada j = 1, ... , r. De esta 
manera obtenemos un árbol T con grado máximo igual a (1 + 0'). Finalmente. 
si 11k¡1 no es un entero, entonces obtenemos un árbol con grado máximo a lo 

más 1 + f01t¡ll • 
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4.4. T de grado máximo a lo más tres 

En esta sección se mejora el resultado obtenido en el teorema (4 .2) por [2] 

Teorema 4.7 (A. Kaneko [19]). Sea V = n U A un conjunto de puntos 
en posición general, tal que Inl = IAI. Entonces T puede ser dibujado de tal 
manera que el grado máximo sea a lo más tres. 

Antes de demostrar el teorema anterior. es importante hacer notar que M. 
Abellanas. J. García. G. Hernández. M. Noy y P. Ramos en el teorema (4.2) 
demostraron algo más fuerte que es que si tomamos r ~ 1 = k. Y n = {p¡,P2, . . . , 
PI'R.I}' Y reemplazando cada punto Pi de n por un conjunto de puntos Vi. donde 
Vi esta contenido en un círculo con centro en el punto Pi. k - 1 :s; IVil :s; k Y 

I u1~~ Vil = IAI· Aplicando el teorema (4.7) con n = ul!l¡ Vi y contrayendo 
cada P; al punto Pi. establecemos el siguiente teorema. que mejora al teorema 
(4.2). 

Teorema 4.8 (A. Kaneko [19]). Sea V = n U A un conjunto de puntos en 
posición general tal que Inl :s; IAI, r ~ 1 = k entonces T puede ser dibujado tal 
que su grado máximo sea a lo más 3k. 

En orden de probar el teorema (4.7). necesitaremos lo siguiente. 
Sea y E Conv(V) y sea x un punto exterior a Conv(V). entonces decimos 

que y es visto por x si el segmento de línea xy que los conecta intersecta a 
Conv(V) unicamente en y. 

lema 4.9. Sean n' y A' dos conjuntos disjuntos de puntos en el plano con 
2 :s; In'l :s; IA'I y sea w un punto en el plano que no se encuentre contenido en 
Conv(V) tal que n' U A' u {w} se encuentra en posición convexa. Si los dos 
vérticesv¡ yV2 de conv(n/uA/u {w}) adyacentes a w estan contenido en n'. 
entonces podemos particionar n' U A' en dos subconjuntos no vacíos VI y V 2 
los cuales satisfacen las siguientes cinco condiciones: 

2. IV¡ n n'l = IVI n A'I . 

3. Conv(V¡ U {w}) Y Conv(V2 U {w}) se intersectan unicamente en w. 

4. el vértice (distinto a VI) de Conv(V¡ U {w}) adyacente a w pertenece a 
A'y 

42 



4.4. T DE GRADO MÁXIMO A LO MÁS TRES 

5. el vértice (distinto a V2) de Conv(D2 U {w}) adyacente a w pertenece a 
A'. (Ver figura (4.4)) 

Demostración. Demostraremos el lema por inducción sobre IR/l . Si IR'I = 2 
entonces el lema claramente es cierto asi que supondremos que In'l ~ 3. Por 
una rotación adecuada del plano, podemos suponer que w se encuentra en la 
parte inferior de Conv(R' U A' U {w}). Más aún, demostraremos el lema con la 
propiedad adicional de que DI se encuentra a la izquierda de D2. Ahora conside
raremos algunos rayos que emanen desde w y en dirección hacia arriba, en esta 
demostración entenderemos por rayo lo que la intuición nos dice. Definimos una 
función f para algún rayo r por: 

f(r) = {el número de puntos de n' que se encuentren sobre o a la izquierda de 
r} - {el número de puntos de A' que se encuentren sobre o a la izquierda de r}. 

Sean rl Y r2 dos rayos que pasan a través de los vértices adyacentes a w en 
Conv(R' U A' U {w}) a la izquierda y a la derecha respectivamente y sea r~ un 
rayo que es obtenido de r2 por una pequeña rotación en sentido contrario a las 
manecillas del reloj alrededor de w. Entonces f(rl) = 1 Y f(r~) = IR'I - 1 -
IA'I :::; 1. Dado que el valor de f cambia ±1 y dado que f(rl} > O > f(r~}, 
entonces existe un rayo ra tal que f(ra} = O Y ra pase a través de un punto de 
A'. Ahora, rotamos ra en sentido de las maneciiias del reloj alrededor de w hasta 
encontrar un nuevo punto b de R' U A', y denotemos a ese rayo con rb. Si rb 

pasa a través de un punto de A', entonces sea DI y D2 el conjunto de puntos 
de R' U A' que se encuentran sobre o a la izquierda de r a Y los puntos que se 
encuentran sobre o a la izquierda de rb respectivamente. Entonces DI UD2 es la 
partición deseada. 

Si rb pasa a través de un punto de R', entonces sea n~ y A~ los subconjuntos 
de n' y A' respectivamente, cuyos puntos se encuentren sobre o a la derecha de 
rb. Entonces R~ y A~ y w satisfacen las hipotesis del lema y por lo tanto por 
la hipótesis inductiva, existe una partición D3 U D4 de n~ U A~ que satisface 
las condiciones de este lema junto con la condición de que D3 se encuentre a 
la izquierda de D4 . Consecuentemente, podemos obtener la partición deseada 
(DI U D3) U D4 de R' U A'. • 

Ahora, para demostrar el teorema (4.7), enunciaremos un teorema aún más 
fuerte. 
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.... 6)1\\ 
... \ 

\ ... 
VI 

./ 

¡VI nA¡ = ¡VI nRI 
" \ I / ... ./ 

~ 

w 

Figura 4.4 - Una partición V¡ U V2 de V 

Teorema 4.10 (A. Kaneko [19]). Sea V como antes tal que IRI = IAI. Sea 
x y y dos vértices distintos de Conv(V). Entonces T puede ser dibujado de tal 
manera que su grado máximo sea a lo más tres, dT(x) ~ 2 Y dT(y) ~ 2. 

Demostración. La demostración será por inducción sobre IRI(= IAI). Por si
metría. supondremos que x E R. Sean a¡ y ~ vértices distintos de Conv(V) 
adyacentes a x. 

Consideraremos dos casos dependiendo de si ai pertenecen al conjunto A o 
no. 

1. a¡ E A o a2 E A. 

Sin perdida de generalidad, supondremos que al E A . Sea R ' = R \ {x} 
y A' = A - a¡ y consideremos Conv(R' U A'). Si existen dos vértices 
consecutivos Z¡ y Z2 en Conv(R' U A') tal que son vistos por al Y x, 
entonces supondremos que Zl =f. y. El caso donde al = Y es mucho más 
fácil de manipular que donde y se encuentra en R/uA'. Así, supondremos 
que y se encuentra en Conv(R' U A'). Dado que a¡ y x pertenecen a 
diferentes conjuntos. supondremos que z¡ E A. Aplicando la hipotesis de 
inducción a Conv(R' U A'). con y y Zl siendo los dos vértices particulares 
de grado a lo más dos, obtenemos un árbol T' tal que su grado máximo es 
a lo más tres, dTI(Y) ~ 2 Y d;"(z¡) ~ 2. Por lo tanto obtenemos el árbol 
deseado T' U a¡x U XZ¡. 

Así que supondremos que existe un solo vértice Z E Conv(R' U A') al cuál 
al Y x pueden ver. Notemos que z esta completamente en el interior de 
Conv(RuA) (es decir, z no es un vértice de Conv(RUA)) . Esto implica 
que z =f. y. Aplicando la hipótesis de inducción a Conv(R' U A'), con y y 
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z siendo los dos vértices particulares de grado a lo más dos, obtenemos un 
árbol T' tal que su grado máximo es a lo más 3, dT,(y) ~ 2 Y dT,(z) ~ 2. 
Por lo tanto obtenemos el árbol deseado T' U alX U XZ. 

2. al E R Y a2 E R (ver figura (4.5)) . 

8~~Y-0 
al Z \ I a2 

\ C2 
\ I 

¡'Dl nR¡ = ¡'DI nA¡ \ I .. 
xER 

Figura 4.5 - Una partición 'DI U 'D2 de (R \ {x}) U A. 

Consideremos los conjuntos R \ {x} y A. Aplicando el lema (4.4) a estos 
conjuntos R' = R \ {x}, A' = A y w = x, podemos particionar 
R \ {x} U A en dos conjuntos no vacíos VI y V 2 tal que: 

a) al E V l ya2 E V 2, 

b) IVI nRI = IVI nAI, 
e) Conv(VI U {x}) y Conv(V2 U {x}) se intersectan. unicamente en x , 

d) el vértice bl (diferente a al) de C onv(VI U {x}) adyacente a x 
pertenece a A y 

e) el vértice ~ (diferente a a2) de Conv(V2 U {x}) adyacente a x 
pertenece a A. 

Sea V~ = V 2 - {~}. Entonces IV~ n RI = IV~ n Al . Por simetría, 
supondremos que y E VI U {~} . Por un argumento similar al del caso 
(1), podemos manejar el caso donde y se encuentre en Vl ' Así que por 
brevedad, supondremos que b2 = y. Es claro que existe al menos un vértice 
z de Conv(VI ) que es visto por ~ y x sobre Conv(V I ). Dado que ~ = y, 
tenemos que z #- y . Dado que b2( E A) y x( E R) pertenecen a conjuntos 
diferentes, supondremos que z E A. Sea z' cualquier vértice de Conv(V¡) 
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distinto a z. Aplicando la hipótesis de inducción a Conv(D I ), con z y z' 
siendo los vértices particulares de grado a lo más dos, obtenemos un árbol 
T¡ tal que su grado máximo sea a lo más tres, dT¡ (z) :s; 2 Y dr¡ (Z') :s; 2. 

Ahora sean Cl, C2 E Conv(D2 ) dos vértices adyacentes a b2 . Es claro que 
alguno de ellos es visto por x, digamos, C2. 

Consideraremos dos subcasos, dependiendo de si Ci pertenecen a n o no. 

a) CI E n o C2 E n. 
Por simetría, supongamos que CI E n. Aplicando la hipótesis de 
induccón a Conv(D~), con CI Y C2 siendo los dos vértices particulares 
con grado a lo más dos, obtenemos un árbol 72 de grado a lo más tres, 
%(Cl) :s; 2 y d72 (C2) :s; 2. Por lo tanto, tenemos el árbol deseado 
T¡ U zx Uxb2 U~CI U 7;. 

b) CI E A Y C2 E A (ver figura (4.6)). 
Aplicando el lema (4.4) con n' = D~ n A. A' = D~ n n y w = ~, 
podemos particionar D~ en dos conjuntos no vacíos D3 y D4 tal que: 

1) CI E D3 Y C2 E D4 , 

2) ID3 n ni = ID3 n ni, 
3) Conv(D3 U {~}) Y Conv(D4 U {~}) se intersectan unicamente 

en ~, 

4) el vértice dI (diferente a CI ) de Conv(D3 U {b2 }) adyacente a b2 

pertenece a n y 

5) el vértice b2 (diferente a C2 ) de Conv(D4 U {b2 }) adyacente a ~ 
pertenece a n. 

Dado que Cl Y dI son vértices de Conv(D3 ), se sigue que por hipótesis 
de inducción que existe un árbol T3 tal que su grado máximo sea a lo 
más tres, d 73 (CI) :s; 2 y d 73 (d l ) :s; 2. Dado que ID~nnl = ID~nAI , se 
sigue por el inciso (2) pasado que ID4nnl = ID4nAI . También, dado 
que ~ y ~ son vértices de Conv(D4 ), se sigue que por hipótesos de 
inducción existe un árbol T4 tal que su grado máximo es a lo más tres, 
d14 (C2) :s; 2 y d14 (d2) :s; 2. Dado que C2 es visto por x en Conv(D4), 
tenemos el árbol deseado T¡ U zx U XC2 U T4 U ~d2 U b2dl U T3 y por 
lo tanto, la demostración del teorema (4 .10) esta completa. 

• 
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Figura 4.6 - Una partición D3 U D4 de D2 tal que ID3 n ni = ID3 n Al y ID4 n ni = 

ID4 nAI· 

4.5. Grado fijo en T 

Teorema 4.11 (M. Abellanas, J. García, G. Hernández, M. Noy, 
P. Ramos (2)). Sea P como antes, con R = {PI>'" ,Pr} Y una secuencia 
(d¡, . . . , dlnl) de enteros positivos con L d.¡ = IRI + IAI- 1, entonces se puede 
dibujar T tal que el grado de Pi sea igual a di. 

Demostración. Por inducción sobre IRI + IAI. Supongamos sin perdida de ge
neralidad que dI = max di y sea 1 una recta orientada a través de Pl y que 
no contenga ningún otro punto de R o A. Sean 'H+ y 1t- los medios-planos 

abiertos derecho e izquierdo respectivamente en los cuales l divide el plano. Sean 
Rl = R n 'H+ y Al = A n 'H+ y también R 2 = R n 1t- y A2 = A n 1t- . 
Finalmente, definamos dos funciones (que dependan de l) f+ Y f- de la siguiente 
manera: 

¡+ = L di - IRd -IAII, 
P¡E'H.+ 

r = L d.¡ - IR21 - IA2 !, 
p¡E'H.-

y observemos que f+ + f- = -dI. 
En este momento, aseguramos que existe alguna posición de l en la cuál 

-dI < ¡+ < O. Para probar lo anterior, supongamos que inicialmente f+ ~ O Y 
consideremos los cambios en f+ a la vez que l se mueve alrededor de PI. 

Si un punto rojo Pi entra en 'H+, entonces f+ se incrementa en di - 1; 
Si un punto rojo sale de 'H+, entonces f+ decrece en di - 1; 
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Si un punto azul entra en H +, entonces f + se incrementa por 1; 
Si un punto azul sale de H+, entonces f+ decrece en 1. 
En cualquier caso, el cambio en valor absoluto es a lo más di - 1 ~ di - 1. 

Dado que después de girar 180 grados, los valores de f + y de f- se intercambian, 
y dado que ¡+ = - di - f -, se sigue que f+ ~ -di' Todo esto implica que 
para algún valor intermedio tenemos -di < f + < O. Si ahora asumimos que 
inicialmente f+ ~ -di Y procedemos de la misma manera, la aseveración anterior 
es correcta. 

Ahora por inducción podemos dibujar un árbol con respecto a RI U {PI} y 

Al en el cuál PI tenga grado - f + Y Pi E RI tenga grado di' Analogamente, 
obtenemos un árbol en H- en el cuál PI tenga grado - f- y la unión de ambos 
árboles es el resultado esperado. • 
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Capítulo 5 

Cuadrilaterizaciones bicromáticas 

5.1. Introducción 

Sea V = R U A, IRI = IAI ~ O, un conjunto de puntos en el plano en 
posición general tal que cada punto tiene un color, rojo si pertenece a n y 
azul si pertenece a A. Una cuadrilaterización de V es un conjunto de polígonos 
P = {P¡, . .. , Pm} tal que todos son cuadriláteros, tienen como conjunto de 
vértices a V, todas las aristas de Canv(V) se encuentran en la cuadrilaterización 
y la unión de todos los cuadriláteros induce una subdivisión conexa del plano. 
Se dice que una cuadrilaterización es bicromática si cada arista de la misma es 
entre un punto de R y uno de A . (Ver figura (5 .1)) 

Dado que en general, en determinados conjuntos de puntos una cuadrila
terización no siempre existe, en la siguiente sección nos concentraremos en los 
primeros estudios de cuadrilaterizaciones bicromáticas, considerando puntos ex
tra que serán introducidos a V para poder asegurar la existencia de la misma (a 
tales puntos se les llama de Steiner) y mostraremos una configuración de puntos 
para la cual hacen falta al menos ~r; puntos de Steiner para poder cuadrilaterizar; 
donde IVI = m. 

5.2. Construyendo cuadriláteros 

En últimas fechas se le han encontrado diferentes aplicaciones a las cuadri
laterizaciones tales como en el método de elemento finito [17] y simulación de 
superficies en cartografía [14] . Un problema geométrico fundamental en apli
caciones como las mencionadas arriba es la generación de mallas a partir del 
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Figura 5.1 - Ejemplo de una cuadrilaterización bicromática sobre V = R U A. 

conjunto de datos dado. Por muchas décadas la malla favorita usada ha sido 
la triangular conocida comúnmente por triangulación de un conjunto de datos. 
Como resultado, las triangulaciones de conjuntos de datos han sido estudiadas 
a profundidad y mucho se sabe al respecto. Sin embargo en algunas ocasiones 
es preferible que la malla sea una cuadrilaterización y no una triangulación. De
safortunadamente no mucho se sabe con respecto a las cuadrilaterizaciones y 
mucho menos de las bicromáticas, además de que una buena cuadrilaterización 
es más difícil de generar que una buena triangulación. De hecho, si se desea que 
las aristas de los cuadriláteros sean únicamente entre elementos del conjunto de 
datos (es decir, ningún punto de Steiner es permitido) entonces no cualquier con
junto de puntos admite una cuadrilaterización, para más información al respecto 
consultar Carmen Cortés et al. en [8] . (Ver figura (5.2)) 

En general, es difícil determinar el número de puntos de Steiner para el cual 
podemos asegurar siempre una cuadrilaterización, sin embargo, el siguiente teo
rema trata de dar una buena cota en terminos de la cardinalidad de IVI. 

Teorema 5.1 (V. Alvarez, T. Sakai y J. Urrutia). Sea V = R U A un 
conjunto de puntos en posición general, tal que IRI = IAI y IVI = 2n = m > O. 
Entonces en V siempre es posible cudrilaterizar con a lo más r~ + ~l puntos 
de Steiner y existen configuraciones para las cuales ir; puntos de Steiner son 
necesarios. 
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o • 
o • 

o • 
o • U V 

o • 
o • 

o • 

Figura 5.2 - A la izquierda tenemos una configuración de puntos que no admite 
una cuadrilaterización. A la derecha la misma configuracion cuadrilaterizada con dos 
puntos de Steiner u y v. 

Comenzaremos mostrando una configuración para la cual ir; puntos de Stei
ner son necesarios. 

Consideremos un polígono convexo 'P con 2k lados. k :::: 2 y donde los 
vértices alternan entre elementos de A e V y n e V. Sin perdida de generalidad 
supongamos que los vértices aparecen en sentido contrario a las manecillas del 
reloj con etiquetas Tl> al> T2, a2, ... , Tk, ak. (Ver figura (5.3)) 

Figura 5.3 - Etiquetamos los vértices de P en sentido contrario de las manecillas del 
reloj por Tl> al> T2, a2,·· . , Tk, ak. 

A partir de aquí todos los subíndices se encontrarán en 1 ~ i ~ k, 1 ~ j ~ 2 
Y serán tomados módulo k. 

Para cada punto Ti (a¡). tracemos un segmento de recta que intersecte las 
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aristas Tiai (a;Ti+l) ya;Ti+l (Ti+lai+l) muy cerca de Ti (ai) y de tal manera que 
la intersección dos a dos de estos segmentos se encuentra fuera y muy cercano 
a Conv(V). 

Finalmente, para el segmento de recta cuyas arista de intersección sean 
Tia; (a;Ti+l) y aiTi+l (Ti+la;+l) coloquemos dos puntos de A (R) sobre la 
misma, muy cercanos el uno del otro y a la arista Tia; (aiTi+l)' Denotaremos a 
los puntos de cada uno de estos pares en sentido contrario a las manecillas del 
reloj por aiJ (Ti,j)' diciendo que es el punto j del par i . (Ver figura (5.4) y la 
configuración completa en la figura (5.5)) 

Figura 5.4 - Al interior de P colocamos muy cerca de las aristas pares de puntos 
etiquetados por ai,j Y Ti,j' 

Antes de comenzar con la demostración, necesitaremos la siguiente definición. 
Definimos la región IRr ; (IRa;) para un par de puntos Ti,j (a;,j) como la 

región determinada por las intersecciones de las aristas Tiai, a¡Ti+l y Ti+lai+l 
(a¡_lT¡, T¡a; Y a;Ti+l) con el segmento de recta sobre el cual se encuentra el par 
TiJ (a¡J) y el segmento de recta sobre el cual se encuentran Ti+l, Ti ,2 (a¡, ai,2), 

además de la intersección de estos dos últimos segmentos. La región es mostrada 
arriba (abajo) en la figura (5.6). 

Ahora, ya podemos comenzar con la demostración de la cota inferior. 

Demostración (Cota inferior). Notemos que en cualquier cuadrilaterización de la 
configuración anterior, cada arista de Conv(V) es arista de un único cuadrilátero 
vacío y también que para cada una de estas aristas existe un par de puntos 
TiJ (aiJ) (con región IRr ; (IRa;)) elementos de V al interior de Conv(V). Debido a 
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• 

o 

• 

o 

• 

Figura 5.5 - Configuración para la cual son necesarios al menos ir; puntos de Steiner 
para poder cuadrilaterizar. 

Ti,2 Ti,l 

ai,2 ai,l 

Figura 5,6 - Arriba, la región lRri correspondiente a un par de puntos Ti ,j . Abajo, la 
correspondiente a ai,j' 

lo anterior, el cuadrilátero vacío en cual se encuentra cada arista aiTi+l (Ti+lai+l) 

de Conv(V) tiene al menos un vértice de Steiner en lRri (lRai+ I ) . Ver figura (5.7) 
Si todos estos puntos de Steiner fueran distintos ya habríamos terminado 

dado que tenemos al menos un punto de Steiner por arista , el número de aristas 
en Conv(V) es 2k y el total de puntos en esta configuración es m = 6k, por 
lo tanto tendríamos al menos 2k = T = ~'; puntos de Steiner. Así que queda 
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. .... . .. 

o :··· · 
.0': " ai+l,l 
ai+l ,2 

Punto de Steiner 

Punto de Steiner 

'. ai 

Figura 5.7 - Para la arista airi+l se muestran las dos opciones que tiene el 
cuadrilátero vacío del cual es arista . Arriba se muestra si el punto de Steiner es del 
mismo color a ri+l Y abajo si es de otro color. 

mostrar que es lo que sucede si no todos estos puntos de Steiner son distintos. 
Debido a que los puntos de Steiner se encuentran en las regiones RXi ' 

x E {T, a}, puntos de Steiner en regiones que no se intersecten son distintos, por 
lo tanto, nos concentraremos únicamente en regiones que se intersecten, esto es, 
en aristas adyacentes de Conv(V). 

Sin perdida de generalidad, consideremos a las arista aiTi+1 Y Ti+la;+1 adya
centes en Conv(V) en sentido contrario a las manecillas del reloj. Estas aristas, 
tienen al interior de Conv(V) a los pares de puntos Ti,; y a;+1,j respectivamente 
y a las regiones Rri y Rai+l respectivamente. (Ver figura (5 .8)) 

Mostraremos que para estas dos aristas, existen al menos dos puntos de 
Steiner distintos. 

Sean s y t dos vértices de Steiner de los cuadriláteros con aristas aiTi+1 Y 
Ti+1ai+1 respectivamente. Identifiquemos los siguientes casos: 

• s Y t tienen distinto color. 

En este caso, debido al color, tienen que ser forzosamente puntos de Steiner 
distintos. 
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Figura 5.8 - Para las aristas aiTi+¡,Ti+lai+l adyacentes en Conv(V), se muestran 
las áreas lRri y lRai+l en gris. 

• s y t son azules. 

En este caso, podría suceder que en efecto s sea igual a t, sin perdida de 
generalidad consideremos únicamente a s, (ver imagen (5.9) arriba). Este 
punto es adyacente a Ti+! y debido a que esta es una arista bicromática 
de la cuadrilaterización y no es elemento de Conv(V) , es arista también 
de dos cuadriláteros (a saber, los cuadriláteros que tienen como aristas 
a airi+l Y ri+lai+l respectivamente). Consideremos el cuadrilátero para 
el cual ri+lai+!, ri+lS son aristas. Para este cuadrilátero, nos hace falta 
un cuarto vértice de color rojo (el que completa el cuadrilátero dejándolo 
vacío) , pero notemos que ningún punto de color rojo de V lo hace, por lo 
tanto, es necesario otro punto de Steiner u de color rojo en lRa;+l que lo 
completa y lo deja vacío . (Ver figura (5.9) abajo) 

• s Y t son rojos. 

En este caso, al igual que el pasado, puede suceder que s y t sean el mismo, 
de nuevo, consideremos únicamente a s. 

Para que lo anterior suceda, las aristas airi+l Y ri+!ai+l tiene que encon
trarse en el mismo cuadrilátero (ver figura (5.10» 

Notemos que una configuración exactamente como la de la figura (5.10) 
obliga a tener una configuración como la original y por lo tanto a meter 
puntos de Steiner que no son necesarios. Por lo tanto, tiene que suceder que 
un punto del par ri,j o ai+l,j debe quedar al interior de dicho cuadrilátero 
pero de hecho, no ambos, ya que esto obligaría a introducir otro punto de 
Steiner distinto a s y por lo tanto ya habríamos terminado. 

Como caso particular al anterior, notemos que tampoco puede quedar algún 
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-- . 
~~:~ ... ,:~ -

Ti.l -
-- ai 

Figura 5.9 - Si s = t, para completar el cuadrilátero vacío que tiene como tres 
vértices a THl, aHl Y s se requiere un punto de Steiner 1L de color rojo en IRa i+1 • 

- ai 

Figura 5.10 - Si s = t son de color rojo. entonces las aristas aiTi+! Y Ti+!aH! son 
aristas de un mismo cuadrilátero. 

punto del par T¡,j debido a que los vértices que ven todo el interior del 
cuadrilátero son T¡+! y S que son rojos y para cuadriláterizar el interior 
requeriríamos otro punto de Steiner distinto a s. 

Después de lo anterior, la única opción que nos queda es que aH!,l quede 
al interior del cuadrilátero. (Ver figura (5.11» 

Ahora, localmente, la arista aHlS junto con el par de puntos Ti,j son una 
configuración parecida a la original. La arista aHlS debe encontrarse en 
otro cuadrilátero vacío distinto al que tiene vértices a¡, THb aH!. l Y s. Este 
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Figura 5.11 - Para introducir puntos de Steiner en la menor cantidad posible, ai+l ,l 

debe quedar al interior del cuadrilátero con vértices a i, Ti +1 , a¡+1 Y s . 

cuadrilátero, introducirá puntos de Steiner de uno u otro color dependiendo 
como se encuentre y de nuevo, localmente, quedará una arista e y el par 
de puntos Ti ,; ' Este proceso terminará en el momento en el que la arista e 
junto con algún punto del par Ti ,; se encuentren en el mismo cuadrilátero, 
por lo tanto, tenemos los siguientes casos: 

• Si e y el punto Ti ,2 son arista y vértice respectivamente del mismo 
cuadrilatero. 

Notemos que Ti, l queda al interior. El cuarto vértice es azul y si el 
cuadrilátero es no convexo, se requerirá de un punto de Steiner u azul 
para cuadrilaterizar a Ti, l al interior, ver figura (5.12). 

Figura 5.12 - Si el vértice que complete el cuadrilátero donde tres vértices son ai. s 
y Ti,2 se encuentra fuera de lRT ¡, entonces dicho cuadrilátero es no convexo y por lo 
tanto, se necesita de un punto de Steiner u que cuadrilaterice a T¡,l al interior del 
mismo. 

Si el cuadrilátero es convexo, entonces el cuarto vértice u de Steiner 
se encuentra en IRT ¡ Y entre este y a i cuadrilaterizan a Ti ,l , ver figura 
(5.13). 
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Figura 5.13 - Si el vértice u que complete el cuadrilátero donde tres vértices son 
ai, s Y 1'i,2 se encuentra en lRTi , entonces es un punto de Steiner y hace al cuadrilátero 
convexo, con lo cual, entre u y ai se cuadrilateriza a 1'i,1 al interior del mismo . 

• Si e y el punto 1'i,1 son arista y vértice respectivamente del mismo 
cuadrilátero. 

En este caso, por argumentos similares a los del inciso anterior, si el 
cuadrilátero contiene a 1';,2 se necesitará un punto de Steiner u para 
cuadriláterizarlo al interior y si esta vacío el cuarto vértice u de nuevo 
se encuentra en lRTi y es de Steiner. 

Debido a que en todos los casos anteriores s =f. u, tenemos al menos dos 
puntos de Steiner distintos para dos aristas adyacentes en Conv(V). 

Como una última observación, notemos que consideramos regiones que se 
intersectan en sentido contrario a las manecillas del reloj (es decir, a la 
izquierda), pero para cada región, existen dos regiones que la intersectan, 
una a la izquierda y otra a la derecha . Por argumentos similares a los ante
riores es fácil verificar que en la región de la derecha se necesita introducir 
un punto de Steiner distinto a s y a u, por lo tanto, de este caso ya no nos 
ocuparemos. 

Por lo tanto, necesitamos al menos 2k = W = ~"; puntos de Steiner para 
cuadrilaterizar la configuración de la figura (5.5). 

• 
Con la cota inferior demostrada, continuaremos con la demostración de la 

cota superior, pero antes, necesitamos el siguiente resultado. 

Teorema 5.2 (Chvátal [13]). l~J lámparas en posiciones fijas son siempre 
suficientes y ocasionalmente necesarias para iluminar una galería de arte de forma 
poligonal con n vértices. 

58 



5.2. CONSTRUYENDO CUADRILÁTEROS 

Demostración. Consideremos un polígono simple y arbitrario P con n vértices. 
Obtengamos una triangulación T de P añadiendo n - 3 diagonales internas. (Ver 
figura (5.14) a la izquierda) 

Figura 5.14 - Figuras para la demostración del teorema de la galería de arte de 
Chvátal. 

Es fácil ver que podemos colorear los vértices de P usando tres colores 
{l, 2, 3} de tal manera que cualesquiera dos vértices adyacentes por una arista 
de P o de T reciban colores diferentes. Esta coloración particiona el conjunto 
de vértices de P en tres clases cromáticas Ch C2 , C3 . Dado que los vértices de 
cada triángulo de T reciben colores distintos, cada clase cromática ilumina P. 
Coloquemos una lámpara en cada vértice de la clase cromática más pequeña y 
el resultado se sigue. 

Para ver que liJ lámparas son ocasionalmente necesarias, consideremos el 
polígono con n = 3m vértices presentado en la figura (5.14) a la derecha. Es 
fácil ver que para iluminar este polígono necesitamos al menos m vértices. • 

Diremos que un polígono P es estrellado, si existe un punto p al interior del 
mismo, tal que todos los puntos en la frontera son visibles desde p. 

Lema 5.3. Sea V una colección de puntos en posición general donde ¡VI = n. 

Entonces V puede ser particionado en l (n~l) J + 1 polígonos estrellados, para 
n = 3k la cota es justa. 

Demostración. Sea 'V E Conv(V) y por una rotación adecuada del plano, pode
mos suponer que v se encuentra en la parte inferior de Conv(V). Consideremos 
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5.2. CONSTRUYENDO CUADRILÁTEROS 

los dos puntos x , y E V adyacentes a v en Conv(V). Podemos construir un 
primer polígono estrellado PI de la siguiente manera. 

Si unimos a todos los puntos al interior de Conv(V) con segmentos de recta a 
v y consideramos también a x e y , todos los puntos adyacentes a v se encuentran 
ordenados de x a y dada la pendiente de los segmentos de recta que los conectan 
con v, digamos que aparecen de izquierda a derecha como x, Vl, . .. ,Vk, y, k ~ lo 
Dado este orden, PI tiene como vértices en sentido de las manecillas del reloj a 
v, x , VI, .. . ,Vk , Y y donde todos estos vértices son visibles desde un punto muy 
cercano a V. (Ver figura (5 .15)) 

v ~~-------------------------------------ó 

Figura 5.15 - El primer polígono estrellado se forma uniendo v con todos los puntos 
al interior de Conv(V) . 

Si consideramos a Pl , existe otro polígono P2 no necesariamente estrellado 
cuyo conjunto de vértices son los vértices de Canv(V) \ {p} U {x, VI , .. . , Vk, y} . 
Desde luego, P2 no contiene ningún vértice al interior y el caso que nos interesa 
claramente es aquel en el que este es no estrellado. 

Con el teorema (5.2) y dado que P2 tiene (n - 1) vértices, este puede ser 

iluminado con a lo más l (n;l) J lámparas colocadas en vértices de P2• Todos 

estos vértices forman la clase cromática más pequeña de una tres coloración 
de una triangulación de P2 , ver figura (5 .16). Por lo tanto, si consideramos a 
cada uno de estos vértices junto con todos los vértices a los que son adyacentes 
en dicha t riangulación, ver figura (5 .17), cada uno de estos induce un polígono 

estrellado que junto con P l se tiene un total de l (n;1) J + 1 polígonos estrellados. 
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Figura 5.16 - Triangulación y coloración de P2 con colores {l , 2, 3}. 

P4 

P3 

'~ Ps 

PI 3Y 
v~~--------------------------------------O 

Figura 5.17 - En este ejemplo, la clase cromática más pequeña es la del color 2. 
Entonces, para cada uno de los vértices de color 2, un polígono estrellado es construído 
con los vértices que son adyacentes a él en la triangulación. 

Para demostrar que la cota es justa, consideremos la siguiente configuración. 
Supongamos que tenemos un polígono convexo P con un número par de lados y 
etiquetados en sentido de las manecillas del reloj por lb l2, ... , l2k. Coloquemos 
un vértice muy cercano al punto medio de una arista al interior de P y repitamos 
este proceso una arista sí y una arista no. Esto genera un conjunto de puntos V 
de cardinalidad 3k (Ver figura (5.18)) 

Para cada lado en el cual se introdujo un vértice al interior de p, consideremos 
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• 

Figura 5.18 - Los vértices de P junto con los puntos al interior cerca del punto medio 
de las aristas generan un conjunto de puntos de cardinalidad 3k. En este ejemplo k = 4. 

a dicho vértice junto con los vértices del lado correspondiente y definamos un 
triángulo (ver figura (5.19». Existen k triángulos de los anteriores y es claro que 
cualquier polígono estrellado que contenga a uno no puede contener ningún otro 
mostrando así que en la configuración mostrada, la cota es justa. 

L8 

Figura 5.19 - Los k triángulos sombreados deben encontrarse necesariamente en 
polígonos estrellados distintos. En este ejemplo al igual que el anterior, k = 4. 

• 
Por último, necesitaremos de la siguiente observación: 
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Observación 5.1. En cualquier cuadrilátero bicromático, dos puntos del mismo 
color pueden ser colocados de tal manera que un punto de Steiner sea necesario 
para poder cuadrilaterizar. (Ver figuras (5.20) y (5.21)) 

• 

I 

/ 

Figura 5.20 - En ambos casos, necesitamos un punto de Steiner para poder cuadri
laterizar. 

Figura 5.21- Cuadrilaterización de la figura (5.20) con un punto de Steiner (mostra
do en gris) en cada caso. 

Con los resultados anteriores, ya podemos continuar con la demostración. 

Demostracion (Cota superior). Supongamos que V se encuentra encerrado en 
un cuadrilátero en el cual los vértices alternan entre rojo y azul. La suposición 
anterior no es tan arbitraria debido a que si Conv(V) no fuera un cuadrilátero, 
podríamos utilizar cuatro puntos de Steiner para asegurarlo lo cual nos incremen
taría el total de puntos de Steiner en una constante muy pequeña. 

De momento solo consideremos una clase cromática, sin perdida de genera-

lidad sea R , por el lema (5.3), R puede ser particionado en k = l (n~l) J + 1 

polígonos estrellados. Colocaremos un punto de Steiner a¡ de color azul al interior 
del polígono estrellado Pi, 1 ::; i ::; k, de tal manera que desde este punto se 
vean todos los puntos en la frontera de Pi. Dado que consideramos unicamente 
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una clase cromática, podemos conectar cada punto del polígono P i a ai, ver 
figura (5.22). 

v ~=--------------------------------------O 

Figura 5.22 - Un punto de color azul puede ser introducido a cada polígono estrellado 
de tal manera que desde este punto, los polígonos sigan siendo estrellados. 

La cuadrilaterización de toda la clase cromática de R se completa borrando 
las aristas en Pi cuyos extremos sean elementos de R y conectando los dos 
puntos de A restantes de Conv(V) a los elementos de Conv(R) sin introducir 
algún cruce. (Ver figura (5.23)) 

Aún restan los puntos de A al interior de Conv(V) , pero notemos que en los 
cuadriláteros que hemos construído hasta el momento, los vértices que ven todo 
el interior son elementos de R, por la observacion (5.1) el peor caso es entonces 
cuando existen dos puntos exactamente al interior de los cuadriláteros, lo cual 
para completar la cuadrilaterización sobre V nos obliga a utilizar l ~ J puntos de 

Steiner, lo que nos deja un total de l(n~¡ ) J + l~J + 5 = rs¡,;, + ~ l :::::: r ~';'l 
puntos de Steiner considerando los primeros cuatro puntos de Steiner que sirven 
para encerrar a V en un cuadrilátero, por lo tanto, el resultado es válido. Ver 
figura (5.24) para la cuadrilaterización final. 

• 
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v~--------------------------------------~~ 

Figura 5.23 - Compietando la cuadrilaterización de la clase cromática de R entre 
los elementos de Conv(R) y los dos puntos azules restantes de Conv(V) . 

Figura 5.24 - Cuadrilaterización final que se obtiene de la partición en polígonos 
estrellados. Los puntos de Steiner son mostrados en gris. 
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Conclusiones 

A lo largo de este trabajo hemos reunido algunos de los resultados más im
portantes sobre gráficas geométricas en conjuntos de puntos coloreados. Este 
trabajo fue impulsado por el gran interés que se ha sucitado ultima mente entre 
los investigadores al respecto del tema y porque cada vez son más las aplicaciones 
que se les encuentra a este tipo particular de gráficas. 

Los resultados fueron presentados en los capítulos del uno al cuatro, comen
zando con gráficas geométricas disconexas como lo son los emparejamientos y 
continuando con las gráficas geométricas uno conexas como los árboles y las 
trayectorias y dos conexas como lo son los ciclos. 

Nuestra aportación al área viene en el capítulo cinco donde tratamos con otro 
tipo de gráficas dos conexas como lo son las cuadrilaterizaciones, las cuales ulti
mamente se han comenzado a estudiar y a las cuales también se les ha encontrado 
aplicaciones no solo en el área de geometría computacional. 

Como ya dijimos, recientemente Carmen Cortés et al. en [8] definieron condi
ciones necesarias para la existencia de cuadrilaterizaciones bicromáticas. Nosotros 
nos concentramos en el problema de diseñar un algoritmo que pudiera cuadrila
terizar bicromáticamente cualquier conjunto de puntos bicoloreado con la ayu
da de puntos de Steiner, donde claramente, lo que se desea es introducir la 
menor cantidad de estos para así mantener en lo mayor posible al conjunto 
original. Nuestro algoritmo resuelve la tarea anterior introduciendo aproximada
mente r5¡';1 puntos de Steiner donde m = 2n puntos y con una complejidad de 
O(nlgn); también mostramos un ejemplo para el cuál ir; puntos de Steiner son 
necesarios lo cuál sienta una cota tanto superior como inferior para dicho proble
ma. Cabe señalar que la configuración mostrada para la cota inferior no fue la 
primera que estudiamos. En un principio estudiamos la siguiente configuración: 
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5.3. Primera construcción de la cota inferior 

Supongamos que tenemos una malla de m x m vértices. Siempre podemos 
perturbar la misma a modo de seguir trabajando con posición general pero por 
simplicidad, trabajaremos con una malla de coordenadas enteras. 

Coloquemos m2 - 2 puntos azules (A) sobre los vértices de la malla salvo por 
dos vértices opuestos en las esquinas de la malla . Coloquemos algunos puntos de 
n al interior del cuadrilátero en alguna esquina de la malla y los restantes en el 
cuadrilátero opuesto. (Ver figura (5.25)) 

o o o o o o o o • 
R 

o o o o o o o o o 

o o o o o o o o o 

o o o o o o o o o 

o o o o o o o o o 

o o o o o o o o o 

o o o o o o o o o 

o o o o o o c o o 
R 

• o o o o o o o o 

Figura 5.25 -

Ahora, si quisieramos cuadrilaterizar la configuración mostrada en la figura 
(5.25), para los puntos de A nos hace falta al menos un punto de Steiner por 
renglón o por columna lo cuál nos determina automáticamente M puntos de 
Steiner. Ver figura (5.26). 

Desde luego que una vez cuadrilaterizados los puntos de A. aún restan los 
puntos de n, pero dado que estamos interesados en determinar cotas inferiores, 
estos últimos ya no son de nuestro intereso 

Creemos que para poder cuadrilaterizar bicromáticamente la configuración 
anterior, n( vín) puntos de Steiner son necesarios. 
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o o o o o o o o o 

• 
o o o o o o o o o 

• 
o o o o o o o o o 

• 
o o o o o o o o o 

n • 
• o o o o o o o o 

• 

Figura 5.26 - Cuadrilaterización de la malla mostrada parcialmente. 

5.4. Trabajo a futuro 

Queda aún la pregunta más importante, ¿Que tanto más podemos ajustar 
las cotas tanto inferior como superior? Creemos que se puede mejorar aún la 
cota superior aunque esto ya no suena una tarea fácil después de mostrar que ese 
problema puede ser reducido a la partición en polígonos estrellados y para el cual 
se mostro que la cota era justa . Pero la cotas ya se encuentran relativamente cerca 
(separadas por f2) y de momento nos ha dejado satisfechos aunque seguiremos 
trabajando esperando que en poco tiempo podamos acercarlas un poco más. 

También algo que suena plausible es que determinar el menor número de 
puntos de Steiner que cada configuración necesita es NP-completo, por lo tanto 
concluímos este capítulo y también este trabajo con las siguientes conjeturas: 

Conjetura 1. En el ejemplo de la figura (5.25), n( fo) puntos de Steiner son 
necesarios para poder cuadrilaterizar bicromáticamente. 

Conjetura 2. Sea V = RuA un conjunto de puntos en posición general, tal que 
IRI = IAI y IVI = 2n = m ~ O. Entonces W- puntos de Steiner son suficientes y 
necesarios para poder cuadrilaterizar bicromáticamente. 

Conjetura 3. Sea V = R U A un conjunto de puntos en posición general, tal 
que R ~ A Y IVI = n ~ O. Determinar el mínimo número de puntos de Steiner 
que son necesarios para poder cuadrilaterizar bicromátícamente es NP-completo. 
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