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Capítulo 1 

Introducción 

En matemáticas resulta frecuente que para resolver 1\11 prol>1<'III11 divi­
damos a este en subproblemas, que por lo regular son más lúciks dt' resolver, 
y que en conjunto nos llevan a la solución del problema ori!4itH\.1. Eu d ¡írea 
de Algoritmos él. esta práctica se le llama "divide y vell(:(~r;ÍH" . 

Esos mismos problemas a veces requieren que tmhajelllOs ell dOllliuios geo­
métricos. y elltollces también llec:esitamos partir dic;hos dominios ('11 pequeü11s 
piellas. Estas piezas pueden ser de todo tipo: puntos, plauos. t.riáugulos. líucas, 
etc. 

Un ejemplo de lo anterior es el proceso de t.riauguladúu, (jllt! cOllsist.e ell 
dividir conjuntos de pUlltOS en triángulos. Este proceso es de gra.u impor!.Clllcia. 
ell á.reas como el modelado de objetos en dos y tres dimellsiOlH'S. sistema.'; dI' 
illforma<:Íón geográfica, métodos de elemellto fillit.o , iut.erpolacióll de dat.os 
dispersos. estadístiea, reconocimieuto de patrom .. 'S , etc.. .Y por ('sto h11 sido 
lllUy estudiado. 

Un problema muy parecido al de las triangulaciolles (~S el de las t'lladri­
laterillaciones (o cuadrallgulaciones), que consisten en dividir (,Ollj Illlt.OS dp 
puntos en cuadriláteros. A diferencia de las triangnla.ciom .. 'S, (~st(~ prohlema 
110 ha sido estudiado tan ampliamellte; y fue hasta ha.ce poco (jlle la illvesti­
gac:ión se ha incrementado. Este incremento se debiú a. estudios n~cieut('s eu 
los métodos de elemento finito ([3J Y [2]) Y en la iuterpolacióll dp dat.os disper­
sos ([13], [5J Y [14]), mismos <¡ne muestran que en a1gnnos casos es Jlrd(~rible 
trabajar con cuadriláteros que con triángulos. 

Como no todo conjunto de puntos es cnadrilateriza.ble. lllnchas V(~(:(~'i es 
lleee::;ario agregar algullos puntos extra a nuestro c:oujnllto origillal. Estos 
pnlltos extra ::;on llamados pnntos Steiuer o de Steiller. 



Introducción 2 

El presente trabajo está eufocado a la cuadrilal".t'riznciúll d(' C()llj 1I1ltos 
de plUlt.OS eu d plauo uS<1udo poco:; puut.o:; St.t~j¡I('I': lllUy (~ll pmticlIlal' n 
las cuadrilaterizacioues couvexCl .. 'i , e:; decir, cuando todos los clIadl'ilrítcro:; 
ohtclÚdo:; :;on couvexos. 

Brcmncr, Hurtado, RamCl.'iwalni, y Sacristcí.ll [1 ] crearon IIIl algorit.Jllo <l1I!' 
cuadrilateriza convexamente 'f/, ¡mntos usando el lo nHís :3l'/l./2 J ¡llIut,os Stl'iuer. 
Esta fue la principal motivación para este trabajo. pl\('S ¡¡<luí dan'mos 1m 
algoritmo míls sencillo que hace la misma tarea usnudo /1 + 1 ¡llIl1t.OS St<>iIwr 
(eu el peor cmiO) , y <:ou la misma complejidad (O(n log 11 )). :"J UI'S t, ro algoritmo 
se pucdc mcjorar, y en este trabajo tambiéu damos una uwjOl'i\ ('U la <¡I\(, S(' 
usau (4/S)n + (8/S) puutos Steilwr (cu el peor caso). 

De esta forma, eu el capítulo 2 abundaremos l'n los pst.udios de las cuadri­
latcriza<:ioncs a través de la. historia: en el capítulo :3 I'xi>li(:an ~lllos IlIII'St.ros 
algoritmos, y eu el capítulo <1 expondremos la.'i coudusiolH~S oht.('uidas ('U ('st.a 
invcstigac:iúu. También se iucluyen dos apéudic:cs par;¡ (,olllplcllH'utar 1'1 t·cx­
to: el Apéndice A contiene una modificación (Id algoritmo (1<0 11 + 1 ¡mut,os 
St.ciner. que busca elimiuar los ¡mutos Steiuer ext,!'riOlTS: .r hl1aluH'lIt.('. I'U 1'1 
Apéudicc B se muestra la solucióu de todo:; los c:asos <¡I\(' S(' deSpn'!Hh'u dd 
algoritmo de (4/5)n + (8/5) ¡Hlnto:; Steiner. 

Sólo falta mencioua!' que a lo largo de esta ohm s( ~ uS¡lníu ('(Jll( '('ptos 
básicos de Geometría ComputaciouaL Awílisi:; de Al)!,mit.mos y T('orín d(' 1m; 
Gnilic:as. Algunos de c:;to:; coucepto:; no seráu expllcst,os aqllí para HO (~xt('ll­

der denHl.,üado la obra.. Se recomienda qlle ante C'lHdqllim dud¡¡ S(' ('ollsulte 
bihliografía especializada, COlllO [8] para G~)ollldría COl1lpllt,aciollal. [7] para 
Alllilisis de Algoritmos, y [9] para Teoría de las Gn"tfims. 



Capítulo 2 

Historia de las 
cuadrilaterizaciones 

En cste capítulo veremos alguna:; definicionc.'i I¡¡ísic:as qlW SP o("lIpHní.l\ a 
lo largo <le cste trabajo. Entre ellas clefinirelllo.'i fommlllwntp las ("uadrilat.e­
rizaciones y las cuadrilaterizacione.'i convexa.". 

También ~e hará un breve recuento de lo~ w.'iultaclo.'i obtenidos por ot.ras 
personClH que han trabajado en C.'ite problellla. 

2.1. Preliminares 

Trabajarelllos COil conjuntos de puntos en el plano. Estm; cou.iunt.o.'i ddlPll 
~er finito.'i y SIlS puntos deben tener asociadas coonlena.das cart,esiallilS. 

Dados dos puntos en el plano (l y b, denotarelllo.'i COIl l(l1. , b) a la IÍlH'a <[U!' 

pasa por a y b, Y con ab al ~eglllento de recta (jue l\lW a 11. y b (vn hgmH 2. L). 

1/. 

~,"'l((l,b) I~ 

Figura 2.1: Línea y seglllento de (J, y /¡. 

Definición 2.1 Decirnos que un cOlljunto de J!'nntos e8ta (:'1/. posición ge­
neral si no contiene tr'es puntos colincales. 
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Definición 2.2 Un polígono P es 'Una secuenóa onle1uulIL dc lmnto8 
p¡, ... ,p", n ~ 3, llamados vé'l'tices de P, junto con 108 8eqmcntos de [[",ea 
P¡Pi+I, 'i = 1, .. . , n - 1 Y Pn]JI , llamados alistas de P. DI:cÚT/.OS (rU~ P es 
simple si no se intersectan cualesquiera dos aristas no consccut'i'llas (ver­
fig1L7'a 2.2). 

Un polígono simple divide el plano en dos regiones, 11n1l uo a('otada llama­
da exterior y otra acotada llamada interior. En gencral, el t.Í'nuiuo polígono 
simple dcnota al polígono jllnto con Sil interior. 

Definición 2.3 Un polígono simple P es convexo s'i ¡JlLm G'/LlLlcslj'ltiC7'IL dos 
puntos a, b en el interior de P. también ab esta totalmcnte contenido en el 
inter'i01' de P (ver figu7'IL 2.2). 

Figura 2.2: Un polígono simple y un polígono cOllvexo. 

Definición 2.4 Dados un polígono P y un conjunto de m pol'(l)onos disflLntos 
PI, . . . ,Pr" contenidos en el interior de P , llama1/l.0s polígono con hoyos 
al conjunto P - {PI U ... U PIII } (ve1' figum, 2 . .'l). 

Sea S un conjunto finito de puntos en el plano y en poskiúll gpueral. 

Definición 2.5 La envolvente convexa de S, COllV( S) , es el pol'íyono con­
vexo P de menor área, tal que todo punto de S es vértice ¡JI! P o está en su 
inter'ior (ver figum 2.4). 

Definición 2.6 Una cuadrilaterización de S cs una plJ,1üción riel interior' 
de conv(S) en cuadriláter'os, éstos son obtenidos inse1'tando 8(~.lJ1/I.entos de 
recta entre puntos de S, de manem que los segm.entos 8I5lo se e1'lLZan en sus 
puntos finales y todos los c1UulriláteTOs están vacíos (ver' fiqu1'I1, 2.5). 
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Figura 2.3: Un polígono con hoyos. Las áreas grÍties no pertem'c(!1l al polígOllO . 

• • • • 
• • • 

• • 
• • • 

Figura 2.4: Un conjunto de puntos S y su envolvente convexa. 

Figura 2.5: Cuadrilaterizneión del conjunto S de la figura 2.4. 
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Definición 2.7 Una cuadrilaterización convexa d(~ S es 'Il1UL t:'/uulrilll­
terización de S donde todos lO$ c'//.lldriláteTOs son (;onv(;:J:Os (/1/:1' jÚJ'//.1'/L 2. ú). 

Figura 2.6: Cuadrilat.erizadón convexa Jc! conjunto S dI' la tigml\ 2.-1. 

Sin embargo, no t,odo~ lo~ (:OlljUllto~ de pUllt()~ Clceptall IIlICl clladrilat.l'l'iza­
ción, no importando ~i e~ convexa o no (ver figura 2.7). ¡¡~í Cl'I<' lllIlCh¡¡¡.; veces 
es necesario agregar a S punto~ extra para cuadrilaterizmlo. Estos plintos 
extra son llamados Steiner o de Steiner. A lo largo d(~ este trabajo, los 
puntos Steiner se verán en la .. o; figuras como puntos blancos. 

& importante notar que, cuando agregamos l>Ullto~ Steiller. el colljllnto 
de puntos en la cuadrilaterizar.ión final puede no estar ell posición general , 
aún ~í vamo~ el. cOIl~iderarla COIllO una cuadrilaterizHcilÍ1l v1Ílú In . 

• • 

• 
• 

• 

Figura 2.7: Conjunto de puntos no cuadrilaterizable y cuadrilatcrizadón agregando 
un Steincr. 
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2.2. Cuadrilaterizaciones 

Veamos ahora un poco de la invctitigación que :;c ha. hecho acerca de las 
cuadrilaterizaciones. 

En los problemas de iluminación y de guardias en 111m galería e:; domle 
encontramos IOti primeros trabajoti con cuadrilaterizacionc:;. pero (~n ello:; no :;e 
trabaja directamente con puntoti en el plano, tiino con polí)!;OllO:;. Por ejemplo 
Lubiw [15] mostró que el problema de decidir :;i UlI polígOllO con hoyos admite 
una cuadrilaterizac:ión eti NP-completo. 

Por ti11 parte, Conn y O'Rourke [6] motitraron que, dado P IIll polígono 
simple con n vértices, podemos encontrar la cuadrilaterización de P cn la 
que la suma de las longitudes de loti segmentos que la forman cs mínima en 
O(n3 10gn), ocupando O(n:l ) de ctipacio. 

Ya olvidándonoti de los polígono:;. RalllClswami. Ralllos y Toussain!. [lG] 
fueron loti primeros en dar una caractcrización de los conjunt.os de puutos que 
admiten una cuadrilaterización. Atií. un conjunto S de n ¡HIlitos acepta. una 
cuadrilaterizac:ión si, y sólo tii , hay una triangulación de S en clIya gnífic(t 
dual existe un emparejamiellto perfecto. Por tiUpuc:;to e:;ta. cmact.criz<\ción 
no es útil para construir algoritmos, porque telldrícullo:; que revümr tollas las 
triangulaciones del conjunto S . 

Una caracterización más útil fue dada por Bosl' y Touti:;aint [4] en 1(.)%. 

Ellos mostraron que S admite una cuadrilaterización tii, y sólo :;i , S ticnc 
un número par de puntos extremos (vértice:; de conv (S) ). Tmllbién pre­
sentaron un algoritmo que cuadrilateriza S en O (n log 'TI.) , y si S no admite 
una cuadrilaterizac:ión entonces lo cuadrilateriza agrcgando tan :;ólo IIJl pun­
to Steiner. Este algoritmo fue llamado de Inserción SecucnciaL y conSÜ:ite en 
calcular conv( S) (en tiempo O( n log n)) , partir conv( S) en cuadriláteros (en 
tiempo O( n)), y finalmente intiertar cada punto interior en el cuadrilátero que 
lo contiene (O(nlogn) usando barrido de línea) , ver figura 2.8. 

El problema es que este algoritmo obtiene muchoti cuadriláteros "maloti" , o 
tiea muy "flacos" o no convexoti. De aquÍ que, en etic mismo artículo, presenten 
otro método que obtiene mlll; cuadrilátero:,; convexoti y ·'gordo:;" . tmnbión en 
O(nlogn). Aquí se usa la llamada espiral convexa de S, de la cual se puede 
obtener una triangulación Hamiltoniana. Entonceti. :;iguicwlo el camino de la 
triangulación, formamos lo:,; cuadriláteros tomando t.riángulo:; (h~ dos en doti. 
Esto lo hacemos del "centro" de la e:,;piral hacia afuera., para 'lile el triánglllo 
sobrante (si eti que existe) quede pegado a conv(S) , a.'iÍ, :;i hay un t.ri¡ingulo 
sobrante, agregamo:,; un Steiner a ese triángulo y acabamos (ver figura 2.9). 
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Figura 2.8: Cuadrilat.erización de S usando insen:iúll S('!cllelldal .Y agrl'gculllo llll 

Steiller. 

Figura 2.9: Espiral convexa, t,rianglllm:iún Hamiltolliana .Y cuadrilaterizaciún 

obtenida del mismo conjunto de puntos de la figura 2.8. 
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Esta idea de cambiar triangulaciones el cuculrila1erizilciOlH's suena muy 
tentadora, pues podríamos mmr todo lo que ya sabemos de la¡.; triangulacione¡.; 
en nuestro beneficio. Con esto en mente. Ramos. Ramm;wami y Tow;saint. [16] 
trabajaron en cambiar cualquier triangulación a una (:uadrilaterización. De 
este trabajo n.'Salta el resultado de que un polígono simple con n vértices, 
ya triangulado, puede ser cuadrilaterizado aiiadiemlo a lo má~ ln/3 J puntos 
Steiner. 

2.3. Cuadrilaterizaciones convexas 

De cuadrilaterizacioncs en general hay PoC(\ invest.igación v. romo \'s cI( ~ 

suponerse, de las cuadrilaterizacioues couvexa:; hay aún menos. 
No existe siquiera una caracterización de los conjuntos d\' puntos qlw ad­

miten ulla cuadrilaterización convexa. Lo más Cf'ITUnO (~s 1111 algoritmo <Tcaclo 
por Fevens, Meijer y Rappaport [ll]' en el cual si el conjunto S ('umpl\' mm 
condición, entonces se puede decidir si S acepta o no una ('uaclrilatcrización 
convexa. La condición es que el conjunto S tenga una canticlad constant.e Ii, 
de envolventes convexas anidadas (ver figura 2.10). La ccmtidad de envol­
ventes couvexas anidadas es el número de veces que podemos <¡uit.ar conv(S) 
hasta quedar con un coujunto vacío. Si este número n, es constante con rc."pec­
to a la cantidad de puntos, entonces el algoritmo decide, en tiempo 0(n:1r'+I), 
si ese conjunto es cuadrilaterizable convexamente o no . 

• _______ e 
~ A \ 

/ ".... \ ~ , ... 
,~ , ...... \ 

.......... J ... , 
1'" I , , 

, I 
, I 

, • I . - - - - - .. 
\ 

\ 
\ 

, . 

Figura 2.10: Conjunto de puntos con tres envolventes convexa. __ anidadas. 

Al medir la cantidad de puntos Steiner que se agregan pa.ra cuadriluterizar 
convexamente un conjunto de puntoti hay que tener en Cllenta dos factores: 
la cota inferior y la cota superior. La cota inferior nos dice cwintos plintos 
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Steiner pueden a veccs ser necesarios para cuadrilaterizar eonvexampnte un 
conjunto de TI puntos: la cota. superior nos dice cuántos ¡>11ntoi> SteiIwr sou 
siempre suficientes para cuadrilaterizar convexamcntc cualquier (,(>lljunto de 
TI, puntos. Se busca encontrar la máxima dc 1m; cotas inferiores, la llIÍnillla de 
la.'i cotas superiores e idealmente que amhas fueran i)!;ua.l( ~s. pero hasta ahora 
uo se 1m podido. 

2.3.1. Cota inferior 

Para dar cotas inferiores (~S sllficieute con mostrar l\JHl coufi)!;uraciún (I<~ 

punto.'i y encontrar cuántos puntos Steiner son uecesarim; ¡mm rWI.drilat.Pri­
zmla convexamente. La idca es eu('outrar una configural'Íún que rcqui<~m 111\1-

chos puntos Steillcr. 
Hasta ahora la configuración que ha requerido la llla.yor cantidad d(' pUllt.OS 

Stciner, rn/21 Steiner, es la dad¡t por Brenlller, et a.l. en [IJ. Esta collfi)!;lll'aciólI 
consiste cn poner 'TI. - 2 puutos a. lo largo de una l'()cta horizontal. ap;rep;m uu 
punto arriba de esa línea y otro ahajo (ver figura 2.11). Esta l'olln)!;uraciólI 
ohliga a agregar más o llIellOS un punto Stciner eutre cada dos puut.os ('11 In 
reda, y de ahí obtenelllos el término n/2. El problt~lIla con est.a (,ollnguradún 
cs que nuestro conjunto origina.l no sc Cllcuelltra en posición gelH'ra.!. 

" " 
" " 

.. 
" " 

" " " " " " " , 
" " " " " " " " • 

Figura 2.11: Configuración de 12 puntos que requiere 6 puntos St.einer. 

2.3.2. Cota superior 

Las cotas i>uperiores se obticllCll buscando la llIÍnima cautidad de St(~iner 
i>llficientes para cuadrilaterizar COllvexamente cua.lquier coujuuto el<> pUlltOi>. 
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El algoritmo más fácil para generar lllla cmulrilatcriza('ión convexa. agw­
gemdo Steiner, fue cl:eado por l\Iark de Berg [10]. Estl~ algoritmo prinll~ro hace 
una triangulación de los puntos y luego cnculrilateriza como se ve eu la figura 
2.12. que se explica por sí misma. 

Figura 2.12: Triangulación de S y clIadrilat.erizac:iólI COllVI'Xil IIsillldo dd 1I11;todo 

de de I3erg. 

Everett, Leuhart, Overn¡¡¡,rs, Sheruu'r y Urrlltia [lO]. inspirados por d 
método df~ de Berg. mostraron que \111 polígouo con " v(~rt.icl~s y 11. hoyos p\wlk 
s( ~r descompue,'ito en 8(11 + 2h - 2)/3 cuadriláteros convexos. El prohkll1H I'S 

que. aunque elmétouo de de Berg es IIlU~' sencillo. eluúmero Ih~ punt.os SteilH'r 
wiHdmi es muy grande. 

Por su parte Ralllaswami, Siqueira, Suudaralll , Gallier y Gee [17] , crearon 
UlI algoritmo para cuaurilaterizar COlIH'xcunente polígonos simples, IlHrt,ielHlo 
de u1la triangulación cualquiera. Este algoritmo produce :3t + 2 (:uadrihüeros y 
agrega t + 2 = n puntos Steiner. donde t es cluúmero Ile t.riciugulos iniciah)s. 
Este número de puntos Steiner es lIluy hueno, salvo q\l(' no SI) IJ\lpde usar 
este a.lgoritmo en conjuntos de puut.os en general, P\WS C1HllHlo ('\l(Irilateri­
zamos polígonos simples no tenemos puntos interiol'l)s que tamJ¡i(~n uecesit.au 
pertenecer a la cua.drilateriza<:ÍlÍn. 

BreulIler, Hurtado, Ramaswélmi y Sacristán en [1) dieron la q\l( ~ hasta aho­
ra era. la mejor cota superior conocida. en lo que se refiere a cuadrilat.erizar 
conveXC1mente conjuntos de puutos. Para. ello desarrollaron \\ll algoritmo, al 
cual nos referiremos como el método de los h('~J:(i.llo1/.08, que IHwde c\liulrila­
terizar convexamcnte al coujunto S en O(nlogn) , agregando a lo m¡ís 3ln/2J 
Steiner. 

Lo que hace este método es obtener primero \11m t.riangulación Hamilto­
uiaua de S (en O( n log n)). Luego, ~iguieudo el camino dado por la. trian­
gulación, formamo~ euadrilátermi toma.udo triángulos de dos en dos. Como 
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seguimos el camino de la triangulación, entonces también psa ('\Jaelrilateri­
zación es Hamiltoniana.. Ahora, usando el camino de la clIadrilaterización y 
tomando de dos en dos los cuadrihit.eros, formamos hexágonos y clladriláteros 
con 1Ul punto interior (ver figura 2.13). 

Figura 2.13: La tllliún de dos cuadriláteros es un hexágono () UlI clIadrilát.cro con 
un punto interior. 

Para cuadrilaterizar estos hexágonos y cuadriláteros con lUI ¡>Ilnto interior 
se hace un análisis exhaustivo de CCl!>OS. En este aná.lisis s(~ enCll('ntra <¡ue 
cada hexágono y cuadrilátero con punto interior puede ser C'IlCldrilaterizado 
conveXllmente con a lo más tres Steiner interiores. Con esto. basta identificar 
a que Ci1:>O pertenece cada hexágollo (o clladrihitero) y cuadrilaterizarlo en 
consecuencia. La figura 2.14 muestra cómo trabaja el algorit.mo paso por P¡1:>O. 

Hay que notar, que de acuerdo a la paridad de TI. y cantidad ele punt.os 
extremos, podemos obtener un t.riángulo <¡Ile llO emparejamos en el primer 
paso (del cual no nos podemos deshacer), y tUl cuadrilcikro vacío <¡11(' no 
emparejamos en el segundo paso (que necesita 4 puntos Steincr). 

La. cantidad de 3 Ln/2 J Steiner puede considerarse todavía como grande, 
y si a esto le sumamos la dificult.ad del análisis de CCl!>OS y la posibilidad de 
obtener un triángulo no deseado, entonces este algoritmo no puede dejarnos 
satisfechos. Siguiendo esta idea. nos pusimos a traba.jar hasta. encontrar una 
mejor solución. Este afán se concretó cuando creamos el algoritmo que se 
expone en el siguiente capít.ulo, qlle él nuestro parecer hace la~ cosa~ Illl poco 
mejor. 
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• • • 
• • 

• • • 
• 

• • • 
• • 

Figura 2.14: El conjunto de puntos S y su cwuirilatm·ización convexa mmndo el 
método de los hexágonos. 



Capítulo 3 

Cuadrilaterizaciones convexas y 
puntos Steiner (un enfoque 
diferente) 

En Cl:it.e capítulo presclltarcmm; 1\11 lluevo método ¡mm (,1\adrilateri¿Clr ("on­
vexamente conjuntos de puntos. Este método neccl:iit.a lllenos ¡mntos St.(~iller 
que los algoritmol:i del capítulo anterior, y adenléb. 110 deja tri(mgulos so­
hnmtes como el método de IOl:i hexágonos. 

3.1. Método 

Sea S un cOlljunto de TI, pUlltOl:i en el plallo y en posición ¡¡;ml(~ral. De 
manera intuitiva nuestro método trabaja. así: 

1. Nombramol:i]J a.1 punto de S con menor coordenada. .': (el (I'W est(t más 
a la izquierda). 

2. Ordenamol:i IOl:i puntol:i de S - {p} con respecto el la pendiente de la línea 
que IOl:i une con p, de forma decreciente. 

3. Partimos S en rebanadas de tamaüo k, usalldo a p y el onkn de S - {p} 
como referencia. 

4. Cuadrilaterizamol:i convexa.llIente cada reba.nada ul:iando pocos puntos 
Steiner. 

La figura 3.1 muestra 1\n ejemplo de este proceso. 
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Figura 3.1: Cuadrilaterizitudo couveXHllleute uu conjunto S ron nuest.ro lIlét()(lo, 

La figura 3.1 muestra cómo son las rebanadal:i, pero es IJecesario definirlas 
formalmente. 

Sean e y d do¡; puntos de S - {]J} . con e < ti eu Ilnestro orcleu. 

Definición 3.1 La rebanada de e a d, <J(c, rl), 1:8 el IÍn:a e'fu;(:17'ada ent1'e 
conv(S), l(]J, e) y l(p, d) (ver jigW'IJ, 3.2). 

Definición 3.2 La <J(c, el) es de tamaiío k si contiene k puntos de S (in­
cl-uyendo ]J, e Y d). 

De acuerdo al tamallO de la¡; rebanada¡; poclemo¡; deriva.r muchos algorit­
mos de este método. Aqní pre¡;elltamos do¡; algoritmos diferentes: lUlO que 
agrega n + 1 Steiner y otra que a.grega {4/5)n + (8/5) St.eilwr. 
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Figura 3.2: Rebanada <>( e, d) de talllaüo G. 

3.2. Algoritmo con n + 1 Steiner 

Para esta versión tomaremos rebanada~ de téUnaiio --l. ~' para harerla~ 
usaremos el orden de S - {p} . Así, la última rebanada ('ollti!'IH' t.amhi{'n al 
últ.imo punto. Observa quc si n es impar la última rcballada \'a a t.ener t.HlnaÚo 
3 en vez de 4. 

Con n pUlltus se obtienen l' = l (n - 1) /2 J relmllada~. ron lo cual eje­
cutaremos r pasos para cuadrilaterizar convexament.e S. 

En el paso número i haremos: 

• Si'i = 1. Tomamos la. primera. rebanada <)(a, b) de tamaiio --l, Agregamos 
un punto de Steiner dentro del segmento po.. Si /¡ es v('rtice ele C'onv(S) 
agregamos un punto dentro del segmcnto ¡Jb, y si 110, agregamos el IHIlI­

to en la intersección de conv(S) y l(p, b) (ver figura 3.3). Finalmente 
identificamos el tipo de rebanada y cuadrilaterizClmos en consecuencia. 

• Si ·í o:F 1. Tomamos la siguiente rebanada <)( a, b) de t.amaiio 4. Si b es 
vértice de conv(S) agregamos un punto dentro del segmellto pb. y si no, 
agregalIlos el punto en la intersección de conv( S) y l (p. /¡) (ver figura 
3.4), Finalmente identificamos el tipo de rebanada y cl1adrilaterizHmos 
en consecuencia. 

Si la rebanada del último pa~o es de tamaúo 3, y no 4, de toda:; formas 
hacemos lo que se indica. 

Para identificar COII qué tipo de rebanada estamos trahajalldo, primero 
debemos imaginar que el segmento que une la reballada actual con la anterior 
tiene sus tres puntos negros, aunque alguno de ellos sea de Steiller, y luego 
comparar lo que queda con los casos mostrados en la figura 3.5. 
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Figura. 3.3: El pa.o.;o i. si i. = 1. 

Figura 3.4: El paso i si i. = 3. 
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Figura 3.5: Todos los tipos de rebanada que podemos obtener. 
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Este proceso de imaginar que los puntos que unen mm rebanada con la 
anterior son todos negrm; tiene dos razones de ser: primero para dt'notar 
que cualquier Steiner de ese segmento ya está fijo para esta rebanada y no 
podemos moverlo (así no modificaremos lo hecho en pasos anteriores), la otra 
razón es para ahorrarnos casos, ya que, no importando cuales de estos puntos 
sean Steiner, la rebanada se clladrilateriza igual (ver figura 3.6). 

Fig'ura 3.6: Ambl1s rebanadas mandan al llIisnw ca::;o. 

La idea principal de este Algoritmo es que, después de la. primera rebana­
da, con cada nueva rebanada avanzamos 2 puntos de S y agregamos 2 Stciner 
(de ahí el término de n). 

3.2.1. Cuadrilaterizando convexamente las rebanadas 

A continuación se muestra cómo se cuadrilateriza cada caso descrito en la 
figura 3.5. 

Cuadrilaterizando la rebanada A 

Para cuadrilaterizar convexamente basta con agregar un punto Steiner en 
el centro de la rebanada y unir como indica la figura 3.7. 



3.2. Algoritmo con TI, + 1 Steiner 20 

Figura 3.7: Cuadrilaterización convexa de las rebanada:; t.ipo A. 

Cuadrilaterizando la rebanada B 

Se procede igual que cou las rebanadas de tipo A (ver fi!!;l\l'a 3.8). 

Figura 3.8: Cuadrilaterización convexa de las rebanadas tipo B. 

Cuadrilaterizando la rebanada C 

Llall1ClllO~ o al punto en el interior de la rebanada. Ponclllo~ un punto ca.';i 
alineado con p yo en el ~egmento contenido en conv(S). y cuadrila.terizamos 
como se ve en la figura 3.9. 

Cuadrilaterizando la rebanada D 

E~te caso difiere del e en que el punto interior no elltá en pm;ición convexa 
visto desde p. 

Primero etiquetamoll los puntoll como lle ll1Uelltra en el la.do izquierdo de 
la figura 3.10. 

Ahora cuadrilaterizamoll COIllO lle llluelltra en la parte central de la figura 
3.10, y llamamoll a al punto dentro de pb. El problema Cll <¡l\e no la podemoll 
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Figura 3.9: Cuadrilaterización convexa de la~ rebana.da~ tipo C. 

dejar así porque hay un cuadrilátero no convexo y la relmuada termina en un 
segmento con 4 puntos. 

Para acomodar. bajamos a al segmento que une p y el último punto de 
S - {p} . Nos olvidamos del antiguo p. cambiamos el nomhre de (l. por p 
y recorrcmos e sobre su línea para que quede alineado con la llueva JI y 
b. Finalmentc seguimos recorriendo e hasta que el cuadrilátero pucb quede 
COllvexo (ver figura 3.10). 

,.---"""::::""'6C 

1 

Figura 3.10: Cuadrilaterización convexa de las rebaIHula~ tipo D. 

Hay mucho que aclarar. Primero notemos que los puntos que movemos 
son Steiner y al moverlos no afectamos la forma de S. Cuando hajamos (J. lo 
podemos poner tan cerca de 1) como deseemos, de manera que no afectemos 
ninguna otra rebanada. Cuando movemos e, sí afectamos la forma de la. si­
guiente rebanada. pero muy poco, pues para desalinear la nueva p, b .Y (: ha.ce 
falta un movimiento muy pequeiio. Para fines prácticos la siguiente rehanada 
puede tomar a p, b y e como alineados. 

Hay que recalcar que a partir de la siguiente rebanada hay que tomar 
como referencia a la nueva ]J y no a la vieja. 
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Cuadrilaterizando la rebanada E 

Aquí movemos el punto Steiner del último segmento a lo largo de ese 
segmento, hasta que la rebanada se parezca a las C. Luego clladrilaterizamos 
igual que las C (ver figura 3.11). 

Fignra 3.11: Cuadrilatcrización convexa de las rehanadas tipo E. 

Cuadrilaterizando la rebanada F 

Esta es la rehanada de tamaño 3 que queda al final si la n es impar. Como 
tiene forma de triángulo procedemos como si fuera el método de de Berg (ver 
figura 3.12). 

Figura 3.12: Cuadrilaterización convexa de las reba.mulas tipo F. 

3.2.2. Cota de n + 1 

Con esta versión de nuestro método podemos demostrar lo siguiente: 

Teorema 3.3 Se puede cuadrilaterizar convexamente n p'untos en pOllición 
general agregando por mucho n + 1 puntos Steiner'. La complejidad de este 
pmceso es O(nlogn). 
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Demostmción.- Sea S el conjunto de n puntos. Ahora (:uadrilat.~)riza S con 
el método explicado en esta sección. 

Tenemos dos casos: 

i) S no tiene rehanadas de tipo F (n par) . 

Observando cuidadosamente nuestra partición en rebanada~ vemos que 
en cada rebanada nueva avanzamos 2 puntos de S y agregamos 2 puntos 
Steiner. El lÍnico caso aparte es la primera rehanada en la que además 
tenemos a la primera p, al primer punto a de S - {p} y otro punto 
Steiner en o.p. 

Entonces. a excepción del primer punto y la p original, agregamos 2 
Steiner por cada 2 puntos. o sea n - 2 Steiner, pero la prinwra rebanada 
tiene un punto Steiner extra. entonces en total agregamos 1/, - 2 + 1 = 
'TI - 1 Steiner para cuadrilat.erizar convexaruente lluestro cOlljUlltO. 

ii) S t.iene ulla rebanada de tipo F (11 impar). 

AquÍ podemos pensar que a la c:uadrilaterizac:ión <le lal> dcm<Ís rehalladal> 
le agregamos lo que le falta para convertirse en la clmdrilateri,meión que 
contiene a la rebanada F. La cuadrilaterización de lal> otnl.'{ rebanada~ 
difiere de la cuadrilaterizac:ión con F sólo en Ull punto original .Y t.res 
Steiner. 

Usando i) vemos que el número total de Steiner es: (TI. - 1) - 1 Stei­
ner usados en la~ rebanadas anteriores más 3 que son los Steiner de 
diferencia, o sea n + 1 Steiner. 

Entonces podemos cuadrilaterizar convexamente S usando a lo más n + 1 
Steiner. 

Como calcular conv(S) y ordenar S - {p} son O(nlogn) , partir en re­
banadas es O( n), e ident.ificar la rebanada y cuadrilaterizarla nos lleva tiempo 
constante, entonces el algoritmo completo es O(nlogn). O 

La figura 3.13 muestra una corrida de este algoritmo pa~o a pa~o. 

3.3. Algoritmo con (4/5)n + (8/5) Steiner 

En esta sección daremos otra variante de nuestro método, esta vez gene­
rando un algoritmo que nece8ita (4/5)n + (8/5) St.einer en el peor ca.so. 
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• 

• 
• • p..,:::.------'< 

• 
• 

• 

Figura 3.13: Cuadrilaterizando convexamente un conjuntu S con n = 7 Y 8 = n+ 1 
Steiner. 
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Sea S un conjunto de n puntos en el plano y en posición general. 
Básicamente haremos lo mismo que en el algoritmo anterior. pero ahora 

con rebanadas de tamaño 7. Con este tamaño partiremm; S en 'r = l(n+2)/5J 
rebanadas. La idea es que, después de la primera rebanada, cou cada rebanada 
nueva avanzamos 5 puntos de S y agregamos 4 Steiner (de allí el (4/5)n). En 
esta ocasión, si TI. ll10d 5 =1= 2, la última rebanada no será de tmnaiio 7 sino 3, 
4,5 Ó 6. 

Como aumentamos el tamaiio de las rebauada.s, tambiéu a\1lllPnta la varie­
dad de rebcuJadas que podemos obtener. Esto uos lleva. a se¡mrar las relmuadas 
eu 4 categorías diferentes para poder manejarlas. 

Sea. <>(0., b) una rebanada. obtenida por este algoritmo. 
Tenemos que <>( a, b) es: 

Tipo 1 Si b no es vértice de couv(S) y uingún punto de 5' - {Ji , a, b} eu <>(a, b) 
es vértice de couv( S). 

Tipo II Si b uo el> vértice de conv( S) y algún punto de S - {]J, a, b} eu <>( a, b) 
es vértice de couv{ S). 

Tipo III Si b es vértice de COllV(S') y el tamaño de <>(a, h) es 7. 

Tipo IV Si b es vértice de conv(S') y el tamaiio de <>(a, b) es 3. 4, 5 {¡ G. 

La figura 3.14 mlIel>tra ejemplos de cada tipo de rebanada. 

Figura 3.14: Ejemplos de rebanadas de Tipo 1, II, III Y IV. 
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AlltCl:i de mostrar cómo se cuadrilateriza convexamcnte rada tipo dI' re­
banada, veremmi una herramieuta. que nos facilitará el proceH() de cuadrila­
terizacióll. 

3.3.1. Hexágonos estrellados 

El objetivo de esta sección es dar una demostración de un lema de Brem­
ner, e.t al. [1]' que liga las cuadrilaterizaciones convexas cou los hex¡lp;onos 
estrellados, pero para hacerlo, necesitamos introducir lllwva not.ación y da.r 
algunos resultados importautes acerca de los polígonos. Dados dos ¡>IlutOH 1) 
y q, denotaremos por I(p, q) al scmiplano abierto que queda del lado izquier­
do de la línea orientada desde p a q, y de la misma. forma definimos D(p, r¡) 
como el semiplano abierto que queda del lado derecho. A lo largo <k esta 
sección, enumeraremos los vérticc'S de un polígono en contra <1(' las m¡lllcci­
!las del reloj. Dado un vértice v de un polígono P. dellot.aremos Sil sllcesor 
como v+ y su predecesor como V-o También llamaremos t6.(n/¡c) al interior 
del triállgulo formado por a, b y c:. 

Si P es un polígono simple, entonces definimos lo siguicute: 

Definición 3.4 Si v es vértice de P , llamaremos cuña de /J. cUlm( p), al 
S'igu"Ífmte confunto: I(v-,v ) n D(V+ ,v) n illterior(P). Ver·figu1"(J, 3.15. 

Figura 3.15: Cuña del vértice '/lJ. 

Definición 3.5 Llamar-emos núcleo de P (kernel en 'inglés) , llIícleo(P) , al 
conjunto de puntos en P que pueden ver todo P. 
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Definición 3.6 P es estrellado (stm'shaped en inglés) si núdeo(P) =J 0. 

Dado H = a.bcdef un hexágono, Brenlller,et al. [1] demostraron los si­
guientes resultados: 

Lema 3.7 Si P es un polígono simple, entonces se cumple que: 

interior núdeo(P) = ncuña(V2i) 

Lema 3.8 Si 6((/.ce) e H entonces cuña(a) n cllña(c) n 6(acc) =J 0. 

Lema 3.9 Si 6(n.ce) e H entonces 6(ace) n cuña(a- ) n clIña(a.+) =J 0. 

Por último, debemos exponer el conocido teorema de Helly [20]. [12]. en 
su variante que corresponde a regiones convexas de JR2. 

Teorema 3.10 Sea A 1tnafmniliafinita de al menos.1 C01lfllntos c:onve:ws en 
JR2. Si la inte1'sección de cualesquú~m :1' miemb1'Os de A t-!s no 'liada, entonccs 
la intersección de todos los m:iemb1'Os de A es no vada. 

Con todo lo anterior. hemos reunido los elementos necesarios para de­
mostrar el siguiente lema: 

Lema 3.11 Si H es un hexágono estrellado y 6(ace) e H entonces un punto 
Steiner es sufic'icnte pam C'uadrilate1izar convexamcnte H. 

Demostración.- H el> un polígono simple, entonces del Lema. 3.7 tenemos 
que: interior núcleo(P) = cuña(a) n cuña(c) n cuña(c), y como H es estrellado 
esa. illtersecc:ión es no vacía. Cada par de estas cuüas intersecta 6( acc), como 
consecuencia del Lema 3.8. En este caso tomaremos a las cuñas extendiéndose 
por todo el plano y no restringidas al polígono. Como las cuñas (extendidas) 
y el triángulo 6(ace) son conjuntos convexos, entonces el t.eorema 3.10 puede 
aplicarse. Se sig'lle que los cuatro conjuntos se illtersectan en un conjunto 
no vacío, o sea, 6(ace) n interior llúcleo(H) =J 0. Entonces basta agregar Illl 

punto en esta intersección para cua.drilaterizar convexamente H (ver fignra 
3.16). O 

De aquí en adelante se denot.ará el uso del Lema 3.11 marc<1ndo 6 (lLee) 
con segmentos discontinuol> y poniendo el Steiner en su interior (ver figura 
3.17). 
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Figura 3.16: Hexágono estrellado y la parte de núcleo(H) donde se puede agregar 

el Steiner. 

·· ...... 0 
0,, : 

Figura 3.17: Manera en que ~e denotará la aplicadón del Lema 3.11 en un 
hexágono. 
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3.3.2. Cuadrilaterizando convexamente las rebanadas 

Ahora veremos cómo cuadrilaterizar cada rebanada de acnerdo a sn Tipo 
y forma. Como son muchos casos diferentes sólo se expondrán algunos, si se 
desea ver la solución de todos ellos favor de referirse al Apéndice B en la 
página 51. 

Dentro de cada Tipo hay casos y subcasos que son ignales salvo qlle nno 
es el n~flejo del otro. Muchos de estos casos también tienen la misma solueÍón 
pero reflejada. Para evitar redundancia, en las tablas de casos se dirá cuáles 
son iguales entre sÍ. 

Tipo 1 

Aquí los casos están dados de acuerdo a la forma (le la poligonal que 
forman los puntos dentro de <J(a, b). con respecto a p. En los ca.'iOS en que la 
poligonal tenga una subcadenl1 convexa aparecen suhcasos, de acuerdo a cuál 
elemento de esta sub cadena está más alejado de p. 

En la figura 3.18 se enumeran todos los casos posibles de la.'i rebanadas 
Tipo 1, también se muestra cuáles casos son iguales y cUiíles tienen subca.'ios. 

Caso 3 

Este caso se resuelve como se ve en la figura 3.19. 

Caso 12 

Este caso se resuelve como se ve en la figura 3.20. 

Caso 16 

Este caso se resuelve como se ve en la figura 3.21. 

Tipo 11 

Los casos de las rebanadas de Tipo II dependen de cuántos puntos de 
S - { a, b} son vértices de conv( S) y la posición de los otros puntos de <J( a, b). 
Hay sub casos sólo cuando nos interesa la poligonal interior. 

La figura 3.22 lista todos los casos de las rebanadas Tipo II, también dice 
cuáles casos son iguales y cuáles tienen subcasos. • . 

Caso 1 

Este caso se resuelve como se ve en la figura 3.23. 
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4=3 5a = 2e 5b = 2b 5e = 2a 

Figura 3.18: Todas las posibles rebanadas de Tipo 1, las letras representan sllbcasos 
y las igualdades nos dicen cuáles se resuelven igual. 
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Figura 3.19: Cuadrilaterizando el caso 3 del Tipo 1. 

Figura 3.20: Cuadrilaterizando el caso 12 del Tipo 1. 

Figura 3.21: Cuadrilaterizando el caso 16 del Tipo 1. 
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Figura 3.22: Todas las posibles rebanadas de Tipo n, las letras representan snb­
casos y las igualdades nos dicen cuáles se resuelven igw\J. 
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Figura 3.23: Cuadrilaterizando el caso 1 del Tipo 11. 

Caso 6 

E::lte CMO ::le re::luelve como ::le ve en la figura 3.24. 

Figura 3.24: Cuadrilaterizalldo el caso 6 del Tipo 11. 

CMo9 

Este CMO se resuelve como se ve en la figura 3.25. 

Figura 3.25: Cuadrilaterizando el caso 9 del Tipo 11. 
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Tipo III 

Aquí cualquier <l( a, b) puede :;er tran:;formada a mm rehana.da que tenga 
la forma de a.lguna de Tipo 1 o Tipo Il, :;ólo moviendo el Steiner dentro de 
pb. Para de:;pués cuadrilaterizarla de acuerdo a las reglas del Tipo 1 y II (ver 
figura 3.26). 

Tipo III Tipo II 

Figura 3.26: Ejemplo de UIla rebanada de Tipo 111 que se cOllvierte d \lila d(' Tipo 
11 y se cuadrilateriza así. 

Tipo IV 

En este conjunto están las rebanadas que no BOll de tamallO 7. aquellas 
que aparecen como última rebanada de S cuando n mod 5 i- 2. 

Los casos están dados dependiendo del tanmúo de la rebanada (3. 4, 5 
Ó 6). La figura 3.27 muestra la lista de todos los ca~OB. 

Tamaúo 3 

Este caso es igual al caso F del algoritmo de TI. + 1 Steiner y se resuelve 
igual agregando otros dm; Steiner (ver página 22) . 

Tamaúo 4 

Las rebanadas de tamaúo 4 son las analizadas ell los (,¡!.SOB A, B, e, D 
y E del algoritmo de n + 1 Steiller, así que los resolvemos igual (ver 
página 19 hasta 22). 

Tamaño 5 

Lo:; subcasos dependen de lo:; puntos que :;011 vértice:; de COllV(S). La 
figura 3.28 muestra la manera de re:;olver cada :;ubcaso. 
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Rebanada de Tamaño 3 

Rebanadas de Tamaño 4 

Rebanadas de 

Tamaño 5 

Rebanadas de 

Tamaño 6 

Figura 3.27: Todas las posibles rebanadas de Tipo IV. 
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Figura 3.28: Cua.drilateriza.ndo los subcasos de la. rebana.da. Tipo IV de ta.maiio 5. 



3.3. Algoritmo con (4/5)n + (8/5) Steiner 37 

Tamaúo 6 

Esta rebanada se puede partir por la mitad en sn tercer pnnto. queJando 
2 rebanada:; de tamaúo 4 <¡ne se resuelven como ya sabemos (ver fi¡.!;nn\ 
3.29). 

Figura 3.29: Partiendo una rebanada Tipo IV de tmnmlo G eu dos de tamaüo 4 y 

resolviendo en consecuencia. 

3.3.3. Cota de (4/5)17, + (8/5) 

Con esta versión de nuestro método podemos demostrar lo signicnk: 

Teorema 3.12 Se puede CUad1"i.latel'i.zaT" (;()n'Uexarne7/.t(~ TI, 1mntos ( !7/. posióón 
general agregando por' mucho (4/5)11. + (8/5) puntos StáU(;1·. La (:mn.Jilr~júl(J.d 

de este proceso es 0(71, log 71,) . 

Demostración.- Sea S el conjunto de 71, puntos. Ahora cna.drilateriza. S con 
el método explicado en esta sección. 

Tenemos dos ca:;os: 

i) S no tiene rebanadas de Tipo IV (71, mod 5 = 2). Observando cuidadosa­
mente nuestra partición en rebanadas vemos que en cada reba.nada nue­
va avanzamos 5 puntos de S y agregamos 4 puntos Steiner. El IÍnico caso 
aparte es la primera rebanada en la que además tcnemm; a la primera 
p, al primer punto a de S - {]J} y otro pnnto SteÍlwr en (/p. 

Entonces a excepción del primer punto y la p original agregamos 4 
Steiner por cada 5 puntos, o sea (4/5)(71, - 2) Steiner, pero la primera 
rebanada tiene un punto Steiner extra, entonces en total agregamos 
(4/5)(71, - 2) + 1 = (4/5)n - (3/5) Steiner para cnadrilaterizar COllvexa­
mente nuestro conjunto. 
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ii) S tiene una rehanada de Tipo IV (n lllod 5 #- 2) En c¡;te caso podemo¡; 
pensar que ya cuadrilaterizamos todo el conjunto ¡;in contar la última 
rebanada y a esa cuadrilaterización le agregamos lo puntos qne le faltan 
de la última rebanada. 

Analizando las rebanadas de Tipo IV vemos que la peor relación de 
Steiner por cada original la tiene el caso 1, con 3 Steiner y un original. 
Esta rehanada es la que nos dará el peor caso de nuestro algoritmo. 

Usando el argumento de i) necesitamos (4/5){n - 1) - (3/5) Steiner 
para cuadrilaterizar el conjunto sin la última rebanada. Y agregando el 

esta cuenta los tres Steiner de la última rehanada obt.encmos un tota.l 
de: (4/5)(n - 1) - (3/5) + 3 = (4/5)n + (8/5) puntos. 

Así quc en el peor caso con este algoritmo usamos (4/5)n + (8/5) Steiller. 
Como calcular conv( S) y ordenar S - {p} son O( nlog n), partir en re­

banadas es O(n) , e identificar la rebanada y cnadrilaterizarla nos lleva tiempo 
constante, entonces el algoritmo completo es O( n log n). O 



Capítulo 4 

Conclusiones 

En est.e capítulo daremos las conclusiones a las que llegamos clespup.s de 
este traba.jo de invest.igación. Hablaremos de 1m; alcances .Y dl'fi("i(~ncias de 
lluestro método para cuadrilateri7.ar convexamentt~. Haremos comparaciones 
entre nuestro método y el método ele los hexágono:; [IJ. Y. fillallll('llt(~ . expon­
dremos conjeturas y posibles líneas de investiga.ción a.Cf!l"Ca. de la.,; ('\Iadrila­
terizaciones convexas. 

4.1. Cota superior 

En [IJ Bren1ller, et al. delllo:;traron q\le cualquier conjunto {le punto:; en 
posición general puede ser cuadrilaterizado convexamente agrega.ndo 3 Ln/2 J 
Steiller. Nuestro método da origen a dos algoritmos que bajan esa eota supe­
rior a n + 1 Y (4/5)n + (8/5) Steiner respectivamente. 

El método desarrollado aquí puede seg'uir mejorándose (tomando rehana.­
das más grandes) , pero no es muy conveniente hacerlo pues la cantidad de 
casos por analizar aumenta en potencias de 2 por cada punto extra en la 
rebanada. En términos prácticos y de implementación, los casi 50 c(}.,;os de la 
cota de (4/5)n + (8/5) se pueden todavía considerar maneja.ules. 

4.2. Comparación 

Comparemos pues nuestro método con el mét,oelo de 1m; hexágonos. Am­
bos métodos SOll O(nlogn) , la parte que determina el O(nlogn) es calcular 
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conv(S) y ordenar los punto~ de acuerdo a ~u peudicute. De e~ta m<1uera 
ambos lllétodo~ serían lineale~ ~i tuviéramo~ todo e~o preprocc!'iaelo. 

En términos de sencillez el algoritmo de n + 1 Steiner baja de una méluera 
muy fácil los 3Ln/2J del método de los hexágonos. Un ('aso aparte ('~ el del 
algoritmo de (4/5)n + (8/5) Steiner, que aunque repre!'icnta Il1W!'itra mejor 
cota, implica también una. mayor dificultad por :,;u número de caso!'i. 

Nuestros dos algoritmos trabajan un poco nllí!'i e!'itablc!'i f~n cuanto ai 
número de puntos Steiner agregado~, por ejemplo el algoritmo de n+ 1 Steiner 
agrega n - 1 ó n + 1 Steiner, en cambio el método de lo!'i lwxágouo!'i puede 
agregar desde O hasta 3Ln/2J Steiner según el caso. 

Dos argl.uuentos contra. nuc~tro método :,;on: 

• Que se agTegan muchos Steiner exteriores. o ~ea eu la. envolveute cou­
vexa de nuestras rebauadas y de S . Con ello lo!'i plinto:; de IlIw:;tras 
cuadrilaterizaciones no terminan en po:,;i<:ión geucral. 

• Tenemos muchos cua.driláteros compartiendo el miSlllO vátice (el punto 
p) , lo cual puede ser no de~eable en algunas aplica<:ioue~ ; por ejemplo 
cuando hacemos análisis de datos, como en iuterpolaciones, puede que 
esta propiedad haga que lo~ resultados ~e ca.rguen hacia algún valor que 
dependa de p. 

En cambio, el método de lo~ hexágono~ no pre:,;entn lliuguuo ele est()~ dos 
inconvenientes. 

4.3. A futuro 

Observando la cota inferior de fn/21 Steiner de Brmuuer, et al. [1] y 
nuestro trabajo, conjeturamos lo siguiente: 

Conjetura 4.1 Sea S un conjunto de n puntos en el plano JI en posu;wn 
general, y sea e una constante. (n/2) + c puntos Steine1' son .mfiC'ientes pam 
cuadrilaterizar convexamente S, además (n/2) + c puntos Ste-iner pueden SC1' 

necesarios para cuadrilaterizar convexamente S. 

Para determinar la verdad de esta conjetura. todavía ha.ce falta mucho 
trabajo en el tema. A nuestro parecer, el método desarrollado eu este trabajo 
ha alcanzado su límite, así que para futuro~ trabajo:,; ~e necesita invent.a.r una 
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técnica totalmente diferente. Además aquí queda muy bien lo qlH! alguna vez 
me dijo mi asesor Jorge Urrutia: "Si para resolver 1\11 problema debes recurrir 
a una cantidad inmensa de casos, entonces no estc)s entendiendo realmente el 
problema" . 



Apéndice A 

Steiner interiores y exteriores 

Como se mencionó en las conc!wüones, nuestros algoritmos para cuadri­
laterizar conexamente no conservan la posición general de los puntos. pues 
agregan muchos puntos Steiner exteriores (puntos Steinel' deutro de mistllS 
de conv(S)). 

Aquí mostraremos UIla modificación del algoritmo de 'TI. + 1 ¡>1Intos St.('ilwr 
(en la página 16), que controla la cantidad y posición de los Steilwr ext,eriores. 

A.lo Reacomodando Steiner 

Dado un conjunto S de n puntos procederemos de la misma manera que 
en el algoritmo de n + 1 Steiner, excepto cuando eu la rebanada actua.! se 
termine una arista de conv(S). Cuando lleguemos a una de estas reba.uadas 
contaremos el número de Steiner que lleva hasta el momento esa arista que 
termina. La idea es que cuadrilatericemos la rebanada actual de forma que 
tal arista termine con un número par de pWltos Steiner. 

Si una arista de conv(S) tiene un número par de Imntos Steiner pode­
mos ubicarlos en una franja sin puntos a lado de la arista (en el interior de 
conv(S)). Siempre podemos acomodar esos Steiner de manera que formen IIll 

polígono convexo con los extremos de la arista, y sin que alteremos la cuadri­
laterización de las rebanadas involucradas. Este polígono lluevo (al teuer un 
número par de vértices y ser convexo) es fácil de cuadrilateri~a.r couvexa­
mente sin agregar puntos extra; al no modificar la cuadrilaterizacióu de las 
rebanadas obtendremos una euadrilaterizaeión convexa con el mismo núnwro 
de Steiner, en donde la arista ya no tiene puntos dentro (ver figm<t A.1). 
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# par de Steiner 

Figura A.1 : Arista a. la. que se le quitau los Steiuer que coutimte. 

Como trabajamos con las mismas rebanadas del algoritmo de n+ 1 Stciner 
(páginas 18 - 22) , sólo debemos fijarnos en aquella,> en las 'lile :lUeda terminar 
una arista de conv(S), en este caso sólo en las rebanada.,> de tipo A, B, E y 

F. 
Queremos acabar con un número par de plintos en la arü;ta, por ello si 

acabamos la arista con rebanada de tipo A él B Y llevamos mm cantidad par de 
puntos en ella no hay problema, pues estas rebanada,> no cambian la paridad; 
de la misma manera si llevamos una cantidad impar de puntos y acabamos con 
rebanada tipo E ó F tampoco hay problema, pues estas rebanadas cambian 
la. paridad. 

Los casos complicados son: 

• La arista lleva cantidad impar de puntos y acahamos con rebanada tipo 
A. 

• La arista lleva cantidad impar de puntos y acabamos con rebanada. tipo 
B. 

• La arista lleva cantidad par de puntos y acabamos con rehanada tipo 
E. 

• La arista lleva cantidad par de puntos y acabamos COIl rebanada tipo 
F. 

y los analizaremos a cOIltimmCÍón. 
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A.l.l. Arista impar y rebanada A 

Este caso lo primero que debemos hacer es meter los puntos dl' la a.rist.a 
como lo haríamos si ya fueran un número par, después agrcgamos llll Stciner 
en la otra arista de conv( S) que tiene la rebanada y tinalnwllte cuadrila­
terizamos lo obtenido (ver figura A.2). Aquí lo que hacemos es eliminar los 
Steiner de esa arista y pasar el problema de la paridad a la sigllÍcllte arista. 

# impar 

Figura A.2: Solución cuando tenemos número impar y acaballlos con tipo A. 

A.l.2. Arista impar y rebanada B 

Aquí tenemos que ver si la rebanada tipo B es o no la última de toda la 
c:uadrilaterización. 

Si la rebanada es la última, entonces metemos los puntos de la arista como 
si ya fueran un número par, quitamos el Steiner que t)stá cn la última arista, 
agregamos ese Steiner que quitamos a la cadena convexa de los otros Steiner 
y finalmente clladrilaterizamos lo que queda como se ve en la figura A.3. 
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# impar 

Figura A.3: Solución cuando tenemos número impar, acabamos con tipo B y es la 
última. 
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Cuando la rebanada no e~ la última podemo~ alargarla ha::;ta el :-iiguient(' 
punto de S, borramos el Steincr que e~taba en la última línea de la rehanada , 
agregamos ese Steiner que quitamos a la arista que tenía cantidad impar 
(quedándonos con un nlÍmero par) y clladrilatcrizamo:-i lo dcnuí.., con dO:-i 
Steiner (ver figura A.4). Como mnpliamos la rebanada en 1 y agn~gamos otro 
Steiner entonces no afectamos la. cuenta final de Steincr. 

I 

I 

# impar 

o ---

# par 

---

Figura A.4: Solución cuando tenemos número impar, acabamos con tipo B y no 
e!:i la última. 

A.1.3. Arista par y rebanada E 

AquÍ se generan tres subcasos de acuerdo él la pO:-iieión del IHlnto interior 
de la rebanada <l(a, b) de tipo E y si la rebanada es o no la lÍltima de toda.':i 
las rebanadas de la clla.drilaterización. 
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Si el punto interior de la rebanada está por debajo de la línea formada por 
/) y el punto intermedio de la recta que abre la rebanada, entonces se agrega 
otro punto Steiner en la línea final de la rebanada, cuadrilaterizamos hajando 
el punto nuevo a la última arista de conv(S) y acomodamos los Steiner para 
qlle quede todo convexo (ver figura A.S). 

# par 

# par 

Figura A.5: Solución cuando tenemos número par, acabamos eon tipo E y el punto 
interior por debajo de la línea. 

Si el punto interior de la rebanada está por encima de la línea antes 
mencionada y no es la última de todas las rebanadas, entonces agrandamos 
la rebanada hasta el siguiente punto de S, borramos el Stciner que estaba en 
la línea final de la rebanada y cuadrilaterizamos con dos Steiner, como se ve 
en la figura A.6. Como ampliamos la rebanada en 1 y agregamos otro Steiner 
entonces no afectamos la cuenta final de Steiner. 

El último sub caso es cuando el punto interior está por encima de la línea, 
y la rebanada de tipo E es la última de toda la cuadrilat.erización. Aquí no 
podemos agrandar la rebanada, hay que borrar el Steiner de la última arista y 
cuadrilaterizar con tres puntos (ver la figura A. 7). Como agregamos dos plln­
tos (además del qnc borramos) y no agrandamos la rebanada para compensar, 
el conteo final de pllntos Steiner se incrementa en tillO. 
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# par 

# par 

Figura A.6: Solución cuando tenemos número par, acabamos con tipo E y el plinto 
interior por encima de la línea. 
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# par 

# par 

Figura A.7: Solución cuando tenemos nlullero par, acabamos con tipo E y la 
rebanada es la últi1na. 

A.1.4. Arista par y rebanada F 

Este caso se resuelve borrando el Steiner de la arista final y agregall(lo 
cuatro Steiner para cuadrilaterizar, como se muestra en la figura A.S. Se 
puede observar que añadimos un Steiner más, comparado con el algoritlllo 
original en el que sólo añadíamos tres. 

# par # par 

Figura A.8: Solución cuando tenemos número par y acabamos con tipo F. 
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A.2. Cota de n+2 

En general esta modificación no altera la cota de n+ 1 Steiner del algoritmo 
original, excepto cuando la última dc toda~ las rcbanada~ e~ de tipo E ó F , 
en donde se agrega otro Steiner extra, así q1\e el peor cm;o de e~te algoritmo 
agrega n + 2 Steiner. 

Una observación importante es que con este algoritmo nos podemos des­
hacer de todos los Steiner externos, except.o quizá 1m; ele la primera y últi­
ma arista. De estos otros Steiner también podríamos dpshacernos 1\sando 
un método parecido, aunque hay que recorda.r que hay 1m límite, pues si el 
número de vértices de COIlV(S) es impar es forzoso agrc¡!;ar un Steiller exterior. 

También podríamos intentar una modificación parecida ¡mm el algoritmo 
de (4/5)n + (8/5) puntos Steiner, pero resultaría en 111m mayor mntidad de 
casos. De cualquier manera. el propósito principal (l<~ estl' ap(~ndic(~ es única­
mente mostrar que si f1\era necesario. sí lo podríamos hacer. 



Apéndice B 

Rebanadas del algoritmo de 
(4/5)n + (8/5) Steiner 

Aquí daremos la cuadrilat(~rización convexa de toda¡.; la.'i rd>Cllmdas que !-ie 
usan en el.algoritmo que agrega (4/5)n + (8/5) Steiller. 

Estas rebanadas están divididas de acuerdo a ¡in Tipo. 
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B.l. Tipo 1 

4:3 5a : 2e 5b: 2b 5e: 2a 

Figura B.l: Todas las posibles rehanadas de Tipo 1, las letras representan subcasos 
y las igualdades nos dicen cuáles se resuelven igual. 
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B.2. Tipo II 

Figura B.2: Todas las posibles rebanadas de Tipo n, las letras I'epre:;entml :;lIbcasos 
y las igualdades !lOS dicen cuáles se resuelven igual. 
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ESTA TESIS NO SAU~ 
OE LA BIBLIOTEC,1 
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--

--

--
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B.3. Tipo III 

Aq\lí c\lalq1\im' <J(f1.. h) P1H'(k ser transfor1llada a 1\na r('hanad" <JIU ' 1( ' llgil 

la. forma. de alg1\na d(~ Tipo 1 () Tipo n. sólo 1I\00'i<'IHlo ('1 St<>iIH'1" d"1l11"1I de 
7)b, Para desp\I('s c1\adrilnt,erizmla de ,l(' lIl'rdo a las l'l'glas (kl Tip() I \' 11 ( \'('1' 

figura 13.3). 

Tipo III Tipo II 

Figura B.3: E.ielllplo dt' mm \'('\mllllCla de Tipo III que S(' COllvicrtp ('\ UIli! di ' Tipo 

II y ~e ruadrilatcriza asÍ. 

BA. Tipo IV 

EII este conj\lnto est.án las rebanadas <11\<' no SOII de ta llHlúO 7, ,lI!1I< 'lbs 
q1\C apan~cell como última rebanada de S c1\ando /1 1I1od 5 i= 2. 

Los casos c,'it,<Í.n dados depelldiendo del t.amaúo d(' la n'hilll,lI"l (:l . I.:¡ 11 

G). La figura 13.4 IllUestn.l la lista de t.odos los ('asos. 

B.4.1. Tamaño 3 

Este caso es ig1\al al caso F cId algoritmo d(-' /1 + 1 St,('iIH']' .\' S( ' n 'slll'lV<' 

ig1\al agregando otros dos StcÍlll'r (vpr página 22). 

B.4.2. Tamaño 4 

Las rebanadas de bunaiio -l son las analizadm; en los casos A, 13 , C. D .\' 
E del algoritmo de n + 1 Steiner. así q1\e los n!solvClnos ig11al (\'(']' p,igillil 1 D 
hasta 22). 
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<J 

<J 
<J 

62 

Rebanada de Tamaño 3 

Rebanadas de Tamaño 4 

Rebanadas de 

Tamaño 5 

Rebanadas de 

Tamaño 6 

Figura B.4: Todas las posibles rebmuulm; de Tipo IV. 
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B.4.3. Tamaño 5 

Los sllbcasos dependpll d0 los Imlltos qlle son vértices ele (:onv(S). La 
fig;ma B.5 mllestra. la 1ll,-1llpra de rcsohoer cada subcaso. 

Figura B.5: Cuadrilaterizalldo los suhcasos de la rebanada Tipo IV de tmmulO 5. 

B .4.4. Tamaño 6 

Esta rebanada se puede partir por la. mit.ad en su tercer punto, quedando 
2 rebanadas de tamaiío 4 qlle se resllelven como ya sahemos (vm' fig;ma 13.G). 
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Figura B.6: Partiendo una rebanada Tipo IV de tamaiio G en dos de talllaiio 4 y 

resolviendo en consecuencia. 
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"Sueria el rico (;T/, su 1 'Ú/,IU'. Z IJ.. 

que más cuidados le ojrf.cc: 
sueña el pobre Ijue padece 
s'u miseria y s'u po/n'(!z(/,: 

sueria el que a medm1' f'.mpÚ'.zll" 
s1Leria el que alana y lJTr'.kll.d(!, 
sueiia el que agmvia y oIlmde. 
y en el mundo. en cm/,clusión. 
todos sueñan lo 1j7l.e son. 
a111lque ninguno lo enticnde. 

Yo sueño que f.stoy a.quí 
destas prisiones cargado, 
y sorie que en otra estado 
más lisor/jera me vi. 
¿ Qué es la vida? Un jn;nes{ 
¿ Qué es la vida? Una il7l.s,;,ón. 
una sombra, una fir:ción . 
y el mayor bien es pequf'.rio: 
que toda la vida es sueño. 
y los sueños, sueri,os son . .. 

Pedro Calderón de la Barca , "La vida e~ Huello" (Act. JI, e~c. xix). 
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