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Capitulo 1

Introduccion

En matemadticas resulta frecuente que para resolver un problema divi-
damos a este en subproblemas, que por lo regnlar son mas faciles de resolver,
y (ile en coujunto nos llevan a la solucion del problema original. En el drea
de Algoritmos a esta prictica se le llama “divide y vencerds™.

Esos mismos problemas a veces requieren que trabajeinos en dominios geo-
uiétricos. y entonces también necesitamos partir dichos doniinios en peguenas
piezas. Estas piczas pueden ser de todo tipo: puntos, planos, triangulos. liucas,
ete. ’

Un ejemplo de lo anterior es el proceso de triangulacion, ¢ue consiste en
dividir conjuntos de puntos en tridugulos. Este proceso es de gran importancia
el areas como el modelado de objetos en dos y tres dimensiones, sistemas de
informacion geografica, métodos de elemento finito, interpolacion de datos
dispersos, estadistica, reconocimiento de patrones. cte.. y por esto la sido
iy estudiado.

Un problema nmy parecido al de las triangulaciones es el de las cuadri-
laterizaciones (o cuadrangulaciones), que cousisten en dividir conjuntos de
puitos en cuadrilateros. A diferencia de las triangulaciones. este problema
10 ha sido estudiado tan ampliamente; y fue hasta liace poco que la investi-
gacion se lia incrementado. Este incremento se debid a estidios recicutes en
los métodos de eleniento finito ([3] y [2]) y en la interpolacion de datos disper-
sos ([13], [5] y [14]), mismos que muestran que en algunos casos es preforible
trabajar con cuadriliteros que cou tridngulos.

Como no todo conjunto de puntos es cuadrilaterizable, muchas veces os
necesario agregar algunos puntos extra a nuestro coujunto original. Estos
puntos extra son lamados puntos Steiner o de Steiner.



Introduccién 2

El presente trabajo estd enfocado a la cuadrilaterizacion de conjuntos
de puntos cn ol plano usando pocos puntos Steiner: nuy en particular a
las cuadrilaterizaciones convexas, cs decir, cuando todos los cuadriliteros
obtenidos sou convexos,

Bremmner, Hurtado, Ramaswaini, y Sacristan [1] crearon nn algoritimo que
cuadrilateriza convexamente » puntos nsando a lo mds 3| #/2| puntos Steiner.
Esta fue la principal motivacién para este trabajo. pues aqui darcmos un
algoritmo mds sencillo que hace la misia tarea usando » 4+ 1 puntos Steiner
(en el peor caso). y con la mistma complejidad (O(nlogn)). Nuestro algoritio
se puede mejorar, y en este trabajo tambicn damos nna mejora en la que se
nsan (4/5)n + (8/5) puntos Steiner (en el peor caso).

De esta forma, en el capitulo 2 abundaremos en los estudios de las cnadri-
laterizaciones a través de la historia: en el capitulo 3 explicarcimos mestros
algoritmos, y en el capitulo 4 expondremos las conclusiones obtenidas en esta
investigacion. También se incluyen dos apéndices para complementar el tex-
to: el Apéudice A contiene wna modificacion del algoritmo de n + 1 puntos
Steiner. que busca celiminar los puntos Steiner exteriores: v Hnalmente, en el
Apéndice B se muestra la solucion de todos los casos que se desprenden del
algoritmo de (4/5)n + (8/5) puntos Steiner.

Solo falta mencionar que a lo largo de esta obra se usardn conceptos
bisicos de Geometria Computacional, Audlisis de Algoritmos v Teorta de las
Grificas. Algunos de estos conceptos no seran expuestos agui para no exten-
der demasiado la obra. Se recomienda que ante cualquicr diida se consulte
bibliografia especializada, como [8] para Geometria Computacional. [7] para
Andlisis de Algoritinos, y [9] para Teoria de las Graficas.



Capitulo 2

Historia de las
cuadrilaterizaciones

En este capitulo veremos algunas definiciones basicas (ue se ocuparan a
lo largo de este trabajo. Eutre ellas definiremos formalmente las cnadrilate-
rizaciones y las cuadrilaterizaciones convexas.

Tawnbién se hard un breve recuento de los resultados obtenidos por otras
personas que han trabajado en este problena,

2.1. Preliminares

Trabajaremos con conjuntos de puntos en el plano. Estos conjuntos deben
ser finitos y sus puntos deben tener asociadas coordenadas cartesianas.

Dados dos puntos en el plano a y b, denotarcmos con I{a. b) a la linea que
pasa por a 'y b, y con ab al segmento de recta que une a a v b (ver igura 2.1).

a _-- «
.-~ " la,b) b ab
Figura 2.1: Linea y segimento de a y b.

Definicién 2.1 Decimos que un congunto de puntos esta cn posicién ge-
neral si no contiene tres puntos colineales.
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Definicién 2.2 Un poligono P cs una secuencia ordenada de puntos

Ple- -y Pny 1t 2 3, Uamados vértices de P, junio con los seqgmentos de linca
Ppin-t = 1,...,n — 1 y Dap, llamados aristas de P. Deciimos que P es
simple si no se intersectan cualesquiera dos aristas no consccutivas (ver
figura 2.2).

Un poligono simple divide el plauo en dos regiones, nna no acotada llana-
da exterior y otra acotada llamada interior. En general. el término poligono
simple denota al poligono junto con su interor.

Definicion 2.3 Un poligonoe simple P es convexo s pura cualesquicra dos
puntos a, b en el interior de PP. también ab esta totabinente contenido en el
interior de P (ver figura 2.2).

Figura 2.2: Un poligono simple y un poligono couvexo.

Definicién 2.4 Dados un poligono P y un conjunto de m poligonos disjuntos
Py, ..., P, contenidos en el interior de P, llamamos poligono con hoyos
al conjunto P — {P,U---U P, } (ver figura 2.3).

Sea S un conjunto finito de puntos en el plano y en posicion general.

Definicién 2.5 La envolvente convexa de S, couv(S), es el poligono con-
vexo P de menor drea, tal que todo punto de S es vértice de P o cstd en su
interior (ver figura 2.4).

Definicidon 2.6 Una cuadrilaterizacion de S es una particion del interior
de conv(S) en cuadrildteros, €stos son obtenidos insertando segmentos de
recta entre punios de S, de manere que los segmentos solo se cruzan cn sus
puntos finales y todos los cuadrildieros estdn vacios (ver figura 2.5).



2.1. Preliminares

Figura 2.3: Un poligono con hoyos. Las dreas grises no pertenccen al poligono.

Figura 2.4: Un conjunto de puntos S y su envolvente convexa.

Figura 2.5: Cuadrilaterizacién del conjunto S de la figura 2.4.
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Definicién 2.7 Una cuadrilaterizacion convexa dc S s unu cuadrila-
terizacion de S donde todos los enadrildteros son convexos (vcr figura 2.6).

Figura 2.6: Cuadrilaterizacion convexa del conjinto S de la figura 2.4,

Sin embargo, no todos los conjuntos de puntos aceptan una cuadrilateriza-
¢ion, no importando si es convexa o no (ver figura 2.7), asi (e muchas veces
es uecesario agregar a S puntos extra para cuadrilaterizarlo. Estos puntos
extra son llamados Steiner o de Steiner. A lo lago de este trabajo. los
puntos Steinter se veran en las figuras como puntos blancos.

Es inmportante notar que, cuaudo agregamos puntos Steiner. el conjunto
de puntos en la cuadrilaterizaciéon final puede no estar en posicién general,
alin asi vamos a considerarla como una cuadrilaterizacion vilida.

Figura 2.7: Conjunto de puntos no cuadrilaterizable y cuadrilaterizacion agregando
un Steiner.
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2.2. Cuadrilaterizaciones

Veainos ahora un poco de la investigacion que se ha hecho acerca de las
cuadrilaterizaciones.

En los problemas de iluminacién y de guardias en una galeria es doude
encoutramos los primeros trabajos con cuadrilaterizaciones, pero en ellos 1o se
trabaja directamente con pumntos en el plano, sino con poligonos. Por ejemplo
Lubiw [15] mostré que el problema de decidir si un poligono con hoyos admite
una cuadrilaterizacion es NP-completo.

Por su parte, Comn y O'Rourke (6] mostraron que, dado P un poligono
siniple cou n vértices, podemos encontrar la cuadrilaterizacion de P en la
que la suma de las longitudes de los segimentos que la forman es minima en
O(n?logn), ocupando O(n?) de espacio.

Ya olviddndonos de los poligonos. Ramaswami. Ramos y Toussaiut [16)
fueron los primeros en dar una caracterizacion de los conjuntos de puntos que
admiten una cuadrilaterizacién. Asi, un conjunto S de n puntos acepta una
cuadrilaterizacién si, y solo si, hay una triangulacion de S en cnya grifica
dual existe un emparejaimiento perfecto. Por supuesto esta caracterizacion
no es itil para construir algoritimos, porque tendrianos que revisar todas las
triangulaciones del conjunto S.

Una caracterizacién mads 1til fue dada por Bose y Toussaint [4] en 1995.
Ellos mostraron que S admite una cuadrilaterizacion si, y solo si, S tiene
w mimero par de puntos extremos (vértices de conv(S)). También pre-
sentaron un algoritmo que cuadrilateriza S en O(nlogn), y i S no admite
una cuadrilaterizacién entonces lo cuadrilateriza agregando tan solo ui pun-
to Steiner. Este algoritmo fue llanmado de Insercion Secucncial, y consiste en
calcular conv(S) (en tiempo O(nlogn)), partir conv(S) en cuadrildteros (en
tiempo O(n)), y finalmente iusertar cada punto interior en el cuadrildtero que
lo contiene (O{nlogn) usando barrido de linea), ver figura 2.8.

El problema es que este algoritmo obtiene muchos cuadrildteros “malos™, o
sea muy “flacos” o no convexos. De aqui que, en ese misio articilo, presenten
otro método que obtiene mds cuadrildteros convexos y “gordos™. también en
O(nlogn). Aqui se usa la llamada espiral convexa de S, de la cual se puede
obtener una triangulacién Hamiltoniana. Entonces. signiendo el camino de la
triangulacién, formamos los cuadriliteros tomando tridngulos de dos en dos.
Esto lo hacemos del “centro” de la espiral hacia afuera, para que el triangulo
sobrante (si es que existe) quede pegado a conv(S), asi, si hay un tridngulo
sobrante, agregamos un Steiner a ese tridngulo y acabamos (ver figura 2.9).
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Figura 2.8: Cuadrilaterizacién de § usando insercion secuencial v agregando un
Steiner.

Figura 2.9: Espiral convexa, triangulacion Hamiltoniana y cuadrilaterizacion
obtenida del mismo conjunto de puntos de la figura 2.8



2.3. Cuadrilaterizaciones convexas 9

Esta idea de cawbiar triangulaciones a cuadrilaterizaciones suena muy
tentadora, pues podriamos usar todo lo que ya sabemos de las triangulaciones
en nuestro beneficio. Cou esto cn mente. Ramos. Ramaswaimi y Toussaint [16]
trabajaron en cambiar cualquier triangulacion a una cuadrilaterizacion. De
este trabajo resalta el resultado de que un poligono simple con n vértices,
ya triangulado, puede ser cuadrilaterizado anadiendo a lo wmas [n/3] puntos
Steiner.

2.3. Cuadrilaterizaciones convexas

De cuadrilaterizaciones e general hay poca investigacion v, como es de
suponerse, de las cuadrilaterizaciones convexas hay ain nenos,

No existe siquiera una caracterizacion de los conjuntos de puntos que ad-
miten una cuadrilaterizacion convexa. Lo mas cercano es ui algoritino creado
por Fevens, Meijer y Rappaport [11], en el cual si ¢l conjunto S cimnple una
condicion, entonces se puede decidir si S acepta o no una cuadrilaterizacion
convexa. La condicién es que el conjuuto S tenga i cantidad coustante h
de envolventes convexas anidadas (ver figura 2.10). La cantidad de envol-
ventes couvexas anidadas es el niimero de veces que podemos quitar conv(.S)
hasta quedar con un conjunto vacio. Si este nmero A es constaiite cou respec-
to a la cantidad de puntos, entonces el algorituo decide, en tiempo O(n*+h),
si ese conjunto es cuadrilaterizable convexamente o no.

oo :
, A
7 I, \\ '
7 e P 2
. - A B
o 1 L
! & N \
\ \ J 7
! \ A | 7 '
1 \ A ’ \
é \ » \
~. pe—--—- . __o
~ -
\\ —’
\.”

Figura 2.10: Conjunto de puntos con tres envolventes convexas anidadas.

Al nedir la cantidad de puntos Steiner que se agregai para cuadrilaterizar
couvexamente ui conjunto de puntos hay que tener en cuenta dos factores:
la cota inferior y la cota superior. La cota inferior nos dice cudntos puutos
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Steiner pueden a veces ser necesarios para cuadrilaterizar convexamelte un
conjunto de n puntos; la cota superior nos dice cudntos puntos Steiner son
sielpre suficientes para. cuadrilaterizar convexanieute cualquier conjunto de
7 puntos. Se busca encontrar la mdxima de las cotas inferiores. la minina de
las cotas superiores ¢ idealmente que ambas fucran iguales. pero hasta aliora
1o se lia podido.

2.3.1. Cota inferior

Para dar cotas iuferiores es suficiente cou mostrar una configuracion de
puitos y encoutrar cuantos puntos Steiner son necesarios para cuadrilateri-
zarla convexanente. La idea es encontrar una configuracion que requiera mu-
chos puutos Steiner.

Hasta alora la configuracion que ha requerido la nmayor cantidad de puntos
Steiner, [n/2] Steiner, es la dada por Bremmer. et al. en [1]. Esta configuracion
consiste en pouer n.— 2 puntos a lo largo de nua recta horizoutal. agregar wn
punto arriba de esa linea y otro abajo (ver figura 2.11). Esta configuracion
obliga a agregar mds o menos un punto Steiner cutre cada dos puntos en la
recta, y de ahi obtenemos el término n/2. El problema con esta confignracion
es que uestro conjunto original 1o se encnentra en posicion general.

Figura 2.11: Configuracién de 12 puntos que requiere 6 puntos Steiner.

2.3.2. Cota superior

Las cotas superiores se obticuen buscando la minima cantidad de Steiner
suficientes para cuadrilaterizar convexamente cualquicr conjunto de puntos.
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El algoritmo mas facil para generar una cuadrilaterizacion convexa. agre-
gando Steiner, fue creado por Mark de Berg [10]. Este algoritio primero hace
uua triangulacion de los puntos y luego cuadrilateriza como se ve en la figura
2.12. que se explica por si misnia.

Figura 2.12: Triangulacion de S v enadrilaterizacion convexa usado del método
de de Berg,

Everett, Lenhart, Overmars. Shermer y Urrutia [10]. inspirados por ol
wictodo dé de Berg. mostraron gque ni poligono con o vértices v i hoyos puede
ser descompuesto en 8(n 4 20 — 2)/3 cuadrildteros convexos. El problema es
que. aunque el método de de Berg es muy sencillo. el utunero de puntos Steiuer
usados es nny grande.

Por su parte Ramaswami, Siqueira. Sundaram, Gallier y Gee [17], crearon
un algoritio para cnadrilaterizar convexamente poligonos simples, partiendo
de mna triangnlacion cualquiera. Este algoritino produce 342 cuadrildteros y
agrega t 4+ 2 = n puntos Steiner. donde 7 es el wmero de tridugnlos iciales.
Este nihnero de puntos Steiner es muy bueno, salvo que no se puede usar
este algoritino en coujuutos de puutos en general, pues cuando cudrilateri-
zawos poligonos siniples 1o tenemos puntos iuteriores que tabicn necesitan
pertenceer a la cuadrilaterizacion.

Bremmer, Hurtado, Ramaswaimi y Sacristan en [1] dieron la que hasta ahio-
ra era la nicjor cota superior conocida. en lo que se refiere a cnadrilaterizar
couvexaente conjuntos de puntos. Para ello desarrollaron un algoritino, al
cual nos referiremos como el meétodo de los hexdgonos, que puede cuadrila-
terizar convexamente al conjunto S eu O(nlogn), agregando a lo mads 3 n/2]
Steiner.

Lo que hace este método es obtener primero una triangulacion Hamilto-
niana de S (en O(nlogn)). Lucgo, siguiendo ¢l camino dado por la trian-
gulacion, formamos cuadrilateros tomando tridugnlos de dos cu dos. Como
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seguimos el camino de la triangulacion, entonces también esa cuadrilateri-
zacién es Hamiltoniana. Ahora. usando ¢l camino de la cuadrilaterizacion y
tomando de dos en dos los cuadrilateros, formainos hiexagonos y cuadriliteros
coli un punto interior (ver figura 2.13).

Figura 2.13: La unién de dos cuadriliteros es un hexagono o un cuadrilitero con
un punto interior.

Para cuadrilaterizar estos hexdgonos y cuadrildteros con nu punto interior
se hace un andlisis exhaustivo de casos. En este andlisis se encunentra que
cada hexdgono y cuadrildtero con punto interior puede ser cuadrilaterizado
couvexaniente con a lo mas tres Steiner interiores. Con esto, basta identificar
a que caso pertencce cada liexdgono (o cuadrilitero) y cuadrilaterizarlo en
consecuencia. La figura 2.14 muestra cémo trabaja el algorituio paso por paso.

Hay que notar, que de acuerdo a la paridad de n y cantidad de puntos
extrenmos, podemos obtener un tridngulo que no emparcjamos en el primer
paso (del cual 1o nos podemos deshacer), y nn cuadrilatero vacfo que no
emparejamos en el segundo paso (que necesita 4 puntos Steiner).

La cantidad de 3|n/2| Steiner puede considerarse todavia como grande,
y si a esto le sumamos la dificultad del andlisis de casos y la posibilidad de
obtener un tridngulo no deseado, entoices este algoritino no puede dejarnos
satisfechos. Siguiendo esta idea nos pusimos a trabajar hasta encontrar una
mejor solucion. Este afin se coucreté cuando creamos ol algoritmo que se
expoue en el siguiente capitulo, que a nuestro parecer hace las cosas un poco
111€jOr.
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Figura 2.14: El conjunto de puntos S y su cuadrilaterizacion convexa usando el
método de los hexagonos.



Capitulo 3

Cuadrilaterizaciones convexas y
puntos Steiner (un enfoque
diferente)

Eu este capitulo presentarcmos i nuevo método para cuadrilaterizar con-
vexamente conjuntos de puntos. Este método necesita menos puntos Steiner
que los algoritmos del capitulo anterior, y ademas. no deja tridugulos so-
brantes como el método de los hexdgonos.

3.1. Meétodo

Sea S un conjunto de m puntos en el plano y en posicién general. De
manera intuitiva nuestro método trabaja asi:

1. Nombramos p al punto de S con menor coordenada . (el que estd mds

a la izquierda).

2. Ordenamos los puntos de S — {p} cou respecto a la pendiente de la luea
que los une con p, de forma decrcciente.

3. Partimos S en rebanadas de taniano k, usando a p y cl orden de S — {p}
como referencia.

4. Cuadrilaterizamos convexamente cada rebanada usando pocos puntos
Steiner.

La figura 3.1 muestra un ejemplo de este proceso.
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Figura 3.1: Cuadrilaterizando convexamente un conjunto S con nuestro mcétodo.

La figura 3.1 muestra como son las rebanadas, pero es necesario definirlas
formalmente.
Sean ¢ y d dos puntos de S — {p}. con ¢ < en miestro orden.

Definicién 3.1 La rebanada de ¢ a d. <(c,d), ¢s el drea encerrada entre
conv(S), I(p,¢) y l(p,d) (ver figwa 3.2).

Definicién 3.2 La <(c,d) es de tamafio k si contiene k puntos de S (in-
cluyendo p. ¢ y d).

De acuerdo al tamaiio de las rebanadas podemos derivar muchos algorit-
mos de este método. Aqui presentamos dos algoritmos diferentes: uno que
agrega n + 1 Steiuer y otra que agrega (4/5)n + (8/5) Steiner.
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Figura 3.2: Rebanada <(c, d) de tamano 6.

3.2. Algoritmo con n + 1 Steiner

Para esta versién tomaremos rebanadas de tamano 4. v para hacerlas
usaremos ¢l orden de S — {p}. Asi, la illtima rebanada conticne también al
ultimo punto. Observa que si n es impar la Glthna rebanada va a tener taimano
3 en vey de 4.

Con n puntus se obtiencn © = |{n — 1)/2] rebanadas. con lo cual cje-
cutaremos r pasos para cuadrilaterizar convexamente S.

En ¢l paso namero i haremos:

s Sii =1 Tomamos la primera rebanada <(a, b) de tamano 4. Agregamos
un punto de Steiner dentro del segmento pa. St b es vértice de conv(S)
agregamos un punto dentro del segmento pb, y si no. agregamos el pun-
to en la interseccion de conv(S) y I(p.b) (ver figura 3.3). Finalmenute
identificamos el tipo de rebanada y cuadrilaterizamos en consecuencia.

» Si 7 # 1. Tomamos la siguiente rebanada <(a, b) de tamatio 4. Si b es
vértice de conv(S) agregamos un punto dentro del segmento pb, y si no,
agreganios el punto en la interseccion de conv(S) y I(p.b) (ver figura
3.4). Finalmente identificaios el tipo de rebanada y cuadrilaterizamos
ell cousecuencia.

Si la rebanada del Gltimmo paso es de tamano 3. y no 4, de todas formas
hiacemos lo que se indica.

Para identificar con qué tipo de rebanada estamos trabajando, primero
debenios imaginar que el segmento que une la rebanada actual con la anterior
ticne sus tres puntos negros, aunque alguno de ellos sea de Steiner, y lnego
comparar lo que queda con los casos mostrados en la figura 3.5.
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Figura 3.3: El paso i sii = 1.

Figura 3.4: El paso i sii=3.
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Figura 3.5: Todos los tipos de rebanada que podemos obtener.
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Este proceso de imaginar que los puntos que unen una rebanada con la
anterior son todos negros tieue dos razones de ser: primero para denotar
que cualquier Steiuer de ese segmento ya estd fijo para esta rebanada y no
podemos moverlo (asi no modificaremos lo hecho en pasos anteriores), la otra
razon es para ahorrarnos casos, ya que, no importando cuales de estos puntos
sean Steiner, la rebanada se cuadrilateriza igual (ver figura 3.6).

\ E

Figura 3.6: Ambas rebanadas mandan al mismo caso.

La idea principal de este Algoritino es que. después de la primera rebana-
da, con cada nueva rebanada avanzamos 2 puntos de S y agregamos 2 Steiner
(de ali el término de n).

3.2.1. Cuadrilaterizando convexamente las rebanadas
A continuacion se muestra cowo se cuadrilateriza cada caso descrito en la

figura 3.5.

Cuadrilaterizando la rebanada A

Para cuadrilaterizar convexamente basta con agregar un puuto Steiner en
el centro de la rebanada y unir como indica la figura 3.7.
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Figura 3.7: Cuadrilaterizacién convexa de las rebanadas tipo A.

Cuadrilaterizando la rebanada B

Se procede ignal que coun las rebanadas de tipo A (ver figura 3.8).
Figura 3.8: Cuadrilaterizacién convexa de las rebanadas tipo B.

Cuadrilaterizando la rebanada C

Llamemos o al punto en el interior de la rebanada. Ponemos un punto casi
alineado con p y o en el segmento contenido en conv(S). v cuadrilaterizamos
como se ve en la figura 3.9.

Cuadrilaterizando la rebanada D

Este caso difiere del C en que el punto interior no estd en posicidn convexa
visto desde p.

Primero etiquetamos los puntos como se muestra en el lado izquierdo de
la figura 3.10.

Alora cuadrilaterizainos como se muestra en la parte central de la figura
3.10. y llamamos a al punto dentro de pb. El problema es que no la podemos



3.2. Algoritmo con n + 1 Steiner 21

Figura 3.9: Cuadrilaterizacion convexa de las rebanadas tipo C.

dejar ast porque hay un cuadrilitero no convexo y la rebanada termina en un
segniento con 4 puntos.

Para acomodar. bajamos a al segimento que une p y el ltimo punto de
S — {p}. Nos olvidanos del antiguo p. cambiamos el nombre de @ por p
y recorremos ¢ sobre su linea para que quede alineado con la nueva p oy
b. Fiualmente seguimos recorriendo ¢ hasta que el cnadrilitero poch quede
convexo (ver figura 3.10).

p p
a P .
) A ) ¢
oC « I

Figura 3.10: Cuadrilaterizacién convexa de las rebanadas tipo D.

Hay mucho que aclarar. Priniero notemos que los puntos que movenos
son Steiner v al moverlos no afectamos la forma de S. Cuando bajamos « lo
podemos poner tan cerca de p como deseenios, de nanera que no afecteinos
ninguna otra rebanada. Cuando movemos c¢. si afectaimos la forma de la si-
guiente rebanada., pero nmuy poco, pues para desalinear la wueva p, by ¢ hace
falta un wmovimiento muy pequerio. Para fines practicos la siguiente rebanada
puede tomar a p, by ¢ como alineados.

Hay que recalcar que a partir de la siguiente rebanada hay que towmar
como referencia a la nueva p y no a la vieja.



3.2. Algoritmo con n + 1 Steiner 22

Cuadrilaterizando la rebanada E

Aqui movemos el punto Steiner del ultimno segmento a lo largo de ese
segiento, hasta que la rebanada se parezca a las C. Luego cuadrilaterizamos
igual que las C (ver figura 3.11).

Figura 3.11: Cuadrilaterizacién convexa de las rebanadas tipo E.

Cuadrilaterizando la rebanada F

Esta cs la rebanada de tamartio 3 que queda al final st la n es impar. Como
tiene forma de tridngulo procedemos como si fuera el método de de Berg (ver
figura 3.12).

Figura 3.12: Cuadrilaterizacién convexa de las rebanadas tipo F.

3.2.2. Cotaden+1

Con esta versién de nuestro método podemos demostrar lo siguiente:

Teorema 3.3 Se puede cuadrilaterizar convezamenie n puntos en posicion
general agregando por mucho n + 1 puntos Steiner. La complejidad de este
proceso es O(nlogn).
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Dem

ostracion.- Sea S el conjunto de n puntos. Ahora cnadrilateriza S con

el método explicado en esta seccion.
Tenemos dos casos:

i) S no tiene rebanadas de tipo F (n par).

ii) S

5!

Observando cutdadosamente nuestra particion en rebanadas vemos que
en cada rebanada nueva avanzamos 2 puntos de S y agregamos 2 puntos
Steiner. El tinico caso aparte es la primera rebanada en la que ademds
tenemos a la primera p, al primer punto a de S — {p} v otro punto
Steiner en ap.

Eutonces. a excepcion del primer punto y la p original, agregamos 2
Steiner por cada 2 puntos. o sea n— 2 Steiner, pero la primera rebanada
tiene un punto Steiner extra, entonces en total agregamos n —2 +1 =
n — 1 Steiner para cuadrilaterizar convexamente nuestro conjunto.

tienc una rebanada de tipo F (n impar).

Aqui podemos pensar que a la cuadrilaterizacion de las demds rebanadas
le agregamos lo que le falta para convertirse en la cuadrilaterizacion que
contiene a la rebanada F. La cuadrilaterizacion de las otras rebanadas
difiere de la cuadrilaterizacion con F sélo en un punto original y tres
Steiner.

Usando 1) vemos que el miero total de Steiner es: (n — 1) — 1 Stei-
ner usados en las rebanadas anteriores mds 3 que son los Steiner de
diferencia. o sea n + 1 Steiner.

wonces podemos cuadrilaterizar couvexamente S usando a lo mds n+1

Steiner.

Como calcular conv(S) y ordenar S — {p} son O(nlogn), partir en re-
banadas es O(n), e identificar la rebanada y cuadrilaterizarla nos lleva tiempo
coustante, entonces el algoritino completo es O(nlogn). d

La figura 3.13 muestra una corrida de este algoritnio paso a paso.

3.3.

Algoritmo con (4/5)n + (8/5) Steiner

En esta seccién daremos otra variante de nuestro método, esta vez gene-

rando

un algoritmo que necesita (4/5)n + (8/5) Steiner en ¢l peor caso.
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Figura 3.13: Cuadrilaterizando convexamente un conjunto S conn =7y 8 = n+1
Steiner.
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Sea S un conjunto de n puntos en el plano y en posicion general.

Bésicamente haremos lo mismo que en el algoritno auterior. pero ahora
coll rebanadas de tanaiio 7. Cou este tamaiio partiremos S enr = | (n+2)/5]
rebanadas. La idea es que, después de la primera rebanada, con cada rebanada
nueva avanzamos 5 puntos de Sy agregamos 4 Steiner (de alli el (4/5)n). En
esta ocasidn, si n mod 5 # 2, la Gltima rebanada no serd de tamano 7 sino 3,
4.5 6 6.

Como aumentamos el tamano de las rebanadas, también awmenta la varie-
dad de rebanadas que podemos obtener. Esto nos lleva a separar las rebanadas
en 4 categorias diferentes para poder mancjarlas.

Sea <(a, b) una rebanada obtenida por este algoritmo.

Tenemos que <(a,b) es:

Tipo I Sibno es vértice de conv(S) y ningiin punto de S—{p, a, b} en <(a. h)
es vértice de conv(S).

Tipo IT Si b o es vértice de conv(S) y algiun punto de S—{p, a, b} cn <(a, b)
es vértice de conv(S).

Tipo III Sib es vértice de conv(S) y el tamano de <{a,b) es 7.
Tipo IV Si b es vértice de conv(S) y el tamaio de <(a,b) es 3.4, 5 6 6.

La figura 3.14 muestra ejemplos de cada tipo de rebanada.

Tipo 1 , Tipo Il Tipo III

Tipo IV

Figura 3.14: Ejemplos de rebanadas de Tipo I, II, IIT y 1V.
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Antes de mostrar como se cuadrilateriza convexamente cada tipo de re-
banada. veremos una lerramicnta que nos facilitara el proceso de cuadrila-
terizacion.

3.3.1. Hexagonos estrellados

El objetivo de esta seccion es dar una demostracion de un lema de Bren-
ner.et al. [1], que liga las cuadrilaterizaciones convexas con los hexdgonos
estrellados, pero para hacerlo, necesitamos introducir nueva notacion y dar
algunos resultados importantes acerca de los poligonos. Dados dos puntos p
y 4. denotaremos por I(p, ) al semiplano abierto que queda del lado izgnier-
do de la linea orientada desde p a ¢. y de la misma forma definimos D(p. ¢)
como el semiplano abierto que queda del lado derecho. A lo largo de esta
seccidn, enumeraremos los vértices de un poligono en contra de las maneci-
Has del reloj. Dado un vértice v de un poligono P. denotareinos su sneesor
como vt y su predecesor como »~. También Hamarcmos A(abe) al interior
del tridngulo formado por a, b v c.

Si P es un poligono simple. entonces definimos lo siguiente:

Definicién 3.4 Si v es vértice de P, llamaremos cunta de v. cuna(v), al
stquiente conjunto: I(v™,») N D(v*,v) N interior(P). Ver figura 3.15.

Figura 3.15: Cuna del vértice w.

Definicién 3.5 Liamaremos nucleo de P (kernel en iuglés). micleo(P), al
conjunto de puntos en PP que pueden ver todo P.
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Definicion 3.6 P c¢s estrellado (starshaped en inglés) si micleo(P) # .

Dado H = abedef un hexagono, Bremmer,et al. [1] demostraron los si-
guientes resultados:

Lema 3.7 5i P es un poligono simple, entonces sc cumple que:

interior micleo(P) = ﬂcufla(-uz,-)

Lema 3.8 Si A(ace) C H entonces cuna{a) N cuna(c) N A(ace) # 0.
Lema 3.9 Si A(ace) C H entonces A{ace) N endia{a™) N cuia{a®) # .

Por 1ltimo, debemos exponer el conocido teorema de Helly [20]. [12]. en
su variante que corresponde a regiones convexas de R2.

Teorema 3.10 Sea A una familia finita de al menos 3 conjuntos convexos en
R*. 57 la interseccion de cualesquiera 3 miembros de A es no vacie. entonces
la interseccion de todos los miembros de A es no vacia.

Cou todo lo anterior, hemos reunido los elementos necesarios para de-
mostrar el siguiente lema:

Lema 3.11 Si H es un hexdgono estrellado y Alace) C H entonces un punto
Steiner es suficiente para cuadrilaterizar convexamente H.

Demostracion.- H es uu poligono simple, entonces del Lema 3.7 tenemos
que: interior nicleo(P) = cuiia(a) N cuna(c) N cuna(e), y como H es estrellado
esa interseccion es no vacla. Cada par de estas cuiias intersecta A(ace), como
consecuencia del Lema 3.8. En este caso tonaremos a las cunas extendiéndose
por todo el plano y no restringidas al poligono. Como las cunas (extendidas)
y el triangulo A(ace) son conjuntos convexos, entonces el teorenia 3.10 puede
aplicarse. Se sigue que los cuatro conjuntos se intersectan en un conjunto
10 vacio, o sea, A(ace) N interior micleo(H) # §. Entouces basta agregar un
puito en esta interseccion para cuadrilaterizar convexamente H (ver figura

3.16). 0

De aqui en adelante se denotard el uso del Lema 3.11 marcando A(ace)

con segmentos discontinuos y poniendo el Steiner en su interior (ver figura
3.17).
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Figura 3.16: Hexdgono estrellado y la parte de nicleo( ) donde se pucde agregar
el Steiner.

Figura 3.17: Manera en que se denotard la aplicacion del Lema 3.11 en un
hexagono.
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3.3.2. Cuadrilaterizando convexamente las rebanadas

Ahora veremos ¢émo cuadrilaterizar cada rebanada de acuerdo a su Tipo
y forma. Como son muchos casos diferentes solo se expoudran algunos, si se
desea ver la solucién de todos ellos favor de referirse al Apéndice B en la
pagina 51.

Dentro de cada Tipo hay casos y subcasos que son ignales salvo que uno
es ¢l reflejo del otro. Muchos de estos casos también tienen la misma solucion
pero reflcjada. Para evitar redundancia, en las tablas de casos se dira cuales
son ignales entre si.

Tipo I

Aqui los casos estan dados de acuerdo a la forma de la poligoual que
forman los puntos dentro de <(a,b). con respecto a p. En los casos en que la
poligonal tenga una subcadena convexa aparecen subcasos, de acuerdo a cudl
elemento de esta subcadena estd mas alejado de p.

En la figura 3.18 se enumeran todos los casos posibles de las rebanadas

ipo I, tambiéu se muestra cndles casos son iguales y cudles ticnen subcasos.
Tipo . tambié t 1 guales y cuales t stibcasos
Caso 3
Este caso se resuelve como se ve en la figura 3.19.

Caso 12
Este caso se resuelve como se ve en la figura 3.20.
Caso 16

Este caso se resuelve como se ve en la figura 3.21.

Tipo 11

Los casos de las rebanadas de Tipo Il dependen de cudntos puntos de
S — {a,b} son vértices de conv(S) y la posicién de los otros puntos de <(a, b).
Hay subcasos sélo cuando nos interesa la poligonal interior.

La figura 3.22 lista todos los casos de las rebanadas Tipo II, también dice
cuales casos son iguales y cuales tienen subcasos. .

Caso 1

Este caso se resuelve como se ve en la figura 3.23.
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abc ab

" 5a=2c 5b=2b 5c=2a

11

&

11b = 6a

Figura 3.18: Todas las posibles rebanadas de Tipo [, las letras representan subcasos
y las igualdades nos dicen cudles se resuelven igual.
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Figura 3.20: Cuadrilaterizando el caso 12 del Tipo L.

Figura 3.21: Cuadrilaterizando el caso 16 del Tipo 1.
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4 14a=13c 14c=13a 15a=12b 15b = 12a

Figura 3.22: Todas las posibles rebanadas de Tipo II, las letras representan sub-
casos y las igualdades nos dicen cudles se resuelven ignal.
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1
Figura 3.23: Cuadrilaterizando el caso 1 del Tipo II.

Caso 6

Este caso se resuelve como se ve en la figura 3.24.

6< <
—a
Figura 3.24: Cuadrilaterizando el caso 6 del Tipo I1.

Caso 9

Este caso se resuelve como se ve en la figura 3.25.

9

Figura 3.25: Cuadrilaterizando el caso 9 del Tipo I1.
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Tipo III

Aqui cualquier <(a, b) puede ser transformada a una rebanada que tenga
la forma de alguna de Tipo I o Tipo 11, sélo moviendo el Steiner dentro de
pb. Para después cuadrilaterizarla de acuerdo a las reglas del Tipo Iy IT (ver
figura 3.26).

Tipo III Tipo 11 \

Figura 3.26: Ejemplo de una rebanada de Tipo III que se convierte el una de Tipo
II y se cuadrilateriza asi.

Tipo IV

En este conjunto estdn las rebanadas que no sou de tamaio 7. aquellas
que aparecen como ultima rebanada de S cuando n mod 5 # 2.

Los casos estdn dados dependiendo del tamano de la rebanada (3. 4, 5
6 6). La figura 3.27 nwestra la lista de todos los casos.

Tamano 3
Este caso es igual al caso F del algoritmo de n 41 Steiner y se resuelve
igual agregando otros dos Steiner (ver pagina 22).

Tamano 4

Las rebanadas de tamaiio 4 son las analizadas en los casos A, B, C. D
y E del algoritino de n + 1 Steiner, asi que los resolvemos igual (ver
pagina 19 hasta 22).

Tamano 5

Los subcasos dependen de los puntos que son vértices de conv(S). La
figura 3.28 muestra la manera de resolver cada subcaso.
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Rebanada de Tamarno 3

. Rebanadas de Tamano 4

¢ Rebanadas de
* Tamafo 5

==

Figura 3.27: Todas las posibles rebanadas de Tipo IV.

Rebanadas de
Tamano 6
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o
4
=

Figura 3.28: Cuadrilaterizando los subcasos de la rebanada Tipo IV de tamaiio 5.

&A/\
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Tamaiio 6

Esta rebanada se puede partir por la mitad en su tercer punto. quedando

2 rebanadas de tamano 4 que se resuelven como ya sabemos (ver figura
3.29).

Figura 3.29: Partiendo una rebanada Tipo [V de tamaiio 6 en dos de tamafio 4 y
resolviendo en consecuencia.

3.3.3. Cota de (4/5)n + (8/5)

Con esta version de nuestro método podemos demostrar lo siguiente:

Teorema 3.12 Se puede cuadrilaterizar convexamente it puntos i posicion
general agregando por mucho (4/5)n + (8/5) puntos Steiner. La complejidad
de este proceso es O(nlogn).

Demostracion.- Sea S el conjunto de n puutos. Aliora cuadrilateriza S con
el método explicado en esta seccion.
Tenemos dos casos:

i) S no tiene rebanadas de Tipo IV (n mod 5 = 2). Observando cuidadosa-
mente nuestra particion en rebanadas vemos que en cada rebanada nue-
va avanzamos 5 puntos de Sy agregaimos 4 puntos Steiner. El Ginico caso
aparte es la primera rebanada en la que adends tenemos a la primera
p, al primer punto a de § — {p} y otro punto Steiner en ap.

Entonces a excepcion del primer punto y la p original agregamos 4
Steiner por cada 5 puntos, o sea (4/5)(n — 2) Steiner, pero la primera
rebanada tiene un puunto Steiner extra, entonces eun total agregaios
(4/5)(n—2) +1 = (4/5)n — (3/5) Steiner para cuadrilaterizar convexa-
mente nuestro conjunto.
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if) S tienc una rebanada de Tipo IV (n mod 5 # 2) En este caso podemos
pensar que ya cuadrilaterizamos todo el conjunto sin contar la tltinia
rebanada y a esa cuadrilaterizacion le agregamos lo puntos que le faltan
de la dltima rebanada.

Analizando las rebanadas de Tipo IV vemos que la peor relacién de
Steiner por cada original la tiene el caso 1, con 3 Steiner y un original.
Esta rebanada es la que nos dard el peor caso de nuestro algoritino.

Usando el argunento de i) unecesitamos (4/5)(n — 1) — (3/5) Steiner
para cuadrilaterizar el conjunto sin la Gltima rebanada. Y agregando a
esta cuenta los tres Steiner de la ultima rebanada obtencimos un total
de: (4/5)(n—1) — (3/5) + 3 = (4/5)n + (8/5) putos.

Asi que en el peor caso con este algoritino usamos (4/5)n + (8/5) Steiner.
Como calcular conv(S) y ordenar S — {p} son O(nlogn), partir en re-
banadas es O(n), e identificar la rebanada y cuadrilaterizarla nos lleva tiempo
constante, entonces el algoritmo completo es O(n logn). O



Capitulo 4

Conclusiones

En este capitulo daremos las conclusiones a las que llegamos después de
este trabajo de investigacion. Hablaremos de los alcances y deficiencias de
unestro método para cuadrilaterizar convexaente. Haremos comparaciones
entre mestro método y el método de los hexdgonos [1]. Y. finalmente. exporr-
dremos conjeturas y posibles lineas de investigacion acerca de las cuadrila-
terizaciones convexas.

4.1. Cota superior

En [1] Bremmner, et al. demostraron que cualquier conjunto de puntos en
posicion general puede ser cuadrilaterizado convexamente agregando 3|7n/2]
Steiner. Nuestro método da origen a dos algoritos que bajan esa cota supe-
rior an + 1y (4/5)n + (8/5) Steiner respectivamente.

El método desarrollado aqui puede seguir mejorandose (tomando rebana-
das mds grandes), pero no es muy conveniente hacerlo pues la cantidad de
casos por analizar aumenta en potencias de 2 por cada punto cxtra cu la
rebanada. En términos pricticos y de iinplementacion, los casi 50 casos de la
cota de (4/5)n + (8/5) se pueden todavia considerar manejables.

4.2. Comparacion

Comparemos pues nuestro mcétodo con el método de los hexdgonos. Am-
bos métodos son Of{nlogn), la parte que determina el O(nlogn) es caleular



4.3. A futuro 40

conv(S) y ordenar los puntos de acuerdo a su pendiente. De esta manera
ambos métodos serian lineales si tuviéramos todo eso preprocesado.

En términos de sencillez el algoritmo de n+ 1 Steiner baja de nita manera
muy fécil los 3[n/2]| del método de los hexdgonos. Un caso aparte es el del
algoritmo de (4/5)n + (8/5) Steiner, que aunque represcuta nmuestra mejor
cota, implica también una mayor dificultad por su niimero de casos.

Nuestros dos algoritmos trabajan un poco mds estables en cuanto al
nuunero de puntos Steiner agregados, por ejemplo el algoritmo de n+41 Steiner
agrega n — 1 6 n 4+ 1 Steiner, en cabio el método de los hexdagonos puede
agregar desde 0 hasta 3|n/2] Steiuer segin el caso.

Dos argunientos contra nuestro método sown:

= Que se agregan muclios Steiner exteriores. o sea en la envolvente con-
vexa de nuestras rebanadas y de S. Con ello los puntos de nuestras
cuadrilaterizaciones 1o terminan en posicion general.

= Tenemos muchos cuadrilateros compartiendo cl mismo vértice (el punto
p), lo cual puede ser no deseable en algunas aplicaciones: por ejemplo
cuando hacemnos andlisis de datos, como en interpolaciones, puede que
esta propiedad haga que los resultados se carguen hacia algian valor que
dependa de p.

En cambio, el método de los hexagonos no presenta ninguno de estos dos
inconvenientes.

4.3. A futuro

Observando la cota inferior de [n/2] Steiner de Bremmer, et al. [1] y
nuestro trabajo, conjeturamos lo siguiente:

Conjetura 4.1 Sea S un conjunto de n puntos en el plano y en posicion
general, y sea ¢ una constante. (n/2) + ¢ puntos Steiner son suficientes para
cuadrilaterizar converamente S, ademds (n/2) + ¢ puntos Steiner pueden ser
necesarios para cuadrilaterizar convezamente S.

Para determinar la verdad de esta conjetura todavia liace falta mmcho
trabajo en el tema. A nuestro parecer, el método desarrollado eu este trabajo
lia alcanzado su limite, asi que para futuros trabajos se necesita inventar una
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técnica totalmente diferente. Ademds aqui queda muy bien lo que alguna vez
nie dijo mi asesor Jorge Urrutia: “Si para resolver un problema debes recurrir
a una cantidad inmensa de casos, entonces 10 estds entendiendo realmente el
problema”.



Apéndice A
Steiner interiores y exteriores

Como se menciond en las conclusiones, nuestros algoritmos para cuadri-
laterizar conexamente no couservan la posicién general de los puntos. pues
agregan muchos puntos Steiner exteriores (puutos Steiner deutro de aristas
de conv(S)).

Aqui mostraremos una modificaciéu del algoritmo de 7+ 1 puntos Steiner
(en la pagina 16), que controla la cantidad y posicién de los Steiner exteriores.

A.1. Reacomodando Steiner

Dado un conjunto S de n puntos procederemos de la misma wanera que
en e] algoritino de n + 1 Steiner, excepto cuando cn la rebanada actual se
termine una arista de conv(S). Cuando lleguemos a una de estas rebanadas
contaremos el niimero de Steiner que lleva hasta el momento esa arista que
termina. La idea es que cuadrilatericernos la rebanada actual de forma que
tal arista termine con un niumero par de puntos Steiner.

Si una arista de conv(S) tiene un nimero par de puntos Steiner pode-
mos ubicarlos en una franja sin puntos a lado de la arista (en cl interior de
conv(S)). Siempre podemos acomodar esos Steiner de manera que formen un
poligoio convexo con los extremos de la arista, y sin que alteremos la cuadri-
laterizacion de las rebanadas involucradas. Este poligono unevo (al tener un
numero par de vértices y ser convexo) es facil de cuadrilaterizar convexa-
niente sin agregar puntos extra; al no modificar la cuadrilaterizacion de las
rebanadas obtendremos una cuadrilaterizacion convexa cou el mismo mimero
de Steiner, en donde la arista ya no tiene puntos dentro (ver figura A.1).
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# par de Steiner

%\ vacia X a

Figura A.1: Arista a la que se le quitan los Steiner que contiene.

Como trabajamos con las mismas rebanadas del algoritmo de r+1 Steiner
(paginas 18 — 22), s6lo debemos fijarnos en aquellas en las que pueda terminar
una arista de conv(S), en este caso s6lo en las rebanadas de tipo A, B, E y
F.

Queremos acabar con un ntunero par de puntos en la arista, por ello si
acabamos la arista con rebanada de tipo A 6 B y llevaimos nuna cantidad par de
puntos en ella no hay problema, pues estas rebanadas no cambian la paridad;
de la misma manera si llevaimos una cantidad impar de puntos y acabamos con
rebanada tipo E 6 F tampoco hay problema, pues estas rebanadas cambian
la paridad.

Los casos complicados son:

La arista lleva cantidad impar de puntos y acabamos con rebanada tipo

A.

La arista lleva cantidad impar de puntos y acabanios con rebanada tipo

B.

= La arista lleva cantidad par de puntos y acabamnios con rebanada tipo

E.

w La arista lleva cantidad par de puntos y acabamos con rebanada tipo

F.

Y los analizarenios a continuacion.
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A.1.1. Arista impar y rebanada A

Este caso lo primero que debemos hacer es meter los puntos de la arista
como lo harfamos si ya fueran un ntinero par, después agregamos un Steiner
en la otra arista de conv(S) que tiene la rebanada y finalmente cuadrila-
terizamos lo obtenido (ver figura A.2). Aqui lo que hacemos es climinar los
Steiner de esa arista y pasar el problema de la paridad a la siguiente arista.

Figura A.2: Solucién cuando teneinos niimero impar y acabamos con tipo A.

A.1.2. Arista impar y rebanada B

Aqui tenemos que ver si la rebanada tipo B es 0 1o la tiltima de toda la
cuadrilaterizacion.

Si la rebanada es la dltima, entonces metenos los puntos de la arista como
si ya fueran un mimero par, quitamos el Steiner que estd en la tltima arista,
agreganos ese Steiner que quitamos a la cadena convexa de los otros Steiner
y finalinente cuadrilaterizamos lo que queda como se ve cn la figura A3
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# impar

Figura A.3: Solucién cuando tenemos nimero impar, acabamos cou tipo B y es la
ultima.
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Cuando la rebanada no es la dltima podemos alargaria hasta el siguiente
punto de S, borramos el Steiner que estaba en la tltima linea de la rebanada,
agregamos ese Steiner que quitamos a la arista que tenfa cantidad impar
(queddndonos con un niimero par) y cuadrilaterizamos lo demds con dos
Steiner (ver figura A.4). Como ampliamos la rebanada en 1 y agregamos otro
Steiner entonces 10 afectamos la cuenta final de Steiner.

# par

Figura A.4: Solucién cuando tenemos miinero impar, acabamos con tipo B y no
es la altima.

A.1.3. Arista par y rebanada E

Aqui se generan tres subcasos de acuerdo a la posicion del punto interior
de la rebanada <(a,b) de tipo E y si la rebanada ¢s o no la ultima de todas
las rebanadas de la cuadrilaterizacion.



A.l. Reacomodando Steiner 47

Si el punto interior de la rebanada esta por debajo de la linea formada por
by el pnuto interniedio de la recta que abre la rebanada, entonces se agrega
otro punto Steiner en la linea final de la rebanada, cuadrilaterizamos bajando
el punto nuevo a la ltima arista de conv(S) y acomodamos los Steiner para
que quede todo convexo (ver figura A.5).

# par

Figura A.5: Solucién cuando tenemos niimero par, acabamos con tipo E y el punto
interior por debajo de la linea.

Si el punto interior de la rebanada estd por encima de la linea antes
niencionada y no es la dltima de todas las rebanadas, entonces agrandamos
la rebanada hasta el siguiente punto de S, borramos el Steiner que estaba en
la linea final de la rebanada y cuadrilaterizamos con dos Steiner, como se ve
en la figura A.6. Como ampliamos la rebanada en 1 y agregamos otro Steiner
entonces no afectamos la cuenta final de Steiner.

El dltimo subcaso es cuando el punto interior estd por encima de la linea,
y la rebanada de tipo E es la dltima de toda la cuadrilaterizacién. Aqui no
podemos agrandar la rebanada, liay que borrar el Steiner de la tiltima arista y
cuadrilaterizar con tres puntos (ver la figura A.7). Como agregamnios dos pun-
tos (ademds del que borranios) y no agrandanos la rebanada para compensar,
el conteo final de puntos Steiner se incrementa en uno.
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# par

Figura A.6: Solucién cuando tenemos nimero par, acabamos con tipo E y ¢l punto
interior por encima de la linea.
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Figura A.7: Solucién cuando tenemos niunero par, acabamos con tipo E y la
rebanada es la Gltima.

A.1.4. Arista par y rebanada F

Este caso se resuelve borrando el Steiner de la arista final y agregando
cnatro Steiner para cuadrilaterizar, como se muestra en la Agura A.8. Se
puede observar que afiadimos un Steiner wmds, conparado con el algoritnio
original en el que sélo ahadiamos tres.

l # par I # par

Figura A.8: Solucién cuando tenemos nimero par y acabainos con tipo F.
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A.2. Cotaden+2

En general esta modificacién no altera la cota de n+1 Steiner del algoritmo
original, excepto cuando la 1ltima de todas las rebanadas es de tipo E 6 F,
en donde se agrega otro Steiner extra, asi que el peor caso de este algorito
agrega n + 2 Steiner.

Una observacién importante es que con este algoritino nos podemios des-
hacer de todos los Steiner externos, excepto quizd los de la primera y lti-
ma arista. De estos otros Steiner también podriamos deshacernos usando
un método parecido, aunque hay que recordar que hay un limite, pues si el
ntmero de vértices de conv(S) es impar es forzoso agregar un Steiner exterior.

Tawbién podriamos intentar una modificacion parecida para el algoritmo
de (4/5)n + (8/5) puntos Steiner, pero resultarfa en una mayor cantidad de
casos. De cualquier manera cl proposito principal de este apéndice es tinica-
mente mostrar que si fuera necesario. si lo podriamos hacer,



Apéndice B

Rebanadas del algoritmo de
(4/5)n + (8/5) Steiner

Aqui daremos la cuadrilaterizacién convexa de todas las rebanadas que se
usan en el algoritio que agrega (4/5)n + (8/5) Steiner.
Estas rebanadas estdan divididas de acuerdo a su Tipo.
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B.1. Tipol

Figura B.1: Todas las posibles rebanadas de Tipo I, las letras representan subcasos
y las igualdades nos dicen cudles se resuelven igual.
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B.1. Tipo 1
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B.1. Tipo 1
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B.1. Tipo I




B.1. Tipo I
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B.2. Tipo II

14a=13c 14c=13a 15a=12b 15b=12a

Figura B.2: Todas las posibles rebanadas de Tipo I1, las letras representan subcasos
y las igualdades nos dicen cudles se resuelven igual.
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B.2. Tipo II

VITYY |

VNVYV

SIS

ESTATE

DE LA BIBLIOTECA



v
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B.3. Tipo III

Aqui enalguier <(a. h) puede ser transformada a nna rebanada que 1enga
la forma de alguna de Tipo 1o Tipo I solo moviendo ¢l Steiser dentvo de
ph. Para despuds cuadrilaterizarla de acuerdo a las reglas del Tipo Ly 11 (v

fignra B.3).

Tipo 111 Tipo 11

Figura B.3: Ejemplo de una rebanada de Tipo T que se convierte of wia de Tipo
Il v se cuadrilateriza asi.

B.4. Tipo IV

En este conjunto estan las rebanadas que no son de tamano 7. aquellas
que aparecen cowo ultima rebanada de S cuando vomod 5 # 2.

Los casos estan dados dependiendo del tamano de la rebanada (3. 1.5 o
6). La figura B.4 muestra la lista de todos los ¢asos,

B.4.1. Tamano 3

Este caso es igual al caso F del algoritmo de n + 1 Steiner v se vesnelve
igual agregando otros dos Steiner (ver pagina 22).
B.4.2. Tamano 4

Las rebanadas de tamano 4 son las analizadas en los casos AL B. ¢ D v
E del algoritmo de n + 1 Steiner, asi que los resolvemos igual (ver pagina 19
hasta 22).
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Rebanada de Tamano 3

Rebanadas de Tamano 4

Rebanadas de
Tamano 5

AN

Rebanadas de
Tamano 6

Figura B.4d: Todas las posibles rebanadas de Tipo IV,
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B.4.3. Tamano 5

Los subcasos dependen de los puntos que son vértices de conv(S). La
fienra B.5 muestra la manera de resolver cada subceaso.

=i
o
<

Figura B.5: Cnadrilaterizando los subcasos de la rebanada Tipo 1V de tamaiio 5.

Y

B.4.4. Tamano 6

Esta rebanada se puede partir por la mitad en su tercer punto, guedando
2 rebanadas de tamanio 4 que se resuelven como ya sabemos (ver figura B.G).



B.4. Tipo IV 64

Figura B.6: Partiendo una rebanada Tipo [V de tamatio 6 en dos de tamato 4 y
resolvienclo en consecuencia.
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“Suenia el rico en su riqueza.
que mds cuidados le ofrece:
suena el pobre que padece
su miseria y su pobrezo:
suena el que a medrar empieza,
suena el que afana y pretende,
suena el que agravia y ofende,
y en el mundo. en conclusion.
todos suerian lo quc son.
aunque manguno lo enticnde.

Yo sueno que estoy aqul
destas prisiones cargado.
y sone que en otro cstado
mas lisonjero me m.
sQué es la vida? Un frenest
s Qué es la vida? Una ilusion.
una sombra, una ficcion.,
y el mayor bien es pequeno:
que toda la vida es sueno.
y los suenios, suenos son.”

Pedro Calderén de la Barca. “La vida es sueno”™ (Act. 11, esc

. Xix).
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