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Introduccion

Una de las variables que disfruta de mayor atencién dentro del dmbito
economico es €] tipo de cambio entre las divisas de los distintos paises. Esta es
objeto de numerosos estudios acerca de sus complejas interacciones con otras
variables y sus repercusiones en aspectos tan diversos como el crecimiento
y el comercio internacional. Sin embargo el aspecto que sucita quizd mayor
interés es la determinacién de sus propios movimientos (principalmente) en
el largo plazo; es por ello que existen numerosos modelos teoricos y métodos
empiricos que buscan resolver esta cuestion, De particular importancia es
el modelo emanado de la teoria de la paridad del poder adquisitivo (PPA)
considerado como el punto de partida de la mayoria de los trabajos en ésta
area.

La teoria de paridad del poder adquisitivo (PPA) concebida original-
mente por Gustav Cassel y basada en la Ley de un sélo precio establece que
frente a mercados competitivos y bajo el supuesto de que no existen costos
de transporte ni barreras arancelarias, los productos en los diferentes paises
deben tener el mismo precio. Esto se supone debido a la existencia de arbi-
traje!, lo que generarfa una tendencia a llegar a un sélo precio en el mismo
bien. Bajo esta premisa el tipo de cambio entre dos divisas dadas estars da-
do por el cociente de precios (en las respectivas monedas) de un mismo bien.
Sin embargo la evidencia de los distintos paises muestra que dificilmente se
cumple esta proposicién. Esta discordancia entre los datos observados y el
modelo tedrico se justifica principalmente debido a las imperfeciones de los
mercados que no les permiten hallarse en equilibrio en todo momento, por
tanto se considera que la PPA es una relacién de largo plazo. No obstante la
nocién de largo plazo, dentro de este contexto, es un concepto elusivo pues
los métodos econométricos hasta ahora propuestos han sido poco exitosos
para avalar esta hipétesis. Dichas metodologias no hacen una distincion clara

! Arbitraje: Acto de comprar un articulo en un mercado y venderlo en otro a un precio
mas elevado con el fin de obtener un beneficio con la diferencia de precios entre los dos
mercados.



de los movimientos de largo plazo de las variables en cuestion, es por ello que
en este trabajo se propone hacer esta distincién como antesala a otro tipo de
analisis, para este fin se utilizard una herramienta relativamente novedosa
dentro en el contexto econométrico, a saber la DWT o transformada discreta
en onduletas. 2

La DWT (discrete wavelet transform) es una transformacién ortogonal
que expresa a las senales (o series) como combinacién lineal de un conjunto
de funciones bésicas conocidas como onduletas y que representan las difer-
entes escalas temporales y de frecuencias. De esta manera la DWT distingue
los movimientos en diferentes escalas temporales de una senal, razén por la
cual puede ser apropiada en el andlisis de la teoria de la PPA, al disgregar los
componentes de largo plazo de la variables y hacer a un lado los movimien-
tos de corto plazo (ocasionados, por ejemplo en el caso del tipo de cambio
por los movimientos diarios de los mercados de divisas y que no reflejan la
tendencia permanente de la serie).

Por tanto este trabajo tiene como objeto analizar la hipétesis de la PPA
mediante el uso del analisis en onduletas con el fin de distinguir entre los
movimientos de largo plazo de los de corto plazo que le ocurren tanto al
tipo de cambio (entre el délar estadounidense y la libra esterlina) como a los
indices de precios al consumo (tanto de los Estados Unidos como del Reino
Unido)3.

En el capitulo 1 se hace una breve recapitulacién acerca de la teoria que
sustenta el andlisis en onduletas, particularmente de su versién discreta, la
DWT (discrete wavelet transform), de manera que sea comprensible el anéli-
sis empirico subsecuente. Asi mismo se busca que este resumen dé cuenta
de las principales propiedades que anilisis en onduletas puede aportar a la
realizacion de este ejercicio (econométrico). En el capitulo 2 se recapitulan
los aspectos econdénomicos de la teorfa que subyace a la PPA y se hace una
breve sintesis de la pruebas empiricas que en torno a esta hipétesis se han
realizado. En el capitulo 3 se establece propiamente el ejercicio empirico de
este trabajo y se muestran sus resultados. Finalmente se presenta un capitulo
en donde resumen las principales conclusiones, ademas un par de apéndices
donde se tratan los aspectos mas técnicos de la DWT y se reportan algunas
de las regresiones realizadas en este trabajo.

2Se asume en este trabajo el término onduleta como traduccién de los términos on-
delette (original en francés) y wavelet (inglés). Es necesario advertir que existe controversia
acerca de dicha traduccidn; algunos autores espanoles utilizan como traduccién el término
ondicule.

3El ejercicio empirico se ha reducido a estos dos paises por cuestiones de disponibilidad
de datos.



Capitulo 1

La Transformada en
Onduletas

1.1. ;Que es una onduleta?

Como su nombre lo sugiere una onduleta es una “onda pequenia”, es de-
cir una funcién que crece y decae en un periodo de tiempo limitado, (una
nocién contrastante es a esta es la de “onda grande”, por ejemplo la funcién
seno quién se mantiene oscilando sobre todo el eje real}. Estos dos conceptos,
pueden formularse méas formalmente de la siguiente manera; consideremos
¥(-) una funcién cuyo contradominio pertenece al eje real, entonces esta
funcién es “candidata” para ser onduleta si cumple que:

» La integral de 9(-) es cero:

f th}(u)du ~0 (L.1)
» El cuadrado de 9(-) integra uno:

/ o;wg(u)du =1 (1.2)

La primera condicién es requerida para garantizar un comportamiento on-
dulatorio de la funcién (i.e. las desviaciones de la funcién sobre cero son
compensadas por desviaciones bajo de cero), mientras que la segunda ase-
gura que la funcién es “esencialmente” distinta de cero solo dentro de un



intervalo acotado (condicién que, por ejemplo, la funcién seno no cumple),
es decir para cualquier € tal que 0 < € < 1 existe un intervalo |-~T,T| de
longitud finita tal que

T
/ Piu)du <1 —¢
-T

Sin embargo es dos condiciones no son suficientes para construir onduletas
que tengan propiedades deseables para el andlisis de series de tiempo, como
la deteccidn de picos y singularidades. Por tanto se afiade una mas llamada
condicion de admisibilidad; entonces se dice que una ondeleta es admisible
si su transformada de Fourier:

¥(f) = / " p(ue v,

es tal que

o |\ 2

Cy = / #df satisface que 0< C, <00 (1.3)
0

Observemos que la condicién (1.1) puede reformularse en términos de la

transformada de Fourier como:

0=0(0) = /_m b(u)du

Asi mismo si una funcién satisface (1.1) y
/ (1 + |u|*) [¥(u)| du < 0o para algin « >0 (1.4)
—oo

entonces Cy < o0o. Es decir (1.1) y (1.4) son suficientes para cumplir la
condicién de admisibilidad (1.3).

Cormno ejemplos de estas funciones tenemos en primera instancia, la on-
duleta de Haar, desarrollada en un trabajo pionero por A. Haar, en 1910, y
que estd definida como:

~-1/V2, si—1<u<0;
P (u) = 1/vV2, si 0<u<l; (1.5)
0, en otro caso.

Para construir otras onduletas consideremos primero la funcién de densi-

dad de una variable aleatoria normal (gaussiana) con media zero y varianze
5 .

g~
e-'u.2/2a2

W=

—oco < u<oo



su primera derivada es:

dp(u) _ue"‘?/"')"2
du  32r

renormalizando esta ecuacién para satisfacer con la condicién (1.2) obten-
emos la onduleta

H(746) VIue /2

/45372
Ahora tomando la segunda derivada de la funcién de densidad gaussiana
y realizando la renormalizacidén apropiada se obtiene la onduleta conocida
como “Mezican Hat”

I
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Figura 1.1: De izquierda a derecha: Onduleta de Haar, la primera derivada de la fdp
Gaussiana (¢ = 0,44311) y la onduleta Mexican Hat (o = 0,63628)

Existen otras onduletas sumamente importantes en las aplicaciones. En
primer lugar mencionaremos a las doublets, que fueron el primer tipo de
onduletas continuas y ortogonales y cuyo nombre hace honor a una de las
pioneras en la investigacién en onduletas, Ingrid Daubechies. Las symmlets
o least asymmetric wavelets, son muy similares a las daublets sélo que son
tan simétricas como es posible y tienen soporte compacto. Finalmente las
coiflets, nombradas asf en honor de Ronald Coifinan, tienen adémas momen-
tos nulos.



”

oe

0

Figura 1.2: De izquierds a derecha: Daublets, Symmlets y Coiflets

1.2. La Transformada Continua en Onduletas:

CwWT

La transformada en onduletas, como Daubechies (1992) nos explica, es
‘“una herramienta que corta a las funciones o los datos en pedazos con difer-
entes componentes de frecuencia y entonces estudia cada componente con
una resolucién apropiada a su escalal”, esto se consigue expresando a la
funcién como un promedio ponderado de funciones onduletas con soporte
en distintos intervalos de tiempo.

Ahora para introducir la definicién de la transformada en onduletas con-
sideremos z(+) una funcién con valores reales de una variable independiente
t a la que, en adelante, llamaremos el “tiempo”. Nos referiremos a z(-) como
la sefal, por simple conveniencia. Consideremos la integral

b
ﬁ/ﬂ z{u)du = a(a, b) (1.6)

donde asumimos que a < by que z(-) es tal que la integral anterior estd bien
definida. En los libros elementales de cdlculo, a(a, b) se llama el valor prome-
dio de z(-) sobre el intervalo [a, b]. Lo anterior est4 relacionado con la nocién
de una media muestral de una conjunto de N observaciones. Para ver esta

'La escala es longitud (medida) de! intervalo de tiempo sobre el que se concentra
el andlisis, en este caso es la longitud del soporte de las funciones que caracterizan los
distintos componentes frecuenciales.



conexidn , supongan por un momento que z(-) es una funcidn escalonada de
la forma:

. 1 .
z{t) = z; paraa + JN(b—a)<L§a+%(b—-a)y;zO,...,N-1

de la definicién de la integral de Riemann se sigue facilmente que

1 b 1 A= b—a 1
b_(}/ﬂz(u)du:—b_a;zj N —NZ:OZJ

En lugar de considerar a a(a,b) como una funcién de los puntos finales de
el intervalo [a, b} sobre el que se realiza la integracion, podemos considerarlo
simplemente como una funcién de la longitud del intervalo, i.e. A = b —a,
y el centro del tiempo del intervalo, i.e. ¢ = (a + b)/2. Nos referiremos a A
como la escala asociada con el promedio. Usando A y t podemos definir

1 [t
A\t = aft - %’tJr%):T\/t z(u)du

—2
2

Se llama a A(), t) el valor promedio de la sefial z(-) sobre la escala A centrada
alrededor de {. Ahora definimos el cambio del promedio como:

D(,t- 1) = A(L,1) - ALt —1) = /Hi z(w)du — /tz (u)du

t—L1

-3
z 2

0 equivalentemente

DL =A(Lt+1) - A(L,t- 1) = /Hla:(u)du—/t 2(u)dy
¢ -1

La cantidad |D(1,t)| puede interpretarse como el cambio promedio de la
sefial por unidad de tiempo alrededor de t. En general el cambio promedio
en la escala A se define como:

1 [t 1t
D(/\,t)EA(/\,t+%)—A()\,t—%)=x'/ x(u)du—X/ z(u)du
t PN
(1.7)
Debido a que las dos integrales en (1.7) involucran intervalos adyacentes
ajenos, es ficil combinarlos en una sola integral sobre todo el eje real para
obtener

DOV = [ du(wstu)d

8



donde
=1/, si t—A<u<t;

Pye(u) = 17\, si t<u<t+X
0, en otro caso.

en el caso especial en el que A =1y ¢t = 0 tenemos:

) -1, si ~l<u<0;
Yrou) = 1, si O<u<l
0, en otro caso.

Si comparamos lo anterior con la onduleta de Haar »(")(-) de la ecuacién
(1.5), vemos que 91 o(x) = v2¢'H) (u). Entonces el esquema de mirar 2 las
diferencias de promedios en una escala unitaria en el tiempo t = 0 es equiv-
alente (dentro de una proporcionalidad constante) a integrar el producto de
la senal z(-) y la onduleta de Haar. En efecto

/ °° YD )z (u)du = wH(1,0),

la onduleta de Haar extrae la informacién acerca de que tan grande es la
diferencia entre dos escalas de unidades de z(-) alrededor de t = 0.

Es sencillo ajustar la onduleta de Haar para extraer la informacién ac-
erca de los cambio en escalas unitarias para otros valores de t: simplemente
necesitamos cambiar el lugar en que tiene soporte la funcién ¢ )(-)2. Defin-
imos

~1/V/2, t-l<u<t;

W =y u—t)  talque PP ={ 1V2 t<u<i+l
0, en otro caso.

Debido & que %{7)(:) es sélo una versién traslada de %)(:) la funcién
Tlig)(‘) satisface las dos propiedades bésicas de una onduleta (integra cero
y su cuadrado integra la unidad). La integral del producto de %{1’(-) con
z(-) es:

1

wiH(1,1) = /;oo w,bg)(u)z(u)du = /tHl z(u)du —/L z{u)du = D(1,t).

%A la onduleta bdsica a partir de la cual se hacen traslaciones y reescalamientos se le
conoce comunmente como onduleta madre.



Es posible extraer informacién similar para la senal acerca de otras escalas
) y tiempos t considerando®:

w1 —1/V2A, si t—A<u<t;
) (—) = V2X,  si t<u<t+ )
0,

A
en otro caso.

1

WOE 7

Es facil ver que z‘bf\‘z)(-) satisface las propiedades de onduletas (1.1) y (1.2).
Utilizando esta onduleta obtenemos

WH(A L) = 100 wgﬁ) (u)z(u)du o< D(A,t) (1.8)

Variando A podemos obtener “fotografias’ de como los promedios de z(-)
cambian sobre diferentes escalas de un periodo de longitud A al signiente
alrededor de t. Cuando A es grande el soporte de la onduleta es mas amplio y
por tanto nos ofrece informacién sobre variaciones de la sefial a gran escala,
mientras que para A pequeio el soporte de la onduleta es menos amplio
y nos informa sobre variaciones (de los promedios) de la sefial en escalas
pequenas. Una manera de visualizar el proceso es en términos de fotografias
en las que en las escalas mayores la foto nos da una imagen amplia sin
detalles y una foto en las escalas menores completa los detalles (mediante
“acercamientos” ). De esta manera las sefiales que oscilen muy rapidamente
arrojaran valores mayores de wH) (A, t) para A pequeila, mientras que las
sefiales que oscilan més lentamente tendrdn mayores valores de W) (), t)
para valores grandes de ). *

A la coleccidn de variables {W(H)(},t) : A > 0,—00 < ¢ < 00} se conoce
como la transformada continua en onduletas de Haar de z(:). La inter-
pretacién de esta transformada es que W(H)()\, t) es proporcional a la difer-
encia entre dos promedios adyacentes de escala X, con el primer promedio
comenzando en t y el segundo promedio terminando en ¢. De manera similar
podemos tomar cualquier otra onduleta ¥(-) y construir la CWT basada en
ella mediante:

WA t) E/j;ip,\,t(u)x(u)du donde 4, (u) = -\71|_r\—|¢ (UT_t) (1.9)

3La variable A modula la longitud del soporte de Ia onduleta, por ejeraplo si el soporte de
¥1,e(:) es {t — d,t + d] , entonces el soporte de Px,i(-) es [A(¢ — d), A\(t + d)]. Para mantener
la energfa unitaria se atade el término 7‘-;

‘Para una ilustracién empirica de estas afirmaciones remitase a: Bruce y Gao (1996)
cap.2 asi como Percival y Walden (2000) cap 4.10

10



o bien en términos del producto interno

00

WA £) = (z,90) = / ()b (u)du (1.10)
—00

la ecuacién anterior nos permite interpretar a {W (X, t) : A > 0, —c0 < t < oo}

como la proyeccién de la sefial z(-) sobre el conjunto de todas las traslaciones

y reescalamientos de la onduleta madre: {1, : A > 0,—00 < t < 0o}>.

Para las onduletas %(f95) () y (MM (.) podemos hacer una interpretacion
de lo que W(\, 1) estd diciendonos a cerca de z(-) en una forma similar a la
onduleta de Haar. Considerando primero a 9%U9%)(.), se puede argumentar
que esta da la diferencia entre promedios ponderados adyacentes; i.e. mien-
tras que la ondeleta de Haar se enfoca a diferencias de promedios que son
andlogos a una media muestral como:

1 =2
N2
i=0
laﬁondeleta P{/4G)) involucra diferencias de promedios ponderados anslogos
a:
Z;v:ol WiZj
E;_o Wy

(las ponderaciones de los dos promedios son diferenciadas e invertidas con
respecto a cada una debido a las simetrias de y{/45)0)). Por otro lado la
onduleta “Mexican hat” (")) nos da una diferencia entre un promedio
ponderado sobre la escala unitaria y los dos promedios ponderados que estan
alrededor de él. 7

Ahora establecemos un hecho fundamental acerca de la CWT; esto es,
que preserva toda la informacién de z(-). Si (-} satisface la condicién de
admisibilidad (1.3) y si la senal satisface que

/00 2 (t)dt < oo

—0o0

entonces podemos recuperar a z(-) a partir de su CWT via:

() = — / [/ W(,\t)\/_< )d]i;\ (1.11)

SEste conjunto harfa las veces de una “base” para L2, Ogden (1997) muestra que el
conjunto ortonormal {¥x, : A, ¢ € Z} es suficiente para aproximar “arbitrariamente bien”
cualquier funcién en L? mediante una combinacién lineal de elementos en este conjunta.

SPercival y Walden (2000) p. 10-11

"Idem

11



por lo tanto una funcién y su CWT son dos representaciones de la misma
entidad matemdtica; mas aun:

/: £(t)dt = Cw U W2\, t)dt] ‘/@ (1.12)

lo anterior dice que (W()\,t)/)\)? define esencialmente una funcién de den-
sidad de la energia de la senal, que la descompone a través de las diferentes
escalas y tiempos. Esto nos permite apreciar la utilidad fundamental de la
CWT, a saber, la capacidad de presentar cierta informacién acerca de z(-)
que no es facilmente dispomnible, (por ejemplo, en una gréafica de la funcién
z(-) versus t) pues expresa a la sehal a partir de sus proyecciones sobre las
distintas localizaciones de las onduletas (variable t) y las distintas escalas
(variable X), de este modo quedan de relieve las caracterfsticas fundamen-
tales de la sefal, es decir se enfatizan las escalas en las que se presentan las
mayores variaciones ademas de que se localizan en el tiempo.

1.3. La Transformada Discreta en Onduletas:
DWT

Como se ha establecido la transformada continua en onduletas para una
funcién de una variable es una funcién de dos variables, sin embargo dicha
transformacién es redundante pues cambios muy pequeiios en la escala tienen
efectos de magnitud similar en la transformada, por tanto la informacién
adicional de dicha frecuencia es muy poca. Para “minimizar” la transfor-
macién uno puede selecionar valores discretos de A y t (que sirvan como
representantes) y tener alin una transformacién que es invertible. Sin em-
bargo el muestreo que preserva toda la informacién acerca de la funcién
descompuesta no puede ser menos fino que cierto valor critico de muestreo.
De acuerdo con Vidakovic (1999) el valor critico que produce la minima base
estd definido por:

A=277 (=k29,  con jk€Z (1.13)

Un muestreo de escalas con estas caracterfsticas es conocido como diddico.
Cualquier muestreo menos fino (con menos puntos) no permite obtener una
unica transformacién inversa; es decir, la funcién original no sera completa-
mente recuperable. Mas ain bajo algunas condiciones més sobre la funcién
onduleta 9, dicho muestreo produce una base ortogonal para L?, a saber,
{0 x(x) = 29/% (2z—k):j,ke Z}

12



Hay otras elecciones de discretizacién; por ejemplo un muestreo més
general estd dado por:

A=X7, t=ktgh;?, con jk€Z, Xo>1,t>0

para dicho muestreo también son posibles reconstrucciones numéricamente
estables si el sistema constituye un “rame”8. En este caso

i _ =3 , )
bik(z) = N/ (———z oy ) = (M=~ kto)

Ao’

En lo sucesivo nos ocuparemos de escalas diddicas, lo cual no consti-
tuye una restriccién grave, pues como ya se ha establecido, la DWT de una
senal discreta y ella misma son dos representaciones de la misma entidad
matématica, para este tipo de escalas, es decir, es posible reconstruir la seftal
a partir de su DWT.

Aunque hemos introducido Ja DWT como un submuestreo de la CWT,
esta se puede justificar independientemente como una poderosa herramienta
para el andlisis de las series de tiempo debido a sus propiedades pricticas.
En primera instancia recordemos que en las aplicaciones se tienen datos dis-
cretos, los cuales no permiten una extensién obvia para la senal en tiempo
continuo y por ende de su CWT, se recurre entonces a la DWT que es-
ta disenada para series discretas y arroja interpretaciones similares a las
de CWT. Algunas otras caracteristicas de la DWT que Percival y Walden
(2000) enfatizan son la capacidad de la transformada para remover la cor-
relacién en algunas series ? y la eficiencia de su célculo a través del algoritmo
pirémide o piramidal, el cual requiere menos operaciones que el algoritmo
de la transformada répida de Fourier.!® Adem4s la particién de la energia
de la serie de tiempo que resulta de la DWT estd directamente asociada

#Vidakovic (1999). Un conjunto numerable {fa|n € IN} de un espacio de Hilbert sep-
arable M constituye una frame si y sélo si existen constantes Ay B(0 < A < B < o0)
tales que para toda z € H

A-llzl® <3 U, f)* < B {2l

nez

®No es el caso de las series estudiadas en este trabajo.

Este requiere solamente O(N) multiplicaciones para ser calculado, mientras que cal-
cular directarnente el producto de la matriz W de N x N y el vector X requiere N?
multiplicaciones (la notacién O(an) significa que existe una constante C tal que el ver-
dadero nimero de multiplicaciones es menor o igual a Can para todo N). Este algoritmo
es, inclusive, més rapido que el algoritmo de la transformada rdpida de Fourier que requiere
O(N log, N) multiplicaciones.
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con las diferentes escalas y tiempos, asi esta descomposicén de energia es
muy parecida a un andlisis de varianza (ANOVA), basado en la escala que
es andlogo al anlisis de varianza basado en el poder del espectro (dado por
la transformada de Fourier).

Ahora estudiaremos més a detalle las propiedades de la DWT, primero
como transformada ortonormal y luego desde la perspectiva de filtros. Es-
tas dos alternativas nos permitardn interpretar los coeficientes de la DWT
como proyecciones de la sefial sobre subespacios con distintos componentes
frecuenciales. Comenzamos definiendo nuestro objeto de estudio: la sefial.
Sea Xo, X1, ..., Xn—1 una serie de tiempo de N variables con valores reales,
en lo sucesivo denotaremos a la serie como {X;:t=0,...,N — 1} o sola-
mente {X.;} si es claro cuales son los valores del indice. Sea X el vector
columna de dimensién N cuyo t-ésimo elemento es X, parat=0,...,N—1.
Asumiremos también que N = 27 para algiin entero positivo J.

Al igual que la transformada de Fourier discreta ortonormal, la transfor-
mada en onduletas discreta (DWT) de {X;} es una transformada ortonor-
mal. A continuacién asumiremos que existe una matriz W de valores reales
y dimensiones N x N que define a }a DWT y que satisface que WITW =
In. Més adelante discutiremos respecto a como definir sus renglones. Sea
W = WX, donde W es la matriz antes mencionada, entonces denotamos
por {W, :n=0,...,N — 1} a los elementos del vector (columna) W de di-
mensién N = 27, cuyo n-ésimo elemento es el n-ésimo coeficiente W, de la
DWT.

La ortonormalidad de W implica que X = WTW y [W|? = || X].
Entonces W? representa la contribucién de la energia atribuible al coeficiente
de la DWT cuyo indice es n.

Ahora con el objetivo de mostrar que el n-ésimo coeficiente Wy, esté aso-
ciado con una escala particular y un conjunto particular de tiempos, consid-
eremos la matriz W asociada a la onduleta de Haar para N = 16. Las filas
de esta matriz paran =0,8,12,14 y 15 son: 11

T _ 1 T __1 1
Wm_[_ﬁsﬁio)'“wol‘ WBO_[_E’_%’%‘E’O""‘O

T 1 ltloeros1 1 12 ceros
— 1
Wiz —[—ﬁau-»—w,%,---,%,0,---,0
T 14deestosl . 4d1e$t,os TBoerosl ;
W14¢:[_Z)""_Z7Z)'~-)Z] W15.=[Zl"')2]
——— o — ————
8 de estos 8 de estos 16 de estos

las once filas restantes de la matriz son versiones trasladadas de las anterio-

"'En adelante se hard uso de la notacidn Aje y A.x para referirnos a la j-ésima fila y
la k-ésima columna respectivamente de una matriz A

14



T€es:
Wie = TZWO. Whe = T4Wo. s Wee = TMW().

WQ. = T4W3. WlO- = 78W8. W]l. = T12W8.
Wize = T*Wias

donde T es una matriz de traslaciones '2 y cuya forma especifica es

0 0 0 O 0 0 1
1 0 00 0 0O
o100 0 0 0
0 0 0 O 1 0 0
0 0 0 0 010

Retomemos ahora la nocién de escala para el caso de una sefial discreta.
Para un entero positivo A sea

A-1

~ 1

X\ =3 X (L.14)
=0

que representa el promedio de los A valores (datos) contiguos con indices
desde t — XA + 1 hasta t (notemos que X;(1) = X,, a quién podemos ver
simplemente como “un promedio de un sélo punto” y que Xy_(N) = X
que es el promedio muestral de todos los N valores). Nos referiremos a X ;(\)
como el promedio muestral para la escala X sobre el conjunto de tiempos
t—A+1at Como W = WX es posible escribir:

_ WQ - B -%(XI—XO) T
W ﬁ(xls-xu)
Ws o X3+ Xa - X1~ X))

W = : = E

Wi 3{(X15 + X14 — X13 — X12)
Wis 71§(X7+...+X4—X3—‘..—X0)
Wis -\}—E(X15+...+X12—X)1——...—Xg)
Wi $(Xis+...+ Xs— X7~ ... — Xp)
W 1

L Ws || LXs +-.. + Xop) |

Usando la definicién para X()\) podemos escribir a las Wy,’s como:

1215 matriz de traslaciones es una transformacion (matriz) ortogonal ya que 7% = 77
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Wo = 5[X1(1) =~ Xo()}, .., W7 = 5(X15(1) — Xra(1)]
Wy = X3(2) — X1(2), -+ Wn = X15(2) — X13(2) _
Wia = V2[X7(4) = X3(4)], Wi = V2[X15(4) — X11(4)]
Wig = 2[X;5(8) — X(8)]
Wis = X15(16)
A apartir de las ecuaciones anteriores notemos que los primeros ocho coefi-
cientes de la DWT, Wy, ..., Ws, son proporcionales a diferencias (cambios)
en promedios adyacentes de {X,} en la escala unitaria; los siguiente cuatro
coeficientes, i.e. Wg,..., Wy son diferencias de promedios adyacentes en la
escala de dos; Wy2 y W3 son proporcionales a diferencias en la escala de cu-
atro, W4 es proporcional a una diferencia en la escala de ocho y finalmente
el coeficiente W5 es proporcional al promedio de todos los datos. Observe-
mos que las ecuaciones anteriores tienen como anélogo en el caso continuo
a la ecuacién (1.8), de esta manera la DWT preserva Ja interpretacion de
la CWT en cuanto a que cada coeficiente de onduletas es proporcional a la
diferencia entre dos promedios adyacentes en su escala correspondiente.
Generalizando para N = 2/ y para la onduleta de Haar, los elementos de
W pueden organizarse de tal manera que los primeros N/2 coeficientes estan
asociados con cambios en la escala unitaria; los siguientes N/4 coeficientes,
con cambios en la escala de dos; y as{ sucesivamente hasta que llegamos a
los coeficientes Wy _4 y Wi_3, que estdn asociados con cambios en la escala
de N/4; luego el coeficiente Wy _o estd asociado con un cambio en la escala
de N/2; y finalmente Wy _; es proporcional al promedio de todos los datos
(i.e. en la escala N).!3 Entonces hay exactamente N/(2r;) coeficientes de
la DWT asociados con cambios en la escala de 7;, donde 7; = 27-1 para
Jj=1,...,J, (notemos que 1, = 1 y 7y = N/2); adicionalmente hay un sélo
coeficiente Wy _1 asociado con un promedio en la escala de N. Los N — 1
coeficientes que estdn asociados son cambios en varias escalas son llamados
coeficientes de onduletas, mientras que Wy_y es llamado el coeficiente de
escala. El patrén observado en la DWT de Haar es similar para todas la
onduletas que pertenecen a la clase de Daubechies!4, en particular para la

¥percival y Walden (2000) p. 59

Las onduletas de Daubechies son precisamente aquellas que presevan [a interpretacion
descrita anteriormente para los coeficientes de su DWT, es decir que el i-ésimo coeficiente
de onduletas est4 asociado a la escala 7; = 277! para j tal que 312;{—’ <% < &7;—1 o como
veremas mis adelante esta asociado a frecuencias en el intervalo {1/27%1,1/27]; es necesario
aclarar que esta intepretacién no es una consecuencia automética de la definicién de una
onduleta. Estas onduletas estén asociadas a filtros obtenidos mediante la foctorizacién
espectral del médulo al cuadrado de su transformada de Fourier. Refierase a Percival y
Walden (2000) capitulo 4.8

16



onduleta que se utiliza en el ejercicio empirico de este trabajo, la symmlet o
least asymetric wavelet.

Es importante mencionar que 7; es una escala estandarizada sin unidades;
gin embargo en las aplicaciones practicas, es necesario tener en cuenta el ip-
tervalo At entre las observaciones, en cuyo caso T; corresponde a la escala
7;At, quién si tiene interpretacién practica.

Descompongamos los elementos del vector W en J + 1 subvectores. Los
primeros J subvectores se denotan por W;, j = 1,...,J, y el j-simo vector
contiene todos los coeficientes de la DWT para la escala 7;. Note que W
es un vector columna con N/27 elementos. El subvector final estd denotado
como V; y contiene solo al coeficiente de escala Wyy_1. Es posible escribir

W,
W,

Wy
Vy
cuando N = 27 = 16 de tal manera que J = 4 entonces tenemos

w,{ = [WU) Wl,sz W31 W4) W5| Wﬁa W7]
W7 = [Ws, Wy, Wio, Whi]

WT = [Wip, Wia]
Wi = Wy
Vi = [Wis]
Andlogamente definamos a W; y V, como las matrices que particionando
las filas de W conmesuran con las particiones de W en Wy,..., W, y V.
N

Entonces la matriz W) de 4 x N estéd formada por las filas desde n = 0
hasta n = & — 1 de W; la matriz W, de % x N ests formada por las filas
desde n = 5 hastan = % — 1; y asi sucesivamente hasta que llegamos a
las matrices Wj y V;, que son las tiltimas dos filas de W. Entonces tenemos

que:

Wy
W
w=| : (1.15)
Wy
Vy
donde W; es una matriz de 2 x N para j=1,...,J y V; es un vector fila

de N elementos (y que de hechos todos son iguales a ﬁ) En el ejemplo
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de la DWT con N = 16, W, es un matriz de 8 x 16 cuyas filas son las ocho
primeras filas de W; i.e.

W) = (Woe, Whe, Wae, Wae, Wie, Wse, Wee, W‘/.]T;
de la misma manera W es la matriz de 4 x 16 dada por:
W = (Wae, Wae, Wige, Wi1a]T

mientras que Wi, Wy y V, son las matrices de 2 x 16, 1 x 16 y 1 x 16
respectivamente dadas por:

Wy = Wiae, Wizo]T, Wa=WL, y Vi=WE,

La condicién de conservacién de la energia la podemos escribir como:

J
X[ = W = W52 + [Vl

j=1

de tal manera que |IV'VJ||2 representa la contribucidn de la energia de {X;}
debida a cambios en la escala 7;. Para todas las DWTs formadas utilizando
alguna ondeleta de la clase de Daubechies se cumple que Wy_1/VN = X;1°

esto implica que [V[| = NX" y es posible descomponer la varianza como:
1 2 =2 1 2 1 !
A2 _ _ 2 _ 52 _ 2
K= P - T = GIWP- X = S wWA (o

de tal manera que ||[W ||? /N representa la contribucién de la varianza mues-
tral de {X;} debida a cambios en la escala 7;. Esta descomposicién de la
varianza muestral puede ser utilizada para poder definir un poder del es-
pectro empirico de la ondeleta {Pw(7;): 7 =1,2,4,...,N/2} para {X,}
como

J

1
Pyw(rj) = N ||Wj||2, pera el cual tenemos E Py(r;) = 6%
i=l
Consideremos ahora la sintesis en onduletas de X
N-1 J
X=WW=3Y wW,. =% Wrw; +VIv, (1.17)
n=0 1=1

15Para una demostracién de este hecho remitase a Percival y Walden (2000) p.517
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Ahora definamos D; = WI W; para j = 1,...,J, el cual es un vector
columna de dimensién N cuyos elementos estan asociados con cambios en X
en la escala 7530 i.e. W; = W, X representa la porcion del analisis W = WX
atribuible a la escala 7;, mientras que W/ W; es la porcién de la sintesis
X = WTW atribuible a la escala 7;. Sea Sy = V;VJ, el cual tiene todos
sus elementos iguales a la media muestral X.!” Podemos escribir

J
X=Y D;+8; (1.18)
j=1
la cual define un andlisis multiresolucion (MRA) de X; i.e. expresa a la
serie X como la suma de un vector constante Sy y otros J vectores Dj,
7 =1,...,J, cada uno de los cuales contiene una serie de tiempo relacionada
con variaciones in X a cierta escala.!® Nos referiremos D; como el detalle al
j-ésimo nivel de onduletas.
La ortonormalidad de W implica que para 1 < j,k < J,
W;J»‘Wj, k=j

D, = WIwWWwWIiw, =
D5 Di = Wi Wil Wi {0, en otro caso

entonces ||D; ||2 = ”Wj”2 y usando }a ecuacién (1.16), tenemos que

J

. 1 .

Gk =y 2 IDil* =17,
5=1

donde {|D; I# /N puede ser interpretada como la varianza muestral de N ele-
mentos de D;. Entonces el poder del espectro discreto de onduletas Py(7;) =
[W;||> /N puede ser expresado en términos de los detalles como Py(7;) =
1D, {12 /N

Recordemos que hemos definido S; = VIV como un vector cuyos ele-
mentos son todos X. Para 0 < j < J -1 sea

J
Sj= Y, Di+Sy (1.19)
k=j+1

'®Retomando la analogia con el caso continuo Vidakovic(1999) y Ogden(1997) muestran
como cada D; es la proyeccion de la sefial X sobre el subespacio de funciones W; =
span {d’j.k rke Z}

Yibid. En cambio S, es la proyeccién de la sefial en el subespacio Vo
{f € L*(R) : f es constante por tramos en [k, (k +1)) ,k € Z}.

®Ibid. En este caso la sefial se ha proyectado sobre el espacio V; =
{f € L*(R) : f es constante por tramos en [k277,(k+1)277) ,k € Z}. Muestran tam-
bién que V) = @;;; W; @ Vo de tal suerte que V es una aproximacién al espacio L*(R)

al que se le puede ver como @y W; ® Vo = L*(R). (Ogden, 1996, p.18)
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y para j > 1

podemos argumentar que S; es una versién suavizada de X por que la difer-
encia entre los dos vectores involucra sélo detalles en la escala 7; = 2771 y
menores, entonces mientras en indice j crece, S; debe ser més suave (como en
el caso cuando j = J donde todos los elementos son el mismo). No referire-
mos a §; como el j-ésimo wavelet smooth para X. Para ilustar los conceptos
hasta ahora definidos tomemos como ejemplo a la funcién doppler a la que
se le ha anadido un ruido blanco. '° El grafico siguiente nos muestra en la
parte superior a los datos generados, mientras que en la columna izquierda
se muestran los detalles hasta el cuarto nivel, en la derecha se muestran los
smooths también hasta el cuarto nivel, donde es posible apreciar como se
tienen “versiones” cada vez mads suavizadas de la senal.

e LAVA N e Y AVAN g
= o AVAND g
- i AVAND gl
AN e AV AN e

L ¥ T v -~ — v T
] 200 400 800 ] 21000 oo X3 o.e os na 10

Figura 1.3: Ejemplo

Similarmente definimos el j-ésimo waveleth rough para X como:

R.={0» j=0;
TTAY L Dy, 1€5<J

entonces tenemos que X = S; + R; para toda j, donde S; estd asociado
con las escalas Tj.11 y mayores, mientras que R; esta asociado a la escala

(1.20)

‘Ejemplo tomado de Bruce y Gao (1996) pp. 27-30. La funcién doppler ests definida
como doppler(t) = \/;(1 — t)sin (T-":'-‘(;,Los)'
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7; Yy menores. Notemos que SJ - Sj+1 =Ly Rj - Rj—{-l = Uit i.e. los
detalles son las diferencias entre los smooths y los roughs adyacentes.

Antes de concluir este capitulo, describiremos muy brevemente las car-
acteristicas mds relevantes, para este trabajo, del algoritmo que permite el
célculo de la DWT de una sefial. El algoritmo pirdmide tiene como compo-
nentes fundamentales un par de filtros, a saber, el filtro de onduletas {h} y el
filtro de escala {g;}. El filtro de onduletas es una sucesién finita de nimeros
reales, que estd caracterizada por tres condiciones, dos de ellas tienen su
simil en las ecuaciones (1.1) y (1.2), es decir la suma de todos los elemen-
tos del filtro es igual a cero y la suma de sus cuadrados es igual a uno; se
atade ademnds otra condicién mads bien técnica que asegura que los renglones
de la matriz W, que serdn formadas mediante este filtro, sean ortogonales
entre sf. 2 Apartir del filtro de onduleta se construye el llamado filtro de
escala, mediante su “cuadratura espejo”, esto es, g; = (=1)*1h;_;_;. Da-
da su construccion este iltimo filtro comparte algunas caracteristicas con
el filtro de onduletas y en otros casos tiene propiedades “duales” a él. Por
ejernplo aunque también cumple la condiciéon de ortonormalidad y la suma
de sus elementos al cuadrado es igual a uno, la suma de ellos es v2 0 —v/2.
21

El algoritmo pirdmide, en su primera etapa, filtra la senal mediante {h;}
y {1}, para obtener los N/2 coeficientes de onduletas y los N/2 coeficientes
de escala de primer nivel respectivamente (se realiza un filtrado circular y
un procedimiento llamado submuestreo, que consiste en “descartar” todos
los coeficientes de subindice par resultantes del filtrado®?). Se forman en-
tonces dos vectores; con los coeficientes de onduletas se obtiene W1 (que
a 8u vez constituye la primera mitad del vector W y permite calcular el
primer detalle D, ) y con los coeficientes de escala se forma el vector V;
(que servird de insumo para la segunda etapa del algoritmo al ser tratado
en manera similar a la que en la primera se traté a X; este vector también
permite calcular el smooth de primer nivel Sy). Estas dos series de coefi-
cientes aportan informacidn de la sefial en distintos intervalos de frecuencia.
Asi mientras que los coeficientes de onduletas llevan la informacién de al-

P Formalmente las condiciones se enuncian de la siguiente manera:

Tiohi=0 , S =1y
S hihisan = 12 hihisae = 0;
estas propiedades hacen pensar en el filtro {h:} como la versién discrets de la onduleta
bésica.

2 Para m4s detalles ver Percival y Walden (2000) cap. 4.2 y 4.3
?2M4s detalles en Percival y Walden (2000) p.80-85
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tas frecuenciss, (es decir en el intervalo [1/4,1/2]) los coeficientes de escala
aportan informacién acerca de los componentes de baja frecuencia (en el
intervalo [0,1/4]). Esto ocurre debido a que el filtro {h;}, puede ser visto
como un filtro high-pass, mientras que el filtro {g;} es equivalente a un fil-
tro low-pass. Esta afirmacién se constata através de la grafica del médulo
al cuadrado de la transformada de Fourier de cada uno de los filtros . Se
muestran como ejemplo las gréficas para los filtros de onduletas y de escala
de Haar y Daubechies D(4).

e o et HAAA A g Cocute AR
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Figura 1.4: Funciones de ganancia cuadrada (modulo al cuadrado de la transfor-
mada de Fourier del filtro) para los filtros de onduletas(izquierda) y escala (derecha), para
Haar (arriba) y Daubechies D(4) (abajo).

En la segunda etapa del algoritmo se toma como insumo al vector V; re-
sultante de la primers etapa, sélo que en esta ocasion se utiliza una versién
modificada de los filtros originales (se inserta un cero entre cada elemento
del filtro y se periodiza el filtro para tener una longitud conmesurable con
V; ). Como resultado se obtienen los coeficientes de onduletas Wy y de
escala V de la segunda etapa, que permiten calcular a los detalles de segun-
do nivel D, y el smooth de segundo nivel S, respectivamente. El vector W

Esta funcién puede verse como densidad del espectro de la energia de las series resul-

tantes del filtrado
24M4s detalles en ibid. cap. 4.6
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constituird la cuarta parte del vector W que viene inmediatamente después
de W;. Como se puede apreciar en la siguiente grafica, correspondiente al
médulo al cuadrado de la transformada de fourier de los filtros de la segun-
da etapa, el filtro de onduleta de la segunda etapa tiene ancho de banda
[1/8 < |f| < 1/4], mientras que el filtro de escala de la segunda etapa tiene
ancho de banda [0 < [f| < 1/8].
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Figura 1.5: Funciones de ganancia cuadrada para los filtros de la segunda
etapa: filtros de onduletas(izquierda) y escala (derecha), para Haar (arriba) y Daubechies
D(4) (abajo).

En las etapas subsecuentes se toma como insumo el vector de coeficientes de
escala resultante de la etapa anterior y se producen dos nuevos vectores de
coeficientes de onduletas y escala (con otra versién modificada de los filtros
de onduletas y escala respectivamente®®), donde el coeficiente de ondule-
tas tiene la informacién de alta frecuencia (en el intervalo [1/27%!,1/279]),
mientras que el de escala contiene la informacién de baja frecuencia,( en el
intervalo [0,1/27%!]) es decir algo muy cercano a la tendencia de la serie.
Esta descripcion muy suscinta del algoritmo pirdmide nos permite apreciar
como el vector de smooths S; resulta de refinamientos sucesivos de la sefial
que van retirando sus componentes de alta frecuencia, lo cual constituye la
caracteristica mas relevante de la, DWT para esta trabajo.

2 La operacién de filtrado en cada etapa va agregando ua cero mds entre los coeficientes
de los filtros originales {hi} y {g1}. M&s detalles en Percival y Walden (2000) p.93-99
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Capitulo 2

Marco Teodrico

2.1. La Ley del Precio Unico y
La Paridad de Poder Adquisitivo

Un punto de referencia subyacente a la validez de la teoria de la paridad
de poder adquisitivo (PPA) es el concepto de la “Ley del precio dnico” que
replica un principio importante de la teorfa del comercio internacional y,
basado en el sencillo arbitraje en el mercado de bienes, postula que den-
tro del contexto de los mercados competitivos y la ausencia de costos de
transporte e impedimentos al comercio internacional, el libre comercio debe
asegurar que el precio de un bien dado debe ser el mismo entre paises, cuan-
do esta expresado en términos de una misma moneda. De lo anterior, la Ley
del precio unico, y a su vez la PPA puede ser resumida en la ecuacidn:

_ £
=

donde FE es el tipo de cambio y P y P* son los precios en unidades de mon-
eda, denominados como doméstica y extranjera respectivamente!. Cuando
la ecuacién (2.1) es referida a la Ley del precio tnico, P y P* definen los
precios de un solo bien en dos paises, mientras que si se refiere a la PPA,
entonces P y P* definen los niveles de precios de los paises.

Que la Ley del precio dnico prevalezca es consecuencia de la racionalidad
de los agentes econdmicos, a saber, la Ley del precio tinico se cumple debido

E (2.1)

'La ecuacién (2.1) no representa una relacién de causalidad; en el sentido que los
cambios en el tipo de cambio causan cambios en precios. De modo que la relacién paridad
de poder adquisitivo es s6lo una condicién, no es en s{ misma una teoria completa sobre
la determinacion del nivel de precios o el tipo de cambio.
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al arbitraje internacional; si el precio de un bien es mayor que el precio de
ese mismo bien en otro pais, expresado en una moneda comun, se crea en
los individuos un incentivo para comprar el bien en el pais donde el precio
es bajo y venderlo en el pais donde el precio es mayor, por tanto, el arbitraje
serd el mecanismo que tiende a disminuir el precio en este ultimo pais como
consecuencia del aumento en la oferta y a elevar el precio en el primer pais
debido al aumento de la demanda; el resultado de este mecanismo serd la
ignaldad del precio en ambos paises.

El principio postulado por la Ley del precio dnico, como ya se dijo, se
aplica para todo bien individual y la extensién hacia la PPA puede ser hecha
al considerar indices de precios construidos por la ponderacién de los pre-
- cios de un conjunto de bienes que conforman la cesta de referencia, ante
la dificultad de conocer los niveles de precios. De manera similar a la Ley
del precio unico, la PPA sugiere que habr4 niveles de precios idénticos entre
paises cuando son expresados en una misma moneda. Una reformulacion de
lo anterior es que si la Ley del precio dnico se cumple para todo bien individ-
ual, entonces debe cumplirse simultdneamente la PPA para cualquiera cesta
de bienes idéntica entre paises. Sin embargo, aunque existan desviaciones
de la Ley del precio inico para los bienes individuales, es decir, que ésta no
se cumpla, estas desviaciones pueden anularse una vez construida la cesta
de bienes y mantener la relacién entre los niveles de precios y los tipos de
cambio propuesta por la teoria de la PPA. Por otra parte, es conocido que,
esta concepcién de la relacion PPA no es préictica dentro de la literatura
empirica cuyo objetivo es su validacién ; ya que i) los costos de transporte
y los impedimentos al comercio existen y ii) las cestas de bienes no son nor-
malizadas internacionalmente, es decir, los bienes que las conforman y sus
- ponderaciones suelen ser diferentes entre paises. Por ello en la prictica, las
desviaciones de la PPA que estos causardn, impedirdn la comprobacién de la
relacion PPA. Para aliviar esta falla se hizo una reclasificacién del concepto
de la PPA.

Lo que hasta aqui se ha descrito de la relacién PPA proviene de la ver-
siéon de Gustav Cassel (a quién se atribuye el concepto de PPA), la cual se
denominé PPA absoluta, y segin la formulé éste: “el tipo de cambio en-
tre dos paises serd determinado por el cociente entre los niveles generales
de precios en los dos paises... en todo momento la paridad real entre dos
paises esta representada por el cociente entre el poder adquisitivo del dinero
en un pais y el otro. Propongo llamar a esta paridad “la peridad de poder
adquisitivo”. Mientras algo como el libre movimiento de mercancias y un
comprensible comercio entre dos paises tome lugar, el tipo de cambio pre-
sente no puede desviarse por mucho de esta paridad de poder adquisitivo
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(,en otras palabras,) las paridades de poder adquisitivo calculadas como una
razén de precios de bienes de consumo para cualquier par de paises tenderia
a aproximarse al tipo de cambio de equilibrio®”.

La segunda versiéon de la PPA retoma la relacién entre los niveles de
precios y tipos de cambio pero la establece en términos de cambios, y se
define dentro de un intervalo de tiempo donde los movimientos en los precios
relativos se compensan por los movimientos en los tipos de cambio, esto
implica un ajuste necesario para mantener constante el poder adquisitivo
de una moneda respecto a otras divisas; a esta definicién se denominé PPA

relativa, que formalmente se describe como:

Etl — Bl/P;l

s 2 para todo t; # 1t (22)
Etz Plz/ 12

La PPA relativa puede ser descrita de mejor manera mediante una aprox-
imacion expresada en términos de variaciones porcentuales de los niveles de
precios y tipos de cambio como® :

E,— Et4

=1 — 7 2.3
Frr Ty — T (2.3)

donde m; y 7 son las tasas de inflacién doméstica y extranjera ¢, respec-

tivamente; verbi gratia, si la inflacién doméstica es x%, y sin que el nivel
de precios extranjero varie, entonces la relacién PPA relativa sugiere que
la moneda doméstica debe depreciarse ese x%respecto a la extranjera para
dejar constante el poder adquisitivo, es decir, el tipo de cambio tendra una
variacién de x%.

Otro concepto que se debe incorporar al tratar la relacién PPA, es el
tipo de cambio real, el cual se define en términos de los tipos de cambio
nominales y los niveles de precios; derivado de la ecuacién (2.1) se escribe
al tipo de cambio real, R, como:

P*

R=E— (2.4)

?Balassa, “The purchasing-power parity doctrine: A reappraisal,” Universidad de Yale,
Diciembre 1964. P.p.: 584-585.

3P. R. Krugman y M Obstfeld (1995),“Economia Internacional Teoria y Politica”, Mc
Graw Hill. P. 487. Note que las ecuaciones (2.2) y (2.3) no son exactamente iguales {coin-
ciden sélo cuando los precios del pais externo son iguales en ambos periodos). Se utiliza
esta aproximacion sdélo para explicar la PPA relativa cuando el interés se centra en los
cambios porcentuales.

“ny = (P, — P,—1)/P.—1, andlogo para el nivel de precios extranjero.
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El tipo de cambio real expresa el precio en moneda doméstica del nivel de
precios extranjero dividido por el nivel de precios doméstico, entonces, si los
niveles de precios doméstico y extranjero estdn construidos en base a cierta
cesta de bienes en cada uno de los paises, el tipo de cambio real sera el
precio en moneda doméstica de la cesta de bienes extranjera respecto a la
cesta de bienes doméstica. La implicacién mas importante de esta definicién
con relacién a la PPA, es que si ésta se cumple en su version absoluta, el tipo
de cambio real sera uno en cada momento; mientras que si la PPA relativa se
cumple, el tipo de cambio real serd una constante.® Dado que esta afirmacién
tiene un sentido estricto, se puede decir entonces, que los cambios en el tipo
de cambio real no deben ser permanentes o muy persistentes en el tiempo
para que la PPA se cumpla.

Regresando a la cuestion sobre la validez de la PPA en la literatura
empirica, una razén que fundamenta el uso de la versién de la PPA relati-
va en este contexto, es que ésta puede cumplirse mientras la PPA absoluta
no (la PPA relativa es en cierto sentido una astucia para tener en cuen-
ta desviaciones de la PPA absoluta, mientras los factores causantes de estas
desviaciones sean més o menos estables). En un sentido légico, la PPA relati-
va tiene la ventaja de que aunque los indices de precios usados para cada pais
no estén construidos de igual forma (o normalizados internacionalmente), si
la composicién permanece constante las variaciones porcentuales de los pre-
cios relativos (o diferencial de inflacién), hechos con los indices de precios,
hacen patentes los cambios en los niveles de precios y pueden ser comparados
con las variaciones porcentuales de los tipos de cambio; esto es precisamente
lo que describe la ecuacién (2.3).

2.1.1. Desviaciones de la Relacién PPA

Una revision de la evidencia empirica muestra que no existe un consenso
sobre la validez de la teoria de la PPA, por el contrario, existe evidencia
que niega y otra que apoya que la relacién PPA se cumple. La validez de
la relacién PPA degenera cuando no se cumplen los supuestos de la Ley del
precio Wnico, lo cual sucede en la realidad. Los costos de transporte y restric-
ciones al comercio crean un intervalo donde el precio de los bienes en un pais
puede exceder el precio en el otro, expresados en la misma moneda y dado
el tipo de cambio, y al mismo tiempo no se presenten oportunidades para
el arbitraje; o en su lugar, donde el tipo de cambio puede fluctuar, dados
los precios, antes que el arbitraje sea rentable. Asi, mientras mdas grandes

5Para probar estas afirmaciones bastantan algunas operaciones algebraicas derivadas
de las ecuaciones (2.1) y (2.2), respectivamente.
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sean estos costos y restricciones el intervalo donde fluctuara el precio de un
pais o el tipo de cambio se hace més amplio. Como lo postula la Ley del
precio unico, el arbitraje s6lo operard cuando el precio de un pais supere al
precio en otro (cuando estd expresado en la misma moneda) més los costos
de transporte, tarifas y/o otros impedimentos. Por tanto estos factores son
un primer argumento por el cual se crean desviaciones de la PPA. Otras
desviaciones sistemdticas de la relacion PPA se dan cuando no se cumple
el supuesto de los mercados competitivos e integrados® . Bajo el supuesto
de estructuras no competitivas y segmentacién de mercado, existirdn per-
turbaciones en la Ley del! precio tnico y en la relacién PPA absoluta, y
posiblemente tampoco la PPA relativa se cumpliria.

Lo que ya es sabido sobre la teoria de la PPA es que no se da como
una relacién de corto plazo, asi como lo es que la economia en conjunto no
se encuentra en equilibrio en todo momento; por tanto, en este contexto se
argumenta que la existencia de factores monetarios y reales causan desvia-
ciones de corto plazo de la relacién PPA, pero se espera que en el largo plazo
lo establecido por la PPA se mantenga. En adicién, se ha observado respecto
a los regimenes cambiarios que las desviaciones de la PPA en el corto plazo
son mayores y mds frecuentes en los tipos de cambio flexibles que en los
tipos de cambio fijos’. En cuanto a los factores reales se argumenta que los
precios se ajustan lentamente o son semifijos (en el corto plazo) 8, aunque
eventualmente alcanzan el de valor de equilibrio de largo plazo.

Froot y Rogoff (1994), Krugman y Obstfeld (1995) y Frankel, et. al.
(1996), apoyados en la literatura empirica, sefialan que las desviaciones del
tipo de cambio real desaparecen lentamente y que 50 %.de la desviacién
desaparece aproximadamente en cuatro anos en los pafses con mayor in-
dustrializacién. Ademas, los paises con mayor crecimiento econémico tienen
tendencias hacia apreciaciones del tipo de cambio real; relacionado a esto,
los paises ricos respecto a los pobres experimentan niveles de precios més
elevados y tienen, también, tendencias més altas del tipo de cambio real;
estas desviaciones pueden estar asociadas con shocks, de oferta y demanda
agregadas, permanentes.

En resumen, se puede entender que las desviaciones de la PPA, en

5Un mercado no competitivo es aquel en el cual alguno de los agentes (compradores o
vendedores tienen la capacidad de alterar los precios del mercado por si solos. Por ejemplo
un monopolio o un cartel. )

"Michael Mussa (1986) observé esto en un estudio realizado para muchos paises y
diferentes periodos al comparar ambos regimenes cambiarios.

8Esto puede ocurrir debido a la informacién imperfecta, contratos, inercia en hdbitos
de consumo, entre otros. A los precios que reaccionan de esta manera se le llama “sticky”
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primera instancia, surgen cuando no se cumplen los supuestos subyacentes
a la Ley del precio tnico; después, las desviaciones que se entienden co-
mo temporales y suceden debido a las diferentes velocidades de ajuste en
los mercados, vinculadas a los precios “sticky” de los bienes; mientras que
desviaciones permanentes son relacionadas a cambios en los hdbitos o gustos
de los consumidores, cambios en productividad, y mas alld, cambios en el
progreso tecnologico; por ello cuando alguno de éstos ocurre, habra cambios
permanentes en los precios relativos de equilibrio.

2.2. Evidencia Empirica: Resumen Histdrico de las
Pruebas de la PPA

Una vez discutidos los factores que pueden producir desviaciones sis-
tematicas de la PPA, examinamos la evidencia empirica que se ha aportado
a través del tiempo sobre la validez de la PPA; considerando la metodologia
que se ha desarrollado para aumentar la potencia de las pruebas sobre el
cumplimiento de la PPA y la incorporacién de las causas que desvian al tipo
de cambio real del equilibrio de largo plazo.

Esta seccién es esencialmente una recapitulacién del trabajo de Froot
y Rogoff (1994)%; quienes describen los estudios empiricos realizados a par-
tir de la década de los setenta. Los primeros estudios tratan de probar la
relacién tipos de cambio y niveles de precios con regresiones simples de mini-
mos cuadrados ordinarios (OLS; Ordinary Least Squares). La forma de la
regresién para la prueba es

e = o+ B(p: — p}) + &

donde e = log(E), p = log(P) y px = log(Px). Debido que estas pruebas
s6lo consideran un término de error, por lo tanto, son incapaces de distinguir
entre efectos reales de corto y largo plazo, asi como su dindmica de ajuste.
Ademds, la estructura de la regresién para probar la relaciéon PPA puede
dar lugar a problemas de endogeneidad'?, y hace al estimador de OLS (8)
sesgado e inconsistente debido al término de error que se correlaciona con
la variable endégena. Algunos estudios considerando este problema, tratan

®Froot y Rogoff (1994), “Perspectives on PPP and Long-run Real Exchange Rates”
National Bureau of Economic Research.

9Es decir que los tipos de cambio y los precios son simultineamente determinados,
por tanto, es necesario otra construccién para el modelo y herramientas de estimacion
adicionales.
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el uso de variables instrumentales 1! Si bien se hace alusién a problemas de
endogeneidad, también puede tratarse de un problema de variable(s) omiti-
da(s), si éste es el caso, el pardmetro estimado sera sesgado e inconsistente
debido a la correlacién entre variable(s) omitida(s) y variables independi-
entes incluidas.

Respecto a los resultados de estas pruebas, las mejores estimaciones por
OLS fueron con datos de economias con alta inflacién, pero en economias
con baja inflacién hubo fuertes rechazos de la PPA; estudios de este tipo
fueron realizados por Frenkel (1978 y 1981). En general los pobres resultados
obtenidos de estas pruebas no fueron concluyentes acerca del cumplimiento
de la relacién PPA, ni siquiera respecto al largo plazo.

El siguiente paso en la evolucién de las técnicas para probar la teoria de
la PPA fue considerar la no estacionariedad. El esquema de la prueba fue
hacer al coeficiente de los precios relativos igual a uno y probar si el tipo
de cambio real es estacionario. Es decir, 3 es restringido a tomar el valor
de.uno, y si el logaritmo del tipo de cambio real (r, = ¢, + pf —p; ) es
estacionario, la PPA se cumple.!?

Para detectar si el tipo de cambio real sigue una caminata aleatoria, tres
técnicas se asumen como las més usadas: la primera es la prueba Dickey-
Fuller y Dickey-Fuller Aumentada'? (cuando se cree que los residuales estdn
correlacionados); la segunda es la prueba “variance ratios” !4, la iltima
estd basada en integracién fraccional!® que abarca bajo la hipétesis alterna-

1E] procedimiento de variables instrumentales o minimos cuadrados en dos etapas,
busca en primera instancia construir un modelo para las variables independientes del
modelo original con variables que sean exégenas es decir que no estén correlacionadas con
el término de error de la ecuacidén original.

2Froot y Rogoff (1994) seiialan que los primeros autores en este contexto fueron Darby
(1983), Adler y Lehman (1983), Hakkio (1984), Frankel (1986), Edison (1987), Huizinga
(1987) y Meese y Rogoff (1988), todo ellos citados apropiadamente en su bibliografia.

13La prueba Dickey-Fuller Aumentada para el tipo de cambio real se basa en la regresién:
Te = oo + ot + @ars—1 + ¢(L)ri—1 + €, donde r = log(R), L es el operador de rezagos,
¢(-) es un polinomio de orden p en L, con coeficientes ¢1,...,dp, € €s un ruido blanco.
Bajo la hipétesis nula de una raiz unitaria Hp : a2 = 1 , mientras que en la alternativa
Ho:a1=0yaz<1

1 B4sicamente, si el tipo de cambio real sigue un proceso de caminata aleatoria, entonces
la varianza del tipo de cambio real debe crecer linealmente sobre el tiempo.

3Un proceso integrado fraccionario para probar raiz unitaria en el tipo de cambio real
lleva a la ecuacién:

$(L)(1 ~ L)*re = z(L)er,

donde L es el operados de rezagos; ¢(:) y z(-) son polinomios de orden p y ¢q en L,
respectivamente, con coeficientes ¢1,...,¢p y 21, ..,Zq; T = Ln(R) y € un ruido blanco.
Luego, si el pardmetro d = 0 entonces el tipo de cambio real es un proceso ARMA(p,q),
si d = 1 entonces el tipo de cambio real sigue un proceso de caminata aleatoria y
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tiva, ademas de los procesos ARMA, més procesos estacionarios haciendo
mayores las posibilidades de rechazar la hipdtesis nula de caminata aleatoria
del tipo de cambio real.

No obstante este nuevo esquema de prueba descubre otros nuevos proble-
mas, en particular la baja potencia de las pruebas, i.e., una baja probabilidad
de rechazar la hipétesis nula de caminata aleatoria cuando de hecho es falsa.
Este problema resulta de la dificultad de distinguir una convergencia lenta
hacia el equilibrio de largo plazo en los tipos de cambio real. Por ejemp-
lo, cuando estos estdn bajo un régimen que permite al tipo de cambio ser
flexible se da un fenémeno de alta volatilidad en ellos, disfrazando un lento
retorno a la media como una caminata aleatoria. En los estudios empiricos
de esta clase se trata de eliminar este problema al considerar conjuntos de
datos més amplios, llevando a cabo pruebas que incorporan un gran hori-
zonte de datos historicos (que abarcan tipos de cambio flotantes y fijos) y/o
el uso de més de una moneda, simultdneamente. 16

Finalmente al extremo de la linea de evolucion sobre las técnicas en se-
ries de tiempo para probar la validez de la teoria de la PPA se hallan los
estudios realizados con el uso de los modernos métodos de cointegracién!?,
lo que implica verificar la existencia de una relacién de equilibrio de largo
plazo entre el conjunto de variables no estacionarias. Significa al mismo
tiempo que las variables no pueden moverse independientemente unas de
otras, es decir, sus tendencias estocésticas estan relacionadas, dicho en otras
palabras, la dindmica de las variables a través del tiempo, debe tener al-
guna relacién con las desviaciones presentes de la relacién de equilibrio de
largo plazo. Los estudios empiricos, contemplados en el trabajo de Froot y
Rogoff (1994), utilizan métodos de cointegracién basados en la metodologia
de Engle y Granger (1987)'#, los cuales proponen diferentes estructuras al
probar cointegracién entre los niveles de precios, P y P*, y el tipo de cam-

si 0 < d < 1 entonces el tipo de cambio real es un proceso integrado fraccionario y es
estacionario.

18Gin embargo, ya que estos conjuntos de datos, utilizados en este tipo de estudios,
combinan las varianzas relativamente bajas de los tipos de cambio fijos con las varianzas
altamente voldtiles de los tipos de cambio flotantes, la potencia de las pruebas puede ser
afectada segtin sea el modelo especificado; asf Lothian y Taylor (1994) en un estudio sobre
esta cuestién, dan evidencia de que el uso de ambos tipos de cambio no sesgan la prueba
de rafz unitaria cuando se estima un modelo AR(1) sobre el tipo de cambio real.

Los métodos de cointegracion se basan en la biisqueda dentro de un conjunto de series
no estacionarias de alguna combinacidn lineal de ellas que sea estacionaria.

18Este método entra en la clasificacién de métodos de estimacién con una sola ecuacién,
a saber, sélo se estima un vector de cointegracion. [Ver Maddala y Kim (1998), “Unit Roots,
Cointegration, and Structural Change,” Universidad de Cambridge, p. 155.]
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bio, E. Algunos estudios prueban cointegracién entre los niveles de precios
expresados en la misma moneda, de tal modo, la ecuacién (2.1) en forma
logaritmica, se transforma de las siguientes maneras:

P = ap+on(e + pex) +uy, (2.5)
ee+px = Po+ Pip+ vy,

donde u; y v; son llamados errores de equilibrio. En cada caso, el rechazo
de la hipdtesis nula de no cointegracién implica que el error de equilibrio es
estacionario (i.e. I(0) ) y se puede concluir que la relacién PPA se cumple.
Aunque la teoria asintética sefiala que cuando el horizonte temporal tiende a
infinito, ¢ — 00, probar caminata aleatoria en u; y v; deben ser equivalentes,
esto no es aplicable al tamafio de los conjuntos de datos que han estado
disponibles en los diversos estudios, por lo que la prueba es sensible a la
eleccién de las variables que se utilizan como enddgena e independiente.
Por consecuencia, la metodologia de Engle y Granger es ineficiente en este
sentido y puede ser una fuente de ambigiiedad acerca del resultado sobre la
validez de la PPA.

En adicién, otros estudios probaron cointegracion entre los precios y el
tipo de cambio, es decir, la ecuacién (2.1) en forma logaritmica; como antes,
las variables estdn cointegradas si el error de equilibrio, ¢;, es estacionario:

e = 6 + O1p; + 6op; + € (2.7)

Las pruebas de cointegracién que usan la ecuacién (2.7) en los traba-
jos de varios autores!® muestran como resultados comunes que los rechazos
de la hipdtesis nula de no cointegracién se obtienen con mayor frecuencia
cuando emplean datos del tipo de cambio fijo o indices de precios al pro-
ductor, mientras que, con tipos de cambio flotantes o indices de precios al
consumidor, los rechazos de la hipdtesis nula son menos frecuentes®.

Las pruebas basadas en la ecuacién (2.7) son la forma general para pro-
bar cointegracién entre esas variables, en particular, si se espera por alguna
razon que 61,602 # 1. Aunque también se presentan variaciones a la prueba
al restringir los pardmetros 6, y 6,, concretamente, al aplicar la restriccién
de simetria ; = —05; o bien la restriccién de proporcionalidad §; = —6, =1

¥Tales como Corbae y Ouliaris (1988), Enders (1988), Kim (1990), Mark (1990), Fisher
y Park (1991), Cheung y Lai (1993 a) y Kugler y Lenz (1993). Estos trabajos son citados
por Froot y Rogoff (1994)

®La ecuacién (2.7) es consistente con tipos de cambio flexibles, donde el tipo de cambio
nominal es quién responde para compensar las desviaciones de la PPA.
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21 Bn ambos casos, la evidencia empirica para datos del tipo de cambio flex-
ibles, resulta en menores rechazos de la hipotesis nula de no cointegracion,
que aquellas donde no hay restricciones sobre los parametros.

Sin embargo, en el contexto de las pruebas de cointegracion subyace la
problematica del tamaiio de la muestra. Muestras pequenas llevan a resulta-
dos poco admisibles desde el punto de vista econémico; por lo que es comin
encontrar en la literatura empirica coeficientes estimados de las pendientes
que varian en un rango muy amplio y ademés muestran valores muy alejados
de la unidad, lo cual no es consistente con la teoria postulada por la PPA.
22

Finalmente diremos que la idea de la relacién de equilibrio de largo plazo
sigue postuldndose como un buen marco para probar la teoria de la PPA; de
modo que, aquellas metodologias que hacen una distincién més clara entre
los distintos horizontes temporales parecen ser apropiadas para confrontar
los problemas que plantean las pruebas ya mencionadas, buscando, al menos,
aumentar la potencia de estas pruebas.

N Este es el caso donde se prueba que el tipo de cambio real r¢ = e + p; — D¢ €8
estacionario.

#Kim (1990) se sefiala como un ejemplo de pruebas que incluyen una muestra de datos
grande. El es capaz de rechazar la hipotesis nula de no cointegracién para los paises
considerados, ademas encuentra coeficientes que son cercanos a uno para casi todos los
casos que examina.
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Capitulo 3

Ejercicio Empirico:
Metodologia y Resultados

3.1. Datos

En este trabajo, cuyo objetivo es verificar la hipétesis PPA, se emplean
datos mensuales acerca de los indices de precios al consumidor de Esta-
dos Unidos y el Reino Unido (en lo sucesivo abreviados como IPC.USA y
IPC.UK respectivamente), asi como el tipo del cambio (TC) de libras es-
terlinas por délar estaunidense. Los datos abarcan un periodo de 32 anos
comprendidos entre enero de 1972 y junio de 2004, constituyendo una se-
rie de 390 observaciones para cada variable. Las series de datos para los
fndices de precios han sido expresadas, ambas, tomando como base el mes
de epero de 1987.! Los datos fueron obtenidos, en la base de datos del
Banco de la Reserva Federal de Saint Louis através de su pagina elec-
tréuica research.stlouisfed.org/fred2/ , en el caso del indice de pre-
ciog norteamericano y el tipo de cambio; mientras que la serie de indice de
precios del Reino Unido corresponde a la base de datos del ministerio es-
tadisticas de este pais através de su pdgina electrénica www.statistics.gov.uk .
En la pégina siguiente se muestran graficos de las series, en primer lugar de
TC y posteriormente IPC.USA-IPC.UK

Los gréficos nos permiten apreciar fuertes comportamientos tendenciales

Es una préctica habitual en economfa reexpresar las variables nominales (i.e. que estdn
expresadas con los precios dados por el mercado), tales como el ndice de precios, teniendo
como punto de referencia un afio en particular, en el cual la variable tomaré como valor 1
o 100; esto permite hacer comparaciones mss confiables entre las variables pues con ello
se eliminan los efectos perturbadores de los precics de mercado.
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en las series; en el caso de la diferencia del tipo de cambio observamos
que la serie ha caido consistentemente desde el inicio de la liberalizacién
en los tipos de cambio (2 principios de los setentas) hasts finales de la
década de los ochenta, lo que nos permite afirmar que la serie [PC.USA se
ha desplazado més lentamente que su contraparte britdnica. Por su parte
la serie del TC muestra descensos muy pronunciados en las décadas de los
setentes y ochentas, sin embargo a partir de la década de los noventas se
observa un comportamiento muy estable de la variable.

3.2. Metodologia

La metodologia a seguir en este ejercicio empirico serd una modificacién
de aquella establecida originalmente por Ramsey y Lampart (1997) [14] y
que consiste en lo siguiente, primero la series son transformadas mediante
la DWT, obteniendo de esta manera distintos niveles de detalles (D;), que
de acuerdo a lo establecido en el capitulo 1 representan los cambios de la
serie en la correspondiente escala j, esto es, el componente de frecuencia de
la serie original en el intervalo [1/27+! 1/2/]. Como el objetivo de Ramsey y
Lampart es mostrar la naturaleza de la relacién entre las diferentes escalas
de tiempo, tanto entre el dinero y el ingreso como del ingreso y el consumo,
se utilizan los coeficientes de los detalles D; como prozies en la referida
escala de tiempo para la variable correspondiente; a continuacién efectdian
pruebas de causalidad de Granger entre los detalles, y de esta manera se
establece que la relacion de causalidad entre las variables originales en cierto
horizonte de tiempo esta dada por la relacién entre los detalles D; de las
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mismas. Ahora como el objetivo de este trabajo es verificar la existencia de
una relacion de largo plazo, entre el tipo de cambio y la diferencia entre los
niveles de precios, modificaré la metodologia anterior de la signiente manera.
Se transformaran las series mediante la DWT, sin embargo ahora el interés
se centrard en el componente de largo plazo de las series, & saber, el j-ésimo
nivel de smooth S;, quién como se discutid en el capitulo 1 esta asociado a la
banda de frecuencia [0, 1/29+1], es decir en él est4 expresado el componente
de largo plazo de la serie. Posteriormente trataré de esclarecer la relacion
que existe entre las variables mediante, en primera instancia, regresiones
(con diferentes especificaciones) entre los distintos smooths y posteriormente
mediante otra medida de “asociaciéon” buscando en ambos casos corroborar
o bien refutar la hip6tesis la PPA. A continuacién explicaré con mds detalle
este procedimiento.

Recordemos que la PPA (paridad del poder adquisitivo) establece que
existe una relacién de largo plazo entre el tipo de cambio y la diferencia de
los niveles de precios. Asi mismo en el capitulo 2 hemos mencionado que
casi todas las pruebas empiricas sobre la PPA se enfocan en el ajuste de la
ecuacién dada por la ley de tinico precio, i.e.

P
E= P (3.1
donde E es el tipo cambio entre ambas divisas (TC), P y P* son el indice
de precios local (IPC.USA) y externo (IPC.UK) respectivamente. Con el
objetivo de linealizar el modelo propuesto en la ecuacién se expresa a las
variables en logaritmos de modo que

log £ = log P — log P* (3.2)
de esta manera se ajusta el siguiente modelo de regresién lineal

et =a+B(p—p}) +e (3:3)

donde e; es el logaritmo de TC, p; y p; es el logaritmo de los niveles de
precios del pafs interno (IPC.USA) y externo (JPC.UK) respectivamente.
Ahora bajo la hipdtesis PPA se cumple que 8 = 1. O bien el modelo més
general

ey = o+ Pop + Bip; + & (3.4)
bajo la hipétesis 81 = —fp = —1. Sin embargo, en €l capitulo 2 establecimos
que todas la pruebas econométricas de este tipo han encontrado dificultades

para corroborar la hipétesis. Por tanto en este trabajo se hace uso del andli-
sis en onduletas como alternativa en el estudio de este tema. Este tipo de
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analisis es de interés en este caso pues la transformada en onduletas de una
sefial proporcionsa informacién en diferentes escalas de la sefial (recordemos
que en el primer capitulo ilustramos através de la onduleta de Haar como
los coeficientes resultantes de la DWT para cada escala son proporcionales
a diferencias en promedios adyacentes a la escala correspondiente 2). En
particular la hip6tesis PPA requiere el estudio de los componentes de largo
plazo de las variables, por tanto, y a diferencia de los estudios realizados por
Ramsey y Lampart, el interés de este trabajo no se centrard en los detalles
D; que resultan de la DWT sino en aquello que expresa los componentes
de largo plazo de la sefial, a saber, los smooths S; (pues como se constata
a través de la ecuacién de andlisis (1.18) el smooth es una aproximacién a
la senal a la que se le ha removido los cambios hasta la escala j, i.e. D;
parai=1:j y por tanto S; es més cercano a la tendencia de la serie). De
esta manera en el trabajo se propone establecer la relacion de largo plazo
que exista entre las variables a través de sus smooths. Emulando los trabajo
realizados con anterioridad sobre el tema se estiman regresiones como las
planteadas anteriormente, pero utilizando en lugar de las series originales se
har4 uso de los smooths resultantes del anslisis (DWT) de las variables orig-
inales.? Sin embargo ante la posibilidad de que dicha relacién sea de carécter
no lineal, en cuyo caso el andlisis de regresién tendria numerosos defectos,
entre otros heteroscedaticidad, correlacién serial etc., se propone entonces el
uso de otro estadistico que nos permita establecer la dependencia entre las
variables, en la siguiente subseccién se describird a detalle dicho estadistico.
Finalmente se recurrird a otra de las metodologias propuestas concernjente
a las pruebas de la PPA, 4 en ella se prueba la estacionariedad de la serie del
tipo de cambio real, que estd definido (en logaritmos) como ry = e, —p+p;.
Este ejercicio, de resultar exitoso, probaria la versién relativa de la PPA.
Como la DWT es una transformacién lineal para calcular la DWT del tipo
de cambio real basta con sumar (o restar segin sea el caso) las series trans-
formadas del tipo de cambio y los indices de precios doméstico y externo
respectivamente. Una vez obtenida la DWT del tipo de cambio real se pro-
bar4 la hipStesis de estacionariedad para sus smooths mediante la prueba

2M4s detalles en la p. 17
3Para ser més precisos, si denotamos como S;(X) al smooth al j-ésimo nivel de una
sefial X; entonces el modelo de regresidn que se estimard es e} siguiente:

Sjled) = a+ BoSj(ps) + BsSs(pr) + e
con hipétesis andlogas.

“Froot y Rogoff (1994) hacen una recapitulacién de los antores que han realizado este
tipo de pruebas. También se hace referencia a estos trabajos en el capitulo 2.
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de Dickey-Fuller aumentada.

3.2.1. Anadlisis de Regresiéon y Dependencia

Consideremos un vector aleatorio (respuesta) Y, cuyos valores pueden
depender de un vector aleatorio X = (Xi, X»,...,Xx) donde k es un entero
positivo. Asumamos que es cierto un modelo de la forma

Y = f(XiL)-X‘izs“‘1XP:m))

donde 1 < 4 < ip < --- < iy < k, y f es cualquier funcion medible, no
necesariamente lineal. En este caso existe una relacién de dependencia entre
la variable aleatoria Y y el vector aleatorio (X;,, Xj;,..., X;, ).

Definamos

6Y.(X‘ s Xig gy Xi ) = Sup |Fv."x,i9----,im (yl Iil’zi2’ e ’Iim)
P (V,Iil ,Ii,....,zlm)GRm+l

_Fy(y)'pil.i:.-.-.im (Zi) 3 Tigy v - )zim)l

donde Fy;, i,,..i,. denota la funcién de distribucién conjunta de Y y todos
los Xj,, F, es la funcién de distribucién de Y, y Fj, ;.. i, es la funcién
de distribucién conjunta de Xj,, entonces ‘SY,(XH,X.-,,.... X)) = 0 si y sblo
si Y y el vector (Xj,,Xi,,--.,X;,,) son independientes. De otra manera
by, (Xiy Xy Xim) 0. Més adelante veremos que dicho estadistico nos per-
mitiré detectar la dependencia establecida entre Y y X aiin cuanto Ja funcién
f sea no lineal. En tanto establezcamos algunas propiedades del estadistico,’

a) by, Xy Xiq) = 0 81y 86l si la variable aleatoria Y y el vector aleatorio
(X, ..., Xi,) son independientes.

b) 0 < dy,x,,,..x,,) < 1/4

€) 0 Brxe, ) S ik gy Xigay) S 7 S B g Xiggmoy) S gy Xy )
y by, Xy v Xem) = OV,(X; para cualquier permutacién o de

Im.

0(1),...,)(‘-0(’"))

a) 5y.(xh,.~.,x£m) = 6Y'(Xi1 o Xim Xis4y) si Xi, i
es independiente de (Xj,,---,X;,)eY.

®Pruebas detalladas por Fernandez-Ferpandez y Gonzalez-Barrios (2001,2003) y
Gonzélez-Barrios y Ruiz-Velasco (2004)
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Asumamos que tenemos una muestra aleatoria de dimensién m + 1 de
tamano j, X; = (¥, Xy, Xiy, .-+, Xi,,) para l = 1,2,..., 7 proveniente de
una funcién de densidad conjunta Fy; is..in. = (% Zi) Zis, .-, Tip,) CON
funcién densidad marginal F,(y) y funcién de densidad marginal conjunta
Filizyesim = (Tiy Tigy -1 Tipm )

Denotamos por Fg,il igrim
cién empirica de X;, 1= 1,2,...,7, sea F{(y) la funcién de distribucién
empirica de Y, y Fi{,ig,....im = (i, iy, - - -y Tir,) l2 funcién de distribucién
conjunta empirica de (X, Xi,y. .-, Xi,,) paral = 1,2,..., j. Se usard como
medida de dependencia multidimensional muestral a:

= (Y, iy, Tigs - - - » Tipy ) 18 funcién de distribu-

J - Jj ) .
6Y,(X,‘l,.,.,x.-m) " ( Sup )eﬂ ) |Fy.ix....,i-m (yaItls‘ b izlm)
WiZiy v ZLig, m

B, i (@7

Esta versién muestral imita a la versién poblacional de la medida de
poblacién definida auteriormente, lo cual tiene més sentido cuando j — oo,
de tal suerte que el estadistico muestral satisface una ley de grandes niimeros
bajo la hipdtesis de independencia, es decir si (Y, Xi,,, Xiy,---»Xi,,) €
una muestra independiente de tamafo j, proveniente de funcién una dis-

tribucién conjunta de dimensién m+1, Fy i is....im (¥ Tigr Tigy « - - » Tiyy ) CUYSS
funciones de distribucién marginales correspondientes estin dadas por Fy(y)
y funcién de distribucién marginal conjunta F;, i, . im(Ziys Tis - - -  Tisn ), €0
tonces JJY’ (Xiy oo X ) 56 BPTOXIME 2 éy‘( Xuy Xeg Xy ) C251 SEEUTAMmENtE CUBD-
do j — oo.

Ademss si Y es independiente del vector (Xj,,Xi,,-.., Xi,,) tenemos
que: _
&

Y,(X,‘l,...,xl‘m) —0

casi seguramente cuando j — oo.

El estadfstico tiene entre otras propiedades, que su valor no cambia si
se transforman las coordenadas de X (en los datos) mediante transforma-
ciones monotonas crecientes o si transformarnos Y a través de una funcién
mondétona creciente. También es posible establecer un orden creciente de las
estadisticas afiadiendo coordenadas.

M4s importantes para los propdsitos de este trabajo son los siguientes
resultados sobre la distribucién de &{,‘(XH Xyt B0 ellos se asume como
hipdtesis que X es una variable aleatoria univariada y no un vector como
hasta shora habiamos supuesto.



a) Si X e Y son variables aleatorias continuas entonces é'{',(x) # 0 casi
segurarmente.

b) Si se asume que Fy (y, ) = zy, es decir X ¢ Y son variables aleatorias
independiente y uniformes en el intervalo (0,1), entonces siempre es
posible hallar la distribucién de &, (x)"

¢) Sise asume que Fy -(y,2) = Fy(y)Fz (), es decir que X e Y son variables
aleatorias independientes cuyas funciones de distribucién son Fi(z) y
F,(y) correspondientemente, entonces

ey
5 x) = Try vy Px(x))

~ Los resultados anteriormente establecidos permiten utilizar al estadistico
6{,,(){'_1 o Xi,,) €0 un2 prueba de independencia incluso si es necesario aprox-
imar su distribucién mediante simulaciones.
Dada una muestra aleatoria, de tamatio 7, de vectores con dimension m+
1, Xp = (1, X4y, Xigyy .-+ Xi,,) para l = 1...,7, donde cada X; proviene
de una funcién de distribucién comin Fy ;, . i, (:); Gonzédlez-Barrios y Ruiz-
Velasco proponen los siguientes pasos para realizar la prueba:

1. Hallar la distribucién exacta o una aproximacién mediante simula-

ciones de & en el caso de m + 1 variables aleatorias inde-
Y)(xfl r'“tX‘m)

pendientes uniformes y para un tamano de muestra j.

2. Evaluar al estadfstico &i, (XeirnXon) PRT2 la. muestra dada.

3. Rechazar la hipdtesis si el estadfstico es mayor que el cuantil 1 — a de
la distribucién exacta o aproximada. En el caso contrario no se rechaza
la hipébtesis de independencia.

La implementacién practica del ejercicio antes propuesto se realizard medi-
ante el software (escrito en lenguaje FORTRAN) disefiado por Contreras-
Cristdn, Gonzélez-Barrios y Ruiz-Velasco, quienes han permitido su uso para
este trabajo. En la siguiente seccién se presentan los resultados.

3.3. Estimaciones

En esta seccidn se presentan los resultados obtenidos mediante la metodologia
anteriormente propuesta. En primera instancia, se muestra un grafico de las
series entre las cuales se intenta “descubrir” una relacién de dependencia.
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Se muestra en el eje de las ordenadas el valor del TC, mientras que en el eje
de las abscisas se encuentra la diferencia IPC.USA-IPC.UK (cada punto en
la gréfica corresponde a un ano de las observaciones).
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Figura 3.1:

También se muestra la estimacién de la regresién de la ecuacién (3.4)
antes de calcular la DWT.

Dependent Variable: DATOS

Method: Least Squares

Sample: 1 380

Included observations: 390

White Heteroskedasticity-Consistent Standard Errors & Covariance

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 0.544275 0.174158 3.125176 0.0019

USADATOS 0.676868 0.115520 5.869229 0.0000

~UKDATOS 0.683193 0.079519 8.591532 0.0000

R-squared 0.549362 Mean dependent var 0.561200
Adjusted R-squared 0.547033 S.D. dependent var 0.174721
S.E. of regression 0.117592 Axaike info criteriom -1.435624
Sum squared resid 5.351416 Schwarz criterion ~1.405016
Log likelihood 282.9272 F-statistic 236.8914
Durbin-Watson stat 0.045411 Prob (F-statistic) 0.000000

Como ya se habia sehalado anteriormente esta regresién pese a estimar
coeficientes significativos, estos no son significativamente iguales a 1, de
acuerdo a la prueba de Wald que se muestra después de este parrafo. Ademaés
el estadistico Durbin-Watson evidencia un problema de correlacion serial de
los errores.
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Wald Test:
Equation: EQDATOS

Test Statistic Value df Probability
F-statistic 182.7442 (2,387) 0.0000
Chi-square 365.4885 2 0.0000

Null Hypothesis Summary:

Normalized Restriction (= 0) Value Std. Err.
-1+ C(2) -0.323142 0.115520
-1 + €(3) -0.316807 0.079519

Restrictions are linear in coefficients.

Ahora se procede propiamente con la metodologia propuesta, primero se
obtiene la DWT de cada una de las series, con el niimero de niveles que S+
usa por default (j = 6) utilizando como onduleta basica a las Symmlets
o LA(8),® lo que da lugar al siguiente analisis multiresolucién.

Data —
S§1 —
s2 — L
s3

— ~
s\ o

Figura 3.2: Smooths para la serie del TC desde el nivel 1 hasta 6.

5Se utiliza esta onduleta por las misma razones que argumentan Ramsey y Lampart,
a saber, la funcidn es “esencialmente” distinta de cero en un conjunto compacto y rela-
tivamente “angosto”, tambidn es casi simétrica y diferenciable en la mayor parte de su
dominio. Ademis Lampart y Ramsey establecen que el ejercicio es bastante robusto al

cambio en la onduleta bésica, por lo tanto el presente trabajo se concreta a hacer el
andlisis con una sola funcién.
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Figura 3.3: Smooths para la serie del IPC.USA desde el nivel 1 hasta 6.
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Figura 3.4: Smooths para la serie del IPC.UK desde el nivel 1 hasta el 6.
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Figura 3.5: Serie del TC (linea sélida) comparada con su smooths de cuarto
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Figura 3.6: DWT del logaritmo del TC
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Figura 3.7: DWT del logaritmo de la serie del IPC.UK
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Figura 3.8: DWT del logaritmo de la serie del IPC.USA
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Entre las graficas anteriores se incluyo una figura comparativa de
la serie del TC con su smooth de cuarto nivel, en la que es posible
apreciar el modo en el que la DWT ofrece una “versién” mas suave
de la senal através de sus smooths. También se incluyen gréficos de
los coeficientes de la DWT para cada una de las variables. En la figu-
ra correspondiente a la serie del TC se evidencian perturbaciones en
las escalas menores (d;,ds, d3), mientras que en las series IPC.USA y
IPC.UK solo muestran coeficntes grandes para sg.

Ahora para corroborar que exista alguna posible relacidn de largo
plazo realizo graficas de la diferencia de los smooths de los indices de
precios versus los del TC (siempre en el mismo nivel). Se muestra en
seguida, como ejemplo, la grafica entre los smooths de tercer nivel S3.
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como es posible apreciar en el grafico anterior existen buenas posibili-
dades de encontrar alguna especie de “asociacion” entre las variables.
Enseguida se estima una regresion lineal entre los “smooth” s3 de las
series, de lo que resulta lo siguiente,

Dependaent Variable: S3

Method: Least Squares

Sample: 1 390

Included abservations: 390

White Heteroskedagsticity-Consistent Standard Errors & Covariance

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic  Prob.

C 0.106160 0.053656 1.959604 0.0507
UsSAS3 0.987973 0.037434 26.39211  0.0000
-UKs3 0.900866 0.027669 32.57019  0.0000
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R-squared 0.583604 Mean dependent var 0.548773

Adjusted R-squared 0.5814562 S.D. dependent var 0.177018
S.E. of regression 0.114522 Akaike info criterion -1.488433
Sur squared resid 5.076637 Schwarz criterion -1.457924
Log likelihood 293.2445 F-statistic 271.2014
Durbin-Watson stat 0.013434 Prob(F-statistic) 0.000000

en Ja regresion anterior lo coeficientes estimados para ambos “smooths” re-
sultan significativos y los signos parecen correctos de acuerdo a la PPA, i.e.
el nivel de precios doméstico (IPC.USA) tiene asociado un coeficiente posi-
tivo y el fndice de precios externos, (IPC.UK) tiene un coeficiente de signo
negativo y son bastante cercanos a 1. No obstante las pruebas de Wald rec-
hazan la hipdtesis de que el coeficiente asociado al nivel de precios externo
(Uk) es igual a -1, mientras que no se rechazé la prueba en el caso del nivel
de precios para USA. La prueba F rechaza la hipétesis nula de que todos los
coeficientes sean iguales a cero.

Wald Test: Equation: EQS3

Test Statistic  Value df Probability
F-statistic 0.103218 (1,387) 0.7482
Chi-gquare 0.103218 1 0.7480

Null Hypothesir Summary:
Normalized Restriction (= 0) Value Std. Err.

-1 + C(2) -0.012027 0.037434
Test Statistic Value df Probability
F-gtatistic 12.84589 (1,387) 0.0004
Chi-square 12.84589 1 0.0003

Null Hypotheais Summary:
Normalized Restriction (= 0) Value 8td. Err.
-1 + C(3) -0.089134 0.027659

La regresion ajustada da lugar la siguiente grafica. Se muestra en el eje
de las ordenadas el valor de logaritmo del smooth de TC, mientras que en el
de las abscisas se muestra el valor ajustado por el modelo; las linea punteda
representa a la recta identidad, de esta manera mientras més cercanos a
la linea se encuentren los puntos tendremos una estimacién més certera, en
este caso particular las desviaciones graves del modelo estimado se dan entre
14y 1.6.

También se muestra la grafica através del tiempo de la serie del smooth
del tercer nivel (linea sélida) asi como el valor ajustado mediante la regresién
(linea punteada).
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Enseguida se estima la regresién bajo la especificacién dada por el modelo
restringido, es decir, suponiendo que 8y = —f en la ecuacién 3.4, de lo que
tesulta lo siguiente.

Dependent Variable: 33

Method: Least Squares

Sample: 1 390

Included observatiomns: 390

White Heteroskedasticity—Consistent Standard Errors & Covariance

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

c 0.511328 0.006118 83.67134 0.0000
USAS3-UKS3 0.711482 0.023233 30.62437 0.0000
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R-squared 0.558082 Mean dependent var 0.548773
Adjusted R-asquared 0.556943 S.D. dependent var 0.177018
S.E. of regression 0.117828 Akaike info criteriom  -1.434075
Sum squared resid 5.386731 Schwarz criteriem -1.413735
Log likelihood 281.6445 F-statistic 489.9909
Durbin-Watson stat 0.045343 Prob(F-statistic) 0.000000

En esta regresién observamos que el coeficiente estimado 3 es igual a 0,711482,
gue aunque no es cercano a 1 es positivo y significativo a cualquier nivel de
significacia. Asi mismo la regresién en su conjunto es significativa de acuerdo
a la prueba F. La regresién ajustada da lugar al siguiente gréfico, en donde
se muestra en el eje de las ordenadas el valor de la serie del smooth del TC,
mientras que en eje de las ordenadas se muestra el valor estimado por el
modelo de regresién, de nueva cuenta la linea puntada es la recta identidad
y cualquier punto sobre ella indica que no existe error en la estimacién.
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A continuacién muestro los coeficientes que se obtienen en las regresiones
con los smooths desde el nivel S1 hasta S6. En estas estimaciones es posi-
ble apreciar que mientras en los primeros niveles los coeficientes estimados
parecen estar lejos de los postulados por la hipétesis PPA, en cuanto se es-
tima la regresién en los smooths de los niveles mayores los coeficientes se
aproximan a 1. Es necesario mencionar que todas las regresiones estiman
coeficientes significativos y las prueba F rechazan que las regresiones no sea
significativas. No obstante las pruebas de Wald solo avalan la hipétesis PPA,
es decir que los coeficientes estimados sean significativamente iguales a 1 y
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-1 respectivamente, en el tercer y cuarto nivel (marcados con asterisco).

E B |
S1]0.8447 | -0.8001
52 | 0.8777 | -0.8232
S3 | 0.9880* | -0.9009
S4 | 1.0225% | -0.9261
S5 | 1.0452 | -0.9438
S6 | 1.0730 | -0.9666

Otro problema recurrente encontrado en las regresiones es la presencia de
estadisticos de Durbin-Watson que se encuentran en la regién que no rechaza
la hipétesis de autocorrelacion serial, lo cual hace inconsistente el estimador
de la varianza de los estimadores y en consecuencia algunas pruebas. El
hallazgo de correlacién serial muestra que, en este caso en particular, la
DWT no removi6 la correlacién serial.

Buscando alternativas a los problemas antes mencionados en la regre-
siones estimé otras especificaciones, en primera instancia estimé los modelos
restringidos en los que By = —f1. En la tabla siguiente se muestran los coe-
ficientes estimados. Una vez més se observa que los coeficientes se acercan a
1 a medida que se avanza en el nivel de la transformacién pero de acuerdo
a la prueba de Wald sélo en el caso de S6 no se rechaza la hipétesis de que
el coeficiente sea igual a 1.

L [8

S1 [ 0.6991
S2 | 0.7007
S3 | 0.7115
S4 | 0.7322
S5 | 0.7848
S6 | 0.9335*

Sin embargo estas regresiones también paceden los problemas de cor-
relacion anteriormente descritos e incluso se presentan problemas de het-
eroscedasticidad. Se especificaron algunas otras especificaciones de tipo poli-
nomial que lamentablemente no resolvieron el problema.® Pese a todo las

"Percival y Walden (2000) efirman que esto ocurre para una clase de procesos estocasti-
cos conocidos como procesos de memoria larga.

®Los trabajos citados en el capitulo 2 salvan este escollo realizan modelos de correccién
de errores luego de probar la existencia de cointegracién entre las variables en cuestién
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covariancia estimada (muestral) entre los términos de error y la variables
explicativas, i.e. IPC.USA e IPC.UK es del orden de 1072 (que puede con-
siderarse como cero) para los distintos modelos estimados, lo cual permite
conceder cierta validez a los estimadores pues bajo la hipétesis de no cor-
relacion entre las variables explicativas y los errores, los estimadores serdn
consistentes, no asi las correspondientes pruebas de hipdtesis que no son del
todo vélidas. Ahora como el objetivo original del trabajo es mostrar la exis-
tencia de una relacién de largo plazo que avale la hipétesis PPA bastard con
mostrar que no existe independencia entre los smooths de las variables, a
pesar de que no se conozca la relacién especifica que guardan entre si las
variables. De esta manera se procede a probar la hipétesis de independencia
entre el tipo de cambio y la diferencia de los indices de precios (doméstico
menos externo) mediante el estadistico § introducido en la seccién 3.2.1.

Identificaremos a las variables del presente ejercicio con las del marco
tedrico en la seccién antes mencionada de la siguiente manera: Y es la vari-
able dependiente y corresponde a el tipo de cambio, mientras que X es la
variable independiente y corresponde al spread o diferencia del indice de
precios de Estados Unidos menos el del Reino Unido. Entonces se postula
la existencia de una relacién de dependencia del tipo Y = f(X) donde la
funcién f no es conocida.

Como primer paso para probar la hipdtesis se estimé la funcién de den-
sidad del estadistico, para el caso particular de 390 observaciones. Se real-
126 este procedimiento mediante simulaciones del estadfstico que permitieron
generar el siguiente histograma que aproxima la verdadera funcién de den-
sidad de 4.2

A partir del grifico se puede establecer una regién de rechazo'® para
la hipdtesis nula de independencia!’ cuando & > 0,042. En seguida se
calcula el valor del estadfstico para cada uno de los niveles de smooths en
los que se busca establecer la relacién de dependencia. Como es posible
apreciar en la table subsecuente, para todos los niveles desde S1 hasta S6 el
estadistico estimado es mayor que 0,1 por tanto se rechaza la hipétesis de
independencia; inclusive se encuentra una suerte de “convergencia” hacia el
valor que sirve como cota superior del estadistico, i.e. 0.25.

®Para realizar la simulaciones y €l calculo del estadistico mismo se utilizé el programa
escrito originalmente por Contreras-Cristan, Gonzalez-Barrios y Ruiz-Velasco

{9B] cuantil de 0,95 de distribucién estimada se hallé en 0,041362

“"H,: 8 =0
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Figura 3.9: Histograma para el estadistico §

[ | Estadistico & |
S1 | 0.173438527
S2 | 0.170085470
S3 | 0.174950690
S4 | 0.181485865
S5 | 0.192925707
S6 | 0.209072978

Abhora, buscando probar la validez de la hipdtesis de 1a PPA en su version
relativa se calcula la DWT de la serie del tipo de cambio real como se
describié en la seccién anterior, esto es, calculando directamente 1 = e —
Pysa Py utilizando las series transformadas del tipo de cambio y los indices
de precios respectivos. Como el interés estd centrado en los movimientos de
largo plazo se obtienen los smooths hasta el sexto nivel (S1 a S6) de la serie
del tipo de cambio real. Luego, con el objetivo de probar si estas series son
estacionarias se aplica la prueba Dickey-Fuller aumentada cuya hipdtesis
nula postula que la serie sigue una caminata aleatoria (o bien que posee una
raiz unitaria). En caso de que no sea posible el rechazo de la hipdtesis nula se
concluira entonces que la serie no es estacionaria. Se presenta acontinuacion,
a modo de ilustracién, la pruebas realizadas mediante el paquete E-views
para la series del primer y sexto smooths.
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Null Hypothesis: REAL1 has a unit root

Exogenous: Constant

Lag Length: 4 (Automatic based on SIC, MAXLAG=16)

Augmented Dickey-Fuller test statistic
14 level
5% level

Test critical values:

10% level

«MacKinnon (1996) one-sided p-values.

Angpented Dickey-Fuller Test
Dependent Variable: D(REAL1)
Method: Least Squares
Sample(adjusted): 6 390

Equation

t-Statistic
-2.680288
~3.447126
~-2.868829
-2.5670719

Included observations: 385 after adjusting endpoints

Variable Coefficient
REAL1(-1) -0.026688
D(REAL1(-1)) 1.046983
D(REAL1(~-2)) -0.938611
D(REAL1(-3)) 0.616246

D(REAL1(-4)) -0.224984
C 0.012840
R-squared 0.384083

Adjusted R-squared 0.375958
S.E. of regression 0.024438
Sum squaved resid 0.226342
Log likelihood 885.7072
Durbin-Watson stat 1.589513

Null Eypothesis: REALG has a unit root

Exogenous: Constant

0.009967
0.070043
0.089537
0.093233
0.075398
0.00b6111

Std. Error t-Statistic

~2.680288
14.93349
-10.48185
6.609750
~2.983956
2.512186

Mean dependent var
S.D. dependant var
Akaike info criterion -4.669508
Schwvarz criterion
F-statistic

Prob(F-statistic)

Lag Length: 10 (Automatic based on SIC, MAXLAG=16)

Augmented Dickey-Fuller test statistic

Teat critical values: 1%
BY%
10%

level
lavel
level

sMacKinnon (1996) one-sided p-values.

Augpented Dickey-Fuller Test

Equation

t-Statistic
-0.455433
-3.447395%
-2.868%48
—2.570783

Prob.*
0.0784

Prob.
0.0077
0.0000
0.0000
0.0000
0.0030
0.0124

-0.000182
0.030936

-4.508299
47.26859
0.000000

Prob.»
0.8966



Dependent Variable: D(REALG)

Method: Least Squares

Sample(adjusted): 12 390

Included observations: 379 after adjusting emdpoints

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
REAL6(-1) —0.002041 0.004483 -0.458433 0.64%1
D(REAL6(-1)) 0.570703 0.057039 10.00564 0.0000
D(REALSE(-2)) 0.287960 0.064167 4.488215 0.0000
D(REAL6(~3)) 0.234839 0.068593 4.298399  0.0000
D(REAL6(~4)) 0.287098 0.071283 4.027581 0.0001
D(REAL6(-8)) 0.096492 0.071934 1.341397 0.1806
D(REAL6(-6)) -0.000638 0.070632 ~0.009033 0.9928
D(REAL6(~7)) -0.247870 0.066473 -3.785849  0.0002
D(REAL8(~8)) -0.203295 0.063087 -3.222427 0.0014
D(REAL6(-9)) -0.022585 0.039237 -0.575598 0.B5652
D(REAL6(~10)) 0.022497 0.021644 1.039417 0.2993
C 0.000480 0.002260 0.212280 0.8320
R-squared 0.712460 Mean dependent var -0.000343
Adjusted R-squared 0.703841 S.D. dependent var 0.012813
S.E. of regression 0.006973 Akaike info criteriom -7.062454
Sum Bquared resid 0.017843 Schwarz criterion -6.937783
Log likelihood 1350.336 F-statistic 82.66747
Durbin-Watson stat 1.937144 Prob(F-atatistic) 0.000000

Este par de ejernplos nos muestran que en el caso de la serie del smooth de
primer del tipo de cambio real, sélo es posible rechazar la hipétesis nula con
un 10%de significacia. Los subsecuentes smooths (S2 hasta S6) no arrojan
la misma conclusién, en todos ellos no se rechaza la hipétesis nula, lo cual
permite concluir que dichas series siguen un esquema de caminata aleatoria
y por tanto son no estacionarias. Estos resultados no permiten avalar la
hipétesis de la PPA en su versién relativa. Se realizaron mds pruebas con las
diferencias de las series y se encontrd que sélo es posible rechazar la hipStesis
con las segundas diferencias de las series. A continuacién se presents a modo
de ejemplo 1a prueba para el smooth S6.

Null Hypothesis: D(REAL6,2) has a unit root
Exogenous: Constant
Lag Length: 6 (Automatic based on SIC, MAXLAG=16)

t-Statistic  Prob.=
Augnented Dickey-Fuller test statistic -3.455741 0.0097

Test critical values: 1% level -3.447304
5% level -2.868908
10% level -2.570761%
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*MacKinnon (1996) one-sided p-values.

Augmented Dickey-Fuller Test Equation

Depandent Variable: D(REAL6,3)

Method: Least Squares

Sample(adjusted): 10 390

Included obmservations: 381 after adjusting endpoints

Varjable Coefficient Std. Error <t-Statistic Prob.
D(REAL6(-1),2) ~0.628372 0.181834 -3.455741  0.0006

D(REAL6(~1),3) -0.747240 0.162584 -4.584739 0.0000
D(REAL6(-2),3) -0.845674 0.132086 -6.403944 0.0000
D(REAL8(-3),3) -0.714079 0.100678 -7.092688 0.0000
D(REAL6(-4),3) -0.393808 0.066397 -5.931106 0.0000
D(REAL6(-5),3) -0.090476 0.026212 -3.588633 0.0004
D(REAL6(-6),3) 0.019553 0.019771 0.988958  0.3233
¢ -0.000466 0.000373 -1.250349 0.2120
R-squared 0.655938 Mean dependent var ~0.000236
Adjusted R-squared 0.649481 S.D. dependent var 0.012213
S.E. of regression 0.007231 Akaike info criterion -7.000218
Sum squared resid 0.019501 Schearz criterion -6.917429
Log likelihood 1341.642 F-statistic 101.6868
Durbin-Watson stat 1.976019 Prob(F-statistic) 0.000000

A continuacién realicé algunas pruebas Dickey-Fuller mas buscando en-
contrar una relacién de cointegracién de acuerdo a la ecuacién (2.7). En la
tabla siguiente se muestran los resultados de estas pruebas. Como se puede

| [ TC [ IPC.USA | IPC.UK |

Datos | NR | R(1) R(D)

S1 |NR| R(5) R(1)

) S2 |NR| NR NR
S3 |NR| R(5) R(5)

S4 |NR| NR NR

S5 |NR| NR R(5)

S6 |NR| NR NR

Cuadro 3.1: Pruebas de Dickey-Fuller aumentadas para los diferentes
smooths. NR: no se se rechaza la hipdtesis nula de raiz unitaria (i.e. I(1)); R
se rechaza la hipdtesis nula (al nivel de significancia sefialado entre parénte-
sis)

apreciar en la table anterior los smooths de segundo, cuarto y sexto niv-
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el para todas las variables son integrados de orden uno, I(1); este es un
primer indicio de cointegracion entre dichas variables. Ahora se busca hallar

| [TC | IPC.USA - IPC.UK |

Datos | NR R(1)
SI | NR R(5)
S2 | NR NR
S3 | NR NR
S4 | NR NR
S5 | NR R(1).
S6 | NR ‘NR

Cuadro 3.2: Pruebas de Dickey-Fuller aumentadas para los smooths de
primer a sexto nivel.

una relacién de cointegracién para las variables en el modelo restringido, la
tabla anterior nos da un primer indicio de existencia de cointegracién entre
las variables de segundo, tercero, cuarto y sexto nivel. Enseguida se realizan
las pruebas Dickey- Fuller psara los residuales asociados a las regresiones de
las variables entre las que se sospecha que existe cointegracion. En este caso
la prueba requiere variaciones pues la distribucién del estadistico ¢t depende
del nimero de variables. Para los residuales de la regresiones de los smooths
de sexto nivel en el primer modelo se obtuvo un estadistico ¢ de —3,871157,
mientras que el cuantil de 95 por ciento de la distribucion es de —3,77 por
tanto no se rechaza la hipdtesis de no estacionariedad para, los residuales de
la regresidn de sexto nivel y en consecuencia existe un vector de cointegracion
entre los smooths de sexto nivel. En este caso los coeficientes estimados para
la relacién de largo plazo es e = 0,0141 + 1,073pysa — 0,9666py k., lo cual
es muy cercano a lo postulado por la hipdtesis postulado por la PPA. Las
pruebas para el resto de los residuales rechazan la hipétesis nula de esta-
cionariedad y por tanto no existe cointegracién en los demaés niveles.

Pese a que los resultados mostrados hasta aqui no nos permiten hacer al-
guna afirmacién concluyente respecto a la validez de la hipétesis de la PPA,
rescatemos como resultados relevantes la no independencia hallada entre los
smooths del tipo de cambio y la diferencia de los niveles de precios; esto
nos permite afirmar que existe entre estas variables una relacién, aunque la
naturaleza de esta no es necesariamente lineal. En este contexto adquiere
relevancia el hecho de que los coeficientes estimados por los modelos lineales
muestran una especie de “convergencia” hacia los valores postulados por la
PPA (i.e. By = 1 = —f; o bien § = 1). Es necesario observar que la no

o7



estacionariedad de los smooths es culpable en buena medida de los proble-
mas con las regresiones estimadas. A partir de esta observacién se pueden
plantear alternativas de solucién sobre este mismo problema; por ejemplo
es posible realizar el andlisis de la sefial mediante “wavelet packets”, que
es una versién mads general de anélisis de senal que generaliza a la DWT
realizando proyecciones mediante filtros asociados a conjuntos de onduletas .
bésicas que ademds de localizar el tiempo y la escala también localizan la
frecuencia, de manera que siempre es posible obtener series estacionarias
através del filtrado.
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Conclusiones

Como hemos podido apreciar através de este trabajo el reto econométrico
postulado por la teoria de la Paridad del Poder Adquisitivo, no fue resuelto
(suponiendo que en verdad la PPA sea en verdad cierta) de manera con-
tundente por la metodologia aqui propuesta, sin embargo todo el ejercicio
arrojé resultados que pueden resultar sumamente interesantes con respecto
a la validez de la hipoétesis, e incluso en lo que concierne a la estimacién de
relaciones de largo plazo entre variables.

En primera instancia las regresiones estimadas con los smooths dieron
como resultado coeficientes muy cercanos a los que la PPA requiere, (partic-
ularmente en las estimaciones realizadas con los smooths a partir del segundo
nivel) lo cual no es una caracteristica comin en este tipo de trabajos. Y ain
cuando se puede cuestionar la validez de estas estimaciones, en el andlisis
hecho através del estadistico § se establece que en verdad existe “un tipo”
de dependencia (relacién) de largo plazo entre las variables, aunque ésta no
sea de caracter necesariamente lineal (y que quizd sea la razén por la cual
las estimaciones lineales sean tan defectuosas). Por tanto no es aventurado
afirmar que las regresiones presentadas en el capitulo 3, pese a presentar
problemas de correlacién serial no se encuentran dentro de la categoria de
regresiones espurias.!? Incluso las pruebas de raiz unitaria (Dickey-Fuller
aumentada) parecen indicar que existe un vector de cointegraciéon entre los
smooths de sexto nivel de las variables, ya que las versiones suavizadas de
todas las variables son I(1) (i.e. poseen un raiz unitaria) y los residuales
rechazan la hipétesis de raiz unitaria en favor de la estacionariedad. De
acuerdo a toda esta evidencia no es descabellado afirmar que se cumple una
relacién de largo plazo (entre el tipo de cambio y los indices de precios del
pais doméstico y externo) como la PPA, aunque esta no esté dada por una
relacién lineal.

2Formalmente para postula que una regresion es espuria si no existe alguna estimacion
de los parametros que haga que los errores sean estacionarios.
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Por lo que respecta a la estimacién de relaciones de largo plazo mediante
onduletas es necesario decir que se requiere atin mucha investigacion en dicho
campo (tanto empirica como tedrica) para poder apreciar todas sus posibles
ventajas asi como para establecer sus alcances y limitantes.
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Apéndices

1. Aspectos técnicos de la DWT
El Filtro de Onduleta

Ahora vamos a estudiar en detalle la. construccién de los renglones de
la matriz W que define a la DWT, para el caso general y no sélo para la
onduleta de Haar. Dicha construccién estard formulada en términos de un
algoritmo que permite factorizar a W en términos de matrices muy simples.
Este algoritmo es conocido como el algoritmo pirdmide y fue introducido en
el contexto de onduletas por Mallat (1989). Este permite que W = WX sea
calculado utilizando solamente O(N) multiplicaciones, mientras que calcular
directamente el producto de la matriz W de N x N y el vector X requiere
N2 multplicaciones (la notacién O(ay) significa que existe una constante
C tal que el verdadero nimero de multplicaciones es menor o igual a Cay
para todo N). Este algoritmo es, inclusive, més rapido que el algoritmo de la
transformada ripida de Fourier que requiere O(N log, V) multiplicaciones.

Para describir el algoritmo pirdmide se usaran tanto operaciones de fil-
trado lineal como manipulacién de matrices. Comenzamos, con el enfoque
de filtros, el cual estd basado en el filtro de onduletas {h;: I =...., L — 1},
donde L es el ancho del filtro!3 y tiene que ser un niimero entero par. Para
que {h;} tenga ancho L, es necesario que hg # 0y hy—1 # 0, definimos by = 0
para I < 0y ! > L de tal manera que {h;} es una sucesién infinita con a
lo més L valores distintos de cero. Un filtro de onduletas debe satisfacer las
siguientes tres propiedades:

L-1
Y =0, (3.5)
1=0

135e entiende aqui por ancho del filtro el nimero de elementos consecutivos en la sucesién
que define al filtro tales que el primero y el dltimo son distintos de cero y cualquier elemento
en la sucesién anterior y posterior a ellos respectivamente es igual a cero.
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> ohi=1 (3.6)

Z hihiyan = Z hihiyon =0, (3.7)
l=—00

para todo entero n distinto de cero. En otras palabras un filtro de ondule-
tas tiene que sumar cero; debe tener energia unitaria; y debe ser ortogonal
con respecto a sus traslaciones pares. La primera condicién se realiza en el
espiritu de la nocién basica de onduleta. Nos referiremos a las ecuaciones
(3.6) y (3.7) como las propiedad de ortogonormalidad de los filtros de ond-
uletas. Como ejemplo de estos filtros tenemos al filtro de onduletas de Haar
(de la sgccién anterior), {ho = 713,h1 = :f%} para el cual L = 2 y el filtro
de D(4) para el cual L = 4.

¢§ 34V, _34VE L 1-43

= Chy= TV g, =t = 3.8
Sea H(-) la funcién de transferencia para {k}, i.c.
H(f) = Z hye~ 20 = Z hye 271! (3.9)

I=—00 1=0

y sea H(-) que denota la funcién de ganancia cuadrada asociada:

H(f) = |H(H)P

La siguiente igualdad!*, expresada en términos de la funcién de ganancia
cuadrada H(-), es equivalente a las ecuaciones (3.6) y (3.7)

H(f)+H(f+3)=2 paratodo fe[-1/2,1/2] (3.10)

Para obtener los coeficientes de onduletas asociados con la escala uni-
taria, filtraremos circularmente la serie de tiempo {X;:t=0,...,N —1}
con {h;} y retendremos solo los valores con indice impar del resultado, donde
N = 27 para algiin entero positive J. Denotemos el resultado de filtrar cir-
cularmente a {X;: ¢t =0,...,N — 1} con {h;} como:

L-1
2]/2—\W41,t5 ztht—lmodN t=0,.... N -1 (3.11)
=0

"“Para su demostracién remitase a Percival y Walden pp. 69-70, 512.
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Definimos el coeficiente de onduletas para la escala unitaria como:

L-1
— N
Wie=2""Wig1 =Y MXupictmedn =05 —1 (3.12)

2
=0

El primero de los dos subindices en Wy, (y Wl,t) se refiere a la escala 7; =
29! asociada con esos N/2 coeficientes, en este caso j = 1 es el indice para
la escala unitaria. Noten que los coeficientes de onduletas {W; ;} estdn dados
por los N/2 valores con indices impares en el resultado del filtro reescalado

{ 21/ 217[71\2}. Al procedimiento de tomar valores “salteados” del resultado del

filtro se llama submuestreo por dos o bien downsampling por dos. La rafz
cuadrada de dos que aparece en la ecuacion (3.12) se necesita para preservar
la energia después del submuestreo.

Podemos conectar la definicién de {W1 4} con la formulacién a través de
matrices (de la transformada en onduletas) W = WX, donde como antes
W es el vector columna de los coeficientes de la DWT, W es la matriz de
N x N que define a la DWT y X es el vector columna de dimension N
que contiene a la serie de tiempo {X;}. Los primeros N/2 elementos de W,
i.e. el subvector W, estd definido como Wy, parat =0,..., % — 1. Como
W; = W)X, donde W; es la matriz de % x N que consiste de las N/2
primeras filas de W, la definicién de W implica una definicién para las filas
de W),. Para ver como son precisamente esas filas, reescribamos la ecuacién
(3.12) como:

N-1
W1.1=Zhlox21+l—-1modN t=07"‘7
=0
donde {h] :1=0,...,N — 1} es {h;} periodizado a longitud N. Para 0 <
t < ’—;’- — 1 ]la t-ésima fila w}, de W o Wy tenemos que:

N
— -1 .1
5 (3.13)

N-1 N-1
Wie=WIX =Y hXos1-imedN = I A1 —tmed v X1 (3.14)
=0 (=0
Para ¢ = 0 tenemos
N-1
Wl.() = WOT.X = Z ht{*lmodNXl (315)
=0
entonces
Waa = [, B3, iy, B—2s - -, B (3.16)
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es evidente de la ecuacion (3.14) que la 5 — 1 filas restantes de W, pueden
expresarse como una, versién trasladada circularmente de WE,, esto es:

N
WL = [T*Wo|7, (= L..yg -1
donde 7 es la matriz de permutaciones circules de N x V. Por ejemplo para

t =1 tenemos qgue:
Wir; = [h’g)hgvh‘lj) hto)l hlo\/—lih?\'——%‘ ] /(1)] (3'17)

Ahora estamos en posicién de probar que las filas de W; cowstituyen un
conjunto de NV/2 vectores ortonormales. Cuando L < N, el filtro periodizado

toma la forma:
RS = h[, OSJSL‘"L
LT 0 L<I<SKN-L

entonces la primera columna de W es
Wg::{h1|h'01 0)"')0)h[1-—1)-‘~)h’2] (3.18)
——
N-L ceros

En este caso, como 72 es una transformacién ortonormal, tenemos que:
L-1
: 2
Waar Wia) = Wl = | T*Waulf’ = [Woall = S 1 = 1
=0
por que &l filtro tiene energia unitaria. Para t’ # ¢ tarabién tenemos que
L-1
(Wye, Whe) = WE W, = WL T2 THW,y, = Z hihyyo—ry =0
=0
por que el filtro de onduletas es ortogonal con sus traslaciones pares. En-
tonces, cuando I < N la prueba de ortonormalidad de las filas de W se
sigue directamente de dos de las tres propiedades bisicas de un filtro de
ondeleta,
La prueba anterior no puede ser ficilmente adaptada para el caso en
el que L > N, pero el siguiente enfonque funciona atin cuando L < N y
L > N. Como las ultimas %[ — 1 filas de W, estdn formadas por traslaciones
circulares en miiltiplos de 2 de WE y como W, , esté dado por la ecuacién
(3.16), podemos establecer la ortonormalidad si mostramos que: '3

i 1, si [=0;
ho*h?th;h;+,modN:{0» o4 N (3.19)

51
n=0

YLos detalles de la demostracién se proporcionan en Percival y Walden (2000) p. 72,
512.
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teniendo en cuenta que
{(hf:1=0,...,.N-1} «— {H(£)  k=0,...,N -1}

16 entonces {h° x h9} {]H(I%,)]2 = H(%)}.
Debido a que hemos definido los coeficientes de onduletas de escala
unitaria en términos del resultado de un filtro, podemos tener otra inter-

pretacién de estos coeficientes usando algunas herramientas de la teoria de

filtros. Sea
N~1

o= Xpe N k=0, N-1
t=0
la transformada de Fourier discreta DFT de {X;}. Una aplicacién de] teo-
rema de Parseval establece que!’

2

Ex = Z X7 = ﬁ M’klz

de tal manera que |z'\f2)2 /N define un espectro de energia sobre la frecuencia
k/N. Ahora consideramos el resultado de filtrar {X;} con {h;} para producir

-1 N-1
21/2Wl,t=zhl-xt—lmodi\/= Zh?Xl—lmodN t=0,...,N-1
1=0 1=0

La sucesién { 2172y, t} se obtiene entonces convolucionando circularmente

{X:} con la sucesién {h7} de longitud N. La DFT de esta dltima sucesién
{H(N }, por tanto,

{21/2W1,z} — {H(%) X}

del teorema de Parseval tenemos que:

N-1~ 1 N-1 2 1 N-1 N 1 n—1
2 Wiho=5 2 [H@X[ =5 3 [H@ G =5 3 10 140
t=0 k=0 k=0 k=0

'¢Una prueba de este hecho asi como el corolario que se enuncia enseguida se encuentra
en Percival y Walden (2000) p.29-30

17 Algunas demostraciones de este resultado se encuentran en Wei(1989) p.213 y Percival
y Walden (2000) p. 23, 502.
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La ecuacién anterior dice que el espectro de energia en la frecuencia k/N del
resultado del filtro estd dado por 'H(ﬁ) |X.|> /N que es justamente H(%)
veces el espectro de energia en la frecuencia k/N de lo que se filtrd, i.e. {X}.

El efecto de filtrar {X;} para obtener {21/ QWM} puede ser evaluado es-

tudiando H(£) versus la frecuencia k/N (debido & que la funcién de ganan-
cia cuadrada satisface que H(—f) = H(f) y es periddica con periodo igual
a la unidad, sélo es necesario graficarla para 0 < f < 1), asi los filtros de
onduletas pueden ser vistos como aproximaciones a un filtro high pass con
paso de banda definido por 3 < |f| < 3. En seguida se muestran las graficas
de H(-) para el filtro de Haar y para D(4).

Cre o Ot e A oy 0n Eaame bt

o Wl 4' Al A am 01 e & g 04 6 aks  ar &3 82 OB 6 8B o« e o3
S0 88 Qncmn O4)

s ¥

g £

° 6 8+ 6B 62 om 43 UE 04 OU® U5 @ A% at o1 O QB oA AW a4 4@ ds

Figura 3.10: Funciones de ganancia cuadrada (modulo al cuadrado de la trans-
formada de Fourier del filtro) para los filtros de onduletas(izquierda) y escala (derecha),
para Haar (arriba) y Daubechies D(4) {abajo).

El Filtro de Escala

En la seccién anterior utilizamos el filtro de onduletas {h;} para construir
los primeros N/2 renglones de la matriz W de la DWT estas filas constituyen
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la matriz Wi en la descomposicién de W dada por la ecuacién (1.17). Para
formar los dGlitimos N/2 filas de W via el algoritmo pirdmide, definiremos un
segundo filtro que serd utilizado para construir una matriz V) de % X N.
Mostraremos que esta matriz genera el mismo subespacio que la iltimas
N/2 filas de la matriz W. Excepto para el caso N = 2 que implica J = 1 en
la ecuacion (1.17), les filas de V; no son iguales a la tiltimas N/2 filas de W,
pero se pueden obtener esas filas mediante la subsecuente manipulacion de
V1. El segundo filtro requerido es el filtro de “cuadratura espejo” (quadrature
mirror filter QMF) {g:} que corresponde a {h}:

a=(-1)"*"h (3.20)
para futura referencia, establecemos la relacién inversa.
hy = (=1 g1 (3.21)

El filtro {g;} es conocido como el filtro de escala. Tomemos como ejemplo
al filtro con la ondeleta de Haar dada por hg = 1/V2 y hy = —1/V2, la
porcién no cero del correspondiente filtro de escala es:

w=-h=1V2 y a=h=1/V2 (3:22)
La funcién de transferencia G(-) para {¢;} estd dada por:
L-1 L-1 }
G(f) =) ge 1 =3 " (-1)*hy 17! (3:23)
1=0 1=0

es posible probar que!®

. 2
G(5) = 16U = | EVHG - )| = |HG - )
entonces
G(f) =Mz - 1)
donde G(f) = |G(f)|? es la funcién de ganancia cuadrada. Como G(f) =
H(3 — f) y haciendo uso de la ecuacién (3.10) tenemos que:
GH+GI+35)=2 o GfHH+H()=2 para toda f € [~1/2,1/2] (3.24)

(recordemos el hecho de que las funciones G(-) y H(:) son periddicas de pe-
riodo uno). Observemos que la segunda relacién pueded corroborarse facil-
mente a traves de las gréficas en la figura (1.4). Esto implica que si el filtro

BPercival y Walden (2000) p.76, 513
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de onduleta es similar a un filtro high-pass, entonces el filtro de escala debe
ser similar a un filtro low-pass.'® Para el caso de la onduleta de Haar y D(4)
sus filtros de escala pueden ser vistos como aproximaciones a filtros low-pass
con paso de banda definido por 0 < |f| < 1/4. Los filtros high-pass {h;}
y low-pass {g;} a veces son llamados filtros half-band por que seccionan la
banda frecuencia [0, 1/2] por mitades.

Enumeremos algunas propiedades del filtro:%°

L-1 L—-1
Ya=v2 o Y a=-V2
=0 1=0

L-1 L1 0
dYogi=1y > agum= Y agnm=0
=0 =0

l=—c0

para n entero distinto de cero. De estas igualdades podemos inferir que los
filtros de escala son similares a los de onduletas en el sentido de que am-
bos satisfacen la condicién de ortonormalidad. Realizando un procedimiento
sirilar al que se usd para construir 1a matriz Wy en base a {h;} se construye
V1 en base a {g}, y como consecuencia de la ortonormalidad de este iltimo
filtro se sigue que las filas de V) son ortonormales por pares. A continuacion
describimos la construccidn de la matriz Vi. Denotemos de la siguiente man-
era a lo que resulta de filtrar {X;} con {g}:

L—1
21/2‘7“: = Z gIXt,lmodN t= 0, ey N-1 (325)
1=0

Definamos los coeficientes de escala de primer nivel como:

L-1 N-1
Vip=2"Vio =Y i Xort1-imodN = D 9 Xot1-tmod N (3-26)
=0 1=0

parat =0,..., % — 1, donde {gP} es {g} periodizado para tener longitud
N. Sea V| el vector de longitud N/2 cuyo t-ésimo elemento es Vy;. Sea V;
la matriz de % X N cuya primera fila estd dada por:

[9;1983 g(],\’—lag?\!_Z; e ,g;] = Vg;

5Tbid. p. 76
*3e ofrecen demostraciones de estas propiedades en Percival y Walden (2000) p.513
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y cuyas % — 1 filas estdn dadas por [’]"Z’V(,.]T,t = 1,...,% — 1. Entonces
V; = V1 Xy las filas de V) constituyen un conjunto de V/2 vectores ortonor-
males.?!

Ahora probaremos que las filas de V4 y de W constituyen un conjun-
to de N vectores ortonormales. Como la t-ésima fila de Vy y de W son
respectivamente [’TQ‘VO.]T y [TQ‘WO.]T €5 necesario mostrar que:

<T2*v0.,72t’w0.> =0 para 0<t<t< g -1

Definiendo n = ¢ — t, tenemos que paran =0, ..., % -1,
N-1
<721v0.,7*2&'w0.> = VET 2T%Wou = VET"™ Wou = Y 67 B ammoa
l:o

cuando L < N se cumple que gf = g; y hj = h; y lo anterior se reduce a

L-1
<72‘v0., TQ"W0.> = thh1+2n
1=0

para el caso especial en que L < N la ortonormalidad se sigue de la siguiente

igualdad??
L-1 foe)
Z gihigon = Z gthiyon =0
1=0

l=—00
en otras palabras la ecuacion anterior dice que los filtros de escala y onduleta
y cualquier traslacién par de ellos son ortogonales entre si.
La prueba anterior de ortonormalidad no se puede extender ficilmente
para el caso en que L > N. Una manera que es valida en ambos casos (i.e
L <Ny L>N)es la siguiente. Es necesario probar que

N-1 N
Zg?h?+2nmodN=g°*h;n:0 para n=0,...,5
=0

—-1 (327

donde {g° x A} es la correlacién cruzada circular de {g;'} y {h{}, (recor-
daundo que g7 = [g7]* debido a que son reales) y haciendo uso del hecho que
{9} — {G(§)} vy {h}} — {H(})} implican que

{g°* b} = {G*(FH(F)}- B

21bid. p. 77
?2Se ofrece una prueba de esta igualdad en Percival y walden(2000) p.514

PLa demestracion detallada de la ecuacién 3.27 se encuentra en Percival y Walden
(2000) p. 78 y 515.
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En notacién de matrices, el hecho de que cada fila de V) es ortogonal a
cada fila de W, se puede expresar como:

Wﬂ){ = V}Wir = On/2

donde Op/; es la matriz de % X % cuyos elementos son todos cero. Como
sabemos que WWT = | N/2 Y ViV = Inyy donde Iy/; es la matriz identidad
de % b%s %, la matriz

(3.28)

es ortonormal por que

T T
O IRZ Rt R e B M CED

T _
PP =1y, Wi v7!

Como la matriz de la DWT W es también ortonormal y como las primeras
N/2 filas de W y P, son idénticas se sigue que las dltimas N/2 filas de Py,
a saber V), tienen que generar el mismo subespacio que las tltimas N/2
filas de W. Excepto en el caso en el que N = 2, las filas de V; y las iiltimas
N/2 filas de W no son las mismas, pero podemos manipular V; para obtener
estas filas.

El Algoritmo Pirdmide
La primera etapa

La primera etapa del algorftmo pirdmide para calcular la DWT consiste
simplemente en transformar la serie de tiempo X de longitud N = 27 en los
N/2 coeficientes de onduletas de primer nivel W, y los N/2 coeficientes de
escala de primer nivel V. Habrd J — 1 etapas subsiguientes del algoritmo
pirdmide. En la j-ésima etapa para j = 2,...,J se transforma al vector V;_;
de longitud N/27~! en los vectores W; y V; cada uno de longitud N/27. En
la J-ésima etapa se trata a V;_; exactamente de la misma manera que a X
en la primera: los elementos de V;_; son filtrados separadamente con {h;}
y {a1} y los resultados de los filtros son submuestrados para formar, respec-
tivamente W, y V;. Los elementos de V; son llamados los coeficientes de
escala para el nivel 7, mientras que W contiene los coeficientes de onduletas
para el nivel 7. Al final de la J-ésima etapa se pueden formar el vector de
coeficientes de la DWT W concatenando a los J + 1 vectores W,..., W,
y V.
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Consideremos la sintesis de X. Utilizando la matriz P; podemos expresar
la primera etapa del algoritmo como:

(W], WX ] [ W,
o= xR - 1V

y como P; es una matriz ortonormal, podemos recuperar (sintetizar) X
utilizando la ecuacién:

X :;Df‘ [ Y}Vll ] = [ wk VI ] [ "\ffv: ] = wlTWI +V1TV1 (3.30)

recordemos que el primer nivel de detalles est4 definido por D; = WIW, y
que el primer nivel del smooth Sy es tal que §;+D) = X. Ahora comparando
con la ecuacién anterior tenemos que

S1 = VIV, = VWX,

de tal manera que la matriz VI V; de N x N puede ser vista como un operador
que extrae el smooth de onduleta de primer nivel de X. Del mismo modo
podemos escribir

D) = WIW X,

lo cual muestra como formar Dy via una operacién de matrices sobre W.
Si definimos la “versién upsampled” W1 cuyos elementos son

1 0, t=0,2,...,N-2;
W, =
1,t Wl,"’ t=1,3,..., N-1;
es posible escribir?
L-1 N-1
— _ }’ _
Dl,t - thwlr,t+lmodN - Z h?WI,t+lmodN1 t=0,1,...,N-1
=0 1=0

De aqui es posible ver que los elementos de D) se obtienen cross-correlating
el filtro {h?'} con la versién upsampled de Wy. Como {h§} «—— {H(£)} una
interpretacién alternativa es que los elementos de D son el resultado de fil-
trar la versién upsampleada de W) con un filtro circular cuya representacién
en el dominio de frecuencia es { H*(£)}. %

2 Percival y Walden (2000) p.81-82
1dem

73



De manera similar, los elementos de S; puede ser generado filtrando una
versién upsampleada de V) con el filtro circular {G"(%)}. Si definimos Vltt

en una manera similar a W/, podemos escribir?®

L-1 L-1
— 1 1
Xy = Z MW, timoan T+ Zglvl.m mod N (3.31)
=0 =0
N-1 N-1
= i T —
_thwl.l'ﬂmodfv-l_Zglo‘/l,t-i-lmodN? t_o’]‘l"'lN_l

esta ecuacion nos muestra como X puede sintetizarse mediante Jas versiones
upsampled de las series W) y Vi respectivamente. Ahora recordemos que
para definir los primeros N/2 coeficientes de la transformada en onduletas,
lo haciamos mediante el filtro de onduleta {h;} y posteriormente se realizaba
un dounsampling por dos de la serie resultante. Percival y Walden (2000)
muestran que mientras Wu es una serie half-band que adolesce de elementos
de baja frecuencia (por que es lo que resulta de aplicar un filtro high-pass), la
serie submuestreada es full-band, es decir, puede tener coeficientes de Fourier
significativos sobre todas las frecuencias. Asi mismo muestran también que
mientras que la serie V; ; puede ser llamada una serie de half-band por que es
el resultado de un filtro low-pass (i.e. {¢:}), con paso nominal [—1/4,1/4] y
que entonces adolesce de elementos de alts frecuencia, la serie submuestrea-
da Vi, es una serie full-band por que puede tener coeficientes de Fourier
significativos sobre todas las frecuencias en [—-1/2,1/2].27

En sintesis la primera etapa del algoritmo pirdmide toma una serie full-
band {X;} de longitud N y las descompone ortogonalmente en dos nuevas
series half-band, a saber, los coeficientes de escala y de onduletas de primer
nivel {Vi:} y {Wi.}, cada uno con longitud N/2. Los coeficientes de es-
cala capturan aproximadamente el contenido de baja frecuencia de {X;},
mientras que los coeficientes de onduletas capturan el contenido de alta fre-
cuencia (aunque con orden reverso en las frecuencias). Asi mismo, la serie
{V1,:} es proporcional a promedios ponderados en la escala de dos de { X},
mientras que {W);} estd asociado con cambios en promedios ponderados
en la escala de uno. Entonces las escalas las escalas asociadas con los resul-
tados de los filtros de onduletas y de escala difieren por un factor de dos.
Para recordar esta distincién en etapas posteriores del algoritmo pirdmide,
utilizamos A; = 2 para denotar la escala asociada al resultado del filtro de

percival y Walden (2000) p.83
27Ibid. p. 83-85
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escala, mientras que utilizaremos 7; = 27! para denotar la escala asociada
con el filtro de onduletas (en la primera etapa A\ = 2 mientras que 1, = 2).
El grafico siguiente ilustra el proceso de sintesis hasta ahora descrito.

o 7 v

X
N

Recapitulemos enseguida la propiedades de los coeficientes resultantes
de esta primera etapa. Los coeficientes de onduletas de primer nivel
{Wie:t=0,...,% — 1} estdn asociados con:

1. Wy, una matriz de & x N que satisface que WW] = Iy, y con-

siste de las N/2 primeras filas de la matriz de la DWT W (cada
fila de W, contiene los elementos de {h}} © {H({%)}, i.e. el fil-
tro de onduletas {k;} periodizado a la longitud N; la primera fila
es [hS,hg, hy_1,hy_gs---, h3] ¥ las & — 1 filas restantes se forman
trasladando circularmente la primera fila hacia la derecha, en unidades
de 2,4,6,..., N — 2 respectivamente;)

2. Los elementos del vector W, = W; X de longitud N/2;

3. El primer nivel de detalle D, = WI W, = WIW, X, que puede ser
formado por upsampling por dos de Wy y luego filtrando con {H '(3"7)},

4. Cambios en los promedio de la escala 7y = 1;

5. Submuestreo por dos de un proceso haelf-band asociado con las altas
frecuencias [1/4,1/2] en la serie de tiempo {X,}; y

6. La porcién de la DFT de {X;} con frecuencias en el intervalo [1/4,1/2],
con un orden invertido respecto a las frecuencias.

En constrate, los coeficientes de escala de primer nivel
{Vie:t=0,...,% — 1} estdn asociados con:

1. Vi, una matriz de % x N que satisface que V\V{ = Inpy WiV =
Wl = Ony/2 y cuyas filas general el mismo subespacio de RN que es
generado por las N/2 primeras filas de la matriz de la DWT W (W,
tiene la misma estructura que W: sélo es necesario reemplazar a h]
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con g7, donde {g;} es el filtra de escala {g;} periodizado a la longitud
N,ie {g7} = {G(#)};

2. Los elementos del vector Vi = V1 X de longitud N/2;

3. El primer nivel de smooth S; = VIV, = VIV, X, que puede ser for-
mado por upsampling por dos de V; y luego filtrando con {G*(—}%)};

4, Cambios en los promedio de la escala A; = 2;

5. Submuestreo por dos de un proceso half-band asociado con las bajas
frecuencias [0,1/4) en la serie de tiempo {X¢}; y

6. La porcién de la DFT de {X,} con frecuencias en el intervalo (0,1/4].

La serie {W),} constituye la primera mitad del vector de coeficientes de
onduletas W; los coeficientes restantes son obtenidos a partir de {V1,} en
las etapas sucesivas del algoritmo.

La segunda etapa

Como se describié anteriormente, la segunda etapa del algoritmo piramide
consiste en tratar a {Vi,} de la misma manera que {X;} fue tratado en la
primera etapa. Intuitivamente este es un modo razonable de proceder por
que {X;} y {V4,} son similares en el sentido que {X;} puede ser visto como
un promedio en la escala unitaria, mientras que los coeficientes de de escala
de primer nivel (i.e. {Vi,;}) pueden ser vistos como promedio en la escala
de dos. Entonces filtrando circularmente y por separado a {Vi} con {i} y
{91} y submuestredndola para producir dos nuevas series tenemos

1=0 1=0
Wi = Z V) 241 -1 mod ¥y Vay = Zglvl,mﬂ—l mod ¥ (3.32)
L-1 L1

parat = 0,...,%4 — 1. Notemos que la ecuacién anterior es muy similar a
las ecuaciones (3.12) y (3.26), excepto que en este caso se ha reempalzado
mod N por mod % El coeficiente de onduleta de la DWT para la escala
de dos y para el nivel j = 2 estdn dados por las Wa s, i.e.

T
WQ = [W%’W%+1"“’W¥—l]

T
= [[2,01W‘2,15"')”2£_1
v 4
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Definamos un vector que contenga los coeficientes de escala para el nivel
j = 2 como:
-
V2 e |:V210, Vg‘l, ey V2)¥_]]

Sean By y Ay dos matrices de % X % cuyas fllas consisten en versiones
trasladas circularmente de {h,} y {g:} periodizadas para tener longitud N/2
de tal manera que podemos expresar a la transformacion en funcién de V,
y Wj como:

Wy _ _ By — B,
I:vzil—'szl—[AQ}vl con PQ_I:A2:|

Al igual que con Wy y V), las filas de B; y de A, son ortonormales:
BZ-Ag‘ = Ang = Oﬁ y BQB:QF = .Ag_Ag = ]%

Entonces la matriz P; de % X % es ortonormal y por tanto podemos recu-

perar a V) utilizando la siguiente ecuaciéon

W,

W
|-180 4| V2] - siwa e gV,
sustituyen la ecuacién anterior en (3.30) tenemos
X = WIW, +VIBITW, + VT ATV, = BTW, + ATBIW, + AT ATV,

doude A; =V, y By = W), esta notacién no serd de mucha utilidad en la
descripcién del algoritmo en su etapa més general. Comparando la ecnacién
(1.17) tenemos que si W = By A; entonces

Dy = WIW, = ATBIW,
como D; = B W; tenemos que
X=D1+Dy+ ATAIV, y X=D1+D:+ S,

se sigue que:
82 = A{Ag\h = V;TVQ

dounde Vg = .AQA'L.
Debido a que {W5,} y {V2,} son obtenidos filtrando {V1,} y submuestre-
ando y como {V1:} es obtenido filtrando {X,} y submuestreando, podemos
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usar la nocién de un filtro cascada® para describir como {Wa,} y {Va,.}
puede ser obtenido filtrando directamente { X, }, si podemos, de alguna man-
era, tener en cuenta la operacién de submuestreo. Para hacerlo definamos
{h}} como el filtro amplitud 2L—1 con coeficientes hg, 0, hy,0,...,hy_2,0,hr_1;
i.e. formamos {h;} insertando un cero entre cada uno de los L elementos de

{hz}. Sea

2L-1
Mo =Y A2V ymean t=0,...,N -1 (3.33)

=0
la ecuacién (3.26) no dice que {2!/2W; ,} se obtiene filtrando {X;} con {g},

entonces {2W, ,} es el resultado de aplicar un filtro en cascada a {X;}, quien
es sujeto a filtracién primero por {g;} y luego por {h}} Afirmamos que

ferd N
Was=2Wa g3, t=0,..., T

-1 (3.34)
ie. que {Wys} puede ser formado tomado cada cuarto valor del {2wo;}
comenzando con 2W3 3 ( en la terminologia de ingenieria {Wp;} es el resul-
tado del downsampling de {2W2,t} por cuatro) 2.

Ahora vemos como se construyen los renglones de la matriz de la DWT
correspondientes a esta etapa, i.e. Wa. Sea {hyi} = {9 * th} la convolucién

de {g;} con {h]}. Como {g;} tiene ancho L mientras que {h]} tiene ancho
2L — 1, entonces el ancho de {hy;} es %

Ly=L+(2L-1)—-1=3L—-2

Ahora supongamos que {h;:l=0,...,L 1} es un filtro con funcién de
transferencia H (). Definamos un nuevo filtro insertando m ceros entre cada
uno de los elementos de {h;}

ho,0,...,0,hy, ..., hp2,0,... yO0,hr—y
Ny’ ——
m Ceres m Ceros

28Un filtro cascada es un “arreglo” de un conjunto de M filtros de tal manera que el
resultado del primer filtro es el insumo para el segundo filtro y asf sucesivamente.

2Ge ofrece una prueba en Percival y Walden (2000) p.90

3Como ya se habia anticipado el filtro {h,,} puede ser visto como un filtro cascada y
para este tipo de filtros se cumple que su ancho es igual a la suma de los anchos de los
filtros “simples” que lo constituyen menos la cantidad de estos filtros mas uno. (Véase una
prueba de este hecho en Percival y Walden (2000) p.28, 503-504.)
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entonces este filtro tiene funcién de transferencia H([m + 1]f). Ahora apli-
cando este resultado para el caso en que m = 1, podemos concluir que la
funcion de transferencia de {hy,} estd dada por

Hy(f) = H(2F)G(f)

En una manera similar podemos argumentar que el filtro equivalente dig-
amos {g2:}, que relaciona {V5,} con {X,} es el filtro de amplitud L — 2
obtenido convolucionando {g;} con

{g[T} = {90)0)9110) . 79L~2\0)9L—]}

y cuya funcién de transferencia estd dada por 3!
Ga(f) = G(2)G(f)
Ho(f) = |Ho(F) vy Gof) = G2

las igualdades anteriores nos permiten calcular a las funciones de ganancia
cuadrada para los filtros de la segunda etapa. Se presentan las grificas para
los casos de Haar y Daubechies D(4).

Las gréficas anteriores ilustran el hecho de que los filtros onduletas de
la segunda etapa son equivalentes a un filtro cuyo paso de banda es 1/8 <
|| < 1/4, mientras que el filtro de escala es una “aproximacién” a un filtro
low-pass cuyo paso de banda es 0 < |f| < 1/8.32

Por conveniencia lamaremos {hy(} y {g2,} 2 los filtros de onduletas y de
escala de segundo nivel por que ellos producen los coeficientes de onduletas y
de escala de segundo nivel. En la siguiente seccién generalizamos esta nocién
para los j-ésimos filtros de onduletas y de escala.®® Es también conveniente
definir los filtros de onduletas y de escala de primer nivel como {1} y {91,1}
idénticos a {hy} y {1} respectivamente.

Es necesario recalcar que aunque el filtro {ho} suma cero y tiene energia
unitaria, no satisface la propiedad definitoria de un filtro de onduleta, a saber
la ortogonalidad con respecto a sus traslaciones pares, en efecto, el filtro de
onduleta de segundo nivel no es necesariamente un filtro de onduleta. Una
situacién similar ocurre con el filtro de escala del segundo nivel.

Como los elementos de W5 son obtenidos filtrando circularmente {X,}
con {hyy : 1 =0,...,Ly — 1} también pueden ser obtenidos filtrando cir-
cularmente con la versién periodizada de {hs;}, al cual denotaremos como

3! Percival y Walden (2000) p.91
2ldem o
Ibid. p. 91-92, 515-516. FSTA TESIS NG ALY
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Figura 3.11: Funciones de ganancia cuadrada para los filtros de la segunda
etapa: filtros de onduletas(izquierda) y escala (derecha), para Haar (arriba) y Daubechies
D(4) (abajo).

{h3,:1=0,...,N —1}, i.e. tenemos que

N-1 N
W2,t = Z h%,1X4(t+1)—1+l mod N t=0,..., Z -1
=0

Como también tenemos que Wy = W)X, las filas de W, tiene que contener
versiones trasladas circularmente de {h3,}. Si notamos que el elemento cero

de W2 es
N—-1

Woo=> b5 X3 tmean
=0

es evidente que la primera fila de W, (0 equivalentemente, la fila N/2 de
W) estd dada por:

[h’;_:&: hg,?: 3‘1 ’ h;,o» h’Z,N—ly hg,N—Zl RS h;,s: hg,:{] = wg. (335)
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las % — 1 filas restantes estan dadas por T‘“‘WE., k=1,..., % —1, e
2

decir trasladando circularmente las primeras filas en multiplos de cuatro.*

También sabemos que la transformada de Fourier (DFT) de {h3,} estd dada
por el submuestreo de la funcién de transferencia de {ha,} en las frecuencias
frk=k/N,k=0,...,N — 1. Como la funcién de transferencia estd definida
por H(2f)G(f) tenemos que {hg.!} o {H(TV%)G(%)} De manera similar
el filtro periodizado {g5,} < {G(V‘b)G(%)} provee de las filas de Vs.

En sintesis, en la segunda etapa del algoritmo pirdamide se rotan los N/2
vectores base en V; en dos conjuntos de N/4 vectores, a saber, W, = BaV) =
ByA, vy V) = AV = AxA;, donde hemos definido A, = V). Cada fila de
B, contiene los elementos del filtro de onduletas {h;} periodizado a longitud
N/2 (i.e. la transformada de Fourier inversa de {H(Wk—z)k = ..., % - 1}),
con filas adyacentes difiriendo por una traslacién circular de 2 unidades; asi
mismo, cada fila de A5 contiene al filtro de escala {g;} periodizado a longitud
N/2. Esta etapa transforma {V;,:t=0,..., % — 1} en dos nuevas series, a
saber, {(Wy,:t=0,..., % — 1}y {Vay:t=0,..., % — 1}. Adicionalmente,
justo como {X;} fue particionado ortogonalmente en un componente high-
pass {Wy} y un componente low-pass {V1,} por los filtros de onduletas y
escala; de mismo modo {V; ¢} es particionado en {Wa,} y {Va,}; sin embargo
la particion en high-pass y low-pass de {V7,} es equivalente a la particién
de la parte low-pass de {X;} en dos, una que corresponde a 1/8 < |f| < 1/4
(asociado con los coeficientes de onduletas en la escala de dos) y la otra que
corresponde a 0 < |f| < 1/8. A continuacién se muestra un diagrama que
ilustra el proceso de sintesis de la serial hasta la segunda etapa.

Gn)| & Ve

HE)| 5 W

Recapitulemos las propiedades de los coeficientes resultantes de la se-
gunda etapa de algorftmo. Los coeficientes de onduletas del segundo nivel
{Wa,} estén asociados con:

31bid. p.92
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Ll o

. Wy = By Ay una matriz de & x N que satisface que WoW1 = In
a q 2 z
y que comprende las filas i} hasta 3—? — 1 de la matriz de la DWT

W, cada fila de W, conteniendo {h3,} «— {H(m“a)G(,—"&)}, Le. el fil-
tro {hy;} periodizado a longitud N, la primera fila se muestra en la
ecuacién (3.35) y las restantes & — 1 filas se forman mediante trasla-

ciones circulares de la primera en las unidades de 4,8,12,... ,N — 4
respectivamente.
Los elementos del vector Wy = W, X de longitud N/4,

El segundo nivel detalle Dy = WI Wy, = WIW,X;
Cambio en promedios en la escala de 7 = 2;

Submuestreo por dos de un proceso half-band asociado con altas fre-
cuencias (1/4,1/2], en los coeficientes de escala de primer nivel {V},},

y

. La porcién de la DFT de { X;} con frecuencias en el intervalo |1/8,1/4],

en orden reverso con respecto a la frecuencia.

Por comparacién los coeficientes de escala del segundo nivel {V5,} estdn
asociados con:

1.

V, = AzA; una matriz de % x N que satisface tanto v;va = Ins
como WV =V, WT =0 N/4, cuyas filas generan el mismo subespacio
de RV que la tltimas N/4 filas de la matriz de la DWT W, (V, tiene
una construccién similar a Wh: sélo es necesario reemplazar cada h3,
por g3, donde {g3,} es go; periodizado a longitud N, i.e. {gg_l} —
{G(T"/Q)G(Xk,—)} (la sucesién {g7,} aparece en orden invertido en las
filas de la matriz V;)

. Los elementos del vector V, = Vo X de longitud N/4,
. El segundo nivel de smooth Sy = VIV, = VIV, X;

Promedios en la escala de A, = 4;

. Submuestreo por dos de un proceso half-band asociado con bajas fre-

cuencias [0,1/4], en los coeficientes de escala de primer nivel {V},},
Yy

La porcién de la DFT de {X,} con frecuencias en el intervalo [0, 1/8].
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La etapa general

Dadas las discusiones anteriores, podemos establecer ficilmente la j-
ésima etapa del algoritmo pirdmide, donde j = 1,...,J (recordemos que el
tamano de la muestra asumido es N y es igual a 27). Con {Vp,} definido co-
mo { X}, el jésimo inputes {V;_14:t=0,...,N;_y -1}, donde N; = N/27.
Este input es el coeficiente de escala asociado con promedio en la escala de
Aj~1 = 2271 Los j-ésimos outpus son los coeficientes del j-€simo nivel de
onduletas y de escalas:

L-1 L-1
Wi = Z hlvj—l,2t+1—l mod Nj_y» Vie= Z 91V_7‘-1,2t+1—1 mod Nj—,
{=0 (=0
(3. 36)
t=0,. — 1. Los ooeﬁcxentes de onduletas para la escala 7; = 2=

estan dados por los W, s, 3

T T

wj = [WN—-NJ'_] )WN_"NJ'_]+].1 . )WN—Nj—l] = [Wj,(h Wj,l! crey Wj,Nj—l]

Si definimos VJT similarmente para contener los V;;’s entonces la transfor-
macién de V;_, en W, y V; puede ser expresada como:

W, B; 5
e [g e (5] o

donde B; y A; son matrices de Nj x N;_; cuyas columnas contienen, re-
spectivamente, versiones trasladas circularmente de los filtros de onduletas
y de escala {h} y {@} periodizados con longitud N;_;. La matriz P; de
N;_1 x N;_, es ortonormal, entonces

B; [ B;BT B;AT In, O
pT = T AT Ny ON; |
FiPi =1 4 }[B A 1= B ahr [oN I, | = Thm
y _
PiP;=| B AT ﬁj] BIB; + A] Aj = In;_,

Recordando que V, = A;X aplicando recursivamente V; = A;V;_,
tenemos que

W; =BjAi - AX=W;X y V; = AjAi_y - A1 X = VX,

3 Percival y Walden (2000) p.94
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donde
Wj = Bj.Aj_l"-.Al Y vj =-Aj-Aj—l <Ay

como la matriz P; de N;_; x N;_; es ortonormal, podemos recuperar V;_y
utilizando la ecuacién (3.37)

_pT| W 71| Wi |_gpr T .
En términos de operaciones con filtros el t-ésimo elemento de V;_, puede

ser reconstruido via un andlogo a la ecuacion (3.31)

L-1 L—-1
s — 1 1
V7~1"' - Z h Wj.LH mod N;_, + Z g Vj,H-l mod Nj_y? (3'39)
=0 =0

parat=0,...,N;_; — 1 donde

WT — 0, t:0,2,...,N]‘_1~2
G = W. t= 1,3,...,N_7'_] -1

t~—1
I

(se define en manera similar VJTt )

Aplicando recursivamente las ecuaciones (3.30) y (3.38) tenemos 37
X = BIW + ATBI Wot ATAT BT Wyt - -+ AT - AT BTW,+ AT -+ AT ATV
Los detalles D; y los smooths S; estan definidos por los

D; = AT Al BTW; =W/W,; (3.40)
S; = Al AL ATV, =V (3.41)

La ortonormalidad de P; nos dice que
V5=l = W] + (V5

como Vy = X la aplicacién recursiva de lo anterior nos dice que:

j
112 = IWll® + [V511*
k=1

3%Percival y Walden (2000) p. 95
¥ Idem.



usando las ecuaciones anteriores tenemos que

J
2
IX12 =S IDel® + 115511
k=1

El filtro equivalente {h;;} que relaciona {W;;} con {X/} estd formado
por la convolucién de los siguientes j filtros:

filtro 1: 90,91y -1 9L~2yGL—-1}
fitro2:  ¢0,0,91,0,...,95-2,0,9L—1;
filtro 3 : 9010$0101911'-'59L7?10)O)019L—1;

(3.42)
filtroj —1: 9, 0,...,0 ,¢1, 0,...,0 ,...,91L-2, 0,...,0 ,9r-1;
—— e — N
2=2_1 ceros 2§=2-1 ceros 27—2—1 ceros
ﬁltroj: h(), 0,...,0 ,h,l, 0,...,0 ,...,h,[,_g, 0,...,0 ,h[,_];
S—— —_— N’
2511 ceros 27-1_1 ceros 2i-1—1 ceros
(3.43)
El filtro {h;,} tiene ancho 3%
Li= (2 (L-1)+1 (3.44)
y funcién de transferencia dada por3®:
j=2
Hi(f)y=H @) [[6@f) (3.45)
1=0

el filtro {h;;} tiene paso de banda nominal dado por: /2 < |f| < 1/
con:

L;-1
PPW0= > hiuX, ymod e =0 N =1, (3.46)
=0
tenemos
L;—1
Wi = 2J/ZWJ“%'(t#lrl)—l = Z hj:lXZi(t+1)—l-l mod N (3.47)
=0

383e ofrece una prueba en Percival y Walden (2000) p.96, 517.
3%1dem.
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parat = 0,...,N; — 1,. Como también tenemos que W; = W;X, Percival
Y Walden (2000) muestran que las filas de W; contienen a {h],} el cual por
definicién es {h;,} periodizado para tener longitud N.°

En forma similar el filtro equivalente {g;,} que relaciona {V;} con {X;}
estd formado por la convolucién de los siguientes j filtros:

filtro 1 90,91, -+ -1 9L-2,9L-15
filtro 2 : 90;0)91>0)‘ -y 9L-2,0,90-1;
ﬁ]tro 3 . 901010)0391,"'sgL—2)O)OaO|gL—l;

: (3.48)
ﬁltroj-l: go, 0,"':0 1 91, 0|"'10 yr- 1 9L—2s 01---30 s gL—1,
—— N—— N——
2-2-1 ceros 2i-2_1 ceros 2921 ceros
filtroj: g0, 6,-..,0 ,01, 0,...,0 ,...,90-2, 0,...,0 ,95-1;
— N — N—_——
25—1-1 ceros 27=1-1 ceros 2/~1-] ceros
(3.49)
Este filtro equivalente tiene ancho L; y su funcién de transferencia estd dada
41,
porih:

-1
G;(fy=T]c@f) (3.50)
1=0

El filtro {g;,} es una aproximacién a un filtro low-pass con paso de banda
dado por 0 £ |f| £ 1/29*1. Con

Lj—l
PPVi= Y guX, jmodn t=0r N -1, (3.51)
1=0
tenemos
Lij-1
‘/j)t = 2J/2V7.2J(t+1)—1 = Z g],lXQJ(‘+1)_l_l mod N (352)
I=0

parat=0,...,N; ~ 1. Como también tenemos que V; = V;X por analogia
con el filtro de onduleta las filas de V; contienen a {g;-",} el cual por definicién
es {g;} periodizado para tener longitud N.

Recordando nuestro supuesto que N = 27, encontramos que la J-ésima
repeticién del algorftmo pirémide arroja vector W = (Wl y V; = [V,

“©1bid. p. 96
“bid. p. 97
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ambos unidimensionales. El algoritmo termina en este punto, con W, y
V0 constituyendo los dos coeficientes finales de la DWT, Wy_; y Wy_1 en
el vector W = WX. El coeficiente Wy_, estd asociado con un cambio en
{X:} en la escala de 7y = 2/~ = N/2, mientras que el dltimo coeficiente es
Wn-1 = XVN donde X es la media muestral de {X,}.4?

En la etapa final, también tenemos una expresién para todas las filas de
la matriz de la DWT, a saber,

Twi T B, 1
W2 BZ-Al
W= | W; | = | Bjdjor--A
Wy ByAj-1-- A
L Vr | [ AsA A

En sintesis, para j = 0,...,J con N; = N/2 la j-ésima etapa del algo-
ritmo piramidal rota las N;_; vectores fila en la matriz V;_; de N;_; x N
en dos conjuntos de N; vectores fila, a saber W; = B;V;_, y V; = A;V;,
donde B; y \A; son matrices de N; x N;_1 que contienen a los filtros de
escala y onduletas {h;} y {¢;} respectivamente, periodizados a la longitud
N;_1 (donde definimos Vy = In). Juntos los vectores fila B; y A; forman
un conjunto de N;_; vectores ortonormales. Con Vg = X, la j-ésima etapa
transforma {V;_; : t = 0,..., N;_; — 1} en dos nuevas series, a saber, los
coeficientes de onduletas del j-ésimo nivel {W;,:t=0,...,N;_; — 1} y los
coeficientes de escala del jésimo nivel {V;;:t=0,...,N;_; — 1}.49

Recapitulemos las propiedades de los coeficientes resultantes de la j-
ésima etapa de algoritmo. Los coeficientes de onduletss del jésimo nivel
{W;,} estén asociados con:

1. W; = BjA;.1,..., A1 unamatriz de N;x N que satisface que WjWJT =
In; y que comprende las filas Ei;i Ni hasta Ei=1 Ni — 1 de la ma-
triz de la DWT W (la primera de esas sumas es interpretada como 0
cuando j = 1) , con las filas de W; conteniendo versiones trasladas
circularmente de {h;,} periodizado a longitud N, i.e.

i—1 —2
) — ) etk

2Thid. p.97-98
“Ibid. p. 99
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(la sucesién {h;?l} aparece en orden invertido en las filas de la ma-

triz W;, y las filas adyacentes difieren en traslaciones circulares de 27
unidades)

2. Los elementos del vector W; = W;X de longitud N,
3. El j-ésimo nivel detalle D; = W]TWJ‘ = W;WjX;
4. Promedios en la escala de 7; = 2771,

5. Submuestreo por dos de un proceso half-band asociado con altas fre-
cuencias [1/4,1/2], en los coeficientes de escala {Vj_y ¢}, y

6. Laporcion de la DFT de {X;} con frecuencias en el intervalo [1/27+1 1/29),
en orden reverso con respecto a la frecuencia.

Por comparacién los coeficientes de escala del j-ésimo nivel {Vj,} estén
asociados con:

1. V; = AjA;j_1,..., A una matriz de N; x N que satisface tanto VjVJT =
In; como WjV]T = V_,,-W]T = Op;, cuyas filas generan el mismo sube-
spacio de R" que la dltimas Nj filas de la matriz de la DWT W, con
las filas de V; conteniendo versiones trasladas circularmente de {g;}
periodizado a longitud N, i.e.

j-1 -2
@0 — (e e o

(la sucesién {g5:} aparece en orden invertido en las filas de la matriz
V;)

2. Los elementos del vector V; = V;X de longitud N,

3. El j4simo nivel de smooth S; = VJTVJ = VjTVjX;

4. Promedios en la escala de \; = 2;

5. Submuestreo por dos de un proceso half-band asociado con bajas fre-
cuencias [0,1/4], en los coeficientes de escala {V;_1.}, y

6. La porcién de la DFT de { X;} con frecuencias en el intervalo [0, 1/2771).
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2. Regresiones

s#x [inear Model ##x

Call: Im(formula = as.vector(ts.log.FX.USA.UK) ~
as.vector(ts.log.RPI.USA) + as.vector(ts.log.RPI.UK})
Residnals:
Min 1§ Median 3Q Max
-0.4511 ~0.06274 0.005066 0.05879 0.2968

Coefiicients:
Value Std. Error t value Pr(>[t}])
(Intercept) 0.5443 0.2015 2.7005 0.0072
as.vector(ts.log.RPI.USA) 0.6769 0.1442 4.6931 0.0000
as.vector(ts.log.BPI.UK) -0.6832 0.1028 ~6.6483 0.0000

Residnal standard error: 0.1176 on 387 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.5494
F-gtatistic: 235.9 on 2 and 387 degrees of fraedom, the p-value is 0

Modelos Completos

*x¥+ Linear Model »+x

Call: lm(formula = ae.vector(ts.log.FX.USA.UK.mra[["S1%1]) ~
as.vector(ts.log . RPI.USA.mraf["S1%]]) +
as.vector (ts.log .RPI.UK.mra[{"81"11))
Residuals:
Min 19  Median 3Q  Max
-0.4257 -0.06392 0.003371 0.05772 0.2979

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 0.3051 0.1489 2.0481 0.0412
as.vector(ts.log.RPI.USA.mra[("S1"]]) 0.8447 0.1088 7.7804 0.0000
ag.vector(ts.log.RPI.UK.mraf["S1}]) -0.8001 0.0788 -10.1573 0.0000

Residual standard erroxr: 0.1177 on 387 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.5511

F-statistic: 237.5 on 2 and 387 degrees of freedom, the p-value isg O
=x¢ Linear Model wx»

Call: lm(formnla = as.vector(ts.log.FX.USA.UK.mraf{["S2"]1]) ~

as.vector(ts.log.RPI.USA . mral["S2"1]) +
as.vactor(ts.log RPI.UK.mra(["S2"11))
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Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.4136 -0.0625 0.004668 0.05882 0.3046

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) 0.2590 0.1372 1.8880
as.vector(ts.log.RPI.USA.mra[["S2"]]) 0.8777 0.1004 8.7416

as.vector(ts.log.RPI.UK.mra[(%S2"]]) -0.8232 0.0732 -11.2406

Residual standard error: 0.117 on 387 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.5B57
F-atatistic: 242 on 2 and 387 degrees of freedom, the p-value is O

*#% Linear Model =*x

Call: lm(formula = as.vector(ts.log.FX.USA.UK.mra[["S3"]]) ~
as.vector(ts.log.RPI.USA.mra{("S3%]]) +
as.vector(ts.log.RPI.UK.mra[["83"]1]1))
Residuvals:
Min 1Q Median 30 Max
-0.3512 —0.06023 0.00135 0.05879 0.3069

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) 0.1062 0.0836 1.2877
as.vector(ts.log RPI.USA.mra{["S3"])) 0.9880 0.0648 15.2468
ag.vector(ts.log.RPI.UK.mra{("83%]]) -0.9009 0.0499 -18.0606

Residual standard error: 0.1145 on 387 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.6836
F-atatistic: 271.2 on 2 and 387 degrees of freedom, the p-value is

**x2 [inear Model #*x

Call: Im(formula = as.vector(ts.log.FX.USA.UK.mra[("S4"1]) ~
as.vector(ts.log.RPI.USA.mra{["54"]]) +
as.vector(ta.log .RPI.UK.mral{"S4"]]))
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.3225 -0.04416 ~0.001566 0.05284 0.2377

Cosfficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) 0.0613 0.0635 0.9652
as.vector(ts.log.RPI.USA.mra[["S4"1]) 1.0226 0.0507 20.1668
as.vector(ts.log.RPI.UK.mra[{"S4"]]) -0.9261 0.0405 ~22.8684
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Residual standard error: 0.1103 on 387 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.6269
F-statistic: 325.2 on 2 and 387 degrees of freedom, the p-value is O

*xxx Linear Model #*x#%

Call: Ilm(formula = as.vector(ts.log.FX.USA.UK.mral["SB6"1}) ~
ag.vector (ts.log.RPI.USA.mra[[¥S5"]])) +
as.vector(ts.log.RPI.UK.mraf["$5"1]))
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
—0.316 -0.04683 0.006067 0.0645 0.2302

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>lt()
(Intercept) 0.0377 0.0435 0.8676 0.3862
as.vector(ts.log . RPI.USA.mra{{"S5"]1) 1.0452 0.0367 28.4622  0.0000
as.vector(ts.log.RPI.UK.mral[[“55"]]) -0.9438 0.0314 -30.0137 0.0000

Residual standard error: 0.1049 on 387 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.7023
F-gtatistic: 456.5 on 2 and 387 degrees of freedom, the p-value is O

#3x Linear Model »*x

Call: Im(formula = as.vector(ts.log.FX.USA.UK.mra[["86"]]) ~
as.vector(ts,log .RPI.USA.mra{["S6"])) +
as.vector(ts.log.RPI . UK.mra[["56"]1]))
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.1093 -0.01839 0.0007107 0.0294 0.09488

Coefficients:
Value Std. Exror t valne Pr(>|tl)
(Intercept) 0.0141 0.0125 1.1313  0.2586
as.vector(ts.log.RPI.USA.mra{("86"1]) 1.0730 0.0116  92.7418  0.0000
as.vector(ts.log.RPI.UK.mra(["S6"]1]) -0.9666 0.0110 -87.5196 0.0000

Residual standard error: 0.04467 on 387 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.9576
F-statistic: 4366 on 2 and 387 degrees of freedom, the p-value is 0

Modelos Restringidos

¢+ Linear Model w»*
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Call: lm(formnla = as.vector(ts.log.FX.USA.UK.mra[["S1"])) ~
as.vector(ts.log.RPY.USA.mra[["S1")) - ts.log.RPI.UK.mra[["51"]]))
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.4277 -0.06278 0.007262 0.05791 0.2919

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>)t))
(Intercept) 0.5139 0.0062 82.8872 0.0000
ag.vector(ts.log.RPI.USA.mral[¥S1"]]) 0.6991 0.0322 21.7238  0.0000
~ t8.log.RPI.UK.mra[["S1"]])

Residual standard error: 0.1{78 on 388 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.5488
F-statistic: 471.9 on 1 and 388 degrees of freedom, the p-value is O

*#* Linear Model =*»

Call: lm(formula = as.vector(ts.log.FX.USA.UK.nra[["S2"]1]) ~
as.vector (ts.log.RPI.USA.mra[[“S2"]] - ts.log.RPI.UK.mra[[*S2"]1))
Residuals:
Min 10 Median 3Q Max
-0.4167 ~0.06309 0.008866 0.06009 0.2969

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 0.5138 0.0062 83.1448 0.0000
as.vector(ts.log.RPI.USA.mra[["52"]1 0.7007 0.0321 21.8536 0.0000
~ ts.log.RPY.UK.mra{["52"]1])

Residual standard error: 0.1174 on 388 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.5617
F-statietic: 477.6 on 1 and 388 degrees of freedom, the p-value is O

s4s Linear Model »*»*

Call: 1m(formula = as.vector(ts.log.FX.USA.UK.mra[["53"]]) ~
as.vector(ts.log.RPI.USA.mra[["53"]] - ts.log.RPI.UK.mra[["53“]1]))
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.3736 ~0.06409 0.002767 0.0603 0.2958

Coefficients:
Value Std. Error t valuve Pzr(>|tl)
(Intercept) 0.5113 0.0062 82.4609  0.0000
as.vector(ts.log.RP1.USA.mra[{"83"]) 0.7115 0.0321 22.1357 0.0000
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- t8.log.RPI.UK.mra{{"$3"]1])

Residual standard error: 0.1178 on 388 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.5581
F-statistic: 490 on 1 and 388 degrees of freedom, the p-valuve is 0

x*x [inear Model #w=*

Call: lm(formula = as.vector(ts.log.FX.USA.UK.mral[*S54"]1) ~
as.voctor(ts.log.RPI.USA.mra[[*S4"]]1 - ts.log.RPI.UK.mra{{"54"1]))
Residuals:
Min 1@ Median 3Q Max
-0.3785 -0.06408 0.004752 0.06119 0.4894

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>{t()
(Intercept) 0.6098 0.0062 B2.7757 0.0000
ag.vector(ts.log.RPI.USA.mra{["S4"]] 0.7322 0.0317 23.0776  0.0000
- t8.log.RPI.UK.mra[["S4"]])

Residual standard error: 0.1171 on 388 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.5785
F-atatistic: 532.6 on 1 and 388 degrees of freedom, the p-value is O

=xx Linear Model **»

Call: In(formula = as.vector(ts.log.FX.USA.UK.mra[(“S5"1]) ~
as.vector(ts.log .RPI.USA.mra[["S5"]] - ts.log.RPI.UK.mra[[“S5"1]))
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.3822 -0.06227 0.01917 0.07687 0.7489

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>[t])
(Intercept) 0.5064 0.0063 80.6195 0.0000
as.vector(ts.log.RPI.USA.mra[["S6"]] 0.7848 0.0318 24.7048 0.0000
- ts.log.RPI.UK.mral["SE"]])

Residual standard error: 0.1198 on 388 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.6113
F-statistic: 610.3 on 1 and 388 degrees of freedom, the p-value is 0

s*x Linear Model #**=

Call: lm(formula = as.vector(ts.log.FX.USA.UK.mra{["S6"]]) ~
as.vector(ts.log.RPI.USA.mralf{*S6"]] - ts.log.RPI.UK.mral["S6%11))
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Residuals:
Min 1 Median 3Q Max
-0.3771 -0.04394 0.01595 0.04966 1.046

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>[tl)
(Intercept) 0.4974 0.0052 95.8417 0.0000
as.vector(ts.log.RPY.USA.mra[[“S6"]] 0.9335 0.0246 37.9773  0.0000
- ts.log.RPI.UK.mral["S6"]])

Residual standard error: 0.09971 on 388 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.788
F-statistic: 1442 on 1 and 388 degrees of freedom, the p-value is O

=42 Linear Model sx%x

Call: lm(formula = as.vector(ts.log.FX.USA.UK.vaveshrink) ~
as.vector(ts.log.RPI.USA.vaveshrink - ts.log.RPI.UK.waveshrink))
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.392 -0.06366 0.003276 0.05679 0.2764

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>[t()
(Intercept) 0.5142 0.0060 86.2669 0.0000
as.vector(ts.log.RPI.USA.wvaveshrink 0.8991 0.0309 22,5903 0.0000
- ts.)log.RP1.UK.vaveshrink)

Residual standard error: 0.1133 on 388 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.5681
F-statistic: 510.3 on 1 and 388 degrees of freedom, the p~value is 0O

*x%¢ Linear Model *xx

Call: Im(formula = as.vector(ts.log.FX.USA.UK.waveshrink) -
as.vactor(ta.log.RPI USA.vaveshrink) + as.vector(ts.log.RPI.UK.waveshrink))
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.3923 -0.06369 0.002907 0.066874 0.2756

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>[tl)
(Intercept) 0.5416 0.1951 2.7759 0.0068
as.vector(ts.log.RPI.USA.waveshrink) 0.6800 ¢0.1397 4.8687 0.0000
as.vector(ts.log.RPI.UK.waveshrink) -0.6858 (.0995 -6.8918 0.0000

Residual standard error: 0.1134 on 387 degrees of freedom
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Multiple R-Squared: 0.5681
F-statistic: 254.5 on 2 and 387 degrees of freedom, the p-value is O
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