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Introduccion

En el capitulo cuarto de su enjundioso libro sobre la filosofia del primer Carnap, y en'el
contexto del analisis de los temas kantianos que prevalecen en dicha obra, Alan Richardson
senala que es posible identificar tres significados claros en la idea kantiana de lo sintético a
prior. Asi lo expresa: “... we have three notions of the synthetic a prion that are
distinguishable in principle. The first is basically epistemological: Synthetic a priori principles
are those contentful judgments knowable independently of experience. The second is
representation theoretic, or “semantic”: Synthetic a prion principles express the formal
prnciples of the dual types of representation needed for objective knowledge. The third is
methodological: Synthetic a priori principles are principles that must be assumed before any
objective knowledge is possible in the empirical realm; these principles are revealed in the
methodological structure of the sciences that express such objective knowledge: mathematics,
geometry, and the Newtonians laws of motion” (Richardson, A. 1998, pag. 108).

La primera idea refiere principalmente a cierto tipo de verdades que son conocidas con
independencia de la experiencia, y que constituyen el contenido de las matemaucas y la fisica
pura. La segunda, en tanto, tiene que ver con los principios formales que definen un objeto en
generall. La tercera, por su parte, apunta a la naturaleza de ciertos prncipios que deben ser
asumidos antes que comience cualquier investigacion empirca de la naturaleza, esto es, son
principios que determinan nuestra experiencia empirica.

Como correctamente afirma Richardson, estos diferentes “sentidos” de lo a prion

interactian sustancialmente dentro de la filosofia de I<ant. En efecto, los principios sintéticos a

priori son, al mismo tiempo, las condiciones formales que definen un objeto en general y, en

! Es por esta idea de “definicién” que Richardson llama “semantico” a este aspecto de lo a prion Este uso del
término coincide con el de Coffa y no refiere, por supuesto, a lo que se ha entendido por tal en la filosofia del
lenguaje post-tarskiana.



virtud de su inherenre conexion con las faculrades cognitivas basicas, sensibilidad v
entendimiento, tambicn las reglas que dirigen la construccién de juicios necesarios en las
matemiticas y la fisica, asi como los principios que determinan el upo de cosas que hallamos
en nuestra experiencia

Como es mis o menos conocido, la emetgencia del concepto de 1o sintético a priosi en
la fiosofia de Kant se debe, en clerto aspecto, a la preocupacion que el filosofo de Konisberg
tuvo desde su temprana juventud por proporcionar un fundamento a la teoria fisica mejor
cotroborada de todos los tiempos, la fisica newtoniana. Esto significo, en el esquema kantiano,
la tarea de probar que las matemadcas son aplicables a la realidad, y supuso la elaboracion de
una intrincada arquitecténica que tuvo como base una distincidn fundamental entre facultades
cognoscitivas con sus respectivos productos. .

La explicacion kantdana, que concentraba el espiritu de la revolucién copernicana,
influy6 notoriamente en la forma en que los filésofos v los propios cientificos concibieron la
naturaleza de las disciplinas en las que se encontraban trabajando. Podda decirse que I<ant
1n:c16 una tradicidn, o establecid un conjunto de presuposiciones o paradigma de explicacién
del modo de obtencién de un conocimiento objetivo genuj.noz. Sin embargo, la historia
también ha mostrado que el surgimiento de nuevos conocimientos requiere NUEVOs patrones
de explicacién. Muchos buscaron esos patrones fuera del paradigma kantiano, en formas mis o
menos empiristas o realistas de ver las cosas; otros, no obstante, consciente o
inconscientemente, reformularon e] contenido del paradigma kannano dando lugar a la seric de
descubrimientos que la ciencia comenzé a ofrecer desde las primeras décadas del siglo XIX.

Asi, la noc16n central de explicacién del conocimiento cientifico empirico y matematico

de Kant, la nocién de Jo sintético a prion, sufrid diversas modificaciones a lo largo de los dos

2 Recojo aqui el espiritu de las observaciones de |. Hindkka acerca de las presuposiciones, las que a su vez son
deudoras de una idea anterior de Colingwood. Véase especialmente Hintkka /1347 v Colingwood (1940).

10



siglos que nos scparan de Kant. Este trabajo intenta reconstruir una parte de la listoria de las
modificaciones que esa idea ha suftido.

José Alberto Coffa insistié en que la nocidn de lo sintétco a priori evolucioné en la
filosofia posterior en el camino de lo que lamé la “tradicidén semantca”, esto es, en una
tradicién filosofica que exploto la idea de que hay en todo lenguaje determinados principios
que ofician como condiciones de la significatividad de todo término que en él parucipa. Pero
Coffa ignor6 y aun negd -a mi modo de ver injustificadamente-, una tradicion que hizo énfasis,
a pesar de los cambios revolucionarios que minaron en aparencia los fundamentos de la
posibilidad de tal cosa, el aspecto que Richardson llama “metodologico” de lo a priord, a saber,
que existen ciertos prncipios (en sus variadas versiones) que ofician como condiciones de
posibilidad de la experiencia y no sélo de los conceptos en términos de los cuales pensamos acerca
de la experencia’.

El proposito de este trabajo es mostrar cémo este aspecto metodoldgico de lo a priori
sobrevivio a Jos profundos cambios ocurridos en las ciencias formales, especificamente en la
geometria del siglo XIX, y como desde el corazén mismo de esos cambios surgié el esbozo de
lo que ser4 luego una concepcién de lo a priori metodolégico comun entre los filésofos de
comienzos del siglo XX. Asimismo, defenderé la tesis de que también en la geomerria se
encuentra el ongen de las dos principales versiones de lo a prion metodologico, a saber, como
absoluto o relativo.

Debo apresurarme a decir, no obstante, que no voy a rerindicar, como hizo Coffa, la

univocidad de la evolucién de lo a priori, es decir, no voy a sostener que el aspecto que estoy

3 En su articulo de 1995 “Kant, Bolzano and Emergence of Logicism” dice Cotfa: “Having nid himself of most of
the old semantics confusions, Poincaré understood that what geometric axjoris consutute is not experence or its
objects, as some neo-Kanuans hoped, but only the concepts in terms of which we think about expenence, our
conceprual framewortk, if vou will” (pags. 38-39). La cita es opor:zna dado qus en este rabajo no sélo
mostraremos que la idea de consurucion de la experiencia sobrevive, sino también que sobrevive precisamente en
el pensamiento de Poincaré.



resaltando sea el Gnico aspecto que se mantuvo de esa nocidn. Antes bien, ¢s mi creencia que
estas tradiciones o sub-tradiciones que emergen del paradigma kantano, no se encuentran
univocamente determinadas, sino que sc mezclan y entremezclan formando una amalgama mas
profunda y compleja.

De acuerdo con estas motivaciones, he dividido el trabajo en cinco capitulos que
abarcan el periodo comprendido entre la posicion kantiana original y el empirismo légico.

En el primer capitulo reconstruyo el proyecto kantano de fundamentacion de la
ciencia. Como decia un momento atras, es una creencia defendida en este trabajo que Kant
concibi6 su idea de lo sintético a priori para dar respuesta a sus intereses en la fundamentacién
de la ciencia de su época, la que tomd como un factum. De este modo, su sistema no es
especulativo, no al menos en el modo en que lo eran los sistemas filoséficos de su tiempo,
pues no sigue el camino desde la especulaciéon a los hechos, sino de los hechos a la
especulacion. Asimismo, este proyecto de fundamentacién de la ciencia, llevado a cabo desde
el corazdn del periodo critico, sblo cobra sentido cuando se lo ve, tanto a la luz de los intereses
tempranos de Kant, como con respecto a sus observaciones finales sobre la transicién de los
principios metafisicos a lz fisica. Elucidar exhaustivamente este desarrollo de la filosofia
kanuana seria tema de un trabajo de tesis completo, por lo que me limitaré a analizar con
detalle el proyecto kantiano en el periodo critico, realizando sélo un esbozo de los otros
momentos.

Como espero dejar claro en este capitulo, Kant, paruendo desde la ciencia de su época
como un factun, y ala vez asombrado por la aparente objetividad y necesidad de sus resultados,
se imbricé en una labor de fundamentacién que relacionaba el origen y la aplicacién empirica
de los principios fundamentales de la ciencia con los prncipios y facultades cogninvas basicas

del sujeto humano. Las matematicas ticnen su origen en la sensibilidad pura, la cual también



posibilita su aplicacion a la experiencia; Ia fisica, ¢n tanto, tene su origen en ¢l entendimiento
puro, pero al igual que las matemadcas funda su aplicacion a la experiencia también en la
intuicién. Asi, la intuicidén se revela como la facultad fundamental de aplicacion de las formas
puras del pensamiento a la experiencia.

En el capitulo 2 expondré dos hechos fundamentales ocurridos en la geometria del
siglo XIX, a saber, el surgimiento de las geometrias no-euclideanas, y el desarrollo de la
geometria proyectiva. Dicho toscamente, la conjuncidn de estos dos acontecimientos en la
geometria mind fundamentalmente el supuesto basico de la explicacion kantiana del
conocimiento al que haciamos referencia con anterioridad, a saber, la conexidn esencial entre
geometria y fisica con las facultades cognitivas humanas, y con ello y mas fundamentalmente
sobre la sensibilidad como facultad mediadora entre lo conceptual y lo empirico.

El primero de estos hechos mostr6 que la geometria euclideana es un sistema
geométrico entre otros; el segundo, que la totalidad de las figuras geométricas v sus relaciones
puede ser obtenida por medios estrictamente conceptuales, sin apelacién alguna a la intuicién.
Lo que obtenemos es una independencia del ambito de lo espacial de cualquier contenido
intuitivo. Sin embargo, algunos de los gedmetras implicados en este proceso, intentando dar
respuesta al desafio de los kantianos ortodoxos, los cuales continuaban reclamando para la
geometria euclideana una autoridad basada en su conexién con nuestra intuicion (algo que por
otro lado veian como un factun), comenzaron a articular la idea de que los sistemas
geométricos, ahora obtenidos por medios estrictamente formales, se aplican a la experiencia sin
mediacion de la intuicién, levando a cabo lo que lamaron “idealizaciones” de los datos
obtenidos a través de la sensacién. En efecto, matematicos de la talla de Giuseppe Veronese y
de Felix Klein, reclamaron ese papel para los axiomas de la geometrda. No obstante, sus

afirmaciones no tuvieron una artculacién filosofica suficiente, lo que si podemos encontrar en



rambién ciendficos, pero de menabdad flnsafica como H. v, Helmholwz y 1. Poincaré,
autores que serin objeto de nuesto andlisis en ¢ capitulo 3.

Helmholrz criticé a Kant por haber restringido el contenido de nuestra intuicion
espacial a los axiomas de la geomerria euclideana, pero en un movimiento digno de admiracién,
propuso que la estructura que llamamos “espacio” continda siendo una forma “a priori” en el
sentido de Kant, aunque con la suficiente generalidad como para ser compatible con los tres
casos clasicos de geometrias de curvatura constante. Dicha nocion de espacio, que depende del
axioma bdsico de la “libre movilidad de los cuerpos tigidos”, es la verdadera condicién de
posibilidad de la obtencién de las especificaciones que conformardn nuestras nociones
geométricas, pero lo es de una forma distinta de como lo era en Kant. Para Helmholtz, la
nocién de “cuerpo rigido” conforma una categoda intelectual que regula los procesos
perceptuales, introduciendo en ellos clerta exacutud v objetividad que los hace apropiados para
su mutua combinacién y comparacién en orden a construir principios epistémicos.

Vemos aparecer aqui una forma de entender lo a priori de clara raigambre kantiana,
pero evitando ciertos problemas inherentes a la visién de Kant, claramente la nocién de
intuicién. Porque para Helmholw, estos elementos idealizadores son una funcién del
entendimiento, el cual ya puede adentrarse con sus categorias en cl reino de la experiencia sin
intervencion de la intuicién.

En Henri Poincaré encontramos la misma vision de los elementos idealizadores
constitutivos de Ja experiencia en forma manifiesta. Para Poincaré, al igual que para Helmholtz,
el origen matematco y Ia aplicacién empirica de la geometria matematica ha de ser explicado
mediante la estructura del grupo de movimientos del sujeto percipiente en el espacio
perceptual, expresado cn la condicién de movilidad Libre. Sin embargo, la investigacion de los

grupos de movimientos de cuerpos rigidos solo cs posible porque el concepto general de



grupo preexiste al menos potencialmente en nuestra mente. Es decir, se nos impone como una
forma de la facultad del cnrendimiento.

Mis alla de los problemas que han sido sefialados a la concepcién de Poincaré y
Helmholtz, lo que quiero resaltar de sus puntos de vista es la idea fundamental de que la
facultad del entendimiento y sus productos estrictamente formales asumen un papel que era
patrimonio exclusivo de la intuicién en la epistemologia kantana. Este rasgo, que se encuentra
apenas esbozado en los gedmetras y que Helmholtz v Poincaré articulan mas apropiadamente,
va a cobrar un grado de sofisticacién sin precedentes en algunos de los filésofos de comienzos
del siglo XX, entre los que destacamos a E. éassirer, M. Schlick, y H. Reichenbach, quienes de
manera diferente asumieron dicha idea de lo formal como herramienta constituava de los
fenémenos.

En el capitulo 4 expondré el modo en que dichos filésofos, cada uno a su manera,
asumieron esta tesis. Podda decirse que quien asume y lleva adelante esta tesis con mayor vigor
fue sin duda Ernst Cassirer. En efecto, siguiendo la interpretacidn del kantianismo propuesta
por Cohen, Cassirer ve como innecesaria la distincion kantiana entre sensibilidad y
entendimiento, pues en su opinién, ambas facultades obedecen a una funcion intelectual mas
bisica, a saber, la “sintesis productiva”. Para Cassirer, las intuiciones de espacio v tiempo, asi
como los conceptos del entendimiento, son diferentes aspectos o manifestaciones de la forma
basica de la funcién sintética unificadora. Esta funcion conceptual, segtin Cassirer, no debe
verse a la manera de la teoria tradicional abstraccionista de curio aristotélico, sino como
esencialmente relacional, conformando sedes ordenadas de partculares. Ahora bien, los
conceptos, que no contienen mis que la regla de conexién enwe pardculares, conforman
juicios, y, segun Cassirer, en todo establecimiento de un hecho a través de un juicio se

especifica una conexién necesaria e incambiable. A estas conexiones necesarias e incambiables



las lamamos “leyes de la naturaleza”. \ su vez, en estas leyes descubrimos lo que Cassirer
llama “constantes de orden superior”, que ticne que ver con la estructura invanante que la ley
impone a los fenémenos. A estas estructuras invanantes las lama Cassirer, “invariantes légicos
de la experiencia” y son por él consideradas como eternas e invariables. A su vez, Cassirer
sostiene que esta funcién general del entendimiento es compatble con la postulacién de
sistemas conceptuales alternativos, las difercntes teorias o paradigmas cientificos, los cuales
estan sujetos al cambio a través de la historia y son por lo tanto relatvos.

En 1918, Moritz Schlick publica su Teoréa general del conocimiento, cuyo propésito es
explicar la cognicién ordinaria y la cientifica bajo la idea fundamental de coordinacién. En el
primer caso, lo que coordinamos son imagenes guardadas en la memoria con objetos
suministrados por los sentidos; en el segundo, lo que coordinamos son sistemas de signos
definidos implicitamente a la manera de Hibert, con acontecimientos en el mundo.

Como sera mostrado en la discusion de la posicién de Schlick, éste niega cualquier
papel constitutivo a lo conceptual, sin embargo, su posicién no podria ser catalogada de
empirista debido a la escasa importancia que concede a la intuicién empirca, la cual en su
opinidn carece de todo estatus cognitivo en cuanto opuesta al mbito de lo conceptual que es
el reino de las relaciones no ambiguas y totalmente determinadas. Quizds su posicidn se
acerque mis a un tipo de convencionalismo que afirma que lo que conocemos son “cosas en si
mismas”, y que lo hacemos sobre la base de diferentes marcos conceptuales que coordinamos
arbitrariamente con los hechos (es decir, que niega el presupuesto de una tnica descripcidn
posible de la realidad).

Por su parte, Hans Reichenbach, sostiene, también siguiendo a Hilbert, que las teorias
fisicas se estructuran como sistemas de axiomas definidos implicitamente, los cuales, para

poder ser aplicados al imbito de Ia realidad, requieren de un tercer término mediador, bajo la



idca de principios coordinativos que establezcan la relacion del sistema conceptual con lo dado
en la experiencia. Sin embargo, esa coordinacion no es, para Reichenbach, como para Schhck,
entre conceptos y cosas en si mismas, sino que la funcién coordinativa es al mismo uempo
esencialmente constitutiva del objeto de experiencia, pues lo dado a través de la sensibilidad es
para Reichenbach un todo indiferenciado que sélo a través de su coordinacién con lo
conceptual toma la forma de objetos y fenémenos determinados.

Finalmente, el capitulo 5 de este trabajo esta dedicado al pensamiento temprano de
Rudolf Carnap, de quien podria decirse con justicia que representa la concrecién y maxima
sofisticacién del punto de vista sobre lo a priori que caracteriza a esta muestra de autores que
hemos analizado. Especificamente, analizaremos tres de los trabajos mds importantes de su
produccién temprana: su tesis doctoral sobre el espacio de 1922, “Sobre la tarea de la fisica” de
1923, y finalmente su primera gran obra “La construccién légica del mundo” de 1928.

Como veremos oportunamente, cada uno de estos trabajos defiende una versién
particular de lo a pdori metodolégico, y en realidad puede verse en su secuencia una clara
evolucién que va desde la defensa de un a prior metodolégico y absoluto, inspirado
fuertemente por la idea de invariantes l6gicos de Cassirer; que pasa por el abandono de esta
idea y la asuncién de principios a priori convencionales, hasta llegar a la plena aceptacién de lo
formal como herramienta constitutiva y convencional en el Aufbax.

Para terminar, en nuestro capitulo de conclusiones haremos un balance del estado
actual de la discusién sobre este problema, presentando un resumen de la discusién entre los
representantes mas importantes de las posiciones sobre lo a priori, a saber, Michael Friedman y
Alan Richardson. Asimismo, partiendo de la posicidn de este ultimo, sugeriremos una forma

sobre la cual es posible articular una concepcién apropiada de lo a priori metodolégico.
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2.0 La geometria del siglo XIX y la evolucion de lo a priori

Introduccion

Como espero haber mostrado en el capitulo anterior, Kant inicia su investigacion
acerca de la posibilidad del conocimiento humano a partir del hecho indubitable de la ciencia,
es decir, a partir del reconocimiento de que existen al menos dos areas del saber donde se da
auténtico conocimiento. Su pregunta, por tanto, no es acerca de st el conocimiento es posible,
puesto que lo es lo prueba su propia existencia, sino cémo es posible, es decir, cudles son las
condiciones, subjetivas o de otro tipo, que hacen posible la existencia de juicios necesarios
sobre objetos. En otras palabras, su pregunta es acerca de la posibilidad de los juicios sintéticos
a priori, es decir, juicios que afirman algo sobre objetos de la experiencia, pero que lo hacen
con necesidad, esto es, con una validez que no puede estar fundada en la propia experiencia.

La fuente de la validez de estos enunciados, que conforman el wrpus principal de las
clencias matematicas y fisica, radica para Kant en dos facultades inherentes a la constitucion
cognitiva de los seres humanos, sensibilidad y entendimiento. A su vez, estas facultades
suministran -cada una por su lado, pero en colaboracién para hacer posible la experiencia
como un todo-, diferentes elementos, a saber, intuiciones y conceptos. Ahora bien, las ciencias
matematicas fundan su posibilidad, es decir, fundan la posibilidad de la existencia de sus
objetos en la facultad de intuicién pura, la gcometria en la forma de intuicidn espacial, la
aritmética y el algebra en la intuicién temporal. Como se senal6 oportunamente, la intuicion
provee de un medio logico-fenomenolégico en el cual los objetos de dichas ciencias se
construyen siguiendo un procedimiento de acuerdo a reglas. En el caso de la fisica, si bien su
fuente de validez esta en la facultad del entendimiento y sus conceptos puros, cuando se
pretende que esos conceptos tengan aplicacion a objetos de la expenencia, es imprescindible

que los mismos sean esquemanzados via la intuicion temporal, esto es, que se los dote de un
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estatus que los haga aptos para ser aplicados a objeros de una expeniencia posible. De este
modo, la sensibilidad pura y sus intuiciones de espacio y tiempo, posibilitan no sélo la
construccién de los ebjetos matemaiticos, sino, en cuanto facultad de receptividad, la aplicacion
de los mismos y de los conceptos del entendimiento a los fenomenos.

Como senalamos en la dltima seccién de nuestro anterior capitulo— la dedicada al
proyecto de la Transiciin — Kant comenzaba a preocuparse con las nuevas ciencias emergentes,
disciplinas que empezaban a constituirse y que necesitaban, al 1gual que la fisica newtoniana, de
un fundamento a priori que las dotara de un estatus mds que meramente empirico, Le. que se
constituyeran como clencias propiamente dichas. Lamentablemente, Kant no alcanzaria a
presenciar las verdaderas revoluciones ocurridas en la ciencia del siglo XIX y por lo tanto su
proyecto estaba destinado al fracaso.

Segin nuestro modo de ver las cosas, la revolucidén mas importante ocurrida en la
ciencia del siglo XIX, aquélla cuyos resultados impactarian mas profundamente que ningtin
otro en el paradigma epistemoldgico kantiano e influiria en la epistemologia v la logica de
comienzos del siglo XX, fue sin duda la revolucién en geometria.

Cuando comtinmente se habla de estos cambios ocurridos en la geometra, se piensa
ante todo en el surgimiento de las geometrias no-euclideanas. Pero las cuestiones acerca de s1
los teoremas de la geometria euclideana podian ser revertidos por un competidor no-
euclideano empiricamente verificable, sélo eran parte de los desarrollos que la geometria estaba
sufriendo. Especificamente, la controversia sobre las revisiones proyecnvas de la geometria
euclideana es filosdficamente tan interesante como el desafio de las geometrias no-cuclideanas,
aunque fueron diferentes en caracter. No obstante, ambos desarrollos afectaron ante todo y en
primer lugar a la doctrina de la intuicién, vital para la epistemologia kannana. En efecto, la

geometria proyectiva, en su intento por teformular el objeto de su estudio, define sus propios
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objetos a parur de ciertos pancipios de vrden, lo cual lleva a cabo de acuerdo a un proceso de
creciente formalizacion ¢ independencia de la intuicion, hasta proveerse de objetos
considerados como simples determinaciones puras del pensamiento. De este modo, se muestra
por vez primera que la geometria puede construir sus objetos con herramientas puramente
formales, sin el recurso a aquel medio cuasi-perceptual, no-conceprual, que no aseguraba la
exactitud y determinacion del contenido de la geometria.

Asimismo, la proliferacion de las geometrias no-cuclideanas, vinculande un argumento
formal y uno epistemoldgico, afecto decisivamente la doctrina de la intuicion como facultad de
receptividad a priori con una forma axiomatica determinada. En efecto, para Kant no hay duda
alpuna de que nuestra facultad de intuicién espacial se encuentra determinada por los axiomas
y postulados de la geometria euclideana. En otras palabras, estamos restringidos a priori a un
mundo de estructura euclideana. Ahora bien, si se demuestra que la geometria euclideana no es
la Gnica geometria posible, entonces se puede comenzar a dudar del estatus particular de la
geometria euclideana. Esto, en conjuncion con el descrédito al que la intuicién estaba siendo
sometida, parccia conducir a la bancarrota del proyecto kantiano del conocimiento sintético a
priori. La situacion en la que estos desarrollos nos dejan es la situacién en la que existe una
multiplicidad de geometrias (para Riemann, infinitas), las cuales son construidas
independientemente de cualquier recurso a la intuicién, empleando medios puramente
formales. Asi, si los objetos espaciales son construidos como determinaciones puras del
pensamiento, desde un punto de vista logico-deductivo, en otras palabras, si la intuicién no
posee el papel que la epistemologia kantiana le dio, entonces, ¢cémo explicamos la aplicacion
de las estructuras puras a lo dado en la experiencia? Es decir, ;como podemos todavia

mantener que lo conceptual tiene algn papel en la consurucion de la expenencia?
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Los geometras protagomstas de estos desarrollos no ignoraron ¢l problema
epistemologico al que su trabajo habia conducido. Especialmente Veronese y Klein
comenzaron a preocuparse por la relacion entre axiomas y experiencia, y comenzaron a hablar
de “idealizaciones™™, de la idea de que lo conceptual mismo se imbrica con lo dado en la
experiencia, dotando a esto ulimo de un estatus mas que meramente empirico. Aqui se gesta la
que a mi modo de ver es la idea crucial a través de la cual lo a prion metodolégico, esto es, la
idea de que la experiencia se encuentra parcialmente constituida por elementos conceptuales,
permanecera en el seno de la epistemologia de fines del XIX y comienzos del XX. Sin
embargo, las observaciones de los gedmetras no pasaron de ser unas cuantas intuiciones, las
que 2 mi modo de ver encontraron una formulacién filosofica mas exacta en pensadores como
Helmholtz y Poincaré, los que a su vez influyeron directamente en los filésofos de principios
del siglo XX. Esto ultimo sera objeto de investigacion en los capitulos 3 y 4.

Mientras tanto, permitaseme agregar para culminar esta ya exfensa introduccion, un
aspecto secundario a nuestra tesis principal, pero que serd de enorme utilidad para comprender
cabalmente las diferentes versiones de lo a priori metodolégico que veremos luego. Lo que
desco afirmar es que los diferentes modos de concebir lo a priori metodoldgico, esto es, como
absoluto o relativo, tienen también sus raices en los desarrollos en la geometria que veremos a
continuacién.

Comenzaré, pues, para ser fiel a la cronologia, con el surgimiento de las geometrias no-

euclideanas, para continuar luego con el desatrollo de la geometria proyectiva. Por dlumo,

% Por supuesto, la nocion de “idealizacion” que manejaron los gedmetras no era nueva. Las abstracciones
idealizadoras tuvieron un momento fundamental en la construccion de la dindmica galileana y de la nueva ciencia
de la naruraleza. Esto fue posible por la convergencia de dos hechos fundamentales: el redescubnimiento del
trabajo cientifico de Arquimedes, quien habia aplicado el procedimiento, y la perspectiva platénica subyacente en
relacion a los modelos ideales, ahora despojada de sus dimensiones ontoldgicas y misticas. No obstante, las
definiciones y teoremas de la cinemanca galileana no fueron un mero ejercicio de imagmacion de una “fisica
racional”, sino una herramienta para reconstruir la realidad, y por ende habria de ser susceptible de verificacion
experimental, aunque oblicuamente. Para un anilisis detallado del método idealizatono galibieano véase Mc Mullin
(1985),
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presentaré separadamente la concrecion del provecto formalista representada por | filbert en
contraposicion al logicismo de Frege, del cual sugeriré, a la luz de recientes investigaciones, sus

origenes ¢n la solucion de von Staudt al problema de los IMagnarios en geoincetria,

2.1 La geometria euclideana y el postulado de las paralelas ™

Como ha sido ampliamente difundido, la geometria fue uno de los primeros sistemas
matém:iticos desarrollados. A pesar de saber poco acerca de sus origenes, lo sorprendente
acerca de ella es que estaba ya bien sistematizada en dempos de Euclides.

El caricter axiomatico de la geometria de Euclides — la derivacion de teoremas desde
sus axiomas y postulados fundamentales — fue en si mismo una contribucion sofisticada, una
que todavia juega un papel basico en las formas mas modernas de formular los sistemas
matemiticos de manera exacta. Es sorprendente que este procedimiento hubiera sido seguido
va en los tempos de Euclides.

Los Elementos de Euclides comienzan con 23 definiciones, 5 postulados, y 5 nociones
comunes. Los postulados posibilitan realizar ciertas construcciones geométricas: unir dos
puntos con una linea, trazar un circulo de cualquier radio con el centro en un punto, etc. Las
nociones comunes son deducciones permisibles o reglas de inferencia aplicables fuera de las
matematicas: cosas que son iguales 2 una misma cosa son también iguales entre si, erc. No
todas las definiciones son de 1gual valor. Las primeras intentan definir “punto”, “linea”, “linea

LIS

recta”,

L LAY

superficie”, “plano”, etc.
Uno de los axiomas de Euclides, ¢l axioma de las paralelas, causé muchisimos

problemas a los matematcos a lo largo de los siglos. Podemos formular este axioma como

% Para la exposicién del conrerudo de esta seccion , me he spovado en el comprehensivo libro de Roberto
Torreta, Philosoply of Geomerry from Riemenn to Porncaré. Redel. Holland, 1978, v en el extraordinano libro de Max
Jammer Comepts of Space, Hurvard U. Press, Cambndge Ma-s, 1993,
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sigue: para cualquier plano en el cual hay una linea recta v un punto P que no esta en L, hay
una y s6lo una linea recta L', en ¢l plano, que pasa a través de Py es paralela a L (Dos lineas
en un plano son paralelas s1 no nenen ningin punto en comun).

El axioma de las paralelas sorprendio a los lectores de Euclides desde su presentacion,
su extensa y técnica formulacion contrastaba con la aparente simplicidad y brevedad de los
otros axiomas. Muchos sabios griegos cuestionaron la sagacidad de haber incluido a este
axioma entre los enunciados asumidos sin prueba e intentaron demostrarlo. Proclo no tuvo
dudas acerca de esto. Dijo que el postulado de las paralelas debia ser quitado de entre los otros
postulados dado que era un teorema, y como tal, requiere para su demostracion un nimero de
definiciones y otros teoremas. La historia de los intentos que se llevaron a cabo para demostrar
o refutar este axioma es interesante, pero desgraciadamente demasiado extensa para tratar aqui
con detalle. La interpretacion estandar de esta histona de sucesivos esfuerzos por probar el
postulado de las paralelas, hizo énfasis en que el problema estaba en las “presuposiciones
tacitas” que, una vez idendficadas, no eran menos cuestionables que el postulado mismo que se
intentaba demostrar. Lo que tenemos es la historia de sucesivos errores que podian haberse
evitado si los gedmetras hubieran practicado una logica rigurosa. Pero de hecho, la logica ravo
que ver muy poco con esto. Lo que esta secuencia de “pruebas y refutaciones” refleja es que lo
que un geometra consideraba como evidente, otros muchos lo consideraban como menos que
obvio. Es decir, que lo que contaba para algunos como postulados de significado para los
términos geométricos primitivos, o como verdades ex 7 ferminorim | para otros eran

presuposiciones inciertas.



Esto es lo que Coffa llama la “incerndumbre semantica™ que rodea a los significados
pre-axiomaticos de los primitivos geométricos, incerndumbre que se desarrolld a travées de los
siglos y que finalmente adquirié las proporciones de una crisis con el advenimiento de las
geometrias no-cuclideanas. Alli se opusieron, por un lado, los amigos de las definiciones
explicitas, Frege y Russell, y por otro, los matematicos defensores de la definicion implicita,
Poincaré y Hilbert. En las sigulentes secciones reconstruiré, al menos parcialmente, parte de
esta discusion.

En la historia que nos ocupa ahora, hay algunos nombres que deben ser tenidos en
cuenta con relacion a la cadena de acontecimientos que desembocaron en el descubrimiento de
las geometrias no-euclideanas, a saber, J[ohn Wallis (1616-1703), Girolamo Sacchen (1667-
1733), y Johann Heinrich Lambert (1728-1777).

John Wallis publico, en ¢l segundo volumen de su Mathematical Works (1693), dos
conferencias que habia dictado desde su citedra en la Universidad de Oxford durante los afios
1651 y 1663. La primera conferencia es una exposicién de la prueba del quinto postulado dada
por el matematico arabe Nasir-Eddin (1201-1274), pero la segunda contiene una demostracion
onginal, En ambas conferencias, Wallis afirma que no podemos culpar a Euclides por haber
asunudo tacita o postulado explicitamente verdades auto evidentes tales como la de que “dos
lineas convergentes co-planales finalmente se encuentran”. No obstante, ya que varios eran de
la opinién de que el quinto postulado necesiraba una prueba, Wallis propuso la suya, esperando
que fuera mas persuasiva que la de sus predecesores. Esta prueba esti basada en ocho lemas.
Los primeros siete son proposiciones probadas por los métodos usuales y bajo las
presuposiciones habituales de la geometria; pero el octavo es un principio bisico que Wallis no

intenta probar sino solo aclarar para que aparezea como autoevidente. El lo establece de la

“Vid. J.A. Coffa “From Geometrv to Tolerance: Sources of Convenuonalism i Nineteenth-Century Geometry™
en R. G. Colodny (ed) From Quarks to Guasars, Proishurgh, University of Piisburgh, 1986.
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siguiente forma: “Para toda figura existe una figura similar de magnitud arbitraria™ (Crtado en
Torren, R. 1978, pag.+4). Wallis observa que, ya que las magnitudes pueden cstar sujetas a
muluplicaciones y divisiones ilimitadas, el lema VIII se sigue de la esencia misma de las
relaciones cuantitativas, en la medida en que roda figura, mientras preserva su forma, puede ser
aumentada o disminuida sin limite. Dado que Wallis era bien consciente de que el quinto
postulado de Euclides no podia ser demostrado a menos que introdujéramos otro postulado
en su lugar, esper6 que su propio postulado, el lema VIII, brillaria por su mayor evidencia.

En 1733, Girolamo Saccheri, un jesuita bien versado en la literatura sobre el problema
de las paralelas, public6 un tratado cuyo libro I trata la cuesuon. Alli propuso probar el quinto
postulado mediante un método ain no intentado, el de la prueba indirecta. Saccheni intenté
mostrar que la negacion del quinto postulado es incompatible con las presuposiciones restantes
de la geometria. Su obra tuvo una gran influencia sobre las investigaciones subsiguientes acerca
de la naturaleza del quinto postulado. G.S. Klagel (1739-1812) la estudié cuidadosamente en su
disertacion doctoral y concluyo que la alegada prueba de Sacchen no era mas fuerte que las
otras treinta que examina en su trabajo. La disertacion de Klagel fue elogiada por el filosofo y
matematico suizo Johann Heinrich Lambert (1728-1777) en su Teoria de las paralelas, publicada
postumamente en 1786 pero escrita aparentemente en 1766. Leyendo a Kliigel, Lambert
conocid a Sacchen y podria decirse que su propia obra es una continuacion de la de aquél. El
punto de partida de su tratamiento de la teoria de las paralelas es un cuadrilitero con tres
ingulos rectos. El examina tres hipotesis acerca de la naturaleza del cuarto angulo, a saber, que
sea recto, obtuso o agudo. En tres secciones distintas, Lambert deriva consecuencias de cada
una de esas hipotesis. En las pruebas basadas en la segunda hipotesis, evira sistematicamente

usar cualesquiera de las proposiciones de Euclides que fueran incompanbles con ella: sélo
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hacia ¢l final de la seccion apela 1 una de esas propusiciones, v lo hace precisamente en orden a
levar a cabo la refutacion de la segunda hiporess.

Desde el punto de vista metodologico, Lambert combina una fuerte actirud formalista
con una no menos fuerte apelacion a la intuicion. El anterior procedimiento puede ser
entendido inicamente teniendo en cuenta esta actitud metodologica, y asi su tendencia
formalista lo conduce a explorar la posibilidad de un sistema deductivo basado tanto en la
segunda como en la tercera hipotesis. Por otro lado, Lambert el intuicionista, cree que solo es
posible tener una representacion apropiada de la segunda hipotesis en la medida en que
coincidamos en dar una interpreracion apropiada de los términos intrinsecamente
asignificativos del correspondiente sistema formal. Asi, sostiene enfaticamente que la segunda
hipdtesis se sostendria solamente st consideraramos tmangulos esféricos en lugar de planos. Es
decir, si entendemos por “linea recta” los grandes circulos de una esfera. Esas lineas rectas,
como es bien conocido, siempre connenen la distancia mas corta entre cualesquiera dos puntos
que se encuentran en ellas. Pero en este caso son lineas cerradas, y se intersectan una con otra
en mas de un punto, de modo que no comparten esas propiedades de las lineas rectas
ordinanas usadas en la refutacion de la segunda hipétesis.

Aun mas sorprendentes son las dos siguientes observaciones de Lambert: 1) la
geometria de los tridngulos esféricos no depende de la solucion del problema de las paralelas,
porque es igualmente verdadera bajo cualesquiera de las tres hipotesis; 2) la tercera hipotesis,
en la cual el cuarto angulo del cuadrilitero de Lambert es agudo, podria sostenerse como
verdadera en una esfera imaginaria, 1.e., en una esfera cuvo radio es un nimero imaginario
pur{).

Lambert tuvo una concepcion formalista de las matemancas que comparaba las

premisas de un sistema deductivo con un conjunto de ecuaciones algebraicas cuyos térnunos
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pueden denotar cualquier objeto que sausfaga las relaciones alli expresadas. También descubno
la idea modema de “modelo”, esto es, de un objeto o dominio de objetos que cumplen las
condiciones abstractamente establecidas en las hipotesis del sistema. Tal contenido es
suministrado mediante la representacion de la cuestuon que, de acuerdo con Lambert, debe
guiar la seleccién de las hipotesis.

A finales del siglo XVIII y comienzos del XIX la proliferacion de tratados sobre la
teoria de las paralelas fue en aumento. Los de mavor influencia fueron quizis los de Adrien
Marie Legendre (1752-1833), y la Teorda de las paralelas de F. A. Taurinus (1794-1874). Este
ultimo apoyaba incondicionalmente a la geometria euclideana, pero reconoci6 la posibilidad de
desarrollar desde un punto de vista formal un sistema consistente de geometria donde los tres
angulos de un tridngulo sumen menos que 180°. Taurinus llevé adelante su proyecto mucho
mas lejos que Saccher o Lambert, adelantando algunos resultados publicados mas tarde por
Lobachevsky.

En un memorando dirigido a Gauss en diciembre de 1818, F. K. Schweikart, establecio
las tesis principales de una geometria que él lamo Astralgeometrie, probablemente para sugerir
que podria ser verdadera en una escala astronomica. Gauss aprobé completamente las ideas de
Schweikart que le parecieron de su propia cosecha.

Todos estos intentos posibilitaron la creacion de nuevos sistemas de axiomas que se
llamaron geometrias no-Euclideanas.

En ese momento, la mayoria de los matematicos se hicieron preguntas como: “¢Qué
debemos pensar de esos nuevos sistemas con teoremas tan contrarios a la intuicion?”, o
“sDeben ser vistos tales sistemas como meros juegos légicos sin alguna relacion con el espacio
fisico? o ¢ deben ser vistos como “verdaderos” v por ende susceptibles de ser aplicados a la

estructura del espacio fisico mismo?” Este Gldmo caso parecio tan absurdo en el momento,
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que llevé a muchos matematicos reconocidos a desarrollar sus investgaciones en forma oculta
v a no presentar sus resultados de inmediato. Frege mismo opiné que las geometrias no-
euclideanas eran abiertamente falsas y que debian ser puestas, junto con la astrologia y la
alquimia, en la categoria de las pseudociencias.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855), uno de los mas grandes matematicos del siglo XIX,
fue ¢l primero en descubrir un sistema consistente de geometria en el cual el axioma de las
paralelas era reemplazado por un axioma inconsistente con ¢él. Y sabemos esto, no por la
publicacion de algin articulo donde expusicra tal sistema, sino por una carta que le escribio a
un amigo. En esta carta, habla de estar estudiando tal sistema y de que pronto extraeria de él
consecuencias importantes. Agrega que ha tenido el cuidado de no publicar tales resultados
debido a sus temores por las “protestas de los Boecios™™

Entonces, si abandonamos el axioma de las paralelas, ;qué debemos poner en su lugar?.
La respuesta a esta pregunta, una de las mas importantes en la historia de la matematica

moderna, sera considerada en la siguiente seccion.

211 Geometrias no-euclideanas *
Un intento para dar sentdo a la geometria euclideana consiste en establecer lo que se
ha llamado un sistema de “geometria neutral”, el cual podemos definir como todos aquellos

teoremas que pueden ser probados usando sélo los axiomas de incidencia, congruencia, y

continuidad, excluyendo el axioma de las paralelas. En esta geometria es posible probar un

** En la anugua Grecia, los Boecios eran vistos como personas de poco nivel intelectual. La traduccion de su
enunciado a nuestra jerga moderna seda: “esos tontos que se burlan y creen que estoy loco™.

* En lo que siguc voy a apoyarme en Greenberg (1972), Torretn (1978), Gray (1979), v Carnap (1996).
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gran nimero de teoremas (alrededor de 287), siendo algunos de los mas importantes los
siguientes™:

a) Teorema de los angulos interiores alternos. Si dos lineas cortadas por una transversal
tenen un par de angulos interiores alternos congruentes, entonces las dos lineas son
paralelas. Este teorema tiene los siguientes corolarios: COROLARIO 1: Dos lineas
perpendiculares a la misma linea son paralelas. COROLARIO 2: Si /es una linea y P
cualquier punto que no esti en /, existe al menos una linea 7 que pasa a través de P y es
paralela a / Esto no significa que » es Gnica, debemos dejar abierta la posibilidad de
que haya otras lineas paralelas a /que pasan a través de P.

b) Teorema de los angulos exteriores. Un dngulo exterior de un triangulo es mayor que
cualquier dngulo interior. Este teorema sera falso en la geometria eliptica

c) Teorema de Saccheri-Legendre. La suma de los grados de cualquier triangulo es menor
o igual a 180°. COROLARIO 1: La suma de los grados de dos angulos en un tridngulo
es menor que o igual a los grados de su angulo exterior remoto.

Ahora bien, en la busqueda de un axioma para poner en lugar del axioma de las paralelas

de Euclides, hay dos direcciones opuestas en las que nos podemos mover:

1) Podemos decir que hay més de una paralela (en este caso un nimero infinito de ellas).

2) Podemos decir que en un plano, a través de un punto por fuera de una linea, no hay
ninguna paralela (Euclides habia dicho que solo habia una).

La primera de esas desviaciones de la geometria euclideana fue explorada por el

matematico ruso Nikolai Lobachevski (1792-1856), la segunda por el matematico aleman

Georg Friedrich Riemann (1826-1866).

* Aqui s6lo enunciaré los teoremas y sus corolanos. las correspondientes pruebas aparecen en el apéndice al final
del trabajo.
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La geometria de Lobachevski, quien publico sus resultados en 1835, fue descubierta
independiente y casi simultaneamente por el hungaro Johann Bolyai (1802-186D), quien
publico sus resultados tres afos antes. La de Riemann no fue descubierta hasta veinte anos mas
tarde.

Para comenzar con la ultima de nuestras alternauvas, la pregunta que surge de
inmediato es: ¢cémo podemos hacernos inteligible una geometria que no posee lineas
paralelas? La respuesta puede sernos dada a través de un modelo que, si bien no es
exactamente el modelo de una geometria eliptica, estd cercanamente relacionado a él, un
modelo de geometria esférica. Pero antes deben ser aclaradas otras modificaciones.

Anteriormente establecimos que en la geometria neutral existen lineas paralelas
(Corolario 2 al Teorema de los angulos interiores alternos), de modo que si agregamos sin mas
el postulado de la geometria eliptica de que no hav lineas paralelas, obtenemos un sistema
mconsistente. Para evitar esto, se han de modificar algunos de los otros axiomas de modo de
hacer posible pensar que en la superficie de una esfera las lineas rectas en un plano son aqui
representadas por los grandes circulos de la esfera. En términos mas generales, decimos que en
una geometria no-cuclideana las lineas que corresponden a lineas rectas en la geometria de
Euclides son “lineas geodésicas™. Ellas comparten con las lineas rectas la propiedad de ser la
distancia mas pequena entre dos puntos dados. En nuestro modelo, la superficie de la esfera, la
distancia mds pequefia entre dos puntos, la geodésica, es una porcién de un gran circulo. Los
grandes circulos son las curvas obtenidas por el procedimiento de “cortar” la esfera con un
plano a través del centro de la misma. El Ecuador v los meridianos de la Tierra son ¢jemplos
familiares.

Si trazamos dos mendianos perpendiculares al Ecuador, esas lineas se encontraran

tanto en ¢l Polo Norte como en el Polo Sur, por lo que podemos concluir que en una esfera no
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hay lineas rectas, o cuasirectas, que no s¢ encuentren. Tenemos luego, un ejemplo faciimente
imaginable de una geometria en la cual no hay lineas paralclas.

Las geometrias no-euclideanas pueden también ser distinguidas por la suma de los
angulos de un tridngulo. Esta distincion es importante desde el punto de vista de la
investigacion empirica de la estructura del espacio. Gauss fue el primero en llevar a cabo este
tipo de investigaciones. Creyo que una vez que la posibilidad de las geometrias no euclideanas
fuera probada desde el punto de vista légico, no habia otra forma de saber si tenian aplicacion
a la naturaleza, que mediante una serie de pruebas empiricas.

Resulta mas facil testear tridngulos que testar lineas paralelas, pues estas ltimas
podrian no encontrarse hasta ser prolongadas pot muchos millones de kilémetros. Pero medir
los angulos de un triangulo puede ser llevado a cabo en regiones pequeiias del espacio.

En la geometria euclideana la suma de los angulos de un triangulo es igual a dos
angulos rectos, o 180°. En la geometria hiperbolica de Lobachevski como veremos, la suma de
los 4ngulos de un tridngulo es menor que 180°. En la geometria eliptica de Riemann esa suma
es mayor que 180°

La desviacion de 180°, en la geometria eliptica, puede ser vista con la ayuda de nuestro
modelo esférico. Considérese el tridngulo NAB en la Figura 1.0; esta formado por los

segmentos de dos meridianos y el Ecuador.




Los dos angulos en el ecuador miden 907 por lo que ya tencmos un total de 180°. 5i se
agrega el angulo en el Polo Norte ya obtenemos una suma de mas de 180° Si movemos los
meridianos hasta que se crucen en angulos rectos, cada angulo del tridngulo serd un dngulo
recto, y la suma de ellos sera de 270°.

Gauss trato de determinar directamente, por medio de una triangulacién ordinaria
realizada con instrumentos topograficos, si la suma de los dngulos de un gran triangulo es igual
a dos dngulos rectos o no. Ejecut6 sus mediciones sobre un u-iéngt-ﬂo formado por tres
montafias, la de Brocken, la Hoger y Hagen y la de Inselberg, cuyos lados miden 69, 85 y 107
kilémetros. Es innecesario decir que no detectd ninguna desviacion de 180°, dentro del margen
de error; concluyendo, asi, que la estructura del espacio real es euclideana, hasta donde la
experiencia puede demostrarlo. Este fue el pnmer levantamiento geodésico de un tridngulo en
gran escala; y exigié bastante trabajo. Sus resultados deben haber desilusionado un poco a
Gauss. No obstante, ¢l resultado negativo, el hecho de que no se haya establecido ninguna
desviacién de la geometria euclideana, no era concluyente, es decir, no podia servir ni para
demosu;ar ni para refutar decisivamente sus ideas acerca del espacio, las cuales tenia en mente
desde un par de afios antes. Sus nvestigaciones expenmentales sobre la estructura geométrica
del espacio estaban basadas en su conviccion, sugenda por el reconocimiento de la validez de
la geometria no-euclideana, de que la geometria es esencialmente diferente de la aritmética y del
analisis. Mientras que las dos ultimas son ramas de las matematicas que se basan en la idea del
numero puro y se mantienen, por lo tanto, como conocimientos puramente racionales, en
cambio, la geometria es una ciencia empirica en cuanto requiere de la investigacion
expenimental. En una carta escrita a Bessel, Gauss decia que tenemos que admitir que el
numero es un producto de la mente, pero que el espacio tene una realidad fuera de la mente,

cuyas leyes no podemos establecer a prion. Gauss parecia haberse dado cuenta de que su
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concepcion del espacio tenia consecuencias epistemologicas de largo alcance. Esta fue quizds la
anticipacion de un conflicto inminente con la filosofia ortodoxa, que le hizo guardar su secreto
lo mis cuidadosamente posible durante varios afios.

Tan absurda como pueda atin parecernos esta forma de pensar acerca del estatus de la
geometria, tuvo enorme importancia en lo que tiene que ver con la estimulacion a pensar de
una forma no-kantiana acerca de la geometria. Las investigaciones de Gauss provocaron que
mu;hos matematicos comprendieran que las nuevas geometrias no euclideanas estaban
planteando un problema empirico genuino.

Par ver mis claramente como las distintas geometrias no-euclideanas difieren unas de
otras, permitaseme considerar de nuevo la superficie de una esfera. Como vimos, éste es un
modelo conveniente que nos ayuda a entender intuitivamente la estructura geométrica de un
plano en el espacio Riemanniano. Debe cuidarse no sobre extender la analogia entre el plano
Riemmaniano y la superficie de la esfera, dado que cualesquiera dos lineas rectas en el espacio
Riemmaniano tienen sélo un punto en comun, mientras que las lineas en una esfera que
corresponden a lineas rectas — los grandes circulos — se encuentran siempre en dos puntos. Si
consideramos, por ejemplo, a dos meridianos, ellos se encuentran siempre en dos puntos, a
saber, en el Polo Norte y en el Polo Sur. Estrictamente hablando, nuestro modelo se
corresponde al plano Riemmaniano sélo si nos restringimos a una porcion de la superficie de la
esfera que no contiene puntos opuestos. Si la esfera entera es nuestro modelo, debemos asumir
que cada punto en el plano Riemmaniano es representado en la superficie de la esfera medanrte
un par de puntos opuestos. Partir desde el Polo Norte y dirigirse hacia el Polo Sur
corresponderia a partir desde un punto del plano Riemmaniano, dirigirse en linea recta sobre el
plano y retornar al mismo punto. Todas las lineas geodésicas en el espacio Riemmaniano

tienen la misma longitud finita y son cerradas, como la circunferencia de un circulo.
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Con la ayuda de nuestro modelo esferico, podemos ver facilmente que, en el espacio
Riemmaniano, la razén de la circunferencia de un circulo respecto de su diametro es siempre

menor que pi. La figura 1.1 muestra un circulo sobre la ticrra que tiene su centro en el Polo

Norte.

Figura 1.1

Esto corresponde a un circulo en el plano Riemmaniano. Su radio no es la linea CB,
dado que ella no esta sobre la superficie de la esfera, que es nuestro modelo. El radio es el arco
NB, y el diametro es el arco ANB. Sabemos que la circunferencia de este circulo tiene como
raz6n respecto del segmento de linea ACB a pi. Dado que el arco ANB es mis largo que el
segmento ACB, es claro que la razén del perimetro del circulo respecro de #INB (el didmetro
del circulo en el plano Riemmaniano) debe ser menor que pi.

Pasemos zhora al caso de a geometria hiperbélica o de Lobachevsky. Esta puede ser
definida como la geometria que obtenemos asumiendo todos los axiomas de la geometria
neutral y colocando en ]@ del quinto postulado de Euclides el que lamamos “axioma
hiperbélico” que asi enunciamos: en la geometurfa hiperbélica existe una linea /y un punto P
que no estd en /tal que al menos dos lineas distintas paralelas a / pasan a través de P. Esto

puede ilustrarse en la siguiente figura.
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La primera consecuencia importante del axioma hiperbélico que ya mencionamos
antes, es ¢l siguiente Lema: existe un tridngulo cuyos dngulos suman menos que 180°.

Con relacion a la razén de la circunferencia de un circulo en este espacio no es tan ficil
ver-que se da precisamente lo contrario que en el caso del espacio eliptico: la razén de la
circunferencia de un circulo respecto de su diametro es mayor que pi. Quizas podamos
visualizarlo con la ayuda de otro modelo. Este (que se exhibe en la figura 1.2), no puede ser
usado para ilustrar la totalidad del plano de Lobachevsky, pero si al menos para una porcién

limitada del mismo.

.f'lgma 1.2

El modelo es una supetficie en forma de silla de montar que refleja el paso entre dos
montafias. A es la cima de una montaia, C es el paso, B es la cima de la otra montana. Si
intentamos visualizar esta superficie, encontramos que hay una curva, que pasa a través del
punto Fhacia un lado de C, subiendo por C, y dirigiéndose hacia el punto D. La parte de esta
superficie, que incluye los puntos C, D, E, F, G, puede ser visto como un modelo de la
estructura del plano de Lobachevsky.

Ahora bien, ;qué forma tendré un circulo en este modelo? Asimase que el centro del

circulo estd en C. La linea curvada DEFGD representa la circunferencia de un circulo cuyos
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puntos se encuentran a la misma distancia de C. Sialguten se encucnira en D, se encuentra en
un lugar inferior al centro del circulo; si carnina a lo largo del circulo hacia E, estard en un lugar
superior al centro. No es dificil ver que esta linea ondulada, que corresponde a un circulo en el
plano de Lobachevsky, debe ser mis larga que un circulo ordinario en un plano euclideano que
tenga a CD por didmetro. Por lo tanto, debido a su mayor extension, la razén de la
circunferencia de este circulo respecto de su diametro es mayor que pi.

Hay otro concepto importante que debemos tener en cuenta en nuestro esbozo
reducido de las consecuencias de las geometrias no euclideanas, a saber, la nocién de “medida
de la curvatura”. Todas las superficies, sean euclideanas o no euclideanas, tienen en
cualesquiera de sus puntos una medida llamada la “medida de la curvatura” de tal superficie en
tal punto. La geometria de Lobachevsky se caracteriza por el hecho de que en cualquier plano,
y en cualquier punto, la medida de la curvatura del plano es negativa y constante. Hay un
nuamero infinito de geometrias de Lobachevsky, cada una de las cuales esta caracterizada por
un cierto parametro fijo — un namero negativo — que es la medida de la curvatura de un plano
en tal geometria. Debe advertirse que “curvatura” es un término técnico y no debe ser
entendido en un sentido literal. En la geometria euclideana medimos la curvatura de una linea
en cualquier punfo, tomando la reciproca de su “radio de curvatura”. “Radio de curvatura”
significa el radio de un cierto circulo que coinade, por asi decirlo, con una parte infinitesimal
de la linea en el punto en cuestion. Si una linea curva es casi recta, el radio de curvatura es
grande. Si la linea es fuertemente curvada, el radio es pequefio.

¢Como medimos la curvatura de una superficie en un punto dado? Primero medimos la
curvatura de dos geodésicas que se intersectan en tal punto y que se extienden en dos
direcciones llamadas las “direcciones principales” de la superficie en dicho punto. Una

direccion proporciona la maxima curvarura de una geodésica en tal punto, la otra da la
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curvatura minima. Definimos luego, la curvatura de la superficie en tal punto como el
producto de las reciprocas de los radios de curvatura de las dos geodésicas.

Considérese, por ejemplo, el paso entre las montanas representado en la figura 1.2.
¢Como medimos la curvatura de esta superficie en el punto C? Vemos que una geodésica, el
arco GCE, se curva de manera concava, mientras la geodésica en angulo recto a ella, el arco
FCD, se curva de manera convexa. Esas dos geodésicas proporcionan la curvatura maxima y
minima de la superficie en el punto C. Es claro que si miramos a esta supetficie desde abajo, el
arco GCE nos parecera convexo y el arco FCD céncavo, pero esto no importa, por
convencion llamamos a un lado positivo y a otro negativo. El producto de las reciprocas de
esos dos radios nos da la medida de la curvatura de esa superficie en el punto C. En cualquier
punto de esa superficie, un radio de curvatura sera positivo y el otro negativo, por lo que la
medida de la curvatura de esa superficie sera siempre negativa,

Esto no es el caso con respecto a una superficie que es completamente convesa, tal
como la de una esfera o un huevo. En tal superficie, las dos geodésicas, en las dos direcciones
principales, se curvarin de la misma forma. Una puede curvarse mas fuertemente que la otra,
pero ambas se curvan de la misma manera. De nuevo no importa de qué lado veamos a esta
superficie, el producto de sus reciprocas sera siempre positivo. Por lo tanto, en cualquier
superficie convexa tal como la de una esfera, la medida de la curvatura serd siempre positiva,

La geometria de Lobachevsky, representada por la superficie en forma de silla de
montar, puede ser caracterizada de esta forma: para cualquier espacio de Lobachevsky, hay un
cierto valor negativo que es la medida de la curvatura para cualquier punto y en cualquier plano
de tal espacio. La geometria riemanniana, representada por la superficie esférica, puede ser
caracterizada en una forma similar: para cualquier espacio riemanniano, hay un cierto valor

positivo que es la medida de la curvatura para cualquier punto y en cualquier plano_ de tal
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espacio. Ambos son espacios de curvatura constante. Esto signitica que, para cualquiera de
tales espacios, la medida de la curvatura en cualquier punto, y en cualquier plano, es la misma.

Para poner esta diferencia en términos mas claros, podra decirse que si £ es la medida
de la curvatura, en el espacio euclideano £ = 0; en el espacio de Lobachevsky £ <0y en el

espacic riemanniano £>0.

22 ‘El desarrollo de la geometria proyectiva

La doctrina de que la geometria demostrativa es la ciencia cuantitativa de la extension,
va de la mano con la creencia difundida de que el dlgebra y la aritmética son exclusivamente
ciencias de Ia cantidad. A diferencia del algebra, no obstante, la geometria fue capaz de
liberarse de las restricciones impuestas por esta relacion de una manera relativamente facil, a
pesar de la introduccién de métodos algebraicos en la geometria por parte de Descartes. Ya ¢n
la antigiiedad, la geometria se ocupé de relaciones de orden y posicion entre las figuras,
independientemente de las relaciones de igualdad o desigualdad cuantitativas. Segin algunos
estudiosos, los origenes de lo que se conoce como geometria proyectiva, la cual no emplea
relaciones de congruencia, puede rastrearse hasta el iempo de Euclides, pero fue solo hasta
que los desarrollos en el arte y la arquitectura requirieron una técnica y un conjunto de
convenciones apropiadas para representar figuras tri-dimensionales en un plano, que se
impulsé el desarrollo de la geometria proyectiva. Sin embargo, fue en el siglo XVII cuando se
comenzo a estudiar sistemiticamente las relaciones de perspectiva.

Los dos nombres de importancia involucrados en estos estudios fueron los de
Desargues (1591-1661) y Pascal (1623-1662). Las contribuciones de Desargues, quien

desarrollo métodos de geometria sintética, con su dependencia de los diagramas, fueron

31 Para el desarrollo de esta seccién me he apoyado parcialmente en Cassirer (1910), Nagel (1979), Wilson (1993),
Tappenden (1995) y Torren (1978).
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opacadas por el método analitico cartesiano, que en manos de matemaucos como Lagrange
(1736-1813) se convirtié en la herramienta que posibilitaba probar algebraicamente
absolutamente todo, atin aquellos teoremas que podian serlo mis sencillamente por métodos
sil.:ltéticos. Esta sobrevaloracién del método analitico condujo a consecuencias negativas,
especialmente en lo que tuvo que ver con las necesidades de ingenieros y disefiadores durante
el periodo de industrializacién en el siglo XVIII, quienes estaban enfrentados a problemas de
rep'rcsentacién plana de configuraciones espaciales. Esta situacién fue mas tarde revertida por
Monge (1746-1818), quien combinando habilidades matematicas con conocimientos de
ingenieria militar, sent6 las bases de un marco teorético y un método unificado de geometria de
la perspectiva. A esta historia se unen los nombres de Poncelet (1788-1867) y Von Staudt,
cuyos aportes establecieron definitivamente a la geometria proyectiva como la ciencia de
aquellas propiedades de las figuras que permanecen inalteradas a través de las proyecciones e
independientemente de las relaciones de congruencia. Asimismo, este proceso mediante el cual
la geometria se autoinstituye como la ciencia de las relaciones de orden y posicién de las
figuras, independientemente de las relaciones de cantidad, fue acompaiiado del intento por
desembarazarse del recurso a la visualizacion intuitiva de las figuras geométricas,
encaminandose a una concepcidn abstracta o ideal de las entidades geométricas.

-En lo sucesivo, veremos paralelamente ambos desarrollos: el de Ia geometria proyectiva
en cuanto enfrentada a la solucién de los problemas de la insercién de entidades imaginarias; y
el de su independencia respecto de la intuicién y su camino hacia la formalizacion.

Comenzando con Desargues, éste propuso tratar las lineas paralelas como un caso de
lineas que se intersectan en un punto, siendo este punto de interseccion trasladado al infinito.
Y también vio al circulo, la elipse, la paribola, y la hipérbole como formando una simple

familia de curvas, sobre la base de que todo pudiera ser visto como proyecciones de una figura
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comun, con el centro de proyeccién en el asi lamade “punto impropio” al infimito. Este
“punto impropio”, claro esta, no era algo a ser visualizado.

Monge fue atin mas lejos en esta direccién. Desde el punto de vista de su geometria
descriptiva, no tiene importancia si una linea recta corta otra dentro de un segmento dado de la
tltima, o si la primera linea intersecta a la segunda en cualquier lado del segmento, porque
alterando la posicion de un cuerpo, digamos un cubo, con respecto al plano horizontal sobre el
cual va a ser proyectado, el punto de interseccion de un borde del cuerpo con una linea en el
plano también seré alterado. Como Desargues, ¢l vio a las lineas paralelas como teniendo un
punto en comin “al infinito”. Mas aun, si dos curvas se intersectan en puntos “reales” o sélo
“imaginarios” depende enteramente de la posicion accidental de los cuerpos a ser proyectados,
uno con respecto al otro y con respecto al plano. Por ejemplo, cuando dos circulos se
intersectan de la manera usual, tenen una secante comin que pasa a través de los puntos
“reales” de interseccion de los circulos. Esta linea, llamada “eje radical”, tiene un nimero
importante de propiedades geométricas, por ejemplo, es el lugar de los centros de los circulos
que cortan los dos circulos dados ortogenalmente. No obstante, si los circulos no se
intersectan “realmente”, siempre es posible, de acuerdo con Monge, determinar una linea con
esas propiedades geométricas. Es decir, aunque los circulos no se intersectan realmente, atin
determinan un eje radical que pasa a través de un punto “imaginario” de interseccién. Elucidar
la naturaleza de esos “puntos imaginarios™ fue en parte la tarea de los gedmetras sucesivos.

Poncelet hizo esfuerzos importantes para justificar su introduccién, pero al mismo
tiempo problematiz6 la dependencia de la geometria sintética de los diagramas explicitamente
trazados. En efecto, preocupado por la aparente superioridad de los métodos analiticos en
geometria, se ocupo de rastrear las fuentes de esa superioridad, encontrindolas por supuesto

en el uso de los procedimientos algebraicos. Poncelet se pregunto entonces si la geometria
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sintética no podria incorporar métodos tan potentes y efectivos como los del algebra,
embarcindose en una reinterpretacion de los contenidos de dicha geometria.

El primer rasgo importante que Poncelet observo en el dlgebra es que éste opera con
signos abstractos. Liberado de cualesquiera cuestion acerca del contenido de esos signos, sus
operaciones son puramente mecanicas, dice Poncelet: “Algebra employs abstract signs, it
represents arbitrary magnitudes by letters which have no fixed values and which permit the
magnitudes to be as undetermined as possible; consequently, algebra operates and reasons
equally well on signs of non-existence as well as on signs of real quantties. ... The conclusions
drawn must, therefore, possess this same generality, and can comprehend all possible cases, for
all values of the letters which are involved. We thus obtain certain remarkable expressions,
creatures of the brain (étres de raison), which seem to be the exclusive possession of algebra”
(Citado en Nagel 1979, pag. 202).

Esos “étres de raison” a los cuales Poncelet llama la atencién no son sino los nimeros
negativos e imaginarios, que en ¢l momento en cuestién estaban siendo profundamente
discutidos por los matematicos, y Poncelet no duda en afirmar que el poder del dlgebra
descansa en el empleo de esos “étres de raison” y en la reduccion del razonamiento a
operaciones puramente mecanicas. Asimismo, Poncelet sostiene que todas las disciplinas que
emplean este mismo tipo de signos abstractos estan en situacion de explotar las ventajas del
andlisis algebraico, y si no lo han hecho, como la geometria sintética, es porque se ha estado
aferrado dogmaticamente al uso y significado de los diagramas. Sin embargo, no se trata
finalmente de borrar la frontera entre geometria sintética y analitica, sino de reinterpretar el uso

y la significacion de los diagramas empleados en la primera™. El paso dado por Poncelet

2 Uno de los primeros que vieron la necesidad de reformular el senudo de lo que se entendia por “innucion” fue
Jacob Steiner, quien sostuvo que el significado de la intuicion no es la adherencia a una figura sensorialmente
dada, sino que es la libre generacion constructiva de figuras de acuerdo a un principio unitanio. Los diferentes
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consiste en no tomar a un diagrama parncular dado como el abjeto de estudio de la geometria,
sino antes bien como un signo complejo cuyos componentes pueden ser operados sin tomar
en cuenta las particularidades que se siguen de sus caracteres visualizables, y de alli obtener
propiedades generales de las figuras. Mas especificamente, Poncelet argumentd que en los
casos en los cuales una forma persiste, pero el objeto que la acompana se desvanece, se deben
postular nuevos elementos de acuerdo al principio general de persistencia de la forma, que asi
exéresa: “It is at bottom simply the principle of permanence or indefinite continuity of
mathematical laws with respect to quantities varying insensibly, a continuity which for certain
states of a given system often exists only in a purely abstract and ideal manner... The principle
of continuity, considered simply from the point of view of geometry, consists in this, that if we
suppose a given figure to change its position by having its point undergo a continuous motion
without violating the conditions initially assumed to hold between them, the properties which
hold for the first position of the figure still hold in 2 generalized form for all the derived
figures” (Idem Nagel 1979, pag. 204).

La fuerza y conclusividad de toda prueba geométrica descansa en los invariantes del
sistema, no en lo que es peculiar a los miembros individuales como tales. El tnico postulado
que estd implicado puede ser formulado diciendo que es posible mantener la validez de ciertas
relaciones, definidas de una vez y para siempre, a pesar del cambio en el contenido de los
términos particulares, Comenzamos considerando a la figura en una conexién general, y no la
analizamos al comienzo en sus partes individuales, sino que per:mitinl'los ciertos cambios de
ellas dentro de una cierta esfera definida por las condiciones del sistema. Si esos cambios
proceden continuamente desde un punto de partida definido, las propiedades sistemdticas que

hemos descubierto en una figura seran transferibles a cada “fase” sucesiva, de modo que las

casos de figuras sensonalmente dadas no son, como en la geometria antigua, individualmente concebidas v
estudiadas, sino que todo el interés se concentra en la manera en la cual ellas proceden mutuamente una de otra.
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determinaciones finales que se encuentran en un caso individual, pueden ser progresivamente
extendidas 2 todos los miembros sucesivos. Como Poncelet enfatiza, nunca son las meras
propiedades particulares de una figura desde las cuales comienza el tratamiento proyectivo,
sino desde las propiedades de un “género”, donde “género” significa nada mas que una
conexién de condiciones mediante las cuales todo lo individual es ordenado. Todas las formas
que pueden surgir una de otra en esta forma son consideradas como una unidad indivisible,
son. expresiones diferentes de uno y el mismo concepto. Obviamente, “pertenecer a un
concepto” no significa aqui el que los particulares compartan ciertas similaridades genéricas,
sino la presuposicién de un cierto principio de transformacién que se mantiene idéntico. Sobre
este principio descansa la inteligibilidad del problema de los elementos imaginarios en la
geometria proyectiva. En efecto, de acuerdo con Poncelet, pueden distinguirse tres diferentes
procedimientos de correlacion entre figuras. En primer lugar, podemos transformar una figura
que elegimos como punto de partida en otra, reteniendo todas sus partes y su ordenacion
mutua, de modo que la diferencia consiste exclusivamente en la magnitud absoluta de sus
partes. En este caso éodcmos hablar de una correlacion directa, mientras que en el caso en que
se revierte también el orden de las partes individuales podemos hablar solo de una correlacion
indirecta. Finalmente, la transformacién puede proceder de una manera tal que ciertos
elementos, que podrian ser indicados en la forma original como partes reales, desaparecen
completamente en el curso del proceso. Si, por ejemplo, consideramos un circulo y una linea
recta que lo intersecta, podemos transformar este sistema geométrico mediante continuos
desplazamientos de una manera tal que la linea recta finalmente queda completamente fuera
del circulo, de modo que las intersecciones y las direcciones de sus radios han de ser

expresados por valores imaginarios. La coordinacion de la figura deducida con la original no
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conecta elementos actualmente presentes y observables, sino elementos meramente
intelectuales, es decir, se ha transformado en una correlacion ideal.

Dado que la concepeion moderna de la geometria definia como su objeto de
investigacion no a las formas individuales en su existencia sensorial, sino las diferentes especies
de dependencias que pueden subsistir entre formas, los elementos imaginarios no pueden ser
rechazados, como en la geometria antigua, del campo de objetos de esta disciplina. Los
elementos reales e imaginarios son, desde este punto de vista, elementos esencialmente
similares, dado que ambos son la expresian de relaciones geométricas verdaderas y vilidas. Es
mis, los elementos imaginarios sirven al proposito de oficiar como mediadores en la conexion
entre las formas geométricas reales, las que sin estos elementos aparecerian como heterogéneas
e inconexas.

Antes de explicitar los intentos mas importantes de solucion del problema de los
elementos imaginarios en la geometria provectdva, permitaseme ilustrar brevemente el proceso
de construccion mediante el cual se genera, de una manera estrictamente deductiva, la totalidad
del espacio proyectivo desde los conceptos simples de punto y linea recta.

El proceso comienza con la consideracion de pares arménicos de puntos. En una
primera fase de la geometria proyectiva, la posicién arménica de cuatro puntos en una linea
recta ;:ra introducida por medio del concepro de “doble proporcién”. Los puntos 4, b,6d
forman una secuencia armonica cuando la relacion de las distancias ab a be es la misma que la
de las distancias ad a ¢d. Como es obvio, esta explicacion dependia de la medida y comparacion
de ciertas distancias y por ende de relaciones métricas. La geometria proyectiva sélo obtuvo
independencia cuando la determinacion que es caracterizada métricamente, se derivo de una
manera puramente descriptiva. En este punto, el paso fue dado por von Staudt (1798-1867) a

través de su conocida construccién cuadrilitera. El procedimiento determina el cuarto punto



armonico 4 con respecto a tres puntos co-lineales a, b, ¢, construyendo un cuadrilitero de tal
suerte que dos lados opuestos pasan a través de g, la diagonal a través de 4, y los otros dos
lados opuestos a través de g el punto de interseccion de la segunda diagonal del cuadrilatero
con la linea recta abr es el buscado punto 4, que es definiivamente determinado por este
método, ya que puede probarse que la construccion indicada siempre da el mismo resultado no
importa qué cuadrilitero se tome por base. De este modo, sin ninguna aplicacion de conceptos
métricos, se establece una relacion fundamental de posicion mediante un procedimiento que
usa meramente el trazado de lineas rectas. Asi, sobre la base de la aplicacion repetida de este
procedimiento fundamental, se obtendria el desideratum de deducir todos los puntos del
espacio ordenados de cierta manera y como miembros de una totalidad sistemitica.

Cayley y Klein desarrollaron un procedimiento general que nos capacita a coordinar
todos los puntos del espacio que pueden ser generados desde un punto inicial mediante
construcciones armonicas progresivas, con ciertos valores numéricos y darles asi una posicion
fija dentro de un orden serial general. Si comenzamos con tres puntos, 4, b, ¢, en una linea recta
a los cuales coordinamos los valores 0, 1, @0, luego, por medio de la construccién cuadrilitera
de von Staudt, podemos encontrar su cuarto punto armonico al cual le hacemos corresponder
el nimero 2, y podemos ulteriormente determinar un nuevo punto, que forma con los puntos
0, 1, 2, o0, un cuarto arménico y asignarle el nimero 3, hasta que finalmente en virtud de este
método, obtenemos una variedad infinita de determinaciones simples de posicion, a cada una
de las cuales se coordina un niimero entero. Esta variedad puede ser ulteriormente completada
de modo de que a todo elemento corresponda un niimero racional positivo o negativo.

Ahora bien, volviendo al problema del estatus de los imaginarios, varios geémetras
posteriores a Poncelet se dedicaron a explicar de un modo que no tuviera que hacer referencia

explicita a la postulacion, como introducir en la geometria esos elementos imaginarios. Entre
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ellos hay tres fipuras fundamentales: Gergonne (1771-1859), Grassmann (1 809-1877), y
también von Staudrt.

Gergonne parte de una concepcion general del lenguaje y de la introduccion de
términos en él. En su opinidn, las palabras se usan para cosas, para clases de cosas, y para
propiedades abstractas de las cosas. Asimismo, un lenguaje también debe poseer palabras que
representan relaciones, por ejemplo, “antes”, “igual”, etc. De acuerdo con el desarrollo que le
es propio, los lenguajes requieren, de tiempo en tiempo, la introduccién de nuevos términos. Y
en opinion de Gergonne, hay dos métodos principales para llevar a cabo tal tarea: el método de
la definicién explicita y el de la defimcion implicita. El primero introduce palabras en el
lenguaje que sirven como abreviaciones convenientes para palabras o expresiones ya existentes.
Este tipo de definicién opera mediante convenciones que establecen una identidad entre el
significado de dos expresiones, de las cuales la segunda es mas simple que la primera. En
cuanto al segundo método, el de la definicion implicita, se refiere esencialmente a la
introduccién de términos tales como “deseo”, “creencia”, “relaciéon”, “anterior”, etc., cuyo
significado puede ser obtenido s6lo atendiendo a las circunstancias en las cuales las palabras
son empleadas. Segin Gergonne, hay expresiones que revelan el sentido de ciertas palabras que
ellas contienen a través del sentido de otras palabras que ellas también contienen. A esto es a lo
que propiamente llama “definicién implicita”, y el punto esencial de la idea es que es posible
asignar un significado a una palabra especificando en detalle las relaciones en las cuales esa
palabra entra con otras expresiones. Gergonne aplicé este método en la definicién de los
elementos imaginarios en la geometria, v con ello inicid, quizas conscientemente, la vision de
que la geometria pura es un sistema simbélico cuyo desarrollo no requiere establecer una

referencia especifica para los términos definidos sélo implicitamente por el sistema que los

contiene.
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En su Dactrina de la extension de 1844, Grassmann intent6 explicitar lo que € crefa que
era “la ciencia general de las formas puras”, esto es, la explicitacién de un sistema geométrico
como una ciencia general de la forma. El caricter de una ciencia pura de la forma se define por
el hecho de que en ella la prueba no va mas alli del pensamiento mismo, a otra esfera, sino que
se ocupa de la combinacion de diferentes actos de pensamiento. Grassmann distingui6 entre
ciencias “formales” y “reales”, entre matematica pura como la ciencia de las formas en general,
y l;:latemédca aplicada, por ejemplo, la geometria concebida como ciencia del espacio. Dado
que la geometria refiere a un objeto natural, a saber, el espacio, no pertenece propiamente a las
matematicas. No obstante, debe haber una rama de las matematicas “...which develops in an
autonomous and abstract way laws which geometry predicates of space” (Idem Nagel 1979,
pag. 214). Tal rama es la teoria de la extensién desarrollada en el libro, destinada a proveer un
fundamento a la geometria.

Grassmann comienza su explicacién técnica definiendo una serie de operadores
diadicos sobre elementos: la llamada “conectiva sintética”, la “conectiva analitica” y la
“multiplicacion”. Estas conectivas son catacterizadas exclusivamente desde el punto de vista de
sus propiedades formales: la primera en analogia con las propiedades de la adicion algebraica,
la segunda con las de la substraccion, y la tercera, como es obvio desde su nombre, con la

'multiplicacién. Grassmann hace extensivo este tipo de procedimiento definicional puramente
formal al resto de sus nociones, y todo elemento ulteriormente introducido al sistema es
distinguido de los previos simplemente sobre la base de las operaciones abstractamente
formuladas desarrolladas sobre ellos.

Grassmann sigue en sus construcciones procedimientos analogos a los de la geomerria
ordinaria, pero les quita todo contenido intuitivo. Por ejemplo, en geometria, un punto en

movimiento continuo genera una linea, una linea en movimiento se considera que produce una
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superficie, etc. Lin la Doctrina de la extension, las llamadas “alteraciones™ de elementos
determinan estructuras extensivas de primer nivel, las “alteraciones” de las estructuras del
primer nivel determinan estructuras del segundo nivel, y asi sucesivamente. Pero esas
“alteraciones” y “estructuras” no tienen interpretacion en términos de algin contenido
intuitivo. De este modo, la importancia del procedimiento puramente algebraico de
Grassmann radica en que al extender el calculo de la geometria tradicional, su sistema ya no
podia ser visto como tratando especificamente con el “espacio”, y esto lo condujo a distinguir
marcadamente entre matemética pura y aplicada. Es sorprendente que proviniendo de la
geometria proyectiva, la Doctrina de la extension no tuviera como su objeto las configuraciones
familiares de la geometria: la nueva ciencia era acerca de a/go que pudiera ser una interpretacion
vilida para sus términos implicitamente definidos.

Entre 1847 y 1860, el géometra aleman G. K. C. von Staudt trajo una nueva
perspectiva al problema del estatus de los imaginarios en geometria proyectiva. Antes que
postular nuevas entidades a la manera de Poncelet, von Staudt opté por definirlos en términos
de ideas euclideanas aceptadas, de modo que la geometria proyectiva debia ser vista como una
extension del viejo campo, mediante definiciones. Como Mark Wilson ha observado (Wilson
1995), la originalidad de von Staudt no radica en este propésito de extension de la geometria
euclideana, sino en su particular estrategia para obtener tal fin. De acuerdo con Wilson, dado
que no hay objetos euclideanos regulares que puedan substituir los puntos complejos, von
Staudt se vio forzado a tratar con un material inesperado. La solucién fue seleccionar conceptos
abstractos para suministrar el material faltante.

Dice von Staudt: *“We are familiar with cases where assert:iogs about concepts or
relations are accorded with an object-like status, as when we say “Personhood 1s possessed by

Socrates”, rather than “Socrates is a person”. Consider “personhood” to be a concept-object
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(Begriffgegenstand) denived from the concept “is a person™. From this poirllt of view, consider
the innocent-looking claim: “Line L has the overlapping involution (defined by xx "= -10) on
it”. Once again, we have converted what is essentially a relation (“x maps to x” by the rule
xx=-10") into 2 “concept-object” “the involution on L defined by xx'= -10”, Recall that
Poncelet postulated new points to correspond to the missing “fixed points” of such a
relation... But rather than following Poncelet and viewing this process as one of postulation,
why not simply define the desired imaginary points as the concept-objects denoted by phrases
like “the involution on L.”?” (Citado en Wilson 1995, pag. 126).

Segiin Wilson, esta concepcidn encuentra una primera dificultad en el hecho de que se
requiere construir dos puntos imaginarios desde cualquier involucién en una linea. Von Staudt ‘
evade esta dificultad correlacionando cada involucidén con dos “sentidos” distintos, esto es, las
dos direcciones en las cuales la involucién se toma como una funcién. Tales involuciones con
una direccion pueden ser vistas como concepto-objetos, pero de una complejidad mayor que
“personhood” o “involution”.

De acuerdo también con Wilson, aunque la mayoria de los textos de la época incluian
secciones sobre “abstraccion” que eran similares en este respecto a las ideas de von Staudt,
nadie antes que él habia intentado definir objetos concretos como puntos en términos de esas
entidades abstractas. Mientras Poncelet creia que era imprescindible postular nuevos elementos
en orden a obtener la “persistencia de la forma”, von Staudt vio que las mismas formas
persistentes, reconstituidas en el ropaje de los concepto-objetos, podrian servir como los
elementos buscados. Esta geometria es vista ahora como un desarrollo l6gico de la geometria
tradicional. Sin embargo, para que este objetivo fuera completamente alcanzado, von Staudt

requirié més que este conjunto inicial de definiciones. Especificamente, la tarea incluia que
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todas las nociones utlizadas en la geometria proyectiva fueran redefinidas y sus teoremas
presentados como transcripciones de enunciados regulares euclideanos.

Otra de las discusiones importantes que condujeron al reconocimiento de que la
geometria no era ni la ciencia de la cantidad ni la ciencia de la extension, fue el rechazo a
considerar a los puntos como las entidades simples. Como acabamos de apreciar en la vision
que von Staudt tuvo de los elementos imaginarios, si bien entendi6 éstos como algo
md}calmente diferente que sus antecesores, no obstante los “puntos” eran los elementos
fundamentales para describir las relaciones complejas que luego eran consideradas como
unidades, En opinién de Nagel, la liberacion de la geometria de estos elementos constitutivos
simples fue consecuencia del surgimiento del princpio de dualidad y de las multiples aplicaciones
que se hicieron de él. A pesar de que va en el siglo XVII, se comenzaron a observar ciertas
simetrias entre teoremas sobre ciertas figuras geométricas, fue Gergonne el primer matematico
en formular un principio de dualidad para puntos y lineas en el plano, y para puntos y planos
en el espacio.

Para Gergonne: “...there is no theorem of this type for which there does not
correspond another, deduced from the former by simple interchanging the words “faces” and
“vertices”” (Idem Nagel 1979, pag. 224). Y Gergonne ejemplifica el punto listando en
columnas paralelas varios teoremas, como por ejemplo: en todo poliedro el nimero de caras
que tienen un mimero impar de aristas es siempre par; en todo poliedro el nimero de vértices
que tienen un nimero impar de aristas es siempre par. Asimismo, si bien opina que sélo la
mitad de esos teoremas necesitan ser probados directamente, toma el cuidado de suministrar
pruebas de la otra mitad para demostrar la validez de su principio. En cuanto a la naturaleza y
estatus del principio mismo de dualidad, Gergonne pensé diferentemente acerca de éla lo

largo de sus trabajos. Comenzd asociandolo a la teoria de los polates, pero abandoné dicha
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opinion a favor de aquella que lo entendia como expresando la idenudad estructural entre dos
ordenes de deduccion logica: s1 los terminos “punto”, “linea” y “plano”, son liberados de sus
referencias ordinarias y empleados como warables con ningun significado especifico, entonces
dos sistemas exhiben un patron idéntico de interrelacion de elementos. Es decir, se adelanto,
aunque quizas su flucruacién de una posicién a otra no lo hizo reconocerlo con toda
propiedad, a la posicion de que los “axiomas” en la geometria pura no son enunciados con un
vailor de verdad definido, sino definiciones implicitas capaces de tener diferentes significados
concretos asociados con las vanables que contienen.

Poncelet reivindicé para su propia cosecha la autoria del principio de dualidad,
alegando que se seguia directamente de su teoria de los polares, la cual era esencialmente un
método para establecer una correspondencia uno-a-uno entre puntos y lineas, y a la inversa.

Mas alla de la prioridad personal en dicho descubrimiento, lo que estaba en juego en la
controversia era la idea de si el principio de dualidad podia ser justificado independientemente
de la teoria de los polares. Como es obvio, Poncelet creyé que no podia serlo de otro modo,
mientras Gergonne sostuvo que su principio expresaba un hecho de interconexion logica mas
general que lo que se seguia de la teoria de los polares. Aparentemente, algunos autores dieron
la raz6n a Gergonne. Tal es el caso de Steiner, quien observo que las relaciones duales en ﬁ;
geometria aparecen simultineamente con la introduccion de los elementos fundamentales,
mientras que la teoria de los polares reciprocos hace su aparicién sélo después, como
consecuencia de las relaciones entre elementos fundamentales.

Como Nagel afirma, quizds un paso importante hacia la idea de que la geometria no
debe ser considerada como la ciencia de la extension, sino esencialmente como la ciencia del
orden cuyos teoremas formulan las identidades estructurales de cualesquiera conjuntos de

relaciones isomérficas, fue tomado por el francés contemporineo de Gergonne, Chasles.
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Chasles (1793-1880), parte de la base de que la teoria de los polares es solo un método,
entre otros, para establecer correspondencias entre figuras y hacer evidentes las propiedades
duales. De acuerdo con esto, se percatd de que esta propiedad de dualidad caracteristica de las
formas de extension debe ser buscada en una teoria general de las transformaciones de las
figuras.

Chasles entendi6 que la vieja concepcion que veia a los puntos como los elementos
primitivos de la geometria constituia una limitacion y un prejuicio, y que otros elementos
podian ser tomados con igual derecho como elementos basicos. También reconocié que por
medio de “transformaciones” apropiadas, una teoria que aparentemente se interesaba
exclusivamente con clertas fases especificas de un objeto, podria ser reinterpretada de modo
que proporcione una interpretacion teorética de las interrelaciones de otras fases. Chasles
impulsé estos desarrollos pero no les dio una forma apropiada ni los trabajé él mismo
suficientemente. Su proyecto fue continuado por varios matematicos entre los cuales se suele
citar como importante a Pliicker (1801-1868). La aproximacion de Plicker a la geometria era
del lado del analisis algebraico, y el equivalente del principio de dualidad le fue sugerido por la
simetria con las cuales las letras “x”, “y”, y “u”, “v”, entran en la ecuacion: ux + vy + 1= 0.

En las interpretaciones usuales que se asignan a ecuaciones de este tipo en geometria

[ E I T ]

analitica, “u” y *v”” son constantes que determinan una clase de puntos (con coordenadas “x” e
“y” vanables) que estin sobre la linea recta cuya interseccion con los ejes de coordenadas son
los reciprocos negativos de “u” y “v”. Pero Pliicker not6 que si “x” e “y” se toman como fijos
v’ y “v” como variables, entonces la ecuacién determina una clase de lineas que pasa a
través del punto cuyas coordenadas son x e v. Esto lo condujo a Pliicker a que en lugar de

asumir los puntos como los elementos basicos, como se hacia en la geometria tradicional,

asumiera las lineas como basicas y los puntos como secundarios. A su vez, esto trajo como
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consecuencia que todo teorema proyectivo acerca de puntos pueda ser inmediatamente
transformado en uno acerca de lineas y a la inversa; el principio de dualidad es simplemente
una consecuencia de esta simetria. Pliicker extendi6 sus resultados a ecuaciones de grado
mayor que 1, obteniendo el resultado generalizado de que la prueba de un teorema es
transformada en la prueba de otro cuando los simbolos que ocurren en la prueba-esquema son
interpretados diferentemente. De este modo, para Pliicker, una prueba matematica depende
solamente de las conexiones estipuladas entre signos variables o “abstractos™, v la
interpretacion que puede ser dada a esos signos no afecta la validez de una demostracion.

Asi, el abandono de los puntos como los simples sobre los cuales descansa la
geometria, también condujo a la concepcion de que dicha disciplina es un conjunto de
operaciones meramente formal que puede pero que no requiere ser interpretado. Asimismo, se
da un paso mas hacia la idea de que la geometria pura es un instrumento para formular
estructuras idénticas en objetos intuitivamente diferentes,

Ahora bien, quizas podria decirse con justicia que el paso decisivo hacia una
formulacion completa del concepto geométrico en tanto que estructura logica que persiste a
través de los cambios en sus aplicaciones particulares, fue dado a través de la adicion de la
geometria a la teoria de grupos. La definicién misma de “grupo” contiene un nuevo e
importante aspecto logico, a saber, que lo que se trae a una unidad intelectual no es tanto una
variedad de elementos o estructuras, sino un sistema de operaciones. Una totalidad de
operaciones forma un grupo, cuando con cualesquiera dos operaciones su combinacion se
encuentra también en el grupo, de modo que la aplicacion sucesiva de diferentes
transformaciones que pertenecen a la totalidad conduce solo a las operaciones originalmente
contenidas en ¢él. En este sentido, un grupo se forma por todas las transformaciones

geométricas que resultan cuando permitimos que los elementos se muevan en el espacio tri-
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dimensional ordinario, porque ¢l resultado de dos movimientos sucesivos siempre puede ser
representado por un movimiento simple. En este concepto de grupo se obtiene un principio
general de clasificacion mediante ¢l cual los diferentes tipos de geometrias pueden ser
unificadas bajo un punto de vista simple. Si planteamos la pregunta acerca de qué debemos
considerar como una propiedad geométrica, la respuesta es: aquellas propiedades que
permanecen incambiables a través de ciertas transformaciones espaciales. Es decir, aquéllas
csul'ucmras que persisten cuando variamos la posicién absoluta de esta estructura en el espacio,
cuando aumentamos o disminuimos proporcionalmente la magnitud absoluta de sus partes, o
cuando finalmente revertimos la ordenacion de las partes individuales, como cuando
sustituimos la figura original por otra que se relaciona con ella como con su imagen en un
espejo. La conciencia de esta persistencia de la forma debe acompanar roda aprehension
intuitiva de las formas individuales, de modo de dotar a estas ultimas de verdadera
universalidad y de alli de un caricter geométrico genuino.

Felix Klein (1849-1925) convirti6 a esta idea en el centro del lamado Erlangen Program
que podemos apreciar en el siguiente pasaje: “The geometrical propertes characteristic of a
geometry remain unchanged by the principal group, and the geometrical properties of a system
are charactenzed by the fact that they remain unchanged by the transformation of the principal
group” (Citado en Nagel 1979, pag. 244). El sentido de este dicfum puede ser explicado de la
siguiente manera. Las diferencias entre las geometrias son de hecho las diferencias entre las
relaciones que ellas exploran. Por ejemplo, la geometria que se estudia en la escuela trata con
relaciones métricas tales como las condiciones bajo las cuales los segmentos de linea, los
angulos, las dreas y los volimenes son iguales o no; la geometria proyecnva, en tanto, estudia
las condiciones bajo las cuales un conjunto de puntos permanece co-lineal o un conjunto de

lineas permanece co-puntual,
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Ahora bien, dentro de cada geometria descubrimos que pueden llevarse a cabo clertas
operaciones o transformaciones que dejan incambiadas o invariantes las relaciones que son
caracteristicas de tal geometria. Asi, en la geometria euclideana, las figuras pucden ser
sometidas 2 movimientos de traslacion o rotacion sin que se alteren las relaciones métricas
establecidas por los teoremas, mientras que en la geometria proyectiva las figuras pueden sufrir
cualquier serie de proyecciones sin destruir la colinealidad de los puntos o la copuntualidad de
las hnea.s Desde un punto de vista mas formal, podemos caractenzar la idea de grupo de
transformaciones de la manera siguiente. Para cualquier conjunto S, se llama una fransformaciin de S
(en si mismo) a un mapeo biyecuvo f: § = S. Sea T el conjunto de todas las transformaciones
de S. T tiene las siguientes propiedades: (i) si /'y g pertenecen a T, el mapeo compuesto fA g
pertenece a T; (i) si fpertenece a T, el mapeo inverso f—1 pertenece a T. Dado que para todo f,
SheT,fAanl)=(Ad by Af-1esigual ala transformacion de identidad x — x (que
pertenece a T), T es un grupo, con el grupo producto A. Sea G un subgrupo de T G es un
grupo de transformacidn de S. Si para todo x € Sy todo f € G, siempre que x tiene la propiedad
Q. /f(x) tiene Q, decimos que el grupo G preserva Q. Cualquier propiedad, relacidn, etc.,
preservada por G se dice que es snrariante bajo G, o G-invanante.

El punto de Klein es que las relaciones o propiedades que una geometria explora son
aquéllas que son invariantes bajo un conjunto o grupo de transformaciones; las propiedades
invariantes y las transformaciones -petmitidas se determinan muruamente una a otra, de modo
que la geometria puede ser caracterizada por las propiedades invanantes o el conjunto de
transformaciones. Por ejemplo, en lugar de decir que la geometria euclideana estudia las
relaciones de magnitud entre segmentos, angulos, etc., podemos decir también que la
geometria euclideana estudia las propiedades que son invanantes bajo movimientos de

traslacién y rotacion.
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Con la ayuda de este principio, Klein fue conducido al siguiente resultado. Supongase
que 1 es una variedad de elementos en los cuales ciertas propiedades permanecen invariantes
por el grupo de transformacién B; supongase también que se hace corresponder de una manera
reciprocamente unica a los elementos de 1 con los elementos de otra variedad 1. Se sigue
que ¢l grupo de transformaciones B serd correlacionado con un grupo de transformaciones B”
de tal forma que las propiedades dejadas invariantes en A por B corresponderan a las
propiedades dejadas invariantes en .41 "por B .Consecuentemente, para todo teorema acerca de
las propiedades invariantes de .4 habra un teorema dual acerca de las propiedades invariantes
de 1", Klein concluye que cuando los grupos de transformaciones que caracterizan a dos
geometrias son abstracta o formalmente 1dénticos, el contenido abstracto o formal de los dos
sistemas es también 1déntico, no importa cuales sean los elementos que los componen.

En pocas palabras, dos geometrias, una de las cuales es acerca de “puntos” y la otra
acerca de “circulos”, son estrucruralmente idénticas si sus respectivos grupos de
transformacion son abstractamente el mismo.

Ahora bien, esto trajo consecuencias importantes en el analisis de las relaciones entre
las geometrias euclideana y no-cuclideanas. Veamos esto. Considérese el grupo de
transformaciones lineales en un plano que deja algin cono arbitrario invanante. Y dados dos
puntos ay 4, la linea dererminada por ellos intersectari el cono fijo en dos puntos. Ahora
formese el producto de una cierta constante £ y el logaritmo de la razén no-armonica de esos
cuatro puntos, v llamesele la distancia entre los dos puntos a y . Klein muestra que esta
funcion, que es defimble enteramente en términos proyectivos, satisface las condiciones
usuales que se sostienen habitualmente para la distancia; por ejemplo, si ab y be son las
distancias tal como han sido definidas entre 4, 4, y ¢, entonces ab + be =ca. Mis atn,

dependiendo de si el cono fijo es real, imaginario o deformado, las propiedades dejadas
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invarantes por el grupo de transformaciones bajo consideracion serin las de la geometria
euclidens, de Lobatchevsky, y de Riemann respectivamente; y la distancia tal como fue definida
coincide con lo que se entiende ordinariamente por “distancia” en esos sistemas. Asimismo,
pueden darse definiciones proyectivas andlogas para la magnitud de angulos, areas y
volimenes. La conclusion general de Klein es que la diferencia entre los tres tipos de
geometrias es enteramente métrica, y surge de las diferencias entre la definicion de tales
magnitudes como la distancia entre dos puntos. El apunta, no obstante, que los valores
numéricos de la funcién distancia para cada una de las geometrias no difiere de una manera
apreciable en la vecindad del origen. Mas aun, ya que los grupos de transformaciones que dejan
la funcidn distancia invariante son abstractamente 1dénticos, los tres tipos de geometrias son,
por lo tanto, también abstracta o estructuralmente idénticos: para todo teorema acerca de una
propiedad invariante en una geometria, hay un teorema “dual” acerca de una propiedad
invariante correspondiente en cada una de las otras. Consecuentemente, las tres diferentes
geometrias métricas consideradas como un caleulo abstracto no hacen afirmaciones
contradictorias acerca del espacio o la extension, sino que exhiben en diferentes notaciones un
patrén idéntico de relaciones.

Ahora bien, como se ha indicado al comienzo de la seccién, hay al menos dos autores
fundamentales donde este desarrollo confluye y ejerce su mayor influencia, a saber, G. Frege v
D. Hilbert. Sin embargo, entre Pliicker y la obra de estos tltimos, hay también algunos autores
que deben ser mencionados, a saber, Moritz Pasch (1843-1930), Giuseppe Peano (1858-1932) y
Giuseppe Veronese (1854-1917).

Los escritos de Pasch contienen una de las primeras y mas claras expresiones de la
vision de que la geometria pura es un sistema “hipotétco-deductivo” cuyos axiomas son

“definiciones implicitas” de los términos que contienen. En la misma linea que los demas
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matematicos que se han visto, Pasch distingue claramente entre la geometria pura o
matematica y la geometria considerada como ciencia natural. La primera obtiene su validez
independientemente de cualquier contenido intitivo ¥ es por lo tanto una disciplina auténoma
de cualesquiera cuestiones de hecho. En la segunda, en tanto, la verdad de los axiomas
descansa en los hechos de la intuicion sensonal.

Pasch observa que los conceptos geométricos son un grupo especial de conceptos que
sirvlcn para describir el mundo externo, y refieren a la forma, posicion, v mutua relacion de los
cuerpos. De inmediato, Pasch indica la manera en la cual deben ser entendidos los términos
descriptivos como “punto”, “linea” v “plano”; por ejemplo, se llama “punto” a un cuerpo
fisico si su subdivision en partes es incompatible con los limites establecidos por la
observacién actual. Pasch es cuidadoso en observar que la aplicacion de esas ideas posee el
equivalente de incertidumbre que poseen todos los conceptos que hemos construido para
tratar con el mundo externo.

Pasch parte del reconocimiento de ciertos conceptos v proposiciones “nucleares” que
se obtienen a través de la experiencia, por observaciones repetidas, v que conforman los
primitivos no-definidos de un sistema geométrico. Estos conceptos v proposiciones a su vez,
son puestos en relaciones demostrativas que son independientes completamente de su origen y
validez empirica, dando lugar a teoremas. Este punto de vista parcceria comprometer, prina
Jacie, a Pasch, con la idea de dotar de wna interpretacion a los términos de un sistema
geométrico. Pero en la medida en que el sistema va volviéndose mas abstracto, sus términos y
proposiciones nucleares van perdiendo mas y mas su referencia concreta, obteniendo un
significado mds extenso. Por ejemplo, la palabra “punto” en su significado extendido, refiere a
un haz de lineas que convergen en un centro comun. Pasch da extensiones similares a los

LTS

restantes conceptos, “linea”, “plano™ y “entre”, con la consecuencia de que mientras que las
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proposiciones nucleares son vilidas para puntos, lineas y planos propramente dichos, solo lo
serdn bajo condiciones restringidas para los conceptos extendidos. El desarrollo historico que
comienza con la introduccién de los clementos imaginarios por parte de Poncelet, y que
encuentra la solucién planteada por von Staudt, es reiterada y desarrollada en los escritos de
Pasch, aunque con completa conciencia de su problematica.

En otro orden de cosas, Pasch toma el principio de dualidad discutido antes, para
indicar que los procedimientos de la geometria pura son independientes de los significados que
puedan serles accidentalmente asignados a los conceptos “nucleares”. La prueba de dos
teoremas duales no difiere en esencia, de modo que la validez de lo que es de hecho un patron
idéntico de prueba no puede ser afectada por los significados de los términos implicados.

De acuerdo con Pasch, la geometria es una ciencia puramente deductiva, y para evitar
todo malentendido y oscuridad en los procedimientos de prueba es necesario formalizar el
conjunto de proposiciones nucleares, esto es, debemos reemplazarlos por una serie de
expresiones en las cuales los “conceptos geométricos™ hayan sido sustituidos por una serie de
“marcas” cuya unica funcion es servir como “lugares” a ser llenados por lo que convenga en
cada caso. El resultado de tal formalizacién es un “marco vacio”, que expresa la estructura del
conjunto de proposiciones nucleares, que es lo 1nico relevante para la tarea de la geometria
pura. De este modo, de acuerdo a su distincion entre geometria pura o matematica v la
geometria considerada como ciencia natural, Pasch fue, respecto a la primera un formalista
que mantenia que las reglas de la logica eran suficientes para desarrollar la disciplina y evaluar
sus descubrimientos; respecto a la segunda, en tanto, fue un empirista que sostenia que los
axiomas de la geometria eran sugendos por los materiales de la intuicion sensonal, los cuales

afirman relaciones entre los cuerpos.
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Ll trabajo de Pasch tuvo una importante repercusion en la obra de los matemiticos
italianos, claramente en Peano y Veronese. El primero expreso en lenguaje artificial, un
conjunto de axiomas directamente inspirado en los axiomas de Pasch. El discurso geométrico,
afirma Pasch, contiene dos tipos de palabras: las palabras geométricas y las que pertenecen al
lenguaje de la logica. Las primeras son introducidas, la mayor parte de las veces, a través de
definiciones, pero resulta inevitable que algunas de ellas permanezcan indefinidas. Después de
identificar esas palabras indefinidas, no se debe usar palabra geométrica alguna que no haya
sido previamente definida directa o indirectamente en términos de aquellas. Las palabras
logicas, en tanto, son innumerables en el lenguaje ordinario, pero Peano afirma que se pueden
reducir a unas pocas. La ventaja clave de su lenguaje artificial esta precisamente en que
restringe el ingrediente logico indispensable del discurso a unas pocas y no-ambiguas palabras.

Peano sostiene que los térmimos indefinidos de la geometria deben tener un significado
comun a todos los seres humanos, pero este significado es irrelevante para la teoria geomérrica.
Asi, por ejemplo, el axioma 1 de Peano dice: “La clase 1 es no-vacia”. Si los objetos 4, b,
pcrtcﬁccen a la clase 1, ab denota un subconjunto de la clase 1. A la clase 1 se la llama en el
lenguaje ordinario la clase de los puntos; a ab se lo llama el segmento determinado por los puntos @
v b. Pero el razonamiento geométrico no debe ser influido por las sugerencias contenidas en
esas palabras, sino en los axiomas que determinan las propiedades de los objetos indefinidos de
la clase 1 y de la relacion indefinida “s pertenece al segmento ab”. De este modo, para Peano, la
geometria se convierte en un calculo que opera sobre variables que estan relacionadas unas con
otras de una manera formalmente estipulada. El patron de relaciones formales que es relevante
para la validez de las demostraciones recibe una expresion sistemitica atin mayor que la que

Pasch le habia dado. Sin embargo, aunque varios matematicos 1talianos comparteron y atn
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desarrollaron este punto de vista, otros msistieron en el papel de nuestra intuicion espacial para
obtener el significado de los primitvos geométricos.

Veronese fue un caso especial. Consideraba que la geometria es la cienaa experimental
mas exacta, pero rechazaba verla como un sisterna de manipulacién meramente convencional
de signos. De peculiar importancia son sus observaciones sobre los procesos de “idealizacion™
en la construccion de nuestras relaciones espaciales. Tal como Nagel apunta, Veronese cree
que la materia prima de los sentidos debe ser elaborada intelectualmente, y que en orden a
obtener el amplio rango de hipotesis para entender el orden objetvo de las cosas, debemos
suponer la existencia de ciertas “formas ideales” que no pueden ser aprehendidas por los
sentdos. Adrnite que la construccion de geometrias cuya dimensionalidad es mayor que tres
implica un proceso en el cual la nticion es fusionada con la abstraccion pura, ya que las
configuraciones de tales espacios no pueden ser completamente ntuidas. 1.a materia prima de
las impresiones sensoriales debe ser sometida a las operaciones de nuestra mente antes de que
pueda ser Gtil como punto de partida para consideraciones matematicas. Aunque la geometria
se define aqui como una ciencia experimental exacta, no obstante, el papel logico de la
experiencia es completamente diferente. Comenzamos desde consideraciones empiricas, desde
ciertos hechos de la intuicion sensonal, pero esos hechos sirven s6lo como una especie de
trampolin desde el cual ascendemos a la concepaion de sistemas universales de condiciones
que no poseen correlato sensible alguno. Los contenidos sensoriales forman la primera
ocasion, pero no expresan ni el limite ni el significado real de la construccién marematica de
los conceptos.

También Klein creyé que sus estudios formales tenian una repercusion fundamental
tanto en el modo en que se realizan las medidas fisicas, como en lo tocante a nuestra forma de

intuicion sensorial. En efecto, para Klein, la geometria y en general las matematicas, a pesar de
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que constituye un sistema puramente formal, posec también un significado que la hace
relevante para los hechos de la experiencia.

De fundamental importancia son sus observaciones sobre el caricter de la intuicion y
su relacién con los axiomas. De acuerdo con Klein, nuestra intuicion espacial es esencialmente
inexacta, tanto si se toma como aprehensién abstracta de los rasgos del espacio puro, como si
se toma en el sentido de una percepcién concreta de configuraciones fisicas. Sostiene, en
cambio, que un axioma es un “postulado” por medio del cual se introducen enunciados
exactos en situaciones inexactas. Dado que la inexactitud de nuestra intuicién espacial es
compatible con la afirmacién de diferentes axiomas, cualquiera de ellos puede ser postulado y
lo es sobre la base de una decision arbitraria. Pero lo que debe ser notado aqui, es el énfasis de
Klein en el papel “idealizador” de los axiomas. Dice en 1898: “I will state my views in general
form: the results of any observation are valid only within certain limits of accuracy and under
special conditions; in setting up the axioms we substitute for these results statements having an
absolute precision and generality. In my opinion, the essential nature of the axioms of
geometry is to be found in this “idealization” of empirical data.” (Ibidem en Nagel, 1979, pag.
248).

Como parece explicito en la cita, para Klein, los axiomas de la gebmctn'a no son
registros de observaciones anteriores, sino que constituyen postulados para organizar la
experiencia. Aqui, al igual que en la concepcién de Veronese, germina bajo el término
“idealizacion”, una forma de concebir el papel de lo intelectual en cuanto imbricado con la
experiencia, que sera de importancia en la filosofia cientifica posterior. Pero esta idea,
Gnicamente eshozada por los gedmetras, obtendra una formulacién filosofica mas clara en

Helmholtz v Poincaré, lo que analizaremos en nuestro siguiente capitulo.
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2.3 Origenes del logicismo y formalismo en el desarrollo de la geometria

“Logicismo” y “formalismo” son los nombres que se le han dado a quizis las dos
corrientes mas importantes de interpretacién de las matematicas en la logica moderna. Grosso
modo ambos provectos difieren en que, aunque ambos proveen sistemas de axiomas desde los
cuales pueden ser derivados todos los teoremas, s6lo el logicista sumimstra definiciones de los
conceptos matematicos que son simbolizados en el sistema de axiomas. Los representantes
mas importantes del logicismo fueron G. Frege y B. Russell, mientras que quizas la concrecion
del formalismo puede verse en la obra de Hilbert.

En lo que sigue se intentara mostrar que las diferentes direcciones en el desarrollo de la
geometria proyectiva expuesta mas arriba, dieron lugar o inspiraron directamente a estos dos
modos de concebir las matemaucas desde la l6gica moderna, Especificamente, la nueva forma
de concebir los elementos imaginarios en la geometria proyectiva, principalmente el punto de
vista de von Staudt, influyé directamente en el modo en que Frege concibi6 la naturaleza del
numero en anunética, base sobre la cual construyd su definicién; por otro lado, el desarrollo
del principio de dualidad y el énfasis sobre las propiedades estructurales de los sistemas
axiomaticos, con independencia de los contenidos intuitivos de los términos que los
componen, condujo a un modo de ver a los axiomas de la geometria que encuentra su maxima
expresion en la obra de Hilbert.

La importancia para nuestro trabajo de este capitulo de la historia de la filosofia de las
matemdticas en cuanto vinculada al desarrollo de la geometria, estriba fundamentalmente en el
papel que la 1égica formal tendra en la reformulacién de lo a priori por parte de los filésofos de
prncipios de siglo. Concretamente, al igual que Cassirer, quien se basa enteramente en el
moderno concepto de funciéon matematica para plantear su punto de vista acerca de los

procesos de formacién de conceptos en las ciencias formales y empiricas, Schlick, Reichenbach
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v Carnap, recogen de mancra disunta los resultados de la invesugacion logica moderna. Ln
efecto, Schlick y Reichenbach se inspiran, aunque algunos autores recientes hablen de
profundos malentendidos cn la apreciacién de la obra de Hilbert,™ en los resultados de este
alimo en la axiomatizacion de la geometria cuclideana,

Schlick, adopta la 1dea de “definicion implicita™ en la primera edicion de su Teoria general
del conocimiento (1918) aunque para matizarla en la segunda (1925), donde introduce una nueva
seccion titulada “Definiciones, convenciones, juicios de experiencia” en la que marca una
distuncién mas nitida entre enunciados analiticos y sintéticos. Reichenbach, por su parte,
reconoce el valor fundamental de la axiomanca de Hilbert en su relacion a las ciencias
empiricas, pero también reconoce que este modo de estructurar dichas ciencias es claramente
insuficiente, requiriendo la postulacién de ciertos principios que ofician como
“coordinaciones” de las relaciones conceptuales con lo dado en la experiencia.

El caso de Rudolf Carnap es mas complejo. En La construccién ldgica del munds, reconoce
su deuda con Hilbert en su tratamiento de las “descripciones puramente estructurales”, pero al
mismo tiempo marca su diferencia cuando dice. “ Al contrario de la definicion implicita, la
caracterigacion de wna estructura caractenza (o define) un solo objeto; mas precisamente un objeto
que pertenece a un dominio empirico, extra-logico. Para que tal caracterizacién tenga validez,
no s6lo es necesario que no haya contradiccion en las proposiciones que caracterizan la
estructura, sino que deben darse los hechos empiricos, y, en el dominio respectivo, debe haber

por lo menos un solo objeto caracterizado de la manera sefialada, y no mas de uno. Las

¥ Recientes investigaciones sobre la obra de Hilbert que han puesto de relieve sus observaciones sobre la
geometria y los fundamentos de la fisica , han discundo la creencia muy difundida en la influencia de Hilbert sobre
el empinsmo logico. Para mas detalles sobre este topico véase: Don Howard “Einstein, Kant, and the Odgins of
Logical Empincism™ en Salmon W. y Wolters G. (eds.) Logre, Langwage, and the Structure of Saentific Theortes,
University of Pittsburgh Press, Pittsburgh, 1994, y Ulnch Majer “Hilbert’s Program to Axiomanze Physics (in
Analogy to Geometry) and irs Impact on Schlick, Carnap and Other Members of the Vienna Circle” en
Heidelberger M. y Staedler F. (eds.) Husory of Phifosophy of Scrence: New Trends and Perspectives, Kluwer, Dordrecht,
2002, y “Geometry, Intuinon and Expenence from Kant to Husserl” en Erkenntnes 42: 261-285, 1995,
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proposiciones posteriores acerca del objeto asi caractenizado ya no seran entonces todas
analiticas, es decir, no se podran deducir a parur de las propiedades definitorias, como es el
caso en el objeto implicitamente definido, sino que en parte serin también proposiciones
sintéticas, es decir, comprobables empiricamente en el dominio del objeto en cuestion”
(Carnap, R. 1988, pag. 28). Asimismo, su “sistema de constitucion” de los conceptos de la
ciencia objetiva supone el uso de “definiciones explicitas” mas en el camino del logicismo de
Frege.

Cuando pasamos a su obra de comienzos de los afios 30, y especificamente a su Sinfaxis
logica del lenguaje, parece que su admision del formalismo y la idea de definicién implicita es mas

abierta.

2.3.1  Los elementos imaginarios de Von Staudt y el concepto de nimero de G.
Frege *

Como se ha sefialado en la peniltima seccién, la figura de von Staudt fue de gran
importancia en el desarrollo de la geometria proyectiva, especificamente por su modo de
concebir los elementos imaginarios introducidos por Poncelet. Como deciamos siguiendo a M.
Wilson, von Staudt concibi6 a esos elementos imaginarios como entidades abstractas que
llamo “Begrifjgegenstand” (Objeto-concepto), las que eran derivadas de sus conceptos
respectivos.

Uno de los méritos de la visién de von Staudt fue el entender a tales entidades como

no menos reales que los puntos ordinarios, sino como entidades “ocultas” a nuestro modo

H Esta secci6n sigue el punto de vista expuesto por Mark Wilson en su trabajo de 1995. Jusnficar apropiadamente
la admision de este punto de vista, supondria un examen detallado de otras concepciones sobre el significado del
logicismo de Frege, asi como un anilisis profundo de su propia obra, lo que superaria los limites de este trabajo.
No obstante, deseo afirmar que dicha interpretacion da senndo, no solo a la propia concepcion de Frege, sino a
desarrollos posteriores que se analizarin en este trabajo.
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intuitive de aprehension. Lis s6lo un accidente en el modo en que aprendemos los hechos
acerca de la geometria euclideana, el que algunos de cllos aparezcan revesudos de una manera
intuitiva y otros no. De esto se sigue que nosotros detectamos la presencia de los elementos
ideales solo a través de las relaciones que ellos inducen sobre los elementos visibles, mientras
que otros seres podrian intuir directamente los imaginarios, El punto fundamental de la
concepcién de von Staudt estd en que la distincion entre “abstracto” y “concreto” es una
distincién meramente convencional, dependiente de nuestro punto epistemoldgico de entrada
al dominio de conocimiento en cuestion,

Muchos matemiticos del siglo XIX sintieron que la solucién de von Staudt 2 la
introduccion de elementos en la geometria proyectiva era la mejor explicacion, y Frege no fue
la excepcién®.

En la seccion 26 de los Fundamentos de la aritmética, en su argumentacién contra el
estatus subjetivo del namero, Frege, apoyandose en el principio de dualidad de la geometria
proyectiva, sostiene que dos seres racionales pueden coincidir completamente en ¢l contenido
de los teoremas proyectivos, a pesar de que lo que uno intuye como un plano el owro lo intuya
como ua punto. Es decir, que cualquier desacuerdo sobre cuestiones de apreciacion estética no
afecta su inteleccion de las propiedades y relaciones objetivas que se expresan en los teoremas.

La clave de este modo de pensar se encuentra en la distincion que Frege establece entre
lo obyetivo y o actual. Lo objetivo es lo que puede ser concebido y juzgado, el contenido de una
proposicion independientemente de la representacion sensible que pueda acompanarle. Lo
actual, en cambio, hace referencia a lo que de hecho se presenta a nuestra intuicién sensible.
Asi, al igual que para von Staudt, para Frege, la aprehension de lo objetvo no requiere de

alguna forma de intuicién, lo que no hace a las entidades objetivas menos reales que las que son

% Tappenden (1993) examina con detalle las circunstancias generales que influveron sobre la concepaion de Frege.
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mediadas o conocidas a través de la intuicion, Por ejemplo, dice Frege: “We often speak of the
equator as an izaginary line; but it would be wrong to call 1t a fitztions line; it 1s not a creature of
thought, the product of a psychological process, but is only recognized or apprehended by
thought” (Frege, G. 1980, pig. 35). No obstante, no debemos dejarnos confundir por las
repetidas observaciones de Frege de que la unica fuente de la verdad geométrica radica en la
intuicién geométrica. Por esto, Frege quiere decir solamente que la totalidad de nuestro cuerpo
de c.oncu:imiemo geométrico proviene de los hechos reportados a nosotros por la intuicion.
Coincidiendo con Poncelet, Frege afirma que los datos geométricos no mantienen una relacion
especial con los niimeros, excepto por isomotfismos accidentales. Por otro lado, aunque todos
los hechos de la geometria deben sernos reportados en la intuicion, no se sigue que todos los
objetos propios a la geometria deben aparecer en un ropaje intuitivo, los puntos complejos
invisibles no lo haran. Y quizés lo que es de mayor importancia es que aunque haya hechos
reportados inherentemente a través de la inticion, ésta no nos proporciona un conocimiento
directo de esos hechos, pues las ideas mediante las cuales nos representamos dichos objeros
son solo aproximaciones, y en clerta manera, constructos de nuestra mente que colocamos en
lugar de los objetos reales. Dice a propésito Frege: *“ Thus even although our idea often fails
entirely to coincide with what we want, we still make judgments about an object such as the
Earth with considerable certainty, even where its size is in point™ (Ibidem, pag. 71).

De esta manera, el trasfondo proporcionado por la concepcion de von Staudt de los
elementos imaginarios en la geometria proyectiva, da sentido a afirmaciones como la siguiente:
“Time and time again we are led by our thought beyond the scope of our imagination, without
thereby forfeiting the support we need for our inferences. Even if, as seems to be the case, 1t is
impossible for men such as we are to think without ideas, it is sl possible for their connexion

with what we are thinking of to be entrely superficial, arbitrary and conventional” (Ibidem,

147



pag. 71). Es decir, que no interesa el modo en el cual establecemos las conexiones entre
nuestras ideas y sus referentes, lo que importa es que los contenidos que componen nuestras
proposiciones obtienen un estatus de objetividad en la medida en que en ellas se establece su
conexién de acuerdo con leyes. Con esto IFrege intenta rechazar no sélo el psicologismo en el
sentido usual, sino también la presuposicion de que la practica definicional en matematicas
debe respetar la presentacion intuitiva de un objeto matemitico, y esto aun en el campo de los
objetos geométricos. Asimismo, Frege da un paso a favor de la idea de que el contenido de una
proposicion euclideana mantiene su objetividad independientemente de su comprension en
términos de elementos imaginarios. Isto, segin Wilson, es también argumento a favor de la
interpretacion de que Frege tuvo una concepeion holistica del contenido proposicional, pues
hace énfasis en el sentido de una proposicion completa, antes que en el de sus partes
componentes. De acuerdo con Wilson, esta primacia del contexto frente al significado de las
nociones particulares en la concepcion fregeana, proviene del modo en que los gedmetras del
siglo XIX, Poncelet, von Staudt y Plucker, tendieron 2 conceptualizar las entidades
matematicas, a saber, en términos de los rokes que ellas juegan con respecto a su contexto.
Como vimos con anteriotidad, Plicker entendié el principio de dualidad como la
simetria que existe entre dos ecuaciones cuyas variables y puntos fijos son interpretados de
manera diferente. Es decir, que el punto de vista implica un cambio en la interpretacion de los
términos de la ecuacion aunque no en la estructura de la misma. Asimismo, como también se
recordard, de acuerdo con Poncelet, las intersecciones de un circulo y una linea forman la base
alrededor de la cual se da otra amplia cantidad de construcciones geométricas. Cuando el
mismo conjunto de figuras se da en ausencia de esos “puntos fijos” que generan las
construcciones, es natural, afirma Poncelet, postular las “intersecciones™ faltantes. Von Staudt

complementaria el razonamiento diciendo que si esos puntos sirven a los mismos propésitos
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que los puntos “realmente” existentes, entonces es permisible ver a los puntos imaginarios
como nuevos y auténticos “objetos”.

Ahora bien, de acuerdo con Wilson, Frege lleg a su logicismo preguntando como
podria determinarse que los calculos que usan nimeros complejos suministraran resultados
correctos dentro de un campo dado. Antes que ver las reglas del dlgebra como principios
incuestionables, Frege sigui6 ¢l camino que Poncelet y von Staudt siguieron para la geometria:
las manipulaciones algebraicas tendrin aplicacién sélo si el campo de los numeros complejos
es isomorfico al objeto bajo investigacién. Asi, como Wilson lo expresa, la pregunta se
transforma en “...exactly what sort of structure is required for the valid application of
reasoning involving complex numbers?” (Wilson, M., 1995, pag. 133).

Wilson explica que en tiempos de Frege, se presumia frecuentemente que tanto la
nocion de nimero real como la de nimero complejo, eran algo “abstraido” desde diferentes
distancias reales. Las criticas tradicionales al método de la “abstraccién” sefialaban la falta de
claridad en la determinacion de qué rasgos se retienen y cuales se abandonan en dicho acto.

Von Staudt sembr6 la sospecha sobre tal mérodo, cuando mostré que los cilculos con
numeros complejos eran posibles dentro de una geometria que no contenia nocion alguna de
magnitud. Frege y otros de sus contemporaneos concluyeron que los nimeros reales y
complejos sirven s6lo como medios para marcar los lugares que ciertas relaciones dadas
ocupan dentro de familias mas amplias de relaciones, familias estructuradas mediante
relaciones de “adicion” o “composicién” y que contienen relaciones seleccionadas. Dos
relaciones dentro de dos It:ampos diferentes tendrian el mismo numero real, si las dos
relaciones se correlacionan bajo un tnico isomorfismo entre los campos. Entonces, en lugar de
ver a los nimeros como “abstracciones” desde distancias concretas, sporqué no ver la

construccion a la manera de von Staudt, esto es, que los nimeros son el objeto-concepto
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derivado del concepto de dos relaciones que cacn en el mismo lugar dentro de sus familias
respectivas? Esto parece hacer cierta justicia a la abstraccion, pero como Wilson enfatiza:
“Frege instead saw “abstraction” as a hazy perception of the precise logical process involved in
converting a thought involving a concept into a thought involving a concept-object” (Ibidem
Wilson, pag. 134). De este modo, los niimeros son para Frege, los concepto-objetos
l6gicamente inducidos mediante el estudio comparativo de las familias de relaciones. No
obs‘mntc, esas observaciones no son suficientes para conducirnos completamente al logicismo
de Frege. Aunque la creacién de los objeto-conceptos numéricos es sancionada por la pura
logica, esto no entrafia que su conducta no-trivial, esto es, como opera la relacién de “adicién”,
sea determinada s6lo por la logica. Tales hechos seran determinados por la conducta de los
objetos basicos que constituyen las extensiones de los concepto-objetos relevantes. En la
posicion de von Staudt, la conducta no-trivial de los puntos al infinito, por ejemplo, sobre qué
lineas estan, es determinada por la conducta de los objetos que estin en las extensiones
asociadas con los puntos, las lineas paralelas. Pero, para determinar la conducta de esos
objetos, no es necesario examinar /oda la extensién asociada con los concepto-objetos
relevantes, sino que basta con tomar algunos como representantes de esa extension y sobre la
base de ellos determinar la conducta de los elementos en cuestion.

Anilogamente, si consideramos cualesquiera de los sistemas estindar de nimeros,
digamos el de los numeros naturales, cualquier sistema de relaciones que genere esos nimeros
como concepto-objetos puede ser considerado como un representante de la coleccién de
numeros. Frege sostuvo que podiamos ser capaces de construir representantes para cada uno
de los sistemas clasicos de numeros sobre la tinica base de la onrologia de la l6gica pura. La
conducta de esos representantes légicos es suficiente para inducir la conducta correcta de los

concepto-objetos numéricos. La existencia de ¢jemplares l6gicos para cada uno de los sistemas



clasicos de numeros, significa que los hechos acerca de esos concepto-objetos numéncos
pueden ser establecidos mediante una apelacion a las verdades de la logica sola, no
requiriéndose fuente de conocimiento alguna mas alta. De acuerdo con Frege, todo lo que
necesitamos saber con respecto a un sistema numérico es como manejar logicamente el
contenido expresado en los simbolos, y si queremos aplicar nuestro cilculo a la fisica debemos
pensar alguna técnica para efectuar la transicion a los fenomenos. No obstante, enfatiza Frege
en sﬁ discusién con Mill: “It is, however, a mistake to sec in such applications the real sense of
the propositions” (Ibidem Frege, pag. 23).

De este modo, parece que varias de las afirmaciones de Frege que tradicionalmente han
preocupado a los filésofos, cobran un mayor sentido cuando son vistas desde la perspectiva de
Ia discusion sobre los elementos imaginarios en la geometria. Nuestro interés en este punto,
radica en mostrar la relevancia que el desarrollo de la geometria va a tener en la concrecion de
los puntos de vista que coadyuvaran a constituir una nueva nocién de lo a priori. Como
deciamos en la introduccion a esta seccion, los fildsofos encontraron en la 1ogica el susdtuto
apropiado a las viejas categorias conceptuales kantianas, las que ahora se presentan como
sistemas puramente formales, vacios de contenido empirico. Tempranamente, Emst Cassirer -
asumio el reto de considerar lo formal como herramienta de constitucion de la experiencia, un
proyecto en el que se embarcd Rudolf Carnap en La consiruccion lggica del mundo. Otros filosofos,
como M. Schlick y H. Reichenbach, al intentar aplicar la idea de sistema formal a la ciencia
empirica, encontraron que faltaba un mediador entre lo conceptual y lo empirico, un mediador
que, al haber renunciado a la intuicién pura, concibieron bajo la forma de principios
convencionales pero que aun conservaban las virtudes constitutivas de los viejos principios del

entendimiento puro kantianos Pero estas y otras influencias se wrataran en el capitulo cuarto.
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23.2 Los Grundlagen de Hilbert

Como vimos en nuestra seccion dedicada al desarrollo de la geometria proyectiva,
desde muy temprano los gedmetras del siglo XIX iniciaron una reconsideracién de su objeto
de estudio que los condujo a un abandono paulatino de la intuicién, y a la vision de la
geometria como un conjunto de relaciones puramente estructurales establecidas en sistemas
axiomdticos. Pasch y Peano, llevaron esta idea a su maxima concrecién y a un rigor matematico
que no habia obtenido antes. No obstante, quizds la obra que mas que otras sento las bases de
la visién contemporinea sobre la geometria pura fuera la de Hilbert.

David Hilbert (1862-1943) escoge una cita de Kant como epigrafe para sus Fundamentos
de la geometria **: “Thus, all human knowledge begin with intuitions, passes from these to
concepts and end in ideas” (Hilbert, D., 1950, pag.1 [1899]).

Con esta cita, Hilbert no intenta comprometerse con la filosofia de la geometria de
Kant, sino todo lo contrario. Comienza el libro diciendo que la geometria puede ser
consistentemente construida desde unos pocos principios simples, los axiomas de la geomertria,
Al listar esos axiomas e investigar su conexion mutua, llevamos a cabo “...the logical analysis of
our intuition of space” ( Ibidem pag.1). La autoridad de Kant ¢s invocada para justificar un
procedimiento no-kantiano, a saber, que procedemos desde la intuicién pura a su analisis
logico-conceptual, algo que Kant creia imposible.

Hilbert nos conmina a concebir tres diferentes conjuntos de cosas que podemos llamar,
respectivamente, puntos, lineas y planos. Esas cosas deben ser concebidas como estando en
ciertas relaciones mutuas, cuya descripcion exacta es dada en los axiomas de la geometria. Esas
relaciones son de cinco tipos: una relacién binaria entre puntos y lineas, una relacién binaria

entre puntos y planos (expresadas ambas mediante el verbo “estar en”); una relacién ternaria

¥ Aqui se citard por la traduccion inglesa The Foundattans of Geametry, Open Court, La Salle, 1950.
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entre puntos (“estar entre’”), v dos relaciones binarias entre diferentes tipos de conjuntos de
puntos (congruencia de segmentos y congruencia de angulos). Los axiomas también caen
dentro de cinco grupos, cada uno de los cuales “expresses certain basic related facts of our
intuition” (Idem, pag.3). Los primeros tres grupos caracterizan, respectivamente, la relaciones
de incidencia, “estar entre” y congruencia. Los restantes axiomas no introducen nuevas
relaciones, sino que establecen hechos adicionales acerca de los puntos, lineas y planos, que
implican las relaciones que hemos mencionado. El Gnico axioma en el grupo IV es equivalente
al 5° postulado de Euclides. El axioma VI 1 es el postulado de Arquimedes.

Quizis podria decirse con justicia que si concedemos que los puntos, lineas y planos de
la geometria clasica son intuitivamente dados, los axiomas de los grupos 1, IT y IIT expresan los
hechos intuitivos fundamentales de incidencia, estar entre y congruencia. Sin embargo, es
dificil decir lo mismo de los restantes grupos. Por lo tanto, el conjunto completo de los
axiomas de Hilbert ofrecen mis que un mero analisis de la intuicién espacial. Antes bien,
proveen desde un punto de vista meramente estructural una caracterizacion del objeto de la
geometria euclideana. Pero tal objeto no es en ningin sentido dado en la intuicién. Es cierto
que podemos llegar a pensarlo inducidos por su expresion local, parcial e insegura en nuestro
medio ambiente. La geometria euclideana en efecto regula nuestro orden v comprension de lo
que normalmente llamamos los rasgos espaciales de la experiencia, y constituye nuestro medio
ambiente a través de la influencia que ¢jerce sobre carpinteros y albaniles, arquitectos e
ingenieros civiles.

Las relaciones entre ciertos patrones basicos de conducta humana, la articulacion de las
percepciones en la mente adulta y la estructura abstracta desarrollada en los Elementos de
Euclides constituye un campo importante de investigacion psicologica y filosofica, En mi

opinién, este campo, fructiferamente explorado en el siglo XX por Husserl y Becker, Nicod y
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Piaget, no pudo ser claramente concebido antes que la estructura euclideana fuera aislada y
caracterizada por Hilbert y sus predecesores.

El proposito clave de Hilbert no es, como el de Pieri, exhibir la naturaleza abstracta del
conocimiento geométrico, o mostrar que puede ser totalmente expresada en términos de un
minimo de nociones indefinidas, sino como él dice: “to bring out clearly the significance of the
different axioms groups and the scope of the conclusions to be derived from the individual
axioms” (Ibidem, pig. 1). Esto proveeria “general information concerning the axioms,
presuppositions or resources required to prove a particular elementary geometrical truth”
(Ibidem, pag. 125).

La formalizacién de la geometria de modo que esta pueda ser construida como un
sistema hipotético-deductivo, es sélo un ejemplo del intento persistente para axiomatizar las
diferentes ramas de las matematicas y verlas, al menos para los propésitos del analisis ulterior,
como sistemas simbélicos sin una referencia o aplicacién especifica. Este es uno de los puntos
culminantes de la histona de la geometria pura. No obstante, no es sélo el final de un
desarrollo sino también el comienzo de una nueva historia y de una nueva disciplina
sistemitica, cuyo propdsito es explorar las relaciones entre diferentes operaciones con
simbolos tal como son empleadas en diferentes sistemas formalizados. A esto se conoce como
“metamatematicas”, llamada también “meta-logica” o “sintaxis”, la que ejercera una influencia
notable en la constitucion de otras varias disciplinas que tendran como su objeto otros

lenguajes.
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2.3.3 La controversia Frege-Hilbert ¥

Al mismo tiempo que Poincar¢ estaba intercambiando articulos con Russell, Hilbert
estaba acabando su monografia sobre los fundamentos de la geometria.

O. Blumenthal reporta que ran temprano como en 1891, comentando un trabajo de H.
Wiener, Hilbert habia dicho que “it must be possible to replace (in geometric statements) the
words “points”, “lines”, “planes” by “tables”, “chairs”, “mugs™" (Citado en Coffa 1986, pag.
30). Varios anos mas tarde decidié poner la idea a trabajar, y en el invierno de 1898-99 en un
curso sobre los fundamentos de la geometria euclideana, presentd lo que iba a ser el contenido
sustancial de su libro.

Como vimos antes, Frege habia tenido un interés profundo en la geometria desde muy
temprano en su carrera. Una vez escribié que un filésofo que no habia tratado los problemas
de la geometria no era un filésofo completo, y habia perseguido activamente la actividad
fundacional en tal campo.

Frege leyo la monografia de Hilbert tan pronto como ésta aparecio, y su reaccion fue
de completo desacuerdo. Escribié a un amigo que los Fundamentos eran un error y decidio
comenzar una cotrespondencia con Hilbert en orden 2 conducirlo a las cuestiones logicas
relevantes. Después de una breve respuesta a la primera carta de Frege, Hilbert se retiré del
debate. Debido al escaso interés demostrado por Hilbert, Frege volvio al ataque con mayor
énfasis, y en su segunda misiva a Hilbert le propuso la publicacion de la correspondencia.
Directamente o por implicaci6n, Hilbert declin, y su respuesta en nada disminuy6 el interés
de Frege. En 1903 publicé un doble estudio sobre los Fundamentos, en los que recogia parte de
las observaciones que le habia hecho en sus cartas y cuyo tono fue mayormente

condescendiente, pensando que durante ese tiempo Hilbert habria modificado sus planteos a

37 Para la confeccién de esta seccién me he apoyado nuevamente en el articulo Jde Coffa aatado en la nota 28.
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mstancias suyas. La aparicion en 1903 de la segunda edicion de los Fundamentos sin correccion
alguna, provocd en Irege un acceso de wra. Hilbert fue acusado no sélo de ignorar lo que se
quicre decir con “axioma” o “independencia”, sino también de oscurecer deliberadamente las
cosas para salvar a su doctrina.

Mas alla de lo aneedético, el debate entre Frege y Hilbert es uno de los documentos
mas reveladores sobre el conflicto entre la concepcion del conocimiento geométrico emergente
v el punto de vista clasico. Ningun filosofo antes que Frege habia dado una descripcion mas
clara y una presentacion mas precisa de tal punto de vista.

Es dificil evitar un sentido de d¢jd v cuando se observa que la principal acusacion de
Frege contra Hilbert es que éste padecia una entera confusion en lo concerniente a la
naturaleza de las definiciones. Como es bien conocido, Hilbert habia comenzado sus
Fundarmentos estableciendo lo que él llamaba una “Erklirung” (elucidacion o definicion):

“We conceive three different systems of things; we call the things in the first system
points... the things in the second system straight lines... the things in the third system
planes... Between points, straight lines and planes we imagine certain relations that we express
with words like “lies on”, “is between™ and “it is congruent”; the exact description of these
relations is given by the axioms of geometry” ( Hilbert 1950, pag, 2).

A esto lo sigue los cinco grupos de axiomas, y directamente después, la primera
investigacion de las propiedades de consistencia e independencia de una variedad de sistemas
axiomaticos de naturaleza geométrica.

Frege estaba horrorizado, y en su primera carta escribe que: “It is high time that we
began to come to an undersranding about what a definition is and what it is supposed to
accomplish... It seems to me that at the present time complete anarchy and subjective

inclination reign supreme in this area” (Ibidem Coffa, pig. 31). Lo que sigue es una magistral
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exposicion de la imagen clisica del conoaimiento: la totalidad de los enunciados en una teoria,
explica Frege, ha de ser dividida en dos grupos, aquellos en los que se afirma algo y aquellos en
los que algo es estipulado. Los primeros son los axiomas y teoremas de la teoria, los alumos
son las definiciones:

“It is absolutely essential for the rigor of mathematcal investigations that the difference
between definitions and all other sentences be maintained throughout in all its sharpness. The
other sentences (axioms, principles, theorems) must contain no word (sign) whose meaning or,
(in the case of form words, letters in formulas) whose contribution to the expression of the
thought in nort already completely settled, so that there is no doubt abour the sense of the
sentence- about the proposition expressed in it. ... Therefore, it can never be the purpose of
axioms and theorems to establish the meaning of a sign or word ocurring in them; rather, this
meaning must already be established” (Ibidem Coffa, pag. 31).

Aqui se expresa con claridad la tesis del atomismo semantico, y se sigue la idea de que
todo enunciado en una teoria que no sea una definicion debe transmitir informacion y por lo
tanto ser susceptible de verdad o falsedad. Bajo este punto de vista, los axiomas I-11I de
Hilbert presuponen el significado de los términos involucrados en ellos, a saber, “punto”, “linea™
y “plano”.

La respuesta de Hilbert es rorunda: *“ I do not want to presuppose anything as known. |
see in my explanaton in 1 the definition of the concepts point, straight line, and plane, if one
adds to these all the axioms of groups [-V as characteristics. If one is looking for other
definitions of point, perhaps by means of circumscriptions such as extensionless, etc. then, of
course, I would most decidedly have to oppose such an enterprise. One is then looking for
something thart can never be found, for there is nothing there, and everything gets lost,

becomes confused and vague, and degenerates into a game of hide and seek” (Ibidem Coffa,
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pag. 32). Esta explicacion reveladora de lo que Hilbert pensaba acerca de los procedimientos
pre-axiomiticos para capturar los indefinibles de la geometria, puede ser comparada con las
observaciones de Poincaré acerca de aquellos que afirman alguna suerte de familiaridad (o
intuicién) con indefinibles tales como congruencia y linea recta. Para ambos, como para todos
_ los gedémetras, la basqueda pre-axiomatica de los indefinibles es “a game of hide and seek”
donde reina la oscuridad y la ambigiiedad sencillamente porque, “therc is nothing there”.

Frege no podia hacer sentido de lo que Hilbert estaba diciendo, por lo que atribuy6 el
error a una mala comprensién por parte del ilimo de lo que cuenta como definicién de un
concepto. En la segunda carta enviada a Hilbert, Frege dice que para tener claro lo que es
“definir un concepto” tenemos que tener claro antes lo que es un concepto. Un concepto es
una funcion que toma a todos los objetos como argumentos y a los valores de verdad como
valores. Cuando ( y s6lo cuando) el concepto C asigna verdad al objeto o, decimos que o cae
bajo C. El concepto punts, por ejemplo, asigna a todos los puntos ¢l valor verdad, y el valor
falso a todo lo demis. Definir punto, por lo tanto, consiste en especificar condiciones que
determinaran para cualquier objeto si cae bajo el concepto o no. Bajo este punto de vista, los
axiomas de Hilbert deben dar condiciones que determinen que un objeto es un punto, por
ejemplo, el reloj de bolsillo de Frege.

Un segundo rasgo de la doctrina del concepto de Frege refucrza el argumento contra
Hilbert. Segtn Frege, si definir un concepto consiste en dar condiciones bajo las cuales un
objeto cae bajo un concepto, entonces definir un concepto no es mis que enumerar las
propiedades (Merkmale) que un objeto debe cumplir para que caiga bajo un concepto. La
conjuncion de esas marcas da las condiciones necesarias que un objero debe tener para que sea
subsumido bajo un concepto. Obviamente, para Frege, esas marcas que definen un concepto

deben ser conceptos del mismo nivel que el definiendum, va que deben aplicarse a los mismos
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objetos. Si esto es asi, entonces las supuesras definiciones que encierran los axiomas de Hilbert
no pueden ser vistas como definiciones propiamente dichas, pues algunas de las marcas
enumeradas en sus axiomas son conceptos de segundo nivel (por ejemplo, la cuantificacion).

Una vez mids, podemos concluir que los axiomas de Hilbert no definen conceptos.

No es necesario enfatizar en qué medida la critica de Frege dependia de su teoria del concepto
o la centralidad de tal doctrina dentro de la filosofia de Frege. Varios meses mas tarde, Frege
rccibié una postal de Hilbert con la siguiente observacion:

“My opinion is that a concept can only be logically determined through its relations to
other concepts. These relations, as formulated in determinate assertions, are what I call axioms.
I thereby come to the conclusion that axioms.. .are definitions of concepts. I have not come to
this opinion for the purporses of my own amusement; rather, I have found myself forced to
accept it by the requirements of rigor in logical inference and in the logical estructure of a
theory” (Ibidem Coffa, pag. 34).

Y mas tarde, Hilbert expresa su desacuerdo con la doctrina del concepto tradicional
como sigue: “ These contradictions led me to the conviction that traditional logic is
unsatisfactory, that the theory of concept construction is in need of sharpening and
refinement, whereby I have come to think that the essental deficiency in the traditional
construction of logic is the assumption-accepted by all logicians and mathematicians up to the

" present- that a concept is given when one can determine for each object if it falls under the
concept or not. This is, in my opinion, insufficient. The decisive thing is the knowledge of the
consistency of the axioms that define the concept” (Ibidem Coffa, pig.34).

Si los axiomas de la geometria expresan proposiciones fregeanas, luego los primitivos
en los enunciados axiomiticos deben de alguna manera- no importa como- tener un

significado previamente asignado a su composicién en un enunciado e independientemente de
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este Glimo. Aunado a esto, si esos significados son la suerte de cosa que Frege dice que son, id
¢st, si su definicién se da por medio de la conjuncion de marcas caracteristicas, luego, una vez
mas, los axiomas no pueden representar tales definiciones.

El problema esta, no obstante, en si los antecedentes de esta implicacion son
verdaderos. De acuerdo con Poincaré y Hilbert no lo son, pero lamentablemente la teoria del
concepto que ellos estaban concibiendo no tenia la suficiente articulacién como para
representar mas que un sentimiento instintivo de conviccién. La respuesta afirmativa de Frege,

no obstante, reposaba en el sistema semantico mas completo y articulado que hubiera existido.

24  Conclusiones

Como vimos en nuestra exposicion, la geometria proyectiva llevo a cabo una verdadera
reformulacién del objeto de estudio de la geometria. Las relaciones de congruencia,
introducidas desde la época de Descartes, fueron abandonadas y sustituidas por relaciones
estrictamente cualitativas entre las figuras. La geometria comenz6 a ser considerada como una
teoria del orden de las figuras espaciales, y como tal, se acercé mis al ideal de la geometria
imaginado por Leibniz (Analysis Situs). La cadena de construcciones arménicas mediante las
cuales son generados los puntos de la geometria proyectiva, provee la estructura del orden, que
debe su valor e inteligibilidad al hecho de que no es algo sensorialmente ‘dado sino construido
por el pensamiento a través de una sucesion de estructuras relacionales, Esta conexién
deductiva constituye una determinacion formal distinta, que puede ser separada de su
fundamento material y establecida por si misma en su caricter sistematico. Los particulares que
se insertan en esta estructura de orden no son mas que ejemplos de una cierta forma universal
de conexion, es decir, son considerados “existentes” y determinados en la medida en que

participan en una estructura objenva. Esta concepcion tiene su expresion mas clara en la vision
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de Hilbert explicitada mas arnba. Como se vio oportunamente, en contraste a las definiciones
euclideanas, que toman los conceptos de punto y linea recta como datos inmediatos de la
intuicién, aqui la naturaleza de los objetos geométricos es definida exclusivamente por las
condiciones a las cuales estan subordinados. El punto y la linea recta no son mis que
estructuras que estan en ciertas relaciones con otras de su tipo, las cuales son definidas por los
grupos de axiomas. Contra la exigencia de Frege de definir los elementos basicos antes de
comenzar la construccién del sistema, puede decirse que en esta concepeion la determinacion
de la individualidad no es el comienzo sino el fin del desarrollo conceptual, pues es sélo a
través de la estipulacion de los axiomas que es posible dar algin significado a los elementos
basicos del sistema.

Como es claro, el recurso a la intuicién como facultad cuasi-perceptiva, no-logica y no-
conceptual, que constituye el fundamento y la posibilidad de la construccién de los objetos
geométricos fue abandonada, demostrandose que los mismos pueden ser determinados y
construidos por medios estrictamente logicos. Se concluye asi que lo formal se basta para
suministrar objetos, claro esta, no entendidos desde el punto de vista de sus contenidos
sensoriales, sino como determinaciones puramente estructurales.

Asimismo, el surgimiento de las geometrias no-euclideanas coadyuvo al rechazo que de
la intuicion ya se habia encargado el desarrollo de la geometria proyectiva. En este caso, no
obstante, el rechazo respondié mas bien a un argumento que mezclaba consideraciones
formales y epistemologicas. El punto estaba en que a partir de la proliferacion de geometrias
no-euclideanas, demostradas consistentemente desde el punto de vista matematico, se
pregunté acerca de la autoridad epistémica de la geometria euclideana, esto es, c6mo es posible
concebir sistemas geométricos no-euclideanos y sostener a la vez que el sistema euclideano es

verdadero a prion. Esto, como es obvio, intentaba minar no sélo la autoridad de la geometria
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euclideana en lo tocante a su valor cpistémico, sino el fundamento de su aplicacion a la
experiencia, a saber, la intuicién.

De este modo, el rechazo a la intuicién fue doble y completo: por un lado se rechazé
como medio posibilitador de la construccion de figuras y relaciones espaciales, el desarrollo de
la geometria proyectiva demostrd que es posible generar todos sus objetos por medios
estrictamente logicos; por otro lado, como resultado del surgimiento de las geometrias no-
cuc-ljdeanas,se rechazo también como facultad epistémica fundamental de aplicacion de las
estructuras espaciales a los objetos de la experiencia.

Pero ahora debemos preguntar, ;condujo este rechazo de la intuicién a una forma no-
kantiana de ver la relacion entre el reino conceptual y la experiencia? En otras palabras,
¢condujo este abandono de la intuicién a rechazar la hipétesis kantiana de la constitucion de la
experiencia por medios conceptuales? La respuesta es no™.

Como he ya adelantado en la introduccién y apuntado en el texto mismo, los propios
gedmetras implicados en estos desarrollos comenzaron a esbozar una idea que germina en el
siglo XIX y que sentara las bases para la articulacién de una nocién de a priori radicalmente
nueva. Ya hicimos referencia a algunas de las observaciones de Veronese y Klein acerca de los
procesos de idealizacion implicados en la relacién entre el espacio sensible y el geométrico. En
nuestro siguiente capitulo veremos cémo dos de los intelectuales mis influyentes de la época se
embarcaron en un proyecto de caracteristicas similares. En efecto, en los filosofos que
analizaremos de inmediato, Helmholtz y Poincaré, se da el paso intermedio o, mejor dicho, la
maduracién de esta nocién de idealizacién que constituira la clave de la reformulacién de lo a

priori que primard en la filosofia posterior. En efecto, la idea central es que, obviando el

" Filosofos sobresalientes como el propio Coffa han también respondido negativamente esta pregunta, pero
como he dejado establecido en la introduccién, Coffa niega lo que aqui se pretende defender, a saber, que lo que
perdura a través de estos cambios es una tradicion que defiende el valor constitutivo de la experenda y no
meramente de los significados de los términos involucrados en un lenguaje 0 marco conceptual.
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recurso a la intuicién, las nociones geométricas puras, que ahora pertenecen al ambito
puramente conceptual y por ende al entendimiento, se aplican directamente a la variedad dada
en la experiencia llevando a cabo una idealizacion de esos datos y por ende una constitucion de
los mismos.

El filésofo en quien esta idea se expresari con mas fuerza es E. Cassirer el cual fue de
enorme influencia sobre los pensadores alemanes posteriores, principalmente sobre Rudolf
Catlnnp, quien después de un proceso de maduracién encarna este ideal en su Aufban.
Asimismo, Schlick y Reichenbach, aunque no tienen duda en la asuncion de la idea de ver a los
sistemas conceptuales como constructos puramente formales, ven todavia un “vacio” entre lo
conceptual y lo empirico que llenan con la nocién de principios coordinativos.

Permitase, para culminar, adelantar cémo los desarrollos de la gf:ometn'a que hemos
examinado en este capitulo, influyeron en el modo en que los filésofos concibieron la
naturaleza de lo a priori metodoldgico, a saber, como absoluto o relativo.

Para los griegos la geometria pertenecia al ambito del “ser eterno”, de lo
inconmoviblemente fijo en lo cual el concepto de cambio sélo entraba de una manera
puramente auxiliar. Este énfasis de la permanencia, que intentaba excluir todo elemento
sensible de los fundamentos del conocimiento matematico puro, parece probarse de una
manera indirecta en el desarrollo de la geometria proyectiva, especialmente en la articulacion de
Ia teoria de grupos. La geometria, considerada como la teoria de los invariantes, trata de ciertas
relaciones incambiables, pero este sentido de inmutabilidad no puede ser definido a menos que
comprendamos que ocurren ciertos cambios o transformaciones a través de los cuales algo es
preservado, Las propiedades geométricas inmutables no deben ser consideradas tales en y por
si mismas, sino con relacion a un sistema de transformaciones posibles que asumimos

implicitamente. L.a permanencia en cuestién no denota una propiedad absoluta de los objetos
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dados, sino que es valida en relacién con una clerta operacion intelectual escogida como marco
de referencia. Esta idea de invariancia condujo a versiones absolutistas de lo a priori.

Por ejemplo, E. Cassirer, en su (1910) modela su nocién de a priori a través de esta
idea de invariancia. De acuerdo con Cassirer, al igual que todas las representaciones en la
conciencia se encuentran en un orden temporal que las unifica y conecta, no importa cuin
variado sea el rango de estas representaciones, en las sucesivas fases de la ciencia puede
también observarse esta conexion esencial. Cada cambio en el sistema de conceptos cientificos
pone al descubierto los elementos estructurales permanentes adscritos al sistema, como si sélo
bajo la presuposicion de esos elementos el sistema puede ser descrito. Los detalles de esta
concepcién del cambio y lo permanente en el desarrollo historico de la ciencia seran
puntualizados en el capitulo cuatro, mientras tanto permitaseme sefialar que, segin Cassirer,
dado que nunca comparamos los sistemas de hipotesis con los hechos mismos, sino que
siempre oponemos un sistema hipotético a otro mas inclusivo y radical, necesitamos, para esta
comparacion progresiva, un estindar constante de medida de principios supremos de la
experiencia en general. Y el propio Cassirer sefiala la analogia de su concepeidn con el
procedimiento de la geometria: “ Just as the geometrician selects for investigation those
relations of a definite figure, which remain unchanged by certain transformations, so here the
attempt is made to discover those universal elements of form, that persists through all change

.in the particular material content of experience”(Cassirer 1923 [1910], pag 268-69). Como
veremos en su momento, esas formas que persisten a través del cambio son las categorias de
espacio y tiempo, la de magnitud y dependencia funcional de magnitudes, etc., pero por ellas
no debemos entender algo con un contenido determinado, sino un concepto cuyo significado

no estd restringido a su contenido matenal. Por ejemplo, la idea de una categoria espacial
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significa meramente la idea de una coexistencia general de los objetos, sin necesidad de
-especificar el orden de la coexistencia.

La proliferacién de geometrias no-euclideanas, la posibilidad de su construccion y
prueba por medios estrictamente Jogicos y el consiguiente abandono de la intuicién como
facultad restrictiva a prior, inspiraron una variedad de concepciones convencionalistas, entre
las cuales se destacan por su influencia las de H. Dingler y H. Poincaré. Como veremos en
nuestro siguiente capitulo, el convencionalismo de Poincaré es una posicion filosofica mucho
mias sofisticada que lo que se ha entendido tradicionalmente. No obstante, el principio de que
los sistemas geométricos son en general “libres creaciones de la mente humana” que podemos
escoger libremente para su aplicacién a la experiencia, fue de gran inspiracién en la filosofia
posterior.

Schlick y Reichenbach adoptaron variaciones de concepciones convencionalistas a lo
largo de su carrera. Por un lado, ambos recogen los resultados de la axiomatizacion de Hilbert
y la aplican a la ciencia empirica, articulando su nocion de sistema conceptual bajo la forma de
un sistema axiomatico definido irnpﬁdmnente. Por otro lado, se hacen eco del impacto del
surgimiento de las geometrias no-euclideanas sobre la nocién de intuicién como facultad
mediadora y restrictiva entre lo conceptual y lo empirico. Por este rechazo se ven conducidos a
re-pensar esa relacion, bajo la idea de una funcién coordinativa que es meramente
“designativa” en el caso de Schlick y “constitutiva™ en el caso de Rej:henbach. Asi, cada uno a
su manera, asumen una concepcion de lo a priori que podriamos llamar “a prion relativo”.

El caso de Carnap es mas complejo. Comienza su carrera (1920) asumiendo una
concepcidén mucho mas afin a la idea de invanantes logicos de Cassirer, la que se muestra en su
distincion entre “forma necesara” y “forma opconal” de la experiencia. En 1923 exhibe una

concepcidn abiertamente convencionalista, y, echando mano a la idea de “coordinacién”,
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concibe lo a priori como relatvo, En 1928, en tanto, a pesar de que lleva adelante la idea clave
del “idealismo 16gico” de Cassirer de transformacion de lo trascendental en formal, esta

herramienta consttutiva es también convencional.

Estas y otras influencias serin resaltadas y tratadas con detzlle en los subsiguientes

capitulos.
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3.0  La relacion entre experiencia y geometria y la reformulacion de lo a priori en la

concepcién de H. v. Helmholtz y Henri Poincaré

Introduccion

Mientras la autonomia de la geometria pura se volvio algo firmemente establecido por
el triunfo del método axiomatico, la relacion de los sistemas simbolico-formales con los
materiales concretos de la experiencia era algo que no habia sido aan aclarado. Como destaqué
anteriormente, tanto el desarrollo de la geometria proyectiva como el surgimiento de las
geometrias no-euclideanas puso en serios aprietos a los filosofos, principalmente a los de
filiacion kantiana, quienes frente a la proliferacién demostrada de sistemas geométricos
alternativos y el avance de los métodos proyectivos, se vieron conminados a poner en duda
uno de sus bienes mas preciados, la intuicion, y con ello la naturaleza a pdori del conocimiento
geométrico.

A simple vista, dicho suceso parecia dejar poco lugar a dicha nocion. Sin embargo, las
respuestas provenientes de pensadores tan distintos como Hermann von Helmholtz y Henri
Poincaré, no se encaminaron a una forma abiertamente empirista de ver las cosas. En el caso
de Helmholtz, por ejemplo, aunque es cierto que vio la eleccion entre geometrias euclideana y
no euclideana como empirica, también sugiri6 que la estructura mas general del espacio,
comun a todos los sistemas, euclideano y no euclideano, era una presuposicion necesaria de
toda medida espacial y asi una forma “trascendental™’ en el sentido de Kant. Sin embargo,
como sera manifiesto en la concepcién de Poincaré, el sentido de lo a priori que Helmholtz
estd concibiendo para el espacio, se aleja no sélo de la idea de intuicion pura, sino también de

la de una categoria que preside un proceso puramente mental de organizacion de las

¥ Helmholtz entiende por “trascendental” lo que Kant entendio por “ a prion”™,
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sensaciones. Antes bien, su idea es la de una funcién del entendimiento que se involucra en los
procesos sensoriales dotindolos de un estatus mis que meramente empiricos, llevando a cabo
una verdadera idealizacion de los mismos.

Para Poincaré, si bien ninguna geometria particular es una condicion a priori de nuestra
intuicién espacial, no se sigue que la eleccion entre tales geometrias sca totalmente arbitraria.
Segiin su opinién, la experiencia es una guia imprescindible para la eleccién de algin sistema
geot.nétcico, ¥ lo es sobre la base de que se encuentra regulada por una funcién a priori del
entendimiento.

Sorprende un tanto que dos de los intelectuales mis importantes de los siglos XIX y
XX, los cuales van a ejercer una influencia profunda sobre las escuelas filoséficas existentes y
en formacion, se hayan abocado a una reformulacién de la idea kantiana de lo a priori que,
mientras rechaza asignar algin papel a la intuicién pura, mantiene no obstante el aspecto
constitutivo presente en dicha idea. En efecto, podria afirmarse que es en el modo en que estos
filésofos conciben la nocién de a priori que ésta mantiene su sentido constitutivo del objeto de
experiencia, no meramente desde el punto de vista semantico del rn.ismﬁ, sino en el sentido
esencialmente metodolégico que queremos defender aqui. Como serd tarea de este trabajo
mostrar, hubo una tradicién de pensadores que influenciados por esta idea surgida del intento
por solucionar algunos problemas de la geometria, mantuvieron y desarro].].az.on una
concepcién del conocimiento empirico que apelaba a la presencia de elementos conceptuales
en la experiencia. Asimismo, como también apunté oportunamente, estas tradiciones, lejos de
estar univocamente determinadas, se encuentran muchas veces confundidas, hallando filésofos
que representan ambas. Poincaré es un caso, y su idea de las convenciones como “definiciones

disfrazadas” encarna patentemente la idea de ciertos principios que ofician como la condicién
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de significatividad de todo término que pertenece a un lenguaje. Por ello, también revisaremos

esa concepcion de los axiomas.

3.1 La reformulacion de lo a priori en la filosofia de la geometria de Hermann von
Helmbholtz

Debido a la extraordinaria versatilidad de sus intereses, Helmholtz ha sido
frecuentemente citado como ejemplo de un universalista que hizo numerosas contribuciones
en las mas variadas dreas de investigacion.

Entrenado como médico, esctibid varias obras dedicadas al analisis de la fisiologia de
los sentidos. Su Manual de dptica fesioligica (1856-1860), obra en tres volimenes, pas6 por mis de
tres ediciones y es considerada atn hoy un baluarte de la disciplina. En 1863, publicé su Teoria
de las sensaciones del fono, que es ignalmente importante para la acustica fisiologica. En fisica-
matematica, su articulo “Sobre la conservacion de la energia” (1847) le ha valido una
prominente posicién en la historia de la fisica, como pionero en el irea de la termodinimica.

Pero Helmholtz no restringié su trabajo a la fisiologia y a la fisica o aun a las ciencias
naturales. También exploré cuestiones de estética, filosofia y matematicas. Sin embargo, estas
contribuciones a las mas variadas y dispares disciplinas se encuentran profundamente
imbricadas en el pensamiento de Helmholtz. En efecto, al ir desde una disciplina a otra, no
estaba dirigiendo su atencion aleatoriamente a un nimero de problemas distintos, antes bien,
sus intereses e investigaciones lo fueron conduciendo naturalmente a nuevos ambitos de
interés e investigacion que se imbricaban tematica y conceptualmente con las anteriores. Asi, su
interés primario en el problema de la percepcion, antes y durante la época de su Optica, y la
discusion en la que se imbric6 con los alli lamados “intuicionistas”, lo condujeron al problema

especifico de la percepcion espacial lo que lo motivé a explorar matematicamente los
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fundamentos de los axiomas geométricos. A su vez, este trabajo matematico lo expuso a
algunos resultados inesperados que lo condujeron a la pregunta epistemologica acerca de cual
es la geometria verdadera del espacio fisico. Alli van a confluir sus resultados, tanto en
fisiologia como en matemiticas. Esta sintesis puede observarse con nitidez en quizds una de las
piezas mas profundas que sobre este topico se hallan escrito alguna vez, “Los hechos en la
percepcion”.

Mi interés fundamental en esta seccion radica en la postura de Helmholtz sobre la
relacion entre experiencia y geometria, pero como acabo de esbozar, esos aspectos de su obra
aparecen en medio de una amalgama mis amplia y profunda que incluye, tanto sus
consideraciones sobre la estructura de la percepcién, como su propio trabajo matematico. De
este modo, antes de examinar sus aportes a la discusién en torno al fundamento
epistemolégico de los axiomas de la geometria, habré de exponer con alguna brevedad parte de

sus contribuciones a la fisiologia de los sentidos y a las matematicas.

3.11 Lafisiologia de los sentidos y la naturalizacién de lo a priori

Elinterés de Helmholtz en la fisiologia de los sentidos puede ser rastreado hasta el
tiempo en que era estudiante bajo la direccién de Johannes Miiller®. Sus visiones sobre la
cuestién son claramente el producto de varios factores e influencias contextuales, la mas
notoria de ellas la que provino de la “ley de las energias sensoriales especificas” de Miiller.

En la ley de Miiller, Helmholtz encontrd una confirmacién empirica de la teoria del
conocimiento de Kant. Este punto es afirmado por Helmholtz, tan temprano como en 1855 en

su ensayo “Sobre la vision de los hombres” y reafirmado en el tercer volumen del Manual de

* Johannes Miiller {1801-1858) hizo contribuciones a la fisiologia, anatomia, y zoologia. Desde 1838 a 1842,
Helmholtz estudio bajo la direccion de Miiller en la universidad de Berlin.
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dptica fisioldgica (en adelante OP) ¥, en la seccién que contiene un estudio historico de las teorias
sobre las impresiones sensoriales. Alli dice Helmholtz: “ The most essential step for putting
the problem in its true light was taken by Kant in his Critigie of Pure Reason, in which he derived
all real content of knowledge from experience. But he made a distinction berween this and
whatever in the form of our apperceptions and ideas was conditioned by the peculiar ability of
our mind. Pure thinking a priori can yield only formally correct propositions, which, while they
may appear to be absolutely binding as necessary laws of thought and imagination, are,
however, of no real significance for actuality; and hence they can never enable us to form any
conclusion about facts of possible experience.

According to this view perception is recognized as an effect produced on our sensitive faculty
by the object perceived; this effect, in its minuter determinations, being just as dependent on
what causes the effect as on the nature of that on which the effect is produced. This point of
view was applied to the empirical relations by Johannes Miiller in his theory of the Specific
Energy of the Senses” ( OP, pag. 456).

En efecto, siguiendo las investigaciones de Goethe, Troxler, Steinbuch, Purkinje, y
otros, que habian insistido sobre la idea de que la luz, la oscuridad y el color eran energias
esenciales inmanentes al sentido visual, Miiller agregé sus propias observaciones sobre los
fenoémenos visuales subjetivos, dando lugar a su teoria de las “energias nerviosas especificas”.

Estas “energias™ diferian de la mera “sensibilidad especifica” en que intentaban dar
cuenta del contenido cualitativo de las sensaciones que el sujeto contribuye. Al postular tales
“enr.rgials” Miiller ofreci6 el tipo de conexién de pensamiento y experiencia, de observacion y

teoria, que veia como la tarea mis alta de la investigacion fisiologica.

1 Aqui se seguird la edicion inglesa traducida por James Southall en 1925.
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La idea subyacente era que las viejas funciones cognitivas kantianas estaban ahora
materializadas en la estructura de nuestros 6rganos sensoriales y de ellos depende, casi
completamente, el resultado de la percepeién. Helmholtz asumié, como veremos mas adelante,
esta especie de “naturalizacién” de las facultades cognitivas kantianas, sin embargo, se alej6 de
las corrientes que interpretaron esta idea en el camino del innatismo. Para Helmholtz, la
percepcién va a continuar conteniendo un elemento psicolégico que no es reducible a lo
meramente fisiologico.

La disputa entre las asi llamadas escuelas “empirica” e “intuicionista” se centré sobre el
grado en que nuestras percepciones sensoriales son aprendidas en la experiencia. Los
“intuicionistas” sostuvieron que es muy poco lo aprendido a través de la experiencia,
postulando mecanismos innatos que determinan fisiologicamente las percepciones. En
contraste, Helmholtz le asigné un rol importante al aprendizaje en la determinacion de
nuestras representaciones petceptuales.

Un punto muy ilustrativo de esta discusion es- el tema de la percepcion espacial.
Helmbholtz sostuvo que nuestras percepciones de profundidad, anchura, arriba y abajo, son
debidas al aprendizaje a través de la experiencia del mundo. Los intuicionistas atribuyeron esas
sensaciones a la fisiologia intrinseca, esto es, a la existencia de uno o mas 6rganos que poseen
la capacidad perceptual del caso. En una seccion de la OP dedicada a la revision de las teorias
de la percepcion corrientes en sus dias, Helmholtz describe la interpretacién intuicionista de
este problema diciendo que el punto central de su propuesta radica en su insistencia en que la
localizacion de las impresiones en el campo de la vision se deriva de un mecanismo innato, el
que o bien es acompanado de ciertos mecanismos aperceptivos espaciales, o bien la mente
conoce directamente. Segiin Helmholtz los intuicionistas dejan este hecho completamente

inexplicado.
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Hering, quien fue el mayor antagonista de Helmholtz en este punto, llevé adelante con
vigor su idea de que los mecanismos innatos determinan la forma de nuestra percepcion
espacial. Hering asume que cuando los puntos individuales de la retina se encuentran en estado
de estimulacion, hay tres diferentes tipos de sensaciones espaciales paralelas a las sensaciones
de color. Esas sensaciones espaciales son: altura, anchura y profundidad. Asi, para Hering, la
fisiologia de nuestro ojo no sélo determina partes de la sensacién como el rojo o el brillo, sino
también nuestra percepcion espacial.

En la OP, Helmholtz comienza enfatizando que las percepciones humanas no se deben
simplemente a mecanismos fisiologicos sino que también estin implicados procesos psiquicos.
De acuerdo con Helmholtz, muchos fisilogos y psicologos han visto la conexion entre la
sensacion de un objeto y su concepcién de una manera tan rigida, que no han sido capaces de
apreciar el hecho indubitable de que en la concepcion de un objeto participan procesos
psiquicos. Donde los intuicionistas postulaban una serie de mecanismos innatos que
determinan nuestras percepciones espaciales, Helmholtz coloca una serie de experiencias
inconscientemente aprendidas.

“ The psychic activities that lead us to infer that there in front of us at a certain place
there is a certain object of a certain character, are generally not conscious activities, but
unconscious ones. In their result they are equivalent to a conclusion, to the extent that the
observed action on our senses enables us to form an idea as to the possible cause of this
action; although, as a matter of fact, it is invariably simply the nervous stimulations that are
perceived directly, that is, the actions, but never the external objects themselves” (OP, pag.
430).

Aqui nos encontramos con un esbozo de lo que ha sido conocido como la “teoria de la

inferencia inconsciente”. Esta teoria fue diseniada para proveer una explicacion de las
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operaciones mediante las cuales llegamos a formarnos representaciones de la existencia, forma
y posicién de los objetos externos, sobre la base de las sensaciones que surgen de la
estimulacién de la retina conjuntamente con las sensaciones de los musculos oculares. Asi, la
primera funcién de la teoria era proporcionar una explicacién de los procesos mediante los
cuales las sensaciones son integradas en percepciones. Al mismo tiempo, como puede
percibirse en el parrafo anteriormente citado, Helmholtz conect6 la teotia con cuestiones de
me.taﬁsica y teorfa del conocimiento, y especificamente con el problema del mundo externo.
Esta conexi6n tiene sus raices en una analogia entre inferencia perceptual e inferencia
cientifica. Helmholtz presté atencion al papel que la experiencia y el experimento juegan en la
contrastacion de las hipotesis perceptuales y cientificas acerca de la existencia y caracter de los
objetos naturales. Veamos con algo de detalle esta “teoria de la inferencia inconsciente”. Como
dijimos anteriormente, Helmholtz parte de la asuncién basica de que sensacion no es
percepcidn, que la verdadera percepcién visual resulta de la comprension de las sensaciones y
es, por lo tanto, un proceso psicolégico; nosotros aprendemos a ver, y la vision resulta de
juicios, conclusiones y deliberaciones de las cuales no sorﬁos conscientes. La presuposicion
basica de la teoria de la inferencia inconsciente es la idea de que nuestras sensaciones son
meros “signos” de los objetos externos, cuyos significados aprendemos por experiencia a
través de las asociaciones subjetivas”. Helmholtz adopté la posicién de que la estimulacién de
una simple fibra en la retina produce no s6lo una sensacién de color, sino también un “signo
local” peculiar a tal fibra. Como Steinbuch, opiné que originalmente tales signos no tienen
significado especial, sino que lo obtenen sélo como resultado de procesos psicolégicos
subsiguientes. Por ejemplo, mi habilidad para localizar una mesa en el espacio tri-dimensional

no estd directamente dada en las simples sensaciones visuales y tictiles, porque ni a través del

42 El andlisis detallado de la teoria de los “signos™ lo haré en el tercer apartado de esta seccion
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ojo ni de la mano se puede dar una representacion directa de una magnitud espacial de tres
dimensiones. Tal percepcion requiere el conocimiento (inconsciente) de un gran nimero de
regularidades entre las sensaciones simples, generadas por mi movimiento alrededor del objeto,
rodeandolo y tocindolo. En su famosa conferencia “Progresos recientes de la teoria de la
vision” de 1868, Helmholtz ejemplifica el punto como sigue: “ The infant first begins to play
with its hands, Thete is a time when it does not known how to turn its eyes or its hands to an
objéct which attracts its attention by its brightness or colour. When a little older, a child seizes
whatever is presented to it, turns it over and over again, looks at it, touches it, and puts it in his
mouth. ... After he has looked at such a toy every day for weeks together, he learns at last all
the perspectives images which it presents; then he throws it away and wants a fresh toy to
handle like the first. By this means the child learns to recognize the different views which the
same object can afford, in connection with the movements which he is constantly given it. The
conception of the shape of any object, gained in this manner, is the result of associating all '
these visual images” (Helmholtz 1868¢, SC, pag. 194-195)".

De este modo, la representacién de un objeto surge a partir de la asociacion de una
gran masa de observaciones individuales. Tal representacién es un concepto que comprende en
su interior un numero infinito de intuiciones particulares que se siguen unas a otras en el
tiempo. El concepto asi formado me proporciona un medio de reconocimiento ulterior de
nuevos ejemplates en posiciones distintas. En este sentido, la habilidad para ver objetos en el
espacio es primariamente una cuestion del entendimiento, y “the fundamental principle of the
cmpi:iciét view is that sensations are signs for our consciousness, where learning to understand

their meaning is left to our understanding”(OP, pag. 533).

3 Todos los articulos de Helmholtz que. se citen lo serin por su afio de aparicidn y las iniciales de las obras en los
cuales se encuentren dichos articulos, en este caso H. v. Helmholtz, “The Recent Progress of the Theory of
Vision” (1868c) en Sdence and Culture: Popular and Philosophical Essays, David Cahan (ed), Unmiversity of Chicago
Press, Chicago, 1995.
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Asimismo, el proceso mediante ¢l cual aprendemos a localizar objetos en el espacio es
estrechamente analogo al procedimiento consciente de inferencia inductiva caracteristico de las
ciencias naturales: “Of the greatest importance, finally, for the fixity of our conviction in the
correctness of our sensory perceptions are the tests that we undertake by means of the
optional motions of our body. There thereby arises the same kind of fixed conviction, relative
to merely passive observation, that we gain in scientific investigations through the
experimental method. The proper ultimate ground, through which all our consciously executed
inductions receive the power of conviction, is the law of causality” (OP, pag.29). En efecto,
excepto por el hecho de que las inferencias en la percepcion son inconscientes, la analogia es
completa.

Asi, el principio que guia el proceso de las asociaciones inconscientes de sensaciones,
desde el cual surge la percepcion de un objeto es, al ignal que en la inferencia inductiva en las
ciencias naturales, el principio de causalidad. Este principio habia jugado un papel importante
en el pensamiento de Helmholtz desde un temprano trabajo de 1847 sobre la conservacion de
la energia, pero cambi6 radicalmente su sentido a partir de la época de la OP. En efecto, en el
ensayo mencionado Helmholtz sostuvo una idea del principio de causalidad que apoyaba la
hipétesis de un realismo causal. En la introduccién a tal ensayo, Helmholtz describe “the
ultimate and proper goal of the physical natural sciences as such” como comenzando con una
parte experimental, donde uno busea describir los procesos naturales individuales mediante
reglas generales que no son mis que conceptos generales, y continta hacia una parte tedrica
que busca, por contraste, encontrar las causas desconocidas de los procesos a través de sus
efectos visibles; busca conceptualizarlos de acuerdo a la ley de causalidad. Esto nos conduce
eventualmente a descubrir las causas ulumas e inalterables de los procesos naturales. Estas

serian los puntos masa de la mecanica analitica, que interactian mutuamente Uinicamente a
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través de fuerzas de atraccion y repulsion independientes del tempo y dependientes solamente
de las distancias entre los puntos en cuestion. La posibilidad de reducir todas las apariencias de
la naturaleza a esta base es la condicion para la completa conceptualizacién de la naturaleza.

El principio de causalidad funciona aqui como un puente entre el mundo observable de
las apariencias y las causas ultimas e inobservables que se cree que subyacen y explican esas
apariencias. En el contexto de la psico-fisiologia de la percepcion el principio sirve a una
funcién similar, a saber, para justificar nuestra inferencia de que existe un mundo de objetos
externos. Segun Helmholtz, nunca percibimos directa e inmediatamente los objetos del mundo
externo, sino unicamente los efectos que esos objetos ejercen sobre nuestro aparato nervioso.

De tal manera, es solo a través de una inferencia que suponemos que hay algo en el
mundo que es la causa de nuestras excitaciones nerviosas. Es decir, dado que experimentamos
ciertas afecciones en nuestro aparato sensorial, eso nos autoriza a afirmar que tales experiencias
son causadas por algo externo a ellas mismas. Por esta precisa razon, el principio de causalidad
no puede ser una proposicion empirica, pues es requerida antes de que pueda darse la
experiencia de las cosas externas objetivas en general:  ...hence the investigation of sense
perception leads us on also to that knowledge already found by Kant, that the propositon “no
effect without a cause”, is a law of our thinking given prior to all experience” (Idem Friedman
1997, pag. 30).

De este modo, en este estadio del pensamiento de Helmholtz, el principio de
causalidad es la base de una version de la teoria de la percepcion realista causal. Detras del velo
de la percepcion de nuestras sensaciones hay un mundo de objetos externos en el espacio, un
mundo que podemos obtener epistémicamente tinicamente via una inferencia desde los efectos

observados a las causas inobservadas. Sin embargo, por el tiempo de la OP y mas abiertamente
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quizas en la formulacién mas clara de su propuesta epistemoldgica en “Los hechos en la
percepcion”, su concepeion acerca del principio de causalidad cambio considerablemente.

En este dltimo trabajo caracteriza tanto al realismo causal como al idealismo subjetivo
como “hipétesis metafisicas” v afirma, en una frase bien conocida, que “...what we can find
unambigously, and as a fact without anything being insinuated hypotetically, is the lawlike in
the phenomena” (Helmholtz 1878, EW, pag.138). La ley de causalidad continiia siendo una ley
dsd; a prior, una ley trascendental, debido a que la legalidad continta siendo la condici6n para
la conceptualizacién de las apariencias de la naturaleza. Pero este principio ya no puede servir
para apoyar un realismo causal como el sostenido antes - para la postulacién de un reino de
objetos desconocidos mas alli de las apariencias- sino que es por el contrario, un principio que
gobierna las apariencias mismas y que es por lo tanto cnstitutive de las relaciones entre nuestras

sensaciones y su relacién a un mundo externo.

3.1.2 Los hechos que estin en la base de la geometria: el axioma de movilidad libre
El primer trabajo matemitico de Helmhotz “Sobre el fundamento real de la geometria”
(1866) es un articulo pequerio y general. Sus temas fueron ampliados y desarrollados con gran
precision matematica en un segundo articulo: “Sobre los hechos que estin en la base de la
geometria”* (1868). En este dltimo trabajo, Helmholtz deja claro que él comenzo sus
investigaciones debido a sus intereses en la percepcién espacial. Dice:“My investigations on
spatial intuition in the field of vision induced me also to start investigations on the question of

the origin and essential nature of our general intuitions of space” (Helmholtz 1868b, pag. 39,

EW).

“ Este trabajo se encuentra traducido al inglés como “On the Facts Underlying Geometry” en compilacion citada
en la nota antenor.
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En el desarrollo de estas investigaciones, Helmholtz encontrd una pregunta cuya
respucsta, €l creia, también pertenecia 2 las ciencias exactas, a saber, ;qué proposiciones de la
geometria tienen un sentido objetivamente vilido y cuales son meras definiciones o
consecuencias de definiciones y por ende del modo escogido de expresion? Como es notorio,
la pregunta de Helmholtz inquiere acerca de los fundamentos de la geometria, pero vista ésta
como la ciencia del espacio fisico.

Después de que habia comenzado, pero ain no publicado, sus investigaciones, se
percaté de que el trabajo de Riemann “Sobre las hipotesis que estan en la base de la geometria”
habia tratado su mismo tépico. Pero aunque los paralelos entre las obras de Riemann y
Helmholtz son sorprendentes, hay una diferencia esencial entre sus puntos de vista que se
enfatiza ya en el titulo de su segundo trabajo, donde se habla de “los hechos que estin en la base
de la geometria” y no sdlo “las hsparesis”.

En la teoria de Riemann sélo el principio mas general de la geometria fisica, que
establece que el espacio es lo que Riemann llama una “variedad” (Mannigfaltigkeif), pasa por un
principio a prioti que se sigue directamente del concepto de espacialidad.

Riemann comenz6 sus investigaciones a partir del reconocimiento de que todas las
presentaciones tradicionales de la geometria presuponian el concepto de espacio y los
conceptos fundamentales usados en las construcciones espaciales. Sin embargo, las
definiciones puramente nominales de esos conceptos no iluminaban con suficiente luz las
propiedades y relaciones esenciales que se supone que pertenecen a €sos CONcepros.

Consecuentemente, Riemann cree que para quitar esta oscuridad de los fundamentos
de la geometria, debia comenzarse con la clarificacion del concepto general del cual el
concepto de espacio 1o es sino una instancia. El define a tal concepto como el concepto de

una cantidad multiplemente extendida (mehrfach ausgedehnte Grisie), y propone construirla desde

179



conceptos cuantitativos generales. Hsta construccién mostrara que una cantidad extendida de
n-tuplos admite diversas “relaciones métricas”, de modo que el espacio constituye solo un caso
especial de una cantidad triplemente extendida. En efecto, Riemann concibe a una cantidad
miiltiplemente extendida como una instancia particular de una suerte de entidad mas general que
llama una Mannigfaltigkeit, i.c. una variedad. Segin Roberto Torretti®, una sariedad, en el sentido
de Riemann, s lo que hoy llamariamos un conjunto® (aunque el conjunto vacio y el conjunto
unitario no contarian para €l come variedades). De acuerdo con Torrett, Riemann introduce
su nocion de sanedad de una forma peculiar. Nos dice que los conceptos cuantitativos sélo son
aplicables si se da un género que puede ser especificado en una variedad de formas. Las
especificaciones de un género conforman una varzedad, que es continua si hay una transicion
continua de una especificacion a otra, o discreta si no la hay. Las especificaciones que
constituyen una varvedad discreta son llamadas los elementos de la variedad, los que forman una
variedad continua son sus pzzios. Aunque Riemann admite la posibilidad de que el espacio sea
una varledad discreta, se interesa casi exclusivamente con variedades continuas.

Riemann sélo da dos ejemplos comunes de variedades continuas, a saber, los colores, y
la localizacion de los objetos de los sentidos, Pero las matemiticas suministran un vasto
conjunto de ellos. Riemann cree que las variedades continuas caen dentro de dos clases: las
cantidades miltiplemente extendidas v las que podrian lamarse canfidades infinitamente extendidas.

Mientras que un punto de una cantidad miiltiplenente extendida puede ser referido mediante un n-

45 Véase el capitulo 2, seccion 2.2.6 de su (1978)

* La nocién fundamental que Riemann explota es la de “variedad diferenciable”. Desde un punto de vista récnico,
una “variedad diferenciable” puede ser definida de la manera siguiente: Sea S un conjunto cualquiera. Llamaremos
carfa de § a una funcion biyectiva que aplica un subconjunto de S sobre un abierto de Rn. Un atlas diferenciable de S
es una coleccion A4 de cartas de S que cumple los dos requisitos siguientes: 1) cada punto de S estd contenido en el
dominio de por lo menos una carta de .; it) s1 /v g son cartas de A4, las funciones compuestas fo g—1 v go /-1
son lisas dondequicra estén definidas. El conjunto S, provisto del atlas .4, es una vanedad diferenciable n-
dimensional.
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tuplo de nimeros reales, para referir un punto en una cantidad infinitamente extendida uno necesita
una secuencia infinita de nameros reales.

Ahora bien, como deciamos hace un momento, Riemann sostiene que una cantidad
triplemente exctendida admite diversas relaciones métricas, las cuales son investigadas de una
manera puramente analitica desde el concepto cuantitativo en cuestion. De entre estas diversas
relaciones métricas, habra una que coincidira con los hechos de la experiencia, con el espacio
fisico, por lo cual esas determinaciones no son mas que hipotesis que esperan ser confirmadas
o refutadas por la experiencia. En su caricter de hipotesis cientificas estos rasgos del espacio
fisico nunca podran obtener completa precision y certeza. Esto con una salvedad: para
Riemann, el nimero de dimensiones del espacio fisico, aunque algo factual, es conocido con
una casi impecable certeza a través de hechos simples y familiares. Pero todos los otros
principios fundamentales de la geometria son validos solo aproximadamente dentro de los
limites de la observacion, y estian sujetos a revision.

Helmbholtz, por su parte, también estaba interesado en distinguir entre los elementos
légicamente necesarios de nuestra geometria, y los que eran abstracciones de la experiencia.
Pero, como sefialamos antes, también estaba preocupado por los hechos que se ajustan més a
nuestra experiencia actual, i.e. por el aprendizaje inconsciente fundamental a la sensacién.
Entre todos los hechos escoge aquellos que encuentra mas necesarios para las conclusiones
inconscientes que gobiernan la percepcién espacial. Por lo tanto, en lugar de comenzar, como
Riemann, con la hipotesis mas simple, la cual luego se ajustara o no al espacio actual, comienza
con el hecho que distingue al espacio de otras variedades multiplemente extendidas, un hecho
desde el cual se deduciri posteriormente la formula de la distancia de Riemann. Este hecho es
que la medida primaria del espacio esti basada enteramente en la observacion de la

congruencia. Y la congruencia es posible inicamente si suponemos que las figuras poseen una
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movilidad incondicionalmente libre, sin distorsién, en todas las partes del espacio. Es decir,
que no puede hablarse de congruencia a menos que los cuerpos fijos o los puntos del sistema
puedan moverse sin alteracion de su forma.

Helmholtz establecié la importancia de la congruencia para ¢l espacio euclideano no
basandose en criterios analiticos, sino sobre una base experimental. Y sobre esta base encontré
insatisfactoria la aproximacién de Riemann, debido a que no reflejaba la parte
exp‘e:imcntalmcnte necesaria de nuestra concepcién del espacio. Un ciego, por ejemplo, puede
entender la geometria sin estar familiarizado con un rayo de luz, pero no sin entender la
congruencia a través del sentido del tacto; asi, la férmula de Riemann para la distancia no es
fundamental en la forma en que la congruencia de los cuerpos rigidos lo es. No es que
Helmhotz no estuviera de acuerdo con la férmula tal cual era obtenida por los medios
puramente analiticos, sino que no satisfacia su interés en las expeﬁencias que determinan
nuestras construcciones geométricas.

De este modo, en la congruencia de los cuerpos rigidos y su libre movimiento en el
espacio, Helmholtz creyé que habia especificado las experiencias que determinan nuestro
espacio. Con la condicion de que el espacio es tri-dimensional e infinito sumada al movimiento
de los cuerpos rigidos establecié que el espacio era estrictamente euclideano. Sin embargo, la
ilusién de que la congruencia era tanto experimental como analiticamente adecuada para
definir nuestra percepcion espacial fue mitigada por la aparicién de dos articulos de Eugenio
Beltrami, en 1867 y 1868 respectivamente, y que describian una geometria pseudoesférica. En
esos trabajos, Beltrami mostré que habia una forma de interpretar el espacio de curvatura
constante en un 4rea limitada, a través de la geometria euclideana. Helmholtz reconocié de
inmediato su descuido v agrego en 1868 un addendum a su articulo de 1866 donde decia que

simplemente habia pasado por alto la posibilidad del espacio de curvatura negativa constante

182



de Beltrami, admitiéndolo en su construccién. Incluir una geometria no-euclideana en su
formulacién experimental basica de los axiomas geométricos, planteaba una pregunta muy
bisica para Helmholtz, a saber, ;qué es lo que determina que nuestra experiencia del espacio
sea euclideana y no pseudo-esférica? La discusion filoséfica de Helmholtz sobre los axiomas de

la geometria intenta resolver este problema, y sera tratada en nuestra siguiente seccion.

3.1.3 La aprioricidad del espacio y el caracter empirico de los axiomas de la
geometria -

Como hemos dicho anteriormente, los trabajos finales de Helmholtz tuvieron
un propésito ante todo epistemoldgico, pero en esta formulacion final confluyen los resultados *
de tantos afios de investigacién sobre la fisiologia de los sentidos y las matematicas.

Asi, en “Los hechos en la percepcion”, tal vez el trabajo donde esta sintesis se expresa
mis claramente, Helmholtz comienza sus reflexiones con consideraciones acerca de la
sensacion.

Segiin Helmholtz, existen dos clases de diferencia entre los varios tipos de sensaciones.
La diferencia mis importante, que llama “diferencia en la modalidad de la sensacion”, es la que
proviene de la diferencia ¢n sensaciones que pertenecen a diferentes sentidos. Esta diferencia
es tan profunda que no permite transicién alguna entre una sensacion y otra. Esto seria como
pretender encontrar similitudes entre sensaciones de color y de gusto por ejemplo. El segundo
tipo de diferencias, que llama “diferencias de cualidad”, al provenir de diferencias entre
sensaciones pertenecientes a un mismo sentido, no es tan incisivo y permite la transicion y
comparacién de unas y otras. Por ejemplo, podemos hacer la transicion desde el azul a través
del violeta y del carmesi hacia el escarlata, y decir que el amarillo es mas similar al naranja que

el azul. Lo que estas investigaciones muestran, segin Helmholtz, es que el primer tipo de
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diferencias en las sensaciones no depende en absoluto del upo de fenémeno externo de donde
la sensacion es causada, sino pura y exclusivamente del nervio sensonal afectado. Por ejemplo,
la excitacion del nervio Gptico sélo produce sensaciones de luz, no importa si lo que afecta a
dicho nervio sea la luz objetiva, una corriente eléctrica que pasa a través del ojo, la presion
sobre el globo ocular, o alguna otra causa. Este hecho es reforzado por la circunstancia de que
en principio las mismas causas provocan sensaciones completamente diferentes de acuerdo al
organo especifico que afectan. Asi, las mismas vibraciones del aire son sentidas como
movimientos temblorosos por la piel y por el oido como una nota"’,

De igual manera, atn dentro del rango de cualidades de cada sentido individual (el
rango de sabores u olores posibles, por ejemplo) donde de acuerdo con Helmholtz, el tipo de
objeto que ejerce la influencia al menos co-determina la cualidad de la sensacién producida,
encontramos que el aporte del 6rgano en esa determinacién es mucho mas importante que el
que viene del objeto. En este aspecto, la comparacién de ojo y oido, segiin Helmholtz, es
nstructiva. Segin Helmholtz, los objetos de ambos sentidos, la luz y el sonido, son
movimientos oscilatorios*cada uno de los cuales excita diferentes sensaciones de acuerdo a la
rapidez de la vibracién: en el ojo diferentes colores, en el oido diferentes tonos. Si intentamos
referir a las relaciones de frecuencia de la luz en términos de intervalos musicales formados por
las correspondientes frecuencias de tonos, encontraremos que el oido es sensible a diez
octavos de tonos diferentes, el ojo sélo a seis, aunque ocurren las mismas frecuencias para
ambos y pueden ser demostradas fisicamente. De acuerdo a la teoria de Young y Helmholtz
sobre las sensaciones de color, el ojo tiene en su pequena escala solo tres sensaciones basicas

distintas desde las cuales se componen todas las cualidades por adicion, estas son las

*7 Aqui se encuentra expresada la teoria de las “encrgias sensoriales especificas” de Miiller a la que me refer en la
seccion 2.3.1.1

* Téngase en cuenta que en la época en que Helmholiz escribia, la luz ain era considerada un movimiento
material, de todas maneras el hecho de que hoy no sea asi no afecta al ejemplo de Helmholtz.
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sensaciones de rojo, verde y violeta azulado. El oido, por otro lado, distingue entre un enorme
nimero de sonidos de diferente tono. Dos acordes compuestos de diferentes tonos no suenan
parecidos, mientras que con ¢l ojo éste es el caso.

Lo importante que muestran estos casos es que todas las diferencias en el modo de
accion de la luz o el sonido son condicionadas por la forma en que reacciona el aparato
nervioso. Esto nos conduce a considerar el tema de las propiedades de los objetos. En la
seccion 26 de la OP, Helmholtz analiza con mas detenimiento dicho tema. Alli dice en primer
lugar: “As regards, in the first instance, the properties of the objects of the external world, a little
reflection shows that all properties ascribed to them by us only characterize effects which they
exert either upon our senses or upon other objects in nature. Colour, sound, taste, smell,
temperature, smoothness and solidity belong to the first class, they characterize effects upon
our sense organs” (OP, pag. 588).

De acuerdo con lo antedicho, las propiedades de los objetos se caracterizan de acuerdo
a la reaccién que esos objetos provocan, o bien en nuestros 6rganos sensoriales o sobre otros
objetos en la naturaleza. La suavidad y la solidez caracterizan el grado de resistencia que los
cuerpos con los cuales entramos en contacto ofrecen, o bien al deslizamiento de la mano o a su
presion. Para casos como el de la elasticidad y el peso, otros cuerpos naturales pueden tomar el
lugar de la mano. Del segundo tpo son, por ejemplo, las propiedades quimicas, esto es,
propiedades que surgen de la interaccién de dos o mas sustancias.

Segiin Helmholtz, las propiedades de los objetos en cuanto efectos producidos por
otro objeto, descansan en la fuerza que los diferentes cuerpos ejercen unos sobre otros”, de

modo que sin fuerza no hay propiedades, salvo las de “its varied distribution in space and its

¥ Heidelberger (1993) ha llamado a esta idea de Helmholtz “interaccionismo experimental” y ha rastreado sus
raices en la teoria de la autoconciencia de Fichte, la cual relaciona la postulacin de ésta con un pancipio de
accion sobre los objetos externos.
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motion”. Asi, estas tilimas podrian ser caracterizadas como “propiedades primarias” que los
objetos poseen, los atnbutos intrinsecos de la matena. El resto sélo hacen su aparicion en la
medida en que se imbrican en la correspondiente relacién con otro cuerpo natural o con
nuestros organos sensoriales. Es importante resaltar que Helmholtz sostiene que el segundo
tipo de propiedades, que distingue entre aquellas que surgen por la interaccion de dos objetos y
las que surgen por la interaccién de un objeto y un 6rgano sensorial, son propiedades que
podriamos llamar “relacionales”, dado que no pertenecen a ninguno de los objetos
participantes en la interaccién considerados individualmente, sino que “the kind of effect must
naturally always depend on the peculiarities both of the body exerting an effect and of the
body upon which an effect is exerted” (OP, pag. 588).

Segin Helmholtz, este hecho parece obvio cuando consideramos ejemplos del primer
tipo, esto es, casos como el de las reacciones quimicas, donde a partir de distintas sustancias o
elementos que interactiian surge una sustancia con propiedades nuevas. Sin embargo, si
examinamos con detenimiento el segundo tipo - las propiedades que se originan a partir de la
interaccién de un objeto y un érgano sensorial -, vemos que se sigue exactamente lo mismo.
Pues lo que se tiende 2 olvidar, segtin Helmholtz, es el hecho simple de que nuestros rganos
sensoriales son también un “reactivo” sobre el cual los objetos provocan reacciones. De este
modo, las sensaciones de color, sabor, olor, calor y frio, dependen esencialmente del tipo de
organo sobre el cual la accién es ejercida. Esto es, las sensaciones estin modeladas sobre la
estructura de nuestros 6rganos sensoriales, y de alli obtienen parte de su determinaci6n,
estando la otra parte determinada por el tipo de objeto que cjerce la acci6n™.

Ahora bien, si nuestras sensaciones son efectos producidos en nuestros 6rganos

sensoriales por causas externss, y si el modo en que tal efecto se expresa depende naturalmente

% Las distintas cualidades que componen el rango de cualidades de un nervio especifico ilustran el componente
particular de la expenencia.
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del tipo de aparato sobre el cual el efecto es producido, podria decirse que las cualidades de
nuestras sensaciones nos dan un “reporte” de lo que es peculiar a la influencia externa de
donde es afectada. Pero, segiin Helmholtz, este “reporte” no es mas que un simbolo, un signo de
lo que provoca la afeccién sensorial. Es importante sefialar de inmediato con Helmholtz que
un signo no es de ninguna manera ni dene porqué estar relacionado con la idea de imagen. Un
signo, para ser considerado tal, no tiene que mantener con aquello de lo que es un signo,
rela;:ién alguna de similaridad. La relacién que se da entre signo y designado esta restringida a
la idea de que los mismos objetos bajo las mismas condiciones provocaran los mismos signos,
y que signos distintos corresponderan siempre a influencias distintas. Volveré a este punto en
un momento.

Al evitar hablar de “similaridad” en la relacién entre signo y designado, se evita también
hablar de “veracidad” en el sentido en que nuestras imagenes se corresponden de manera
directa con aquello que reflejan. En la OP, Helmholtz sostiene que las representaciones
verdaderas son aquellas que nos conducen a una conducta apropiada; la conducta exitosa es
una indicacién de la correccién de los juicios que se toman por base. Asi lo expresa con
conviccion:

“It is therefore my opinion, that there can be no possible sense at all in speaking of any
other kind of truth of our representations than a practical one. Our representations of things
cannot be anything at all other than symbols —naturally given signs for the things which we learn
to use for regulating our movements and conduct. If we have learnt to read those symbols
correctly, we are in a position to arrange our conduct with their help such that it will have the
desired outcome, Le. such that the expected new sensations occur. Not only is there in actuality
no other manner of likening representations and thing, as all schools are agreed, but none-

other is even thinkable at all and has art all any sense.” (OP, pag. )
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Si partimos de la base de que nuestras sensaciones son signos o simbolos que surgen
como resultado de la afeccién de nuestros organos sensoriales, es menester que aprendamos a
leer estos signos, esto es, que aprendamos a leer la estructura que domina la secuencia de ellos,
con el fin de predecir nuestras proximas sensaciones. Si los juicios en los cuales capturamos las
relaciones de frecuencia entre las sensaciones nos permiten predecir nuevas, esto es, nos
ayudan a regular nuestra conducta futura, entonces esos juicios son verdaderos. Asimismo,
aprender a leer las relaciones en las que nuestras sensaciones en tanto signos de las cosas que
las causan aparecen, nos autoriza a formarnos una representacion de la legalidad de los
procesos del mundo actual. Es decir, afirmamos cierta legalidad en la naturaleza como algo que
proyectamos desde el orden de nuestras sensaciones. Lo que la legalidad de la naturaleza sea
queda constituida de acuerdo al modo en el cual nuestro aparato sensorial se encuentra
regulado. Es;o no significa que ese orden legaliforme de lo actual sea sélo un constructo
subjetivo, sino que el reconocimiento de que nuestras sensaciones son signos causados por algo
nos asegura un componente que co-determina esa legalidad. No debemos olvidar que la
legalidad es también una propiedad “relacional”.

“Thus although our sensatons, as regards their quality, are only signs whose particular
character depends wholly upon our own makeup, they are still not to be dismissed as a mere
semblance, but they are precisely signs of something, be it something existing or happening, and
— what is more important — they can form for us an image of the law of this thing which is
happening” (Helmholtz 1878, EW,pig. 122).

Ahora bien, parcialmente inspirado en las observaciones anteriores y siguiendo
autoconscientemente el camino abierto por Kant en esta materia, Helmholtz comienza su
discusion acerca del espacio en los siguientes términos: “Suppose we namely ask whether there

is a common characteristic, perceivable in immediate sensation, whereby every perception
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relating to objects in space is characterized for us” (Helmholtz 1878, EW,pag.123). Y
responde: “ Then we in fact find such a characteristic in the circumstance that motion of our
body places us in different spatial relations to the perceived objects, and thereby also alters the
impression made by them upon us” (Ibidem, pag. 123).

Hay varias cosas de suma importancia que se siguen de estas observaciones de
Helmholtz. En primer lugar, se encuentra la afirmacion fundamental — sobre la cual va a
descansar toda su teorizacion acerca del espacio — de que nuestra percepcion de las relaciones
espaciales entre los objetos depende del movimiento de nuestro cuerpo. Esta asuncién de
Helmholtz tiene un origen fisiologico, a saber, de que es perceptible en nosotros que cuando
nos movemos ponemos en un estado de excitacion nuestros nervios motores, que su
estimulacion pasa a través de los musculos y que esos consecuentemente se contraen y mueven
los miembros. A su vez, cuando provocamos impulsos de esta suerte encontramos que las
sensaciones que pertenecen al rango de cualidades que se relacionan a los objetos espaciales,
pueden ser alteradas. Esto es, a partir del movimiento voluntario de nuestro cuerpo, pueden
cambiar las relaciones espaciales entre los objetos. De este modo, el espacio aparecera imbuido
con las cualidades de nuestras sensaciones de movimiento, esto es, con las cualidades que se
siguen de la fisiologia que gobierna nuestro movimiento corporal.

Desde este punto de vista, al igual que las sensaciones de color, sabor y frio, el espacio
es una forma subjetiva de intuicion. No obstante, es imperativo notar aqui que, a diferencia de
Kant, Helmholtz no nos esta hablando del espacio caracteristico de la imagen kantiana, del
espacio como intuicién pura, sino de la intuicién empirica. En efecto, al construir la nocién de
la libre movilidad de los cuerpos rigidos a partir de las sensaciones musculares del sujeto v su
voluntad de iniciarlas, el sentido en el cual la estructura de esas sensaciones corporales

constituye una forma de intuicién a priori o trascendental, es simplemente que esta estructura
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pertenece al sujeto y de ninguna manera refleja un reino de entidades en si mismas. Sin
embargo, la nocién misma de un cuerpo rigido que se mueve sin que su forma se altere, a pesar
de provenir de los hechos fisioldgicos, no es un hecho simple y llano. En efecto, estrictamente
hablando no hay cuerpos absolutamente rigidos; toda pieza sélida de materia tene la tendencia
a sufrir deformaciones bajo la influencia del calor, la gravitacién, etc. Entonces, ¢cé6mo
habremos de juzgar la permanencia de la forma, el caricter plano de los planos y la rectitud de
las ﬁneas rectas? Sélo, segtin Helmholtz, si poseemos la idea de un cuerpo perfectamente
rigido. Y la idea de tal cuerpo sélo puede ser “conceived as trascendental in Kant’s sense,
namely, as formed independently of actual experience, which need not exactly correspond
therewith, any more than natural bodies do ever in fact correspond exactly to the abstract
notion we have obtained of them by induction” (Helmholtz 1870, PSL, pag.245)*.

De esta forma, el concepto de un cuerpo rigido debe ser visto, si Helmholtz esta en lo
correcto, coOmo un concepto constitutivo de la experiencia fisica, esto es, como un concepto
trascendental en cl sentido de Kant. Sin embargo, lo novedoso del planteo de Helmholtz, es
que este concepto a priori no funciona como en el esquema kantiano, como en necesidad de
una esquematizacion via la intuicién pura del tempo, sino como un principio puramente
intelectual que gobierna la organizacién de las sensaciones sin mediacion alguna. Aqui, claro
estd, vemos el mismo tipo de principio que guiaba las afirmaciones de los gedmetras con
relacion al papel de los axiomas de la geometria respecto de la experiencia. La diferencia es que

para Helmholtz el axioma de movilidad es mas bisico y de él se derivan los otros axiomas

fundamentales. Asi, dado que la construccién de nuestras nociones espaciales se rige o queda

5! H. v. Helmholtz “On the Ongin and Significance of Geometrical Axioms” (1870) en Popuar Saentific Lectures,
compilado por M. Kiine, Dover, New York, 1962. Existen diferencias entre esta version del rabajo, que fue una
conferencia pronunciada en 1870 y el trabajo onginal escrito en 1868. Cuando sea el caso especificaré uno u otro
ano.

190



constituida por el concepto a priori del libre movimiento de los cuerpos rigidos, el espacio
mismo es una forma subjetiva a priori.

Ahora bien, una vez que hemos establecido el concepto de libre movimiento de los
cuerpos rigidos como la base de la comprension de todas las percepciones que se relacionan
con objetos espaciales, surge la cuestion de cuiles son las relaciones que esta estructura viene a
determinar, esto es, qué peculiaridades especificas de nuestra percepcion espacial son derivadas
de ‘;sa fuente. A partir de esta cuestion, Helmholtz se va a enfrentar a la concepcion kantiana
que sostiene que nuestra nocion de espacio como intuicién pura nos restringe a un universo de
propiedades y relaciones puramente euclideanas.

En orden a derivar las propiedades mas generales del espacio del concepto de libre
movimiento de los cuerpos rigidos, Helmholtz parte de la situacion hipotética de un individuo
que no ha tenido experiencia alguna. Este individuo conoce los efectos de sus estados
nerviosos s6lo en la medida en que ha aprendido como mediante la ocurrencia de un primer
estado nervioso o por la ejecucién de un segundo contraimpulso, puede colocarse a si mismo
en el estado anterior desde el cual fue movido. La importancia de esta habilidad para colocarse
y moverse desde ciertos estados nerviosos radica en que el sujeto lo hace independientemente
de cualquier comprension del mundo externo, esto es, valiéndose anicamente del impulso de
su voluntad. A la corriente de sensaciones en un lapso de tiempo que se obtendrian a partir de
los movimientos voluntarios de un sujeto, Helmholiz las llama las “presentables™ para tal
periodo de tiempo. Asimismo, al agregado de sensaciones que es objeto de la percepcion actual
lo llama un agregado “presente”. De este modo, en cualquier instante de tiempo, el sujeto se
encuentra en relacion con cierto rango de “presentables” desde las cuales por un acto de
movimiento voluntario puede hacer “presente” a una de ellas, esto es, puede volverla objeto de

su percepcion actual. Por lo tanto, el sujeto debe tener “ante si” disponible durante ese lapso
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de tempo a cada prts.cmablc mndvidual, presentable que podri:l observar en cualquicr
momento que quisiera. De esto se siguc la posibilidad de adquurir la representacion de una
“enduring existence of different things at the same time one beside another”’( Helmholtz 1870,
LWV, pag.125). Permitaseme ilustrar ¢l punto con un ejemplo. En el intervalo de tiempo en que
me encuentro escribiendo este trabajo, estoy enfrentado a un medio ambiente de objetos en
reposo. En la medida en que puedo ponerme en relacion con esos objetos, permaneciendo yo
mismo en reposo o poniéndome en movimiento a su alrededor, genero un camulo de
sensaciones potenciales correspondientes a esos objetos. Asi, podria tener la sensacion visual
de mi gata durmiendo sobre el pupitre, de los gatitos de madera que adornan los estantes, de
varios libros a mi alrededor, del disco de Mozart que contiene las sinfonias Salzburgo. Todas
estas sensaciones conforman las “presentables” para ese momento del tiempo, esto es, el rango
de sensaciones definidas por ciertos movimientos voluntarios. Segin Helmholtz, esas
sensaciones (y otras muchas mas) se encuentran a mi disposicion durante ese momento del
tiempo, esto es, conforman un campo de sensaciones posibles para determinado grupo de
impulsos de mi voluntad. En cualquicr instante soy capaz, mediante un impulso de mi
voluntad, de llevar a cabo una de esas posibles sensaciones, por ejemplo, de prestar atencion a
mi gata que duerme sobre el pupitre. De esta “permanencia” de mis sensaciones, de su
disponibilidad, puedo inferir que hay cierta relacién entre ellas que corresponde a la relacion
de estar una a lado de la otra™ Esta es una relacién espacial.”

El movimiento de nuestro cuerpo en cuanto resultado de un impulso de nuestra

voluntad libre, es la fuente fundamental de nuestra percepcion de relaciones espaciales. En el

32 De inmediato se aclarard que el “estar una al lado de otra” no implica de ninguna manera una secuencia hneal
de las sensaciones sino mas bien una secuencia en forma de superficie o en la terminologia de Riemann, una
vanedad de segundo orden.

33 Debe agregarse que, segin Helmholrz, no ¢s necesario postular ningiin objero subyacente a las sensaciones, la
relacion espacial “surge” dnicamente mediante el impulso de la voluntad.
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desarrollo de esta intuicidn espacial como parte del movimiento corporal, juega un papel
esencial nuestro sentido del tacto. A través de él se constituye gran parte de nuestra estrucrura
de relaciones espaciales. Por ejemplo, moviendo nuestros dedos sobre los objetos llegamos a
conocer la secuencia en la cual las impresiones se ofrecen. Esta secuencia no esta
univocamente determinada por ciertos clementos a través de los cuales uno siempre deba ir,
adelante o atras, en el mismo orden, sino que tiene la forma de una supetficie donde las
impresiones se encuentran “una al lado de otra”. No obstante, las distintas superficies
requieren diferentes movimientos para deslizarse sobre ellas, si los objetos que se tocan se
mueven, debe agregarse un tercera dimension. Ademas del orden secuencial de las impresiones,
a través del tacto y del movimiento se obtienen relaciones de magnitud observando la
congruencia de la mano con partes o puntos de la superficie de los cuerpos. De esta forma, los
rasgos mds esenciales de la intuicion espacial, que se siguen del concepto de libre movimiento
de los cuerpos rigidos son, para Helmholtz, la idea de una existencia perdurable de cosas al
mismo dempo una al lado de otra y en las cuales las magnitudes pueden ser obtenidas por
telaciones de congruencia.

Ahora bien, apoyandose en esta concepcion Helmholtz dirige su critica a Kant
intentando mostrar que éste se equivoco al sostener que el espacio como una intuicion dada a
priori contiene “certain narrower especifications as expressed in the axioms of geometry”, en
lugar de ver a esa intuicién como “in itself devoid of any content, and into which any arbitrary
content of experience would fit” ( Helmholtz 1868a, EIV, pag.2). Como ya lo sugiere esta
tltima cita extraida de “Sobre el origen y significacion de los axiomas de la geometria”,
Helmholtz no rechaza la concepcion kantiana del espacio como intuicion dada a priori, lo que
rechaza es que contenga especificaciones como las que se encierran en los axiomas de

Euclides. En efecto, al final del segundo apéndice a “Los hechos en la percepcion” Helmholtz
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dice: “* Kant's doctrine of the a prior given forms of intunon is a very fortunate and clear
expression of the state of affairs; but these forms must be devoid of content and free to an
extent sufficient for absorbing any content whatsoever that can enter the relevant form of
perception” (Ibidem 1878, EIV, pag.162).

Entonces, ¢cémo concibe Helmholtz esta forma de intuicion dada a priori? Para hacer
esta idea mas clara, Helmholtz propone una analogia: es propio a la naturaleza de nuestra
Eact-J.ltad visual que todo lo vemos como un agregado de superficies coloreadas — “that is its
form of intuition”. Pero esto no determina en ninguna forma c6mo los colores que vemos
actualmente estin uno al lado de otro o cémo se suceden. De la misma forma, la
representacion de todos los objetos externos en relaciones espaciales podria ser la forma dada a
priori en la cual sélo podemos representarnos tales objetos; pero esto no implica que ciertas
percepciones espaciales deben ir juntas, por ejemplo que st un triangulo es equilitero la suma
de sus angulos debe ser igual a 180°. Helmholtz enfatiza que la forma general de la extension
espacial, en cuanto dada a priori, debe ser completamente indeterminada. Sin embargo, esto no
puede significar que no tiene determinacion alguna. Un pasaje en “Sobre el origen v
significacién de ios axiomas de la geometria” afirma que al menos el niimero de dimensiones
es una propiedad definida de la forma general de nuestro sentido externo. Alli se dice: “ Itis
otherwise with the three dimensions of space. All our means of intuition by the senses only
stretch to a space of three dimensions, and the fourth dimension would not be a mere
modification of what exists, but something completely new. Thus if only on account of our
bodily makeup, we find ourselves absolutely unable to imagine a way of intuitively conceiving a
fourth dimension” (Helmholtz 1868a, EI, pag.23). Ya que el nimero de dimensiones del
espacio es concebido por Helmholtz en conexién con su estructura maltiple, la consistencia

requiere que también veamos a esta estructura como incluida en la forma de la extension. Esto
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no significa, por supuesto, que la nocion matematica de una variedad diferenciable sea
conocida por los nifios. Lo que significa, si algo significa, es que dicha nocion surge de nuestro
intento de analizar y recomponer intelectualmente una idea natural del espacio con la que
stempre hemos sido familiares. Si esto es correcto, las propiedades del espacio puro pueden ser
establecidas en axiomas, y asi lo son por parte de Helmholtz en su trabajo “Sobre los hechos
que subyacen a la geometria”* de 1868.” No obstante, esas propiedades no se mencionan en
los ;lxiomas tradicionales de la geometria, que son lo que Helmholtz tiene en mente cuando
dice que los axiomas son empiricos. Tales axiomas, dice, no pertenecen a la teoria pura del
espacio porque hablan de cantidades, y “one can only talk of magnitudes if one knows and
intends some procedure, whereby one can compare these magnitudes, split them into parts and
measure them.” (Ibidem 1868a, EW, pag.24). Y continua: “ Thus all spatial measurement, and
therefore in general all magnitude concepts applied to space, presuppose the possibility of the
motion of 'spatial structures whose form and magnitude one may take to be unchanged despire
the motion.” (Ibidem 1868a, EW, pag.24).

Todos hemos experimentado la existencia de tales figuras desde nuestra infancia, pero
esta idea no se sigue de la idea del espacio puro. Como hemos visto en la seccion anterior, su
propia investigacion matematica ha mostrado que la existencia de figuras rigidas es suficiente
para determinar la geometria de una variedad. En este sentido, Helmholtz podria estar en lo
correcto al afirmar que la geometria descansa en un fundamento factual. Pero como también
vimos con anterioridad, este hecho sobre el cual descansa la geometria es un hecho de un tipo

muy especial. Recordemos que para Helmholtz la nocién de un cuerpo rigido esta lejos de ser

* En la bibliografia aparece este trabajo como 1868b

5 En sus comentarios a “The Facts in Perception”, M. Schlick opina que esos rasgos esenciales del espacio puro
no pueden ser puestos en la forma de axiomas, sino que deben ser entendidos come un componente psicologico
indescriptible de espacialidad que imbuye la percepcion sensonial. Vid. La nota 33 en la edicion citada.
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una idea empirica simple, antes bien, ¢s una idea “trascendental” en ¢l sentido de Kant, que
regula la bisqueda y el reconocimiento de relaciones espaciales de congruencia.

De este modo, la concepeion de Helmholtz sobre el espacio puede encerrarse en el
titulo del primero de los apéndices a “Los hechos en la percepcion”, a saber, “El espacio puede

ser trascendental sin que los axiomas lo sean”* (Helmholtz 1878, EW, pig.149).

3.1.4 Helmbholiz y Kant

En esta seccién final pretendo recopilar algunas de las ideas de Helmholtz sobre la
naturaleza del espacio y compararlas con las propias ideas de Kant al respecto. Esta
comparacion no es facil y nunca lo ha sido. La relacion entre ambos filésofos ha sido en la
literatura a menudo interpretada de acuerdo a las propias filiaciones filosoficas de los
intérpretes, oscureciendo en gran medida las verdaderas implicaciones de la concepcion de
Helmholtz con la de Kant. Un ejemplo claro de esta tension lo muestra la edicion que Paul
Hertz y Monitz Schlick compilaron y anotaron de los escritos epistemolégicos de Helmholrz, a
comienzos del siglo XX. Aunque inconscientemente, ambos estaban reflejando las dos
tendencias filos6ficas que se comenzaron a bifurcar a finales del siglo XIX: la perspectiva neo-
kantiana y el positivismo l6gico incipiente. Hertz traté de relacionar a2 Helmholtz con Kant en
puntos aparentemente irreconciliables, Schlick, por su parte, intenta “echar agua fria” sobre
muchas de las afirmaciones mas netamente kantianas de Helmholtz. Aqui creemos que una
correcta elucidacion de esta relacion ayudard, no sélo a cerrar un capitulo controversial en la

historia de las ideas, sino también posibilitard una mejor comprension de los esfuerzos

3 Debe apuntarse que Helmholtz no es muy cuidadoso al manejar la terminologia kantiana. Aqui, claro est,
intercambia a prion y trascendental, lo que viola flagrantemente el uso que Kant hace de estos términos. No
obstante, es claro que lo que quiere decir es que ¢l espacio puede ser a priod sin que los axiomas lo sean.
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filoséficos que en torno a la naturaleza del espacio y a su pape! dentro de la fisica se realizaron
a comienzos del siglo XX,

A pesar de que Helmholtz representé un movimiento filoséfico cuyo lema era
“Retornemos a Kant”, presentd su concepeion como estrictamente anti- kantiana en al menos
dos aspectos importantes. El primero y mas obvio de estos aspectos es su ataque explicito a la
idea de que la estructura especifica del espacio euclideano esta basada en nuestra intuicion
espacial o es a priori en alguna forma. De su propia investigacion matematica del “problema
del espacio”, Helmholtz habia aprendido que la estructura formal relevante de los movimientos
posibles en y a través del espacio (la estructura caracterizada por la condicion de movilidad
libre), no produce un espacio especificamente euclideano, sino antes bien los tres casos clasicos
de espacios de curvatura constante: el espacio euclideano, el espacio esférico o eliptico, v el
espacio hiperbélico. Segiin Helmholtz, si imaginamos a un sujeto localizado en alguno de esos
espacios no-cuclideanos de curvarura constante, podemos hacer perfectamente evidente que la
estructura formal de la intuicion espacial no determina univocamente el caso euclideano:

“This will suffice to show how one can deduce from the known laws of our sense
perceptions, continuing in the wav begun here, the series of sense impressions which a
spherical or pseudospherical world would give us if it existed. In this respect too we nowhere
meet.an impossibility or deductive fault, just as little as in the calculatve treatment of the
metrical relationships. We can just as well depict the view in all directions, in a pseudospherical
world, as we can develop its concept. For this reason, we also cannot admit that the axioms of
our geometry are based upon the given form of our faculty of intuition, or are connected with
such a form in any way” (Helmholtz 1868a, EW, pag.23). Y es en este sentido, por lo tanto,
que Helmholtz defiende una concepcién empirista de la geometria. Los axiomas de la

geometria especificamente euclideana no son ni necesidades del pensamiento (debido a que
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podemos desarrollar consistentemente el concepto mas general de mulaple fiemanniano) ni
necesidades de la intuicién (debido a que la estructura formal de la percepcion espacial
posibilita los tres casos clisicos de geometrias de curvatura constante). La geometria
especificamente euclideana puede ser obtenida s6lo desde los hechos observados que
gobiernan la conducta de los cuerpos rigidos en movimiento en el mundo actual. En esta
derivacion juega un papel esencial la teoria de la inferencia inconsciente de la que hablamos
antc;s. Esto no significa, como también vimos antes, que la idea kantiana de la intuicion
espacial y su estructura a priori sea completamente erronea. Por el contrario, el famoso titulo
del segundo apéndice a “Los hechos en la percepcién™ que citamos con anterioridad intenta
capturar el contenido de verdad que Helmholtz atin encuentra en la doctrina kantiana. Ya que
nuestra intuicién espacial tiene de hecho una estructura formal a priori expresada
matematicamente en la condicién de movilidad libre, 1a doctrina de Kant es, en este aspecto,
inobjetable. Solo los descubrimientos matematicos de las geometrias clasicas no-euclideanas y
el hecho de que esos tres cases son proporcionados por la condicién de mov_ilidzd libre, nos
permiten corregir el error en la doctrina original de Kant.

El segundo, y, quizds mds importante aspecto en el cual Helmholtz presenta su
concepcion como anti-kantiana, concierne a la idea de intuicién espacial misma. Porque
Helmholtz presenta su imagen cinemitica de la inticién espacial expresada en la condicion de
movilidad libre — la imagen de la intuicién espacial como implicando la estructura formal de los
cambios posibles en punto de vista y orientacién del sujeto — como opuesta explicitamente al
viejo concepto de intuicién, de acuerdo con el cual la intuicién espacial es un acto psicologico
simple e inanalizable que nos provee con una evidencia directa en la forma de un flash. Y es
s6lo invocando lo que él toma como la nueva imagen cinemitica de la intuicion espacial, lo que

le permite atacar las afirmaciones de los kantianos contempordneos que sostenian que las
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geometrias no-euclideanas pueden ser matematicamente pensables pero no espacialmente
intuibles, lo que las convertia en malos candidatos para describir la estructura de nuestra
intuicién espacial. Si la interpretacién de la propia doctrina de Kant de la intuicién espacial que
propuse en la seccién 1.3.1 de este trabajo es en general correcta, entonces podemos decir que
al menos el germen de esta concepeion cinematica del espacio ya esta presente en Kant. En
este sentido, la explicacién de Kant del estatus a priori de la geometria euclideana en términos
de [a estructura necesaria de nuestra forma pura de intuicién espacial contiene las semillas de
su propia destruccion.

Aqui se ofrece un tercer aspecto, ya mencionado antes, en el que las concepciones de
Helmholtz y Kant difieren notoriamente. Es el que tiene que ver con el viraje que Helmholtz
da a las nociones de a priori o trascendental. Helmholtz construye el grupo relevante de
movimientos rigidos que expresan la movilidad libre del sujeto en y a través del espacio
perceptual desde sus sensaciones musculares, en la medida en que inicia sus movimientos
voluntariamente. Esos movimientos son considerados esencialmente como movimientos del
cuerpo del sujeto. Para Kant, por contraste, las estructuras relevantes implican s6lo los
movimientos de un punto de vista incorpéreo y no tiene nada que ver, por lo tanto, con
sensaciones corporales. Kant esti interesado sélo con la “accién del entendimiento sobre la
sensibilidad” (B152) por el cual el sujeto trascendental se coloca a si mismo en el espacio en un
punto de vista definido y con una orientacién definida. De este modo, la intuicién pura, como
opuesta a la empirica, no envuelve percepciones ni sensaciones. Sin embargo, a pesar de esta
diferencia, Helmholtz salva el sentido constitutivo de las funciones intelectuales kantianas, al
reconocer el papel “idealizador” de la nocién de “cuerpo rigido” en la articulacién de las

nociones espaciales.
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Relacionado con lo anterior, existe una iltima diferencia entre los planteos de Kant y
Helmholtz que debemos mencionar. Como hice explicito en la seccion 1.3.1, Kant se ve
forzado a postular la existencia de la intuicion pura como fuente del conocimiento matematico,
debido a que desde lo que él llamé “logica general” (que incluia sélo la l6gica silogistica)
resultaba imposible derivar analiicamente la existencia de los objetos matemiticos”’. Implicito
en lo anterior, se encuentra la asuncién epistemologica basica de Kant de que para que se dé
auténtico conocimiento debe darse una combinacién de intuiciones y conceptos. Asimismo,
ese “medio” logico-fenomenoldgico que Kant postula en orden a “construir” los objetos
matematicos es, al mismo tiempo, nuestra forma a priori de intuicion externa, la forma del
sentido externo mediante la cual individualizamos los objetos como estando en relaciones
espaciales. De esto se sigue que era claramente imposible para Kant distinguir entre geometria
pura o matematica por un lado, v geometria empirica o fisica por otro. Para Helmholtz, por
contraste, no hay ninguna dificultad en formular la geometria pura 0 matematica desde un
punto de vista analitico o conceprual, sin referencia a la intuicidn espacial (via el concepto
riemanniano de variedad métrica). Asi, pareceria que de acuerdo a esta articulaciéon puramente
formal del espacio matemitico, se abriria un abismo fundamental entre la precisién y exacttud
de sus conceptos y el caricter tosco e indeterminado de la experiencia perceptual e intuitiva.
Sin embargo, el axioma de movilidad libre, en cuanto concepto a priori que determina las
relaciones espaciales que se obtienen de la comparacion y relacion de las sensaciones, salva el
abismo entre espacio conceptual v métrico.

En nuestra siguiente seccion, veremos como H. Poincaré desarrollé con amplitud una

concepcion de estas caracteristicas.

3" Este punto coincide con las razones que Fnedman da en soporte de su interpretacion de la filosofia de las
matemaicas de Kant. Véase su (1992).
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En suma, podemos concluir que la concepcion de Helmholtz sobre la naturaleza del
espacio podria ser vista como una continuacion “natural” del modelo critico de Kant. Esto es,
Helmholtz reconocié un nicleo de verdad en la concepeion kantiana del espacio, a saber, su
cardcter a priori, sin embargo los descubrimientos de las geometrias no-euclideanas en los que
¢l mismo estuvo implicado, lo hicieron sospechar de las especificaciones que Kant habia
incluido en esa estructura dada a priori. Si nos es posible establecer sistemas consistentes de
geometrias no-euclidenas y ain més de “visualizar” las estructuras espaciales que esos sistemas
postulan, entonces parece seguirse de alli que los axiomas de la geometria especificamente
euclideana no pertenecen a la estructura general de lo que llamamos “espacio”. Lo que sigue es
suponer que el espacio como nuestra forma de intuicién del sentido externo, contiene una
estructura que es lo suficientemente amplia como para aceptar la multiplicidad de geometrias
que se seguirian de nuestras asociaciones inconscientes de los datos de la experiencia. Asi,
como Helmholtz mismo lo dice al final del tercer apéndice a “Los hechos en la percepcién™

“Here Kant was not critical enough in his critique” (Ibidem 1878, EW, pag.163)

3.2 Idealizacion, constitucion, y convencion en la filosofia de la geometria de Henri

Poincaré

En esta seccion expondré la critica epistemoldgica de la geometria por parte de Henrl
Poincaré. Su posicion es etiquetada usualmente como “convencionalismo geométrico”, pero
como veremos, entender qué significa esto esta lejos de ser trivial.

Para evitar todo equivoco y preconcepcion en la comprension del punto de vista de

Poincaré™, permitaseme comentar algunas de las observaciones que Poincaré hace en la

3 Podria afirmarse que uno de los ataques mas virulentos contra la posicion de Poincaré, que contnbuyo 2 la
mayoria de los equivocos que se sostuvieron sobre ella provino de la obra de Karl Popper. Es cunioso no
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introduccién a una de sus mas grandes obras, |a wencia y la bipdtests, de 19027, Poincaré
comienza sus pensamientos dirigiendo su atencion a la creencia ampliamente difundida de que
“la vérité scientifique est hors des atteintes du doute”. Critica a aquellos quienes han creido que
la ciencia se encuentra en posesion de un método de razonamiento y generacion de
conocimiento infalible, la l6gica deductiva tradicional, que utiliza para derivar verdades desde
proposiciones autoevidentes. El suefio de estos sabios era construir el mundo con tan escaso
mat;':rial tomado de la experiencia como les fuera posible. Frente a esto, Poincaré plantea — y es
el fin de su investigacién mostrar- que la ciencia se encuentra dominada por la utilizacién de
hipotesis. Todas las proposiciones que las ciencias formales y naturales creen autoevidentes no
son mas que hipétesis de uno u otro tipo que, o bien se confirman por la experiencia y se
convierten en verdades fructiferas, o bien son excelentes principios heuristicos que fijan
nuestras ideas, o bien tienen la apariencia de hipétesis pero en realidad son convenciones.
Estas tltimas son en las matematicas v en ciencias relacionadas, de la mayor
importancia. Sin ellas la posibilidad de tales ciencias no podria atin plantearse, pues consisten,
como ]. A. Coffa ha manifestado con agudeza, en ser la fuente de significacion de todo
enunciado dentro de una teoria dada, esto es, son definiciones de los términos primitivos que
ocurren dentro de un marco conceptual. Al igual que los enunciados sintéticos a priori
kantianos, son proposiciones de una naturaleza hibrida, esto es, no son ni verdades logicas ni
enunciados meramente ficticos. Pero a diferencia de aquellos, son libres creaciones de la
mente humana, en ninguna medida atrincheradas en nuestro aparato cognitivo. Sin embargo,
como Poincaré mismo enfatiza en la introduccién que estamos comentando, algunas personas,

movidas por la impresion que les ha causado este caracter de libertad en las convenciones, han

obstante, que Lakatos caractenzara en varios lugares a la posicion general de Popper como una vanante del
convencionalisma.
3 Citaré por la edicion de 1932.
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ido demasiado lejos y “clles ont oublié que la liberté n’est pas |"arbitraire”. Con ello, han
privado a la ciencia de cualquier significacién empirica, esto es, han creido que el mundo que
conocen es simplemente creado por su propio capricho. Por el contrario, Poincaré cree que si
bien la experiencia no puede determinar nuestra eleccién de un sistema teérico u otro, si
representa una guia para discernir esta eleccién, y en una metafora bien explicita Poincaré dice:
*“ Nos décrets sont donc comme ceux d"un prince absolu, mais sage, qui consulterait son
Conseil d ‘Etat”(Poincaré, H. 1932, pag. 3).

Al igual que Helmholtz, Poincaré cree que el origen matematico y la aplicacion
empirica de la geometria matematica ha de ser explicada mediante la estructura del grupo de
movimientos rigidos del sujeto percipiente en el espacio perceptual, expresada en la condicién
de movilidad libre. Poincaré coincide también en que la estructura de este grupo (i.e. la
estructura del espacio perceptual) estd basada en nuestras sensaciones motoras o corporales en
Ia medida en que movemos o desplazamos nuestro cuerpo en y a través del espacio perceptual.
Finalmente, Poincaré también coincide con Helmholtz, en que debido a que la condicién de
movilidad libre da lugar a cualquiera de los tres casos de geometrias clisicas de curvatura
constante, la geometria especificamente euclideana no es una necesidad del pensamiento ni un
producto de nuestra forma de intuicién a priori. Asimismo, dado que nuestra experiencia
sensible no puede arrojarnos, debido a su inherente ambigiiedad, una estructura u otra, el
grupo con el que culminamos debe reflejar inevitablemente nuestra libre eleccién. Eleccion que
es guiada pero no restringida por esa experiencia tosca y aproximada. Esto nos conduce, a su
vez, a un aspecto interesante de la concepcién de Poincaré que a menudo es pasado por alto”.

Como bien deciamos, nuestra experiencia sensible, y la reflexion sobre ella, nos sugiere

“ Friedman (2000) ha tratado brllantemente la relacién entre Kant, Helmholtz y Poincaré, aunque se ha cenrrado
en la importancia que esos autores asignan a la intuicién en la nocion de espacio. A diferencia de esto, mi nrerés
esti dirigido a mostrar que en Poincaré se gesta una idea de entendimiento y de constitucion de la experiencia que
obwvia el recurso a la intuicion y acria bajo la forma de “idealizaciones”™.
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determinadas estructuras geométricas que nunca comnciden plenamente con sus respectivas
formulaciones matemdticas. Estas inferencias, no obstante, no proceden de una forma
meramente empirica. Si bien la geometria puede ser definida como el estudio del movimiento
de los solidos, es claro que no se ocupa en realidad de los sélidos naturales, sino que tiene por
objeto ciertos solidos ideales, absolutamente invariables, que no son mas que una imagen
simplificada y bastante lejana de aquellos. La nocién de esos cuerpos ideales es, segun
Poincaré, extraida completamente de nuestro espiritu, y la experiencia s6lo es una ocasion que
nos ayuda a hacerla surgir. AGn mas, la investigacion de los grupos de movimientos de cuerpos
rigidos solo es posible porque “le concept général de groupe préexiste dans notre esprit au
moins en puissance” (Ibidem, pig. 90). Es decir, se nos impone como una forma de la facultad
del entendimiento.

Pareceria entonces, que Poincaré piensa que estas nociones que estan a priori en
nuestra mente, ofician como verdaderas condiciones de posibilidad para el establecimiento de
una geometria particular. Esto es, hacen posible la forma en que extraemos de nuestra
experiencia empirica el grupo de movimientos relevantes que sugeriran el establecimiento de
un sistema geométrico especifico. El paso final, el que va desde la “sugerencia” por parte de la
experiencia al establecimiento de un sistema geométrico particular, lo dan criterios de
conveniencia, claramente la simplicidad. Aqui puede apreciarse la dimensién epistemolégica
fundamental del trabajo de Poincaré. Si bien podemos reconocer con Coffa el sentido
esencialmente semantico de los axiomas de la geometria y de toda convencion, que no son mas
que “definiciones disfrazadas”, no obstante no podemos hacer abstraccién de la importancia
que Poincaré concede a la determinacion de la experiencia perceptual mediante ciertas

nociones matematicas que existen a priori en nuestro entendimiento.
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Ein esta seccion intentar¢ dar cuenta esenclalmente de este proyecto epistemologico.
Para ello, en primer lugar expondré las ideas de Poincaré sobre el espacio y la geometria,
haciendo énfasis sobre su concepeidn de los axiomas. Iin esto seguiré la interpretacion de J. A.
Coffa. En segundo lugar, me abocaré a tratar de desentranar la forma en que Poincaré pensaba
c6mo se daba la relacion entre el espacio perceptual y el espacio geométrico, el espacio
construido a partir de nuestras sensaciones y el espacio construido por el gedmetra, y el papel

que los elementos idealizadores del entendimiento juegan en la consurcion del primero.

3.2.1 Los axiomas de la geometria como “definiciones disfrazadas”

La parte 11 de La giencia y fa hipdtesis (en adelante SH), comienza con una revision de
las geometrias no-euclideanas. Alli, Poincaré considera las geometrias de Bolyai-Lobachevsky y
de Riemann y varias nociones importantes. En la breve seccién con la que finaliza esta revision
de Ia pluralidad de geometrias, titulada Sobre la naturaleza de los axiomas ', nos dice varias cosas
de profundo interés. La primera pregunta que se plantea respecto de la naturaleza de esos
axiomas es: “Sont-ce des jugements synthétiques 4 priori, comme disait Kant?” (Ibidem, pag.
65). Y su respuesta contundente es: “Ils s imposeraient alors 4 nous avec une telle force, que
nous ne pourrions concevoir la proposition contraire, ni batir sur elle un édifice théorique. Il
n'y aurait pas de géometrie non euclidienne” (Ibidem, pag. 65). El argumento es simple v no
requiere mayor elucidacién. Si alglin sistema de geometria fuera verdadero a priori, no
podriamos concebir un sistema contrario e igualmente racional, /d es7, un sistema que niega
consistentemente uno de los pti‘ncipios independientes del primero. Ya que esto es posible,
ninglin sistema de geometria puede ser verdadero a priori. El argumento de Poincaré refura la

tesis de que la estructura geométrica actual del mundo fisico sea necesariamente euclideana.

61 Como es sabido, Poincaré distingue entre espacio geométnco y espacio perceprual. En lo siguiente se referird
pura y exclusivamente al primero.

205



Como parece inferirse de estas consideraciones, Poincaré niega que tuviéramos una
conciencia no empirica e inmediata del espacio como marco universal en el cual todo objeto de
la percepcioén sensorial debiera ser localizado (es decir, negd la posibilidad de una intuicién
pura en sentido kantiano), y buscé mostrar como el espacio perceptual surge de la empresa
puramente intelectual de comparar las percepciones sensoriales y reflexionar sobre ellas. La
explicacién de este proceso serd parte del objeto de mi siguiente seccion.

Entonces, si los axiomas de la geometria no son juicios sintéticos a priori en el sentudo
de Kant “Devons nous donc conclure que les axiomes de la géométrie sont des vérités
expérimentales?” (Ibidem, pag. 65). Poincaré acepta que la geometria trata-a sus figuras como
si se comportaran como cuerpos solidos y es de la experiencia de dénde extrae las propiedades
de esos cuerpos. Las propiedades de la luz y su propagacién rectilinea han dado lugar también
a algunas de las proposiciones de la geometria, en particular a las de la geometria proyectiva,
por lo que podria decirse que la geometria métrica es el estudio de los solidos y la proyectiva el _
estudio de la luz. Sin embargo, Poincaré observa que hay una dificultad insuperable en esto, a
saber, que la geometria no puede ser una ciencia empirica debido a que no se encuentra sujeta
a revision a la luz de la experiencia creciente. Mas atin, la geometria es una ciencia exacta,
mientras las ciencias empiricas son siempre aproximatvas.

Por lo tanto, segin Poincaré, los axiomas de la geometria no son ni juicios sintéticos a
priori ni hechos experimentales. Son comvenciones, o “En dautres termes, les axionms de la géométrie

(je ne parle pas de ceux de 1'arithmétique) e sont gue des definitions déquisées” (Ibidem, pag.,67)".

&2 Como es ampliamente conocido, para Poincaré, la antméuca es sintética a priori en el sentido de Kant, esto es,
su tipo de razonamiento, el razonamuento por recurrencia, depende pura y exclusivamente de la apelacion a la
intuicién.
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Segtn el trabajo de J. A. Coffa que he citado con anterioridad™, al llamar a los axiomas
“definiciones”, Poincaré estaba bautizando una dificultad en una forma que podia invitar a
malentendidos. Veamos con detalle qué quiere decir Coffa con esto.

Desde que los filésofos modernos habian desafiado la doctrina cldsica de la definicion
por género y diferencia, evoluciond una tradicién de acuerdo con la cual las definiciones son
construidas enumerando las ideas simples que se combinan en la significacion del término
dcfim'do. Es decir, son enumeraciones de las marcas suficientes que son ingredientes o
constituyentes del definiendur:. A través de la influencia de Bolzano, Frege, Meinong y Russell,
las nociones de un complejo y sus constituyentes se convirtieron en los conceptos metafisicos
centrales de la nueva semantica que inspir6 las doctrinas del analisis filosofico y el atomismo
16gico. Bajo esta perspectiva, la busqueda de las propiedades esenciales de los objetos fue
reemplazada por la bisqueda de los constituyentes de un complejo. La definicién de un
concepto, en particular, lleg a ser vista como estructuralmente idéntica al analisis de un
compuesto quimico en sus elementos. De acuerdo a esta imagen analitica del concepto, pueden
distinguirse dos momentos en el proceso de analisis de un couccpto.-En un primer momento,
hay un punto en el cual encontramos un conjunto de constituyentes conceptuales, las asi
llamadas “marcas” caracteristicas que podrian o no podrian estar sujetas a un analisis ulterior y
cuya conjuncion es idéntica con el definiendum. El segundo momento se obtiene cuando
encontramos constituyentes que son intrinsecamente inanalizables o simples. No hay razén en
principio, por la que el proceso de anilisis no pudiera continuar ad infiniturm, pero los
proponentes de la imagen analitica de las definiciones creian firmemente que en algin
momento se llegaria al territorio de lo “indefinible”. De acuerdo con esta imagen, la definicién

de un concepto puede ser vista como la conjuncién de sus marcas o como la reconstruccion

63 Me refiero al trabajo citado en la nota 28.
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del definiendum desde sus constituyentes simples. Sin embargo, a pesar de que los proponentes
de la imagen analitica dijeran cosas importantes acerca de las definiciones, tenian poco que
decir acerca de los indefinibles. Esto no significa que no les concedieran importancia, por el
contrario, constituia para ellos el verdadero problema detras de la teoria de la definicion.

Segun Coffa, la nocién que Poincaré estaba usando de “definicion” estaba lejos de
corresponder a la imagen analitica y s6lo puede entenderse en contraposicion a esta idea. Es
solo en el marco de la discusion entre el miembro mas prominente de la imagen analitica,
Bertrand Russell, y Poincaré, que puede entenderse cabalmente lo que éste entendia por
“definicion”.

Como es mis o menos conocido, en 1897 Russell publicé una version revisada de lo
que habia sido su tesis doctoral, bajo el titulo de Ensayo sobre los fundamentos de la geometria. Este
trabajo provoco una serie de comentarios escritos, estando entre los mds importantes la
recension que Couturat hizo en la Revwe de Métaphysigue et de Morale en 1898, y en la que
defendi6 ardientemente la posicion de Russell. En el siguiente volumen de la Revwe se incluye
una revision que Poincaré hizo del trabajo de Russell. En esa revisién, Poincaré no sélo
caracteriza a los axiomas de la geometria como “definiciones” sino que conmina a Russell a
que proponga su propia definicién de los primitivos geométricos. La respuesta de Russell
consisti en arrostrar a Poincaré lo que era la consecuencia inevitable de la concepcion analitica
de la definicién, a saber, que “evervthing that is fundamental is neccesarily indefinable” (Citado
en Coffa 1986, pag. 20).

Segun Russell, existen dos tpos de definiciones. La definicién matemitica y la
definicion filosofica. La primera identifica a un objeto como el unico que esti en cierta relacion
con conceptos u objetos ya conocidos. Por ejemplo, si defino el nimero 1 como aquel que

precede al 2, lo que estoy dando es una mera definicién matematica de ese objeto. Por el
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contrario, filoséficamente un término esta definido cuando se conoce su significado, y éste no
puede consistir de relaciones con otros términos. El significado de un término puede ser
complejo o simple, esto es, o bien estd compuesto de otros significados o es uno de esos
elementos Gltimos que son los consttuyentes de otros significados. En el primer caso
definimos filosoficamente el término enumerando sus elementos simples, pero en el segundo
caso esto no es posible, aqui nos encontramos con significados simples que, segin la propia
teoria del conocimiento de Russell por estos tiempos, sélo podemos conocer por “intuicién”
por “familiaridad”. Aplicadas al problema de la geometria, estas observaciones venian a querer
decir que conceptos como “punto” o “linea recta” pueden ser usados para definir otros
términos, pero que ellos mismos son indefinibles.

Como es obvio, Poincaré no podia estar usando el mismo sentido de “definicién” que
Russell usaba. Por “definicion” Poincaré entendia lo que el diccionario le ensefiaba: un proceso
a través del cual se identifica el significado de una expresion. La diferencia crucial entre ambos
sentidos es que para la concepcion analitica, “definicion” refiere sélo a un proceso para derivar
nuevos signiﬁcadc;s de otros anteriores que ofician como sus constituyentes; para Poincaré,
por el contrario, “definir” se extiende al proceso por el cual se define un término sin necesidad
de presuponer otros anteriores.

Por supuesto, para Russell, la idea de que los axiomas geométricos pudieran estar
implicados en los procesos de asignar significados a algunos de sus términos era
completamente ininteligible, y la causa de que lo fuera estaba basicamente en la presuncién que
dominaba la mayoria de las ideas semanticas de los miembros de la concepcién analitica, a
saber, la tesis del atomismo semantco. Este principio no concierne primariamente a

ptoposiciones sino a los enunciados que usamos para expresarlas, y afirma que las unidades
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gramaticales de un enunciado . deben tener un significado previo a su unién con otras
unidades en S, si S ha de ser capaz de expresar una proposicién o transmitir informacion.

Segtin Coffa, “The basic fact to bear in mind is that all participants in the debates
endorsed this principle; but whereas the philosophers used it to infer (by zodus ponens) a
doctrine of geometry that no geometer could accept, the geometers used it to infer (by modus
tollens) a doctrine of geometric knowledge that no philosopher could seriously entertain™
(Ibi;:lcm, pag. 21).

El argumento de Russell contra el uso de Poincaré de “definicién” en relacion con los
axiomas de la geometria, en el cual se hace manifiesta la tesis del atomismo semantico, va
como sigue: dado que los axiomas de la geometria expresan proposiciones (transmiten
informaci6n), por la tesis del atomismo seméntico, los primitivos geométricos deben haber
adquirido de alguna manera significado antes de que puedan contribuir a la expresién de una
proposicion via el enunciado apropiado. La forma especifica en que esos primitivos han
adquirido significado no parece importatle a Russell, por lo que no la considera de significacion
semdntica u ontolégica. Poincaré, por otro lado, estaba haciendo un esfuerzo por mostrar que
era un error considerar a los axiomas de la geometria como enunciados que transmiten
informacion y asignan propiedades o relaciones a los objetos. En su propio trabajo sobre los
fundamentos de la geometria asi lo expresa:

“If an object has two properties 4 and B, and if it is the only one that has the property
A, this property can be used as a definition; and since it will suffice as a definition, the
property B (i.e., the attribution of B) will no longer be a definition; it will be an axiom or a

theorem.



If, on the contrary, the object 1s not the only one that has the property A, but it is the only one
that has both properties 4 and B, 4 no longer suffices to define it, and the property B will be a
complement of the definition, and not an axiom or a theorem.

In a word, in order for a property to be an axiom or a theorem, it 1s necessary that the object
that has this property has been completely defined independently of this property. Therefore, in
order to have the right to say that the so-called distance-axioms are not a disguised definition
of d:istance, one should be able to define distance in a way which does not involve an appeal to
those axioms. But where is that definition?” (Citado en Coffa 1986, pag.22)

Con minimas diferencias el punto es el siguiente: los axiomas de la geometria han sido
ampliamente vistos como enunciados que transmiten informacién acerca de entidades
espaciales. Si esto es asi (por el principio del atomismo semantico), debe ser posible “definir”,
en otras palabras, identificar intersubjetivamente de alguna manera los significados de los
primitivos geométricos antes que ellos sean incorporados a los enunciados axiomaticos. Pero
Poincaré agrega al argumento una nueva premisa, la leccién que los gedmetras habian
aprendido de su propio trabajo: no hay nada que podamos decir acerca de los significados de
los primitivos geométricos excepto lo que los axiomas dicen. No hay, por supuesto, nada que
nos prohiba decir que esos primitivos significan ciertos objetos fisicos, o ciertas
representaciones mentales, pero no hay un significado particular que la geometria le asigne a
sus primitivos con anterioridad a su construccién. Esto no significa que no tengamos
comprension alguna de los primitivos geométricos, sino que todo lo que la geometria dice de
ellos es a través de su participacion en los axiomas de la geometria. Bajo esas circunstancias, la
tesis del atomismo semantico excluye a los axiomas geométricos de transmitir alguna suerte de

informacion. Por ello, ya no serdn enunciados ni analiticos ni sintéticos. Pero, simporta esto?
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Lo que importa es que los axiomas juegan un papel irremplazable en el conocimiento
geométrico porque identifican el significado de los primitivos geométricos. Para ponerlo en
palabras de Coffa : “ Geometric axioms are definitions disguised as claims; and what they
define is the indefinables” (Idem Coffa, pag. 23).

De este modo, podemos ver que en la propuesta de Poincaré de los axiomas de la
geometria como “definiciones disfrazadas”, encontramos el sentido semantico de la vieja
nocién kantiana de juicios sintéticos a priori. A diferencia de estos, no obstante, aquéllos no se
encuentran arraigados en la estructura cognitiva que nos caracteriza como seres humanos, son
libres creaciones de la mente humana que elegimos libremente, aunque no con arbitrariedad
sino conducidos por nuestra experiencia ordinaria del espacio. Aqui, no obstante, como
sefialamos en la introduccion a nuestra seccidn, se esboza un propésito eminentemente
epistemoldgico en la concepcion de Poincaré. En efecto, segiin Poincaté, nuestro espacio
perceptual surge meramente como una reflexion o construccion del entendimiento desde
nuestras sensaciones. De esto se sigue que en principio este espacio perceptual, afectado de
una gran indeterminacion producto de la contingencia de las sensaciones, no podria coincidir
en ninguna medida con el espacio postulado por el gedmetra. Sin embargo, como ya dijimos,
en orden a escoger un conjunto de postulados geométricos antes que otro como base de una
teoria fisica, por ejemplo, el espacio obtenido empiricamente puede servir de guia para llevar a
cabo dicha eleccion. Y puede servir de guia inicamente debido a que esas generalizaciones
inductivas, mediante las cuales obtenemos un espacio perceptual particular son reguladas o
determinadas por ciertas funciones matematicas del entendimiento, que imprimen en ellas un
sentido mas que meramente empirico. S6lo asi el espacio obtenido a través de los sentidos
obtiene el estatus necesario que lo acerca al espacio geométrico, el cual necesariamente se elige

mediante una decision arbitraria. Pero esto es tema de nuestro signiente apartado.
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3.2.2 La constitucion del espacio a través del caracter a priori de la nocion de grupo

Permitaseme comenzar con la siguiente observacion de Poincaré: “ Nos sensations ne
peuvent pas nous donner la notion d espace. Cette notion est construite par l’esprit avec des
¢éléments qui preexistent en lui, et |'expérience externe n’est pour lui que 1'occasion d’exercer
ce pouvoir, ou au plus moyen de déterminer la meilleure maniére de |"exercer.
Les sensations par elles-memes n’ont aucun caractere spatial” (Poincaré, H. 1898, pag. 5).

Como queda claro en el pasaje, segiin Poincaré, la nocién de espacio no proviene de
nuestras sensaciones aisladas, sino que es un constructo de la mente con elementos que le
pertenecen originariamente y que la experiencia tiene ocasién de “actualizar”. Para decirlo en
términos afines con el espiritu de este trabajo, el espacio, para Poincaré, surge con la experiencia
pero no de la experiencia.

Que el espacio no “esta” meramente en los sentidos lo prueba el siguiente ejemplo
propuesto por Poincaré:

“Que pourrait voir un homme qui ne posséderait quun oeil unique et immobile? Des
images différentes se formeraient sur différents points de sa retine; mais serait-il amené a
classer ces images comme nous classons nos sensations rétiniennes actuelles?” (Ibidem, pag.5)

Supongamos cuatro imagenes formadas en cuatro puntos de su retina, A, B, Cy D.
Nosotros, por ejemplo, seriamos capaces, por un suave movimiento de nuestro ojo, de saber si
la distancia entre AB es igual a la distancia entre CD, simplemente porque somos capaces de
traer a C la imagen que estaba en A y a D la que estaba en B. Pero dado que estos suaves
movimientos son imposible para nuestro hombre imaginario, le pareceriamos desde todo
punto ridiculos si le preguntiramos si la distancia entre AB es igual a la distancia entre CD.

Nuestro sujeto carece de una funcién mediante la cual podemos ordenar, clasificar y comparar



nuestras sensaciones, una funcién que consiste en referir las sensaciones a una categoria que
preexiste en nosotros.

Poincaré se pregunta de inmediato: “ Cette catégorie doit-clle etre regardée comme une
“forme de notre sensibilité¢”?” (Idem, pag.6). Y su respuesta también inmediata es “no”, si la
entendemos como algo que condiciona la existencia de las sensaciones consideradas
individualmente. Estas son posibles sin condicion previa, pero como vimos antes, tampoco
son capaces de proveernos de la nocion de espacio, por lo tanto, para obtener esta ultima
necesitamos “comparar” nuestras sensaciones y “razonar” sobre ellas, y ésta funcion solo
puede cumplirla el entendimiento. Poincaré llama a esta categoria “espacio sensible”. Este
“espacio sensible” es concebido por Poincaré como compuesto de un gran nimero de
sistemas absolutamente independientes entre si, cada uno correspondiendo a ciertas fibras
nerviosas que determinan un tipo de sensacién. Esto es, cada uno de estos subsistemnas se
encargan de comparar las sensaciones que pertenecen a un nico sentido o fibra nerviosa.

Es importante aclarar, no obstante, que esta funcién compara, por ejemplo, dos
sensaciones del mismo tipo, de acuerdo a si una tiene un grado mayor que la otra, pero no
cudntas veces mayor es ese grado,

Asf, de acuerdo con Poincaré, el “espacio sensible” podria ser caracterizado como una
variedad topolégica n-dimensional (representando n el nimero de fibras nerviosas). Y cada
punto de este espacio sensible seria un agregado de sensaciones simultaneas que podria
llamarse con justicia un estado de conciencia sensorial, dada la fundamental funcién de comparacion
y reflexion que se hace en cada caso.

Ahora bien, nuestro “espacio sensible”, segin Poincaré, “differe de 1’espace du
geometre”. En principio, el gedmetra parece introducir una categoria hecha totalmente de la

misma especie cuando emplea tres sistemas como los tres ejes de coordenadas. En nuestro
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espacio sensible, por ¢l contrario, no tenemos solamente tres sitemas, sino tantos como fibras
nerviosas. Esto hace aparecer a nuestros sistemas como mundos separados, fundamentalmente
distintos, mientras que los tres ejes de la geometria cumplen todos el mismo oficio y son
intercambiables. Por ultimo, las coordenadas son susceptibles de ser medidas y no sélo
comparadas. Todo esto muestra, segin Poincaré, la capacidad para “nous élever de cette
catégorie brute, que nous pouvons appeler |"espace sensible, a I’espace geometrique™ (Idem,
pég.lé).

El espacio sensible nunca podra ser depurado de modo que refleje el espacio
geomeétrico. Pero aunque no podamos representarnos los objetos en el espacio geométrico, si
podemos razonar sobre ellos “como si” existieran en ese espacio. Esto es, el espacio
geométrico regula, por asi decirlo, la actividad mediante la cual ordenamos nuestros objetos en
el espacio y es, por lo tanto, “une forme de notre entendement” (Idem, pag. 8). Sin embargo, a
pesar de todos los esfuerzos que hagamos, el espacio sensible no seri jamas ni infinito, ni
homogéneo, ni isotropico.

Al igual que para Helmholtz, la nocién fundamental desde la cual se posibilita la
construccion del espacio para Poincaré, es la nocién de desplazamiento y cambio de estado.

Segtin Poincaré, la geometria y la nocion de e.;pacio geométrico surgen del
reconocimiento de que nuestras sensaciones varian y de las leyes que rigen tal variacion. Aun
mas, el surgimiento de la geometria depende de nuestra capacidad para distinguir los dos tipos
de cambios que pueden sufrir nuestras impresiones. Decimos que estas cambian debido tanto a
que los objetos que las causan han sufrido un cambio de estado como a que esos mismos
objetos han sufrido un desplazamiento. ;Cual es el fundamento de esta distincion?
Consideremos los dos casos planteados por Poincaré. En el primer caso tenemos una esfera

con un hemisferio azul y otro rojo que gira sobre si misma. Ante nuestros ojos mostrara
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primero un hemisferio azul y luego otro rojo. El segundo caso se trata de un liquido contenido
en un vaso que por una reaccion quimica cambia su color de azul a rojo. En ambos casos una
impresion de azul es reemplazada por una impresion de rojo. La diferencia por la cual
llamamos al primero un cambio de desplazamiento y al segundo un cambio de estado se debe a
que en el primer caso, me es suficiente con iniciar un movimiento voluntario alrededor de la
esfera para volver a sufrir la sensacion de azul. Es decir, un cambio de desplazamiento con la
impresion correspondiente puede ser corregido mediante un movimiento voluntario de mi
propio cuerpo. De acuerdo con esto, entre los cambios que sufren nuestras impresiones,
podemos distinguir: a) aquellos que son independientes de nuestra voluntad y no son
acompanados de sensaciones musculares, a las que Poincaré llama, camibios externos; y b) aquellos
que son voluntarios y acompanados de sensaciones musculares, y que llama cambios internos. No
obstante, se observa que en algunos casos, cuando un cambio externo ha modificado nuestras
impresiones, mediante un cambio interno voluntario podemos reestablecerlas, por lo que los
cambios externos pueden ser subdivididos en dos clases: a) los cambios que son suscepubles
de ser corregidos por un cambio interno, que son los desplazamientos; y b) los que no son
susceptibles de tal correccién, a saber, los cambios de estado. De este modo, como ya ha sido
sefialado al comienzo, un hombre que no sea capaz de realizar movimientos voluntarios no
podra jamds construir la geometria. Al igual que en la posicién de Helmholtz, el axioma de
movilidad es la base sobre la cual se construye la nocién de espacio y la geometria.

A su vez, es importante realizar una clasificacion de los desplazamientos. Segin
Poincaré, éstos solo pueden ser relacionados de acuerdo a si son corregidos por el mismo
cambio interno. En efecto, consideremos nuevamente la esfera que gira sobre si misma v que
muestra alternativamente su hemisferio azul y su hemisferio rojo. Consideremos también otra

esfera. que presenta un hemisferio verde y uno amarillo y que también gira sobre si misma.



También mostrara alternativamente primero el hemisferio verde y luego el amarillo. Nosotros
decimos que ambos desplazamientos son de un mismo tipo, a saber, una rotacién, pero ;sobie
qué base hacemos tal comparacién? La hacemos sobre la base de que en ambos casos
podemos corregir la impresion correspondiente mediante un cambio interno, esto es, mediante
un movimiento voluntario de nuestro cuerpo que logra una especie de compensacion entre
ambos cambios. Pero también puede preguntarse: jcémo reconocemos que esos cambios
internos son idénticos? Simplemente por que son provocados por las mismas sensaciones
musculares, y para esto no necesito ni conocer la geometria, ni representarme los movimientos
de mi cuerpo en el espacio geométrico.

Asimismo, los cambios internos pueden ser distinguidos anilogamente. Pueden
relacionarse de acuerdo al cambio externo que puedan corregir.

Ahora bien, hay un punto de la mayor importancia que debe ser notado aqui, a saber, el
hecho notorio que las clasificaciones de las que acabamos de hablar no surgen como un hecho
bruto desde la experiencia, pues la compensacién entre un cambio externo y uno interno es
siempre aproximada, sino que son una operacion activa del espiritu que intenta introducir esos
resultados brutos de la experiencia “dans une forme préexistante, dans une categorie” (Idem,
pag. 10), cuya operacién consiste en identificar dos cambios como poseedores de una
caracteristica comin, aunque no posean tal caracteristica mas que desde un punto de vista
aproximado. Aqui, de nuevo, vemos el papel constitutivo idealizador que el entendimiento
posee en relacion a la generacion de la nocién de espacio. Sin embargo, como el mismo
Poincaré aclara, “le fait meme que ’esprit ait I’occasion d "accomplir cette opération est du a
"experiencie” (Idem, pag, 10) pues ésta le ensefia que la similaridad entre los cambios es solo
aproximada, por lo que el entendimiento debe intervenir para transformar esos cambios

aproximados en algo sujeto a reglas precisas.



il

La siguiente nocidn que nos importa es la nocion de “grupo de desplazamientos™.

Es evidente, segtin Poincaré, que si consideramos un cambio A y lo hacemos seguir de un
cambio B, somos libres de considerar al conjunto de los dos cambios, A seguido de B, como
uno solo que puede expresarse como A+B y puede ser llamado el cambio resultante. S1
pensamos que estos cambios son desplazamientos, entonces A+B es también un
desplazamiento. “Les mathématiciens expriment cela en disant que 1"ensamble des déplacements
jbm:-e une groupe” (Idem, pig. 10, las cursivas son de Poincaré). Pero, jcémo sabemos que el
conjunto de desplazamientos es un grupe? ;Lo sabemos mediante un razonamiento a priori?, o
¢lo sabemos por experiencia?. Veamos la respuesta de Poincaré a ambas alternativas,

En primer lugar, consideremos la posibilidad de que sepamos a priori que los conjuntos
de desplazamientos constituyen un grupo. Podemos pensar que si un cambio externo A4 es
corregido por un cambio interno A1, y que un cambio externo B es corregido por el cambio
interno B’, el cambio externo resultante A+ B serd corregido por el cambio interno resultante
B'+A". A esta conjuncién de desplazamientos le llamamos un grupo. Pero, segtin Poincaré, a
este razonamiento le subyacen varios problemas. Por un lado, es claro que los cambios Ay A"
se compensan, esto es, mediante el cambio interno A4 yo obtengo mis impresiones primitivas
(lo que puedo expresar como .4+.4"=0), y lo mismo puede decirse de By B". Pero, ;puedo
saber a priori que siempre obtendré B+B"=0 después de los cambios A4y A4"? :Qué sucedera
s los cambios acontecen en otro orden, por ejemplo, A, B, B', A Es claro que no obtendria
mis sensaciones primitivas. Por otro lado, si dos cambios externos Cy C” son vistos como
idénticos, esto es, son susceptibles de ser corregidos por el mismo cambio interno ¢y otros dos
cambios internos Dy D’ lo son por el mismo cambio interno 4, ;qué nos autoriza a decir que

los dos cambios C+D y C"+D” son susceptibles de ser corregidos por los mismos cambios

# Aqui se aprecia claramente la influencia del Erlangen Program de F. Klein.
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internos y son por lo tanto idénticos? Nada nos autoriza a ello, v si estamos frente a una
proposicion verdadera ella no puede ser el resultado de un razonamiento a priori. Pero
entonces, Jes la idea de grupo de desplazamientos obtenida a través de la experiencia? Poincaré
advierte que nuestra tendencia sera a verla como tal, sin embargo, el reconocimiento de que
aun las experencias més precisas no nos arrojan mas que un estatus meramente aproximado
para nuestra nocién, nos hardn plantearnos la pregunta obvia “Et alors qu‘adviendra-t-il de la
gco;rxetde?” (Ibidem, pag.11). sAcaso no se pondria en duda nuestra creencia bien arraigada en
la necesidad de la geometria? Segin Poincaré, debemos estar tranquilos al respecto, pues la
geometria estd al abrigo de cualquier revisién. Y esta al abrigo de cualquier revision porque ella
misma es condicién de posibilidad de la constitucién de los fenémenos. De acuerdo con
Poincaré, cuando la experiencia nos ensefia que un cierto fenémeno no se corresponde con la
ley indicada, lo borramos de la lista de desplazamientos. Cuando nos ensefia que un cierto
cambio no obedece tal ley més que aproximadamente, consideramos a tal cambio, mediante
una convention artificielle, como el producto de otros dos cambios. Asi, por ejemplo, decimos que
los sélidos naturales no sufren solamente grandes cambios de posicion, sino también de
pequeiias curvaturas y de pequeiias dilataciones térmicas.

Consideremos el siguiente caso. chido a un cambio externo o, por ejemplo, pasamos
del conjunto de impresiones A al conjunto B. Nosotros corregimos este cambio mediante un
cambio interno voluntario B y somos devueltos al conjunto de impresiones A. Un nuevo
cambio externo " nos hard pasar de nuevo del conjunto de impresiones A al B. A su vez, este

segundo cambio puede ser corregido mediante otro cambio interno voluntario B que

provocara las mismas sensaciones musculares que B y que provocara el conjunto de

impresiones A. Ahora bien, si la experiencia no confirma esta prediccion entonces decimos que
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¢l cambio ', st bien nos ha hecho pasar del conjunto de imprestones A al B, no es sin
embargo idéntico al cambio o. En cambio, si la experiencia no confirma mas que
aproximadamente dicha prediccion, decimos que el cambio ¢” es un desplazamiento idéntico

al cambio , aunque acompanado de una ligera alteracién cualitativa. Esto no significa que
hagamos coincidir el contenido de nuestra experiencia con las leyes establecidas
convencionalmente mediante hipétesis ad hoc, antes bien, el proceso es mas profundo que eso.
Se trata de que las leyes en cuestion “ne nous sont pas imposées par la nature, mais sont
imposées par nous 4 la nature” (Ibidem, pig.12), esto es, se trata de que el entendimiento da
forma a una experiencia que nunca, por si misma, arrojara resultados precisos y exactos, y por
ende objetivos. Las nociones geométricas puras que pre-existen potencialmente en nosotros,
“constituyen” el ambito de nuestra experiencia geométrica, dotindola de una estructura
objetiva antes que un mero agregado de cambios de impresiones.

Aquello que los matematicos llaman “grupo” es el conjunto de un cierto namero de
operaciones y de todas las combinaciones que pueden ser formadas con ellas. Estos grupos
poseen propiedades, propiedades estrictamente formales independientes de toda cualidad y en
particular de la naturaleza cualitativa de los fendmenos involucrados. Estas propiedades
pueden, por ende, ser estudiadas matematicamente. En el grupo que nos ocupa, nuestras
operaciones son los desplazamientos. Aquellos conjuntos de desplazamientos que son
diferentes en cuanto a su naturaleza, pero que se combinan siguiendo las mismas leyes decimos
que son isomorficos. Asi, las llamadas propiedades formales son aquellas comunes a todos los
grupos isomorficos. La primera de estas propiedades formales comunes a todos los grupos
1somorficos es la de continuidad. Poincaré arguye que el grupo de desplazamientos es un
continuo fisico, pero dado que tal entidad “répugne a la raison” debemos verlo como un

continuo matematico. Asi razona Poincaré: un desplazamiento puede ser agregado a si mismo
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cualquier nimero de veces. De esta forma, obtenemos diferentes desplazamientos que pueden
ser vistos como multiplos del mismo desplazamiento (si 4 es un desplazamiento y £ un entero
positivo, escribimos &d por d+d+...+d, £ veces). Veamos qué nos dice Poincaré:

“Nous découvrons bientot qu un déplacement quelconque peut toujours etre divisé en
deux, trios ou un nombre quelconque de parties; je veux dire que nous pouvons toujours
trouver un autre déplacement qui, répeté deux, trois fois, reproduira un déplacement donné.
Cette divisibilité a I'infini nous conduit naturellement 4 la notion de la continuité
mathématique; cependant les choses ne sont pas aussi simples qu’elles les paraissent 4 premiére
vue. Nous ne pouvons pas prouver cette divisibilité 4 1'infini directement. Quand un
déplacement est tres peti, il est imperceptible por nous. Quand deux déplacements différent
tres peu, nous ne pouvons pas le distinguer. Si un déplacement D est extremement petit, ses
multiples consécutifs seront indiscernables. Il peut arriver alors que nous ne puissions pas
distinguer 9D de 10D, ni 10D de 11D, mais que nous puissions néanmoins distinguer 9D de
11D. Si nous voulions transcrire ces donnés brutes de I"experience en une formule nous
écririons: 9D=10D, 10D=11D, 9D<11D. Ce serait la formule du continu physique. Mais une
telle formule répugne 4 la raison. Elle ne correspond 4 aucun des modéles que nous portons en
nous” (Ibidem, pag. 14)

La férmula es repugnante a la razin solo si la razén es lo suficientemente insensata para
leer el simbolo “=" como simbolo de identidad, que en este contexto ciertamente no lo es. Asi,
la base de Poincaré para tratar el continuo fisico de desplazamientos como un continuo
matematico carece de fuerza. Sin embatgo, el paso a la idealidad fue tomado desde antes,
cuando definimos desplazamiento como clases equivalentes de movimientos. Dicha definicién
descansa en la presuposicion de que si los movimientos A, B son cancelados por los mismos

movimientos, luego A es cancelado por cualquier movimiento que cancele B. Pero esta
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presuposicién no seria verdadera si ¢l grupo de desplazamientos es un continuo fisico. Como
cuestiéon de hecho, la presuposicion anterior es falsa, pero a menos que la hagamos el conjunto
de movimientos no puede ser dividido en desplazamientos. Tal divisién es, por lo tanto, una
idealizacion, que traza limites claros donde la experiencia es difusa. El grupo D obtenido por la
divisién no es ciertamente un continuo fisico, pero no hay una razén aparente de porqué debe
ser un continuo matematico. Quizds la respuesta de Poincaré iria como sigue: ya que el
coniunto de movimientos que provee la base para nuestras idealizaciones es un continuo fisico,
el conjunto ideal de desplazamientos debe ser pensado como un continuo matematico. Este
continuo matematico es asumido por Poincaré como una variedad topolégica. Los rasgos
observables del continuo fisico de movimientos sugieren la estructura especifica del grupo
topolégico D.

No voy a detenerme en la enumeracién de las ulteriores propiedades estructurales del
grupo topolégico D, sino simplemente sefialar con Poincaré que esas propiedades hacen que D
sea isomorfico con uno de los tres grupos clasicos de movimientos, caracteristicos de las
geometrias de Euclides, Lobatchevsky y Riemann. Aqui hace falta la toma de una decisién
convencional, una decisién que se aleje lo menos posible de esa estructura sugerida por el
continuo fisico. La experiencia, parcialmente constituida por “la notion de ce groupe continu
qu’existe dans notre esprit antérieurment 4 toute expérience” (ibidem, pag.30), esto es, una
nocién de grupo que es la misma para cualquier grupo continuo especifico, restringe la suerte
de grupo particular que habremos de escoger para su descripcion. Pues de acuerdo a cémo sea
la experiencia a la cual nos enfrentamos, se “activaran”, por asi decirlo, diferentes sub-grupos
que constituiran diferentemente esa experiencia. Esta constitucion no es completa (las
diferencias notorias entre espacio sensible y geomérrico asi lo muestran) por lo que

necesitamos, en ultimo término, una eleccion, la cual es, no obstante, guiada por eriterios
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pragmaticos como el de simplicidad. Si bien la obtencién de las propiedades del espacio
perceptual no seria posible sin la mediacion y la constitucion que el entendimiento lleva a cabo
a través de la nocién mds amplia de grupo continuo, de todas maneras Poincaré acentia la
brecha abierta ya desde los dias de Helmholtz, entre espacio perceptual y espacio geométrico.
Dado que esa nocion de grupo continuo no es una forma de la sensibilidad, sino un principio
del entendimiento que regula las distintas etapas a través de las cuales obtenemos nuestra
nocién de “espacio”, no podemos afirmar que lleve a cabo una determinacion completa del
contenido dado en la experiencia, en cualquier caso sélo imprime ciertos rasgos muy generales
y comunes a cualquier grupo. De alli la necesidad de “clegir” una tal determinacion especifica

mediante la apelacién a una decisién convencional.

3.3  Conclusiones

En este capitulo he intentando reconstruir, al menos parcialmente, dos de las
reacciones filosoficas a uno de los hechos mis importantes ocurridos en las ciencias formales,
-pero de enorme repercusion en otras ireas de la ciencia- en el siglo XIX, a saber, el
surgimiento de las geometrias no euclideanas. La posibilidad de establecer sistemas
geométricos alternativos a la geometria euclideana e igualmente consistentes, asi como la
posibilidad de su formulacion por medios estrictamente formales, sin apelacion alguna a la
intuicién, agité las conciencias filoséficas de una manera solo comparable con la revolucion
copernicana de Kant. Este iltimo, poniendo a la epistemologia en una relacién profunda con
el conocimiento cientifico, habia intentado (quizas con éxito dado que el estado de la ciencia
en la época de Kant no permitia prever los cambios que ocurririan mas tarde) “justificar” el
modo de obtenci6n y la naturaleza apodictica del conocimiento cientifico, a través de su

relacién con las facultades cognitivas del sujeto cognoscente, universales y necesarias. Por ello,
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la totalidad de las matemaucas v parte de la mecanica de Newton se declararon verdaderas a
priori, derivadas de las fuentes subjetvas a priori de todo conocimiento. De acuerdo con Kant,
la geometria euclideana, por ejemplo, es necesaria y se aplica con necesidad tanto en la ciencia
fisica como en la vida diaria, debido a que sus principios o axiomas rigen nuestra facultad
sensible de intuicion espacial. En su opinion, el resultado de la investigacion trascendental
muestra que solo es posible representarse un mundo de estructura euclideana. Asimismo, y por
razones similares, s6lo es posible un mundo de estructura newtoniana.

Ahora bien, el primero de los autores que hemos examinado, H. Helmholtz, tiene una
solucion ingeniosa para el llamado “problema del espacio”, una solucion que busca una sinFesis
entre empirismo y racionalismo. Partiendo, por supuesto, del factunr de las geometrias no-
euclideanas, y preocupado, entre otras cosas, por ¢l problema de la percepcion espacial,
Helmholtz advierte que seria posible para un individuo colocado en un medio distinto que el
nuestro, es decir, en un medio no-euclideano, que este individuo construya una estructura
espacial diferente a la nuestra. Sin embargo, esta forma aparentemente empirista de ver las
cosas, estaba sostenida sobre una concepcion en el fondo kantiana. En efecto, de acuerdo a lo
que vimos oportunamente, podriamos decir que hay dos elementos de fuerte raigambre
kantiana en el punto de vista de Helmholtz. El primero de ellos, el cual posteriormente vemos
aparecer clara y prominentemente en la posicion de Poincaré, tiene que ver con la presencia de
ciertas nociones que ofician como elementos idealizadores en los procesos de inferencia
mediante los cuales relacionamos nuestras sensaciones en orden a construir nuestros axiomas
espaciales. Como se recordara, la nocion clave que Helmholtz ve como trascendental en este
sentido es la nocion de “libre movimiento de los cuerpos rigidos™. En segundo lugar,
Helmholtz cree que los axiomas o principios estructurales que obtenemos a través de las

inferencias inconscientes desde nuestras sensaciones, son especificaciones de un género mas
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amplio que podemos llamar con propicdad e/ espacio. Este es una forma del pensamiento que
condiciona la posibilidad de obtener ciertas especificaciones que consttuyen el campo de las
diversas geometrias. De esta manera, Helmholtz no se desembaraza completamente de la
concepcion kantiana del espacio como forma subjetiva dada a prion, sino que la ve como una
estructura casi vacia la cual puede ser “llenada”, id est, es compatible, con las especificaciones
correspondientes a los tres casos clasicos de curvatura constante.

En el caso de Poincaré, por su parte, llevo a su extremo esta distincion, obviando todo
recurso a algin tipo de restriccion representacional a priori. Para €, los axiomas de la
geometria matematica son definiciones y son convencionales. Sin embargo, la eleccion de una
de entre varias geometrias posibles solo puede llevarse a cabo teniendo en consideracion dos
cosas: en primer lugar, el supuesto de que nuestro espiritu estd en posesion de una estructura
matemitica, la nocién general de grpo, que es mads amplia y condiciona la formacion de los
grupos particulares; en segundo lugar, debe notarse el papel imprescindible de la experiencia,
que representa la ocasion en la cual las nociones matematicas que pre-existen en nosotros se
actualizan y dotan, al mismo tiempo, de un estatus més que meramente empirico a las
regularidades entre las se;sacioncs. De este modo, el convencionalismo de Poincaré, no se
resuelve en la idea de una eleccion arbitraria de un sistema geomeétrico, sino en la eleccion, si,
pero ciertamente restringida por una experiencia en la cual intervienen factores objetivadores
que tienen su origen en el entendimiento humano. Aqui puede apreciarse un nuevo tipo de
funcién constitutiva de la experiencia, una funcién llevada a cabo directamente por el
entendimiento sobre lo dado en la experiencia, sin la mediacién de la intuicién.

En esta extrana idea de “constitucién” encontramos el germen de lo que va a ser
opinién mayoritaria entre los filosofos de mentalidad cientifica de finales del siglo XIX v

comienzos del XX. En efecto, es a través de la influencia que esta nocion de “idealizacion”

225



ejercid tanto sobre la psicologia cientifica de finales del XIX, especificamente en investigadores
de la talla de E. Mach, como en las ciencias formales, que subsistira una idea de a priori
metodoldgico, constitutivo del objeto de experiencia, en la epistemologia contemporanea.

Tanto en los filésofos de la escuela neo-kantiana, principalmente en E. Cassirer, como
en el empirismo logico incipiente, prevaleceri la idea. Pero esta y otras influencias seran

tratadas en el siguiente capitulo.
























































































































































































































































































































































































































































































































6.0  Conclusiones

Vista retrospectivamente, podria decirse que la investigacion que he llevado a cabo es
un ejercicio de lo que actualmente se conoce como “epistemologia histérica”*, la cual no es
otra cosa que una version de la teoria de las ideas. Sin embargo no quisiera acabar la misma
recopilando simplemente las conclusiones que he obtenido a lo largo de ella y que, segtn creo,
gozan de cierta plausibilidad histérica. Quisiera, unido a esto, y sin pretender ser exhaustivo en
meéida alguna, hacer un esbozo del estado actual de la discusion en torno a la posibilidad de
un a priori metodolégico. Por ello dividiré este capitulo en dos partes, la primera donde
recopilo y extraigo las conclusiones de la investigacién propiamente dicha, la segunda en la que
esbozo la discusién entre dos de los intelectuales mas implicados en este topico, Michael

Friedman y Alan Richardson'*.

6.1  La sobrevivencia de lo a priori metodolégico

En el anilisis que realizamos del proyecto de fundamentacion de las matemiticas y la
fisica llevado a cabo por Kant, vimos que éste relaciond la aparente apodicticidad y necesidad
de sus resultados a su conexién esencial con las facultades cognitivas del psiquismo humano.
Las matematicas fundan la posibilidad de su existencia y aplicacién en la sensibilidad pura, en
las intuiciones puras de espacio y tiempo, mientras que la fisica lo hace en las categorias puras

del entendimiento esquematizadas via la intuicién pura del tiempo. A pesar de sus diferencias,

145 Lorraine Daston define a la epistemologia histérica de la siguiente manera: “...not the history of this or that
particular use of, say, infinitesimals in the mathematical demonstrations of the sixteenth and seventeenth
centuries, but the history of the changing forms and standards of mathematical demonstration during this period;
not the history of the establishment of this or that empirical fact in, say, the physiology of the mid-nineteenth
century, but rather the history of the competing forms of facticity in the physiological institutes and laboratornies
circa 1870; not the historical judgment as to whether this or that discipline has attained objecnvity, and if so, when
and how, but rather a historical investigation into the multiple meanings and scientific manifestations of
objecuvity” (Daston, L. 1994, pag. 283).

146 He escogido a estos autores dado que se inscriben dentro de una perspecuva familiar a la presentada en este
trabajo. Por supuesto que hay otros autores importantes que tratan el tema aunque desde perspectivas diferentes.
Entre otros se destacan: P. Kitcher (1980) y (2001), C. Peacocke (1994), H. Field (1996), y T. Burge (1993).
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diferencias que tienen que ver con el grado de completitud en las definiciones de sus objetos y
de su grado de independencia de la experiencia, la aplicacion empirica de ambas ciencias es
posibilitada por la intuicién. Asi, por ejemplo, la intuicién pura que llamamos “espacio”,
consiste en un medio subjetivo cuasi-perceptual en el cual nos representamos v construimos,
de acuerdo a un orden de coordinacion sintética que sigue los procedimientos de construccién
con regla y compis expuestos por Euclides en sus Elementos, la totalidad de las figuras
espa.cia]es y sus relaciones. Este medio, que he llamado cuasi-perceptual porque es de alguna
manera “sensible”, pero que lo es de una manera “pura”, es decir, de una manera en la cual las
ambigtiedades e inexactutudes de la sensibilidad empirica no intervienen, es la fuente de juicios
que son sintéticos, puesto que no surgen a partir del principio de no-contradiccion, y a priori,
esto es, conocidos con independencia de la experiencia. Asimismo, arguye Kanr, es esta
facultad la que posibilita nuestra conciencia de un mundo de objetos externos a nosotros y en
las mismas relaciones de externalidad unos respecto de otros. Claro esti, estas relaciones
coinciden, para Kant, con las relaciones establecidas por los axiomas y postulados de Euclides,
por lo que estamos restringidos a priori a percibir un mundo de estructura euclideana.

De la misma manera, aunque no voy a repetit aqui el argumento con detalle, la fisica se
encuentra dominada por ciertos principios que emanan en ultimo término de la facultad de
sintesis logica representada por las categorias puras del entendimiento. En efecto, al no
consistir, para Kant, estas categorias nada mas que en meras funciones lgicas de sintesis en el
juicio, es imprescindible, en orden a dotatlas de “significacion y sentido” referirlas a la
sensibilidad en general. El resultado son los principios del entendimiento puro, los cuales son
sintéticos, en la medida en que refieren a objetos reunidos en una intuicién pura, y son a priori
en la medida en que el entendimiento los produce con entera independencia de la experiencia.

Pero no debemos olvidar que estos principios son todavia principios que determinan una



experiencia posible, es decir, contenen las reglas que determinan la conexién de las
representaciones en orden a conformar los objetos posibles de conocimiento. Para aplicar, no
obstante estos principios a un orden u otro de cosas dadas, es necesario a su vez que los
mismos estén referidos a un concepto empirico que concentre las determinaciones del objeto,
central al orden de cosas de que se trate. Asi, por ejemplo, aquellos principios que emanan de
las categorias de relacion y que Kant llama “analogias de la experiencia”, cuando son referidos
al concepto empirico de materia, conforman las leyes del movimiento de Newton, las que
podemos llamar propiamente “leyes de la naturaleza” en la medida en que les subyace una regla
a priori de conexion de los fenomenos en general, aplicada a un caso particular.

Entonces, no queda duda de que en el planteamiento kantiano, las ciencias estan
fundadas en las capacidades inherentes a la razon humana, las cuales también ofician como
medios de aplicacion de las verdades cientificas a la experiencia.

Ahora bien, los descubrimientos y desarrollos que ocurrieron en la geometria del siglo
XIX y que estudiamos en nuestro segundo capitulo, parecen afectar esta depcndencﬁ dela
verdad o validez de las ciencias respecto a nuestras capacidades cognitivas. En efecto, tanto la
proliferacién de las geometrias no-euclideanas, como el desarrollo de la geometria proyectiva,
la primera con su repercusion sobre la autoridad de la geometria euclideana, y la segunda con
su creciente formalizacién y el consiguiente abandono de todo medio perceptual o cuasi
perceptual que funde la posibilidad de la geometria misma, en pocas palabras, mostrando la
posibilidad de la construccién de las relaciones espaciales con independencia de la facultad de
intuicion, parecen afectar no sélo el papel de la intuicién en tanto fundamento de la posibilidad
de la construccién de la geometria, sino también en cuanto a su papel constitutivo
fundamental, esto es, a su papel como condicién de posibilidad de la aprehension de los

objetos externos en relaciones espaciales. Asi, lo que obtenemos es una separacion del ambito
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de las relaciones puras matematicas de la experiencia. Pero, ¢significo esto que lo espacial —
determinado ahora de una forma puramente formal- perdiera toda injerencia en la constitucion
de la experiencia del sujeto? De manera alguna. Aqui comenzari el esbozo de lo que luego se
volvera el eje de las concepciones acerca del papel de lo formal en cuanto herramienta
constitutiva de los fenomenos. En efecto, en algunas de las observaciones sobre el caracter
“idealizatorio” de los axiomas de la geometria respecto de la experiencia, provenientes de
algunos de los gedmetras implicados en los desarrollos examinados, comienza a gestarse la
opinién de que aquellas facultades constitutivas que Kant atribuy6 a la intuiciéon podian en
realidad verse como una contribucion del entendimiento. Pero debe advertirse, y esto es de
fundamental importancia, que si bien el énfasis en el caricter constitutivo recae ahora en el
entendimiento, los implicados en esta opinién llevaron a cabo conjuntamente cierta
“liberalizacién” del ambito de restriccion a priori al cual estamos sometidos, es decir, ya no
creen que nuestra mente nos restringe a un unico universo de estructura euclideana.

En nuestro tercer capitulo, vimos dos autores que se esfuerzan por mantener un punto
de vista que combina una fuerte admision del punto de vista kantiano segin el cual el sujeto
legisla y constituye el ambito de la experiencia, con esta “liberalizacién” de los contenidos de lo
a priori a la que hacia referencia hace un momento. Helmholtz concibe al espacio como una
forma a priori dependiente del axioma de movilidad libre, el cual concibe como una categoria
del entendimiento que regula los procesos inductivos mediante los cuales relacionamos
nuestras sensaciones en orden a constituir nuestros conceptos espaciales. Como se enfatizé en
su momento, este espacio asi concebido, no posee mas axiomas que el de movilidad y los que
se siguen del axioma de movilidad, y por lo tanto, posee la generalidad necesaria como para dar

cabida a cualesquiera de los casos clisicos de geometrias de curvatura constante'”’. Poincaré,

17 Recuérdese que en este punto el aporte de Riemann y su nocidn de “variedad” fue fundamental. :
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por su parte, parte de la base de que nuestros sentidos “desnudos” no pueden proporcionarnos
por si mismos la nocién de espacio, ésta se obtiene como resultado de un proceso en el cual
nuestras sensaciones se relacionan y combinan de acuerdo a las reglas que componen el
llamado “grupo” de movimientos del sujeto, el cual contiene los subgrupos que caracterizan a
las diferentes geometrias y que se encuentran potencialmente en nuestro espiritu, a la espera de
ser actualizados por un conjunto de sensaciones particulares'. Es claro que en las dos
con;:epciones, ya se ha obviado el recurso a la intuicién, al menos en su aspecto de restriccion
representacional y determinada a prior, y se ha suplantado por nociones que son estrictamente
formales, pero que no obstante ofician constitutivamente sobre el nivel de la experiencia.

Cuando pasamos a nuestro cuarto capitulo, nos enfrentamos a filésofos que ya asumen
plenamente, con sus diferencias, este papel de lo formal como herramienta constitutiva de la
experiencia. Esta asuncion explicita se debe, entre otras cosas, no sélo a los resultados
ofrecidos por la geometria, sino también al propio desarrollo de la logica formal, la cual emerge
en todo su esplendor primero en Las principios de las matemdticas de Russell y luego con Principia
Mathematica de Russel y Whitehead, asi como al surgimiento de la teoria de la relatividad, la cual
ofreci6 el claro ejemplo de una teoria fisica liberada completamente de contenidos cualitativos,
y que explotaba los descubrimientos ocurridos en la geometria.

Partiendo de sus consideraciones sobre la distincién kantiana entre sensibilidad y
entendimiento, la que veia como fundamentalmente incorrecta, Cassirer argumentd, influido
por Cohen, que intuiciones y conceptos no eran mis que diferentes momentos de una funcion
cognitiva mis bisica, a saber, la “sintesis productiva”. Esta “sintesis productiva”, que consiste

para Cassirer en una funcion generadora de series, se identifica con el moderno concepto de funcidn

148 Muy probablemente pueda entreverse la hipétesis realista causal que subyace al planteo de Poincaré, pues la
actualizacién de un grupo u otro depende también de la estructura del medio ambiente en el cual el sujeto se
encuentra, v que determina la secuencia de sus sensaciones.
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matematica, el cual se transforma, para Cassirer, en la funcién conceprual basica que subyace
tanto a las ciencias formales como a las empiricas. Dado que Cassirer asumia plenamente el
proyecto logicista de reduccion de las matematicas a la 16gica, la funcion conceptual de la que
habla corresponde a una funcion estrictamente formal y que pertenece por ende al
entendimiento. Asi, ya no hay justificacion, para Cassirer, en sostener una disuncion entre
légica trascendental y 16gica general. La légica trascendental es convertida en una /igica de/
mm:dmienra objetivo en la medida en que se insiste sobre la presencia de la estrucrura matemdtica
en el reino empirico. Y esto ultimo se muestra en la naturaleza esencialmente relacional del
pensamiento conceptual. La ubicuidad de esta funcién conceptual en el conocimiento sostiene
la unidad de la ciencia y la aplicabilidad de las matematicas a la variedad de la experiencia.

El caso de Hans Reichenbach es en cierto aspecto similar al de Cassirer, aunque su
interpretacion del kantanismo lo conduce a ver el problema de lo a pricri y la constitucién de
la experiencia de manera diferente. En efecto, manteniéndose mis fiel a la interpretacién
ortodoxa de la distincion entre sensibilidad y entendimiento, la que veia a la primera como una
facultad esencialmente pasiva y a la segunda como fundamentalmente activa, v al mismo
tiempo renunciando al papel de la intuicién pura, su posicién se presenta como abriendo un
abismo entre lo conceptual y lo empirico. En efecto, si la intuicién pura no es lo que Kant creia
que era, es decir, no es una facultad a priori que provee con una forma sensible necesaria para
los fenémenos, entonces hay una heterogeneidad fundamental entre lo conceptual y lo dado en
la sensibilidad. Sin embargo, esto no conduce a Reichenbach a una posicién empirista ingenua
que vea 2 lo dado en la experiencia como consistiendo de “datos sensoriales” dispuestos alli de
antemano para ser luego relacionados con lo conceptual. Por el contrario, Reichenbach
sostiene que lo dado en la experiencia es un todo indiferenciado e inconexo, un cimulo de

experiencias que solo podemos determinar en la medida en que coordinamos con un marco
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conceptual establecido de antemano. Sélo podemos hablar de objetos y de hechos, en la
medida en que coordinamos un marco conceprual, el cual implicitamente define sus objetos y
sus hechos, con lo dado inconexo. Esto, claro estd, posibilitado por ciertos principios que
Reichenbach llama “axiomas de coordinacién”. Asi, el marco conceptual y los principios
coordinativos a prior, constituyen los objetos de experiencia.

Moritz Schlick, por su parte, es el primero en asumir los resultados de la teoria de la
relatividad en relacion a la desubjetivizacion fundamental en la descripcion de la realidad fisica,
y consecuentemente abandona la intuicién arrojandola al limbo de lo psicolégico, puramente
cualitativo, de lo cual no podemos obtener ningtin “conocimiento” propiamente dicho. Esto,
no obstante, conjuntamente con su negativa de dotar a lo conceptual de un papel constitutivo
como el que vemos en Cassirer o Reichenbach, lo conduce a una posicion particularmente
complicada en la que se sostiene una teoria de la cognicion como cootdinacion, similar a la que
Reichenbach asumiria bajo su propia influencia, pero donde se insiste en que lo conceptual,
que por supuesto, concibe bajo la forma de sistemas axiomaticos definidos implicitamente, d /a
Hilbert, se coordina con objetos autoidentificados, con “cosas en si mismas” que componen el
“mundo real”. No obstante la apariencia de realismo cientifico que posee la posicién de
Schlick, debo advertir que a diferencia de los realistas cientificos contemporaneos, Schlick
niega el supuesto de una unica descripcion posible del mundo, sosteniendo el punto de vista
convencionalista segn el cual puede haber varios sistemas que sean incompatibles entre si,
pero que sean coordinados univocamente con los hechos relevantes, y por ende, todos
verdaderos. De cualquier manera, y aunque Schlick no fuera todo lo consistente que
podriamos desear, su concepcion hace énfasis en la primacia de lo conceptual sobre lo sensible,
lo cual es, como decia hace un momento, despreciado como carente de determinacion y a lo

sumo objeto para la psicologia. La fisica, en su opinidn, se eleva por encima de lo puramente
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cualitativo, del reino de lo subjetivo, para hablar acerca de las determinaciones cuantitativas y
objetivas de los fenomenos.

Rudolf Carnap cs la figura final a la cual esta dedicado todo nuestro capitulo quinto.
Quizas podria justificarse la atencion que se presta a este filésofo diciendo claramente que en
su obra de 1928, La constriccion ligica del mundo, se concreta, en toda su magnitud este proyecto
de caracterizacion de un a priori formal y constitutivo que hemos rastreado desde la revolucion
en geometria. Especialmente, vemos en esta obra una asuncién plena del desafio de Cassirer de
mostrar como es posible que la 16gica formal pueda ser aplicada a la constitucion de la
experiencia. Sin embargo, el pensamiento de Carnap sobre el papel de lo formal en cuanto
herramienta constitutiva, tal como lo encontramos en el Axfbax, evolucioné desde formas que
mantenian un compromiso con una tradicién kantiana o neo-kantiana mas ortodoxa. En
efecto, en su tesis doctoral, E/ espacio, lo vemos articular una concepcion de lo a priori
metodologico que hace apelacién esencial a la idea de intuicion, y aunque no se trate de la idea
ozigim_il kantiana sino de la propuesta por Husserl, argumenta que la intuicion asi entendida
conforma la condicién de posibilidad de nuestra aprehension de los objetos fisicos y sus
relaciones espaciales. La intuicién nos provee con la “forma necesaria” de la experiencia, la
cual concuerda con los axiomas de Hilbert para regiones limitadas de la experiencia. Asimismo,
es interesante observar que en su forma de concebir el espacio formal como una teoria pura
del orden, hay elementos de clara referencia al modo en que Cassirer caracteriza a la funcion
generadora de series que introduce un orden en el ambito de la experiencia. Sin embargo,
Carnap no parece todavia coincidir en asignar ese papel a lo formal, manteniéndolo separado
de lo empirico, razon por la que apela a la nocién de espacio intuitivo.

En 1923, en tanto, vemos ya un abandono explicito de la intuicién, pero de igual

manera, lo formal se mantiene separado de lo empirico, a lo que es coordinado mediante
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clertos principios que ofician como mediadores entre esos polos. Carnap afirma que la primera
parte de la fisica, que opera, more geonetrico, y contienc el marco espacio-temporal y el principio
de acci6n, consiste en principios sintéticos a priori, pero ahora bajo la influencia de Dingler y
Poincaré, afirma que esos principios no deben verse bajo la vieja forma kantiana, esto es, como
formas a priori del pensamiento con un contenido fijo e invariable, sino como convencionales.
Sin embargo, esto no conduce a perder su significado constitutivo, sino que por el contrarnio,
aﬁ:.mz explicitamente que lo dado en la experiencia solo puede tener un significado en la
medida en que se conecta, mediante la parte coordinativa, con lo conceptual. Como vemos,
todavia en este trabajo Carnap no asume completamente la idea de que lo formal sea aplicado,
sin mediacion, a lo dado en la experiencia. Este tltimo paso es dado en el Anfban.

En efecto, desde el comienzo mismo del libro y a lo largo de toda su extension, Carnap
deja en claro que su interés consiste en mostrar la posibilidad de erigir un sistema de objetos
que se valga tinicamente de dos expedientes formales, a saber, clase y relacion, los cuales
aplicados a diferentes dominios de objetos basicos, redundarin en un mismo sistema de
objetos. Debe enfatizarse, no obstante, que el proyecto no se limita a exponer el orden logico
de los conceptos, sino a demostrar coémo es posible su constitucién, utilizando un ejemplo que
intenta reconstruir los procesos reales del conocimiento. Asi, parte de experiencias basicas, las
que considera como unidades indivisibles (de acuerdo a investigaciones de la psicologia de la
Gestalt), y las somete ulteriormente a un procedimiento formal que llama “cuasianalisis” que
tiene como fin generar, mediante la aplicacién de las categorias de clase y relacion, todos los
objetos (o mejor, cuasiobjetos) que componen esas experiencias, y todos los objetos del
dominio de lo fisico, de lo psiquico general, y de lo intersubjetivo. De esta manera, Carnap
concluye el proyecto de Cassirer de extender el ambito de la logica a la totalidad de la ciencia

empirica. A través del procedimiento del cuasianilisis se introduce un orden en un dominio
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indiferenciado, del cual emergen objetos como estructuras ordenadas que ocupan un lugar en
la totalidad del sistema.

Asi, resulta sorprendente ver que el que quizas podriamos llamar el sentido mis fuerte
de lo a prior, el metodologico o constitutivo del objeto de experiencia, el cual sobrevivié a por
lo menos dos de las revoluciones mas importantes ocurridas en la fisica y las matematicas en
los siglos XIX y XX, fuera ignorado por los filosofos e historiadores de la filosofia. Y si bien es
cicrlto que la idea tomo6 otros rumbos a partir de la introduccion del giro lingiistico en la
filosofia, y estuvo en un zzpasse bajo la influencia de Quine, vuelve a reaparecer en formas mas
o menos informales en la filosofia de la ciencia de los afios sesenta. En efecto, aunque cada
filésofo tiene, naturalmente, su propia idea de cémo debe ser entendida esta peculiar nocion,
es facil detectar la misma intuicién basica detris de los principios categoriales de Sellars, los
principios estructurales de Putnam, los paradigmas de Kuhn, etc. Esta intuicion basica
compartida arroja evidencia a favor de la idea de que hubo una continuidad mayor entre la
filosofia estindar de la ciencia y las concepciones postkuhnianas, que lo que se ha estado
dispuesto a aceptar, pero sobre este punto no deseo extenderme mis aqui' .

Un dltimo punto que deseo mencionar, es el que tiene que ver con la tesis secundaria
de este trabajo, a saber, la idea de que las diferentes versiones de lo a priori metodolégico que
pueden distinguirse, esto es, su caricter absoluto o relativo, tienen su origen también en los
desarrollos de la geometria estudiados en el capitulo segundo. Como ya sefalé en la
conclusiones a dicho capitulo, el énfasis del programa de Erlangen sobre las propiedades que
permanecen invariantes a través de los grupos de transformaciones, inspiré concepciones de lo
a priori absolutistas. Aqui mostramos que la idea de “invariantes logicos de la experiencia” de

Ermst Cassirer estd fuertemente inspirada por este proyecto. De igual manera., la propia idea de

14 Existe una amplia bibliografia que trata el tema de las relaciones entre filosofia estindar de la ciencia y la
tradicién historicista, pero para un ejemplo claro de lo que se sugiere aqui véase Irzik y Grunberg (1995),
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Carnap de la “forma necesaria” de la experiencia también se hace eco de esta idea, y por ende
puede afirmarse de ella que pertenece a la concepcion absolutista.

El caso de la proliferacion de las geometrias no-euclideanas inspird, 2 mi modo de ver,
concepciones de cufio convencionalista, las que redundaron ulteriormente en versiones de lo a
priori metodologico relativizado. Es decir, son visiones que sostienen la existencia de
principios a priori constitutivos, pero que afirman su mutabilidad en el tempo. Son los casos
de Reichenbach y del Carnap de 1923 y el Axfbar. Asimismo, si bien la posicion de Schlick es

mas problematica, puede también ubicarse francamente entre las concepciones relativizadas.

6.2  Elestado del arte

Desde comienzos de los afios noventa, Michael Friedman colaboré en la labor de
reconstruccion histérica de la llamada filosofia analitica de la ciencia - que ya habia iniciado J.
A. Coffa y . Proust pocos afios antes-, y que intentaba subsanar la multitud de equivocos y
tergiversaciones que dicha filosofia habia sufrido, principalmente a partir de los afios sesenta.

Como Coffa mismo ya lo habia advertido, entre los temas que se encontraban en la
agenda estaba, sin lugar a dudas, “el gigante dormido de la epistemologia analitica, el problema
de lo a priori” (Coffa 1991, pag.10), el cual ha sido tratado no solamente desde el punto de
vista historico por Friedman, sino también positivamente en su libro de 2001. En este libro,
Friedman articula una concepcién de lo a priori que llama “ a priori relativizado y dindmico”, el
cual es deudor, en mayor o menor medida, de la concepciones de Reichenbach de los afios 20
y de Carnap de 1934, la cual en opinién de Friedman sigue las pistas de la primera. No
obstante, consciente de los problemas formales a los cuales el propio Carnap se enfrent6 al
intentar caracterizar apropiadamente la distincion entre un componente racional o a priori y

uno empirico en todo marco lingiiistico, Friedman defiende una version mas informal de esta
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distincion nspirado en los trabajos de Thomas Kuhn. Veamos con algo de deralle como
articula su posicion.

En contra de una imagen quineana bien conocida segin la cual no hay distincién, mas
que la que se sigue de un relativo atrincheramiento, entre los enunciados dentro de un sistema
tedrico, Friedman insiste en que: “...advanced theories in mathematical physics, such as
Newtonian mechanics and Einsteinian relativity theory, should be viewed as consisting of two
asymmetrically functioning parts: a properly empirical part containing laws such as universal
gravitation, Maxwell’s equations of electromagnetism, or Einstein’s equations for the
gravitational field; and a constitutively a priori part containing both the relevant mathematical
principles used in formulating the theory (Euclidean geometry, the geometry of Minkowsky
space-time, the Riemannian theory of manifolds) and certain particularly fundamental physical
principles (the Newtonian laws of motion, the light principle, the equivalence principle)”
(Friedman 2001, pag. 71).

Hablar, por supuesto, de principios a priori en teorias sucesivas y quizis incompatibles,
entrafia el compromiso de que dichos principios no son universales y necesarios como lo eran
para Kant, por lo que son susceptibles de ser abandonados como resultado de su
incompatibilidad con la experiencia. Pero si esto es asi, ¢qué nos hace llamar a tales principios
“a priori”’? De acuerdo con Friedman, debemos, siguiendo a Reichenbach y a Carnap,
distinguir dos sentidos en la idea de lo a priori: universalidad y necesidad por un lado, y
constitutivo del objeto de expetiencia, por el otro, y abandonar el primer sentido mientras
retenemos el segundo. En su opinién, los cambios revolucionarios ocurridos en la ciencia
después de Newton, los que han sido tan defendidos en nuestra era postquineana, antes que
plantear dudas acerca de la autenticidad de hablar de principios a priori, evidencian con mayor

fuerza su existencia.

405



Segiin Friedman, cuando decimos que los principios constitutivos son condiciones
necesaras de la posibilidad de las leyes propiamente empiricas, no debemos entender
“condicién” en el sentido estindar donde A es una condicién necesaria de B simplemente si B
implica A. Antes bien, debemos entender “condicién” en el sentido mas fuerte de
“presuposicién”. De acuerdo con esta idea, decir que A es una condicion consttutiva de B
significa que A es una condicién necesaria, no simplemente de la verdad de B sino de la
sign.iﬂcadvidad o el valor de v-erdad de B. Por ejemplo, en la fisica newtoniana, la ley de
gravitacién universal emplea un concepto, la aceleracién absoluta, que no tiene significado o
aplicacién empirica a menos que las leyes del movimiento se sostengan. Es decir, que si no
suponemos la verdad de las leyes del movimiento, la cuestién de si la ley de gravitacion es
empiricamente verdadera no podria ni siquiera plantearse.

La teoria de las presuposiciones, desarrollada ampliamente en la década de los cuarenta
pot R. G. Collingwood, principalmente en su conocido trabajo Ensayo sobre metafisica, hizo
extensivo el papel de las presuposiciones a todas las afirmaciones empiricas, las cuales poseen
necesariamente una prcsﬁposicién que las dota de sentido, una presuposicion sin las cuales
aquellas no consisten mas que en una riestra de fonemas'. Friedman, por su parte, desea
restringir el uso del término “a priori” para aquellas presuposiciones que por su extrema
generalidad, cubren la totalidad de la verdad empirica (al menos en las ciencias naturales).

Ahora bien, de acuerdo con Friedman, el desarrollo de la ciencia desde los tiempos de
Aristételes hasta nuestros dias, ha promovido la necesidad de modificar la imagen bi-partita de
las teorias que veiamos al comienzo. En efecto, nadie negaria la opinién de que la ciencia busca

realizar una suerte de descripcién de los fendmenos que se presentan a la experiencia

150 En mi tesis de maestria en Filosofia de la Ciencia tirulada “Kant, Newton y el problema del conocimiento 2
prior en la ciencia natural” (México, 2003), trato con detalle la posicién de Collingwood en tome a las
presuposiciones como antecedente de algunas de las posturas en torno a lo a priori en la filosofia de la ciencia
post-kuhniana.
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ordinaria.Asi, para usar la terminologia de Wilfrid Sellars'™', la “imagen cientifica” busca
habérselas con la “imagen manifiesta”, la imagen propia al sentido comin. En la fisica
Aristotélico-Escolistica pre-moderna no parece haber ninguna dificultad en la aplicacion de los
conceptos de espacio, tiempo, y movimiento a la experiencia. El espacio consiste en una esfera
euclideana tri-dimensional cuyo centro esta ocupado por la tierra, y cuya esfera limite esta
ocupada por las estrellas fijas. La esfera celeste completa rota diariamente en forma uniforme
de e.ste a oeste, mientras que las esferas celestes concéntricas rotan en la direccion contraria en
periodos mas largos de dempo. Cada cuerpo celeste tiene un lugar natural determinado por su
esfera celeste y un movimiento natural determinado por la rotacion de esta esfera. De acuerdo
con Friedman, estd descripcion “cientifica” se acomoda bien con la imagen propia al sentido
comun, no parece mas que una sistematizacién mas ajustada de esta ultima. Por contraste, en la
fisica-matematica de los siglos XVII y XVIII, la correspondencia entre descripcion cientifica y
experiencia intuitiva se pierde irremediablemente. En lugar de una esfera euclideana tn-
dimensional, el espacio es ahora una extension tri-dimensional euclideana infinita en todas
direcciones, que por esta misma razon ya no contiene ninguna posicién privilegiada. Dado que
ningun cuerpo en particular ocupa el centro de este espacio, podemos construir un espacio
euclideano equivalente centrado en el cuerpo fisico que deseemos. Es decir, podemos
distinguir una infinita variedad de espacios relativos ninguno de los cuales tiene una posicién
privilegiada. De esto resulta que nuestro nuevo concepto de movimiento natural, dado por la
ley de inercia, es esencialmente ambiguo. Los cuerpos siguen lineas rectas euclideanas al
infinito sin que operen sobre ellos fuerza externa alguna; pero, ¢relativo a qué espacio relativo

se lleva a cabo esto? Finalmente, dado que el pasaje uniforme del tempo no es suministrado

151 Viéase Sellars (1971), pancipalmente el capitulo 1 titulado “La filosofia y la imagen ciendfica del hombre™. La
distincion entre “imagen manifiesta” e “imagen cientifica” fue desarrollada antenormente con profundidad por E.
Husserl, quien contrapuso el “mundo de la vida"” (Lebenwel) al “mundo postulatorio” de la fisica- matematica.
Véase especialmente su (1936).
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por algin movimiento fisico observable, sino por un estado natural de movimiento inercial que
nunca es observado, la nocion de tiempo es también esencialmente ambigua de una manera
similar. Ni el espacio ni el tiempo poseen una relacion inequivoca con la experiencia.

Segtin Friedman, este fenomeno puede explicarse apelando al hecho de que a partir de
la fisica moderna, la estructura matematica empleada por la teoria fisica para referirse a la
experiencia concreta se ha vuelto creciente y manifiestamente abstracta. Por lo tanto, surge la
necesidad de comenzar a wordinar nuestras representaciones matematicas con la experiencia
concreta aun antes de que sepamos completamente qué expresa la nueva teoria.

En el caso concreto de la teoria newtoniana, las leyes del movimiento — dado que
definen una clase privilegiada de marcos de referencia en los cuales los nuevos conceptos de
espacio, iempo y movimiento se aplican sin ambigiiedad -, llevan a cabo este papel
coordinativo entre el marco puramente teorico y la experiencia. Segtin Friedman, las leyes del
movimiento de Newton son un ejemplo de lo que en su libro de 1920 Reichenbach llamé
“principios coordinativos”. Principios que, por asi decirlo, explicitan las condiciones empiricas
para que se siga en la experiencia el contenido de las relaciones conceptuales postuladas en la
parte axiomatica de la teoria. Por lo tanto, las leyes del movimiento de Newton ofician como
presuposiciones de las leyes propiamente empiricas de la teoria, como lo es la ley de la gravitacién
universal.

En el paso de la fisica newtoniana a la relativista, el grado de abstraccion de la
representacién matemitica del mundo ha aumentado atn mis', y por ende la disociacién de
153

los contenidos de la expetiencia es completa™. En efecto, en lugar de un espacio euclideano

132 Friedman no quiere decir que el cambio de un marco tedrico a otro sea sélo una cuestion de un cambio en el
nivel de abstraccion del aparato matematico usado, pero su énfasis estd en mostrar la necesidad de la postulacion
de principios coordinativos.

153 Debe ser notado que la teoria de la relatividad persigui6 autoconscientemente esta separacion entre el marco
teérico y los contenidos de la intuicién, llevando a cabo la verdadera y definitiva “desubjetivizacion de la teoria
fisica”. Véase el apéndice al capitulo 4 donde se trata con detalle este topico.
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infinito y tridimensional, usamos ahora una variedad semi-Riemanniana de curvatura variable y
de cuatro dimensiones, una variedad equipada con una métrica Lorentziana. Y en lugar de las
trayectorias inerciales de la fisica de Newton, distinguimos ahora las lineas geodésicas de cuatro
dimensiones de la métrica semi-Riemanniana como representando nuestro nuevo estado
natural de movimiento. Como es obvio, la distancia de los contenidos intuitivos de la
experiencia es total, y la necesidad de postular principios coordinativos que salven ese hiato
aGn mayor. En la teoria de la relatividad general, esos principios, anilogos a las leyes del
movimiento de Newton, lo constituyen el principio de la luz y el principio de equivalencia.

De este modo, la imagen de las teorias fisicas a la Qt;le artibamos como resultado del
propio desarrollo de la fisica es la de teorias que consisten en tres partes que funcionan
asimétricamente: una parte matematica, una parte mecanica, y una propiamente empirica. La
primera contiene las representaciones o estructuras tedricas basicas que intentan describir el
marco espacio-temporal en cuestion. La parte fisica o empirica intenta usar esas
representaciones matematicas para formular leyes empiricas precisas qué describan los
fenémenos empiricos. Pero para lograr esto es necesario postular una parte coordinativa entre
la estructura matematica y los fenémenos concretos, una parte que haga posible que las leyes
de la naturaleza formuladas con ayuda de la parte matematica tengan significado empirico. Para
usar la terminologia kantiana, podria decirse que la parte matematica define la posibilidad ligica
de nuestra teoria fisica, por ejemplo, sin la teoria Riemanniana de las variedades la estructura
espacio-temporal de la relatividad general no seria Iogicamente posible y, por supuesto,
tampoco empiricamente posible; la parte coordinativa o mecanica, por otro lado, define la
posibilidad real de nuestro marco, es decir, posibilitan que nuestros principios tedricos sean

empleados en la descripcién de algiun fenémeno empirico. Esto es, define lo que puede contar
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como una razon o justificacién empirica para el marco teérico en cuestion. Sclo asi se hace
posible cualquier interrogacion a la naturaleza.

Ahora bien, Friedman complementa sus observaciones sobre los componentes a priori
de la teoria fisica con afirmaciones acerca del modo en que dichos principios cambian a lo
largo de la historia. Para ello se hace eco de varias de las ideas de Thomas Kuhn, aunque evita
tanto las llamadas consecuencias irracionalistas de La estructura como la propia solucién
pos'terior de Kuhn al respecto. Para ello apela a la idea de un ideal regulativo concebido como
una comunidad de investigacién final que ha logrado una racionalidad comunicativa
transhistérica y universal, sobre la base de principios constitutivos obtenidos en el limite ideal
de la investigacion cientifica. Y como es claro, esta concepcion proviene de la idea de
Habermas segiin la cual “This concept of communicative rationality carries connotations that
ultimately trace back to the central experience of the non-coercively uniting, consensus
creating power of argumentative speech, in which different participants overcome their initially
subjective points of view, and, thanks to the commonality of reasonably motivated
convictions, assure themselves simultaneously of the unity of the objective world and the
intersubjectivity of their context of life” (Citado en Friedman, 2001, pag. 54).

Alan Richardson™* ha resaltado este aspecto del pensamiento de Friedman, y lo usa
para desarrollar una idea mas clara y profunda de lo que queremos decir cuando hablamos de
un a priori constitutivo de la experiencia. En efecto, de acuerdo con Richardson, la comunidad
ideal de investigacion a la cual apela Friedman para evitar los problemas de intertraducibilidad
entre marcos linglifsticos alternativos, no soluciona dichos problemas. Si Newton no puede
entender el lenguaje de Einstein, esto no se rectifica introduciendo un tercer lenguaje ideal que

ninguno de ellos puede entender. En suma, la idea peireana del limite ideal no soluciona

134 Richardson (2002),
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problemas de indole semandca. Pero entonces, pregunta Richardson: ;qué problemas resuelve?
En su opinion, tanto Friedman como Habermas apuntan no a un problema de irracionalidad
en tanto carencia de significatividad, sino a un problema de irracionalidad como coercion. Lo
que el limite ideal de la historia de la investigacion provee es aquello a lo que no puede llegarse
en ningun estadio partcular de la historia de la investigacion misma. Iin cualquier momento de
la historia de la ciencia, la teoria vigente es coercitiva con respecto al pasado, esto es, esta
teo.ria explica su continuidad con la teoria anterior pero también su progreso respecto de ella
desde su propio punto de vista y por medio de un lenguaje que los cientificos anteriores no
serfan capaces ni de entender ni mucho menos admitir. El limite ideal introduce no la
posibilidad de intertraduccién sino la posibilidad de una simetria argumentativa, esto es, la
situaci6n hipotética en la cual las diversas comunidades han abandonado sus propios lenguajes
y modos de comprender el mundo, algo afin a la idea expresada por Habermas en la cita
consignada anteriormente.

Lo que segin Richardson resulta de importancia en la solucion de Friedman al
relativismo no es tanto la solucién misma, sino lo que ella revela del problema que intenta
solucionar, a saber, que el problema de la incompatibilidad o si se quiere de la
inconmensurabilidad entre diferentes teorias no es un problema meramente semantico.

De acuerdo con Richardson, a pesar de que Kuhn mismo dejara conducir el problema
de la inconmensurabilidad al terreno semantico, sus primeras consideraciones sobre dicho
asunto no lo enfocaban como un problema de tal indole. Richardson cita el siguiente pasaje de
Kuhn: “Paradigms differ in more than substance, for they are directed not only at nature but
also back upon the science that produced them... as a result, the reception of a new paradigm
often necessitates a redefinition of the corresponding science. Some old problems may be

relegated to another science or declared entirely “unscienufic”. Others that were previously

411



non-existent or trivial may, with a new paradigm become the very archetypes of significant
achievement. And as the problems change, so, often, does the standard that disunguishes a real
scientific solution from a mere metaphysical speculation, word game, or mathematical play.
The normal-scientific tradition that emerges from a scientific revolution is not only
incompatible but often actually incommensurable with that which has gone before” (Citado en
Richardson 2002, pag. 264). En este pasaje, segun Richardson, la nocién de
inconmensurabilidad no esta relacionada a la diferencia semantica que existe entre dos
paradigmas, sino a las tradiciones practicas que dichos paradigmas inducen. Es decir, que los
participantes en dos paradigmas diferentes no meramente “creen” cosas diferentes sino que
“viven” o “trabajan” en mundos diferentes. Asi, por ejemplo, el problema no consiste en que
un newtoniano no pueda enfender a un einsteiniano, sino que un newtoniano no puede serun
einsteiniano; ser un tipo de persona implica muchas cosas mas que poseer un conjunto de
afirmaciones significativas, implica una serie complera de compromisos, disposiciones, y
valores. Por eso, continta Richardson, el término psicoanalitico “crisis” es tan apropiado para
describir un cambio de paradigma, pues uno no puede perder el mundo en el que actia sin
perderse a si mismo.,

De esta manera, Richardson articula una concepcion de lo que significa ser
“constitutivo” de la experiencia que descansa en la nocién de “prictica”'®, nocién que si bien
Richardson reconoce en el pensamiento de Kuhn, puede rastrearse hasta pensadores
pragmatistas como C. L. Lewis, |. Dewey y M. Cohen. Para estos filosofos, en los cuales se lleva
a cabo una ruptura con la distincién kantiana entre razén tedrica y razon practica, los marcos

conceptuales encierran compromisos no solo de indole teérica sino también principios

153 Richardson advierte que el sentido de “practica” presente en la filosofia de Kuhn no puede idenuficarse con la
riqueza que el término ha adquindo en nuestros dias, pero esto no significa cometer un anacronismo al usar dicho

término para hablar de la idea de Kuhn. Para un estudio minucioso de la nocion de “practica” véase Martinez, S.
(2003).
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practicos que sugicren tanto las soluciones a cuestiones de investigacion, como el orden de
importancia de las mismas. Asi, el primero de los filésofos mencionados reconoce
abiertamente esta dimension al decir: “We cannot even interrogate experience without a
network of categories and definitive concepts. And we must further be prepared to say what
experimental findings will answer what questions, and how. Without tests which represent
anterior principle, there is no question which experience could answer at all” (Lewis, C. L.
1923, [1987] pag. 22), y en otro pasaje significativo: “Such definitive vsaies priori; only so
can we enter upon the investigation by which further laws are sought” (Ibidem, pag. 20).

En la perspectiva de Richardson, al igual que en los pragmatistas, esta admision del
concepto de practica no lo conduce a la vision ahora corriente que separa tajantemente las
tradiciones teérica y experimental'. Antes bien, su idea se corresponde con la concepcién
tradicional que sefiala que el papel epistemologico de las tradiciones experimentales se reduce
al descubrimiento de hechos que sirven para la contrastacion de teorias. Asi, una teoria,
paradigma, o con';o quiera llamirsele, introduce un conjunto de principios acerca de coémo es el
mundo y con ello el contenido de las pricticas mediante las cuales nos hacemos accesibles esas
relaciones. Esto es, la ciencia propone visiones del mundo mediante las cuales intenta hacer
predicciones acerca de los acontecimientos, y por ende también abre el espacio de lo que
cuenta como una prueba para sus predicciones.

Ahora bien, el énfasis de Richardson en los aspectos no-semdnticos de los paradigmas,
los cuales se vuelven constitutivos de la investigacion y de las practicas alli implicadas, lo
conduce a quizds una version de la inconmensurabilidad mas radical que la que coloca a los

aspectos semanticos en el centro de la cuestion. Por ello, ni la solucion de Friedman, la de la

156 En el capitulo 4 del libro mencionado en la nota anterior se encuentra una discusion pormenonzada de este
topico. Superaria los limites de la presente seccion adentrarme en esta problematica, dado que sélo pretende hacer
un esbozo de las direcciones de investigacion en tomo a la idea de a prion constitutivo metodolégico.
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comunidad ideal al final de la investigacion, ni la del propio Kuhn, la de los v.ilores y metas
compartidas, le parecen soluciones auténticas al problema. En lugar de ellas, Richardson
propone retornar al concepto de persuasion y a lo que él implica. En efecto, en su opinion,
tenemos la tendencia a pensar la comunicacion a través de los paradigmas bajo el modelo de
una partida de ajedrez jugada por un sujeto del siglo XV y uno actual, cada uno con sus propias
reglas. No obstante esta aparente discontinuidad, las personas no son tan opacas una respecto
de c;t.ra como para impedir ¢l intercambio comunicativo. Nuestros jugadores de ajedrez se
percatarian de que sus juegos son diferentes y, o bien abandonarian la partida, o se pondrian a
la tarea de aprender mas acerca de las reglas que cada uno de ellos sigue.

En la historia de la ciencia las cosas no deberian ser muy diferentes. Para citar el propio
ejemplo de Richardson, para que nosotros en tanto neo-darwinianos comprendamos a alguien
como Gilbert White"” y sus investigaciones acerca del canto de las lechuzas, no necesitamos
imaginar que ambos compartimos un conjunto de valores ni una comunidad final cuyo
lenguajé posibilite la comprension. Lo que necesitamos, de acuerdo con Richardson, es “to
find out more about White and his culture, and about me and mine” (Ibidem, pag. 269).

Esto es, necesitamos saber cuales creencias, valores, estatus y responsabilidades sociales
tenia un sacerdote rural anglicano de la ilustracién tardia, formado como naturalista baconiano.

Si este modo de interaccién, el cual no dista demasiado del modo en que interactuamos
a diario y que es medianamente exitoso en este nivel, sgporqué no habria de serlo en la
comunicacion interparadigmatica? El recurso a la persuasion nos coloca, por asi decirlo, en un
camino humano para entender lo que los cientificos de otras épocas estaban diciendo y

haciendo con sus teorias.

157 El trabajo de White que Richardson cita es Natural FHistory and Antiguities of Selborne de 1813
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Ahora bien, hasta aqui la reconstruccion del modo en que Richardson intenta mejorar y
profundizar la concepcion de Friedman de lo a priori constitutivo. De mi parte me gustaria
agregar que estoy de acuerdo con Richardson en que la nocién presentada por Friedman
necesita cierta profundizacién. Articular la nocion de principio constitutivo sobre la de
presuposicion me parece insatisfactorio en la medida en que parece continuar haciéndose
énfasis en los aspectos meramente semanticos de la nocién de constitucion, dejando de lado
los EIlSpCCtOS metodologicos. A mi modo de ver, Richardson va por buen camino al quitar el
foco de los aspectos semanticos y dirigirlo hacia las pricticas cientificas como sucedaneas de la
nocién de experiencia. Sin embargo, creo que seria necesario agregar a esta nueva forma de ver
las cosas algunas consideraciones acerca de la interaccién entre el cuerpo teorérico y las
practicas cientificas.

Mi propia sugerencia al respecto, es que debemos tomar en seria consideracion la
naturaleza idealizatoria de las teorias cientificas y su procedimiento transformador de la
realidad de la experiencia. En este trabajo hicimos referencia a varios autores que enfatizaron
estos aspectos de la cognicion cientifica, y sostuvimos la tesis historica de que la sobrevivencia
de un tipo de a priori que llamamos “metodolégico” sélo fue posible a través de la idea de que
la ciencia impone ciertos principios a la experiencia que la modifican sustancialmente. Hoy,
claro esta, seria dificil argumentar a favor de la idea de que dichos principios pertenecen a
nuestra estructura cognitiva, por lo que podemos asumir, como lo hicieron los miembros de la
tradicion que estudiamos aqui, que los mismos son de caricter convencional, producto de una
libre eleccién basada en criterios pragmaticos. Como apunté en la nota al pie numero 66, desde
finales del siglo XIX la escuela polaca de filosofia analitica, encabezada por K. Twardoski y que
incluye nombres como los de Lukaziewicz, Czezowski y Ajdukiewicz, la cual en nuestros dias

ha sido ampliada y desarrollada por L. Nowak, I. Nowakowa, R. Harré, y algunos intelecruales
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italianos como F. Coniglione, ha tratado con detalle el problema de los elementos wdealizadores
en el conocimiento cientifico.

En efecto, en el famoso ensayo de l.ukasiewicz sobre la creatividad en la ciencia, el cual
habria de ¢jercer una profunda influencia sobre la cultura polaca durante décadas, encontramos
una aproximacion extraordinariamente moderna a las teorias cientificas, una aproximacién que
adelanta tesis fundamentales que encontraremos con posterioridad en pensadores como L.
Fleck' y el propio T. Kuhn. Lukasiewicz muestra enérgicamente el caricter creativo de la
ciencia: esta no persigue una mera reproduccion de la realidad, sino que se encuentra mas
cercana al modo en que un artista realiza una pintura. La naturaleza no-reproductiva de la
ciencia puede aprehenderse, segun Lukasiewicz, en que no es una actividad omnisciente, Le. su
propésito no es conocer o coleccionar datos detallados sino sélo sintetizar sus rasgos
generales. De este modo, los hechos deben ser ordenados y provistos con algo que
originalmente no poseen, algo que extraemos de la razon. Como ejemplo paradigmatico,

‘Lukasiewicz cita el andlisis de Galileo de la caida libre, donde su caracter creativo radica en la
relacion que la ley establece (dada por la formula v=gt):

“No measurement is exact. Hence it is impossible to state that the velocity 1s exactly
proportional to the time of fall. Thus »esther does the form of the relationship reprodiece facts
that are empirically given: the entire relationship is a product of creative activity of the human
mind. Indeed, we know that the law governing the fall of heavy bodies can be true only in
approximation, since it supposes such non-existent conditions as a constant gravitational
acceleration or a lack of resistance offered by air. Thus it does not reproduce reality, but only
refers to a fiction. That is why history tell us that the law did not emerge from the observation

of the phenomena, but was born a priorz in Galileo s creative mind. It was only affer formulating

135 Para un anilisis detallado de la influencia de los filosofos polacos sobre el pensamiento de L. Fleck, véase
Gyedimin, ]. (1986).

416



his law that Galileo verified its consequences with facts. Such is the role of experience n every
theory of natural sciences: 1o be a stinulus from creative ideas and to provide subjects for their verification”
(Lukasiewicz, 1912, pag. 9, los énfasis son de Lukasiewicz). Asi, Lukasiewicz muestra el
caracter irreal de la situacion descrita por una ley fisica: la ley incluye enunciados
contraficticos, de modo que antes que referir a la realidad esta describe un modelo ideal.

En Czezowski, en tanto, encontramos una continuacién del punto de vista de
Lukasiewicz, el cual se expresa en su “método de la definicion analitica”. A diferencia de la
descripcion experimental, la cual es aplicada por ejemplo por un psicélogo que acumula datos
con el fin de obtener generalizaciones estadisticas, la descripcion analitica conduce a
enunciados generales apodicticos obtenidos refiriendo a presuposiciones adicionales y
eliminando las complicaciones existentes en el fendmeno descrito. En la descripcién analitica
la generalizacién inductiva no se usa; el acto de generalizacion presente en ella es un acto
cognitivo particular basado en el analisis del significado del nombre del objeto descrito. La
naturaleza definidora de la descripcién analitica se relaciona con los enunciados a priori de las
matematicas. Al igual que estos son vilidos por definicion para todos los objetos que
comprenden y excluyen a priori casos disimiles o introducen cliusulas adicionales para explicar
anomalias, en la descripcion de la caida libre hecha por Galileo, por ejemplo, se excluyen el
rozamiento y la resistencia por parte del medio, solo para ser introducidos con posterioridad
para explicar casos de incompatibilidad con la ley de la caida libre. De esta manera, una vez que
el concepto de #po es fijado, que es la clase de entidad que surge de la descripcion analitica, este
no es refutado por casos que no coinciden con los enunciados que describen sus propiedades;
son tratados como casos atipicos cuya desviacion de los tipos se explica mediante

circunstancias subsidiarias.
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Como mencioné mas arriba, esta perspectiva de la ciencia ha sido desarrollada y
ciertamente sistematizada en nuestros dias por L. Nowak entre otros. Sin intencién de
extenderme demasiado, los principales lineamientos de la llamada “idealizanonal approach to
science” pueden ser resumidos de la siguiente manera: en primer lugar, Nowak sostiene que el
método de la idealizacién es bisicamente un método de deformacion, un método mediante el
cual se transforma nuestro mundo en mundos ideales (Nowak 2000). Esto es, en el esfuerzo
por. familiarizarse con la realidad que nos rodea, las teorias cientificas no intentan reproducir
esa realidad sino que construyen una representacion basada en presuposiciones ideales, i.e.
presuposiciones que ignoran ciertos rasgos de los fenomenos para resaltar otros. En este
sentido, las teorias cientificas operan analogamente a como lo hacen algunas formas de
representacion pictorica, por ejemplo, las caricaturas. En segundo lugar, puede afirmarse que
una ley cientifica nunca es elaborada en un vacio de conocimiento, por medio de una
comparacion entre la inteligencia del investigador y la naturaleza pura: es formulada sobre la
base de una estructuracién ontolégica preliminar (que deriva de la tradicién cientifica a la cual
el investigador pertenece, desde conceptos filosoficos compartidos que a su vez pueden
depender de una visién de la ciencia que una cierta comunidad o adn civilizacién posee en un
determinado momento) que especifica qué tipos de magnitudes han de ser tomadas en
consideracion para explicar la conducta de un fenémeno dado y cémo conectarlos unos con
otros'”. Entre esas magnitudes o parimetros que se piensa que afectan un fenémeno F bajo
estudio, se establece una jerarquia de prioridad que va desde las mas influyentes a las que
inﬂuyen' menos. A esta jerarquia de factores se la llama una “estructura esencial”; es una

hipétesis que el investigador hace acerca del fenémeno que estd estudiando, cuyo valor sera

137 Hay un fuerte simil entre esta idea v la interpretacion que hicimos del modo en que Kant erige sus principios a
prion para la ciencia natural. Recuérdese que en orden a constituir dichos prncipios Kanr parte del concepro
empirico de materia el cual somete a condiciones establecidas a priori para obtener una funcién universal de los
conceptos cientificos.
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medido de acuerdo a su capacidad para producir leyes cieniificas explicativas. Su proposito es
permitir la omision provisional, en la formulacién de la ley, de los factores considerados
secundarios, de modo que sélo los factores primarios son tomados en cuenta, de los cuales se
plensa que son capaces de describir el fenémeno en cuestion con un cierto grado de
aproximacion. Para este propésito se introducen “presuposiciones idealizadoras” de la forma
p(x)=0, gracias a las cuales el investigador elimina los factores secundarios (en este caso se
asunl-nc que el factor p, en relacién al elemento genérico x perteneciente al universo investigado,
tiene un valor 0), e intenta establecer una conexién némica solo entre la magnitud estudiada y
los factores primarios. El resultado es un enunciado condicional, la premisa del cual contiene
tanto condiciones realistas como presuposiciones idealizadoras (y por ende contrafacticas):

Lk: U®) A q1(x)=0 A q2(x)=0 A, ..., A qk(x)=0 = F(x)=gk [G(x)], donde U es la
condicion realista que determina la realidad a la que el enunciado se refiere, es decir, es una
condicién que se encuentra en cualquier elemento que pertenece al universo de discurso U. En
la practica, el universo de discurso U indica el conjunto de objetos al que nuestra investigacion
refiere y la funcién proposicional U(x) significa que un objeto genérico x es un elemento en
este universo; por ejemplo, “x es un cuerpo”, “x es una molécula”, etc. En adicién, q1(x)=0 es
la presuposicién idealizadora, y afirma que existe en U un objeto a tal que q(a)=0; por ejemplo,
hay un cuerpo que es perfectamente rigido o algtin gas que puede ser definido como idzal.
Finalmente, gk es la dependencia propuesta por el investigador de acuerdo al upo de relacion
entre el fenémeno F y el factor G que cumple con los principios relacionales énticos de las
perspectiva ontologica que el investigador ha asumido previamente.

Una vez que ha sido empiricamente corroborado, el enunciado puede aspirar al titulo
de ley cientifica. Esta corroboracién puede ser realizada por comparacion directa o, mas

frecuentemente, por medio de lo que Nowak llama “concretizaciones”. Este ildmo
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procedimiento consiste en quitar progresivamente las condiciones idealizadoras y
reemplazarlas por condiciones realistas, de modo de poner al enunciado lo mas cercanamente
posible al plano fenoménico. De acuerdo con Nowak, el estado de “concretizacién” dltima
nunca se obtiene en la ciencia, por lo que el recurso a procedimientos de aproximacion es
siempre necesario'”.

Lo que me parece de importancia en esta concepcion para nuestro asunto, es que para
sus miembros no basta con afirmar la idea de que hay presuposiciones conceptuales en el
conocimiento de la realidad, sino que nos dicen concretamente como estas presuposiciones
operan sobre esos objetos, como mediante la introduccion de estas presuposiciones a través de
hipotesis sobre la carencia de ciertos rasgos en los objetos bajo estudio, llevamos a cabo una
verdadera transformacion de esa realidad. Asimismo, el énfasis de esta concepcién en que la
actividad idealizatoria de la ciencia es una conciencia dirigida a objetos, esto es, que parte de
una reflexion sobre fenémenos a los cuales, claro esta, transforma de acuerdo a algo que no se
encuentra en ellos mismos (lo cual, como mencioné en una nota al pie anterior, recuerda el
modo en que Kant mismo concibe la construccion de las leyes de la fisica), no separa lo teérico
de lo empirico o prictico, sino que entiende una y otra cosa como parte de un proceso inico e
indisoluble.

El gran cientifico y filésofo Pierre Duhem sostuvo una teoria de caracteristicas
similares a esta, y en un pasaje significativo nos dice:

“Au fur et 2 mesure que la Physique progresse, on voit se resserrer |'indetermination
du groupe de jugements abstraits que le physicien fait correspondre 4 un meme fait concrete;
I"approximation des résultats expérimentaux va croissant, non seulement parce que les

constructeurs fournissent des instruments de plus en plus précis, mais aussi parce que les

1@ Para un desarrollo de la idea de “concretzacion”, véase Nowak (2000) cap. 23.
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théories physiques donnent, pour établir Ia correspodance des faits avec les 1dées schématiques
qui servent 4 les représenter, des régles de plus en plus satisfaisantes. Cette précision croissante
s achéte, il est vrai, [:ar une complication croissante, par |'obligation d observer, en meme
temps que le fait principal, une série de faits accesoires, par la nécessité de soumettre les
constatations brutes de |’experience 4 des combinaisons, 4 des transformations de plus en plus

nombreuses et délicates; ces transformations qu’on fait subir aux dones immeédiates de

'experience, ce sont les corrections” (Duhem, P. 1906, pag. 236).
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Apéndice

Apéndice al Capitulo 2

Teorema de los angulos interiores alternos

Prueba

Dado el angulo A’B'B = CBB’. Asimase por el contrario que /y /”se encuentran en un punto
D. Digamos que D se encuentra en el mismo lado que C y C”. Hay un punto E sobre la linea
B':\.' tal que B'E = BD. El segmento BB” es congruente consigo mismo, de modo que el
tridngulo B'BD = BB E. En particular, el angulo DB'B = EBB’". Dado que el angulo DB'B es
el complemento de EB'B, EBB” debe ser el complemente de DBB’. Esto significa que E esta

sobre / asi /y /" tienen los dos puntos E y D en comiin. Por lo tanto /es paralelaa /.

Corolario 1
Prueba

Si/y /’son ambas perpendiculares a #, los angulos interiores alternos son angulos rectos ¥ por

ende congruentes.
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Corolano 2
Prueba
Hay una linea / perpendicular a / que pasa a través de P, y hay una tnica linea » perpendicular

a /que pasa a través de P. Dado que /y » son ambas perpendiculares a 4, el corolario 1 nos dice

que /es paralela a .
Pnll
- »
< >/
4
/i

Teorema de los angulos exteriores

Prueba

Considérese el dngulo interior BAC. §i BAC = ACD, luego la linea AB es paralelaa CD, lo que ,
contradice la hipotesis de que esas lineas se encuentran en B. Supéngase que el angulo BAC es
mayor que ACD. Luego hay un segmento AE entre AB y AC tal que el ingulo ACD = CAE.
Este segmento intercepta BC en un punto G. Pero de acuerdo al teorema anterior las lineas

AE y CD son paralelas. Asi, BAC no puede ser mayor que ACD. Dado que BAC tampoco es
congruente con ACD, BAC debe ser menor que ACD.

A




Teorema de Saccheri-Legendre

Prueba

Astmase, contrariamente a lo estipulado por el teorema, que la suma de los angulos del
tridngulo ABC es mayor que 180°, digamos 180° + p°, donde p es un numero positivo. Es
posible reemplazar el triangulo ABC por otro triangulo que tiene la misma suma de los angulos
peto en cual un ingulo tiene a lo sumo la mitad de los grados que tiene el angulo A. Podemos
repetir este procedimiento para obtener otro tridngulo que tiene la misma suma de los angulos
que 180° + p° pero en el cual uno de los angulos tiene a lo sumo un cuarto de los grados que
tiene el angulo A. La propiedad arquimediana de los nimeros reales garantiza que si repetimos
esta construccion suficientes veces, obtendremos eventualmente un tridngulo que tiene una
suma de sus angulo de 180° + p°, pero en el cual un angulo tiene a lo sumo p°. La suma de los

grados de los restantes dos angulos sera mayor que o igual a 180°. Esto prueba el teorema.

Apéndice al Capitulo 4
La discusién en torno a la teoria de la relatividad.

En este apartado reconstruiré, en orden a ejemplificar las consideraciones sobre lo a
priori que se hicieron en el curso del capitulo, la discusién que a comienzos de los afios 20 se
produjo sobre la teoria de la relatividad especial y general. Los participes en esta discusion son
nuestros tres autores estudiados: Schlick, Reichenbach y Cassirer. De acuerdo a la cronologia
en que ocurri6 esta discusion, principiaré con la concepcién temprana de Schlick (1915), pasaré
luego a la vision de Reichenbach (1920), y en tercer lugar se expondra la concepcion de

Cassirer (1921).
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En “La sigfnificacién filosofica del principio de la relatividad™*'de 1915 — el primer
trabajo filos6fico publicado sobre la teoria de la relatividad especial — M. Schlick se propone’
evaluar el impacto profundo que el nuevo marco de principios constitutivos establecido por
Einstein representaba para nuestras intuiciones mas arraigadas, y asimismo datle un lugar
apropiado dentro de la epistemologia.

Hay al menos dos de entre las concepciones mis profundamente arraigadas en nuestra
cognicién que, segiin Schlick, el principio de la relatividad' viene a impactar, a saber, nuestra
vision acerca del iempo y nuestro concepto de sustancia.

Como es ampliamente conocido, la nocion de tiempo absoluto habia jugado, en la
fisica newtoniana y aun en la mecanica de Lorentz, el papel de una presuposicion
incuestionable y se consideraba autoevidente. Por el contrario, la teoria de la relatividad asume
que ninguna determinacion temporal tiene significacion absoluta, sino antes bien que si uno y
el mismo proceso se relaciona a diferentes y legitimos sistemas de referencia, es también
temporalmente ordenado en diferentes formas. Dos eventos espacialmente separados que para
un sistema son simultineos, se presentan en momentos diferentes para un segundo e
igualmente legitimo sistema de referencia. Uno y el mismo proceso, tal como la oscilacién del
-péndu]o de un reloj, tiene una duracién menor en un sistema en reposo relativo al reloj, que
cuando es visto desde un sistema en movimiento relativo al mismo.

Para explicar este cambio en la nocién del iempo, Schlick introduce un movimiento

filoséfico digno de atencion.

161 Version inglesa *“The Philosophical Significance of Relativity” en Moritg Schiick Philosophical Papers Vol 1 (1909-
1922), Editado por H .Mulder v Barbara F. B. van de Velde-Schlick, Reidel, Holland, 1979

162 Schlick distingue entre el principio de la relatividad que enuncia como : “All rectilinear and uniform motions
referred to in natural laws are relative” (Schlick 1915, pag.156, op. cit.), y que ve como una ley expenmentalmente
establecida, y la teoria de la relatividad, Le. el complejo de conclusiones extraidas por Einstein de su principio.
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Segtn Schlick, la concepeion relativista del tempo no contradice nuestra conciencia
inmediata del tiempo “for the simple reason that the latter tells us nothing whatever about
these properties of time that are dealt with in relativity theory” (Ibidem, pag.162). El tiempo
con el que tratamos en nuestra intuicién es, segin Schlick, un tempo psicologico, esto es, algo
puramente cualitativo y por lo tanto no medible, mientras que la teoria de Einstein trata
especificamente con la medida del tiempo. Veamos esto con algo de detalle.

Haciéndose eco de una afirmacién de Kant de los Primeros principios metafisicos de la ciencia
de la naturaleza'®, que reza: “Afirmo, pues, que en toda teoria particular de la naturaleza no
podri encontrarse ciencia en sentido propio, mas que en la medida en que pueda encontrarse
matemitica en ella”( I. Kant 1993, pag.102), Schlick sostiene que si la ciencia busca someter
todos los fenomenos bajo leyes precisas, éstas han de encontrar expresion unicamente a traves
de la formulacién matematica. Esta formulacién matematica de los fenomenos solo es posible -
en la medida en que las regularidades son presentadas en una forma espacio-temporal. Porque
es solo en este modo de presentacién, dado que permite la medida y posibilita la obtencién de
exactitud, por lo que el método matematico es naturalmente aplicable a cantidades medibles.

Ahora bien, en su intento por subsumir todo el orden de los fenomenos a
determinaciones numéricas, la ciencia se enfrenta con ciertos dominios que por su naru.rale.za
cualitativa no pueden ser reducidos a meras relaciones cuantitativas. Entre esos dominios que
“escapan” al método matemitico propio de la ciencia'®, se encuentra el ambito de lo
psicoldgico, esto es, el dominio de las intuiciones meramente cualitativas, no aprehensibles

conceptual o numéricamente. Dentro de este ambito de lo psicolégico se encuentra, a su vez,

162 1. Kant, Primeros principios de la denda de la naturaleza, México, UNAM, 1993.

164 Schlick propone distinguir la ciencia de la filosofia de acuerdo al método de formacion de conceptos que cada
una de ellas emplea. La primera utiliza el método matematico y persigue la reduccion de la mayor canadad de
cualidades posibles a relaciones puramente cuantitativas; la segunda, en tanto, se ocupa de la sistemanzacion del
dominio de cualidades puras no susceptibles de reduccion a determinaciones marematicas. Este tema se encuentra
desarrollado ampliamente en su articulo “The Boundaries of Scientific and Philosophical Concepr-Formation™ de
1910 e incluido en los Philsgphical Papers 1/6l.1 que hemos citado.
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nuestra conciencia intuitiva del tempo. Esta conciencia subjetiva del tiempo. debido a sus
rasgos cambiantes y accidentales, no permite establecer una definicion objenva del iempo ni
ser medida o usada para medir. Todo el mundo ha experimentado alguna vez, escuchando una
conferencia tediosa, que el iempo se alarga indefinidamente, o, a la inversa, que una situacién
agradable pasa frente a nosotros como un flash. Asi, sobre esta aprehension tan cambiante y
contingente no podemos esperar erigir conceptos como el de simultaneidad, no al menos si
desr;;amos darle a este tipo de nociones un estatus matemitico exacto.

Asimismo, de acuerdo con Schlick, tampoco podemos conceder que proposiciones del
tipo de “la duracién de un proceso debe ser algo absoluto e independiente de un marco de
referencia”, tengan su origen en la intuicién. Dicho sea de paso, Schlick no niega que ese tipo
de proposiciones encierren presuposiciones elementales que “the experience has never till now
required us to correct” (Ibidem, pag.163), pero su estatus esta justificado por una via
completamente diferente. Volveré a este punto mas adelante.

De este modo, parece que Kant atribuy6 propiedades a las formas puras de la intuicién
que quizas fueran mejor vistas como la contribucion del entendimiento o la reflexion. Todo lo
cuantitativo, todo lo matematico, y todas las propiedades de la medida temporal deben ser
vistas como una contribucién del entendimiento y no de las formas subjetivas a priori de la
intuicién, que constituyen tinicamente un dmbito de propiedades puramente cualitativas'®.

Por otro lado, el iempo con el que trata la relatividad tiene que ver con la comparacion
de movimientos y otros procesos. De acuerdo con la teoria de la relatividad, debemos
seleccionar una medida del tiempo que depende del estado de movimiento del sistema de

referencia. El tempo “fisico” no es algo que pueda ser medido directamente y por lo tanto

165 Parece bastante claro que Schlick o bien malentendié a Kant o estd haciendo una carcarura del kantanismo
con el fin de justificar su argumento, pues nadie que haya estudiado minimamente a Kant puede interpretar la
inruicion pura en sentido psicologico. Para apreciar un ataque mis frontal a la idea de intwicion véase
especialmente “Is there Intuitive Knowledge?” de 1913, también en Philosaphical Papers Vol.1.
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distinguido de una mera idea, sino que siempre es una “mera idea” que consttuye la base de las
medidas. Las cantidades / que ocurren en las ecuaciones de la teoria de la relatividad son
tiempos “puros, matematicos” en el completo sentido de la palabra, #d est, son cantidades
carentes de elementos cualitativos y por ello medidas con exactitud, es decir, comparadas con
una unidad, aunque no sean tiempos absolutos. El tiempo fisico es siempre medido y asi es una
cantidad matematica, una idea. Su opuesto consiste en un tiempo verdaderamente intuitivo o
psicolégico, pero tnicamente real en la conciencia y no susceptible de ser medido, es una
cualidad pura.

Como deciamos hace un momento, el segundo de los conceptos que el principio de la
relatividad venia a contradecir esencialmente es el concepto de sustancia. Este concepto, como
el de espacio y tiempo, se halla impregnado de ideas filosoficas, pues representa la expresion
mis general del concepto de “ser” de la fisica. Se entiende por sustancia sencillamente aquel
“ser” que constituye la base de todo fenémeno; propiedades y leyes no son mas que relaciones
entre elementos, a los que corresponde el caricter de sustancia. La hipotesis del éter venia a
expresar este complejo de ideas asociadas con la nocién de sustancia, y se propu"sc;
esencialmente para suministrar un medio para el fendmeno de la luz, un medio en el cual esta
ultima se propaga a una velocidad de 186.000.000 metros por segundo. De acuerdo a las
presuposiciones de la teoria de la relatividad, este éter habria de estar en reposo en todo
sisterna de referencia legitimo, lo que es una contradiccion. Porque un cuerpo en reposo en un
sistema K esta en movimiento relativo a todos los sistemas que se mueven con respecto a K, y
no puede también estar en reposo en ellos. En la medida en que ningin sistema de referencia
es prescrito, puede ser atribuido a cualquier cuerpo fisico un movimiento dado, pero tan

pronto como se establece tal sistema, ese cuerpo adquiere una velocidad especifica relativa a tal
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sistema: no puede haber éter, debido a que en uno v el mismo sistema habria un nimero dado
de velocidades al mismo tiempo.

Uno puede, no obstante, escoger un sistema legitimo de referencia y afirmar que en ese
sistema el éter ha de estar en reposo, pero tal cosa seria completamente arbitraria; de acuerdo
con la teoria de la relatividad no habria razones ﬁsicas para afirmar tal cosa. No tiene sentido
asumir la existencia de un cuerpo fisico del cual no puede decirse algo por medios fisicos. De
este modo, la hipétesis del éter no sirve a los propasitos para los cuales fue propuesta: el éter
no es el “medio” para los fenomenos electromagnéticos, porque éstos tienen lugar
independientemente de su estado de movimiento.

La filosofia natural, segiin Schlick, aventaj6 a la fisica en la forma en que rechazo desde
hace largo tiempo el concepto de sustancia. Ya Hume, Berkeley, y atin Kant rechazaron la idea
de dotar a la sustancia de una existencia metafisica (aunque Kant sustituy6 su estatus metafisico
por uno epistemoldgico). Sin embargo, podria decirse que la tenacidad con la que los fisicos se
han adherido = la idea de sustancia proviene de la simple creencia en que la sustancia material
es, después cie todo, el dominio de la fisica, y no por una supuesta imposibilidad inherente a su
propio modo de conocer, diferente al de la filosofia.

Si recogemos en toda su magnitud las consecuencias que se siguen del establecimiento
del principio de la relatividad, esencialmente su ruptura con una concepcién que veia a las
presuposiciones de la ciencia fisica intrinsecamente relacionadas con nuestras formas a priori
de la intuicién, entonces nos encontramos con el hecho sorprendente de que existen esquemas
explicativos igualmente consistentes con nuestras intuiciones y con los hechos experimentales,
pero incompatibles entre si. ¢Por cuil de ellos hemos de decidirnos, si todos llevan a cabo

coordinaciones aceptables y univocas con los hechos relevantes que pretenden explicar?
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De acuerdo con Schlick, un sistema de conocimiento consiste en un sistema de signos
coordinados con los hechos de la realidad, y si el sistema consigue establecer una coordinacién
univoca con esos hechos (sea esto una cosa trascendente o lo inmediatamente dado), entonces
el sistema puede llamarse “verdadero”. De esta forma, “under certain conditions several
theories may be true at once, in that they provide a different but in each case perfectly univocal
designation of the facts” (Ibidem, pag.168).

| Si tomamos, por ejemplo, el contraste entre los sistemas copernicano v ptolomeico del
mundo, segtin Schlick, no hay experiencia, estrictamente hablando, que pueda probar que el
sistema copernicano es el tinico verdadero; todo lo que la experiencia prueba es que este
sistema nos permite asumir las leyes de la mecanica, tal como la ley de inercia, como
universalmente vilida de una forma perfectamente simple. Las observaciones sélo muestran
que el sistema de referencia usado por Copérnico (fijado en el centro del Sol), es preferido sobre
el sistema ptolomeico, que es fijado con respecto a la Tierra, en la medida en que aquél
conduce a’leyes incomparablemente mas simples.

En este punto, Schlick invoca la autoridad de Poincaré para defender la tesis de que
ninguna experiencia puede obligarnos a establecer un sistema tedrico particular, como base
para describir las regularidades del mundo fisico. Pueden ser elegidos para este proposito

. innumerables sistemas, con mayor o menor grado de complejidad, pero la eleccién es siempre
producto de una convencién. No obstante, apunta Schlick, si bien en principio se trata de una
lib.re eleccién, de hecho esto nunca opera asi, sino que se siguen buenas razones para ello. Se
elegird la mis simple, la que conlleve el menor niimero de hipétesis arbitrarias y esto conduce a
Schlick, que era un einsteiniano convencido, a que quizs las teorias més simples estén mas

cerca de la realidad después de todo, ya que en principio la fisica presupone la simplicidad de la
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naturaleza, Parafraseando la maxima de Occam, dice Schlick: “przncipia non siunt angmenda praeter
necessitatem”.

Veamos ahora la propuesta de Reichenbach.

En opinion de Reichenbach, los principios coordinativos a priori son constitutivos del
objeto de experiencia. Asimismo, tal como ha mostrado la teoria de la relatividad, esos
principios son susceptibles de ser abandonados. De estas dos premisas se sigue la conclusion
de que conjuntamente con los principios coordinativos se lleva a cabo un cambio en el objeto
de experiencia. Veamos como se produce este cambio en el caso de la teoria de la relatividad.

Segin Reichenbach, la fisica llega a enunciados cuantitativos a través de la investigacién
de la influencia de factores fisicos sobre determinaciones de extension o intervalos de tiempo;
la medida de distancias e intervalos de tiempo son las medidas cuantitativas primarias. El fisico
afirma la ocurrencia de fuerzas gravitacionales midiendo el tiempo que un cuerpo en caida libre
necesita para atravesar ciertas distancias, o mide el aumento de temperatura por medio del
cambio en la altura de una columna de mercurio. Para este proposito deben ser definidos los
conceptos de espacio e intervalo de tiempo. Por espacio e intervalo de tiempo, el fisico
entiende una razén numérica que conecta el intervalo a ser medido con uno usado como
unidad. En esas operaciones, la fisica tradicional hace la presuposicion fundamental de que las
extensiones y los tiempos son independientes y que el iempo definido para un sistema no
tiene influencia sobre los resultados de la medida de las extensiones. En orden a efectuar la
transicion de las extensiones medidas a relaciones entre ellas, debe ser agregado un sistema de
reglas paj:a su conexién. En la fisica tradicional los teoremas de la geometria euclideana sirven a
este propdsito, esto es, constituyen asunciones imprescindibles para medir cualquier cambio en

la extension o en el iempo. Se ve como una propiedad necesaria de los cuerpos fisicos el que
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se comporten de acuerdo a esas relaciones generales, esto es, solo bajo esta presuposicion
puede algo ser pensado como una cosa fisica.

Obtener conocimiento cuantitativo no significa otra cosa que aplicar esas reglas
generales a la realidad y ordenar los valores numéricos en un sistema. Fsas reglas pertenecen al
conceplo del objeto de la fisica,

Ahora bien, cuando la teoria de la relatividad cambié esas reglas, surgieron serias
dificultades conceptuales. La teoria presupone que las extensiones y los intervalos de tempo
medidos no poseen validez absoluta, sino que contienen elementos que en la concepcién
anterior se verian como accidentales: el sistema de referencia escogido y el hecho de que un
cuerpo en movimiento mostrara una contraccion en relacién con un sistema en reposo. Este
resultado fue interpretado como contradiciendo la causalidad, debido a que no podia ser
indicada ninguna causa para tal contraccion. Sorpresivamente nos encontramos enfrentados a
un cambio fisico cuya causa no podia ser reconciliada con ninguna concepcion de la fuerza
producida por el movimiento. Segun Reichenbach, “...the apparent difficulty does not arise
from the attempt to preserve the requirement of causality, but from the attempt to preserve a
concept of object that the theory of relativity has overcome” (Ibidem, 1920 [1965] pag.96).

De acuerdo con Reichenbach, “There exists a definite cause for the contraction of
length: the relative motion of the two bodies. Depending on which system of reference is
assumed to be at rest, either of the two bodies can be called shorter” (Ibidem, pig.96). Asi, si .
este resultado es interpretado como contradiciendo la causalidad, debido a que ésta requiere la
afirmacion de por qué el cuerpo “realmente” se contrae, se asume luego que la extension es
una propiedad absoluta de los cuerpos. Pero Einstein ha mostrado que la extension es una
magnitud definida sélo con relacion a un cierto sistema de coordenadas. Entre un cuerpo en

movimiento y una barra de medir existe una relacion; pero dependiendo del sistema de



referencia escogido, esta relacion se manifestara como una extension en reposo, como una
contraccion de Lorentz, o como una extension de Lorentz. Lo que medimos como extension
no es la relacion entre los cuerpos, sino su proyveccion en un sistema de coordenadas. Podemos
formular esta extension sélo en un sistema de coordenadas; pero al indicar simultineamente las
formulas de transformacion para todo otro sistema, nuestro enunciado obtiene significacién
objetiva. El nuevo método de la teoria de la relatividad consiste, para Reichenbach, en asignar
un significado objetivo a enunciados particulares, mediante la indicacién de las férmulas de
transformacién. Este método cambia el concepto de relacion fisica. Una extension medida sélo
puede ser establecida y asi ser llamada “objetiva” en un sistema especifico, pero esta extension
es solo una expresion de la relacion fisica. Lo que era anteriormente visto como una extensién
geométrica no es en absoluto una propiedad de un cuerpo, sino antes bien el reflejo de tal
propiedad en la descripcion de un sistema simple de coordenadas.

Debemos notar el cambio en el concepto del objeto: lo que era anteriormente visto
como una propiedad de las cosas se vuelve ahora una propiedad de las cosas y sus sistemas de
referencia. Asi, en palabras de Reichenbach, “The physics of forces and things is replaced by the
physics of states of fields” (Ibidem, pag.103, el énfasis es de Reichenbach).

Como es notorio por las anteriores consideraciones, Reichenbach comparte con
Schlick la idea de interpretar a la teoria de la relatividad como proporcionando la prueba de
que es posible pensar coordinaciones arbitrarias e igualmente consistentes con los datos. El
énfasis de Reichenbach, no obstante, recae sobre el poder constitutivo de los principios que
coordinan los sistemas de axiomas con los datos de la realidad, posibilitando con su cambio,
un verdadero cambio en el objeto de conocimiento empirico. Recuérdese que, segiin
Reichenbach, los principios constitutivos determinan qué sea un objeto individualmente

considerado, dentro del continuo de la experiencia. Asimismo, si bien en principio
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Reichenbach se avendria 2 un modo convencionalista de ver las cosas, desde el cual podria
verse a la historia de la ciencia como compuesta de una serie de discontinuidades, de hecho
cree que esto no es posible, pues representaria que la ciencia comenzara desde cero cada vez.
En su lugar propone el método de las aproximaciones sucesivas que vimos oportunamente.
Esto lo aleja del convencionalismo hacia formas mas tradicionales de ver el desarrollo de la
ciencia, con un énfasis importante en el principio de induccién normal.

Por su parte, la tarea que enfrenta Cassirer en su monografia sobre la relatividad (1921)
[1923], es entender cabalmente qué quiere decir Einstein cuando afirma de su teoria que
mediante ella “the last remainder of physical objectivity is taken from space and time” (citado
en Cassirer 1923, pag. 356). La pregunta que se hace Cassirer respecto de esa observacion de
Einstein es: “What are we to understand by the physical objectivity, which is here denied to the
concepts of space and time?” (Ibidem, pag. 356).

De acuerdo con Cassirer, el fisico puede percatarse de que el espacio y el tempo no
llenan el requisito de Planck de que “todo lo que puede ser medido existe”, pero el
epistemologo investiga el establecimiento de esos estindares de medida, los cuales cambian
como resultado de diferentes puntos de vista de conocimiento. De acuerdo a este cambio en el
“ideal standpoint” surgen para el pensamiento, distintas clases y sistemas de objetos, todos
definidos por la forma del juicio caracteristico de donde proceden.

Es claro que esta vision de la constitucion de los objetos no coincide en manera alguna
con la manera realista ingenua que los ve como realidades independientes dadas a la percepcién
sensorial. La epistemologia revela que lo que la visién ingenua toma como un hecho extraido
de la experiencia solo responde a un conjunto de hipétesis, principios, 0 axiomas que son

fijados con anterioridad a toda experiencia. Quizas entonces, la afirmacion de Einstein que
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niega objetividad al espacio y al iempo, “mean something else and something deeper than the
knowledge that the two are not things in the sense of naive realism”(Ibidem, pag. 357).

En opinion de Cassirer, lo que debe ser investigado es la “special logical position” de
los conceptos de espacio y tiempo, los que a pesar de compartir con ¢l resto de los conceptos
fisicos su estatus como conceptos de medida, son vistos como “concepts and forms of
measurement of an order higher than the first order” (Ibidem, pag. 358). Asi, cualquier intento
de dar una respuesta a la cuestién concerniente a la pérdida de “objetividad fisica™ de los
conceptos de espacio y tiempo, esta restringida a reconocer el caracter mas fundamental de
esos conceptos. De acuerdo con Cassirer, la respuesta debe ser buscada en términos de las
manifestaciones cambiantes del concepto de objeto fisico dentro de la ciencia fisica. De este
modo, la tarea especifica que Cassirer se ha impuesto a si mismo es un examen de cémo ha de
ser construida la “objetividad fisica” desde dentro de la nueva perspectiva, tal que ésta es
negada al espacio y al tiempo.

Ya en la discusion del capitulo II sobre los fundamentos conceptuales y empiricos de la
teoria de la relatividad, Cassirer llega a un resultado preliminar: el requerimiento de covariancia
general, a saber, que las leyes son establecidas en una forma vilida para todos los marcos de
referencia, representa un tipo de avance similar al que ocurri6 en la transicion desde la
mecanica a la teorfa especial de la relatividad. En este ultimo caso, la validez de las leyes
generales de la naturaleza estaba restringida en relacién con una determinada clase de cuerpos
de referencia; con la relatividad general esta restriccion desaparece. Y aunque algin sistema de
referencia esth implicado en la contrastacién de esas leyes, su significado y valor es
independiente de la particularidad de esos sistemas y “remains indentical with itself, whatever
changes experiences may bring to them”. Es precisamente esta independencia del punto de

vista del observador que esta implicada cuando hablamos de un “objeto de la naturaleza” y de
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“leyes de la naturaleza” como determinadas en si mismas. 86lo en este estadio de la
investigacion fisica podemos afirmar, segin Cassirer, que “the anthropomorphism of the
natural sensuous picture of the world, the overcoming of which is the real task of physical
knowledge, is here again forced a sep further back” (Ibidem, pag. 381-82).

La interpretacién de la covariancia general como un desarrollo del principio
metodolégico de la “unidad objetivadora” es reiterada a lo largo de todo el ensayo de Cassirer.
La teoria general de la relatividad adopta el principio de que para la descripcion fisica de los
procesos de la naturaleza, ningin cuerpo de referencia debe ser distinguido de otro. Este
principio es entendido por Cassirer como una “regla del entendimiento” hipotéticamente
adoptada dentro de la fisica. El tnico significado y justificacién de esta norma descansa en el
hecho de que, a través de su aplicacién, es posible obtener la unidad sintética de los fenémenos
en sus relaciones temporales, esto es, la explicacion legaliforme de los hechos observados.

Cassirer advierte que quizas se podria estar tentado a entender el principio de
covariancia general como una afirmacién analitica, que se sigue del significado que atribuimos
al concepto de “ley”, sin embargo, afirma con conviccién, “the demand, that there must in
general be such ultimate invariants, is synthetic” (Ibidem, pag. 384). El principio de covariancia
general es una maxima suprema establecida para la investigacion de la naturaleza, es una
restriccion formal, pero también, de acuerdo con Cassirer (citando a Einstein), es “a heuristic
aid in the searvh for the general laws of nature” (Ibidem, pag. 377, el énfasis es de Cassirer).

Cuando llegamos al capitulo V de la monografia, el que trata especificamente con los
conceptos de tiempo y espacio, nos encontramos con un tratamiento especial de lo que
habitualmente se habia visto (y se ve), como el obsticulo mas importante para la concepcion

kantiana de la fisica, el problema de la intuicién pura. Sorprendentemente, Cassirer sostiene



que la teoria general de la relatvidad no solo no contradice el sentdo de la intucion pura, sino
que lo mejora clarificando el rol que ésta juega en la cognicién empirica.'™

Interpretando a Kant de manera poco convencional, Cassirer dice que el espacio y el
tiempo son fuentes concepinales de conocimiento, conceptos ideales puros de los 6rdenes de
coexistencia y sucesion'®. En este sentido, la teoria de la relatividad, al quitarle a la intuicion
pura su naturaleza sensible, ha clarificado el sentido kantiano del término, cuyo significado
“was not always grasped by Kant with equal sharpness, since more special meanings and
applications were substituted involuntary in his case” (Ibidem, pag. 418). De acuerdo con
Cassirer, la intencion de Kant era plasmar en una idea la naturaleza de la forma serial de
coexcistencia y sucesion; pero estas formas no han de ser concebidas como rigidas, sino “living and
moving”. Ninguna de ellas puede ser explicitada de un solo golpe, sino a través de un proceso
imbricado con las manifestaciones del pensamiento cientifico. Y la tarea de la ciencia fisica, que
se encuentra en medio de lo sensible y lo formal puro, es la de relacionar progresivamente
ambos dominios, y de esta manera lo sensible “increasingly loses its “contingent”
anthropomorfic character and assumes the imprint of thought, the imprint of systematic unity
of form”(Ibidem, pag. 421).

La pérdida de “objetividad fisica” del espacio y el tiempo, triunfantemente anunciada
por Einstein, encuentra su manifestacién fundamental en la filosofia critica a través del
reconocimiento de que espacio y tiempo son solo formas funcionales de sucesion y
coexistencia.

De este modo quedan ejemplificadas las concepciones epistemolgicas expuestas en

este capitulo. Para Schlick, la teoria de la relatividad establece un nuevo marco conceptual que

166 Adviértase la contraposicion con la vision de Schlick examinada mas arnba.
17 En realidad esto se parece mis a la concepcion de Leibniz que a la de Kant, pues recuérdese que este ulumo
insiste una y otra vez en que el espacio y el tiempo son una fuente de conocimiento esencialmente no-conceptual.
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permite una coordinacion univoea con los hechos de la experiencia que es incomparablemente
mis simple que las coordinaciones anteriores. Sus determinaciones puramente matematicas
excluyen cualquier aspecto cualitativo o psicolégico en ¢l conocimiento, lo cual es relegado al
mivel de la experiencia subjetiva. Asi entiende Schlick, la demanda de Einstein de que espacio y
tiempo deben ser “limpiados” de cualquier elemento subjetivo.

Reichenbach, en tanto, también parte de consideraciones convencionales acerca del
papel de la pluralidad de coordinaciones univocas con la realidad. Sin embargo, su énfasis en el
método de las aproximaciones sucesivas lo aleja de consideraciones puramente arbitrarias en lo
tocante a la construccion de sistemas conceptuales. Asimismo, su énfasis, a diferencia de
Schlick, recae en el aspecto constitutivo de las presuposiciones, y el caso de la relatividad nos
muestra claramente el cambio en el objeto del conocimiento fisico.

Cassirer, finalmente, hace ver que en el tratamiento por parte del idealismo critico de
las nociones de espacio y tiempo, se halla cumplido el desideratum de Einstein respecto de la
desantropomorfizacion de esas nociones. Espacio y tiempo son, para Cassirer, esos invariantes
tltimos que proveen la forma de la coexistencia y la sucesién de los objetos de la experiencia,
pero, como se apuntaba un momento atris, esas estructuras formales no son dadas de una vez
y para siempre, sino que sus determinaciones son dependientes de las manifestaciones
conceptuales que se proponen a lo largo de la historia de la fisica. De esto se sigue, que no es
posible decir qué cosas sean esos invariantes, mas que lo dicho recientemente, formas
conceptuales que determinan la coexistencia y la sucesion de los fenémenos de la naturaleza.

Asimismo, de crucial importancia es su tratamiento del principio de covariancia
general, el que ve como un principio a priori del entendimiento que posibilita la unidad
explicativa de las leyes de la naturaleza. Quizas deberiamos apuntar que también en este punto

Cassirer se aleja un paso mas de la ortodoxia kantiana, en la medida en que parece dotar de un
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valor constitutivo a principios que tienen un papel esencialmente heuristico v que Kant ve
como principios meramente regulativos. Sin embargo, los desarrollos en las ciencias formales y
naturales de los que hemos hablado, explican el trinsito desde la concepcion kantiana original a

las formulaciones de Cassirer.

Apéndice al Capitulo 5
Axiomas de Hilbert para regiones limitadas de la experiencia
Axiomas de conexion
1) A través de cualesquiera dos puntos hay (al menos) una linea.
2) A través de dos puntos hay sélo una linea.
3) Sobre cualquier linea hay al menos dos puntos; en cualquier plano hay al menos
tres puntos que no estin sobre una linea.
4) A través de cualesquiera tres puntos que no estin todos sobre una linea pasa (al
menos) un plano.
5) A través de tres puntos que no estin todos sobre una linea pasa s6lo un plano.
6) Sidos puntos de una linea estin en un plano, también lo estan el resto.
Si dos planos tienen un punto en comun, tienen al menos otro en comin.
8) Hay al menos cuatro puntos que no estin todos en un plano.
Axiomas de orden
9) Siun punto esta sobre una linea entre A y B, luego también est entre B y A.
10) Si A y C son cualesquiera dos puntos en una linea, luego hay siempre al menos
un punto B que estd entre A y C, y al menos un punto D tal que C esta entre A

yD.

439



11) Entre cualesquiera tres puntos e¢n una linea hay siempre uno y solo uno que
estd entre los otros dos.

12) Si una linea y tres puntos que no estan en dicha linea estan en un plano, y sila
linea intersecta uno de los tres scgmentos determinados por los puntos, luego
también intersecta uno de los otros dos segmentos.

Axiomas de congruencia

13) En cualquier linea y desde cualquier punto y en cualquier direccion, hay
siempre uno y sélo un segmento que es congruente a cualquier segmento dado.
Todo segmento es congruente a si mismo.

14) Si dos segmentos son congruentes con un tercero, luego son congruentes entre
sL

15) Dos segmentos son congruentes si consisten de pares de segmentos parciales
congruentes.

16) Para cualquier angulo dado, en cualquier plano, en cualquier lado de cualquiera
de sus lineas, hay siempre uno y sélo un dngulo congruente. Todo angulo es
congruente a si mismo.

Axiomas de congruencia de segmentos y angulos

17) Si dos triangulos vecinos coinciden en cualesquiera dos lados y en el angulo que

ellos encierran, entonces también coinciden en los otros dos angulos.

18) Si dos lineas vecinas en un plano no se intersectan, luego los dos angulos
producidos en el mismo lado de cualesquiera linea que las intersecta, son
iguales.

Postulados de Carnap, para la construccion de un sistema ilimitado

1) En toda region parcial limitada, se sostienen los axiomas 1-18.
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2) Mas aun, los axiomas Al y A4 se sostienen también para la region global.

3) La operacion de marcar un segmento sobre una linea puede ser repetido
arbitrariamente muchas veces sobre ambos lados de cualesquiera punto dado.

4) Mediante esta operacion, uno puede obtener siempre un segmento en el cual
cualesquiera punto dado de la linea se continia.

5) Las propiedades formales de las relaciones de igualdad entre segmentos y
angulos determinados por A13-16, han de retener su validez en el sistema
extendido.

6) Las relaciones de igualdad expresadas en A17-18 para lugares vecinos, han de
ser extendidas para lugares no-vecinos de modo que, en lugar de la igualdad, se
introduce una relacién que depende de los lugares mutuos de las estructuras
bajo consideracion, la que se aproxima continuamente a la igualdad en el

limite, en la medida en que los lugares se aproximan unos a otros.

Resumen del esbozo del sistema de constituciéon

Como ya se ha sefalado, el propésito fundamental de la teoria de la consttucién es
exhibir en un sistema los principios mis generales que hacen posible la construccién de un
sistema del mundo. Como también se ha dicho, no hay compromiso alguno, ni expreso ni
tacito, con un sistema particular, ya sea en el marco l6gico o en las aplicaciones. Sin embargo,
Carnap provee de un ejemplo de sistema de constitucion, cuya herramienta formal la
constituye la teoria de clases y relaciones y cuyos objetos basicos son los objetos de la psique
propia. Nosotros mismos enfatizamos la importancia de la tesis de la primacia epistemologica,
pero debe tenerse en cuenta que su aplicacién no afecta los resultados de la teoria de la

constitucion. Como el propio Carnap sostiene en la seccion 122, “...A este tratado pertencce
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solamente la aseveracién de que en general un sistema de constitucion es posible” (Ibidem, pag. 217),
es decir, el Aufban muestra que es posible presentar una genealogia de los conceptos bajo la
forma de un sistema, independientemente del contenido que le demos a ese sistema. Es mas,
ese contenido, de acuerdo con Carnap, depende de los resultados de la ciencia, y si éstos
contradicen los hechos planteados por el sistema de constitucién, entonces “...tendremos que
substituirlos por los hechos que las ciencias establezcan” (Ibidem, pag. 217).

En lo que sigue, haré un resumen del ejemplo de sistema de constitucién propuesto
por Carnap, con el fin de exhibir, ya en la prictica, el procedimiento formal de constitucién de
los objetos. Como ya se ha dicho anteriormente (véase nota 34), Carnap realiza el esbozo del
sistema de constitucion en cuatro lenguajes, a saber, el lenguaje propio a la teoria de la
constitucién, la logistica, el lenguaje ordinario, el lenguaje del realismo, y el lenguaje del analisis
operacional ficticio. Su propésito no es mis que plantear en los términos mas asequibles y
hacer intuitivos los resultados de la constitucion. Aqui solamente haremos una parafrasis de la

explicacion en el lenguaje del realismo.

La constitucion de los objetos de la psique propia

Los pasos iniciales del sistema de constitucion poseen cierta sencillez. La relacion
basica del sistema, la relacién de recuerdo de simitlaridad (Rs), se introduce en la seccién 108.

Dado que esta relacién supone un orden temporal en el cual las experiencias de un
sujeto se comparan mediante sus imagenes de la memoria, la relacion en cuestion es asimétrica
e irreflexiva, por lo que no es apropiada para el cuasianalisis. Para que éste tltimo sea posible
necesitamos una relacién que sea simétrica y reflexiva, la que podemos definir sobre la base de
la relacién de recuerdo de similaridad, obteniendo la relacién de semejansa parcial (Sp). Esta se

define de la siguiente manera: dos experiencias elementales son parcialmente similares si una de

442



ellas ha sido recordada como similar a la otra o son la misma experiencia. El caracter simétrico
y reflexivo de la relacion de similaridad parcial se establece analiticamente de acuerdo a las
definiciones y constituye el primer teorema analitico del sistema. El siguiente paso en la
constitucién corresponde a la definicion de los dircudos de semejanza, formados mediante la
aplicacion del cuasianalisis a Sp. Por eiroudos de semejanza se entienden aquellas clases de
vivencias elementales que cumplen cor; las siguientes dos propiedades: (a) dos vivencias
elementales de dicha clase, tienen semejanza parcial entre si; (b) si una vivencia elemental tiene
semejanza parcial con todas las vivencias elementales de esta clase, entonces ella misma

pertenece a esta clase. Permitase ilustrar el punto con un diagrama:

Viss
Oido el Geoed Geoed Geond

Consideremos dos dominios de los sentidos, vista y oido (a estos dominios les
cotresponderian mas de una dimensién, pero eso complicaria demasiado el esquema). Los

puntos (¢) corresponden a cualidades sensoriales, y las flechas dobles (¢) a la relacién de
similaridad parcial (Sp) entre las cualidades. El simbolo [J junto a los puntos significa la clase de
las experiencias elementales en las cuales las cualidades sensoriales en cuestion se encuentran.
Ahora bien, a los circulos que cnéloban las experiencias elementales que contienen

cualidades sensoriales relacionadas mediante la relacion de similaridad parcial, es a lo que
llamamos cirulos de semejanza. Pero, de acuerdo con Carnap, estos circulos de semejanza no se
excluyen unos a otros, sino que muestran ciertos tipos de recubrimientos. El primero de ellos,
que llama recubrimiento esencial, es el traslape entre circulos de semejanza que pertenecen al

mismo dominio de los sentidos. Y puede ser tepresentado de la siguiente manera:
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Al segundo de los tipos de recubrimiento lo llama acsdental, y consiste en el traslape de
circulos de semejanza que pertenecen a globos cualitativos que se excluyen mutuamente o atn
a diferentes dominios de los sentidos (lo que es posible dado que una experiencia elemental es

un ciimulo de cualidades sensoriales diferentes), y puede representarse asi:

. e

Ahora bien, de acuerdo al proyecto de Carnap, es claro que ain no tenemos objeto
alguno constituido. Para obtener nuestro primer género de objetos (6 mejor, de cuasiobjetos),
las lamadas clases cualitativas, partimos de los circulos de semejanza y de sus recubrimientos. El
tipo de recubrimiento que hace posible la determinacion de las clases de cualidades es el
recubrimiento accidental. Veamos esto considerando una representacion del propio ejemplo de
Carnap (Vid. secc. 81). Este consiste en dos circulos de semejanza, ay &, del sentido de la vista.

Por mor de la simplicidad deben considerarse sélo dos lugares individuales del campo
visual, en cada uno de los cuales hay un espectro cromatico discreto que consiste en un
namero elevado, finito, de puntos aislados. El circulo de semejanza 4 comprende todas
aquellas vivencias elementales que corresponden a los cinco puntos determinados del primer
espectro cromatico. De la misma manera, b es un circulo de semejanza con cinco tonos del

segundo espectro cromatco.
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b (ecoe e

plecre[ lcs[]e
7}

De acuerdo con Carnap, puede haber ciertas vivencias elementales que pertenecen
tanto al circulo de semejanza @ como al b. Es decir, puede haber vivencias elementales que
contengan puntos cualitativos diferentes que estén en relacion de semejanza parcial. Llamese x;
), ¥ g a estas vivencias elementales. Ahora asignese la letra 4 2 una de las clases de experiencias
elementales en las cuales aparece uno de los puntos cualitativos de 4, y a su vez, higase

corresponder las experiencias elementales x v y a esa clase ¢ (aqui lo representaré como ¢ {x,

1), pero no g la cual puede hacerse cotresponder con cualquier otra clase de a. Asi, la clase ¢
representa una cualidad sensorial del sentido de la vista, esto es, un tono determinado de un
color dado. Es decir, es la clase de experiencias elementales que comparten un tono de color
dado en un lugar del campo visual. A esto se llama “clase cualitativa”. Pero ahora es posible
mostrar que estas clases cualitativas se recubren si sostenemos, por ejemplo, que las
experiencias elementales x y y estin contenidas en alguna de las clases de experiencias
elementales que cons.l:ituyen el circulo de semejanza b, es decir, que contienen al mismo tiempo
alglin punto cualitativo de & (claro estd, en el segundo lugar del campo visual). Llamemos ra la
clase en £ que contiene a dichas experiencias elementales. Como muestra el diagrama, las clases
se recubren claramente. Este recubrimiento accidental de las clases cualitativas, hace que
tengamos que incorporar a su definicién el requisito de que estas son las clases mas grandes
que permanecen indivisas cuando los circulos de semejanzas se dividen debido al
recubrimiento parcial mutuo (pues de lo contrario cada una de las clases parciales podria ser

considerada una clase cualitativa).
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Los dos géneros de clases de vivencias clementales definidos, las clases de semejanza y
las clases cualitativas, son especialmente importantes dado que representan los primeros
componentes de las vivencias elementales, s decir, las cualidades de las sensaciones de los
sentidos y los sentimientos. )

El siguiente paso en la constitucién cotresponde a la definicion de la relacion de
igualdad parcial, sobre la base de la cual se constituirin los siguientes objetos. Se dice que dos
experiencias elementales poseen “igualdad parcial”, si hay una clase cualitativa a la cual
pertenccen las dos vivencias. Dicho en el lenguaje del realismo, si hay dos vivencias
elementales en las cuales se presenta una misma cualidad, entonces ambas vivencias
concuerdan en un componente.

La siguiente definicion establece que dos clases de cualidades se consideran semejantes
(Sim), si cada uno de los elementos de una clase tiene semejanza parcial con los de la otra clase.

Esto define a la relacién como una que es simétrica y reflexiva. Las clases de cualidades
semejantes son, intuitivamente, aquellas que estin cualitativamente mas cerca una de otra. Por
ejemplo, supéngase que tenemos una clase de cualidades para un determinado tono de azul,
otra para un tono similar, y una tercera para una cierta intensidad auditiva. De acuerdo con
nuestra definicién, cada miembro de la primera clase es semejante a cada miembro de la
segunda pero no de la tercera.

En la seccién 115, por su parte, se definen las clases de sentidos y el sentido de la vista.
La relacion mediante la cual se define la clase de sentidos serd una “cadena” de semejanza entre
clases de cualidades. La idea intuitiva es que dos clases de cualidades estin en esta “cadena”, si
hay una secuencia de cero o mas cualidades tal que cada una es similar a la siguiente y que

conduce de la primera clase de cualidades a la segunda. Como es obvio, la relacién es transitiva,

simétrica y reflexiva (constituye el caso del cuasianalisis basado en una relacion transitiva, el

446



que a su vez tene como antecedente al llamado “principio de abstraccién” de Russell). De este
modo, podemos definir a las clases de sentidos como la clase de las clases de cualidades que
pueden ser relacionadas mediante una cadena de clases de cualidades. La idea subyacente es
que hay siempre una manera de trazar una linea directa entre cualidades mutuamente similares,
por ejemplo, entre un tono de color y otro que se encuentra lejos del primero en la escala
cromatica, pero no hay forma de hacer tal cosa entre un tono de color y, digamos, una
intensidad de sonido. Asi, Carnap distingue los diferentes sentidos a través de la estructura de
orden inducida dentro de ellos. Esta estructura, particular a cada clase de sentidos, queda
determinada por la relacion de semejanza, entendida ésta como la relacion de vecindad. Esta
relacion de vecindad determina el sizero dimensional del dominio. Por ejemplo, las sensaciones -
acusticas, que se distinguen por la altura y la intensidad del sonido, tienen 2 como namero
dimensional (Nd); las sensaciones cutineas tienen también el nimero dimensional 2, mientras
que el sentido de la vista, crucial para la constitucion de los objetos fisicos, es la Gnica clase de
sentidos que posee el nimero dimensional 5, correspondiente al espectro cromatico comin
tridimensional y a las dos dimensiones del campo visual.

La tarea de la seccion 116 es definir las sensaciones y las divisiones que ellas introducen
en las experiencias elementales. Dado que las experiencias elementales que contienen un
mismo componente constituyen una clase cualitativa, la cual debe ser vista como un
cuasicomponente o cuasiobjeto de las vivencias elementales, podemos decir que una sensacion es
una ejemplificacién de una clase cualitativa dada, la que inicamente puede ser designada a
través de la identificacion de la vivencia elemental en la cual ocurre. Formalmente se define a la
sensacién, como el par ordenado que consiste en una vivencia elemental y la clase cualitativa a
la que pertenece la vivencia. Asimismo, dos sensaciones se llaman simultaneas si las vivencias

elementales, es decir, los términos anteriores de dicho par, son idénticas. De acuerdo con lo
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anterior, pueden disunguirse dos tipos de componentes de una vivencia, un componente
individual, la sensacién, y un componente general, 1 clase cualitativa. A la clase de estos
componentes de una vivencia elemental los llama “clases de descomposicion”, y de acuerdo a
lo antedicho distingue dos de ellas. La primera, que llama “clase de descomposicion del primer
género”, se constituye sobre la base de la relacién de similaridad, la que al ser una relacion de
equivalencia constituird una clase de abstraccion. A ésta corresponde la clase de las sensaciones
de una vivencia elemental, es decir, la clase de las sensaciones simultaneas.

La “clase de descomposicion del segundo género” en tanto, es la clase de aquellas
clases cualitativas a las cuales pertenece una vivencia elemental. Asi, la diferencia entre estos
dos géneros de descomposicion es la diferencia entre las cjempliﬁcaciom::s de una clase de
cualidades, que Carnap llama “sensacién”, y la clase de cualidades de tal experiencia en general.

El siguiente paso en la constitucién (secciones 117-18) concierne a la definicion de dos
ordenes distintos dentro del senudo de la vista, a saber, los lugares en el campo visual y los

2 <

colores. El primero de ellos incluye la definicion de “lugar”, “igualdad de lugar” y “lugares
vecinos”; el segundo, “igualdad de color en lugares vecinos”, “igualdad de color”, “color”, y
“colores vecinos”.

Para definir la nocién de “lugar” se supone la relacion Aje que consiste en el hecho de
que hay ciertos pares de clases cualitativas cuyos componentes son ajenos entre si, es decir, que
diversas cualidades presentes en el mismo lugar no pueden presentarse simultaneamente en la
misma vivencia elemental. Asi, una clase de clases cualitativas del sentido de la vista se llama un
“lugar del campo visual” o un “lugar”, si no esta vacio y si incluye aquellos elementos de un
circulo de semejanza A de Aje que solamente pertenecen a A, pero no a otros circulos de

semejanza de Aje. Ahora se define “ignaldad de lugar” (Iglug) como las clases cualitativas del

sentdo de la vista que pertenecen a la misma clase de lugar, es decir, la clase de experiencias
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elementales que coinciden en sus componentes en un determinado /fgar: A su vez, st las clases
cualitativas de dos lugares tienen semejanza entre si, entonces llamamos a la clase de esos
lugares “lugares vecinos” (Lugvec). El orden que se sigue a partir de la relacion de las clases de
cualidades como /ugares vecinos, constituye el orden espacial del campo visual, el cual serd
bidimensional.

Por su parte, el orden de los colores es construido con la ayuda del orden de lugares. Se
dicé que dos clases cualitativas estin en la relacion de “igualdad de color en lugares
vecinos” (Igcolvec), si ambas clases cualitativas estin en lugares vecinos y si hay una tercera
clase de cualidades que también esti en un lugar vecino a las dos anteriores y que es semejante
a.ambas. A su vez, si entre dos clases de cualidades a y 4 existe una cadena de cualidades, tal
que cada una de ellas est4 en la relacién de “igualdad de color en lugares vecinos” con la
siguiente, entonces decimos que 4y 4 estan en la relacién de “igualdad de color”(Igcol). Por
ultimo, los “colores” se constituyen como la case de absiraccién (cuasianalisis basado en la
relaci6n transitiva) de la relacién de “igualdad de color” (basada 2 su vez en la cadena
Igcolvec), y “colores vecinos” (Colvec) se dice de dos colores si sus clases cualitativas son
semejantes. El orden de este ltimo, como en el caso de la relacion Lugvec, determina el orden
del espectro cromatico, el cual es tridimensional.

En la seccion 120, por dltimo, Carnap constituye un orden temporal provisional entre
las vivencias elementales basado en la relacién de “recuerdo de similaridad™ (Rb). De acuerdo
con su definicién, una vivencia elemental es “anterior en el iempo” respecto a otra, si entre

ellas se presenta la relacion Rb. Como Carnap apunta, este orden temporal no puede ser
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completo debido a que es impreseindible que la relacion temporal sea, ademds de transitiva e
irreflexiva, también conexa’™, pues de lo conrrario habria vacios en la serie.

De este modo, Carnap ha construido la clase total de las cualidades perceptuales y
sensaciones. En particular, ha disnnguido la clase de las cualidades visuales, la clase de los
lugares del campo visual, y las cualidades de color, asi como ha ubicado a las experiencias
elementales en un orden temporal provisional. Estos rasgos estructurales del dambito de la

psique propia serin explotados en la constitucion del siguiente nivel, el del mundo fisico.

La constitucion del mundo espacio-temporal y de la fisica

Antes de proseguir con la exposicion, debo advertir que a partir de este nivel opera
cierto cambio en el modo en que se llevari a cabo la constituciéon de los diferentes géneros de
objetos. El propio Carnap apunta, en la seccion 122, que ya no se explicitaran las definiciones
en el lenguaje estricto de la constitucion ni se hardn las parafrasis cotrespondientes en los
restantes lenguajes. A este cambio de método en el lugar crucial del esbozo del sistema de
constitucion ha llamado la atenaién Quine (1951), cuando sefala, refiriéndose al procedimiento
de coordinar los colores y las restantes cualidades sensoriales a los llamados “puntos-mundo”:
“Segun sus cinones, habia que atribuir valores veritativos a enunciados de la forma “La
cualidad ¢ se encuentra en el punto instante x; y; z; t”, maximizando y minimizando ciertos
rasgos generales, v con el enriquecimiento de la experiencia habia que revisar progresivamente
los valores veritativos dentro de esa misma linca. Creo que esto es una buena esquematizacion

de lo que realmente hace la ciencia; pero no da la menor indicacion, ni siquiera la mas

168 Una relacion se llama “conexa” st entre dos términos diferentes de su dominio ella misma siempre persiste o es

su conversa (por ejemplo, en un grupo de seis personas a la mesa, la relacion “uno, dos, tres lugares mas a la
izquierda”).
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esquematica, sobre como podria traducirse al inicial lenguaje de datos sensibles y l6gica un
enunciado de la forma “La cualidad ¢ se encuentra en x; y; z; €7 (Quine, 1962 [1951], pag. 74).

Cuando de inmediato consideremos la construccion del mundo espacio-temporal,
veremos que Quine tiene razon al apuntar este giro metodoldgico en la constitucion. Sin
embargo, quizas Quine se restringié aun mas que el propio Carnap lo hiciera, al método de la
reduccion y al postulado de las definiciones explicitas. Carnap advierte en el prologo a la
segunda edicion del Awufban, que al construir el mundo fisico, y aunque no totalmente
consciente de ello, él ya habia ido mas alla de las definiciones explicitas, hacia formas de
introduccién de conceptos que toman recurso de las postulaciones convencionales'”. Es decir,
quizas debe primar, antes que una interpretacion reduccionista estricta, una que haga énfasis
mis bien en la tesis estructuralista, esto es, en la tesis que afirma la construccién de la
objetividad a través de los rasgos puramente estructurales de los objetos, pudiendo esto tltimo
obtenerse por otros medios que los de la definicién explicita estricta.

Ahora bien, Carnap constituye el espacio-tiempo fisico como un mundo puro de
numeros y por ende como un objeto 16gico. Como deciamos, de acuerdo al cambio
metodoldgico, su estatus preciso como espacio-tiempo fisico no lo obtiene a partir de una
inferencia desde la conducta de los objetos perceptuales, sino mediante la coordinacion de las
cualidades sensoriales con los puntos de este objeto logico espacio-temporal, que llama
“puntos-universo”. Estos “puntos-universo” constituyen un grupo de numeros de n-términos
que sirven como substratos de las atribuciones de colores y cualidades sensoriales.

La asignacion de los colotes a estos “puntos-universo” se rige por ciertas condiciones
que se especifican desde el punto de vista del sistema de constitucion en la seccién 126 y en el

lenguaje del realismo en la 127. Lo primero que se determina es lo que Carnap llama “lineas-

169 Esto es algo que tiene sus raices en Der Raun: y en (1923), lo que Carnap desarrollard mas ampliamente en su
filosofia posterior. Véase especialmente Camap (1936) y (1956).
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universo”, las que se definen a partir de la atribucion a los puntes-universe de lo que constituiria
nuestro “punto de vista” como observadores, esto es, “el punto que esta en ¢l interior de mi
cabeza, a partir del cual el mundo parece ser visto” (Ibidem, pag. 227), lo que a su vez se
comporta como una linea continua que determina ¢l orden de cosas vistas. A partir de alli, es
facil atribuir los colores a los puntos-universo: la condicion 6 identitica una sensacién visual de
color a un punto que esti en la linea visual correspondicnte; luego se atribuyen colores a
punltOS-universo no vistos pero visibles; la permanencia de color en diferentes momentos de
los mismo puntos-universo, etc. Todas estas atribuciones descansan en ciertos hechos
cientificos conocidos, como ser la velocidad de la luz, la ley de inercia, etc.

Ahora bien, habiendo asignado los colores al orden espacio-temporal fisico de acuerdo
a los desiderata de las secciones 126-27, Carnap procede a definir las “cosas visuales”
(secc.128) como un haz de lineas universo de cualidades visuales, que estin en relacion de
proximidad espacial en segmentos prolongados del tiempo. Si ademas de la permanencia de las
relaciones de vecindad, las relaciones de medida también son constantes, entonces esas cosas
visuales son también rigzdas. De importancia especial entre las cosas visuales es la cosa visual
liamada “ mi cuerpo” (Mc), la cual cumple con ciertas condiciones ulteriores. Entre ellas cabe
destacar: su proximidad continua al punto de vista; la asignacion a las lineas-universo que la
constituyen de ciertas clases de sentidos, de manera tal que cuando sus lineas-universo se
encuentran en la proximidad de otra cosa visual o de ella misma, se presente otra cualidad, a
saber, el senfido tdctil; el caricter abierto de su superficie, es decir, el que haya zonas de su
supetficie que no son visibles; a determinados géneros de sus movimientos corresponden las
sensaciones cinestésicas.

Las cosas visuales son complementadas mediante la atribucion de cualidades tacales a

los puntos-universo (secc.130). Una cualidad tictil se asigna a un punto-universo donde se
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encuentra la parte correspondiente de “mi cuerpo”. Existen coincidencias entre los puntos
cromaticos y los puntos tictiles, vistos y no vistos, lo que hace mas facil a veces determinar
con mas precision el sitio de las lineas-universo de los puntos cromaticos. Cuando este no es el
caso, se toman conjuntamente las lineas-universo de puntos tactiles con las de puntos
cromaticos para determinar una supetficie como cerrada, la que se convierte en una cosa tacto-
visual. Este es precisamente el caso con “mi cuerpo”, pues es sélo a través de la conjuncion de
Iinelas-universo cromaticas y tactiles que esta superficie se vuelve cerrada.

Ahora podemos describir constitucionalmente los 6rganos sensoriales de “mi cuerpo”
como partes de él y distinguir de esta forma los sentidos restantes. Con ayuda de las
coordenadas espaciales es posible determinar la posicién de los distintos érganos sensoriales
como partes de mi cuerpo. A su vez, dado que estos 6rganos tienen una correlacién particular
con determinados sentidos, estas pueden ser caracterizadas individualmente con facilidad, por
ejemplo, mediante el bloqueo de determinados érganos y la consiguiente desaparicién de
determinadas clases de sentidos.

Las atribuciones de ulteriores clases de sentidos a los puntos-universo se harin en
analogfa a las atribuciones hechas hasta ahora, pero teniendo en cuenta el criFel:io sugerido por
la “sintesis cognitiva de la vida real”, que nos impele a atribuir cualidades sensoriales 2 puntos-
universo siempre de una manera apropiada, esto es, sin que nos excedamos en las
determinaciones que atribuimos a dichos objetos. Por ejemplo, si a un estado determinado de
un pedazo determinado de azucar se le atribuye la cualidad “dulce”, entonces la atribucién de
los “puntos gustados™ a los “puntos no gustados” puede ser extendida coherentemente. Sin
embargo, cuando nos movemos al sentido del oido, las cosas no son tan sencillas, pues si
hemos escuchado una vez el sonido de una cosa, no podremos simplemente seguir

atribuyéndoselo en el futuro, sin con ello caer en frecuentes contradicciones. Sin embargo,

453



sefala Carnap, la frontera entre las cualidades sensibles que se pueden atribuir y las que no se
pueden, esta lejos de ser nitida. Antes bien, debemos considerar esta atribucion como una
cuestién de grados. Segun Carnap, hoy en dia no parece aceptable el atribuir cualidades
sentimentales, afectivas, o volitivas a las cosas del mundo externo, pero este rechazo debe ser
visto como resultado de un proceso que tiene que ver menos con lo que serian los “cambios
histéricos en las cualidades mismas”, que con las contradicciones frente a las cuales los
individuos se encuentran en sus interacciones intersubjetivas. Por cllo, Carnap no considera a
atribuciones tales como decir que un bosque es “melancoélico”, o una carta “dolorosa”, o un
abrigo “calientito”, muy diferentes que las que tiene que ver con atribuciones sensoriales,
siendo la causa de que se rechacen las primeras, una mayor variacion en el uso que existen de
dichas atribuciones entre un sujeto y otro. En las ciencias, por su parte, también se observa,
aunque en un grado mucho mayor, esta caida en desuso de la atribucion de cualidades. Pero en
estas, no solo se rechazan la atribucién de cualidades afectivas o volitivas a las cosas materiales,
sino también las propias cualidades sensoriales. En efecto, en su bisqueda de la objetividad la -
ciencia evita las determinaciones cualitativas, dependientes de los sujetos y del aqui y el ahora,
moviéndose desde el mundo de la percepcion, el cual sélo tiene una validez provisional, al
mundo de la fisica, “que es rigurosamente univoco v no toma en cuenta en absoluto las
cualidades”(Ibidem, pig. 239)"".

Con estas herramientas disponibles, Carnap procede en la seccion 134 a constituir las
cosas perceptuales. Estas quedan definidas como los puntos de las cosas tacto-visuales a las que
ulteriormente se les atribuyen las restantes cualidades sensoriales. El mundo perceptual, a su vez,
es el mundo espacio-temporal con las cosas perceptuales. La complecion de este mundo

perceptual se lleva a cabo de manera similar al procedimiento de la asignacion de las cualidades

170 En este punto, y quizds bajo la influencia de Einstein, Camap coincide con Schlick, Reichenbach y Cassirer.
Véase el apartado del tercer capitulo sobre la teoria de la relanvidad.
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visuales a los puntos-universo no vistos por analogia con los vistos. Estas atribuciones por
analogia operan en dos niveles de coordenadas, a saber, temporal y espacial. En el primer caso
las asignaciones se hacen de modo de inducir la regularidad de los procesos parcialmente
observados, mientras que en el segundo caso, las atribuciones se hacen de manera tal que las
cualidades espaciales no-percibidas son analogas a las cualidades percibidas de la cosa en
cuestion. Segan Carnap, estos dos modos de practicar las atribuciones se corresponden o
pueden ser entendidos como la ejecucion del posinlado de cansalidad en el primer caso, y del
postulade de substancia en el segundo. Pero prefiere utilizar el lenguaje de la constitucién y decir
que ambos procedimientos son dos formas de aplicacion, en dos direcciones diferentes de
coordenadas, del mismo procedimiento constitucional por analogia.

En la seccion 136 se llexlra a cabo la constitucion del mundo de la fisica. Lo primero que
advierte Cam.ap es la diferencia sustancial entre este mundo, que se constituye a través de la
asignacion de valores cvantitativos a los puntos del espacio numérico tetradimensional, y el
mundo de la percepcién, el que se constituye, como hemos visto, a partir de la asignacion de
cialidades a los puntos del espacio-tiempo. Esto conduce a la constitucion de un dominio que se
expresa en términos numéricos y que queda determinado por leyes matematicas, las leyes de la
fisica matematica. Las magnitudes de estado que se usan para constituir el mundo de la fisica,
esto es, las magnitudes que se asignaran a los puntos-universo del espacio-tiempo, no estin
univocamente determinadas por los pasos anteriores del sistema de constitucién. Aqui, como
ya observamos antes, puede verse un antireduccionismo bastante fuerte en la posicion de
Carnap. En su opini6n, puede haber varios sistemas de magnitudes, todos igualmente
legitimos, que sirvan a los propésitos de la constitucién del mundo fisico y sus leyes. Confia en
que la determinacién serd univoca, pero siempre “guidndose por principios metodolégicos, por

ejemplo, el de la sencillez”(Ibidem, pag. 243). Es claro por lo anterior, que Carnap reconoce
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que hay un elemento convencional en la fisica'”'. Y este punto parcce quedar ain mas claro al
explicar lo que llama la “cotrespondencia fisico-cualitativa™ entre el mundo de la fisica y ¢l
mundo de la percepcion. Carnap explica que la relacion entre la asignacién de propiedades
cualitativas a los puntos espacio-temporales y la asignacion de sus propiedades fisicas
cuantitativas es una relacion unimultivoca. Esto es, las propiedades cuantitativas de los puntos
espacio-temporales determinan univocamente sus propiedades cualitativas a través de las leyes
mat.em:iticas de la fisica y las definiciones constitucionales que relacionan ambos tipos de
propiedades. Las propiedades cualitativas, en cambio, no determinan univocamente las
propiedades fisicas, ni atin después de que las magnitudes de estado son determinadas por las
leyes de la fisica.

Ahora bien, como sefialamos antes, hay un claro cambio en el procedimiento de la
constitucién en este nivel. Un sistema de definiciones explicitas no darfa lugar de manera
alguna a una posicién claramente antireduccionista como la anterior. Aqui se afirma que los
conceptos de la fisica no pueden ser definidos sobre la base de la experiencia, que el mundo
cualitativo de la percepcién no determina el mundo matemitico de la fisica. Como se senalaba
al comentar la critica de Quine a la constitucién del mundo fisico, y a la luz de los propios
comentarios de Carnap al respecto en el prologo a la segunda edicion del Awnfbax, parece claro
que el proyecto reduccionista debe ser dejado de lado en este punto a favor de la interpretacion
que hace énfasis en el papel que la estructura matematica de la fisica dene en la concrecién de
la objetividad, algo que sera explotado mis tarde en la constitucién del mundo intersubjetivo.

Carnap concluye el capitulo B de la parte 4 constituyendo dos objetos fisicos

adicionales que son cruciales para la constitucion ulterior de los mundos heteropsicologico e

1" Por supuesto, este reconocimiento no es nuevo, recuérdese que ya en 1923, en el trabajo que examinamos en la
segunda seccion de este capitulo, Carnap reconoce la pluralidad de sistemas posibles y el recurso al principio
metodoldgico de “mixima simplicidad”. El propio Carnap cita este trabajo en la bibliografia que figura al final de
la seccion.
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intersubjetivo. En primer lugar, en la seccion 137, constituye al hombre como especie
biologica. Para ello parte de la definicion de ‘;c}rgnmsmo”, que es todo aquello que presenta
procesos o facultades fisicas que pueden constituirse con posterioridad a la constitucion del
mundo fisico. A esos organismos junto con sus propiedades y relaciones se les llama “objetos
biologicos”. Ahora se sostiene que la cosa ya constituida que llamamos “mi cuerpo” pertenece
a la clase de los organismos. Dentro de esta clase, “mi cuerpo” pertenece a la clase que
llamamos “personas”, la cual se caracteriza sefialando las similitudes que existen entre “mi
cuerpo” y otros organismos en cuanto a altura, figura, movimientos, etc. De fundamental
importancia son las “otras personas” que, exceptuando a “mi cuerpo”, pertenecen a la clase de
las personas. Sobre el género de objetos que ellas constituyen descansa la constitucion de la
psique ajena y de los restantes objetos superiores a éste. En segundo lugar, define la llamada
“relacion expresiva”, la que constitucionalmente hablando puede caracterizarse de la siguiente
manera: 2 una clase de procesos de la psique propia que ocurre simultineamente a ciertos
procesos fisicos de mi cuerpo, se le hacen corresponder dichos procesos como su “expresion”.

En el lenguaje del realismo, bajo dicha expresion entendemos la relacién que hay entre
los movimientos expresivos, gestos, movimientos y procesos corporales, y los procesos

psiquicos que se “expresan” en ellos'™.

La constitucién del mundo intersubjetivo
Después de una seccién preliminar (139), Carnap procede a constituir el reino de lo
“heteropsicoldgico”, esto es, los procesos psicolégicos de los otros seres humanos, sobre la

base de su conducta fisica y una extension de la relacidn expresiva. La relacién expresiva debe ser

" Debe ser dicho que la “relacion expresiva” no equivale a lo que se conoce como la tesis del paralelismo
psicofisico, para la cual no habia (ni la hay atin) evidencia en tiempos del Aufban. En Camap (1928b) se trata con
detalle dicho problema. Para una valoracion reciente del tema véase el articulo de Jaegwon Kim “Logical
Positivism and the Mind-Body Problem” en Salmon, Salmon & Parrini (eds.) (2003).
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extendida porque fue definida como una relacion entre “mi” conducta fisica y los eventos
psicolégicos que dicha conducta expresa, mientras que para el ambito de lo heteropsicolgico
la conducta relevante es, por supuesto, la conducta de los otros.

Lo primero que debe ser tenido en cuenta en la constitucién de las psiques ajenas es
que esta opera mediante la atribucion a las otras personas de los estados psicolégicos propios
ya constituidos. Esto no significa que lo que se atribuye a las otras personas sean contenidos
privados de mi conciencia, sino la clase de estados psicologicos expresados por “mi” conducta
cuando me comporto en la misma forma en que las otras personas se estin comportando. Por
ello no hay en absoluto psiques ajenas sin un cuerpo, pues es solo a través de las
manifestaciones fisico-conductuales de un sujeto - que reconozco como perteneciente a la
clase de las personas, esto es, que muestra similitudes con “mi cuerpo”-, que puedo atribuir
estados mentales a dicho sujeto.

Una variante de la relacion expresiva s la expresidn mediante signos, la cual se constituye
en la seccion 141. Esta es también una relacion entre ciertas conductas fisicas de los seres
humanos, a saber, sus manifestaciones habladas o escritas, y las entidades designadas por esas
conductas. Segtin Carnap, explicar la relacién de designacion es una tarea dificil. Podrian
construirse ciertas reglas basadas en la conducta lingiiistica del hablante con relacién a sus
procesos y a su mundo circundante. Pero es clato que estas reglas no son mas que conjeturas
hipotéticas que se iran aceptando o rechazando en la medida en que los usos lingiisticos se
vuelvan mas estables. AGn mas dificil setia obtencr la definicion constitucional de la relacién
expresiva mediante signos, pues habria que traducir tales reglas al lenguaje de la constitucion.

El tipo de definicién constitucional que Carnap tiene en mente, tiene que ver con lo
que llama la asignacién de un “peso” a los objetos con relacion a determinados signos. En

otras palabras, cuanto mayor sea el peso asignado a un objeto con relacion a un signo, mayor
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serd la posibilidad de que dicho signo se refiera a ese objeto. Esto es, para que pueda identficar
la referencia de la ocurrencia lingliistica de un sujeto en determinado momento, es necesario
observar la disposicion de los objetos fisicos en ¢l medio circundante al sujeto y en relacion
con él mismo.

Algunos ejemplos de reglas para la asignacion de “peso” a los objetos fisicos
proporcionadas por el propio Carnap son: cercania al cuerpo del sujeto que realiza el signo de
una cosa determinada; si hay algo en ciertas relaciones con los 6rganos de los sentidos de dicho
sujeto; si hubo algo, momentos antes, en ciertas relaciones con los 6rganos de los sentidos del
sujeto, etc. Asi, si una persona expresa verbalmente el signo “gato” y en ese momento se
encuentra rodeado de objetos fisicos entre los cuales hay uno especialmente peludo que se
pasea entre sus piernas, entonces asignaremos mayor “peso” a ese objeto fisico como
candidato a estar en la relacién de designacién con el signo “gato”'”.

Es claro por lo anterior, y aunque Carnap no lo diga explicitamente, que la relacién que
se estaba tratando tiene que ver con la relacién de referencia restringida a itemes seménticos
individuales'™. No obstante, en la siguiente seccion se considera la misma relacién pero para
complejos semanticos completos. A estos complejos de signos, los cuales designan un hecho,
Camal_) los llama “informacion”, y al igual que en la relacion designativa, la base para identificar
la referencia de estos complejos de signos sera la nocién de “peso”, aunque esta vez ésta debe

entenderse como una funcion de los “pesos” que se asignan a los diferentes componentes del

173 Los ejemplos de reglas que da Camnap parecen funcionar en el caso de situaciones empiricas como esta, pero
parecen insuficientes si pensamos en discursos mis complejos, como seria el discurso sobre personas ausentes o
sobre objetos mds abstractos como los derechos humanos. No obstante, como Carnap advierte al inicio del
capitulo, s6lo se dan “las indicaciones que sean necesarias para hacer reconocer que es posbl consttuir el objeto
en cuestion con base en las constutuciones hechas previamente” (pag. 247).

17 Espero que esta forma de hablar no traiga equivocos concernientes a que Camap estd tratando aqui temas
semdnticos en el sentido en que esta palabra tendri en la fil. del lenguaje de cuno post-tarskiana. Segin Carnap,
estrictamente hablando, las preguntas por la referencia de un signo equivalen a preguntas por la verdad de
determinados enunciados donde aparecen ciertos signos. Con esto se evitan los problemas relacionados con la
esencia de los objetos considerados en “si mismos”, remitiendo siempre su valor a un marco linguistuco. Véase a
propésito los comentarios de Carnap en la seccion 161.

459



hecho. A esta funcién de los pesos individuales se le llamari el “peso global” del hecho en
cuestién. Se tendra mas certeza acerca de la referencia de una informacion, en tanto el peso
global de un hecho en cuestién respecto de esta informacion supere ¢l peso global de los
hechos restantes.

Es claro que esta idea general de designacion, basada en las relaciones expresiva,
signica, e informativa (las que se apoyan, claro estd, en la asignacién de “pesos” a los objetos)
pueae ser extendida a los objetos mentales de las otras personas y asi aumentar el dominio de
objetos que pertenecen a la psique ajena.

Ahora, sobre la base de dichas relaciones, es posible constituir las vivencias de otra
persona P. De acuerdo a la evidencia proporcionada por las relaciones expresiva, signica e
informativa, logramos saber no sélo que las otras personas poseen estados mentales, sino
también que poseen un mundo de objetos constituidos similar al nuestro. A ese mundo de
objetos, constituido mediante un sistema que parte también de la relacién de similaridad (Rb),
le Hamaremos ¢/ mundo del otro. Pero el hablar del “mundo del otro” no debe conducir a pensar
que se trata de otro mundo u otro sistema de constitucion. La tnica diferencia entre “mi”
sistema de constitucion y el sistema de constitucién de P es que este ultimo esta relacionado al
cuerpo de P como parte de “el” sistema de constitucién. Sin embargo, como bien apunta
Carnap, no puede exisﬁr una identidad entre “mi” mundo y el mundo de P, sino a lo sumo
cierta analogia. En efecto, si consideramos, por ejemplo, la constitucién de “mi cuerpo” (mc)
tal como se explicé con anterioridad (dentro de i sistema de constitucion), primero como
cosa visual y luego como cosa fisica, se sigue que también se constituye de manera aniloga un
objeto mcP, es decir, el cuetpo de P (obviamente, dentro del sistema de P). No obstante, a
pesar de que ambos objetos concuerdan en determinadas propiedades, por ejemplo, en que

ambos son cosas fisicas, diferirin en otras propiedades también fisicas, por ejemplo, el color
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del cabello de P puede diferir del mio, lo que dara lugar a dos proposiciones acerca de me y
mcP que no concordaran. Asimismo, las restantes cosas fisicas que estan en “mi” sistema de
constitucion tampoco coincidiran con las que estan en el sistema de P, pues las cosas que estan
en relaciones con mi cuerpo en general no estin en las mismas relaciones con el cuerpo de P.

Entonces, jcomo es posible .pensar la intersubjetividad? De acuerdo con Carnap, existe
una concordancia entre ambos sistemas, pero se trata de una concordancia mediada por la
correspondencia biunivoca que existe entre el mundo de la fisica que me pertenece, llamémosle
S, y el que le pertenece a P, al que llamamos Sp. Es decir, que las relaciones espacio-temporales
y cualitativas entre los puntos-universo de la fisica de S son las mismas que existen entre los
puntos-universo de Sp. A esta correspondencia la llama Carnap “correspondencia
intersubjetiva”. La idea puede ser aclarada de la siguiente manera. Considérese de nuevo dos
sistemas constitucionales, el mio, al que llamamos S y el de otra persona cualquiera, al que
llamamos P. Consideremos de nuevo la constitucién de mi cuerpo (mc) como objeto fisico en
ambos sistemas. De esto se sigue que en el sistema constitucional de P habra dos objetos
similares amc,a saber, el primero es el propio cuerpo de P (mcP), el cual, como senalibamos
antes, puede compartir ciertas propiedades fisicas con mc, pero diferir en otras. No obstante,
hay un objeto en el mundo de la fisica de P que tiene virtualmente todas las caracteristicas que
mc tiene en mi propio mundo de la fisica, entre ellas su localizacién en el mismo punto del
espacio-tiempo fisico. Llamemos a este objeto mcp. Este objeto es, por supuesto, mi cuerpo,
pero desde el punto de vista de P, es decir, constituido desde un sistema de constitucion
diferente al mio'™.

Ahora es posible aumentar el alcance de estas observaciones para incluir todas las

petsonas constituidas por mi, no sélo P sino Q, R, etc. En cada uno de los sistemas

175 De nuevo, hablar de sistema de constitucién diferentes, significa hablar de sistemas de constitucién asociados a
cuerpos diferentes.
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constitucionales de esas personas habri objetos que se corresponden intersubjetivamente con
algin objete de mi propio sistema construcional, es decir, que compartiran todas o
virtualmente todas las propiedades fisicas de algiin objeto en mi sistema constitucional.

En la seccion 148 Carnap propone que para cada objete O de mi sistema
constitucional, tememos la clase de abstraccion de los objetos que existen en otros sistemas
constitucionales y que poseen una relacién de correspondencia intersubjetiva con O, para
formar lo que llama el “objeto intersubjetivo”. Al conjunto total de estos objetos
intersubjetivos lo llamaremos el “mundo intersubjetivo”, el cual se corresponde con el mundo
de la ciencia. Asi, la importancia del mundo de la fisica es crucial porque s6lo sobre él se funda
la posibilidad misma de la intersubjetividad. Sélo puedo saber que mi sistema de constitucion
es igual al de otra persona, dicho en el lenguaje del realismo, que “mi” mundo es el mismo que
el del otro, a través de la correspondencia que existe entre los objetos del mundo de la fisica de
ambos. La regularidad inducida en el mundo de la fisica de un agente mediante el
procedimiento constitucional le permite hacer dos cosas cruciales. Primero, puede especificar
objetos en el iempo via sus propiedades cuantitativas, incluyendo especialmente las distancias
y direcciones de esos objetos con relacion a si mismo. Esto, por supuesto, es verdadero de
cualquier sujeto. Por otra parte, dada la identidad de las leyes de la fisica para cada uno de ellos,
todo lo que es necesario para hallar los objetos intersubjetivos es un mapeo de esas relaciones
espaciales una con otra, suministrando la estructura métrica del espacio-tiempo una forma
sencilla de hacerlo.

Quizas deberia sefialarse que la posibilidad de la intersubjetivacion a través de la
asignacion cuantitativa a los puntos del espacio tiempo, tiene que ver con el mayor grado de
restriccion y determinacién que los procedimientos cuantitativos poseen en relacion con la

mera asignacion de cualidades, las que, al carecer de leyes que especifiquen sus ocurrencias en
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el espacio o su evolucion en el tempo, dan lugar a una libertad en las determinaciones que es
imposible dirimir mediante métodos empiricos apropiadosm’. De este modo, la labor de
intersubjetivizacién comienza con este mapeo de los respectivos mundos fisicos de los
individuos. Carnap argumenta, no obstante, que podemos también intersubjetivizar los otros
dominios de objetos. Asi, por ejemplo, una vez que tenemos el objeto intersubjetivo
correspondiente a la persona N, podemos intersubjetivizar la vida mental de N a través de la
apelacion a la relacion expresiva, signica e informativa. De esta manera, aunque la
intersubjetivizacion puede proceder sélo a través de las formas matemadtcas del mundo fisico,
una vez que intersubjetivizamos el mundo fisico, tenemos la capacidad de hacerlo con todos
los dominios de objetos. El mundo intersubjetivo es un mundo que contene los ambitos de
todas las ciencias, incluyendo la psicologia, la sociologia, y la economia.

Esta es, en suma, la solucion de Carnap al problema de la objetividad. Utilizando la
estructura matemadtica y la naturaleza gobernada por leyes del mundo de la fisica, el mapeo del
mundo de la fisica de una persona en otro puede ser hecho de una manera univoca. La clase
que se forma con tales objetos es el objeto intersubjetivo que esta disponible a todos los
agentes y que es la condicion de posibilidad del juicio intersubjetivo. Pareceria que la
constitucion del mundo intersubjetivo, que se extiende a los ambitos de las ciencias culturales y
psicolégicas, proporciona lo que Carnap busca: una solucién estructural a la cuestion de la

objetividad que sustente la posibilidad de la objetividad cientifica en todas las ciencias.

176 Esta idea de lo fisico como el dmbito de lo cuantitativo en franca oposicién a lo puramente cualitativo fue
desarrollada ampliamente por Schlick desde su temprano trabajo de 1915 “The Philosophical Significance of
Relativity” en Schlick (1979).
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La eliminacion de la relacion basica (Rs)

Temprano en nuestra exposicion, habiamos destacado ¢l dictum de Carnap de que “toda
proposicién cientifica puede en principio ser transformada de tal manera que sea solamente
una proposicion acerca de una estructura” (Ibidem, pag. 29), lo cual, segin su opinion, debe
verse como un requisito de la ciencia en la medida en que esta busca la objetividad, evitando
toda referencia a contenidos subjetivos. No obstante, el sistema de constitucion arroja la
siguiente méxima, la cual se encuentra en franca contradiccion con ¢l propésito de la cita
anterior, “Todas las proposiciones que aparecen en ¢l sistema de constitucién son
proposiciones acerca de relaciones basicas solamente” (Ibidem, pag. 272). Es decir, un sistema
de constitucién que siga el primer dicum no puede albergar en su interior ningtin concepto
bisico no definido, sino pura y exclusivamente signos logicos. Entonces, si queremos obtener
una ciencia verdaderamente objetiva, tendremos que eliminar las relaciones basicas, entendidas
como objetos extralogicos, de las proposiciones de la ciencia.

Lo primero que debe ser apuntado es que de acuerdo a como fue presentado el sistema
de constitucién, cada uno de los niveles v géneros de objetos que fueron constituyéndose lo
hicieron desde un cierta relacién bésica y por ende su naruraleza en tanto objetos constituidos
es dependiente de dicha relacion. Asi, si substituimos arbitrariamente la relacion basica por

- otra, redundaran diferentes géneros de objetos de los que se han constituido teniendo como
base nuestra relacién basica (Rs). Segin Carnap, quizds en los niveles inferiores no se alteren
demasiado la naturaleza de los objetos constituidos, pero seria demasiada casualidad que esto
se siguiera para los objetos de niveles mas altos. De acuerdo con esto, es posible caracterizar
univocamente 2 las relaciones basicas originales por el hecho de que los objetos de niveles
superiores se comportan empiricamente de tal y cual manera. Asi, por ejemplo, podriamos

definir Rs como la tnica relacion basica tal que existe una v sélo una modalidad sensorial que
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tiene exactamente cinco dimensiones y que se basa en dicha relacion. Sin embargo, esta
afirmacién de unicidad es falsa, pues en principio existen otras relaciones para las cuales se
pueden establecer todas las férmulas de constitucién. Es decir, si alguna constitucién superior
que parte de Rs tiene cierta estructura, es posible escoger otra relacion basica Rs’, y
sometiéndola a las mismas operaciones constitucionales obtener algo de la misma estrucrura.
La solucién de Carnap a esta dificultad es restringir la clase de relaciones que pueden servir
como bases posibles, para lo cual introduce una nocién primitiva, el “estar fundado”, que
cubre el ambito de las relaciones “naturales, que pueden ser vividas™ (Pag. 274). Es decir, que
entre todas las relaciones posibles que pueden servir para constituir, por ejemplo, el sentido
visual, sélo es valida aquella relacién que pertenece al imbito de las relaciones fundadas, es
decir, al imbito de las relaciones que pueden ser pensadas como pertenecientes a una
conciencia.

De acuerdo con esta nocién, la definicién de Rs luce ahora como sigue: “Rs es la tnica
relacion fundada que permite la definicion del sentido visual en esta forma”. El problema esti,
no obstante, en que esta definicion estruesural de Rs basada en la nocion de “estar fundado™ es
un contrasentido, en la medida en que la nocién de “estar fundado” es una nocién del tpo de
“experienciable” o “vivible”. La salida de Carnap consiste en introducir el concepto de “estar
fundado” en la l6gica. Para él, el concepto de “estar fundado” es un primitivo que esti en la
base del sistema de constitucion y que posibilita la universalidad en la aplicacién de las
estructuras constitucionales, esto es, posibilita la aplicacién de la estructura formal para la
constitucién de los objetos. De esta manera, arguye Carnap, dado que “la logica misma
absolutamente no es un dominio, sino que contiene aquellas proposiciones que (como
tautologias) valen para los objetos de cualquier dominio” (Ibidem, pag. 275), entonces el

concepto de “estar fundado” es un concepto de la 16gica. Es claro que para Carnap la logica
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tiene un papel consttutivo esencial, por lo que esa misma logica tene que poseer los conceptos
necesarios para posibilitar la constitucion de los objetos reales. Asi, la teoria de tipos debe ser'
incrementada con el concepto de “estar fundado”, esto, claro esta, si desea tener un valor

epistemologico fundamental.
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