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Introducción.

Los objet ivos del present e trabajo de tesis son: 1) analizar un modelo de evalua

ción de proyectos de inversión para la explotación de recursos no renovables mediant e la

metodología de opciones reales; dicho análisis cent ra su atención en el modelo plant eado

originalmente por Brennan y Schwartz (1985), 2) describir la valoración de las opciones

financieras y, en consecuencia , la de las opciones reales.

Para ello, planteamos las hipótesis siguientes:

1.- El empleo de las opciones reales en la evaluación de los proyectos de inversión aumenta

su valor mediante la consideración de oport unidades / hecho fortuitos que permitan

incrementar el valor mediante la flexibilidad;

2.- El valor del proyecto planteado por Brennan y Schwartz (1985) está modelado por una

ecuación diferencial parcial (EDP) con adecuadas condiciones de frontera; para este

modelo, el método de Diferencias Finitas proporciona una excelente aproximación

al valor del proyecto .

Las herramientas empleadas para realizar este trabajo están enmarcadas dentro de la

evaluación de opciones por: valoración neutral al riesgo, por arbitraje bajo la hipótesis

de mercados completos y portafolios autofinanciados.

Además, nuestro análisis está circunscrito por la teoría de los procesos estocásticos,

en concreto por el uso de martingalas, tiempos de parada, descomposición de Doob,

movimiento browniano y Lema de Ita; y dentro del análisis númerico para EDP el método

de diferencias finitas explícitas.
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Algunas referencias sobre la evaluación de proyectos de inversión para la explotación

de recursos no renovables, que emplean la metodología de las opciones reales y que se ha

const it uido en un ejemplo clásico en su tipo de modelado, ha sido presentada originalmente

por Brennan y Schwartz en 1985, ahí es evaluada una mina de cobr e considerando la opción

de apertura, cierre y abando no de las operac iones.

La est ructura de la tesis consta de dos partes, la primera basa en los capítulos 1,2 y

3 la presentación del entorno de evaluación de las opciones, comenzando por describir la

Teoría de las Opciones Financieras, seguido por la descripción de la Teoría de las Opciones

Reales.

En ellos, entendemos por opción a una decisión cont ingente que ent rega la posibilidad

de tomar ciertas acciones una vez despejada la incertidumbre, en este sentido, una opción
I

financiera entrega a su poseedor el derecho pero no la obligación de comprar (o vender

según sea el caso) un act ivo a un precio determinado de antemano conocido como precio

de ejercicio.

Algunos tipos de opciones financieras -quizás las más conocidas - son: las europeas,

es decir, aquellas que sólo pueden ser ejercidas en la fecha de vencimiento; las americanas

se pueden ejercer en cualquier t iempo antes de la fecha de maduración o en la fecha de

maduración. Por lo anterior , su estructura de valoración presentada en el capítulo 2, es

la siguiente: En las opciones europeas hemos buscado construir un portafolio que iguale

el valor de la reclamación contingente o valor de la opción en la fecha de vencimiento.

Cabe hacer énfasis que mediante la hipótt.esis de neutralidad al riesgo es posible descontar

el valor del mismo a la tasa libre de riesgo, esto se logra baj o el empleo de la hipótesis

de mercados completos en donde no existen oportunidades de arbitraje. Es decir, no hay

la posibilidad de generar dinero sin arriesgarlo con una apuesta previa. Dicho mercado

se obti ene cambiando la medida de probabilidad del precio del act ivo subyacente, de tal

manera con el portafolio se logra realizar una cobertura completa del riesgo adquirid o por

parte del emisor.
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Para el caso de las opciones americanas, por un lado, tenemos que su valor se puede

describir como un problema de t iempo de parada ópt imo o equivalentemente como una

supermart ingala, en este caso, se trata de avanzar recursivamente en ret roceso en el tiempo

empezando en la fecha de mad uración para luego tomar el máximo de entre el valor por

ejercer la opción al día de hoy o el valor presente de la misma que se ejerce en una fecha

posterior. Por otro lado , utilizando la descomposición de Doob es separado el valor de la

opción americana en una mar tingala y en un proceso predecible no decreciente con valor

inicial igual a cero. Nuevamente, bajo el supuesto de mercados completos se const ruye un

portafolio igual a la martingala y su valor resulta ser mayor o igual al valor de la opción

americana, con el cual se logra una cobert ura completa del riesgo adquirido por par te del

emisor.

Poster iormente, en el capítulo 3, presentamos las opciones financieras sobre activos

reales, dichas opciones adoptan el nombre de opciones reales y de manera general es

conocida como Teoría de Opciones Reales (TOR). Donde el act ivo real puede ser una

mina, una plataforma, un pozo, un edificio un terreno o maquin aria. Algunos ejemplos

de opciones reales son: opción de abandono, de cierre, de cambio de escala, de diferir la

realización del proyecto , de apert ura, por mencionar algunas . El hecho más importante a

tomar en cuenta sobre las opciones reales es que el valor de una opción o decisión adoptada

sobre el desarrollo del proyecto es la flexibilidad.

Prácticamente como los gerentes o directivos financieros están tomando las decisiones

día a día , estamos tratando con opciones del tipo americano.

Pero, ¿cuáles son las ventajas de la metodología de opciones reales sobre la metodología

tradicional como el Valor Presente Neto (VPN), la Tasa Interna de Retorno (TIR), o los

métodos actuariales tradicionales? Las ventajas más relevantes son: que la metodología

de opciones reales asigna valor a la flexibilidad, es decir, incorpora la habilidad que los

tomadores de decisiones puedan adaptar el proyecto al entorno en el que se va desarrollan

do para ejercer la opción real en el momento apropiado. Otra ventaja es, que incorpora

el riesgo en la valoración, manteniendo un importante y a primera vista desconcert ant e

resultado que muestra que en ambientes de incertidumbre se puede conducir el valor del
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proyecto adaptánd olo según se van presentado los escenarios contingentes. Enfati zamos

que las opciones reales resu ltan complementa rias a la metodología de valoración actual.

Las desventajas que suelen presentar son: el grado de dificultad en su cálculo dada la

complejidad de los modelos casi artesanal para los diferentes tipos de proyectos . Otra es

que el precio del bien (com-modity) se supon e como un movimiento browniano pero, no

siempre, se argumenta adecuadamente el sentido de esta hipótesis. Por ejemplo, al exten

der el argumento a proyectos de investigación y desar rollo, la mayoría de los aplicadores

de opciones reales siguen manteniendo este supuesto . De hecho, no existe un modelo

general que se pueda ap licar a cualquier proyecto de inversión.

De esta manera surge la pregunta ¿cuándo es conveniente ut ilizar métodos tradi

cionales y cuando Opciones Reales? Por un lado, es aconsejable util izar métodos tradi

cionales cuando el desarrollo del proyecto sea estable o si Jos precios del bien (commodity)

son modelabJes linealmente. Por el otro, es convenient e uti lizar opciones reales cuando

existe un ambiente de alta incertidumbre en los parámet ros del proyecto o cuando los

plazos del proyecto son largos;

La segunda par te de la tes is se compone de los capít ulos 4 y 5, en estos la finalidad es

presentar el modelo planteado por Brennan y Schwartz. Ahí es modelada la explotac ión de

una mina de cobre que cuenta con tres decisiones a considerar que son: cierre tem poral ,

apert ura, o abandono, con ellas el dueño o el gerente puede ejercer continuamente la

opción de abrir, cerrar o abandonar , por abrir o cerrar la mina se incurren en costos de

operación, mientras que el abandono no representa desembo lso alguno.

Posteriormente, el valor de la mina bajo cualquier polít ica de operac ión es obtenido al

considerar el retorno de un portafolio compuesto por dos posiciones una largaen la mina

y una corta en contratos futuros sobre el bien (commodity). ¿Que duda cabe que bajo

una combinación adecuada de inst rumentos financieros? entonces el portafolio contiene

diferentes intensidades de incertidumbre, esto junto con la hipótes is de que no existen

oportunidades de arbit raje nos lleva a concluir que el portafolio deberá rent ar la tasa libre

de riesgo, con ello la dinámica queda modelada por una ecuación parcial que describe el
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crecimiento del valor de la mina.

Por últim o, en el capítulo 5 son descrit os algunos métodos numéricos y su aplicación

para resolver prob lemas de opciones reales. Como ejemplo, del modo de operar de estos

métodos numéricos se considera un proyecto caso con la opción de diferir la inversión.



Parte 1

Preliminares.

6



Capítulo 1

Posiciones y Est rateg ias de

Inversión .

El último decenio ha sido testigo de un crecimiento impresionant e de los llamados mer

cados financi eros secundarios o de derivados, no sólo en cuanto a volumen, sino tam bién

en cuanto a la diversidad de los productos que en ellos se negocian.

La matemática que se precisa para el correcto manejo de los nuevos instrumentos

financieros es avanzada y muy rica. Más aún, las innovaciones permanentes de estos

mercados requieren de una nueva mat emática dando así lugar a un nuevo cam po de

investigación.

El objetivo de este capít ulo es describir los aspectos básicos de las matemáticas de

los productos derivados )', particularmente, de los contratos de opciones. Aquí se analiza

tanto el fundam ento económico de los modelos usados como la matemática que se requiere

para su análisis , aunque pondremos énfasis en el proceso de modelación.

1.1 Historia y Desarrollo de las Opciones.

Las opciones, históricamente, surgieron como un contrato par a cubrir el riesgo sobre

un cargamento fletado, como especulación sobre el precio de las cosechas, etc . Todos

estos contratos se realizaban ent re dos partes sin la necesidad de acudir a ningún tipo de

8

-----------~- - ---
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mercado intervenido por un mediador que regulase las característ icas del mismo, sino que

se acomoda ba a las necesidad es de cada uno que quedaban plasmadas en las cláusulas

de un contrato. Este tipo de mercado llamado over ilie counter (OTC), que se traduce

como "no organizado", es utili zado en la act ualidad por muchas instituciones financieras

para cubrir riesgos sobre t ipos de interés o sobre rentabilidad en sus productos como por

ejemplo, fondos de inversión . Las ventaj as de esta modalidad , son muchas y derivan de

la libertad ent re las partes de fijar las condiciones del cont rato. Sin embargo este tipo de

mercado tiene grandes limitaciones debido a la escasa liquidez , ya que su posible venta

es complicada y, normalmente, hasta su vencimiento no se puede realizar el cont rato.

También presenta el inconveniente de que el comprador está asumiendo el riesgo de insol

vencia del emisor del contrato de opción, sin ningún tipo de fondo o aval que respalde la

operación.

Por estos motivos durante el siglo XX, específicamente en los años set enta , comienzan

a aparecer los primeros mercados organizados siendo el pionero el Chicago Board Options

Exchange que comenzó regulando el intercambio de opciones sobre valores bursátiles.

Desde esta fecha hasta nuestros días han ido apareciendo mercados similares en todos los,
países desar rollados.

Actualmente en nuestro país existen lugares especializados para el manejo de las op

ciones en sus diferentes facetas y cuya información acerca de cómo establecer este tipo

de contratos la podemos obtener en una manera sencilla a través de diferentes sit ios en

Internet .'.

1.2 Planteamiento

Es septiembre; para finales de año vislumbra la posibilidad de participar en un negocio.

Esta participación requerirá liquidez por su parte y usted se plantea conseguir esa liquidez

convirt iendo la cartera de acciones de PEMEX que posee. En principio se le presentan

dos alternativas.

Una primera alternativa consiste en liquidar su cartera ahora e invertir el total en

1Información más completa en el sitio web: http://www.mexder.com.mx.
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instrumentos de rentabilidad fija asegurada como Bonos del Ahorro Nacional (présta mos

al Estado) con vencimiento en diciembre. Sin embargo, el mercado, más concreta mente las

acciones de PEMEX - aun cuando sean de alta rentab ilidad- , manifiest an una volatilidad

preocupante; es decir , su rent abilidad ha ido osci lando de manera ostensible alrededor de

la renta media . Pero muy bien podría ocurrir que justo durante diciembre el precio de las

acciones no fuese alto . De man era que la alternativa más rentable conlleva más riesgos.

Lo que, ciertamente , no debe sorprender. Pero, ¿qué hacer?

Podemos asegurarnos cont ra ese riesgo comprando opciones de venta u opciones puto

Dado que una opción put sobre un cierto act ivo, como acciones de PEMEX, es un contrato

que otorga a su comprador el derecho, pero no la obligación, a vender a un precio de

ejercicio fijo, K , en una f echa de uencimienio", una acción de ese activo. La fecha de

vencimiento será en nuestro caso diciembre. De esta manera garant izamos un precio K

para nuestras acciones.

Por supuesto, el derecho absoluto que supone una op ci ón de venta (put) t iene un

precio. En otros términos , el emisor de la put asume riesgos ajenos por una prima/ precio.

¿A cuánto debe ascender el importe de esa prima? Si el precio es muy alto, al inversor

-usted- no le compensará, mientras que si el precio es muy bajo el emisor de la pu t

asume un riesgo sin contrapartidas suficientes que le permitan cubrir el mismo.

¿Hay un precio de equilibrio en el que ambas partes estén de acuerdo? Este es común

como el problema de valoración. Y la respuesta es que sí. Es importante señalar que

cualquier procedimiento que justifique el precio de la prima debe llevar aparejado de

algún modo la especificación de una estrategia de inversión (o al menos, la confirmación

de la existencia de una) que permita al emisor cubrir sus riesgos. Este es el problema de

cobertura y, como veremos, existe un precio que cumple los requisitos anteriores.

En otras palabras, un put es un instrumento financiero derivado, es decir, su valor

depende del valor de otro activo al que se le conoce como subyacente; en el ejemplo ante

rior las acciones de PEMEX. Necesidades de inversión, de cobertura y también intereses

especuladores promueven un crecimiento incesant e del número y variedad de productos

derivados que se negocian en el mercado.

Paralelo, aunque no exactamente simétrico , es el contrato de opcum de compra u

opción callo Como bien se ha mencionado , una call es un cont rat o que da a su comprador

2Llamada tambi én fecha de eje rcicio.
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el derecho, pero no la obligación , de comprar a un precio de ejercicio establecido. Los

cont ratos anteriores se dicen de tip o europeo porque sólo se pueden ejercer en la fecha

de vencimiento. El contrato, en cambio, se llama americano si el tenedor de la opción

de venta, puede ejercer su derecho de venta en cualquier momento ante rior a la fecha de

vencimiento. Tampoco el precio de ejercicio tiene por qué estar determin ado de antemano

y, por ejemplo, podría ser el valor medio, aritm ético o geométrico de las cotizaciones hasta

su vencimiento . Est e tipo de contratos se conocen como opciones asi áticas . Conviene

resaltar que las denominaciones geográficas anteriores no t ienen nada que ver con el lugar

donde se negocian los inst rumentos.

El comprador de la opción de venta (put) quizá crea que la cotización de las acciones

subyacentes pueden bajar y en cua lquier caso le resultará de interés si así sucede. El

vendedor, por otro lado, espera/desea que las acciones suban. Es esta contraposición

de opiniones diversas sobre la tendencia futura la que hace posible la existencia de un

mercado.

Las opciones constituyen tambi én un instrumento especulativo. Por ejemplo: una

opción de compra (call) sobre el índice IP C de la Bolsa Mexicana de Valores (BMV) con

vencimiento el 20 de diciembre de 2001 con precio de ejercicio de '1. 550 puntos cot iza

hoy una prima de 50 puntos. Hoy el IPC está a 4.400 puntos. Si al vencimiento el lP C

alcanza los 4.650, la callle rinde a su poseedor 100 puntos: una ganancia de 50. es decir , un

rendimiento del 100%. El poseedor de una cesta de acciones que replique la composición

del IPC, sin embargo, alcanza sólo una rentabilidad de 41:g0x 100%, es decir , del 3.4%. A

este fenómeno se le conoce en la jerga financiera como apalancamiento. Por supuesto, si

al vencimiento el IPC vale 4.549, el poseedor de la call pierde el total de su inversión: la

prima. Por cierto, 1 punto es una cantidad fija p en el mercado (por ejemplo : 100 pesetas

en España, 10 pesos en México o 1 dólar en EU) .

1.3 Evolución de un activo.

Nuestro objetivo es valorar una opción de compra (cal0 . El valor de una call depende

de la evolución del act ivo subyacent e. Por ello, primero centraremos nuestra atención en

especificar un mode lo para esa evolución.
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Tenemos dada una unidad de t iempo, por ejemplo, el día. Por R denota remos el t.ipo

de interés por unid ad de tiempo compuesto según esa unidad. El valor del act ivo cambia

sólo en los inst.ant es de n = 1,2 , · · · y permanece const.ante en los int.ervalos [n , n + 11. El

valor del activo que se alcanza en el instante n se denotará por Sn. El instant e de t iempo

presente es o. Nos interesa la evolución hast a el instant e de tiempo N, que supondremos

es el vencimiento de la opción de compra (caI0.

En el modelo más simple supondremos que el act ivo tiene una rentabilidad cent ral,

que no media , por unidad de tiempo m y una dispersión sobre ese valor cent ral u. La

notación intenta sugerir que m es una rentabilidad media y que u es una desviación

típica (o estándar) de esa rentabilidad. Pero obsérvese que no hemos introducido ninguna

probabilidad . Es importante seña lar que el caso u = Oes simplemente el de la evolución

de un activo sin riesgo (que rinde m), y que en ese caso debe ocurrir que m = R. De

esta manera vemos que la evolución que postul amos consiste en añadir un riesgo, una

oscilación, a un activo que t iene una rentabilidad determinista. Es decir, postul amos que

la evolución del activo de t iempo TI al t iempo n + 1 sólo admite dos estados posibles:

Sn+l - S; = S; X (m ± u).

Si denotamos por X n una variabl e que toma los valores ±1 , entonces podemos representar

los posibles valores de Sn+l en la forma

o bien,

Implícitamente estamos considerando el espacio muestral que consiste de las listas de

-l- l 's y - 1's de longitud N.

Cada inversionista, en principio, si toma como base este modelo y deberá calibrar a

su gusto los parámet ros m y u y adjudi cará además probabilidades subjetivas a cada

sucesión de X/s .
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Es fundamental suponer que el modelo de mercado que est udiemos cuente con la

peculiarid ad de que el precio de un act ivo en un momento dado recoge toda la información

sobre el activo disponible en ese instante, y que, por tanto, la evolución futura de un activo

depende sólo del precio actual y no de la trayectoria seguida hasta ese instant e. En ot ras

palabr as, las probabilidades a asignar a las transi ciones deben hacer que el proceso S; sea

markoviano.

Supondremos incluso que las X j son independientes e idénticamente distribuidas, lo

que por supuesto garantiza la markovianidad . Digamos que IP (X j = +1) = p, de manera

que el modelo cont iene tres parámetros m, a , p a determin ar por el inversionista.

Este tipo de modelos para la evolución de act ivos en mercados financieros fueron

int roducidos por Bachelier (ver [BaDen su tesis doctoral Theorie de la spéculation, en

París , en 1900. Bachelier , sin embargo, post ula que el prop io valor del activo, y no su

rentabilidad , sigue un camino aleatorio. Mas aún , Bachelier analiza la evolución cont inua

del proceso de evolución de S¿ y para ello crea el concepto y el primer desarrollo teórico

del movim ient o browniano en una frase bien conocida : "El movimiento browniano , una

joya de la física moderna, es un descubrimiento botánico cuya teoría matemática tiene

su origen en las ciencias sociales" . Pero , en primer lugar, la evolución ant erior depend e

de la subjetivid ad de cada inversionista. Y, en segundo , lugar, el modelo no incorpora el

aspecto económico fundamental , a saber, que si a = O, entonces m = R. Antes , de manera

literaria aunque correcta, hemos comentado que eso se debía a que si a es cero, entonces

nuest ro activo no t iene riesgo y debe ser un préstamo sin riesgo. La argu mentación

económica que justifica este razonamiento se basa en la noción fund amental de arbitraje,

o mejor, de que en un mercado completo las oportunidades de arbi traj e duran muy poco

t iempo.

1.4 Arbitraje.

El diccionario de la Academ ia define arbitraje como: operac ión de camb io de valores

mercantiles, en la que se busca la ganancia aprovecha ndo la diferencia de precios entre unas
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plazas y otras. En el sentido más técnico que emplearemos, denominaremos oportunidad de

arbitraje a una est rategia de inversión con capita l inicial cero que garanti za un rendimiento

positivo. En el mercado financiero operan un gran número de personas dedicadas al

arbitraje dedicados a localizar y explota r oportunidades de arbitraje. Estas oport unidades

de arbitraje duran poco t iempo y se compensan unas con otras, dada la efectividad de

los ar bitrajistas. Es una hipótesis razonable, cuando se está pronosticando a medio plazo,

suponer que tales oportunidades no existen. Los creadores del arbit raje cumplen pues

una importante función sanitaria en los mercados financieros.

Si a = O, pero m > R, entonces se crea una oportunidad de arbitra je: simplemente

compramos una unidad de act ivo con dinero que hemos pedido prestado. Al cabo de N

unidades de tiempo tenemos garantizada una ganancia igual al valor del act ivo menos el

valor del préstamo a devolver. Es decir, una ganancia de (m - R)(l + R)N (que tiene

crecimiento exponencial). Si fuera m < R el argumento es análogo, siempre y cuando

tengamos en cuenta la posibilidad de un short-selling, es decir, de ventas al descubierto, en

suma que uno puede vender acciones que no t iene (responsabilizándose de su rentabilidad).

Aunque claro, si a es pequeño, entonces debiera darse que m es próximo a R. De hecho, es

fácil ver (con una argumento similar al anterior) que si no hay oport unidad de arbitraje,

entonces 1m - RI :S a .

Pero, ¿cómo incorporar de manera eficaz la ausencia de oportunidad de arbitraje en la

valoración de opciones? A este punto insatisfactorio se llegó en el siglo pasado alrededor

de los años sesenta con Samuelson (ver [Sa]), quien modeló por vez primera la rentabilidad

como un recorrido aleatorio, o lo que es lo mismo, postuló que los activos siguen recorridos

aleatorios geométricos.

1.5 Volatilidad.

La volatilidad es la palabra más usada y quizá menos ent endida en el mundo de

las opciones. Volatilidad simplemente significa movimiento , pero este concepto no es
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asimilado bien por los operador es de acciones y futuros, los cuales est án acostumbrados

a pensar en términ os de dirección y no de variabi lidad. Un 10% arriba y UII 10o/c aba jo

son iguales en términos de volat ilidad, pero no para aquél poseedor de un act ivo para el

que un 10% para arriba es "bueno" y un 10% para abajo es "malo" .

Al operador de opciones también le interesa la dirección del mercado. Pero a diferencia

con el operador de contado, el operador de opciones está también muy interesado en la

var iabilidad del mercado. Si el mercado de contado no fluct úa demasiado, las opciones

disminuirán de valor debido a que se reduce la probabilidad de que el mercado se desplace

hacia un determin ado precio de ejercicio. En resumen, la volat ilidad es la medida de la

variabilidad del mercado. Los mercados que varían poco son mercados de baj a volat ilidad,

los mercados que varían mucho son mercados de alta volat ilidad. Ento nces se intuye que

algunos mercados son más voláti les que ot ros.

1.5.1 Volatilidad en Mercados Financieros.

Los mercados financieros opera n de manera casi cont inua, de modo que la cot ización

de un act ivo queda mejor representada por un proceso cont inuo S¡, donde t es ahora un

número real positivo.

Queremos hacer que la unidad de tiempo empleada t ienda hacia cero. Pongamos que

la unidad de tiempo t iene tamaño I:!..t en términos de un año (en el caso de cotización

diaria I:!..t = 3~5). Sea T el instante de vencimiento que escribimos T = N I:!.. t , donde N

es un número natural. Así que N ---+ 00 equivale a I:!..t ---+ o. Supondremos que el tipo

de interés anual compuesto continuamente es R, de manera que en el modelo de t iempo

discreto debemos tomar un tipo de interés RN = Rl:!.. t . Así (1 + RN)N - eRT .

La volatilidad anual de un act ivo se define como la desviación típica de los rendimientos

anuales. Se suele denotar por (J y se expresa en tantos por cientos. Es decir ,

(J = desviación t ípica ( Sal año ) .
Shoy
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y con las hipótesis de independencia y de dist ribución idéntica anteriores:

~t d . . , , . ( St +6t)
(JY L:l.t = esvracion t Ipica -S-t- .

Haciendo que 6 t ----> Ose obtiene bajo una probabilidad (con riesgo-neutro) P que se

torna imposible la oportunidad de arbitraje:

1. La cot ización del activo se rige por la ecuación diferencial estocást ica

En particular, bajo esa probabilidad el rendimiento medio del activo es el marcado

por el tipo de interés sin riesgo.

2, El valor en t iempo t , Vi de una opción de compra (caln con vencimiento T y precio de

ejercicio J{ viene dado por la fórmula de Black-Scholes.

donde F¡ es la filtración natural del movimiento browniano (es decir, F¡ representa la in

formación generada por las cotizaciones hast a el t iempo t) , <I> es la función de distribución

de la normal estándar y

lag (~) + (R ± ~) (T - t)
d± = .

(JVT - t

3. Vi satisface la ecuación de evolución

(1.2)

Que mediante el cambio de variables

x S
e = K

T = (T - t) ~ (J2
2

Vi = eGx+.BtWtl
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donde O' Y{3 son constantes adecuadas, reduce la ecuación (1.2) a

El lector informado reconocerá el papel de la fórmula de Feynm an-Kac en que la

solución de una ecuación en derivadas parciales como (1.2) pueda expresarse mediante

esperanzas condicionadas como las de (1.1).

Es fundamental observar que en la fórmula (1.1) sólo aparece a y que no aparece la

rentabilidad media del act ivo. Se trata de un hecho contraintuit ivo (en los años setenta)

característico de la míst ica asociada con la fórmula de Black-Scholes.

Por otro lado, hemos pasado ligeramente sobre un hecho básico. La definición de a

no especificó bajo que probabilid ad debía calcularse ésta: sobre la probabilidad "real" o

sobre la probabilidad "objet iva= riesgo-neut ro". La razón es que a posieriori da igual.

esto es una consecuencia importante del conocido teorema de cambio de probabilidad de

Cameron-Mart in/ Girsanov del cálculo estocást ico.

¿y las opciones americanas? Basta decir que desde el punto de vista de las ecuaciones

en derivadas parciales su valoración y la decisión de cuándo ejercer const ituyen un pro

blema de frontero libre y se trata de un problema de ti empo óptimo de parada de una

supermartinqala.



Capítulo 2

Teoría de las opciones financieras.

En este capítulo se abordarán las ideas principales relacionadas con la teoría matemáti ca

de las opciones europeas y americanas. Básicamente abordaremos el modelo de mercado

financiero discreto, es decir, de manera más simple al conjunto de act ivos o bienes con

precios que cambian en el tiempo y cuyos valores de esos cambios son regist rados de forma

discreta. Posteriormente , es determinado el precio de las opciones europeas y americanas

para un act ivo. Nuest ras herramientas principales son los concept os de martingalas y

tiempos de parada. Las fuentes bibliográficas principales de este capítulo son: [La-La],

[St] .

2.1 Activos financieros y estrategias.

2.1.1 Activos financieros

Un modelo de mercado financiero discreto es un conjunto de activos en donde el precio

de cada uno de ellos en cada tiempo j es una variable aleatoria. Por ello el modelo ha de

considerar la construcción de un espacio de probabilidad (O, F, 1P) . Aquí O es un conjunto

finito que describe al conjunto de resultados en una filtración {Filf=ü, que indica para

cada índice j gue hay un conjunto F j de formas o maneras de hacer preguntas acerca del

18
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precio al tiempo j al observar como evoluciona en el período de interés es denotada por

F j . Hay que not ar que al inicio de! proceso la información proporcionada o experiencia

es Ínfima. Esto se tr adu ce en que las forma de hacer preguntas se reduce a Fa = {O,0 }.

Conforme va transcurri endo e! tiempo se conoce mejor el proceso precio y por lo tant o:

r, :J F k para j > k .

En el presente análisis, consideramos un mercado que se compone de d + 1 act ivos,

cuyos precios al tiempo j son variables aleatorias no negativas sy, SJ, . . . ,Sf rnedibles con

respecto a Fj . El vector Sj = (sy,SJ, . .. ,Sf ) se conoce como vector de precios al tiempo

j. Aquí el superíndice adenot a al precio de mercado (Spot) del act ivo que evoluciona sin

riesgo y los superíndices j 2: 1 indican a los precios que evolucionan bajo incertidumbre,

es decir , sy representa un act ivo sin riesgo y sg = 1. Ante la consideración de una tasa

libre de riesgo r constante, entonces sy = sg(1 + r )j = (1 + r )j . Como bien se puede ver,

el coeficiente f3j = ter es el llamado factor de descuento.
J

En resumen, los act ivos numerados desde 1 hast a d son llamados act ivos con riesgo y

el activo numerado con aes sin riesgo.

2.1.2 Estrategias.

Una estrategia está definida como un proceso aleatorio ifJ = { ( ifJ~ , ifJ},.. ., ifJ j )}a«1I'_ l_

con valores en ffid+l , donde ifJ~ denota la cantidad respectiva del activo i en el t iempo j .

ifJ que es predecible, i.e. para i E {a, 1, .. . , d} se tiene que.

{
ifJh es Fa -medible,

y, para j 2: 1 : ifJ~ es F j - 1 - medible.

Esta hipótesis dice que las posiciones en el portafolio al tiempo j (ifJ~, ifJ},. . ., ifJ j ) son

decididas con respecto a la información disponible al tiempo j - 1 Yse conserva constante

hasta el tiempo j .

El valor del portafolio al tiempo j es el producto escalar
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d

\!j(eP ) = (ePi, Sj) = ¿ eP~ Sj .
;=0

y su valor descontado es

donde {3 = -in- y Sj = (1,{3jS}, ... ,(3jSj) es el vector del valor presente de los precios.
J

Se dice que una est rategia es autofinanciable si la siguiente relación se cumple para

toda j E {O, 1, . . . ,N - 1}:

Esta relación se interpreta de la siguiente manera: al tiempo j después de conocer

Sj , el inversionista reajust a su portafolio pasando de la composición ePj a ePi+1sin que el

inversionista aport e o ret ire fondos. Se conoce también como ajuste del inversionista al

mercado.

Observación 2.1.1 La igualdad (ePj, Sj) = (ePj+1l Sj) es equivalent e a

o, en consecuencia, también

Por esta razón, al tiempo j + 1, la diferencia (ePj+! , Sj+!) - (ePj+l, Sj) representa la

ganancia neta por variación del valor del portafolio ent re el tiempo j y j + 1. Una

estrategia autofinanciable es. Una est rategia para la que las variaciones del valor del

portafolio provienen únicam ente de los movimientos intrínsecos de los act ivos.
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La siguiente proposición pone en claro ciertas observaciones en relación con el valor

presente. En el ambient.e anterior y con la misma notación e hipót.esis se tiene la siguiente

proposición.

Proposición 2.1.1 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

i) La estrategia </J es autofinanciable.

ii) Para todo i E 1, .. . , N, el valor del portafolio es incremental

j

\t}(</J ) = Vo(</J) + "L (</Jk, 6 Sk)
k=l

donde 6 Sk es el vector Sk - Sk- I.

iii) para todo j E L . . . ,N, el valor descontado del portafolio es

- j-

\t}(</J) = Vo (</J) + "L (</Jk , 6Sk ),
k=l

Demostración:

La equivalencia entre i) y ii) resulta de la observación 2.1.1. La equivalencia entre i)

y iii) se obtiene del hecho que (</Jj ,Sj) = (</Jj+¡'SÚ si y sólo si (</Jj,Sj) = (</Jj+i,Sj) para

cada j = O, .. . , N. o

Esta proposición muestra que si un inversionista sigue una estrategia autofinanciable,

entonces el valor presente de su portafolio queda determinado por la riqueza inicial y

el proceso {(</J} , . . . ,</Jj)} 0< <N ' debido a que 6SZ - 6SZ_1 = O. De hecho, pueden ser
_ J _

obtenidas estrategias autofinaciables para cualquier valor inicial del portafolio, como lo

muestra la siguiente:
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Proposición 2.1 .2 Para cualquier proceso predecible {(I/>J, . . . ,1/>1) }o:5i :5N y para cualquier

variable Va que es Fa-medible, entonces existe un úni co proceso predecible {I/>J}o :5i :5N tal

que la estrategia {1>J}o:5i :5N = {(1>}, . . ., 1>1)}O:5i :5N es autofinanciable y el valor inicial de

dicho portafolio es Va .

Dem ost ración:

Sea {I/>i }o:5i :5N una estrategia autofinan ciable y el valor inicial del port afolio Va, Y por

la prop osición anterior se tiene que

por lo que para j = Oobt enemos

De hecho, 1>~ queda determinado de manera única por:

o { Vo(</» - (</>Ó·SÓ + ...+ </>g.sg) para j = OY

</>i = Vo(</» + ¿{:~(</>ló8~ + ... + 1>~Ó8~) - (1/>}(8J- 1) + ...+ 1>1(81-1)) e.o.c.

con ello concluímos que { </>~}0< '< N es predecible, ya que, Voes F a-medible Yla estrate
<;,J_

gia { (1)J' ' .. ,1>1)}0< '< N también es predecible, para i E {l, ... ,d} Y k E {O, . . . , j - l ] .
_ J_

Por todos los argumentos anteriores Si es F k-medible . o

2.1.3 Estrategias admisibles y arbitraje.

Formalmente, consideraremos cuando se tienen valores negativos de (1);) , por ello se

adopta la siguiente convención:

Si </>~ < O, significa que tomamos prestado en el mercado de act ivos sin riesgo la can

tidad 1 1>~I , en otros términos



si </J} < apara i 2: l . Esto significa que se adquirió una deuda en activos con riesgo por

ventas al descubierto, es decir, por ventas que hacemos sin tener posesión de los act ivos.

Sin embargo las cobramos con el compromiso de ent regarlas en el fut uro. Entonces,

los préstamos y las ventas al descubierto están permitidas, siempre y cuando el valor del

portafolio sea positivo o nulo en tod o instánte para que el inversionista esté en condiciones

de reembolsar sus préstamos.

Definición 2.1.1 Una estrategia </J es admisible si es autofinancible y ,.tj (</J) > a para

toda j E {a, 1, .. . , N} .

En finanzas la palabra arbitraj e significa la oportunidad de hacer dinero sin arries

garlo. En los mercados eficientes ta les oportunidades no pueden exist ir por un intervalo

significat ivo de t iempo , ya que antes de que ocurra los act ivos se mueven para eliminarlos.

Para evitar en el modelo del mercado las oport unidades de ar bitraje, se deberán excluir

aquéllas est rategias tales que sin arriesgar dinero o bienes permi ten obte ner una ganancia.

Con la siguiente definición quedan determinadas matemáticamente las est rategias que dan

lugar al arbitraje.

Definición 2.1.2 Una estrategia de arbitraje es una estrategia admisibl e con valor inicial

cero (Va(</J) = a) y con valor final distinto de cero (VN ( </J) > O).

Por lo que los modelos deberán excluir la oportunidad de arb itraje lo cual será el

objetivo de la siguiente sección con la noción de mar tingalas .

2.2 Martingalas y arbitraje

En esta sección se t ratará la relación entr e martingalas y arbitraje, por ello para los

lectores no familiarizados con tales conceptos se recomienda revisar el Apéndice A.2.
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Hay que observar que la ausencia de op ortunidad de arbit raje da lugar a operaciones

comercia les ju st as. Esto también se ent iende como la falta de fricción en el mercad o.

2.2.1 Transformada de martingala.

En esta sección, consideraremos un espacio finito de probabilidad (n ,F , IP), con F =
p (n ) y \/w E n , IP ({w}) > 0, eq uipada con una filt ración {Fj}o:O;j :O;No Una sucesión de

variables aleatorias {Xj}O:O; j:O; N está ad aptad a a la filtración {Fj}o:O;j:O;N si para to da j , X¡

es F j -medibl e.

Definición 2.2.1 Una sucesión adaptada de variables aleatorias {HJO:O; j:O; N es predecible

si, para toda j ~ 1, entonces H¡ es F j _ ¡ - m edible .

Proposición 2.2 .1 Sea {Mj }o:O; j:O;N una martingala con respecto a la filtración {Fj}O:O; j:O;N

y {Hj}o:O; j:O;N un proceso predecible con respecto a {Fj}o:O; j :O; No Si !:lMj = M¡ - Mj_¡, en

tonces el proceso {Xj } O:O;j :O; N definido por:

Xo HoMo,

X¡ HoMo+ H¡!:lM¡ + o o • + Hj!:lMj para j ~ 1

es una martingala con respecto a {FJO :O;j:O;N

A {Xj} se le llama "martingala transformada" de {Mj} por el proceso {Hj}o

Demostración:

Dad o qu e {XJ es un pro ceso adaptado a {Fj}o :O;j:O;N , entonces para j ~ °tenemos

IE[Hj+¡ (Mj+l - Mj) IFj]

Hj+lIE[Mj+l - MjlFj] = 0,

es decir ,
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lo cual demuestra que {XJ es una mart ingala. o

La siguiente propo sición es úti l para la carac terización de martingalas.

Proposición 2.2.2 Una sucesión adaptada de vari ables aleatorias reales {Mj} es una

martingala si y sólo si para cualquier sucesión predecible {Hj } , tenemos

Demostración:

Si M¡ es una martingala, y {Hj } es un precesó predecible arbit rario, entonces la

sucesión {Xú definida por x; = Oy, para j ~ 1, x, = 2:f=l Hjb.Mj

por la Proposición 2.2.1 {Xj } es una mar tingala, y en consecuencia,

Recíprocamente, si k E {1, ... N - 1}, para cualquier A E :Fk es posible asociar la

sucesión predecible {H j } dada por

n, = Opara j # k + 1

y Hk+1 = lA

Ésta junto con la hipótesis y puesto que

y como la igualdad vale par a cualquier A E :Fk se concluye que
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2.2.2 Mercados financieros viables

Nuevamente dentro del ambiente del modelo en tiempo discreto introducido en la

primera sección, la siguiente definición identifica a los mercad os donde no hay oportunidad

de arbitraje.

Definición 2.2.2 El mercado es viable si no existen las oportunidad de arbitraje.

Teorema 2.2 .1 El m ercado es viable si y sólo si existe una medida de probabilidad !P*

equivalent e! a!P bajo la cual los precios en valor present e de los activos son martingalas.

Demostración:

Supongamos primero que existe una probabilidad !P* equivalente a !P tal que los

precios en valor presente de los activos son martingalas. Ento nces, por la proposición

2.1.1 , tenemos que para toda est rateg ia autofinanciable { q'>j }o::; j ::;N se cumple la siguiente

igualdad:

i
'0(q'» = Vó (q'» + 'IJq'>k, ÉlSk ) .

k= l

Por otra parte, por la Proposición 2.2.1 y el hecho que la suma de martingalas es

martingala, {'0(q'>)} es una martingala bajo !P* y, en consecuencia, tenemos

Entonces, con una est rategia admisible con valor inicial nulo

se puede decir que VN(q'» = O !P* - c.s. pero !P*(w) > O para toda w E n por lo que

VN(q'» = O.

I Dos probabilidades lPl y lP2 son equivalentes si y sólo si para todo evento A, lP l (A) = Osi y sólo

si ¡P2(A) = O. En nuestro caso ¡P* es equivalente a lP implica que para toda w E n, se verifica que

¡P*(w) > O.



Inversamente, defina a I' como el conjunto convexo de las variab les aleatorias est ríctamente

positivas distint as de la variable aleato ria idénticamente cero. Con este conjunto podemos

decir que el mercado es viable si y sólo si para cualquier estra teg ia admisible </J, se verifica

que, VN(</J) 1- f .

A cualquier proceso predecible {(</Jj, .. . </J1)}o:O; j :O; N, le asociamos el proceso definido por:

i
- . '" I -1 d - dGj (q» = LJ </JJ::,Sk + ...+ </Jk6 Sd ,

k= 1

que es el valor presente de la ganancia obte nida por adoptar una est rategia autofinan-

ciable </Jj , , </J1 de acuerdo con la Prop ocición 2.1.2 existe un único proceso {</Jn tal que

{ (</J~ , </Jj, , </J1 )}O:O;j :O;N que es una est rategia autofinanciable con valor inicial cero. Por

esta razón, Gj (</J) es el valor presente de esta est rategia al tiempo j )', ya que el mercado

es viable, esto implica que si Gj(</J) 2 Opara toda j E {l , . . . , N} se tenga GN(</J ) = Oy,

por ta nto, GN(</J) 1- f . Cabe hacer notar que aún en el caso en el que la estr at egia 9 no

sea admisible se verifica la misma conclusión. o

Lema 2.2 .1 Dado queel mercado es viable, cualquier procesopredecible { (</J~ , ... , </J~) }o:O;n :O;N

satisface que:

Demostración:

Supongamos que GN(if» E f . Primero cuando e, 2 O para toda j E {O, ... , N} , el

mercado es no viable. Segundo, si Gj(if» , definimos j = sup{k jIP(Gk(</J) < O) > O} ,

j :::; N - 1, Y IP(Gj(</J) < O) > O para m > j se t iene Gm(</J) 2 o. Entonces, podemos

definir un nuevo proceso {7/Jj }O:O;j :O;N en rn.d como:

{
O si k:::; j

7/Jk(W) =
l A(W)</Jk(W) si k > j ,

donde A es el evento {Gj (</J) < O]. Ya que </J es predecible y A es F j-medible, entonces

podemos concluir que 7/J es predecible. Y además
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Por consiguient.e, Gk (1/J ) > a para toda k E {a,... ,N } Y GN (1/J ) > a sobre A. Que

contradice la hipót.esis de viabilidad del mercado, y así queda demost.rado el lema. o

Proposición 2.2.3 Las variables aleatorias de la forma GN(c/J), con una estrategia pre

decible c/J en IRd forman un subespacio vectorial del espacio span(O) de todas las variables

aleatorias reales definidas sobre O.

Demostración:

Para un par de procesos predecibles c/J¡ y c/J2 en IRd y otro par de números reales a y b

se t iene

N N

a¿(9~ .kllSk + ... + c/Jf,k llS~) + b ¿ (c/Jt kll Sk + ...+ c/J~.k llSf)
k=l k= ¡

N N
'\' I - ¡ d -d '\' ¡ - ¡ d -d
L j ac/J I,kll Sk + ...+ ac/J I,kllSk) + L jbc/J2,kll Sk + ... + bc/J2,kllSk)
k=l k=¡
N

¿ (ac/Ji,k+ bc/J~,k )IlSk + .. .+ (ac/Jf,k + bc/Jfk )IlS~
k=¡

GN(ac/J¡ + bcP2 ),

ac/J¡ + bc/J2 es predecible. Por tanto, GN(c/J) forma un subespacio vectorial del espacio

O. o

Sea V el sub espacio vectori al de las variables aleatorias de la forma GN(c/J), con el

proceso predecible c/J en IRd, de acuerdo al Lema 2.2.1 el subespacio V no se intersecta

con r. Y, por lo tanto, con ningún subconjunto de él. es decir, no se intersecta con

K = {X E I' ]L wX (w) = 1}. De hecho, como consecuencia del Teorema de Separación

de conjuntos convexos (ver Lamberton, B [La-La], [Si]). existe una sucesión (..\ (w))ww

con las siguientes características:

1. \IX E K , se t.iene L w..\ (W) X (w) > a.
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2. para cualquier if> predecible

¿ A(W)GN(if» (W) = O.
w

De la Propiedad 1 se dedu ce que A(W) > O para tod a w E n, ta l que la medida de

probab ilidad IP* definida por:

IP*({w}) = A(W)
¿ w'E!1 A(W')

es equivalente a IP ya que IP*(w) > Opara tod a W E n Mas aún, si denot amos por IE*

a la esperanza respecto a la probabilidad IP* , enton ces la Propiedad 2 nos dice que para

cualquier proceso predecible (if>j) en ffi.d se verifica

IE*(f- if>kb.Sk) = O
k=l

para toda i E {l , . . . , d} Ycualquier sucesión predecible (if>~) en ffi..

IE*(f- if>~ b.S~) = O.
k=l

Así que de acuerdo con la Proposición 2.2.3, concluimos que bajo IP* los precios a

valor presente de los activos {SJ},... ,{Sf} son martingalas .

2.3 Mercados completos y precios de opciones.

2.3.1 Mercados completos.

Definiremos una opción europea con fecha de vencimiento N como una variable alea

toria h ~ O, F N- medible, que representa la ganancia que permite el ejercicio de la opción.

De este modo, para una opción de compra (caln sobre una unidad del activo 1 cuyo precio
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al vencimiento es SJv y con precio de ejercicio K , h = (SJv - K )+. Una opción de venta

(put) sobre el mismo act ivo y precio de ejercicio K será definida por h = (K - SJv )+.

Estos dos ejemplos, que son en realidad los más importantes en la práctica, h es sólo

función de SN. Sin embargo, hay otros que dependen no sólo de SN sino de toda la

t rayectoria descrita del act ivo subyacente, es decir, h es función de So, S I,"" SN. Este es

el caso de las llamadas opciones asiát icas donde el precio de ejercicio es igual al promedio

del precio de la acción que ha sido observado durante un cierto período de t iempo antes

del vencimiento.

Definición 2.3.1 La reclamación contingente definida por h es alcanzable si hay una

estrategia admisible, tal que el valor del portafolio al tiempo N sea igual a h

Observación 2.3.1 En un mercado financiero viable, es suficiente encontrar una estrate

gia autofinanciable con valor de portafolio h a la fecha de término N para decir que h es

alcanzable. Ciertamente, si c/J es una estrategia autofinanciable y IP* una medida de pro

babilidad equivalente a IP bajo la cual los precios en valor presente de los activos son mar

tingalas, entones {~ (c/J)} también es una IP* -martingala, dado que es una transformada

de martingalas. Por todo ello, para j E {O, ..., N} concluímos que \I} (c/J) = IE*CVN(c/J)IFj ) .

En particular cuando VN(c/J) ~ O (si VN (c/J) = h), entonces la estrategia c/J es admisible.

Definición 2.3.2 El mercado es completo si toda reclamación contingente es alcanzable.

La suposición que un mercado financiero es completo es una suposición restrictiva

que no tiene una clara justificación económica pues induce a la suposición de que no hay

oportunidades de arbitraje. El interés fundamental en los mercados completos radica

en que éstos permiten el uso de una teoría simple que se derivada del precio de las

reclamaciones contingentes y coberturas. En otras palabras, permite valorar y hacer la

cobertura de las opciones. Por un lado, valorar para conocer el precio justo o prima del

contrato y hacer la cobertura para que el vendedor de la opción, con la prima que recibe,

pueda construir un portafoli o y producir al vencimiento del contrato la riqueza necesaria

para garantizar el ejercicio de la opción sin ningún riesgo. El siguiente teorema caracteriza

de forma precisa los mercados financieros viables completos.
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Teorema 2.3.1

Un mercado viable es completo si y sólo si existe una única medida de probabilidad

¡po equivalente a IP bajo la que el precio en valor presente de los activos son martingalas .

La probabilidad ¡po se utilizará de aquí en adelante en los cálculos de precios y cober

turas.

Demostración:

(a) Suponiendo que el mercado es viable y completo . Entonces, cualquier variable

aleatori a h no negativa, y que es FN -medible puede ser escrit a como h = VN (</» , donde

</> es una est rategia admisible que replica la reclamación cont ingente h, dado que </> es

autofinanciable. Por ello se tiene que

Entonces, si lPI y IP2 son dos medidas de probabilidad bajo las cuales el precio en

valor presente son martingalas , entonces fVN(</>)}OSiSN es una martingala bajo ambas ¡P I

y ¡P2 . Se tiene que, para i = 1 ó i = 2

la última igualdad viene dada por el hecho que Fa = {0,n}. Por tanto, también

Dado que h es arbit raria/ y en general, la u-álgebra FN es equivalente a F, entonces,

¡PI = lP2, lo que prueba la unicidad.

2Si!PI y!P2 son dos medidas de probabilidad en (f!,F), tales que JhdIPI = Jhd!P2 para toda función

h que sea F N - medible, ento nces para tod a A E F se cumple que !PI (A ) = !P2 (A)
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(b) Supongamos que el mercado es viable e incompleto. Por lo tanto. existe una

variable aleatoria h 2: O que no es alcanzab le. Definamos a V como el conjunto de las

variables aleatorias de la forma

N

Uo+ L 9j D.Sj ,

j =l

donde Uoes F o-medible Y { (eI>; , . . . , eI>J)}o:::; j :::;N es un proceso predecible con valores en

IRd
. Como resultado de la Proposición 2.1.2 y la Observación 2.3.1 la variable aleatoria

"* no pertenece a V. Ento nces V es un subconjunto propio del conjunto de todas las

variables aleatorias definidas sobre (O, F ). En conclusión si ¡P' es una probabilidad

equivalente a ¡P bajo la cual los precios en valor presente de los activos son martingalas,

y bajo el supuesto de que poseen su segundo momento se define el siguiente producto

escalar (X, Y ) 1-> IE' (XY) sobre el conjunto de variables aleatorias (definidas en (O,F)) .

Nótese que existe una variable aleatoria X no nula ortogonal a V. Además escribamos

¡P" ({w}) = (1 + 2~~~~) ¡P' ({w} )

con IIXll oo = SUPwEnj X(W)l. Dado IE' (X ) = 0, queda definida una nueva medida de

probabilidad equivalente a ¡P y diferente de IP' . En otras palabras, tenemos que

para cualquie r proceso predecible {(el>; , .. . , el>J)}O:::;j:::;N . Finalmente mediante el uso de

la Proposición 2.2.2 concluimos que {Sj }o:::; j :::;N es una ¡P**-martingala , lo que contradice

la unicidad . o

2.3.2 Valoración y cobertura de las reclamaciones contingentes

bajo un mercado completo

Por un lado, supóngamos que el mercado es viable y completo, y denotemos a una

reclamación cont ingente at ravés de la variable aleatoria h 2: Oque es FN-medible, por

otro, si el> denota a una estrategia admisible no negati va que replica a h, es decir, tal

que VN(4)) = h. Entonces el proceso {~(eI>)}O :::;j :::; N es una transformada de la martingala
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{Sj}O:<:; j :<:;N bajo ¡P* y por consiguiente Vo(l/» = IE*WN(1/») , lo que implica que Vo(l/» =

IE*[~] .
N

De madera más general tenemos

para j = 0,1 , .. . , N,

por lo ta nto

para j = 0, 1, . .. , N,

Con este resultado queda claro que bajo la hipótesis que el mercado es viable y com

pleto, el valor en cualquier momento del portafolio para toda estrategia admisible que

replica a h está completamente determinado por h. Nat uralmente V¡(I/» es el valor de la

opción, pues representa la riqueza al t iempo j que permite, siguiendo la estrategia 1/> a

partir del instánte j , para producir exactamente la riqueza h al instánte N. A la variab le

aleatoria h se le conoce como el flujo de efectivo que garantiza la opción europea al t iempo

de su vencimiento . Es decir, por una parte se está haciendo la valoración de la opción, o

equivalentemente, asignamos, el precio justo del contrato. Por la otra parte, el vendedor

de la opción cubre sus riesgos y garantiza, con una inversión inicial igual a la prima que

recibe.

2.3.3 Introdución a opciones americanas

Dado que una opoción americana se puede ejercer en cualqui er tiempo entre °y N,

definimos a Zj como el beneficio o ganancia por ejercer la opción al tiempo i ,donde {Zj}

es un proceso adaptado a {Fj } . En el caso de tener una opción americana sobre el activo

con riesgo SI y precio de ejercicio K, el beneficio obtenido para una opción de compra

(cal~ es Zj = (SJ - K) + Y para una opción de venta (put) es Zj = (K - SJ)+. Con el

propósito de definir el precio de una opción asociado al proceso {Zj }o:<:; j :<:;N' es conveniente

pensar en términos de inducciones inversas o inducción hacia at rás empezando al t iempo

N. En efecto el valor de la opción al termino es igual a UN = ZN. Lo que da lugar a la
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siguiente pregunta ¿a que precio se tendrá que vender la opción en el tiempo N - 1? Para

resolver esta pregunta pensemos que, el poseedor de la opción ejerce su derecho, por lo

que obtendrá una ganancia de ZN- I, o quizás el ejerce su derecho al tiempo N y en cste

caso el vendedor de la opción tendrá que estar listo para pagar el monto ZN. Por lo que,

al tiempo N - 1 el vendedor, deberá tener el máximo entre ZN-I y el monto necesar io al

t iempo N - 1 para generar el beneficio ZN al tiempo N . En ot ras palabr as, el poseedor

desea obtener el máximo ent re ZN- I y el valor presente al tiempo N -1 de una estr ategia

admisible con un pago de ZN al tiempo N , i.e. SX, _IIE* (ZN/FN- 1 ) , con ZN = ZN/SX"

por lo que el precio de la opción al t iempo N - 1 es:

mediante un argumento de inducción definimos el precio de la opción americana para

j = 1, . . . , N por

En donde, al suponer que la tasa de interés a un periodo es constante e igual a r

obtenemos, una vez transcurrido el tiempo, a

SJ = (1 + r )j

y con ello

Uj - 1= max (Zj_¡' _l-IE*(Uj IFj _l)) .
l+r

al tomar Üj = Uj/SJ deducimos el precio en valor presente de la opción americana.

Proposición 2.3.1 La sucesión {ÜJo~j~N es una lP*-supermariingala. Y ésta es la

menor lP*- superm ariingala que domina a la sucesión {Zj}o~j~N '

Se debe notar que, como caso opuesto a las opciones europeas, el valor presente del

precio de las opciones americanas generalmente no es una martingala bajo lP*.
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Demostración

Apartir de la igualdad

Üi- 1 = max (Zi - 1, IE'(Üi IFi-¡) ) .
se sigue que {Üi }o:5i :5 N es una supermartingala que domina a {Zi }o:5i :5 N. Conside

remos otra supermarti ngala {tJ O:5i:5N que también domine a {Zi}o:5i:5N. Con lo que

t N 2: ÜN = ZN y si ti 2: Üi entonces,

de donde

Mediante un argumento inductivo en retroceso comenzando en N concluye la de

mostración de esta prop osición . o

2.4 Problemas de parada óptima y opciones amert-

canas

El propósito' de esta parte del documento es abordar el precio y la cobertura de las

opciones americanas y establecer la conexión con el problema de parada óptima. Para ello

se requiere de la noción de tiempo de parada óptima, y definiremos también el proceso

dominante conocido como la cubierta de Snell, un concepto fundam ental usado para

resolver el problema de parada óptima.

2.4.1 Tiempos de parada

Se sabe que el comprador de una opción americana puede ejercer su derecho en

cualquier tiempo desde el momento en que la adquiere y hasta el término del cont rato.



La decisión de ejercer o no la opción al t iempo j será tomada de acuerdo a la información

disponib le al t iempo j - 1. En un modelo de tiempo discreto, la const rucción se realizar.i

en (D, F , {Fj }O$j$N, IP), un espacio de probabilidad filtrado , finito, y la fecha de ejercicio

estará descrita por una variable aleatoria llamada t iempo de parada.

Definición 2.4.1 Una variable aleatoria v que toma valores en {O, 1, 2, . . . , N} es un

tiempo de parada si, para cualquier j E {O, 1, . . . , N}, se tiene

Obser va ción 2.4.1 Como en secciones anteriores, suponemos que F = P(D) Y IP({w} ) >
0, \/w E D. Sin embargo esta hipótesis no es necesaria, si no se cuenta con ella el resultado

presentado es verdadero también casi seguramente (c.s.). De hecho, sólo supondremos que

F o = {0,D} Y FN = F en la Sección 2.4.5

Observación 2.4.2 El lector puede verificar que v es tiempo de parada, sí y sólo si, para

cualquier j E {O, 1, . . . , N }.

ya que {v :::; j} = UZ~~{v = k} .

Una definición equivalente se usa para generalizar el concepto de tiempo de parada en

escenarios de tiempos continuos.

Se introducirá ahora el concepto de "sucesión de tiempos de parada". Considere a

{XilO$j$N una sucesión adaptada a la filtración {Fj}O$j$N Y sea v un t iempo de parada.

La sucesión que aproxima al tiempo de parada vesta definida como

Xj(w) = Xv(w)¡\j(w),

esto es, sobre el conjunto {v = k} ten emos

xv= { X k si k :::; i .
J X¡ si k > j .

note que X Xr (w) = Xv(w)(w) (e igual a Xk en {v = k} ).
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Proposición 2.4.1 Sea {X,,} una sucesión adaptada y v un tiempo de parada, entonces

la sucesión de parada {XJ}o~j~N es adaptada y aún más, si {X j} es una martingala (res

pectivam ente una supermartingala), entonces {XJ} es una martingala (respectivamente

una superm artingala) .

Demostración

Por una parte, sabemos que para j 2: 1, la sucesión de parada se escribe como

j

XJ = Xo + L <Pk(Xk - Xk- I ) ,
k=1

donde <Pk = l{k~v} . y dado que {k :::; v} es el complemento del conjunto {v < k} =

{v :::; k - 1}, ento nces el proceso {<pj}O~j~N es predecible.

Por esta razón concluimos que {XvAj}o9~N está adaptada a la fil tración {Fj}o~j~N .

Además, si {Xj} es una martingala , entonces {X vAj} es también una martingala con

respecto a {Fj} , dado que {XVA"} es la tr ansformad a de una martingala {X j} . o

Similarmente, se puede demostrar que si la sucesión {Xj} es una supermartingala (o

respectivamente una submartingala), la sucesión de parada es una supermartingala (o

respectivamente una submartingala) usando el hecho de que {<PdO~k~N es predecible y

no negat iva. o

2.4.2 El proceso dominante (o la envoltura de Snell)

En esta sección consideramos una sucesión adaptada { Zj }o~j~N , Y definiremos la

sucesión {Uj }o~j~N de la siguiente forma:

UN = ZN,Y,

u, = max(Zj, IE(Uj+J IFj )) V'j:::; N-1.

Como vemos el est udio de esta sucesión permite un primer acercamiento a las opciones

americanas descritas en secciones anteriores. Ya sabemos por la Proposición 2.3.1, que
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{Uj}O:'Oj :'O N es la supermart. ingala más pequeña que domina a la sucesión {Z j}o:'Oj:'ON. Ahora

lIamarcmos a U¡ el proceso dominante (la envolt ura de Snell) de la sucesión {Zj}O:'O j:'ON.

Por definición, Uj es mayor que Zj (por lo tanto , la igualdad para j = N es válida)

y en el caso de una desigualdad est r ícta, Uj = IE(Uj+d.rj) , que sugiere que es posible

obtener una martingala de la sucesión {Uj } para un adecuado tiempo de parada, como lo

muestra la siguiente proposi ción.

Proposición 2.4.2 La variable aleatoria definida por

es un tiempo de parada y la sucesión de parada { Ujt\vo }o :'Oj~N es una martingala.

Demostración:

Dado que UN = ZN, entonces vD está bien definido en {a, 1, ... , N} Y por ello

{VD= a} = {UD= Zo} = [2 E .ro.

Por otro lado, para k ?': 1 tenernos quc

En fin, para demost rar que {UjVO } es una mar tingala, hay que escribir a {Ur} como

j

ur = UjI\VO = UD+ 2:= if>k6..Uk,
k=J

donde if>k = l{vo~k} ' Para j E {a, 1, . . . , N - 1}, debe de ser aditiva, i.e.

UJ+ J - Ur if>j+J(Uj+l - Uj)

l U+,:'Ovo}(Uj+l - Uj)'
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Por definición, se tiene que U¡ = max(Zj , IE(Uj+ IIF j ) ) sobre el conjunto {j + I :::; vo l .

U¡ > Zj. En consecuencia U, = IE(Uj+dFj ) y se deduce que

y puesto que estamos interesados en comporta mientos promedio consideramos a su

esperanza condicional obteniendo

1E( (Uj¡l - Uj )IFj ) = 1 U + l $vo}IE((Uj+1 -1E(Uj+lIFj )) IFj )

puesto que {j+ 1 :::; vol E Fj (donde el complemento de {j + 1 :::; vol E Fj es {vo :::; j }).

De ahí se infiere también que

lo que prueba que U'" es una martingala.

En lo que sigue denotaremos a Tj,N como el conjunto de t iempos de parada que toman

valores en {j , j + 1, ... , N }. Note que Tj,N es un conjunto finito dado que el conjunto n
es por hipótesis finito . Las propiedades de martingala de la sucesión Uvo proporcionan

los siguientes resultados que relacionan el concepto de cubierta de SneIJ a el problema de

parada óptima.

Corolario 2.4.1 Sea Vo el tiempo de parada definido según los argumentos anteriores.

Entonces el tiempo de parada Vo satisfa ce

Pera fijar ideas, pensemos a Z¡ como el total de triunfos de un jugador después de

j ju egos, entonces el tiempo de parada Vo maximiza la ganan cia esperada conociendo

únicam ente a Fo.

Demostración
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Dado que U'" es una mar tingala, tenemos que

U« = UD" = IE(uK? /Fo) = IE(U"oIFo) = IE(Zvo/ Fo).

Por otra parte. si v E TO,N , entonces la UVsucesión de parada es una supermart ingala

tal que

u; > IE(UÑI Fo) = IE (U"IFo)

2: IE(Z"IFo) ,

de lo cual se desprende el result ado. o

Observación 2.4.3 Una generalización inmediata del corolario anterior es la siguiente

Definición 2.4.2 Un tiempo de parada v es óptimo para la sucesión {Zj}o::; j::; N si

Es fácil ver que el t iempo de parada vo es ópti mo.

El siguiente teorema resulta dar una caracterización para los t iempos de parada ópt imos

que demuestra que vo es el menor t iempo de parada ópt imo.

Teorema 2.4.1 Un tiempo de parada es óptimo si y sólo si

Z" = U; y

{UVl\j}o::;j::;N es una martingala .
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Demostracción

Si la sucesión de parada UV es una martingala, entonces Uo = IE(UvIFo) y la hipótesis

que Z¿ = Uv, nos deduce a concluir que, Uo = IE(ZvIFo). Por otro lado, la optim alidad

de v queda garantizada por el corolario anterior.

Inversamente si v es ópt imo, enton ces se tiene que

Por otra parte, como UV es una supermarti ngala, se sabe que

En conclusión, obtenemos que

pero puesto que U; ;::: Zv, entonces Uv = Zv.

IE(UvIFo) = Uo que junto con el hecho que {u v} es una supermartingala nos permite

obt ener las siguientes desigualdades

Por consiguiente, también

Finalmente, dado que tenemos UVl\j ;::: IE(Uv IFj ) , entonces UVl\j = IE(Uv IFj )

Los argumentos anteriores demuestran que {Uj} es una martingala. o



42

2.4.3 D escomposici ón d e mar tingalas.

La siguiente descomposición, comúnmente conocida corno descomposición de Doob,

se usará en un modelo de mercado financiero viable y completo, La ventaja principa l

de su uso es que esta descomposición permite asociar a cualquier sup ermarti ngala una

estrategia comercial para la que el consumo está permi tido.

Proposición 2.4.3 Sea {Uj }o$j$N una supermariingala y N un entero positivo constan

te. Entonces, {Uj }o$j$N posee una úni ca descomposición en una martingala y un proceso

predecible. En otras palabras,

para j = 1, . . . , N

donde {Mj } es un a martingala y {Aj } es un proceso predecible no decreciente cuyo

valor inicial es O.

Demostración

Por un lado, la única solución para j = Oes M¿ = Uo y Ao = O. Para los otros casos

podemos hacer

De tal manera que, ambos lados de la igualdad anterior puedan ser condicionados con

:Fj • De hecho, por las propiedades de los procesos predecibles y martingalas se tiene que

y también



,13

La mar tingala {Mj } y {AÚ un proceso predecible no creciente quedan completamente

determinados y permiten la descompos ición de la supermar tingala {Uj } .

Si {Uj} denota a la cubierta de SnelI de una sucesión ada ptada {Zj}' Ent onces

una caracterización del mayor t iempo de parada óptima para {Z j} usando el proceso no

decreciente {AÚ de la descomposición de Doob de {UÚ'

Proposición 2.4.4 El m ayor tiempo de parada óptim a para {Zj } está dado por

{
N si AN = O,

V
m ax

= inf{j IAj+I =1 O} si AN =1 O.

Demostración:

Vmax es un tiempo de parada, ya que {AÚO~j~N es un proceso predecible, entonces la

descomposición Uj = M¡ - Aj ju nto con el hecho que Aj = O, para j :s: Vm ax , se obtiene

que UVma• = MVma. y, por consiguiente, UVma. es una mar tin gala. Por otra parte, para

demostrar la optimalidad de Vma x , basta con probar que

UVma:r = Z~a:z '

Observe que UVma• se puede expresar como

N-l
UVma• L l{vma.=k}Uk + l{ vma.=N}UN

k=O
N-l
L l {vma.=k}max(Zk, IE(Uk+lIFk)) + l{ vma.=N}ZN'
k=O

La descomposición induce a IE(Uk+IIFk) = Mk - Ak+I sobre el conjunto {vmax = k}

en donde Ak = OY Ak+I > O, así que U» = Mk Y IE(Uk+IIFk) = Mk - Ak+l < Ui: Por lo

tan to , la igualdad Uk = max(Zk, IE(Uk+IIFk)) = Zk es válida.



Esto demuest ra que vmax es el mayor tiempo de parada ópt ima. Finalmente si v es UIl

t iempo de parada ta l que v ~ Vmax y lP(v > vmax) > O, entonces

y UV no podría ser una martingala, esto contradice las afirmaciones ant eriores. o

2.4.4 Envoltura de Snell y cadenas de Markov

El objetivo de esta sección es el cálculo de envoltura de Snell en un escenario Mark o

viano. Sea {XjL~o una sucesión de variables aleato rias que toman sus valores en E un

conjunto finito. Diremos que es una cadena de Markov si, para cualquier entero j ~ 1 Y

cualquiera de los elementos X o, XI, . . . ,Xj - l, Xj , Y de E , se verifica

Por una parte, dice que una cadena es homogénea si el valor P(x, y) = IP(Xj+1 =
y lXj = x) no depende de j. Por otra, a la matriz P = (P(x, y ))(x,Y)EExE, cuyos elementos

pert enecen a E x E, se le conoce como la matriz estocástica de transición de la cadena.

Esta cumple las siguientes condiciones:

1. lP(x, y) E [O, 1J para toda (x, y) E E x E,

2. ¿'YEEP(x, y) = 1 para toda x E E

Esta cadena está definida sobre un espacio de probabilidad (n ,F, {FJO$j$N, 1P) fil

trado con respecto a la filtración {Fj }o$j$N.

Definición 2.4.3 Una sucesión {XJO$j$N de variables aleatorias que toma sus valores

en E es una cadena de Markov homogénea con respecto a la filtración {FJO$j$N, con
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matriz de transición P , si {XiJ es un proceso adaptad o, y para cualquier fun ción real f

definida sobre E , se tiene que

Donde, P f es la función que asigna a cada valor x E E el valor real P f (x ) = LYEE P (x , y )f(y ).

Una interpretación real sobre E como una matri z con una columna y con valores tomados

de E , entonces P f es entendid a efectivamente como el producto de las dos matrices P

y f . Notar que una cadena de Markov está medida con respecto a la filtración natural,

definida por F j = a(Xo, . . . ,X j ) .

En la práctica, no es posible encontrar los valores directos de una cadena.

P roposición 2.4. 5 Sean {Zj} una sucesión adaptada y definida por Z¡ = 'ljJ (j, X j ), {Xj}

una cadena de Markov homogénea con matriz de transición P , que toma sus valores en

E , Y 'ljJ una función de U'J x E a IR. Ent onces, la cubiert a de Sn ell denotada por {Uj } de

la sucesión {Zj} está dada por Uj = u(j, X j ), con la función u definida como

u(N,x) = 'ljJ (N,x)

en donde, para j :S N - 1 se tiene que

\/x E E

u(j, ·) = max( 'ljJ(j, .), Pu(j + 1, .)).

2.5 Aplicación a opciones americanas

De ahora en adelante se trabajará con un mercado viable y completo. La modelación

estará basada sobre el espacio de probabilidad filtrad o (n, F , {Fj }O~j~N, lP) con una me

dida de probabilidad única lP" bajo la cual el precio en valor presente de los act ivos con

riesgo son martingalas.

2.5.1 Cobertura con opciones americanas
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En secciones ant eriores, hemos definido el valor del proceso {Uj } descrito por la

sucesión {Zj} de una opción americana. Este viene dado por

De este modo, la sucesión {ÜJl definida por Üj = U,/ SJ que es el valor presente del

precio de la opción coincide con la cubierta o envoltura de Snell, bajo ¡P' de la sucesión

{Zj}. En virtud de los argumentos de la sección anterior tenemos que.

En consecuencia, obtenemos que

La descomposición de Doob, nos proporciona la estructura en diferencias

Üj = Ñlj - Aj ,

donde {Ñlj } es una ¡P'-martingala y {Aj } es un proceso predecible creciente y con

valor inicial igual a O. Por otro lado, dado que el mercado es completo, entonces existe

una 4> estrategia autofinanciable tal que

VN (4)) = SJÑlN ,

en otras palabras, VN (4)) = ÑlN . La sucesión {~(4))} es una ¡P'-martingala, ya que

lE' (VN( 4» IFj )

1E'(ÑlNIFj )

Ñlj •

Al sustituir ésta descripción del valor usando la estrategia 4> autofinanciable la estruc

tur a en diferencias adquiere la forma



por lo tanto

donde Aj = SJAj • Como bien se puede ver en las igualdades previas, para el vendedor

de la opción una vez que él recibe la prima Uo = Vo(<f¡) , ento nces puede cubrir su riesgo

perfectamente, es decir , puede generar una cantidad igual a Vj(<f¡) al tiempo j que es

mayor que U¡ y una fortuna Zj .

Estas ideas nos conducen a la pregunta: ¿Cuál es la fecha ópt ima para ejercer la

opción? Primero, la fecha de ejercicio deberá ser escogida entre todos los tiempos de

parada. Luego una persona interesada en comprar una opción americana perderá su

intéres al tiempo j cuando U¡ > Zj ya que él no podrá comercializar un activo con valor

Uj (la opción) al monto Zj (que se genera por ejercer la opción). De hecho, una fecha de

ejercicio óptima T es tal que U; = Zr. En otras palabras, no hay ningún interés en ejercer

la opción después del tiempo

que es igual a inj{klAk+l i= O} puesto que, en este tiempo vender la opción provee

al tenedor una cant idad de dinero U""'a%= V""'aJ<f¡) . Esto quiere decir que al seguir una

estrategia <f¡ se creará un portafolio cuyo valor es estríctamente mayor que la opción al

tiempo Vrna x + 1, Vmax + 2, . .. , N. Cabe hacer notar que el conjunto donde sé tendrá que

ejercer la opción estará condicionado por T ~ V rna x , lo cual nos permite decir que ir: es

una martingala. Otro resultado secundario precisa que las fechas óptimas para ejercer

una opción son precisamente tiempos de parada óptimos para la sucesión {tj } 1 bajo la

probabilidad ¡P*. Desde la postura del inversionista la protección mediante el uso de la

estrategia <f¡ y, bajo el supuesto que el comprador ejerce al tiempo T , que no es una fecha

óptim a de ejercicio, entonces Uf' > Z; o Ar > O. Esto quiere decir que el inversionista

obtiene una ganancia positi va Vr(<f¡) - Z; = U; + Ar - ZT"



2.5.2 Opciones americanas y opciones europeas

Proposición 2.5.1 Sea Cj el valor de una opción americana al tiempo j descrita por una

sucesión adaptada, { Zj }o~j~N y Cj el valor de una opción europea al tiempo j definida

por la variable aleatoria h = Z N . Entonces, se tiene que C, ;:::: Cj.

Aún más , si Cj ;:::: Zj para cualquier i , entonces

Vj E {D,1, . . . ,lV}.

Enfat izamos que la desigualdad Cj ;:::: Cj tiene sent ido apropiado a los intereses del

inversionista dado que la opción americana ofrece a su poseedor más derechos que una

opción europea y la flexibilidad de ejercer en cualquier instánte de t iempo.

Demostración:

Como el valor descontado {Cj } es una supermartingala baj o IP*, tenemos que

de ahí que e, ;:::: Cj.

Por otra parte, si Cj ;:::: Zj para cualquier j , entonces la sucesión {Cj} que es una

martingala bajo IP* es una supermartingala (bajo IP*) y constituye un límite superior

para la sucesión {tj } . Ello permite concluir que

En resumen, Cj = ej. o

C-<C -] - ] Vj E {D, 1, . . . , lV }.

Observación 2.5.1 Las relaciones de la proposición ant erior en ocasiones no se tienen,

sin embargo, aún en ese ambiente existen oportunidades de arbitraje al ejercer la opción.



Par a mostrar la observación anterior , consideremos un mercado con un único act ivo

con riesgo y una tasa de interés libre de riesgo, r en cada perío do. Ent onces el precio de

mercado (spot) actualizado del período j es SJ = (1 + r )j . Y por la proposición anter ior

al definir Zj = (Sj - K) +. En donde 0 +denota la par te positiva de la expresión a incluir

dentro del paréntesis para el caso de una opción europea con fecha de maduración N , Cj

denota el precio al tiempo i , y K denot a al precio de ejercicio para una unidad de act ivo

con riesgo. Por otra par te, si Cj es el precio correspondient e de la opción americana de

compra (calQ, se t iene que.

Cj (1 + r) -NIE*((SN - K )+IF j )

> 1E* (SN - K (l + r )- NIFj )

- N
Sj - K (l + rt ,

obtenido por el uso de las propi edades de martingala de { Sj} . Observe que: Cj 2

Sj - K ( l + r) -N+j 2 Sj - K , Y puesto que Cj 2 0, entonces tenemos también que

Cj 2 (Sj - K )+ . Por la proposición ante rior C¡ = Cj. En otras palabr as, existe una

igualdad directa ent re el precio de una opción europea de compra (call)y el precio de la

correspondiente opción americana de compra.

Esta propiedad no está presente en el caso de opciones de vent a, ni tampoco en él caso

de opciones de compra (call's) de divisas.



Capítulo 3

Teoría de las opciones reales

En este capítul o se abordarán las ideas principales relacionadas con la Teoría de Opciones

Reales (T OR) iniciando con una pequea introducción. En seguida se exponen los métodos

mas empleados de valorización para los act ivo reales (neutral al riesgo y por arbitraje)

Luego, se presenta una comparación entre las (TOR) y la metodo logía tradicional de

valorización de act ivos mediante el uso del Valor Presente Neto (VPN). Por último, se

realiza una revisión de la literatura referente a opciones reales , que se relaciona con la

explotac ión de recursos no renovables.

3.1 Introducción

Una buena parte del éxito alcanzado por una empresa se debe a la capacidad de

gestión de sus ejecutivos. Sin embargo, aún cuando el reconocimiento de este hecho se

encuentra debidamente documentado, la incorporación de esta premisa a la hora de tomar

las decisiones de asignación de capita l fue postergada durante mucho tiempo.

Esta inconsistencia ha sido resarcida por una nueva metodología de evaluación de

proyectos, la cual se conoce con el nombre de Teoría de Opciones Reales. Y el hecho más

importante a tomar en cuenta sobre las opciones reales es que el valor de una opción o

decisión adop tada sobre el desarrollo del proyecto es la fl exibilidad.

50
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La Teoría de Opciones Reales puede entenderse como una adaptación de la teoría de

opciones financieras a la valorización de activos de origen real, por ejemplo: plataformas

petroleras, pozos, minas, edificios, equipos, terrenos, etc.

Al ser las opciones financieras decisiones cont ingentes a la realización de un evento

aleatorio, ellas ent regan la posibilidad de tomar ciertas acciones una vez despejada esta

incert idumbre, permitiendo a sus poseedores aprovechar los escenarios favorables, y al

mismo tiempo resguardar a la empresa de los eventos negati vos. Esta facultad se repre

senta mediante flujos de caja no lineales.

Asimismo, cuando se evalúa un proyecto de inversión considerando las distintas alter

nat ivas que éste otorga, las proyecciones de sus flujos de caja también resultan no lineales.

Para ejemplificar lo ant erior se puede considerar el beneficio que significa para una em

presa la posibilidad de aplazar una inversión. Esta flexibilidad result a valiosa debido a que

proporciona un tiempo adicional para examinar la tendencia futura de los acontecimien

tos, reduciendo así la probabilidad de incurrir en costosos errores. De hecho, mientras

mayor sea el intervalo de tiempo disponible para tomar la decisión, mayor será la posibi

lidad de esperar a que las circunstancias se desarrollen favorablemente, incrementando la

rentabilidad del proyecto.

La semejanza ent re las funciones que representan los flujos de caja de las opciones

financieras y algunos proyectos de inversión comenzó a ser detectada a partir de los años

ochenta. Las opciones financieras al ser derechos contingentes otorgan a sus poseedores

la facultad de aprovechar los eventos favorables y al mismo tiempo limitar las pérdidas

en escenarios negativos. Esta asimetría puede ser caracterizada mediante funciones que

representan flujos de caja no-lineales. Por ejemplo, una opción de compra (calQ que

otorga el derecho pero no la obligación de comprar un determinado activo a un precio

preestablecido (precio de ejercicio), exhibe flujos de caj a convexos, debido a que su posee

dor se beneficia de aumentos de precio del activo subyacente, mientras que sus pérdidas

se encuentran acotadas si éste disminuye. Asimismo, una opción de venta (put) también

posee flujos de caja convexos, ya que al igual que una opción de compra este instrumento

financiero presenta disimetrías entre las pérdidas y ganancias que puede generar.
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Muchas inversiones en la explotac ión de recursos no renovables exhiben flujos de caja

muy similares al de las opciones finan cieras , Por ejemplo, un proyecto minero en el cual

el yacimiento puede abrir o cerra r sin costo, puede verse como una opción de compra

sobre el precio del minera l a extraer. En este caso, el costo margina l de producción sería

equivalente al precio de ejercicio de la opción.

También existen similitudes en el área de los proyectos de investigación y desarro llo,

ya que en este contexto la opción de compra estaría emit ida sobre el valor del proyecto

a desarro llar, mient ras que su precio de ejercicio corresponderá a la inversión en invest i

gación.

De este modo, un proyecto de inversión puede ser visto como una opción en cuanto a

la forma de sus flujos de caja, escrita sobre un activo real. Por ejemplo, el act ivo der ivado

real puede ser una mina de cobre o un pozo de petróleo , en cuyo caso el subyacente sería

el cobre y el petróleo, respectivamente.

Prácticamente como los gerentes o directivos financieros están tomando las decisiones

día a día, se esta t ratando con opciones del tipo americano .

El reconocimiento de estas semejanzas tiene como consecuencia que la valorización de

estos proyectos de inversión en la explotación de recursos no renovables está estr echamente

ligada a la valorización de opciones financieras. Al igual que los activos derivados fi

nancieros los acti vos derivados reales también pueden ser clasificados: en europeos y

americanos. Como bien se ha mencionado al inicio de este escrito las opciones reales

europeas son aquéllas que pueden ser ejercidas solamente en una determinada fecha de

expiración. En cambio , las opciones reales americanas pueden ser ejercidas en cualquier

momento hasta la fecha de expiración del proyecto.

Sin embargo, no debe olvidarse que los proyectos de inversión son complejos, ya que

muchos de ellos pueden incluir una sucesión de opciones anidadas, por ejemplo: adquirir

una propiedad minera entrega la opción de explorarla, la obtención de información de
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la fase de exploración ot.orga la posibilidad de explot.ar la mina y al explotarla se tiene

la flexibilidad de ext.raer el mineral por et.apas. Finalment.e, una vez que el dueño se

encuentra explotando la mina éste puede cerrarla o bien abandonarla.

3.1.1 Metodologías de valorización de opciones r eales

Como se ha mencionado la teoría de opciones reales se encuent ra ligada a la teoría

de opciones financieras , y es por ello que la metodología de valoración de opciones reales

resulta muy similar a la de valoración de opciones financieras.

a) Valorización por arbitraje.

La metodología t radicional de valorización de opciones reales está basada en la val

orización por arbitraje. El objetivo de la valorización por arbit ra je es evaluar un act ivo en

relación a otro (benchmark). Según esta técnica, cada activo posee su propio benchmark:

otro act ivo perfectamente correlacionado. El CAPM planteado por Scharpe (1964), utiliza

un razonamiento similar, ya que al descomponerse el riesgo total de un act ivo en su parte

diversificable y no diversificable, el CAPM plantea que sólo este último componente del

riesgo es importante para evaluar el activo, debido a que presenta una perfecta correlación

con otro activo: el portafolio de mercado.

La valorización por arbitraje es un método robusto cuando se encuentran dos act ivos

perfectamente correlacionados. es decir siempre que sea posible construir un portafolio

libre de riesgo median te la combinación de acti vos perfectamente correlacionados, esta

cartera deberá rentar al menos la tasa libre de riesgo. De no ser así, cualquier inversionista

independientemente de sus preferencias, podría beneficiarse al negociar este portafolio,

obligando a que los precios sean ajustados.

Según Black y Scholes (1973) el retorno de las opciones se encuentra perfectamente

correlacionado con el retorno de sus activos subyacentes . Luego, la formación de un

portafolio que contenga al activo subyacente y a la opción, da origen a la conocida ecuación

diferencial que describe el preciode este act ivo derivado en función de su activo subyacente.
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En el caso de las opciones reales dond e el subyacente es un bien (commodity), es usual

que el portafolio esté formado con contratos futuros en vez del act ivo subyacente. Esto

se debe a que los inversionistas no pueden tomar posiciones cortas en los mercados de

bienes (commodities), pero sí pueden efectuar este tipo de transacciones en los mercados

de futuros. Además , la gran liquidez de estos cont ratos permite que sus precios reflejen

mucha información.

La ecuación diferencial resultante cont iene tantas dimensiones como variabl es de estado

se utilicen en la evaluación. Como se mencionó anteriormente, la mayoría de las inversiones

otorgan la posibi lidad a sus dueñ os de ejercer distintas opciones a lo largo de la vida

del proyecto . Esta característ ica transforma a estos derivados reales en acti vos de tipo

americano, y a la ecuación diferencial correspondiente en una ecuación con "borde libre" .

b) Valorización neutral al riesgo.

Al igual que para el caso de las opciones financieras como se elaboró en el capítulo dos,

las opciones reales también pueden ser evaluados usand o la valorización neutral al riesgo.

Esta metodología señala que es válido asumi r que todos los inversionistas son indiferentes

al riesgo (vale decir que no requieren compensación cuando se aumenta la incertidumbre) ,

cuando se trata de evaluar activos derivados. Dada esta suposición, basta con calcular

el valor esperado de los pagos de la opción en un mundo neutral al riesgo para luego

descontarIos a la tasa libre de riesgo. Por lo que para aproximar las distribuciones de las

variables aleatorias que representan los pagos de la opción, generalmente se recurre a la

simulación de Monte Carla, presentada en el capít ulo cuatro.

Sin embargo, no todas las opciones reales son contingentes al valor de variables de

estado que son negociadas en los mercados financieros. Por ejemplo, los costos incluyen

capital humano que no se puede compr ar ni vender. Para valorizar estas opciones se

utiliza un método desarrollado por Brennan y Schwartz (1982) y por Cox, Ingersoll, y

Ross (1985), éste consiste en ajustar la tasa de crecimiento instantánea esperada (drift)

de los distintos procesos estocásticos en una cantidad que refleje el premio por riesgo
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de las variables consideradas . Esta prima, se obt iene de un modelo de equilibrio de los

mercados financieros. Esta metodología, a diferencia de las opciones reales sobre bienes

(commodities) negociables, t iene la ventaja de prescindir de la modelación del retorno

por conveniencia l (parámetro que se trata de est imar mediante el uso de la estr uctu ra

temporal de los cont ratos futuros).

3.1.2 Opciones reales VS. Valor presente neto.

¿Cuáles son las ventajas de la metodología de opciones reales sobre la metodología

tr adicional como el Valor Presente Neto (VPN) , la Tasa Int erna de Retorno (TIR), o los

métodos actu ariales tradicionales?

Primero recordemos en que el valor presente neto (VPN), consiste en descontar los

flujos de caja esperados a una cierta tasa que considere el valor del dinero en el tiempo,

como también el riesgo inherente al activo. De esta forma, el precio de un act ivo corre

sponde al valor presente de estos flujos de caja menos la inversión inicial, y el criterio de

inversión óptimo será invertir si este número es positivo.

La gran ventaja del VPN es su sencillez, sin embargo, ésta puede ser también su mayor

desventaja, sobre todo cuando la estructura de la inversión a valorizar no se adapta a los

supuestos intrínsecos de esta metodología/ .

En primer lugar, si bien es cierto que la incertidumbre no es importante en inversiones

para las cuales los precios relevantes sean razonablemente predecibles , esta volatilidad

cobra una importancia vital en aquellos proyectos donde las fluctuaciones de precios del

orden del 30% anual son muy frecuentes. Bajo estas condiciones, la práctica del VPN

de reemplazar la distribución de los precios futuros por sus valores esperados tiende a

causar errores en el cálculo de los flujos de caja esperados , como también de las tasas de

ICon este nombre se conoce al costo de oportunidad que significa poseer un contra to futuro, en vez

del activo subyacente.
2 Para una descripción detallada de las desventajas del VPN como método de valorización de inversiones

en recursos naturales, véase Cortázar (1999).
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descuento apropi adas.

En segundo lugar , el VPN no considera las fl exibilidades inherentes a un proyecto, tales

como: la opción de posponer inversiones, aumentar la producción en caso que los precios

suban , reducirla en caso que éstos bajen, o bien, abandonar el proyecto si las condiciones

son muy desfavorables. En tercer lugar, la estimación de una tasa de descuento que refleje

el riesgo de los flujos de caja a lo largo de toda la vida del proyecto resulta muy difícil,

ya que la incertidumbre puede ser variable a lo largo del tiempo y además este único

parámetro debe considerar el apalancamiento al cual se opera el proyecto, al igual que sus

distintas flexibilidades.

Finalmente, una ventaja del método de opciones reales es que además de evaluar

el act ivo derivado real , tambi én determina la política óptima que maximiza el valor de

este proyecto. Estas estrategias están determinadas por valores críticos de las variables

inciertas. Estos umbrales señalan cuándo es óptimo ejercer las distintas opciones de las

que se dispone, por ejemplo, invertir, almacenar , o cerrar.

3.1.3 Literatura acerca de la Teoría Opciones Reales.

En esta subsección se efectúa una reseña de los principales artículos que forman parte

de la literatura de las opciones reales", destacando en cada uno de ellos las flexibilidades

de los proyectos considerados .

Brennan y Schwartz (1985) evalúan una mina considerando la opción de apertura,

cierre y abandono de las operaciones. En primer lugar , se resuelve el caso de una mina

con reservas infinitas, lo que da origen a una solución analítica, luego es estudiada la

concesión de una mina con reservas físicas conocidas , problema que se resuelve mediante

diferencias finitas. En este artículo se consideran costos asociados a la apertura, cierre

y mant enimiento de la mina cerrada. El precio del activo de salida (cobre) se modela

como una variable estocástica que sigue un proceso browniano geométrico, y la política

3Para una excelente recopilación, de los principales artículos publi cados en el área de opciones reales,

véase Schwart z y Trigeorgis (2001).
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ópt ima está dada por t res precios críticos. Por último, al incorporar la opción de diferir

la inversión inicial, a manera de encontrar el momento óptimo para llevarla a cabo.

McDonald y Siegel (1985) estudi an la situ ación que enfrenta una empresa cuando

debe decidir invertir en proyectos con riesgo. En este caso, supongamos que la firma

puede detener temporalmente su producción si la var iable estocástica que modela los

costos excede las ventas. Los autores asumen que los individuos que manejan la empresa

son adversos al riesgo.

Majd y Pindyck (1987) también consideran la opción de diferir la inversión en un

proyecto, sin embargo, en este caso la decisión puede ser tomada a lo largo de un tiempo

variable, dependiendo de la tas a de inversión, la cual a su vez se encuent ra acotada. La

variable principal en este artículo corresponde a la tas a de inversión acumulada, ya que

la opción ha de ser ejercida sobre la tasa de inversión que puede ser nula para escenarios

desfavorables, o bien, alcanzar su cota máxima para escenarios positivos. Para este caso,

la polít ica ópt ima está dad a por un valor críti co del proyecto para cada nivel de inversión

acumulada .

Trigeorgis y Mason (1987) implementan la opcion de expandir las operaciones al

analizar el caso de una empresa que puede variar su tas a de producción según las condi

ciones del mercado . Si estas son favorables la firma puede aumentar su escala de pro

ducción incurriendo en una inversión determinada.

Paddock, Siegel y Smith (1988) estudian una reserva de petróleo sin desarroll ar. La

opción se plantea en términos de invertir para habilitar el yacimiento, y de esta manera

comenzar a explotarlo. A diferencia de los artículos anteriores que abordan la opción de

diferir inversiones, en este caso se considera que existe un costo de oportunidad por tener

la opción sobre la reserva y no el yacimiento de petróleo.

Por su parte, Cortazar y Schwartz (1993) analizan el caso de una firma que posee un

proceso productivo de dos etapas, y que cuent a con la opción de almacenar las unidades en

proceso en un inventario intermedio. La variabl e incierta corresponde al precio de venta
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del produ cto que se obtiene en la segunda etapa, por lo que cada unidad en inventario

puede considerarse como una opción de compra americana sobre el precio del producto ,

cuyo precio de ejercicio corresponde al costo marginal de la segunda etapa. De esta

forma, la primera etapa es equivalente a la mina planteada por Brennan y Schwartz

(1985), pero en vez de vender cada unidad producida al precio de mercado, el valor

obtenido corresponde al de una opción de compra americana asociada a la segunda eta pa

de producción. Cortazar y Schwartz (1998) analizan el caso de una concesión de un pozo

de petróleo. En este modelo, el valor presente de los flujos de la producción corresponde

a una variable estocásti ca que depende de dos variables de estado: el precio del petró leo

y su retorno por conveniencia. El valor de esta concesión puede ser homologada al de

una opción de compra americana sobre el valor presente de la producción , donde el precio

de ejercicio corresponde al monto de la inversión necesaria para comenzar la explotación,

mientras que el t iempo de dur ación de la opción coincide con el plazo de concesión.

Schwartz y Moon (2000) presentan un modelo que caracteriza a las inversiones en

investigación y desarrollo, en particular a aquéllas que buscan encontrar una nueva droga

en la indus tria farmacéutica. Las incertidumbres presentes en este tipo de inversiones

se resumen en tr es procesos estocást icos. El primero es usado para modelar el nivel de

inversión requerido para desarroll ar el proyecto. El segundo, tiene que ver con los pagos

futuros que generará la investigación, por lo tanto su volatilidad disminuye a medida

que se aumenta la cant idad invertida. Por último, también considera la posibilidad que

un evento catast rófico ponga fin a la inversión. La solución de la ecuación diferencial

parcial resultante entrega no sólo el valor del proyecto, sino también, la política óptima

de inversión, esto es, los valores de las tres variables de estado para los cuales resulta

óptimo proseguir con la investigación.

Cortazar y Cassasus (2000) ext ienden el modelo planteado por Cortázar y Schwartz

(1993) al considerar una inversión en un recurso natural que pueden ser explotados me

diante múltiples etapas de producción. Este mineral dispone de reservas conocidas, y

cuenta además con la flexibilidad de almacenar los productos intermedios.

Slade (2001) valoriza mediante opciones reales 21 proyectos mineros llevados a cabo
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en Canadá durante el periodo 1980-1993. Utilizando datos empíricos son estimados los

parámetros relevantes de los procesos estocásticos que describen la evolución de: precios,

costos, leyes, reservas y tasas de producción. A cont inuación es ta blece la comparación

de los valores de estos proyectos considerando diversas hipótes is acerca de los procesos

estocást icos considerados. La autora destaca la escasa adopción de la teoría de opciones

reales corno instrumento de valorización de proyectos mineros al interior de la industria

canadiense.



Parte II

Modelo de Brennan y Schwartz
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Capítulo 4

Modelo de Brennan y Schwartz

En el present e capítulo se describe el problema clásico de opciones reales propuesto

por Brennan y Schwartz (1985). Este modelo evalúa una mina de cobre que cuenta con

reservas finitas de mineral, una est ruct ura de costos conocida y un tiempo de concesión

ilimitado. Es decir, la mina puede operar indefinidamente mientras su inventario no se

haya agotado. Además , el dueño de este activo puede ejercer continuamente la opción de

abrir , cerrar o abandonar el yacimiento. Para abri r o cerrar la mina se incurre en un costo

operacional, mientras que el abandono no significa desembolso alguno. Asimismo, para

conservar las faenas temporalmente detenidas se debe incurrir un gasto de mantenimiento.

Este proyecto de inversión puede representarse mediante una secuencia de opciones

americanas anidadas. Si bien esta característica aumenta la complejidad del modelo,

también le permite describir la realidad de manera más precisa , lo que resulta fundamental

para comprobar la eficiencia y aplicabilidad del método de diferencias finitas .

A modo de introducción se presenta una reseña general del problem a a resolver. Luego,

se realiza una descripción formal del modelo plant eado por Brennan y Schwartz (1985).

Posteriormente, se detallan los pasos necesarios para desarrollar el método de diferencias

finitas para la valorización de este proyecto de inversión. Por último , se expone la forma

en la cual la metodología de diferencias finitas evalúa la secuencia de opciones americanas

que conforman el problema.
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4.1 Descripción general del modelo de Brennan y

Schwartz

El modelo a describir corresponde al presentado por Brennan y Schwartz (1985) 1.

En esta sección se presenta una mina de cobre que cuenta con una eta pa de producción.

Este yacimiento posee una estructura de costos conocida y un nivel de reservas finito.

Además, se supone que el precio del cobre se determina de manera exógena y que existe un

mercado de gran liquidez dond e se transan contra tos futuros sobre este bien (commodity).

En la evaluación de este recurso natural se incorpora la opción de apert ura, cierre y

abandono de la producción. Para abrir o cerrar la mina debe incurrirse en costos fijos,

mientras que el abandono de las faenas puede realizarse sin desembolsar recursos. Además,

se considera un costo de mantención el cual garant iza que la mina se encuentre en buenas

condiciones a pesar de estar cerrada.

Junto con la obt ención del valor de este proyecto minero el enfoque de opciones reales

permite dilucidar su políti ca ópt ima de operación. De esta manera , para cada nivel de

reservas y en todo instante de tiempo se obtienen tres precios crt icos. El primero, marca

el umbral después del cual resulta beneficioso abrir la mina. El segundo, define el punto

a partir del cual resulta óptimo cubrir los costos de cierre y dejar de producir al menos

de manera temporal. El últ imo de estos parámetros señala el nivel de precios para el cual

conviene terminar la producción de manera definitiva.

Luego de encontrar el valor del yacimiento Brennan y Schwartz (1985) analizan el

momento óptimo para realizar la inversión de desarrollo, lo cual coincide con el problema

de ejercicio de una opción americana tradicional. Al finalizar el artículo, se aprovecha la

metodología desarrollada para valorizar un t ipo de contrato de largo plazo. Este derivado

1Algunas extensiones o modificaciones de este modelo pueden encontra rse en: Cortázar y Schwartz

(1993), Casassus (1996), Castillo (1999), Cortázar y Casassus (2000) y Cortázar, Schwartz y Casassus

(2001).



fija el valor de una cierta cantidad del bien, pero además otorga el derecho de recibir este

mineral de forma variable a lo largo de un plazo determinado. Este tipo de acuerdos resulta

frecuente en la industri a minera , toda vez que permite a los compradores indust riales

asegurar un flujo de insumas que se adapte a sus demand as produ ctivas.

4.2 Modelo para la explotación de una mma

Esta descripción incluye el modelo de precios utilizado, así como el valor de la mina

según las distintas variables de estado consideradas.

4.2.1 Modelo de precios

Para describir la evolución de los precios de mercado o precios al contado (spot) del

cobre el modelo utilizado supone que este bien (commodity) sigue un proceso browniano

geométrico, definido por la siguiente ecuación:

dSS = ¡.tdt + odz (4.1)

En este ecuación dz corresponde al incremento de un proceso Wiener, a simboliza

la desviación estándar instantánea de los rendimientos del precio de mercado (spot) y ¡.t

representa el "rendimiento esperado total" por invertir en el activo S, es decir, incluye los

aumentos de precio más el rendimiento por conveniencia ey •

El rendimiento por conveniencia constituye el flujo de servicios que recibe el dueño

de un inventario físico del bien, pero no el poseedor de un contrato futuro . EL beneficio

proviene del hecho de que el dueño del bien físico es capaz de escoger donde guardará y

cuando liquidará el inventario. Se puede pensar en el rendimiento por conveniencia como

en la ganancia derivada de la propiedad en periodos de escasez local. En este modelo de

precios este rendimiento se considera proporcional al precio de mercado (spot) .

El modelo de precios definido por la ecuación (4.1) resulta no estacionario, debido a

la raíz unitaria presente en todos los movimientos brownianos geométricos . Esto provoca



65

que el modelo ignore los ciclos de precios de los bienes (producidos por las fluctu aciones

de la oferta y demanda de estos act ivos reales).

4.2.2 Valor de la rmna: modelo general

El valor de la mina en su versión más general depende de tres variables de estado:

el precio de mercado (spot) del bien S, el inventario físico de la mina Q y el tiempo de

calendario t. Además, el modelo supone que la mina se maneja según una política de

operación denotada por (jJ.

Est a política de operación se define como una función que determina la tasa anual de

producción de la mina cuando ésta se encuentra abiert a. Esta función queda denotada

por: q(S, Q, t ) Y es generada a partir de tres precios crít icos: So(Q,t ) que representa el

precio bajo el cual resulta preferible abandonar la mina si ésta se encuentra previamente

cerrada ; SI(Q, t ) corresponde al precio bajo el cual conviene cerrar o abandonar la mina

si ésta se encuentra previamente abiert a, mientras que S2(Q, t ) cuant ifica el precio sobre

el cual resulta conveniente abrir la mina. La tas a anual de producción puede variar sin

costo ent re un límite sup erior denotado por q y un límite inferior simbolizado por II (el

cual sólo es alcanzado cuando la mina está cerrada).

Luego, el valor de la mina se escribe de la siguient e manera:

v = V(S,Q ,t;j, (jJ). (4.2)

Para esta ecuación la variable j indica el estado de operación de la mina, ya que

cuando ésta toma el valor uno, entonces el yacimiento se encuentra produciendo, mientr as

que cuando se hace igual a cero la mina se encuentra cerrada. Considerando el proceso

estocástico definido por la ecuación (4.1), el cambio inst antáneo en el valor de la mina

puede ser obt enido mediante la aplicación del lema de Ito.2 Al utilizar este resultado el

diferencial total de la mina está dado por la siguiente expresión:

2En cierto sent ido este lema constituye una especie de regla de la cadena en la teoría del cálculo

diferencial estocás t ico. Par a un análisis detallado de su deducción , véase Ita (1951).
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(4.3)

Donde el cambio diferencial en el inventario de la mina está supeditado a la tasa de

producción según la siguiente ecuación:

dQ = qdt.

El flujo de caja o tasa de rendimiento cont inua proveniente de la mina se define me

diante la siguiente expresión:

Fe = q(S - A) - M (1 - j ) - AjV - T (4.4)

Donde: A(q, Q, t ) indica el costo marginal promedio de prod ucir a una tasa q en el

t iempo t cuando el inventario de la mina es Q. Por ot ra parte M (t) corresponde al costo

de mantenim iento de la mina en el t iempo t cuando ésta se encuent ra cerrada . Además,

Aj para (j = O, 1) simboliza la tasa de impuestos proporcional al valor de la mina cuando

ésta se encuent ra abierta o cerrada, y T (q, Q, S, t ) denota al total de impuestos y derechos

a pagar cuando la mina está operando.

El modelo supone que la función de impuestos puede ser representada según la siguiente

expresión:

T (q, Q, S, t ) = tl qS + max{t2q[S(1 - ti ) - A];O}. (4.5)

En esta ecuación t i representa la tasa de impuesto a las ventas y 12 corresponde a la

tasa de impuesto a las utilid ades.

Siguiendo la teoría de valorización por ar bit raje, la ecuación diferencial que deter

mina el valor de la mina V , bajo la política de operación 1>, se obt iene considerando el
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rendimiento de un porta folio compuesto por una posición larga'' en la mina y una posición

corta en cont ratos futuros sobre el bien."

Cuando estos act ivos son combinandos en forma adecuada el increment.o en el valor

de esta cartera deja de ser estocás t ico para pasar a ser determinístico. Para evita r opor

tunidades de arbitra je cste rendimiento debe ser igual a la tasa libre de riesgo (denotada

por p ), esto provoca que se deba cumplir la siguiente ecuación diferencial parcial:

1 2 22a S VsS + (pS - Cy)Vs - qVQ + Yt + q(S - A) - M (l - j) - T = (p + Aj)V (4.7)

El valor de la mina V(S,Q,t) satisface la ecuación (4.8) para cualquier política de

operación 4> = {q,So, SI, S2 } , pero bajo la estrategia óptima representada por: 4>* =
{q*, So , S; , S2} el valor de la mina, además, satisface el siguiente problema de opt i

mización:

3Un inversionista adopta una posición larga cuando ha comprado la opción y adopta una posición

corta cuando ha vendido la opción

"N ótese que el precio del futuro F(t, S) en el momento t es función del proceso browniano que sigue

S. De esta manera, el cambio instantáneo en F , esta dado por el lema de Ito:

(4.6)

Donde T = T - t Y T es la fecha de entrega del bien. Considerando el rendimiento de una cart era

compu esta por la compra de una unidad del bien (commodity) y la venta de (FS)-l contratos futuros, el

rendimi ento de est a cartera es: ~ + %- - (#::5) = (SFS) -l (FsCu - ~FSS<12B2 + FT ) dt. Dado que este

rendimiento es no estocástico y que Cu se define como la tasa de conveniencia convenience yield de una

unid ad marginal de inventario, el rendim iento debe ser igual a la tasa libre de riesgo pdt. obteniendo la

siguiente ecuación diferencial: ~FSS<12S2 + Fs(pS - Cu) = FT Finalmente, reemplazando (4.6) en (4.7),

el cambio instantáneo en el precio futuro se puede expresar en términos de la tasa de conveniencia y el

cambio instantáneo en el precio de mercado (spot), es decir,

dF = FsdS +Fs(pS - Cu)
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¡V(S.Q, I) ~ma,.V(S .Q, t. t••), y

W(S,Q , t) - maXcil V(S,Q,t,O, </»

La solución de estos problemas determin an los dos estados de operación posibles :

V(S,Q, t) cuando la mina está abierta y W (S,Q, t ) cuando el yacimiento se encuentra

cerrado.

Según la definición anterior del problema, el valor de la mina bajo la polít ica óptima

de operación se obtiene resolviendo las siguientes ecuaciones:

[
1 2 2 ]maxqE(i!,q) '2a S Vss + (pS - Cy)Vs - qVQ + \tí + q(S - A) - T = (p + A¡)V

Si la mina se encuent ra abierta y,

1 2 2
'2 a S Wss + (pS - Cy)Ws + Wt - M = (p + AO )W

Si la mina se encuent ra cerrada.

Las condiciones en la frontera que deben satisfacerse son las sigu ientes:

1) Si las reservas físicas del cobre se han agotado , el valor de la mina será cero:

V(S,Q = O,t) = W(S,Q = O, t ) = O.

2) Si el precio al contado del cobre es cero, el valor de la mina también lo será:

W(S = O,Q,t) = O.

(4.8)

(4.9)

(4.10 )

(4.11)

3) El valor de la mina como porcenta je del precio al contado del cobre no debe explotar

a medida que éste t ienda a infinito:
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(4.12)

Por últ imo, si se sup one que los precios críticos de cierre y apertura que maximizan el

valor de la mina (denotados por: S¡ y S2) son conocidos por todos los inversionistas del

mercado, se obt ienen las siguientes condiciones de equilibrio:

W(S; ,Q, t) V(S;, Q, t) - K 2(Q, t) (4.13)

V(S;, Q, t) max[W( S; ,Q, t) - K¡ (Q,t);O] (4.14)

Vs(S¡ , Q, t) { : s(S¡ ,Q,t) } si { W(S¡ ,Q,t) - K¡ (Q,t) 2: O } (4.15)
W (S¡ ,Q, t) - K ¡(Q, t) S O

Ws(S; ,Q, t) Vs(S; ,Q, t) (4.16)

Ws(So, Q, t) O (4.17)

Las ecuaciones (5.13) (5.14) Y(5.15) se desprenden de las condiciones de high contad'

descritas por Merton-Samuelson, mientras que K 1(Q, t) y K 2(Q, t) corresponden a los

costos de cierre y de apertura respectivamente.

Este modelo no cuenta con una solución analítica y como está definido por un sistema

de ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden en tres dimensiones, su resolución

numérica resul ta extremadamente compleja.

4.2.3 Valor de la mina: en términos reales.

5Se denomina high contact a la condición local donde la primera derivada por la izquierda es igual a

la primera derivada por la derecha.



70

El valor de la mina depende del tiempo de calendario exclusivamente debido a que los

costos A , M , /{¡ , /{2, Yel precio de mercado (spot) está n sujetos a esta variable. Si para

simplificar el modelo se supone que la tasa de inflación denotada por: p <.'1) consta nte a

lo largo del tiempo, y el rendimiento por conveniencia se simboliza por: kS , entonces el

valor de la mina depende sólo de dos variables de estado: el precio de mercado y el nivel

de reservas en inventario.

Para describir este nuevo modelo primero deben definirse las siguientes variables de

flactadas :

a(q,Q) A(q,Q,ue:" (4.18)

f M (t)e- 7rt (4.19)

k¡(Q) te,(Q, t )e- 7rt (4.20)

k2(Q) /{2(Q,t )e- 7rt (4.21)

s Se-7rt (4.22)

v(S,Q) V (S ,Q, t )e- 7rt (4.23)

w(S,Q) W (S, Q, l.)e-7rt (4.24)

(4:25)

Al hacer este cambio se supone que las variables sólo suben de precio debido a la tasa

de interés real. Para estas nuevas definiciones, el valor de la mina en términos reales para

ambos estados de operación se encuent ra dado por las siguientes expresiones:

(4.26)

cuando la mina se encuentra abierta. Sin embargo , si la mina está cerrada, entonces

1 2 2 ( )"2u S W 8 8 + (r - k)sw8 - f = r + >'0 w. (4.27)
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En estas ecuaciones, hacemos énfacis en que r = p - 7r corres ponde a la tasa "rea l"

libre de riesgo, y T está dado por la siguiente expresión

T = iiqs + max{ t2q[s(1 - td - a]; O} .

Por último, las condiciones en el borde y de equi librio para esta nueva versión del

modelo son las siguientes

v(s,Q = O) w(s,Q = O) = O (/1.28)

w(s = O,Q) O (4.29)

lim
s_oo

v(s,Q)
< +00 (4.30)

s

w(s; ,Q) v(s; ,Q) - k2 (Q) (4.31)

v(sj, Q) max [w(sj ,Q) - k¡(Q); O] (4.32)

vs(sj, Q) { ~s (Sj ,Q) } si
{ w(sj, Q) - k¡(Q) ~ O }

(4.33)
w(sj ,Q) -k¡(Q) ::; O

ws(s;,Q) vs(s;,Q) (4.34)

De esta manera, el valor de la mina para ambos estados operacionales no depend e

del tiempo, por lo que este modelo puede resolverse numéricament e, mediante diferencias

finitas implícitas.



Capítulo 5

Aproximación numérica.

En este capítulo quedan descritos de manera global algunos métodos numéricos y su ade

cuada parti cipación resolviendo problemas de opciones reales. También algunas aproxi

maciones alternativas e indicios de aplicación mediante procedimientos de inducción, con

evolución hacia delante y hacia atrás, que tienen un lugar en la valoración de las opciones

reales.

Un caso-proyecto con la opción de invert ir en el futuro dependiente de un precio

con rendimiento estocásti co es evaluado usando árboles binomiales, diferencias finitas, y

simulación. La solución anal ítica dada por Black-Scholes para este problema es usado

como referencia. Los cuatro métodos proporc ionan resultados muy parecidos.

Algunas extensiones de esos métodos son adecuados tanto para opciones de tipo amer

icano, como para la solución de Brennan y Schwartz a su problema de valoración clásico.

Los beneficios de este acercamiento , también son discutidos.
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5.1 Las aproximaciones numéricas.

5.1.1 Valoración de la opción real europea por procedimientos

numéricos

Ciertos problemas de demandas contingentes pueden ser resueltos a través de expre

siones analíticas con expresiones exactas, pero esto no ocurre con la mayoría de ellos. De

no encontrar una solución analít ica entonces, lo ideal es el uso de métodos numéricos. Para

ilustrar esta discusión de las aproximaciones numéricas alternativas y su comparación con

una simulación normal , definimos un simple problema de valoración de opciones reales y

se resuelve usando diferentes métodos.

Suponga que se quiere valorar un proyecto con flujos del dinero en efectivo dependiente

de un precio de rendimiento estocás t ico, S. Sin pérdida de generalidad, y para hacer más

simple la exposición puede suponer que la inversión inicial es nula, i.e. lo = O pero que

requiere de una inversión 11 veces, al t iempo TI lo cual, de ser realizado, genera flujos de

dinero en efectivo con un valor presente en TI de V(S). Dependiendo de este valor V(S)

el gerente puede decidir no invertir en TI , en tal caso el proyecto debe ser abandonado en

un valor de liquidación cero. El valor de este proyecto puede planearse como una opción

de compra (Cal0 escrita sobre V(S) con precio de ejercicio h y tiempo de maduración

TI,

Para hallar el valor de este proyecto es posible usar la bien conocida fórmula de Black

y Scholes para una opción de compra (cal0 , bajo ciertos supuestos. Entre ellos, que

S es un recurso comercializable, que los mercados sean completos y permitan realizar

cobertura en contra del riesgo del precio, del rendimiento y, sobretodo , supon iendo que

sus precios de retorno están bien modelados por un movimiento browniano con tasas de

interés y volatilidad constantes. De ser válidos estos supuestos, enton ces no hay necesidad

de acudir a los procedimientos numéricos.
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Sin embargo, la mayoría de los modelos de opciones reales, no tienen una solución

analít ica en forma exacta. Hay muchas razones para qué esto suceda, ello incluye a los

modelos de incertidumbre más complejos y a las especificaciones de la flexibilidad de los

proyectos . En estos casos, para valorar la demanda contingente también deben usarse

procedimientos de solución numérica.

Hay muchos métodos numéricos que pueden usarse para valorar una demanda con

t ingente de t ipo europeo . De hecho, podemos mencionar procedimientos de simulaciones

normales Monte Carlo como las más conocidas y, para discutir sus venta jas compar ati

vas y desventaj as, resolvemos el problema anter ior mediante el uso de tres procedimientos

numéricos alternat ivos: árboles binomiales, diferencias finitas , y simulación. Supond remos

lo que Black y Scholes sost ienen para tener una solución analít ica que pueda usarse como

una referencia para nuestros métodos numéricos aproximados.

Concretamente, supondremos que los precios de "riesgo-ajust ado" siguen un movimiento

browniano geométrico con una especificación de discretización como sigue:

f:::.S = -sc« + (5S"'¡¡;:¡Z

Ante la elección de los parámetros:

• r = 0.10,

• (5 = 0.2,

• f:::. t. son intervalos o pasos de tiempo,

(5.1)

• Z son variables aleatorias con una distribución normal estándar para cada t iempo

fijo.

El proyecto de la inversión descrito ant es t iene la especificación siguiente:

• V(S) = aS + b

• a = 10, b = O

• I 1 = 10
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• To = O

• TI = 1

Como bien se ha mencionado antes, el valor de esta opción real puede ser directa

mente obtenida usando Black y Scholes, dado que el valor del proyecto con un precio de

rendimiento inicial de 1 es 1.30. Resolver este prob lema de valoración implica el uso de

las tres aproximaciones numéricas alternativas.

5.1.2 Árboles binomiales.

Las aproximaciones a tr avés de árbo les discretos de procesos estocás ticos y su uso

en la valoración de la opción han sido propuestas por Cox [Ce-Ro-Hu], Rendleman y

Barter [Re-Ba], y Sharpe [Sha]. Dado que, no es el propósito de este escrito abordar

el tema de árboles binomiales, sólo recordaremos la genera lidad de sus fundamentos.

Los árboles binomiales suponen que esa incertid umbre en cualquier estado puede ser

representada a t ravés de dos estados alternativos. Estos dos estados se definen de ta l modo

que jugando con la distribución de los precios implícitos tan estrechamente vinculados con

la distribución de probabilidad de la variable cont inua del estado subyacente. El proceso

estocástico para modelar el precio del rendimiento es reacondicionado para restr ingir los

valores y las probabilidades de los dos estados de igual manera que el retorn o del precio

esperado sobre el próximo intervalo de tiempo sea igual a r~t y que su volatilidad sea

(T~d . Una solución pasa por definir los dos valores para la variable de estado como Su Y

Sd, con probabilidades p y (l - p), respectivamente. Por otra parte,

(5.2)

(5.3)

por lo que también

d= ! .
u

y una expresión alternativa para la probabilidad en término de los valores ant eriores

viene dada por

er D.t - d
p = u -d ' (5.4)
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Dependiendo de la exact it ud requerida es posible determinar el tam año del intervalo

de tiempo /::'t, o equivalentemente , el número de subintervalos de la partición del t iempo

total de madurez. En nuestro caso el tiemp o de la madur ez es T¡ = 1, Y se ha dividido

en en 10 subinte rvalos, por lo ta nto , ponemos /::,t = 10. Una vez que el árbol binomial

es obtenido y, por lo tanto , la distribución del precio subyacente tambi én, la valoración

del derivad o (en nuest ro caso el proyecto de la inversión) puede ser entendido como una

demand a contingente en precio del rendi miento.

Figura 5.1: Árbol binomial.

La figura 5.1 presenta una solución del árbol binomial para nuestro problema de va-
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loración de inversión. Un vecto r bidimensional que especifica en cada nodo del binomio,

tanto al precio del rendimiento, como al valor de la opción . Obtener esos valores de la

opc ión conduce al cálculo del flujo de dinero en el t iempo de maduración (Td a través de

Max (V(S) - 11; O) .

Estos valores se presentan en negritas al derecho extremo en 5.1.

El siguiente paso deriva en calcul ar el valor de la opción para cada uno de los nodos

anteriores. Por ejemplo, en la par te superior en una esquina de la figura 5.1 se presenta

una caja con tres nodos. El valor de la opción de 7.77 se calcula como el valor de la opción

esperado en los dos siguientes nodos usando las probabilidades de riesgo neutral

Valor de la opción = [p. 8.82 + (1 - p) · 6.59]eTt>.t = 7.77.

El procedimiento se repite columna a columna de derecha a izquierda. El último nodo

representa el valor de la opción actua l de 1.31 por un precio del rendimiento inicial de I.

Esta opción es muy similar a nuestro valor de la solución analítico de Black y Scholes.

5.1.3 Diferencias finitas

Una alternativa, a los árboles binomiales, es usar diferencias finitas para resolver la

ecuación de valoración. En este caso , podemos usar condiciones normales de no arbitraj e

para derivar una ecuación diferencial parcial para el valor de la demanda contingente.

Para nuestro problema de opciones reales , la ecuación diferencial estándar Black-Scholes

cuya solución es precisamente el valor de la opción real IH(S, t) es:

1 2 22IHssS a + rSIHs - rIH + llit = O. (5.5)

Con las siguientes condiciones de maduración en el borde:

IH(S, t = TI) = Max [V(S) - l¡; O].

Aquí S es una concentración del estado, de tal manera que:

IH(O, t) = O.

(5.6)

(5.7)
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En 1977, Eduardo Schwar tz propuso la discret ización de todas las variab les de estado

para el procedimiento de diferencias finitas, poniendo el valor de las demandas con!in

gentes en el límite, reemplazando la primera y segunda derivada por una aproximación

de diferencias finitas y, resolviendo usando una versión discreta de la ecuación diferencial

parcial que representa la ecuación de valoración hacia atrás (bacJ.:ward). Hay dos apro

ximaciones de las diferencias finitas básicas: el método implícito y explícito. Aunque el

anterior es más robusto, nosotros llevamos a cabo el últim o por las razones expuestas .

En nuestro problema , el valor del proyecto es una función de dos variables de estado:

el precio del rendimiento, S, y el tiempo de maduración , T. El t iempo es discreto en M

intervalos, y el precio S en N intervalos. La ecuación diferencial de Black y Scholes es

reemplazada por las aproximaciones de la diferencias siguientes:

I\ S = Smax
u N '

b.T = ~ .

También la derivada se discret iza mediante,

lli = ll-li+ 1,j +1 - ll-li+ I ,j - 1
s 2b.S

y para la de segundo orden se tiene:

Ill _ ll-li+ l ,j+1 - 2ll-li+ 1,j + ll-li+ 1,j - 1
s s - b.S2

mientras que para la derivada temporal,

ll-l -+1 - - ll-l. -ll-l - ' ,J ' ,J
t - b.t

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5. ] 1)

(5.12)

Una vez que estas aproximaciones se sustituyen en la ecuación diferencial, se obti ene:

(5.13)

Más precisamente,

(5.14)

(5.]5)
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1 [ l . 1 2 .2 ]
Cj = --- - r J/::" t + - a J /::,.t .

1 + r /::" t 2 2
(5. 16)

Así, dado el conocimiento de los valores de la demanda cont ingente en i + 1 el obtener

los valores en i resulta sencillo. Por una part e, existe una condición al límite que da

valores iniciales en i = M, Yhace posible tr abajar hacia at rás, es decir, desde i = M hasta

i = O.

H(S,O)=Max[V(S)- JI; O]

Smaxj=N
I l it I I

---~---~----~---.---4----~-
I I I I I I
I I I I I I

---~---,----~---~---i----~-
I I Hio I I I I
I I ~ I 1 I I___ L l L L l L_

I I I 1 I 1

---T- --~-- --~---T---'----r-
I I I I I I
I I I I 1 I

---~---~----~---+---4--- -~-
I I I I I I
I I I 1 I I

---~---~----~---~-- -~----~-
I I I I I I
I I I I I I

j=O
O"'"----'-----'-----'--.........-'-----"'---t'- T

i=O H(O,1)=O i=M

Figura 5.2: Discretizacián del estado del espacio .

La figura 5.2 presenta una solución obtenida mediante las diferencias finitas , y mues

tra el valor de la inversión. Las tres columnas del lado derecho calculan las constantes

necesarias y en la siguiente columna, aparecen los valores a la izquierda, y el de la opción

real en el límite Es posible programar el cálculo de la opción real en el límite:

Valor Opción en la fecha de Maduración = Max (V(S) - 11; O) .

Finalmente, se presenta el valor del proyecto para cada precio inicial (cuando el tiempo

de maduración es 1). Para un precio del rendimiento inicial de 1, el valor de la opción

calculado es 1.30, nuevamente muy similar a nuestros resultados anteriores.

ESTA TESIS NO SALE
'OE LA BffiI.IOTECA
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Figura 5.3: Solución de diferencias fini tas para una inversión con una Opción Real Europea.

5.1.4 Simulación

En el año de 1977, Boyle [Boy] propuso una aproximaci ón por simulación Monte

Cario para la valoración de la opción europea. El método está basado en la idea, en

donde, simulando las t rayectorias de los precios pueden aproximarse por distribuciones de

probabilidad de los valores finales del recurso . Se calculan los flujos de efect ivo de la opción

para cada simulación y entonces se hacen los promedios. El flujo del dinero promedio

descontado , usando la tasa de interés libre de riesgo, representa un punto est imado del

valor de la opción.

Hay varias maneras de aumentar la exactitud de la est imación, la más simple es

incrementar el número de trayectorias simuladas. La eficacia ta mbién puede ser mejorada

usando técnicas de reducción de la varianza, incluyendo las aproximaciones a la variable

de cont rol y variabl es de prueba (test variables) (ver Hammersley y Hands comb [Ha-Ha]).
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A cont inuación resolvemos nuestro problema de opciones reales.

,15

Figura 5.4: Solución por simulación para una inversión con una Opción Real Europea.

La figura 5.4 muestra la simulación para valorar la opción real. Cada ejecución

comienza con un precio de rendimiento inicial de 1, y usand o una serie específica de

números aleatorios, una trayectoria de precios es calculada. Por ejemplo, la primera

trayectoria del precio acaba (tiempo de madurez de la opción) con un precio de rendimiento

de 0.88. La siguiente columna de la derecha muestra los pagos finales de la opción para

ese precio específico. Dado que, para ese precio el proyecto se aband onaría, el valor de la

opción es cero.

Para llevar aca bo la técnica de reducción de varianza de la variable de prueba, el

siguiente renglón en la figura 5.4 muestra la t rayectoria del precio usando los mismos

números aleatorios anteriores, pero con un cambio de signo. Dado que nuestros números

aleatorios iniciales eran ta les que el precio del rendimiento en la fecha de maduración era
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bajo (0.88), pero cambiando los signos de los números aleatorios este segundo renglón

proporciona una trayecto ria con el precio del rendimiento en la fecha de madur ación alto

(1.34). Para este nuevo precio de rendimiento la opción es ahora valiosa y proporciona

un flujo del dinero en efectivo de 3.44. Es fácil ver que un promedio de estas dos filas

proporcionan una estimación de varianza baja de los flujos de dinero act uales que usando

simplemente una sola fila.

Solo una ves, un número adecuado de t rayectori as de precios se genera , el valor de la

opción real puede ser calculado descontand o los flujos promedio de dinero de la opción,

libres de riesgo. Puede verse que en nuestro caso con una serie de sólo 30 trayectorias del

precios independientes (60 renglones incluyendo sus valores de prueba) podemos obtener

un mismo valor de cierre para nuestro problema de opción real (1.30). En la mayoría de

los casos es necesario hacer un número mayor de corridas de simulaciones para obtener

est imaciones exactas.

5.1.5 Comparando procedimientos numéricos alternativos.

Hemos present ado ap licaciones de t res aproximaciones numéricas alternat ivas al mismo

problema de opciónes reales. Cada uno de ellos tienen sus propios méritos y son especial

mente útiles para ciertos tipos específicos de problemas de valoración.

Quizá el factor más importante, una vez elegido el acercami ento numérico apropiado

es el tipo de opción que estamos intentando valorar. La simulación normal es un procedi

miento de inducción hacia adelante, y como tal presenta probl emas para valorar opciones

de tipo americano. En situ aciones en las que la est rategia óptima no es de conocida de an

temano, los procedimientos de simulación no pueden valorar estas opciones correcta mente.

Como se dijo, muchas opciones reales permiten decisiones de mercados para cambiar la

producción o niveles de inversión en diferentes puntos del t iempo, y se modela por con

siguiente como opciones americanas. Las diferencias finitas y árboles binomiales, por otro

lado, son procedimientos de la inducción dirigidos hacia at rás que pueden determin ar

políticas del ejercicio óptimas , valorando correctamente estas opciones americanas.
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La debilidad en la simulación, manejando opciones americanas, se vuelve import ant e

cuando hay trayectorias dependientes de flujos de dinero . Por ejemplo, los pagos de

impuestos actuales normalmente depende n de ganancias del pasado y presentan una di

ficultad por todos los procedimientos de la inducción dirigidos hacia atrás. Siempre es

posible evitar este problema definiendo nuevas variables de estado que representan un

camino de información dependi ente, pero esto puede aumentar la complejidad del modelo

de una manera sustancial. Por consiguiente, en la presencia de camino-dependiente de

los flujos del dinero en efectivo, la simulación es un mucho mejor procedimiento que Jos

procedimientos de inducción dirigidos hacia atrás.

La principal característica que hace a la simulación tan atractiva es su habilidad para

cubrir la incertidumbre de una manera muy simple. La reciente tendencia en modelar la

incertidumbre de los precios usando modelos de multí-factores es más sencillo de llevar a

cabo usando simulación que usando otros acercamientos numéricos. Algo similar puede

decirse en el uso de procesos estocásticos complejos para modelar la dinámica de éstos

factores de riesgo, que también son más simples usando simulación.

Finalmente , el hecho que el costo de la informática ha estado bajando dramáticamente

en los últimos años y que esta tendencia no muestra ninguna señal de debilitarse en un

futuro cercano , se presenta una perspect iva favorable para el uso creciente de la simulación .

Es más, su inconveniente mayor, la incapacidad para manejar opciones del tipo americano

con éxito, ha sido tema para nuevas investigaciónes en recientes años, como se describirá

en la sección siguiente. Con costos computacionales más bajos podemos esperar manejar

el aumento en la complejidad en los modelos, y obtener un uso reforzado en técnicas de

simulación.

5.1.6 Aproximación del valor de la mina por diferencias finitas.

En losiguiente aplicamos el método de diferencias finitas implícitas , al modelo planteado

por Brennan y Schwartz del valor de una mina: en términos reales, descrito en la sección

4.2.3. Para facilitar los cálculos se supone que la mina solo puede ser explotada a una
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tasa fija q, de este modo, las EDP que representan a este proyecto son:

1 2 ?
2a s-Vss + (r - k)svs - qVQ+ q(s - a) - T = (r + ..\¡)u

cuando la mina se encuent ra abierta . Y

1 2 22a s W ss + (r - k)sws - f = (r + >'o)w ,

cuando la mina está cerrada

(5.17)

(5.18)

Para aproximar las derivadas parciales de primer orden respecto a la variable de estado

s (precio del cobre) de las ecuaciones (5.17) y (5.18), adoptamos las siguientes diferencias

simétricas:

V¡,j+ l - V¡,j - l

Vs = 26s
w = W¡ ,j+ l - W¡ ,j - l

s 26s '

(5.19)

(5.20)

para aproximar las derivada parcial de segundo orden respecto de la variable 5, em

pleamos las siguientes diferencias:

V¡,j+! + Vi ,j - ! - 2Vi,j

Vss = 6 52 '

W.,) +! + W i ,j -! - 2 W i ,j

W ss = 6 52

(5.21)

(5.22)

Por último para aproximar la derivada parcial de primer orden respecto de la variable

de estado Q (reserva de cobre en la mina) utilizamos la siguiente diferencia forward:
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Susti tuyend o las diferencias ante riores en la ecuación (5.17) obtenemos un método

implícito para aproximar el valor de la mina abierta . esto es,

(1' + Al )Vi.j
1 2" 2. Vi,j+I+ Vi,j- I - 2vi,j +( k )" .Vi,j+] - Vi,j- !
-r O iss J r - u SJ
2 !:::. s2 2!:::.s

V '+ l . - v · ·
q 1 ~Q 1,J + q(!:::. sj _ a) - T ,

recuerde que dQ = qdt , por tanto , !:::.Q = q!:::. t . Si !:::.t = 1 entonces !:::.Q = q, ordenando,

VHI ,j Vi,j+1 ~ (a2i + (1' - k )j ) +Vi,j (1 - (J2i - (1' + A¡))

+ Vi,j-I ~ ((J2i - (1' - k)j) + q(!:::.sj - a) - T,

Para un man ejo más sencillo de está ecuación, definamos las variables siguientes:

aj ~ ((J2i + (1' - k )j) ,

bj (1-(J2i - (1'+AI )) '

Cj ~ ((J2i - (1' - k )j) .

De este modo, la ecuación resultante queda escrita de la siguiente manera:

(5.23)

Con las condiciones en el borde, con un supuesto SMax (máximo valor alcanzado por

el precio del cobre") yel número total de reservas iniciales QMax, se puede determin ar el

valor de la mina en operación para cualquier precio de cobre s y número de reservas Q.

I se obti ene de considerar la condición de borde l im,_oo v<';Q)
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La cuadricula de valores en el contorno y el diagrama para avanzar adelante en el

t iempo, se presenta en la figura 5.5.

SMax=MbS O FC Fe FC Fe Fe

V . 1

~~vI.J I+I .J

2A.S O V ' Il,J-

lbS O

O o O O O O
ObS
O~Q lAQ 2~Q 3~Q 4bQ QMax=N bQ

Figura 5.5: Diagrama del método de diferencias finitas implícitas.

Por otra parte, sustituyendo las diferencias (5.20) y (5.22), en la ecuación que describe

el comportamiento de la mina cerrada (5.18), se obtiene la siguiente ecuación.

~ 2/\ 2 ·2W;,; +! + W;,;-l - 2W i,; + ( k) 'Wi ,;+! - WiJ-l - f _ ( + \) . .
2a iss J !J.s2 r - SJ 2!J.s - r .1\0 w,,].

Note, que el valor 'de la mina-cerrada, no depende de la cant idad de reserva de cobre

Q, es por este motivo que el subíndi ce i no avanza o retro cede en ningún sumando , en

base a esta conjetura lo podemos eliminar. Ordenando y agrupando términos, se obtiene

la siguiente expresión:
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Con objeto de un manejo más claro de la ecuación anterior, se definen las siguientes

variables.

Ctj ~(a2i +(r -k)j) ,

(Jj (a2i + (r + AO)) '

'Yj ~ ((r - k)j - a2i) ,

reescribiendo,

Sin embargo, surge un pequeño problema al determinar el valor de la mina para cada

precio del cobre, ya que, las condiciones en el borde con que contamos, a saber w(O) = O

Yw(smax) = - J, no son sucesivas. Por tanto, para corregir está inconsistenci a, se definen

las variables siguientes .

Ct~
J ,}

Ctj

(J;
(Jj,
Ctj

'Y;
'Yj

Ctj
,

Sustituyendo y organizando términos

(5.24)
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Ahora , procedemos de la siguiente manera.

W 2 O ~ + wo/3~ + WI ""Y~ ,

W3 O 2+ w¡ /3i + W2 ""Yi ,

Se definen las variables Uj y V j, de la siguiente manera recursiva, A W 2, se le designan

U ¡ = oi + wo/3i y V¡ = ""Yi , entonces, W2 = U¡ + V ¡W ¡, para determin ar a U2 Y V2 se sigue

el camino siguiente,

entonces, U2 = O 2+ 1 2 U I, V2 = VI/2 + /32y W 3 = U2 + V2W ¡, Se procede de la misma

forma para determinar U3 Y V3, es decir,

W 4 03 + (u¡ + WIV¡) /3a+ (U2 + W ¡V2) l a,

W 4 03 + u¡/3a + U2 ""Ya + W¡ (vI/3a+ V2""Ya) ,

por tant o, W4 = U3 + V3W¡ con U3 = o; + u¡/3; + U2/ ; Y V3 = VI/3; + V2""Y; , Siguiendo

la misma idea se determina u y v , para cualquier j > 2
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U j n; + Uj -2 f3; + IIj _I / '; y

Vj Vj-2 f3; + Vj _ O; .

De esta manera W M , queda escrito de la siguiente forma,

WM = U M -¡ +W ¡VM- l (5.25)

y como, W M es conocido (por ser una condición de borde), solo resta despejar a W¡ .

De este modo , conseguimos dos valores consecut ivos de la mina (wo y w¡) y que juntos

con la ecuación Wj+l = ni + Wjf3j + Wj_¡/,j producen el valor de la mina-cerrada para

cualquier precio del cobre.

Si el modelo no considerase, que existe un costo por cambiar de estado operacional

de la mina (cierre, apertura o abandono), entonces, para determinar el valor global de la

mina para cada precio del cobre y para cualquier número de reserva, solo se tendría que

elegir el valor máximo de ent re los tr es valores posibles de la mina, esto es,

max ( Valor de mina-ab ierta, Valor de mina-cerrada, Valor de abandonar)

Que resulta de ejecutar simultáneamente los métodos de aproximación detallados an

teriormente.
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Conclusiones.

En este t rabajo de tesis ha sido descrito el entorno de evaluación de las opciones fi

nancieras, con objeto de presentar el nuevo enfoque de las mismas sobre act ivos reales,

es decir , mostr ar lo que se conoce como teoría de las opciones reales, resaltando la im

portancia de dicha metodología a la hora de evaluar los proyectos de inversión inestables

y centrando nuestra atención en proyectos de inversión para la explotación de recursos

no renovables. Además , hemos abordado las venta jas y desventajas al ut ilizar este nuevo

enfoque de opciones reales sobre la metodología tradicional en la evaluación de proyectos

de inversión.

De este modo, utilizand o las ventajas de las opciones reales , sé presentó el modelo

planteado por Brennan y Schwartz en 1985, dicho modelo analiza la explotación de una

mina de cobre que cuenta con una tasa de producción variable, los parámetros consid

erados para su evaluación son: el nivel físico de reserva de cobre en la mina , tiempo de

concesión y el precio spot del recurso, del cual, el valor de la mina hereda la incertidumbre.

El modelo revela las diversas difícultades para su valorización debido a las flexibilidades

con las que cuentan los dueños de este yacimiento, dentro de las cuales se encuentran

involucradas la detección temporal de la producción, su reanudación, o bien, su abandono

definitivo.

En conclusión hemos mostrado que la incorporación de las opciones reales en la eval

uación de los proyectos de inversión proporciona un aumento en su valor, aumento que se

conoce como el valor de la flexibilidad.

De este manera, para el caso de la mina, tenemos que su valor total consiste del VPN

de los flujos futuros de efectivo más el valor de las opciones de cierre temporal, abando no
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y ape rtura. Esto muest ra que el valor final del yacimiento utilizando la metodología de

opciones reales es mucho mayor que el valor obtenido únicamente a l aplicar los métodos

t radi cionales de evaluación.

Por otra parte, la determ inación del valor de la mina bajo una estrategia ópt ima de

operación cjJ* satisface además el problema de opt imización y determina los dos estados

posibles de operación (cierr e y ape rt ura) de la mina con sus respectivas EDP, con ade

cuadas condiciones de front era y de equilibrio que garantizan la existencia y unicidad de

la solución. Éllo permite concluir que una aproximac ión a su valor, puede ser realizada

mediant e el empleo del método de diferencias finitas explícitas .

Por último, los trabajos a futuro de esta tesis son:

1.- Extender las ideas a la exp lotac ión de recursos renovables (pesquerías , madera,

ganado, etc .) utilizando mode los de depredación, morbilidad , migración, entre otros.

2.- Resolver la ecuació n diferencial mediante elementos infinitos.

3.- Introducir condiciones reales para el manejo del recurso. Penalizaciones por no en

trega, retrasos en la distribución del recurso, retrasos en la entrega de material por

parte de los proveedores, por mencionar algunos .

4.- Modificar las hipótesis de mercados completos.

5 .- Aproxim ar mediante diferencias finitas la solución de la EDP con el empleo de las

tres variables de estado .



Parte III

Anexos.

92



94

Anexo A

A.l.- El movimiento browniano.

Definición.

Un movimiento browniano (MB) es un proceso estocstico {Xtl t2:0 de valor real, con in

crementos independientes y estac ionarios, i.e.,

1.- El map eo s -+ Xs(w) es cont inuo c.s., en IP, es decir.

Para cada w E ~ asociamos el map eo de rn+ a E: s -+ X s(w)

2.- Incrementos independientes: si s ~ t, X¡ - X, es independiente de F, = u(X II , U ~ s) .

3.- Incrementos estac ionarios: si s ~ t, X¡ - X , rv X t - s - X o

si {Xtl t2:0 es un MB, entonces X¿ - Xo rv N iri ,u2t ) y si Xo = Oc.s, IP, IE(Xt ) = O,

IE(X¡) = t diremos que es: un movimiento browniano estándar con distribución

1 _ %2

--e2t

V21rt
Definición de MB respecto a una filtración .

Un proceso estocást ico cont inuo de valor real es un {Ftl -MB si este satisface:

1.- Para cualquier t ~ O, X¡ es F t-medible.

2.- Si s ~ i, X¿ - X , es independiente de F , Y tiene la misma ley de dist ribución que

X t - s - X o

La pregunta obligada es: ¿Qué es un proceso cont inuo? basta seguir una guía de

tres principios. P rimero un valor rea l que es tomado se puede expresar con funciones

arbitrarias y cualquier número real se puede considerar como un valor. Segundo, el valor

puede cambiar de un momento a otro; y tercero, el proceso cambia continuamente, el
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valor no puede dar saltos instant áneos. En ot ras palab ras, si el valor cambia de 1 a 1.05

debe haber pasado por todos los valores intermedios.

A.2.- Martingalas.

Defini ción.

Sea {Fjh ::o una filt ración del espacio de probabilidad (D, {FjL;o:o, IP), Y}j una sucesión

de variables aleatorias que es adaptada a {Fj}j;O:o, Entonces llamaremos martingala al

par (}j, {FJn~o) = {(}j ,F j)}j;O:o, si para toda j ~ Ose tiene que

De la misma forma definiremos sup ermartingalas (submart.ingalas) . Sea (D, {Fj}j ;O:o , IP)

un espacio de probabilidad con filtración, {Fj } j;O:Oy }j una sucesión de variables aleato

rias que está adaptada a {FJj;O:o, Entonces llamaremos supermartingala (submart ingala)

al par (Y, {FJj;O:o) = {(}j , {Fj}j;O:o)}, si para toda j ~ O son verificadas las siguientes

condiciones:

a) 1E(1}j1) < 00,
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Anexo B: Valoración de opciones fi
nancieras por diferencias finitas.

En este anexo son expuestos algunos ejemplos de como la est ructura de Ecuaciones

Diferenciales Parciales (EDP) puede ser aprovechada para valorizar el precio de las op

ciones. La idea es aplicar el método de diferencias finitas par a solucionar la EDP de

Black-Scholes. Comenzaremos por recordar el método de aproximación derivado y como

las condiciones de frontera pueden conducir a un modelo de opciones específico.

b.l.- Aplicación del método de diferencias finitas a
la ecuación de Black-Scholes.

En principio podemos recordar que el valor de una opción al tiempo t escrita sobre el

activo subyacente S(t ) es una función f (t , S) que sat isface la ecuación diferencial parcial

(5.26)

con una condición de frontera adecuada que caracteriza el tipo de la opción. Se

pueden obtener ecuaciones distintas si las hipótesis son modificadas y es introducida una

dependencia en la trayectoria, pero esta ecuación será el punto de partida para comprender

la aplicación del método numérico basado en diferencias finitas para el precio de una

opción. Para resolver por diferencias finitas una EDP en primer termino hay que establecer

una cuadrícula de valores, en este caso como la función depende del tiempo t y del activo

S con respecto a dos variables . Sea T el tiempo de expiración de la opción y Smax un

supuesto máximo valor que no puede ser alcanzado por el activo subyacente S(t) por

lo menos dentro del horizonte considerado. Necesitamos el valor Smax para propósitos

computacionales ya que el dominio para la EDP no es acotado con respecto al precio

del act ivo subyacente , en este sentido Smax juega el papel de +00. De esta manera la

cuadrícula de puntos de (t, S) está formada por
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o,M, 2M, ,NM = T,

S O, óS , 2ÓS, , MóS = Smax

En adelante para la cuadrícula se usará la notación f i,j = f (iÓt , jÓS).

Recordemos las diferentes opciones que tenemos para aproximar la EDP (5.30):

• Diferencia hacia delante (Forward) :

8 f ~ f i,H! - f;,j 8f ~ fi+!,j - f;,j
8S ~ óS ol ~ M

• Diferencia hacia trás (Backward):

o f ~ f i,j - fi ,j-l of ~ f;,j - f;-!,j
8S ~ ÓS 8t ~ M

• Diferencia simét rica

of f;,H! - f;,j-! of f i+! ,j - fi-l ,j
8S ~ 2ÓS 8t ~ 2ót

• Diferencia para la derivada de segundo orden

8
2
f ( f ¡J+l - f;J _ f¡J - f¡J-! ) /óS

8S2 ss ss
f¡,H! + f iJ-! - 2f;,j

óS2

Dependiendo de la combinación de estructuras que utilicemos para discretizar la

ecuación, acabaremos con diferentes aproximaciones, explícita o implícita, las cuales se

abordan en la siguiente sección.

La condición de frontera es otra situación en la que deberemos tene r cuidado. A la

fecha de expiración se cuenta con la condición final,

f(T, S) = max{ S - X , O} \/S
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para una opción de compra (calQ con precio de ejercicio X , y

f (T, S) = max{X - S,O} \:IS

para una opción de venta (put). Cuando se consideremos la condición de frontera

con respecto al precio del activo, el prob lema no result a fácil, puesto que tendremos

que resolver la ecuación numéricamente en una región acotada, mientras que el dominio

es ilimitado con respecto al precio del activo. Veamos unos ejemplos para aclarar esta

sit uación.

Ejemplo 1 Consideremos primero una opción europea de venta (put). Cuando el

precio del activo S(t) es muy elevado, la opción pierde su valor, ya que podemos esta r

seguros que la opción estar fuera del dinero, por lo que

f(Smax , t) = O.

Cuando el precio del activo sea igual a cero S(t) = O, y. Dado que el modelo del activo

es dinámico, entonces el precio del act ivo perman ecerá nulo. De esta manera la ganancia

a la fecha de expiración será igual a X descontando de regreso en el tiempo t, tendremos

f(t,O) = X e-r(T-t).

En notación de la cuadrícula o mallado

O i = O, 1, . . . , N.

i = O,l , . . . ,N

fN ,j

Aa
f i,M

max[X - jÓS,O]

X e-r(N - i )ót

j = 0, 1,... ,M

Ej emplo 2 Ahora pensemos que se tiene una opción europea de compra (calQ razo

nando como en el ejemplo anterior. Cuando el precio del activo es S(t) = O, entonces la

opción pierde su valor:

f(t , O) = O.
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Para un precio elevado del act ivo S(t) , podemos estar seguros que la opción estará

dentro del dinero a la fecha de expiración y conseguiremos una ganancia de S(T) - X.

Para determinar el valor al t iempo t se requiere descontar el valor de X y ten er en cuenta

que el precio del act ivo subyacente libre de arbit raj e al tiempo t es simplemente S(t ).

Entonces una condición de frontera adecuada es

J (Sma:r; , t ) = Sma:r; - X e-r(T- t ).

En notación de mallado, tenemos

JN,i max[j8S - X ,0J j = 0, 1, . .. , M ,

h a ° i = 0, 1, . . . , N ,

J i ,M M 8S - X e- r (N - i )6t i = 0, 1, . . . , N.

El manejo de las condiciones de frontera para las opciones europeas y opciones barrera,

como se ha visto, resulta un tanto sencillo. Sin embargo , el manejo de las opciones amer

icanas resulta ms compl icado , ya que dichas opciones deberán contar con una condición

de frontera para él ejercicio temprano; es decir se tendrá que tomar en cuenta para que

precio del activo y a que t iempo (si es que existe) el ejercicio de la opción es óptimo.

Surgiendo de esta manera una condición de frontera libre que se deberá determinar en el

proceso de solución.

b.2 .- P recio de una opción europea utilizando un
método explícito

Una aproximación inicial para resolver la ecuación (5.30), pas a por analizar una opción

europea de venta (put). Aproximando la derivada con respecto a S por una diferencia

centr al y la derivada con respecto al tiempo por una diferencia hacia t rás (backwará). Sin

embargo , no es única elección posible dado que cualquier elección puede ser compat ible
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con la condición de frontera. El resultado al utilizar esta combinación es el siguiente

conjunto de ecuaciones

Ji,j - Ji - 1, j + 'ÓS f;,j+ l - Ji ,j - 1 + ~ 2 '2ÓSd i,j+1+ J i ,j -I - 2Ji,j = J. .
se rJ 2ÓS 2a J ÓS2 r 1,) '

La ecuación puede ser resuelta en retro ceso en el tiempo utili zando las condiciones de

frontera del ejemplo 1, y el conjunto de condiciones finales. Sea i = N en la ecuación

anterior; dada la condición final, pero se t iene una cantidad desconocida. JN - 1,j , expresada

como una función de tres valores de la opción conocidos. De esta manera reescribiendo

la ecuación, se consigue un método explícito:

Ji-l ,j = aif;,j- 1+ bi f;,j + Ci Ji,j+1

Donde

i = 0, 1, .. . , N - 1,j = 1,2, ... , M - 1, (5.27)

ai ~ót (a2j2 - rj ),

b~ 1 - ót(a2y2 + r) , y)

1
cj "2ót (a2y2+ rj ).

este método es simple y posible de implementar en Matlab. Él código es presentad o en la

figura 71.

b.3.- Precio de una opción europea utilizando un
método implícito.

Para resolver la inestabilidad del método explíicito, se recur re a un método implícito.

Este se obti ene por utilizar diferencias hacia delante (forwará) par a aproxim ar las derivadas

parciales con respecto al t iempo. De esta combinación se obti ene la siguiente ecuación.

Ji+1,j - Ji, j + r 'ÓS J i ,)+1 - Ji, j - 1 + ~ 2 '2ÓS2 /;,j+1 + /;'j -1 - 2f;,j = rl. t ,se J 2óS 2a J óS2 1,)
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function preci O=OpErVeEx (SO, X,r,T,sigma, Smax, dS, dt )
M=round(Smax/dS) ¡
dS=Smax/M¡
N=round (TI dt ) ¡
dt=T/N¡
matval=zeros (Mt1,Nt1)¡
vetS=linspace(0,Smax,Mt1) '¡
veti=O:N¡
vetj=O:M;
matval(:,Nt1)=max (X-vetS,0)¡
matval(l,:)=X*exp(-r*dt*(N-veti)) ;
matval (M+1, :) =0;
a=0.5*dt*(sigmaA2*vetj-r).*vetj

b=1-dt* (sigma A2*vetj. A2tr )
c=O.5*dt* (sigmaA2*vetjtr ). *vetj
f or i=N: -1: 1

f or j=2 :M
matval(j,i )=max(X-dS*j ,a (j )*matval (j-1,it 1) t b (j )*
matval(j,iti)tc(j)*matval(jt1,it1) ) ¡

end
end
jdown=floor(SO/dS) ¡
jup=ceil(SO/dS) ¡
if jdown==jup

precio=matval(jdownt1,1)¡
else

precio=matval (jdownt1, 1) t (SO-jdown*dS) * (matval(jupt1,1 )
-matval(juptl,l))/dS¡

end

F igu ra 5.6: Código en Matlab para el precio de una opción europea por métod o exp lícito .
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Que se puede reescribir , para j = 1, 2, ... , M - 1 e i = O, 1, ... , N - 1 como

(5.28)

donde, para cada i .

1 . 1 2 .2 s:
-rJot - - (J J oi
2 2 '
1 + (J2lOl + rOl, y

1 . 1 2 .2 >--rJot - - (J J ut.
2 2

Aquí tenemos tres valores desconocidos ligados a un valor conocido. Inicialmente, para

cada línea de tiempo se cuenta con M - 1 ecuaciones con M - 1 incógnit as; junto con

la condición de frontera que proporciona los valores faltantes para cada línea de tiempo

y la condición final que brinda el valor en la última. De esta manera , y como en el caso

explícito, ir en retroceso en el tiempo, resolviendo para i = N - 1, ... ,O una serie de

sistemas de ecuaciones lineales. Á continuación mostramos el sistema para la línea de

tiempo i :

aM-2 bM - 2 CM-2

aM-I bM _ 1

"A M - 2

f¡,M-I

1;+1,1

1i+1 ,2

li+I ,3

1i+I ,M-2

1 i+I,M-I

a¡ji+l ,O

O

O

O

Notemos que esta matriz es tridiago nal y constante para cada línea de tiempo i. El

sistema puede ser resuelto por una factorización LU. Todo esto aparece en el código en

Matlab mostrado en la figura ??

Los resultados son exactos y pueden ser mejorados realizando una refinación en la

cuadrícula de valores sin incurrir en un riesgo de inestabilidades numéricas. Ot ro camino
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function pr ec io=OpEuVel m(SO,X, r , T, s igma, Smax ,dS,dt)
M=round (Smax/dS) ;
dS=Smax/M;
N=round (TI dt ) ;
dt=T/N;
matval=zeros(M+1,N+1) ;
vetS=linspace (0,Smax,M+1) ';
veti=O:N;
vet j =O:M;
matval (:,N+1)=max (X-vetS,0);
matval (l,: ) =X*e xp (-r*dt*(N-veti)) ;
matval (M+l, : )=0;
a=0.5*(r*dt*vetj -sigmaA2*dt*(vetj. A2) ) ;
b=1+sigmaA2*dt*(vetj. A2 )+r*dt;
c=-0.5* (r* dt* vet j +s i gmaA2*dt* (vetj. A2 ) ) ;
C=diag (a (3:M) ,-1)+diag (b (2:M) )+diag (c (2:M-1),1 )
[L,U]=lu (C)
aux=zeros (M-l, 1)
for i=N: -1: 1

aux(1)=-a(2)*matval(1,i ) ;
mv=matval(2:M,i+l)
matval(2 :M,i)=u\ (L\ (matval(2:M,i+l )+aux) );

end
matval
jdown=floor(SO/dS) ;
jup=ceil(SO/dS) ;
if jdown==jup

precio=matval(jdown+1,l);
else

precio=matval (j down+1, 1) +(SO-jdown*dS) * (matval(jup+l,l )
-matval(jup+l,l))/dS;

end

F igura 5.7: Código en Matlab para el precio de una opción europea por méto do implícito .
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para mejorar la exactitud es el aprovechamiento del méto do de Crank-Nicholson; que

desarrollaremos en la siguiente apartado para una opción barrera .

bA.-Precio de una opción barrera utilizando el método
de Crank-Nicholson.

El método de Crank-Nicholson mejora la exactitud en la solución puesto que emplea

la combinación del méto do explícito y el método implícito. Aplicando esta idea en la

ecuación de Black-Scholes nos conduce a la siguiente ecuación para el mallado:

rj~S (J;-I,j+12~¡;-I ,j-l ) + rj~S ( f;,j+ 12~l,j- l )

a2p (oS)2 (Ji-J ,j+l - 2J;- I,j + Ji-J ,j- l)
+ 4 (oS)2

+ a2p (oS)2 (J;,j+! - 2f;,j + j;,j-l)
4 (oS)2

r r
2J;-I ,j + 2f;,j·

Podemos volver a expresar esta ecuación como

Donde

Tj

~(a2l- rj),

- ~ (a2l + r) , y

Ot (a2l + rj ).
4
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En este caso tenemos con una opción barrera doum-and-oui. Así, úni cament e se con

sidera el dominio dentro de S ~ Sb; y j unto con las condiciones de front era

La ecuación en forma matri cial t ambiénqu eda descríta por

(5.29)

Dond e

1 - .61 -11

-02 1 - .62 - 12

M I
- , 3 1 - .63 -,3

-'M-2 1 - .6M-2 - o M - 2

-'M-I 1 - .6.~J - l

1 +.6] I 1

0 2 1 + .62 12

M 2
13 1 +.63 13

IM-2 1 + .6M-2 oM-2

IM-I 1 + .6M-I

fi [Ji,], f;,2 • . . . , fi ,M -d
T

.

El código desarrollado en Matlab se muestra en la figura ??

b.5.-0pciones americanas.

Para determinar el precio de una opc ión europea por el método de diferencias finitas
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function precio=OpErVeEx (SO, X, r, T, s i gma, Smax, dS, dt )
M=round (Smax/dS) ¡
dS=Smax/M¡
N=round (T/dt) ¡
dt=T/N¡
matval=zeros (Mt1,Ntl )¡
vetS=linspace(0,Smax,Mt1 ) '¡
veti=O:N¡
vetj=O:M¡
matval(:,Nt1)=max(X-vetS,0 )¡
matval(l,:)=x*exp(-r*dt*(N- veti ) ) ¡
matval(Mt1, : )=O¡
a=0.5*dt* (sigma A2*vetj-r).*vet j
b=1- dt *(s i gmaA2*vetj .A2t r )
c=0.5*dt*(sigmaA2*vetjtr). *vetj
for i=N: -1: 1

f or j=2:M
matval (j,i )=max (X-dS*j, a (j ) *mat val (j-1,it1)tb (j )*
matval(j, it1) tc (j )*mat val (jt1,it 1) ) ¡

end
end
jdown=floor(SO/dS) ¡
jup=ceil(SO/dS) ¡
if jdown==jup

precio=matval(jdownt1,l) ¡
else

precio=matval(jdownt1, l)t (SO-jdown*dS) * (matval(jupt1,1)
-matval(jupt1,1))/dS¡

end

Figura 5.8: Algorit mo en Matl ab para el precio de una opc ión europea barr era ut ilizando

Crank-Nicholson.
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es por supuesto muy inst ructivo, este no es muy usual. Ya que se cuenta con una solución

analít ica para la ecuación de Black-Scholes. Sin embargo, las opciones americanas no

cuentan con dicha solución analítica y, es en esta área, dónde el método de diferencias

finitas resulta muy valioso

La principal dificultad para determinar el precio de una opción americana proviene

de la condición de frontera libre debido a la posibilidad de ejercer antes de la fecha de

expiración. Para evita r el arbitra je, el valor de la opción deberá en cada punt o del espacio

(t, S) no puede ser menor que el valor intrín seco (Le., la ganancia inmediat a que se obt iene

cuando la opción es ejercida). Para una opción americana de venta (put) esto significa

f (t, S) 2': max{X - S(t), O}.

Esta condición no resulta tan complicada al menos en un método explícito debido a

que simplemente hay que aplicar el procedimiento de f.2 con una pequeña modificación.

Después calcular f i,j , revisando debidamente la posibilidad de ejercer temprano la opción,

y el conjunto

f i,j = max[f;,j , X - jóS ].

Debido a la inestabilidad que surge al emplear un método explícito, decidimos adopta r

un método implícito. En este caso, existe una complicación adicional , como la relación

requiere el reconocimiento de los valores alrededor de Iu- Para superar esta dificultad,

recurrimos un método iterativo para resolver el sistema lineal en lugar de un método

directamente basado en factorización LV. Por ello, consideramos él método de Causs

Seidel.

Dado un sistema de ecuaciones lineales tales como

Ax e b,

se aplicará el método iterativo, comenzando de un punto inicial x (O);
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(

;-1 N )(k+l) _ (k) W (k) (k)
X; - X; -1- ~ b; - ¿a;j Xj - ¿a;j X;

aH j=1 j =;

donde k es el contador iterativo y W es el parámetro de sobr e relajación, hast a que un

criterio de convergencia sea satisfecho, tal como

donde ( represent a un parámetro de tolerancia,

Ahora supongamos que queremos calcular el precio de una opción americana de vent a

(put) aplicando el método de Crank-Nicholson, para esto se tendrá que resolver mas o

menos el mismo sistema de ecuaciones que en el apartado anterior , pero con la diferencia

de que aquí no se cuent a con una barrera para la cual el valor de la opción es igual a cero.

El sistema que se deberá resolver es el siguiente:

donde el lado derecho esta dado por

1;-1,0 -1- 1;,0

O

o

Se deberán tomar en cuenta los acostumbrados términos adicionales para la condición

de frontera de una opción de venta (put). Para el método de sobre relajación se deberá

tomar en cuenta la forma tridiagonal de la matriz MI y el ajuste para un ejercicio tem

prano. Sea 9j , el valor intrínseco cuando S = jóS . Con esto cont amos con una estructura

iterativa para cada línea de tiempo i ,

¡ (k+ l )
i2

{
(k ) W [ ( ) (k) f (k )J}

max 91, J;I + 1 _ 131 TI - 1 - f31 Ji! -1- 11 i2

{
(k ) W [ (k +l) ( a )f(k) ¡(k)j}

max 92, Jn + 1 _ 132 T2 + Q2Ji1 - 1 - fJ2 i2 + 1 2 i3
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{
(k ) W (k+ l) (k) }

ma x gM-I, !;,H-I + 1 _ fJM-l hl - 1 + QM- I !i!' f -2 - (1 - ,BM- 1) ! ;M _¡] .

Cuando pasamos de una línea de t iempo a la siguiente, es razonable inicializar la

iteración con un vect or igual a la ultim a salida de la línea de t iempo previa . El código en

Matl ab se despr ende en la figur a ??
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function preci o= OpAmVe CN ( SO, X, r,T , sigma, Sma x, d S, d t , o me g a , t o l )
M=ro und «Smax- Sb ) /d S) ; d S=(Smax- Sb) / M;
N=round (T/dt ); dt=T /N;
o l dv a l =z e r o s(M- 1 , 1) ;
newval=zeros (M-1,1) ;
vetS=linspace (O,Smax, Mt 1 ) T;
veti= O:N;
vetj=O:M;
ganancia=max (X-vetS(2 :M),O ) ;
pastval=ganancia;
valfrontera =X*exp(-r*dt*(N-veti )) ;
a l pha=O.25*dt* (s igma Á2* (vetj . Á2) -r*vetj ) ;
beta=-dt* O. 5*(s i gma Á2*(vetj.Á2) tr) ;
gamma=O.25 *dt* (si gma Á2* (vetj. Á2)tr*vetj) ;
M2=diag(alpha(3 :M) ,-1 )tdiag (ltbeta(2:M))tdiag (gamma( 2:M- 1),1);
aux=zeros(M-1,1) ;
f o r i =N: - 1: 1

aux(1)=alpha(2)*(valfrontera(1,i)tvalf r ontera (1,it1)) ;
rhs=M2*pastval(: )taux;
o l dv a l =p a s t va l ;
e r ro r=REALMAX ;
wh i l e tol<error

newval ( l ) =ma x (g a na n c i a (l ), oldval (l)t omega/ (1-beta (2) )
* (r h s (1 ) - (1- b et a(2))*o l dv a l (1) tgamma (2)* oldval (2 )) ) ;
f or k=2;M-2

newval (k)=max (g a na n c ia (k) ,o l dv a l (k ) tomega/ (1- b et a(2))
_________* (rhs (k)talpha(kt1 ) *newval (k - 1) -( 1- b e t a (kt 1 ))*o ldva l (k)

tgamma(k+l)*oldval(kt1) )l;
end
newval(M-1)=max(ganancia(M-1),oldval(M-1)+omega/ (1-beta(M))
* (r hs (M- 1 ) +a l pha (M) *n e wva l (M-2 ) - (1 - b e t a (M) ) * o l dva l (M-1 ) ) ) ;
erro r = norm( newval-oldval);
o ldval=newval;

end
past val =n e wva l ;

e nd
newval= [valf rontera ;newval;O ]
jdown=floor«SO-Sb)/dS) ;
jup=ceil«(SO-Sb)/dS ) ¡
if jdown==jup

precio=matval (jdownt1, 1 ) ¡
else

precio=matval (jdown+1,l )t(SO-jdown*dS )* (newval (juptl,1 ) ) /d S;
end

F igura 5.9: Algoritmo en Matl ab para el precio de una opción americana.
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Anexo C: Evaluación del Modelo de

Black & Scholes.

En este apartado se describen brevemente, los tres caminos distintos para obtener la

formula de Black & Scholes

Para las tres aproximaciones supondremos que el precio del stock evoluciona de acuerdo

a la siguiente ecuación:

ss,
S; = Ildt + adW (5.30)

Donde dW es un proceso de Wiener estándar. Y al aplicar el lema de Ita en la función

V(t,5)2 obtenemos

(5.31)

Primer aproximación para derivar la formula de Black & Sholes

Esta primer aproximación se basa en la idea de construir un portafolio Autofinanciado",

con una inversión de <Po de efectivo y <p¡ de activo, el cual reemplac el valor de la opción

en cualquier momento .

De esta manera, el valor de este portafolio es

2se supon e que SI = S

3En tiempo continuo un por tafol io V(4)) es autofinanciado sí y solo sí dV = t/>odSo+t/>ldS I +...+4>ddSd
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y

(5.:32)

por ser un portafoli o autofinanciado, además dSo = Sordt por ser dinero en efect ivo libre

de riesgo. Sustituyendo dSo y d.S¡ de acuerdo a la ecuación 5.42 en 5.44, tenernos que

rPoSordt + rP¡¡;,S¡dt + rP¡oSdW,

(rPoSor + rP¡¡;,S¡)dt + rP¡ oSdW,

(5.33)

(5.34)

Ahora, si querernos que el portafolio 11" replique a la opción necesitarnos que 11" y V sigan

las mismas ecuaciones diferenciales parciales, por ta nto ,

1 2 2
\!¡ + 20 S Vss + ¡;,SVs ,

oSVs

(5.35)

(5.36)

y si hacemos rP¡ = Vs, 5.47 se reduce a rPoSor = \!¡+ ~02S2VSS' Con esta elección 11" = V ,

se puede escribir rPoSo = 11" - rP¡S¡ = V - SVs. Al sustituir estas variables en la ecuación

anterior se obtiene

1 2 2
~ + 20 S Vss + rSVs - rV = O

que es la ecuación de Black & Scholes

Segunda aproximación para derivar el modelo de Black & Scholes

En esta par te elegimos un portafolio el cual replica al efect ivo, a diferencia de la sección

anterior donde se buscaba replicar a la opción. se construye el siguiente portafolio



n = \1 - 6.S,

que consiste de una opción y una venta en corto del activo S entonces

dIl dV - 6.dS

(\tí + ~a2S2Vss + J.1S(VS - 6.)) dt + aS (Vs - 6.)dW

Elegimos 6. = Vs a modo de eliminar él termino que cont iene a la diferencial estocástica

dW. Ahora el portafolio crece con una tasa determinis ta . Mediante un argumento de

ausencia de arbi traje, esta tasa debería ser igual a r , i.e.

dIl = (\tí + ~a2S2Vss) dt = rIldt = r(V - SVs)dt.

Al reordenar esta ecuación obte nemos finalmente la de Black & Scholes.

Tercer aproximación para derivar el modelo de Black & Scholes

En la medida del mercado ¡P ,

dS ( J.1-r)S = J.1dt + adW = rdt + a dW + - a - dt .

Si 7 es suficiente bien comportado, podemos reescribir dW + 7dt como dW ' , un

movimiento browniano estándar bajo una medida de probabilidad equivalente (y en este

caso única) ¡P'. Esto es una consecuencia del teorema de Girsanov. Bajo esta nueva

medida

dS dW 'S = rdt+ a
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Puesto que la tasa promedio de crecimiento del stoc k bajo esta nueva medida es r ,

reconocemos a, ¡P* como la medida ajustada al riesgo. De hecho puede, ser verificado que

el proceso de precios relat ivos Z = So IS es una mart.ingala baj o esta medida. Ahora que

si V (t , S) es el precio de una opción, entonces el lema de Ita nos proporciona

En la medida ajustada al riesgo, todos los act ivos crecen a la tasa promedio r , i.e.

podemos escribir

integrando hast a el instante t y reorganizando los términos se obtiene la ecuación de Black

& Scholes.
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