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Introduccion.

Los objetivos del presente trabajo de tesis son: 1) analizar un modelo de evalua-
cién de proyectos de inversién para la explotacién de recursos no renovables mediante la
metodologia de opciones reales; dicho andlisis centra su atencién en el modelo planteado
originalmente por Brennan y Schwartz (1985), 2) describir la valoracién de las opciones

financieras y, en consecuencia, la de las opciones reales.

Para ello, planteamos las hipdtesis siguientes:

1.- El empleo de las opciones reales en la evaluacién de los proyectos de inversién aumenta
su valor mediante la consideracién de oportunidades / hecho fortuitos que permitan

incrementar el valor mediante la flezibilidad;

2.- El valor del proyecto planteado por Brennan y Schwartz (1985) estd modelado por una
ecuacién diferencial parcial (EDP) con adecuadas condiciones de frontera; para este
modelo, el método de Diferencias Finitas proporciona una excelente aproximacion

al valor del proyecto.

Las herramientas empleadas para realizar este trabajo estdn enmarcadas dentro de la
evaluacién de opciones por: valoracién neutral al riesgo, por arbitraje bajo la hipdtesis

de mercados completos y portafolios autofinanciados.

Ademsés, nuestro andlisis estd circunscrito por la teorfa de los procesos estocédsticos,
en concreto por el uso de martingalas, tiempos de parada, descomposicién de Doob,
movimiento browniano y Lema de It6; y dentro del analisis ndmerico para EDP el método

de diferencias finitas explicitas.



Algunas referencias sobre la evaluacién de proyectos de inversién para la explotacién
de recursos no renovebles, que emplean la metodologia de las opciones reales y que se ha
constituido en un ejemplo cldsico en su tipo de modelado, ha sido presentada originalmente
por Brennan y Schwartz en 1985, ahi es evaluada una mina de cobre considerando la opcién

de apertura, cierre y abandono de las operaciones.

La estructura de la tesis consta de dos partes, la primera basa en los capitulos 1,2 y
3 la presentacién del entorno de evaluacién de las opciones, comenzando por describir la
Teoria de las Opciones Financieras, seguido por la descripcién de la Teoria de las Opciones

Reales.

En ellos, entendemos por opcién a una decisién contingente que entrega la posibilidad
de tomar ciertas acciones una vez despejada la incertidumbre, en este sentido, una opcién
financiera entrega a su poseedor el derecho pe;o no la obligacién de comprar (o vender
segun sea el caso) un activo a un precio determinado de antemano conocido como precio

de ejercicio.

Algunos tipos de opciones financieras —quizas las mds conocidas— son: las europeas,
es decir, aquellas que sélo pueden ser ejercidas en la fecha de vencimiento; las americanas
se pueden ejercer en cualquier tiempo antes de la fecha de maduracién o en la fecha de
maduracién. Por lo anterior, su estructura de valoracién presentada en el capitulo 2, es
la siguiente: En las opciones europeas hemos buscado construir un portafolio que iguale
el valor de la reclamacién contingente o valor de la opcién en la fecha de vencimiento.
Cabe hacer énfasis que mediante la hipéesis de neutralidad al riesgo es posible descontar
el valor del mismo a la tasa libre de riesgo, esto se logra bajo el empleo de la hipétesis
de mercados completos en donde no existen oportunidades de arbitraje. Es decir, no hay
la posibilidad de generar dinero sin arriesgarlo con una apuesta previa. Dicho mercado
se obtiene cambiando la medida de probabilidad del precio del activo subyacente, de tal
manera con el portafolio se logra realizar una cobertura completa del riesgo adquirido por

parte del emisor.




Para el caso de las opciones americanas, por un lado, tenemos que su valor se puede
describir como un problema de tiempo de parada éptimo o equivalentemente como una
supermartingala, en este caso, se trata de avanzar recursivamente en retroceso en el tiempo
empezando en la fecha de maduracién para luego tomar el maximo de entre el valor por
ejercer la opcién al dia de hoy o el valor presente de la misma que se ejerce en una fecha
posterior. Por otro lado, utilizando la descomposicién de Doob es separado el valor de la
opcién americana en una martingala y en un proceso predecible no decreciente con valor
inicial igual a cero. Nuevamente, bajo el supuesto de mercados completos se construye un
portafolio igual a la martingala y su valor resulta ser mayor o igual al valor de la opcién
americana, con el cual se logra una cobertura completa del riesgo adquirido por parte del

emisor.

Posteriormente, en el capitulo 3, presentamos las opciones financieras sobre activos
reales, dichas opciones adoptan el nombre de opciones reales y de manera general es
conocida como Teoria de Opciones Reales (TOR). Donde el activo real puede ser una
mina, una plataforma, un pozo, un edificio un terreno o maquinaria. Algunos ejemplos
de opciones reales son: opcién de abandono, de cierre, de cambio de escala. de diferir la
realizacién del proyecto, de apertura, por mencionar algunas. El hecho més importante a
tomar en cuenta sobre las opciones reales es que el valor de una opcién o decisiéon adoptada

sobre el desarrollo del proyecto es la fleribilidad.

Practicamente como los gerentes o directivos financieros estdn tomando las decisiones

dia a dia, estamos tratando con opciones del tipo americano.

Pero, jcudles son las ventajas de la metodologia de opciones reales sobre la metodologia
tradicional como el Valor Presente Neto (VPN), la Tasa Interna de Retorno (TIR), o los
métodos actuariales tradicionales? Las ventajas mds relevantes son: que Ja metodologia
de opciones reales asigna valor a la flexibilidad, es decir, incorpora la habilidad que los
tomadores de decisiones puedan adaptar el proyecto al entorno en el que se va desarrollan-
do para ejercer la opcién real en el momento apropiado. Otra ventaja es, que incorpora
el riesgo en la valoracién, manteniendo un importante y a primera vista desconcertante

resultado que muestra que en ambientes de incertidumbre se puede conducir el valor del




proyecto adaptdndolo segin se van presentado los escenarios contingentes. Enfatizamos

que las opciones reales resultan complementarias a la metodologia de valoracién actual.

Las desventajas que suelen presentar son: el grado de dificultad en su cdlculo dada la
complejidad de los modelos casi artesanal para los diferentes tipos de proyectos. Otra es
que el precio del bien (commodity) se supone como un movimiento browniano pero, no
stempre, se argumenta adecuadamente el sentido de esta hipétesis. Por ejemplo, al exten-
der el argumento a proyectos de investigacién y desarrollo, la mayoria de los aplicadores
de opciones reales siguen manteniendo este supuesto. De hecho, no existe un modelo

general que se pueda aplicar a cualquier proyecto de inversién.

De esta manera surge la pregunta ;jcudndo es conveniente utilizar métodos tradi-
cionales y cuando Opciones Reales? Por un lado. es aconsejable utilizar métodos tradi-
cionales cuando el desarrollo del proyecto sea estable o si los precios del bien (commodity)
son modelables linealmente. Por el otro, es conveniente utilizar opciones reales cuando
existe un ambiente de alta incertidumbre en los pardmetros del proyecto o cuando los

plazos del proyecto son largos;

La segunda parte de la tesis se compone de los capitulos 4 y 5, en estos la finalidad es
presentar el modelo planteado por Brennan y Schwartz. Ahi es modelada la explotacién de
una mina de cobre que cuenta con tres decisiones a considerar que son: cierre temporal,
apertura, o abandono, con ellas e] duefio o el gerente puede ejercer continuamente la
opcién de abrir, cerrar o abandonar, por abrir o cerrar la mina se incurren en costos de

operacién, mientras que el abandono no representa desembolso alguno.

Posteriormente, el valor de la mina bajo cualquier politica de operacién es obtenido al
considerar el retorno de un portafolio compuesto por dos posiciones una larga en la mina
y una corta en contratos futuros sobre el bien (commodity). ;Que duda cabe que bajo
una combinacién adecuada de instrumentos financieros? entonces el portafolio contiene
diferentes intensidades de incertidumbre, esto junto con la hipétesis de que no existen
oportunidades de arbitraje nos lleva a concluir que el portafolio debera rentar la tasa libre

de riesgo, con ello la dindmica queda modelada por una ecuacién parcial que describe el



(@]

crecimiento del valor de la mina.

Por dltimo, en el capitulo § son descritos algunos métodos numéricos y su aplicacion
para resolver problemas de opciones reales. Como ejemplo, del modo de operar de estos

métodos numéricos se considera un proyecto caso con la opcién de diferir la inversion.




Parte 1

Preliminares.



Capitulo 1

Posiciones y Estrategias de

Inversion.

El dltimo decenio ha sido testigo de un crecimiento impresionante de los llamados mer-
cados financicros secundarios o de derivados. no sélo en cuanto a volumen, sino también
en cuanto a la diversidad de los productos que en ellos se negocian.

La matemdtica que se precisa para el correcto manejo de los nuevos instrumentos
financieros es avanzada y muy rica. Mé4s atin, las innovaciones permanentes de estos
mercados requieren de una nueva malemdtica dando asi lugar a un nuevo campo de
investigacion.

El objetivo de este capitulo es describir los aspectos bésicos de las matemaéticas de
los productos derivados y, particularmente, de los contratos de opciones. Aqui se analiza
tanto el fundamento econémico de los modelos usados como la matemaética que se requiere

para su andlisis, aunque pondremos énfasis en el proceso de modelacién.

1.1 Historia y Desarrollo de las Opciones.

Las opciones, histéricamente, surgieron como un contrato para cubrir el riesgo sobre
un cargamento fletado, como especulacién sobre el precio de las cosechas, etc. Todos

estos contratos se realizaban entre dos partes sin la necesidad de acudir a ningin tipo de




mercado intervenido por un mediador que regulase las caracteristicas de] mismo. sino que
se acomodaba a las necesidades de cada uno que quedaban plasmadas en las cldusulas
de un contrato. Este tipo de mercado llamado over the counter (OTC), que se traduce
como “no organizado”, es utilizado en la actualidad por muchas instituciones financieras
para cubrir riesgos sobre tipos de interés o sobre rentabilidad en sus productos como por
ejemplo, fondos de inversién. Las ventajas de esta modalidad, son muchas y derivan de
la libertad entre las partes de fijar las condiciones del contrato. Sin embargo este tipo de
mercado tiene grandes limitaciones debido a la escasa liquidez , ya que su posible venta
es complicada y, normalmente, hasta su vencimiento no se puede realizar el contrato.
También presenta el inconveniente de que el comprador estd asumiendo el riesgo de insol-
vencia del emisor del contrato de opcidn, sin ningtin tipo de fondo o aval que respalde la
operacion.

Por estos motivos durante el siglo XX, especificamente en los afos setenta, comienzan
a aparecer los primeros mercados organizados siendo el pionero el Chicago Board Options
Ezchange que comenzé regulando el intercambio de opciones sobre valores bursdtiles.
Desde esta fecha hasta nuestros dias han ido apareciendo mercados similares en todos los
paises desarrollados. ‘

Actualmente en nuestro pais existen lugares especializados para el manejo de las op-
ciones en sus diferentes facetas y cuya informacién acerca de cémo establecer este tipo
de contratos la podemos obtener en una manera sencilla a través de diferentes sitios en

Internet!.

1.2 Planteamiento

Es septiembre; para finales de afio vislumbra la posibilidad de participar en un negocio.
Esta participacién requerir liquidez por su parte y usted se plantea conseguir esa liquidez
convirtiendo la cartera de acciones de PEMEX que posee. En principio se le presentan
dos alternativas.

Una primera alternativa consiste en liquidar su cartera ahora e invertir el total en

!Informacién més completa en el sitio web: http://www.mexder.com.mx.
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instrumentos de rentabilidad fija asegurada como Bonos del Ahorro Nacional (préstamos
al Estado) con vencimiento en diciembre. Sin embargo, el mercado, mas concretamente las
acciones de PEMEX —aun cuando sean de alta rentabilidad—, manifiestan una volatilidad
preocupante; es decir, su rentabilidad ha ido oscilando de manera ostensible alrededor de
la renta media. Pero muy bien podria ocurrir que justo durante diciembre el precio de las
acciones no fuese alto. De manera que la alternativa mds rentable conlleva mds riesgos.
Lo que, ciertamente, no debe sorprender. Pero, ;jqué hacer?

Podemos asegurarnos contra ese riesgo comprando opcz’gmes de venta u opciones put.
Dado que una opcién put sobre un cierto activo, como acciones de PEMEX, es un contrato
que otorga a su comprador el derecho, pero no la obligacién, a vender a un precio de
ejercicio fijo, K, en una fecha de vencimiento?, una accién de ese activo. La fecha de
vencimiento serd en nuestro caso diciembre. De esta manera garantizamos un precio K
para nuestras acciones.

Por supuesto, el derecho absoluto que supone una opcién de venta (put) tiene un
precio. En otros términos, el emisor de la put asume riesgos ajenos por una prima/precio.
(A cudnto debe ascender el importe de esa prima? Si el precio es muy alto, al inversor
—usted— no le compensard, mientras que si el precio es muy bajo el emisor de la put
asume un riesgo sin contrapartidas suficientes que le permitan cubrir el mismo.

(Hay un precio de equilibrio en e] que ambas partes estén de acuerdo? Este es comiin
como el problema de wvaloracidn. Y la respuesta es que si. Es importante sefialar que
cualquier procedimiento que justifique el precio de la prima debe llevar aparejado de
algiin modo la especificacién de una estrategia de inversién (o al menos, la confirmacién
de la existencia de una) que permita al emisor cubrir sus riesgos. Este es el problema de
cobertura y, como veremos, existe un precio que cumple los requisitos anteriores.

En otras palabras, un put es un instrumento financiero derivado, es decir, su valor
depende del valor de otro activo al que se le conoce como subyacente; en el ejemplo ante-
rior las acciones de PEMEX. Necesidades de inversién, de cobertura y también intereses
especuladores promueven un crecimiento incesante del nimero y variedad de productos
derivados que se negocian en el mercado.

Paralelo, aunque no exactamente simétrico, es el contrato de opcién de compra u

opcidn call. Como bien se ha mencionado, una call es un contrato que da a su comprador

2Llamada también fecha de ejercicio.
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el derecho, pero no la obligacién, de comprar a un precio de ejercicio establecido. Los
contratos anteriores se dicen de tipo europeo porque solo se pueden ejercer en la fecha
de vencimiento. El contrato, en cambio, se llama americano si el tenedor de la opcién
de venla, puede ejercer su derecho de venta en cualquier momento anterior a la fecha de
vencimiento. Tampoco el precio de ejercicio tiene por qué estar determinado de antemano
¥, por ejemplo, podria ser el valor medio, aritmético o geométrico de las cotizaciones hasta
su vencimiento. Este tipo de contratos se conocen como opciones asidticas. Conviene
resaltar que Jas denominaciones geograficas anteriores no tienen nada que ver con el lugar
donde se negocian los instrumentos.

El comprador de la opcién de venta (put) quizé crea que la cotizacién de las acciones
subyacentes pueden bajar y en cualquier caso le resultard de interés si asi sucede. El
vendedor, por otro lado, espera/desea que las acciones suban. s esta contraposicién
de opiniones diversas sobre la tendencia futura la que hace posible la existencia de un
mercado.

Las opciones constituyen también un instrumento especulativo. Por ejemplo: una
opcién de compra (call) sobre el indice IPC de la Bolsa Mexicana de Valores (BMV) con
vencimiento el 20 de diciembre de 2001 con precio de ejercicio de 4.550 puntos cotiza
hoy una prima de 50 puntos. Hoy el IPC estd a 4.400 puntos. Si al vencimiento el [PC
alcanza los 4.650, la callle rinde a su poseedor 100 puntos: una ganancia de 50, es decir, un
rendimiento del 100%. El poseedor de una cesta de acciones que replique la composicién
del IPC, sin embargo, alcanza sélo una rentabilidad de % x 100%, es decir, del 3.4%. A
este fendmeno se le conoce en la jerga financiera como apalancamiento. Por supuesto, si
a] vencimiento el IPC vale 4.549, el poseedor de la call pierde el total de su inversién: la
prima. Por cierto, 1 punto es una cantidad fija p en el mercado {por ejemplo: 100 pesetas

en Espana, 10 pesos en México o 1 délar en EU).

1.3 Evolucién de un activo.

Nuestro objetivo es valorar una opcién de compra (call). El valor de una call depende
de la evolucién del activo subyacente. Por ello, primero centraremos nuestra atencién en

especificar un modelo para esa evolucion.



Tenemos dada una unidad de tiempo, por ejemplo, el dia. Por R denotaremos el tipo
de interés por unidad de tiempo compuesto segiin esa unidad. El valor del activo cambia
sblo en los instantes de n = 1,2, - - y permanece constante en los intervalos [n,n + 1]. El
valor del activo que se alcanza en el instante n se denotara por S,. El instante de tiempo
presente es 0. Nos interesa la evolucién hasta. el instante de tiempo N, que supondremos
es el vencimiento de la opcién de compra (call).

En el modelo mds simple supondremos que el activo tiene una rentabilidad central,
que no media, por unidad de tiempo m y una dispersién sobre ese valor central 0. La
notacién intenta sugerir que m es una rentabilidad media y que ¢ es una desviacién
tipica (0 estandar) de esa rentabilidad. Pero obsérvese que no hemos introducido ninguna
probabilidad. Es importante senalar que el caso ¢ = 0 es simplemente el de la evolucién
de un activo sin riesgo (que rinde m), y que en ese caso debe ocurrir que m = R. De
esta manera vemos que la evolucién que postulamos consiste en anadir un riesgo, una
oscilacién, a un activo que tiene una rentabilidad determinista. Es decir, postulamos que

la evolucién del activo de tiempo 7 al tiempo n + 1 sélo admite dos estados posibles:
Spat = Sp = S, x (m+0).

Si denotamos por X, una variable que toma los valores +1, entonces podemos representar

los posibles valores de S, en la forma
Snp1 = Sp(l + m+ 0Xz)
6 bien,

S‘n+l = S()H;:l(l +m+0X_,-).

Implicitamente estamos considerando el espacio muestral que consiste de las listas de

+1's y —1’s de longitud N.

Cada inversionista, en principio, si toma como base este modelo y deberd calibrar a
su gusto los pardmetros m y o y adjudicard ademds probabilidades subjetivas a cada

sucesién de X;'s.
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Es fundamental suponer que el modelo de mercado que estudiemos cuente con la
peculiaridad de que el precio de un activo en un momento dado recoge toda la informacién
sobre el activo disponible en ese instante, y que, por tanto, la evolucion futura de un activo
depende sélo del precio actual y no de la trayectoria seguida hasta ese instante. En otras
palabras, las probabilidades a asignar a las transiciones deben hacer que el proceso S, sea

markoviano.

Supondremos incluso que las X; son independientes e idénticamente distribuidas, lo
que por supuesto garantiza la markovianidad. Digamos que [P (X; = +1) = p, de manera
que el modelo contiene tres pardmetros m, &, p a determinar por el inversionista.

Este tipo de modelos para la evolucién de activos en mercados financieros fueron
introducidos por Bachelier (ver [Bal)en su tesis doctoral Theorie de la spéculation, en
Paris, en 1900. Bachelier, sin embargo, postula que el propio valor del activo, y no su
rentabilidad, sigue un camino aleatorio. Mas atn, Bachelier analiza la evolucién continua
del proceso de evolucién de S; y para ello crea el concepto y el primer desarrollo tedrico
del movimiento browmiano en una frase bien conocida: “El movimiento browniano, una
Joya de la fisica moderna, es un descubrimiento botdnico cuya teoria matemaética tiene
su origen en las ciencias sociales”. Pero, en primer lugar, la evolucién anterior depende
de la subjetividad de cada inversionista. Y, en segundo, lugar, el modelo no incorpora el
aspecto econémico fundamental, a saber, que si ¢ = 0, entonces m = R. Antes, de manera
literaria aunque correcta, hemos comentado que eso se debia a que si o es cero, entonces
nuestro activo no tiene riesgo y debe ser un préstamo sin riesgo. La argumentacién
econdmica que justifica este razonamiento se basa en la nocién fundamental de arbitraje,
o mejor, de que en un mercado completo las oportunidades de arbitraje duran muy poco

tiempo.

1.4 Arbitraje.

El diccionario de la Academia define arbitraje como: operacién de cambio de valores

mercantiles, en la que se busca la ganancia aprovechando la diferencia de precios entre unas
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plazas y otras. En el sentido més técnico que emplearemos, denominaremos oportunidad de
arbitraje a una estrategia de inversién con capital inicial cero que garantiza un rendimiento
positivo. En el mercado financiero operan un gran ndmero de personas dedicadas al
arbitraje dedicados a localizar y explotar oportunidades de arbitraje. Estas oportunidades
de arbitraje duran poco tiempo y se compensan unas con otras, dada la efectividad de
los arbitrajistas. Es una hipétesis razonable, cuando se estd pronosticando a medio plazo,
suponer que tales oportunidades no existen. Los creadores del arbitraje cumplen pues

una importante funcién sanitaria en los mercados financieros.

Si o = 0, pero m > R, entonces se crea una oportunidad de arbitraje: simplemente
compramos una unidad de activo con dinero que hemos pedido prestado. Al cabo de N
unidades de tiempo tenemos garantizada una ganancia igual al valor del activo menos el
valor del préstamo a devolver. Es decir, una ganancia de (m — R)(1+ R)" (que tiene
crecimiento exponencial). Si fuera m < R el argumento es analogo, siempre y cuando
tengamos en cuenta la posibilidad de un short-selling, es decir, de ventas ol descubierto, en
suma que uno puede vender acciones que no tiene (responsabilizandose de su rentabilidad).
Aunque claro, si o es pequeio, entonces debiera darse que m es préximo a R. De hecho, es
facil ver (con una argumento similar al anterior) que si no hay oportunidad de arbitraje,

entonces |m ~ R| < o.

Pero, jc6mo incorporar de manera eficaz la ausencia de oportunidad de arbitraje en la
valoracién de opciones? A este punto insatisfactorio se llegé en el siglo pasado alrededor
de los afios sesenta con Samuelson (ver [Sa]), quien modelé por vez primera la rentabilidad
como un recorrido aleatorio, o lo que es lo mismo, postulé que los activos siguen recorridos

aleatorios geoméiricos.

1.5 Volatilidad.

La volatilidad es la palabra mas usada y quizd menos entendida en el mundo de

las opciones. Volatilidad simplemente significa movimiento, pero este concepto no es



asimilado bien por los operadores de acciones y futuros, los cuales estdn acostumbrados
a pensar en términos de direccién y no de variabilidad. Un 10% arriba y un 10% abajo
son iguales en términos de volatilidad, pero no para aquél poseedor de un activo para el
que un 10% para arriba es “bueno” y un 10% para abajo es “malo”.

Al operador de opciones también le interesa la direccion del mercado. Pero a diferencia
con el operador de contado, el operador de opciones cstd también muy interesado en la
variabilidad del mercado. Si el mercado de contado no fluctia demasiado, las opciones
disminuiran de valor debido a que se reduce la probabilidad de que el mercado se desplace
hacia un determinado precio de ejercicio. En resumen, la volatilidad es la medida de la
variabilidad del mercado. Los mercados que varian poco son mercados de baja volatilidad,
los mercados que varian mucho son mercados de alta volatilidad. Entonces se intuye que

algunos mercados son maés volétiles que otros.

1.5.1 Volatilidad en Mercados Financieros.

Los mercados financieros operan de manera casi continua, de modo que la cotizacién
de un activo queda mejor representada por un proceso continuo .S;, donde t es ahora un
numero real positivo.

Queremos hacer que la unidad de tiempo empleada tienda hacia cero. Pongamos que
la unidad de tiempo tiene tamafio At en términos de un afio (en el caso de cotizacién
diaria At = 3é—5). Sea T el instante de vencimiento que escribimos T' = NAt, donde N
es un nimero natural. Asi que N — oo equivale a At — 0. Supondremos que el tipo
de interés anual compuesto continuamente es R, de manera que en el modelo de tiempo

discreto debemos tomar un tipo de interés Ry = RAt. Asi (1 + RN)N — eRT.

La volatilidad anual de un activo se define como la desviacidn tipica de los rendimientos

anuales. Se suele denotar por ¢ y se expresa en tantos por cientos. Es decir,

Sy -
o = desviacién tipica (M> )
hoy
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Y con las hipétesis de independencia y de distribucién idéntica anteriores:

S+ At)
Sy '

oV At = desviacién tipica (
Haciendo que At — 0 se obtiene bajo una probabilidad (con riesgo-neutro) P que se
torna imposible la oportunidad de arbitraje:

1. La cotizacién del activo se rige por la ecuacién diferencial estocdstica
dSL = S[(Rdt + UDBg).

En particular, bajo esa probabilidad el rendimiento medio del activo es el marcado
por el tipo de interés sin riesgo.
2. El valor en tiempo t, V; de una opcién de compra (call) con vencimiento Ty precio de

ejercicio K viene dado por la férmula de Black-Scholes.

V= Ep (St~ K)*|R) = e T S,®(dy) — e T KD(d_), (1.1)

donde F; es la filtracién natural del movimiento browniano {es decir, F, representa la. in-
formacién generada por las cotizaciones hasta el tiempo t), ¢ es la funcién de distribucion

de la norma} estdndar y

log (%) + (R+ %) (T —1)
dy = - .

T—-t
3. V; satisface la ecuacién de evolucién

Ve

2
02528 Yi + RSth

1
z —Ll_R=0. 1.2
ot 2 052 oS R (12)

Que mediante el cambio de variables

e’—§
K
r=(T-0)30
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donde & y (3 son constantes adecuadas, reduce la ecuacién (1.2) a

oW oW
ar 0z

El lector informado reconocera el papel de la férmule de Feynman-Kac en que la
solucién de una ecuacién en derivadas parciales como (1.2) pueda expresarse mediante

esperanzas condicionadas como las de (1.1).

Es fundamental observar que en la férmula {1.1) s6lo aparece ¢ y que no aparece la
rentabilidad media del activo. Se trata de un hecho contraintuitivo (en los afios setenta)

caracteristico de la mistica asociada con la férmula de Black-Scholes.

Por otro lado, hemos pasado ligeramente sobre un hecho bdsico. La definicién de ¢
no especificé bajo que probabilidad debfa calcularse ésta: sobre la probabilidad “real” o
sobre la probabilidad “objetiva=riesgo-neutro”. La razdn es que a posterior: da igual.
esto es una consecuencia importante del conocido teorema de cambio de probabilidad de

Cameron-Martin/Girsanov del cdlculo estocastico.

.Y las opciones americanas? Basta decir que desde el punto de vista de las ecuaciones
en derivadas parciales su valoracién y la decisién de cudndo ejercer constituyen un pro-
blema de frontera libre y se trata de un problema de tiempo optimo de parade de una

supermartingala.



Capitulo 2

Teoria de las opciones financieras.

En este capitulo se abordardn las ideas principales relacionadas con la teorfa matematica
de Jas opciones europeas y americanas. Bésicamente abordaremos el modelo de mercado
financiero discreto, es decir, de manera mds simple al conjunto de activos o bienes con
precios que cambian en el tiempo y cuyos valores de esos cambios son registrados de forma
discreta. Posteriormente, es determinado el precio de las opciones europeas y americanas
para un activo. Nuestras herramientas principales son los conceptos de martingalas y
tiempos de parada. Las [uentes bibliograficas principales de este capitulo son: [La-La],
[St].

2.1 Activos financieros y estrategias.

2.1.1 Activos financieros

Un modelo de mercado financiero discreto es un conjunto de activos en donde el precio
de cada uno de ellos en cada tiempo j es una variable aleatoria. Por ello el modelo ha de
considerar la construccién de un espacio de probabilidad (2, F,IP}. Aqui €2 es un conjunto
finito que describe al conjunto de resultados en una filtracién {F;},, que indica para

cada indice j que hay un conjunto F; de formas o maneras de hacer preguntas acerca del

18
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precio al tiempo j al observar como evoluciona en el periodo de interés es denotada por
F;. Hay que notar que al inicio del proceso la informacién proporcionada o experiencia
es infima. Esto se traduce en que las forma de hacer preguntas se reduce a Fp = {Q.0}.
Conforme va transcurriendo el tiempo se conoce mejor el proceso precio y por lo tanto:
F; O Fy para j > k.

En el presente andlisis, consideramos un mercado que se compone de d + 1 activos,
cuyos precios al tiempo j son variables aleatorias no negativas S?, Shi S’f medibles con
respecto a F;. El vector S; = (S]Q, S;, o ,S}i) se conoce como vector de precios al tiempo
J. Aqui el superindice 0 denota al precio de mercado (Spot) del activo que evoluciona sin
riesgo y los superindices 7 > 1 indican a los precios que evolucionan bajo incertidumbre,
es decir, SY representa un activo sin riesgo y 5§ = 1. Ante la consideracion de una tasa
libre de riesgo r constante, entonces S? = S3(1+r)7 = (1+7)’. Como bien se puede ver,

el coeficiente 83, = §l(y es el llamado factor de descuento.
7

En resumen, los activos numerados desde 1 hasta d son llamados activos con riesgo y

el activo numerado con 0 es sin riesgo.

2.1.2 Estrategias.

Una estrategia estd definida como un proceso aleatorio ¢ = {( ?, ;-, .. "¢?)}0<]‘<N
con valores en IR*™! | donde ¢§ denota la cantidad respectiva del activo ¢ en el tiempo j.

¢ que es predecible, i.e. parai e {0,1,...,d} se tiene que.

¢h es Fo—medible,
¥, para j > 1: ¢} es F;_,—medible.

Esta hipdtesis dice que las posiciones en el portafolio al tiempo j (¢?, (A ¢‘;) son

decididas con respecto a la informacién disponible al tiempo j — 1 y se conserva constante

hasta el tiempo j.

El valor del portafolio al tiempo j es el producto escalar



d
Vi(o) = (¢;.85) = 3_ ¢S],
T O
y su valor descontado es

VJ(‘?) = ﬂ](¢j75_7> = (f,bj-,gj),

donde 38 = §15 y S’j = (1,,6]-5]!, o ,,8]-5;1) es el vector del valor presente de los precios.
7

Se dice que una estrategia es autofinanciable si la siguiente relacién se cumple para

toda j € {0,1,...,N — 1}

(65, 55) = (D511, S5)-

Esta relacién se interpreta de la siguiente manera: al tiempo j después de conocer
Sj, el inversionista reajusta su portafolio pasando de la composicién ¢; a ¢4, sin que el
inversionista aporte o retire fondos. Se conoce también como ajuste del inversionista al

mercado.

Observacién 2.1.1 La igualdad (¢;, S;) = (¢jn1,S;) es equivalente a

(G541, S501) — (@5, S5) = (Dsiv1, Sitn — S5,

0, en consecuencia, también
Visr(9) = Vi(d) = (ds+1, Sirn — S5

Por esta razén, al tiempo 7 + 1, la diferencia (@;11, Sj+1) — {@j+1, S;) representa la
ganancia neta por variacién del valor del portafolio entre el tiempo j y 7+ 1. Una
estrategia autofinanciable es. Una estrategia para la que las variaciones de] valor del

portafolio provienen tinicamente de los movimientos intrinsecos de los activos.
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La siguiente proposicién pone en claro ciertas observaciones en relacién con el valor
presente. En el ambiente anterior y con la misma notacién e hipétesis se tiene la siguiente

proposicion.

Proposicién 2.1.1 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

i) La estrategia ¢ es autofinanciable.

i) Para todo i € 1,..., N, el valor del portafolio es incremental
J
V(o) )+ D (fr ASk)
k=1

donde ASy es el vector S, — Si_1.

i11) para todo j € 1...., N, el valor descontado del portafolio es

V( Z ¢k7ASk

donde ASy, es el vector incremental Sy — Sy_; = BeSk — Be—1Sk—1.

Demostracion:

La equivalencia entre %) y 1) resulta de la observacién 2.1.1. La equivalencia entre 1)

y 1) se obtiene del hecho que {¢;,S;) = ($j41,S;) si y sélo si {¢;, S S;) = {$41,5;) para
cadaj=0,...,N. g

Esta proposicién muestra que si un inversionista sigue una estrategia autofinanciable,
entonces el valor presente de su portafolio queda determinado por la riqueza inicial y
el proceso {(¢},.. ,,QS‘j)}OSjSN, debido a que AS? — AS?_; = 0. De hecho, pueden ser
obtenidas estrategias autofinaciables para cualquier valor inicial del portafolio, como lo

muestra la siguiente:
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Proposicién 2.1.2 Para cualquier proceso predecible {(¢}, . .. , %) Yo<j<n ¥ pare cualquier
variable Vy que es Fo—medible, entonces existe un wnico proceso predecible {d)?}osjs,\z tal
que la estrategio {¢2}oc;cn = {(¢}, ..., 99 }ocsen es autofinanciable y el valor inicial de
dicho portafolio es Vj.

Demostracién:

Sea {#;}o<j<n una estrategia autofinanciable y el valor inicial del portafolio Vg, y por

la proposicién anterior se tiene que

. i ~ i i .
Vi(@) = 69+ ¢1. 88+ + 6058 = Vo + S (GEASE + - + $EASH)

k=1
por lo que para j = 0 obtenemos

To(8) = Vo) = 62 + 64,54 + - + 8.5t

De hecho, d)? queda determinado de manera \nica por:

g0 = | Vol®) = (9650 + -+ ¢5.55) para j =0y
T | Vol) + SEHGEASE 4+ $IASH — (SUSL) -+ ¢5(S)) e

AN

con ello concluimos que {¢§-’} es predecible, ya que, V; es Fop—medible y la estrate-

0<j<N
gia {( },...,qﬁ?)}ostN también es predecible, para i € {1,...,d} y k€ {0,...,j - 1}.

Por todos los argumentos anteriores Si es Fy—medible . g

2.1.3 Estrategias admisibles y arbitraje.

Formalmente, consideraremos cuando se tienen valores negativos de (d)}), por ello se

adopta la siguiente convencién:

Si ¢? < 0, significa que tomamos prestado en el mercado de activos sin riesgo la can-

tidad |#9], en otros términos
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si éj- < 0 paraz > 1. Esto significa que se adquirié una deuda en activos con ricsgo por
ventas al descubierto, es decir, por ventas que hacemos sin tener posesion de los activos.
Sin embargo las cobramos con el compromiso de entregarlas en el futuro. Entonces.
los préstamos y las ventas al descubierto estan permitidas, siempre y cuando el valor del
portafolio sea positivo o nulo en todo instdnte para que el inversionista esté en condiciones

de reembolsar sus préstamos.

Definicién 2.1.1 Una estrategia ¢ es admisible si es autofinancible y Vi(¢) > 0 para
toda j € {0,1,...,N}.

En finanzas la palabra arbitraje significa la oportunidad de hacer direro sin arries-
garlo. En los mercados eficientes tales oportunidades no pueden existir por un intervalo
significativo de tiempo, ya que antes de que ocurra los activos se mueven para eliminarlos.
Para evitar en el modelo del mercado las oportunidades de arbitraje, se deberan excluir
aquéllas estrategias tales que sin arriesgar dinero o bienes permiten obtener una ganancia.
Con la siguiente definicién quedan determinadas matematicamente las estrategias que dan

lugar al arbitraje.

Definicién 2.1.2 Una estrategia de arbitraje es una estrategia admisible con valor inicial

cero (Vo(@) = 0) y con valor final distinto de cero (Vi (o) > 0).

Por lo que los modelos deberdn excluir Ja oportunidad de arbitraje lo cual serd el

objetivo de la siguiente seccién con la nocién de martingalas.
2.2 Martingalas y arbitraje

En esta seccién se tratard la relacién entre martingalas y arbitraje, por ello para los

lectores no familiarizados con tales conceptos se recomienda revisar el Apéndice A.2.
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ITay que observar que la ausencia de oportunidad de arbitraje da lugar a operaciones

comerciales justas. FEsto también se entiende como la falta de friccién en el mercado.

2.2.1 Transformada de martingala.

En esta seccion, consideraremos un espacio finito de probabilidad (Q, F,IP), con F =
P) y Vw € Q,P({w}) > 0, equipada con una filtracién {F;}ocj<n- Una sucesion de
variables aleatorias {X;}o<j<n estd adaptada a la filtracion {F;}oc;j<n si para toda j, X;

es F;—medible.

Definicién 2.2.1 Una sucesidn adaptada de variables aleatorias {H;}oc;<n €s predecible

si, para toda j > 1, entonces H; es F;_; — medible.

Proposicién 2.2.1 Sea {M;}o<;<n una martingala con respecto a la filtracion {F;}o<j<n
v {H;}ocj<n un proceso predecible con respecto a {Fj}o<jen. St AM; = My — M;_;. en-

tonces el proceso {X;}oc;<n definido por:

Xo = HoMy,
Xj [‘10M0+H1AM1+"'+HJ'AM]' para j 2> 1

es una martingala con respecto a {F;}o<j<n

A {X;} se le llama “martingala transformada” de {M;} por el proceso {H;}.

Demostracién:

Dado que {X;} es un proceso adaptado a {F;}o<j<n, entonces para j < 0 tenemos

ElX;r — X;1F] = E[Hn(Mn — M;)|F;]
= HinE[M; — M;|F;] =0,

es decir,

IB[X;1|F5] = B[X,;]F;] = X;



lo cual demuestra que {X;} es una martingala.

La siguiente proposicién es util para la caracterizacién de martingalas.

Proposicién 2.2.2 Una sucesion adaptada de variables aleatorias reales {M;} es una

martingala st y sdlo si para cualguier sucesidn predecidle {H;}, tenemos

N
E (Z HJ-AM’]-) =0.

Jj=1

Demostracién:

Si M; es una martingala, y {H;} es un precesé predecible arbitrario, entonces la
sucesién {X;} definida por Xo =0y, para j > 1, X; = ¥V, H;AM,

por la Proposicién 2.2.1 {X;} es una martingala, y en consecuencia,

E(Xy) = [E(Xo) = 0.

Reciprocamente, si k € {1,... N — 1}, para cualquier A € Fj es posible asociar la

sucesién predecible { H;} dada por

H;=0paraj#k+1
y Hipp =14

Esta junto con la hipétesis y puesto que

B[14(Megs — M) Fi] = 0

y como la igualdad vale para cualquier A € F,. se concluye que

E(Mi1|Fe) = M. o
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2.2.2 Mercados financieros viables

Nuevamente dentro del ambiente del modelo en tiempo discreto introducido en la
primera seccién, la siguiente definicién identifica a los mercados donde no hay oportunidad

de arbitraje.
Definicién 2.2.2 El mercado es viable si no existen las oportunidad de arbitrage.

Teorema 2.2.1 El mercado es viable si y sdlo si existe una medida de probabilidad [P*

equivalente' a IP bajo la cual los precios en valor presente de los activos son martingalas.

Demostracién:

Supongamos primero que existe una probabilidad P* equivalente a IP tal que los
precios en valor presente de los activos son martingalas. Entonces, por la proposicion
2.1.1, tenemos que para toda estrategia autofinanciable {#;}o<;<n se cumple la sigujente
igualdad:

V(#) = Vo(e) + fj(m, Ay

k=1

Por otra parte, por la Proposicién 2.2.1 y el hecho que la suma de martingalas es

martingala, {17J(¢)} es una martingala bajo IP* y, en consecuencia, tenemos

E*(Vn(9)) = E" (Vo(9))-
Entonces, con una estrategia admisible con valor inicial nulo

E*(Vn(¢)) = 0
se puede decir que Vy(¢) = 0 IP* —c.s. pero IP*(w) > 0 para toda w € £ por lo que
Vn(e) = 0.

'Dos probabilidades IP! y IP? son equivalentes si y sélo si para todo evento A, IP;1(A4) = 0 si y sélo
si IP2(A) = 0. En nuestro caso IP* es equivalente a IP implica que para toda w € {2, se verifica que
P*(w) > 0.
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Inversamente, defina a I como el conjunto convexo de las variables aleatorias estrictamente
posijtivas distintas de la variable aleatoria idénticamente cero. Cion este conjunto podemos
decir que el mercado es viable si y sélo si para cualquier estrategia admisible ¢, se verifica
que, Vn(¢) ¢ .

A cualquier proceso predecible {(QJI., .. .¢‘})}05j5N, le asociamos el proceso definido por:

Gy(9) = ‘iwsz +.. +GEASE),
(=1
que es e] valor presente de la ganancia obtenida por adoptar una estrategia autofinan-
ciable ¢}, ..., ¢4 de acuerdo con la Propocicién 2.1.2 existe un tnico proceso {¢%} tal que
{(69, ¢}, ..., 99 Yocj<n que es una estrategia autofinanciable con valor inicial cero. Por
esta razén, G;(¢) es el valor presente de esta estrategia al tiempo j y, ya que el mercado
es viable, esto implica que si G;(¢) > 0 para toda j € {1,..., N} se tenga Gn(d) =0,

por tanto, G,\:(¢) ¢ I". Cabe hacer notar que atin en el caso en el que la estrategia ¢ no

sea admisible se verifica la misma conclusién. g

Lema 2.2.1 Dado que el mercado es viable, cualquier proceso predecible {(@L, ..., 8%) }o<n<n

satisface que:

Gn(g) ¢T.

Demostracion:

Supongamos que G’N(¢) € T'. Primero cuando G’j > 0 para toda j € {0,...,N}, el
mercado es no viable. Segundo, si G;(¢), definimos j = sup{k|IP(Gx(¢) < 0) > 0},
j < N-1,y IP(G;(¢) < 0) > 0 para m > j se tiene Gpm(¢) > 0. Entonces, podemos

definir un nuevo proceso {1;}o<;<ny en IR? como:

0 ik<j
¢k(w):{ sik<j

La(w)pr(w) si k>,
donde A es el evento {G;(¢) < 0}. Ya que ¢ es predecible y A es F;—medible, entonces

podemos concluir que v es predecible. Y ademas



0 si k <7,

Cr(¥ i i
) {1A<Gk<¢>)—cj(¢)) sik > J.

Por consiguiente, Gi(2) > 0 para toda k € {0,...,N} y Gn() > 0 sobre A. Que

contradice la hipétesis de viabilidad del mercado, y asi queda demostrado el lema. 5

Proposicién 2.2.3 Las variables aleatorias de la forma C’N(a‘)), con una estrategia pre-
decible ¢ en R® forman un subespacio vectorial del espacio span(Q) de todas las variables

aleatorias reales definidas sobre Q.

Demostracién:

Para un par de procesos predecibles ¢, v ¢ en IR? v otro par de nimeros reales a y b

se tiene

N N N .
aGn(¢) +0Gn(g2) = a (¢, ASL+ 01 .ASE) + Z Gy ASE + ..+ 95 ASY)
k=1 k=

N B N -
= Z( ¢ kAS;JC + ...+ a(b kASk Z b(bz kASk‘ .+ b@g‘kASk)

N

= Z(a¢1 et b¢2 k)ASIc (a(b(li,k + b¢g,k)A§g

= Gy(ags +bgn),
ag; + b, es predecible. Por tanto, C’N(qﬁ) forma un subespacio vectorial del espacio
Q. 1o

Sea V el subespacio vectorial de las variables aleatorias de la forma C’N(¢), con el
proceso predecible ¢ en IR?, de acuerdo al Lema 2.2.1 el subespacio V no se intersecta
con I'. Y, por lo tanto, con ningin subconjunto de él. es decir, no se intersecta con
K ={X e '|Y,X(w) = 1}. De hecho, como consecuencia del Teorema de Separacién
de conjuntos convexos (ver Lamberton, B [La-La], [Si]). existe una sucesién (A(w))wea

con las siguientes caracteristicas:

1. VX € K, se tiene 3, A(w)X (w) > 0.
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2. para cualquier ¢ predecible

De la Propiedad 1 se deduce que A(w) > 0 para toda w € , tal que la medida de
probabilidad IP* definida por:

P =

es equivalente a IP ya que [P*(w) > 0 para toda w € 2 Mas alin, si denotamos por IE*
a la esperanza respecto a la probabilidad IP*, entonces la Propiedad 2 nos dice que para

cualquier proceso predecible (¢;) en R? se verifica

N
E* (Z ¢kAS“k) =0

k=1

para toda i € {1,...,d} y cualquier sucesién predecible (¢}) en IR.
N . -~
E* (Z ¢;As,;) =0.
k=1

Asi que de acuerdo con la Proposicién 2.2.3, concluimos que bajo IP* los precios a

valor presente de los activos {S}},...,{S¢} son martingalas.

2.3 Mercados completos y precios de opciones.

2.3.1 Mercados completos.

Definiremos una opcién europea con fecha de vencimiento N como una variable alea-
toria h > 0, Fy—medible, que representa la ganancia que permite el ejercicio de Ja opcién.

De este modo, para una opcién de compra ( call) sobre una unidad del activo 1 cuyo precio
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al vencimiento es S} y con precio de ejercicio K, h = (Sy — K),. Una opcién de venta
(puf) sobre el mismo activo y precio de ejercicio K sera definida por h = (K - Sy),.
Estos dos ejemplos, que son en realidad los mas importantes en la prictica, h es sdlo
funcién de Sy. Sin embargo, hay otros que dependen no sélo de Sy sino de toda la
trayectoria descrita del activo subyacente, es decir, h es [uncién de Sp, Si,...,Sy. Estees
el caso de las llamadas opciones asidticas donde el precio de ejercicio es igual al promedio
del precio de la accién que ha sido observado durante un cierto periodo de tiempo antes

del vencimiento.

Definicién 2.3.1 La reclamacién contingente definida por h es alcanzable si hay una

estrategia admisible, tal que el valor del portafolio al tiempo N sea igual a h

Observacién 2.3.1 En un mercado financiero viable, es suficiente encontrar una estrate-
gia autofinanciable con valor de portafolio h a la fecha de término N para decir que h es
alcanzable. Ciertamente, si ¢ es una estrategia autofinanciable y IP* una medida de pro-
babilidad equivalente a IP bajo la cual los precios en valor presente de los activos son mar-
tingalas, entones {\7J(¢)} también es una IP* —martingala, dado que es una transformada
de martingalas. Por todo ello, para j € {0,..., N} concluimos que Vi(¢) = E*(Vn ()| F;)-
En particular cuando Vi (¢) > 0 (si V() = h), entonces la estrategia ¢ es admisible.

Definicién 2.3.2 El mercado es completo si toda reclamacién contingente es alcanzable.

La suposicién que un mercado financiero es completo es una suposicién restrictiva
que no tiene una clara justificacién econémica pues induce a la suposicién de que no hay
oportunidades de arbitraje. El interés fundamental en los mercados completos radica
en que éstos permiten el uso de una teorfa simple que se derivada del precio de las
reclamaciones contingentes y coberturas. En otras palabras, permite valorar y hacer la
cobertura de las opciones. Por un lado, valorar para conocer el precio justo o prima del
contrato y hacer la cobertura para que el vendedor de la opcién, con Ja prima que recibe,
pueda construir un portafolio y producir al vencimiento del contrato la riqueza necesaria
para garantizar el ejercicio de la opcién sin ningin riesgo. El siguiente teorema caracteriza

de forma precisa los mercados financieros viables completos.
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Teorema 2.3.1
Un mercado viable es completo si y sélo si existe una tnica medida de probabilidad

IP* equivalente a P bajo la que e] precio en valor presente dc los activos son martingalas.

La probabilidad IP* se utilizara de aqui en adelante en los calculos de precios y cober-

turas.

Demostracidn:

(a) Suponiendo que el mercado es viable y completo. Entonces, cualquier variable
aleatoria h no negativa, y que es Fy—medible puede ser escrita como h = Vy(¢), donde
¢ es una estrategia admisible que replica la reclamacién contingente h, dado que & es

autofinanciable. Por ello se tiene que

o ud -
= Vo(d) + > ¢ ASk.

<0
SN k=1

Entonces, si [P, y IP; son dos medidas de probabilidad bajo las cuales el precio en
valor presente son martingalas, entonces {VN(d))}OgjgN es una martingala bajo ambas IP,

y IP,. Se tiene que, parai=1614i =2

Ei(Viv(9)) = Ei(Vo(9)) = Vol9),

la dltima igualdad viene dada por el hecho que Fy = {@, 2}. Por tanto, también

h h
= ()= (%)

Dado que h es arbitraria? y en general, la o-dlgebra Fi es equivalente a F, entonces,

P, = P,, lo que prueba la unicidad.

25i IP, y IP; son dos medidas de probabilidad en (2, F), tales que [ hdIP; = [ hdIP; para toda funcién
h que sea Fy — medible, entonces para toda A € F se cumple que IPy(A) = [Py(A)
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{b) Supongamos que el mercado es viable ¢ incompleto. Por lo tanto. existc una
variable aleatoria h > 0 que no es alcanzable. Definamos a V como el conjunto de las
variables aleatorias de la forma

N

Us + Z ()jA.gj.

0
donde Uy es Fo—medible y {(¢]‘ . ,¢)‘j)}0§j§,\r es un proceso predecible con valores en
R%. Como resultado de la Proposicién 2.1.2 y la Observacién 2.3.1 la variable aleatoria
gé— no pertenece a V. Entonces V es un subconjunto propio del conjunto de todas las
variables aleatorias definidas sobre (€2, F). En conclusién si IP* es una probabilidad
equivalente a IP bajo la cual los precios en valor presente de los activos son martingalas,
y bajo el supuesto de que poseen su segundo momento se define el siguiente producto
escalar {X,Y) w— IE*(XY') sobre el conjunto de variables aleatorias (definidas en (3, F)).
Nétese que existe una variable aleatoria X no nula ortogonal a V. Ademas escribamos

P (ol = (14 518 ) ()

con || X||leo = supuea|X (w)|. Dado IE*(X) = 0. queda definida una nueva medida de

probabilidad equivalente a IP y diferente de IP*. Iin otras palabras, tenemos que

N
E™ S 6,08 =0
=1

para cualquier proceso predecible {( ;, e ¢‘;)}095N. Finalmente mediante el uso de

la Proposicién 2.2.2 concluimos que {S;}o<;<n €s una IP**-martingala, lo que contradice

la unicidad. o

2.3.2 Valoracién y cobertura de las reclamaciones contingentes

bajo un mercado completo

Por un lado, supéngamos que el mercado es viable y completo, y denotemos a una
reclamacién contingente através de la variable aleatoria A > 0 que es Fy—medible, por
otro, si ¢ denota a una estrategia admisible no negativa que replica a h, es decir, tal

que Viy(¢) = h. Entonces el proceso {V;(¢)}o<j<n €s una transformada de la martingala
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{S’j}OSjSN bajo IP* y por consiguiente Vo(¢) = IE*(Vn(¢)), lo que implica que Vy(¢) =

AES)

De madera més general tenemos

h .
Vi(¢) = E* [S—OITJ} para §=0,1,...,N,
N

por lo tanto

h .
o) = S [ 15| pera G0
N

Con este resultado queda claro que bajo la hipétesis que el mercado es viable y com-
pleto, el valor en cualquier momento del portafolio para toda estrategia admisible que
replica a h esta completamente determinado por h. Naturalmente V;(¢) es el valor de la
opcién, pues representa la riqueza al tiempo 7 que permite, siguiendo la estrategia ¢ a
partir del instante j, para producir exactamente la riqueza h al instdnte N. A la variable
aleatoria h se le conoce como el flujo de efectivo que garantiza la opcién europea al tiempo
de su vencimiento. Es decir, por una parte se estd haciendo la valoracién de la opcién, o
equivalentemente, asignamos, el precio justo del contrato. Por la otra parte, el vendedor
de la opcién cubre sus riesgos y garantiza, con una inversién inicial igual a la prima que

recibe.

2.3.3 Introducién a opciones americanas

Dado que una opocién americana se puede ejercer en cualquier tiempo entre 0 y N,
definimos a Z; como el beneficio o ganancia por ejercer la opcién al tiempo j, donde {Z;}
es un proceso adaptado a {F;}. En el caso de tener una opcién americana sobre el activo
con riesgo S! y precio de ejercicio K, el beneficio obtenido para una opcién de compra
(call) es Z; = (S} — K)4 y para una opcién de venta (put) es Z; = (K — S5});. Con el
propésito de definir el precio de una opcién asociado al proceso { Z;}o<j<n, €5 conveniente
pensar en términos de inducciones inversas o induccién hacia atras empezando al tiempo

N. En efecto el valor de la opcién al termino es igual a Uy = Zy. Lo que da lugar a la
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siguiente pregunta ;a que precio se tendra que vender la opcién en el tiempo N —17. Para
resolver esta pregunta pensemos que, el poseedor de la opcién ejerce su derecho, por lo
que obtendra una ganancia de Zy_|, o quizés el ejerce su derecho al tiempo N y en este
caso el vendedor de la opcién tendrd que estar listo para pagar el monto Zy. Por lo que,
al tiempo N — 1 el vendedor, deberd tener el maximo entre Zy_, y €l monto necesario al
tiempo N — 1 para generar el beneficio Zy al tiempo N. En otras palabras, el poseedor
desea obtener el maximo entre Zy_, y el valor presente al tiempo N — 1 de una estrategia
admisible con un pago de Zy al tiempo N, i.e. S_E*(Zy|Fn_1), con Zy = Zn/S%,

por lo que el precio de la opcién al tiempo N — 1 es:
UN_1 = maXx (ZNwl, Sgl_llE*(ZhNLFN_])) .
mediante un argumento de induccién definimos el precio de la opcién americana para
j=1,...,N por

U,
U,_1 = max (Zj_l, ?_IIE*(S—é[.Eq)) }
f

En donde, al suponer que la tasa de interés a un periodo es constante e igual a 7

obtenemos, una vez transcurrido el tiempo, a

S)=(1+71)y

y con ello

U;-1 = max (Zj—h E‘(Ujlfj—l)) :

1+7

al tomar U; = U;/ S deducimos el precio en valor presente de la opcién americana.

Proposicién 2.3.1 La sucesion {U;}ocj<n es una P*—supermartingala. Y ésta es la

menor IP*—supermartingala que domina a la sucesion {Z;}o<;<n-

Se debe notar que, como caso opuesto a las opciones europeas, el valor presente del

precio de las opciones americanas generalmente no es una martingala bajo IP*.




Demostracién

Apartir de la igualdad

U]'_1 = max (Z]',I,Ex([]j']:j_l)) .

se sigue que {U;}o<;<y €5 una supermartingala que domina a {Z;}o<j<n. Conside-
remos otra supermartingala {7}}o<j<n que también domine a {Z;}o<j<n. Con lo que
Ty > Uy = Zn y si Ty > U; entonces,

Tio1 > BN (T Fm1) > B (U;|Fj-1)
de donde

fj—l > max <Z~j_1,IE*(Uj|fj_1)) = Uj—l-

Mediante un argumento inductivo en retroceso comenzando en N concluye la de-

mostracién de esta proposicién . g

2.4 Problemas de parada éptima y opciones ameri-

canas

El propésito de esta parte del documento es abordar el precio y la cobertura de las
opciones americanas y establecer la conexién con el problema de parada éptima. Para ello
se requiere de la nocién de tiempo de parada éptima, y definiremos también el proceso
dominante conocido como la cubierta de Snell, un concepto fundamental usado para

resolver el problema de parada 6ptima.

2.4.1 Tiempos de parada

Se sabe que el comprador de una opcién americana puede ejercer su derecho en

cualquier tiempo desde el momento en que la adquiere y hasta el término del contrato.



La decisién de ejercer o no la opcién al tiempo 7 serd tomada de acuerdo a la informacién
disponible al tiempo 7 — 1. En un modelo de tiempo discreto, la construccion se realizara
en (0, F, {F;}o<j<n, IP), un espacio de probabilidad filtrado, finito, y la fecha de cjercicio

estard descrita por una variable aleatoria llamada tiempo de parada.

Definicién 2.4.1 Una variable aleatoria v que toma valores en {0,1,2,...,N} es un
tiempo de parada si, para cualquier j € {0,1,..., N}, se tiene
{'U = ]} [S .7:]'.

Observacién 2.4.1 Como en secciones anteriores, suponemos que F = P(Q) y P({w}) >
0, Vw € Q. Sin embargo esta hipdtesis no es necesaria, si no se cuenta con ella el resultado
presentado es verdadero también casi seqguramente (c.s.). De hecho, sélo supondremos que
Fo={0,Q} y Fy = F en la Seccion 2.4.5

Observacién 2.4.2 Fl lector puede verificar que v es tiempo de parada, sty solo si. para

cualquier j € {0,1,...,N}.

w<ites,

ya que {v < 3} = U:zg v=k}

Una definicion equivalente se usa para generalizar el concepto de tiempo de parada en

escenarios de tiempos continuos.

Se introducird ahora el concepto de “sucesiéon de tiempos de parada”. Considere a
{X;}ocj<n una sucesion adaptada a la filtracién {F;}o<j<n ¥ sea v un tiempo de parada.

La sucesién que aproxima al tiempo de parada v esta definida como

Xj (W) = Xopns(w),
esto es, sobre el conjunto {v = k} tenemos

XV =

7

ch si k < ja
Xj sik > j.
note que X3 (w) = Xyy(w) (eigual a Xi en {v = k}).
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Proposicién 2.4.1 Sea {X,} ura sucesién adaptada y v un tiempo de porada. entonces
la sucesion de parada {X}}o<;<n es adaptada y adn mds, si {X;} es una martingala (res-
pectiwamente una supermartingala), entonces { X3} es una martingala (respectivamente

una supermartingala).

Demostracién

Por una parte, sabemos que para j > 1, la sucesién de parada se escribe como

j
X7 =Xo+ ) ¢l Xe — Xie1),

k=1
donde ¢} = 1{k<vy. Y dado que {k < v} es el complemento del conjunto {v < k} =

{v <k — 1}, entonces el proceso {¢;}o<;<n es predecible.

Por esta razén concluimos que {Xya;}o<j<n estd adaptada a la filtracién {F;}ocjen-
Ademss, si {X;} es una martingala, entonces {X,,;} es también una martingala con

respecto a {F,}, dado que { X,an} es la transformada de una martingala {X;}. o

Similarmente, se puede demostrar que si la sucesién {X;} es una supermartingala (o
respectivamente una submartingala), la sucesién de parada es una supermartingala (o
respectivamente una submartingala) usando el hecho de que {¢x}o<k<n €S predecible y

no negativa. g

2.4.2 El proceso dominante (o la envoltura de Snell)

En esta seccién consideramos una sucesién adaptada {Z;}o<j<n, y definiremos la

sucesién {U;}oc;j<n de la siguiente forma:

UN = ZN»yv
UJ' = max(Zj,IE(Uj+1|fj)) V] < N -1

Como vemos el estudio de esta sucesién permite un primer acercamiento a las opciones

americanas descritas en secciones anteriores. Ya sabemos por la Proposicién 2.3.1, que
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{U;}o<;<n es la supermartingala mas pequena que domina a la sucesion {Z;}o<;<v. Ahora

llamaremos a U; el proceso dominante (la envoltura de Snell) de la sucesion {Z;}o<;<n-

Por definicién, U; es mayor que Z; (por lo tanto, la igualdad para j = N es valida)
y en el caso de una desigualdad estricta, U; = IE(U;11|F;), que sugiere que es posible
obtener una martingala de la sucesién {U;} para un adecuado tiempo de parada, como lo

muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 2.4.2 La variable aleatoria definida por

Vg = mf{] Z 0|UJ = ZJ}

es un tiempo de parada y la sucesicn de parada {Ujpy fo<j<n €5 una martingalo.

Demostracién:
Dado que Uy = Zy, entonces vy estd bien definido en {0,1,..., N} y por ello

{fvo=0}={lly=2Z} =Q € F.
Por otro lado, para k£ > 1 tenemos que
{vo=k}={Us> Zo} ... N{Uky > Z1} N {Ux = Zk} € Fr.
En fin, para demostrar que {U;°} es una martingala, hay que escribir a {U}°} como

3
U;’O = Ujrw = UO + Z d)kAUky

k=1
donde ¢r = 1(yo>ky. Para j € {0,1,..., N — 1}, debe de ser aditiva, i.e.

U, = UP = ¢in(Uip = Uj)
= 1jricue) (U — Uj).
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Por definicién, se tiene que U; = max(Z;, IE(U,,|F;)) sobre el conjunto {7+ | < vp}.
U; > Z;. En consecuencia U; = IE(U;41|F;) v se deduce que
;—?—l - U_;'}O = 1{j+1§‘vo}(Uj+L - IE(Uj+1|]:J))'
Y puesto que estamos interesados en comportamientos promedio consideramos a su
esperanza. condicional obteniendo
B((U73 = UP)NF5) = Ln <o B(Ujs, — E(Uj5|F5)1F)

puesto que {j+1 < vy} € F; (donde el complementode {j+1 < vy} € F; es {vg < 5}).

De ahi se infiere también que

(U = U)IF;) =0,

lo que prueba que U™ es una martingala.

En lo que sigue denotaremos a 7; 5 como el conjunto de tiempos de parada quc toman
valores en {7, + 1,...,N}. Note que ;v es un conjunto finito dado que el conjunto £
es por hipétesis finito. Las propiedades de martingala de la sucesién U™ proporcionan
los siguientes resultados que relacionan el concepto de cubierta de Snell a el problema de

parada éptima.

Corolario 2.4.1 Sea vy el tiempo de parada definido seqin los argumentos anteriores.

Entonces el tiempo de parada vy satisface

Up = T(Z,|Fo) = supvero,NIE(Zv|f0)-

Para fijar ideas, pensemos a Z; como el total de triunfos de un jugador después de
J juegos, entonces el tiempo de parada vg mazimiza la ganancia esperada conociendo

dnicamente a Fy.

Demostracién



Dado que U™ es una martingala, tenemos que
Uy = Ug® = IB(UR|Fo) = E(U,,| Fo) = [B(Zyy | Fo)-

"o

Por otra. parte. si v € Ty v, entonces la U” sucesién de parada es una supermartingala

tal que

Us

v

E(Ux|F0) = IE(U,|Fo)
]E(Zv|f0)!

\Y

de lo cual se desprende el resultado. g

Observacién 2.4.3 Una generalizacién inmediata del corolario anterior es la siguiente

Uj = SUPUET]‘N]E(ZUU:J') = E(Zvj‘]:j)’
donde v; = inf{k > j|Uy = Z;}.

Definicién 2.4.2 Un tiempo de parada v es éptimo para la sucesion {Z;}o<j<n St

IE(Z,|Fo) = sup,  JE(Z,| Fo).

Es fécil ver que el tiempo de parada v es 6ptimo.
El siguiente teorema resulta dar una caracterizacién para los tiempos de parada éptimos

que demuestra que vy es el menor tiempo de parada éptimo.

Teorema 2.4.1 Un tiempo de parada es dptimo si y sélo si

Zv:Uv Yy

{Uuri}o<i<n s una martingala.
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Demostraccién
Si la sucesidon de parada U? es una martingala, entonces Uy = IE(U,|Fy) v la hiptesis
que Z, = U,. nos deduce a concluir que, Uy = IE(Z,|Fp). Por otro lado, la optimalidad
de v queda garantizada por el corolario anterior.

Inversamente si v es éptimo, entonces se tiene que

Uo = ]E(Zv|.7:0) S ]E)(Uv|.7:0)

Por otra parte, como U” es una supermartingala, se sabe que
) P

E(U,| %) < Us.

En conclusién, obtenemos que

I5(Z,|Fo) = IE(Us| Fo).

pero puesto que U, > Z,, entonces U, = Z,.

[E(U,|Fo) = Uy que junto con el hecho que {U'} es una supermartingala nos permite

obtener las siguientes desigualdades

Up 2 E(U,a;)F0) 2 E(U,|Fo)-

Por consiguiente, también

IE(Uuns1F0) = IB(U,|Fo) = E(E(U,|F5)| Fo)-

Finalmente, dado que tenemos Uyn; > E(U,|%;), entonces Uyn; = IE(Uy|F5)

Los argumentos anteriores demuestran que {U}} es una martingala . o



2.4.3 Descomposicién de martingalas.

La siguiente descomposicién, cominmente conocida como descomposicién de Doob,
se usard en un modelo de mercado financiero viable y completo. La ventaja principal
de su uso es que esta descomposicién permite asociar a cualquier supermartingala una

estrategia comercial para la que el consumo estd permitido.

Proposicién 2.4.3 Sea {U;}o<;j<n una supermartingala y N un entero positivo constan-
te. Entonces, {U;}o<j<n posee una inica descomposicién en una martingala y un proceso
predecible. Fn otras palabras,

para j=1,..., N

Uj:A/[j—Aj

donde {M;} es una martingala y {A;} es un proceso predecible no decreciente cuyo

valor inicial es 0.

Demostracién

Por un lado, la nica solucién para j = 0 es My = Uy y Ag = 0. Para los otros casos

podemos hacer

Uit1 = Uj = My = M; — (Aj1 — 4j).

De tal manera que, ambos lados de la igualdad anterior puedan ser condicionados con

F;. De hecho, por las propiedades de los procesos predecibles y martingalas se tiene que

_(Aj+1 - A]-) = ]E(Uj+1 |fj) - UJ‘

y también

Mj = M; = Uy — E(U; | F5)-
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La martingala {M;} y {A;} un proceso predecible no creciente quedan completamente

determinados y permiten la descomposicién de la supermartingala {U;}.

Si {U;} denota a la cubierta de Snell de una sucesién adaptada {Z;}. Entonces
una caracterizacién del mayor tiempo de parada éptima para {Z;} usando el proceso no

decreciente {A;} de la descomposicién de Doob de {U;}.

Proposicién 2.4.4 El mayor tiempo de parada dptima para {Z;} estd dado por

N si AN = 0,
U, =
inf{j|AJ-+1 7é 0} si AN 7é 0.

Demostracién:

Umaz €S UN tiempo de parada, ya que {A4;}o<;<n s un proceso predecible, entonces la

descomposicién U; = M, — A, junto con el hecho que A, = 0, para 7 < ¥,qz, Se obtiene
J 3 3 q 7

que U¥maz = M¥mez y por consiguiente, UYme= es una martingala. Por otra parte, para

demostrar la optimalidad de vp,q, basta con probar que

U,

Urmazx

=7

Umaz"

Observe que U, se puede expresar como

N—
Uvmax = Z l{Unuu::k) Uk + l{vma;r:N) UN
0
~1
= Vomar=ky MaX(Zk, E(Uks1|F&)) + Lumae=N} 2N
0

—_

b

=
1l

La descomposicién induce a IE(Ux+1|Fx) = My — Axs1 sobre el conjunto {Umss = k}
en donde Ay =0y Agyy > 0, asf que Uy = My y Uiy |[Fr) = My — Agy1 < Ux. Porlo
tanto, la igualdad Uy = max(Zy, B(Ugy1|Fe)) = Z es vélida.

U

YUmax

=2

Umaz



Esto demuestra que vpq, €s el mayor tiempo de parada éptima. Finalmente si v es un
tiempo de parada tal que v > vpar y IP(v > vma.) > 0, entonces

E(U,) = E(M,) - E(A,) = E(Up) — E(A,) < E(U)

y U? no podria ser una martingala, esto contradice las afirmaciones anteriores. g

2.4.4 Envoltura de Snell y cadenas de Markov

El objetivo de esta seccién es el cdlculo de envoltura de Snell en un escenario Marko-
viano. Sea {X,};>o una sucesién de variables aleatorias que toman sus valores en £ un
conjunto finito. Diremos que es una cadena de Markov si, para cualquier entero 7 > 1y

cualquiera de los elementos xg, 21, ..., z;_1,%;,y de E, se verifica

P(X;1 =yl Xo=1z0,..., Xju1 = 701, Xj = ;) = PN = y|X; = 7).

Por una parte, dice que una cadena es homogénea si el valor P(z,y) = IP(X;4, =
y|X; = z) no depende de j. Por otra, a la matriz P = (P(%,¥))(z.y)eExE, Cuyos elementos
pertenecen a E x E, se le conoce como la matriz estocastica de transicién de la cadena.

Esta cumple las siguientes condiciones:

1. P(z,y) € [0,1] para toda (z,y) € E x E,

2. Yyep P(z,y) =1paratodaz € £

Esta cadena estd definida sobre un espacio de probabilidad (Q, F, {F;}o<;<n. IP) fil-

trado con respecto a la filtracién {F;}ocj<n.

Definicién 2.4.3 Una sucesidn {X,}o<j<n de variables aleatorias que toma sus valores

en E es una cadena de Markov homogénea con respecto a la filtracion {F;}ocj<n, con
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matriz de transicion P, s2 {X,;} es un proceso adaptado, y para cualquier funcion real f

definida sobre E, se tiene que
E(f(X5+)1F;5) = P(X;).

Donde, P { es la funcién que asigna a cada valor « € E el valor real Pf(z) = ¥ yep P(z,9)f(y).
Una interpretacion real sobre E como una matriz con una columna y con valores tomados

de E, entonces Pf es entendida efectivamente como el producto de las dos matrices P

y f. Notar que una cadena de Markov est4 medida con respecto a la filtracién natural,
definida por F; = o(Xo,..., X;).

En la practica, no es posible encontrar los valores directos de una cadena.

Proposicién 2.4.5 Sean {Z;} una sucesion adaptada y definida por Z; = (3, X;), {X;}
una cadena de Markov homogénea con matriz de transicion P, que toma sus valores en
E, y 9 una funcién de IN x E o IR. Entonces, la cubierta de Snell denotada por {U;} de

la sucesion {Z;} estd dada por U; = u(j, X;). con la funcidn u definida como

u(N,z) = p(N, z) Ve F

en donde, para j < N — 1 se tiene que

u(j, ) = max(¥(j, ), Pu(j + 1,-)).

2.5 Aplicacién a opciones americanas

De ahora en adelante se trabajara con un mercado viable y completo. La modelacién
estard basada sobre el espacio de probabilidad filtrado (£2, 7, {F;}o<j<n, IP) con una me-
dida de probabilidad tnica IP* bajo la cual el precio en valor presente de los activos con

riesgo son martingalas.

2.5.1 Cobertura con opciones americanas
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En secciones anteriores, hemos definido el valor del proceso {U;} descrito por la

sucesién {Z;} de una opcién americana. Este viene dado por

UN = ZN, y
Uy = max(Z;, S (U1 /S0 |75)) Vi < N = 1.

7

De este modo, la sucesién {UJ} definida por Uj = Uj/Sj‘) que es el valor presente del
precio de la opcién coincide con la cubierta o envoltura de Snell, bajo IP* de la sucesién

{Z;}. En virtud de los argumentos de la seccién anterior tenemos que.

Uj = sup,e., , 5" (2] 7).
En consecuencia, obtenemos que
o Zo
U; = S?SUPuer],N]E (ﬁlfJ) .
v
La descomposicién de Doob, nos proporciona la estructura en diferencias

0= i, - A,
donde {M;} es una IP*—martingala y {A,} es un proceso predecible creciente y con
valor inicial igual a 0. Por otro lado, dado que el mercado es completo, entonces existe

una ¢ estrategia autofinanciable tal que

Vn(¢) = Sy My,

en otras palabras, Vy(¢) = M. La sucesién {V;(¢)} es una IP*—martingala, ya que

E"(Vn(4)|F5)
E*(My|F;)

= Mj.

Vn(®)

Al sustituir ésta descripcién del valor usando la estrategia ¢ autofinanciable la estruc-

tura en diferencias adquiere la forma



por lo tanto

U; = Vi(¢) — A;

donde A; = S;-’/ij. Como bien se puede ver en las igualdades previas, para el vendedor
de la opcién una vez que él recibe la prima Uy = V4(¢), entonces puede cubrir su riesgo
perfectamente, es decir, puede generar una cantidad igual a V;(¢) al tiempo j que es

mayor que U; y una fortuna Z;.

Estas ideas nos conducen a la pregunta: ;Cudl es la fecha éptima para ejercer la
opcién?  Primero, la fecha de ejercicio deberd ser escogida entre todos los tiempos de
parada. Luego una persona interesada en comprar una opcién americana perderd su
intéres al tiempo j cuando U; > Z; va que él no podra comercializar un activo con valor
U; (la opcién) al monto Z; {que se genera por ejercer la opcién). De hecho, una fecha de
ejercicio Optima 7 es tal que U, = Z,. En otras palabras, no hay ningin interés en ejercer

la opcién después del tiempo

Umaz = inf (k| Aey1 # 0}

que es igual a in f{k|Ai+; # 0} puesto que, en este tiempo vender la opcién provee
al tenedor una cantidad de dinero U, .. = V,

Umazx Umaz

(¢). Esto quiere decir que al seguir una
estrategia ¢ se creard un portafolio cuyo valor es estrictamente mayor que la opcién al
tiempo vmaz + 1, Umaz + 2,..., N. Cabe hacer notar que el conjunto donde sé tendrd que
ejercer la opcién estard condicionado por T < Vpmaz, lo cual nos permite decir que U7 es
una martingala. Otro resultado secundario precisa que las fechas éptimas para ejercer
una opcidén son precisamente tiempos de parada 6ptimos para la sucesién {Zj}, bajo la
probabilidad IP*. Desde la postura del inversionista la proteccién mediante el uso de la
estrategia ¢ y, bajo el supuesto que el comprador ejerce al tiempo 7, que no es una fecha
6ptima de ejercicio, entonces U, > Z, o A, > 0. Esto quiere decir que el inversionista

obtiene una ganancia positiva V(¢) — Z, = U, + A, — Z,.



2.5.2 Opciones americanas y opciones europeas

Proposicién 2.5.1 Sea C; el valor de una opcidn americana al tiempo j descrita por una
sucesidn adaptade, {Z;}o<j<n y ¢; el valor de una opcidn europea al tiempo j definida

por la variable alcatoria h = Zy. Entonces, se tiene que C; > ¢
Addin mds, si ¢c; > Z; para cualgquier §, entonces

Cj:Cj V]E{O,l,,N}

Enfatizamos que la desigualdad C; > ¢; tiene sentido apropiado a los intereses del

inversionista dado que la opcién americana ofrece a su poseedor mas derechos que una

opcion europea y la flexibilidad de ejercer en cualquier instante de tiempo.
Demostracién:
Como el valor descontado {C‘J} es una supermartingala bajo IP*, tenemos que

C; 2 B (Cn|F;) = ' (enlFy) = &
de ahi que C; > ¢;.
Por otra parte, si ¢; > Z; para cualquier j, entonces la sucesién {¢;} que es una

martingala bajo IP* es una supermartingala (bajo IP*) y constituye un limite superior

para la sucesién {Z;}. Ello permite concluir que

C;<&  vie{01,...,N}.

En resumen, C; = ¢;. o

Observacién 2.5.1 Las relaciones de la proposicidn anterior en ocasiones no se tienen,

sin embargo, ain en ese ambiente existen oportunidades de arbitraje al ejercer la opcion.




Para mostrar la observacién anterior, consideremos un mercado con un dnico activo
con riesgo y una tasa de interés libre de riesgo. r cn cada periodo. Entonces el precio de
mercado (spot) actualizado del periodo j es S? = (1 +7)7. Y por la proposicién anterior
al definir Z; = (S; — K)4. En donde (), denota la parte positiva de la expresién a incluir
dentro del paréntesis para el caso de una opcién europea con fecha de maduracién N, ¢;
denota el precio al tiempo j, y K denota al precio de ejercicio para una unidad de activo
con riesgo. Por otra parte, si C; es el precio correspondiente de la opcién americana de

compra (call), se tiene que.

& (1+7)"VE((Sw — K)+|F5)
E*(Sy — K(1+7)7Y|F)
S;—K@+r)™,

O
il

Y

Il

obtenido por el uso de las propiedades de martingala de {5’]} Observe que: ¢; >
S; — K1 +7r)™N* > S, — K, y puesto que ¢; > 0, entonces tenemos también que
¢; 2 (S; — K)4. Por la proposicién anterior C; = ¢;. En otras palabras, existe una
igualdad directa entre el precio de una opcién europea de compra (call)y el precio de la

correspondiente opcién americana de compra.

Esta propiedad no est4 presente en el caso de opciones de venta, ni tampoco en él caso

de opciones de compra (call’s) de divisas.




Capitulo 3
Teoria de las opciones reales

En este capitulo se abordaran las ideas principales relacionadas con la Teorfa de Opciones
Reales (TOR) iniciando con una pequea introduccién. En seguida se exponen los métodos
mas empleados de valorizacién para los activo reales (neutral al riesgo y por arbitraje)
Luego, se presenta una comparacién entre las (TOR) y la metodologia tradicional de
valorizacién de activos mediante el uso del Valor Presente Neto (VPN). Por ultimo, se
realiza una revisién de la literatura referente a opciones reales, que se relaciona con la

explotacién de recursos no renovables.

3.1 Introduccién

Una buena parte del éxito alcanzado por una empresa se debe a la capacidad de
gestién de sus ejecutivos. Sin embargo, atin cuando el reconocimiento de este hecho se
encuentra debidamente documentado, la incorporacion de esta premisa a la hora de tomar

las decisiones de asignacién de capital fue postergada durante mucho tiempo.

Esta inconsistencia ha sido resarcida por una nueva metodologia de evaluacién de
proyectos, la cual se conoce con el nombre de Teoria de Opciones Reales. Y el hecho mas
importante a tomar en cuenta sobre las opciones reales es que el valor de una opcién o

decisién adoptada sobre el desarrollo del proyecto es la flexibilidad.

50
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La Teoria de Opciones Reales puede entenderse como una adaptacion de la teoria de
opciones financieras a la valorizacién de activos de origen real, por ejemplo: plataformas

petroleras, pozos, minas, edificios, equipos, terrenos, etc.

Al ser las opciones financieras decisiones contingentes a la realizacién de un evento
aleatorio, ellas entregan la posibilidad de tomar ciertas acciones una vez despejada esta
incertidumbre, permitiendo a sus poseedores aprovechar los escenarios favorables, y al
mismo tiempo resguardar a la empresa de los eventos negativos. Esta facultad se repre-

senta mediante flujos de caja no lineales.

Asimismo, cuando se evallda un proyecto de inversién considerando las distintas alter-
nativas que éste otorga, las proyecciones de sus flujos de caja también resultan no lineales.
Para ejemplificar lo anterior se puede considerar el beneficio que significa para una em-
presa la posibilidad de aplazar una inversién. Esta flexibilidad resulta valiosa debido a que
proporciona un tiempo adicional para examinar la tendencia futura de los acontecimien-
tos, reduciendo asi la probabilidad de incurrir en costosos errores. De hecho, mientras
mayor sea el intervalo de tiempo disponible para tomar la decisién, mayor sera la posibi-
lidad de esperar a que las circunstancias se desarrollen favorablemente, incrementando la

rentabilidad del proyecto.

La semejanza entre las funciones que representan los flujos de caja de las opciones
financieras y algunos proyectos de inversién comenzé a ser detectada a partir de los afios
ochenta. Las opciones financieras al ser derechos contingentes otorgan a sus poseedores
la facultad de aprovechar los eventos favorables y al mismo tiempo limitar las pérdidas
en escenarios negativos. Esta asimetria puede ser caracterizada mediante funciones que
representan flujos de caja no-lineales. Por ejemplo, una opcién de compra (call) que
otorga el derecho pero no la obligacién de comprar un determinado activo a un precio
preestablecido (precio de ejercicio), exhibe flujos de caja convexos, debido a que su posee-
dor se beneficia de aumentos de precio del activo subyacente, mientras que sus pérdidas
se encuentran acotadas si éste disminuye. Asimismo, una opcién de venta (put) también
posee flujos de caja convexos, ya que al igual que una opcién de compra este instrumento

financiero presenta disimetrias entre las pérdidas y ganancias que puede generar.




Muchas inversiones en la explotacién de recursos no renovables exhiben flujos de caja
muy similares al de las opciones financieras. Por ejemplo, un proyecto minero en el cual
el yacimiento puede abrir o cerrar sin costo, puede verse como una opcién de compra
sobre el precio del mineral a extraer. En este caso, el costo marginal de produccion seria

equivalente al precio de ejercicio de la opcién.

También existen similitudes en el drea de los proyectos de investigacion y desarrollo,
ya que en este contexto la opcién de compra estaria emitida sobre el valor del proyecto
a desarrollar, mientras que su precio de ejercicio corresponderd a la inversion en investi-

gacion.

De este modo, un proyecto de inversién puede ser visto como una opcién en cuanto a
la forma de sus flujos de caja, escrita sobre un activo real. Por ejemplo, el activo derivado
real puede ser una mina de cobre o un pozo de petréleo, en cuyo caso el subyacente seria

el cobre y el petréleo, respectivamente.

Précticamente como los gerentes o directivos financieros estdn tomando las decisiones

dia a dfa, se esta tratando con opciones del tipo americano.

El reconocimiento de estas semejanzas tiene como consecuencia que la valorizacién de
estos proyectos de inversion en la explotacion de recursos no renovables estd estrechamente
ligada a la valorizacién de opciones financieras. Al igual que los activos derivados fi-
nancieros los activos derivados reales también pueden ser clasificados: en europeos y
americanos. Como bien se ha mencionado al inicio de este escrito las opciones reales
europeas son aquéllas que pueden ser ejercidas solamente en una determinada fecha de
expiracién. En cambio, las opciones reales americanas pueden ser ejercidas en cualquier

momento hasta la fecha de expiracién del proyecto.

Sin embargo, no debe olvidarse que los proyectos de inversién son complejos, ya que
muchos de ellos pueden incluir una sucesién de opciones anidadas, por ejemplo: adquirir

una propiedad minera entrega la opcién de explorarla, la obtencién de informacién de
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la fase de exploracién otorga la posibilidad de explotar la mina y al explotarla se tiene
la flexibilidad de extraer el mineral por etapas. Finalmente, una vez que el duerio se

encuentra explotando la mina éste puede cerrarla o bien abandonarla.

3.1.1 Metodologias de valorizacién de opciones reales

Como se ha mencionado la teoria de opciones reales se encuentra ligada a la teoria
de opciones financieras, y es por ello que la metodologia de valoracién de opciones reales

resulta muy similar a la de valoracién de opciones financieras.
a) Valorizacién por arbitraje.

La metodologia tradicional de valorizacién de opciones reales estd basada en la val-
orizacién por arbitraje. El objetivo de la valorizacién por arbitraje es evaluar un activo en
relacién a otro (benchmark). Segin esta técnica, cada activo posee su propio benchmark:
otro activo perfectamente correlacionado. Ei CAPM planteado por Scharpe (1964}, utiliza
un razonamiento similar, ya que al descomponerse el riesgo total de un activo en su parte
diversificable y no diversificable, el CAPM plantea que sélo este ultimo componente del
riesgo es importante para evaluar el activo, debido a que presenta una perfecta correlacién

con otro activo: el portafolio de mercado.

La valorizacién por arbitraje es un método robusto cuando se encuentran dos activos
perfectamente correlacionados. es decir siempre que sea posible construir un portafolio
libre de riesgo mediante la combinacién de activos perfectamente correlacionados, esta
cartera debera rentar al menos la tasa libre de riesgo. De no ser asi, cualquier inversionista
independientemente de sus preferencias, podria beneficiarse al negociar este portafolio,

obligando a que los precios sean ajustados.

Segtin Black y Scholes (1973) el retorno de las opciones se encuentra perfectamente
correlacionado con el retorno de sus activos subyacentes. Luego, la formacién de un
portafolio que contenga al activo subyacente y a la opcién, da origen a la conocida ecuacién

diferencial que describe el precio de este activo derivado en funcién de su activo subyacente.




En el caso de las opciones reales donde el subyacenle es un bien (commodity), es usual
que el portafolio esté formado con contratos futuros en vez dcl activo subyacente. Esto
se debe a que los inversionistas no pueden tomar posiciones cortas en los mercados de
bienes (commodities), pero si pueden efectuar este tipo de transacciones en los mercados
de futuros. Ademas, la gran liquidez de estos contratos permite que sus precios reflejen

mucha informacién.

La ecuacién diferencial resultante contiene tantas dimensiones como variables de estado
se utilicen en la evaluacién. Como se menciond anteriormente, la mayoria de las inversiones
otorgan la posibilidad a sus duefios de ejercer distintas opciones a lo largo de la vida
del proyecto. Esta caracteristica transforma a estos derivados reales en activos de tipo

americano, y a la ecuacién diferencial correspondiente en una ecuacién con “borde libre”.
b) Valorizacién neutral al riesgo.

Al igual que para el caso de las opciones financieras como se elaboré en el capitulo dos,
las opciones reales también pueden ser evaluados usando la valorizacién neutral al riesgo.
Esta metodologia sefiala que es valido asumir que todos los inversionistas son indiferentes
al riesgo (vale decir que no requieren compensacién cuando se aumenta la incertidumbre),
cuando se trata de evaluar activos derivados. Dada esta suposicién, basta con calcular
el valor esperado de los pagos de la opcién en un mundo neutral al riesgo para luego
descontarlos a la tasa libre de riesgo. Por lo que para aproximar las distribuciones de las
variables aleatorias que representan los pagos de la opcidn, generalmente se recurre a la

simulacién de Monte Carlo, presentada en el capitulo cuatro.

Sin embargo, no todas las opciones reales son contingentes al valor de variables de
estado que son negociadas en los mercados financieros. Por ejemplo, los costos incluyen
capital humano que no se puede comprar ni vender. Para valorizar estas opciones se
utiliza un método desarrollado por Brennan y Schwartz (1982) y por Cox, Ingersoll, y
Ross (1985), éste consiste en ajustar la tasa de crecimiento instanténea esperada (drift)

de los distintos procesos estocdsticos en una cantidad que refleje el premio por riesgo



de las variables consideradas. Esta prima, se obtiene de un modelo de equilibrio de los
mercados financieros. Esta metodologia, a diferencia de las opciones reales sobre bienes
(commodities) negociables, tiene la ventaja de prescindir de la modelacién del retorno
por convenjencia ! (pardmetro que se trata de estimar mediante el uso de la estructura

temporal de los contratos futuros).

3.1.2 Opciones reales VS. Valor presente neto.

¢Cudles son las ventajas de la metodologia de opciones reales sobre la metodologia
tradicional como el Valor Presente Neto (VPN), la Tasa Interna de Retorno (TIR), o los

métodos actuariales tradicionales?

Primero recordemos en que el valor presente neto (VPN), consiste en descontar los
flujos de caja esperados a una cierta tasa que considere el valor del dinero en el tiempo,
como también el riesgo inherente al activo. De esta forma, el precio de un activo corre-
sponde al valor presente de estos flujos de caja menos la inversién inicial, y el criterio de

inversién 6ptimo sera invertir si este nimero es positivo.

La gran ventaja del VPN es su sencillez, sin embargo, ésta puede ser también su mayor
desventaja, sobre todo cuando la estructura de la inversién a valorizar no se adapta a los

supuestos intrinsecos de esta metodologia?.

En primer lugar, si bien es cierto que la incertidumbre no es importante en inversiones
para las cuales los precios relevantes sean razonablemente predecibles, esta volatilidad
cobra una importancia vital en aquellos proyectos donde las fluctuaciones de precios del
orden del 30% anual son muy frecuentes. Bajo estas condiciones, la practica del VPN
de reemplazar la distribucién de los precios futuros por sus valores esperados tiende a

causar errores en el cdlculo de los flujos de caja esperados, como también de las tasas de

Con este nombre se conoce al costo de oportunidad que significa poseer un contrato futuro, en vez

del activo subyacente.
?Para una descripcién detallada de las desventajas del VPN como método de valorizacién de inversiones

en recursos naturales, véase Cortdzar (1999).



descuento apropiadas.

En segundo lugar, el VPN no considera las flexibilidades inherentes a un proyecto, tales
como: la opcién de posponer inversiones, aumentar la produccién en caso que los precios
suban, reducirla en caso que éstos bajen, o bien, abandonar el proyecto si las condiciones
son muy desfavorables. En tercer lugar, la estimacién de una tasa de descuento que refleje
el riesgo de los flujos de caja a lo largo de toda la vida del proyecto resulta muy dificil,
ya que la incertidumbre puede ser variable a lo largo del tiempo y ademds este tnico
parametro debe considerar el apalancamiento al cual se opera el proyecto, al igual que sus
distintas flexibilidades.

Finalmente, una ventaja del método de opciones reales es que ademéds de evaluar
el activo derivado real, también determina la politica 6ptima que maximiza el valor de
este proyecto. Estas estrategias estdn determinadas por valores criticos de las variables
inciertas. Estos umbrales sefialan cudndo es éptimo ejercer las distintas opciones de las

que se dispone, por ejemplo, invertir, almacenar, o cerrar.

3.1.3 Literatura acerca de la Teoria Opciones Reales.

En esta subseccion se efectila una resefia de los principales articulos que forman parte
de la literatura de las opciones reales®, destacando en cada uno de ellos las flexibilidades

de los proyectos considerados.

Brennan y Schwartz (1985) evalian una mina considerando la opcién de apertura,
cierre y abandono de las operaciones. En primer lugar, se resuelve el caso de una mina
con reservas infinitas, lo que da origen a una solucién analitica, luego es estudiada la
concesién de una mina con reservas fisicas conocidas, problema que se resuelve mediante
diferencias finitas. En este articulo se consideran costos asociados a la apertura, cierre
y mantenimiento de la mina cerrada. El precio del activo de salida (cobre) se modela

como una variable estocdstica que sigue un proceso browniano geométrico, y la politica

3Para una excelente recopilacién, de los principales articulos publicados en el drea de opciones reales,

véase Schwartz y Trigeorgis (2001).



optima estd dada por tres precios criticos. Por tltimo, al incorporar la opcién de diferir

la inversién inicial, a manera de encontrar el momento 6ptimo para llevarla a cabo.

McDonald y Siegel (1985) estudian la situacién que enfrenta una empresa cuando
debe decidir invertir en proyectos con riesgo. En este caso, supongamos que la firma
puede detener temporalmente su produccién si la variable estocdstica que modela los
costos excede las ventas. Los autores asumen que los individuos que manejan la empresa

son adversos al riesgo.

Majd y Pindyck (1987) también consideran la opcién de diferir la inversién en un
proyecto, sin embargo, en este caso la decisién puede ser tomada a lo largo de un tiempo
variable, dependiendo de la tasa de inversién, la cual a su vez se encuentra acotada. La
variable principal en este articulo corresponde a la tasa de inversién acumulada, ya que
la opcién ha de ser ejercida sobre la tasa de inversién que puede ser nula para escenarios
desfavorables, o bien, alcanzar su cota méxima para escenarios positivos. Para este caso,
la politica éptima estd dada por un valor critico del proyecto para cada nivel de inversién

acumulada.

Trigeorgis y Mason (1987) implementan la opcién de expandir las operaciones al
analizar el caso de una empresa que puede variar su tasa de produccién segun las condi-
ciones del mercado. Si estas son favorables la firma puede aumentar su escala de pro-

duccién incurriendo en una inversién determinada.

Paddock, Siegel y Smith (1988) estudian una reserva de petréleo sin desarrollar. La
opcién se plantea en términos de invertir para habilitar el yacimiento, y de esta manera
comenzar a explotarlo. A diferencia de los articulos anteriores que abordan la opcién de
diferir inversiones, en este caso se considera que existe un costo de oportunidad por tener

la opcién sobre la reserva y no el yacimiento de petréleo.

Por su parte, Cortazar y Schwartz (1993) analizan el caso de una firma que posee un
proceso productivo de dos etapas, y que cuenta con la opcién de almacenar las unidades en

proceso en un inventario intermedio. La variable incierta corresponde al precio de venta
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del producto que se obtiene en la segunda etapa, por lo que cada unidad en inventario
puede considerarse como una opcién de compra americana sobre el precio del producto,
cuyo precio de ejercicio corresponde al costo marginal de la segunda etapa. De esta
forma, la primera etapa es equivalente a la mina planteada por Brennan y Schwartz
(1985), pero en vez de vender cada unidad producida al precio de mercado, el valor
obtenido corresponde al de una opcién de compra americana asociada a la segunda etapa
de produccién. Cortazar y Schwartz (1998) analizan el caso de una concesién de un pozo
de petréleo. En este modelo, el valor presente de los flujos de la produccién corresponde
a una variable estocéstica que depende de dos variables de estado: el precio del petroleo
y su retorno por conveniencia. El valor de esta concesién puede ser homologada al de
una opcién de compra americana sobre el valor presente de la produccién, donde el precio
de ejercicio corresponde al monto de la inversién necesaria para comenzar la explotacién,

mientras que el tiempo de duracién de la opcién coincide con el plazo de concesién.

Schwartz y Moon (2000) presentan un modelo que caracteriza a las inversiones en
investigacion y desarrollo, en particular a aquéllas que buscan encontrar una nueva droga
en Ja industria farmacéutica. Las incertidumbres presentes en este tipo de inversiones
se resumen en fres procesos estocdsticos. El primero es usado para modelar el nivel de
inversién requerido para desarrollar el proyecto. El segundo, tiene que ver con los pagos
futuros que generard la investigacién, por lo tanto su volatilidad disminuye a medida
que se aumenta la cantidad invertida. Por tltimo, también considera la posibilidad que
un evento catastréfico ponga fin a la inversién. La solucién de la ecuacién diferencial
parcial resultante entrega no sélo el valor del proyecto, sino también, la politica éptima
de inversién, esto es, los valores de las tres variables de estado para los cuales resulta

6ptimo proseguir con la investigacién.

Cortazar y Cassasus (2000) extienden el modelo planteado por Cortdzar y Schwartz
(1993) al considerar una inversién en un recurso natural que pueden ser explotados me-
diante miltiples etapas de produccién. Este mineral dispone de reservas conocidas, y

cuenta ademaés con la flexibilidad de almacenar los productos intermedios.

Slade (2001) valoriza mediante opciones reales 21 proyectos mineros llevados a cabo
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en Canadd durante el periodo 1980-1993. Utilizando datos empiricus son estimados los
pardmetros relevantes de los procesos estocasticos que describen la evolucidn de: precios,
costos, leyes, reservas v tasas de produccién. A continuacién establece la comparacién
de los valores de estos proyectos considerando diversas hipdtesis acerca de los procesos
estocdsticos considerados. La autora destaca la escasa adopcion de la teoria de opciones
reales como instrumento de valorizacién de proyectos mineros al interior de Ja industria

canadiense.



Parte 11

Modelo de Brennan y Schwartz
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Capitulo 4
Modelo de Brennan y Schwartz

En el presente capitulo se describe el problema clasico de opciones reales propuesto
por Brennan y Schwartz (1985). Este modelo evalia una mina de cobre que cuenta con
reservas finitas de mineral, una estructura de costos conocida y un tiempo de concesién
ilimitado. Es decir, la mina puede operar indefinidamente mientras su inventario no se
haya agotado. Ademds, el duefio de este activo puede ejercer continuamente la opcién de
abrir, cerrar o abandonar el yacimiento. Para abrir o cerrar la mina se incurre en un costo
operacional, mientras que el abandono no significa desembolso alguno. Asimismo, para

conservar las faenas temporalmente detenidas se debe incurrir un gasto de mantenimiento.

Este proyecto de inversién puede representarse mediante una secuencia de opciones
americanas anidadas. Si bien esta caracteristica aumenta la complejidad del modelo,
también le permite describir la realidad de manera més precisa, lo que resulta fundamental

para comprobar la eficiencia y aplicabilidad del método de diferencias finitas.

A modo de introduccién se presenta una resena general del problema a resolver. Luego,
se realiza una descripcién formal del modelo planteado por Brennan y Schwartz (1985).
Posteriormente, se detallan los pasos necesarios para desarrollar el método de diferencias
finitas para la valorizacién de este proyecto de inversién. Por dltimo, se expone la forma
en la cual la metodologia de diferencias finitas evalia la secuencia de opciones americanas

que conforman el problema.
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4.1 Descripcién general del modelo de Brennan y

Schwartz

El modelo a describir corresponde al presentado por Brennan y Schwartz (1985) 1.

En esta seccién se presenta una mina de cobre que cuenta con una etapa de produccién.
Este yacimiento posee una estructura de costos conocida y un nivel de reservas finito.
Ademas, se supone que el precio del cobre se determina de manera exégena y que existe un

mercado de gran liquidez donde se transan contratos futuros sobre este bien (commodity).

En la evaluacién de este recurso natural se incorpora la opcién de apertura, cierre y
abandono de la produccién. Para abrir o cerrar la mina debe incurrirse en costos fijos,
mientras que el abandono de las faenas puede realizarse sin desembolsar recursos. Ademds,
se considera un costo de mantencién el cual garantiza que la mina se encuentre en buenas

condiciones a pesar de estar cerrada.

Junto con la obtencién del valor de este proyecto minero el enfoque de opciones reales
permite dilucidar su politica éptima de operacién. De esta manera, para cada nivel de
reservas y en todo instante de tiempo se obtienen tres precios crticos. El primero, marca
el umbral después del cual resulta beneficioso abrir la mina. El segundo, define el punto
a partir del cual resulta 6ptimo cubrir los costos de cierre y dejar de producir al menos
de manera temporal. El iiltimo de estos pardmetros sefiala el nivel de precios para el cual

conviene terminar Ja produccién de manera definitiva.

Luego de encontrar el valor del yacimiento Brennan y Schwartz (1985) analizan e)
momento éptimo para realizar la inversién de desarrollo, lo cual coincide con el problema
de ejercicio de una opcién americana tradicional. Al finalizar el articulo, se aprovecha la

metodologia desarrollada para valorizar un tipo de contrato de largo plazo. Este derivado

TAlgunas extensiones o modificaciones de este modelo pueden encontrarse en: Cortézar y Schwartz
(1993), Casassus (1996), Castillo (1999), Cortdzar y Casassus (2000) y Cortézar, Schwartz y Casassus
(2001).
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fija el valor de una cierta cantidad del bien, pero ademis otorga el derecho de recibir este
mineral de forma variable a lo largo de un plazo determinado. Este tipo de acuerdos resulta
frecuente en la industria minera, toda vez que permite a los compradores industriales

asegurar un flujo de insumos que se adapte a sus demandas productivas.

4.2 Modelo para la explotacién de una mina

Esta descripcién incluye el modelo de precios utilizado, asi como el valor de la mina

segun las distintas variables de estado consideradas.

4.2.1 Modelo de precios

Para describir la evolucién de los precios de mercado o precios al contado (spot) del
cobre el modelo utilizado supone que este bien (commodity) sigue un proceso browniano
geométrico, definido por la siguiente ecuacion:

as

?:;l.dt'FUdZ (4.1

En este ecuacién dz corresponde al incremento de un proceso Wiener, o simboliza
la desviacién estdndar instantdnea de los rendimientos del precio de mercado (spot) y p
representa el “rendimiento esperado total” por invertir en el activo S, es decir, incluye los

aumentos de precio mas el rendimiento por conveniencia Cj,.

El rendimiento por conveniencia constituye el flujo de servicios que recibe el duefo
de un inventario fisico del bien, pero no el poseedor de un contrato futuro. EL beneficio
proviene del hecho de que el duefio del bien fisico es capaz de escoger donde guardara y
cuando liquidara el inventario. Se puede pensar en el rendimiento por conveniencia como
en la ganancia derivada de la propiedad en periodos de escasez local. En este modelo de

precios este rendimiento se considera proporcional al precio de mercado (spot).

El modelo de precios definido por la ecuacién (4.1) resulta no estacionario, debido a

la raiz unitaria presente en todos los movimientos brownianos geométricos. Esto provoca
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que el modelo ignore los ciclos de precios de los bienes (producidos por las Auctuaciones

de la oferta y demanda de estos activos reales).

4.2.2  Valor de la mina: modelo general

El valor de la mina en su versién més general depende de tres variables de estado:
el precio de mercado (spot) del bien S, el inventario fisico de la mina @ y el tiempo de
calendario t. Ademds, el modelo supone que la mina se maneja segin una politica de

operacién denotada por ¢.

Esta politica de operacién se define como una funcién que determina la tasa anual de
produccién de la mina cuando ésta se encuentra abierta. Esta funcién queda denotada
por: ¢(S,Q,t) y es generada a partir de tres precios criticos: Sg(@,t) que representa el
precio bajo el cual resulta preferible abandonar la mina si ésta se encuentra previamente
cerrada; S1(Q,t) corresponde al precio bajo el cual conviene cerrar o abandonar la mina
si ésta se encuentra previamente abierta, mientras que Sy(@, t) cuantifica el precio sobre
el cual resulta conveniente abrir la mina. La tasa anual de produccién puede variar sin
costo entre un limite superior denotado por § y un limite inferior simbolizado por g (el

cual sélo es alcanzado cuando la mina estd cerrada).
Luego, el valor de la mina se escribe de Ja siguiente manera:

V =V(50.t4¢)- (4.2)

Para esta ecuacién la variable j indica el estado de operacién de la mina, ya que
cuando ésta toma el valor uno, entonces el yacimiento se encuentra produciendo, mientras
que cuando se hace igual a cero la mina se encuentra cerrada. Considerando el proceso
estocéstico definido por la ecuacién (4.1), el cambio instantaneo en el valor de la mina
puede ser obtenido mediante la aplicacién del lema de 1t3.2 Al utilizar este resultado el

diferencial total de la mina esté dado por la siguiente expresién:

2En cierto sentido este lema constituye una especie de regla de la cadena en la teoria del célculo

diferencial estocastico. Para un analisis detallado de su deduccién, véase 1t6 (1951).
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AV = VsdS + VodQ + Vidt + %vss(dSJ2 (4.3)

Donde el cambio diferencial en el inventario de la mina estd supeditaco a la tasa de

produccién segin la siguiente ecuacion:

d@ = qdi.

El flujo de caja o tasa de rendimiento continua proveniente de la mina se define me-

diante la siguiente expresion:

FC=q(S—A) - M1 -j)-NV-T (4.4)

Donde: A(g. Q,t) indica el costo marginal promedio de producir a una tasa g en el
tiempo ¢ cuando el inventario de la mina es ). Por otra parte M (t) corresponde al costo
de mantenimiento de la mina en e} tiempo ¢ cuando ésta se encuentra cerrada. Ademas,
Aj para (j = 0, 1) simboliza la tasa de impuestos proporcional al valor de la mina cuando
ésta se encuentra abierta o cerrada, y T(q. @, 5. t) denota al total de impuestos y derechos

a pagar cuando la mina estd operando.

El modelo supone que la funcién de impuestos puede ser representada segun la siguiente

expresion:

T(q,Q,5,1) = ,gS + max{taq[S(1 — t;) — A};0}. (4.5)

En esta ecuacion t; representa la tasa de impuesto a las ventas y ¢ corresponde a la

tasa de impuesto a las utilidades.

Siguiendo la teoria de valorizacién por arbitraje, la ecuacién diferencial que deter-

mina el valor de la mina V | bajo la politica de operacién ¢, se obtiene considerando el
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rendimiento de un portafolio compuesto por una posicién larga® en la mina y una posicién
corta en contratos futuros sobre el bien.?

Cuando estos activos son combinandos en forma adecuada el incremento en el valor
de esta cartera deja de ser estocdstico para pasar a ser deterministico. Para evitar opor-
tunidades de arbitraje este rendimiento debe ser igual a la tasa libre de riesgo (denotada

por p ), esto provoca que se deba cumplir la siguiente ecuacién diferencial parcial:
1 .
SO SsS 4+ (pS — Cy)Vs — qVg + Vi + (S = A) = M(L=J) = T = (p+ 1)V (47)

El valor de la mina V(S,Q,1) satisface la ecuacién (4.8) para cualquier politica de
operacién ¢ = {g, So, 51,52}, pero bajo la estrategia 6ptima representada por: ¢* =
{g*, 55,57, 55} el valor de la mina, ademas, satisface el siguiente problema de opti-

mizacion:

3Un inversionista adopta una posicién larga cuando ha comprado la opcién y adopta una posicién

corta cuando ha vendido la opcién

“Nétese que el precio del futuro F(t,S) en el momento ¢ es funcién del proceso browniano que sigue

S. De esta manera, el cambio instantédneo en F, esta dado por el lema de Ito:

dF = (_F, + %Fssaw) dt + FgdS (4.6)

Donde 7 =T —t y T es la fecha de entrega del bien. Considerando el rendimiento de una cartera

! contratos futuros, el

compuesta por la compra de una unidad del bien (commodity) y la venta de (Fg)~
rendimiento de esta cartera es: % + %‘L - (;—,ffs-s = (SFs)~! (FSCy - %FSSUQSZ + FT) dt. Dado que este
rendimiento es no estocdstico y que C, se define como la tasa de conveniencia convenience yield de una
unidad marginal de inventario, el rendimiento debe ser igual a la tasa libre de riesgo pdt. obteniendo la
siguiente ecuacién diferencial: §Fs5025% + F5(pS — C,) = F» Finalmente, reemplazando (4.6) en (4.7),
el cambio instantdneo en el precio futuro se puede expresar en términos de la tasa de conveniencia y el

cambio instantdneo en el precio de mercado (spot), es decir,

dF = FsdS + Fs(pS — C,)




68

V(S,Q.1) = max,V(S,Q,t, 1,8),y

W(S,@Q,t) = max,V(5,@,1,0,0)

La solucién de estos problemas determinan los dos estados de operacién posibles :
V(S,@Q,t) cuando la mina estd abierta y W (S, Q,t) cuando el yacimiento se encuentra

cerrado.

Segun la definicién anterior del problema. el valor de la mina bajo la politica dptima

de operacién se obtiene resolviendo las siguientes ecuaciones:
MaXe (g,9) %UQSZVSS +(pS - C Vs —qVo+Vi+q(S—A) -T| =(p+ M)V (4.8)
Si la mina se encuentra abierta vy,
%UQSQWSS +(pS - C)Ws+W, = M = (p+ X)W (4.9)

Si la mina se encuentra cerrada.

Las condiciones en la frontera que deben satisfacerse son las siguientes:

1) Si las reservas fisicas del cobre se han agotado, el valor de la mina sera cero:

V(S,Q=0,t)=W(SQ=0,t) =0. (4.10)
2) Si el precio al contado del cobre es cero, el valor de la mina también lo sera:

W(S =0,Q,t) =0. (4.11)

3) El valor de la mina como porcentaje del precio al contado del cobre no debe explotar

a medida que éste tienda a infinito:
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lims_.ooV(S’TQ’t) < 40 (4.12)

Por dltimo, si se supone que los precios criticos de cierre y apertura que maximizan el
valor de Ja mina (denotados por: S} y S3) son conocidos por todos los inversionistas del

mercado, se obtienen las siguientes condiciones de equilibrio:

W(S;Q’t) = V(SS!QJ)“K?(QJ) (413)
V(S;,Q,t) = max[W(S},Q,1) — Ki(Q,1); 0] (4.14)
o — | Wssnen ] {W(SI,QJ)—KI(QJ)ZO}(4.15)
0 W(S;,Q,t) — Ki(Q.1) < 0
Ws(S3,Q,0) = Vs(S5,Q1) (4.16)
Ws(S;,@Q,t) = 0 (4.17)

Las ecuaciones (5.13) (5.14) y (5.15) se desprenden de las condiciones de high contact®
descritas por Merton-Samuelson, mientras que K1(Q,t) y K2(Q,t) corresponden a los

costos de cierre y de apertura respectivamente.
Este modelo no cuenta con una solucién analitica y como estd definido por un sistema

de ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden en tres dimensiones, su resolucién

numérica resulta extremadamente compleja.

4.2.3 Valor de la mina: en términos reales.

8Se denomina high contact a la condicién local donde la primera derivada por la izquierda es igual a

la primera derivada por la derecha.
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El valor de la mina depende del tiempo de calendario exclusivamente debido a que los
costos A, M, K, Ky, y el precio de mercado (spot) estdn sujetos a esta variable. Si para
simplificar el modelo se supone que la tasa de inflacién denotada por: p es constante a
lo largo del tiempo, y el rendimiento por conveniencia se simboliza por: £S, entonces el
valor de la mina depende sélo de dos variables de estado: el precio de mercado y el nivel

de reservas en inventario.

Para describir este nuevo modelo primero deben definirse las siguientes variables de-

flactadas:

a(q,Q) = Alg,Q,t)e™ (4.18)
f= M@t)e™ (4.19)
k(Q) = Ki(Qte™ (4.20)
k2(Q) = Ko(Q,)e™ (4.21)
s = Se™™ (4.22)
0(5,Q) = V(S,Q, e (4.23)
w(S,Q) = W(S,Qne™ (4.24)
(4:25)

Al hacer este cambio se supone que las variables sélo suben de precio debido a la tasa
de interés real. Para estas nuevas definiciones, el valor de la mina en términos reales para

ambos estados de operacién se encuentra dado por las siguientes expresiones:

1
MaXge(q,7) 50282%3 +(r—k)svs —qug+g(s—a)—7| =(r+M)v (4.26)

cuando la mina se encuentra abierta. Sin embargo, si la mina estd cerrada, entonces

:‘12—02.9211)M +(r —k)sws; — f = (r+ Ao)w. (4.27)
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En estas ecuaciones, hacemos énfacis en que r = p — 7 corresponde a la tasa “real”

libre de riesgo, y 7 estd dado por la siguiente expresién

T = t,gs + max{tag{s(l — ¢;) — a]; 0}.

Por 1ltimo, las condiciones en el borde y de equilibrio para esta nueva versiéon del

modelo son las siguientes

v(5,Q=0) = w(s,@=0)=0 (4.28)
w(s =0,Q) = 0 (4.29)
zz:mwo“s—f) < too (4.30)
w(sy, Q) = v(s3,Q) ~ k(Q) (4.31)
v(s, Q) = max[w(s},Q) — ki(Q); 0] (4.32)
w5, Q) = { ;vs(sI,Q) } s { ZE:S;::ES; ig } (4.33)
we(s3,Q) = vs(s3,Q) (4.34)

De esta manera, el valor de la mina para ambos estados operacionales no depende
del tiempo, por lo que este modelo puede resolverse numéricamente, mediante diferencias

finitas implicitas.



Capitulo 5
Aproximacién numérica.

En este capitulo quedan descritos de manera global algunos métodos numéricos y su ade-
cuada participacién resolviendo problemas de opciones reales. También algunas aproxi-
maciones alternativas e indicios de aplicacién mediante procedimientos de induccién, con
evolucién hacia delante y hacia atrds, que tienen un lugar en la valoracién de las opciones

reales.

Un caso-proyecto con la opcién de invertir en el futuro dependiente de un precio
con rendimiento estocdstico es evaluado usando arboles binomiales, diferencias finitas, y
simulacién. La solucién analitica dada por Black-Scholes para este problema es usado

como referencia. Los cuatro métodos proporcionan resultados muy parecidos.
Algunas extensiones de esos métodos son adecuados tanto para opciones de tipo amer-

icano, como para la solucién de Brennan y Schwartz a su problema de valoracién clasico.

Los beneficios de este acercamiento, también son discutidos.
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5.1 Las aproximaciones numéricas.

5.1.1 Valoracién de la opcién real europea por procedimientos

numeéricos

Ciertos problemas de demandas contingentes pueden ser resueltos a través de expre-
siones analiticas con expresiones exactas, pero esto no ocurre con la mayoria de ellos. De
no encontrar una solucién analitica entonces, lo ideal es el uso de métodos numéricos. Para
ilustrar esta discusién de las aproximaciones numéricas alternativas y su comparacién con
una simulacién normal, definimos un simple problema de valoracién de opciones reales y

se resuelve usando diferentes métodos.

Suponga que se quiere valorar un proyecto con flujos del dinero en efectivo dependiente
de un precio de rendimiento estocéstico, S. Sin pérdida de generalidad, y para hacer mas
simple la exposicién puede suponer que la inversién inicial es nula, z.e. Iy = 0 pero que
requiere de una inversién I; veces, al tiempo T lo cual, de ser realizado, genera flujos de
dinero en efectivo con un valor presente en T, de V(S). Dependiendo de este valor V(S)
el gerente puede decidir no invertir en T, en tal caso el proyecto debe ser abandonado en
un valor de liquidacién cero. El valor de este proyecto puede planearse como una opcién
de compra (Call) escrita sobre V(S) con precio de ejercicio I; y tiempo de maduracién
T.

Para hallar €] valor de este proyecto es posible usar la bien conocida férmula de Black
y Scholes para una opcién de compra (call), bajo ciertos supuestos. Entre ellos, que
S es un recurso comercializable, que los mercados sean completos y permitan realizar
cobertura en contra del riesgo del precio, del rendimiento y, sobretodo, suponiendo que
sus precios de retorno estan bien modelados por un movimiento browniano con tasas de
interés y volatilidad constantes. De ser validos estos supuestos, entonces no hay necesidad

de acudir a los procedimientos numéricos.
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Sin embargo, la mayoria de los modelos de opciones reales, no tienen una solucién
analitica en forma exacta. Hay muchas razones para qué esto suceda, ello incluye a los
modelos de incertidumbre mas complejos y a las especificaciones de la flexibilidad de los
proyectos. En estos casos, para valorar la demanda contingente también deben usarse

procedimientos de solucién numérica.

Hay muchos métodos numéricos que pueden usarse para valorar una demanda con-
tingente de tipo europeo. De hecho, podemos mencionar procedimientos de simulaciones
normales Monte Carlo como las méas conocidas y, para discutir sus ventajas comparati-
vas y desventajas, resolvemos el problema. anterior mediante el uso de tres procedimientos
numéricos alternativos: arboles binomiales, diferencias finitas, y simulacién. Supondremos
lo que Black y Scholes sostienen para tener una solucién analitica que pueda usarse como

una referencia para nuestros métodos numéricos aproximados.

Concretamente, supondremos que los precios de “riesgo—ajustado” siguen un movimiento

browniano geométrico con una especificacién de discretizacién como sigue:
AS =rSAt + 0SVALZ (5.1)
Ante la eleccién de los parametros :
o r =010,
e 0 =02,
o At son intervalos o pasos de tiempo,

e Z son variables aleatorias con una distribucién normal estdndar para cada tiempo

fijo.
El proyecto de la inversién descrito antes tiene la especificacién siguiente:
o V(S)=aS+b
e a=10,6=0

011:10




75

.T0:0
e T/ =1

Como bien se ha mencionado antes, el valor de esta opcién real puede ser directa-
mente obtenida usando Black y Scholes, dado que el valor del proyecto con un precio de
rendimiento inicial de 1 es 1.30. Resolver este problema de valoracién implica el uso de

las tres aproximaciones numéricas alternativas.

5.1.2 Arboles binomiales.

Las aproximaciones a través de 4rboles discretos de procesos estocésticos y su uso
en la valoracién de la opcién han sido propuestas por Cox [Co-Ro-Ru], Rendleman y
Barter [Re-Bal], y Sharpe [Sha]. Dado que, no es el propésito de este escrito abordar
el tema de arboles binomiales, s6lo recordaremos la generalidad de sus fundamentos.
Los arboles binomiales suponen que esa incertidumbre en cualquier estado puede ser
representada a través de dos estados alternativos. Estos dos estados se definen de tal modo
que jugando con la distribucién de los precios implicitos tan estrechamente vinculados con
la distribucién de probabilidad de la variable continua del estado subyacente. El proceso
estocastico para modelar el precio del rendimiento es reacondicionado para restringir los
valores y las probabilidades de los dos estados de igual manera que el retorno del precio
esperado sobre el préximo intervalo de tiempo sea igual & rAt y que su volatilidad sea
oAtz. Una solucién pasa por definir los dos valores para la variable de estado como S, y

S4, con probabilidades p y (I — p), respectivamente. Por otra parte,

d — e—o\/ﬂ (5 3)
por lo que también
1
d=—.
U

Y una expresién alternativa para la probabilidad en término de los valores anteriores

viene dada por

TAL
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Dependiendo de la exactitud requerida es posible determinar el tamafio del intervalo
de tiempo At, o equivalentemente, el nimero de subintervalos de la particion del tiempo
total de madurez. En nuestro caso el tiempo de la madurez es T, = 1, y se ha dividido
en en 10 subintervalos, por lo tanto, ponemos At = %. Una vez que el drbol binomial
es obtenido y, por lo tanto, la distribucién del precio subyacente también, la valoracién
del derivado (en nuestro caso el proyecto de la inversién) puede ser entendido como una
demanda contingente en precio del rendimiento.

Tiempo de Maduracion
100 090 0B) 070 06D 0S50 040 030 020 G10 000

| | 1.65
L 2

| ]

La informacion en cada nodo: | | |

o L | LIz

S, pracio del rondimiento. 777¢
Valor de la Opcién Real

5M a8 462

1.37 1.37, 1.37.
421 401 Jjgz

21 121 1
280 253 2

1.13 113 1.13 1
222 20 1.78 1

1.07 1.07
1.51 1.51

1.00 1.00 1.00 1.00] C oo 1.00
131 101 091, 068 042 000

094! 0.94 .
0680 L 063 023 .02 000

o

| &8
o

NB

yal‘a

)

oo

_Bd
oio
208
olo
Bal | | | 8B [ ]|

ol
2

Figura 5.1: Arbol binomial.

La figura 5.1 presenta una solucién del arbol binomial para nuestro problema de va-
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loracién de inversién. Un vector bidimensional que especifica en cada nodo del binomio,
tanto al precio del rendimiento, como al valor de la opcién. Obtener esos valores de la

opcién conduce al cdlculo del flujo de dinero en el tiempo de maduracién (T) a través de
Max (V(S) - 1;;0).

Estos valores se presentan en negritas al derecho extremo en 5.1.

El siguiente paso deriva en calcular el valor de la opcién para cada uno de los nodos
anteriores. Por ejemplo, en la parte superior en una esquina de la figura 5.1 se presenta
una caja con tres nodos. El valor de la opcién de 7.77 se calcula como el valor de la opcién

esperado en los dos siguientes nodos usando las probabilidades de riesgo neutral

Valor de la opcién = [p- 8.82 + (1 — p) - 6.59] €™ = 7.77.

El procedimiento se repite columna a columna de derecha a izquierda. El dltimo nodo
representa el valor de la opcién actual de 1.31 por un precio del rendimiento inicial de 1.

Esta opcién es muy similar a nuestro valor de la solucién analitico de Black y Scholes.

5.1.3 Diferencias finitas

Una alternativa, a los drboles binomiales, es usar diferencias finitas para resolver la
ecuacién de valoracién. En este caso, podemos usar condiciones normales de no arbitraje
para derivar una ecuacién diferencial parcial para el valor de la demanda contingente.
Para nuestro problema de opciones reales, la ecuacién diferencial estandar Black-Scholes

cuya solucién es precisamente el valor de la opcién real IH(S,t) es:
—%H—I”S?a? +rSH, —rH +H, =0. (5.5)
Con las siguientes condiciones de maduracién en el borde:
H(S,t =T;) = Max [V(S) — 1,;0]. (5.6)
Aqui S es una concentracién del estado, de tal manera que:

H(0, 1) = 0. (5.7)




En 1977, Eduardo Schwartz propuso la discretizacién de todas las variables de estado
para el procedimiento de diferencias finitas. poniendo el valor de las demandas contin-
gentes en el limite, reemplazando la primera y segunda derivada por una aproximacion
de diferencias finitas y, resolviendo usando una versién discreta de la ecuacién dilerencial
parcial que representa la ecuacién de valoracién hacia atrds (backward). Hay dos apro-
ximaciones de las diferencias finitas bdsicas: el método implicito y explicito. Aungue ¢l
anterior es mas robusto, nosotros llevamos a cabo el ultimo por las razones expuestas.

En nuestro problema, el valor del proyecto es una funcién de dos variables de estado:
el precio del rendimiento, S, y el tiempo de maduracién, T. El tiempo es discreto en M
intervalos, y el precio S en N intervalos. La ecuacién diferencial de Black y Scholes es

reemplazada por las aproximaciones de la diferencias siguientes:

AS — Jmax (5.8)
N
T, )
AT = —. (5.9
M (5:9)

También la derivada se discretiza mediante,

_ IH7'+LJw'l - H—Il-{—].jfl

= 5.10
e IAS (510)
y para la de segundo orden se tiene:
iy 01 — 24 5 + Hig 50
= : : iy 5.11
]]_ISS AS2 ( )
mientras que para la derivada temporal,
My — H;
H, = L~ 75 5.12
= (512)

Una vez que estas aproximaciones se sustituyen en la ecuacién diferencial, se obtiene:

a;jHit i1 + 0 i + gy 540 = Hi g (5.13)
Maés precisamente,
1 1 1
= ————— | —-rjAt + =02 At 5.14
A ey vl B A M (5.14)
1 2,2
b, (1 - o252A0). (5.15)

T 1trAt



11, .
= Srjit+ S0Pt 5.16
%= Ty a2 At R0 A (5.16)

Asi, dado el conocimiento de los valores de la demanda contingente en 7+ 1 el obtener
los valores en 7 resulta sencillo. Por una parte, existe una condicién al limite que da
valores iniciales en ¢ = M, y hace posible trabajar hacia atrés, es decir, desde i = M hasta

1 =0.

H(S,0)=Max[V(S)- I, 0]

A

. 1 1 i i 1 1
SmaXJZN——--4.---4----|----+----l——-—;--

1 I 1 1 1 1

i I I i 1 ]

1 1 1 1 1
-ttt T TTr-TTTTTTITTTTrT

l I b 1 1 1

! I 1] 1 1 !
[ RN [ EPIDI PP (R S

-t~ -t~ --"-"rFr-""t-—-~=1-~---r-~

| 1 1 H 1 i
I [ 1 t 1 L}
e e e e e Rl
1 1 | 1 1 1
I } 1 1 1 1
. i e B e R R
e
0 > 1
1=0 H(O,T)=0 i=M

Figura 5.2: Discretizacién del estado del espacio .

La figura 5.2 presenta una solucién obtenida mediante las diferencias finitas, y mues-
tra el valor de la inversién. Las tres columnas del lado derecho calculan las constantes
necesarias y en la siguiente columna, aparecen los valores a la izquierda, y el de la opcién

real en el limite Es posible programar el cilculo de la opcién real en el limite:
Valor Opcién en la fecha de Maduracién = Max (V(S) —1;;0).

Finalmente, se presenta el valor del proyecto para cada precio inicial {cuando el tiempo
de maduracién es 1). Para un precio del rendimiento inicial de 1, el valor de la opcién

calculado es 1.30, nuevamente muy similar a nuestros resultados anteriores.
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Figura 5.3: Solucién de diferencias finitas para una inversién con una Opcién Real Europea.

5.1.4 Simulacién

En el afio de 1977, Boyle [Boy] propuso una aproximacién por simulacién Monte

Carlo para la valoracién de la opcién europea. El método estd basado en la idea, en

donde, simulando las trayectorias de los precios pueden aproximarse por distribuciones de

probabilidad de los valores finales del recurso. Se calculan los flujos de efectivo de la opcién

para cada simulacién y entonces se hacen los promedios. El flujo del dinero promedio

descontado, usando la tasa de interés libre de riesgo, representa un punto estimado del

valor de la opcidn.

Hay varias maneras de aumentar la exactitud de la estimacién, la mas simple es

incrementar el nimero de trayectorias simuladas. La eficacia también puede ser mejorada

usando técnicas de reduccién de la varianza, incluyendo las aproximaciones a la variable

de control y variables de prueba (test variables) (ver Hammersley y Handscomb [Ha-Hal).
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A continuacién resolvemos nuestro problema de opciones reales.

_{Tiempo de maduracién ()

Corrida | 10 09, 08 07 06 05 04 03 02 01 00 VS) VPN

M1 100 088 098/ 091 1.00 099 095 097 095 081 0.88 0.00 0.00
i [1.00 1.04 1.06 116 1.06 109 116 116 120 128 1.34 344 156
2 /100 088, 099 111 1143 111 123 119 1.26 1.27 1.31 312 1.98
[ |1.00 1.04/ 1.05/ 0.95/ 0.94 098 0.89 0.94 081 091 090 0.00 1.49
3 11.00] 098] 1.07 1.09 1.08 101 106 1.00; 1.06 108 1.25 250 1.30]
_ |1.00/ 1.04' 087 087/ 1.01 108 1.05 113/ 109 1.08 094 000 137
4 100/ 093 089 080 088 075 077 082/ 090/ 080 072 000 128
__[1.00[ 109 116] 117/ 122 1.43) 141 1.34] 1.24) 140 158 581 168
5 11.00, 092/ 088 0.72 068 0.64/ 060 059 060 067 070 0.00 1.30
_[1.00] 1.10] 1.47] 1.41) 152 163 1.77 184] 1.85 1.65 160 601 189

10 (100 1.00 1.02] 0.99 0.96 1.09) 0.99' 094 089 0.90 0.88 0.00 1.29
] _11.00] 1.02] 1.02] 1.07] 112 1.00] 111 118 1.27| 1.29 1.33| 333 143
15 [1.00] 1.07] 108| 115 1.09 1.14] 1.24 143 145 154 161] 610 133
[1.00/ 0.5 086/ 092 098 096/ 089 077 078 075 073  0.00 1.44

20 (100 091 093 093 093 094 082 094 101 113 118 175 132
[1.000 111 1.1 143 116 1.16) 1.22' 1.21] 115 103 101 010 1.37

25 [1.00 110 1.10) 106 143 1.18| 123 124 135 135 135 353 1.3
1100 092 094 099 095 092/ 090 091 085 086 088  0.00 1.34

30 100y 1.05 1.62 105 1.09 1.08 113 107 104 112 118 182 1.30

1100/ 097, 1.01 101 099 1.02] 0.99 1.06 1.11, 1.05 1.01 015 1.30

Figura 5.4: Solucién por simulacién para una inversién con una Opcién Real Europea.

La figura 5.4 muestra la simulacién para valorar la opcién real. Cada ejecucién
comienza con un precio de rendimiento inicial de 1, y usando una serie especifica de
ndimeros aleatorios, una trayectoria de precios es calculada. Por ejemplo, la primera
trayectoria del precio acaba (tiempo de madurez de la opcién) con un precio de rendimiento
de 0.88. La siguiente columna de la derecha muestra los pagos finales de la opcién para
ese precio especifico. Dado que, para ese precio el proyecto se abandonarfa, el valor de la

opcion es cero.

Para llevar acabo la técnica de reduccién de varianza de la variable de prueba, el
siguiente renglén en la figura 5.4 muestra la trayectoria del precio usando los mismos
nimeros aleatorios anteriores, pero con un cambio de signo. Dado que nuestros nimeros

aleatorios iniciales eran tales que el precio del rendimiento en la fecha de maduracién era
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bajo (0.88), pero cambiando los signos de los nimeros aleatorios este segundo renglén
proporciona una trayectoria con el precio del rendimiento en la fecha de maduracién alto
(1.34). Para este nuevo precio de rendimiento la opcién es ahora valiosa y proporciona
un flujo del dinero en efectivo de 3.44. Es facil ver que un promedio de estas dos filas
proporcionan una estimacién de varianza baja de los flujos de dinero actuales que usando

simplemente una sola fila.

Solo una ves, un ndmero adecuado de trayectorias de precios se genera, el valor de la
opcién real puede ser calculado descontando los flujos promedio de dinero de la opcién,
libres de riesgo. Puede verse que en nuestro caso con una serie de s6lo 30 trayectorias del
precios independientes (60 renglones incluyendo sus valores de prueba) podemos obtener
un mismo valor de cierre para nuestro problema de opcién real (1.30). En la mayoria de
los casos es necesario hacer un nimero mayor de corridas de simulaciones para obtener

estimaciones exactas.

5.1.5 Comparando procedimientos numéricos alternativos.

Hemos presentado aplicaciones de tres aproximaciones numéricas alternativas a) mismo
problema de opcidnes reales. Cada uno de ellos tienen sus propios méritos y son especial-

mente ttiles para ciertos. tipos especificos de problemas de valoracién.

Quizé el factor mds importante, una vez elegido el acercamiento numérico apropiado
es el tipo de opcién que estamos intentando valorar. La simulacién normal es un procedi-
miento de induccién hacia adelante, y como tal presenta problemas para valorar opciones
de tipo americano. En situaciones en las que la estrategia éptima no es de conocida de an-
temano, los procedimientos de simulacién no pueden valorar estas opciones correctamente.
Como se dijo, muchas opciones reales permiten decisiones de mercados para cambiar la
produccién o niveles de inversién en diferentes puntos del tiempo, y se modela por con-
siguiente como opciones americanas. Las diferencias finitas y drboles binomiales, por otro
lado, son procedimientos de la induccién dirigidos hacia atras que pueden determinar

politicas del ejercicio éptimas, valorando correctamente estas opciones americanas.
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La debilidad en la simulacién, manejando opciones americanas, se vuelve importante
cuando hay trayectorias dependientes de flujos de dinero. Por ejemplo, los pagos de
impuestos actuales normalmente dependen de ganancias del pasado y presentan una di-
ficultad por todos los procedimientos de la induccién dirigidos hacia atrds. Siempre es
posible evitar este problema definiendo nuevas variables de estado que representan un
camino de informacién dependiente, pero esto puede aumentar la complejidad del modelo
de una manera sustancial. Por consiguiente, en la presencia de camino-dependiente de
los flujos del dinero en efectivo, la simulacién es un mucho mejor procedimiento que los

procedimientos de induccién dirigidos hacia atrés.

La principal caracteristica que hace a la simulacién tan atractiva es su habilidad para
cubrir la incertidumbre de una manera muy simple. La reciente tendencia en modelar Ja
incertidumbre de los precios usando modelos de multi-factores es mas sencillo de llevar a
cabo usando simulacién que usando otros acercamientos numéricos. Algo similar puede
decirse en el uso de procesos estocdsticos complejos para modelar la dindmica de éstos

factores de riesgo, que también son maés simples usando simulacién.

Finalmente, el hecho que el costo de la informética ha estado bajando draméaticamente
en Jos tltimos anos y que esta tendencia no muestra ninguna sefial de debilitarse en un
futuro cercano, se presenta una perspectiva favorable para el uso creciente de Ja simulacién.
Es maés, su inconveniente mayor, la incapacidad para manejar opciones del tipo americano
con éxito, ha sido tema para nuevas investigaciénes en recientes afos, como se describira
en la seccion siguiente. Con costos computacionales mas bajos podemos esperar manejar
el aumento en la complejidad en los modelos, y obtener un uso reforzado en técnicas de

simulacién.

5.1.6  Aproximacion del valor de la mina por diferencias finitas.

En lo siguiente aplicamos el método de diferencias finitas implicitas, al modelo planteado
por Brennan y Schwartz del valor de una mina: en términos reales, descrito en la seccién

4.2.3. Para facilitar los cdlculos se supone que la mina solo puede ser explotada a una



tasa lija g, de este modo, las EDP que representan a este proyecto son:

1 54 , -
50‘5‘1'55 +(r—k)su, —qug+g(s —a) — 7= (r+A\)v (5.17)

cuando la mina se encuentra abierta. Y

1
502521053 +{r — k)sw, — [ = (T + Ao)w, (5.18)

cuando la mina estd cerrada

Para aproximar las derivadas parciales de primer orden respecto a la variable de estado
5 (precio del cobre) de las ecuaciones (5.17) y (5.18), adoptamos las siguientes diferencias

simétricas:

_ Vig41 — Vij—1 5.19

v = T (5.19)
= Bigst Wiyt 5.20
ws 2AS bl ( )

para aproximar las derivada parcial de segundo orden respecto de la variable s, em-

pleamos las siguientes diferencias:

Vgl T U — 205 5.9]

vsa - A52 ) ( . )
Wy 4 + Wy 41 — 21.Ui"

Weg = —2F A;Z‘ J. (5.22)

Por ltimo para aproximar la derivada parcial de primer orden respecto de la varjable

de estado @ (reserva de cobre en la mina) utilizamos la siguiente diferencia forward:

_ Vi1 — Vi

v = AQ



Sustituvendo las diferencias anteriores en la ecuacién (5.17) obtenemos un método

implicito para aproximar el valor de la mina abierta. esto es,

1 et Vs — i v
v /\l)vi’j EggAssz 21 vﬁyjzl 2 F(r— k)AS]-L ’JHZ#
S 56
Vit1,5 — Vs .
_ Yitlg T iy q( Asj a) 7

recuerde que d@ = ¢dt, por tanto, AQ = gAt. Si At = 1 entonces AQ = g, ordenando,

UVip1; = vi'j_'_l% (02]'2 +(r — k)j) +v; 5 (1 — o — (r + /\1))

1 . . .
+ Vij-15 (02]2 —(r— k)]) +g(Asj —a) — T,

Para un manejo més sencillo de est4 ecuacién, definamos las variables siguientes:

a; = %(02j2+(T—k)j)=
b; = (l—ozjz—(T+/\1)),
¢ = é(anz—(r—k)j)v

De este modo, la ecuacién resultante queda escrita de la siguiente manera:

Vij+105 + Vi i + vijoac; + q(Asf — a) = T = Vigy (5.23)

Con las condiciones en el borde, con un supuesto Syac (méximo valor alcanzado por
b p
el precio del cobre!) y el niimero total de reservas iniciales Qaraz, Se puede determinar el

valor de la mina en operacién para cualquier precio de cobre s y nimero de reservas Q.

Ise obtiene de considerar la condicién de borde lim; oo —v(ss’Q)



La cuadricula de valores en el contorno y el diagrama para avanzar adelante en el

tiempo, se presenta en la figura 5.5.

|
SMamMASFO  FC  FC  FC  FC FC
N L+
i Vu 1+
2480 i
1AS O
0 0 0 0 0 0
OAS ! | ! 1 1 L

0AQ 1AQ 2AQ 3AQ 4AQ - - QT NAQ

Figura 5.5: Diagrama del método de diferencias finitas implicitas.

Por otra parte, sustituyendo las diferencias (5.20) y (5.22), en la ecuacién que describe

el comportamiento de la mina cerrada (5.18), se obtiene la siguiente ecuacién.

!
2

QWi i1 + Wi o1 — 2w;
As?

. Wi 41 — Wi j—
0?As%j +(r — k)s]% — [ =(r+ X)wi;.

Note, que el valor de la mina-cerrada, no depende de la cantidad de reserva de cobre
@, es por este motivo que el subindice 7 no avanza o retrocede en ningin sumando, en
base a esta conjetura lo podemos eliminar. Ordenando y agrupando términos, se obtiene

la siguiente expresion:



w]-Hé (02]'2 +(r — k)]) — w; (02]'2 +(r+ /\o)) — wj—l% ((T —-k)j - 0272) =/

Con objeto de un manejo més claro de la ecuacién anterior, se definen las siguientes

variables.

a; = % o’ +(r - k)j),
ﬁj = (02j2+(T+/\0)),
o= %((T—k)j—azjg),

reescribiendo,
W05 — wily — w1y =/

Sin embargo, surge un pequeno problema al determinar el valor de la mina para cada
precio del cobre, ya que, las condiciones en el borde con que contamos, a saber w(0) = 0
¥ W(Smaz) = —f, 10 son sucesivas. Por tanto, para corregir estd inconsistencia, se definen

las variables siguientes.

a; = i,
ay

R

ﬁ] - T
a;

P _ 0t

Sustituyendo y organizando términos

Wi = a; + w],B; + ’tUjvl’)’; (524)
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Aliora, procedemos de la siguiente manera.

wy = o) +wef +wy,
w3y = oy 4w B+ weys,
wy = oy +wfi +wsn,
* * Py *
Wy = Oy T War—2Bp ) F Wa—1Vp s

Se definen las variables u; y v;, de la siguiente manera recursiva, A ws, se le designan
uy = ay + woffy y vy = 7y, entonces, wy = u; + vywi, para determinar a u; y vy se sigue

el camino siguiente,

ws = o+ wf+ wys,

ws = aj+wf;+ (u+ww)vs,
wy = oy +w B +vu+ winys,
wy = az+ypu+w vy +06),

entonces, Uy = oy + ysuy, V2 = U173 + 5 y w3 = Uy + vwy, Se procede de la misma

forma para determinar uz y v3, es decir,

wy = a3 +wf; +ws,
wy = o5+ (w +wv)B; + (ug + wive) V3,
wyg = o3 +wfy 4 ueys +w (VB3 +vama),

por tanto, wy = uz + vaw, con ug = a3 + w1 F5 + uxys ¥y v3 = v 83 + voy3, Siguiendo

la misma idea se determina u y v, para cualguier j > 2
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* O *
u; = oty Fu Y

= . * LA
v 'U]_Q,Bj + v V-

De esta manera wyy, queda escrito de la siguiente forma,

Wy = Up-1 + WiV (5.25)

Y como, wy, es conocido (por ser una condicién de borde), solo resta despejar a w;.
De este modo, conseguimos dos valores consecutivos de la mina (wp ¥y w,) y que juntos
con la ecuacién wjy1 = o + w;B; + w;-17; producen el valor de la mina-cerrada para

cualquier precio del cobre.

Si el modelo no considerase, que existe un costo por cambiar de estado operacional
de la mina (cierre, apertura o abandono), entonces, para determinar el valor global de la
mina para cada precio del cobre y para cualquier nimero de reserva, solo se tendria que

elegir el valor maximo de entre los tres valores posibles de la mina, esto es,

max ( Valor de mina-abierta, Valor de mina-cerrada, Valor de abandonar)

Que resulta de ejecutar simultdneamente los métodos de aproximacién detallados an-

teriormente.
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Conclusiones.

En este trabajo de tesis ha sido descrito el entorno de evaluacién de las opciones fi-
nancieras, con objeto de presentar el nuevo enfoque de las mismas sobre activos reales,
es decir, mostrar lo que se conoce como teoria de las opciones reales, resaltando la im-
portancia de dicha metodologia a la hora de evaluar los proyectos de inversién inestables
y centrando nuestra atencién en proyectos de inversién para la explotacién de recursos
no renovables. Ademds, hemos abordado las ventajas y desventajas al utilizar este nuevo
enfoque de opciones reales sobre la metodologia tradicional en la evaluacién de proyectos

de inversion.

De este modo, utilizando las ventajas de las opciones reales, sé presenté el modelo
planteado por Brennan y Schwarlz en 1985, dicho modelo analiza la explotacién de una
mina de cobre que cuenta con una tasa de produccién variable, los pardmetros consid-
erados para su evaluacién son: el nivel fisico de reserva de cobre en la mina, tiempo de
concesién y el precio spot del recurso, del cual, el valor de la mina hereda la incertidumbre.
El modelo revela las diversas dificultades para su valorizacién debido a las flexibilidades
con las que cuentan los duefos de este yacimiento, dentro de las cuales se encuentran
involucradas la deteccién temporal de la produccién, su reanudacién, o bien, su abandono

definitivo.

En conclusién hemos mostrado que la incorporacién de las opciones reales en la eval-
uacién de los proyectos de inversién proporciona un aumento en su valor, aumento que se

conoce como el valor de la flexibilidad.

De este manera, para el caso de la mina, tenemos que su valor total consiste del VPN

de los flujos futuros de efectivo mas el valor de las opciones de cierre temporal, abandono
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v apertura. Esto muestra que el valor final del yacimiento utilizando la metodologia de
opciones reales es mucho mayor que el valor obtenido tinicamente al aplicar los métodos

tradicionales de evaluacion.

Por otra parte, la determinacién del valor de la mina bajo una estrategia optima de
operacién ¢* satisface ademds el problema de optimizacién y determina los dos estados
posibles de operacién (cierre y apertura) de la mina con sus respectivas EDP, con ade-
cuadas condiciones de frontera y de equilibrio que garantizan la existencia y unicidad de
la solucién. Ello permite concluir que una aproximacion a su valor, puede ser realizada

mediante el empleo del método de diferencias finitas explicitas.

Por tltimo, los trabajos a futuro de esta tesis son:

1.- Extender las ideas a la explotacién de recursos renovables (pesquerias, madera,

ganado, etc.) utilizando modelos de depredacién, morbilidad, migracién, entre otros.
2.- Resolver la ecuacién diferencial mediante elementos infinitos.

3.- Introducir condiciones reales para el manejo del recurso. Penalizaciones por no en-
trega, retrasos en la distribucién del recurso, retrasos en la entrega de material por

parte de los proveedores, por mencionar algunos.
4.- Modificar las hipétesis de mercados completos.

5.- Aproximar mediante diferencias finitas la solucién de la EDP con el empleo de las

tres variables de estado.
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Anexo A

A.l1.- El movimiento browniano.

Definicién.
Un movimiento browniano (MB) es un proceso estocstico { X} de valor real, con in-

crementos independientes y estacionarios, i.e.,

1.- El mapeo s — X (w) es continuo c.s., en IP, es decir.

Para cada w € § asociamos el mapeo de R* a E: s — X (w)
2.- Incrementos independientes: si s < t, X; — X, es independiente de F, = o(X,.u < s).
3.- Incrementos estacionarios: si s < ¢, X, — X, ~ X;_s — Xo

si {X1}i>0 €s un MB, entonces X, — X, ~ N(rt,0%l) y si Xo =0cs. [P, [E(X,) = 0.

IE(X?2) = t diremos que es: un movimiento browniano estandar con distribucién

1 8—2_:(2
V2nt

Definicién de MB respecto a una filtracién.

Un proceso estocéstico continuo de valor real es un {F;}-MB si este satisface:

1.- Para cualquier t > 0, X; es F;-medible.

2.- Sis <t, Xy — X, es independiente de F, y tiene la misma ley de distribucién que
Xt—s - XO

La pregunta obligada es: ;Qué es un proceso continuo? basta seguir una guia de
tres principios. Primero un valor real que es tomado se puede expresar con funciones
arbitrarias y cualquier niimero real se puede considerar como un valor. Segundo, el valor

puede cambiar de un momento a otro; y tercero, el proceso cambia continuamente, el
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valor no puede dar saltos instantdneos. En otras palabras, si el valor cambia de 1 a 1.05

debe haber pasado por todos los valores intermedios.

A.2.- Martingalas.

Definicién.
Sea {F;} ;>0 una filtracidn del espacio de probabilidad (Q, {F;} ;0. [P), ¥ ¥; una sucesién
de variables aleatorias que es adaptada a {F;};50. Entonces llamaremos martingala al
par (Y, {F;}50) = {(Y;, F;)}is0, si para toda 7 > O se tiene que

a) E(|Y]) < 00,y
b) E(Y;0|55) = Y.

De la misma forma definiremos supermartingalas (submartingalas). Sea (Q, {F;};0. IP)
un espacio de probabilidad con filtracién, {F;};50 y ¥; una sucesién de variables aleato-
rias que estd adaptada a {F;};50. Entonces llamaremos supermartingala (submartingala)
al par (Y, {F;};»0) = {(Y;, {F;}i>0)}, si para toda j > O son verificadas las siguientes

condiciones:

a) IE(|Y;|) < oo,

b) IE(Y;11|F;) 2 Yj, respectivamente IE(Y;4,|F;) < Y;.
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Anexo B: Valoracion de opciones fi-
nancieras por diferencias finitas.

En este anexo son expuestos algunos ejerplos de como la estructura de Ecuaciones
Diferenciales Parciales (EDP) puede ser aprovechada para valorizar el precio de las op-
ciones. La idea es aplicar el método de diferencias finitas para solucionar la EDP de
Black-Scholes. Comenzaremos por recordar el método de aproximacién derivado y como

las condiciones de frontera pueden conducir a un modelo de opciones especifico.

b.1.- Aplicacién del método de diferencias finitas a
la ecuacién de Black-Scholes.

En principio podemos recordar que el valor de una opcién al tiempo t escrita sobre el
activo subyacente S(t) es una funcién f(t, S) que satisface la ecuacién diferencial parcial
of 1 [

- = 405t L = 5.26
o TS5 T 50" g =1/ (5.26)

con una condicién de frontera adecuada que caracteriza el tipo de la opcién. Se
pueden obtener ecuaciones distintas si las hipétesis son modificadas y es introducida una
dependencia en la trayectoria, pero esta ecuacién serd el punto de partida para comprender
la aplicacién del método numérico basado en diferencias finitas para el precio de una
opcién. Para resolver por diferencias finitas una EDP en primer termino hay que establecer
una cuadricula de valores, en este caso como la funcién depende del tiempo ¢ y del activo
S con respecto a dos variables. Sea T el tiempo de expiracién de la opcién y Spaz un
supuesto méximo valor que no puede ser alcanzado por el activo subyacente S(t) por
lo menos dentro del horizonte considerado. Necesitamos el valor Sy, para propésitos
computacionales ya que el dominio para la EDP no es acotado con respecto al precio
del activo subyacente, en este sentido S, juega el papel de +0o0. De esta manera la

cuadricula de puntos de (¢, S) esta formada por
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t = 0,6t,20t,... Not=T,
S = 0,65,268,... ,MS = Spaz

En adelante para la cuadricula se usard la notacién f; ; = f(idt, 70.5).

Recordemos las diferentes opciones que tenemos para aproximar la EDP (5.30):

¢ Diferencia hacia delante (Forward): -

Of  Jumi = 150 firri — fig
oS 88 ot ot

e Diferencia hacia tras (Backward):

of ~ fij = fiz- 0f ~ fig— ficrg
aS &S ot ot

Diferencia simétrica

Of _ Jun = fis10f  firng = ficas
S 208 ot 20t

Diferencia para la derivada de segundo orden
»*f figri = fis  fis = figm
— = o L 85
052 ( &S &S /

figrr+ fijo1—2fi;
652 '

Dependiendo de la combinacién de estructuras que utilicemos para discretizar la
ecuacién, acabaremos con diferentes aproximaciones, explicita o implicita, las cuales se

abordan en la siguiente seccidn.

La condicién de frontera es otra situacién en la que deberemos tener cuidado. A la

fecha de expiracion se cuenta con la condicién final,

f(T,S) = max{S - X,0} VS
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para una opcién de compra (cell) con precio de ejercicio X, y

ST, S) = max{X — 5.0} VS

para una opcién de venta (put). Cuando se consideremos la condicién de frontera
con respecto al precio del activo, el problema no resulta ficil, puesto que tendremos
que resolver la ecuacién numéricamente en una regién acotada, mientras que el dominio
es ilimitado con respecto al precio del activo. Veamos unos ejemplos para aclarar esta

situacién.

Ejemplo 1 Consideremos primero una opcién europea de venta (put). Cuando el
precio del activo S(t) es muy elevado, la opcién pierde su valor, ya que podemos estar

seguros que la opcién estar fuera del dinero, por lo que
f(Spmez,t) = 0.

Cuando el precio del activo sea igual a cero S(t) = 0, y. Dado que el modelo del activo
es dindmico, entonces el precio del activo permanecera nulo. De esta manera la ganancia

a la fecha de expiracién serd igual a X descontando de regreso en el tiempo t, tendremos

f(t,0) = Xe™TH,

En notacién de la cuadricula o mallado

fv; = max[X —35S,00 j=0,1,...,M
fio = XeTW=d 4 -0,1,...,N
Sivw = 0 i=0,1,...,N.

Ejemplo 2 Ahora pensemos que se tiene una opcién europea de compra (call) razo-
nando como en el ejemplo anterior. Cuando el precio del activo es S(t) = 0, entonces la

opcién pierde su valor:

£(t,0) =0.
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Para un precio elevado del activo S(t), podemos estar seguros que la opcién estaré
dentro del dinero a la fecha de expiracién y conseguiremos una ganancia de S(T') — X.
Para determinar el valor al tiempo t se requiere descontar el valor de X y tener en cuenta
que el precio del activo subyacente libre de arbitraje al tiempo t es simplemente S(t).

Entonces una condicién de [rontera adecuada es

f(Smaa:) t) = Sma.a: - XE-T(T_L)-

En notacién de mallado, tenemos

In; max[jéS — X,0]  j=0,1,..., M,
fio = 0 1=0,1,..., N,
fim M§S — Xe TWNTD8 4 —0,1,...,N.

El manejo de las condiciones de frontera para las opciones europeas y opciones barrera,
como se ha visto, resulta un tanto sencillo. Sin embargo, el manejo de las opciones amer-
icanas resulta ms complicado, ya que dichas opciones deberdn contar con una condicién
de frontera para él ejercicio temprano; es decir se tendrd que tomar en cuenta para que
precio del activo y a que tiempo (si es que existe) el ejercicio de la opcién es Gptimo.
Surgiendo de esta manera una condicién de frontera libre que se deberd determinar en el

proceso de solucién.

b.2.- Precio de una opcién europea utilizando un
método explicito

Una aproximacién inicial para resolver la ecuacién (5.30), pasa por analizar una opcién
europea de venta (put). Aproximando la derivada con respecto a S por una diferencia
central y la derivada con respecto al tiempo por una diferencia hacia trés (backward). Sin

embargo, no es unica eleccién posible dado que cualquier eleccién puede ser compatible
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con la condicién de [rontera. Bl resultado al utilizar esta combinacién es el siguiente

conjunto de ecuaciones

= Ji=1, fugn ~ fig =1,
ot 208 2 652

La ecuacién puede ser resuelta en retroceso en el tiempo utilizando las condiciones de

l02]'2552 Jugri o1 = 2y _ Tfij-

)

frontera del ejemplo 1, y el conjunto de condiciones finales. Sea i = N en la ecuacién
anterior; dada la condicién final, pero se tiene una cantidad desconocida. fy_; ;, expresada
como una funcién de tres valores de la opcién conocidos. De esta manera reescribiendo

la ecuacidn, se consigue un método explicito:

fisvg =i figo1 + 03 [+ ¢ fign i=0,1,.... N-1,j=1,2,...,M~-1, (527)

Donde

_ 1 .
a; = Eét(a2j2—r]),
b = 1-6l(a’ P +7), y

1 .
¢ = 5(51(02]'2 +77).

este método es simple y posible de implementar en Matlab. El cédigo es presentado en la

figura ?7.

b.3.- Precio de una opcién europea utilizando un
método implicito.

Para resolver la inestabilidad del método expliicito, se recurre a un método implicito.
Este se obtiene por utilizar diferencias hacia delante (forward) para aproximar las derivadas

parciales con respecto al tiempo. De esta combinacién se obtiene la siguiente ecuacién.

f‘i+l,j - flv]

= Jigar— fi,7 -1 1 2]'2652 Jigri+ fij-1 — in'j = ‘T'fi,j-

+ -0 552

+ 71568 595 5
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function precio=OpErVeEx(S0,X,r, T,sigma, Smax,ds,dt)
M=round (Smax/ds) ;
ds=Smax/M;
N=round (T/dt) ;
dt=T/N;
matval=zeros (M+1,N+1);
vetS=linspace (0, Smax, M+1) ';
vet1=0:N;
vety=0:M;
matval (:,N+1)=max (X-vets, 0);
matval (1,:)=X*exp(-r*dt* (N-veti));
matval (M+1, :)=0;
a=0.5*dt* (sigma”2*vetj-r). *vet]
b=1-dt* (sigma*2*vetj. *2+r)
c=0.5*dt* (sigma*2*vetjtr). *vet]
for 1=N:-1:1
for j=2:M
matval (j,1)=max (X-ds*j,a (j) *matval (j-1,1+1)+b(3)*
matval (j,1+1) +c(3) *matval (3+1,i+1));
end
end
jdown=floor (80/dS) ;
jup=ceil {§0/dS) ;
if jdown==jup
precio=matval (jdown+1, 1) ;
else
precio=matval (jdown+1, 1)+ (S0-jdown*dSs)* (matval (juptl, 1)
-matval (Jup+1,1))/ds;
end

Figura 5.6: Cédigo en Matlab para el precio de una opcién europea por método explicito.



Que se puede reescribir, para j =1,2,...,. M —1ei=0,1,...,N — 1 como

a;fijoy +05fi5 + ¢ifizr1 = fivr s

donde, para cada 7,

o 8
“.
i |

Il

I
‘2~7‘j0t -

! 2o
—o“j*6t
2UJ )

1+ 0%5%t +rdt, ¥

1
578t -

1 5,
Z 2261,
977
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Aqui tenemos tres valores desconocidos ligados a un valor conocido. Inicialmente, para

cada linea de tiempo se cuenta con M — 1 ecuaciones con M — 1 incégnitas; junto con

Ja condicién de frontera que proporciona los valores faltantes para cada linea de tiempo

y la condicién final que brinda el valor en la dltima. De esta manera, y como en el caso

explicito, ir en retroceso en el tiempo, resolviendo para « = N — 1,...,0 una serie de

sistemas de ecuaciones lineales. A continuacién mostramos el sistema para la linea de

tiempo 1

by ¢
as b2

asg

C2

by ¢

ap—2

brr—a

ap -1

CM-2

by |

fix
fiz
fis

fi,M—2

| fim—1 |

firn
Jiv1,2

fi+1,3

fi+1,M—2

a]fi+1,0
0
0

0

| firrm-1 |

| em-1fivim |

Notemos que esta matriz es tridiagonal y constante para cada linea de tiempo i. El

sistema puede ser resuelto por una factorizacion LU. Todo esto aparece en el cédigo en

Matlab mostrado en la figura ?77.

Los resultados son exactos y pueden ser mejorados realizando una refinacién en la

cuadricula de valores sin incurrir en un riesgo de inestabilidades numeéricas. Otro camino




function precio=OpEuveIm(S0,X,r,T,sigma, Smax,ds,dt)
M=round (Smax/ds§) ;
dS=Smax/M;
N=round (T/dt) ;
dt=T/N;
matval=zeros (M+1,N+1);
vetS=linspace (0, Smax, M+1)';
veti=0:N;
vetj=0:M;
matval (:,N+1) —max (X-vets, 0);
matval (1,:)=X*exp (-r*dt* (N-veti));
matval (M+1, :)=0;
a=0.5* (r*dt*vetj-sigma*2*dt* (vetj. 2));
b=l+sigma*2*dt* (vet]. 2) +r*dt;
c=-0.5* (r*dt*vetj+sigma2*dt* (vet]. 2) ) ;
C=diag(a(3:M),-1)+diag(b(2:M))+diag(c(2:M-1), 1)
[L,U]=lu(C)
aux=zeros (M-1, 1)
for i=N:-1:1
aux(l)=-a(2)*matval (1,1);
mv=matval (2:M, 1+1)
matval (2:M, 1) =U\ (I\ (matval (2:M, i+1)+aux));
end
matval
jdown=floor (s0/ds) ;
jup=ceil (s0/dS) ;
if jdown==jup
precio=matval (jdown+1,1) ;
else

precio=matval (jdown+1, 1)+ (50-jdown*dS) * (matval (jup+l, 1)

-matval (Jup+1,1))/ds;
end
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Figura 5.7: Cédigo en Matlab para el precio de una opcién europea por método implicito.
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para mejorar la exactitud es el aprovechamiento del método de Crank-Nicholson; que

desarrollaremos en la siguiente apartado para una opcién barrera.

b.4.-Precio de una opcién barrera utilizando el método
de Crank-Nicholson.

El método de Crank-Nicholson mejora la exactitud en la solucién puesto que emplea
la combinacién del método explicito y el método implicito. Aplicando esta idea en la

ecuacién de Black-Scholes nos conduce a la siguiente ecuacién para el mallado:

fig — fi—l,;‘ T 7368 fi—l,j+1 — fic1j-1 T 708 fi,j+l - fz‘,j—l
& 2 268 2 208
v 0%3%(65)* Jicjar —2ficiy+ fici -
4 (65)?
. 0% 52(88)* ( firr — 25 + fij
4 (68)?

T T
= Sl t5hi

Podemos volver a expresar esta ecuacién como

—a;ficrio + (1= Bificry — Yifimrgn = o5 figor + (L4 B5) fig + vifimrgn

Donde

2.2

Bi

5t .
“5(0212“), y

5, o
v o= Z(U2J2+T])-




En este caso tenemos con una opcidn barrera down-and-out. Asi. inicamente s¢ con-

sidera el dominio dentro de S > Si; v junto con las condiciones de [rontera

F(t,Smaz) =0y f(t,Sp) =0.

La ecuacién en forma matricial tambiénqueda descrita por

Donde

M,

M,

[1-6

—a

1+ 8

(2]

I

[firs fiz, .-

Mf,_; = Myf;,
!
1-05 —m
-1 1=0; -
—Ypm—2 1= Bu-2
M-
T
1+ 86 Y2
v 148
M-2 1+ Bm-2
T™M -1
 fima T

El cédigo desarrollado en Matlab se muestra en la figura 77.

b.5.-Opciones americanas.

Para determinar el precio de una opcién europea por el método de diferencias finitas

—Qp 2
1= Baor |

Qp -2
1+ Bm-r |




function precio=0pErvVeEx(50,X,r, T, sigma, Smax,ds,dt)
M=round (Smax/ds) ;
ds=Smax/M;
N=round (T/dt) ;
dt=T7/N;
matval=zeros (M+1,N+1);
vetS=linspace (0, Smax, M+1) *;
veti=0:N;
vetj=0:M;
matval (:,N+1) =max (X-vet$s, 0);
matval (1,:)=X*exp (-r*dt* (N-veti));
matval (M+1, :)=0;
a=0.5*dt* (sigma®2*vetj-r).*vet]
b=1-dt* (sigma”2*vetj. 2+r)
c=0.5*dt* (sigma”2*vetj+r).*vet]
for 1i=N:-1:1
for j=2:M
matval (J,1)=max (X-ds*J,a(]) *matval (J-1,1+1)+b (j)*
matval (J,i+1)+c(j)*matval (3+1,1+1));
end
end
jdown=floor (50/ds);
jup=ceil (80/d8) ;
if jdown==jup
precio=matval (jdown+1,1);
else
precio=matval (jdown+1, 1) + (S0-jdown*d8) * (matval (jup+l, 1)
-matval (jup+1,1))/ds;
end

Figura 5.8: Algoritmo en Matlab para el precio de una opcién europea barrera utilizando

Crank-Nicholson.
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¢s por supuesto muy instructivo, este no es muy usual. Ya que se cuenta con una solucion
analitica para la ecuacién de Black-Scholes. Sin embargo, las opciones americanas no
cuentan con dicha solucién analitica y, es en esta area, dénde el método de diferencias

finitas resulta muy valioso

La principal dificultad para determinar el precio de una opcién americana proviene
de la condicién de frontera libre debido a la posibilidad de ejercer antes de la fecha de
expiracién. Para evitar el arbitraje, el valor de la opcién deberd en cada punto del espacio
(t. S) no puede ser menor que el valor intrinseco (i.e., la ganancia inmediata que se obtiene

cuando la opcidn es ejercida). Para una opcién americana de venta (put) esto significa

f(t,8) > max{X — S(¢),0}.

Esta condicién no resulta tan complicada al menos en un método explicito debido a
que simplemente hay que aplicar el procedimiento de f.2 con una pequefia modificacién.
Después calcular f; ;, revisando debidamente la posibilidad de ejercer temprano la opcién,

y el conjunto

fi,j = ma.x[fi'j,X - ](5S]

Debido a la inestabilidad que surge al emplear un método explicito, decidimos adoptar
un método implicito. En este caso, existe una complicacién adicional, como la relacién
requiere el reconocimiento de los valores alrededor de f; ;. Para superar esta dificultad,
recurrimos un método iterativo para resolver el sistema lineal en lugar de un método
directamente basado en factorizacién LU. Por ello, consideramos él método de Gauss-
Seidel.

Dado un sistema de ecuaciones lineales tales como

Ax =Db,

se aplicard el método iterativo, comenzando de un punto inicial x(®:




118

il N

" w X RN . )

weate (b ~Yaualf) - Lai]-xw) P2,
g j=1 j=i

donde £ es el contador iterativo y w es el pardmetro de sobre relajacidon, hasia que un

criterio de convergencia sea satisfecho, tal como

[+ — x B <,

donde € representa un parametro de tolerancia.

Ahora supongamos que queremos calcular el precio de una opcién americana de venta
(put) aplicando el método de Crank-Nicholson, para esto se tendrd que resolver mas o
menos el mismo sisterna de ecuaciones que en el apartado anterior, pero con la diferencia
de que aqui no se cuenta con una barrera para la cual el valor de la opcidn es igual a cero.

El sistema que se deber4 resolver es el siguiente:

M f,_; =1y,

donde el lado derecho esta dado por

Jicip + fip

r; = Mof; + o,

Se deberdn tomar en cuenta los acostumbrados términos adicionales para la condicién
de frontera de una opcién de venta (put). Para el método de sobre relajacién se deberd
tomar en cuenta la forma tridiagonal de la matriz M; y el ajuste para un ejercicio tem-
prano. Sea g;, el valor intrinseco cuando S = j8S. Con esto contamos con una estructura

iterativa para cada linea de tiempo 1,

(k+1)
il

I

maz {gl, 9+ - (1- 80/ + mfi%“]}

w
10

k k
5 = mas {gz, 9+ ry + a0 — (1 - Ba) £ + 1S ’J}

W
1—05
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3 k E+1 k
fi(;dtll) = max {gM—l:fi(M)—l + [7‘.‘1-1 —1+au., i(n/tg) —(1- 3M~))fi(u)ﬁ,]} -

w
1 — B

Cuando pasamos de una linea de tiempo a la siguiente, es razonable inicializar la
iteracién con un vector igual a la ultima salida de la linea de tiempo previa. Il cédigo en

Matlab se desprende en la figura 77.
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function precio=OpAmVeCN (S0, X, r, T, sigma, Smax,d$S, dt, onega,tol}
M=round ( (Smax-Sb)/dS); dsS=(Smax-Sb)/M;
N=round (T/dt) ; dt=T/N;
oldval=zeros (M-1, 1) ;
newval=zeros (M-1, 1) ;
vetS=linspace (0, Smax, M+1) ';
veti=0:N;
vetj=0:M;
ganancia=max (X-vetS (2:M),0) ;
pastval=ganancia;
valfrontera=X*exp(-r*dt* (N-veti));
alpha=0.25*dt* (sigma”2* (vetj. " 2) -r*veti) ;
beta=-dt*0.5* (sigma”™2* (vetj. 2) +r) ;
gamma=0.25*dt* (sigma”2* (vetj. 2) +r*vet]) ;
M2=diag (alpha(3:M),-1)+diag (l+beta (2:M)) +diag(gamma (2:M-1), 1) ;
aux=zeros (M-1, 1) ;
for i=N:-1:1
aux (l)=alpha(2)* (valfrontera (1l,1)+valfrontera(l,i+1));
rhs=M2*pastval (:)+aux;
oldval=pastval;
error=REALMAX ;
while tol<error
newval (1) =max (ganancia (l),oldval (1)+omega/ (1-beta (2))
*(rhs (1)- (1-beta (2) )*oldval (1) +gamma(2)*oldval (2))) ;
for k=2;M-2
newval (k) =max (ganancia (k), oldval (k)+omega/ (1-beta (2))
* (rhs(k)+alpha(k+1l) *newval (k-1) - (1l-beta (k+1)) *oldval (k)
tgamnma (k+1) *oldval (k+1)));
end
newval (M-1) =max (ganancia(M-1),o0ldval (M-1)+tomega/ (1l-beta (M))
* (rhs (M-1) +alpha (M) *newval (M-2) - (1-beta (M) ) *oldval (M-1))) ;
error = norm(newval-oldval) ;
oldval=newval;
end
pastval=newval;
end
newval=[valfrontera:;newval; 0]
jdown=floor((sS0-Sb)/ds) ;
jup=ceil ( (S0-Sb) /ds) ;
if jdown==jup
precio=matval (jdown+1,1) ;
else
precio=matval (jdown+1,1) + (S0-jdown*dS) * (newval (jup+l1,1))/ds;
end

Figura 5.9: Algoritmo en Matlab para el precio de una opcién americana.
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Anexo C: Evaluacién del Modelo de

Black & Scholes.

En este apartado se describen brevemente, los tres caminos distintos para obtener la
formula de Black & Scholes

Para las tres aproximaciones supondremos que el precio del stock evoluciona de acuerdo

a la siguiente ecuacién:

% = pdt + odW (5.30)
1

Donde dW es un proceso de Wiener estandar. Y al aplicar el lema de 1t6 en la funcién
V(t,S)? obtenemos

v = (w + %&’S"’vss + usvs) dt + o SVsdW. (5.31)

Primer aproximacién para derivar la formula de Black & Sholes

Esta primer aproximacién se basa en la idea de construir un portafolio Autofinanciado®,
con una inversién de ¢q de efectivo y ¢, de activo, el cual reemplac el valor de la opcién
en cualquier momento.

De esta manera, el valor de este portafolio es

T = ¢oSo + 1.5

2se supone que S; = S

3En tiempo continuo un portafolio V(¢) es autofinanciado si y solo si dV = ¢odSo+¢1dS: +. .. +¢4dSy
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dm = ¢odSo + ¢,dS) (532)

por ser un portafolio autofinanciado, ademdas dSp = Sgrdl por ser dinero en efectivo libre

de riesgo. Sustituyendo dSp y dS) de acuerdo a la ecuacién 5.42 en 5.44, tenemos que

dm d)oSont + ¢llJ.Sldt + ¢IO'SdW, (533)
dr = (¢oSor + p1pS1)dt + 10 SdW, (5.34)

Ahora, si queremos que el portafolio 7 replique a la opcién necesitamos que 7 y V sigan

las mismas ecuaciones diferenciales parciales, por tanto,

doSoT + P Sy = VL+%0252V55+;LSV5, (5.35)
$0S = oSVs (5.36)

y si hacemos ¢; = Vs, 5.47 se reduce a ¢oSor = V; + 3025%Vss. Con esta eleccion m =V,
se puede escribir ¢S = m — ¢1.5] = V — SVs. Al sustituir estas variables en la ecuacién

anterior se obtiene

i+ %0252‘/55 +7rSVs—rV =0

que es Ja ecuacién de Black & Scholes

Segunda aproximacién para derivar el modelo de Black & Scholes

En esta parte elegimos un portafolio el cual replica al efectivo, a diferencia de la seccién

anterior donde se buscaba replicar a la opcién. se construye el siguiente portafolio



[1=V-AS.

que consiste de una opcién y una venta en corto del activo S entonces

dll = dV - AdS
= (% + %02521/55 + puS(Vs — A)) dt + oS(Vs — A)dW

Elegimos A = V5 a modo de eliminar él termino que contiene a la diferencial estocdstica
dW. Ahora el portafolio crece con una tasa determinista. Mediante un argumento de

ausencia de arbitraje, esta tasa deberia ser igual a 7, i.e.

1
dll = (\4 + 50252\/55) dt = rlldt = r(V — SVs)dt.

Al reordenar esta ecuacién obtenemos finalmente la de Black & Scholes.

Tercer aproximacién para derivar el modelo de Black & Scholes

En la medida del mercado IP,

ds -
?:udt+adW=rdt+a(dW+”aTdt).

Si &7 es suficiente bien comportado, podemos reescribir dW + ¥-Ldt como dW”, un
movimiento browniano estdndar bajo una medida de probabilidad equivalente (y en este
caso Unica) IP*. Esto es una consecuencia del teorema de Girsanov. Bajo esta nueva
medida

%5’ =rdt + odW”
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Puesto que la tasa promedio de crecimiento del stock bajo esta nueva medida es .
reconocemos a, I’* como la medida ajustada al riesgo. De hecho puede, ser verificado que
el proceso de precios relativos Z = Sy1S es una martingala bajo esta medida. Ahora que

si V(t,5) es el precio de una opcién, entonces el lema de [t6 nos proporciona

dv = <14 + %(7252‘/55 + rsvs) dt + oSVedW?*.

En la medida ajustada al riesgo, todos los activos crecen a la tasa promedio 7, i.e.

podemos escribir

E*(dV) = (w + %(7252‘/55 + 7~5v5) dt = rVd.

integrando hasta el instante ¢ y reorganizando los términos se obtiene la ecuacién de Black
& Scholes.
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