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CAPITULO 1 

1.1 INTRODUCCION 

En 1878 G. W. HiII desarrolló la "Teoría del movimiento de la Luna" tomando en cuenta 

no sólo la presencia de la Tierra, sino también las perturbaciones del Sol. Hasta ese 

momento hubo varios intentos por describir el movimiento de la Luna sin demasiado éxito. 

Una de los problemas más difíciles era explicar el movimiento del perigeo lunar (Danby, p. 

384). Sabiendo que las perturbaciones del Sol podían causar cambios en el semieje mayor 

de la órbita lunar así como en el momento angular, HiII se propuso calcular si la Luna podía 

emigrar a órbitas más alejadas de la Tierra indefinidamente (debido a las perturbaciones 

solares). Para estimar la viabilidad de dicha situación, Hill utilizó el llamado formalismo del 

problema circular plano restringido de 3 cuerpos (PPCR3C) que consiste en lo siguiente: Dos 

cuerpos masivos en órbita circular alrededor de su centro de masa y una partícula prueba 

sujeta a las fuerzas gravitacionales de los dos cuerpos masivos. Sin embargo, la partícula 

prueba no ejerce fuerza alguna sobre los otros dos cuerpos de manera que la trayectoria de 

estos es conocida en todo instante de tiempo. Las tres órbitas son coplanares. Jacobi 

demostró que bajo estas suposiciones existe una constante de movimiento para la partícula 

prueba llamada, la constante de Jacobi. Y que depende solamente del cociente de las masas 

de los cuerpos masivos y de las coordenadas de posición y velocidad de la partícula. Resulta 

ser, que esta constante de movimiento restringe el espacio sobre el cual puede moverse la 

partícula de prueba. Así, para diferentes valores de la constante el espacio permitido es 

diferente. Las fronteras que separan las regiones permitidas de las prohibidas son curvas en 

el plano llamadas Curvas de velocidad cero. Es decir, la partícula podrá moverse en 

cualquier región permitida, pero no puede cruzar una curva de velocidad cero. Más adelante 

se demostrará que si la partícula cruzara la curva de velocidad cero, esto implicaría que la 

magnitud de su velocidad es imaginaria lo cual no tiene sentido físico. 

Siguiendo este formalismo, HiII calculó el valor de la constante de Jacobi suponiendo 

que la Luna era la partícula prueba y la tierra y el Sol, los dos cuerpos masivos. Al obtener 

las curvas de velocidad cero, demostró que en efecto existe un límite superior (una curva de 
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velocidad cero) para la distancia Tierra-Luna. Lo cual descarta la posibilidad de que la Luna 

se aleje indefinidamente de la Tierra. 

Esta tesis consiste en rehacer los cálculos de HiII y obtener las curvas de velocidad cero de 

la Luna. En el primer capítulo se desarrolla el formalismo general para el PPCR3C y se 

obtiene la expresión para la constante de Jacobi. En el Capítulo 11 se hace un análisis 

geométrico y analítico de dicha expresión ilustrando con algunos ejemplos. Para un cociente 

de masas arbitrario pero fijo. En el Capítulo 111 se aplica el formalismo al caso Lunar. Es decir, 

se calcula el valor de su constante de Jacobi y se obtienen las curvas de velocidad cero. En 

el capitulo IV se aplicó el mismo método de obtención de curvas de velocidad cero, a un 

planeta extrasolar. El capítulo V enlista las conclusiones de este trabajo. 

1.2 DESARROLLO 

La pregunta fundamental de esta tesis es si la Luna puede escapar del campo 

gravitacional terrestre. En el PPCR3C se sabe que ocurren atrapamientos temporales en 

órbitas alrededor de m 2 ; por ejemplo ciertos cometas alrededor de Júpiter. 

Si los dos cuerpos masivos tienen diferente masa entonces al que tiene mayor masa 

se le llama cuerpo primario y al otro se le llama secundario. 

Se toma como origen el centro de masa de m1 (por ejemplo, el Sol) y m2 (por 

ejemplo, la Tierra). Es conveniente definir un sistema de ejes Cartesianos que rote con la 

misma velocidad angular que tienen m 1 y m 2 y tales que, tanto m 1 como m 2 están sobre 

la abscisa. En este sistema las coordenadas de los tres cuerpos son: (al ,O) Y (a 2 ,O) para 

mI y m 2 respectivamente, y (a,p) para la partícula prueba. 

Definimos la unidad de masa como mI + 111 2 = 1 Y la cantidad: 

(1.2.1) 
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De manera que en estas nuevas unidades las masas quedan definidas como: 

Se define el valor absoluto de la distancia D, entre el primario y el secundario como la unidad 

de distancia, es decir: 

(1.2.2) 

donde: a I es la distancia del primario al origen y a 2 es la distancia del secundario al origen. 

Como el origen es el centro de masa, las coordenadas para los cuerpos primario y 

secundario son entonces: (- f.J , O ) Y (1 - f.J, O ) respectivamente (figura 1.2.1). 

Primario 
Secundario 

(-¡.J,O) 

Partícula 
Prueba 

e (a,p) 

(1-f.i,O) 

Figura 1.2.1. Posición de los tres cuerpos; donde el 

primario tiene como coordenadas (-¡.J, O), el 

secundario (1-¡.J,0) y el de prueba (a,fi) . 

1.2 CONSTANTE DE JACOSI 

Para cualquier tiempo l. mi Y m2 están fijas sobre el eje X y por tanto, los ejes 

van a rotar con una velocidad angular constante. Se expresa esta velocidad angular úJ de la 

siguiente forma: 
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(1.3.1) 

donde: ú) es la velocidad angular de los ejes y G es la constante de gravitación universal; y 

mi' m 2 , a1 ya2 no están normalizadas. 

Finalmente se define la unidad de tiempo, k, k = )/~ = 1, por lo tanto: 

(O =1. (1.3.2) 

Dado que las condiciones iniciales estarán dadas en el sistema rotante, para obtener 

las ecuaciones de movimiento de la partícula prueba se les aplicará a las coordenadas la 

. d 1 t· d t · , (COS (ú) t ) sin {(O t )) S ( ) ( ) ( ) Inversa e a ma nz e ro aClon . () (). ean XI' Y I ' X 2 , Y 2 Y x, y 
- SIn \ú) t cos \ú) t 

las coordenadas en el sistema rotante de cada uno de los cuerpos, entonces las 

coordenadas en el sistema no rotante se escriben de la siguiente manera: 

(apO)= (XI cos({a)- YI sin(ax1xI sin(ax)+ YI cos(ax)) , 

(a 2 ,O)=(X2 cos(a.v)- Y2 sin(áX1x2 sin(áX)+ Y2 cos(aJl)) , 

(a,p)= (xcos(CtÑ)- ysin{CtÑ~xsin(aJl)+ ycos(CtÑ)) ; 

sustituyendo las condiciones (1 .3.2) y que y I = O Y Y 2 = O en las anteriores ecuaciones, 

se tiene que las coordenadas de los tres cuerpos se pueden escribir de la siguiente manera: 

(apO) = (XI cos(t),x l sin(t)) (1 .3.3) 

(a 2 ,O)=(X2 cOS(t~X2 sin(t)) 

(a, p)= (xcos(t)- ysin(t 1 xsin(t)+ ycos(t)) 

(1 .3.4) 

(1.3.5) 

En un sistema inercial con el mismo origen que el anterior, PI y P2 son funciones del 

tiempo, por lo tanto las ecuaciones diferenciales por componentes para el movimiento del 

tercer cuerpo, serían: 
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(1.3.6) 

(1 .3.7) 

donde: r l Y r2 se definen como las distancias del cuerpo primario y el secundario a la 

partícula prueba respectivamente, es decir: y 

Ahora se procederá a calcular la primera y segunda derivada respecto al tiempo de a de la 

ecuación (1 .3.5). Al factorizar cos(t) y sin(t)se obtiene: 

d2

a (d 2

X (dy)) (d 2y (dx) ) . . _- = -- -2 - -x cos(t)- --+2 - - y sm(t) 
~2 ~2 ~ ~2 ~ 

(1.3.8) 

d 2a 
Ya que tanto en la ecuación (1.3.6) como en la (1.3.8) se encuentra el término se 

dt 2 

pueden igualar, y entonces se obtiene: 

(1.3.9) 

Usando el procedimiento análogo se obtiene de la ecuación (1.3.5) la segunda derivada de 

13 : 

d2 

j3 (d 2 Y (dy)) (d 2 

X (dy) ) . - = - +2 - -y cos(t)+ - -2 - -x sm(t) . 
~2 ~2 ~ ~2 ~ 

(1 .3.10) 

Igualando la ecuación (1.3.7) con la (1 .3.10) Y factorizando los términos cos(t) y sin(t) se 

tiene: 
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(1.3.11) 

Después de multiplicar las ecuaciones (1.3.10) y (1.3.11) por cos(t)sin(t) y de sumarlas (ver 

detalle en el apéndice A, ecuaciones (A9) y (A 14», resultan las siguientes ecuaciones: 

(1.3.12) 

_((1- .u)y + w) = (d 2 Y + 2(dx)_ yJ . ,3 ,3 dt 2 dt 
I 2 

(1.3.13) 

Las ecuaciones (1.3.12) y (1.3.13) se pueden escribir como el gradiente de una 

función a la cual se le llamará U . Esto sucede porque el cambio de U es con respecto a la 

posición, para comprobarlo se calcularán las derivadas de U. 

Se define U como: 

entonces la derivada parcial con respecto a x de la ecuación (1 .3.14) es la siguiente: 

au (1-.uXx-xI) .u(x-x2 ) (1 .3.15) 
-- -x- -~~~ dx - r 3 ,3' 

I 2 

y la derivada parcial con respecto a y de la ecuación (1.3.14) es la siguiente: 

au (l-.u)y JlY. --_ .. - = y - ._. __ ._-_._._- - ___ o 

dy ,3,3 ' 
I 2 

(1 .3.16) 

se puede ver que las derivadas parciales de U son idénticas al lado derecho de las 

ecuaciones (1.3.12) y (1.3.13) respectivamente. Por lo tanto, dichas ecuaciones se pueden 

expresar de la siguiente forma: 
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d
2 
X 2 dy _ au 

dt 2 - dI - dx 

d
2y +2 dx = au 

dt 2 dI dy 

donde: U es la pseudo-energía potencial de la partícula prueba. 

(1 .3.17) 

(1.3.18) 

Si multiplicamos la ecuación (1.3.17) por 2
dx 

ya la ecuación (1.3.18) por 2 ~ , y se 
dI dI 

suman se obtiene: 

(~X~;:H~X~;;)=(~X:H~~X~) 
(1 .3.19) 

Integrando la ecuación (1 .3.19) respecto al tiempo se obtiene: 

(
dX)2 (dy)2 
dI + el + dI + e2 = 2U + e3 ' 

(1 .3.20) 

Donde el es la velocidad inicial en el eje X , e2 es la velocidad inicial en el eje Y y e3 es la 

pseudo-energía potencial inicial en el sistema rotante. 

Sustituyendo la ecuación (1.3.14) en la (1.3.20) se tiene: 

(
dx)2 +(dy)2 = X2 + y2 + 2 (1- j.J) + 2 j.J +e

3 
-e2 - el ' 

dI dI r¡ r2 

(1.3.21 ) 

Se definine: C = e3 -e2 -el' entonces la velocidad v2 es: 

2 (dx)2 (dy )2 2 2 (1-j.J) j.J v = - + - = x + y +2---+2 - - C , 
di dI r¡ r 2 

(1.3.22) 

y C es llamada constante de Jacobi. Si se da el valor de j.J , y la posición y velocidad de la 

partícula prueba, de la ecuación (1.3.22) se obtendrá el valor de C , es decir, la trayectoria 

de la partícula prueba será tal que sus posiciones y sus velocidades deben satisfacer la 

ecuación (1.3.22) para todo tiempo 1, donde obviamente el valor de C no cambia. 
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CAPITULO 2 

2.1 INTRODUCCION 

Una vez establecido el valor de la constante de Jacobi se podrán establecer las zonas 

permitidas para el movimiento de la partícula prueba. Entonces se podrán obtener las curvas 

o isocontornos de velocidad ya que el problema se desarrolló en dos dimensiones. Si se 

hiciera en tres dimensiones serían isosuperficies para distintas velocidades del tercer cuerpo; 

un caso particular es elegir la velocidad de la partícula prueba como cero, con esto se 

calcularán las curvas de velocidad cero. Sustituyendo v = O en la ecuación (1 .3.22) se tiene: 

2 2 (1- ,u) ,u (2.1.1) 
x + y +2 ---+2 - - C =O , 

r1 r2 

Con la ecuación (2.1.1) no es obvio cómo se pueden obtener las curvas de velocidad 

cero, ya que dependen de x y de y simultáneamente; se puede, con un programa 

matemático obtener los isocontomos de dicha ecuación o hacer un análisis matemático de 

dicha ecuación, se hará primero el análisis matemático para después verificar con el 

programa Mathematica dichos resultados. 

2.2 ANALlSIS GEOMETRICO 

La ecuación (2.1.1) se puede reescribir de la siguiente forma: 

(l-,u) ,u C X2 + y2 
--+ - = - - , 

r1 r2 2 2 . 

(2.2.1) 

donde: r, = J(;-=~-~y'-~~2' que es la distancia del cuerpo primario a la partícula, y 

r2 = .J(x - X 2 Y + y 2 es la distancia del cuerpo secundario a la partícula . 
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Si x y y son muy grandes, los términos donde aparecen en el denominador tenderán 

a una cantidad muy pequeña a la cual se le llamará 8, al sustituirla en la ecuación (2.2.1) se 

tiene: 

2 2 e x +y = , -8 , (2.2.2) 

la ecuación (2.2.2) corresponde a un círculo, con radio R = ~C - 8 Y con centro en el origen 

(figura 2.2.1). Justo en el perímetro de este círculo la velocidad de la partícula es cero, fuera 

de este perímetro las x y las y no satisfacen la ecuación (2.2.2) para una e fija. Fuera del 

circulo no existe ninguna combinación de x y de y que satisfaga la ecuación (2.1.1), salvo 

que una de ellas tenga un valor imaginario. 

Figura 2.2.1. La zona sombreada es la zona 

permitida para la partícula prueba cuando x y 

y son muy grandes. 

Si se reacomoda la ecuación (2.2.1) de la siguiente manera se obtiene: 

(l-,u) ,u e X2+y2 
--+ - = - - ---

'1 '2 2 2 ' 

(2.2.3) 

En donde la ecuación (2.2.3) da las curvas equipotenciales. Ahora vamos a variar el valor de 

e , sin cambiar las condiciones iniciales de la partícula sino solamente el cociente de masas. 
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Si e es mayor que 4, las curvas serán dos óvalos, uno con centro en - JL Y el otro en 1- " 

(figura 2.2.2). 

y 

Figura 2.2.2. Curvas de velocidad cero con centro en el 

cuerpo primario hi,O) y en el secundario (1-¡.t,O), donde 

C>4 . 

Para una e mayor que 4, si la partícula empieza en una orbita alrededor de mi nunca podrá 

orbitar alrededor de m2 , así como si empieza alrededor de m2 nunca podrá abandonar dicho 

ovalo, y se moverá siempre dentro del ovalo correspondiente. 

Si e es menor que 3.6 y mayor que 3.3 los óvalos se juntan, dejando de ser dos figuras y 

formando sólo una, de manera que la partícula puede moverse libremente entre ambos 

cuerpos. Es en este tipo de figuras donde están permitidos los atrapamientos temporales 

(Figura 2.2.3). En la figura anterior puede decirse que los atrapamientos son para siempre. 

En el caso de que e sea menor que 3.3 Y mayor o igual que 2.8 las curvas de velocidad cero 

se vuelven dos figuras, (Figura 2.2.4) . Como se puede observar, a medida que crece e las 

superficies limitadas por las curvas de velocidad cero decrecen. 

Cabe mencionar que los intervalos antes mencionados fueron calculados con la ecuación 

(2.2.1) donde ,u=O.3 y 1-,u=O.7. 
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y 

--1-------~~--------~~ x 

Figura 2.2.3. Curva de velocidad cero con centro en el cuerpo 

primario (-¡.t,O) yen el secundario (1-¡.t,O), donde CE[3.3,3.6]. 

Figura 2.2.4. Curva de velocidad cero donde CE[2.8,3.3). 
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2.3 ANALlSIS MATEMATICO 

Para verlo más claramente se necesitan expresiones en las que, en base a valores 

para '1 y r2 Y su definición se puedan graficar las x y y que satisfacen la ecuación (2.1.1), 

(Moulton, pág. 157). De la figura 2.3.1 se obtienen las siguientes relaciones: 

(x ,y) 

mi 

Figura 2.3.1. Distancia del cuerpo 

primario mi Y el secundario m2 a la 

partícula prueba. 

y2 = '12 -(x+ ¡.¡,y , 

y2 = r; -(x-(l- ¡.¡,)y . 

(2.3.1) 

(2.3.2) 

Despejando e igualando el término lineal de x de las ecuaciones (2.3.1) Y (2.3.2) se obtiene: 

---- --= (2.3.3) 
1- ¡.¡, 

multiplicando la ecuación (2.3.3) por ¡.¡,(1- ¡.¡,), al factorizar de ambos lados ¡.¡, se obtiene: 

2 2 2 2 (2 2 2 2 ) ( 2 2 2 (1 )2 ) r) - x - y - ¡.¡, - ¡.¡, r) - x - y - ¡.¡, = ¡.¡,- r 2 + x + y + - ¡.¡, . (2.3.4) 

Por comodidad se despeja X2 + y2 de la ecuación anterior, con lo cuál se obtiene: 

X2 + y2 = r/ (1- ¡.¡,)+ ,Ll1'2
2 

- ¡.¡,(1- ¡.¡,). (2.3.5) 
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Al sustituir la ecuación (2.3.5) en la (2.2.1) Y reacomodar los términos se tiene: 

(2.3.6) 

se define C' = e + .u(l- .u), al sustituirlo en la ecuación (2.3.6), y manipulándola, se obtiene: 

3 ( .u (ri +2J e') r¡ + (1-.u) - r-;- - (1 _ .u) r¡ + 2 = o. 
(2.3.7) 

La ecuación (2.3.7) es una cúbica en su forma canónica, es decir: r¡3 +b¡r¡2 +b2r¡ +b3 = O 

donde. bl = O, b2 = -- .---- - --- y b3 = 2 esta ecuación se puede resolver con teoría . .u (ri +2J e' 
1-.u r2 1-.u 

de ecuaciones (expuesta en el Apéndice B). 

Las raíces de la ecuación (2.3.7) están dadas por las ecuaciones (B.5) , (B.6) Y (B.7) Y son las 

siguientes: 

(2.3.8) 

~l( .u (r 3 +2J e') (1 ) rl 2 = 2 - - -- _ 2_ - --- cos - rp+ 120° , 
3 1 - .u r2 1 - .u 3 

(2.3.9) 

(2.3.10) 

Si ahora se sustituye bl y b3 en la definición de discriminante (B.2), se tiene que: 

D = b; + 27 , para que la ecuación cúbica tenga tres raíces reales y distintas, se requiere 0<0; 

despejando b2 de la expresión para O se obtiene que b2 + 3 < O. El valor máximo para la 

desigualdad anterior es cuando está igualada a cero, es decir: 
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sustituyendo el valor de b2 en la ecuación (2.3.11) se tiene: 

y_(,i +2)_~_+3=O ; 
1- ,u'2 l-,u 

(2.3.11) 

(2.3.12) 

esta ecuación está formada por otra ecuación cúbica pero de'2 así que se procederá a 

resolver de la misma manera que se hizo con la ecuación (2.3.7). Reescribiendo la ecuación 

anterior se tiene: 

(2.3.13) 

La ecuación anterior tiene como coeficientes: b; = O, b; = 3 (1- ,u) - e' y b~ = 2 ; de manera 
,u ,u 

análoga se pide que el discriminante de la ecuación (2.3.13) sea menor que cero para 

obtener tres raíces reales y distintas, si con los coeficientes de la ecuación (2.3.13) se 

expresa el discriminante se tiene que b; + 3 < O, el límite de esta relación es cuando: 

ahora al sustituir en la ecuación (2.3.14) el valor de b; se tiene: 

3(1- ,u) e' + 3 = o , 
,u ,u 

(2.3.14) 

(2.3.15) 

A diferencia de lo obtenido a partir de la ecuación cúbica en '1 aquí se obtiene una condición 

sobre el valor de C. Despejando e' de la ecuación anterior se obtiene que e' = 3. Por lo 

tanto el mínimo valor que tomará la constante de Jacobi (para obtener 3 raíces reales 

distintas) estará dado por e = 3- ,u(I- ,u) . 

Así, las raíces de la ecuación (2.3.13) son las siguientes: 
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r-----------------------
(
1- Jl. e') ( 1 ) r21 = 2 - ---¡;- - 3Jl. cos "3 tp - ' (2.3.16) 

(2.3.17) 

(2.3.18) 

. 1/ I (1-Jl. C')3 
donde. cos(tp)= 7 ~- -¡;--3Jl. 

Teniendo las condiciones iniciales del problema, las raíces de rl Y las de r2 , las 

cuales son constantes, se podrán graficar las curvas. Así se tiene un sistema de dos 

ecuaciones para obtener el conjunto de las (x, y) en donde se pueda mover la partícula 

prueba. Cabe hacer notar que si alguna de las raíces es negativa no se debe tomar en 

cuenta ya que tanto r¡ como '2 son distancias y no pueden ser negativas. 
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- -- ---------------------------

CAPITULO 3 

3.1 INTRODUCCION 

Calcular la constante de Jacobi de un cuerpo celeste es útil en varias formas; para 

empezar es una característica única de ese cuerpo, y esto hace posible identificarlo, un 

ejemplo son los cometas (criterio de Tisserand). 

Para saber si la Luna iba a dejar o no de estar atada gravitacionalmente a la Tierra, en 

1878, Hill calculó la constante de Jacobi de la Luna, y encontró las curvas de velocidad cero 

del sistema Sol - Tierra - Luna, encontrando así las zonas prohibidas y permitidas para la 

Luna. 

Siguiendo las ecuaciones de los capítulos anteriores se realizará el cálculo de las 

curvas de velocidad cero para el sistema Sol-Tierra-Luna, donde la Luna es la partícula 

prueba. Para establecer así las zonas prohibidas y las permitidas de la misma, lo primero que 

se hará es calcular la constante de Jacobi de la Luna. 

3.2 CALCULO DE LA CONSTANTE DE JACOBI 

Se identifica en el sistema cada componente; el Sol será el cuerpo primario, el cual 

tendrá como masa mi = 1.989xl 030 kg. la Tierra es el cuerpo secundario con masa 

m2 = 5.974x10 24 kg. recordando que m} = l-.u y m2 =.u, la suma de estas dos cantidades va 

a ser nuestra unidad de masa: 

mi +m2 = 1.989005974xl0 30 kg. 

eso implica que los valores de l-.u y de .u son los siguientes: 

1 - .u = 0.9999969965 , 
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- ----- ------------------------

,u = 3.003510335xlO-6 . 

Ahora se calcularán las coordenadas de los cuerpos primario (al ,O) y secundario 

(a 2 ,0); en la ecuación la2 -al = 11, al es la distancia del centro de masa al Sol (cuerpo 

primario), a 2 es la distancia del centro de masa a la Tierra (cuerpo secundario), así que la 

unidad de distancia es una unidad astronómica, que es UA = 149.598x10 6 Km . 

Por haber escogido el centro de masa como origen y por estar normalizadas las 

masas, las coordenadas del Sol y de la Tierra con respecto al centro de masa son: 

al = -,u = -3.003510335xlO-6 , 

(3.2.3) 

a 2 = l-,u = 0.9999969965 . 

Para calcular la velocidad angular del sistema Sol - Tierra, se usará la ecuación 

(1 .3.1), los resultados de las ecuaciones (3.2.1) y (3.2.3) junto con el valor de 
3 

G = 6.668xI 0-11 ~ se sustituyen en la ecuación (1.3.1), con lo cual la velocidad angular 
Kg ' %2 

es: co= 1.990339483xlO-7 k S-I, la expresión anterior está igualada a 1, esto hace que k , tenga el 

siguiente valor: 

k=5 . 024268518x1 06S . 

Las coordenadas del tercer cuerpo están dadas por las ecuaciones: 

x = a 2 +acos(O) , 

y = a sin (O) ; 

(3.2.4) 

(3.2.5) 

(3.2.6) 

donde a es la distancia de la Tierra a la Luna, a = 384400Km aunque para los cálculos se 

usará normalizada, es decir, a = 2.569553069xlO -3
, Y O es el ángulo que hace la Luna con el 

eje X, Se elige () = O en t=o y por lo tanto las coordenadas de la Luna son (1.00256655,0). 
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Para obtener la velocidad basta derivar la posición con respecto al tiempo(ecuaciones (3.2.5) 

y (3.2.6)), Y se obtiene: 

donde: dO está dada por: 
dt 

Al sustituir los valores se obtiene: 

dx dO = -asin(O)~O , 
dO dI dI 

_~X 1.!! = a cos( O) dO, 
dO di dt 

dO =13 .30540744; 
dt 

(3.2.7) 

(3.2.8) 

(3.2.9) 

(3 .2.10) 

donde dicha velocidad ya está normalizada. Entonces al sustituir el valor de a y el resultado 

(3.2.10) en las ecuaciones (3.2.7) y (3.2.8) se obtiene: 

dx =0 
dt ' 

d}=3.418895052xIO-2 
. 

dt 

(3.2.11) 

y estas son las componentes de la velocidad inicial. Para calcular la constante de Jacobi sólo 

falta calcular '¡ y '2 los cuales están dados por las ecuaciones: '¡ = ~(x - X¡ y + y2 Y 

r 2 = ~(x - X 2 )2 + y2 ; al sustituir los valores de x, x)' X 2 Y y se obtiene: 

') = 1.002569554 , 

(3.2.12) 

r2 = 2.5695535xl0-3 
. 
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Si en la ecuación (1.3.22) se despeja e y se sustituyen todos los resultados obtenidos 

anteriormente se obtiene que el valor de la constante de Jacobi de la Luna es: 

e = 3.001176643. (3.2.13) 

3.3 RESULTADOS 

Una vez que se ha calculado la constante de Jacobi, se pueden ahora obtener las 

zonas permitidas usando las ecuaciones cúbicas acopladas expuestas en el capítulo anterior, 

se observa que el valor de dicha constante se encuentra arriba del mínimo límite predicho 

para obtener raíces reales. 

Primero se deben encontrar los valores de las constantes en la ecuación (2.3.13) para 

poderla resolver, al sustituir el valor de /-L y e se tiene que ("=3 .001179647; sustituyendo 

estos valores, la ecuación (2.3.13), se puede expresar de la siguiente forma: 

'23 -395.7559'2+2=0 , 

las raíces de la ecuación (3.3.1), son las siguientes: 

'21 =5. 0536205x1 0.3, 

'22=19.89108726, 

'23=-19.89614088; 

(3.3.1) 

(3.3.2) 

de las tres raíces, puesto que no tiene sentido una distancia negativa sólo se ocuparán las 

dos que sean positivas es decir r21 Y r22 • Estas raíces dan el radio de dos círculos, ambos 

con centro en (1- /-L,O). 
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y 

0.004 

0.002 

~.~----~--~----~-+. x 
\ 0.996 o.~ 1.002 1.004 

\" 
-0.002 

'-, 
',,----- -0.004 

~.-----------

Figura 3.3.1. Círculo de radio 

r21=5.0536205x10-3 y centro en (1- ,u,o). 

y 

10 

+-----~--1-----~----:+ x 
-10 10 

Figura 3.3.2. Círculo de radio r22=19.89108726 Y 

centro en (1- ,u,o). 
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Al sustituir r21 Y r22 en la ecuación (2.3.7) resultan dos ecuaciones cúbicas iguales, 

obteniéndose la siguiente ecuación: 

al resolver la ecuación (3.3.3) se obtienen las siguientes raíces: 

'11=1, 

'12=1, 

'13=1. 

Estas raíces dan el radio de un círculo con centro en (- fJ ,O). 
y 

0.5 

-~----+- x 
-0.5 0.5 

- 0.5 

Figura 3.3.3. Círculo de radio '11=1 y centro en 

(- fJ,o) donde '11=r12. 

(3.3.3) 

(3.3.4) 

Al observar estas gráficas, no se puede establecer una zona prohibida o permitida, por lo que 

se obtendrán los isocontomos en el planos X-y de la ecuación (2.1.1). 
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y 

-1 o 1 -0.5 0.5 
x 

Figura 3.3.4. Curvas de velocidad cero de la Luna 

de la ecuación 2.1.1, donde C'=3.001179647. 

Al observar el recuadro de la figura (3.3.4) se observa lo siguiente: 

y 

0.0 

0.0 
II 

1 

o QD IV 

-0.0 

-0.0 

L-__________________________ x 

0.97 0.98 0.99 1 1.01 1.02 1.03 

Figura 3.3.5. Detalle del recuadro de la figura 3.3.4, donde se 

pueden definir cuatro zonas. 
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y 

0.00 

'------
0.9940.9960.998 1 

x 
1.0021.0041.006 

Figura 3.3.6. Ampliación de la zona 11, de la figura 

3.3.6, es un óvalo con centro en (1-¡.t,0), el eje 

mayor es equivalente a 1,645,578 Km. 

En la figura 3.3.4. y 3.3.5. se observan cuatro zonas, la zona I no está limitada por 

ninguna curva, la zona 11 es la que esta entre los dos círculos concéntricos exceptuando el 

ovalo centrado en la Tierra (zona 111) y la zona IV tiene como centro al Sol y esta limitado por 

el circulo interno. Dado que las curvas de velocidad cero son siempre fronteras entre zonas 

prohibidas y permitidas y hemos colocado a la Luna en la zona 111, forzosamente la zona 11 es 

prohibida mientras que la I y la IV son permitidas. 
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CAPITULO 4 

4.1 INTRODUCCION 

Con el mismo método empleado en el capítulo 3 para obtener las curvas de velocidad 

cero de la Luna, se calculan ahora las curvas de velocidad cero para un planeta extrasolar, 

que se encuentra en un sistema binario (16 Cygnus A y B). Donde supongo que el planeta 

extrasolar es la partícula prueba. 

4.2 CALCULO DE LA CONSTANTE DE JACOBI 

Se identifica en el sistema cada componente; la estrella Cyg A será el cuerpo primario, 

y tiene una masa observada de m¡=2.08845x1030¡(g. Cyg B será el cuerpo secundario cuya 

masa es de m2=2.00889x1030¡(g recordando que mI = 1- f..l Y m2 = f..l , la suma de estas dos 

cantidades va a ser nuestra unidad de masa: 

m¡+m2=4.09734xl03o Kg (4.2.1) 

eso implica que los valores de 1- f..l Y de f..l son los siguientes: 

1-¡..t=O.50971 , 

(4.2.2) 

,lF0.49029 . 

Suponiendo que el planeta es la partícula prueba, la unidad de distancia es la 

distancia que hay entre las dos estrellas es decir, 850 UA (Udry et al). 

Los elementos orbitales del planeta reportados son: 

Semieje= 1.67 UA 

Excentricidad=0.63 
(4.2.3) 

Las coordenadas normalizadas de los cuerpos primario (x¡J'¡) y secundario (X2J'2) en el 

sistema rotante con origen en el CM de m1 Y m2 son: 
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X)=-,u=-0.49029 , 

y)=O ) 

x2=1-fFÜ·50971 ) 

Y2=0 . 

(4.2.4) 

Además la distancia entre la partícula prueba y Cyg B, que es la estrella a la que orbita es: 

d=0.73xl0-3 
. (4.2.5) 

Las coordenadas del planeta extrasolar en el sistema rotante y adimensionalizadas son: 

x=0.51044 (4.2.6) 

y=O . 

Para calcular la velocidad angular de este sistema binario se usa la ecuación (1.3.1) y 

se obtiene: (0= 1. 15273x 1 0-11 k s-), se iguala (0= 1 Y se obtiene: 

k=8.67483xIO JOs. 

La velocidad de la partícula prueba es: 

dx =0 
dt ' 

~=O.73xlO-3 
dt 

(4.2.7) 

(4.2.8) 

y estas son las componentes de la velocidad inicial. Para calcular la constante de Jacobi sólo 

falta calcular '1 y '2 los cuales están dados por las ecuaciones: 

'1 =.J(x - XI Y + y2 

al sustituir los valores de X, XI' x2 Y y se obtiene: 

r)=1.00073 ) 

'2= 0.73xlO-3 
. 
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Al despejar e de la ecuación (1 .3.22) y sustituir todos los resultados obtenidos 

anteriormente se obtiene que el valor de la constante de Jacobi del planeta es: 

e =1344.5395 . (4.2.11) 

Como se puede observar, el valor de e es muy grande, de la ecuación (1.3.22) se observa el 

término siguiente: 

2.ufr 2=1343.26027 ; 

el cual, se hace grande puesto que r2 es del orden de 10-3. 

4.3 RESULTADOS 

Las curvas de velocidad cero del planeta son las siguientes: 

y 

40 

// 
.~ 

20 

1 
o 

-2 
''\,,, 

--~ '" .'-......_~-
-4 

x 
-40 -20 o 20 40 

Figura 4.3.1. Curvas de velocidad cero del planeta 

donde C=1344.5395. Esta zona es prohibida. 

(4.2.12) 

Al cambiar la escala se observan dos óvalos muy pequeños, uno está alrededor del primario 

figura (4.3.2) y el otro está alrededor del secundario figura (4.3.3): 
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y 

o 

-0.000 5 
x 

- O . 4-9)1 4 9{l)7.S1.g])54 9 &1l5 -4(9). 48-00754 8 9 

Figura 4.3.2. Zona permitida alrededor del cuerpo primario 

(Cygnus A) . 

y 

III 

-0.000 5 
~---------------------- x 
0.5aD.509g550e55097~.5D.51095510 

Figura 4.3.3. Zona permitida alrededor del cuerpo secundario 

(Cygnus B). 
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En las figuras (4.3.1 .), (4 .3.2.) Y (4.3.3) se observan tres zonas, la zona 11 tiene como 

centro al primario y la zona 111 al secundario, dichas zonas son permitidas, por lo tanto la 

zona I es prohibida; esto hace que la partícula prueba, sólo pueda orbitar alrededor de Cyg 

B, aunque la zona 11 también es permitida, la partícula no puede cruzar las fronteras, 

quedando restringida a la zona 11. La zona I es un círculo, con un radio de 30837.2093 UA. 

Los ejes de la zona 11 miden: eje mayor (vertical) 1.37366 UA, eje menor (horizontal) 1. 29018 

UA; Y los ejes de la zona 111 son: eje mayor (vertical) 1.26556 UA, eje menor (horizontal) 

1.2423 UA. 

Las zonas I y 11 son pequeñas, hay que recordar que mientras más grande es C más 

pequeñas son las áreas permitidas. 
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CAPITULO 5 

5.1 CONCLUSIONES 

En el problema plano circular restringido de tres cuerpos, sólo existe una constante de 

movimiento (llamada constante de Jacobi) que depende exclusivamente del cociente de 

masas de los cuerpos primario y secundario (Sol y Tierra, respectivamente) y de las 

coordenadas de posición y velocidad de la partícula prueba (Luna). 

Dadas la posición y la velocidad iniciales de la Luna, se puede calcular el valor de su 

Constante de Jacobi. Esto permite calcular cuáles zonas del plano orbital de los tres cuerpos 

puede visitar la Luna y cuáles no. A las fronteras que separan estas zonas se les denomina 

curvas de velocidad cero y son tales que, la partícula no puede atravesarlas bajo ninguna 

circunstancia, ya que del lado prohibido su velocidad sería forzosamente imaginaria. 

Dada f1. para el sistema Tierra-Sol y las condiciones iniciales de posición y velocidad 

de la Luna, dadas en el capítulo 3, se obtuvo que la constante de Jacobi de la Luna es: 

C=3.01176643. Al sustituir dicho valor en la ecuación (2.1.1) se obtuvieron los isocontomos 

mostrados en las figuras (3.3.4), (3.3.5) Y (3.3.6). En las figuras (3.3.4), (3.3.5), se observan 

cuatro zonas, donde la última frontera es la que hay entre la zona I y la zona 11; como en la 

zona 111 se ha colocado a la Luna, esta zona es permitida, así como las zonas I y IV, por lo 

que única zona prohibida es la zona 11. 

Al analizar las dimensiones del óvalo de la figura (3.3.6), se tiene que el eje mayor de 

la zona 111 tiene una longitud de 11x10-3 que equivale a 1,645,578 Km., el eje menor tiene una 

longitud de 10x10-3 que equivale a 1,495,980 Km. Los resultados obtenidos implican que 

aunque la Luna se aleje de la Tierra siempre va a estar gravitacionalmente atada a ella y no 

puede violar dicha frontera. Cabe recordar que estos resultados son sólo una aproximación, 

debido a las suposiciones hechas al principio de este trabajo, como por ejemplo que las 

órbitas de los tres cuerpos son coplanares y que la excentricidad de la órbita lunar es cero al 

inicio. 
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Al calcular la constante de Jacobi del planeta extrasolar, se obtuvo C=1344.5395. Se 

obtuvieron tres zonas (figuras (4.3.1), (4.3.2) Y (4.3.3»; la zona 1, que es prohibida, y las 

zonas 11 y 111 que son permitidas. Dado que el planeta fue colocado en la zona 111, nunca 

podrá orbitar a las dos estrellas, sólo orbitará a (Cyg B). Esto significa que su órbita es de 

tipo "S" es decir, orbita a la estrella secundaria del sistema binario. Además utilizando el 

criterio de estabilidad para órbitas en sistemas binarios, dado por Harrington (1975), 

Szebehely (1980) y Dvorak (1984), en el escenario del problema restringido de 3 cuerpos, la 

órbita de este planeta extrasolar es estable, ya que la distancia del planeta a Cyg B es menor 

que ~ de la distancia entre las dos estrellas. 
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APENDICE A 
PROCEDIMIENTO DETALLADO DE LA PAGINA 7, CAPITULO 1. 

Recordando la ecuación (1 .3.9) se tiene: 

- (1_ ~_ fJ~_~_~J _ Ji(a -a~l = (d~ _ 2(c!Y)-.xJcos(t )_( _~~l. + 2(dx)_ yJsin(/) 
r J r 3 dt 2 dI dl 2 dI 1 2 (1 .3.9) 

Se le llamará A al lado izquierdo de la ecuación anterior y B al lado derecho; al multiplicar 

ambos lados de la ecuación por cos(t) se tiene: 

A _ (_ (1- Ji Xa -al) _ Ji(a - a 2)) ( ) 
COS(I)- 3 3 COs/, 

'1 '2 (A.1) 

(d
2

.x (dy) J 2 (d 2 Y (dx) J . Bcos(,) = dt 2 - 2 dt - x cos (t)- dt 2 + 2 dt - y cos(t )sm(t) , (A. 2) 

al sustituir las ecuaciones (1 .3.3), (1.3.4) Y (1.3.5) en la ecuación (A. 1 ) Y factorizar cos(t) y 

sin(/) se tiene: 

Acos(¡) = -((1 -Ji) (~_=!JJ + Ji ~_~-t~lJ cos 2 (1) - (( 1- Ji) ~ + Ji -~-J COS(/) sin(t) . 
r l ' 2 '1 '2 (A.3) 

Del capítulo 1 se tiene que la ecuación (1.3.11) es la siguiente: 

_ ~1- Ji XfJ - /31 ~ _ Ji(fJ - fJ2) = (d 2 Y + 2(dx)_ yJcos(t )+(d2 x _ 2(dY) ___ xJsin(t) . 
'1

3 ,i dt 2 dt dt 2 dt (1 .3.11) 

Al lado izquierdo de la ecuación (1 .3.11) se le llamará D y al derecho E. Se multiplicarán 

ambos lados por sin(/) quedando lo siguiente; 

D = (_ (1 - Ji XP - PI ) _ p(p - fJ2 )) sin(t) (A. 4 
) 

sm(l) 3 3 I 

'1 '2 
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El resultado de sustituir las ecuaciones (1.3.3), (1.3.4) Y (1.3.5) en DSin(/) Y de factorizar los 

términos cos(t} y sin(t} es el siguiente: 

DSin(/) = -((I-,u) (X-
3
X

I
) +,u (X-

3
x2 }Jsin 2 (t}-((1-,u) ~ +,u ~ JcOs(t}sin(t} 

')'2 ') '2 (AS) 

Al sumar AooS(/) + DSin(/) Y Bcos(l) + ESin(l) se obtiene: 

(A7) 

d 2x dy 
Bcos(l) + Esin(l) = -2 - 2 - - x . 

dI dI 

(A8) 

Al igualar las ecuaciones (A7) y (A8) se tiene: 

-((I-,u) (x-x]) +,u (x-xJJ = d
2
x -2 dy -x . ,3 ,3 dl 2 dI 

1 2 
(A9) 

Ahora se multiplicará A y B por - sin(t) , D Y E por cos(t), y se sustituirán las ecuaciones 

(1 .3.3), (1.3.4) Y (1.3.5) obteniéndose: 

(( ) (x - XI) (x - x J] ( ) . () (( ) y y] . 2 ( ) 
A-sin(l) = l-,u 3 - ,u 3 cos t SIn t + 1-,u - 3 +,u 3 - SIn t 

'1'2 '] '2 

(A10) 

B_,'.I') ~-( 1>{~}+n(l)cos{t)+( :;; +2(:)-+n2{t) , (A11 ) 

D 000(1) = -((] - ,u ).(x -3
X1 

) + ,u (x - 3
X2 )J cos(t )sin(t )-:-((1- ,u) ~ +,u ~ J COS 2 (t) , 

~ ~ ~ ~ 
(A12) 

E~I') ~ (::; +2(:)-+OS2(1)+( :;: -{! }x}0S(I)Sin(l) ; (A13) 

Al sumar las ecuaciones (A. 1 O) Y (A12) e igualarlas con la suma de las ecuaciones (A 11) Y 

(A.13) se obtiene: 

(A14) 
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Las ecuaciones (A.9) y (A. 14) corresponden a las ecuaciones (1.3.12) y (1.3.13). 

APENDICE 8 
8.1 METODO DE RESOLUCION DE ECUACIONES DE TERCER GRADO 

Para resolver las ecuaciones de tercer grado que tienen la forma: 

x 3 +b1x
2 +b2x+b3 = O , (B.1) 

se debe analizar que signo tiene su discriminante, ya que dependiendo del signo es el 

número de raíces reales y complejas, y se define de la siguiente forma: 

D=Q3+R 2 
, 

donde Q y R están dados de la siguiente forma: 

Si: 

Q 
= 3b2 _b1

2 

9 ' 

R = 9b1b2 -27b3 -2b1
2 

54 

i. D < O las raíces son reales distintas, 

ii. D = O todas son reales y al menos dos de ellas iguales, 

iii. D > O dos de las raíces son complejas conjugadas y una es real. 

(B.2) 

(B.3) 

(B.4) 

Se elige el caso (i) en donde el discriminante es menor que cero, eso significa que: 

/)=Q.1 +R 2 <O . 

Al darse la condición anterior, las raíces de la ecuación cúbica estarán dadas por las 

siguientes fórmulas: 

35 

------------ -- - -



- - - ------ -----

XI = 2~-Q CO{~~) , 

X 2 =2-J-QCO{i~+1200) , 

X 3 = 2.[- Q CO{~ ~+ 2400
) . 

donde: Q está dada por la ecuación (B.3) y cos(~) = -7.;-Q3 . 

APENDICE C 

C.1 DATOS ASTRONOMICOS y CONSTANTES 

r-' 

~asa (Kg.) iMasa normalizada 

LUNA 1734.9x10¿u p.69481 04x1 O-IS 

fT lERRA \5 .974x10¿4 p.00351 0335x1 0-0 

SOL 1.989x103U p .9999969965 

11 Es la distancia de la Tierra a la Luna. 

** Es la distancia entre la Tierra y el Sol. 

UA=149.598x106 Km. 

3 
G = 6.668xlO -1I _ m _ _ 

Kg/s2 
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!pisfancia (Km.) 

p84400 1l 

149.598x1 00 
1111 

149.598x1 0° 1111 

(B.5) 

(B.6) 

(B.7) 

Ipisfancia normalizada 

~.569553069x1 0-,) 

1 
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