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INTRODUCCION

Desde 1993 se realizaron algunas modificaciones al plan y programa de estudio
de educacion basica. A pesar de los cambios curriculares (que van encaminados a
que el alumno no tenga que aprender demasiados temas en poco tiempo o que se
le presenten en orden mas conveniente) y de las modificaciones al método de
ensefianza del profesor, asi como a los libros de texto (que van encaminados a un
proceso de aprendizaje mejor), hay todavia algunos contenidos de matematicas
que siguen siendo un problema tanto para los alumnos como para los maestros.
Uno de estos contenidos corresponde al estudio de las fracciones.

De tercero a sexto grado de primaria se estudian varios significados de las
fracciones, como son: las fracciones en el reparto, en la medicién, en los
decimales, las fracciones como operadores multiplicativos y como resultado de

una division.

Sin embargo, el concepto de fraccibn puede ser abordado desde otras
perspectivas que ayuden a ampliar los contextos en lo que el numero racional

adquiere significado.

En este trabajo consideramos que una actividad realizada en computadora podria
constituir una forma interesante de trabajar el tema de las fracciones, si ésta es
disefiada con ciertas caracteristicas. Se hizo la revision de los distintos
significados de la fraccion que se trabajan en la primaria y se desarrollé un juego
interactivo sobre fracciones para “Matechavos™ con el fin de evaluario en forma

directa con los nifios.

* “Matechavos™ es una de las secciones de PUEMAC (Proyecto Universitario de Ensefianza de las
Matematicas Asistida por Computadora, http://puemac.matem.unam.mx) desarrollado por el
Instituto de Matemaéticas y Computo para Niflos de DGSCA, ambas instituciones de la UNAM.
PUEMAC esta bajo la coordinacion de la M. en C. Ménica Lefero Padierna.




“A romper globos™ simula un juego de feria en donde se rompen globos con
dardos. Los globos aparecen aleatoriamente en una recta que mide una o dos
unidades. Los nifios tienen que calcular las fracciones en donde estan los globos
para lanzar los dardos y romperlos. El juego tiene tres niveles de dificultad que
estan determinados por: el nimero de unidades que mide la recta donde
aparecen los globos y las fracciones que pueden ser utilizadas para romperios.

Si al lanzar el niflo un dardo rompe un globo, se le proporciona una validacién
visual de que su resultado fue correcto. Si falla al lanzar un dardo, sabe que no
atin6 a romper el globo, pues el dardo lanzado queda clavado indicando la fraccién
que éste representa. Esto puede servir como una orientacion para saber en qué
fraccion se deberan lanzar los siguientes dardos.

La presente tesis tiene como un propésito estudiar la forma en que los nifios
resuelven el juego “A romper globos” y qué ventajas proporcionaria a la
ensefianza de las fracciones. Las bases que tendremos para esto son sefialar las
diferentes interpretaciones y caracteristicas de las fracciones, las caracteristicas
de la enseflanza de las fracciones segun el sistema de ensefianza de las
matematicas en educacion basica y una generalizacion de situaciones didacticas
que trabajan los niflos de primaria para el estudio de este tema.

En el primer capitulo se presentan algunas interpretaciones y caracteristicas de
los nameros racionales, que se deben tener presentes en todo momento, al mismo
tiempo se resaltan algunos errores en la ensefianza de los nimeros racionales.

En el segundo capitulo, se toma como marco global la ensedanza de las
matematicas en la educacion basica que se fundamenta en tres elementos
importantes: las situaciones didacticas, el enfoque did4ctico y el papel del

" Idea original: David Block Sevilla y Patricia Martinez Falcén; Programacién: Gildardo Bautista
Garcia Cano; Disefio: Cecilia Soto Ruiz.



maestro, los cuales constituyen el modelo actual de ensefianza de las
matematicas dentro de las escuelas primarias.

En el tercer capitulo se muestran situaciones didacticas que se trabajan en la
educacién primaria, para el estudio de distintos significados de las fracciones.
Para tal estudio se usan distintos materiales de trabajo: libro de mateméticas, el
libro del maestro y ficheros, los cuales también se mencionan en ese capitulo.

En el cuarto capitulo se presentan y analizan los resultados de la experimentacién
de la nueva situacion didactica “A romper globos”, en la cual se ponen en juego
varias caracteristicas de las fracciones como son: ubicacién de una fraccion en la
recta, fracciones equivalentes, comparacion de fracciones, fracciones propias e
impropias, entre otras. Tal experimentacion se aplico a 10 nifios de sexto grado de
primaria, y a pesar de que la muestra puede ser considerada pequefia los
resultados que se obtuvieron no son ajenos a la realidad, estos resultados ademas
de poner en evidencia algunos problemas con el concepto de fraccion en los
nifios, también muestran que jugar “A romper globos” enriquece y fortalece en los
nifios el significado de fraccion.

Este trabajo se presentd en el XXXIIl Congreso Nacional de Matematicas y en el
XX Simposio Internacional de Computacién en la Educacion, ante una audiencia
de maestros de primaria y secundaria, asi como pedagogos y matematicos
interesados en el tema. Las preguntas formuladas por el publico en general se
contestaron satisfactoriamente y las criticas fueron favorables hacia el presente
trabajo.



CAPITULO 1. LA FRACCION: UNA EXPRESION DIFIiCIL DE INTERPRETAR.
La fraccion es un concepto que, para los nifios, implica méas dificultades de las que

comunmente suponemos, por lo que la ensefianza de ésta preocupa no sélo a los
maestros sino también a los investigadores y ha sido objeto de estudio desde los

setentas.

Las investigaciones del proceso de aprendizaje del nifio en el tema de fracciones
inician desde los pocos conocirﬁientos previos que adquieren cuando empiezan a
estudiar este tema en .Ia escuela, hasta el conocimiento de caracter algebraico del
conjunto de los nimeros racionales (Block, 2001; Davila, 1991; Vergnaud, 1991;
Mancera, 1991; Brousseau, 1982). El aprendizaje de las propiedades de los
numeros racionales requiere del estudio de diversos contextos relacionados con
cada una de sus interpretaciones y caracteristicas, para que el alumno pueda
comprender éstas por separado hasta liegar a una comprensién global abstracta
de los numeros racionales. Por lo tanto, las interpretaciones y caracteristicas de
los numeros racionales se deben tener muy presentes para poder comprender los
problemas en la ensefianza de las fracciones, asi como para pensar en nuevas
situaciones de ensefianza. En este capitulo mencionaremos en primer lugar las

interpretaciones de la fraccion y después sus caracteristicas.
1.1 INTERPRETACIONES DE LA FRACCION

1.1.1 LA FRACCION COMO COCIENTE

El resultado de sumar o multiplicar dos nimeros naturales es un niimero naturat;
pero la solucién de restar o dividir dos numeros naturales, no siempre es un
nimero natural. Pero el resultado de restar a-b pertenezca a los nimeros
naturales (N) “a debe ser mayor que 5", por ejemplo 15 — 8. Para que el resultado

de dividir a entre b pertenezca a los nimeros naturales “a debe ser muiltiplo de »

en donde a y b pertenecen a los nimeros naturales” (ver apéndice).



En el caso de los nimeros enteros (Z) (que se generan a partir de los numeros
naturales como Z=Nu (-N)u {0}, N pertenece a Z), e! resultado de restar dos

numeros enteros es un nimero entero, pero el resultado al dividirlos no siempre es
un namero entero. Para que el resultado de una division entre dos numeros
enteros (a y b) pertenezca a los nimeros enteros, b debe ser distinto de cero y

a_debe ser multiplo de b (por ejemplo a = 56 y b= 8), en donde a y b

pertenecen a los nimeros enteros.

Ahora, si al dividir dos nimeros enteros (a y b ) donde a_no es multiplo de 5, el
resultado pertenece a los nimeros racionales, los cuales se generan a partir de

los niumeros enteros como:

Q=% tal que a,b pertenecen al conjunto de los numeros enteros y b es distinto

de cero.

Donde Z pertenece a Q (ver apéndice).

En el caso de los nameros racionales el resultado que se obtiene al dividir dos

numeros racionales es un nimero racional (Ver apéndice).

El uso de nimeros enteros permite resolver problemas de restar que los nimeros
naturales no lo hacen; el uso de los numeros racionales permite resolver
problemas de divisién que los nimeros enteros no, en ellos cualquier ecuacién

multiplicativa b- x = a tiene solucién como x=% si b es distinto de cero.

En la escuela primaria usualmente se introduce el tema de fracciones de la
siguiente manera:

Ante la insuficiencia del uso de los numeros naturales para expresar las partes de
un todo surge la invencién de las fracciones. Las fracciones se ejemplifican a
través del modelo de reparto (parte-todo), en donde se trata a las fracciones como



. a
el cociente entre dos naturales expresado como x=; (a y b se definen como
ndmeros naturales porque en la primaria no se ensefian los nimeros negativos).
En esta definicion se comete un grave error: Interpretar la fraccién como el

resultado de una division de niimeros naturales. En la escuela se cae en el error
de reducir el cociente a nUmeros decimales, por ejemplo al buscar una

aproximacién de % con la notacién decimal, se suele dividir 2 entre 7.

Sin embargo % significa una unidad dividida en 7 partes de las cuales se toman 2.

2 . . 2.
Es claro que r = 2+7, pues representan al mismo namero, pero 5 implica que el
alumno conozca el fraccionamiento de la unidad en 7 partes (los séptimos, en este

caso). Al relacionar % con 2+7 el niflo no adquiere el conocimiento abstracto de

— como una enésima parte de un entero, pues se establece, en ciertas
n
circunstancias y de manera no explicita, una equivalencia entre una séptima parte

de dos enteros igual a dos séptimas partes de un entero %(2) = %(l) .



1.1.2 LA FRACCION COMO PARTE DE UNA FIGURA

En términos generales, en la escuela se introduce el significado de la fraccién
como representacion de un entero que se divide en “x” nimero de partes, de las
cuales se toma siempre un numero “y” menor a éste. Para tal interpretacion se
trabaja con ejercicios que consisten en iluminar una fraccién dentro de un entero
ya dividido. Los errores mas frecuentes al resolver estos ejercicios en la escuela
son que:
* Los alumnos sélo se fijan en el nimero de partes (numerador) que deben
iluminar, sin que para ellos tenga significado el numero total de partes en el
entero (denominador). La fraccion es percibida como una pareja de

numeros naturales desvinculados, es decir, sin ninguna relacién entre si.

Ante la indicacion, por ejemplo, de iluminar % de un cuadrado dividido en

cuartos, el alumno haria lo siguiente:

Sin embargo, ante la misma indicacién en un cuadrado dividido en octavos

la respuesta podria ser:

Esto es, por supuesto, incorrecto y evidencia el problema mencionado.



En este caso el entero esta dividido en octavos, pero los alumnos no toman

3 6
en cuenta este aspecto y marcan 3 envez de re

Este error se hace evidente al complicar los ejercicios de este tipo, como en
la segunda division del cuadrado, en octavos, donde el nimero de

divisiones del entero es mayor que el denominador en la fraccién.

Para que el nifio interprete ciertas fracciones en unidades con un nimero
de divisiones mayor que el denominador, es necesario que maneje la

equivalencia entre fracciones (la cual se menciona en el apartado 1.2.1).

Los alumnos invierten los términos de la fracciéon cuando el numerador es

mayor que el denominador. Por ejemplo, cuando se pide a los alumnos que

. . 17 14 -
representen graficamente las fracciones 5 y 7 suelen hacer lo siguiente:

En este caso el numerador es mayor que el denominador y de acuerdo con
la representacion que dan de las fracciones, los alumnos demuestran que
tienen dificultad para comprender que el todo repartido puede estar

conformado por mas de una unidad (mas de n enésimos, mas de 9 novenos
17 . . m

para el caso de ry ), que es lo mismo que decir — tal que m es mayor que
n

n. Esto demuestra que los nifios no tienen siquiera el conocimiento

1 - “ " 1
abstracto de — como una enésima parte de “un entero” (para el caso 74 no
n



identifican a cada cuadrito de la figura como %), por lo que interpretan la

fraccion lgz como % es decir un entero que se divide en 17 partes de las

. . 14 L.
cuales se toman 9. Hacen lo mismo con la fraccidon vy convirtiéndola en

4

14°
1.1.3 LA FRACCION COMO DECIMAL.
La interpretacion de la fraccion como division, se utiliza para convertir la fraccion a
numeros decimales, en donde se consideran al numerador y al denominador como
unidades que se dividen entre si para obtener un niamero que representa la misma

cantidad. Por ejemplo:

100

En este caso la explicacion se limita a mostrar la forma en que se representa el

decimal en forma de fraccion. Si el niUmero a representar es .7, se dice que éste

. 7 . . ,
es igual a o porque el 7 ocupa el lugar de los décimos, o si el nimero a

representar es .07, entonces es igual a % porque el 7 ocupa el lugar de los

centésimos y asi sucesivamente.

Hasta aqui la explicacién es correcta, pero al generalizar tal interpretaciéon ocurren

errores como afirmar que:

_]; =33= 2
3 100



1 . ; . . .
3 no es equivalente a ninguna fraccién decimal, porque 3 no es divisor de

ninguna potencia de 10. Esta fraccién, % sblo puede ser aproximada con

fracciones decimales: 0.33 6 0.333

La generalizacion lleva a cometer errores como el anterior, generados por falta de
un trabajo que lleve a los alumnos a diferenciar entre las fracciones decimales y

las que no lo son.

1.1.4 LA FRACCION COMO PROPORCIONALIDAD Y RAZON

Despues de las interpretaciones de la fraccidn ya vistas podemos mencionar que
las fracciones son usadas en situaciones de comparacién de una “parte” a en
relacién con un “todo” b (parte-todo), pero otra interpretacion de la fraccién se
presenta cuando la comparacion consiste en relacionar una parte a con una parte

b (o un todo a con un todo b), a la cual se le asigna el nombre de razén y se

expresa como: la razén entre a y b es % 6 a:b. En esta interpretacion de la

fraccion se relacionan multiplicativamente dos nimeros y se expresa asi una
comparacion entre ellas, es decir, las fracciones son utilizadas como un “indice
comparativo” entre dos cantidades. Para este caso no existe una unidad (un todo)
como se presenta en las demas interpretaciones de la fraccion, por lo que la
comparacion puede ser bidireccional, es decir la comparacion inversa de la razon

b
entre a y b es la razdn entre b y a, la cual se representa como — 6 b:a.
a



Ahora mencionaremos algunos ejemplos de esta interpretacion:
Ejemplo 1.-

L= 22

A B

La relacion del conjunto A con respecto a B es de %: (3:5), esto es, por cada tres

elementos que tiene el conjunto A, el conjunto B tiene 5 elementos.

La relacién del conjunto B con respecto a A es de %: (5:3), esto es por cada 5

elementos que tiene el conjunto B, el conjunto A tiene 3 elementos.

Ejemplo 2.-
A
12 cm
4
D B ¢ E
3 D C E
F 6cm G
9cm
F G
18 cm
X Y

La relacién del barco X con respecto al Y es de %: (1:3), esto es, el barco chico es

3 veces mas pequefio que el grande.



La relacion del barco Y con respecto al X es de %: (3:1), esto es, el barco grande

es 3 veces mas grande que el chico.

En esta interpretacion el alumno puede ver la relacion entre a y b pero no ve la
fraccibn como un numero, por lo que se repite el error que se menciond
anteriormente: /la fraccibn es percibida como una pareja de numeros
desvinculados, ya que a y b corresponden a distintas partes o conjuntos.

La “razén” es también definida como el cociente comin en la relacién entre

magnitudes o coeficiente de proporcionalidad, un ejemplo lo tenemos al comparar

. 1
longitudes, como en el caso de los barcos, en donde la razén entre ellos es de 3

o} % segun sea la direccion de comparacion. La proporcionalidad también se

trabaja en esta interpretacién de la fraccion y se menciona en el apartado 1.2.3 en
el caso de multiplicacion.

En la escuela primaria se trabaja la razén en situaciones de proporcionalidad, por
lo que en el capitulo 3 se abordan los ejercicios de razon y proporcionalidad al

mismo tiempo.
1.2 CARACTERISTICAS DE LA FRACCION

1.2.1 EQUIVALENCIA.

Una de las caracteristicas de los nimeros racionales es que existe equivalencia
entre ellos; cuando dos nimeros racionales son solucion de la misma ecuacién
multiplicativa son equivalentes. Por ejemplo:

. . g . . a
sea bx = a una ecuacién multiplicativa y su solucién x=;.



x= % es otra solucién de la ecuacion si y s6lo si b(% ) = a, y esto pasa si y solo si
bc = ad (ya que d es distinto de cero y mayor que cero, porque d pertenece al

. , . a . c . .
conjunto de los numeros naturales), es decir 3 equivale a 7 si y sélo si ad = cb.

Hay infinidad de fracciones que definen un mismo racional, ya que a partir de una
fraccién, por ejemplo -i— se bueden multiplicar ambos términos (numerador y

denominador) por un solo nimero, obteniendo fracciones equivalentes, por

ejemplo % ><Z =42 x -;- _1o , etc. A este proceso se le denomina amplificacion.

2 8' 4 20

También existe otro procedimiento llamado simplificacién (proceso inverso al de

amplificacion) que consiste en dividir entre un nimero distinto de cero ambos
términos de la fraccién. Por ejemplo, a partir de la fraccién % se pueden obtener
las siguientes fracciones equivalentes aplicando la divisién en el numerador y el

denominador: al dividida entre 2 se obtiene %, entre 10 se obtiene g entre 5 se

obtiene % entre 30 se obtiene %; etc.

Cabe sefalar que existen fracciones con la propiedad de generar todas las
fracciones equivalentes a ella por amplificacién. Tales fracciones reciben el
nombre de fracciones irreducibles, y tienen las siguientes caracteristicas:
e El numerador es distinto de cero, el denominador es positivo y el divisor
comun mayor entre su numerador y denominador es 1 (numerador y
denominador son primos relativos).

e El numerador es cero y el denominador es igual a 1.
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Esta propiedad resulta comoda pues permite elegir una fraccion que represente a
toda una familia de fracciones equivalentes y en particular a los enteros.

Podemos mencionar también que las familias de fracciones que representan los
numeros enteros son las fracciones irreducibles de denominador 1.

Usando la notacién anterior, los nimeros enteros corresponden a las familias

representadas por % con a entero (Ver apéndice).

En la escuela, la experiencia con la equivalencia de fracciones se plantea a través
de los procesos de amplificacién y simplificacién de una fraccion, pero el nifio no
adquiere el significado de equivalencia.

El error que sobresale al trabajar la equivalencia de fracciones con los alumnos es

. a . . .
que los alumnos ven a la fraccién n como dos numeros independientes uno del

otro: a y b, y al buscar la equivalencia entre fracciones comparan a través de las
propiedades de los nimeros naturales (tales propiedades se anexan en el
apéndice).

Este error sigue influyendo en que los alumnos, ademas de creer que las
fracciones son sélo una divisién de nimeros naturales, tengan una mala visién de
equivalencia, y agregaremos, una mala visién de orden (tal objeto <<orden>> se
menciona en el siguiente apartado 1.2.2), pues este error es mas evidente al
trabajar con el orden de los nimeros racionales.

Para que el nifio comprenda el significado de equivalencia de fracciones, ademas
de usar la amplificacién y simplificacién, también podria realizar actividades sobre
una recta o un pastel. En el capitulo 3 veremos c6mo se propone a los nifios de

educacion basica trabajar con la equivalencia de fracciones.
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1.2.2 ORDEN DE FRACCIONES.

Por medio de la adicion de numeros racionales positivos es posible decidir, dados
dos numeros racionales distintos, cual es el mayor. Diremos que un nimero
racional ry es mayor que un namero racional r; (r1>r,) si existe un nimero racional

positivo r3 tal que ry = rz + r3 ; también podemos decir que r, es menor que ry,

. , . a c
Se puede decir que dados dos numeros racionales r1=z y r2=;, para el caso

particular que se estudia en la primara, fracciones con denominadores positivos,

se cumple una y sélo una de las siguientes proposiciones:

1) ri=ry;siysolosir=r,+0, esto pasa siy solo si %=—§- si y sélo si

ad = cb (esto multiplicando la ecuacion =§ por bd:

ST

@ iy =C
o) = (bd))

. . , . a_c¢c, n .
2 ri>ry siysélosir,=ry+r;, esdecir Z=;+——-snysélosi

”z
ad=cb+ :—‘bd siysolosi ad>ch.
2
(esto  multiplicando la ecuacion %=§ + -% por bd.

a.,n=C n
F 6D =—d)+ ” (bd))

. . . . a n c .
3) M<rzsiysolosiri+r;=r; siysblosi Z+ L = 7 esto pasa si y
n,

s6losi ad + “Lbd =cb siysolosi ad<cbh.
nZ

tos

positivo
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(esto  multiplicando  la  ecuacion % + I =§ por  bd:
n,

a n bg)=E
;(bd)+z(bd) ()

Con base en lo anterior, resulta que la relacién de orden entre los nimeros
. a c . .
racionales > y 7 se encuentra en la relacion de orden entre ad y cb. Asi que el

orden en los numeros racionales no es aprendido de memoria como ocurre para
ordenar los niimeros naturales o el alfabeto. Pero en la ensefianza es dificil pedir
al nifio usar ry = r + r; porque apenas esta conociendo los nimeros racionales, no
se le puede pedir que suponga que existe r; que pertenece a los nUmeros
racionales tal que ry = rz + r3, ademas el nifio al no tener una visién de los nimeros

racionales no se imagina que exista una relacién de orden. De la misma forma

. L« a
ocurre con la notaciéon

> si y sblo si ad = cb” para la comparaciéon de

£
d
fracciones ( %>§ < ad > cb), es dificil meter tal notaciéon para la ensefianza del

orden entre fracciones en la escuela primaria pues los alumnos no saben despejar

coeficientes en las ecuaciones multiplicativas.

Al no contar el alumno con tales “herramientas”, es incapaz de ordenar un par de
fracciones, lo que hace evidente, una vez mas, el error que ya anteriormente se ha

. . a , . .
mencionado: Ven a la fraccidn 3 como dos numeros independientes uno del otro,

por lo tanto comparan las fracciones a través de las propiedades de los nimeros
naturales. Asi que cuando se les solicita que realicen comparaciones entre
fracciones, establecen las siguientes relaciones:

3. 3 7

a)3>3 by L< L
85 220
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En el caso a) comparan los numeradores (el 3 con el 3) y los denominadores (el 8
con el 5); como los numeradores son iguales, centran su atencién en los

denominadores, dado que el 8 es mayor que 5, concluyen que % €s mayor que %

En el caso b), comparan de la misma manera resultando —;- menor que %

Una forma de corregir este tipo de error al ordenar fracciones podria ser usar
como herramienta de comprobacion la representacion de las fracciones, en una
recta o en pasteles, como se mencioné en la equivalencia de fracciones. En el
capitulo 3 veremos cuales son los ejercicios que se proponen al alumno de
educacion basica para aprender el orden entre fracciones.

Cabe mencionar, que al ordenar los nlimeros racionales se descubre la propiedad
de la "densidad” de éstos, la cual significa que: dados dos nameros racionales
cualesquiera, siempre existe otro nimero racional entre ambos. Por lo que se
puede decir que no existe el “siguiente de” un nimero racional. Tal afirmacién
podemos comprobaria asi:

Dados dos numeros racionales distintos, a > p siempre existe otro nimero

racional y tal que a>y>p
Para ello, si a =-Z— yp =§, con b y d positivos distintos de cero, basta con tomar

y= a+c
b+d

Asi pues, entre cualesquiera dos numeros racionales siempre esta la semisuma (o
promedio) de ambos. Esta propiedad se expresa diciendo que el conjunto de los
niameros racionales es un conjunto denso. Tal propiedad no ocurre para el
conjunto de los nUmeros naturales.
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1.2.3 OPERACIONES CON FRACCIONES.
En los numeros racionales se definen las operaciones de suma, resta, producto y
divisién, donde el resultado en estas operaciones de cualesquiera dos nameros

racionales es un nimero racional (tal afirmacion de formaliza en el apéndice):

a E__adibc
b d bd
ac_ac

b d bd
a.c_ad

b d b

En el aprendizaje de las operaciones con fracciones en la escuela primaria, se
encuentra frecuentemente el error de seguir trasladando a los nimeros racionales
las mismas reglas aplicables a los nimeros naturales, por ejemplo, los nifios
resuelven la suma de fracciones sumando por separado numeradores y
denominadores:

2 1+2_3

La forma correcta de resolver la suma o resta de dos fracciones con igual
denominador, es sumando sélo los numeradores. Para resolver la suma o resta de
dos fracciones con diferente denominador, se debe obtener el minimo comun
multiplo de los denominadores para convertir las fracciones en juego a fracciones
equivalentes siendo ahora el minimo comun mdltiplo obtenido el denominador (en
el apéndice se muestra formalmente la solucion de sumas y restas de fracciones).

Una de las consecuencias de trasladar las propiedades de los nimeros
naturales a las fracciones, es la de esperar ciertas magnitudes en los resultados.
Por ejemplo, al multiplicar dos numeros naturales, el producto siempre es mayor

que los factores. Con las fracciones no siempre sucede asi, pues el producto de

a ¢
3 7 @Vveces es menor que los factores, por
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En cuanto a la divisién, con los nimeros naturales el resultado que se obtiene
siempre es menor o igual que el dividendo. Al trasladar esta regla a las fracciones
los alumnos piensan que el cociente es menor que el dividendo, lo cual tampoco

sucede siempre, por ejemplo: 1,3.4_2
' "2 4 6 3

En general, las operaciones de multiplicacion y divisidn se usan para resolver dos
tipos de problemas:

¢ Aquellos en los que se multiplican dos medidas.

e Y en los que se establece una relacién de proporcionalidad entre dos

medidas.

Sin embargo, en la actualidad, en la escuela primaria s6lo se trabaja la
multiplicacién de una fraccion por un nimero natural, la cual se pone en practica al
representar l[a suma de fracciones iguales, que también se puede resolver
multiplicando la fraccién por el nimero de veces que se suma la fraccién (nimero
natural por la fraccién). Esta operacion esta envuelta en los problemas en los que
se establece una relacién de proporcionalidad entre dos medidas, en la cual cada
uno de los factores de la multiplicacion juega un papel distinto, uno es la medida
base (multiplicando) y el otro indica el nimero de veces que se considera esa

medida. Por ejemplo:

El lado a de una figura mide % de centimetro. Si se hace una copia cuyos lados
sean cinco veces los de la original, ;cuanto medirg el lado a de la copia? Este
problema se resuelve con la multiplicacién 5 x % donde —‘3‘: representa una

medida. Es el multiplicando. El 5 indica el nimero de veces que se considera esa
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medida. La multiplicacién que se obtiene es bastante sencilla debido a que se

. , 3. 3 3 3 3 3
puedse interpretar como una suma repetida; 5 veces 7 es igual a 2 + 2 + " + 2 + "

En este caso, el producto de un niamero natural por una fraccion se resuelve con
las propiedades de los numeros naturales en la multiplicacion. Pero tal traslacion
de propiedades, no es del todo valida, ya que responde a situaciones
completamente diferentes, pues cuando el muitiplicador es una fraccion se obtiene
un problema que encierra nuevas dificultades. Por ejemplo: el lado de una figura

mide 5 cm. Si se hace una copia cuyos lados sean % de la figura original, 4 cuanto

medira ese lado?

Este caso da lugar al significado de las fracciones como operadores

multiplicativos, que se presenta en problemas con expresiones como g de 12

kildbmetros”, 6 “% de 12 kildmetros” y se resuslven con la multiplicacién.

Una razén que dificulta asociar las expresiones anteriores con multiplicaciones es

que no solemos decir -i— veces 12 kilémetros”, esta expresion implica una

multiplicacion, en cambio la expresion que se usa es “% de 12 kilébmetros”, la cual
podria sugerir una resta, y no una mulitiplicacién, pues se podria interpretar como
que de los 12 kildmetros sélo recorreria -‘31- de los 12 kildmetro. Ademas, cuando

una fraccién juega el papel de operador multiplicativo, la multiplicacion ya no
puede interpretarse como una suma repetida, como se hacia con los numeros
naturales.
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La multiplicacién de % X 12 kilémetros, interpretada como % de 12 kilébmetros, se

puede calcular dividiendo 12 entre cuatro y multiplicando lo que resulte por tres:
(12+ 4)x3 =9

Es decir, aplicar un operador multiplicativo fraccionario a una cantidad, equivale a

~ dividir y multiplicar sucesivamente esa cantidad.

La fraccion como operador multiplicativo no es facil de ensefiar en contextos
significativos, por lo que en los mismos libros de texto del maestro se destaca que

no es conveniente formalizar desde el principio las expresiones del tipo "—3— de 12

kildometros® como multiplicaciones de fracciones. Deben plantearse en cambio
variadas situaciones en las que las fracciones se alternen con los numeros
naturales en el papel de operadores multiplicativos. En el capitulo 3 se muestran
algunas situaciones planteadas a alumnos de educacién basica en relacién con

este significado.

En este apartado enumeramos los errores que los alumnos cometen al trabajar
operaciones con fracciones, una buena idea a proponer, para que los alumnos no
cometan los errores ya mencionados o no olviden las caracteristicas de los

numeros racionales, es usar como herramienta la representacion de los nimeros
. a c . .
racionales 3 y 7 en la recta y posteriormente el resultado de la operacion entre

ellos.

En este capitulo se han mostrado algunas de las interpretaciones y caracteristicas
de las fracciones que se trabajan en la escuela primaria. En el capitulo 3
mostraremos algunos ejemplos de lecciones en donde se abordan estas
interpretaciones. Ademas, hemos considerado la conveniencia de visualizar las
caracteristicas: orden y equivalencia, en una recta, al mismo el alumno adquiera el
conocimiento abstracto de éstas. Tal propuesta ha sido trabajada con 10 nifios de
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sexto de primaria por medio del disefio de la situacidn didactica “A romper globos”,
que se presentara en el cuarto capitulo asi como las observaciones de los
resultados obtenidos.

En el siguiente capitulo se presentari la propuesta de ensefianza de las
matematicas en la escuela primaria que sustenta el plan y programa de estudio
vigente en la educacion basica, y que sustenta el disefio de la situacion “A romper
globos”, objeto de estudio de esta tesis.
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CAPITULO 2. LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS EN LA ESCUELA
PRIMARIA

Tradicionalmente la ensefianza de las matematicas se ha basado en que el

alumno aplique un modelo de solucién a un problema diseflado por el maestro o

los libros de texto. Con este mecanismo, el proceso de ensefianza no permite la

busqueda y construccién de soluciones o aprendizaje nuevo, sino que se limita a

situaciones en las que se aplica un conocimiento que ya se posee.

Por otra parte, en la ensefianza de las matematicas existen las situaciones
didacticas, el enfoque didactico en el proceso enseflanza-aprendizaje y el rol que
juega el maestro. En el desarrollo del presente capitulo se pretende explicar como
estos tres elementos conforman el mecanismo didactico de las matematicas que

se sigue en la escuela primaria.

21 LAS SITUACIONES DIDACTICAS EN LA ENSENANZA DE LAS
MATEMATICAS

Ef objeto de estudio de la didactica de las matematicas es la situacion didactica,
definida por Brousseau (1982) como “un conjunto de relaciones establecidas
explicita y/o implicitamente entre un alumno o un grupo de alumnos, un cierto
medio (que comprende eventualmente instrumentos u objetos) y un sistema
educativo (representado por el profesor) con la finalidad de lograr que estos
alumnos se apropien de un saber constituido 0 en vias de constitucién” (Parra, C.
e |. Saiz (1994) Pag. 42).

Uno de los propésitos de la didactica de las matematicas es analizar las
caracteristicas de una situacién para la ensefianza de un concepto especifico, la
manera como evolucionan los conocimientos los alumnos y las variantes que sé
pueden generar para profundizar en dicho conocimiento

Las caracteristicas que facilitan el andlisis de las situaciones didacticas, definidas
por Galvez (1985), son:
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“Las situaciones de accion, en las que se genera una interaccién de los
alumnos con el medio fisico. Los alumnos interactian con el medio fisico,
toman decisiones para organizar su actividad de resoluciéon del problema
planteado” (ldem, Pag. 43). Asi los alumnos tienen la oportunidad de usar
sus conocimientos previos a partir de las caracteristicas del problema.

Por ejemplo, para resolver un problema de reparto (12 galletas entre 3
nifios) puede haber diferentes procedimientos: dibujar las doce galletas y
los 3 nifios para relacionarlos, hacer el reparto uno a uno; hacer una suma
iterada del reparto (3+3+3+3); encontrar un nimero que multiplicado por 3
da 12.

“Las situaciones de formulacién, cuyo objetivo es la comunicacion de
informaciones entre alumnos. Para esto deben modificar el lenguaje que
utilizan habitualmente, precisandolo y adecuandolo a las informaciones que
deben comunicar’ (Ibidem). En esta situacion el alumno expresara el
resultado que obtuvo frente a un problema después de la situacion de
accién que llevé a cabo.

Aqui se trata de que los nifios expliquen lo mas claramente posible el
proceso que llevaron a cabo. Esto implica reconstruir su estrategia para

comunicarla a los demas.

“Las situaciones de validacion, en donde se trata de convencer a los
interlocutores de la validez de las afirmaciones que se hacen. En este caso,
los alumnos deben elaborar pruebas para demostrar sus afirmaciones”
{Ibidem). El alumno no solo expresara el resultado que obtuvo, sino que
ademas expresara el procedimiento utilizado con el fin de convencer a sus
compafieros que sus resultados son correctos.
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Este es un proceso que se da colectivamente. Se presentan los diferentes
procedimientos y los nifios comentan cual les pareci6 mas claro, mas
rapido, mas econémico. El profesor ayuda a validar algunos procedimientos
mas que otros, porque se trata de que los nifios evolucionen sus
conocimientos. Asi pues, en un primer momento el profesor puede aceptar
que los nifios interpreten por medio de dibujos su respuesta (si en el caso
de reparto resolvieron el problema dibujando las galletas y los nifios), pero
después puede favorecer otro método (por ejemplo la suma iterada y la
multiplicaciéon) y pedir a los niflos que lo usen en otros problemas. En
conclusién se pueden restringir los procedimientos, hasta que los alumnos

descubren que el algoritmo usual es el mas creativo.

¢ ‘Las situaciones de institucionalizacién tienen la intencién de que los
alumnos asuman el significado, socialmente establecidas de un
conocimiento que ha sido elaborado por ellos en situaciones de accion, de
formulacion y validacién”. En todo momento el docente debe llevar el
control de las situaciones, pero es en esta situaciébn de manera muy
especial en donde el docente interviene para darle peso a uno de los
procedimientos sobre los demas que usaron los alumnos para resolver la
situacién que se les planted. De esta forma el docente hace ver que lo que
el alumno aprendié es un conocimiento especifico.

Este proceso se da de manera colectiva. El maestro es el encargado de
favorecer uno de los procedimientos. En el caso de la divisién se propone
favorecer la multiplicacion en un primer momento y después el algoritmo de
la divisién. Al maestro le toca decir en distintos momentos que lo que estan
haciendo los nifios es dividir aunque usen la multiplicacion.

El analisis de una situacion se lleva a cabo a partir de identificar las variables

didacticas que pueden utilizarse para trabajar un concepto de matematicas.
Dichas variables son determinantes para propiciar la aparicién o evolucion del
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conocimiento que se quiere enseilar e influyen en los procedimientos que los
nifios pondran en juego en la solucién de problemas.

Por ejemplo, al ensefiar la divisién, los nifios generan procedimientos elementales
como dibujar lo que se va a repartir y hacer el reparto uno a uno.

La variable numérica (cantidad a repartir) puede ser util para invalidar este
procedimiento y favorecer que los nifios construyan otra estrategia, por ejemplo la
suma iterada, después la multiplicacion y al final del proceso el algoritmo usual.
(Martinez, P. 1997).

De esta manera se trata de que los nifios construyan el significado de la divisién

de distintas formas.

En relacion con lo anterior G. Brousseau (1982) dice que: “El sentido de un
conocimiento matematico se define no sélo por la coleccion de situaciones donde
este conocimiento es realizado como teorla matematica y no sélo por la coleccion
de situaciones donde el sujeto lo ha encontrado como medio de solucidn, sino
también por el conjunto de concepciones que rechaza, de errores que evita, de
economias que procura, y de formulaciones que retoma” (Op. Cit., Pag. 52).

Uno de los principales problemas en la ensefianza de las matematicas es el
manejo de! lenguaje matematico 6 el desconocimiento de su significado. Los
estudios en didactica de las matematicas con orientacién constructivista plantean
una relacion distinta: “Los conocimientos matematicos en esencia son
herramientas que se crean y evolucionan frente a la necesidad de resolver ciertos
problemas” (Block, D. (1996) Pag. 22).

Esto quiere decir que los problemas son los que les han dado origen y sentido a

las matematicas. Por medio de resolver problemas se logra uno de los objetivos
esenciales de la enseflanza de las matematicas: que el conocimiento matematico
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tenga significado para los nifios a partir de ensedarles con situaciones
contextualizadas y significativas para ellos.

Una manera de superar la complejidad de la ensefianza de las matematicas es dar
mayor importancia a los problemas que pueden ser resueltos por diversos
procedimientos. Se piensa que esto ya se hace en la ensefianza a través de los
problemas propuestos para tal fin. Lamentablemente no es asl, ya que los
problemas siguen planteandose después de ensefiar el contenido matematico, es
decir, el contenido se ensefia sin problemas que le den sentido. Ademas, los
alumnos tienden a buscar palabras claves dentro de ellos que les indiquen cémo
resolverlos (por ejemplo, al leer el problema: Juanita repartio 10 galletas, se
asume un problema de divisién), provocando sélo la ejercitacién de los algoritmos
aprendidos sin existir un razonamiento.

2.2 EL ENFOQUE DIDACTICO DE LAS MATEMATICAS

Uno de los objetivos del plan y programas de estudio de educacién primaria es
estimular las habilidades que son necesarias en el proceso ensefanza-
aprendizaje de manera permanente, por esta razén, se ha intentado que en todo
momento la adquisicion de los conocimientos esté asociada con el ejercicio de las
habilidades intelectuales y del razonamiento. Con eillo “se pretende superar la
antigua disyuntiva que se daba entre la ensefanza informativa o ensefianza
formativa, bajo la tesis de que no existe una solida adquisicion de conocimientos
sin que exista la reflexion sobre su sentido, asi como tampoco es posible que se
desarrollen las habilidades intelectuales si éstas no se ejercen con relacién a los
conocimientos fundamentales”

(Portal S.E.P. (2003) www.sep.gob.mx/wb2/sep/sep_112_introduccion).

A la escuela primaria se asignan multiples tareas. No sélo se espera que se
ensefien conocimientos, sino también que se realicen otras complejas funciones
sociales y culturales. Ante esas demandas, es indispensable aplicar criterios
selectivos y establecer prioridades, bajo el principio de que la escuela debe
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asegurar en primer lugar el dominio de la lectura y la escritura, la formacién

matematica elemental y la destreza en la seleccion y el uso de la informacién.

Ademas, se establece que a la ensefianza de las matematicas se le dedique una
cuarta parte del tiempo de trabajo escolar a lo largo de los seis grados que
conforman la educacion primaria.

El enfoque adoptado para la enseifianza de las matematicas le da énfasis a la
formacion de habilidades para resolver problemas y desarrollo del razonamiento
matematico a partir de situaciones practicas.

Este enfoque implica cambios como eliminar el contenido de las nociones de
l6gica de conjuntos y organizar la enseflanza con base en las siguientes lineas
tematicas: los numeros, sus relaciones y las operaciones que se realizan con
ellos; la medicidén, la geometria, los procesos de cambio, el tratamiento de
informacion y el trabajo sobre prediccién y azar.

Especificamente, en los programas de estudio se propone desarroliar de:

e La capacidad de utilizar las matematicas como un instrumento para
reconocer, plantear y resolver problemas.

¢ La capacidad de anticipar y verificar resultados.

o La capacidad de comunicar e interpretar informacion matematica.

e Laimaginacién espacial.

¢ La habilidad para estimar resultados de célculos y mediciones.

e |a destreza en el uso de algunos instrumentos de medicion, dibujo y
calculo.

¢ El pensamiento abstracto a través de distintas formas de razonamiento,
entre otras, la sistematizacion y generalizacion de procedimientos y
estrategias.
(Portal S.E.P. (2003) www.sep.gob.mx/wb2/sep/sep_121_matematicas).
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Se considera que estos propdsitos pueden lograrse al disefiar situaciones
didacticas lo suficientemente amplias e interesantes para que los alumnos pongan
en juego los conocimientos previos que tienen y aprendan nuevos.

Desde hace muchos afios los investigadores han buscado en la historia de la
ensefianza de las matematicas el por qué del alto nimero de fracasos en las
matematicas, éstos coinciden en que probablemente la causa mas importante
radica en la separacidn entre el-contenido matematico escolar y los problemas que

logran resolver los alumnos con éste.

2.3 EL PAPEL DEL MAESTRO EN LA ENSENANZA

En el enfoque constructivista propicia que el profesor tenga un papel de guia en el
proceso de aprendizaje. Asi pues toca al profesor establecer las condiciones
favorables para la ensefianza:

1) Plantear actividades y problema que se presenten de formas diversas: con
material concreto, con tablas, con graficos, con texto, entre otros, de tal
manera que se propicie el uso de distintos recursos para encontrar la
solucion.

2) Usar situaciones problematicas que den lugar a diferentes procedimientos.
Se trata de favorecer que los nifios usen distintos recursos para resolver un
problema antes de usar el algoritmo usual.

3) Proponer actividades en las que se propicie hacer estimaciones y calculos
mentales antes de resolver un problema. Esta tarea les ayuda a ubicar el
resultado en un rango y a encontrar errores si el resultado que obtienen
esta fuera del rango de las estimaciones.

4) Favorecer el trabajo en equipo para que los alumnos encuentren juntos el
resultado de un problema o intercambien sus estrategias.

5) Provocar una confrontacion colectiva de resultados donde los alumnos
muestren las distintas manera como encontraron el resultado a un
problema.

6) Pedir en algun momento que traten de usar ciertos procedimientos, con el
fin de que los nifios abandonen procedimientos poco sistematicos.
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Al plantearse un problema en la escuela primaria deberan considerarse tres
funciones fundamentales que son:

18. Un problema se plantea con el fin de motivar nuevos aprendizajes y
habilidades. Por ejemplo, si los alumnos de sexto grado ya resuelven problemas
de suma y resta de fracciones con igual denominador, el profesor puede
plantearles un problema de suma de fracciones con diferente denominador, pero
sin exigir alguna forma en particular para resolverlo; por el contrario, el profesor
debera promover que los alumnos busquen y desarrollen diferentes estrategias de
solucion, y que representen gréficamente la respuesta y los procedimientos

utilizados.

Es muy importante, al presentar o redactar un problema, que el maestro tenga
muy claro cual es el objetivo que se persigue. Por otro lado, el profesor debe
asegurar que el problema:
+ Responda a una necesidad o interés del nifio.
« Despierte el interés de busqueda para resolverlo.
« Se utilicen conceptos matematicos para resolverio.
« Pueda expresarse en algun tipo de lenguaje (aritmético, geométrico,
gréfico, entre otros) y si es posible se traduzca de uno a otro.
« Su grado de dificultad no sea tan grande como para desanimar a los
alumnos.
« Permita al nifio tener la libertad de elegir distintas alternativas de accién
para resolver el problema (S.E.P. (1998) Libro para el maestro. Pags. 13 y
14).

22, Interpretacion del enunciado de un problema. Esta situacién se presenta con

la intervenciéon del maestro, pues él junto con los alumnos debe analizar el
problema a resolver, estudiando los elementos implicados en él.
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32 Comunicacion y validacién de los procedimientos y de los resultados. Cuando
los alumnos llegan a la solucion de un problema, probablemente sélo les interesa

comunicar el resultado y saber si es el correcto o no.

El maestro debe motivar a los alumnos para que expliquen el método que
utilizaron y, ademas, que escuchen y reflexionen sobre los razonamientos
expresados por otros compafieros para mejorar sus procedimientos.

Explicar los procedimientos empleados permite al alumno que él sea quien
convenza a los otros comparieros de su validez, sin tener que esperar que el
maestro apruebe sus resultados. Esto contribuye a fortalecer la seguridad del

alumno.

El maestro también debera tener en cuenta que no todas las respuestas seran
correctas. Por lo tanto, es necesario analizar los procedimientos que llevan a una
solucion asi como los procedimientos que no la encontraron o los que no
concluyen. Esta tarea es de naturaleza formativa, pone en claro el origen del error,
lo cual es Gtil pues de esta manera el alumno sabr4 el por qué con determinados

procedimientos no es posible resolver el problema.

Eso se puede lograr si el maestro crea un clima para que los nifios expliquen la
I6gica de sus estrategias e identifiquen sus ermores y los corrijan. Este proceso
puede ayudar mucho a disminuir la frustracion que genera el no resolver
correctamente un problema matematico.

Este panorama hace valorar los elementos vistos en este capitulo implicados en el
proceso de ensefianza-aprendizaje de las matemaéticas.

En el siguiente capitulo se presentaran situaciones didacticas que se manejan
para la enseflanza de las fracciones en la escuela primaria y que fueron
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generadas a partir de las caracteristicas que se han mencionado a lo largo de este
capitulo.
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CAPITULO 3. SITUACIONES DIDACTICAS QUE SE MANEJAN EN LA

ENSENANZA DE LAS FRACCIONES EN EDUCACION PRIMARIA.
Las matematicas en términos generales, permiten resolver problemas en diversos
ambitos, como el cientifico, el técnico, el artistico y la vida cotidiana. Todos los
dias las personas construyen conocimientos fuera de la escuela que les permiten
hacer frente a dichos problemas y esos conocimientos no son suficientes para
actuar eficazmente en la practica diaria que se vive.

El exito en el proceso ensefianza-aprendizaje de las matematicas depende, en
buena medida, del disefio y aplicacion de las actividades didacticas que
promueven la construccion de conceptos a partir de experiencias concretas y de la
retroalimentacion que se tenga con los otros sobre dicha disciplina. Es decir, el
dialogo, la interaccién y la confrontaciéon de puntos de vista sobre las matematicas
ayudan al proceso ensefianza-aprendizaje y a la construccion de conocimientos;
asi, tal proceso es reforzado por la interaccidn con los comparieros y con el
maestro.

En esas actividades las matematicas seran para el nifio herramientas practicas
que le permitiran resolver las situaciones problematicas que se le planteen.

Aunque la aplicacion de todo lo anterior en la ensefianza de las matematicas en
educacion primaria parezca la férmula secreta para la comprensién de distintos
conceptos matematicos, ain no se cumple. Una muestra es que para la mayoria
de los nifios las matematicas siguen siendo su “coco” y los docentes, en
general, coinciden que la ensefianza-aprendizaje de esta disciplina no es
sencilla, sobre todo en algunos contenidos como las fracciones.

3.1 LAS FRACCIONES COMO CONTENIDO EN LA ESCUELA PRIMARIA

Como parte de los cambios de los planes y programas de trabajo en los
contenidos del 4rea de matematicas, se aplazo la introduccion de las fracciones
hasta el tercer grado y la multiplicacién y division con fracciones pas6 a la

secundaria.
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Lo anterior se basa en la dificultad que tienen los niflos para comprender las
fracciones y sus operaciones en los grados que se proponian anteriormente. A
cambio de ello, se propone un trabajo mas intenso sobre los diferentes
significados de la fraccién, desde tercero a sexto grado.

La gran mayoria de profesores comparte la idea de que existen muchas
dificultades para que los nifios aprendan las fracciones, por lo que se aconseja
la manipulacion de diferentes objetos y formas circunstanciales para que, en los

diferentes contextos, se pueda estructurar el concepto de fraccién.

Sin embargo, al usar la estrategia mencionada, surge la paradoja de que siendo la
riqueza de significados uno de los aspectos mas relevantes de este tema, sea
también causa de sus dificultades en el aprendizaje de los alumnos. Por ejemplo,
un numero concreto como ¥ (que equivale a 0.75 o al 75% o 750 g) puede ser
interpretado de distintas formas, que tienen una aplicacién directa en la vida
cotidiana, aunque no todas las representaciones se prestan de igual forma para
ilustrar todos los aspectos en los que surgen estos conceptos.

En la escuela las fracciones se presentan de tercero a sexto grado de primaria, de

la siguiente manera:

Tercer grado

1. Introduccién de la nocién de fraccion en casos sencillos (por ejemplo,
medios, cuartos y octavos) mediante actividades de reparto y medicion
de longitudes.

2. Comparacidon de fracciones sencillas representadas con material
concreto, para observar la equivalencia entre las fracciones.

3. Representacion convencional de las fracciones.

4. Planteamiento y solucion de problemas que impliquen suma de

fracciones sencillas, mediante manipulacién de material.
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Solucién de problemas sencillos que impliquen la medicién de longitudes
utilizando el medio metro y el cuarto de metro.
Medicion del peso y la capacidad utilizando el kilo, el medio kilo, el cuarto
de kilo, el litro, el medio litro y el cuarto de litro.

Cuarto grado

1.

Fraccionamiento de longitudes para introducir nuevas fracciones (por
ejemplo tercios, quintos y sextos)

Diversos recursos para encontrar la equivalencia entre algunas

fracciones.
Fracciones con denominador 10, 100 y 1000

Comparacién de fracciones manteniendo constante el numerador o el

denominador.
Ubicacién de fracciones en la recta numérica.

Planteamiento y solucién de problemas que impliquen suma y resta de

fracciones con denominadores iguales.

. Algoritmo convencional de la suma y la resta de fracciones con igual

denominador.
Procesos de cambio. Problemas sencillos que introduzcan al alumno a la
elaboracion de tablas de variacién proporcional.

Quinto grado.

1.

Fraccionamiento de longitudes para introducir nuevas fracciones (por
ejemplo séptimos y novenos)

Uso de diversos recursos para mostrar la equivalencia de algunas
fracciones.

Planteamiento y solucibn de problemas con fracciones cuyos
denominadores sean 10, 100 y 1000.

4. Actividades para introducir las fracciones mixtas.

5. Ubicacion de fracciones en la recta numérica.
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7.
8.
9.

Planteamiento y solucién de problemas de suma y resta de fracciones con
denominadores iguales y diferentes, mediante la equivalencia de
fracciones.

Algoritmo de la suma y de la resta de fracciones utilizando equivalencias.
Empleo de la fracciéon como razon y como divisién, en situaciones sencillas.
Célculo de porcentajes mediante diversos procedimientos.

10. Construccion de figuras a escala (casos sencillos).

11.Procesos de cambio.

« Elaboracién de tablas de variacién proporcional y no proporcional
para resolver problemas.

« Relaciones entre los datos de una tabla de proporcionalidad
directa.

« Elaboracion de graficas de variacion proporcional y no
proporcional.

« Planteamiento y solucién de problemas de porcentaje.

Sexto grado.

1.
2.
3.

Ubicacion de fracciones en la recta numérica.
Equivalencia y orden entre las fracciones.

Planteamiento y solucion de problemas de suma y resta de fracciones
mixtas.

Conversién de fracciones mixtas a impropias y viceversa.

Simplificacién de fracciones.

Planteamiento y solucién de problemas de suma y resta de fracciones

con denominadores distintos mediante el calculo del denominador

comun.

Procesos de cambio.

o Planteamiento y solucibn de problemas que impliquen la

elaboraciéon de tablas y graficas de variacion proporcional y no
proporcional.
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o Anélisis de las tendencias en tablas de variacién proporcional y no
proporcional.

¢ Relacién entre situaciones de variacién y las tablas y graficas
correspondientes.

e EI valor unitario como procedimiento para resolver ciertos
problemas de proporcionalidad. '

o Los productos cruzados como método para comprobar si hay o no
proporcionalidad.

» Planteamiento y solucion de problemas de porcentaje.

En la ensefanza de las mateméaticas en educacién primaria, para que el alumno
tenga la capacidad de relacionar la adquisicion del concepto de fraccién y
desarrollar las habilidades para interpretar y utilizar su lenguaje formal, es
necesario introducirio en diferentes significados de las fracciones a partir de
situaciones didacticas con material de ensefianza actualizado.

Los materiales de trabajo

En la ensefianza de las matematicas en educacién basica existen diversos
materiales que sirven de apoyo en la exposicién del tema de las fracciones: el libro
de texto (material que se entrega a los alumnos al iniciar el ciclo escolar), el libro

del maestro, el avance programatico y el fichero de actividades.

Libro de texto

Es una herramienta de trabajo para el niflo, que tiene como funcién principal
apoyar la construccion de conocimientos propuesto por cada leccién del libro por
medio del descubrimiento, la reflexion y la interaccion con el material, sus
compafieros y maestros. Este también ayuda al maestro en la planeacion de la
clase préxima inmediata al brindarle ejercicios listos y a la mano que pueden
utilizar en cualquier momento.
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Libro del maestro

Es un recurso practico que sirve al maestro para apoyar el trabajo en el saldn de
clases, en el que se explica el enfoque sobre el que descansa el libro de texto y la
metodologfa que se considera adecuada para realizar las diversas actividades del

programa de estudio.

Avance programatico
Es un recurso que auxilia al maestro a plantear y organizar una secuencia de
actividades que permiten controlar las lecciones de los libros de texto y las fichas

de actividades, destacando en cada caso los contenidos que se estan trabajando.

Fichero de actividades

El fichero contiene, como su nombre lo indica, una serie de fichas con actividades
didacticas que sirven para trabajar los diversos contenidos de matematicas. La
mayoria de estas actividades pueden ser planteadas antes de impartir ciertas

lecciones del libro de texto y otras presentarse de manera indistinta.

El presente capitulo tiene como fin el andlisis de los libros de texto y los ficheros
de actividades, ya que dicho material constituye el principal apoyo del maestro

para que los alumnos aprendan matematicas.

Las actividades que se plantean en los ficheros tienen gran relacién con los

ejercicios presentados en los libros.

Es factible que primero se trabajen los contenidos con material concreto y después
con el libro de texto, ya que al realizar previamente las actividades con este
material, se permite al alumno comprender y resolver los ejercicios del libro con
mayor facilidad. También hay que sefialar que con una misma ficha se puede
trabajar en distintas ocasiones, con el fin de que los alumnos mejoren las

estrategias para resolver los problemas.
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En las fichas se pueden identificar de manera practica los elementos que la
forman, como son: objetivo, material, eje tematico, organizacién del grupo y las

diversas versiones de la actividad.

En los ficheros de actividades didacticas y en los libros de lecciones de
matematicas (desde tercero hasta sexto grado), se hace uso de las fracciones
para cuantificar resultados de medicién y se trabajan usando distintos segmentos
como unidad de medida, querpuede ser arbitraria y convencional para medir
distancia, tiempo, volumen, area, masa. Como segmentos de unidad de medida
arbitraria en las situaciones didacticas se usan: galletas, barras de chocolate, una
tira de papel, el tamafio de un terreno. Como unidades convencionales se usan el
litro, la hora, el metro y el kilogramo, por mencionar algunos.

A continuacion proporcionaré algunos ejemplos de lecciones y de fichas de trabajo
sobre las diferentes actividades que se trabajan con fracciones en la escuela

primaria.

3.1.1 LAS FRACCIONES EN EL REPARTO

El reparto estd inmerso en numerosas situaciones. Los nifios se inician en esta
actividad fuera de la escuela, ya que desde pequefios realizan repartos de frutas y
dulces asignando un nombre y un significado a los resultados de sus repartos.

En las actividades que se usan las fracciones con este significado existen dos
formas de hacer un reparto: de manera equitativa o de manera exhaustiva, es
decir, controlando que todas las partes sean iguales o que ademas de ser iguales
no sobre nada de lo que se reparte.

Existen numerosas actividades que se tratan en los libros de texto, relacionadas
con las dos maneras de realizar el reparto, considerando distintas variables como
son:
Cantidades discretas (por ejemplo una cantidad de personas, de sillas, de
dinero, entre otras).
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Cantidades continuas (por ejemplo superficie, peso, capacidad).
Cantidades menores o mayores que un entero. Considerando que el “todo” que
se reparte esta formado a veces por un sélo elemento y a veces por varios.

A partir de tercero en la ficha “Repartos |I” (Tercer grado, ficha 4, bloque 1) se
realizan, en primer lugar, actividades de medicion en las situaciones de reparto.
La primera vez que los nifios fraccionan segmentos usan unidades de medida
arbitrarias como una galleta, un pedazo de listén y un caramelo.

En estas situaciones didacticas se reparte una sola unidad en 2, en 4 y en 8
partes, asi los alumnos utilizan las fracciones para expresar oralmente los
resultados de algunos problemas de reparto que les son planteados.

Las situaciones de reparto se complican mas adelante, al aumentar el nimero de
unidades a repartir y los nifios entre los cuales se hacen los repartos. En la ficha
“Repartos II" (Tercero grado, ficha 18, bloque Il) se presenta por ejemplo: dos
galletas, tres barras de chocolate, tres pasteles, cuatro caramelos, que se reparten
entre 4, 2 y 8 nifios. El alumno resuelve varios problemas a partir de la pregunta
¢Cuanto le tocd a cada nifio? con el propésito de que utilice fracciones con

numerador mayor que uno para expresar resultados de reparto (2,2,2,%)

En el libro de tercero hay ejercicios para introducir al alumno a actividades de
medicién con fracciones, como la leccién “Banderas de colores” (Tercer grado,
leccién 3, bloque 1) en donde se le pide que llegue a la expresion “mitad” en la
division de objetos. Para esto, en la primera pagina de la leccién, la tarea es que
los nifios dividan un pliego de papel en dos partes iguales, de tal manera empezar
a poner en practica que los nifios representen 2 en un entero.

En el siguiente ejercicio la variable didactica es aumentar el numero de enteros y

el numero de divisiones a cada entero. Se les propone utilizar 3 pliegos de papel
para hacer 4 banderas de México y se les indica que supongan que ya hicieron 2
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banderas. Se les pregunta squé parte del pliego verde han utilizado?. Con este
problema expuesto se busca que el nifio logre visualizar que, independientemente
de en cuantas partes esté dividido un entero, puede aln representar ¥z en el
entero.

Para resolver cada una de las tareas se muestra a los nifios ilustraciones a

colores.
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Las siguientes tareas en la misma leccion consisten en hacer banderas de
distintos tamanfios, con los tres pliegos de papel y los dividen en 2, en 3,en 4 o en
8 partes dependiendo del nimero de banderas que hagan. Los nifios buscan
diferentes formas de cortar de igual tamafio los pliegos. Notemos que el nimero

de banderas que les piden es menor y mayor al nimero de pliegos que tienen.
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Otra leccion es “Un paseo en el zoologico” (Tercer grado, leccion 22, Bloque II),
Esta tiene en particular que el reparto al principio no es exhaustivo, pero si
equitativo.

El ejercicio se resuelve con ayuda de la ilustracién que se encuentra en la misma

leccion.
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Las preguntas de los ejercicios estan relacionadas con la ilustracién, por lo tanto
para contestarlas deben usarla como ayuda. Por ejemplo en la ilustracién se
muestran 4 nifios repartiéndose alimentos. Para las mandarinas, se le pregunta a
los alumnos ;Cudntas mandarinas le tocaron a cada nifio, si se las repartieron en partes
iguales? Los alumnos deben contestar: 2 mandarinas, aparte se les indica que
sobré una mandarina, lo que conduce a la siguiente observacién y problema a
resolver, “La mandarina que sobré se la repartieron en partes iguales ;qué parte de la
mandarina le tocé a cada nifio?”. Asi se pretende que los niflos se den cuenta de la

eficiencia de las fracciones para representar el resultado de un reparto.
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Este mismo tipo de actividades se proponen én cuarto grado en la ficha “El patio
de doAa Martha” (Cuarto grado, ficha 11, bloque II), pero cabe destacar que en
este grado el contexto del planteamiento de problemas cambia, asi que en vez de
preguntar: ;Cuanto le toco a cada nifio?, se pregunta: ;squé fraccion le
corresponde a cada uno?. En esta misma ficha Dofla Martha quiere que sus dos
hijos le ayuden a barrer el patio de su casa, ;qué fraccion del patio le corresponde
barrer a cada uno?. Si dofia Martha tuviera tres hijos ;qué fraccion del patio le
corresponde barrer a cada uno?. Asi el nifio utiliza diferentes fracciones para resolver

problemas que impliquen particion.

En el libro de cuarto en la leccién “Tarjetas de papel” (Cuarto grado, leccién 9,
bloque 1) en el ejercicio 4 se encuentra una situacién de reparto expuesta como:
La maestra formé equipos de dos nifios, de cuatro nifios y de ocho nifios. Después entrego
algunas hojas a cada equipo para que se las repartieran en partes iguales.

Esta se muestra al alumno con una ilustracién:
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Analizando el ejercicio y la ilustracion notamos que se repite la cantidad de hojas a
repartir variando so6lo el niUmero de nifios a quien se reparte, de esta manera el
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nifio encontrara diferentes formas de reparto, por ejemplo: en el caso de repartir 3

hojas entre 2 nifios, se pueden hacer los siguientes repartos:

i

En el caso de repartir 3 hojas entre 4 nifios, se pueden hacer los siguientes

repartos:

En el caso de repartir 3 hojas entre 8 nifios, se puede hacer los siguientes

repartos:

En el fichero de quinto se encuentran estas mismas situaciones didacticas, pues el
alumno utiliza las fracciones como resultado de un reparto, pero el planteamiento
de problemas es diferente: en lugar de pedir al nifio que diga el resultado exacto
del reparto se le pide que diga si es mayor o menor que un entero. Por ejemplo en
la ficha “Repartimos pasteles” (Quinto grado, ficha 6, bloque |) al repartir 4
pasteles entre 5 nifios o repartir 7 pasteles entre 6 nifios, que a todos les toque
igual y no sobre nada, la pregunta a contestar es: le foca mds de un pastel a cada

nifio 0 menos de un pastel?, con lo que se pretende usar fracciones impropias.
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La siguiente actividad en situaciones de reparto en el fichero de quinto es la ficha
“Descubre lo que falta” (Quinto grado, ficha 18, bloque Il) que sigue en el contexto
de repartir pasteles entre nifios, pero el problema planteado es tratar de aumentar
la cantidad de pasteles y el niGmero de nifios (ver tabla 1), con la condicién de que
siempre le toquen ¥ de pastel a cada nifio, la situacién se complica pues los
alumnos utilizaran la equivalencia de fracciones en la solucién de un problema de

reparto.

pasteles | 5 - 20 30 75 55

nifios 4 18 10 12 1 ]2

Tabla 1

En el libro de quinto en la leccién “Reparto de galletas” (quinto grado, leccion 31,
bloque {l) hay situaciones de reparto de unidades pero se complica al hacer uso
de las fracciones para representar proporcionalidad y equivalencia. Por ejempio,
en el ejercicio 1 se soluciona el siguiente problema para que el alumno exprese
proporcionalidad con base en el resultado de un reparto:

Se realiza una reparticion de galletas. Si son 8 nifios ;jcudntas galletas se necesitan para
que a cada nifio le toque Y galleta? Y para que les toque Y de galleta, ;cudntas se

necesitan?

En los ejercicios 4 y 5 se presenta otro tipo de problema a resolver en el cual el
alumno debe encontrar la relacion entre el nimero de objetos repartidos, el
numero de personas entre las que se reparten estos objetos y el resultado del
reparto. De esta manera se pretende que el alumno encuentre la equivalencia de
fracciones con base en el resultado de un reparto. Por ejemplo:

Rodrigo repartié algunas galletas entre sus amigos. A cada nifio le tocé % de galleta.
¢ Cudntas galletas pudo haber repartido Rodrigo y cudntos nifios pueden ser?

Juan dijo que eran 3 galletas y 4 nifios. Pablo dijo que eran 6 galletas y 8 nifios. ;Quién de
los dos tiene razon?

A Juan le toc6 ¥ de galleta y a Maria ¥ de galleta. ;A quién le tocé mds? ;Por qué?

42



En el libro y el fichero de sexto ya no se presentan situaciones de reparto, pero se
trabajan otro tipo de actividades en donde se relaciona la medicion con las
fracciones en otros contextos, como se veran mas adelante.

3.1.2 LA EQUIVALENCIA DE FRACCIONES

El tema de la equivalencia de fracciones se trabaja desde tercer grado de primaria.
En las situaciones de reparto equitativo y exhaustivo de unidades se pueden
realizar y comparar distintas particiones, dando lugar a obtener expresiones
distintas para cuantificar el resultado de un reparto (por ejemplo %y ¥z + 4 ), asi
como las comparaciones de los repartos que se dan a partir de sus datos (por
ejemplo 2 pasteles y 4 niflos es equivalente a 4 pasteles y 8 nifios).

Al comparar fracciones se pueden encontrar distintas caracteristicas que se dan
entre ellas, como pueden ser:

La primera fraccién es mayor que la segunda.

La primera fraccién es menor que la segunda.

La primera fraccién es equivalente con la segunda.

La comparacién de fracciones es la actividad con la que mas se trabaja en la
escuela primaria, ya que con ella se puede mostrar graficamente la equivalencia

de fracciones y el orden.

En las fracciones se trabajan también situaciones de medicidn de distintos
segmentos con una unidad de medida arbitraria o convencional y al final se

comparan las fracciones resultantes.

Para este tipo de situaciones mencionaremos la ficha “Fracciones de un litro”
(Tercer grado, actividad 59, bloque V) en la cual se muestran, en forma de
bloques, recipientes de distinto volumen. Se pretende que en la actividad el

alumno compare fracciones por el tamafic que representan los envases.
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Los cuadros que se muestran a continuacion son conjuntos de diferentes
recipientes (ilustraciones A y B); en el cuadro de la derecha deberan dibujar los
envases que faltan para que haya la misma cantidad que en el de la izquierda. De
esta forma el alumno podra comparar el nUmero de fracciones en un cuadro con

relacion al otro, obteniendo una equivalencia entre ellos.
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En el libro de matematicas de tercero se propone la leccién “Miel y fruta seca”
(Tercer grado, leccién 58, bloque IV) en la cual se comparan fracciones como

cantidades de capacidad en litros.

En el ejercicio 4, se muestran dos personas sefialando recipientes de distinto
tamafo con la cantidad de % y % litro de miel que compré cada uno y se pide

resolver el problema: ;quién compré mds miel, el sefior o la sefiora?

En la siguiente ilustracion se presenta a dos nifios que tienen la misma cantidad
de miel en distintas distribuciones, uno de ellos tiene 2 envases de % de litro y el
otro un envase de % litro y se pide escoger la interpretacién correcta de la
cantidad total de miel que tiene cada uno ya sea por medio de la comparacién

entre el namero de frascos o por la cantidad total de miel.

En el gjercicio 5 de la misma leccion las preguntas a resolver son:
¢ Es lo mismo % docena de nueces que docena y ; de nueces? ; Por qué?
(Qué crees que pesa mds, ¥: kilo de nueces o 2 kilo de pifiones?

¢ Qué crees que pesa mds, ¥ kilo de pistaches o %, de kilo de pistaches?

Es importante que el nifio reflexione frente a estas preguntas para comprender el

tema de equivalencia.

En el fichero de cuarto grado, en la actividad “Rectangulos de colores™ (Cuarto
grado, actividad 22, bloque 1ll) se muestran cinco rectangulos de papel. Se
propone un juego: primero se pide a los alumnos que doblen un rectangulo en dos

partes iguales, lo corten y pinten de azul cada una de las partes.
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El segundo rectangulo tiene que doblarse y partirse en cuatro partes iguales, y

El tercer rectangulo se corta en 8 partes iguales y se pintan de verde.

El cuarto se corta en 16 partes iguales y se pintan de amarillo.

pintarse de rojo.

El quinto rectangulo se deja completo para que puedan usarlo de muestra.

En el centro de la mesa se colocan las 30 partes revueltas y se toma el rectangulo

completo.

La actividad inicia cuando un nifio elige una parte y la coloca frente sus
compafieros sobre el rectangulo completo, un siguiente nifio elige otra parte y la
pone junto a la primera para ir llenando el rectangulo, el que sigue hace lo mismo
y asi hasta que lo completen. Después de haber jugado varias veces, se plantean
preguntas como las siguientes:

¢ Una figura roja, qué parte del rectdngulo es?

(;Cudntas partes rojas se necesitan para formar un rectingulo? ;por qué?

¢ Cudntas partes rojas se necesitan para cubrir una azul?

¢De qué color es la figura que representa la mitad de una verde?
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De esta forma los alumnos logran comparar fracciones e identifican su

equivalencia.

En el libro de cuarto en la lecciéon “La paloma de la paz” (Cuarto grado, leccién
15, bloque 3) se les pide medir lineas rectas de una figura, con ciertas tiras
propuestas disponibles en el material recortable ubicado al final del mismo libro

de cuarto grado. Las tiras que se presentan son:

RECORTABLE 10. o
LA PALGMA DE LA PAZ Y
JULGOS ¥ ACTIVIDADES
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Las lineas a medir son de la siguiente figura:
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La actividad a realizar es medir con diferentes tiras una linea recta y escribir las

medidas resultantes, para resolver los siguientes ejercicios:

2. Observa las fracciones que escribié Sonia en una de las lineas que forman el pico de la
231 4
6 9 3 12

¢Son las mismas fracciones que tu escribiste?

paloma:

Si no son las mismas, usa las tiras otra vez para ver si Sonia tiene razon.
Comenta con tus comparieros y con tu maestro por qué las cuatro fracciones que escribio

Sonia indican la medida de la misma linea.
3. Para medir una de las lineas que forman la cola de la paloma, Yoatzin usé las tiras de

quintos y décimos.

¢ Cudnto mide la linea, si la mides con la tira dividida en quintos?
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¢ Cuanto mide la linea, si la mides con la otra tira dividida en décimos?
) 4 8 ,
¢Es cierto que — =—7? ;Por qué?
5 10
4. Toma tus tiras y contesta:

Si una linea mide L Jcudntos décimos mide la misma linea?
Si una linea mide 3 Jecudntos décimos mide la misma linea?

Si una linea mide 3 Jeudntos décimos mide la misma linea?

Estos ejercicios son muy practicos ya que el nifio visualiza el tamafio de las
distancias entre fracciones y ubica de la misma manera las fracciones

equivalentes.

En el fichero de quinto grado en la actividad “Localizando nimeros” (Quinto grado,
ficha 67, bloque V), se propone un ejercicio para encontrar fracciones equivalentes
con ayuda de la recta numérica. Se dice a los alumnos que se llevara a cabo una
carrera de robots, para cada robot se usa una pista diferente que sera una recta
numérica y se indica la distancia que recorre un robot.

A llega a 8 en 3 saltos

B llega a 12 en 5 saltos

C llega a 4 en 2 saltos

D llega a 7 en 4 saltos

E llega a 12 en 4 saltos

F llega a 8 en 10 saltos

G llega a 14 en 8 saltos

H llega a 12 en 6 saltos

I llegaa 18 en 9 saltos

J llega a 4 en 5 saltos

K llega a 7 en 7 saltos

L llegaa 16 en 16 saltos
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Después de que los robots hayan hecho su recorrido se les hacen las siguientes
preguntas:

¢Hay robots que tienen pasos de igual longitud?

Indica cudles son.

¢A qué niimero llega cada robot con 10 pasos?

Ordena los robots comenzando por el que tiene el paso mds largo hasta llegar al que tiene

el paso mas corto.

También se les pide que busquen en las diferentes pistas de los robots:

Fracciones equivalentes a numeros naturales (deben indicar qué nimero natural
representa en cada caso).

Fracciones equivalentes entre si.

Fracciones mayores que la unidad.

En el libro de matematicas de quinto grado una de las lecciones que trabajan
fracciones equivalentes es “La escuela de Pablo” (Quinto grado, leccién 33, bloque
), proponiendo a los nifios resolver los siguientes ejercicios:

1. Pablo y Juan viven en lugares distintos, pero cada uno de ellos tiene que recorrer un
kilometro para ir de su casa a la escuela. Salen de sus casas y cuando se cruzan Pablo ha
recorrido ¥ y Juan ha recorrido %, del camino. ;Quién de los dos estd mds lejos de su
casa?

2. En el grupo de Pablo hay 32 alumnos, % del total son mujeres y '%, del total usan
lentes. ;Quiénes son mds, las mujeres o los que usan lentes?

3. Juan ha resuelto ), de las lecciones de matemdticas, Pablo ha resuelto ¥%. ;Quién ha
resuelto mds lecciones?

4. El salon de Pablo es rectangular. El piso estd cubierto con mosaicos de tres colores, %
del total son verdes, % son naranjasy %, son rojos. ; De qué color hay mds mosaicos?

3. Pablo y Juan compraron ldpices de igual tamafio. Pablo ha gastado ¥% de su ldpiz y

Juan ha gastado %. ;A quién le quéda el lapiz mds largo?
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6. Encierra en un circulo las fracciones que son equivalentes a 1/3.

%O %4 %l %2 %2 l060 ]030 %4 % %

En este grado el alumno se enfrenta a problemas donde ejercita el concepto de

fracciones equivalentes.

En el fichero de sexto una de las actividades propuestas es “jsiempre nos toca lo
mismo!” (Sexto grado, ficha 24, bloque lll), en la cual el objetivo es que el alumno
deduzca el procedimiento para obtener fracciones equivalentes en la solucién de
problemas de reparto. La actividad a realizar es:

Se organiza a los alumnos en equipos de tres o cuatro integrantes y se plantean los
siguientes problemas:

1.- Se reparten dos litros de leche entre cinco nifios, de manera que a todos les toca lo
mismo y no sobra leche, ;cudnto se repartio a cada nifio?

a. Si se reparten cuatro litros de leche y a cada nifio le toca ¥, de litro, ;a cudntos nifios se
les reparte?

b. Si se reparten cuatro litros de leche entre cinco nifios, jcudnto le toca a cada uno? ;a
cada nifio le toca lo mismo que en el problema 1? ;qué deberia suceder para que cada
nifio reciba la misma cantidad de leche del problema 1?.

c. ;Cudntos litros de leche se necesitan repartir para que 15 nifios reciban la misma
cantidad que en el problema 1?

d. Completar la tabla siguiente para que cada nifio reciba la misma cantidad de leche.

litrosde | 2 6| 8 12
leche

nimeros | 5 [ 10 25 35
de nifios

Después de que los niflos resuelven cada problema, el maestro pide que
expliquen cdmo hicieron y comparen los resultados obtenidos.
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En el libro de sexto de matematicas una de las lecciones presentadas al nifio con
el tema de equivalencia de fracciones es “Listones para los mofios” (Sexto grado,
leccién 8, bloque |). El objetivo es que por medio de reparticiones, el alumno
deduzca el procedimiento para obtener fracciones equivalentes, los ejercicios son:
1. Calcula el resultado del siguiente problema. Se usan 8 metros de liston para hacer 7
morios iguales, ;cudntos metros de liston se usan para cada morio?

2. El liston del morio A mide ¥ de metro y el mofio B mide %, de metro. ;Qué moiio es
mdas grande? ;Como lo supiste?

3. Anota los numeros que faltan en la siguiente tabla, considerando que en todos los casos

un mofio ocupa ¥ de metro.

metros 3|6 18 27
morios 5 20 35 55| 1| 2

4. Un carrete de liston contenia 5 metros y se cortaron tramos iguales de % de metro.
¢ Cudntos tramos se cortaron?

¢ Cuanto sobro?

De otro carrete se cortaron siete tramos iguales de ¥ de metro cada uno y sobré ¥% de
metro.

¢Cuantos metros contenia el carrete?

En suma, podemos decir que el maestro debe proponer diferentes situaciones de
comparacion que vayan desde las simples comparaciones multiplicativas, dobles,
triples, a las comparaciones entre dos cantidades que puedan representarse por
medio de una fraccion, como se muestran en los ejemplos anteriores. Cuando la

fraccién surge de la comparacién de dos cantidades se llama “razén”.

3.1.3 LA FRACCION COMO RAZON Y PROPORCIONALIDAD

Las fracciones en la medicibn también se estudian en situaciones de
proporcionalidad que se refieren a actividades que involucran con “proporciones” y
“razones” entre valores, éstas se presentan desde el fichero de tercero y se
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relacionan en conceptos de “razén”, “proporcionalidad” y “escala” en las cuales

usan unidades de medida convencionales.

De nuevo mencionaremos la ficha “Fracciones de un litro” (Tercer grado, ficha 59,
bloque V) pues con este ejercicio, ademas de que se pretende que los alumnos
utilicen las fracciones para expresar medidas de capacidad y encontrar
equivalencias, podemos agregar que el alumno podra observar que un medio y un

cuarto, son proporcionales a un entero.

En el libro de lecciones de tercero la situacién de proporcionalidad que se realiza
es “Quesos y crema” (Tercer grado, leccidbn 39, blogue Ill} la cual presenta
tamanos proporcionales de objetos como quesos y envases de crema, los cuales
tienen diferentes precios. El ejercicio a realizar es dar el precio a las diferentes
partes de quesos y diferentes medidas de crema con relacién a los precios ya

dados.
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En los ficheros de cuarto, quinto y sexto grado, los alumnos resuelven problemas
en donde elaboran y analizan tablas de proporcionalidad, pero con alguna variable
didactica como el trabajar con fracciones mixtas, fracciones decimales,

porcentajes.

En la Ficha “;,Como se relacionan?” del fichero de cuarto (Cuarto grado, ficha 39,
bloque V) se completa una tabla de variacién donde se relacionan en forma
proporcionalmente directa el tiempo y la distancia. El planteamiento del problema
ayudara a llenar la tabla: En la central camionera hay una tabla como la que se muestra
(ver tabla 2), en la cual se indica el tiempo que tardan los camiones en recorrer ciertas

distancias. Traten de encontrar los datos que faltan para completar la tabla.

La variable en esta actividad es que se trabaja con fracciones mixtas.

Tiempo 1 11 2 6 3 10
(horas) 2
Distancia 160 200 | 180 400 440
(kilémetros)
Tabla 2
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En el libro de cuarto en la leccion “Los quelites” (Cuarto grado, leccién 8, bloque V)
los alumnos deberan calcular la cantidad de alimentos para 3 y 12 raciones a partir
de la informacion que se les da para 6 raciones. Para realizar la actividad se
muestran varias tablas de proporcionalidad para llenar, en donde la informacién
que se les da es entera y fraccionaria.

El fichero de quinto tiene la particularidad de que ademas de proporcionar
actividades para elaborar y analizar tablas de variacidn, se proponen actividades
en donde los alumnos utilizan la nocién de fraccidbn como razdn, porcentaje y

escala en la solucién de problemas de proporcionalidad.

En la ficha “Porcentaje” del fichero de quinto (Quinto grado, ficha 21, bloque II) los
alumnos resuelven problemas de porcentaje expresado como fraccidn y resuelven
problemas de proporcionalidad. Uno de los ejercicios planteados es completar una
tabla (ver Tabla 3) con valores proporcionales dandoles la informacién: La

poblacion de nifios menores de 16 afios en una ciudad es de 4600.

% FRACCION | POBLACION
1 4,600
1
2
25
1
8
460
Tabla 3

Y se les plantean varias preguntas:
¢ Qué fraccion de la poblacion total representa el 25%? ;A cudntos nifios corresponde?

¢ Qué fraccion del total representan 460 nirios? ;Qué porcentaje le corresponde?

De esta forma presentan la relacién de equivalencia entre los porcentajes y las

fracciones.
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En el libro de quinto, en la leccion “Descuentos y regalos” (Quinto grado, leccion
57, bloque V) se introduce el concepto de porcentaje, indicando con un sjemplo
qué parte de un entero corresponde al porcentaje:

El125% de 100 es lo mismo que la cuarta parte de 100.

El 50% de 100 es lo mismo que la mitad de 100.

El 10% de 100 es lo mismo que la décima parte de esa cantidad.

Otra actividad en el fichero es “El 20 por ciento” (Quinto grado, ficha 20, bloque Il)
que plantea una situacién para comenzar la actividad:
Cinco agricultores decidieron dedicar 20 por ciento de su parcela para un cultivo

experimental,

Se pide a los alumnos dividir los lados de cada parcela en diez partes iguales,
trazar lineas de un lado a otro y colorear 20 de los 100 cuadritos que resultan.

Se les explica que la parte que colorearon se puede expresar como “20 de cada

100", es decir 720%, o0 como “20 por ciento” y se escribe simbdlicamente de esta
manera: 20%. Al colorear el 20 por ciento de las parcelas de distintos tamarios, los
alumnos pueden observar que el tamafio de las partes dedicadas al cultivo
experimental es proporcional al tamafio de las parcelas. En esta actividad el
alumno identifica el porcentaje como fraccién con denominador 100.

En este mismo contexto, en el libro de quinto en la leccidn “El costo de los boletos”
(Quinto grado, leccién 82, bloque V) se resuelven problemas que implican célculo
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de porcentajes. En el primer ejercicio de la leccién los alumnos tienen que llenar
una tabla (ver Tabla 4), en donde se espera que encuentren expresiones
equivalentes a las que se les muestran relacionando las fracciones con el

porcentaje.
30 por ciento L7 Yo .30
75% .75
Hoo Yo
40 por cierto
.80
Tabla 4

La siguiente ficha que tomaremos como ejemplo de proporcionalidad es “La
fraccion como razén” (Quinto grado, ficha 34, bloque Ill) en donde se presentan
los siguientes problemas a resolver:

El grupo A tiene 14 alumnos y reprobaron 7. El grupo B tiene 50 alumnos y reprobaron 10.
(En qué grupo reprobaron mds alumnos? ;Qué parte del grupo A reprobo?

El grupo C tiene 40 alumnos y reprobaron 8. ;Reprueban mds nirios en el grupo B o en el
C?

En el grupo D reprobd 5 del grupo. En el grupo E reprobaron 1 del grupo. ;En qué

grupo reprobaron mds alumnos?

Se recuerda que en el grupo A hay 14 alumnos, por lo tanto un alumno representa

% del grupo y 7 alumnos representan 7 veces mas: % = i. Se pide que

representen la parte que reprobd en los grupos B y C como se muestra en la
siguiente pagina (la superficie de cada clrculo representa al grupo completo).
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Hay muchas situaciones en donde lo que interesa de una cantidad es qué parte
representa de otra cantidad y no tanto conocer el nuimero de elementos. Las
fracciones permiten expresar esta relacién entre una parte y el todo.

En el libro de quinto, en la leccién “La tienda de pinturas” (Quinto grado, leccion
64, bloque V), para abordar las fracciones como relaciones o razones se plantea
el ejercicio de mezclar 3 litros de pintura blanca y 5 litros de pintura verde para

obtener un solo color en un total de 8 litros de pintura.

De acuerdo con el total de litros en la mezcla el alumno contestara qué fraccion de
la mezcla es pintura blanca y qué fraccion de la mezcla es pintura verde; al mismo
tiempo se propone obtener 20 litros de pintura del mismo color, por lo que se
tendra que averiguar cuantos litros de pintura blanca y pintura verde utilizaran y
qué fraccién de la mezcia le corresponde a cada color de pintura; después se
propone utilizar s6lo un litro de pintura verde y obtener el mismo color de mezcla,
por lo que corresponde al alumno asignar la cantidad de pintura blanca que se
utilizara. Para lograrlo usara las fracciones como razén del nimero de litros de

pinturas que se usaron para la primera mezcla.
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Una actividad mas en el fichero de quinto grado es “Rompecabezas ()" (Quinto
grado, ficha 59, bloque IV). La actividad consiste en hacer un rompecabezas a
partir de otro, pero que sea mds chico, de manera que una de las partes del

rompecabezas que mide de un lado 4 centimetros debe medir 2 centimetros en el

nuevo rompecabezas. Asi,

construir un rompecabezas a escala.

los alumnos utilizaran la fraccibn como razén al

En el libro de quinto, en la leccion “El tamafio real” (Quinto grado, leccion 52,
bloque III) se muestra un dibujo a escala de 1 cm : 50 cm. Se explica en la leccién

que dicha escala también se puede expresar con la fraccion ¥%,, lo que significa

que las medidas de! dibujo estan reducidas 50 veces de su tamafio real o bien,

que el tamafio real es 50 veces la medida del dibujo.
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En el fichero de sexto, en la ficha “L.os rectangulos” (Sexto grado, ficha 14, bloque
I} los alumnos identifican la relacién de proporcionalidad que hay en los lados de

diversos rectangulos. Se les entrega una copia del dibujo que se muestra:
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Y se les pide realizar las siguientes actividades:

*  Reproducir el dibujo en una hoja de papel al doble de sus dimensiones. Si en la
reproduccion el largo y el ancho del rectingulo que encierra todo el dibujo miden 24 y
20 cm, respectivamente, ;cudanto miden el largo y el ancho del rectangulo 2?;en qué
rectangulo el largo y el ancho miden la mitad del largo y del ancho del rectangulo 2?

*  Enumerar los rectangulos cuyos largo y ancho aumentan o disminuyen de manera
proporcional al rectangulo inicial.
Enumerar los rectangulos cuyos largo y ancho son proporcionales al rectangulo.

*  Calcular para cada uno de los rectangulos el cociente entre el largo y el ancho,

Jcuantos resultados diferentes hay?

En el libro de matematicas de sexto, en la leccién “Un rompecabezas muy
interesante” (Sexto grado, leccién 79, bloque V) los alumnos exploran las
propiedades geométricas del tangram. Se les pide que realicen una reproduccion
a escala del rompecabezas con factor de escala 3.
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Con frecuencia se utiliza el término razén para expresar la comparacion
multiplicativa entre dos cantidades. Las aplicaciones mas frecuentes del uso de la
razén son las escalas y el tanto por ciento. La construccién de croquis o figuras a
escala son situaciones en las que el alumno puede observar, a través del dibujo, la
relacion entre las medidas de la figura original y la que se realiz6 a escala. Por
ejemplo, si se construye un cuadrado cuyos lados miden el doble que el cuadrado
original, puede decirse que la escala que se utilizd esde 2 a 1.

3.1.4 SUMA Y RESTA DE FRACCIONES

Para desarrollar la suma y la resta de fracciones el maestro debe presentar una
variedad de problemas. Por ejemplo, aquellos problemas en los que se calculd el
resultado de unir dos longitudes expresadas en fracciones de metro o la capacidad
de un recipiente al que se vacié el contenido de dos o mas recipientes,
expresados en fracciones de litro, o calcular qué fraccién de litro queda en un

recipiente cuando se le quita una cantidad expresada en fraccion.

En tercer grado como uno de los Ultimos temas con relacién a las fracciones, se

trabaja una aproximacién a la suma de fracciones mediante el calculo mental.

En el fichero la actividad que se presenta para esta situacién es “Fracciones de un

litro” (Tercer grado, ficha 59, bloque V).
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En ésta, los alumnos tendran que resolver los siguientes problemas propuestos:
Tofio consiguid tres envases de jugo de las siguientes medidas: 1 litro, % litro y % de litro
(en el pizarrén se dibujan los envases procurando que se vean proporcionales, de acuerdo
con su capacidad). Escribe dos maneras diferentes en que Tofio puede medir 1 % litros de
agua, usando los envases de % litro y % de litro.

b. ;Como podrias medir 3 litros de agua utilizando los tres envases?
¢. (Como podrias llenar el envase de 1 litro utilizando los otros dos envases?

Ademas de que en esta ficha se propone a los alumnos utilizar fracciones para
expresar medidas de capacidad y encontrar equivalencias (como se mencioné en
la pagina 55), también se usa para que los nifilos hagan operaciones de sumas

con fracciones.

En el libro de tercero, la leccién que se propone es “Los envases” (Tercer grado,

leccién 66, blogue 1V) los ejercicios a resolver se complementan con ilustraciones:
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¢ Cuantos recipientes de ¥ litro pueden llenarse con el contenido del envase mds grande de
la fotografia?
¢ Cuantas veces necesitas vaciar el envase de jugo de fresa para llenar un recipiente de 3 Y

de litro?
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¢ Cudntos litros de naranjada compraron en total los amigos de Luis?

¢ Cudntos vasos de Y% de litro pudieron llenar con toda la naranjada?

Los amigos de Ana compraron una botella de 1 ¥; litros de agua natural.

¢ Cudntos vasos de % de litro pudieron llenar?

Itzel compré una botella de agua natural de 1 % litro y le dio la mitad a su amiga Nora.

¢ Qué cantidad de agua le toco a cada una?

En cuarto grado se empiezan a formalizar estas operaciones. Los nifios usan

lenguaje matematico para realizarlas.
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En el fichero de cuarto grado en la actividad “La tiendita” (Cuarto grado, actividad
26, bloque Ill) se propone como material una balanza y tres pesas de plastilina de
1 kilogramo, tres de ¥z y tres de ¥4 de kilogramo para resolver un problema de
suma de fracciones como:

Armando pesé una gallina en una balanza. Para hacerlo usé pesas de 1 kg, de ¥: kg, de
de kg y de 1g. La balanza quedo en equilibrio con las pesas: 2 de 1 kg, 1 de /2 kg, y 1 de %
kg . Armando quiere saber cuanto pesa la gallina.

¢Cudnto pesa la gallina?
¢La gallina pesa mds de dos kilos o pesa mds de tres kilos?

Armando quiere cambiar en la balanza las pesas de s kg, Y de kg y las de 1 kg por pesas
de un gramo.
Jeudntos gramos debe poner Armando en la balanza en lugar de las dos pesas de 1 kg, la

de Vi kgyde Y de kg?

En el libro de cuarto grado en la leccion “Esferas de plastilina” (Cuarto grado,
leccion 5, bloque IV) los nifios usan procedimientos informales para la suma de
fracciones, como es el observar ilustraciones de balanzas en equilibrio usando

diferentes pesas de ¥z kg, V4 kg, % kg.
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Ademds, éstas se usan para que los nifios resuelvan ejercicios como:
Ejercicio 4.- Observa las pesas que usé Juan para pesar la fruta.

¢ Cudntas esferas de Y de kg pesan lo mismo que una esfera de ¥: kg?

Si Juan usara sélo esferas de Y de kg, ;cudntas tendria que poner en el platillo?
Usando la suma de fracciones se tiene:

Yo+t =

Ejercicio 5.- ;Cudnto pesan los zapatos de Ramon? Escribe la suma de fracciones que

corresponde a este problema.

Ejercicio 7.- Juan y Ramén comparan el peso de la fruta con el peso de los zapatos. ;Qué
pesa mds?

¢ Cudl esfera tiene que poner en el platillo para que la balanza se equilibre?

Observa que:

Peso de los zapatos  mads  pesodela esfera esiguala pesodela fruta

% + Ya = %
Peso de la fruta menos peso de los zapatos es igual a peso de la fruta
Y - % = Ya
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En quinto grado la variable en las operaciones con fracciones es que los alumnos

utilicen la equivalencia de fracciones al resolver problemas de suma y resta.

En el fichero de quinto grado, en la actividad “Sumemos fracciones” (Cuarto grado,
ficha 69, blogque V), hay una serie de ejercicios a resolver como:

1. Elias tenia una bolsa con 24 canicas. Le dio la mitad (¥,) a Eduardo y un tercio (%) a
David ;qué parte de las canicas regalo Elias? ;qué parte conservo?

2. De la casa a la escuela recorro % de kilometro; si voy por el mercado recorro ¥ de
kilometro. ;Cudl de los dos recorridos es el mds corto? Calcular la diferencia entre
ambos.

3. Ana se comio 3/8 de galletas y Nina % . ;Qué parte de las galletas se comieron? Y si

quedan siete galletas, ;cudntas habia al principio?

En el libro de quinto, en la leccién “Tomillos y clavos” (Quinto grado, leccién 47,
blogue Ill), se propone resolver operaciones algebraicas con fracciones. Se
ilustran diferentes tamafios de clavos usando como unidad de medida la puigada
por lo que se clasifican en 2 ¥z pulgadas, ¥z pulgada, % de pulgada, 3 pulgadas, 1
pulgada, 5 pulgadas, % de pulgada, 2 pulgadas, ¥ de pulgada y 4 de pulgada.

1]
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Estos se usan para resolver los siguientes ejercicios:

En esta pdgina hay parejas de clavos que, puestos uno a continuacion del otro, miden una
pulgada. Encuentra esas parejas y escribelas a continuacion.

Hay otros dos clavos que unidos de cabo a cabo miden % de pulgada. ;Cudles son las

medidas de estos dos clavos?

En la siguiente pagina de la misma leccidn se propone una serie de operaciones

con fracciones a resolver:

En sexto grado los problemas a resolver por los nifios se complican.

En el fichero de sexto grado en la actividad “Suma y resta de fracciones” (Sexto
grado, ficha 39, bloque V) se proponen problemas a resolver como:

1. El fin de semana Carlos y su papd subieron a la montafia que estd a un costado del
pueblo en donde viven. Tardaron 2% horas para llegar a la cima de montania; descansaron

media hora y descendieron en 1% horas. Calcular la duracion de la excursion.

2. Se pide a los alumnos que dibujen en su cuaderno una banda llamada U de 15

centimetros. Luego construyen una banda en la que la medida es igual a % de la banda U
y otra igual a % de la banda U. Unen con cinta adhesiva ambas bandas e indican su

medida con respecto a la banda U.

En el libro de sexto grado, la leccién que se propone es "Méviles con fracciones”

(Sexto grado, leccion 39, bloque lll). El reto es mantener el equilibrio en los
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moviles que se le muestran al nifio en la leccién, anotando el nimero natural o

fraccion que se necesita en cada cuadrito vacio.

1. Los méviics son artcsaniss que ac hacen en has partcs del .

El secreto £ mantener ol eguilibrio cum los vbictos que cuslgan. Anota
el atmere natural o la fracclion que se necesita en cada cuadrito vacin §
pacn lugrar el eynilibrio.
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El uso de operaciones con fracciones se realiza en los tres grados, pero la

mayoria de los problemas que se exponen son sélo para ejercitacion.

También existen situaciones didacticas en donde se realizan actividades de suma
de fracciones distintas, pero con la caracteristica de que la operacién es para
obtener un entero. Estas se encuentran desde el fichero de cuarto grado hasta el

de sexto grado (en el fichero de tercero no existen).

Del fichero de cuarto mencionaremos la actividad “Para uno, ¢sobra o falta?”
(Cuarto grado, actividad 31, bloque 1V) en donde se muestra al alumno una
fraccién y se le pide que diga cuanto falta o sobra para tener un entero. Para esto
se utiliza un juego de tarjetas. Cada tarjeta tiene por un lado la fraccion que se
muestra al alumno. Del otro lado esta la fraccién que se tiene que sumar o restar
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para obtener un entero. El alumno estima el resultado y después voltea la tarjeta

para verificarlo. Por ejemplo, si el lado que se muestra tiene el numero?, por el
otro debe tener #, porque £+% = 1. Si por un lado dice £, por el otro debe decir
4, porque 2+2 = 1. Asi el alumno puede adquirir habilidad para calcular

mentalmente la fraccién que sobra o falta para que el resultado sea uno.

En la actividad “Partes no iguales” del fichero de quinto (Quinto grado, actividad
10, bloque II) se da a los alumnos 15 tiras de papel y una hoja rayada. Se dice a
los alumnos que cada equipo va a trabajar con un denominador distinto. Las
indicaciones a seguir son dividir las tiras en dos partes diferentes tomando en
cuenta el denominador que les tocd. Por ejemplo si un equipo trabaja con quintos,
puede partirsu tiraen % y %, 0 ¥% y ¥, 0 en caso de que trabajen con cuartos,

los alumnos pueden dividir la tira de la siguiente manera: 1 +2.

En el fichero de sexto, en la ficha “Iguales pero diferentes” (Sexto grado, ficha 23,
bloque III) se proponen actividades en donde la suma de fracciones es mayor que
un entero, pero se pide a los nifios que identifiquen tanto el primer entero como el
segundo, esto es para que los alumnos se familiaricen con el algoritmo que

permite convertir una fraccién impropia en una fraccién mixta.

En la ficha se presentan los siguientes problemas:

1. En una tlapaleria hay % metros de soga. ;Hay mds o menos de un metro? ;cudntos

metros completos hay? ;cudnto sobra?

2. Don Pedro, el lechero de la colonia Buenavista, utiliza un jarro de Y de litro para
despachar la leche. Para tener control sobre las ventas y saber qué cantidad de leche
entrega, diariamente lleva un registro de sus ventas. Este es el registro semanal de las

ventas de don Pedro:
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Familia L M M |J 14 S D Total
Ruiz ARV ARV A VAR AN A A

Castro ¥, (% AR AN % %

Vega Bo|Z %o \% % (%%

Nuarez % % % |% |% |% %

Pasos AR AR AN AR P A A
Gonzdlez |y, % % |4 |¥% | 9% | 9%

Total

a. Calcular la cantidad de litros que consume cada familia por semana y completar la
tabla
b. Calcular la cantidad de litros que vendié don Pedro cada dia de la semana. ;Qué dia

vendio mds leche? ;Cudntos litros vendié en la semana?

En todas las actividades anteriores los alumnos expresan el entero como suma de
fracciones con igual denominador.

3.1.5 PARTICIONES

También existen situaciones didacticas que trabajan partes de partes, es decir
division de partes de un entero, en donde se dibuja una fraccién de un entero
dividido en otra fraccién. Estas se presentan de modo que los alumnos establecen

la medida de un segmento a partir de la comparacién de éste con otros segmentos
cuya medida es arbitraria 0 convencional.

Este tipo de actividades, en donde se ve cuantas veces cabe un pedazo en otro,
se identifican desde el fichero de tercero y se realizan con material de unidades de
medida arbitraria.

Por ejemplo en la ficha “Midiendo tiras” del fichero de tercero (Tercer grado, ficha
46, bloque 1V) donde se trabaja con tiras de papel de colores y tamarfios
arbitrarios, el problema planteado es: ¢qué tira cabe 4 veces a lo largo de la tira
roja?, ¢cuél cabe 2 veces a lo largo de la tira verde?, ¢ cual cabe 8 veces a lo largo
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de la tira blanca?, los alumnos establecen la medida de una longitud a partir de la
comparacion con otra longitud.

En el libro de tercero la leccién a resolver es “Juguetes de madera” (Tercer grado,
leccién 60, bloque IV). Se muestran al alumno tiras de diferentes colores y

tamanios para que resuelva problemas como los de la ficha anterior.

(Cudl de las tiras es mas larga?
¢De qué color es la tira mas corta?

Hay dos tiras que son mas largas que la tira roja, ;cudles son?

¢ Cudles tiras son mds cortas que la tira roja?

¢ Cuantas veces cabe la tira verde en la tira roja?

¢Es cierto que la tira roja mide lo mismo que dos tiras verdes?

JEs cierto o no es cierto que la tira verde mide la mitad de la tira roja?

¢ Por qué la tira amarilla mide la mitad de la tira verde?

En el fichero de cuarto grado, en la ficha “Rectangulos de colores” (Cuarto grado,
ficha 22, bloque Hl) (mencionada en el apartado “la equivalencia de fracciones”) se
muestran cinco rectangulos de papel de diferente color. Después de que se realiza
la actividad, se plantean preguntas como las siguientes:

¢Una figura roja, qué parte del rectangulo es? ;Cudntas partes rojas se necesitan para
Sformar un recténgulo? ;Por qué? ;Cudntas partes rojas se necesitan para cubrir una
azul? ;Cudntas partes amarillas puedo cambiar por una azul? ;De qué color es la figura

que representa la mitad de una figura verde?
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De esta manera, ademas de mostrar graficamente la equivalencia de fracciones,
también se muestra en las partes de las fracciones el nimero de divisiones en las

mismas.

En el libro de cuarto en la leccidn “Tarjetas de papel” (Cuarto grado, leccion 9
bloque I!) se muestran 3 hojas de papel divididas en 4, 8 y 16 partes, las cuales
ayudaran a contestar problemas de medicion en la leccion y terminaran

expresando los resultados en fracciones.

9. TARJETAS DE PAPEL

L reestra e Jaerss 1 Eaietas e pags de distirkos
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En el gjercicio 3 de la leccién se pide completar las siguientes expresiones:
La tarjeta grande es % de la hoja
La tarjeta mediana es de la hoja.

La tarjeta chica es de la hoja.

Este tipo de situaciones didacticas no se proponen en los ficheros y lecciones de

quinto y sexto.

En el fichero de quinto en la actividad “Decimetro, centimetros y milimetros”
(Quinto grado, actividad 26, bloque |) se pide a los alumnos que dividan en 10
partes iguales una tira de cartoncillo de un metro de largo. Se les plantea la
pregunta: ;qué parte del metro representa cada uno de los segmentos? Se sefiala

que cada segmento es la décima parte de un metro, llamado decimetro: ¥, de

metro 6 0.1 de metro. Después se pide dividir un decimetro en 10 partes iguales,
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cada parte es la centésima parte del metro; se llama centimetro: 4,, de metro o

0.01

Por Gltimo, se divide un centimetro en 10 partes iguales, se les pregunta: ;qué parte
del metro ocupa un centimetro? ;qué parte del metro ocupa un milimetro?. Cada uno de
estos segmentos es la milésima parte del metro; se 1lama milimetro: ¥, de metro ¢ 0.001

de metro.

En el libro de quinto, en la lecciéon “Mas sobre lo decimales” (Quinto grado, leccion
35, bloque Il), se trabaja la equivalencia entre fracciones con denominador 10, 100

y 1000 y su escritura utilizando el niUmero decimal.

Décimo _ Centésimo Milésimo

El alumno tendra que contestar las siguientes preguntas con ayuda de la figura
anterior llamada rectangulos-unidad:

1. Juan coloreo las cantidades siguientes en sus rectangulos-unidad:

Hoos “Ho ¥ YKooo
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Paula coloreo lo siguiente:

0% w00 Ao ¥ Yoo

¢ Quién coloreé mds?

Rosa colored esto en sus rectangulos-unidad:
1909000+ Yoo ¥ %o

Pedro coloreo esto:
%500 Ao ¥ Yoo

cquién colored menos? jcomo lo sabes?

2. José dijo: Yo coloreé ¥y, y Y%, . Joel dijo: Yo coloreé ¥y, %o ¥ Y0 -

¢Alguien coloreé mas de dos rectangulos-unidad? ;Quién?
¢Alguien colored menos de un rectangulos-unidad? ;Quién?
Representa, coloreando en tus rectingulos-unidad, un numero mayor que el que representé

José y un numero menor que el que representé Joel.

En el fichero de sexto la actividad relacionada con partes de partes es la ficha
“iTengo menos cifras pero soy mas grande!” (Sexto grado, ficha 15, bloque i,

gjercicio 2) en donde se muestran tres formas diferentes del nimero 7.42
7.42=7+0.42
742=7+ A
742=7+ %+ L
En esta actividad el nifio no sélo representa los nimeros decimales con numeros
fraccionarios, también representa fraccionariamente la divisién de partes de un

i 4 2
entero al interpretar % como la suma £+ ;L.

En el libro de sexto, la leccién “El peso de las sustancias” (Sexto grado, leccién 33,
bloque 2) se relaciona con la actividad del fichero mencionado en el aspecto de
sumar decimales, como se vera en el siguiente ejercicio:
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Numero| Parte entera | Parte Decimal | Entero siguiente | Diferencia entre el nimero
y el entero siguiente

1.00

0.68

13.60 13 60 centésimos 14 40 centésimos

0.9

1.835

1.03

0.9

1.835

1.03

0.26

8.96

2.89

19.31

7.85

11.34

Al completar la tabla como el ejemplo lo indica, el alumno estar4 sumando
milesimos con centésimos, décimos con centésimos, etc. Asf también se pretende
lograr representar partes de partes y al sumarlas representar un entero.

3.1.6 UBICAR FRACCIONES EN SUPERFICIES Y MODELOS LINEALES
Las fracciones en la medicidbn estdn involucradas también en situaciones
didacticas en las que se pide a los nifios que ubiquen una fraccién determinada en

segmentos de distintas medidas o sin medidas.
En el fichero de tercero se comparan diferentes formas graficas de reparto, por

ejemplo en la ficha “Partes y dobleces” (Tercer grado, ficha 8, blogue |, Il) se
realiza el reparto de un pastel entre dos nifios del cual resultaran diferentes formas
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de reparto, el alumno las comparara mediante preguntas como: ;a cada nifio le toco

la misma cantidad de pastel? ;Sobro pastel? ;Cudnto le toco a cada nifio?

Es probable que para repartir el pastel algunos nifios corten la hoja por la mitad y
que otros hagan mas cortes, obteniendo pedazos como los que se muestran en la
figura 3. El objetivo es que el alumno se percate de que existen diferentes

maneras para repartir una unidad entre dos y que las fracciones (1) pueden

obtenerse mediante distintas particiones.

H bie|b
H bl &|b
a b N I I
b b b £ bje|b
reparto 1 reparto 2 reparto 3 reparto 4 reparto 5
Figura 3

En la ficha “Dibujos para una misma fraccion” (Tercer grado, ficha 31, bloque lil)
se trabaja con mas particiones graficas en las cuales se ubican diferentes

fracciones (1,1,1) y la cantidad de cuadritos que representan en diferentes

arreglos rectangulares como los que se presentan en las siguientes figuras.

figura D

(111 | 1
figura E figura F figura G figura |

En esta actividad se pretende que el alumno observe de cuantas maneras puede

representar graficamente una misma fraccién. Por ejemplo, para representar ¥z se
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pueden usar las figuras A, B, D, I; para representar Y4 se pueden usar las figuras
E, F, G; para representar % se usara la figura C.

En el libro de matematicas de tercero, en la leccién “Las trenzas de Mobnica”,
hacen uso de las fracciones para expresar medidas de longitud. En los ejercicios
de la leccién se trabaja con énfasis la nocidn de mitad exponiendo un problema a
resolver:

Modnica compré un metro de liston para sus 2 trenzas ;en cudntas partes iguales tuvo que

cortar el metro de liston? ; Qué cantidad uso para cada trenza?

Itzel se quiere hacer 2 trenzas porque va a salir en un bailable. Compré 3 metros del liston

con los colores de la bandera ;qué cantidad de liston uso Itzel para cada trenza?

Rosa compro un metro de liston para hacer 4 morios iguales ;/qué parte del metro de liston

uso para cada mofio? ;Cudnto liston usé para 2 morios?

Se observa que para el problema de Itzel se aumenta el nimero de listones
obteniendo como respuesta: ‘la mitad”. De la misma manera ocurre en el
problema de Rosa, pues se aumenta el nimero de partes a dividir pero
conduciendo al nifio a la nocién de mitad con la pregunta ;cudnto liston usé para 2

morios?

En los siguientes ejercicios de la misma leccion se trabaja graficamente 1a nocién
de mitad, mostrando al alumno las distintas formas de obtener la mitad de una
misma figura. Ademas se muestra al alumno la mitad de figuras de distinto
tamafio, de modo que él observe que la mitad de objetos diferentes, significa lo
mismo. El ejercicio 3 dice “La maestra dio a cada nifio una hoja de papel tamafio
carta y les dijo que la cortaran a la mitad. Fijate como lo hicieron.” En el cual el
alumno tendra que identificar cuales no representan un medio (Jaime y Laura).
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En el fichero de cuarto, en la ficha “E! patio de dofia Martha” (Quinto grado, ficha
11, bloque II) se usan como segmentos figuras cuadradas, una con 9 partes que
hay que dividir entre dos y otra con 10 partes que hay que dividir entre 3 . En las

figuras se ubican diferentes fracciones (,1), asi los alumnos fraccionan una

misma unidad de diferentes formas.

dividir en 2 partes dividir en 3 partes

Esta actividad puede parecer similar a la que se present6 en esta misma situacién
didactica del fichero de tercero (Tercer grado, ficha 31, “Dibujos para una misma
fraccion”, bloque 1ll) pero en este caso el nimero total de cuadros, que estan
dentro del cuadrado a dividir entre dos, es nueve. O el nimero total de cuadros a
dividir entre tres, son 10. Es decir, aunque numéricamente el alumno pueda

representar el reparto como £ o 4 seglin corresponda, graficamente se le puede

dificultar pues se tiene un numerador no divisible por el denominador.
En el libro de cuarto, en la leccion “El dia de la ONU” (Cuarto grado, leccién 1,

bloqgue 1l) se muestran banderas de distintos paises del mundo con la

particularidad de que éstas son trazadas por lineas, este detalle se aprovecha
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para que el alumno pueda ubicar las fracciones correspondientes a las partes de
cada bandera.

Tmmmwmmmwmmwﬂm

Sonia dice que todas las banderas divididas en tres partes, estan divididas en tercios.
¢Estas de acuerdo con lo que dice Sonia?

( Es cierto que la bandera de Chile estd dividida en tercios? ;Por qué?

Para realizar el ejercicio, ademas de mostrarles las distintas banderas, se le pide
completar una tabla en la cual deberan sefialar qué tipo de parte (mitades, tercios,

cuartos, quintos o sextos) corresponde a cada bandera.

Pais Mitades | Tercios Cuartos | Quintos Sextos

Puerto Rico no No no no no

Tailandia
México

Uganda

Indonesia

Espafa
Costa Rica
Chile

Kuwait

Paquistan

Nicaragua

Jordania
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Colombia

Panama

Suecia

Congo

¢Es cierto que la parte blanca de Paquistan es % ? ;Por qué?
;Qué fraccion de la bandera de Chile esta coloreada de rojo?
¢ Qué fraccion de la misma bandera tiene color blanco?

¢ Y qué fraccion tiene color azul?

Otra leccidbn a mencionar es “La tienda del pueblo” (Cuarto grado, leccion 4,
bloque I), en el ejercicio 6 se muestra una tira dividida en 16 partes iguales, se

propone colorear de rojo ¥z de la tira, de azul % de la tira, de verde ¥ delatiray

de amarillo ¥, de la tira.
NN . I

Se colorea Y2 de la tira:
Se colorea Vi de la tira:

. | [ [ [ ] ]

Se colorea ¥ de la tira:
e | [ [ [ [ [ [ [ [ [ [[]
Se colorea ¥, de la tira:

M | [ [ [T

La pregunta a contestar en este ejercicio es ¢ qué parte quedd sin colorear?. Y al

ubicar las anteriores medidas en una sola tira (una sobre otra) (no unidas), se

obtiene la mitad de la tira sin colorear:
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En esta actividad se sefiala la subdivision de las partes de una unidad, siendo
éstas de gran ayuda para establecer la equivalencia de fracciones como la
relacion de orden entre ellas; en este caso, el uso de la recta numérica constituye
una representacion muy util de los numeros para estudiar algunas de sus
propiedades, especialmente las que tienen que ver con el orden. Este tema se ve

a partir de quinto grado.

En el fichero de quinto hay diversas actividades para desarrollar esta situacién
didactica, en la cual se seleccionan segmentos como fracciones de unidades de
medida como el metro o la recta numérica. Por ejemplo en la ficha “Midiendo con
fracciones de metro” (Quinto grado, ficha 5, bloque |) se trabaja con 6 tiras que
miden un metro, una se divide por la mitad, se corta y se escribe en cada mitad su

longitud (4 metro). De la misma manera se fraccionan las demas tiras de un metro

en cuartos, octavos, tercios, sextos y quintos. Posteriormente se traza una linea
que mida mas de un metro y menos de dos, como es: 1.50 m, 1.75 m, 1.25 m,

1.70 m, 1 metro mas % de metro y 1 metro mas { de metro. Se estima cuanto

miden las lineas y se comprueba midiéndolas usando las tiras fraccionadas, para
obtener respuestas como: tal linea mide 1 metro mas un cuarto o cinco cuartos.
Esta actividad, ademas de lograr que el alumno ubique una fraccién determinada

en segmentos, introduce al alumno a la suma de enteros con fracciones.

Otra actividad que se tomara como ejemplo de fracciones de medida de la recta
numérica en el fichero de quinto es “Localizando nimeros” (Quinto grado, ficha 67,
bloque V). Se le pide al alumno que escriba una fraccién con denominador 3
comprendida entre 1 y 2, otra con denominador 6 comprendida entre ¢ y 3, dos

fracciones entre $ y 4, 1 y %, se pide que representen las fracciones en la recta

numérica y también se logra que el alumno obtenga una lista de orden de numeros

fraccionarios.
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En el fichero de quinto en la actividad “Con una hoja rayada” (quinto grado, ficha 9,
Blogue i) se pide a los nifios que tracen lineas rectas de igual medida, a las que
les pone el nimero 0 al principio y el nimero 1 al final. Los nifios dividen la
distancia de cero a uno en seis, en siete, en nueve y en diez partes iguales,
usando una hoja rayada. Se anotan en el pizarrén las siguientes fracciones:
1,32.3,L,L. Sele pide al nifio que en primer lugar trate de ordenarlas de la mas
grande a la mas chica; en segundo, ubique las fracciones en la recta que les

corresponde y, en tercero, verifique si el orden que establecié es correcto o no.

En estas actividades, ademas de comparar fracciones resultantes y encontrar su

equivalencia, los nifios también logran obtener una relacién de orden entre ellas.

En el libro de quinto en la leccién “Adormnos con listones” (Quinto grado, leccién 14,
blogue I) se marca un liston con esferas colgando, se indica que el listdbn es una

unidad para preguntar ;qué fraccién es cada parte?

Con la ayuda de la ilustracién el alumno sabra de qué manera estan colocadas
las esferas. Se le hacen preguntas para diferentes listones con esferas a
diferentes distancias como: ;qué fraccién le corresponde a la esfera verde? ;Qué
fraccion es cada parte?, 0 indicaciones como: Pinta de color rojo la esfera que estd a %

del extremo izquierdo 6 pinta de color azul 1a esfera que esté a ¥ del extremo izquierdo.

En el fichero de sexto en la primera actividad de la ficha “Iguales pero diferentes”
(Sexto grado, ficha 22, bloque Ill) se pide a los alumnos resolver un problema de
fracciones como resultado de medicién, pero con sus propios procedimientos.

1.- En una tlapaleria hay %, metros de soga. ; Hay mds o menos de un metro?

Jcudntos metros completos hay? ;cudnto sobra?

84



Después de que los alumnos terminen de resolver el problema, uno de ellos pasa
al pizarrdn a explicar como lo resolvié. A continuacién el maestro les presenta el
siguiente procedimiento para resolver el problema.

La siguiente ilustracion representa los % metros de soga. Como se observa, hay dos

metros completos y sobra Y: metro, por tanto hay 2%: metros de soga.

\\\\\\\\\\.\\\+\\\\\\\\\\\\+\\\\\\\\\\\\+\\\\\\\\\\\\+'\\\\\\\\\\\\\'

En esta actividad los alumnos convierten una fraccién impropia en una fraccién.
mixta y viceversa, con la caracteristica de poder resolver el problema usando un

modelo lineal.

En el libro de sexto en la leccién “Listones para los mofios” (Sexto grado, leccion
8, bloque [), en el ejercicio 5 se muestran carretes de listones, de los cuales se

haran mofios iguales, sin que sobre listén, éstos se indican a continuacion:

5 metros para 3 moifios. 4 metros para 7 mofios.
10 metros para 7 moiios. 8 metros para 7 moiios.
6 metros para 7 mofios. 3 metros para 3 mofios.

10 metros para 6 mofios.

Se seflala que hay dos mofios que ocuparan la misma cantidad de listén, se pide
a los alumnos que expresen con fracciones tales medidas, ademas de

representarlas en una recta como la que sigue:

o1
e —t——
o

En este ejercicio se pretende que el alumno ponga en préactica la equivalencia y el

orden entre nimeros fraccionarios y use la recta numérica para representarlos.

Las situaciones didacticas para el uso de fraccion presentadas en la escuela
primaria estan asociadas a contextos tan diversos como las unidades del sistema
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métrico decimal (medio kilo, tres cuartos de litro, etc.), periodos temporales (un
cuarto de hora, media hora, etc..) o situaciones de reparto o descuento (la tercera
parte de la ganancia). Estas cumplen con el objetivo de presentar un reto a los
nifios para que éstos puedan generar sus propios recursos, a fin de resolver los
problemas planteados a partir de lo que ya saben y que sus recursos, informales
al principio, evolucionen poco a poco con la experiencia en la solucién de los
problemas, mediante la tarea involucrada en las actividades, como comparar sus
resultados con sus compafieros y/o resolverlos con la ayuda del maestro.

Como hemos visto, las fracciones se trabajan a partir de tercer grado de primaria,
abarcando los distintos significados de éstas. Las situaciones se van complicando
afiadiendo variables didacticas en los grados superiores. Esto se ve claramente
cuando al resolver las primeras situaciones de reparto el “todo” a repartir es un
solo elemento y la variable did4ctica en el grado posterior es aumentar el nimero
de elementos y/o el nimero en que se divide. Podemos mencionar que las
situaciones de reparto son particularmente importantes porque propician en los
nifios el desarrollo de las habilidades de subdivisiéon en partes iguales y de manera
exhaustiva. Ademas, éstas estan relacionadas con actividades que permiten
cuantificar de manera implicita (por ejemplo oralmente, la “mitad” del entero es

igual a ¥z del entero) Ia fraccién resultante de un reparto.

Como ya mencionamos, a la variedad de actividades que se presentan en las
situaciones didacticas se agrega la caracteristica de manejar variables didacticas
cuantitativas como son: continuas (como la division de superficies) y discretas
(como el reparto de pasteles). '

Otras de las situaciones didacticas que se presentan son las que desarrollan la

acciébn de comparar, las cuales son de ayuda ya que en éstas se define la
construccion de equivalencia y orden entre las fracciones.
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El uso de modelos de apoyo (regiéon, segmentos, recta numérica, tablas de
razones...) sirve de “puente” para la solucién de diferentes situaciones
problematicas en diferentes contextos.

De este resumen de ejercicios que se desarrollan en la escuela primaria para la
nocién de fraccion, podemos apreciar que hay un real esfuerzo por abordar todos
los contextos en los que se encuentra la misma y presentarios a los alumnos como
problemas a resolver.

Debemos sefialar que el contexto en el que se ordenan las fracciones y se ubican

en la recta es el menos trabajado en los materiales que analizamos.

De esto podemos sefalar que la sugerencia expuesta en el capitulo 1, la cual
sefiala la conveniencia de visualizar en una recta las propiedades de los nimeros
racionales, puede ser considerada como un problema interesante porque enfrenta
a los nifios a resolver una nueva situacién didactica como es el ubicar fracciones

en una recta, asf como poner en juego algunas caracteristicas de éstas.

Por esta razdn, se desarrolld y puso a prueba el juego “A romper globos”, el cual
se describira en el capitulo 4. Dicho juego fue disefiado teniendo en cuenta las
caracteristicas que debe cumplir una situacién didactica, asi como el enfoque
didactico de la ensefianza de las mateméticas y la importancia del docente, todo

esto ya mencionado en el capitulo 2.
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CAPITULO 4. “A ROMPER GLOBOS”. ANALISIS DE UNA SITUACION
DIDACTICA SOBRE LA ENSENANZA DE LAS FRACCIONES

A pesar de que existen muchos sitios en internet sobre matematicas, la mayoria
estan formados por actividades de ejercitacién de operaciones. El propdsito del
Proyecto Universitario de Ensefianza de las Matematicas Asistida por
Computadora (PUEMAC), especificamente de la seccion MATECHAVOS'
(http://www.puemac.matem.unam.mx), es aprovechar el medio para plantear
actividades interactivas en las que se pongan en juego los conocimientos

escolares de manera informal.

Las actividades estan disefiadas con un concepto de interaccion que enfrenta a
los nifios se enfrentan a retos, que los lleva a tomar decisiones que tienen efectos
sobre lo que sucede en la pantalla. Tales efectos permiten reflexionar sobre lo

decidido, reconsiderar y desarrollar nuevas estrategias.

El prop6sito de este sitio es proporcionar a los nifios un espacio en Internet donde
puedan “hacer matematicas”, es decir, donde encuentren situaciones desafiantes
que puedan ser resueltas de diversas maneras y que permitan descubrir el
significado de algunas herramientas matematicas, a través de la formulacion de
hipotesis y su verificacion. Las matematicas se desarrollan mediante el uso de
ideas y conceptos conocidos, para desarrollar otros. Los estudiantes deberan
aprender a observar, generalizar, hacer hipétesis y probarlas basandose en

informacion conocida y desarrollando nuevas herramientas si asi se requiere.

El personal académico responsable de esta secci6n se ha preocupado porque
todos los juegos que se presentan tengan caracteristicas similares:

* Pueden ser resueltos a través de diferentes estrategias.

! “Matechavos” es una de las secciones de PUEMAC (Proyecto Universitario de Ensefianza de las
Matematicas Asistida por Computadora, http:/puemac.matem.unam.mx) desarroflado por el
Instituto de Matematicas y Computo para Nifios de DGSCA, ambas instituciones de la UNAM.
PUEMAC esta bajo la coordinacion de la M. en C. M6nica Lefiero Padiermna.
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e Son interactivos, porque proporcionan una validacién visual de las acciones
de los nifios.

e Pueden ser jugados varias veces y en distintos momentos hasta encontrar
la estrategia para ganar siempre.

e Pueden ser jugados por nifios de diferentes edades. (M. Kriscautzky, P.
Martinez, G. Gonzélez; 2002). ‘

La actividad a aplicar y analizar es el juego llamado “A romper globos™. Con él
se simula, en cierto sentido, el juego de la feria. Consiste en que el nifio rompa
globos con dardos. Los globos aparecen sobre una barra que mide una o dos
unidades. Para reventarlos se debe estimar en qué fraccion de la barra se

encuentra cada uno de los globos.

El juego tiene tres niveles de dificultad. En todos los casos aparece un botén
llamado globos. Al oprimir este boton se colocan aleatoriamente sobre la barra
cinco globos. Para romperlos, los nifios tienen que estimar en qué fraccion se

encuentra cada uno.

Nivel 1. En este nivel la barra mide una unidad y se pueden usar fracciones con
denominadores 2, 4 y 8. El nifio dispone de 7 dardos para romper los 5 globos que
aparecen.

El nifio “lanza” el dardo indicando en qué fraccién quiere que se clave. Por
ejemplo, si elige Y2, haya o no un globo ahi, el dardo queda “clavado” y la fraccién
se escribe. Esto puede ser util para estimar los siguientes dardos.

? \dea original: David Block Sevilla y Patricia Martinez Falcon; Programacion: Gildardo Bautista
Garcia Cano; Disefio: Cecilia Soto Ruiz.
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Nivel 2. En este nivel la barra donde se colocan los globos mide 2 unidades.
Después de colocar los globos aparecen tres controles que representan los
denominadores que pueden utilizarse: 2 ,4 y 8.

Sin embargo, dado que la barra mide 2 unidades, ahora se tienen més fracciones
para elegir. Las fracciones estan representadas como fracciones impropias, es

decir, en lugar de aparecer la fraccion 12, se encuentra £ .

Los nifios disponen de 9 dardos para romper los globos.
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Nivel 3. En este nivel la barra mide 2 unidades. Los denominadores que pueden
utilizarse son 2, 3, 4 y 6. Igual que en el nivel anterior, al oprimir uno de los
controles que representan los denominadores, aparecen todas las fracciones que
pueden utilizarse con dicho denominador.

El propdsito de la actividad es que el nifio ponga en juego algunos conceptos,
operaciones y caracteristicas de las fracciones:
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Las fracciones en la recta numérica. Los nifios tienen que ubicar
fracciones con distinto denominador en una recta sin numerar.

Relacién de orden de las fracciones. Con el juego los nifios practican
el orden de fracciones de menor a mayor.

Fracciones equivalentes. Los nifios pueden validar visualmente Ia

equivalencia de fracciones por ejemplo, ¥ esigual a % .

Fracciones propias. Se trabajan fracciones menores que un entero

Fracciones impropias. Se pone en practica el uso de fracciones

impropias menores que dos enteros, por ejemplo para representar 12 se

usa 7%.

Fracciones iguales a la unidad. Las fracciones que representan una
unidad se muestran como fracciones impropias: %, %, %, %, %.

Suma y resta de fracciones. Al ubicar varias fracciones en la recta se
propicia la suma y resta de fracciones. Por ejemplo, si hay un globo a
reventar en ¥ Yy el nifio ha ubicado en la recta fracciones como % y %,
el niflo podra ubicar el globo a reventar mediante la suma de fracciones

como ¥ + % =%.

Para llegar a la versién del juego presentada anteriormente, se llevé a cabo un

proceso de experimentacion que propicio la realizacion de algunos cambios.

En la primera version del juego se habian considerado mas fracciones tomando en

cuenta los planes y programas de educacion primaria. Sin embargo, a partir de la

experimentacion con nifios de sexto grado se observd que era dificil resolver con
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éxito la situacion. Esto dio lugar a los cambios que se aprecian actualmente en el
juego, con relacion al tamafio de la barra donde se colocan los globos y las
fracciones que pueden utilizarse.

En la tabla 1 se muestran, en términos generales, los cambios que se hicieron en

cada una de las versiones del juego:

Nivel de dificultad Primera versién Segunda version

Nivel | Barra: 1 unidad Barra: 1 unidad
Denominadores: 2, 3, 4, 8 | Denominadores: 2, 4, 8

Nivel 2 Barra: 1 unidad Barra: 2 unidades
Denominadores: 2, 3, 4, 5, | Denominadores: 2, 4, 8
6,8, 10, 12

Nivel 3 Barra: 2 unidades Barra: 2 unidades
Denominadores: 2, 3, 4, 5, | Denominadores: 2, 3, 4, 6
6

Tabla 1. Caracteristicas del juego en la primera y segunda version

La primera version del juego se experimenté con 5 niflos de sexto grado de una
primaria pablica del D. F. Cada nifio trabaj6 dos veces con cada nivel de dificultad.
Como se puede apreciar en la tabla 2, los nifios s6lo pudieron resolver el nivel 1
de la actividad, pero ninguno logré romper los 5 globos en el nivel 2 ni en el nivel
3. Por otro lado, como se vera en el anélisis, los globos que rompieron en estos

dos niveles, estaban ubicados en fracciones relativamente faciles de identificar.

nifio Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

primero | segundo | primero | segundo | primero | segundo

Luis 4 5 1 2 3 3
Andrea 5 5 2 2 3 4
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Israel 5 5 3 3 3 3
Carlos 3 4 2 4 3 3
Andres 5 4 4 4 3 4

Tabla 2. PRIMERA VERSION DEL JUEGO. Desemperio de los nifios en la actividad, en
los tres niveles de dificultad. Se indican los globos que lograron romper en cada caso.

La primera experimentacién permitié observar algunos problemas del juego en dos
sentidos: las variables del juego (longitud de la barra y fracciones a utilizar) y los

conocimientos que tenian los alumnos sobre las fracciones.

Se hicieron modificaciones al juego y se volvid a experimentar con los mismos
cinco nifios y otros 5 méas. Su desemperio se puede observar en la tabla 3. Si bien
no fue totalmente exitoso, se aprecia que hay mas nifios que lograron romper

todos los globos en los niveles 2 y 3.

nifio primer nivel segundo nivel tercer nivel
primero | segundo | primero | segundo | primero | segunda

Luis 5 5 3 3 2
Andrea 5 5 5 3 2 5
Israel 5 5 5 3 5 5
Carlos 4 5 4 4 3 5
Andrés 5 5 5 5 4 5
Miguel 5 3 3 5 3 3
Beto 5 5 4 5 4 5
David 5 5 3 5 5 3
Ménica 2 5 3 5 2 3
Javier 2 5 3 5 4 3

Tabla 3. SEGUNDA VERSION DEL JUEGO. Desempefio de los nifios en la actividad en
los tres niveles de dificultad. Se indican los globos que lograron romper en cada caso




A continuacion se presentara el analisis de cada uno de los niveles de dificultad,
empezando por el nivel 1, que es el de menor grado. Después se habla del nivet 2,
que se considera un grado de dificultad intermedio y finalmente se presenta el
nivel 3, considerado de dificultad mayor.

Para cada uno de los niveles se muestra el analisis de la primera versién
explicando las dificuitades que tuvieron los nifios; después se comentan los
aspectos que se tomaron en cuenta para hacer modificaciones al juego en este
nivel para crear la segunda version y hacer una segunda experimentacion.
Ademas se muestran imagenes que representan lo que hicieron los nifios en los
cuales se indica el color de cada globo y, entre paréntesis, el orden en que fueron
lanzados los dardos.

Se comenta lo que se obtuvo en la segunda experimentacién con los mismos 5
primeros nifios entrevistados, 10 que nos permite observar la evolucién de sus
estrategias, ademas los resultados de los 5 nifios que restan son muy similares a

los primeros ya entrevistados.

Finalmente, se hace una reflexién sobre las dificultades que siguieron teniendo los
nifios en el desarrollo de la actividad, lo que lleva a pensar en qué tipo de
actividades deberia trabajarse mas en la educacién primaria con relacion a las

fracciones.

4.1 Primer nivel, primera version,

Este es considerado un nivel sencillo que se puede trabajar desde tercer grado.
En la primera version para este nivel, la barra en la parte superior de la pantalla
representa un entero. Se presentan siete dardos a usar. Al aparecer los globos,
simultdneamente aparece la serie de fracciones.

Las fracciones que pueden utilizarse son medios, tercios, cuartos y octavos, todas

menores que un entero (fracciones propias).
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Esta version se trabajé con 5 nifios y se observaron varias dificultades para el

desarrollo de la actividad, que a continuacién se anuncian:

1.- Estiman la posicion de %, %, % y % ordenando los denominadores

como nimeros naturales. Una de las dificultades mas sobresalientes es que los
nifios calculaban las primeras fracciones de la serie de acuerdo al orden de los

ndmeros naturales en los denominadores. Veamos los siguientes casos.
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Carlos
Con el sexto dardo quiere romper el globo verde y estima que esta en la fraccién
Ya.

Carlos.- (...) Con Y4 si le pego al verde (tira y le da al globo amarillo), entonces con
X% ... (tira el dltimo dardo vy falla)

Fue muy comin que los nifios que trabajaron con el juego tuvieran dificultades
para ordenar fracciones. Muchos se fijaban solo en el denominador para
determinar el lugar de una fraccién en la recta, como lo hace Carlos, quien pensé

que % es mayor que V4 porque 8 es mayor que 4.

Andrea

Los primeros tres tiros de Andrea son %4 , 2y % . La fraccion % se encima a la
fraccion 4", de manera que no se distinguen con claridad las 2 fracciones

lanzadas.

" En la segunda version, se logré que las fracciones equivalentes quedaran unas abajo de otras.
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Para el cuarto dardo tira )% para el globo rosa (toma como referencia la fraccion
del globo verde y dice que % esta mas a la derecha de '%). Se sorprende cuando
ve % en el lado izquierdo de la pantalla. Nuevamente aparece la estimacién que

hacen los nifios fijandose en las fracciones como si fueran nimeros naturales. Si
el 8 de ) es mayor que el 2 de ¥, entonces es una fraccion mas grande.

Para el quinto dardo le sucede lo mismo. Dice que % debe caer mas lejos que el

globo rosa. Tira el dardo y falla.

Al observar la distancia entre las fracciones %, % y %, logra estimar que

aumentando 3 pedacitos del mismo tamafio puede romper el globo rosa.

Este es un ejemplo en donde un nifio suma la misma fraccion ubicada en la recta
para poder romper un globo. Tenia %, % y % . Con tres veces mas la misma

fraccion llega a & y logra reventar el globo rosa.
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Luis

Luis en primer lugar toma % y le atina al globo verde.

l
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Luis.- sl ... ahora el globo azul esta en ¥ (tira), jhe fallado!

Como se ve nuevamente aparece la idea de que % es menor que % porque el 3

€s menor que el 4.

Israel

El ya tir6 4 dardos (%, %.%.% )y solo le falta reventar el globo rojo.
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Estima que con % revienta el globo rojo, tira y falla.

Nuevamente aparece el caso de decidir qué fraccién es menor haciendo una

comparacién de numeradores y denominadores de manera independiente como si

fueran nameros naturales.

Al parecer, Israel compara % con % . En los numeradores el 2 es menor que 3, y

en los denominadores el 3 es menor que el 8, por lo tanto considera que la

fraccidon % es mas chica que % .

2. - Es dificil calcular tercios. Para todos los nifios fue dificil ubicar fracciones en

tercios, incluso 4 . Veamos algunos ejemplos:

Andrea
En el juego, Andrea habia tirado 3 dardos (%, %y % ) entonces tira % .

azui cielo NBraa  verge

24 SBon 34

o %) (6) Q) m @ @

Mary Anna.- ¢ En cuantas partes dividiste el entero para escoger % ?

Andrea.- en dos.
Mary Anna.- sefidlame cémo calculaste %

Andrea.- parti en dos la barra y calculé que caeria alli (sefiala la mitad de la barra).
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Como se ve, también para Andrea es dificil explicar como eligié una fraccién con

tercios. No es claro por qué estimé que % caeria en la mitad si de cualquier forma

ya habia reventado el globo que estaba en la mitad.

Luis
A Luis le queda so6lo un globo por reventar, el azul. Opta por % y lo revienta.

azulcislo verde

Mary Anna.- ; Como supiste que en % estaba el globo azul?
Luis.- Porque vi que éste (sefiala la parte después de %, donde esta el globo azul)

estaba por aqui y ahi estaba muy cerca del morado, entonces dividi, hice una
division de fraccion.

El nifio no puede explicar la divisién de fracciones que hizo. Al parecer la eleccién

fue al azar y funciono.

3.- En el caso de haber tirado una fraccion en tercios les es dificil ubicar
acertadamente a otro globo tomando como referencia esa fraccion. Para los
nifios resulté dificil tomar como referencia un dardo lanzado en tercios para ubicar
la posicién de otro globo. Esto fue aun mas dificil si habia globos muy cercanos
como ¥%, %, % 6 Va. Por ejemplo:
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Carlos

Los primeros cuatro tiros que hizo fueron %, %, ¥ vy %

Carlos demuestra tener problemas para calcular los tercios

Carlos.- (...) Mejor intento darle al morado con % (tira y revienta el globo azul
cielo. Como se puede observar estima erroneamente que % debe ser menor que
%)

Mary Anna.- Cuando decidiste tomar %, ¢ en cuantas partes dividiste la barra?

Carlos.- en tres.
Mary Anna.- Ahora, ¢ dénde crees que esté el morado?
Carlos.-En %4

Mary Anna.- antes de que tires... sefidlame dénde ves % (él sefala el espacio

entre 4y %)

Carlos.- mmm con % le podré dar al morado (tira y falla), entonces con % (tira y
falla)... jLo hubiera reventado con 2!

En el caso de Carlos es probable que al estimar % para romper el globo morado,
tomara en cuenta el tiro % que ya habia hecho, porque el 3 es menorque el 8y
pensé que se trataba de una fraccién mas pequefia. Cuando se le pide ubicar ¥

en la pantalla lo ubica muy cerca de %, probablemente porque las demas
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fracciones con octavos, que ya tiene ubicadas en la recta, estan muy cerca entre
si.

4.- Buscan miltiplos para los tercios. Los medios, cuartos y octavos no son
multiplos de los tercios. Los nifios a veces intentaban tomar una fraccion lanzada
para duplicarla o dividirla, pero por ejemplo, si un globo estaba en tercios, no les

era util esa informacién. Veamos el siguiente caso.

Luis

En primer lugar toma % para el globo azul y falla. Su segundo tiro es % y atina al
globo verde y después calcula )4 para romper el globo azul. Parece que esta
estimacion se debe a que el nifio sélo se fija en los denominadores y cree que %

es mas pequeiio que Y.

Mary Anna.- tienes como referencia ) y %, entre esos nimeros esta el globo
morado.

Luis.-Aqui esta ¥z, entonces la mitad de ¥ seria %, ¢no? No, seria menos, %.

()

Mary Anna.- ; Alli estara el globo morado?

Luis.- No, ¢y si pierdo?
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Cuando Luis se da cuenta de que no puede estimar tercios prefiere medir tomando
como referencia las primeras fracciones de la barra (%, %, 2 ) para encontrar las

posiciones de los demas globos; ademas en este caso, coincide que los globos
aparecieron en fracciones multiplos de octavos.

Aungue Luis puede ver dénde estan ¥ y ¥, no puede decir qué fracciones puede

haber entre ellas sélo tomando en cuenta estas dos cantidades. Considerando las
fracciones disponibles en el juego aparentemente no es dificil encontrar, en este
caso, que la fraccién 3 esta entre 2 y ¥, pero ningun nifio logré ubicar esa

fraccion.

Nuevamente aparece el problema de encontrar alguna fraccién que esté entre 4
y Y. Luis intenta encontrar la mitad de 4 para romper el globo morado pero no la
logra obtener. Sin embargo aunque hubiera encontrado que ¥% es la mitad de 4,
todavia faltaba sumar % a } para llegar a la mitad entre % y 2. Ademas, en esta

versibn no se consideran los sextos. La busqueda de la mitad se debe
probablemente a que es lo que mas se trabaja en fracciones.

5.- Con los tercios las estimaciones resultan mas dificiles, por lo tanto los
dardos se terminan pronto. Veamos los siguientes casos:

Israel.

En el juego de Israel falta por reventar el globo naranja y quedan dos dardos por
tirar; él sabe que el globo no esta en medios, cuartos u octavos, dejandole como
Unica opcién ¥ y %.
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Israel.- Es que no tengo idea dénde caerian los tercios.

Mary Anna.- ; Qué significa tercios?

Israel.- ¢ La tercera parte de un entero?

Mary Anna.- Entonces ¢ en cudntas partes debes dividir la barra?

(cubro con mi mano la parte de debajo de la barra de modo que no vea las
fracciones ya utilizadas en ella para que vea la barra sélo como un entero)

(...)

Israel.- en tres.

Mary Anna.- a ver sefidlamelos.

Israel.- en 1,2,3...

Mary Anna.- (no muy convencida) a ver, dime dénde es %

Israel.- Aqui (sefialando el globo verde)
Mary Anna.- ; Tu crees que alli quedaria % ? A ver, aviéntalo...

Israel.- Ah no.. Ya sé.. Seria % (se fija en la lista de fracciones) pero aqui no tiene.

Aqui seria % ... entonces % ... (tira y atina al globo naranja)

Israel desde el inicio del juego sblo se concentra en aventar medios, cuartos y

octavos. Hasta que no puede evitar usar los tercios reconoce que tiene problemas
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para calcularlos. De hecho, a pesar de haber calculado ¥4 atina por ensayo y error

dado que solo hay dos fracciones con tercios.

6.- Para los nifios no es tan facil identificar los octavos. Algunos nifios

identifican % como la mitad de %, pero no la mayoria. Por otro lado, aunque a
veces logran ubicar % esto no les permite ubicar otro globo en octavos. Veamos

los siguientes casos.

Luis.

El primer tiro de Luis es V4 y revienta el globo verde.

Luis.- Entonces si pongo %, ¢ caera en el otro globo? Veamos (lanza ¥ vy atina al

globo azui cielo) Porque es la mitad de % (...)
El toma la distancia del primer cuarto para ubicar % en el globo rojo y lo revienta

Luis.- Ahora, de aqui (sefiala la distancia del globo rojo al globo morado) Ahora
con octavos, ¢ crees que me alcance?

Mary Anna.- Pues si aquf estd ¥ (le sefialo la distancia con los dedos), por aca
(avanzo % mas ) ¢ Cual octavo seria?

Luis.- j %!
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Mary Anna.- muy bien, y asi te podrias ir como le hiciste con los cuartos. Dices
que esta en octavos el morado. ¢ En cuél octavo estara el globo morado?

Luis.- En el tercero... (dispara ¥ y falla) ... jno! (se desespera)
Mary Anna.- en ¥% no esta.
Luis.- ahora en ¥, no creo, es lo mismo que el otro globo (rojo) (de todas maneras

lo lanza) jtampocol... (él dispara de inmediato % y revienta el globo morado)

Como Luis usa una estrategia acertada para ubicar la posicién de los cuartos,
podria pensar que con la misma estrategia ubicaria fracciones de otro tipo, pero
demuestra que todavia se confunde para ubicar los octavos en orden en la recta.

Probablemente pensé que % quedaba mas a la derecha de %, porque los

ndmeros son mayores tanto en el numerador como en el denominador.

Carlos.
E! primer tiro de Carlos es % para el globo morado y lo revienta.

NOTA: los tiros 3 y 5 en la imagen son % y % respectivamente.

Mary Anna.- ¢ Por qué tiraste % ?
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Carlos.- Porque la barra es un entero. Ahora voy a tirar % para poder atinar al rojo
(tira y revienta el globo naranja). Y ahora voy a tratar de tirar % para atinarle al
rojo.

Mary Anna.- Tienes % y % . ¢Crees que % cae en el rojo? A ver sefldlamelo (lo
sefiala correctamente). Entonces no le pega al rojo.

Carlos.- Entonces le pega % .

Carlos hace una estimacién bastante cercana al globo rojo, sin embargo intenta
continuar con octavos para romper el globo rojo. No es claro porgue eligid % vy

pensé que estaria después de ¥ .

De las dificultades enunciadas, la que nos pareci6 decisiva para hacer un cambio
fue la dificultad para identificar tercios en la recta, sobre todo cuando habia un
globo entre dos fracciones ya ubicadas en la recta, con denominadores 2, 4 u 8.

4.2 Primer nivel, segunda version.

A partir de las dificultades encontradas se analiz6 nuevamente el juego y se
consideré que quitar los tercios favoreceria que los nifios trabajaran con fracciones
que son multiplos y no tendrian dificultad para ubicar fracciones entre dos
fracciones que no son multiplos (como % y ¥%).

En la segunda version de este nivel la barra también representa un entero y la
serie de fracciones propias son medios, cuartos y octavos.
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En esta nueva versién se presentaron menos dificultades en el primer nivel para

terminar con éxito el juego y se registraron los siguientes aspectos positivos:

1. - Identifican 2 y ) en la barra. La mayoria de los nifios identifican sin

dificultad dos fracciones en la barra. Es probable que esto se explique porque son
las fracciones que se estudian con mas frecuencia en la escuela primaria. Veamos

algunos ejemplos:
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Israel.
Israel observa los globos en la barra y decide romper en primer lugar el globo

verde.

Nota: los fracciones encimadas son %2y % .

Israel.- el globo verde esta a la mitad de la barra (tira %2 y lo revienta) Ahora para
el globo morado... seria ¥4 (...).

Israel siempre demostré saber dénde estan % y % en la barra, lo hizo también en

el segundo y tercer nivel.

2.- Algunos nifios identifican algunos octavos en’la barra. Por ejemplo:
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Luis

Mary Anna.- % cay6 en el naranja... ;sabias que caeria ahi?...
Luis.- si

(va a aventar %)

Mary Anna.- %, ¢donde caera?...

Luis.- En el amarillo (tira y atina) y 3% cae en el rojo.

Mary Anna.- ahora, ¢ el azul o el morado? ...
Luis.- el morado con % ...

Mary Anna.- ¢ sabias que caeria alli?

Luis.- si... y % va a caer en el azul.

Como se ve, Luis descubri6 la estrategia de utilizar solamente octavos para

reventar los globos, ya que con éstos se pueden reventar todos.

111



Carlos.

Nota: los tiros 1 y 3 son las fracciones Y%y % respectivamente.

Carlos observa los globos y después dice: “Con Y quiero darle al naranja. Tira
y atina”. Toma como referencia la fraccion utilizada y después dice, entonces con
% le puedo dar al amarillo. Tira y atina. Entonces con % al morado (tira y falla)
Entonces )% para el rosa (tira y atina)... % al morado (tira y atina)... y con % al

verde (tira y atina)

3. - Algunos identifican fracciones equivalentes. Cuando tienen el caso de que
una de las fracciones que tiran cae en el mismo lugar que otra, los nifios se dan
cuenta que son fracciones equivalentes, para este punto mencionaremos un caso
en el que los nifios evitan tirar fracciones equivalentes o estiman una fraccién en
Su equivalente.
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Israel.

Nota: los tiros 1y 2 son las fracciones 2y %, respectivamente.

Israel.- El globo verde esta a la mitad de la barra (tira % y lo revienta). Ahora para

el globo morado seria ¥4 (por error tira % y cae en el mismo lugar que %)
Mary Anna.- ¢ Viste en donde cayd % ?

Israel.- sf, aqui (sefiala ¥z ya ubicado)...
Mary Anna.- sy qué significa?

Israel.- ¢ qué es igual a ¥4?

Mary Anna.- si, que % es igual que V.

Israel.- jQue equivale!

Después tira ¥4 para el globo morado y lo revienta, de inmediato tira % para el rojo
y para el globo rosa se fija en las fracciones que tiene en la barra, ¥, % , %...
entonces empieza a medir octavos desde ¥4 y calcula 4 en %%, comentando que

4% cae también donde esta el globo verde.
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4.- Algunos utilizan las operaciones de suma y resta para ubicar fracciones.

Beto.
El primer tiro en este juego fue 2 y después fue )% para el globo rojo.

Beto.- entonces para el globo azul cielo sumo dos mas a %, tres no, porque se iria

por % (tira ¥ vy atina)

En este caso, Beto menciona haber sumado para ubicar una fraccién en la baira,
otros sélo lo hacen avanzando fraccion por fraccién hasta llegar al globo a

reventar. Ademas, identifica una fraccion equivalente antes de tirarla.
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Andrés.

Su primer tiro es % y revienta el globo amarillo.

Nota: los tiros 1y 3 son las fracciones %y % respectivamente.

Mary Anna.- ; adivinaste?
Andreés.- no, dividi. Primero dividi la barra en 2 y después en 4, entonces le quite
Yay sali6 Y.

Aungque en general todos los nifios hicieron este tipo de operaciones, no se

observ6 que lo hicieran en mas de una ocasién.

En los juegos de esta nueva version también se registran algunas dificultades

iguales a las de la primera version:
1.- No siempre se pueden ubicar los octavos. A pesar de que los nifios se

desempefiaron mejor con la segunda version de la actividad siguieron teniendo

algunas dificultades
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Carlos.

Los primeros tiros de Carlos son %4, % vy %

Nota: los tiros 2 y 4 son las fracciones % y % respectivamente; para los

tiros 3 y 5 son las fracciones %y % .

Carlos - (...) Entonces ahora con ¥ al globo verde (tira y falla) (...)% para el globo
morado (tira y falla) (...) % para el globo morado (tira y falla), entonces ¥ (tira'y

falla, cae en el globo verde)

La estimacion de Carlos se basa en la hipotesis de que % >% y % > %. Estos dos

casos reflejan el problema de ver los elementos de la fraccién como nimeros
naturales independientes uno del otro.

Podemos agregar que Carlos no tiene orden en las fracciones. En ninguno de los

tiros en octavos demuestra tener mucha idea de donde caerian.
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Andrea

Mary Anna.- cual fraccion te gustaria primero lanzar?.

Andrea.- a ver en donde cae 3.

Mary Anna.- cay6 en el rosa.

Andrea.- mmm también intentariamos con % a ver en dénde cae...

Mary Anna.- ti ¢ donde crees que caeria?

Andrea.- mas o menos por aca (por el globo azul) y % por aqui. (lo calcula por el
globo morado)

Mary Anna.- ¢si?, ¢t crees?

Andrea.- no... si la mitad vale ...

Mary Anna.- ;la mitad de la barra? ; dijiste que en la mitad de la barra cae %4?
Andrea.- no.

Mary Anna.- entonces ¢,cual es la mitad de la barra?

Andrea.- %, ;no?

Mary Anna.- ah, no sé.

Andrea no hace una buena estimacién para las fracciones en octavos.
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2. - Estiman la posicion de 'z, Y. y % ordenando los denominadores como

numeros naturales. Por ejemplo:

Los nifios usan la misma técnica para estimar las fracciones mayores que ¥, %,

%2, pues toman una fraccion como referencia, restan o suman al numerador y

denominador de la misma para ubicar las siguientes fracciones en la recta.

Carlos.

Nota: los tiros 2 y 4 son las fracciones %; y % ; los tiros 3 y 5 son las fracciones % y % .

Carlos.- (...) Entonces, ahora con ¥ al globo verde (tira y falla)

(..)
Mary Anna.- entonces, ¢ para el verde y el morado?...

Carlos.- (...)% para el globo morado (tira y falla), ¥ para el globo morado (tira y

falla), entonces ¥ (tira y falla, cae en el globo verde)
Al parecer, para reventar el globo morado siempre toma como referencia %,

entonces elige % porque el 8 es mayor que el 4 y elige % porque el 5 es mayor

que el 3y el 8 es mayor que el 4.,
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Llama la atencién que un niflo de sexto grado siga teniendo una idea errénea
sobre fracciones representadas en medios, cuartos y octavos.

Esto hace considerar la necesidad de realizar actividades para ayudar a los nifios
a comprender que un denominador mas grande representa una fraccion mas
pequefia.

Comentarios

Estos ejemplos proporcionan informacién sobre dificultades importantes que los

nifios tienen con la ubicacidn de fracciones sobre una recta.

Hemos estudiado que el significado de fraccidn se introduce a partir de tercer
grado de primaria, siendo los primeros ejercicios de particidn el dividir una unidad
en “la mitad”, “la cuarta parte”, “la tercera parte” y en los grados posteriores a esta
propiedad de fraccion se le agregan variables didacticas cuantitativas como
cantidades discretas (caramelos, pasteles, pelotas), y cantidades continuas
(superficies, modelos lineales), por esta razén podria creerse que el nifio tiene por
lo menos el significado de 'z clarisimo. Pero los resultados nos dicen que el nifio
aun no lo tiene bien definido, pues consideran ¥ menor que % porque 2<4 y lo

estiman en una recta a la izquierda de V.

Probablemente en situaciones clasicas de reparto (pasteles, pizzas, quesos)
puedan identificar Y4, %, % sin dificuitad en los tamaros. Sin embargo, en el
contexto planteado no se trata sélo de conocer las fracciones sino de ordenarlas

en una recta.

Ahora hablaremos del segundo nivel de dificultad del juego, primero considerando
la version original en la que, como se vera, hubo varias dificultades.
Posteriormente se comentara el desempefio de los nifios en una segunda versién
a la que se hicieron modificaciones.
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4.3 Segundo nivel, primera versién.

En el segundo nivel del juego “A romper globos” la barra representa un entero,
igual que en el primer nivel, sin embargo, se proponen mas fracciones para utilizar
con los siguientes denominadores: medios, tercios, cuartos, quintos, sextos,

octavos, décimos y doceavos.

Cuando se inicia el juego, al oprimir el botdn globos aparecen aleatoriamente 5

globos en cualquiera de las fracciones con los denominadores indicados.

Cuando se disefi¢ el juego se tom6 en cuenta que las fracciones que mas se
trabajan en la escuela primaria son medios, cuartos y octavos. Estas fracciones ya
estaban incluidas en la versién anterior. Otra fraccion que también se introduce
desde tercer grado es el tercio. En esta version se consideré incluir tercios y dos
multiplos mas: sextos y doceavos.

Ademas se pensé en poner quintos y décimos.

Esta segunda versién del juego resulté muy dificil para los nifios, por lo que
tuvieron distintas dificultades:
1. - Las fracciones se encuentran muy pegadas unas a otras. Al plantear

tantos denominadores posibles, los globos que aparecen aleatoriamente en la
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pantalla pueden estar muy juntos, por lo que los nifios no las pueden identificar
con precision y se les acaban los dardos. Veamos un ejemplo.

Andrés.
Andrés mostré en el primer nivel del juego una buena estimacién para identificar
globos ubicados en octavos, pero demuestra tener problemas para calcular los

décimos y doceavos, sobre todo si los globos estan cercanos entre si.

10 1
10 € 10123 182
() (6} @UBIINANT)

Andres retoma su experiencia con el primer nivel del juego y estima que el globo

azul esta en % . De hecho hace una muy buena estimacién, pero no atina.
Andrés.- Disparé 7% ... Alli cometi el error de no pegarle al globo azul pero le faltd
un tantito.

Mary Anna.- entonces ;donde crees que esté el globo azul, después de haber
aventado % ? v

(...)

Andrés.- en el ¥, (tira el segundo dardo y falla). Era en el ¥%,, no, porque caeria

en la punta de la barra (al final). Entonces me iré a cuartos, jno! mejor me iré a

décimos (tira el tercer dardo eligiendo 4, y revienta el globo amarillo).

Mary Anna.- ;querias %, para el globo amarillo?
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Andrés.- primero pensé que como habia tirado el dardo de ¥, y no peg6 en el

blanco, entonces le quité una cifra al 8 y salié el 7 y pensé que caeria en el
morado o en el amarillo...

Aqui se puede observar que Andrés retoma los dardos que ha tirado para hacer
una buena estimacion. Los globos estan muy cerca entre si, por eso él dice que
puede romper uno u otro globo. De hecho, con los globos tan cercanos entre si, es
dificil decir con precisién qué globo se rompe.

Nuevamente, toma en cuenta los dardos lanzados y hace una nueva estimacién
para romper el globo azul o el naranja, que estan juntos... y hace un buena
estimacion y rompe el globo azul:

“...como sé cuanto espacio tendria entre 7 y 8 décimos serian ¥, para pegarle al

naranja o al azul (lanza el cuarto dardo y rompe el globo azul)”.

Vuelve a considerar los dardos lanzados en décimos para calcular el sitio donde
esta el globo rojo y comenta “ Aqui ahorita si tiro ¢, creo que no daré al rojo

porque me faltaria un poco hacia la derecha, entonces me iré a los octavos. Me iré
a 6/8 (tira el quinto dardo y atina al globo morado)”

En este momento le quedan aun dos globos por romper uno estd muy cerca del
azul que ya rompié y el otro esta relativamente cerca del amarillo que también ya
rompié. "Ahora como ya tuve 2 cifras en octavos ahora voy a tratar de ver con qué
cifra le pegaré al rojo o al naranja, y probaré con el 12, j '%, ! Entonces pegaré con

197, (tira y falla). Aqui como que me confié mucho, no dividi la barra en 13, y no di

en el blanco. Asl que el naranja esta en 1, (tira y atina)”.
Como se ve, Andrés ya habia utilizado %,, ¥, Y %,, de manera que su estimacién

de que ahora debe usar doceavos es muy buena. Logra romper el globo naranja,
pero se queda sin romper el globo rojo.
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A pesar de que Andrés hace buenas estimaciones, no logra romper todos los
globos. En este juego los globos aparecieron muy cerca entre si. Algunos estaban
ubicados en octavos, otros en décimos y otro en doceavos. Andrés reconoce que
tiene que usar ofras fracciones como décimos y doceavos, sin embargo no logra
hacer buenas estimaciones, dado que rompe algunos globos de manera azarosa.
Visualmente es dificil dividir al mismo tiempo una recta en décimos, doceavos y

octavos, ya que entre éstos no hay equivalencias.

Sin embargo, hay que reconocer que Andrés logré aprovechar los sefialamientos
que obtuvo con los dardos lanzados para poder hacer buenas estimaciones a

partir de conocer las distancias entre ellos.

2, - Se les dificulta ubicar fracciones en quintos. Cuando aparecieron globos
en quintos y sextos para los nifios fue dificil ubicar las facciones, sobre todo
porque los dardos lanzados no les servian de referencia para calcular la posicion

de otros globos. Veamos un ejemplo.

Luis.

Antes de tirar cualquier fraccion, él intenta calcular quintos (oprime el boton de las
fracciones con denominador 5, él trata de explicar cdmo podria ubicar estas
fracciones.
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Mary Anna.- si escogiste quintos, ¢qué debes hacer?

Luis.- ¢una division de fraccion?

Mary Anna.- (no entiendo que quiere decir con “division de fraccién®, asi que
pregunté) jen cuantas partes? (debi haber preguntado qué significa “division de
fraccién”)

Luis.- De dos, jno! (...) de cinco. Ahora es cinco entre cinc... ¢inco por cinco.. jNo!
(...) Espera... 4como era?... la maestra me ensefid... jah, sil... era el producto
cruz... a ver... 5..5 ése es el denominador... 5*5 son 25.. Ahora... ;cual es el
denominador de abajo?... son cinco, 4 no? Entonces 5*5... jme da lo mismol

Probablemente Luis esta intentando buscar fracciones mas pequefias que los
quintos sin observar las opciones que proporciona la actividad. Los veinticincoavos
son equivalentes con los quintos, no obstante este dato no lo ayuda a encontrar
los globos.

Luis escoge ¥ , lanza su primer dardo y revienta el globo azul.
Mary Anna.- escogiste ¥, reventaste un globo... jeso te da una idea de los

demas?

Luis.- si, ahora...(tira % intentando romper el globo azul cielo, pero falla) jno! A

éste le faltd ;viste? (refiriéndose a que le faltd llegar al globo azul cielo) (...)
Vamos a escoger %, vamos a ver en donde cae (tira 1/2)... Entonces si éste

(globo azul cielo) no es % y se acerca mucho a % debe ser menos de % ... jjmas

de 1!

Considerando que se tienen muchos denominadores para elegir (}4,%, Y%, %, %,
%, Y. %) es muy dificil ubicar en qué fraccién estan los globos. El globo azul
cielo estéa muy cerca de Y2 y después de %, El nifio tiene que reflexionar sobre las
fracciones que hay entre % y Y2y enfrentarse a la pregunta ¢ el globo azul esta en

décimos o en doceavos?. Es algo que resultd muy dificil de contestar para los
nifios.

124



3. - Las estimaciones son incorrectas. Cuando el juego tiene los globos tan
pegados y tienen tantas fracciones como opcion es mas dificil que su estimacion

sea correcta. Por ejemplo:

Luis.
Al inicio del juego Luis tira un dardo en %. Revienfa el globo morado.

Mary Anna.- ;calculaste para el globo morado?

Luis.- jno! Lo queria para el globo azul.

Mary Anna.- ahora ¢, qué globo escoges?

Luis.- el azul.

Mary Anna.- ; escogeras una fraccién mas chica o mas grande?

Luis.- Mas chiquito. (...) Es que ya no sé qué es mas chico que doceavos. Ya no

puedo perder necesito mas chico que doceavos para reventar el azul.

El ya no sigue intentado tirar doceavos; para reventar el globo azul necesita
avanzar poquito a la derecha, entonces es posible que recurra a la técnica que ha
usado antes, sumar uno al numerador y denominador obteniendo 4,. Como no
existe este denominador en el juego no sabe qué hacer y no se le ocurrié

aumentar el numerador de ¥, para avanzar en la recta.
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Andrea.
Cuando Andrea juega el segundo nivel trata de recordar del primer nivel en dénde
caen los tercios, por lo que su primera estimacién para el globo rojo es ¥ y %

pero no los tira y opta por %4. Tira y rompe el globo rojo.

A partir del primer tiro, calcula % para el globo morado, decide que no sirve.

Calcula % para el globo naranja. Tira su segundo dardo y falla.

Esta ultima estimacion es cercana pero es dificil decidir donde esta el globo
naranja. Es una fraccion mas pequefia pero no es facil decir si esta en octavos,
décimos 6 doceavos.

Sigue jugando, cambia a quintos, dice que % le da idea para calcular quintos,

calcula ¥ vy dice que esta alli el globo naranja, pero vuelve a medir, decide que
mejor no... y que % se pasa del globo naranja.

Decide cambiar a sextos, trata con 3, calcula, mide, no lo tira.

Trata con octavos. Dice que si tira % caeria mas alla del globo morado. (Es

probable que en esta estimacion haya considerado que % era mayor que 4%,
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porque en el numerador el 2 es mas grande que el 1 y en el denominador el 8 es
mas grande que el 3).

Después tira su tercer dardo en ¥ para romper el giobo morado diciendo que

divide en 3 partes la barra y acierta.
Va por el globo naranja, piensa en %, tira el cuarto dardo y falla.

Los siguientes tiros también los falla (%, % ). Cuando tiene ubicadas las
fracciones % vy % sigue intentando romper el globo naranja, sin embargo,
encontrar qué fraccién hay entre 3% y % a partir de observar los denominadores
del juego resultd muy dificil. Probablemente al elegir la fraccion 3%, Andrea haya
pensado que el dardo iba a quedar a la derecha de %, porque en esa fraccion los

nuameros del numerador y del denominador son mayores, sin embargo, falla y

quedan 3 globos sin reventar.

En el caso de Andrea no resulté Gtil tener tantas fracciones para elegir, dado que
nunca opta por tirar décimos y doceavos. Sin embargo, aun con las que quedan es
dificil ubicar mentalmente las divisiones en la recta para decidir ddnde estd una

fraccion.

Nuevamente aparece una pregunfa dificil de contestar para los nifios, ¢qué

fracciones hay entre % y %7

Los quintos y sextos son un gran problema. Andrea no logra estar segura de la
ubicacion de estas fracciones, ademds los décimos y los doceavos jamas fueron
una opcion. En seis de los siete dardos Andrea utilizd las fracciones propuestas en
el primer nivel. La Unica fraccion que agrego fue ¥ .

4. - El juego se hace largo. Aunque no se tiene registrado cuanto tiempo
emplearon los nifios en cada juego y en cada nivel, podemos hacer la observacién
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de que toman mucho tiempo en tratar de estimar todas las opciones con todos los

denominadores, ya que tienen demasiadas fracciones a usar.

5. - Suman o restan un nimero mas al numerador y denominador de una fraccion para ubicarla a la
derecha de la primera. Por ejemplo:

Andrea.

Después de lanzar 5 dardos (4%, %, 4%, ¥, %) observa la pantalla y toma como

referencia el dardo ubicado en % para estimar el sitio donde estan los globos
naranja y azul.

Para estimar una fraccion mas grande que %, decide sumar una unidad tanto al

numerador como al denominador y estima % para romper el globo naranja. Tira el

sexto dardo y atina.

Para romper el globo azul intenta utilizar la misma estrategia, ahora retoma la

fraccion % y le agrega una unidad al numerador y una unidad al denominador.
Lanza su dltimo dardo eligiendo la fraccion ¥ . Esta vez falla el tiro y ella misma se

percata de que el método que construyé no funciona en todos los casos.
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Carlos .

Carlos elige quintos para su primer dardo, estima % para el globo amarillo. Lanza

el dardo y atina. Dado que la distancia de este globo al extremo derecho de la
barra es la misma que del globo morado al extremo izquierdo, el segundo dardo lo
lanza en ¥ vy acierta.

Carlos.- Ahora con ¥ al azul (tira y falla), entonces con el 2 le podré dar al azul

(tira % y atina).

Para el globo rojo observa la ubicacion en la barra y decide utilizar sextos.

Después de este tiro, resta uno al numerador de % para usar % y darle al globo

verde (tira y falla). Posteriormente elige una fraccion méas pequefia restando una

unidad al numerador y al denominador de ¥ .

Después elige ¥ para romper el globo verde. Para este tiro toma como referencia
% Y resta dos unidades en el denominador. A pesar de tener en la barra ¥ y ¥,

Carlos decide usar la estrategia de ubicar una fraccion con denominador menor a
la izquierda de un denominador mayor.
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Comentarios

Después de esta breve experimentacion del segundo nivel, nos pudimos dar
cuenta de algunos errores de disefio: las fracciones muy juntas no permiten hacer
buenas estimaciones. La distancia entre décimos y doceavos, e incluso entre
quintos y sextos no se aprecia con claridad en la pantalla.

Por ofro lado, se consideran 8 denominadores que producen 42 posibles
fracciones para elegir.

En el disefio s6lo se pensé en incluir otras fracciones que se trabajan en la
educacion primaria para elevar el nivel de dificultad, sin embargo, no se reflexioné
ampliamente sobre las dificultades y confusiones que esto podria generar en los
alumnos, como de hecho sucedi6.

Por lo anterior, se hicieron modificaciones al segundo nivel conservando la
caracteristica de que el grado de dificultad fuera mayor, pero no tanto como para
impedir a los nifios lograr romper todos los globos.

4.4 Segundo nivel, segunda versién.

A partir de las dificultades encontradas al manejar tantos denominadores se hizo
un balance con relacién a la dificultad que consideramos que podrian manejar los
alumnos de educacién primaria. Se decidid dejar los mismos denominadores que
en el primer nivel, es decir, medios, cuartos y octavos. La dificultad que se agreg6
fue considerar que la barra donde se lanzan los globos midiera dos unidades en
lugar de una y se uéan fracciones impropias menores que dos enteros. Asi en

lugar de aparecer la fraccion 12 aparece 4.
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En esta nueva versién para el segundo nivel se presentaron menos dificultades

para terminar con éxito el juego y se registraron los siguientes aspectos positivos:

1.- Ubican correctamente las fracciones equivalentes a un entero. Los nifios
no tuvieron dificultades para ubicar un dardo en un entero. Por otro lado, llama la
atencion que sdlo en el caso de un entero los alumnos encuentran las fracciones
equivalentes. En la experimentacién no se encontré un caso donde los alumnos

expresaran verbalmente la equivalencia entre fracciones como % y % . Veamos

dos ejemplos:
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Andrea.

Andrea.- el entero estd como en el rojo, ¢ no?

Mary Anna.- andale, podria ser el entero en el globo rojo.

Andrea.- Entonces voy a poner % (tira el primer dardo y rompe el globo rojo).
Entonces como le calculé aqui a la mitad y son dos enteros, seria aqui como %
(tira el segundo dardo sélo para ubicar déonde queda '%2). Ya no me sirven los
medios. Tendria que cambiar, % quedaria por aqui ¢no? (sefiala el globo azul
cielo) no sé... (tira el tercer dardo en % y no rompe ningun globo) jah! entonces

seria como 7% ...

En esta estimacion aparece nuevamente el concepto que se encontré en los nifios

de observar los numeros de una fraccién como nimeros naturales.

Mary Anna.- Pues fijate donde esta %i. Dime, ¢donde caeria ¥ ?.
Andrea.- Aqui (sefiala el primer entero de la barra) jah!. Entonces ¥ cae en el

globo azul (tira el cuarto dardo y atina).

Al parecer, con la pregunta planteada logra ubicar correctamente el globo azul.
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Andrés.

£ 4 2
8 & &8 4 8 &

s ;
2} @ ® @ O @

Andrés.- ... ¥, para darle al azul marino o al rosa.

Dado que los globos estan muy cerca entre si, no logra precisar cuél de los dos
globos esta a la mitad de la barra, pero si identifica que la mitad de la barra se
puede representar con ¥ .

Mary Anna.- A ver.

Andreés tira su primer dardo y revienta al globo azul marino.

Rompe varios globos mas y para el cuarto dardo vuelve a tomar la informacion del
entero, pero con otro denominador: los octavos.

Andreés .- (...) Ahora trataré con % al globo amarillo. Tira el cuarto dardo y falla. Es
que como es equivalente el % con %, crei que % caeria mas al globo amarillo,

pero me equivoqué.
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Como se ve, Andrés logra hacer buenas estimaciones y logra romper todos los

globos.

Por otro lado, el haber jugado varias veces permite a Andrés observar que los
octavos pueden servir para romper cualquier globo. De hecho, de sus 7 tiros, 6 los

hizo con octavos.

2. Estiman fracciones impropias correctamente. Varios nifios lograron manejar
con bastante destreza las fracciones impropias que se encuentran en el segundo
entero. Los nifios que mencioné en el punto anterior lo hicieron, ahora mostraré

otro caso.

Luis.

G @ @

Luis tira su primer dardo en % y revienta el globo azul. Decide tirar el segundo
dardo en % pensando en romper el globo rojo, pero en lugar de ese rompe el

globo verde. Esto le da la pista para romper los globos rojo y morado.

Luis.- Ahora, si % cae enelrojoy % en el morado (...)
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Tira el tercero y cuarto dardo y rompe ambos globos. Sélo le queda el globo azul
cielo. Primero estima medios y visuaimente hace los calculos, pero ve que no le
sirven, entonces decide tomar cuartos. Toma como referencia el dardo que esta

en %y la distancia entre éste y el dardo que esta en 4, calcula que el globo azul

cielo estd en ¥, lanza el quinto dardo y atina.

Luis toma la fraccion correcta para el globo azul cielo sin dudar pues estima muy
bien los medios y cuartos, por lo que ubica % en el segundo entero de la barra.

Dificuitades en esta version
A pesar de que el juego resulté mas sencillo que la primera version, algunas de las
dificultades que ya se hablan apreciado antes, tanto en el nivel anterior, como en

las versiones anteriores, siguieron apareciendo.

1. - Estiman la posicion de ', Y, Y4,... ordenando los denominadores como

numeros naturales. Esta es una de las dificultades que se sigue presentando en

esta nueva versién para el segundo nivel. Por ejemplo:

Andrea.

Andrea suele lanzar dardos "estratégicos” para que le proporcionen informacion
sobre la barra donde estan los globos y después pueda decidir algunos tiros para
romper globos especificos. En este caso, lanza el primer dardo en % y rompe el

globo rojo. Lanza el segundo dardo en Y2 y no rompe nada.
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Andrea.- (...) Tendria que cambiar a cuartos, % quedaria por aqui, ¢no? (sefiala el
globo azul cielo) no sé... (tira 4 y falla)

Andrea estima que el dardo ¥4 quedara a la derecha, porque el 4 del denominador
es mayor que el 2.

2. - Malas estimaciones. Cuando la barra representa dos enteros tienen
dificultades en ubicar las fracciones pues las distancias cambian entre ellas. Por
ejemplo:

Andrés.
Este caso ya se presentd en el primer indice de los aspectos positivos en este
nivel. Ahora se usara para mostrar la dificultad ya mencionada.
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Andrés.- con ¥, para darle al azul marino o al rosa.

Mary Anna.- A ver (¢l tira y revienta al globo rosa).
Andrés.- Ahora con octavos. Me iré con ¥ para darle al rojo o al morado (tira y

falla). Aqui trataré de darle al globo morado con ¥ (tira y revienta el globo rojo).
Ahora trataré con % al globo amarillo (tira y falla). Es que como es equivalente el
% con ¥, creil que % caeria mas al globo amarillo, pero me equivoqué. Entonces

me iré a medios... mmm jnol... mejor me iré a cuartos, no tampoco... mejor voy a
tratar con 1% para darle al globo amarilio. Ahora me voy a ir a... trataré de disparar

el tltimo dardo con & para darle al globo morado (tira y atina)

En este juego los globos estan muy cerca uno del otro, por lo que se dificulta al

nifo realizar buenas estimaciones.

Comentarios.

Como se ve, en la segunda version de este nivel los nifios se desempefiaron
mucho mejor que con la primera versién. Creemos que con esto pueden afianzar
los conocimientos de las fracciones medios, cuartos y octavos para identificarlos
en una recta, que ahora mide 2 unidades.
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Ahora hablaremos del tercer nivel de dificultad del juego, nuevamente presentando
la versién original de la actividad y posteriormente la que esta vigente, que tuvo

modificaciones a partir de la primera experiencia.

4.5 Tercer nivel, primera version.
En este caso la barra representa dos enteros. Aparecen cinco globos al azar y las
fracciones que pueden utilizarse para reventarlos son medios, tercios, cuartos,

quintos y sextos.

Todas las fracciones son impropias, por ejemplo, en lugar de aparecer 12,

aparece la fraccién £.

Dado que no es posible tener a la vista todas las fracciones que pueden utilizarse,
solo aparecen los nimeros que representan los denominadores. Asi pues, si se

elige el 3, aparecen las siguientes fracciones disponibles: 4%, %, %, 4., %.

En esta primera versién se presentan las siguientes dificultades:

1.- La ubicacién de las fracciones en quintos estd muy pegada a las demas

fracciones. Por ejemplo:
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Luis.
En la segunda ocasién que juega, Luis lanza su primer dardo en ¥ . Cuando se le
pregunta como supo que el globo estaba en ¥, él dice que lo supo por la

experiencia del juego anterior, posteriormente tira % y 3 y rompe el globo rojo.

Para romper el globo amarillo decide cambiar sus estimaciones a quintos.

;L_A__m_/\._ﬂ»..,&«AJ\_AWJ*\N_EA_,A\MA..,m_..

Para el globo amarillo mide con ayuda de sus dedos desde ¥ ... él crey6 que ¥
no le daba para el amarillo asi que pensé en ¥ ... Tira el cuarto dardo y no atina al
globo, entonces tira el quinto dardo en ¥ y tampoco acierta. El giobo queda entre

XYy ¥%.

Se queda pensativo y vuelve a estimar, decide aumentar % a ¥, pero se
equivoca y el sexto dardo lo lanza en ). El Gltimo dardo lo tira en % y rompe el

globo amairillo.

Después de lanzar tres dardos en sextos (%, %, %) a Luis se le dificulté estimar

en donde estaba el globo amarillo, quizas por la poca distancia que puede haber

entre dos fracciones, una representada en quintos y otra en sextos.
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Probablemente pens6 que no seria posible que hubiera otro dardo colocado en
sextos y por ello intent6 ubicarlo en quintos.

Andrea.
Andrea lanza su primer tiro en % para ubicar un punto en la recta. Con este dardo
rompe el globo rosa.

Después intenta romper el globo verde y lanza el segundo dardo en 4 vy falla.
Visualmente intenta ubicar el globo azul en % y lanza el tercer dardo en esta

fraccion. Aunque su estimacion es cercana, falla y no rompe el globo.

Insiste en romper el globo azul, asi que en el cuarto tiro decide usar la fraccién %,

pero nuevamente falla. Sélo hasta que el dardo llega a su destino, se percata de

que las fracciones %2y % son equivalentes.

A, .
35 8 53

2)(8) (1) ®)3)
“

Andrea decide cambiar de denominador y elige quintos. Dice que ¥% quedaria
antes de );, también dice que Y4 quedaria antes de % . Se queda viendo la recta y
estima que con % podria romper el globo naranja. Lanza el quinto dardo en esta

fraccion, pero en vez de romper el globo naranja, rompe el globo verde.
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Al ver donde cayd el dardo con % se queda viendo la recta y estima que el globo
naranja se puede romper con la fraccién ¥ . Lanza el sexto dardo y no rompe el

globo esperado, sino el azul.

Llama la atencién que Andrea logra ubicar mas o menos bien las fracciones ¥ y

Ya, pero no logra hacer bien las siguientes estimaciones con denominador 5.
Probablemente esto sucede porque hay 4 globos muy cercanos entre si, lo que

dificulta hacer buenas estimaciones.

2. - La ubicacién de los quintos no ayuda como referencia para ubicar otras

fracciones. Por ejemplo:

Andrea.

El primer tiro de Andrea es sélo para ubicar una fraccion en la barra que le

permita hacer las siguientes estimaciones. Tira %4 y rompe el globo azul cielo.

Hace una estimacion visual y considera que el globo rojo est4 en %. Lanza el
segundo dardo en esta fraccion, pero el globo que se rompe es el verde. Como se
ve estos globos estan cercanos entre si, por lo que otra vez es dificil hacer una

buena estimacion.
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Intenta hacer estimaciones visuales con cuartos, pero considera que no le van a

funcionar, entonces decide cambiar a quintos y estima que con ¥ podra romper el

globo rojo. Lanza el tercer dardo en esta fraccion y no rompe nada. Nuevamente
se observa la creencia de que ¥ es mayor que %, porque 5 es mayor que 4.

Andrea insiste con el globo rojo y lanza el cuarto dardo en % para romperlo.

Revienta el globo naranja. En este caso, estan tan pegados los globos naranja y

rojo que realmente es dificil hacer la estimacion.

Decide ¢cambiar a sextos, dice no saber si el globo rojo estd en 3 o ¥%. Tira el
quinto dardo en %, pero falla, entonces se regresa a quintos y dice que las
fraccionesenlaserie (% % ¥% % % % %..)que estan aladerechade % no

le sirven. Asi que regresa a sextos, tira el sexto dardo 3 y atina al globo rojo.

Andrea tuvo un juego diffcil, con globos muy pegados entre si con fracciones
diferentes (cuartos, quintos y sextos). Visualmente es muy dificil identificar en qué
fracciones estan los globos que quedan juntos, por ello desperdicia dardos.

Israel.

Israel lanza sus primeros cuatro tiros en %, %, % y 2. S6lo hasta que la fraccion

¥2 se encima con %, se percata de que son equivalentes.
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L)

Nota: Los tiros 2 y 3 son las fracciones %, y ¥ respectivamente.

Israel.- Serian % para el azul cielo (tira y atina)
Mary Anna.- ¢cémo le hiciste?
Israel.- es que si aqui es X% (lo sefiala antes de %) % cae en el azul cielo. Ahora

para el verde % (tiray falla)

Israel hace una buena estimacién para el globo verde (%), sin embargo el globo

estd ¥, mas a la derecha de %, lo cual es muy dificil calcular visualmente.

Comentarios

El hecho de que aparecieran fracciones tan juntas hizo pensar que era
necesario un cambio para esta versién. Dado que los quintos no son multiplos de
ninguna de las demas fracciones con las que se trabaja, se decidié eliminarlos y
dejar los tercios y sextos para tener un mayor grado de complejidad que en la

primera y segunda version.

4.6 Tercer nivel, segunda version.
En esta nueva version la barra también representa dos enteros. En el mena de

numeros (2, 3, 4 y 6) para determinar el denominador, la serie de fracciones a
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presentar son impropias y menores de dos enteros. Se eliminaron los quintos por

la dificultad que causaban al tratar de ubicar algunas fracciones.

Aunque sabemos que los nifios en el primer nivel de la primera version del juego,
tuvieron problemas para ubicar los tercios en un entero, se decidié conservarlos
con sus mdltiplos en este nivel, porque la caracteristica principal de éste es tener
un grado de dificultad mayor que los demas.

A continuacion se enunciaran algunos aspectos positivos del trabajo de los nifios
con este nivel de dificultad.

1. - La mayoria de los nifios identifica fracciones equivalentes de un entero.
La mayoria de los nifios ubican el entero en la barra e incluso puede enunciar
algunas de las fracciones equivalentes que representan el entero. Para algunos el
punto de partida en el juego consiste en ubicar el entero, y de alli hacer los
calculos de las fracciones donde se encuentran los globos.
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Andrea.

Cuando aparecen los globos Andrea dice:” aqui mas o menos es la mitad (ubica la

mitad de la barra como un entero), entonces con el 2 (esta por tirar % )... jah!, pero

si lo tiro no le daria a ningan globo”.

En ocasiones anteriores, Andrea lanzaba dardos con ciertas fracciones, aunque
no hubiera ningln globo, para poder ubicarlas en la barra y de alli poder estimar el
sitio donde estaban los globos. En esta ocasion, hizo una buena estimacion y no

lanzé el dardo porque sabia que entonces lo perderia.

Posteriormente ubica el globo azul cielo en ¥ y dice: “Seria como por aqui %

(estima romper el globo azul cielo, tira el primer dardo y atina) ahora %} para éste
(calcula % para el globo naranja pero de inmediato corrige recordando que %

caeria en medio de la barra). Pero 3, para el azul marino (tira el segundo dardo en
% y cae en el globo verde)”.

Andrea olvidé donde se encontraba el primer entero e hizo una estimacion

incorrecta para el globo que queria romper.
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Andrés.

Después de tirar el cuarto dardo quiere romper el globo rojo y estima que con %

puede romperio. Lanza el quinto dardo en esa fraccién y falla. Se queda mirando
la barra y dice:

“No fue, entonces con sextos, aqui serian % (ubicando la fraccién correctamente

en el primer entero de la barra) entonces para acé serian 7 (tira el sexto dardo y
atina)”.

Andrés hace una buena estimacion para ubicar el entero con una fraccién distinta
a %z que es la que mas usan los alumnos. Ademas logra estimar bien la fraccién %

y rompe el globo rojo.
Decide mantener sus estimaciones con sextos , lanza el Gltimo dardo en '% para
romper el globo morado. Aunque su estimacion es bastante cercana, falla y el

globo no se rompe.

Como en los juegos de las versiones anteriores todos los globos se podian romper

con la fraccion mas pequefia, probablemente Andrés intenté hacer eso con los
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sextos. Sin embargo, en esta version esa estrategia no funciona, porque los
sextos y los cuartos no son miiltiplos.

2. No identifican fracciones equivalentes. Como se observé en las versiones
anteriores, también en ésta sucede que los nifios lanzan a veces dos dardos en el
mismo sitio y s6lo hasta que lo observan se dan cuenta de que la dos fracciones
son equivalentes.

Andrés.
Después de tirar el primer dardo (% ), Andrés hace una estimacién interesante
para usar los siguientes dardos con '% y % para reventar los globos a la derecha

del morado.

,A_AN_A_;AJ\_A._.ﬁu\.NJ\_AJJ

Andrés.- (...) Entonces para el otro, serian sextos, serian %, que creo que

equivale mas o menos a ¥ .

Al parecer, Andrés estd usando equivalencia de fracciones para estimar las
préximas fracciones en la barra y lo hace con la tnica referencia que tiene en la

barra, que es su primer tiro. Tal vez él calcula los equivalentes de § como %,y

1%/, obteniendo de este Ultimo ofro equivalente en % por lo que tal vez de alli viene
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la suposicion de que '% equivale mas o menos a ¥ . Pero para no errar prefiere

tirar el Gltimo sexto de la serie para el tltimo globo en la barra.

Andrés.- Entonces con '% creo que podria darle al globo rosa o al rojo (tira y
rompe el giobo rosa). Aqui son ¥, que es la mitad de los dos enteros (...). Veré si

puedo calcular para darle al globo amarillo con tercios (tira y atina) y jdi en el

blanco! Ahora me iré a sextos para pegarle con ¥, porque % equivale a % (tiray
atina). Ahora pegaré al rojo con... intentaré... a ver si no son equivalentes §, con

o7 (tira y atina).

3. - La mayoria de los nifios identifica las fracciones impropias en la parte
que les corresponde de la barra.

Luis.

Y Y
B 4 6

(3) (6) (9)
5)

En este caso, podemos observar que los cinco globos estan ubicados en la parte
del segundo entero de la barra. Todas las estimaciones que hizo Luis estuvieron
en el segundo entero, lo que muestra un buen entendimiento de dénde se ubican

las fracciones impropias. Sin embargo, no logra romper todos los globos. Mas

148



adelante se tratard de dar una explicacion de las posibles dificultades que tuvo al

resolver este juego.

Dificultades
De las dificultades que los nifios tuvieron en la primera version del juego, que se
tomaron para justificar las modificaciones para la segunda versién, se volvieron a

presentar aqui ademas de otras en esta nueva version:

1. - No identifican qué fraccion es mas chica.

Luis.

Nota: el 4 y 5 tiro son las fracciones %, y Y respectivamente.

Luis no sabe qué fraccion lanzar para romper el globo verde. Dice que puede
quizas estar en tercios o en sextos

Luis.- Pero aqui, ¢cual es el mas chiquito? (se refiere a que no sabe qué fraccion
elegir para romper el globo).

Mary Anna.- § mas chiquito?

Luis.- ¢los tercios? o ;son mas chicos los sextos? (hace la pregunta dando a

entender que los tercios deben ser mas chicos. Decide tirar las dos fracciones, ¥

y Y, para ver cual es mas chica).
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Mary Anna.- En ningin globo cayeron los dardos, pero después de tus tiros,
¢ puedes saber qué dardo es para el verde?

Luis.- en Va.

Como Luis no logra identificar qué fraccion es menor en la recta entonces prefiere

probar.

2.- Algunos nifios hacen malas estimaciones.

Andrea.

Andrea estima ' para el globo azul cielo.

Lanza el primer dardo en % y lo rompe. Después dice que quiere romper el globo
azul marino. Observa la pantalla y dice que con 3 se rompe. Lanza el segundo
dardo y rompe el globo verde.

No parece sorprendida de no haber roto el globo que queria, porque finalmente,
rompié un globo.

Decide cambiar de denominador porque los medios “ya no le sirven”. Dice: “Ahora

voy con tercios; jah! ya entendi, los "grandes” caen para ac4”. Se refiere a que si

los numeradores son mas grandes que el denominador, las fracciones caen del
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lado derecho de la barra. Es decir, sin usar la palabra, identifica que se trata de
fracciones impropias.

Estima que con % puede romper el globo naranja. Lanza el tercer dardo y falla.
Comenta que el globo rosa se puede romper con % o con % . Antes de que se le

cuestione dénde caeran los dardos, lanza el cuarto dardo en % y el quinto en 4.

Como se ve, las dos estimaciones son lejanas de donde esta el globo rosa. No
parece claro que Andrea haya reflexionado acerca del lugar donde caerian los
dardos. En juegos anteriores lanzaba algunos dardos al azar sélo para ver donde
calan. Probablemente en este momento del juego hizo lo mismo.

Al final sélo le quedan dos dardos a Andrea. Esta vez observa la barra y trata de
estimar antes de lanzar el sexto dardo. Dice lo siguiente:
“Y4 caeria como por aqui (lo calcula antes del entero, mas o menos donde se

ubicaria realmente), ¥ caeria como por el azul, ¢no?.”

Lanza el sexto dardo y falla. No obstante, se puede decir que esta vez si hizo una
estimacion cercana al lugar donde estaba el globo que queria romper. Para el
Gltimo dardo tira 1a fraccién ¢ y cuando ve que cae en el mismo sitio que ¥ se ve

decepcionada y dice que eran iguales.

3. - Los nifios siguen con la hipotesis de que una fraccién es menor o mayor
a otra sl su numerador es menor o mayor que la anterior.
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Israel.

Los primeros cuatro tiros de Israel son %, % y 4.

Para el cuarto dardo, Israel decide romper el globo azul cielo y Ianza el dardo %
tomando como base el que esta en } .

Enseguida decide romper el globo amarillo y estima que el globo estara en ¥,
porque esta al lado derecho del globo que estd en % y tanto el numerador como
el denominador son mas grandes. Lanza el dardo y falla.

Después toma en cuenta los dardos lanzados y logra estimar que el globo amarillo
se encuentra en la fraccion ¥ .

Comentarios

A pesar de que se ha tratado de bajar el grado de dificultad en este nivel,
omitiendo los quintos y usando solamente los denominadores 2 y 3 y sus maltiplos
4y 6, el desempefio de los nifios no fue muy exitoso, pues trataban de estimar los
globos en las fracciones ya trabajadas en el anterior nivel (medios y cuartos) y al
estimar la ubicacion de las fracciones en tercios y sextos volvian a cometer el error
de establecer relaciones de orden entre fracciones de numeradores iguales, solo
copiando la relacién de orden que mantienen los denominadores como nimeros

naturales.
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Desempeiio y procedimientos de solucién.

A partir de experimentar el juego en los tres niveles, se pudieron observar varias
estrategias por parte de los nifios para ubicar las fracciones en donde se
encontraban los globos. Veamos algunas

1. Dividen con sus dedos la barra en tantas partes como indique el
denominador que eligen.

2. Tiran las dos primeras fracciones de las series con igual denominador para
tomar la medida de la distancia entre ellas y con la misma distancia ubicar

en la barra las siguientes.

3. Van estimando fraccion por fraccién para descartar, segun ellos, la que no
les sirve.
Cuentan los holanes de las cortinas.

5. Usan como salvavidas la fraccion % para ubicar fracciones a la derecha
sumando el numerador y denominador para obtener 4% y % ; aunque no es

una estrategia correcta matematicamente, a veces les funcionaba.

6. Para resolver la segunda version del primer nivel hacen uso exclusivo de
los octavos para ubicar los cincos globos en la barra pues el 8 es com(n
multiplo de 2 y 4.

Comentarios finales
Como se comenté al inicio, el juego original era muy dificil para los alumnos. Esta
experimentacion permitié hacerlo mas accesible y al mismo tiempo poner en juego
conocimientos sobre las fracciones para que los alumnos puedan comprender
algunas propiedades de éstas, como son el orden, la equivalencia y las fracciones

impropias.
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Los resultados que se obtienen muestran que los nifios tienen dificultades
importantes con la ubicacion de fracciones en una recta, ademas de ordenarlas.
Tal situacion se habia anticipado en el primer y tercer capitulo, pues se menciona
que esta actividad es un reto para los nifios ya que durante el aprendizaje de las
matematicas se enfrentan primero al conjunto de los niumeros naturales y sus
propiedades; ademas el contexto en el que se ordenan las fracciones y se ubican
en la recta es el menos trabajado en los materiales que se analizaron en el

capitulo tres.

Sin embargo, después de jugar varias veces, los nifios fueron construyendo
estrategias que les permitieron utilizar estas propiedades de las fracciones. Las
estimaciones para ubicar la posicion de un globo fueron mejorando.
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CONCLUSIONES

El tema de las fracciones es uno de los retos mas importantes que se plantea
en el proceso ensefianza-aprendizaje de las matematicas, frente a este reto es
necesario disefar situaciones en donde las fracciones, sus relaciones y sus
operaciones cobren sentido como herramientas que sean utiles para resolver
problemas.

Consideramos que en la actividad “A romper globos” se ponen en juego
conocimientos sobre las fracciones para que los alumnos puedan comprender
algunas caracteristicas de éstas, como son el orden, la equivalencia, su
clasificacion en propias e impropias y operaciones de suma y resta.

De acuerdo con las interpretaciones y caracteristicas de los nameros
racionales mencionadas en el primer capitulo, al jugar los nifios demostraron estar
familiarizados con el lenguaje matematico que envuelve a los nimeros racionales
pues identificaron codmo se representa simbdlicamente un medio, un tercio, dos
cuartos, cinco tercios, etc.

En el juego los nifios demostraron no tener habilidad para ordenar los nimeros
racionales, pues al jugar trataban de ubicar las fracciones ordenando primero las

que tienen igual denominador.

Una de las caracteristicas de los nimeros racionales que se pone en practica
en el juego es construir isomorfismos de niumeros racionales en puntos de la recta
al asignar un valor a cada punto racional en la recta. Esto lo harian correctamente

los nifios si conocieran la relacién de orden entre los nimeros racionales.

Otra de las caracteristicas de los nimeros racionales que los nifios trabajaron
en el juego es conjunto denso, es decir, los nifios sabian que entre dos nimeros
racionales existe otro numero racional, pero tuvieron dificultades para encontrarlo

porque no sabian las relaciones de orden.
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Algunos nifios trataron de resolver el juego de los globos caiculando la
magnitud de la barra de acuerdo con el nimero de holanes que tenia la cortina del
puesto de la feria, al cual dividian entre el denominador que escogian para ubicar
un globo. Aunque se podria decir que ponian en practica los racionales como
cocientes, que es otra definicion de los nameros racionales, no es la mejor forma
de resolver el juego pues al dividir el entero entre el denominador se reduce a usar

numeros naturales.

En el juego los nifios s6lo sumaron y restaron fracciones con el mismo
denominador, pues al tener ubicados Y. y Y2 en la barra, si un globo estaba en %,
el nifio no sumaba Y4 + Y2 para ubicar %, el nifio hacia sumas sucesivas de ¥ para
llegar a %. Para la resta se presentd el caso de tener ubicado ¥ en la barra y otro

globo a la misma distancia de % del extremo derecho de la barra. Los nifios

identificaban que el globo estaba en % ,pues % — % = %.

Es dificil evaluar los conocimientos que los nifios tienen sobre fracciones, pero
como ya mencionamos, en la actividad “A romper globos” se ponen en juego
conocimientos sobre las fracciones para que el nifio pueda comprender las
propiedades de éstas. Después de jugar varias veces, los nifios fueron
construyendo estrategias que les permitieron utilizar dichas propiedades. Las
estimaciones para ubicar la posicion de un globo fueron mejorando.

Ademas, no olvidemos que a pesar de ser incluido a partir de cuarto grado en el
programa de estudio la representacion de las fracciones sobre la recta y el orden
entre ellas, es el menos trabajado.

El error mas comin encontrado en esta experimentacion fue que los nifios
hacian una estimacion incorrecta por tratar de ver a las fracciones como numeros
naturales, por ejemplo, estimaban que ¥ era mayor que Y%, porque en la primera

fraccion los nimeros son mas grandes que en la segunda.
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El juego, sin embargo, permiti6 poco a poco ir reflexionando sobre estos
aspectos. Recordemos que el papel del maestro es un elemento fundamental para

que los alumnos se vayan apropiando de los conocimientos.

Una tarea interesante es pedir al alumno que anticipe donde caeran los dardos
antes de lanzarlos y después reflexionar sobre los dardos que ya estan ubicados,
justamente para empezar a darse cuenta de que los nimeros racionales no tienen

las mismas propiedades que los nimeros naturales.

Por otro lado, dado que las fracciones constituyen uno de los contenidos que
resultan mas dificiles para los nifios y también para los maestros, consideramos
que esta actividad aporta elementos para que los alumnos puedan trabajar
algunos aspectos de éstas: la ubicacion de fracciones en la recta, las fracciones
equivalentes (en tanto se pueden usar distintas fracciones para romper un mismo
globo), y el orden de las fracciones (a partir de observar las notaciones que
aparecen en la pantalla después de romper cada globo).

Con esta actividad en forma de juego tratamos de aportar elementos para
cambiar la perspectiva que tienen los nifios de las matematicas, para mostrar una
actividad que ademas permite hacer uso de los conocimientos que se tienen y de

confrontar algunas creencias erréneas que se manejan.

Creemos que si logramos que los nifios se interesen por jugar varias veces y
asumir el reto de romper todos los globos, como de hecho lo hicieron todos los
nifios entrevistados, estamos ganando terreno en crear cierta afinidad con las

matematicas.

Habra que tratar de disefiar actividades similares para otros contenidos, de
manera que éstas, ademas de ser ludicas, proporcionen informacién visual a los
nifios sobre los resultados de sus decisiones, que los hagan reflexionar (de
manera informal) sobre el contenido (en este caso las fracciones en la recta) para

generar nuevas estrategias que resulten ganadoras.
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También podemos mencionar que las investigaciones realizadas en este
trabajo, asf como la aceptacién del mismo en el XXXIIl Congreso Nacional de
Matematicas y en el XX Simposio Internacional de Computacién en la Educacion,
sefialan que este tipo de situaciones didacticas puede ser una herramienta
poderosa para la ensefianza de las matematicas.
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APENDICE

Se pretende que el presente apéndice funcione como un puente entre los lectores
interesados en conocer mas del conjunto de los nimeros racionales y la
bibliografia utilizada para el estudio de los mismos.

1. LOS NUMEROS NATURALES.
La necesidad de contar condujo a la primera nocién de nimero: el nimero natural.

El conjunto de los niimeros naturales se representa con la letra N, el cual contiene

los numeros 1,2,3,..., n; las propiedades de este conjunto son deducibles de “los
axiomas de Peano”', esto demostrado por el matematico Italiano Peano (1858-

1932) los cuales son:

El conjunto N de los numeros naturales es tal que:

i) 1 pertenece a N.

if) Para cada n pertenece a N existe un unico (n)* que pertenece a N,
llamado el siguiente de N

iii) Para cada n que pertenece a N se tiene que (n)* es diferente a 1.

iv) Sim, n pertenecen a N y (m)* = (n)*, entonces m=n

v) Todo subconjunto A de N que tenga las propiedades:

a) 1 pertenece a A.
b) n pertenece a A implica que (n)* pertenece a A

es el mismo conjunto N.”

Partiendo de esta base axiomatica veremos las propiedades de los nimeros

naturales en forma de teoremas, as!i como caracterizar a N como un semianillo

conmutativo unitario bien ordenado.

! Axiomas de Peano. Bibliografia nimero 25. Pag. 10
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1.1 LAADICION EN N

En los nimeros naturales se define la adicién (+) como una aplicacién de NXN en
N, que verifica dos propiedades?:

Al.nt1=(n)*VvneN

A2 n+(my*=(ntmy* Vv n,me N

Tales propiedades permiten la _suma de dos numeros naturales cualesquiera

obteniéndose como resultado un nimero natural Unico.

Sea A= {m eN |m +neN y n+m unico,neN, n fijo}, fijado n esta perfectamente

definida su suma con cualquier nimero natural; haciendo variar n tenemos

perfectamente definida la suma de dos nimeros naturales cualesquiera.

1e A, pues n+1= (n)* € N y es Unico por ser ()* la aplicacion del axioma ii de

Peano y A1.

Sea me A, n+(m)*=(n+m)* (condicién A2 de la suma) como meA tenemos que

n+me N por definicién de A, como n+meN entonces (n+m)* € N y es Unico (por

axioma ii y iv de Peano), por tanto (m)* € A, en consecuencia, por el inciso (v),

A=N.

Construimos un conjunto A a partir de un n arbitrario que pertenece a los nimeros

naturales como el conjunto de todo me N tal que la suma es cerrada (n+meN)y
Unica. Llegamos a que A =N esto implica que la suma es cerrada y Gnica sobre

todos los naturales. Entonces N 3 y es (nico.

% La adicion en N. Bibliografia nimero 25. Pag. 11
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A continuacién probaremos las propiedades? de la adicion.

Teorema 1: “(a +b)+c=a +(b+c) V a,b,ce N, es decir, la adicién es asociativa”.
Por induccion. Sea A={ne N/ (a +b) +n=a +(b+n), a ,be N, a b fijos}

1€A, pues (a+b)+1=(a+b)* (condicion A1)= a+(b)* (condicion A2) =q+(b+1)
(condicién A1), por tanto 1€ A.

Sea ne A, tenemos que (a +b)+n=a +(b+n); (a +b)+(n)*=[( a +b)+n]*

(Condicion A2)=[ a +(b+n)]* (por ser ne A)= a+(b+n)* (condicion A2)= a +(b+(n)*)

(condicidon A2)=>(n)*e A, por tanto A=N. Como & y b son nimeros naturales

cualesquiera queda probado el teorema.

Lema: “El 1 conmuta para la adicién, con cualquier nimero natural, es decir,
n+1=1+n para todo ne N".

Sea A={neN / n+1=1+4n}. 1A pues 1+1=1+1. Sea neA, veamos que (n)*eA;
1+(n)*=(1+n)* (por condicién A2)=(n+1)* (por ser ne A)=((n)*)* (por condicion A1)

=(n)*+1 (por condicién A1), por tanto (n)* e A, luego por axioma (v), A=N.

Teorema 2: “a +b=b+a para todo a,be N, es decir, la adicién es conmutativa”.
Fijemos a eN y sea A={me N/ a +m=m+a}. Procedemos por induccién:

1€A, pues a+1=1+4 para todo a e N, (segin hemos probado en el lema).

Sea me A, a+(m)*=(a+m)* (condicién A2)=(m+a)* (por ser me A)

=m+(a)* (condicion A2)=m+(a +1)(condicion A1)=m+(1+a) (en virtud del lema)
=(m+1)+ a (propiedad asociativa)=(m)*+ a (condicidn A1), por tanto (m)*eA, en
consecuencia, por axioma (v), es A=N. Como a es un nimero natural cualquiera

queda demostrado el teorema.

® Propiedades de la adicion. Bibliografia nimero 25. Pag. 12-13
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Teorema 3: “m+n=n para todo m,ne N, es decir, no hay elemento neutro para la
adicion”.

Sea meN, n fijo; sea A={meN / m+tn=m}. 1A, pues 1+n=n+1 (propiedad
conmutativa)=(n)* (condicion A1) # 1 (pues inciso (iii)).

Sea meA, es decir, m+n= m; (m)*+n=n+(m)* (propiedad conmutativa)
=(n+m)*(condicién A2)=(m+n)* (propiedad conmutativa); como meA es m+n=m,
por tanto (m)*+n=(m+n)*=(m)* (por ser ()* una aplicacién inyectiva), por tanto

(m)*eA, en consecuencia A=N.

Teorema 4: “m+p=n+p=m=n para todo m,n,p € N, es decir, se verifica la ley de
simplificaciéon para la adicién”.

Tomemos m,neN, my n fijos. Sea A={pe N / m+p=n+p=m=n}.

1€ A pues si m+1=n+1, entonces (m)*=(n)*(condicién A1)= m=n (axioma (i)} por
tanto, 1€ A.

Sea peA, es decir, m+p=n+p=m=n.

Sea m+(p)*=n+(p)* = (m+n)*=(n+p)*(condicion A2)

= m+p=n+p(condicién i/) = m=n (por ser peA), en consecuencia (p)*cA, por

tanto, A=N.

Teorema 5: “m+n= 1 para todo m,ne N, es decir, el 1 no se puede descomponer
como suma de dos ndmeros naturales”.

Sea meN, mfijo A={ne N / m+n=1}.

1eA, pues m+1=(m)*(condicién A1) = 1(inciso (iii))

Sea ne A; m+(n)*=(m+n)*(condicién A2) = 1 (inciso (iii)) = (n)* < A, por tanto, A=N.
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1.2 EL PRODUCTO EN N.
Se define el producto® (o) en N como una aplicacién de N X N en N, que verifica:
P1 ne1=nv ne N.

P2 ne(m)y=nom+n ¥ n,me N.

Tales condiciones permiten multiplicar dos numeros naturales cualesquiera,
obteniéndose como resultado un niimero natural Gnico.

Ya que sitomamos m e N, mfijo; y sea A={neN |moneN y mon inico},

1e N, pues mo1=m (condicién P1); m € N y es unico.

Sean € A, es decir, mon e N y mon es un numero natural Unico
mo(n)*=mon+n (condicién P2), como neA, men e Ny es Unico, como la adicién
es una operacién mon+n € N y es Unico, por tanto, mo(n)* € N y es (nico, por

tanto (n)* € A; porinciso (v) es A=N.

Como m es un nimero natural cualquiera, tenemos que siempre se pueden
multiplicar dos nimeros naturales dados, obteniéndose como resultado un dnico

numero natural.

A continuacion probaremos las propiedades® del producto.

Teorema 6: “a o (b+c)= a ob+a oc para todo a,b,ceN, es decir, la multiplicacion
es distributiva por la izquierda respecto a fa adicién”.

Sean a,beN, a,bfijos. Sea A={neN/ ao(b+n)= aebta on}.

* Producto en N. Bibliografia nimero 25. Pag. 14.
® Propiedades del producto en N. Idem Pag. 15-16
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t1eA, pues a o(b+1)= a o (b)* (condicion A1)= a o b+a (condicion P2)

=a ob+a o1 (condicién P1) = 1€ A.

Sea neA, es decir, a o(b+n)=a o b+a on, veamos que (n)*eA.

a o(b+(n)*)=a o (b+n)* (condicion A2) =a o (b+n)+ a (condicién P2)

=(a ob+a on)+ a (por serne A)= a ob+(a on+a)(por ser la adicién asociativa)

=a ob+a o (n)* (condicidn P2) = (n)* €A, por tanto, A=N.

Teorema 7: “(a +b) occ=a o c+boc para todo a,b,ce N, es decir, Ja multiplicacion es
distributiva por la derecha respecto a la adicidon”.

Sean a.b eN, a,b fijos. Sea A={ne N/(a+b) cn=q on+bon}.

1€ A, pues (a+b)o 1=a +b (condicién P1)= a - 1+bo 1(condicién P1)=> 1 A.

Sea neA, es decir, (a+b)on=a on+bon, veamos que (n)*cA.

(a+b)e(n)*= (a +b)e n+(a +b)(condicidn P2)= (a cn+bon)+(a +b)

(por ser ne A)= (a ont+bon)*+(b+a) (por la propiedad conmutativa de la adicion)
=g on+fbon+(b+a)](por la asociativa de la adicién)=a on+[(bon+b)+ a] (por la
propiedad asociativa de la adicion)= a o n+(be (n)*+a) (por la condicién P2)

=a on+(a +bo (n)*)(por la propiedad conmutativa de la adicién) =(a on+a)+b<(n)*
(por la asociativa de la adicion)= a o (n)*+bo(n}* (condicién P2) = (n)*eA, por

tanto, A=N.

Teorema 8: “(aeb)ec=ao(boc) para todo a,b,ceN, es decir, el producto es
asociativo”.

Sean a.,beN, a,b fijos. Sea A={neN/(a °b)en=a -(bon)}.

1A, pues (a ob)o 1=a o b (condicién P1)= a o (bo 1)(condicién P1)=>1cA.

Sea neA, es decir, (a ob)on=a(bon), veamos que (n)*c A.

(a ob}o(n)*=( a ob)on+(a ob)(condicién P2)= a o (bon)+ a - b(por ser neA)

=g o (bon+b)(por el tearema 6)= a - (bon*) (condicién P2)

= (n)*e A, por tanto, A=N.
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Lema: “El 1 conmuta para el producto con cualquier nimero natural, es decir,
meo1=1em para todo meN",

Sea A={meN/mo1=1om}. 1A, pues 101=101,

Sea me A, veamos que (m)*eA

(m)*o1=(m)* (condicién P1)=(me 1)*(condicion P1)=(1om)* (por ser me A)=1om+1
(condicion A1)=1.m+101(condicién P1)=10(m+1)(propiedad distributiva)=1.(m)*

(condicién A1), por tanto (m)*e A, en consecuencia A=N.

Teorema 9: “a o b=bo a para todo a,beN, es decir, el producto es conmutativo™
Sea aeN, a fijo. Sea A={neN / aon=no-a}. 1A, pues por el lema 1ca=ao1

para todo aeN. Sea neA, ac(n)*=acn+a (condicion P2)=noa+a (por ser
neA)= nea+ao1 (condicion P1)=noa+ioa (por el lema)=(n+1)oa (por la

propiedad distributiva) =((n)*)» a (condicion A1)(n)*e A, por tanto, A=N.

Teorema 10: "Si mon=n—>m=1; es decir, el Ginico elemento que al multiplicarlo por
otro lo reproduce es el 1".

Sea A={neN / mon=n=m=1}. 1A, pues mo 1=1 y mo 1=m (condiciéon P1), por
tanto, m=1. Sea ne A, es decir, mon=n = m=1.

Sea mo(n)*=(n)*= mon+m=n+1 (condicién P2 y A1), como ncA es mon=n=>

n+m=n+1 y aplicando la ley de simplificacién de la adicién es m=1, por tanto

(n)*e A, en consecuencia A=N.

Teorema 11: "Si mon=1, entonces m=n=1; es decir, la Gnica forma de
descomponer el 1 como producto de dos nimeros naturales, es que estos dos
factores coincidan con el 1.

Sean m,neN, mon=1, sea n= 1=>existe n’e N, (n")*=n=mo (n")*=1= mon"+m=1
(condicién P2) lo que contradice el enunciado del teorema 5, por tanto, n=1 y en
consecuencia me 1=1, por tanto, m=1 (condicién P1).
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Consecuencia: "el producto de dos nimeros naturales distintos de 1 es un nimero
natural distinto de 1”.

Sim=1,n%1=> mon=1, pues si mon=1, tenemos por el teorema m=n=1.

SEMIGRUPO

Ahora mencionaremos la definicién de semigrupo®: Diremos que el par
ordenado (A,*) es un semigrupo, o bien que A es una estructura de
semigrupo respecto de *, si y solo si A es un conjunto y * es una operacion
interna asociativa en A.

Diremos que un semigrupo (A,*) es unitario si y sélo si * posee la propiedad
de existencia de elemento neutro en A.

Diremos que un semigrupo (A,*) es conmutativo o abeliano sf y sélo si * es
conmutativo en A.

De las anteriores definiciones resulta inmediatamente:
a) (N,+) es un semigrupo y conmutativo, en el que cada numero natural es
regular.
b) (N,o) es un semigrupo unitario y conmutativo, en el que cada numero

natural distinto de cero es regular.

En este apartado hemos estructurado (N, +) como un semigrupo abeliano, sin

elemento neutro, con ley de simplificacién.

SEMIANILLO
Ahora definiremos semianillo’: Diremos que una terna ordenada (A,* ) es
un semianillo, o bien que A posee una estructura de semianillo respecto de

y e (en este orden), siy sélo si:

a) (A, *) es un semigrupo unitario y conmutativo.

® Semigrupo. Bibliografia nimero 28. Pag. 304
7 Semianillo. Idem, pag. 310.
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b) (A, e) es un semigrupo.

¢) e os distributiva respecto de * en A.

Diremos que un semianillo (A,*,s) es unitario (respectivamente
conmutativo) sl y sblo si e posee la propiedad de existencia de

elemento neutro en A (respectivamente,  es conmutativa en A).

De las anteriores definiciones resulta, inmediatamente, que (N,+,0) es un
semianillo y conmutativo; en cambio (N, ,+) no es un semianillo, ya que la suma

no es distributiva respecto del producto en N.

1.3 EL ORDEN EN N.

En este apartado definiremos una relacién de orden en N8 que es un buen orden,

en consecuencia total, compatible con las operaciones, lo que nos va a permitir

ordenar a los nimeros naturales uno a continuacion de otro, empezando por el 1.

Teorema 12: “Dados m,neN, se verifica una y solo una de las siguientes
propiedades:
a)m=n

b)3 pe Ntal que n=m+p

¢)3 qe Ntal que m=n+q”".

En primer lugar veremos que si se cumple una condicién no se cumplen las otras.
1. Si se cumple (a), es imposible, en virtud del teorema 3, que se cumplan las
otras dos (no hay elemento neutro para la adicién).
2. Si se cumple (b), tenemos que existe peN tal que n=m+p, por lo que se

cumple (a) si y solo si n=n+p lo que es imposible por el teorema 3.

® Orden en N. Bibliografia nimero 25. Pag. 17-18.
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No se cumple (c) ya que existifa geN tal que m=n+q, con lo que

n=(n+q)+p=n+(q+p), y como g+pe N es imposible en virtud del teorema 3.
3. Si se cumple la condicién ¢ la discusién es analoga a la anterior. Por lo

tanto son excluyentes.

Nos falta ver que si m,ne N, siempre se cumple una de las tres propiedades (a),
(b), (c).

Sea me N, m fijo, sea A={ne N / my n satisfacen (a) o (b) o (c)}.

Procederemos por induccion.

1cA

Si m=1 se verifica (m=n=1) la condicién (a).

Si m=1, entonces meimg(()*) (m es imagen de otro nimero natural) por tanto,
existe meN tal que m=(m’yY=m=m'+1 (condicion A1)=1+m" (propiedad
conmutativa de la adicion), con lo que se cumple (c) sin mas que tomar qg=m’.

Hemos probado que 1€ A.

Sea ne A, veamos que (n)*eA.
Pueden presentarse tres casos.
1. neAy verifica la condicién (a).
2. neAYy verifica la condicién (b).
3. neA y verifica la condicion (c).

Caso 1:

ne A m=n=>(m)*=(n)*= (n)*=m+1 (condicién A1) luego (n)* y m cumplen la
condicién (b) con p=1=> (n)*eA.

Caso 2:

neA vy verifica que existe pe N tal que n=m+p=> n*=(m+p)*(por ser ()* una
aplicacién)= m+(p)*(condicién A2), por tanto (n)* y m cumplen la condicion
(b) tomando (p)* en el lugar de p, en consecuencia (n)*c A.
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Caso 3:

ne Ay verifica que existe ge N tal que:

m=n+q=>(m)*=(n+q)*=(q+n)*=q+(n)*, luego m+1=q+(n)".

Pueden presentarse dos casos: g=1yqg=1.

Si g=1, es m+1=1+(n)* = m+1=(n)*+1 = m=(n)* (ley de simplificacién de la
adicion), por tanto (n)* y m cumplen la condicion (a), luego (n)* € A.

Si g=1 =>qeimg(()*) (q es imagen de otro nimero natural), por tanto (en
virtud del teorema 2) existe g*e N tal que (g*)*=q, como m=n+q, por verificar
(c). tenemos m=n+(q’)*=(n+q’)*=(q’+n)*=q +(n)*=(n)*+q", luego m y (n)*
verifican la condicién (c), por tanto (n)*eA. Como 1€A y dado neA

entonces (n)*< A, entonces A=N. Aplicando el axioma (v) es A=N.

Partimos del conjunto que lo cumple A y llegamos a que A=N entonces N lo

cumple.

DEFINICION DE ESTRICTO ORDEN®.

Dados dos numeros naturales m y n, diremos que m es menor que n y
escribiremos m<n<> existe peN tal que n=m+p,es decir, n se puede

descomponer en dos sumando uno de los cuales es m. Analogamente si m>n siy
s6lo si m=n+p.

Teorema 13: “si m<n y n<p = existe g1& N tal que n=m+q, (transitividad de orden
estricto)”.

Si m<n= existe q1e N tal que n=m+q,.

Si n<p = existe gze N tal que p=n+q..

Si sustituimos el valor de n de la primera igualdad en la segunda tenemos

® Estricto orden. Bibliografia 25. Pag. 28.
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p=(m+q:)+q=m+(q:+qz), como q:+q:=qeN, p=m+q, por tanto, m<p.

Analogamente si m>ny n>p tal que m>p.

1.4 LA DIFERENCIA EN N10,

Definicién: “si m,ne N y m<n, entonces existe pe N tal que n=m+p, al nimero

natural p le llamaremos diferencia entre n y m lo representaremos como n-m, a n
fe llamaremos minuendo y a m sustraendo”.

Consecuencial: “si m<n; n-m es (nico”.

si n-m =p y n-m=p’, por definiciéon es n=m+p=m+p "y por la ley de simplificacion de
la adicion es p=p’.

Consecuencia2: “si mn € N y m=n, siempre existe una y solo una de las dos

diferencias m-ny n-m".

Ya que siempre se verifica solo una de las tres siguientes relaciones m=n, m<n o

n<m, y en nuestro caso es m=n.

Con lo_anterior se verifica que el resultado de restar dos nimeros naturales no

siempre es un _numero _natural, por que si m<n entonces no existe m-n en los

naturales.

Propiedades de la diferencia en N'*:

Teorema 14: “(m+p)-(n+p)=m-n (suponemos m>n). es decir, si al minuendo y al
sustraendo de una diferencia se le suma un mismo nimero natural la diferencia
permanece igual”.

m-n=h=>m=n+h= m+p=(n+h)+p=n+(h+p)=n+(p+h)=(n+p)+h

= (m+p)-(n+p)=h=m-n

' Diferencia en N. Bibliografia 25. Pag. 22.
" Propiedades de la diferencia. Idem, pag. 22-23
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Teorema 15: n<m= (m+p)-n=(m-n)+p ¥ peN. Es decir, si al minuendo de una

diferencia se le afiade un nimero natural la diferencia aumenta en ese mismo
numero”

m-n=h= m=n+h= m+p=(n+h)+p =n+(h+p) = (m+p)-n=h+p=(m-n)+p

Teorema 16:- “si n<m y n+p<m =>m-(n+p)=(m—n)-p"
sea m=n+h y m=(n+p)+q=n+(p+q) luego por sustitucion es
m=n+h=n+p+q=> (por simplificacion) es h=p+q= h-p=q= (m-n)-p=m-(n+p).

1.5 LADIVISION EN N'2,

Definicién:"dados m,n eN si existe geN tal que m=noq decimos que m es

mdltiplo de n, que n es divisor de m y que q es el cociente exacto de la divisién de
myy n. Escribiremos g=m/n".

Consecuencial: “el cociente entre dos nimeros naturales en caso de existir es
unico”.
En efecto sean g1,q2¢ N tales que m=noqs y m=n°q;= n°qs=n°q,, aplicando la

ley de simplificacion gs1=qa.

Consecuencia 2. “Si q es el cociente exacto de m por n, entonces qop es el

cociente exacto de mop por n, para todo pe N”
Si g=m/n=m=noq =mop=(n°q) °p=n°(q°p)=(q°p) °n =q°op=mop/n

La divisién de dos nimeros naturales no siempre es un numero natural ya gue en
—_si m no es divisible entre n entonces el cociente exacto no existe en los
n

naturales.

"2 La divisién en N. Bibliografia nimero 25. Pag. 23.
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Propiedades de la division':

Consecuencia 3. “si g es el cociente exacto de dividir m entre n, también lo es de

dividir mop entre nop, para cualquier pe N”.

Si g=m/n = m=noq = m°b= (neg)ep= no(qop)= no(poq)= (nop)oq

= mop/nop=q

Dado lo anterior se puede verificar también la amplificacién y simplificacion de

fracciones.

Definicion: “Dado ne N representaremos como k al conjunto de los muitiplos de n,

es decir, k={pn /pe N}".

Teorema 17: “Dado neN, la aplicacion £ N—k definida por f(p)=pon es una

biyeccidén que conserva el orden”.

Es claro que la aplicacion pues dados p y n el producto pon es un nimero natural
unico.

Es inyectiva pues si f(p)=f(q)= ncop=noq = p=q (por simplificacién)

Es suprayectiva pues si a ek = Ipe Ntalque a=nop = f(p)= a.

Conserva el orden, pues si p<q y f(p)=p°n f(q)=g°n, por monotonia del orden
que p<q=>pon<q°n = f(p)<f(q)

Teorema 18: “k no esta acotado superiormente”.

Sea a eN cota superior de k=>pon< a vV peN. Como a <a ©n, por transitiva es

pon< aon VpeN, por tanto es p<a ya que si a<p= a °n<pon, absurdo, por

 Propiedades de la division. Bibliografia numero 25. Pag. 24-25.
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tanto es p<a V peN y en consecuencia N estaria acotado superiormente,

absurdo.

Teorema 19.- “V m,ne N existe pe N tal que pon>m".
En efecto basta tomar p=(m)* pues no(m)*= nom+n2m+n 2m+1 (pues 1<nV

ne N)>m, luego no(m)*>my p=(m)* cumple el teorema.

Teorema 20: “Ym,neN, megk y m>n, existen q,reN, g y r nimero tales que

m=gon+ry 1<r<n. A q le llamamos cociente de la division enteray a rresto. Amy
n se les llama dividendo y divisor (existencia de la division entera)”.

Sea P={pe N/ m<pon} P#Q@ pues por el teorema 19, existe pe N que verifica

m<pon. Como el orden en N es un buen orden existe minP y este es Gnico, es

decir, existe g=minP, es decir, q<p V peN, qeP y q#1, pues si g=1es m<n

contra la hipotesis m>n; al ser g#1 existe g"e N tal que (q°)*=q luego (¢")*=q<p.
Al ser g=minP es m<qon ademas, q"°n<m<qon pues si g on=m entonces mek
contra la hipétesis, si g’on>m es q'eN y q’<q contra la hipotesis de que g es
minimo, por tanto g’on<m<gon, como q on<m=existe reN tal que g"on+r=m, r

tnico (por definicion de diferencia), “r<n” pues si r2n es q on+r2q’on+n=
(g"+1)on=(q’)*on, como m= q'°on+r es m>qon, contra la hipétesis m<gon.

Consecuencia: “si multiplicamos el dividendo y el divisor de una divisién entera por
un mismo namero el cociente no varia pero el resto queda multiplicado por dicho
numero”.

Sean q y r el resto de dividir m por n, tenemos m= qon+r 1<r<n, sea peN

= mop=(qon+r) op=(q°on) op+rop=qe(nop)+rop, como r<n = rop<nop luego q
es el cociente y rop el resto de dividir mep por nop.
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2. LOS NUMEROS ENTEROS

En el conjunto N, es posible definir, sin ninguna restricciébn la suma. Cuando

definimos la resta, es necesario imponer la condicién de que el minuendo sea

mayor que el sustraendo, de tal manera la sustraccién en N no es una operacion

cerrada.

Es entonces cuando aparece el conjunto de los numeros enteros al cual
designaremos la letra Z'4. Tal conjunto se define como sigue Z={N +{-N}+0}.

Z hereda de los numeros naturales las mismas propiedades para la suma y la

multiplicacion que satisfacen las siguientes propiedades, excepto la propiedad 3 y
4,

Propiedad 1. La suma de numeros enteros es conmutativa, es decir, si a,beZ,
entonces a +b=b+a

Propiedad 2. La suma de nuameros enteros es asociativa, es decir, si a,b,ceZ,
entonces (a +b)+c=a +(b+c)

Propiedad 3. Existe en Z un elemento neutro para la suma, el 0. Es decir, si ¢ €Z,
a+0=0+a=a

Propiedad 4. Para cada a en Z existe en Z un inverso aditivo que se denota por —
a.Estoes a+(-a)=(-a)+a=0

Propiedad 5.- E!l producto de nimeros enteros es conmutativo, es decir, si ¢ ,beZ,
entonces ab =ba

Propiedad 6. El producto en Z es asociativo, es decir, si a,b,ceZ entonces
(ab)c=a(bc).

Propiedad 7. Existe en Z un elemento neutro para la multiplicacién, el 1. Es decir,

si aeZ al=1a=a

' Los nimeros enteros y sus propiedades. Bibliograffa nimero 5. Pag. 163-164
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Propiedad 8. En Z el producto distribuye a la suma, es decir, si, a,b,ceZ,
entonces
a (b+c)= ab+ac

(a+b)c=act+bc

ANILLOS

En matematicas aparecen con mucha frecuencia conjuntos en los cuales se tienen
dos operaciones que tienen las propiedades 1,2,...,8 que acabamos de mencionar.
En estos casos se dice que dichos conjuntos, con las operaciones respectivas,

constituyen un anillo conmutativo, con elemento unitario (el 1).

Definicién: Diremos que la terna ordenada (A,*,¢) es un anillo si y sélo si

(A,*,e) es un semianillo, tal que todo elemento de A es invertible respecto de
* 15

Asi pues, podemos decir que el conjunto Z de los numeros enteros, con las

operaciones + y x forman un anillo.

Cuando valen todas las propiedades menos (posiblemente) el 5 y el 7, a dichas
estructuras se les llama simplemente anillos.

Diremos que un anillo (A,* ) es unitario (respectivamente, conmutativo) si y
sblo si e posee la propiedad de existencia de elemento neutro en A

(respectivamente e es conmutativa en A)'°.

2.1 PROPIEDADES DE ANILLOS DE LOS ENTEROS"
Veremos ahora como, a partir de las propiedades basicas de las operaciones con

los nimeros enteros, pueden demostrarse otras muchas de las que conocemos.

'S Anilios. Bibliografia nimero 28. Pag. 310.
' Anillo unitario. Ibidem.
' Propiedades de anillos de los enteros. Bibliografia nimero 5. Pag. 168-170
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La importancia de proceder en esta forma es que estas propiedades no solo seran
validas en los enteros, sino en cualquier conjunto con dos operaciones que
cumplan las propiedades 1,2,3,....,8, es decir en cualquier anillo conmutativo con
elemento unitario.

Proposicién 1: (ley de cancelacion) Si a,b y ¢ son enteros y a+b=a +c, entonces
b=c.

Demostracion. Supongamos que a+b=a+c. Seglin la propiedad 4 existe un
entero, -a, tal que (-a }+a=0. Tenemos entonces que (-a)+(a+b)=(-a)+(a +c).
Por la propiedad asociativa (propiedad 2), podemos escribir:
((-a)*ta)+b=((-a)+a)*+c, de donde, 0+b=0+c y como 0 es el elemento neutro
aditivo (propiedad 3), obtenemos que b=c.

Esta propiedad podriamos llamarla, con mas precision, ley de cancelacién por la
izquierda.

Utilizando la ley de cancelacion por la izquierda y la propiedad conmutativa para la
adicion se demuestra la ley de cancelacién por la derecha.

Corolario 1: Si a,b y ¢ son enteros y a +c=b+¢, entonces a=b
Demostracién. Ya que a +c=b+c, por la propiedad 1 obtenemos c+a=c+b y por la

ley de cancelacion demostrada anteriormente, resulta que a=b.

Corolario 2: Si a y b son enteros y a +b=a, entonces b=0.
Demostracion. Por hip6tesis, ya que a=a +0, tenemos que a +b=a +0,
de donde, por la ley de cancelacién, obtenemos b=0.

Proposicién 2: Para todo entero a, se tiene que 04 =0.

Demostracion. Ya que 0=0+0 (segun la propiedad 3) tenemos, por la propiedad
asociativa; que 04a=(0+0)a =04 +0a

Por lo tanto segun el corolario anterior, resulta que 0a =0

Usando la ley de cancelacién podemos demostrar facilmente el corolario 3.
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Corolario 3: El inverso aditivo del inverso aditivo de un nimero entero a es a. Es
decir, -(-a)=a

Demostracion. Por definicion de inverso aditivo de un entero sabemos que
(-a)yta=0 (1)

y también que -(-a )+(-a)=0 (2)

Por la propiedad conmutativa, (1) nos da a+(-a)=-(-a)+(-a)

Ahora bien, usando la propiedad de cancelacion obtenemos que a= -(-a) que es
lo que se queria demostrar.

Podemos ahora demostrar las a veces llamadas “reglas de los signos”.
Proposicién 3: Si a ,be Z, entonces

(-a)(b)=-(ab)

(-a)-b)=ab

Demostracion. Tenemos que (-a )b+ a b=((-a )+ a )b=0b=0, y también, por definicion
de inverso aditivo, -(a b)+a b=0. Por consiguiente (-a )b+a b=-(ab)+a b y por la ley
de cancelacién resulta que (-a )b=-(ab) con lo que queda demostrada la primera

parte.

Se tiene que (-a )b+(-a )(-b)=(-a )(b+(-b))=(- a )0=0
y también, como vimos antes, (-a )b+a b=0

Por consiguiente, (-a )b+(-a )(-b)=(-a)b+ab

y, cancelando, obtenemos (-a )(-b)= ab

con lo que queda probada la segunda parte.

Corolario 4: (-1)a=-a (aeZ)

(-1-1)=1

La diferencia de dos numeros enteros _se puede definir utilizando la adicién y los

inversos aditivos.
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Definicion: Si a ,be Z 1a diferencia a-b es el entero a-b=a +(-b)

Proposicién 4: Si a ,b,ce Z, entonces a(b-c)=ab-ac

En efecto, a (b+(-c))=ab+a(-c)=ab+(-ac)=ab-ac

como caso particular resulta que:
Corolario 5: -(a +b)=-a-b
en efecto —(a +b)=(-1)(a +b)=(-1) a +(-1)b=-a +(-b)=-a -b

No todas las propiedades en los enteros son consecuencia de las propiedades de

anillo. Por ejemplo, en Z tiene la propiedad siguiente:
Propiedad 9: Si «,b son nimeros entero diferentes de cero, entonces su producto

ab es diferente de cero.

Es facil ver que esta propiedad no es consecuencia de las propiedades 1, 2...,8. la
forma de hacerlo es exhibir un anillo conmutativo, con 1 en donde podamos
encontrar dos elementos distintos de cero, cuyo producto sea cero.

A los elementos a,b cuyo producto es cero se les llama divisores de cero. Con
esta terminologia, la propiedad 9 dice que en Z no hay divisores de cero distintos

de cero.

DOMINIOS ENTEROS
Definicion: un anillo conmutativo (A,s,*) diremos que es integro o un dominio
de integridad o un dominio entero si y sélo si carece de divisores de cero'®.

Asi que si A es un anillo conmutativo con 1 en el cual se cumple la propiedad 9 se
dira A es un dominio entero.

Asi pues, podemos decir que Z es un dominio entero.

'8 Dominio entero. Bibliografia nimero 28. Pag. 312.
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Proposicion: En un dominio entero vale la ley de cancelacién' para la
multiplicacién. Es decir, si a,b,ceZy a # 0 entonces a b=a ¢ implica b=c.

Demostracion. Ya que a b=ac tenemos que a b-a ¢=0, de donde a (b-c)=0 y como
a # 0 forzosamente b-c=0, es decir, b=c.

Es necesario observar que en esta propiedad el factor que podemos cancelar
debe ser distinto de cero. En efecto, si a=0 puede ser que ab=acsinque byc
sean iguales (Cancelacién).

2.2 EL ORDEN EN Z.
Otro aspecto muy importante en el anillo de los nimeros enteros es el orden®.
Sabemos cuando un numero es mayor que otro. Ahora precisaremos este

concepto.

Los numeros naturales N forman un subconjunto de los nimeros enteros:

N={1,2,3,..} c Z

Destacaremos las tres propiedades basicas siguientes:

Propiedad 10: La suma de dos nimeros naturales es un numero natural.
Propiedad 11: El producto de dos nimeros naturales es un nimero natural.
Propiedad 12: Si aes un nimero entero se cumple una y solamente una de las
tres condiciones siguientes:

i)  a esun ndmero natural

i) a=0

iii) —a esun nimero natural

Dicho de otra manera, un entero puede ser o bien natural, o bien cero, o bien su
inverso aditivo es natural.

' L ey de cancelacién. Bibliografia nimero 5. Pag. 170-171
® Orden en Z. Idem, pag. 172-173
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Usando el subconjunto N de Z, y estas tres propiedades, podemos definir el

orden y demostrar las propiedades basicas del orden y las que de ellas se
deduzcan.

Definicién: Si a, b son nimeros enteros, decimos que a es mayor que b si a-b es

un namero natural.
En simbolos, a>b < a-beN.
Observemos que, de esta definicidn se sigue que

a>0 @ aeN, pues a-0=a.

A los nimeros a tales que a>0 se les llama positivos. Asi pues, los numeros

naturales son los nimeros positivos.

Demostracion. a>b significa, segun la definicion, que a-beN. Analogamente,
como b>c, sabemos que b-ceN. Por el propiedad 10, como a-beN y b-ceN

tenemos que su suma (a-b)*+(b-c) €N, lo que, segun la definiciéon significa que
a>c.
Como es costumbre la notacién a<b equivale b>a y a >b significa que a>b o

que a =b. Analogamente a <b significa a <b, o bien a=b.

El propiedad 12 podemos enunciario ahora como sigue:
Proposicion 1: Si a es un nimero entero, se cumple una y solamente una de las
condiciones siguientes:

) a>0
i)  a=0
i) a<0.

Proposicion 2: Si a,b y ¢ son enteros y a>b, entonces a +c>b+c.
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Demostracion. Puesto que a>b, sabemos que a-beN. Ya que a-b=(a+c)-(b+c)

tenemos que (a +c)-(b+c) e N.

Proposicion 3: Si a, b y ¢ son enteros tales que a>b y c>0, entonces a c>bc.
Demostracion. Por hipétesis a-be N y ce N. Luego, por el propiedad 11, (a-)ce N,

es decir, a c-bc es natural, de donde, a c>bc.

Proposicion 4: Si a y b son enteros positivos y b>1, entonces ab>a.
En efecto, b>1 y a>0, Por lo tanto, segln la proposicién 6, tenemos que ba>18,

es decir, ab>a.

2.3 LADIVISION EN Z.

La divisién en los enteros?' se define: Sea la ecuacién multiplicativa bx=a; con a,

beZ . A su solucion, es decir, al nimero x que multiplicado por b nos da como

. a
resultado a, le llamaremos el cociente de a entre b y lo representaremos con 7
Recordemos que un entero b= 0 se dice factor de un entero a si existe un ceZ,
tal que bec=a.
. a " .
Asi, para el cociente 3 podemos distinguir tres casos:

i) b es factor de a

Este es el unico caso en el que la ecuacion bx=a tiene solucién en Z, por lo que

a ,
; es un numero entero

if) bnoes factorde a y b=0.

. . . a
En este caso la ecuacion bx=a no tiene soluciéon en Z, por lo que 3 no es un

namero entero y decimos que es un numero racional.

| a division de los enteros. Bibliografia numero 18. Pag. 30-31
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i) b=0

Este es un caso que merece especial atencién en virtud de que % no esta
definido.

En efecto; si a ::0,% no existe, ya que no hay un numero que multiplicado por
cero dé como resultado un nimero diferente de cero.

Por otra parte, si a=0, % no esta determinado ya que cualquier nimero

multiplicado por cero da como resultado el cero.

En cualquier caso, el numero % con b=0 no esta definido.

Podemos ver que no siempre existe la division de los enteros.

3. LOS NUMEROS RACIONALES
Asi como los numeros naturales surgieron por la necesidad de contar, los nimeros
racionales surgieron por la necesidad de expresar partes de un todo. A

continuacién se definen los nimeros racionales?.

3.1 RELACION DE EQUIVALENCIA

La ecuacién mx=n, m=0, con m y n nimeros enteros (coprimos o primos relativos,
es decir, no poseen divisores comunes) dados, no siempre posee una solucién x
en los enteros. Nace entonces la necesidad de construir otro conjunto de numeros,
que contenga a los nimeros enteros y donde cualquiera de las ecuaciones de la

forma mx = n; m= 0, con my n enteros, tenga siempre solucion.

Consideremos para tal fin el conjunto Q de los «pares ordenados» de nimeros
enteros
Q={(n,m)/n,meZ, m =0}

2 Definicién de numeros racionales y relacién de equivalencia. Bibliografia nimero 46. Pag. 33-34
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Diremos que un par (n; m)e Q es irreducible si y s6lo si n y m son coprimos, es
decir, no poseen divisores comunes. Diremos que dos pares (n1,m1),(n2,m2) son
equivalentes, y escribiremos

(n1,m1) = (n2,m2), siy solo si n1Tem2 = m1.n2. Por ejemplo, (1. 2) es irreducible
y(1,2)=(2, 4).

La relacién = es reflexiva, simétrica y transitiva, en el sentido que precisamos a
continuacion:

(i) Reflexividad: (n,m) = (n, m), paratodopar(n,m) e Q;

(ii) Simetria: (n1, m1) = (n2,m2) siy s6lo si (n2,m2) = (n1,m1), para cualesquiera
(n1,m1),(n2,m2) e Q;

(iii) Transitividad:

si  (n1,m1)=(n2m2) 'y (n2,m2)=(n3,m3) entonces (n1,m1)=(n3,m3),
entendiéndose que (n1,m1), (n2, m2), (n3,m3) € Q.

, . . . a ’
Un ndmero racional, que indicaremos por > donde a,b son nimeros enteros y

b= 0, es el conjunto %={(n,m)e @:(n,m) =(a,b)}

Obtenemos que siy solo si(a, b) = (c, d)

£
d
es decir, los conjuntos%, 5 son iguales si y sélo si los pares (a, b), (c, d)e Q

son equivalentes. Esto se debe al hecho que = es una relacion reflexiva, simétrica

y transitiva. Es asi como podemos definir sin ambigledad el niamero racional %

. a
como el conjunto 3

. a , .
Si 3 es un numero racional, llamamos numerador al entero a y llamamos

denominador al entero b=0. Esta4 claro que el numerador y el denominador
dependen del par ordenado que se use para representar al nimero racional.
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. i . , . a
Es natural elegir como notacién para un nimero racional > aquel elemento del

. a . .
conjunto n para el cual los enteros de la fraccién (el numerador y el denominador)

son coprimos (primos relativos) y el denominador es positivo. Por ejemplo,

%= {(1,2),(-1,-2), (2,4), (-2, 4). 3, 6), ..} ¥

—% = —71= {(-1,2), (1, -2), (-2, 4), (2, -4), (-3, 6), (3, -6)....}

. a ar R
Corolario 1: ;=—— sirz0
r

El conjunto formado por todos los nimeros racionales lo indicaremos por el

simbolo Q.

3.2 SUMA Y PRODUCTO EN 23,
Para definir estas operaciones necesitamos dos lemas.
¢ c ad +bc a'd’+b’c
—_—= = = .
bd bd

Lema1:(£=iy
b b d d

Demostracién. Por hip6tesis ab’=ba 'y cd’=dc’. Entonces
(ad+bc)b’d’=adb’d’+bcb’d’=bda ‘d"+bdb’c’=bd(a ‘d’+b’c’),
que, segun la proposicién 2, es lo que se queria demostrar.
Lema 2: (ﬁ=i’ ye=2 ):a_c=i"'.

b b¥'d & ’
Demostracién: la hipétesis es la misma del lema anterior. Tendremos pues,
acb’d’=bda ‘c’,

como se queria demostrar.

% suma y producto en Q. Bibliografia numero 5. Pag. 211-212
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Ahora podemos definir

£+£ =ad+bc
b d bd
ac.ac
b d bd

Los lemas anteriores muestran que estas son definiciones auténticas. Si
denotamos a/b y ¢/d de otras maneras, la suma y el producto que se obtienen con

las férmulas anteriores son los mismos

Observacion: = + b _axb
d d d
a b _ad+db _(a+b)d _a+b .
en efecto, —+— = —= = por el corolario 1.
d d d
Proposicion 3: en Q:
i) La suma es conmutativa.

if) La suma asociativa.

iii) 0/1 es neutro aditivo. Es decir, (m/n)+(0/1)=m/n para todo m/n.

iv) Todo racional tiene inverso aditivo (otro racional que al ser sumado
con él da 0/1 como resultado). El unico inverso aditivo de m/n es —
m/n, también denotado por —(m/n).

v) El producto es conmutativo.

vi) El producto es asociativo.

vii)  1/1 es neutro multiplicativo. Es decir, (m/n)< (1/1)=m/n para todo m/n.

viii)  Todo racional =0/1 tiene inverso multiplicativo (otro racional que al
ser multiplicado por él da el producto 1/1). El unico inverso
muitiplicativo de m/n es n/m, también denotado por (m/n).

ix) El producto distribuye a la suma. El inciso vi), por ejemplo, se
demuestra asi:

a c e_ac e (ac)e _alce) a ce _alc e
b d
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Observacién: Con las definiciones anteriores, cualquier ecuacién de la forma mx=n
{que hemos llamado ecuaciones multiplicativas), m=0, con m y n enteros, tiene

. , . n
como solucién el nimero racional —.
m

Estas operaciones son cerradas en es decir, la suma y el producto de dos

numeros racionales son nuevamente numeros racionales. (Dadas las definiciones

de suma y producto el resultado es igual a un cociente de dos enteros cuyo
denominador es distinto de cero, por lo tanto pertenece a los racionales)

3.3EIORDENEN ©Q
En Z esta dado un orden, a saber, si n, me Z, n<m significa que m-n >0. Podemos

definir un orden en Q24 a partir del orden en Z de la manera siguiente: decimos
que un namero racional F; es positivo, y escribimos r >0, si y solo sl se satisface

una de las siguientes propiedades para los enteros a, bq:
(i) a, b son ambos positivos, es decir, a>0y b>0
(ii) —a, -b son ambos positivos, es decir, -a >0y -b >0.

Dados dos nimeros racionales r y s, decimos que r es menor que s, y escribimos
r< s, siy sélo si s-r>0.

Observe entonces que, al calcular r-s, con r =% y s=§, tenemos que r<s sf y
s6lo si a bd?<cdb®.
Si asumimos, sin embargo, que b, d > 0 entonces r <s si y sélo si ad < c¢b:

Por otra parte, decimos que r<s si y so6lo si r<s o r=s. La relacién < es una
relacién de orden.

Con esto, dados a/b y ¢/d en Q se cumple una y solo una de las afirmaciones

siguientes:

2 E| orden en Q. Bibtiograffa nimero 5. Pag. 214-215
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Proposicién 5:

i)( f_>a_’y£>_{ ]:9_4,
T d d b

V) =

a c [
—-—>— -—>

b d d b
3.4 DENSIDAD DE LOS NUMEROS RACIONALES

Los conjuntos de los nimeros naturales y enteros frecuentemente se consideran
como conjuntos discretos. Esto significa que entre dos nameros naturales
consecutivos no hay otro niumero natural. Una situacién semejante existe para los

enteros.

El conjuntos de los numeros racionales no tiene esta propiedad de discrecion.
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Propiedad de densidad®: Dados dos nimeros racionales a y b, hay un tercer
namero racional ¢ tal que a <c<b o b<c<a.

Esto significa que, dado un nimero racional, no hay un nimero racional proximo
mayor o préximo menor.

Mas bien es facil encontrar un nimero racional que éste comprendido entre dos
nameros racionales dados. Una manera de hacerio es calcular la media arithética
(promedio) de los dos numeros.

, . . a ¢ . a c
Teorema: Para dos numeros racionales cualesquiera 3 y; si Z<E entonces

a c
_+_
4
2 d
Demostracion. Ya que por hipétesis sabemos que %<§ es verdadero,
a c a 4
necesitamos solamente demostrar que b <b _d 3 d y b d 3 d . d son verdaderas.
a ¢ ad+bc
577 T bd  _ad+bc
Pero simplifiquemos b d__bd -
2 2bd

Ahora demostraremos que %< ad + be

se deduce a partir de .5,
b d

Proporcionemos la razén de cada paso.

2 < £ (b<0, d<0)= ad<bc

b d

a bd<bbc

a bd+a bd<a bd+bbc
2a bd<a bd+bbc

a (2bd)<b(a d+bc)

a ad+bc

b 2bd

® Propiedad de densidad. Bibliografia nimero 18. Pag. 42-43
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LA
b 4 ¢

Para la segunda parte de este teorema si % <§ entonces 7

3.5 Q COMO CAMPO COCIENTE SOBRE LOS ENTEROS.

Si un dominio entero es tal que todo elemento distinto de cero tiene un inverso
multiplicativo, entonces es un campo®. Sin embargo, muchos dominios enteros,

como los enteros Z no forman campo. Pero se puede mostrar que todo dominio

entero puede considerarse contenido en cierto campo, e/ campo de cocientes del
dominio entero. Este campo sera un campo minimal que contiene el dominio

entero en el sentido que describiremos. Por ejemplo, los enteros estan contenidos

en el campo Q, cuyos elementos se pueden expresar como cocientes de enteros.

Si a e Z-{0} y be Z, entonces la ecuacién xa =b carece, de solucién en Z, debido a
que (Z-{0},) no es un grupo. El objetivo del presente es introducir el campo
(Q,+,0) de los numeros racionales que “extiende” a (Z,+,¢), en el sentido de que
podemos sumergir Z en Q, respetando las respectivas estructuras algebraicas, y

de tal forma que en Q son resolubles todas las ecuaciones del tipo xa =b.

Entonces sea Z un dominio entero que deseamos agrandar a un campo de
cocientes Q los pasos a seguir son los siguientes:
1. Definir cuales seran los elementos de Q.

2. Definir en Q las operaciones binarias de suma y multiplicacion.

3. Comprobar que se cumplan todos los axiomas de campo, para mostrar

que Q es un campo bajo estas operaciones.

% Campo cociente. Bibliografia numero 13. Pag. 237
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4. Mostrar qUe Q puede considerarse conteniendo a Z como un

subdominio entero.

Hasta el momento se ha elaborado hasta el tercer paso. Falta mostrar que Q°
puede considerarse conteniendo Z. Para ello, mostramos que existe isomorfismo i

de Z con un subdominio de Q’. El lema siguiente nos da este isomorfismo?.

Considerando la clase de los nimeros racionales cuya segunda componente sea
1. Los elementos de esta clase seran de la forma (x,1) pudiendo ser x un nimero

entero positivo o negativo. Sea Q' esta clase.
Definamos una funcién i: Z > Q',talque VxeZ = ix)=(x1)

Esta funcion es biyectiva, pues:

a) x=x = (x,1)=(x,1) (inyectiva)

b) V(z1) e Q, 3ze Z,talque i(z)=(z,1) (sobreyectiva)

Existe entonces una correspondencia biunivoca entre ambos conjuntos, y esta
correspondencia conserva la suma y el producto. En efecto:

(a,1)+(b1)=(a +b1)=a+b

(a,1)- (b1)=(ab,1)=ab

Podemos entonces afirmar que los niameros enteros (Z) y los racionales de la

forma (x,1) (@') corresponden a un concepto esencialmente Gnico y pueden por lo

tanto identificarse. Todo numero entero s puede por lo tanto identificarse con un
namero racional de la forma (s, 1) que normalmente expresamos con s/1.

Asi, i es un isomorfismo de Z con Zi y, por supuesto, Zi es, entonces, un

subdominio de Q.

77 7 contenido en Q. Bibliografia numero 13. P4g. 242
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Por lo que podemos concluir que cualquier dominio entero Z puede agrandarse (o
incrustarse) en un campo Q, tal que todo elemento de Q puede expresarse como
cociente de dos elementos de Z (Dicho campo Q es un campo de cocientes de

Z).

3.6 EL SUBCONJUNTO DECIMAL DE Q28.

Los numeros racionales de la forma l—g—; constituyen un subconjunto de Q que

denotaremos D. El elemento /10" se acostumbra representar escribiendo a enla

forma usual, con base 10, y poniendo un punto a n lugares del extremo derecho:

también se utilizara la notacién

10"=_L
10"

=0.0..01

——

n

Las sumas y productos de elementos de D pertenecen a D. Sea D*'=Dn Q"
D=DnQ@

Los elementos de D* son los A. ajaj...an

Donde A es un entero no negativo, los ai son cifras a; son cifras a,¢{0,1,....8}, y n

es tan grande como se quiera, porque podemos agregar ceros a la derecha de la

ultima cifra:
3.25=3.250=3.2500=...

% Subconjunto decimal. Bibliografia numero 5. Pag. 216.
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Los elementos D" son los -A. a1aj...an

Proposicion 9:
i) 0>x para todo xe D"
ii) x>y siempre que xeD*, ye D"
i) x>0 para todo xe>D"
iv)  Dados dos elementos cualquiera de D,

x=A.a1as...aq
y=B.b1b2...b,,

x>y en cualquiera de los dos casos siguientes:
iv') Si A>B
iv’") S| A=B y existe algin entero no negativo m<n tal que a=b; para
i<ny am>bm
v) Dados xe D", yeD"
-X>-y si y>x

Proposicion 10: La regla de los signos es valida en D. Esto es:
(-A. ay..ap) XB.bs...bp=-(A.aq...an x B.by...by)

A ar..apx(-B.by..by)=-(A.ay...an xB.by_by)

(-A. ay... ap) x(-B.by...bp)=A.aq...an x B.by...b,

4. MAXIMO COMUN DIVISOR Y MINIMO COMUN MULTIPLO®

Se dice que ¢ es el maximo comun divisor de m y n, escrito c=mcd{m,n} cuando
¢>0, ¢ divide a m (escrito ¢/m), ¢ch y (d/m, din = dfc), A continuacién veremos que
si my n no son ambos cero, entonces ¢ existe. Es claro que ¢ es unico, pues

¢=mcd{m,n} =>cic’yc’k, y asi c=c’.

Proposicidn. Si m,n, no son ambos cero, entonces existe el med{m,n}.

% MCD y MCM. Bibliografia nimero 47. Pag. 9-10.
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Demostracion. Sea A el subconjunto de Z de los nimeros que se pueden escribir
como am+bn. Este es un subconjunto no vacio pues contiene a cero. También es
claro que contiene elementos positivos. Sea ¢ el minimo elemento positivo de A.
Se afirma que c=mcd{m,n}.

En primer lugar ¢>0 y c=am+bn con ciertos a,beZ. Como existen q,r tales que
-m=qc+r, 0<r<c, vemos que r=m-qc=(1-qa )m+(-qb)n esta en A. Siendo ¢ minimo
positivo, se obtiene que r=0, es decir, que ¢/m. Similarmente c/n. Por ultimo, d/m,
djn = df(a m+bn)=c.

Se dice que s es el minimo comun multiplo de m,n cuando s>o, mfs, nis y (mpr,
nr=sf). Esto se escribe asi: s=mem{m,n}. También es claro que si s existe,
entonces es Unico.

Un numero positivo p es primo cuando solamente es divisible por 1 y %p;
ademas, pedimos p# 1.

Todo nimero positivo = 1 puede escribirse como producto de potencias de primos.
Esta expresién es Unica, en el sentido de que si n=p®...p> =q* ...q% con p1,....p
primos distintos, ps,...,ps primos distintos y a,b; 0, entonces r=s y para cada

1<i<rexiste 1<j<s tal que j es Unico, pi=q;y pi=q; y ai=b;

Cuando m=p{..p%» y n=p&..p% y n=ph..p%* con a;b20, entonces mcd

{m,n}=p ..p> donde c=min{a;b}, para todo i. Observamos que siempre es

posible escribir m y n en esta forma, permitiendo que algunos exponentes sean

cero.

Cuando m y n no son ambos cero, entonces mcm {m,n} también existe y es

h..ph donde m=pi...p%, n=p? ...p* yl=max { a,b} para todo i.
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Asi vemos que (mcd {m,n})(mcm {m,n})=mn. Observamos también que en esta
discusion hemos considerado nimeros m,n no negativos, y si nos dieran m,n

arbitrarios, bastaria ignorar los signos para calcular su med y su mem.
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